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Resune

L'interpetation abstraite est une nethode gererale qui permet de ceterminer de manere
automatique des invariants de programmes. Cette methode conduita esoudre un probeme de
point xe non lireaire de grande taille mais qui possde des proprees de monotonie. Ainsi,
ceterminer des bornes sur les valeurs prises par une variable au cours de I'execution d'un
programme, est un probeme de point xeequivalenta un probeme de jeua deux joueurs,

a somme nulle et avec options d'arrét. Cette dernere observation explique la mise en oeuvre
d'algorithmes d'ierations sur les politiques.

Dans un premier temps, nous avons ererali® les domaines nuneriques poledriques par
un domaine nunerique abstrait permettant de repesenter des invariants non-lireaires. Nous
avons & ni une fonction £mantique abstraite sur ce domainea partir d'une correspondance
de Galois. Cependant, levaluation de celle-ci est aussi di cile qu'un probeme d'optimisation
globale non-convexe. Cela nous a amerea ce nir une fonction £mantique relactee, construite
a partir de la treorie de la dualie, qui sur-approxime de la fonction £mantique abstraite. La
treorie de la dualie aegalement motive une construction d'une ieration sur les politiques
dynamique pour calculer des invariants nuneriques. En pratique pour des programmesecrits
en arithrretique a ne, nous avons combire la relaxation de Shor et I'information des fonctions
de Lyapunov quadratique pourevaluer la fonction mantique relactee et ainsi gererer des
invariants nuneriques sous forme d'ellipsedes tronglees.

Le deuxeme travail concerne l'ieration sur les politiques et le calcul du plus petit point
xe qui fournit l'invariant le plus pecis. Nous avons ra re l'ieration sur les politiques a n de
produire le plus petit point xe dans le cas des jeux stochastiques. Ce ra nement repose sur
des techniques de treorie de Perron-Frobenius non-lireaire. En e et, la fonction £mantique
abstraite sur les intervalles peut étre vue comme un operateur de Shapley en information
parfaite : elle est semidierentiable. L'approche conjointe de la semidierentielle et des rayons
spectraux non lireaires nous a permis, dans le cas des contractions au sens large de carac-
eriser le plus petit point xe. Cette approche nmenea un criere d'arrét pour l'ieration sur
politiqgue dans le cas des fonctions a nes par morceaux contractantes au sens large. Quand
le point xe est non minimal, le probbEme consistea exhiber un point xe regatif non nul
de la semidierentielle. Ce vecteur conduita une nouvelle politique qui fournit un point xe
strictement plus petit que le point xe courant. Cette approche aet appligieea quelques
exemples de jeux stochastiquesa paiements positifs et de \eri cation de programmes.

Mots-cés : Interpetation abstraite ; ieration sur les politigues; optimisation convexe;
convexie abstraite ; Perron-Frobenius non-lireaire ; treorie des jeux






Abstract

The abstract interpretation is a general method to compute automatically program in-
variants. This method leads to solve a non-linear xed point equation involving a monotone
function. Determining numerical invariants in order, for instance, to give bounds on the val-
ues taken by the variables of a program, turns out to be equivalent to solving a two-player
zero-sum game with stopping options. This observation allows one to transport algorithms
from game theory, like policy iteration, to abstract interpretation.

The rst contribution of this thesis is the generalisation of these abstract polyhedraic
numerical domains. We construct a general abstract numerical domain which encompasses all
the classical ones. We de ne an abstract semantic function in terms of a Galois connection.
However, evaluating the abstract semantic function is as hard as solving a non-convex global
optimization problem. Hence, we de ne a second semantic function called relaxed semantics
constructed from duality theory, which provides a safe overapproximation of the abstract
semantic function. The duality theory also motivates the construction of a dynamical policy
iteration algorithm to compute numerical invariants. In practice for programs written in
a ne arithmetic, we combine Shor's relaxation scheme and Lyapunov functions to evaluate
the relaxed semantic function and so generate numerical invariants which are the form of
truncated ellipsoids.

The second contribution concerns policy iteration and computation of the smallest xed
point problem which provides the more precise invariant. We re ned the policy iteration
algorithm in order to compute the smallest xed point, in the case of stochastic games.
The re nement is based on non-linear Perron-Frobenius theory. However, since the abstract
semantic function in the case of interval domain can be interpreted as a Shapley operator
in perfect information, we use a weaker notion of di erentiability : it is semidi erentiable.
The approach by the semiderivatives combined by non-linear spectral radius allows us to
characterise the xed points in the non-expansive case. In the case of non-expansive and
piecewise a ne (Shapley) operators, the characterisation leads to a termination criteria for
policy iteration. When the xed point found by policy iteration is not minimal, the problem
is reduced to nding a non-positive xed point for a semiderivative map. This vector provides
a descent direction which leads to a new policy and then to a strictly smaller xed point. This
approach has also been applied to typical examples arising from game or program veri cation
problems.

Keywords : Abstract interpretation ; policy iteration ; convex optimisation ; abstract con-
vexity ; non-linear Perron-Frobenius ; game theory
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CHAPITREL

INTRODUCTION

En 1962, Philippe Dreyfus,a lepoque ingenieur chez Bull, inventa le mot informatique
pour traduire en frarcais le terme anglais computer science Il construit ce mot en contrac-
tant les mots infor mation et automatique'. Ainsi, peut-on c nir la science informatique
comme l'automatisation du traitement de l'information. Pour nous, la notion importante ici
est l'automatisation qui signi e sans intervention humaine. L'automatisation est donca la
base des programmes informatiques : ces programmes executent de manere automatique des
calculs nuneriques ou logiques voire simulent des exgeriences. Les programmes consistent en
une suite d'ogerationsecrites dans un certain langage de programmation qu'un humain veut
executer. La complexie des programmes actuels et leur longueur font que les programmes
sont aussi di cilesa \eri er quaecrire, pour illustrer nos propos : le logiciel embarque d'une
automobile ecente peut contenir plus de 35 millions de lignes de codées Une relecture du
code ne peut donc su re pour garantir la correction d'un programme. Avant d'utiliser de tels
logiciels, il faut pourtant \eri er leur bon fonctionnement, \eri er que le programme epond
bien aux speci cations attendues, \eri er que le programme ne contient pas d'erreurs.

1.1 \érication de programmes

1.1.1 Quelques dysfonctionnements catastrophiques

Nous soulignons dans cette sous-section I'importance des nethodes de \eri cations avant
I'utilisation d'un programme. Nous citons trois dysfonctionnements desastreux bien connus
causes par des erreurs informatiques. On peut citer I'explosion de la fusee Ariane 5 [Boa96]
en 1996, 37 secondes apes son cecollage. Ce dysfonctionnement etait cause par la reprise
d'un logiciel corcu pour Ariane 4 qui nétait plus valide sur la nouvelle fuee Ariane 5. Un
dysfonctionnement plus dramatique humainement : entre 1985 et 1987, un logiciel de controle
de la machineTherac-25 de radiotherapie a provoqie I'administration de doses massives de
radiation. Trois patients furent grevement blesss et trois autres ceederent [LT93]. En n,
citons le dysfonctionnement de I'antimissile Patriot [Ske92, BBO92] qui aurait d( intercepter

1. Michel Volle relate cette anecdote dans [Vol06, p 201-202]
2. source http://www.mathworks.com/company/pressroom/newsletter/sept06/body_electronics.html
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le missile Scud lors de l'operation Desert Storm. Une erreur dans le logiciel de contréle de
I'antimissile empécha l'interception et causa la mort de 28 soldats anericains.

Ces dysfonctionnements exemplaires font partie d'une longue liste d'incidents lesa l'in-
formatique. lls expliquent la longue et complexe activie de tests et de \eri cations en amont
de l'utilisation et la commercialisation d'un logiciel.

1.1.2 Insu sance du test

D'apes Myers [MBT * 04], tester un programme consiste a executer le programme an
d'y trouver des anomalies ou des defauts. Ainsi tester un programme semble la nmethode la
plus naturelle pour \eri er la correction d'un programme. La nalie du test est de epondre
aux deux gquestions suivantes : le programme ealise-t-il les speci cations attendues? et

le programme s'eecute-t-il normalement? ; plus pecisement le test dit de \eri cation est
ceng epondrea la premere question tandis que le test dit de validation est cens epondrea
la seconde question. De plus, on peut dierentier plusieurs types de testsa dierents niveaux
du cycle de ceveloppement le test unitaire qui\eri e chaque module du programme individu-
ellement, le testd'inegration qui \eri e le bon fonctionnement des compositions des modules
et en n le test de conformit qui \eri e la conformie par rapporta la sgeci cation pece nie.
Pour un test unitaire, des valeurs d'entees sont tiees akatoirement, les modules du logiciel
sont ensuite execues avec pour entee ces valeurs akatoires. Méme epees en grand nombre,
ces tests akatoires assurent le bon fonctionnement des modules avec une probabilie< 1 ce
qui n'est pas su sant pour des sysemes critiques al le moindreexenement impevu peut étre
catastrophique. Par ailleurs, le nombre de valeurs d'entees peut étreelewe, par exemple un
logiciel avec 5 entees analogiques sur 8 bits posede*2 valeurs d'entees possibles. Le nom-
bre des valeurs d'enteea tester rend donc impossible un test exhaustif et I'automatisation
des tests di cile. On peut esumer ce paragraphe sur le test par cette phrase duea Dijkstra
dans [Dij70] . Tester un programme peut cemontrer la pesence de bugs mais jamais leur
absence . Par conequent, il faut utiliser une approche plus globale pour prouver que le pro-
gramme satisfait bien les speci cations demandees et chercher toutes les erreurs contenues
dans un programme.

1.1.3 Analyse statique de programmes

L'approche globale passe par des nethodes de \eri cation formelles comme l'analyse sta-
tigue de programme. L'analyse est dite statique car I'extraction des proprees se fait sans
executer le programme. L'analyse statique de programme se divise en trois grandes cakgories :

Les techniques de preuve a la Hoare [Hoa69, Win93] : prouver une propree sur un
programme en traduisant le programme en une suite de formules logiques. Ces formules
logiques sont ensuite prouveesa l'aide d'assistants de preuve comme Caou Isabelle®.

Le model-checkingintroduit paralelement par Clarke et Emerson [CE82] et Queille

et Sifakis [QS82] prouve des proprees sur un programme en regardant tous lesetats
atteignables durant I'execution de celui-ci. Le probeme global est eduita \erier la
propreea cemontrer sur cet ensemble ni detats.

L'interpetation abstraite introduite par Patrick et Radhia Cousot [CC77], une nmethode
qui propose de prouver les proprees en consicerant une abstraction du programme par

3. http :/linria.coq.fr
4. http :/lisabelle.in.tum.de
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une fonction construite a partir d'une £mantique. Nous cevelopperons plus tard les
principes de base de l'interpetation abstraite.

L'analyse statique de programmes permet de prouver l'absence de fautes dans les pro-
grammes. L'analyse statiqgue possde d'autres applications pour la compilation notamment :
I'optimisation de codes, la paralelisationa la compilation... La nethode consistea traduire
un programme en un syseme déquations qui peut &tre esolu automatiquement. Il n'est,
cependant, pas possible de construire un analyseur statique gereral capable de prouver ou
non qu'un programme donre satisfait une certaine propree quelque soit le programme et
la propree. Ceci est une conequence du treoeme d'incecidabilie de Rice [Ric53]. L'inter-
petation abstraite remediea cette indecidabalie au prix d'une approximation. La nethode
consisteaecrire un syseme dequations dont toute solution determine une sur-approximation
de I'ensemble des comportements possibles du programme. Il peut arriver que cette solution
ne soit pas assez pecise et ne permette pas de conclure que le programme satisfait une pro-
pree ou non. Le point important de l'interpetation abstraite est le carackre automatique
du calcul d'une solution. Les mondes industriel et acacemique ont ceveloppe plusieurs analy-
seurs statiques bases sur l'interpetation abstraite ; citons en particulier : Astee ° developpe
a'E.N.S Ulm cktecte les erreursa I'execution; aiT © de la socee Absint calcule le pire temps
d'e>ecution; Fluctuat ’ ceveloppe au C.E.A permet d'analyser les erreurs entre les valeurs
eelles d'un programme nunerique et son impementation machine sur les ottants; Penjili ©
ceveloppea E.A.D.S prouve automatiquement les failles dues notamment aux tableaux non
initialiees, depassement d'indices...; Polyspace Verier ° de The MathWorks cetecte les
erreursa l'execution.

1.2 Probémes de point xe en interpetation abstraite

1.2.1 Domaines nunerigues abstraits
Domaines relationnels et formes lireaires

Une nethode intuitive pour trouver des bornes sur les valeurs des variables d'un pro-
gramme en chaque point de controle est d'utiliser les intervalles. On cherche ainsia ceter-
miner en chaque point de controle de programme, pour chaque variable un intervalle contenant
toutes les valeurs que cette variable pourra prendre durant I'execution. Le domaine des in-
tervalles aek le premier domaine consicee par Cousot et Cousot [CC77] pour calculer des
invariants nunerigues. L'inconwenient d'une analyse statique par intervalles est la perte de
I'information sur les relations entre les variables. L'introduction du domaine des polyedres
convexes [CH78] aet une premere approche pour garder les relations lireaires entre les vari-
ables. On consicere ainsi toutes les relations lireaires (ou plutdét a nes) possibles. Lorsque
I'on fait tendre le nombre de relations vers I'in ni, on parvient ainsia cecrire un ensemble
convexe ferme quelconque, car tout convexe ferme est intersection des demi-espaces fernmes
qui le contiennent. L'analyse statique sur le domaine des polyedres utilisea la fois la repesen-
tation des polyedres sous forme de contraintes et celle sous forme de gererateurs et rayons.

. http://www.astree.ens.fr

. http://lwww.absint.com/ait/

. http://www-list.cea.fr/labos/fr/LSL/fluctuat/index.html
. http://penijili.org/penijili.nhtml

. http://Iwww.mathworks.com/products/polyspace/
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Or, le passage du polyedre sous la forme de contraintesa la forme en grerateurs et rayons
est exponentiel puisqu'il faut 2" gererateurs pour un sysemea n contraintes dansR". En
bornant le nombre de relations lireaires au cours de I'analyse du programme, on peut esoudre
le probkme d'explosion combinatoire. Une approche consistea travailler dans une sous-classe
de polyedres. Parmi celle-ci, une sous-classe remarquable est celle des zones introduites par
Mire [MinO1a] : une zone est un ensemble forme de vecteurs 2 RY, detant le nombres de
variables, & nis par des contraintes de type potentiel, x; x; Cj a1 Cjj est une matrice
donree, a coe cients dans R[f +1g . Les zones permettent ainsi de borner les dierences
entre les variables du programme. En incorporant une variablexop suppementaire identique-
ment nulle, on exprime en particulier dans ce formalisme les bornes portant uniquement sur
une variable. Autrement dit, les zones sont plus expressives que les intervalles. Par la suite,
Mire [Min01b] a consicee les formes lireaires du type x; X;, Mire a appek ce domaine, le
domaines des octogones. Le principe du calcul des invariants dans les octogones est le méme
gue celui des zones. Sankaranarayanan, Sipma et Manna [SSMO05] ont propos une cererali-
sation du travail de Mire en xant avant l'analyse, une famille nie (pg)wof 0.k g de formes
lireaires qui ¢k nissent les contraintes d'un polyedre. L'invariant cherche est par conequent

de la forme pyx(x) Ck et les inconnues sont les borne€y. En prenant d(d + 1) formes
lireaires de la forme p(x) = x; X, avec 0 i;j deti 6 j, on retrouveevidemment le
domaine des zones.

Fonctions de Lyapunov et invariants nuneriques

Une autre approche qui sert de source d'inspirationa ce travail est issue de la treorie
du contréle. Un programme informatique peut étre en e et consicke comme un syseme dy-
namiquea temps discret. En treorie du contréle, I'existence d'une fonction de Lyapunov su t
a montrer la stabilie du syseme. Celle-ci fournit en outre une collection in nie d'ensembles
invariants par la dynamique (les ensembles de sous-niveau de la fonction de Lyapunov), qui
sont dans une certaine mesure analogues aux ensembles invariants construits en interpeta-
tion abstraite. Cependant, peu d'analyses de programmes utilisent des fonctions de Lyapunov
ou d'autres crieres de stabilie pour gererer les invariants nuneriques. Feret [Fer04] a pro-
poe de calculer une fonction de Lyapunov par interpetation abstraite pour les sysemes
lireaires d'ordre 2. Feron [FAO8a, FA08b] propose de calculer quentiellement des ellipsdes
a chague point de contréle d'un programme. On peut citer aussi Martel [Mar02] qui a utilise
la theorie de stabilie de Lyapunov en analyse statique. Martel a propos une analyse statique
pour prouver la stabilie des calculs sur les ottants dans une boucle grace aux exposants de
Lyapunov.

1.2.2 leration de Kleene

En interpetation abstraite, I'algorithme classique utilie pour calculer le plus petit point
xe d'une application croissante sur un treillis complet est lieration de Kleene [Bou93,
Mar98]. La vitesse de convergence de lieration de Kleene depend des proprees de conver-
gence (ou de divergence) du syseme dynamique sous-jacent. L'ieration peut donc étre tes
lente. La convergence en temps ni est assuee par des techniques d'acekration, introduites
par Cousot [CC92b], qui ne garantissent plus la pecision de l'invariant calcuk.

Lorsque les operations du programme sont uniquement a nes (pas de produits ou divisions
de variables), les coordonrees de la fonction £mantique abstraite, dans le cas des domaines
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nurreriques abstraits des intervalles, zones, octogones ou gabarits de Sankaranarayanan sont
des in ma ou des suprema de fonctions a nes gventuellement juste des fonctions a nes). Ce
dernier constat montre une certaine analogie avec l'operateur de Shapley des jeux stochas-
tiguesa information parfaite. L'ieration de Kleene peut étre ainsi consiccee comme l'ana-
logue de l'ieration sur les valeurs de la treorie des jeux. En theorie des jeux, une alternative

a l'ieration sur les valeurs est propose par l'ieration sur les politiques. Initialement intro-
duite par Howard [How60] pour les probemes de cecision markoviensa un joueur, elle aete
ereraliee par Ho man et Karp [HK66] au cas des jeux satisfaisant des hypotteses d'ergod-
icie, et gereraliee ensuite au cas de jeux combinatoires pour lesquelles de telles hypotteses
ne sont plus satisfaites (jeuxa paiement moyen, jeu de parie) [ZP96, CTGG99, VJOQ]. Elle
aee adapee par Costan et al dans [CGG* 05]a l'analyse statique.

Lorsque l'espace des politiques est ni, l'ieration sur les politiques converge toujours vers
un point xe. En particulier, lorsque le point xe est unique, on obtient a fortiori le plus
petit point xe, correspondanta l'invariant de pecision maximale. Les diverses variantes de
I'ieration sur les politiques que l'on rencontre dans la literature ont toutes la proprees de
produire une suite de points xes de fonctions assocees aux politiques qui est strictement
cecroissante pour un ordre convenable. On ne parcourt donc jamais deux fois la méme poli-
tique et l'algorithme termine donc en un temps au plusegal au nombre de politiques, qui
est en gereral exponentiel en la taille de l'instance. Un contre exemple ecent de O. Fried-
mann [Fri09] montre que l'ieration sur les politiques peut prendre un temps exponentiel dans
le pire des cas. Cependant, ce contre exemplea une structure tes particulere, et sur la plu-
part des instances (aussi bien cas eels que probemes akatoires), l'ieration sur les politiques
pour les jeux converge tes rapidement [DG06, CTCG 98].

Il y a cependant une dierence technigue importante entre l'ieration sur les politiques de
la theorie des jeux et celle de I'analyse statique. Dans le premier cas, on se place typiquement
dans une situation ai le point xe est unigue, l'unicie etant due a la pesence d'un taux
d'escompte, d'une possibilie de mort du processus sous-jacent (pesence detats absorbants),
et, dans des cas de non unicie, on rajoute en greral des conditions qui permettent de
lectionner un unigue point xe bien ce ni (par exemple : flection du point xe \Blackwell
optimal”, obtenu en faisant tendre le taux d'escompte vers 0). En interpetation abstraite, on
ne peut faire de méme, car la fonctionnelle d'analyse statique possde en greral plusieurs
point xes, et l'arti ce du taux d'escompte evanescent ne peut étre employe. Neanmoins la
cecroissance des termes de la suite gereee par l'ieration sur les politiques vers un point xe
implique que tout terme fournit un invariant, parfois peu pecis mais valide.

Citons aussi l'approche de Gawlitza et Seidl [GS07a, GS07b] qui e nissent une ieration
sur les politiques ascendantes. Gawlitza et Seidl initialisent leur algorithme par rapporta
la valeur ? (le plus petiteement du domaine nurnrerique abstrait) et ierent en lectionnant
a chaqueetape, la politique optimale. Le criere d'arrét de I'algorithme demeure ['atteinte
d'un point xe. Cette approche du plus petit point xe par le bas entrame un gain de pecision.
Cependant aucun terme de la suite gereee par l'algorithme ne fournit une information valide.

1.3 Contributions

1.3.1 Domaines nunerigues abstraits

Nous avons ce ni un domaine nunerique abstrait bas sur la convexie abstraite [Mor70,
Sin97, Rub00]. En analyse convexe (classique), on peut caraceriser les convexes fermes et
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les fonctions convexes semi-continues inktrieurement par des treoemes de sparation par
des hyperplans (Hahn-Banach version geometrique). La convexie abstraite consistea xer
une famille de fonctions non recessairement lireaires et de ¢ nir une notion de convexie
a partir de sparation par des lignes de niveaux desekments de la famille. A la manéere de
Sankaranarayanan et al, nous nous sommes ineresssa des invariants nurnreriques de la forme
fx 2 RYj p(x) (p); 8p 2 Pgais P est une famille de fonctions non recessairement lireaires
et non recessairement nie. Ces invariants nuneriques e nissent des ensembles convexes
abstraits par rapporta P.

Par la suite, nous avons ce ni une fonction £mantique abstraite par rapporta une corre-
spondance de Galois entre les convexes abstraits et les fonctions convexes abstraites. En raison
d'un probeme de calculabilie, nous avons e ni une deuxeme £mantique relachkee construite
a partir de la treorie de la dualie. En outre, cette fonction fournit une sur-approximation de
la fonction £mantique abstraite. La theorie de la dualie aegalement motive une construction
d'une ieration sur les politigues dynamique pour calculer des invariants sur notre domaine
nurrerique abstrait.

En pratique pour des programmes ecrits en arithrmetique a ne, nous avons propo la
relaxation de Shor pourevaluer la fonction €mantique relactee et ainsi gererer des invariants
nurreriques sous forme d'ellipsedes tronqlees. Dans les exemples cecrits dans cette trese,
nous utilisons des fonctions de Lyapunov quadratiques pour des sysemes discrets induits par
les programmes.

La nethode pour les calculs d'ellipsedes tronglees aee prototyee sous la forme de
chiers Matlab. La totalie des chiers repesente 3700 lignes de codes.

1.3.2 lerations sur les politiques et probéme du plus petit point xe

Nous avons monte que l'ieration sur les politiques peut étre ra ree de manéerea produire
toujours le plus petit point xe dans le cas des jeux stochastiques. Ce ra nement repose sur
des techniques de la tteorie de Perron-Frobenius non-lireaire. De plus nous avons interpee
le probEme de minimalie comme un probeme d'optimisation. Nous avons donc extrait une
condition de premier ordre pour caraceriser le plus petit point xe. Toutefois, comme la
fonction €£mantique abstraite sur les intervalles peut étre vue comme un operateur de Shapley
en information parfaite, elle est non dierentiable et ne possde pas de proprees de convexie.
Nous avons utili® une notion plus faible de dierentiablie : la semidierentiabilie , cette
notion consiste a remplacer I'approximation locale a ne classique de la fonction par une
approximation locale par une fonction homogene continue. L'approche par la semidierentielle
combiree aux rayons spectraux non-lireaires nous a permis de carackriser les points xes
localement minimaux. Dans le cas des contractions au sens large comme les ogerateurs de
Shapley, la caractrisation concerne uniqguement le plus petit point xe. Cette caracerisation
a conduita un nouveau criere d'arrét pour l'ieration sur politique dans le cas des fonctions
croissantes contractantes au sens large et a nes par morceaux. Lorsque le point xe est non
minimal, le probkme est eduita exhiber un vecteur propre non-lireaire de la semidierentielle
sur le cone regatif standard. Un tel vecteur fournit direction de descente qui permet de
trouver une nouvelle politique conduisanta un point xe strictement plus petit que le point
xe courant.

La nmethode aet impemente en C. Le prototype actuel est une anelioration d'un pro-
totype existant impementant l'ieration sur les politigues dans le domaine des intervalles. Le
prototype comprend cesormais environ 15000 lignes de code.
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1.4 Plan de trese

La premere partie constitue un rappel des outils de l'analyse statique par interpeta-
tion abstraite ainsi que les nethodes de calcul de point xe utilies actuellement en inter-
petation abstraite. Dans le chapitre 2, nous rappelons egalement les principes de base de
I'interpetation abstraite et notamment la construction des fonctions mantiques et des do-
maines abstraits recessaires au calcul du plus petit point xe. Nous terminons ce chapitre
par quelques domaines nunerigues les plus fequemment utilises en interpetation abstraite.
Dans le chapitre 3, nous pesentons les nethodes de calcul de point xe de l'interpetation
abstraite. Nous debutons par des rappels sur l'ieration de Kleene et les techniques d'acekra-
tion coupkesa cette methode. Puis, nous donnons des approches alternatives qui n'utilisent
pas des techniques d'acakration. En particulier, nous developpons dans ce chapitre, la neth-
ode d'ieration sur les politiques, en respectant I'ordre historique puisque nous commercons
par traiter l'ieration sur les politiques dans le cadre des jeux stochastiques pour nir par son
utilisation en interpetation abstraite.

Dans la deuxeme partie, nous pesentons notre premere contribution : les domaines
nunreriques abstraits des sous-niveaux. Celle-ci a fait I'objet de I'article de contrence [AGG10].
Dans le chapitre 4, nous e nissons les concepts de base du domaine abstrait des sous-niveaux
ainsi que les treoemes importants de l'interpetation abstraite comme I'existence d'une corre-
spondance de Galois entre les ensembles convexes abstraits et les fonctions convexes abstraites
et I''somorphisme de treillis. Dans le chapitre 5, nous construisons lesequations de points xes
a esoudre pour calculer nos invariants nuneriques et nous proposerons une ieration sur les
politiques dynamique dans le domaine des sous-niveaux base sur la tteorie de la dual-
ie lagrangienne et de la programmation semi-in nie. Le chapitre 6 fournit un exemple de
calculs d'invariants dans des domaines nuneriques avec une base nie de fonctions de base
gquadratiques, nous donnons dans ce chapitre des exemples d'analyse de programmes dans ces
domaines. En n, le chapitre 7 conclut cette partie.

Dans la dernere partie, nous donnons une eponse partielle au probeme de minimalig,
notamment dans le cadre des fonctions croissantes a nes par morceaux contractantes au sens
large. Cette partie corresponda l'article de congérence [AGGO08a]. Dans le chapitre 8, nous
proposons une caracerisation d'un plus petit point xe ni gracea la semidierentielle et aux
rayons spectraux non-lireaires. Cette caracerisation est la base du ra nement de l'algorithme
d'ieration sur les politiques pour le calcul d'un plus petit point xe ni. Dans le chapitre 9,
nous appliquons lieration sur les politiques pour le calcul du plus petit point xe a des
probemes de jeux stochastiques positifs eta l'interpetation abstraite dans le domaine des
intervalles. Le chapitre 10 constitue la conclusion de cette partie.
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CHAPITREZ

PRINCIPE DE L'ANALYSE STATIQUE PAR INTERPR ETATION
ABSTRAITE

L'analyse statique de programmes consistea extraire des proprees sur les programmes.
Pour deduire ces proprees, l'analyse statique se base sur letude £mantique de la repesenta-
tion syntaxique du programme. L'analyse est dite statique puisqu'elle se fait sans executer
le programme. La propreea \eri er peut &tre la preuve que le programme termine, qu'un
certainetat du programme est atteint, qu'aucune erreur ne se produit pendant I'execution du
programme ou que les valeurs des variables du programme sont borrees... Les proprees de
terminaison et d'atteignabilie sont dites de fatalie, c'esta-dire qu'elles sont vraiesa partir
d'un certain temps pour une excution du programme. La propree de bornes est qualiee
de propret de sOrek, car elles assurent qu'une propree invariante sera toujours respecee
quelque soit les executions. Cela est souvent utili pour prouver que les executions possibles
restent toujours dans des bornes acceptables et que rien de mauvais ne se passera. Pour \eri-
er qu'une propree de strek est satisfaite, il faut \eri er que cette propret est respecte
pour tous les comportements du programme, une telle propree est appekeinvariant du pro-
gramme. Dans cette these, nous nous ineressons au calcul d'un type d'invariant nunerique :
trouver des bornes sur les valeurs des variables d'un programme valides pour toutetat du pro-
gramme. Le calcul de ces bornes doit étre le plus pecis possible a n que I'ensemble cetermire
grace aux bornes contienne peu de valeurs non atteintes par les variables du programme.

Le calcul d'invariant revienta chercher la plus petite solution d'un probeme de point xe
dans un ensemble ordonre. Ce probeme de point xe est aussi appekquation £mantique et
le plus petit point xe solution de cetteequation est appek s£mantique concete. Cependant,
la £mantique concete d'un langage de programmation, n'est, en gereral, pas calculable.

Le but de I'analyse statique par interpetation abstraite [CC77] est de construire,a partir
de lequation £mantique concete, uneequation abstraite ¢t nie sur un domaine abstrait, sur
lesquels nous pouvons calculer une sur-approximation stire de la £mantique concete. Dans
de nombreux cas, la sirek est assuee par I'existence d'une correspondance de Galois entre le
domaine concret, sur lequel la £mantique concete est construite, et le domaine abstrait. La
sur-approximation est appete £mantique abstraite, c'est la plus petite solution de lequation
£mantique abstraite.

Pour commencer, nous rappelons quelques ¢k nitions sur les ensembles ordonres et des
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treoemes de points xes sur ces ensembles, section 2.1. Puis nous expliguons comment con-
struire la £mantique concete sur un langage jouet, section 2.2. Enn nous dcrivons la
nethode de l'interpetation abstraite, section 2.3.

2.1 Rappels sur les ensembles ordonres et les points xes

Dans cette section, nous rappelons les structures ensemblistes qui vont étre utiles pour
cecrire le principe de l'interpetation abstraite. Pour ces rappels, nous nous sommes inspies
du livre [GHK " 80]. Dans notre probeme de calcul d'invariants nuneriques, la notion de pe-
cision et donc la notion d'ordre intervient, ceci explique l'introduction d'ensembles ordonres,
e nition 2.1. De plus, nous souhaitons un invariant le plus pecis possible, nous devons nous
assurer que le plus pecis possible a un sens, & nition 2.5. En n, la £mantique, qu'elle soit
concete ou abstraite, est e nie comme le plus petit point xe d'une application. Nous don-
nerons par congquent les deux treoemes importants de points xes, le tteoeme de Tarski 2.1
et le treoeme de Kleene 2.2 qui assurent, d'une part, lI'existence et d'autre part, une nethode
de calcul d'une £mantique.

2.1.1 Les ensembles ordonres

Ce nition 2.1 ( Ensemble ordonre )

On appelle ordre partiel sur un ensembleE, une relation

{ eexive: 8x2E; x X.

{ antisynetrique : 8x;y 2 E,x yety ximpligue quex =y.

{ transitive : 8x;y;z2 E; x yety zimplique quex z.

On dira que (E; ) muni d'une telle relation est un ensemble ordonre.

Exemple 2.1
Soit E un ensemble non vide, la relation d'inclusion entre deux sous-ensembles dE est
une relation d'ordre sur } (E), I'ensemble des parties deE.

Exemple 2.2
Soit E un ensemble non vide. On ¢ nit la relation binaire 5, sur } (E)?, par (A1;A2) >
(B1;B») ssiA1 BietA, Bo. Larelation , estune relation d'ordre sur} (E)2.

Remarque 2.1 Par ecurrence surn 2 N, pour tout n 2 N, } (E)" muni de la relation

ensemble ordonre.

Exemple 2.3
Nous introduisons le graphe oriene G = (S;A) au S cksigne lI'ensemble des sommets ef
I'ensemble des arcs :

On ¢ nit pour le graphe 2.1 la relation binaire par S S; ssi il existe un chemin

A, S, =S etS; =Sj.Larelation est une relation d'ordre surS.
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Figure 2.1 { Graphe oriene de I'exemple 2.3

Ce nition 2.2 (1 Borne inérieure )
Soit (E; ) un ensemble ordonre etF E, e de E est la borne inkrieure de F s'il
\erie :

8x2F; e xetsi8x2F,y xalorsy e:

Remarque 2.2 Sie X, pour tout x 2 F, on dit que e est un minorant de F. La borne
inerieure de F est donc le plus grand des minorants.

Ce nition 2.3 ( Borne sugrieure )
Soit (E; ) un ensemble ordonre etF  E, € de E est la borne sugerieure deF s'il
\erie :

8x2F; x @eetsi8x2F;, x yalorse vy:

Remarque 2.3 Six & pour tout x 2 F, on dit que € est un majorant de F. La borne
superieure de F est donc le plus petit des majorants.

Exemple 2.4
Soit A;B 2 }(E), A[ B estla borne sugerieure def A; B g. Sa borne inkrieure estA\ B.

Ce nition 2.4 ( Treillis )
Un ensemble ordonre E; ) est un treillis si tout sous-ensemble ni de E posede une
borne inkrieure et une borne sugerieure.

Exemple 2.5
R muni de l'ordre usuel est un treillis.

Contre-exemple 2.1
Nous reprenons l'exemple 2.3. Le sous-ensembl&,; S3g n'admet pas de borne superieure
dans (S; ) car lI'ensemblef Sy; S3g n'admet pas de majorant. Sa borne inkrieure estS;.

e nition 2.5 ( Treillis complet )

Un treillis (E; ) est dit complet si tout sous-ensemble quelconque d& possde une
borne inkrieure et une borne sugerieure.

On notera ? ¢ et >g respectivement le plus petit et le plus grand eement de E. La
borne inerieure d'un sous-ensemble- de E sera nokte inf(F), sa borne superieure supf).
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Remarque 2.4 Lorsque le sous-ensemble ne contiendra que deuxekments y, on notera la
borne inkrieure de fx;yg, inf(Xx;y) et sa borne sugerieure supg;y).

Exemple 2.6
Pour tout ensemble non videE, } (E) muni de la relation d'inclusion est un treillis complet
avec pour plus grandekment E et pour plus petiteement ;.

Contre-exemple 2.2
R muni de l'ordre usuel n'est pas un treillis complet.

e nition 2.6 (  Chahe )
Soit (E; ) unensemble ordonre. Une chamé- est un sous-ensemble totalement ordonre
c'esta-dire :

8x;y2F, x youy X:

Exemple 2.7
Pour I'exemple 2.3, tous les ensembles de sommets d'un chemin du graphe forment des chames
sur (S; ).

e nition 2.7 ( CPO)
Un ensemble ordonre E; ) est dit complet, ou CPO (en anglais complete partial order),
si toute chame non vide possede une borne sugerieure.

Exemple 2.8
Les treillis complets sont des CPO.

Exemple 2.9
L'ensemble ordonre (S; ) & nia I'exemple 2.3 est un CPO.

Contre-exemple 2.3 D

Consicerons la suite e nie par up = 0 et, pour tout n 2 N, up+1 = 6 Uup. Cette suite
converge vers 2, elle est donc borree. Mais I'ensemblg = fu, j n 2 Ng muni de l'ordre usuel
de R, n'est pas un CPO puisque la chamefuz, j n 2 Ng n'admet pas de borne sugerieure.
En e et, la fonction x 7! © 6 x est decroissante, d'al, la croissance de la suiteusy, la suite
est donc majoee par 2 mais il n'existe pas d'entiern 2 N tel que u, = 2 et on conclut que
fuz, j N 2 Ng n‘admet pas de borne sugerieure dandJ.

Exemple 2.10
Reprenons le contre-exemple 2.3, 'ensembld [f 2g est un CPO.

2.1.2 Points xes sur les ensembles ordonres

Les applications croissantes forment une classe d'applications primordiale pour la tteorie
des points xes sur les ensembles ordonres.
Ce nition 2.8 ( Fonction croissante )

Soient deux ensembles ordonresE; g) et (F; g). Une application f deE dansF est
dite croissante si

8X;)y2E; x gy =) f(X) rf(y):

Si(x gyetx 6 y)impliqgueque (f(x) ¢ f(y)etf(x) 6 f(y))alorsf estdite strictement
croissante.
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Exemple 2.11
Les applications[ et\ de ( (E)?; »)dans (} (E); ) sont croissantes.

Ce nition 2.9 ( Fonctions continues sur un CPO )

Soient (E; g) et (F; ) deux CPO. Une application f de E dansF est dite continue
Si:

{ f est croissante.

{ Pour toute chane G deE :

sup(ff(x) jx2 Gg)=f sup(G)
F E

Autrement dit, une fonction continue sur un CPO est croissante et peserve les bornes
sugerieures.

Remarque 2.5 Un CPO peut étre muni d'une topologie sgeciale : la topologie de Scott, ainsi
la ¢k nition de la continuie 2.9, corresponda la continuie au sens de la topologie de Scott
(voir par exemple [GHK™ 80]).

Exemple 2.12
Soit (E; ) un CPO, la fonction Id, telle que, pour tout x 2 E, Id(x) = X est continue sur

(E; ).

Exemple 2.13
Reprenons I'exemple 2.10. Une fonction continue suR, pour la topologie usuelle, est continue
sur le CPO U [f 2g.

Contre-exemple 2.4

La fonction f, telle que, pour tout u 2 U, ce nia I'exemple 2.10, f(u)=0et f(2) =1 n'est

pas continue de U [f 2g;, ) sur (f0;1g; ). Consicerons la chanefusn+1 j N 2 Ng[f 2g,

par decroissance dex 7! © 6 X, la suite (Uzpy1 )n2n €St decroissante et minoee par 2. Par

consquent, suf Usnss jN 2 Ng[f 2g= u1 = 6 da f(supfuss+i j N2 Ng[f 29) = 0 mais
U u

la borne sugerieure deff (u) ju2fuzn+1 jN2 Ng[f 299= f(2) =1.

Ce nition 2.10 ( Point xe )

Soient X un ensemble etf une application sur X. Uneement x 2 X est un point xe
sif(x)= x.

On notera x( f) I'ensemble des points xes def . Le plus petit point xe de f, s'il existe,
sera noe Ifp(f), son plus grand point xe, s'il existe, gfp(f).

Exemple 2.14 D
Soit f la fonction de [ 30;6] dans [ 30; 6], telle que pour tout x 2 [ 30;6],f(x)= 6 Xx.
Le eel 2 est un point xe de f.

Ce nition 2.11 ( Post point xe et pe point xe )
Soient (X; ) un ensemble ordonre etf une application sur X. Uneement x 2 X est
un post point xe si f(x) x.Uneement x 2 X est un pe point xe si x f(x)
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Treoeme 2.1 (1 Tkeoeme du point xe de Tarski, [Tar55] )
Soient (E; ) un treillis complet et f une application croissante surE. Les points xes
Ifp(f) et gfp(f) existent et :

fp(f)=inffx2 Ejf(x) xgetgfp(f)=supfx2Ejx f(x)g:

Pour une application f d'une ensembleE dans lui-m&me, nous notonsf ' l'application
eniepar f'=f sii=1etf!™ =f(f').
Treoeme 2.2 ( Tkeoeme du point xe de Kleene, [Kle52] )
Soient (E; ) un CPO et f une application continue surE. Le point Ifp(f) existe et :

lfo(f) = supff'(?g)ji 2 Ng :

Remarque 2.6 Le treoeme de Kleene admetegalement une formulation duale pour le plus
grand point xe gfp(f).

2.2 Smantique concete d'un programme

Pour analyser un programmeP , nous commercons par donner la syntaxe, sous-section 2.2.1
permettant decrire un programme P puis l'interpetation matlematique du langagea l'aide
du graphe de ot de contrble, sous-section 2.2.2 et en n la construction de notreequation de
point xe recessaire au calcul d'invariants nuneriques, sous-section 2.2.3.

2.2.1 Syntaxe des programmes

Dans cette sous-section, nous cecrivons la syntaxe utiliee dans le reste de la these. Elle
est inspiee de la syntaxe SIMPLE e.g [Win93]. Une autre etrence remarquable est la ttese
d'Antoine Mire [Min04]. Elle & nit quel type de programmes nous pouvonsecrire etetudier.
Nous posonsZ = Z[f +1g[flg ,R = R[f +1g[flg ,puisG 2fZ;Rgetenn
G2fZ,Rg.

Nous notonsd le nombre de variables. La notationV(P) dcesigne le vecteur desd variables
du programme P. Nous introduisonsegalement, la notation V1(P) qui repesente lI'ensemble
des variables d'un programmeP . L'arithnetique utili’ee pendant cette tlrese est donree par
la classe des applications polynomiales :

e nition 2.12 (  Fonction polynomiale )

On ditque T : GY 7! G est une fonction polynomiale multivaree eny si c'est une somme
nie deéments de la forme :

P Y'Yt iy

ap 2Get 1; 2;:::; 4 sontdes entiers naturels. Le vecteur =( 1; 2;:::; q)est
appek multi-entier.

Les expressions sont des intervalles fernes d&, ou des images des variables du pro-
gramme par une fonction polynomiale. L'image d'un sous-ensemble d& par une application
polynomiale est I'union des images des vecteurs de ce sous-ensemble.
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Les teststest peuvent &tre construits comme comparaison entre une image des variables du
programme par une fonction polynomiale et une constante d&. Nous autorisons les mots-ces
bookens and et not pour respectivement la conjonction et la regation de tests. Cependant,
méme si elles sont redondantes, les constantes bookennggae et false existent dans notre
syntaxe. En e et, on peut choisir aegala + 1 et doncexpr a est toujours vrai, de méme
gu'en choisissantaegala 1 , expr a est toujours faux.

Les instructionsekmentaires inst sont des a ectations, elles associent une nouvelle expres-
siona une variable. On autorise aussi le mot-ceassume qui comme le nom l'indique, permet
de supposer que le vecteur de variables,a un certain moment du programme appartienta un
ensembleC. L'instruction skip permet d'ajouter des instructions qui ne modi ent pas letat
de la nemoire. Cette instruction sera utile plus tard pour ajouter des points de contrble sans
modi er @mantiquement la fonction. Les branchements conditionnelsif then else , indiquent
qu'on execute une instruction si un test est vrai et une autre instruction sinon. Les boucles
correspondenta I'execution d'une instruction tant qu'un test est satisfait.

Les expressions, tests et instructions utilises sont decrits plus formellementa la gure 2.2.

expr = a a2G
i [ab a;b2 G
i T(X) T :G 7! G polynomiale
X 2Vi()
test = true
j false
j T(X) a a2 G; X 2Vy()

T :G 7! G polynomiale
j test and test

] not test
inst = assume (Xi1;:::;Xq)2C (X1, Xq) 2V()
c Gt
skip
X = expr X 2Vi()

while test finstg
inst ; inst

j
j
j if testthen finstg else finstg
j
j

Figure 2.2 { Syntaxe autorie pourecrire un programme

La syntaxe etant ¢ nie, il faut en donner un sens mathematique manipulable pour nos
calculs d'invariants.

Exemple 2.15
Le programme C suivant est un programme bien ecrit dans la syntaxe c nie par notre
grammaire 2.2 :
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x=1;

while (x<=10)f
X=xX+1;
g

Exemple 2.16
Le programme avec un branchement conditionnel suivant est un programme bienecrit dans
la syntaxe ¢k nie par notre grammaire 2.2 :

x=[0,1];
y=[0,1];
if (x y<=0)
then f
X=xX+1;
g
else f
y=y+1;
g

2.2.2 Graphe de ots de contr6le et £mantique concete

Pour analyser un programme, nous analysons les variables en tant que vecteur @&&. Ainsi
les expressions constantes deviennent des sous-ensemblesGde les fonctions polynomiales
deviennent des fonctions polynomialesa valeurs vectorielles (chaque coordonree de la fonction
est une fonction polynomiale). Ces fonctionsa valeurs vectorielles sont supposesa valeurs
dans GY. Méme si la fonction ne modi e pas toutes les variables, on peut competer cette
fonction par la fonction identie sur les composantes des variables non a ecees par la fonction.
Les tests sont traies comme des iregalies vectorielles au sens de I'ordre produit usuel. De
manere similaire aux fonctions, on peut competer l'iregalie vectorielle par des iregalies
toujours vraies sur les composantes n'intervenant pas dans le test. Les a ectations sont vues
comme des a ections paraleles vectorielles.

Graphe de ots de contréle

Le graphe de ots de controle est un graphe oriene repesentant la suite des instructions
d'un programme informatique. Pour decrire un programme, celui-ci peut étre cecoupea l'aide
de points de contréleetiquees par des entiers car en nombre ni. Ces points de controle jouent
le role de sommets dans le graphe. Un arc du graphe repesente une transition entre deux
points de contrble. Une transition est soit un vecteur d'a ectations soit un vecteur de tests
de la syntaxe 2.2. Un arc seraetiquet par une transition. Le graphe de ots de contrble
etant construita partir d'un programme informatique, ce graphe contient un sommet dont
le dege entrant est 0 et un sommet dont le dege sortant est 0. Sur le graphe, l'unique
sommet de dege entrant nul sera symbolie par le nombre 0, les sommets de dege sortant
nul seront caraceriges par un nombre entier non nul encade qui symbolise les points de sortie
du programme, les autres sommets sont des nombres entiers non nuls assoces aux points de
controéle.

On notera B(P) I'ensemble des points de contréle du programmé, L(P), I'ensemble des
a ectations et des tests deP et G(P) = (B(P); T(P);L(P)) le graphe de ots de contrble
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assocea P avecT(P) B (P)2. Une relation est noee ((i;j );") a1 i;j 2B(P) et 2L (P).
Nous notons I'ensemble des relations d'un programmeetiqueeP, R(P).

Exemple 2.17
La transition entre les points de controle 2 et 5,x = 4 sera symboliee par la relation
((2;5);x = 4).

CX:4 C

Sur le graphe, un sommet aura deux arcs sortants si le point de contréle assoce repesente
une boucle ou un branchement conditionnel. Un arc seraetiquet par le test d'entee de boucle
ou de branchement conditionnel, l'autre arc seraetiquet par la regation du test.

A la manere de Mire [Min04], on ajoute un point de contrble et un arc nonetiquet qui
repesente des instructionsskip apes chaque a ectation :

{ si elle pe@de while ou si celle-ci est la dernere a ectation d'une bouclewhile .

{ si c'est la dernere a ectation des parcours then et else d'un branchement conditionnel

if .
Ce cecoupage sera tes pratique pour la esolution de lequation de point xe.

Exemple 2.18
A la gure 2.3, nous nous ineressonsa un simple programme contenant une boucle qui,
jusqua la valeur 11,a chaque iteration, incemente la variable x initialiea 0.

x=1; [1]

while [2] (x<=10)f [3]
x=x+1; [4]
g [5]

Figure 2.3 { Un programme contenant une bouclea gauche et son graphe de ot de contrble
a droite

Exemple 2.19
A la gure 2.4, nous regardons un simple programme avec un branchement conditionnef .
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(x.y):=[0,1] [0,1]

x=[0,1];
y=[0,1]; [1] v <= i
if (x y<=0) [2] xy <=0 xy >0
then f
X=xX+1;
g[3]
else [4f x:=x+1
y=y+1;
g[5]
[6]

Figure 2.4 { Un programme avec un branchement conditionnela gauche et son graphe de ot
de controble

Smantique concete

Pour etudier un programme P ecrit grace a la syntaxe ce niea la gure 2.2, il faut
donner une interpetation de chaque eement composant cette syntaxe. Toutefois, comme
nous repesentons le programme par un graphe de ots de contréle, nous devons interpeter
la syntaxe 2.2. En e et, grace aux exemples 2.18, 2.19, il su t d'interpeter les expressions, les
tests et les a ectations pour pouvoir analyser un programme. L'interpetation deseements de
la syntaxe 2.2 est donree par une £mantique. Une smantique decrit tous lesetats possibles
d'un programme en fonction desetats initiaux. Pour ¢ nir plus formellement ce qu'est une
£mantique, nous introduisons la notion d'environnement. Un environnement est une fonction
qui associe aux variables du programme une valeur ou plutét un vecteur dan&® dans notre
cas. Nous notons I'ensemble des environnements c'esta-dire =f | :V(P) 7! } (G%g.
Concetement, un environnement retourne les valeurs des variables dans la nemoire de la
machinea un instant donre de I'execution du programme P. D'un point de vue matrematique,
une £mantique corresponda une fonction sur I'ensemble des environnements qui renvoie un
sous-ensemble deG? dans le cas des expressions, un booken dans le cas des tests et un
environnement dans le cas des instructions. Une £mantique est dite concete quand elle
ckecrit peciement la manere dont s'execute un programme.

Nous rappelons gu'une expression est consiceee comme vectorielle, c'esta-dire, unek-
ment de GY. Pour une expressionexpr, [expr] cesigne une application de dans } (GY). Soit

2 , l'interpetation des expressions est cetaileea la gure 2.5 :

L'interpetation d'un sous-ensemble de GY est le sous-ensemble lui-méme car il repesente

une constante dans le programme et donc ne varie pas au cours de I'execution de celui-ci et,
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C
fT(a@jaz (X)g

[CI( )
[TOOIC)

Figure 2.5 { Interpetation des expressions

par congguent, sa valeur est incependante de letat nemoire. L'interpetation des variables
dans un environnement est le vecteur de valeurs en nemoire. En n, l'interpetation de l'image
d'une expression par un polynéme est lI'image des valeurs prises par cette expression dans un
environnement donre.

Les tests sont pour rappels de la forme(X) a a r esta valeurs dansGY et a 2 G
Pour un test test, [test] est une application de dans I'ensemble des parties des bookenB
c'esta-dire } (ftrue ;falseg). Soit 2 , l'interpetation des tests est donreea la gure 2.6 :

[true 1( ) = true
[false]( ) = Ise
ftrue ;falseg si9y;z2 [T(X)I( );y a, z>a
ftrue g SiOYy 2 [TCX( ); y a
[rex)y &) s ffalseg Sioy 2 [T ): y>a
o sinon
[testl and test2]( ) = ftyi"tojty 2 [testl]( ); t2 2 [test2]( )g
[not test]( ) = ftjt2[test]( )g

Figure 2.6 { Interpetation des tests

Les teststrue et false sont independants de I'environnement, la signi cation du test
T(X) a, a T estune fonction polynomiale, pour un environnement donre est |'union des
bookenstrue et false sil'interpetation de T(X) contienta la fois deseements plus petits et
strictement plus grands, au sens de I'ordre usuel d@d, que lekment a2 G Le testnot test
est interpete comme l'ensemble des regations deseements de l'interpetation de test.

L'a ectation d'une expressiona une variable change son etat memoire, il faut donc in-
terpeter cette a ectation comme un nouvel etat nemoire, c'esta-dire un environnement,

[X = expr] est, par conequent, une application de l'ensemble des environnements dans
lui-méme, et on a, pour 2 ,

[X =expr]( )= [X ! [expr]( )l
als, [X ! [expr]( )] signie que I'on remplace les valeurs nemoires du vecteurX par les
valeurs nemoires deexpr interpeees dans lI'environnement
Exemple 2.20
L'aectation x :=5estinterpeee par [ x =5]J( )= [x! [51( )= [x! 5]. Finalement,
[x! 5](x)=5.
Exemple 2.21
Supposons que, (X) =2 (2 est la valeur en memoire au moment a1 onevalue la variable x),
l'a ectation x = x3 s'interpete de la manere suivante : posons %= [x! [x3]( )]= [x!

( ()%, dai, qx)=8.
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2.2.3 Smantique collectrice

Nous voulons trouver des bornes sur les valeurs des variablesa chaque point de controle.
Les valeurs de ces variables sont donrees par les environnements. Une nmethode pour borner
ces valeurs est de collecter toutes les valeurs. Cette methode est classique, on collecte tous
les environnements construitsa un point de contréle donre, on parle dans ce cas de £man-
tique collectrice. Nous e nissons cette £mantique a partir du graphe de ots de controle.

Il faut donc donner l'interpetation des a ectations, et des tests. Puisqu'on agege des envi-
ronnements, nous devons travailler avec des sous-ensembles d'environnements. La £mantique
collectrice est donc une fonction sur les parties de .

Comme, nous avons ajoue des arcs sansetiquette qui repesentent des instructionskip .

La mantique collectrice [[Jc sur une instruction skip est l'identie, en d'autres termes,
[skipJc(S) = S as S est un sous-ensemble de .

Nous ¢ nissons la £mantique collectrice [Jc sur les a ectations comme ['union des
environnements construits a partir de cette a ectation c'esta-dire, pour un sous-ensemble
non vide S de

[
[X =exprlc(S)=  f [X ! [expr]( )lg
2S

Bienevidemment, [X = expr]c(S)=; siS=;.
Pour les tests, on lItre les environnements deS qui satisfont les conditions du test, plus
formellement, la £mantique collectrice d'un test test :

[test]c(S)=f 2 Sjtrue 2 [test]( )g

Bienevidemment, [test]c(S)=; siS= ;.

Le nombre entiern designe le nombre de point de controles pour analyser le programmE.
A pesent, on peut ¢ nir la fonction ®mantique concete F€ de (¢} ()) "*! dans lui méme,
construitea partir de la £mantique collectrice. La coordonree ieme de F€ designe le nouvel
ensemble d'environnements cee au point de contrélei. La fonction ®mantique concete F°
est ¢ nie par :

< [ SO sii=0
8i2f0;:::;ng;, FC(S0;S1;:::;Sn) = [Jc(S) siigo
((5:):)2R (P)

.....

Nous ne nous ineressons pas aux valeurs des cases nemoires des variables d'un programme
avant son lancement. Par congquent, nous supposons gque I'ensemble d'environnemesy ne
contient que I'environnement qui renvoie I'ensemble vide, cet environnement est noe .

L'image de S par F€ est exactement le vecteurS. Pour trouver les ensembles d'envi-
ronnements a chaque point de contrble, il faut donc esoudre lequation de point xe dans

y(O) "

S=F(S) (2.1)

Exemple 2.22
A la gure 2.7, nous consicerons lequation smantique du programme C de lI'exemple 2.18.
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So = f og
x=1; [1] S = [x=1](So)
while [2] (x<=10)f [3] S; = [skip](S1)[ [skip1(Ss)
x=x+1; [4] Ss = [x<=10](S2)
g [5] Sa = [x=x+1](Ss)

Ss = [x> 10](S2)

Figure 2.7 { Un programme Ca gauche et lequation £mantiquea droite

Exemple 2.23
A la gure 2.8, nous consicerons lequation €mantique du programme C de I'exemple 2.19.

x=[0,1];
y=[0,1]; [1] So = f og
X y<=0) 2] Si = [x=[0:1}y = [0:11(So)
N S; = [x y<=0](S)
ar S = [x=x+1I(S)
eros Se = [y x<O0lSy)
y=y+1; Ss = [y=y+1](Ss)
. Se = [skipl(Ss)[ [skip1(Ss)

[6]
Figure 2.8 { Un programme Ca gauche et lequation £mantiquea droite

De plus, nous souhaitons que les ensembles d'environnement exacts, ceux qui apparaissent
vraiment pendant I'execution du programme, la solution de lequation (2.1), appeke aussi
eguation emantique doit &tre la plus pecise possible. Par ailleurs, I'ensemble} () muni de
I'ordre de l'inclusion est un treillis complet alors la plus pecise signi e la plus petite au sens
de linclusion dont I'existence est assuee par le treoeme de Tarski 2.1,F € etant croissante
par construction.

Nous rappelons qu'un environnement est une fonction des variables d'un programme vers
un vecteur de valeurs enteres ou eelles. Dans cette ttese, nous souhaitons avoir des bornes
sur les variablesa chaque point de contrble. Ces bornes peuvent étre donreesa partir des
ensembles d'environnements a chaque point de contréle. En e et, prenons un vecteur de
variables x qui corresponda un vecteur de GY, et appliquons un ensemble d'environnement

i, Xi = Si(x). Lequation £mantique (2.1) devient alors le probeme 2.1 sur } (G%)"*1.

Probéme 2.1
Resoudre :

inffX 2} (GH™ jX = FE(X)g :
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D'apes le treoeme de Tarski, comme FC est croissante, le probeme 2.1, estequivalent

Probéme 2.2

Resoudre :
inffX 2 }(GH™ jFC(X) Xg:

Exemple 2.24
Pour le programme de I'exemple 2.18, nous devons calculer la plus petite solution de lequa-
tion :

Xy = flg

X2 = Xi[ X4

X3 = Xz\] 1 ;10]
Xa = (X3+1)

Xs = X\ ]10;+1[

Exemple 2.25
Pour le programme de l'exemple 2.19, nous devons calculer la plus petite solution de lequa-
tion :

X1 = [0;1] [0;1]

X, = Xi\fxy2GYjx y O0Og
X3 = X2+(1;0)

X4 = Xi\fxy2Gijy x< 0Og
Xs = X4+(0:1)

Xe = X2 Xs

Par le teoeme de Tarski, lequation (2.1) admet une solution. Neanmoins, cette equa-
tion est, en gereral, impossible a esoudre algorithmiquement. Le but de linterpetation
abstraite est donc de construirea partir de la fonction mantique F€, une fonction sman-
tigue abstraite sur un domaine abstrait qui donne une sur-approximation de la solution de
lequation (2.1).

2.3 Principes de l'interpetation abstraite

La solution de lequation (2.1) n'est pas calculable en gereral. Ce probeme de calculabilie
a deux causes principales :

{ le domaine concret (les parties deGY) n'est pas repesentable en machine ;

{ la fonction £mantique concete n'est pas calculable.

Le role de linterpetation abstraite est de palier ce probeme de calculabilie en calculant
une sur-approximation de la €mantique concete. solution d'un probeme de point xe dans
un domaine dit abstrait pour une fonction £mantique dite abstraite.

Le plus petit point xe calcue pour la fonction £mantiqgue abstraite dans le domaine
abstrait doit &tre une sur-approximation de la plus petite solution. Pour pouvoir utiliser le
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treoeme de Kleene ou le treoeme de Tarski, on peut choisir comme domaine abstrait un
CPO ou un treillis complet. La fonction £mantique abstraite choisie devra, par conequent,
gtre continue (au sens des CPO) si le domaine abstrait est un CPO et monotone si le domaine
abstrait est un treillis complet.

Dans cette section, nous rappelons dans la sous-section 2.3.1, les c nitions de domaine
et £mantique abstraits puis dans la sous-section 2.3.2, nous pesentons quelques domaines
abstraits commurement utiliees.

2.3.1 Domaines et £mantiques abstraits

Les ck nitions de cette sous-section sont inspiees de [CC92a]. On peut, a priori, c& nir un
domaine abstrait comme la donree d'un ensemble repesentable en machine et d'une fonction
du domaine abstrait vers le domaine concret. Nous avons besoin de la fonction pour
associer,a une solution calcuke dans le domaine abstrait, uneément concret. Par ailleurs, le

but de l'interpetation abstraite est, certes, de sur-approximer la mantique abstraite, mais
aussi de garantir que cette sur-approximation est la plus pecise possible. Par conequent,
pour pouvoir comparer les eements abstraits, on requiert que le domaine abstrait soit un
ensemble ordonre. De plus, la relation d'ordre choisie doit satisfaire que la fonction assocee
au domaine abstrait soit croissante. Ceci assure qu'un plus petiteement abstrait repesente
uneement concret plus pecis. On en ceduit la ce nition suivante :

e nition 2.13 (  Domaine abstrait )

Un domaine abstrait (Da; ) est la donree d'un ensemble ordonreD, repesentable en
machine et d'une fonction croissante : D, 7! } (GY).

Exemple 2.26
Soient I'ensemble :

1 (Z)= fla;Hja2z[flg ;b2Z[f +1g;a by[;;
et la fonction del (Z)nf,g dans} (Z) c nie par :

g Z sia=1 ; b=+1
(a:t) = 11 ;b sib2Z7;a=1
' 2 [a;+1 [ sia2Z; b=+1
" (&b sia;b2 Z

On poseegalement (;) = ;. La paire (I (Z); ) forme un domaine abstrait. On appelle ce
domaine le domaine des intervalles.

Remarque 2.7 On prend comme convention; = [+ 1 ; 1 ]. On peut ¢ nir un isomor-
phisme entrel (Z) et f(a;b) 2 sz a2Z([flg ;b2Zz[f+1g;a byg[f (+1;1 )g en
associanta un intervalle [a; bl non videa bornes enteres le couple @;b).

Exemple 2.27
Par extension de lI'exemple 2.26, on ¢ nit :

(\ )
1 (Z% = [ai;hlj[a;b] 21 (2)

i=1
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et la fonction : | (Zd) 7! }(Zd) qui,a [a;;h] associe  ([a;;h]) w  est la fonction
i=1 i=1
k niea lI'exemple 2.26. L'ensemble (I (Zd); ) forme un domaine abstrait.

Remarque 2.8 Nous notons respectivemenk; etx; la borne intrieure et la borne sugerieure
de lintervalle xj. Unekment x est un vecteur d'intervalles si toutes ses coordonrees sont de
la forme [x; ;x; 1.

Ce nition 2.14 ( Fonction de concetisation )
Nous appelons fonction de concetisation la fonction assoceea un domaine abstrait

(Da; ).

Exemple 2.28
Les fonctions de I'exemple 2.26 et de I'exemple 2.27 sont des fonctions de concetisation.

On s'ineresse aussi aux abstractions deseements concrets :
e nition 2.15 ( Fonction d'abstraction )

Nous appelons fonction d'abstraction sur un domaine abstrait D4; ), une fonction
croissante :}(GY) 7! Da.

Exemple 2.29 q
Nous reprenons I'exemple 2.27, la fonction de} (z%) dans|1 (Z") c nie par :

\d
(€)= [ai;b];
i=1
@ a =supfc2Zjg i(X); x2Cgeth =inffd; 2Zj ;(x) di; x2 Cg. La fonction
i est la fonction de projection sur la coordonreei.

Dans la ek nition d'une fonction abstraction, on voit qu'une fonction d'abstraction cepend
du domaine abstrait consicke. Une fonction de concetisation est une partie inegrante du
domaine abstrait, le choix de la fonction d'abstraction peut donc @tre conditionre par la
fonction de concetisation. En gereral, en interpetation abstraite, on utilise, lorsqu'elle existe,
une paire particulere de fonction d'abstraction et de concetisation :

e nition 2.16 (  Correspondance de Galois )

Soient (E; g)et(F; g)deux ensembles ordonres. Une correspondance de Galois entre
E et F est une paire d'applications croissantes :E 7! F etg: F 7! E telles que :

8Xx2E;8y2F f(x) ry 0 Xx &gy (2.2)

Exemple 2.30
La paire d'applications (; ) ce nies aux exemples 2.28 et 2.29 forme une correspondance de
Galois.

Remarque 2.9 En treorie de Galois classique, voir [Ore44], les paires d'applicationsf(g)
sont appekes correspondances de Galois lorsque les applicatiohset g sont decroissantes
c'esta-dire inversent les ordres et que lequivalence (2.2) est eriee. Une application f telle
qu'il existe une application g \eri ant (2.2) est appeke application esiduable [BJ72].
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Quand une fonction d'abstraction et une fonction de concetisation forment une cor-
respondance de Galois, la meilleure abstraction d'uneement concretX est donree par (X).
De plus, la fonction de concetisation assoceea la fonction d'abstraction est cetermiree
de manere unique. Ainsi, nous pouvons construire la fonction smantique abstraite sur un
domaine abstrait, gracea une correspondance de Galois;( ), au  est une fonction d'ab-
straction et une fonction de concetisation.

e nition 2.17 (  Fonction £#mantique abstraite )
La fonction ®mantique abstraite F1 : (D)"** 7! (Da)"*!, est & nie, pour une coor-

X 7! Fi](XO;Xl;:::;Xn)z (FiC( (Xo0); (X100 (Xn)) (2.3)

al estune application d'abstraction, une application de concetisation, (; ) forme une
correspondance de Galois eE € est la fonction £mantique concete.

Onecrira par la suite, simplement :

Fl= FC

Exemple 2.31
La fonction £mantique abstraite dans le domaine abstrait des intervalles assocee au pro-

gramme de l'exemple 2.18. SoiX un vecteur d'intervalles de | (26).

Fol(X) =

F(X) = [1;1]

F2l(X) = [inf( xy:X4);sup(xy;x;)]
Fa!(X) = [x,;inf(10;x})]

Fal(X) = [xg +1;x5 +1]

Fs!(X) = [sup(10;x,);x3]

Exemple 2.32
La fonction £mantique abstraite dans le domaine abstrait des intervalles assocee au pro-

gramme de l'exemple 2.19. SoiX un vecteur d'intervalles de | (27).

Fol(X) = ;

Fl(X) = [0;1] [0;1]

F(X) = [xg;inf(x];yD)]  [sup(xy;yy)iyi]

Fl(X) = [x, +1;x5 +1] [y,:¥51]

FA(X) = [sup(xy;y; +1):x7]  [ygsinf(y];x* 1)
Fsl(X) = [x4:x5] [yg +15ys +1]

Fe!(X) = [inf( Xp;Xg);sup(Xs;x)]  [inf(y, ;s );sup(ys ;ya )l

Nous rappelons que le but est de pouvoir calculer automatiquement une sur-approximation
de la ®mantique concete. Par construction, la fonction £mantique abstraite est croissante et
par ce nition, le domaine abstrait est un ensemble ordonre. La plus pecise sur-approximation
de la £mantique concete est donree par le plus petit point xe de la fonction £mantique
abstraite (s'il existe!). En pratique, on impose au domaine abstrait d'étre un treillis complet.
Par le treoeme de Tarski, le plus petit point xe de la fonction £mantique abstraite (appek
£mantique abstraite) existe.
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2.3.2 Quelgues domaines abstraits courants en interpetation abstraite

Deux grandes classes de domaines abstraits sont couramment utiliees :

{ les domaines non relationnelsqui sont plus simplesa manipuler mais qui ne conservent
pas les relations entre les variables d'un programme.

{ les domaines relationnels plus colOteux en nmemoire et en temps de calcul mais qui
conservent certaines relations entre les variables.

Domaines non relationnels

Le domaine abstrait D, secrit, dans ce cas,Dk, al k est un entier naturel non nul inérieur
au nombre de variables etD est un treillis complet ou un CPO.

Nous pesentons brevement, dans cette sous-section, quelques domaines non relationnels.

Propagation de constantes  Ce domaine abstrait aee introduit par Kildall [Kil73].
Ce domaine n'est, en pratique, pas utiliee pour calculer des bornes sur les variables d'un
programme mais permet d'optimiser I'e)ecution d'un code. En e et, le but de l'analyse est
de remplacer,a chaque point de controle, les fausses variables, celles qui ne vont étre pas
modiees par l'instruction au point de contréle par leurs valeurs en nemoire. Ceci simplie
lecriture du programme et est e ectle par la plupart des compilateurs actuels. Un nouvel
executable, sans variables super ues, est ainsi cee. Les invariants nuneriques au point de

controle i sont de la forme &, = Cj!l;ij =d FIIL X = qk) al k repesente le nombre de

faussesvariables etqiI une constante dansG .

Signes Ce domaine aet introduit par Cousot et Cousot [CC76]. Ce domaine est un
domaine acacemique qui n'est pas utilie en pratique pour calculer des invariants nunerigues.
L'invariant cherche, pour un point de contréle donre est le produit caresien d'ensembles de
la formex; Ooux; 0. Les valeurs de la variable importe peu, seul son signe estetude.
Ce domaine est ineressant pour des raisons nuneriquesevidentes, par exemple, pour prendre
la racine caree d'une variable, il faut \eri er que la variable soit positive poureviter toute
erreur d'execution d'un programme. Ce domaine apparategalement en theorie des sysemes
lireaires notamment pour savoir si la solution d'un syseme est positive [BS95].

Une concetisation geonetrique est pesentea la gure 2.9.

X2

0:0) .

Figure 2.9 { Concetisation geonetrique d'une abstraction dans le domaine des signes
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Les intervalles Le domaine des intervalles ontet introduits par Cousot et Cousot [CC76].
A chaque point de contréle, nous cherchons les intervalles les plus pecis possibles qui conti-
ennent les valeurs possibles prises par les variables du programme. Les invariants nuneriques
au point de contréle i sont de la forme :

@i pourtout j =1;:::;d,a etl appartiennenta G et al  H.Lesbornes des intervalles
peuvent donc &tre in nies. Ce domaine contient le domaine introduit par Kildall, en e et, un
singleton peut secrire [a; b] aveca = b. En n, ce domaine contient aussi le domaine des signes
puisque X; Oequivauta x; 2 [0;+1 ] et x; Oequivauta x; 2 [1 ;0]. La ealisation
cgeonretrique d'un invariant calcuke dans le domaine des intervalles est cecrita la gure 2.10.

Figure 2.10 { Abstraction dans le domaine des intervalles

Le simple exemple 2.33 montre la perte de pecision duea I'emploi des intervalles.

Exemple 2.33
Consicerons le programme suivant :

x=[0,10]; [1]
y=X; (2]

Une analyse par intervalles retournex 2 [0; 10y 2 [1 ;+1 ] au point de contrble [1] et
X 2 [0; 10}y 2 [0; 10] au point de contréle [2].

Dans I'exemple 2.33, la relation, pourtant forte, entre la variablex et la variable y dispara’t
au moment du calcul de l'invariant. Les domaines abstraits relationnels comblent, en partie,
ces pertes de relations entre les variables.

Domaines relationnels

Poledres Ce domaine est introduit par Cousot et Halbwachs [CH78]. Les invariants
nuneriques sont des polyedres convexes fermes, ils sont par conequent de la formeX 2 RY |
AX Bg, au X est l'abstraction des variables du programme,A est une matrice de taille
d detB un vecteur deRY. Les formes lireaires ¢k nissant les faces de ces polyedres sont
construites a partir des relations lireaires entre les variables du programmes. Cependant le
nombres faces de ces polyedres grandit de manéere exponentielle par rapport au hombre de
relations lireaires entre les variables. Un invariant calcué dans le domaine des polyedres est
cecrit par la gure 2.11.
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Figure 2.11 { Concetisation geornretrique d'une abstraction dans le domaine des polyedres

Zones et Octogones Mire [Min04] a partiellement epondu au probeme de complexie
de l'analyse de programme par les polyedres tout en conservant certaines relations entre les
variables. En e et, dans le domaine des zones, les invariants nuneriques sont de la forme
Xi X cj . Dans le domaine des octogones, les invariants prennent la forme du type
Xi Xj ¢j.La gure 2.12 repesente un invariant nunerique calcué dans le domaine des
zones.

Figure 2.12 { Concetisation geonetrique d'une abstraction dans le domaine des zones

Gabarits (templates) lireaires Sankaranarayanan et al [SSMO05] ont developpe une
nmethode internediaire entre les polyedres et les zones et octogones de Mire. Dans les zones
et octogones, seules les dierences entre les variables est analysees. Nous pouvons voir ces
dierences comme des formes lireaires. Les gabarits lireaires sont une gereralisation des zones
et des octogones. On xe des formes lireaires avant I'analyse du programme. Les invariants
en chaque point de contréle du programme sont cecrits par un polyedre. Le nombre de faces
n'‘explose pas puisque » par avance. Le polyedre de la gure 2.13 est la concetisation
cgeonretrique d'un invariant calcuke dans le domaine des gabarits lireaires.

On remarque que les gures 2.11 et 2.13 sont similaires, dans le domaine des polyedres,
les faces du polyedres sont calcukes au cours d'analyse alors que, pour les gabarits lireaires,
on obtient la gure 2.13 en xant par avance les quatre faces du polyedres.

Domaines des formes anes Dans l'article [GP], l'invariant nurrerique est un in-
variant de type fonctionnel. L'invariant nunerique est une abstraction des relations entre
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Figure 2.13 { Concetisation geonetrique d'une abstraction dans le domaine des gabarits
lireaires

les entees du programme et ses sorties. Chaque variable du programme est une combinaison
lireaire de "symboles de bruit" (c'esta-dire l'intervalle [  1; 1]). Les relations entre les variables
du programme est mise enevidence par le fait qu'elles ont des symboles de bruit communs
dans les combinaisons lireaires les repesentant. La concetisation geonetrique des invariants
est un zonotope c'esta-dire une somme de Minkowski de segments dR". Un exemple de
zonotope est repesene par la gure 2.14.

Figure 2.14 { Abstraction dans le domaine des formes a nes

Ellipso «des Feret [FerO4] etudie des sysemes lireaires d'ordre 2 stables. L'invariant
numrerique est donre par I'ellipse invariante assoceea une fonction de Lyapunov du syseme
lireaire. L'invariant nunerique est donc de la forme X 2+ Y 2+ XY . La gure 2.15
repesente l'abstraction du nuage de points consicee dans les gures peedentes.

D'un point de vue expressivie, le domaine des signes est le domaine le moins expressif
puisque l'on s'ineresse qu'aux signes des variables. On peut voir les invariants comme le
produit d'intervalles de la forme [0;+ 1 ] alors que le domaine des intervalles contient tout
type d'intervalles. Par ailleurs, les intervalles sont des zones particuleres et donc le domaine
des zones est plus expressif que celui des zones. Dans le domaine des octogones, Mire a
ajouter deux types de relations par rapport au domaine des zones, le domaine des octogones
est donc plus expressif que celui des zones. En outre, le domaines des zontopes contient tous
les polyedresa synetrie centrale dont les faces sont encorea synetrie centrale ; une propree
qui est \eriee par les octogones et les zones, le domaine des zonotopes est plus expressif
que celui des octogones. Le domaine des gabarits lireaires de Sankaranarayanan permet de
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Figure 2.15 { Concetisation geonetrique d'une abstraction dans le domaine des ellipsedes

consicerer un nombre ni de formes lireaires et permet donc de repesenter un zonotope.
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CHAPITRES]

ALGORITHMES DE POINT FIXES EN INTERPR ETATION
ABSTRAITE

Dans le chapitre peedent, nous avons construit les equations de point xea esoudre
pour trouver des invariants nurreriques. La rmethode classiquement utiliee pour esoudre ces
equations, decoule directement du tteoeme de Kleene 2.2. Il s'agit d'une nethode ierative,
appetke ieration de Kleene, pour laquelle l'ieee est la fonction mantique abstraite. La fonc-
tion €mantique abstraite est essentiellement constittee de min, de max et d'ogerations a nes,
dans le cas ai le programme ne contient pas de division ou de multiplication de variables.
Ceci nous permet de faire une analogie avec les operateurs de programmation dynamique de la
treorie des jeux. Ainsi, l'ieration de Kleene s'identi ea l'ieration sur les valeurs. Cette neth-
ode est connue pour &tre souvent longue. En interpetation abstraite, l'ieration de Kleene est
coupke avec des techniques d'aceekration de convergence pour assurer une convergence en
temps ni.

En treorie des jeux, une alternativea l'ieration sur les valeurs est l'ieration dans l'espace
des strakgies. Contrairementa l'ieration sur les valeurs qui suit la dynamique de 'ogerateur,
I'ieration sur les politiques explore la structure des espaces d'actions. Dans le cas des jeux

nis, l'ieration sur les politiques converge en temps ni. Dans la section 3.1, nous rappelons
I'ieration de Kleene ainsi que les techniques delargissement et de etecissement. Dans la
section 3.2, nous pesentons l'ieration sur les politiques : nous commercons par des rappels
sur les jeux stochastiques et nous montrons comment I'algorithme de Ho man et Karp [HK66]
permet de esoudre des probemes de jeux stochastiques. Nous terminons cette section par
I'extension de l'ieration sur les politiques pour l'interpetation abstraite.

3.1 leration de Kleene

L'application F est une fonction mantique abstraite assoceea un domaine abstrait. Nous
supposons que le domaine abstrait est un treillis complet. Par construction, I'applicationF
est croissante et donc par le treoeme de Tarski, possde un plus petit point xe. Dans cette
section, nous commercons par rappelera la sous-section 3.1.1 l'ieration de Kleene puis dans
la sous-section 3.1.2, nous rappelons les techniques d'acekration de convergence.
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3.1.1 leration de Kleene

L'ieration de Kleene cecoule directement du treoeme de Kleene 2.2. Le plus petit point
xe de F est exactementt ,onF"(?) lorsque F est Scott-continue. L'algorithme 1 reprend le
principe du treoeme de Kleene pour calculer le plus petit point xe de fonctions continues.

Algorithme 1. leration de Kleene
Xo=7?;n=0;
tant que X, 6 F(X,) faire

Xn+1 = Xnt F(Xp);
n=n+1;

Dans l'algorithme 1, la fonction F n'est, en pratique, pas exactement la fonction man-
tigue abstraite construite au chapitre 2 mais la fonction £mantique abstraite apes quelques
eductions :a la manere de la propagation des constantes, on eduit le nhombre de variables,
en remplecant les variables "constantes” par leur valeur et on remplace s que possible, les
variables par leurs a ectations. Par ailleurs, la composanteF, est un ensemble de valeurs ini-
tiales qui ne cepend pas du programme analys : nous ne l'incluons pas dans notreequation
de point xe. La fonction mantique abstraite eduite demeure une fonction croissante.

Exemple 3.1
La gure 3.1 cecrit la fonction mantique abstraite eduite de I'exemple 2.31.

Fi(X) = [1:1]

Fa(X) = [inf(1;x, +1);sup(Linf(10;x5) + 1)]
Fa(X) = [x,;inf(10;x3)]

Fa(X) = [x, +1;inf(10;x3)+1]

Fs(X) = [sup(11;x;);X5]

Figure 3.1 { Fonction £mantique abstraite apes eductions

Exemple 3.2
L'ieration de Kleene sur la fonction £mantique abstraite eduite du programme de l'exem-
ple 2.24 dans le domaine des intervalles est cecrite par la gure 3.2.

De plus, lieration de Kleene c nie a l'algorithme 1 est la version tteorique de base
de l'algorithme. En pratique, il existe des methodes plus e caces qui utilise les structures
syntaxiques du programme a analyser. Pour plus de cetails sur ces techniques, le lecteur
pourra consulter [Bou93] et [Mar98].

3.1.2 Aceeération de convergence

L'ieration de Kleene est une ieration lente, la suite des ieees est fortement cependante
de la dynamique du programme. De plus, le fait de consicerer des fonctions croissantes non
recessairement continues peut amener un nombre ordinal d'ieration pour calculer le plus petit
point xe. En pratique, la convergence en temps ni vers le plus petit point xe n'est pas
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Xt = [1;1 X2 = [1;1] s o X = 1;1]
X3 = [1:1] X2 = [1;2] D i X3t = [1;11]
xi = X2 = [1;1] D e X3 = [1;10]
Xi = X2 = [2;2] o D X3 = [2;11]
x: = Xz = e i Xt =

¢ -

Xz, - bl

X3, -

X122 = [2:11]

X = [11;11)

Figure 3.2 { Ieees successives de l'ieration de Kleene

assuee. En raison de ces trois probkemes, l'ieration de Kleene recessite I'ajout de techniques
d'acekration de convergence.

L'aceekration de convergence se cecompose en deuxetapes, la premere est une technique
delargissement. Si la suite des ieees est croissante, la technique delargissement (en anglais
widening) introduite dans [CC92b] consistea donner une extrapolation de la limite. La deux-
eme etape est une technique de etecissement. Il se peut que I'extrapolation de la limite
donree par le widening soit trop large, la technique de etecissement permet de eduire la

largeur de l'invariant. Pour ¢k nir ces deux techniques nous nous munissons d'un treillis
(E; ).
Ce nition 3.1 ( Operateur délargissement )
L'orateur O:E E 7! E est un operateur delargissement si :

1. 8x;y 2 E; x xOy;
2.8x;y2E; y xOy;

3. Pour toute suite croissante &n,)n2n dans E, la suite ce nie par yp := Xg €t Yp+1 =
ynOXxp+1 €st stationnaire.

Exemple 3.3
Dans les intervalles l'ogerateur ¢k ni par :

. S —Ta _ 1 sic<a _ +1 sib<d
[a;bO[c;d] = [e;f] avece = a sinon etf = b sinon

Exemple 3.4 (Elargissements avec seuils)
Ce type delargissement plus n est cecrit dans [BCC * 02]. Dans un intervalle, on peut c& nir
un widening plus n. On se donne un ensemblel ni de nombres eels et on e nit Oy par :

a sia c . b sid b
maxft2 Tjt cg sinon ' minft2Tjd tg sinon

[a;bOr[c; d =
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e nition 3.2 (  Oprateur de etrecissement )
L'operateur M E E 7! E est un operateur de etecissement si :

1.8x;y2E;y x =) y xMy x;

2. Pour toute suite decroissante (Xn)n2n dansE, la suite e nie par yo := Xg €t Yn+1 =
Yn MXn+1 €st stationnaire.

Exemple 3.5
Dans les intervalles, I'operateur e ni par :
) . _ ¢ sia=1 _Cc sib=+1
[a;bhM[c;d =[e;f] avece= a sinon etf = b sinon

est un ogerateur de etecissement.

Une manere simple pour augmenter la pecision de l'invariant apes un ogerateur delargis-
sement est d'e ectuer des ierations descendantes. En e et, la fonction £mantique abstraite
(dans ce chapitreF) est une fonction croissante et si, un vecteurX 2 E wrie F(X) X
alors la suite (F (X ))k2n est cecroissante. Cette nethode est appekeierations descendantes

Exemple 3.6
Nous reprenons I'exemple 3.2 et nous e ectuons umvidening ces la deuxeme ieration. La
deuxeme ieee de l'ieration de Kleene et son image sont :

X% = [1;1] Fi(X?) = [1;1]
X5 = [1;2] F2(X?) = [1;3]
X2 [1;1] Fs(X?%) = [1;2]
Xz = [2:2] Fa(X?) = [2:3]
X2 = Fs(X?) =

En pratique, on prend les vecteurs pe@demment calcues au cours de l'ieration, par
exemple, pour calculerFs(X 2), le vecteur X2 que lI'on consicere est [1+1 [ et ainsi, on
trouve :

XZOFy(X?) = [1;1]
X30F2(X?) = [1;+1]
X20F3(X?) = [1;+1]
XGOF4(X?) = [2;+1]
X20Fs(X?) = [11;+1]

En e ectuant un narrowing a l'ieration suivante, on obtient, en prenant Fs(X3) =
[1111]:

XIMF(X3) = [L;AM[L1] = [1;1]
X3MFy(X3) = [1;+1]M[1;11] = [1;11]
X3MF3(X3 = [1;+1]M[1;10] = [1;10]
XZMF4X3) = [2;+1]M[211] = [2;11]
X3MFs(X3) = [11;+11M[13;11] = [11;11]
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Puis avec une ieration de Kleene suppkmentaire on trouve :

X{ = [1;1]
X3 = [1;11]
X3 = [1;10]
X3 = [2;11]
Xg = [11;11]

On retrouve exactement le point xe solution de I'exemple 3.2.

La combinaison de ces deux techniques peut cegrader la qualie du point xe geree par
l'ieration de Kleene acekee, il se peut que, dans certains cas, l'algorithme retourne un
post-point xe (F(X) X) ou que le point xe retourre par l'algorithme ne soit pas le plus
petit point xe. De plus, d'un point de vue pratique, les ogerateurs de widening et narrowing
sont di cilesa mettre en oeuvre. La di cule augmente avec la complexite des operations de
treillis et les operations de cloture utilises.

Exemple 3.7
Dans cet exemple, nous nous ineressonsa une impementation du ltre de Butterworth d'ordre

un [But30] *.

x1 =0;
y =0;
assume &=u<=2; [1]

while [2] (true)f ;El _ f;()g[fxog
xnl = 0.9048 x1+0.9524 u; x2 ~ Tl(X )3
y = 0.09524 x1+0.4762 u; 3 - 2
x1 = xnl;[3]
g

Il est facile de voir que les valeurs des variablegl ety sont toujours positives et comme
initialement, x1 ety sont nuls, la borne inkrieure des valeurs prises paxl ety est 0. Nous
nous utilisons la methode d'interpetation abstraite pour analyser les bornes sugerieures des
variablesx1 ety. La fonction Ta prendre en compte est donc la fonction quia (x1;y) associe :

0:9048 0 x1 + 0:9524 u
0:09524 0 vy 0:4762 u

Si on e ectue une ieration de Kleene, on trouve en 327 ierations au point de controle 2 :
0 x1 20008et0 y 2:0008.

Consicerons maintenant un elargissement avec seuil uniquement sur la variablexl en
prenant T = f1;2;4;8;16;32g. On trouve en remplacant l'union par l'ogerateur delargisse-
ment avec seuil : 0 x1 32 et 0 y. Apes 40 ierations descendantes, on obtient :
0 x1 204966et0 y 2:0522.

Dans cet exemple, la methode de Kleene avecelargissement combire avec des ierations
descendantes ne permet pas de retrouver le plus petit point xe.

1. Je remercie Olivier Bouissou qui m'a propo® cet exemple
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On peut citer egalement, le travail de Leroux et Sutre [LSO07a] sur les techniques d'ac-
@kration pour les probemes de contrble de ot de donrees. Le travail [LSO7b] cecrit des
techniques d'acekration pour des programmes dont les tests sont des polyedres convexes et
les a ectations sont des translations.

3.2 leration sur les politiques

L'ieration sur les politiques est un algorithme utilie en theorie du contréle et en theorie
des jeux. Pour cecrire cet algorithme, nous pesentons quelques types de jeux et la esolution
du probeme de calcul de la valeur du jeu par ieration sur les politiques.

3.2.1 Jeux stochastiques nisa somme nulle
Moctle originel de Shapley

Nous reprenons le cadre de Shapley [Sha53] qui aek le pecurseur des jeux stochastiques.
Le jeu stochastique consicee par Shapley est un jeu avec des probabilies d'arrét non nulles
a chagueetat du jeu. Gillette [Gil57] a, par la suite, introduit un moceleequivalent avec des
probabilies nulles d'arréts mais avec taux d'escompte.

joueurs : le joueurJ 1 qui est un minimiseur et le joueurJ2 qui est un maximiseur. A chaque
etat s2 S, le joueurJ1 choisit une actiona 2 A(s) et le joueur J 2 choisit une actionb2 B(s).
Des que, pour letat s, les actionsa 2 A(s) et b2 B(s) ontek annonees, le jeu passe de letat

sa letat t avec une probabilie Pgi(a; b) et le joueur J1 paie Rs(a; b) au joueur J2. Le jeu est

a information compekte : les deux joueurs observent les actions possibles de l'autre ainsi que
ses possibilies d'action, les deux joueurs observentegalement les revenus de leurs actions. Le
jeu se epete in niment (horizon in ni) et le joueur J1 cherchea minimiser le paiement nal
tandis que le joueurJ2 cherchea maximiser ce paiement que nous e nirons par la suite.

Jeux stochastiquesa information parfaite

Le moctle du jeua information parfaite est un cas particulier de jeu stochastique : les
joueurs connaissent les decisions prises par l'autre joueur avant de jouer. Ainsi un joueur peut
donc utiliser cette information pour prendre ses cecisions. Un jeua information parfaite est
donc £quentiel au sens al une actionb 2 B (s) peut &tre choisie dans un ensemblé 2 B (s; a)
ou a designe une action du joueurJla letat s. Matlematiqguement, la particularie de ce
type de jeu vient des ensembles d'actions des joueurs. Quitte a ajouter des etats, on peut
supposer qua chaqueetat s, au moins I'un des ensemble#\(s) ou B (s) est un singleton. Si les
deux ensemblesA(s) et B(s) sont des singletons, letat s n'est controk par aucun des deux
joueurs. L'espace detats peut ainsi étre cecompos en trois ensembles disjointSy, S; et Sy,
ces ensembles repesentant respectivement lesetats non controgs, lesetats controes pad 1
et lesetats controks par J2. Nous reviendrons sur les jeuxa information parfaitea la n de
cette trese.

Ces jeux apparaissent souvent en informatique, on peut citer Gimbert [GimO6] pour son
travail sur les jeux stochastiquesa information parfaite pour des jeux d'atteignabilie et les
jeux positionnels.
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Moctlea un joueur

Le mockle du jeua un seul joueur est appek processus de decision markovien(MDP en
anglais). Le mocelea un joueur est le cas particulier d'un jeu stochastique a information
parfaite a1 les ensembles d'actionsB(s) sont des singletons pour tous lesetatss 2 S, le
deuxeme joueur ne contrble aucunetat, ne prend pas de ccision. Pour plus de cetails sur
les probemes de controle stochastique, le lecteur pourra consulter [Put94].

Politiques

En tleorie des jeux, il peut etre utile de jouer une probabilie sur les actions plutét que
de jouer une action particulere. On ¢ nit ainsi les actions mixtes :

Ce nition 3.3 ( Action mixte )

Soit s 2 S. Une action mixte x, pour le joueur J1, est une probabilie sur I'ensemble
A(s) des actions disponiblesa letat s. Nous notons ( A(s)) I'ensemble des actions mixtes
sur A(s). On e nit de méme, les actions mixtes du joueur J2 et on note ( B(s)) I'ensemble
des actions mixtes surB (s).

Remarque 3.1 (Action pure) Pour chaque etat, I'ensemble des actions mixtes contient
I'ensemble des actions disponibles (que I'on appelle actions pures). En e et, une masse de
Dirac est une probabilie qui charge un unique point et donc une masse de Dirac est une
action mixte qui charge une unique action et donc est assimieea une certaine action.

Pour un couple d'actions mixtes x;y) 2 ( A(s)) ( B(s)), on associe de nouveaux
paiements et probabilies de transition :

can;(A(s)) can;(B (s)

Rs(xy) = X{YmRs(a; bin)
1=1 m=1
carg(A(s)) carg(B () .
Pst(xy) = X|YmPst(a; bm) :
=1 m=1

Les vecteursRs(x;y) et Pgi(Xx;y) sont appeks extension mixte.

On introduit maintenant la notion de politique qui sont des vecteurs d'actions. Une poli-
tigue permet de regarder les cecisions des joueursa chaque date sans se focaliser directement
sur letat courant du jeu.

Ce nition 3.4 ( Politiques )
Une politique pour le joueur J1 est une application :S7!' A = (  A(9)) telle que
s2S
(s)i= s(a)=0si azA(s), s(a) O pourtout a2 A(s) et s(a) = 1.
a2A(s)

Une politique peut etre vue comme un pro| d'actions pour les joueurs. On note !

I'ensemble des politiques du joueurJ 1. De m&me, on ct nit et on note 2 l'ensemble des
politiques du joueur J2. On note B l'union de toutes les actions disponibles deJ2. Une
politique est dite pure si, pour tout s2 S, (s) est une masse de Dirac c'esta-dire, il existe
a2 A(s), telque s(a@)=1let s(@)=0 pourtout a’2 A(s) dierent de a.
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Straegies

Puisque le jeu est epek, nous nous ineressonsa une suite de cecisions. Les decisions
prises peuvent cependre du temps ou de la suite des decisions prises peedemment. Les deux
joueurs savent que le jeu cebute a letat initial s eta chaque date k, J1, J2 choisissent
respectivement une politique ¥ et * et des actionsa® et b¢ sont tiees.

Nous introduisons ainsi la notion d'histoire : pour une datek 1, I'histoire passe esthy =
((s%;a% B°); (st;ak;bh);rrip (s Lk LB L:sX) an ¢ cbsigne la suite (processus akatoire)
detat du jeu et a (resp. b) la suite (processus abatoire) d'actions du joueurJd 1 (resp. J2).
On note Hy I'ensemble des histoires de IongueFk, qui est formellement repesene par le
produit caresien (S A B)X ! SpuisH = Hy I'ensemble de toutes les histoires de

k2N
longueur nieetenn H; l'ensemble @ A B)N . On peut maintenant e nir les paiements
a partir de cette esperance.

e nition 3.5 (  Strakgie )

Une straegie pour le joueur J1 (resp.J2) est une application (resp. ) de H dans
(resp. 2).

1

Sil existe 2 1, tel que pour tout t 1, pour tout h 2 Hy, (h;) = , on dit que
la strakgie est stationnaire. Jouer une strakgie stationnaire signi e que le joueur choisit sa
politique uniqguement par rapporta letat et independamment du temps.

On note S I'ensemble des stratgies del1 et T I'ensemble des strakgies del 2. D'apes le
treoeme de lonescu-Tulcea, unetat initial s et un couple de straegies (; ) ce nit une unique
mesure de probabilie Ps(; ) sur H; muni de la tribu produit, on note E; I'esperance
assocee.

Paiements

En horizon in ni, le codt est actualise,a chaque date k, le coat est multiple par un facteur
2]0; 1] appek taux d'escompte Le taux d'escompte permet de donner plus d'importance
aux actions pesentes que futures, d'un point de vue mattematique, il permet d'assurer I'ex-
istence et l'unicie de la solution. D'autres types de paiement existent mais nous nous con-
centrons uniquement sur les paiementsa taux d'escomptes qui ontee initialement consicees
par Shapley.
e nition 3.6 ( Paiement escompé )

Pour un couple de strakgie (; ), on ¢k nit le paiement escompe comme l'esgrance
de la ®rie des paiements quotidiens actualiges par un taux d'escompte sous la probabilie

e nie parlecouple (; ).Ennotant =( % %::)et =( 1 %),
!
. R '
ES, k+1 Rsk( k+1 (Sk); k+1 (Sk)) : (31)
k=0

Le paiement escompe est donc une fonction qui cepend de letat initial du jeu.

Remarque 3.2 Comme nous le disions plus tot, il existe d'autres fonction de paiement,
comme le paiement moyen, on s'ineresse dans ce cas au paiement moyen "guotidien". Maitra
et Sudderth [MS96, Chapter 7] ont aussi exprinme la valeura partir de paiements lim sup, a
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la ®rie de 3.1 est remplae par la lim sup des paiements instantares. Le mockele de Maitra et
Sudderth ne possde pas de taux d'escompte.

Le but des deux joueurs est de minimiser le paiement escompt pour le joueutl et de
le maximiser pour le joueurJ2. Le joueur J1evalue donc le paiement grace a la fonction
inf-sup :

!

o 3
Vs = inf supE KRG (K (S%); KKy (3.2)
k=0
Le joueur J2evalue donc le paiement gracea la fonction sup-inf :
!

*
Vs =supinfE’ KRG (K (s%); KM (3.3)
k=0

On a toujours Vs Vs et on dit que le jeu posede une valeurlorsque Vs = Vs = g,
incependamment de letat i initial et le vecteur v est appek valeur du jeu Shapley dans [Sha53,
Theorem 3] a monte que les jeux stochastiques ont une valeur et a donre une rrethode
ierative pour calculer la valeur d'un jeu stochastiquea paiement escompe.

On commence par ¢ nir l'operateur de Shapley :

e nition 3.7 (  Oprateur de Shapley )
Soit 2 [0; 1[. L'operateur de Shapley (escompe) est I'ogerateur F de R" dansR" & ni
par :

X
F(v) = min max Rj(x;y)+ Pij (X;Y)V;
(V) x2 (A(i) y2 ( B(i) i0y) j=1 0y (3.4)
= min _ Ri(x;y)+ Pi (5 Y)Y

max
y2 ( B(i)) x2 ( A1) =1

Legalie de lequation (3.4) lorsqu'on intervertit le min et le max n'est pas triviale et
tecoule d'un treoeme de minmax dda von Neumann [vN28]. De plus, le treoeme arme
que les min et max sont atteints, ce qui signi e en theorie des jeux que les joueurs ont des
actions optimales en toutetat. Par ailleurs, ce treoeme est valide uniquement pour lesactions
mixtes, ce n'est plus vrai quand les joueurs choisissent des actions pures.

Remarque 3.3 L'interversion du min et du max peserve la valeur du minmax, on dit que
le jeu en un coup a unevaleur.

Treoeme 3.1 ( Shapley [Sha53] )
La valeur d'un jeu stochastique (escompek) est l'unique point xe de l'ogerateur de
Shapley 3.7.

Le treoeme de Shapley permetegalement de conclure que les joueurs ont des stratgies
stationnaires optimales puisqu'il su t de choisir les politiques qui atteignent le min et le max
pour v 2 RY tel que F (v) = v et choisir ces politiquesa chaque date pour obtenir un paiement
nal optimal.

L'operateur de Shapley est I'extension naturelle de l'ogerateur de programmation dy-
namique & ni en 1952 par Bellman [Bel52] pour les probemes de controle stochastique. Une
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version plus cetailee de ses travaux sur la treorie de la programmation dynamique se trouve
dans [Bel57]. Toutefois, dans les probemes de contréle stochastique, dans les mocdlesa taux
d'escompte, le joueur peut jouer de manere optimale en ne lectionnant que des actions
pures. Lequivalent de l'ogerateur de Shapley pour les probemes de contréle stochastique
porte le nom d'operateur de programmation dynamique qui est ¢ ni pour chaqueetat i 2 S
par :

0 1

X
v 7! Fi(v) = @sznAi?i)Ri(x)+ Py (X)vA (3.5)
j=1

Le treoeme 3.1 de Shapley estegalement une gereralisation du principe de programma-
tion dynamique de Bellman qui a rme que la valeur du probeme de contrble stochastique
est l'unique point xe de l'operateur de programmation dynamique (3.5).

Dans les mockeles de jeux stochastiques en information parfaite les joueurs ontegalement
des strakgies optimales pures, l'ogerateur de Shapley est donc de la forme :

X0
7 F = min max Rj(x;y)+ P; (x; i 3.6
viERv) = min max Riky) o Gy 59

sachant queA(i) ou B (i) est un singleton.

Dans tous les cas, un min et un max (qui signie que la borne inkrieure et la borne
supgerieure sont atteintes) apparaissent en raison de la nitude des espaces d'actionsa chaque
etat. On aurait puegalement mentionner les jeuxa espaces d'actions compacts avec des fonc-
tions de paiements et des transitions de probabilies semi-continues par rapport aux espaces
d'actions. Le tteoeme de minmax qui existea ce niveau de cereralie est doa Sion [Sio58].

3.2.2 Calcul de la valeur d'un jeu stochastique

Soit F : R" 7! R" une application possdant un unique point xe telle que :
F= inzf f (3.7

al est un espace ni assimik a I'espace des politiques et f sont des applications
croissantes deR" dans R", possdant un unique point xe. Puisque dsigne un espace de
politiques alors = ( A(i)) an A(i) designe les actions disponiblesa letat i, de plus,

|
2 implique que ;2 ( A(i)), et donc de manereequivalente, on peut eecrire (3.7) :
Fi = ir12f f! (3.8)

Dans le cadre du contréle stochastiquef est l'operateur de programmation dynamique
et les fonctionsf sont les applications de coordonrees v 7! R + P v, et dans le cadre
des jeux stochastiquesF est l'ogerateur de Shapley et les fonctionsf  sont les applications

de coordonree :v 7! bzr(n%>(<_)) R; b P, (i)bv, on peut remplacer ( A(i)) et ( B(i)) par
|

A(i) et B(i) pour les jeuxa information parfaite.

56



3.2. ITERATION SUR LES POLITIQUES

Algorithme de Shapley et ierations sur les valeurs

L'operateur de Shapley est un ogerateur contractant au sens strict pour la norme in nie
c'esta-dire kF (x) F(y)k kx yka estletaux d'escompte et donc appartienta [Q 1].
Ceci implique, par le theoeme de point xe de Banach, que F admet un unique point xe
que I'on note vy . De plus, ce point xe se calcule en ierant I'ogerateur de Shapley. Soit" > 0
petit. On dceduit naturellement un algorithme appek algorithme de Shapley :

Algorithme 2:  Algorithme de Shapley
abut
Choisir k =0, vp;
tant que kvg+1  Vkka " faire

Vk+1 = F(w);
k=k+1;

Choisir pour tout i, (i) 2 arg min f2(vy );
a2 A(i)

L'algorithme de Shapley est I'extension de lieration sur les valeurs pour les probemes
de contréle stochastique : pour lieration sur les valeurs, l'operateur F est l'ogerateur de
programmation dynamique. L'ogerateur de programmation dynamigue ayant les mémes pro-
prees de contraction, l'ieration sur les valeurs calcule son unigue point xe.

Le temps de calcul cepend tes fortement de la fonction valeur initiale. L'algorithme est
e cace si on a cep "une estimation"de la fonction valeur. En pratique, l'ogerateur de Shapley
est lent et colteux puisqu'il faut esoudre un jeu matriciel (les espaces d'actions sont nis)

a deux joueursa chaque ieration. En e et, pour esoudre un jeu matriciela deux joueurs, il
faut commencer par ceterminer si les joueurs ont des actions pures optimales, si ce n'est pas
le cas, il faut calculer des actions mixtes optimales, ce qui se fait par programmation lireaire.

Programmation lireaire

Pour le probeme de jeuxa un joueur, il est possible de calculer la fonction valeur par
programmation lireaire.

X
Max \
i2s
X
sicc v Rij(@+ Pij ()v;
j2E

8i 2 E; 8a2 A(i)

On peut minimisera la place de maximiser, ce changement entramerait un renversement
des iregalies pour les contraintes. Le calcul de la valeur d'un jeu matriciel peutegalement
s'e ectuer par programmation lireaire, pour les details sur les programmes lireairesa esoudre
le lecteur peut consulter [Vor77].

On peut aussi remarquer que, pour les jeuxa deux joueurs, en xant une stratgie du joueur
J1, le probkme de jeu devient un probkme de jeua un joueur et on utilise la programmation
lireaire pour esoudre ce jeu. L'ieration sur les politiques propose par Howard pour les jeux
stochastiques se base sur ce principe.
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lerations sur les politiques

L'ieration sur les politiques a d'abord ee construite pour les probemes de controle
stochastique par Howard [How60] puis etendu par Ho man et Karp [HK66] pour les jeux
stochastiques. Nous pesentons uniquement cette dernere.

e nition 3.8 ( Propreéé de ®lection )

La fonction F posede la propree de lection si pour tout x 2 RY, il existe une stratgie
2 qui atteint I'in mum dans 3.7. En d'autres termes :

8x2R19 2 telque F(x)=f (x)

La proprete de lection est satisfaite quand les espaces d'actions du joueud 1 sont nis,
cette propree demeure vraie dans les jeuxa espaces detats compacts lorsque les paiements
et les probabilies de transitions sont semi-continus inErieurement par rapport aux actions
du minimiseur.

Algorithme 3: leration sur les politiques en jeux

ebut
Choisir °2 , k=0;
tant que x 6 F(x) faire

Calculer x¥ tel que f “(x¥) = x;
Evaluer F (x¥);

si F(x¥) = xX alors

| Retourner xX

sinon

| prendre **! tel que F(x¥) = f

k=k+1;

k+1 (Xk)

Il existe bienevidemment d'autres algorithme pour esoudre un probeme de contréle ou
un jeu stochastique escompt. Une pesentation de quelques algorithmes pour esoudre des
jeux stochastiques peut se trouver dans [FR91]. Condon propose quanta elle des algorithmes
pour des jeux stochastiquesa information parfaite [Con93]. En n, un recueil d'algorithmes
de esolution de probemes de jeux stochastiguesa un joueur peut étre trouve dans [Put94].

Nous terminons la pesentation de l'ieration sur les politiques dans le cadre des jeux en
pesentant un tableaua la gure 3.3 quievoque l'analogie entre les probemes de points xes
qui apparaissent en jeux et les probemes de jeux d'interpetation abstraite.

Jeux stochastiques| Interpetation abstraite
Sysemes dynamiqgues| programme
Orerateur de Shapley | Fonction mantique abstraite
Probemea horizon n | n pas logiques
Limite de la valeura horizon n | Bornes optimales
leration sur les valeurs | leration de Kleene

Figure 3.3 { Analogie entre les jeux stochastiques et l'interpetation abstraite
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3.2.3 Extensiona l'analyse statique

Un algorithme d'ieration sur les politiques aet introduit en analyse statique par Gaubert,
Goubault et al dans [CGG" 05]. L'algorithme d'ieration sur les politiques aetetendu pour
les treillis complets. L'ogerateur de programmation dynamique n'est donc plus recessairement
contractant mais conservant sa croissance, il possde un point xe. Les avantages de l'ieration
sur les politiques :

{ ne recessite pas d'ogerateur delargissement

{ retournea chaque iteration un post-point xe et peut donc &tre stoppeea une chaque

ieration.
Algorithme 4: leration sur les politiques en analyse statique

akbut
Soit k = 1, choisir ¥, f *;
tant que x* 6 f (x¥) faire
Calculer le plus petit point xe xi def k;

Evaluer f (xx);

si f (xk) = Xk alors
| retourner Xy

sinon
L prendre *1 tel que f (xy) = f o (Xk);
k=k+1

Dans le treillis des intervalles

Dans le domaine des intervalles, les politiques sont donrees par ldest. Quittea ajouter
des orerations no op dans le graphe de ot de contrble, on peut toujours supposer que les
operateurs d'intersections ne sont composs que de deux ogerandes. De plus, l'intersection de
deux intervalles [a; b et [c; d], si elle n'est pas vide, est I'un des quatre intervalles suivant :

[a;0; [c;d; [a;d];[c;H

Ce choix de quatre intervalles va fournir 'ensemble d'actions disponiblesa un point de
contréle repesentant une intersection.

Pour des probemes lesa la croissance de la fonction, onecrira une variable intervallex;
de la manere : [ x; ;X ]. En e et, si on conserve la notation habituelle d'un intervalle, on
obtient [a; [c;dequivauta ¢ aetb d ce quisignie que la fonction du treillis des

. -2 . . . , .
intervalles vers R™ quia un intervalle associe les bornes n'est pas croissante.

Exemple 3.8 (Nouvelles egles de calcul dans le domaine des intervalles)

{ Si xo=[1;2]alorsx, = letx] =2.

{ Si X1 = Xz + [1;2]alors x; = X, +1etx] = x3 +2ce quiequivauta x; = x, 1
etx; = X, +2.
H — _ H . + +.71 1 —

{Si x3 = x1[ X2 eilors X3 N m+|n( X1; Xp) €t Xz = max(xl,x2)+dcu x3+— .
_max(xl;xz)etxe, = max(xj ;X5 ) et nalement x, =+max(x_1 ;x%)ezxg = max(xj; Xz ).

{ Si x3 = x1\ X2 a+Iors X3 = nlax( X1: Xy) et X3 = mln(xl;x2)+dm. x§r =,

max(x, ; X, ) et X3 = min( X7 ;X5 ) et nalement x; = min( X, ;X,) et xz =min( Xy ;X5).
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e nition 3.9 ( Politigues dans le domaine des intervalles )

Une politique propose donc un choix entre quatre intervalles des qu'une ogeration d'in-
tersection apparat dans la fonction smantique abstraite. Pour une intersection entre un
intervalle [ a;l et[ c;d], on associe les politiques suivantes :

{ Il (left left ) : on choisit comme borne inkrieure a et comme borne sugerieureb.

{ Ir (left right ) : on choisit comme borne inkrieure a et comme borne sugerieured.

{ rl (right left ) : on choisit comme borne inkrieure ¢ et comme borne sugerieureb.

{ rr (right right ) : on choisit comme borne intrieure ¢ et comme borne sugerieured.

Lorsqu'on choisit une politique, une fonction sans intersection (min) est alors slectionree.
Cette nouvelle fonction contient uniqguement des a ectations et des unions (max). Comme,
dans l'ieration sur les politiques de la treorie des jeux, des qu'une politique pour le minimiseur
est annonee, le probeme devient un jeua un joueur qu'il faut esoudre. Dans la theorie
classique, un jeua un joueur peut se esoudre par ieration sur les valeurs ou par ieration
sur les politiques ou par programmation lireaire. Dans un premier temps, Gaubert, Goubault
et al dans [CGG' 05], en analyse statique, calculaient le plus petit point xe d'une fonction
assoceea une politique par ieration de Kleene, mais ont, par la suite, dans [GGTZ07] utilie
la programmation lireaire pour ce calcul.

e nition 3.10 (  Heuristique de choix de la politique initiale dans les intervalles )
Pour choisir une straegie initiale dans les intervalles, on herarchise les politiques, I'ordre
de petrence est :

1. Les bornes constantes;
2. Les bornes variables;
3. Les bornes in nies.

Dans le cas ai les deux bornes inkrieures (sugerieures) sont variables, on prend la borne de
gauche (poureviter un choix akatoire).

Exemple 3.9 (Exemple introductif)
Nous reprenons, le programme de I'exemple 2.31.
La fonction £mantique concete peut étre eduitea :

Fi(x) = [1;1]

Fa(x) = ([1;1[ (x2+1)\] 1 ;10]
Fg(X) = Xo2+1

Fa(x) = ([1;1[ (x2+1)) \ [15+1 [

D'apes les egles de calcul sur les intervalles decritesa I'exemple 3.8, on obtient :

Fi(x) ;F1(x)*
Fa(x) ;Fa(x)”
Fa(x) ;F3(x)"
Fa(x) ;Fa(x)”

( 1L1)
max(x, 1; 1);minf 10, max(1; X; +1)g
X5 1; X; +1
minf 11, max(x, 1, 1)g; max(l;xg +1)

Au point de contrble 2 et 4, un min apparat, il faut donc faire un choix pour initialiser
I'ieration sur les politiques, nous utilisons I'heuristique classique et nous initialisonsa partir
des constantes et donc nous commercons par la politique pour le point 2 et rl pour le point
4, c'esta-dire la fonction :
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f1(x) ;fax)" = ( L1)

fa(x) ;f2(x)" = max(x, 1; 1);10
fa(x) ;fa(x)" = x, Ljx;+1
fax) ;fa(x)" = ( 1L max(l;xz+1))

Il faut calculer le plus petit point xe de f, nous utilisons la programmation lireaire et
nous cherchonsa esoudre :
X4
Min (x| +x)sie fj(x)  x; etfi(x)"  x; 8 =1;2,3,4
i=1

ou encore :
x4
Min X+ %)
i=1
1 X, 1 X7
1 Xy 10 X3
X, 1 X, X5 +1 X3
X, 1 X3 1 X}
11 X, Xy +1 X
On trouve :
X,:X; = ( L1)
X,:;Xy = ( 1,10)
X3;X3 = ( 211)
XX, = ( 1111)
et comme :
Fi(®) Fi(®)* = ( L1)
Fo(X) sF2(X)" = max(X, 1 1);minf10;max(l;X; +1)g = ( 1,10
Fa(X) ;Fs(X)* = X, Lx;+1 = ( 2;11)
Fa(X) ;Fa(x)* = minf 1Lmax(X, 1, 1)g;max(l;x; +1) = ( 1111)

La solution X est donc un point xe de la fonction F et l'ieration sur les politiques
se termine en retournant cette solution. L'invariant pour le programme est donc le vecteur
d'intervalles :

x1 = [1;1]
X2 = [1;10]
X3 = [2;11]
Xa = [11;11]

Exemple 3.10 (Exemple avec changement de politique)
Nous introduisons un nouveau programme :

x=0;[1]

while (x<=100) [2]f
x=10+0.5 x;[3]
g [4]
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La fonction £mantique concete peut

Fi(x) = [0;0]
Fa(x) =
Fa(x) = 10+0
Fa(x) =

étre eduitea :

([0;0]] (10+0:5x2)\] 1 ;100]

5%

([0;0][ (10+0:5x2))\ [10L+1 [

D'apes les egles de calcul sur les intervalles decritesa I'exemple 3.8, on obtient :

Fi(x) ;Fa(x)”
Fa(x) ;Fa(x)*
Fa(x) ;Fs(x)”
Fa(x) ;Fa(x)"

(0;0)

max(0:5x,
0:5x, 10,10 + 0:5x3
minf 101, max(0:5x,

10; 0); minf 100 max(0; 10 + 0:5x3 )g

10; 0)g; max(0; 10 + 0:5x3 )

Au point de contrble 2 et 4, un min apparat, il faut donc faire un choix pour initialiser
l'ieration sur les politiques, nous utilisons I'heuristique classique et nous initialisonsa partir
des constantes et donc on commence par la politiquie pour le point 2 et rl pour le point 4 :

fa(x) ;fi(x)*
fa(x) ;fa(x)”
fa(x) ;fa(x)*
fa(x) ;fa(x)*

Il faut calculer le plus petit point xe
nous cherchonsa esoudre :

X4
Min (i + x; )s:c fj(x)
i=1

Oou encore
Min
0
0
0:5x, 10
0:5x, 10
101
On trouve :
X, X,
X, ;%5
X3 ;X3
Xy 1%,
et comme :
Fi(X) ;Fi(X)* = (0;0)

Fa(x) ;F2(x)*
Fa(X) ;F3(x)*
Fa(X) ;Fa(x)*

- —
X, 1LX;+1

(0:0)
max(0:5x,  10;0);100
0:5x, 10;0:5x; + 10
102; max(0; 0:5x5 + 10))

de f, nous utilisons la programmation lireaire et

J

X4
(x5 + %)

i=1
X, 0 X1
X, 100 X5
Xy 10 + 0:5x; X3
X3 0 X3
X,  10+0:5x; X
= (0;0)
= (0;100)
= ( 10,60)
= ( 10160)

max(0:5x,  10;0); minf 100 max(0; 0:5x5 + 10)g

minf 101 max(0:5%, 10; 0)g; max(0; 0:5x5 + 10)
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On voit qua la deuxeme ligne, min f 100, max(0; 0:5x, +10)g 6 100 et donc, la solution X
n'est pas un point xe de la fonction F et il faut changer de politique, la valeur 60 est atteinte
par la fonction max(0; 0:5x; +10) et donc on esout une nouveau probeme de point xe avec
la fonction :

fa(x) ;fi(x)*
fa(x) ;fa(x)”
fa(x) ;fa(x)*
fa(x) ;fa(x)*

et par programmation lireaire on trouve le vecteur :

(0;0)
max(0:5x,  10;0); max(0; 0:5x5 + 10)
0:5x, 10;0:5x5 + 10
101 max(0; 0:5x; + 10))

X;;Xx7 = (0;0)
X,:X5; = (0;60)
X3:;X3 = ( 10;,60)
X4:X, = ( 101L60)

Ce vecteur estegalement un point xe de F, l'ieration sur les politiques se termine en re-
tournant cette solution. On conclut que l'invariant du programme est le vecteur d'intervalles :

x1 = [0;0]
X2 = [0;60]
X3 = [10;60]
Xga =

L'invariant calcuké permet de savoir que le programme bouclea I'in ni et que le point de
contrble 4 n'est jamais atteint.

Dans les zones et gabarits de Sankaranarayanan

L'ieration sur les politiques a et etendue par Taly et al [GGTZ07] aux travaux de
Mire [Min04] et Sankaranarayanan et al [SSMO05]. Nous decrivons brevement la nethode
dans ce paragraphe mais nous reviendrons sur la nmethode d'ierations sur les politiques dans
les zones et gabarits de Sankaranarayanan dans le chapitre 5. Nous verrons que les invari-
ants, dans ces domaines, sont calcues en esolvant des probemes d'optimisation lireaire avec
contraintes (lireaires). Une nethode classique d'optimisation est de "dualiser” le probeme.
Cette dualisation (lagrangienne) remplace le probeme de maximisation dd a la recherche
d'invariant par un probkme de minimisation. Les variables "duales" donnent I'ensemble des
politiques. De plus, on sait qu'en optimisation lireaire, I'ensemble des solutions d'un probeme
sous contraintes se trouvent sur les sommets du polyedre des contraintes et donc en nombre
ni. L'ensemble des politiques est, par consequent, I'ensemble de sommets du poledre des
contraintes du probkeme dual.

3.3 leration max-straegies

On peut mentionneregalement les travaux de H. Seidl et de T. Gawlitza [GS07a, GS07b].
Ce type d'ieration est une ieration sur les politiques croissante. La nethode consiste a
calculer le plus petit point xe de la fonction £mantique abstraite en consicerant les unions
plutét que les intersections comme politiques. L'initialisation de la methode se fait en assignant
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1 pourtoutes les variables puis de la m&me manere que l'ieration sur les politiques sur les
min, la fonction atteignant le max est ®lectionree et le plus grand point xe de la fonction
est calcuke. L'inconwenient de cette methode est qu'une suite croissante de points est calcuke
mais sous-approxime le plus petit point xe de la fonction £mantique abstraite, la nethode
ne donne aucune information pertinente tant que le plus petit point xe n'est pas atteint.
L'avantage est que par cette nethode le plus petit point xe est atteint si 'ieration termine.
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cHAPITRES

DOMAINES DES SOUS-NIVEAUX

Au chapitre 2, nous avons vu que le probeme 2.1 nétait pas calculable en gereral. Une
nethode classique de l'analyse statique pour pouvoir calculer une sur-approximation valide
est l'interpetation abstraite. Dans ce chapitre, nous prenons G = RY et nous consicerons le
probeme 2.1 comme un probeme d'optimisation continue. Une nethode classique de I'opti-
misation est de relacher le probeme lorsque celui-ci n'‘est pas ealisable. Il s'agit de esoudre
un nouveau probkme d'optimisation ai la fonctiona minimiser (appeke aussi fonction ob-
jectif) est plus grande, au sens fonctionnel, que la fonction objectif du probeme initial et ai
I'ensemble de contraintes est plus n (c'esta-dire contient moins deeéments). Dans le prob-
eme 2.1, la fonction objectif est l'identie Id, 'ensemble des contraintes est compo% de deux
contraintes :

X 2 }(RH"M! (4.1)
FC(X) X (4.2)

Nous pouvons construire un probeme relachke en conservant comme une fonction objectif
l'identie, mais en choisissant deux ensembles, le premier inclus dank (R%)"**, le deuxeme
inclus dansfX 2 } (RY"! j FC(X) Xg. La contrainte (4.1), peut &tre relactee en xant
la forme geonretrique des contraintes. Cette forme geonetrique est, en fait, la concetisation
deements d'un domaine abstrait D,. Ainsi la contrainte (4.2) peut étre rendue plus ne, en
consicerant une application F sur le domaine abstrait, telle que la concetisation desekments
eriant X 2DJ* j X = F(X)g satisfait les contraintes (4.1) et (4.2).

Dans ce chapitre, il est question de cereraliser le travail de Sankaranarayan, Sipma
et Manna [SSMO05] sur les gabarits lireaires. Le domaine des gabarits lireaires consiste a
se donner un nombre ni de formes lireaires qui & nissent les faces d'un polyedres, la
forme geonretrique est donc un certain polyedre. Suivant l'icce de Sankaranarayan, les formes
geonretriques sont,egalement cetermireesa partir d'un ensemble non recessairement ni de
fonctions de basenon recessairement lireaires.

Ainsi, les parties deRY que I'on consicere sont les intersections de sous-niveaux des fonc-
tions de cette base. On s'ineresse egalement aux ensembles de lignes de niveaux sur ces
fonctions de base.



CHAPITRE 4. DOMAINES DES SOUS-NIVEAUX

Dans la section 4.1, nous commercons par de brefs rappels d'analyse convexe. Dans la
section 4.2, nous ¢k nissons plus formellement les concetisations geonetriques ainsi que les
eements du domaine abstrait. Dans la section 4.3, nous construisons les treillis recessaires
aux calculs des invariants nuneriques. En n, dans la section 4.4, nous pesenterons quelques
ensembles de fonctions de base utiles en interpetation abstraite.

4.1 Rappels d'analyse convexe

Nous rappelons quelques notions de base sur la convexit, pour plus de cetails en dimension
nie, le lecteur est invie a consulter [Roc96]. Ici I'ensemble E designe un espace vectoriel
eel, 'addition et la multiplication scalaire sont donc & nies au sens de cet espace vectoriel.
L'ensemble F designe un espace topologique, les sous-ensembles fernes sont ce nisa partir
de cette topologie. Dans cette partie, les fonctions suE sont toutesa valeurs eelles.

Nous rappelons qu'un ensemble convexe contient tous ses segments, plus formellement :

e nition 4.1 (  Ensembles convexes )

Un ensembleC  E est convexe si, pour toutx;y 2 C, pourtout 2]0;1[, x +(1 )y 2
C.

Remarque 4.1 Par convention, I'ensemble vide est convexe.

Exemple 4.1
Un ensemble convexe contient tous ses segments, ceci est illuste par I'ellipse de la gure 4.1

X2 72

Figure 4.1 { Une ellipse est un ensemble convexe

Une fonction convexe est caracerige par le fait que les images de segments sont plus
petites que les segments image.
I nition 4.2 ( Fonctions convexes )
Une fonction f sur E est convexe si pour toutx;y 2 E, pour tout  2]0; 1],
f(x+@ Dy F0)+@  Hf(y).

Exemple 4.2
La fonction x :7! sz est une fonction convexe. L'iregalie de convexie est illustee par la

gure 4.2.

Ix nition 4.3 ( Fonctions concaves )
Une fonction f est concave si f est une fonction convexe.

La convexie d'une fonction estequivalentea la convexie d'un ensemble lea la fonction
appet lepigraphe.
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fO+@ )2
£ (Z\
£ k()\

f(0+(1 )2

Figure 4.2 { Iregalie de convexie

e nition 4.4 ( Epigraphe )
Soit f une fonction sur E. On appelleepigraphe def , 'ensemble not epi(f ) ce ni par
f(x; )2RY Rjf(x) g

Exemple 4.3
Nous reprenons la fonctionf convexe de lI'exemple 4.2. Lepigraphe dg est la partie grize
de la gure 4.3.

epi(f)

Figure 4.3 { Lepigraphe de la fonction f

Proposition 4.1 ( Fonction convexe etepigraphe )
Une fonction sur E est convexe si et seulement si sonepigraphe est un sous-ensemble
convexe deE R.

Gracea cette caracerisation, on en deduit les proprees suivantes :
Propreé 4.1 ( Operations sur les fonctions convexes )

1. Soient|l un ensemble ni, ffig une farsy'lle de fonctions convexes et (j);,, une
famille nie de nombres eels positifs alors if; est une fonction convexe.
i21
2. Soitffigiz; une famille quelconque de fonctions convexes alors stipest une fonction
convexe. 12!

Pour minimiser une fonction, on peut s'ineressera une classe d'ensembles de points dont
l'image ne tepasse un certain eel.

Ce nition 4.5 ( Sous-niveaux )
Soit f une fonction de E et soit 2 R, on appelle sous-niveau dd au niveau ,
'ensembleS (f)= fx 2 E jf(x) g.

Exemple 4.4
Le sous-niveau de la fonction convexa 7! x? au niveau = 1 est cecrit par la gure 4.4.
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p(x) = xP

\ /
\ /
\ /

\
fx 2 Rjx® 1g

Figure 4.4 { Le sous-niveau de la fonction caree pour =1

Proposition 4.2 ( Fonctions convexes et sous niveaux )
Soit f une fonction convexe surE. Pour tout 2 R, S (f) est un sous-ensemble convexe
deE.

En analyse convexe, la continuie des fonctions n'est pas forement recessaires :

[ nition 4.6 ( Fonction semi-continue inérieurement )
On dit qu'une fonction f sur F est semi-continue inkrieurement (en abeg s.c.i) si pour
tout 2 R, S (f) est un sous-ensemble ferme dé-.

e nition 4.7 ( Fonction semi-continue sugrieurement )
Une fonction g est semi-continue sugerieurement (en abeg s.c.s) si g est semi-continue
inBrieurement.

Exemple 4.5
On ¢ nit une fonction g par :
8
< g0)=0
gx)=_ gx)=x+2 six>0
T gx)= x+1 six<O0

La fonction g est repesente par le graphe de la gure 4.5. Cette fonction est semi-continue
inErieurement.

Propreé 4.2 (  Supremum de fonctions semi-continue inérieurement )

1. Soitff;g2,; une famille quelconque de fonctions s.c.i alors sup est une fonction s.c.i.
i21

2. Soitfgig2 une famille quelconque de fonctions s.c.s alor_glirgf est une fonction s.c.s.
|

Proposition 4.3 ( Fonction semi-continue inérieurement etepigraphe )
Une fonction sur F est s.c.i si et seulement si sonepigraphe est un sous-ensemble ferne
deF R.
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Figure 4.5 { La fonction g de I'exemple 4.5

e nition 4.8 (  Conjugwee de Fenchel-Moreau )

Soit F un espace vectoriel topologique eF° le dual topologique deF. Soit f : F 7!
R[f +1g . On appelle conjugee de Fenchel dé la fonction f :F°7! R[f +1g c nie
par :

X071 f (x9 =sup xqx)  f(x)
x2F

Exemple 4.6
Soitg: R 7! R[f +1g d nie par:

0 six2]0;1]

X7t g(x) = +1 sinon

La conjuglee de g est la fonction ke nie g : R 7! R par :

0 six? 0
07 =
X7 g (x) x° sinon
La fonction g ce nie dans I'exemple 4.6 est appeke fonction caraceristique convexe de
I'ensemble [Q1]. Nous eutiliserons ce type de fonctions pour caraceriser uneP-fonction
support.

e nition 4.9 ( biconjugee de Fenchel-Moreau )

Soit F un espace de Banach e exif. Soitf : F 7! R[f +1g . On appelle biconjugee
de Fenchel def , la fonction f :F 7! R[f +1g ¢k nie par:

x7'f (x)= sup xqx) f (x9
x02F0

Exemple 4.7
Nous reprenons la fonctiong de I'exemple 4.6.

La biconjuglee de g est la fonction cenie g :R 7! R par:
!

x7'g (x)=sup x% g (xh=max supx%;supxqx 1)
x2R x0 0 x% 0
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Six > 1 alors supx{x 1) =+ 1 etsix < 0 alors supx% = +1 et six 2 [0;1],
x%> 0 x0 0

supx% = sup x{x 1)=0. Onconclutqueg = g.
x0 0 x% 0

Dans lI'exemple 4.7, nous avons conclu que la biconjuglee de la fonctiogetaitegale a
elle-méme. En fait, la classe des fonctionsegalesa leur biconjuglee est bien connue puisqu'il
s'agit soit de la fonction identiquementegalesa la fonction 1 ou lI'ensemble des fonctions
convexes semi-continues qui ne prennent pas la valeut

Treoeme 4.1 ( Fonctions convexes s.C.i et biconjuguwee )
Soit F un espace de Banach e exif et soitf : F 7! R[f +1g . On suppose qu'il exist
x 2 F tel quef(x) 2 R.

f convexe sci () f=f

Pour la preuve, le lecteur pourra consulter [Bon06, Treoeme 4.17, Corollaire 4.18].

Remarque 4.2 L'hypotlese "f esta valeurs R[f +1g "est importante, puisque la fonction
f de nie par :

1 x 2K
| =
X711 (x) +1 sinon
al K ( F est un ensemble convexe ferne non vide. La fonctiod est convexe s.c.i mais
qui n'est pasegalea sa biconjugLee.

4.2 P-sous niveaux et P-fonction support

Dans le but de ger la ggonetrie des invariants nurnreriques cherckes, on se munit d'un
ensembleP de fonctions deRY dans R. Nous introduisons ainsi un ensembleP, appeke une
con guration et leseements de cette con guration, des fonctions de base. Nous introduisons
egalement R" des fonctions de I'ensemblé® vers R. Ces fonctions vont jouer le role de dege
de libere sur les fonctions de base.

Nous notons RP I'ensemble desekments deR" qui prennent des valeurs nies surP et
R" l'ensemble des fonctions deP a valeurs positives. L'ensemble R est muni de l'ordre
partiel classique e nipar f g ssipourtoutp2 P, f(p) g(p). L'ensemble} (RY) des
parties de RY est lui muni de l'ordre de l'inclusion. En n, puisqu'il est question de geonetrie,
nous munissonskY de la norme euclidienne que nous noteronk k. Nous noterons le produit
scalaire dex;y 2 RY par x .

En analyse convexe, il est naturel de travailler avec les formes lireaires, nous appelons donc
con guration lireaire classique la con guration P qui regroupe toutes les formes lireaires sur
RY, par le treoeme de Riesz, cette con guration est isomorphea RY.

Pour une con guration »>e P, pour une fonction deﬁp, nous nous ineressons aux fonc-
tions de bases qui ont une image nie, nous appelons cet ensemble de fonctions de bases le

domaine d'unekment de R'.
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e nition 4.10 (  Domaine )

Soit v unekment de R’ tel que, pour tout p2 P, v(p) > 1 . On appelle domaine de
v, I'ensemble not dom(v) c& ni par :

fp2 Pjv(p) < +1g

Exemple 4.8
On poseP = fx :7! x> 1, x 7! x?+1g, et soit v la fonction quia p 2 P associe son

supremum sur tout R. On a dom(v) = fx 7! x?+1g.

Exemple 4.9

Prenons comme ensemble de fonctionB, I'ensemble des fonctions continues croissantes sur
R. Consicerons la fonction v sur P qui,a chaque fonction p 2 P, associe l'inegrale de la
valeur absoluep. On a donc dom{) = P\L (R) ai, LY(R) est I'ensemble des fonctions
Lebesgue-inegrables surR.

e nition 4.11 ( Eément presque in ni )

Uneement v2 R' est dit presque innisi v(p) > 1 pourtout p2 P et si dom(v) est
ni.

Exemple 4.10

On consicere la con guration lireaire classique. On se donne un poledre A de RY, il existe
deux familles nies (pi)iz1 2 RY, (b)i2s telles queA = fx 2 R%jpi x b;i21g. On pose
v(p)= bsii 21 etv(p)=+1 sipi2 R%tsii21.0naA=fx2R%px v(p); p2 R
et v est uneement presque in ni.

Exemple 4.11
Consicerons la suite de fonctions & nie, pour n 2 N, par p, : X 7!'n

Soit la con guration P = fp,; n 2 Ng. Soit v 2 R & ni, pour p2 P, par v(p) = card(fx 2
RYj p(x) 0g) ai card( C) cesigne le cardinal d'un ensembleC. Lebment v est unekment
presque in ni.

1=4X2 + n1=2X + n1=2.

4.2.1 P-sous niveaux

En analyse convexe, il est classique de s'ineresser aux ensembles de sous-niveaux dont la
e nition est rappeke par la ¢ nition 4.5, car ils ont de bonnes proprees de convexie et
de fermeture. Dans notre cadre, on s'ineresse aux intersections de sous-niveaux des fonctions

p 2 P a1 les niveaux sont donres par une fonctionv 2 R’. Ces intersections de sous-niveaux
. . . . . =P .
cecrivent la concetisation geonetrique d'une fonction v 2 R dans la base de fonction$.

e nition 4.12 ( P-sous niveaux )

Soit v unekment de ﬁp, on appelle P-sous niveaux dev I'ensemble noe v® ¢k ni par :
fx2RYjp(x) v(p);8p2 Py

Si pour tout v 2 ﬁp, v(p) > 1 et que dom{) 6 ;, on peut remplacerp 2 P par
p 2 dom(v).
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Remarque 4.3 Un P-sous niveau peut étre eventuellement vide méme si, pour toutp 2 P,
v(p) > 1

Remarque 4.4 La fonction v 7! v® est, en fait, une fonction de concetisation, on le verraa
la proposition 4.4. En principe, nous devrions appeler cette fonction .

Une mé&me gure geonetrique peut étre la concetisation de plusieurs P-sous niveaux.

Exemple 4.12

On peut caraceriser la boule unie RY en tant que P-sous niveau. Nous pouvons choisir
P = fx 7! kxkg et la fonction v(k k) =1 ou bien choisir la con guration lireaire classique et
v(p) = 1, pour toute forme lireaire p.

En prenant des formes lireaires, nous retrouvons des polyedres.

Exemple 4.13

Soit P= fpg;pospzsg @l pr:(Xy) 7'y X, p2:(xy) 7Vy+xetps:(xy) 7 vy. Soit la
fonction w e nie par w(p1) = 3, w(p2) =3 et w(ps) = 0. Le P-sous niveau dew est donre
par la gure 4.6.

Figure 4.6 { Le P-sous niveau dew avec des fonctions de base lireaires

Une con guration Petant assez gererale, les P-sous niveaux ne sont pas recessairement
convexes comme le montrent les exemples 4.14 et 4.15.

Exemple 4.14
La sptere unie de RY peut se coder comme x 2 R j kxk  1; k xk 1g c'esta-dire
comme P-sous niveaux de la fonctionv avec P = fx 7! kxk;x 7! k xkg, v(k k) = 1 et
v(k k)= 1

Exemple 4.15
Consicerons, la base de fonctionsP suivante : p1(x;y) = y2 (x  3)?, pa(x;y) = vy
(x+3)% pa(xy)= (v 3% x%pa(xy)= (Y+3)2 X2 ps(xy) = X, pe(xy) = X,
pr(Xy) =y, ps(x;y) = V.

Maintenant, soit v 2 ﬁp, telle que v(py) = v(p2) = v(p3) = v(ps) = 4 etv(ps) = v(ps) =
v(p7) = v(ps) = 3.

L'ensemble deP-sous niveau dev est decrita la gure 4.7.

2

Conformementa la & nition d'une application de concetisation, on montre que I'appli-
cation P-sous niveau est croissante.
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Figure 4.7 { Un P-sous niveau non convexe

Proposition 4.4 ( Monotonie de I'application P-sous niveau )

L'application de R" dans} (RY), v 7! v est monotone.

Demonstratiorll
Soit v;w 2 R, tels quev  w. SiV® est vide, il n'y a riena montrer. Sinon soient x 2 v° et

p 2 P. Puisquex 2 v®, p(x) v(p), or,commev w dansR" alors p(x)  w(p) d'a, x 2 w>.
=P . . s s s
On conclut quev  w dansR implique v w> et nalement, v 7! v> est monotone.

Ce nition 4.13 ( Fonctions dévaluation )
Nous appelons fonction devaluation au point x 2 RY, lebment de RP noe ey c ni
pour p 2 P par ex(p) = p(X).

L'introduction des fonctions devaluation nous permet de caraceriser simplement un P-
sSous hiveau gracea une iregalie fonctionnelle. Par la suite, les fonctions devaluation nous
permettront detablir le lien entre P-sous niveau et convexike abstraite des fonctions.

Propreé 4.3 (  Caracerisation fonctionnelle d'un P-sous niveau )
Le P-sous niveauv® peut se caraceriser par l'iregalie fonctionnelle :

fx2R% e 2R (v e)p) O 8p2Pg

ce qui estequivalenta fx 2 R4jv e, 2 RYg.

4.2.2 P-fonction support

Pour un sous-ensemble dé&kY, nous nous ineressons aux calculs des valeurs maximales
des fonctions de base sur ce sous-ensemble. Ce principe est classique en analyse convexe.
Cependant, en analyse convexe, les fonctions de base sont toutes les formes lireaires Bdr
et on appelle fonction support d'un sous-ensemble convexe ferme non vidg, la fonction qui,

a chaque forme lireaire, associe sa valeur maximale geventuellement in nie) surC. Moreau
dans [Mor70], a gererali® la notion de fonction support pour un ensemble de fonctions non-
lireaires.

Ici, on consicere des con gurations P et des parties deR? quelconques.

75



CHAPITRE 4. DOMAINES DES SOUS-NIVEAUX

e nition 4.14 (  P-fonction support )
Soit C un sous ensemble d&Y, on ¢ nit la P-fonction support C de C par :

p:7! C (p) = sup p(x)
x2C

Remarque 4.5 Comme par convention sup= 1 , siC estvide alorsC 1

Remarque 4.6 La fonction P-fonction support est en ealie une application d'abstraction,
ceci sera mise enevidence par la proposition 4.5. En interpetation abstraite, une telle appli-
cation est noee

Si P est la con guration lireaire classique alors la P-fonction support est, bienevidemment,
la classique fonction support de l'analyse convexe.

Exemple 4.16

Soit C la boule unie pour la norme euclidienne deRY. On suppose queP est I'ensemble des
formes lireaires. La P-fonction support est la classique fonction support etC (p) = 1 pour
tout p2 P.

Exemple 4.17

Reprenons I'exemple 4.13 aP = fpg;p2;p3g avecps : (y) 7'y X, p2:(Xy) 7' y+ x et
ps: (x;y) 7! y. La fonction w telle que w(p1) =3, w(p2) =3 et w(ps) =0 est la P-fonction
support du P-sous niveau 4.6.

Exemple 4.18 p_
Soit C le disque cente en (Q0) de rayon 5. Soit P, I'ensemble des fonctions de base :
pr:(y) 7'y X, p2:(xy) 7' yetps:(x;y) 7! x. La fonction C est donrea la gure 4.8.

/

C (p2) =

p_
C (m) = P10 C y(p3)= 5

Figure 4.8 { P-fonction support du disque unie

Exemple 4.19
Reprenons leP-sous niveau de I'exemple 4.15 que nous appelo@s On supposeP = f(x;y) : 7!
k(x;y)kg, la P-fonction support de C est donreea la gure 4.9.

La proposition suivante montre que l'application P-fonction support est bien une applica-
tion d'abstraction.
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C(k k=3 2

Figure 4.9 { P-fonction support

Proposition 4.5 ( Monotonie de l'application P-fonction support )
L'application de } (RY) dans ﬁp, C 7! C est monotone.

Cemonstration
Soient C; D deux sous-ensembles dBY, tels queC  D. On a, pour tout p 2 P, supp(x)
x2C

supp(x) d'ar la monotonie de I'application.
x2D

Nous appelons fonction caraceristique convexe d'un ensembl€ RY, la fonction ¢ de
RYsurfO;+1g ceniepar c(x)=0six2Cet ¢(x)=+ 1 six 2 C et bienevidemment
siC =3, ¢ +1 . Pour rester dans l'esprit de l'analyse convexe, nous observons que
la P-fonction support est une P-conjuglee de Fenchel ai I'ensemble des formes lireaires de
la conjugwee de Fenchel classique est rempla@ par une con guration guelconquf. Cette
conjugaison de Fenchel sans lirearie aeeetudee par Moreau [Mor70].

Propreé 4.4 (  Caracterisation d'une P-fonction support )

Pour un sous-ensembleéC de RY, nous pouvons eecrire la P-fonction support C de la
manere suivante :

p:7! C (p)=sup p(x)  c(x)
x2 Rd

Remarque 4.7 SiC est vide, on retrouve queC 1
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Pour construire une £mantique abstraite, on utilise, lorsqu'elle existe, une correspondance
de Galois entre} (RY) et le domaine abstrait. Ici, le domaine abstrait est l'ensembleR’ des
fonctions de P dans R. Nous montrons gracea la proposition 4.6 qu'une correspondance de
Galois existe entre} (R") et R .

Proposition 4.6 ( Correspondance de Galois entre R et } (RY)
La paire d'applications v 7! v® et C 7! C forme une correspondance de Galois entre
R et} (RY.

Remarque 4.8 On edutilise la ¢ nition d'une correspondance de Galois de l'interpetation
abstraite malge la remarque 2.9.

Bemonstration
Nous avons cep monte aux propositions 4.4, 4.5 que les applications,v 7! v et C 7! C

etaient monotones. Il sut de montrer que pour tout C Rd, v 2 ﬁp,
C v() C v

Tout d'abord, montrons que C v =) C V> Soientv 2 ﬁp etC Rd, tels que,C V.
Si C est vide, l'implication est triviale, nous supposons doncC 6 ;. Soientx 2 C et p 2 P,
onap(x) C (p),deC v, on ceduit que p(x)  v(p), petant quelconque dans P, on
conclut quex 2 v®. En conclusion,C v =) C V5

Montrons maintenant la deuxeme implication. Soient v 2 R etC RY, tels que,C V.
Sivi=; alorsC=;etC 1 et I'implication est montee. Nous supposons maintenant
que v® est non vide. Soitp 2 P, on aC (p) = sup p(x) szupp(x). Or, pour tout x 2 v°,

x2C X2vs

p(x) v(p), d'ai, sup p(x) v(p) et par conequent, C (p) v(p), pour tout p2 P.
X2vS

Les correspondances de Galois ont de tes bonnes proprees calculatoires que nous rap-
pelonsa la propréet 4.5.

Propreé 4.5 (  Proprees des correspondances de Galois )

SoientC RYetv?2 ﬁp, les proprees suivantes sont vraies :
1.C (C)et(v®) W

2.C =minfw2R jC wSgetv®=maxfD RYjD vg.
3. ((C )3 =C et(Vv® )®= v

Cemonstration

1. SiC est vide alors l'inclusion estevidente. Supposon<C non vide et soitx 2 C, on a,
pourtout p2 P, p(x) C (p)da, x2 (C )5, etC (C)>.
Siv® est vide alors ¢°) 1 , et liregalie est vraie. Supposons donc v non vide
et soit p 2 P, pour tout x 2 v°, p(x)  v(p) et par conequent, szugp(x) v(p), en
conclusion ¢°) . “

2. D'apes, la premere assertion, (v8) vetC (C )Sda vS2fD RYjD vg et
C 2fw2RjC wSg Maintenant, soientu2fw2 R jC wSgetE2fD RY]
D vg, d'apes la proposition 4.6, C  u® estequivalenta C uetkE vequivaut
aE v°.OnconclutqueC =minfw2 ﬁpj C wsgetvs=maxfD RYjD vg.
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3. D'apes la premere assertion,C  (C )° et ((v®) v, et grace aux propositions 4.4, 4.5,
onobtientC  ((C )%) C etv® ((v®) )® V> Enconclusion, (C )% =C et
((v®) )= v2

4.3 Trelllis des ensembles et fonctions P-convexes

Nous avons vu, dans le chapitre 2, qu'un domaine abstrait devait &tre au moins un CPO
pour qu'on puisse calculer les points xes d'applications continues (au sens des CPO). Dans
cette section, nous allonsetablir que I'ensemble des parties diteB-convexes forme un treillis
complet. 1l en sera de méme pour les fonctions ditd>-convexes. Tout d'abord, nous intro-
duisons la convexite abstraite.

4.3.1 Convexie abstraite

La convexie abstraite, pour laguelle on pourra consulter par exemple [Rub00, Sin97], est
une cereralisation de la convexie classique. Il s'agit de ¢ nir une notion de convexie sans
structures algebriques. Ce type de convexie aee introduite par Moreau [Mor70].

Fonctions convexes abstraites

En analyse convexe, les fonctions classiquement utilies sont les fonctions convexes semi-
continue inerieurement. En e et, un theoeme classique d'analyse convexe permet de carac-
eriser les fonctions convexes s.c.i comme le supremum point par point des minorantes a nes.
Ce treoeme est illustee par la gure 4.10.

Figure 4.10 { La fonction de I'exemple 4.2 vue comme supremum de fonctions a nes

La convexie abstraite reprend le treoeme illuste par la gure 4.10. En convexie ab-
straite, les fonctions convexes abstraites sont des suprema de minorantes quelconques mais
pealablement >ees. Plus formellement, comme dans notre cas, on se munit d'un ensemblél
de fonctions d'un ensemble (sans structure lireaire)E dansR. Puis, on c& nitla H -enveloppe
convexe def : E 7! R comme le supremum desekments deH qui sont plus petits que f ,
point par point. Finalement, une fonction f est dite convexe abstraite par rapporta H (on
dit aussi H -convexe) si elle estegalea saH -enveloppe convexe.

Ce nition 4.15 ( Fonctions convexes abstraites )

Une fonctionf : E 7! R estH-convexe a1 ; & H ﬁE si pour tout x 2 E,

f(x)=supth(x)jh2H; h(y) f(y); 8y2Eg
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En interpetation abstraite, quand les fonctions de concetisation et d'abstraction forment
une correspondance de Galois, nous nous ineressons auxeements dits clos. Dans notre cas,
lesekments clos correspondent aux fonctionsv 2 R" qui sont la P-fonction support de leur
P-sous niveau, et par la formulation d'un P-sous niveau en terme d'iregalie fonctionnelle
de la propree 4.3, lesekments clos correspondent aux H-convexes abstraits en identi ant
I'ensemble abstrait E de la ce nition 4.15a P et I'ensemble de fonctionsH a fe,; x 2 RY.

Ensembles convexes abstraits

Les analogues ensemblistes des fonctions convexes semi-continue inkrieurement sont les
ensembles convexes fermes. On peutegalement caraceriser les ensembles convexes fernesa
partir des formes lireaires. Un ensemble convexe fermeC est l'intersection de demi-espaces

fermes le contenant c'esta-dire des ensembles de la forméy 2 E j h(y) ga h2E°
et 2 R. Cette carackrisation estequivalente au treoeme de sparation stricte : pour tout
point z 2 C, il existe une forme lireaire h 2 E telle que h(z) > h(x); 8x 2 C. Le

treoeme de sparation stricte illuste par la gure 4.11.

Figure 4.11 { Separation forte d'un point et d'un ensemble convexe ferne

La convexie abstraite reprend l'icce de la sparation stricte et un ensemble C est dit
H -convexe, au H est toujours un ensemble de fonctions d'un ensemblE quelconque dansR,
tout point exerieura C peut étre £pae strictement de C par uneement de H. La ¢k nition
formelle est donree 4.16.

x nition 4.16 ( Ensemble convexe abstrait )

Soient E un ensemble etH un sous-ensemble non vide d§E. Un ensembleC estH -
convexe si tout pointc2 C werie :

8h 2 H; h(c) suph(y) :
y2C

En prenant, E = Rd, H = P, un ensembleC est H-convexe s'il estegal auP-sous niveau
de saP-fonction support.

4.3.2 Construction des treillis complets

En interpetation abstraite, 'ogeration de cléture est importante, elle garantit le calcul de
la meilleure concetisation d'uneement abstrait et de la meilleure abstraction d'uneement
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concret. En gereral, I'operation de cléture est donree par une correspondance de Galois. Dans
notre cas, notre ogeration de cléture, qui est donree par la correspondance de Galois 4.6 se
ramenea un calcul d'enveloppe convexe abstraite.

Ce nition 4.17 ( P-enveloppe convexe de fonctions )

Soitv 2 ﬁp, on appelle P-enveloppe convexe de, la fonction noee vexp(Vv) c nie par
vexp(Vv) = (v®) c'esta-dire, pour p2 P :

(vexp(V))(p) supfp(x) jx 2 R% q(x)  v(q); 8q2 Pg

supfex(p) jx 2 RY; ex 2 R e, vg :

Le calcul d'une P-enveloppe serta eduire les deges de libere trop larges sur les fonctions
p 2 P. Cette propree de eduire les bornes est matlrematiquement illustee par le point 1 de
la propree 4.5.

Exemple 4.20
Des qu'il existe p2 P, tel quev(p)= 1 alors vexp(v) 1

Exemple 4.21

Soit la con guration P= fp; : x;y 7! X2+ y2; P2 Xy 7V X P3iXiy 7 X paixXy 7ty ps:
X;y 7' yg. Soitv 2 R® & ni par v(p1)=4; v(p2)=2; v(p3)=1; v(ps) =3; v(ps) =4. La
P-enveloppe convexe vexv) de v est la fonction c nie par vex p(V)(p1) = 4; vexp(V)(p2) =
2; vexp(Vv)(p3) =1; vexp(Vv)(pa) = 2; vexp(Vv)(ps) = 2. La construction de vexp(V) est decrite
par la gure 4.12

v(ps) =3 v(p1) =4

™

vexp(V)(pa) = 2

V(p2) =2

I

v(ps) = 1! /*

vexp(V)(ps) = 2

v(ps) = 4

Figure 4.12 { Construction de la P-enveloppe de la fonctionv & niea I'exemple 4.21.

De manere similaire, I'operation de cloture pour les sous-ensembles d&R® corresponda
un calcul d'enveloppe convexe abstraite de sous-ensemble &9.
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I nition 4.18 ( P-enveloppe convexe d'ensembles )

Soit un ensembleC  RY, on appelleP-enveloppe convexe d€, I'ensemble not vexs(C)
¢k nie par vex p(C) = ( C )°® c'esta-dire :

vexp(C) = fx 2 RYj p(x) szugp(y) 8p2Pg:
y

Remarque 4.9 D'apes le point 3 de la propree 4.5, pour tout v 2 R et C RY,
(vexp(v))® = v° et (vexp(C)) = C .

Exemple 4.22
Soit P la con guration lireaire et soit C  RY, la P-enveloppe convexe vexC) de C corre-
sponda la classique enveloppe convexe dé.

Exemple 4.23 B
Lorsque P = f(x;y) :7! k(x;y)kg. Le disque de rayon gZ est la P-enveloppe convexe de
'ensemble & nia I'exemple 4.15.

Exemple 4.24

Nous reprenons le triangle & nia I'exemple 4.13. La gure repesente deux P-enveloppe
convexe dans deux ensembleB de fonctions de base dierentes. On poseP; = f(x;y) 7!
Xy (Gy) T x+y (y) 7! xgetPo=f(xy) 7 y? X2 (xy) 7! x; (xy) 7! xg.

(b) fy> x> 9 x 3 x 3g

@fx vy 3y+x 3 x 3g

Figure 4.13 { Deux P-enveloppes du triangle de la gure 4.13
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Nous unissons la notion dekments clos au sens d'une correspondance de Galois et la
notion dekments convexes abstraits dans une notion deP-convexie. Nous utilisons le terme
P-convexe, en raison de la tes forte dependance de l'ogeration de cléture par rapporta
I'ensemble P des fonctions de base.

Ce nition 4.19 ( Fonction P-convexe )

La fonction v 2 R est P-convexe siv = vex p(Vv).

Exemple 4.25
La fonction identiguementegalea 1 et la fonction quia touteement p 2 P associe son
supremum surRY sont des fonctionsP-convexes.

Exemple 4.26
Toute P-fonction support est une fonction P-convexe. Toute P-enveloppe de fonction est une
fonction P-convexe.

Exemple 4.27
La fonction v de I'exemple 4.15 estP-convexe.

Exemple 4.28
Consicerons P = fx :7! x"; n 2 Ng, la fonction v(p,) = 0 si n est impair et 1 sinon est

P-convexe. Eneet, v =[ 1;0]et sup x" =1 sin est pair O sinon.
x2[ 1,0]

Exemple 4.29

Soit P I'ensemble de toutes les fonctions d&RY dans R et soit a 2 RY, on pose, pourp 2 P,
v(p) = p(a) alors v est P-convexe. En eet, a 2 v° et pour tout x 2 v, pour tout q 2 P,
g(x) q(a) et par conequent (vexp(v))(q) = q(a) = v(qg) pour tout q2 P.

e nition 4.20 ( Ensemble P-convexe )
Un ensembleC  RY est un ensembleP-convexe siC = vexp(C).

Ce nition 4.21 ( P-polydre )

Un ensembleC  RY est un P-polyedre s'il est P-convexe et s'il existe unebment v 2 R
presque in ni tel que C = v°.

Exemple 4.30
L'ensemble vide etRY sont des ensemble®-convexes.

Exemple 4.31
Tout P-sous niveau est un ensemblB-convexe. TouteP-enveloppe d'ensemble est un ensemble
P-convexe.

Exemple 4.32
Nous reprenons I'exemple 4.13 le triangle de la gure 4.6 est un ensembl-convexe avec

P=fpr:(xy)7ly xip2:(xy)7'y+ xp3:(xy) 7' yg
Exemple 4.33

la fonction de RY dansR :
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x 7t p(x)= (kxk+1)ILa(X)
k=1

al LA, (x) est la fonction indicatrice de I'ensembleAy qui vaut 0 si x 2 Ay et 1 sinon. La

\J \J
L'ensemble Ajc est P-convexe et ( Ajc) 0. La gure 4.14 repesente cet ensemble

k=1 k=1
dans deux cas, dans le premier cas, les ensembles sont des boules centees en 0 dans le

deuxeme, les ensembled\; sont des rectangles.

(b)
Al = [0;1]2;A2 =[0:5; 0:5]2;A3 = [1;2]2

(@
A1 =B(0;1);Az2 = B(0;2); A3 = B(0;3)

Figure 4.14 { La partie griee est I'ensembleP-convexe de I'exemple 4.33

Exemple 4.34
Si P est la con guration lireaire classique alors tout polyedre est un P-polyedre.
Exemple 4.35
Soit (Aj)j 1 une famille in nie de sous-ensembles non vides de‘ telle que, pour toutj K,
L
Aj soit borre et pourtout j K +1, A; soit non borre et Aj soit non vide. On reprend
k=K +1

la famille de fonction p; ¢k niea lI'exemple 4.33 avec i 2 N et on prend P la con guration
fpi J [ 19- | | |

K ' \t ' K L
L'ensemble A\ A; estunP-polyedre et AP\ A (p)=0

N k=1 k=K +1 k=1 k=K +1
sii K et+1 sinon.

On note Vexp(ﬁp) l'ensemble des fonctionsP-convexes deR' et Vexp(RY) l'ensemble des
parties P-convexes deRY.

A pesent, nous ¢k nissons des ogerations de treillis sur Vexp(ﬁp) et Vexp(RY). Nous allons
e nir les operations de borne ingrieure et de borne superieure sur des paires deements de

Vexp(R') et de Vexp(RY).
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En convexie classique, I'in mum de fonctions convexes n'est pas convexe en cereral,
ceci expliqgue pourquoi nous prenons l&P-enveloppe convexe de I'in mum. Le probeme de
I'in mum est illuste par le contre-exemple 4.1.

Ix nition 4.22 (  Ogrations de treillis dans Vex p(ﬁp))

Soient v;w deux eements de R". On note inf(v;w) et sup(v;w) les fonctions & nies
respectivement par,p 7! inf(v(p); w(p)) et p 7! sup(v(p); w(p)).
On munit Vex p(ﬁp) des operations suivantes :

vV_ w=sup(v;w) (4.3)

v/ w = (inf( v;w)®) (4.4)

Contre-exemple 4.1
Consicerons la con guration P de I'exemple 4 21. Soitv 2 R® e ni par v(p1) =4; v(p2) =

rl) V(ps) = 1; V(pa) = 2; v(ps) =2 et w2 R ceni par w(py) = 2; W(pz) = 2 w(ps) =
2; w(ps) =1; w(ps) = 1g Lesebments v et w appartienta Vex p(R ) mais z = inf( v; W)

n‘appartient pasa Vex p(R ). Eneet, z(p1) =2, z(p2) =1, z(p3) =1, z(ps) =1, z(p1) =

etdonc, sup pi(x;y)=1< 2.
(x;y)22?

La convexie classique n'est pas stable par union, pour stabiliser I'union, nous devons
prendre laP-enveloppe convexe de I'union. Nous illustrons l'instabilie de l'union sur le contre-
exemple 4.2.

Ce nition 4.23 ( Operations de treillis dans Vex p(RY))

SoientC; D deux sous-ensembles dB®. Nous rappelons que et\ sont respectivement
les operations d'union et d'intersection.
On munit Vex p(RY) des operations suivantes :

CtD=(C[ D)) (4.5)

CuD=C\D (4.6)

Contre-exemple 4.2

Nous reprenons la con guration de I'exemple 4.21. On pose&(p1) =4; v(p2) = 1, v(p3) =
2; v(pa) = 2; v(ps) =2 et w(p1) =4; w(p2) =2; w(ps) = 1; w(ps) =2; w(ps) = 2. Les
ensembles/® et w® sont P-convexes mais/®[ w® n'est pasP-convexe. En e et, (V3] w®) (p1) =

sup  pu(xy) =4 et (V[ w) (p) = sup pi(x;y) =2 8i 2f2,3;4;59 et donc
(xiy)2vs[ we (x;y)2vS[ ws
vexp((v® [ w®)) est le disque de rayon de 2. L'exemple est illuste par la gure 4.15.

Remarque 4.10 Le contre-exemple 4.2 montre que l'oferation de treillis sup dans Vex(RY)
n'est pas l'enveloppe convexe classique. L'enveloppe convexe au sens classique est I'ensemble
de la gure 4.16.
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(b) La P-enveloppe con-

a) L'ensemble v° [ w®
@ [ vexe dev® [ w®

Figure 4.15 { L'illustration du contre-exemple 4.2.

Figure 4.16 { L'enveloppe convexe classique de®[ w®.

Treoeme 4.2 ( Structure algbrique de  Vex p(RY) et Vex p(ﬁp))
(Vexp(ﬁp); A: ) et (Vexp(RY);u;t) sont des treillis complets.

Le point important du treoeme peedent est de \eri er que le supremum de fonctions
P-convexes est une fonctionP-convexe et que l'intersection d'ensembled-convexes est un
ensembleP-convexe. En analyse convexe classique, ce esultat est classique.

Lemme 4.1 ( Stabilie de la  P-convexie )
Soientfvigiz etfX;gj2; des familles r(aspectives d'applications de fonctionB-convexes

et d'ensemblesP-convexes. Alors supy; et X; sont P-convexes.
i21 .
j23d

emonstration

On a, en utilisant la propree 4.5, vex p(supv;) supv;. En utilisant la monotonie de C 7! C
i21 i2

et v 7! v®, on obtient pour tout i 2 |, vi = vexp(vj) vexp(supvj) on conclut que supv;
i2 i2
vexp(Supvi) supv; et nalement, vexp(Supvi) = sup Vv;.
i2 i21 i2 i2l
La preuve est la m&me pour les ensembles convexes abstraits.

Eemonstration (Bemonstration Fgu Tleoeme 4.2)
Montrons d'abord que Vexp(R') est un treillis complet. v(p) = supfp(x) j x 2 R% est le plus

grandeement de Vex p(ﬁp). De plus, supfp(x) j 8g; qx) 1g =supp(x) = 1 , donc

v= 12 Vexp(R'). La famille Vexp(R") posede un plus petit et un plus grand eement.
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Le Lemme 4.1 nous permet de conclure. Le fait que VgxRY) soit un treillis complet esulte
du méme type d'arguments.

Proposition 4.7

Proprees des fonctions P-convexes Soitv 2 Vexp(ﬁp) alors :
1.vi=; v 1

2.9p2 Ptelquev(p)= 1 v 1
3.v=RY (0 v(p)= sup p(x); 8p2 P.
x2Rd
Bemonstration o
1. Siv 1 alors clairementv® = ;. Siv® = ; etv 2 Vexp(R ) alors pour tout p 2 P,

v(p) = sup p(x)= 1
X2VS
2. Lesensv 1 =) 9 p2Ptelquev(p)= 1 estevident. S'il existe p 2 P tel que
v(p)= 1 alorsv®=; etdapeslepointl, v 1

3. Siv® = R%alors clairementv(p) = sup p(x); 8p 2 P. Legalie v(p) = sup p(x); 8p2 P
x2Rd x2Rd
estequivalentea v = (RY da, v = ((RY ) et comme RY est P-convexe alors

vs = RY,

Proposition 4.8 ( Isomorphisme entre  Vex p(RY) et Vex p(ﬁp))

Vexp(RY) et Vexp(ﬁp) sont isomorphes. L'isomorphisme entre Vex(RY) et Vexp(ﬁp) est
donre par l'application P-fonction support et I'application inverse par l'application P-sous
niveau.

Cemonstration

Montrons que I'application P-fonction support de Vexs(RY) dans Vexp(ﬁp) est injective. Soit
C:D 2 Vexp(RY) tels queC = D ceci implique que € ) =(D )Sda C = D. Montrons
gue l'application est surjective et soitv 2 Vexp(ﬁp), on a, par le point 3 de la propree 4.5,

v® 2 Vexp(RY), et donc I'application P-fonction support est surjective. Finalement, comme,
pour tout C 2 Vexp(RY), C=(C )Salors () '= S

Nous concluons cette section par une dernere caracerisation de$-enveloppes convexes
par rapport auxeements P-convexes.

Proposition 4.9 ( P-enveloppe eteéments P-convexes )
Pour tout v2 R, pour tout C  RY.

1. vexp(V)(p) T supfw 2 Vexp(ﬁp) jw vg
2. vexo(C)= fDjD 2 Vexp(RY: C Dg.

Cemonstration

Les deux points se cemontrent de la méme mangere. Pour changer, nous cemontrons la propo-
sition pour les ensembles. Poson& = \f D 2 Vexp(RY); C Dg. Par le point 1 de la
propree 4.5, C  vexp(C) et vexp(C) 2 Vexp(RY) donc K vexp(C). La monotonie des
applications v 7! v® et C 7! C implique que vex>(C) D pour tout D 2 Vexp(RY), tels que
C D, linclusion reste vraie pour l'intersection de cesD d'as vexp(C) K.
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La proposition 4.9 montre que laP-enveloppe convexe d'uneementv 2 R estla plus
grande fonction P-convexe minorantv. De méme, laP-enveloppe convexe d'un ensembl€
est le plus petit ensembleP-convexe contenantC.

4.3.3 P-convexie et convexie classique

Par analogie avec la convexie classique, on montre qu'un ensemble eBtconvexe ssi tout
pointa I'exerieur de I'ensemble peut étre spae (fortement) de I'ensemble par une fonction
de basep 2 P.

Proposition 4.10 ( Sparation forte en P-convexie )

Un ensembleC est P-convexe ssi pour toutz Z C, il existe p 2 P, tel que p(z) > supp(y).
y2C

Cemonstration
Supposons queC est P-convexe alors par c nition C = fx 2 RYj p(x)  supp(y); 8p 2 Pg.
y2C

Soitz2C,onadoncz 2fx 2 Rd j p(x)  supp(y); 8p2 Pgetdonc9q?2 P tel que q(z) >
y2C

supq(y). Maintenant supposons quez 2 C implique qu'il existe q2 P tel que g(z) > supq(y)

y2C y2C

ceciequivauta z 2 vexp(C) et donc vexp(C) C et d'apes le point 1 de la propret 4.5, on
conclut que C = vexp(C).

Nous rappelons que d'apes le tteoeme de sparation forte en analyse convexe arme

que pour tout convexe ferme C, x 2 C implique qu'il existe p2 RY tel que p x> supp V.
y2C

Nous rappelons, dans le corollaire suivant, que, lorsque est la con guration lireaire clas-
sique, les ensembleB-convexes s'identi ent aux ensembles fermes convexes au sens classique
de RY.

Corollaire 4.1 (  Ensemble P-convexes dans la con guration lireaire classique )

Si P est la con guration lireaire classique alors Vexs(RY) est exactement I'ensemble des
ensembles convexes fermes dgY.

Bemonstration
Soit C 2 Vexp(RY), alors par c nition :

\
C=fx2R% p x C (p); 8p2RYg= fx2R%p x C (pg:
p2Rd

C est donc une intersection d'ensemble convexe ferne, il est par conequent convexe et
ferme.

Supposons que maintenaniC est convexe ferme. SiC = RY, alors C est P-convexe. Sup-
posonsC 6 RY et soit x 2 C, alors, par le treoeme de ®paration forte, il existe p 2 RY tel
quep x> supp Y et par la proposition 4.10 C est P-convexe.

y2C

Nous cherchons desormaisa identi er les fonctions P-convexes lorsqueP est la con gura-
tion lireaire. Tout d'abord, nous rappelons la & nition d'une fonction positivement homogene
de dege 1.
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e nition 4.24 ( Fonction homogne )

Une fonction f : RY 7! R est une fonction (positivement) homogene (de dege 1) si, pour
tout x 2 RY, x 60, pour tout > 0,f(x)= f (x).

Treoeme 4.3 (1 Fonctions P-convexes dans la con guration lireaire classique )

Si P est la con guration lireaire classique alors Vexp(ﬁp) est l'union de la fonction
identiguementegalea 1 et de I'ensemble des fonctiond convexes semi-continues in-
Erieurement et homogenes telles quef (0) = 0.

Lemme 4.2
Soit P la con guration lireaire alors

1.v¥6; =) v O.
2.v"=RY ()8 p6O;v(p=+1 etv(0) O.

Cemonstration
1. Siv(0) < 0 alors pour tout x 2 v®, 0 x =0 < 0 ce qui est impossible et dona® = ;.

2. Soitv 2 ﬁp, si pour tout p8 0, v(p) =+ 1 etv(0) O, on a clairementv® = RY.
D'apes le point 1, v¢ = RY implique quev(0) 0. Maintenant, supposons quev® = RY,
qu'il existe p 6 O tel que v(p) < +1 . Comme P est isomorphea RY alors en posant
x = (v(p) + 1)( p=kpk?) 2 RY, onap x = v(p)+1 > v(p) et donc il existe x 2 RY tel
quex 2 v°.

Lemme 4.3 ( P-enveloppe convexe et biconjugwee de Fenchel )

Soit P la con guration lireaire. Pour tout v 2 R homogene, on a, pour toutp2 P :

vexp(V)(p) v (p)  (vexp(V))(p) + V(0)

Ee2monstration (lemme 4.3)
Par ¢k nition de la biconjugwee de Fenchel-Moreau, on a, quelque soitp 2 R,

v (p)=sup p x+ inf (v(q) q x) :
x2 Rd g2Rd

Siv® = RY alors, par le lemme 4.2y(p) =+ 1 pour tout p6 0 et v(0) 0, d'ai, pour

tout p2 P,v (p) = sup p x + v(0). Comme v® = RY alors (vexp(V))(p) = sup p X et
x2Rd x2Rd
v(0) O d'as la double iregalie.

Supposons maintenant quev® (R 9 et x 2 v8, il existe q2 RY tel que v(g) q(x) < O et
pour tout > O, puisquev est homogene (v(g) q(x)) < 0d'ai inf , v g x=1 ,on
g2R

en ceduit que :
vV (pp=supp x+inf (v(d) q x) : (4.7)
x2vs g2 Rd
Siv® est vide alors vex(v) 1  etv 1  donc la double iregalie est \eriee.
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Nous supposons maintenant que & v (R 9. En utilisant (4.7), et en prenant q =0, on
obtient, pour tout p2 P,v (p) supp X+ v(0) = (vexp(Vv))(p)+ v(0).
X2VS

De plus, six 2 v°, infd vip) q x Oet nalement v (p) supp X = (vexp(V))(p).
g2R X2VS

Damonstrationitgeoeme 4.3)
Soit v 2 Vexp(R ), lekment v est homogene puisqu'il estegala vexp(v). En e et, pour tout

p2 Ppourtout > O,v(p)=sup p(xX)= supp(x)= v (p).
X2VS x2vs

De plus, on a soitv® = ;, soit v° 6 ;. D'apes la proposition 4.7, vs = ; () v 1 et
viE ; () v(p) > 18 p2 P.Dans le premier cas, il n'y a plus riena montrer. Supposons

donc quev(p) > 1 pour tout p 2 P et donc v(0) = sup 0 = 0. D'apes le lemme 4.3, on
X2vS

conclut quev =vexp(v) = v et doncv est convexe s.c.i d'apes le treoeme 4.1.

Maintenant, siv. 1 , alorsv 2 Vexp(ﬁp). Supposons, par congquent, quev soit
convexe s.c.i, homogene etv(0) = 0, alors pour tout p2 P, v(p) > 1 . En eet, s'il existe
p2 Ptelquev(p) = 1 alors en prenant une suite (), tendant vers 0", on a, par
homogereie, v( np)= nv(p)= 1 etcommev ests.c.ialorsv(0)= 1 ce qui contredit
v(0) = 0. On conclut par le treoeme 4.1 que v= v puis par le lemme 4.3 quer = vexp(V)
et nalement, v = vexp(v).

4.4 Domaines des sous-niveaux et interpetation abstraite

4.4.1 Gereralisation de domaines nuneriques abstraits de l'interpetation ab-
straite

Nous rappelons l'icee de Sankaranarayanan, Sipma et Manna [SSMO05] : xer un nombre
ni de formes lireaires pour calculer des invariants nuneriques sous la forme de polyedres. Le
fait de xer les faces du polyedre epond aux probemes d'explosion combinatoire du domaine
des poledres. Dans notre nouveau domaine nurnerique dit des sous-niveaux, nous acceptons
des fonctions aussi bien des formes lireaires queon-lireaires comme fonctions de base. De
plus, nous ne nous limitons pas au caracere ni de la con guration. Ceci ouvre la voie aux
calculs d'invariants convexes ggreraux en consicerant toutes les formes lireaires.

Puisque notre domaine gereralise celui de Sankaranarayanan, Sipma et Manna, notre
domaine contient le domaine des intervalles en prenant comme con guratiolP = f g; i =
1:::;dg a1 feg=1::.q repesente la base duale deRY. Les P-fonctions support, dans cette
con guration, correspondent exactement aux bornes des intervalles. Nous pouvons recoder les
zones de Mire [Min04] en tant que P-sous niveau avec comme con guratiorP I'ensemble des
formes lireaires des dierences entre les variables c'esta-diref x; Xx;j; i;j =0;:::;d; X0 =0g.
Les octogones sont aussi deB-sous niveaux dans la congurationP = f x; Xj; i;j =

variables. Dans les zones, comme dans les octogones,Fefonction support sont lesdi erence
bounds matrices(DBM).

4.4.2 Quelques con gurations utiles en interpetation abstraite

Nous allons conclure ce chapitre par donner quelgues exemples de con gurations utiles
pour l'analyse statique de programmes par interpetation abstraite.
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Nous appelonscon guration a ne tropicale , la con guration contenant toutes les dif-
erences de fonctions tropicalement (au sens max-plus) a nes c'esta-dire de la forme :

p(x) = max( b;j:rrl1axd(aj + X)) max(e;j:nfaxd(q + X))

al b;e2 R[f1g etpourtout j 2f1;:::;dg, ;¢ 2 R[f1lg .Lafonction p(x)= 1
est tropicalement a ne mais n'est pas utile comme fonctions de base. Cette con guration aet
suggeee par Gaubert, Katz et Sergeev dans [GKS10]. Les polyedres max-plus correspondent
aux P-polyedres de la con guration a ne tropicale. Dans, [AGGO08b], les polyedres max-plus
sont utiliees pour gererer des invariants pour des programmes manipulant des tableaux et des
chames de caraceres.

Nous appelonscon guration quadratique, une con guration dont toutes les fonctions de
base sont quadratiques c'esta-dire des fonctions d&R? dans R, x :7! xTAx + b'x + c. Si
toutes les fonctions quadratiques sont convexes, nous parlons @en gurations quadratiques
convexes Nous cetaillerons le type d'invariants gerees dans le chapitre 6 dans le cas d'une
con guration quadratique convexe nie .

En n, nous terminons par une icke (future) : une con guration geonetrique c'esta-dire
consicerer des fonctions de base de la forme :

CeXGEx 3Kz oo
k=1

Une section entere est consaceea la programmation geonetrique dans [BV04]. Une con gu-
ration ggonetrique peut s'awerer utile pour trouver des invariants lorsque l'arithnmetique d'un
programme est polynomiale.

Le tableau de la gure 4.17 ecapitule quelques ensembles de fonctions de base utiles en
interpetation abstraite.

Con gurations | Classes d'ensembles Algorithmes Utilisation
in nie Convexes fermes Programmation semi-in nie leration sur
(et autres ?) les politiques
dynamique
chapitre 5
lireaire polyedres; programmation invariants
convexes fernmes lireaire nuneriques
a ne tropicale convexes tropicaux programmation [AGG08Db]
fermes lireaire tropicale ? [All09, Chapter 7]
quadratique CQ-repesentables programmation chapitre 6
convexe nie | [TNO1, Section 2.3.1] guadratique
geonetrique programmation arithnmetique
geonetrique polynomiale

Figure 4.17 { Quelques ensembles de fonctions de base utiles en interpetation abstraite
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CHAPITRED

IT ERATION SUR LES POLITIQUES DYNAMIQUE DANS LE
DOMAINE DES SOUS-NIVEAUX

Nous avons pesente dans le chapitre 4 un nouveau domaine nunerique abstrait. Nous
tkveloppons dans ce chapitre une nethode pour calculer des invariants nuneriques dans ce
domaine : a n de borner les variables d'un programme. En se xant une con guration P, nous

partir la correspondance de Galois de la proposition 4.6 ce qui est classique en interpetation
abstraite (voir 2.17). La fonction Fletant croissante sur le treillis complet Vexp(ﬁp)”, pour
trouver des bornes pecises sur les variables du programme analy$, nous sommes ameresa
esoudre le probeme :

inffv2 Vexp(R\)"j F(v) vg :

Nous cherchons a priori des fonction$-convexes ce qui hous permet de deduire des ensembles
P-convexes. Cependant, levaluation de la fonction F! estequivalente a chercher la valeur
optimale d'un probkme d'optimisation globale non recessairement convexe. La construction
de la fonction £mantique abstraite nous amene donc a consicerer une deuxeme fonction
£mantique appeke fonction smantique relackee qui fournit une sur-approximation de la
fonction £mantique abstraite classique. Cette fonction £mantique est construitea partir de la
treorie de la dualie lagrangienne dans le cadre de I'optimisation semi-in nie. Cette approche
nous permetegalement de cevelopper un cadre treorique pour ¢ nir une ieration sur les
politiqgues dynamique : les contraintes e ectives des probkmes d'optimisation determinent
quelles fonctions de base peuvent étre slectionrees. Par ailleurs, la repesentation duale est
utilisse pour e nir nos politiques. D'un point de vue e ectif, I'application porte sur les
con gurations quadratiques nies qui sera developgee au chapitre 6.

Nous pesentons dans la section 5.1, une egere modi cation de la fonction smantique
concete ke nie dans le chapitre 2 et nous discutons la construction de la fonction €mantique
abstraite dans le domaine abstraits des sous-niveaux. Dans la section 5.2, nous dceveloppons la
construction de la fonction mantique relactee. Dans la section 5.3, nous comparons les deux
fonctions £mantiques et exposons les proprees de la fonction £mantique relackee. Ensuite,
dans la section 5.4, nous discutons des proprees de la fonction £mantique relactee. Enn,

a la section 5.5, nous ¢ nissons une ieration sur les politiques ai I'ensemble des politiques
est choisi dynamiquement. Nous illustrons ce schema d'ieration sur un exemple simple.



CHAPITRE 5. ITERATION SUR LES POLITIQUES DYNAMIQUE DANS LE DOMAINE DES
SOUS-NIVEAUX

5.1 Fonction €mantique abstraite

Dans le chapitre 2, nous avons & ni une £mantique concete puis une mantique ab-
straite ¢k niea partir d'une correspondance de Galois. Dans cette section, nous allons con-
struire une £mantique abstraite dans le domaine nunerique des sous-niveauxa partir de la
correspondance de Galois donree par la proposition 4.6.

Nous avons vu au chapitre 2 que chaque coordonree de la fonction mantique concete
F € etait essentiellement compose d'operations constantes, d'union, d'intersections et d'im-
ages de sous-ensemble d&¥ par une fonction. Par conequent, pour construire une fonction
£mantique abstraite sur le domaine des sous-niveaux, il sut de cecrire,a partir de la cor-
respondance de Galois de la proposition 4.6, comment se traduisent les unions, intersections
et images de sous-ensemble d@® par une fonction dans le treillis completsﬁP des fonctions
de P dansR.

Nous notons toujours n le nombre de points de contréle. On cherche donca constru-

ire une fonction F! de (ﬁp)n dans @P)”. Dans toute la suite de ce chapitre, lekment X

5.1.1 Quelgues modi cations sur la fonction £mantique concete

Dans ce chapitre, nous utilisons la syntaxe & nie 2.2. Pour analyser plus facilement les
programmes dans le domaine des sous-niveaux, nous ogerons quelques modi cations dans la
fonction £mantique concete.

Premerement, quittea ajouter des coordonrees dans la fonction £mantiques concete (ou
de manéereequivalente ajouter des instructions skip), nous supposons, dans ce chapitre, que
les operations d'unions cecrites dans le reste de la trese n'ont que deux operandes.

Deuxemement, nous avons vu que les operations d'intersections venaient des tests et donc
des boucleswhile , et des branchements conditionneldf , then et else. Dans le chapitre 2,
nous cecomposions les tests et les a ectations internes des boucles et des branchements con-
ditionnels, a n de permettre une meilleure lisibilie des interpetations des programmes et
aussi d'assurer qu'une coordonree de la fonction smantique abstraite correspondaita une
seule operation d'union, de test ou d'a ectation.

L'a ectation interne d'une boucle n'est execuee que si le vecteur de variable satisfait
le test d'entee d'une boucle, c'esta-dire si le vecteur de variable appartienta I'ensemble
fy2 R4jr(y) Oga r estune fonction (continue) deRY dansR. Par congquent, la fonction
£mantique concete pour l'a ectation x = T(x) interne d'une boucle secrit T(X;\f y 2 RY j
r(y) 0Og) ar i estle point de contrble correspondanta l'union des ensembles des valeurs
prises par les variables au premier parcours de la boucle et apes chaque tour de boucle.

De méme, pour un branchement conditionnelif , then , else, les a ectations des branches
then et else ne sont executes que si les tests d'entee sont satisfaits. Nous supposons, quitte
a rajouter des coordonrees a la fonction smantique concete, qu'il n'y a qu'un seul arc
(ij ) entrant au point de contréle j correspondant au branchement conditionnel. En appelant
provisoirement Tihen €t Teise l€S a ectations respectives des branchethen et else, la fonction
£mantique concete pour ces a ectations sécrit respectivement Tien (Xi \f v 2 RYj r(y)
0g) et Teise (Xi\f y 2 RYj r(y) < 0g). Cependant, par la suite nousevaluerons la fonction
£mantique concete en esolvant des probemes de maximisation. Dans des cas cegrees (
concave et le premier ensemble non vide), maximiser une fonction continue sty 2 RY j
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r(y) < Og estequivalenta optimiser sur fy 2 R%j r(y) 0Og. Dans les cas gereraux, le
deuxeme ensemble est toujours plus grand que le premier, par coneguent maximiser sur le
second fournit une sur-approximation, ce qui nous sut en interpetation abstraite. Nous ne
donc consicerons queTese (Xi \f Y2 RYj r(y) 0g). Les fonctions ®mantiques concetes
sur les brancheghen et else ont par conequent la méme structure et nous netudierons que
la fonction €£mantique concete uniqguement sur la branchethen .

Remarque 5.1 Nous prenons des fonctions de testa valeurs dans R puisque le compemen-
taire de I'ensemblefy 2 RYjr(x) 0Og est une union d'ensemblesy 2 RY j ri(x) > Og dans
le cas aur est valeurs dansR™ avecm > 1.

Nous notons lI'ensemble de toutes les coordonrees de la fonction £mantique conceteetant
une union dans l'ensemble :

A chaque eement u 2 U, on associe 4(u); g(u) qui sont respectivement les coordonrees
des operandes droite et gauche de I'union. De mé&me, nous notons, I'ensemble de toutes les
coordonrees de la fonction £mantique concete repesentant une a ectation :

A chagueekement a 2 A, on associ€ (a) qui est la coordonree sur laquelle agit I'a ectation.
En n, nous notons l'ensemble de toutes les coordonrees de la fonction smantique concete
etant une ogeration d'intersection :

I =f{2f1::5;ngj9l2fL::;ng9T;r 2C(REGRY); FE(X) = T(X\\f y2R%jr(y) 0g:

A chaqueeement {2 I, on associe ({) qui est la coordonree sur laquelle agit I'a ectation
interne de la boucle ou du branchement conditionnel.

Dans tout ce chapitre, on xe une con guration P pour analyser un programme. Dans
toute la suite du chapitre, on note une a ectation T et un testr.

Pour illustrer nos ¢ nitions, nous prendrons tout au long de ce chapitre le programme
donre par la gure 5.1.

5.1.2 Les constantes

Dans ce chapitre, nous supposons que les constantes sont des sous-ensentblds RY. De
plus, nous supposons que les ensemblBs sont P-convexes ai P est la con guration utilie
pour analyser le programme.

donc de la formeFiC(X) = D. On obtient ainsi legalie suivante pour la fonction mantique
abstraite, pour v 2 R :

Fi] (V)=w
al w est une fonction incependante dev et qui erie w® = D.
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u=0;
assume (x,y) in B(0,1);[1]
U=x;
X=Y;
y=u;[2]
while [3](x x+ty y<=1)f
u=x;
X=2 y+3 X X;
y=0.5 y+0.2 exp(u);[4]
if (x>=0)
thenf
U=X ;
x=y+1;
y=u+1;[5]
g
elsef
U=X ;
x=y+1;
y=u u;[6]
g;
[7]
g[8]

Figure 5.1 { Programme avec une boucle et branchement conditionnel

Exemple 5.1 (Produit d'intervalles)
Supposons qu'un programme contient une initialisation :

assume x2 C

al 'ensemble C est un produit caresien d'intervalles c'esta-dire de la forme :

vd
[ai;b]
i=1
al, pourtout i 2f1;:::;dg, & 2 R, 2 Reta h. Consicerons maintenant la con guration
P suivante :
fXi :x 7! Xi;  Xi; p:x7!9(x)g

a p est une fonction continue surRY. On suppose sum(x) est connu et donc remplace
x2C

I'ensemble initial C par I'ensembleD de la formew® avec :

w(g) = b sig= xi; w(p)= a siq= X, W(q):sgrég(x) sig=g :
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Exemple 5.2 (Boule et splere unie de RY)
On munit RY de la norme euclidienne et consiceronsB (0; 1) la boule unit fernee de RY et

S(0;1) la sptere unie de RY. Soient les con gurations P; = fx 7! kxk? x 7! k xkzg et
P,=fx7!'p x; p2 B(0;1)g. Supposons qu'un programme contient une initialisation :

assume x2 C
al C=B(0;1) ou C = S(0;1). On peut eecrire B(0;1) comme leP;-sous niveauu® avec :
uip)=1sip=x7! kxk?; et uip)=0si p=x7Ik xk?
On peutegalement repesenter B (0; 1) comme leP,-sous niveauv® avec :
v(p) = kpk pour tout p2 P :

La fonction v est P-convexe et continue (en fait convexe semi-continue et nie).
Dans le cas aiC = S(0; 1), on peut repesenter C par le P;-sous niveauw® avec :

w(x 7! kxk2) =letw(x7k xk2) = 1:

Appliquons ce esultat au programme de la gure 5.1, au point de contréle [1], la fonction
emantique abstraite est la boule unie fermee B(0; 1) et donc le P,-sous niveauv; estegal
a B2(0;1) sivi(p) = kpk pour tout p2 P».

5.1.3 Les unions

Nous rappelons que les ogerateurs d'unions n'ont ici que deux ogerandes. Ces deux operan-
des sont des sous-ensembles @& qui repesentent I'ensemble des valeurs possiblesa deux
points de contr6le distincts. Soit u 2 U, la fonction £mantique concete a pour coordonree
FE & nie par lequation (5.1) :

FE(X) = X [ Xy (5.1)

Par e nition de la correspondance de Galois de la proposition 4.6, la fonction mantique
abstraite pour une union \eri e lequation (5.2) :

FOOV) = (V8 () [ Vo) (5.2)

Remarque 5.2 Les proprees des correspondances de Galois 4.5 impliquent quevfg(u) t
Viw) = (V[ V) -

Levaluation d'une coordonree de la fonction mantique abstraite repesentant une union
pour unekment v 2 (ﬁp)n et pour une fonction de basey 2 P estequivalente au probeme 5.1.

Probéme 5.1 (Evaluation de I'union)

Resoudre :
. S S
Max q(x) sic x2 v\g(u)[ V= )
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Exemple 5.3 (Boucle dans le programme de la gure 5.1)
Sur le programme de la gure 5.1, au point de contréle [3], la bouclewhile entrame une
oreration d'union : la fonction £mantique concete au point de contréle [3] est :

X3= X[ X7

Pour rappel, nous trouvons ces deux coordonrees en remarquant que les moyens d'entee dans
la boucle while sont soit, si la bouclewhile n'a jamaiset parcourue, de venir du point de
contréle [2], soit, si la bouclewhile a depet parcourue, de revenir apes l'ogeration interne

de la boucle c'esta-dire le point de contréle [7].

Soit une con guration P. Soit v 2 (ﬁp)s, les ensembles/® s'entendent donc par rapport
a cette con guration. La fonction ssmantique abstraite au point de contréle [3] est donc la

fonction quia v 2 (R")8 associe :
Fi(v) = (v3[ v3)

5.1.4 Les a ectations

On rappelle qu'une a ectation est la donree d'une application continue T de RY dans RY.
On suppose, de plus, que l'applicationT agit sur unique point de contréle. Soita 2 A, la
fonction mantique concete d'une a ectation a pour coordonree F§ et est caraceriee par
lequation (5.3) :

FS(X) = T(X () : (5.3)
La composante d'une fonction £mantique abstraite pour une a ectation secrit :
Fl(v) = (T(vy) = Sup er(y) : (PAF)
X v§(a)

Levaluation d'une composante de la fonction £mantique abstraite repesentant une a ecta-

tion pour uneement v 2 (ﬁp)n et une fonction de baseq 2 P estequivalentea la esolution
probeme 5.2.

Probéme 5.2 (Evaluation d'une a ectation)
Resoudre :
Max q(y) s:c y=T(x)

s (PAF)
X 2 Vg

Ainsi, on remarque que la fonction £mantique abstraite d'une a ectation est la fonction
valeur Val(P AF ) qui,a toute fonction de base q 2 P, associe la valeur du probeme d'opti-
misation (P AFg), en d'autres termes, Val(P AF) : q 7! Val(PAF). Si v-(5 prend la valeur
1 le probeme n'est pas ealisable et la fonction mantique abstraite vaut 1  partout.
Par ailleurs, nous rappelons quev?(a) est uniqguement cetermire par les valeurs de v, sur
son domaine et doncx 2 v§(a) signie p(x)  V-(a)(p) pour tout p 2 dom(v-(4)) si celui-ci est
non vide. Si le domaine dev-(, est vide alors les probemesP AF sont non contraints et la
di cule de esolution du probeme cepend uniquement de la con guration P choisie.
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Exemple 5.4 (A ectation au point de contéle [2] du programme de la gure 5.1)
Consicerons la con guration suivante P = f(x;y) :7! pix + p2y; (p1;p2) 2 B2(0;1)g au
B,(0; 1) denote la boule unie fermee de R2.

L'a ectation au point de controle [2] agit sur le point de contréle [1], la fonction £mantique

abstraite est donc, pourv 2 (ﬁp)8 :
[FIW)I(0) =supfary + xjp (xiy) va(p); 8p2 B(0;1)g :
Par l'iregalie de Cauchy-Schwarz, comme vi = B2(0;1), supfq (y;Xx)j (x;y) 2 vig= kak.

En n, on remarque que le probeme 5.2 cereralise le calcul de laP-enveloppe convexe de

fonctions. En e et, le calcul de la P-enveloppe convexe d'uneementw 2 R" pour une fonction
de basep 2 P est le probeme 5.2 au l'application T est l'identie.

Probéme 5.3 (Probéme de cléture)

Resoudre :
Max p(x) s:c x2w®

Exemple 5.5 (Intervalles)

PrenonsP = f(x;y) :7! pix + pay; (p1;p2) 2 B2(0;1)g. Soit v la fonction p 2 P & nie par
v(p)=1si p2f(1;0);( 1;0);(0;1);(0; 1)get+1 sinon. Alorsv® est le produit d'intervalles
[ 1;1]%, la fonction vexp(Vv) est donc la fonction quia p = (py;p2) associe sup p1  p2; pi+
P2; P1 P2; P1t P29 puisque (X;y) 7! pix+ py B nit une forme lireaire et donc le maximum de
ces fonctions surv® sont atteints sur les points extrémes dev® qui sont les vecteurs ( 1; 1),
( 3;1), (3; 1) et(1;1). La valeur de sud p1 p2; P+ P2; P P2; P1+ p2g cepend
uniguement des signes de; et py.

L'operation de cloture devient plus pathologique si I'on prend une classe trop gererale de
fonctions p 2 P.

Exemple 5.6 (Cléture pathologique)

Prenons,P= fp2 C(R;R) jp(x) = 0; 8x 2 [0;1]; p(1=2) Og et on ck nit v(p) = ( p(1=2))?

pour tout p 2 P. Nous cherchonsaevaluer laP-enveloppe convexe vex(v). Nous commercons
par calculer v® et nous allons montrer quev® = f 0; 1=2; 1g. Par continuie des fonctions p 2 P,

onap(0) = p(1)=0da p0)= p(l) (p(1=2))? pourtout p2 P. De plus, commep(1=2) 0O
pour tout p2 Palors 1=22 v°. On conclut que ] 1 ;0][f 1=2g[ [1;+1 [ V°. Maintenant,

consicerons la fonction h nulle en dehors de [01] suivante dont le graphe est repesent par
la gure 5.2 :

—2 X SiXx 2 [1=4;1=2]
X 1=2 six 2 [1=2;34]
1 X Six 2 [3=4; 1]

g six 2 [0; 1=4]
h(x) = 3

La fonction h appartienta P etwerie h(0) = h(1=2) = h(1) = 0 das h(x) (h(1=2))?
impliqgue quex 2] 1 ;0][f 1=2g[ [1;+1 [da v® ] 1 ;0][f 1=2g[ [1;+ 1 [. Finalement,
comme

[vexp(V)I(p) = supfp(x) j x 2 v°g;
on conclut que vex(v) est la fonction identiquement nulle.
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f(x)

AN

Figure 5.2 { Graphe de la fonction h de I'exemple 5.6

5.1.5 Les intersections

Dans la sous-section 5.1.1, nous avons decrit la construction de la fonction mantique
concete pour les intersections. Dans le cas des intersections construitesa partir une boucle
while , la coordonree sur laquelle agit I'a ectation interne de la boucle corresponda l'union
engendee par la boucle. Quand l'intersection est construitea partir d'un branchement con-
ditionnel, la coordonree sur laquelle agit l'ogeration interne des branches designe le noeud
initial de l'arc entrant au point de contréle assoce au branchement conditionnel. Soit{ 2 I,
la fonction £mantique concete a pour coordonree F{C e nie par lequation (5.4) :

FE(X)= T(X-p\f y2jr(y) 0g) : (5.4)
On en ceduit que la fonction £mantique abstraite pour une intersection \eri e lequation ( PIT):

Fl(v)= T \f y2jr(y) 0g) = sup er(y) : (PIT)

X2Ve
r(x) 0

En conclusion, levaluation des coordonrees de la fonction £mantique abstraite repesen-

tant une boucle ou un branchement conditionnel, pour uneément v 2 ﬁp, pour une fonction
de baseq 2 P, estequivalentea la esolution du probeme 5.4.

Probéme 5.4 (Evaluation d'une intersection)
Resoudre :
Max g(y) sic y= T(x)
X 2 Vi (PI1Tq)
rx)y O

Ainsi, on remarque que la fonction mantique abstraite d'une intersection est la fonction
valeur Val(PI1T) qui, a toute fonction de base q 2 P, associe la valeur du probeme d'op-
timisation (PITg), en d'autres termes, Val(PIT) : q 7! Val(PITg). Si v+ prend la valeur
1 le probeme n'est pas ealisable et la fonction £mantique abstraite vaut 1  partout.

Par ailleurs, nous rappelons qua/§({) est uniquement cetermire par les valeurs de v- () sur
son domaine et doncx 2 vls({) signie p(x) V:(p(p) pour tout p 2 dom(v-(;) ces que
dom(v-(p) est non vide. Si domg ;) est vide, le probeme devient un probeme d'optimisa-
tion sous contrainte qui ne cepend pas dev- ;. Nous pouvons utiliser la dualie lagrangienne
classique [Roc96, section 28] en limitant I'analyse des programmes au cas des tests convexes.

Exemple 5.7 (A ectation interne de la boucle au point de contréle [3])
Nous reprenons le programme de la gure 5.1] et nous reprenons la con guration suivante
P=1f(x;y):7! pix + p2y; (p1;p2) 2 B2(0; 1)g de I'exemple 5.4.

100



5.2. DUALITE ET SEMANTIQUE REIACHEE

L'a ectation au point de controle [3] agit sur le point de contrble [2] uniquement si le
test d'entee de boucle est satisfait. Appelonsr la fonction c nissant le test d'entee de la
boucle : r est la fonction de R? dansR quia ( x;y) associer(x;y) = x?+ y?> 1. La fonction

£mantique abstraite est donc, pourv 2 (ﬁp)8 :

[Fiv)(a) =
supf gu(2y + 3x?) + (0:5y +0:2exp(X)) jr(x;y) 0, p (xy) va(p); 8p2 B2(0;1)g

Exemple 5.8 (Branche conditionnelle then au point de contréle [5])
Nous reprenons le programme de la gure 5.1] ainsi que la con guration suivanteP =
f(xy) 7! pix + pay; (p1;p2) 2 B2(0;1)g de lI'exemple 5.4.

L'a ectation au point de contréle [5] agit sur le point de contréle [4] uniqguement si le test
d'entee de branche est s'attifait. La fonction £mantique abstraite est donc, pourv 2 (ﬁp)8 ;

[FAWI(a) =supfar(y+ 1)+ qp(x+1) jx 0; p (xy) Va(p); 8p2 B(0;1)g :

5.2 Dualie et £mantique relaclee

Les probemes 5.2, 5.4 sont de méme nature. La di cule des probemes d'optimisation
vient principalement du fait que P n'a aucune structure particulere et que P esta priori
in ni : la fonction objective est une fonction sur RY mais le nombre de contrainte est in ni,
les probemes 5.2 et 5.4 appartiennenta la classe de probkemes d'optimisation semi-in nie,
pour plus de cetails sur le sujet, le lecteur peut consulter [GL0O2, HK93, LS07c, GVRSS08].

En optimisation sous contraintes, une nethode de esolution consistea esoudre un prob-
Eme qui a, dans de bons cas, la méme valeur que le probeme initial mais qui possde toujours
de bonnes structures (convexie et semi-continuie) et qui donne toujours une borne valide
pour le probeme initial. Ce nouveau probeme appek probkme dual est construita partir du
probeme primal. On "ajoute” les contraintesa la fonction objective par le biais d'une forme
bilireaire ce nie sur le produit caresien de I'ensemble des valeurs des fonctions e nissant les
contraintes et d'un espace bien choisi. Cette nmethode est appek dualie lagrangienne [BS0O,
Section 2.5.3].

5.2.1 Rappels de dualie

Une nethode classique pour esoudre un probeme d'optimisation sous contrainte est d'in-
troduire des vecteurs du dual algebrique ou topologique quand ceux-ci sont identi ables. Le
but est d'utiliser la bilirearie de l'identi cation pour se ramenera un probeme qui a de
bonnes structures (convexie et continuie). Lorsque les duaux ne sont pas identi ables, on
utilise une notion de dualie plus faible (voir [Sch71, Chapter 4]) : on restreint par cette
construction le nombre de formes lireairesa consicerer mais on conserve la bilirearie.

Remarque 5.3 Tous les espaces vectoriels eels disposent d'une base de Hamel. Grace aux
bases de Hamel, on peut toujours identi er le dual algebrique d'un espace vectoriel aux fonc-
tions sur cette base de Hamel dan®R (voir [ABO6, Section 5.9]). Cependant, une base de
Hamel est souvent di cilea expliciter.
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Crochet de dualie

e nition 5.1 ( Crochet de dualie )

Les espaces vectorielE& et F sont en dualie s'il existe une forme bilireaire h; i sur
E Favaleurs dansR telle que :

1. hx;yi =0, pour tout y 2 F implique que x = 0.
2. hx;yi =0, pour tout x 2 E implique quey = 0.

On appelle la forme bilireaire h; i, crochet de dualie entre E et F.

SiE et F sont en dualig, on dira que F est un dual deE ou queE est un dual deF. On
notera le crochet de dualie assoceh; ig r.

Remarque 5.4 Pour deux espaces vectorielg et F, chagueeement h;yi avecy 2 F ¢ nit
a une forme lireaire sur E et donc appartient au dual algbriqgue de E eventuellement au
dual topologique deE si elle est continue). Tous les espaces vectoriels en dualie avée sont
des sous ensembles du dual algbrique de.

Remarque 5.5 Un espace de Banach et son dual topologique sont en dualie. En e et, on
peut prendre comme crochet de dualiehx; x4 = xqx) au x°cesigne la forme lireaire continue
et x le vecteur de I'espace de Banach. Par ailleurs, lorsque le dual topologique est identi able,
le crochet de dualit peut étre donre par la forme bilireaire d'identi cation.

Exemple 5.9 (Cas greral)
Soit E un ensemble quelconque (sans structure particulere), on met en dualieRE avec le
sous-espace vectoriel deseements presque nuls. On appelleeements presque nuls, les vecteurs
2 RE dont le support (au sens fonctionnel), c'esta-dire, 'ensemble supp() = fx 2 E j
(x) 6 0g est ni ou vide. On note I'espace vectoriel deseements presque nuIsRﬁni :

Ainsi, de manere gererale, on met en dualie RE et R, par la forme bilireaire :

X
(f;, )Y7'hf; i = f(x) (x) :
x2supp( )

Exemple 5.10 (Dualie produit)

Soient E, F deux espaces vectoriels. Soient maintenant un espace dul (resp.F ) de E

(resp.F) etnotonsh; ig g (resp.h; ig g ) le crochet de dualie assoce. L'espace vectoriel
produit E F esten dualie avecE F avec pour crochetde dualieh; ig g +h; i F .

Exemple 5.11 (Cas ni)
Soit E un espace vectoriel de dimension nied. Dans ce cas, on peut identi er le dual de

E a E et le crochet de dualie est le produit scalaire deE. Le crochet de dualie est, par
congquent, & ni par l'application de E E dansR:

xd
(F, Y7'hf, i=  fi
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Exemple 5.12 (Cas compact)
L'ensemble des mesures sigrees forme un outil ineressant pour la programmation semi-in nie.
En e et, si nous supposons queE est un espace netrigue compact, le treoeme de repesenta-
tion de Riesz-Markov permet d'identi er le dual topologique de C(E; R) aux mesures boeli-
ennes sigrees nies sur l'espace metrique compactE. L'ensemble des boeliennes sigrees
nies noe M (E) est un espace de Banach lorsqu'il est muni de la norme de la variation
totale. Le crochet de dualie est donre par l'inegrale de Lebesgue c'esta-dire, I'application
deC(E;R) M (E):

z

(f; )7'hf; i= f(x)d (x) :
E

Exemple 5.13 (Cas inkegrable)
Supposons quelE; T) est un espace mesurable et soit une mesure (positive) nie surT. Pour
tout p 2]1y+1 [, on peut munir LP(E; T; ) c'esta-dire I'ensemble des fonctions mesurables

telles que jf (X)j°’d (x) < +1 deladualie LP LY%:ledualdel®’(E;T; )estLYE;T; )

avec Ep+ 1E=q= 1 et le crochet de dualie est donre par l'inegrale de Lebesgue du produit
des fonctionsf 2 LP et g2 LY.

Dans le casp=+ 1 et p=1, méme s'il n'y a de e exivie, on peut munir L * (E;T; )
d'une dualie avec L1(E; T; ) et vice et versa, le crochet de dualie est toujours donre par
I'inegrale de Lebesgue.

5.2.2 Smantique abstraite par dualie

Nous cherchonsa calculer, au pire, une sur-approximation des fonctions valeur VaR AF )
et Val(PIT). On consicere donc les eements de I'espace vectoriel dual qui ont un crochet
de dualie positif avec les vecteurs positifs d'un espace vectorieE muni d'un ordre  (on
appelle eements positifs, les vecteursx 2 E tels que 0 x). Notons E ¢ I'ensemble des
vecteurs positifs deE, E un ensemble en dualie aveck et soit h; i le crochet de dualie
assoce. On appellecoéne dualde E ¢ I'ensembleE, ¢ ni par :

f 2E jhv; i 0, 8v2E ¢g

De plus, nous nous ineressonsegalement auxeements deE qui agissent positivement sur
E, . On appelle lecone bidualde E ¢ I'ensembleE*}, & ni par :

fv2Ejhv; i 0,8 2E,qg
Soit I'hypothese suivante :

E 0= E™, (H1)

L'hypotrese (H1) cependevidemment du crochet de dualie choisi. On utilisera l'expres-
sion (E;E ) satisfait I'hnypottese (H1). L'hypottese (H1) est, par exemple, \eriee pour les
espaces en dualie des exemples 5.9, 5.12 et 5.13, I'ordre utiliee est I'ordre partiel classique sur
les fonctions. SIE est un espace de Banach et & designe le dual topologique deE alors

1. pour des cetails sur les mesures sigrees, le lecteur pourra consulter [Do093, Chapter 9] ou [Hal74, Sections
28-29]
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par des arguments de eparation, E; E ) I'hypothese satisfait I'nypottese (H1). On notera
tesormais en abeg e.v. pour espace vectoriel.

A unekment w 2 ﬁp, on associe, sw> 1 etdom(w) 6 ;, I'ensembleD (w) c& ni par :

f(QE)j;6 Q dom(w); E s.ev. deR®; 8x 2 RY ey, 2 E; wj, 2 Eg (5.5)

Nous consicerons de tels ensembles car les probemes d'optimisation pour calculer la fonc-
tion £mantique abstraite 5.2, 5.4 cependent de la structure des ensembles de contraintes
ainsi que des valeurs prises paw-( et v (). Les ensembleQ dans D(w) repesentent les
contraintes que l'on va consicerer dans les probemes d'optimisation. Les espaces vectoriels
E, dans l'ensembleD (w), determinent quelle structure algebrique peut étre utiliee pour
dualiser les contraintes. La gure 5.3 explique I'importance de tels ensembles. On peut remar-
quer que I'ensembleD (w) n'est jamais vide car il contient toujours (dom(w); R%™W). par
ailleurs, I'ensembleD (w) contient toujours un couple (Q; R?) a1 Q est un sous-ensemble ni
de dom(w) et ainsi R® muni d'une norme quelconque est un espace de Banach. SoiQ(E)
unekment de D (w), on munit E de la relation d'ordre des fonctions, et ainsiE ¢ correspond
a E\ R?. D'as, x 2 wiequivauta ( w ) igom( w) 2 RI°™W) hyis, pour tout espace vectoriel
E tel que (dom(w);E) 2 D(w), x 2 wequivauta ( w €jgom(wy 2 E 0

On associe aw l'ensemble D (w) les couples d'espaces vectorielsQ; E;E ) en dualie
al (Q;E) est unekment de I'ensemble D(w) et (E;E ) satisfait I'hypothese (H1). Plus
peciement :

Dw)=f(Q;E;E )j(Q;E)2 D(w); E et E sont en dualie et (E;E ) satisfait (H1) g :
On remar I bleD 'est jamais Vi i ; Rdom(w) . pdom(w)
que que I'ensem (w) n'est jamais vide puisque (domfw); R JReni )
appartienta D (w). De plus, D (w) contient toujours uneement ( Q;E;E ) tel que E soit
un espace de Banach eE soit son dual topologique. Soit Q;E;E ) 2 D(w), nous notons
h;ig g g le crochet de dualie assoce aux espaces en dualitE, E .
Le esultat donre ici est classique en optimisation et permet de eecrire la fonction -
mantique abstraite des a ectations et des intersectionsa partir d'une dualie.

Proposition 5.1 ( $mantique abstraite et bidual )

{ Soienta2 Aetv?2 (ﬁp)n telquev.y > 1 etdom(v:(y) 6 ;. Soit (dom(v-(4);E;E ) 2
D (v:(a)), alors:

XZS\E{Q‘EI) eT(X) ) f;gd I2nEf+ eT(X) * h\/\(a) & Idom(v~(a)) EE
{ Soient{2 I etv2 (R")"telquev.y > 1 etdom(v.p) 6 ;. Soit (dom(v-(y);E;E ) 2
D (v:(p), alors :

sup e = su inf e + hv ey, | . r (x
x2v§|(o{) T XzFed(; )2E, R T(x) © x> Tdom(v(p) E E (x)
r(x) 0
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Max q(T(x))

P(X)  Va

card(dom(v- contraintes
8p 2 dom(v-(a)) ( V@)

On relache certaines contraintes
pour n'en prendre que Q

Max q(T(x))

pP(X)  Va

card contraintes dans dom{- (a
8p2 O Q) ¢ ()

Pour tout x 2 RY, vz &

est unebment de R® et
eventuellement dans un s.e.vE.

Max q(T(x))
(V'@ €)2E o=
E o= E\ R? S card(Q) contraintes dans domf-(a))
E s.ev.deR?

Figure 5.3 { Utilisation possible de I'ensemble (5.5)D (v-(a))

Nous ne cemontrons pas ce esultat qui est un classique en optimisation. Pour une preuve
de ce esultat, le lecteur pourra consulter [Roc74]. On deduit de la proposition 5.1 que, pour
tout (dom(Vv:(5)); E;E ) 2 D(V:(), (dom(v:(y); F;F ) 2 D(v(p) :

Val(PAFg) = sup inf o(T(x))+ v ex; idom(v\(a)) EE .,
x2Rd 2E,
Val(P1Tq) = sup ( )Zir;f AT+ vy e Tdom(vy) E E r(x) :

x2Rd {, + +
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On aura besoin de ¢ nir une fonction mantique relactee dont la dualie ne cepend pas
de v-(5) (resp. vx({))_, par 9xemple lorsquev: () (resp. v+(p) prend_ la valeur 1 . On intrgduit
I'ensemble D(P) qui contient tous les couples d'espaces vectoriel£( E ) en dualie qui sat-
isfont (H1) tels qu'il existe Q non vide inclus dansP \eriant E est un sous-espace vectoriel
de R?. Plus formellement, on obtient la c nition suivante :

D(P)= f(Q;E;E )j;6& Q P; E s.e.v. deR?; (E;E ) satisfait (H1) g

5.2.3 A ectation et intersection : €mantique relaclee

L'introduction du lagrangien permet d'ajouter les contraintesa la fonction objectif. Cepen-
dant, méme dans la formulation donree par la proposition 5.1, le probéme n'a pas de bonnes
structures. La dualie lagrangienne classique consistea esoudre un probeme qui a de bonnes
proprees. Ce nouveau probkeme est appek probeme dual et est donre par l'interversion de
I'in mum et du supremum dans les egalies de la proposition 5.1. La fonction mantique
relachee est &e nie en commutant le supremum et I'in mum de la proposition 5.1. Nous ver-
rons plus tard que cette interversion permet d'avoir de meilleures proprees sur la fonction
£mantique.

e nition 5.2 ( Fonction €mantique relackee d'une a ectation )

Soienta 2 Aetv 2 (ﬁp)n tel que vi(py > 1 et dom(v.y) 6 ;. Soit maintenant
(Q;E;E ) 2 D(V:(g))- Lafonction €mantique relactee d'une a ectation au point v, F2EE (v),

est leement de R' ¢ ni par :

FQEE (v) = inf super) * @ ©e; io E E
2E, x2Rd

Siv:a +1,on pose pourtout (Q;E;E )2 D(P),

FEEE (V)= sup erqy :
x2Rd

S'il existe p2 P tel que v-(5(p) = 1 , on pose pour tout (Q;E;E ) 2 D(P),

FREE (v)= 1
Remarque 5.6 (Fonction rel&clee standard pour les a ectations) Lorsqu'on xe q2
P, on obtient la valeur suivante, siv.; > 1 etdom(v:(y) 6 ; et (Q;E;E )2 D(v:(a):

h i
FOEE (V) (@ = inf supq(T(X)+ v e iq e E
2B, x2Rd
Quand vy +1, pour tout (Q;E;E ) 2 D(P), [FZFE (v)](d) = sup g(T(x)), et s'il
x2Rd
existep2 P tel que v.gy(p)= 1 , pour tout (Q;E;E ) 2 D(P), [F2EE (v)l() = 1

Remarque 5.7 Si v (y +1 , la fonction smantique relactee concide avec la fonction
emantique abstraite. On obtient le méme esultat s'il existe p 2 P, tel que v-(5(p) = 1
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Exemple 5.14 (Fonction £mantique relaclee de I'exemple 5.4)

Nous reprenons la con guration P de I'exemple 5.4 c'esta-dire I'ensembleP = f(x;y) :7!
piX + pay; (P1;p2) 2 B2(0; 1)g. L'ensemble P s'identi ea la boule unie fermee de  R?. Nous
identi ons les fonctions de R" aux fonctions de R? dansR.

L'a ectation du point de contrble [2] agit sur le point de contréle [1]. Or d'apes I'ex-
emple 5.2, commev; = B(0;1), on a vi(p) = 1, pour tout p 2 P, la fonction v; est
donc continue sur P = B2(0;1). Nous utilisons la dualie de I'exemple 5.12. On note M
I'ensemble des mesures sigrees nies suB,(0;1) (pour la tribu boelienne) et nous posons
E = C(B2(0;1);R), E = M (B»(0;1)) et (P,E;E ) 2 D(v1). Le cbne dual E, correspond
a M . (B»(0; 1)) I'ensemble des mesures positives nies suB»(0; 1). Pour cette dualie, pour
g2 P, la fonction mantique relactee au point de controle [2] est donc la fonction :

h i A A
F; 55 () (@)= inf  sup aiy+ox+ (B2(0;1)) x pd (p) Y p2d (p) :
2B+ (xiy)2R? B2(0;1) B2(0;1)
Remarquons tout d'abord que :
Z Z
sup auy + ;px+ (B2(0;1)) X pud (p) Y p2d (p) < +1
(xy)2R? 7 7 B2(0:1) B2(0:1)
Ssi quy + px + pud (p) Yy p2d (p)=0
B2(0;1) B2(0;1)
On pose ,° = (p; u)=kak et = kak ¢ (la mesure de Dirac qui charge le vecteur normalis
a°). On obtient :
z z
sup iy + gpx + kak (B2(0;1)) x pd (P) Y p2d (p)
(xy)2R? B2(0:1) B2(0:1)
=  sup iy + X+ kak (B2(0;1)) xgod (p) Yau
(x;y)2R2
= kak (B2(0;1)) = kak
. . I
(%n a pour le moment juste monte que FZP'E’E (v) (90 k gk. Nous conclurons plus tard
[

que F;5F (v) (g) = kak pour tout g2 B(0;1).

Gracea cet exemple traie de manere compligiee on montre que lechange des variables
X et y eecte entre les points de contréle [1] et [2] conserve bien la boule unie. Un tel
esultat ne pourrait avoir lieu en prenant le domaine des intervalles, des gabarits ou méme
des polyedres.

En prenant comme a ectation l'identie, on retrouve le calcul de la P-enveloppe convexe.
On peut doncevaluer celle-ci par dualie lagrangienne.
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x nition 5.3 (  P-enveloppe convexe relactee )
Soientw 2 R tel quew> 1 etdom(w) 6 ;. Soit (Q;E;E ) 2 D(w). La P-enveloppe

convexe relactee dew est lebment vex p(w)2EE e ni par :
vexp(W)QFE = inf supex+hw e ig E E
E. x2Rd

Siw +1,on pose pourtout (Q;E;E )2 D(P),

vexp(W)PEE = sup e,
x2Rd

S'il existe p2 P tel quew(p) = 1 , on pose pour tout (Q;E;E ) 2 D(P),

vexp(W)¥EE = 1

Exemple 5.15 ( P-enveloppe convexe dans les intervalles)
On revienta I'exemple 5.5. On reprend donc la con guration P = f(x;y) : 7! pix+p2y; (p1;p2) 2
B,(0; 1)g. On poseQ = f(1;0);( 1;0);(0;1);(0; 1)g. On introduit I'espace vectoriel E = R°
et E = R?. On prend la fonction v de P dansR telle quev(p)=1si p2 Qetv(p)=+ 1 si
p 2 Q. La P-enveloppe convexe relactee de& est la fonction quia g associe :

X

vexp(V)¥FE ()= inf  sup aix+ qy+ (1 (px+ p2y)) (p)
2B (xy)2R? p2Q

que l'on peut eecrire :

vexp(V)@EE (@)= inf sup x(@m (e)+ (et y(@ (e+ ( &)
+ (x)y)2R2

+ (e)+ (e)+ (e2)+ ( &)
al e tesigne le vecteur (L 0) et e, designe le vecteur (G 1). La valeur sup x(t (e1) +
(x;y)2R2
(e))+y(e (e2)+ ( e))est niessi:

G (e)+ ( &e)=0
® (e2)+ ( e)=0

Puisque prend des valeurs positivesgqi 0 implique (e1)) = quet ( 1)) =0et p <O
implique (e;)) =0et ( e)= ¢ eton obtient les mémes implications pourg, (&) et
( e2). On retrouve les esultats de I'exemple 5.5 :

vexp(V)QEE () =supf p1 P2 pi+ P2 P1 P2 P1+ P20

Ce esultat cecoule en fait du treoeme de dualie forte en programmation lireaire que nous
exposerons plus tard.

Exemple 5.16 ( P-enveloppe convexe pathologique)
Nous reprenons la con guration et la fonction de I'exemple 5.6 P = fp 2 C(R;R) j p(x) =
0; 8x 2 [0;1];p(1=2) Og et on e nit v(p) = p(1=2)? pour tout p 2 P. Nous avions monte
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que la fonction vexs(v)etait identiquement nulle. Nous consicerons maintenant le crochet de
dualie entre RP et RE . . Nous calculons donc, en posare = RPetE = RE, , vexp(v)PEE |
Soit p 2 P, par ¢k nition,

X

vexp(V)"== (p) = inf sup p(x)+ (@ (a(1=2))* q(x)
+ x2[0;1] QP

les sommes sont nies car est non nulle sur un nombre ni deeément g2 P. Pourtout p2 P,
la fonction x 7! max(p(x);0) appartienta P. Consicerons la fonction telle que (q) vaut

1 si q = max(p;0) et 0 sinon. On obtient vexo(V)PEE (p)  sup p(x) + max( p(1=2); 0))?
x2[0;1]

max(p(x); 0) = sup p(x) max(p(x);0) = 0.
x2[0;1]

Comme pour les a ectations, on & nit la fonction £mantique relactee d'une intersection
en intervertissant le supremum et I'in mum dans la proposition 5.1.

e nition 5.4 ( Fonction €mantique relackee d'une intersection )

Soient{ 2 | etv 2 (ﬁp)n tel que v.y > 1 et dom(v.p) 6 ;. Soit maintenant
(Q;E;E ) 2 D(v:(p). Lafonction emantique relactee d'une intersection au point v, FQ*F

est lebment de R’ ¢ ni par :

FREE (v) = inf Sup e7(x) + v ex; | r(x):
75 M= ot SWber v e ioe e T(X)

Sivip +1,on pose pour tout (Q;E;E )2 D(P),
FREE ()= inf supergy 1 (x) :
+ x2Rd

S'il existe p2 P tel que v-y(p) = 1 , on pose pour tout Q;E;E ) 2 D(P),

FRFE (v)= 1

Remarque 5.8 (Fonction relaclee standard pour les intersections) Lorsqu'on xe q2
P, on obtient la valeur suivante :

h I
F{Q;E;E (v) (q)= inf supq(T(x))+ vy e ig E E r(x) :
(i )2E, R+ xoRd

Quand v.y +1, pour tout (Q;E;E ) 2 D(P), [FR®E (V)I(q) = inf  sup q(T (x))
+ x2Rd
r (x) etstilexiste p2 Ptelquev-(p(p) = 1 ,pourtout (Q;E;E )2 D(P), [FREE (V)I(q) =
1

Remarque 5.9 S'il existe p 2 P, tel que v.;(p) = 1 , la fonction mantique relactee
concide avec la fonction £mantique abstraite.
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Exemple 5.17 (Fonction £mantique relaclee de I'exemple 5.7)
Nous reprenons la con guration P de I'exemple 5.4 c'esta-dire I'ensembleP = f(x;y) :7!
piX + pay; (P1;p2) 2 B2(0; 1)g. L'ensemble P s'identi ea la boule unie fermee de  R?. Nous

identi ons les fonctions de R" aux fonctions de R? dansR.

Si v, est continue surP, on peut prendre la dualie E = C(B2(0;1);R), E = M (B2(0;1)
et (P;E;E ) 2 D(v2). Pour cette dualie, pour q 2 P, la fonction mantique relactee au
point de contréle [3] est par conequent la fonction :

h i
FIEE (v) (= inf sup a2y +3x)+ g(0:By+0:2expXx))+ (1 x° Yy?)
2E, (x;y)2R2
. Z Z

+ vo(p)d (p) X pd (p) Yy p2d (p) :
B2(0:1) B2(0:1) B2(0:1)

Si v» n'est pas continue surP ne prend jamais la valeur 1 et dom(vz) est non vide,
on peut prendre la dualie E = R¥Mv2) g = RIMY2) Hingi (dom(v):E;E ) 2 D(va).

fini
Remarquons queE, correspond aux fonctionsa valeurs positives ou nulles qui sont non nulles
sur un nombre ni deements p 2 P. Pour cette dualie, pour g2 P, la fonction mantique

relachee au point de contréle [3] est par consequent la fonction :

h |
I:3dom(Vz);E;E (v) (9= inf sup u(2y +3x2) + p(0:5y + 0:2 exp(x))
2E, (xiy)2R2

+ M(v2(p) p YN+ @1 x* y?):

supp
p2dom(vz)

Probémes duaux

Si, pourtout a2 A, vy > 1 etpourtout {21, v > 1 , lafonction £mantique
relackee est la fonction identiquementegalea 1 . Lorsque ces fonctions sont identiquement
egalesa +1 , les probemes d'optimisationa esoudre pour calculer la fonction smantique
abstraite ou relactee ne cependent pas dev: (5 ou v- (.

Pour tout a 2 A, calculer la fonction mantique relachee au pointv 2 (ﬁp)n tel que v () >
1 etdom(v-(4)) est non vide revienta esoudre la famille de probemes de minimisation 5.5
dont les contraintes ne cependent pas du dege de liberev: ;) mais uniqguement de la dualie

choisie. Fixons donc, pour uneement v 2 (ﬁp)n tel que vizy > 1 etdom(v.y) 6 ;, un
eement ( Q;E;E ) 2 D(v: ()

Probéme 5.5 (Probéme dual d'une a ectation)
Resoudre le probeEme de minimisation :

[}/zlig[ a(@1( 9 (DAFQ)

[ a(9I( q):'\f%d ATON + @ e; %ig e E

On pourrait ajouter une contrainte suppementaire sur I'ensemble deseements duaux aux
vecteurs. En e et, il faudrait consicerer uniqguement les vecteurs duaux 92 E, tels que :
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[ a(@l( )<+1

Le probeme dual d'un probeme de calcul de P-enveloppe convexe est donc le probeme 5.5
al l'application T est l'identie.

De méme, pour tout { 2 I, calculer la fonction relacree au point v 2 (ﬁp)n satisfaisant
Vi > 1 etdom(v(p) 6 ; revienta esoudre la famille de probemes de minimisation 5.6
dont les contraintes ne dependent uniqguement que de dualie choisie. Fixons donc, pour un
ekment v 2 (ﬁp)n tel quev.p > 1 etdom(v ) 6 ;, unekment ( Q;E;E ) 2 D(v(p)).

Probéme 5.6 (Probéme dual d'une intersection)
Resoudre le probeEme de minimisation :

Lo M@ Y (DITq)

al (@IC% q)=|\){|zaF>e<d qTON+ vy e %ig e & I (x)

On pourrait ajouter une contrainte suppementaire sur I'ensemble deseEments duaux aux
vecteurs. En e et, il faudrait consicerer uniqguement les vecteurs duaux ( 9 9 2 E, R:
tels que :

[ (@I % H<+1

Proposition 5.2 ( Probémes duaux convexes )
Les probemes 5.5 et 5.6 sont des probemes de minimisation convexe.

Nous cemontrons ce esultat classique pour la commodit du lecteur.

B=2monstration
Ce esultat est essentiellement d0 au fait que les fonctions 7! hv., e; iqg e g et
(; )7 hvy e igE E r (x) sont des fonctions lireaires et donc convexes par

consquent le supremum pris sur tout RY e nitegalement des fonctions convexes d'al la
convexie des fonctions 5 et . On conclut que les probemes sont convexes en remarquant
que les ensemble&, et R, sont des ensembles convexes.

5.2.4 Smantique relacree des unions

Le probeme 5.4 est assez compliqe a esoudre puisque contrairementa l'intersection,
Nous ne pouvons pas concaener les contraintes. Nous ne tentons pas de le esoudre par des
nethodes directes. Nous cherchons simplement une borne valide, c'esta-dire une fonction sur

R qui sur-approxime la fonction mantique abstraite. On utilise la proposition 5.3.
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Proposition 5.3 ( Encadrement de l'union )

Pour tout v;w2 R :
sup(vexp(V); vexp(w)) (V[ w’)Y  vexp(sup(v;w)) :
Si, de plus,v;w 2 Vexp(R") alors :

(v’ w?)Y = sup(v;w) : (5.6)

B2monstration
Soient v;w 2 R'. Par monotonie de l'application u 7! u?, v>  V?[ w’etw’ Vv’[ w’ et
par monotonie de I'application C 7! CY, on obtient, (V7)Y  (vV’[ w?)Y et (w?)Y (V' w?)Y,
on conclut que sup(vex(v); vexs(w)) (v’ [ w?)Y. Soit x 2 v’ [ w?, on a doncp(x)  v(p)
pour tout p2 P oup(x) w(p) pour tout p 2 P, on conclut quep(x)  sup(v;w)(p) pour
tout p 2 P d'as, x 2 sup(v;w)’. Finalement, par monotonie de C 7! CY, on conclut que
(v [ W)Y vexp(sup(v;w)).

Siv,w 2 Vexp(ﬁp), sup(vexp(V); vexp(w)) = sup(v;w) et comme vex(sup(v;w))
sup(v; w), on conclut d'apes l'iregalie peedente que ( v’ [ w?)Y = sup(v;w).

Remarque 5.10 Pour tout v 2 ﬁp, vexp(v) est toujours plus petite que v, on ceduit que
(v’ w?)Y  sup(v;w).

A pesent, nous pouvons ¢ nir la €mantique relachkee pour l'union toujours en s'assurant
que celle-ci majore la fonction £mantique abstraite.

[ nition 5.5 (  Fonction €mantique relackee pour l'union )
Soit u 2 U. La coordonree de la fonction mantique relacree est la fonction F :
(ﬁp)” 7' R® & nie par :

Fa (V) =sup(V 4wy Vg(uy) -

Exemple 5.18 (Fonction £mantique rel&ctee de I'union)
Sur le programme de la gure 5.1, au point de contréle [3], la bouclewhile entrame une
oreration d'union : la fonction £mantique concete au point de contrble [3] est :

X3 = Xa[ X7

Pour rappel, nous trouvons ces deux coordonrees en remarquant que les moyens d'entee dans
la boucle while sont soit, si la bouclewhile n'a jamaiset parcourue, de venir du point de
contrble [2], soit, si la bouclewhile a depet parcourue, de revenir apes l'ogeration interne

de la boucle c'esta-dire le point de contrble [7].

Soit une con guration P. Soit v 2 (ﬁp)g, les ensembles/’ s'entendent donc par rapport
a cette con guration. La fonction smantique abstraite au point de contréle [3] est donc la

fonction quia v 2 (ﬁp)8 associe :
Fa(v) =sup(vz;vy) :
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D'apes lequation (5.6), si les ogerandes de l'union v- () et v, sont des fonctionsP-
convexes, la fonction mantique abstraite d'une union estegale a la fonction smantique
relactee :

Fl(v) = Fz(v) :

5.3 Egalies entre £mantiques abstraites et relactees

Dans cette section, nousetudions les con gurations et les conditions pour lesquelles nous
avonsegalie entre la fonction mantique abstraite et la fonction smantique relactee. Pour
l'union, nous avons vu que si les oerandes etaient des eementsP-convexes alorsFg = F|.
Pour les a ectations et les intersections, nous devrons utiliser des techniques d'analyse convexe
et d'optimisation pour obtenir legalie entre la fonction smantique relackee et la fonction
£mantique abstraite. Le treoeme degalie decoulera du treoeme dit de dualie forte : la
valeur du probeme primal coencide avec la valeur duale.

5.3.1 A ectations concaves et tests convexes

Pouretablir un esultat degalie, on utilise un esultat de dualie forte en programmation
semi-in nie de Shapiro [Sha05]. SoienK  E un cone de l'espace vectorieE, f une fonction
deRY dansR[f1g et G:RY 7! E. On s'ineresse au probeme de maximisation suivant :

Max f(x) s:c G(x) 2 K (P)

On note Sol(P) I'ensemble des solutions du probeme (P) et ValP) la valeur du probeme (P).
Soit E un dual de E et h; i le crochet de dualie. On poseL(x; ) = f(X) + hG(x); i

et notons K™ le cone dual deK. On a Val(P) = sup |2an L(x; ) et on pose ValD) =
x2 Rd *

inf supL(x; ).

2K * XZRB ( )

Proposition 5.4 ( Proposition 3.4 [Sha05] )

Supposons Sol) non vide et borre. De plus, si le cone bidual deK ** estegala K et
si pour tout 2 K™, x 7! L(x; ) est une fonction concave semi-continue sugerieurement
telle gu'il existe x weriant L(x ; )> 1 alors Val(P)=Val( D).

Dans notre contexte, la fonctionf est une fonctionqg 2 P, la fonction G est la fonction
de RY dans un espace vectorieF tel que (dom(v:(g));F) 2 D(V:(a)), V:(ay ©€x dans le cas
d'une a ectation et la fonction de RY dans un espace vectorieH tel que (dom(v(p);F) 2

D(vp) V(p ex dans le cas d'une intersection. De plus, le cOn& est F o (pour rappel

F\ Rfom(v‘(a))) dans le cas d'une a ectation etH g (pour rappel H \ Rfom(v\“))) dans le cas

d'une intersection. Le lagrangienL correspond soita q(T (X)) + hv.(q  €x; idom(v(a)) FF
soita q(T(x)) + hv(y  ex; idom(v\({)) H H r (X) a1 (dom(v-(g);F;F ) 2 D(v:(q) et
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Treoeme 5.1 ( Egalie entre fonction £mantique abstraite et relaclee )

On note T, l'application assoceea la coordonree a 2 A (resp. Ty pour { 2 I). On note
r; le test assocea la coordonree{ 2 I.

Soienta 2 A etv 2 (ﬁp)n tel que v-(p > 1 et dom(v.5) 6 ;. Soit g2 P tel que
I'ensemble SolP AF ) soit non vide et borre. Si, pour tout p 2 dom(v-(5)), p est convexe et
sig Ta est concave alors pour tout (dom:(4)); E;E ) 2 D(v:(q)) :

h I h dom(v-(a));E;E

Fl(v) (9= Fa

|
(v) (9 :

Soient { 2 | et v 2 (ﬁp)n tel que v.;y > 1 et dom(v.p) 6 ;. Soit g 2 P tel
que I'ensemble SolPIT) soit non vide et borre. Supposons quer; est une fonction con-
vexe. Si, pour tout p 2 dom(v-(p), p est convexe et siq T est concave alors pour tout
h dOm(V(()),F,F

i h i
Fl(v) (= F V) (@ :

Soit u 2 U. Si, vy €t v+ sont des fonctionsP-convexes alors :

Fi(V) = Fe(v)

Cemonstration

Soient{2 | etv 2 (ﬁp)n tel que dom(v-(;)) & ;. Soit q 2 P tel que Sol(PIT) est non vide est
borre. Soit (dom(v-(p);F;F ) 2 D(v:(p). Comme SolP IT ) est non vide alorsv§({)\ r YR )
est non vide. Par ailleursq T est concave eta valeur nie donc continue surRY. De plus,
comme tout p 2 dom(v-(;) est convexe alors, pour tout (; ) 2 F, Rs, x 7! q(Tx) +

v  ex; idom(v\({)) FF r ((x) est concave. En e et, si, pour tout p 2 dom(v:(p), p
est convexe alorsey +(1 yxo(P)  tex(p) + (1  t)exo(p) pour tout p 2 dom(v: (), pour tout

x;x% 2 RY et pour tout t 2 [0;1]; on en deduit que, pour tout x;x° 2 RY et pour tout

t2 [0l vip e+ txe (Vg tex+(l t)ex) O puis, par e nition de F et F,,
V- exsa 0 (Vo tex+(1  1)ex0); fgomv.) F £ O pourtout x;x°2 RY, pour
tout t 2 [0;1] et pourtout 2 F,;enn vy €y 1)xo idom(v‘({)) F e hvyp tec+

(1 teyo; idom(\,\(()) £ £ pour tout x;x°2 RY, pour tout t 2 [0;1] et pour tout 2 F,.
En outre, x 7! q(Tx) + vy ex; idom(v\({)) F F r ((x)a valeurs nies donc continue

sur RY. On conclut par la proposition 3.4 de [Sha05] (proposition 5.4 ici). On utilise le méme
raisonnement pour les a ectations. Pour les unions, le esultat cecoule de lequation (5.6).

Les deux fonctions emantiques cencident egalement lorsque v-(5) €t v.y prennent la
valeur 1 . Lorsque l'on s'ineresse aux a ectations, les deux fonctions mantiques caci-
dent ces que v- (5 est identiquementegalea + 1 . Pour les intersections, I'hypotrese des tests
convexes est essentielle (mais pas recessaire) pour assurer legalie des deux fonctions £man-
tigues : ce esultat est assue par le tteoeme de dualie forte de la maximisation sous un
nombre ni de contraintes.

Exemple 5.19 (Retoura I'exemple 5.14)
Nous revenonsa I'exemple 5.14 pour achever la preuve. Le probeme :

Maxfey + cpx jp (xy) vi(p); 8p2 B2(0;1)g
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est un probeme de maximisation d'une fonction continue sur un ensemble compact, I'ensemble
des solutions est donc non vide et borre. Les fonctionsx(y) 7! pix + poy sont lireaires et
donc convexes et la fonction X;y) 7! quy + px est lireaire donc concave etvy ne prend pas
la valeur 1 et est nie. D'apes le treoeme 5.1, il y aegalie entre la fonction mantique
relactee c niea I'exemple 5.14 et la fonction £mantique abstraite ce niea I'exemple 5.4.

5.3.2 Con gurations borrees

Les con gurations couramment utilisees en analyse statique contiennent la base duale.
Par exemple, ces que les bornes des intervalles sont nies, nous manipulons des ensembles
compacts convexes ce qui assure que les probemes d'optimisationa esoudre sur ces ensembles
ont des valeurs nies et des solutions optimales convexes compactes non vides. On peut
cereraliser cette idee en prenant une con guration P qui, ces qu'un dege de libere est ni
sur certaines fonctions de base, assure que Resous niveau est compact.

e nition 5.6 ( Con guration borree )
On dit que P est une con guration borree si :

1. P est un sous-ensemble d&(RY; R) I'ensemble des fonctions continues d®? dans R.

2. Il existe B P tel que, pour tout v 2 R" \eri ant v(p) > 1 pour tout p 2 P,
B dom(v) et v 6 ;, v® est une partie borree deRY.

Par la suite, lorsque P est une con guration borree, on notera B(P), I'ensemble suivant :

fB  Pj(B dom(v); v®6 ;) =) V°borreg

Exemple 5.20 (Con guration borree classique d'interpetation abstraite)

Toute con guration contenant f e,?g al fel?g est la base duale deRY est une con gura-
tion borree. En d'autres termes, les domaines des intervalles, zones de Mire et gabarits de
Sankaranarayanan et al sont des con gurations borrees.

Exemple 5.21 (Con gurations quadratiques 1)
Toute con guration contenant une fonction g: x 7! x"Lx ai L est une matrice e nie positive
est une con guration borree.

Exemple 5.22 (Con gurations quadratiques 2) _ _
Toute con guration contenant des fonctions g de la formeg : x 7! x'L'x as L' sont des
matrices diagonales telles qué}, > 0 sik = i et O sinon.

Soit une con guration borree P, et soienta2 A, B 2 B(P) et uneement v dans (ﬁp)n
tel que B dom(v:(g). Si V¥, 6 ; alors:
h i
8p2 P; 9x 2 v§,; tel que p(Tx) = Fal(v) (p)

et, de plus, pour tout p 2 P, I'ensemble desx 2 v?(a) qui satisfait legalie est compact. On

obtient le méme esultat sur les intersections s quev§({) \r Y(R)SB ;.
Nous ceduisons immediatement le corollaire suivant :
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Corollaire 5.1 ( Dualie forte et con gurations borrees )

On note T, l'application assoceea la coordonree a 2 A (resp. Ty pour { 2 I). On note
r; le test assocea la coordonree{ 2 I. Soit P est une con guration borree.

Soienta2 Aetv?2 (ﬁp)n tel que dom(v-(,)) 6 ; et v§(a) 6 ;. On suppose qu'il existe
B%2 B(P) tel que B® dom(v-(4)) et que pour tout p 2 dom(v:(y), p Soit convexe. Soit
q2 Ptelle queq T, est concave alors pour tout (dom{:(g));E;E ) 2 D(v(g) :

h I h dom(v\(a));E;E

Fi(v) (= Fa

|
(v) (9 :

Soient{2 | etv 2 (ﬁp)” tel que dom(v(p)) 6 ; et v?({)\ (rp YR ) 6 ;. On suppose
qu'il existe B 2 B(P) tel que B dom(v:(;)) et que pour tout p 2 dom(v-(;)), p soit convexe.
Supposons, de plus, que; est une fonction convexe. Soitg 2 P telle queq T est concave
alors pour tout (dom(v-);F;F )2 D(v:(p) :

h l h dom(v-(q));FiF

i
Fl(v) (= F v) (9 :

5.3.3 Probémes d'optimisationa contraintes nies

Dans les esultats pe@dents, nous n‘avonsemis aucune hypottrese sur la cardinalie de P
mais les esultatsenones plus t0t restent vrais si dom(v-(5)) ou dom(v-(;)) sont des ensembles
nis. Dans cette sous-section, nous allons revenira des probemes de maximisation avec un
nombre ni de contraintes. Ce type de esultats peut s'appliquer aux domaines classiquement
utilis en interpetation abstraite qui, en plus de la nitude des contraintes, utilisent la
lirearite des fonctions de basep 2 P.

Tleoeme 5.2 ( Probémesa domaines nis )

On note T, l'application lireaire assocea la coordonree a2 A (resp. Ty pour {2 1). On
note r; le test assocea la coordonree{2 I.

Soienta2 Aetv?2 (ﬁp)n tel que viq > 1 et dom(v:(y)) 6 ;. Supposons que, pour
tout p 2 dom(v-(y)), p est lireaire et que dom(v-(5)) est un ensemble ni. Sig T, est lireaire
et v§(a) & ; alors pour tout (dom(v:());E;E )2 D(v:(q)) :

h

i h
dom(v-(4));E;E
Fiv) (@= Fa @

[
(v) (9 :

Soient{2 | etv 2 (ﬁp)” telquev.y > 1 etdom(v- ) € ;. Supposons que, pour tou

p 2 dom(v-(p), p est lireaire et que dom(v-(;)) est un ensemble ni. On suppose que est

ane.Si q Testlireaire et v§({)\ re (R ) 6 ; alors pour tout (dom(v-(p); FiF ) 2 D(v:(p):

h ! h dom(v-(q)):FiF

I
Fl(v) (= F V) (9 :

Exemple 5.23 (Retoura I'exemple 5.15)
L'ensemble Q de I'exemple 5.15 est un ensemble ni et pour toutq 2 Q, x 7! g X ¢ nit
une forme lireaire. De plus, on a choisi une fonction telle que dom{) = Q et comme dans
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le calcul de laP-enveloppe convexe T, corresponda l'identie et que pour tout p 2 P, p est
lireaire alors d'apes le treoeme 5.2, la fonction vex p(v)¥EE  concide avec laP-enveloppe
convexe dev.

La nitude des ensembles domy- () et dom(v: ) 6 ; ainsi que la lirearie deseements
de ces ensembles entrame la nitude de I'ensemble des solutions des probemes duaux. Nous
enorcons ce esultat sous la forme de la proposition suivante :

Proposition 5.5 (' Con gurations lireaires nies et vecteurs duaux )
Sous les hypotteses du ttreoeme 5.2, I'ensemble des solutions des probeEme®AFQq)
et (DITQq) sont nis.

Le treoeme 5.2 cecoule du treoeme de dualie forte de la programmation lireaire. La
proposition 5.5 dcecoule du treoeme de Krein-Milman et du treoeme de sparation qui a rme
d'une part qu'un ensemble convexe compact est l'enveloppe convexe de ses points extrémes
et d'autre part qu'une forme lireaire atteint son maximum sur un convexe compact sur un
point extréeme. Dans le cas des polytopes convexes, I'ensemble des points extrémes est ni
d'a le esultat. Le treoeme 5.2 et la proposition 5.5 sonta la base de lieration sur les
politiques dans le domaine des gabarits lireaires de Sankaranarayanan ceveloppee par Taly
et al [GGTZ07].

5.4 Proprees de la £mantique relaclee des a ectations et des
intersections

L'interversion du supremum et de I'in mum dans la proposition 5.1 implique des proprees
suppementairesa la fonction €mantique relachee. Dans un premier temps, on peut eecrire la
fonction mantique relacree comme un in mum de fonctions a nes sur les deges de libere
V.

5.4.1 Sur-approximation st¢re de la €mantique abstraite

Levaluation de la fonction £mantique abstraite par dualie est un bon outil puisque la
fonction £mantique relaclee majore, au sens fonctionnel, la fonction £mantique abstraite.
Ce theoeme correspond au tes connu treoeme de dualie faible en optimisation. En inter-
petation abstraite, on parle de sur-approximation stre de la £mantique abstraite.

Tleoeme 5.3 ( Sur-approximation stire et fonction £mantique reléctee )
Soienta 2 A etv 2 (ﬁp)n tel que vy > 1 et dom(v:(5) 6 ;. Soient{ 2 | et

w2 (ﬁp)n tel quew.y > 1 etdom(w: () 6 ;. Pour tout (Q;E;E ) 2 D(v-(4) et pour
tout (Q%F;F ) 2 D(w: () alors :

Fiv) FI5F (v) sup ery
X

et F{(w) FRF (w) inf superx r (x)
2R+ x2Rd
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Malge le coe classique, nous donnons une cemonstration de ce esultat simple mais
important.

Cemonstration
Nous montrons la proposition pour les intersections, la cemonstration pour les a ectations

est exactement la méme. Soif{ 2 | et w 2 (ﬁp)n tel quew > 1 et dom(w () 6 ;. Soit
(Q°F;F )2 D (w-(p). La deuxeme iregalie vient uniqguement du fait que :

FRUFF (W) inf superx+ hwg eligor ¢ 1 (X)
2R+ yoRd

Le vecteur Oetant le vecteur nul de R?".

Montrons maintenant la premere iregalie. Si v?({)\ r (R ) = :, alors F{] vy 1
d'a l'iregalie. Maintenant, on suppose que vy \ r (R ) 6 ;. Soit (Q3F;F ) 2 D(v:(p).
Soient x 2 v?({)\ r _1(R yet(; )2 F, R:.Ona,parcnitionde F, R, ey
erix) t h\/({) e; Qo F F r(x)da :

F{](V) Sup ert h\/‘({) €, iQO F F r(x) Sup er(x)+ h/‘({) €y, iQO F F r(x)
X2VS x2Rd
r(x) 0

Or F{] (v) ne cepend pas du couple (; ), on conclut que :

Fi(v inf SUp e7(x) + v e | r(x) EQYFF (y) -
- 2F, R om0 T V@ G0 lQrEF R W)

Le treoeme 5.3 permetegalement de conclure que, pour I'exemple 5.14 la fonction -
mantique relactee vaut la norme de FZP;E;E (MI(g) = kgk pour tout q 2 P. En e et, dans
'exemple 5.14, nous avons monte que B2'EE (W](q) k gk, de plus, nous avions monte
peedemment que, dans I'exemple 5.4, Fj (V1(g) = kagk pour tout g2 P.

Le theoeme 5.3 peut s'appliquer au calcul de vex(v)@FF .
Proposition 5.6 ( Approximation stire de I'enveloppe P-convexe )
Soientv 2 R tel quev> 1 etdom(v) 6 ;. Soit (dom(v);F;F )2 D(v) alors :

vexp(v)  vexp(v)QFF

Soit I'ensembleB (v) = ff, 2 RMW); n2 dom(v) jf,(q)=1si q= p; 0siq6 pg. Siil
existe une applicationi de B (v) dans F, telle que, pour tout g 2 B (v), pour tout x 2 RY :

(v(@ ax)a(@ =t e i(Qidom) F F (5.7)
g2dom(v)
alors :

vexp(v)@FF
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Bemonstration

L'iregalie vex p(v)  vexp(v)®MVIiFEF  dcoule directement du treoeme 5.3. Pour prouver
liregalie vex p(v)®MMFF v il faut montrer que pour tout p 2 P, vexp(v)®©MMVFF (p)
v(p). Remarquons, tout d'abord, que sip 2 dom(v), l'iregalie est vraie. Soient p 2 dom(v),
x 2 RY. Consicerons f, 2 B(v) et i telle que (5.7) soit vraie alors :

vexp(v)OMMEF T sup p(x) + v e i(fp)igomyy) F F = SUP POX)+ V(P)  p(x) = v(p)
x2Rd x2Rd

c'esta-dire l'iregalie souhaite.

Par la suite, on notera pour unelement v de R" qui ne prend pas la valeur1 et dont le
domaine n'est pas vide,B (v) = ff, 2 R©°™MW): 2 dom(v) jf,(q)=1si q=p; 0siq6 pg.
On notera, de plus,F, >; B(v)des qu'il existe une application i de B (v) dans F. telle que,
pour tout g2 B(v), pour tout x 2 RY, (5.7) soit vraie.

5.4.2 Croissance de la £#mantique relacree

La fonction mantique relaclee des unions est croissante en tant que supremum d'appli-
cations croissantes :
Proposition 5.7 ( Croissance de la £€mantique reldclee des unions )

La fonction v 7! F; est croissante sur FP)”.

[Emonstratiogp
Soit v;w 2 (R)" tels quev  w. Soit u 2 U, on aviyw Wyu etV  Wyw eton
conclut que sup{- (y; V-ywy)  SUPMW-;(uys Wy (uy)-

Nous allonsetablir un premier esultat de croissance pour la fonction mantique relacree
dans des cas tes particulier. Ce esultat cecoule uniqguement du treoeme 5.3.
Corollaire 5.2 ( Cas particulier de croissance de la fonction €mantique reldclee )

Soientj 2 A[ I,v;w 2 (ﬁp)n telsquev.) w.S'ilexistep 2 Ptel quew:jy(p) = 1
alors pour tout (Qw;F;F ) 2 D(P)

Fij;EZE (V) FjQw;F;F (W)
quelque soit Qv; E;E ) 2 D(P) s'il existe p2 P, v.j(p) = 1 ousivyy +1 etquelque
soit (QV, E:E ) 2 D(V(J)) Si V‘(j) > 1 et si dom(V‘(J)) 6 :.
Sivyj) +1 alors pour tout (Qy;F;F ) 2 D(P) :
Fij;E§E (V) FjQw;F;F (W)

quelque soit Qw; E;E ) 2 D(P) si wjy +1 et quelque soit Quw;E;E ) 2 D(w:(j)) si
Wy > 1 etsidom(w ) 6 ;.

Nous allons nous ineressera des proprees de croissance. On va montrer que sous certaines
conditions, V.z W (5 implique que FZEE (v) FRFF (w) pour a2 A, (Q;E;E ) 2
D(v:(a) et (Q5F;F ) 2 D(w:(5). On va montrer des esultats similaires pour { 2 I. La
conservation de I'ordre decoule d'une propree sur les ensembles duaux. Nous introduisons une
b nition qui nous permettra detablir des esultats de croissance de la fonction mantique
relactee.
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Ce nition 5.7 (  Hypotlese de croissance )

Soient deux triplets (Q;E;E ) 2 D(P) et (Q%F;F ) 2 D(P). On dit que (Q%F;F )
satisfait I'nypothese de croissance par rapporta un triplet (Q; E;E ) 2 D(P) s'il existe une
application i : E, 7! F, telle que, pour tout w tels que Q;E;E )2 D(w) et (Q;F;F ) 2
D(w), pourtout 2 E, :

hw; iQ E E :hN;i( )iQOF E

On note dans ce casQ;F;F )o ; (Q;E;E ).

Exemple 5.24 (Hypotlese de croissance dans le cas ni)
Soient Q; Q®deux parties nies non vides deP. Supposons que) ( QCet consiceronsE = R®

et F = R et on choisit E = RQ et F = R?". Les ensemblesE, et F, correspondent
0
respectivement aux ensembleﬁ&? et R? . En prenant I'application i : E, 7! F, c nie, pour
2 E, etq2 Q%par:

0= o) Sdse

On obtient nalement, pour w 2 R’ (et donc win 2 RP) et pour 2 E, :
iQ

X X X _
w(@ (@=  w( (9+ w(@ 0= w(@i( )l(q

a2Q a2Q 42Q%NQ q2Q°
Finalement, on conclut que Q%F;F )o ; (Q;E;E ).

Exemple 5.25 (Hypotlese de croissance dans le cas compact)
Suppsons qué® est un compact netrique. SoientQ une partie nie de P et Q°une partie fernee

telles queQ ( Q° ConsiceronsE = RR et F = (Q%R), on choisitE = RQ etF I'ensemble
des mesures sigrees nies suf® Les ensemble€, et F, correspondent respectivement aux

ensemblesR? eta I'gnsemble des mesures positives nies suQ® A 2 E, , on associej( ), la

mesure & nie par (0) g qrepesente la masse de Dirac em. Ainsi pour w 2 C(Q% R)
a2Q
(et donc wig 2 R?) et pour tout 2 E, :
X z
w(@ (= w(p) (P) op)= w(a)dfi( )I(a)
®Q p2Q @Q°

Finalement, on conclut que Q%F;F )o ; (Q;E;E ).

Proposition 5.8 ( Croissance de la fonction £mantique rel&clee )

Soientj 2 A[ I, v;w 2 (ﬁp)n tels quev:jy  wyj), dom(v.(;)) 6 ; etw;) > 1 . Soient
(QviE;E ) 2 D(v+(j)) et (Qw;F;F ) 2 D(w-jy)- Si (Qv; E;E ) 2 D(w-j)) et il existe une
application i telle que Qw;F;F )o i (Qv;E;E ) alors:

v,E;E w;FF
F2 v F° (w)
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B=2monstration
Soient{ 2 I, v;w 2 (ﬁp)”. Supposons quev:j) Wy, dom(v.)) 6 ; et wy > 1 .
par ¢e niton de E,,ona, pourtout 2E ,hvg; io, E E hw ig e e da:

inf inf supery+ hv ey, | r (x
5E. Ok, szpd Tx ) x: Qv E E (x)

inf inf supery + hw e i r (x
5E. R sze Tx 0 x» Qv E E (X)

Maintenant par hypothese de croissance alors il exista : E, 7! F. telle que :

inf inf supery + hw e i r (x

5E R sz% Tx © x, Qv E E (x)
= inf inf supery+ hw ex;i( )i r (x

ntont sze Tx ® ©&i()ig, F F (x)
= inf inf supery+ hw e 9 r(x

DE. BR. x2de Tx © X Qw F F (x)

0=i( )

2E,

inf inf supery + hw e 4 ro(x

QF, 2R: X2de i © ' Quw FOF (x)

wiFF
F2EF (w)

d'ai l'iregalie.

5.4.3 Concavie des fonctions £mantiques relaclees

Nous terminons cette section sur les proprees sur la fonction £mantique relactee. Nous
montrons que si on consicere uniquement R")", les fonctions mantiques relactees posedent
de bonnes proprees de convexie.

Proposition 5.9 ( Convexie de la fonction £mantique reldckee des unions )

Pour tout u 2 U, pour tout p 2 P, l'application de (RP)" dansR”, v 7! Fz(v) (p) est
convexe en tant que supremum d'applications lireaires.

La fonction ssmantique relactee pour les a ectations v 7! FQEE (v) et les intersections
v 71 F2°FF (v) est lin mum de fonctions anes sur I'ensemble desekments v 2 (RP)"

pour lesquels Q;E;E) 2 D (v:(q) €t (Q*F;F )2 D (v:(p)- Nousenorcons ce esultat sous la
forme du lemme 5.1.
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Lemme 5.1 ( Reformulation )

La fonction £mantique relactee admet une deuxeme formulation :

{ Soient a2 A, v2 (R)" tel que vy > 1 et dom(v.(y) 6 ;. Soit (Q;E;E ) 2
D (v:(a)), alors :

FREE (V)= inf e ig e & +VESE ()

a VREE ()=sup et hes ig e e -
x2Rd

{ Soient {2 1,v2 (R)" tel que v-y > 1 et dom(v-y) 6 ;. Soit (Q%F;F ) 2
D (v:(p), alors :

FRUFF (vy=  inf v (p; i + VRIFF (o
{ (v) (o Vol e FoF { ()

a VEFF (5 )=supery heg ige e (X,
x2Rd

Siv:(y) (resp.v:(p) estidentiquementegalea + 1 alors, on peut poser pour tout Q; E;E ) 2

D(P), F55 (v) = VEEE = sup er, i (resp. FOFF (v) = VEFF = inf super(q
x2Rd + x2Rd

r (x)). Dans le cas @ vg(a prend la valeur 1 , on poseF2EE (v) = VRFE 1 et
de méme pour les intersections.

Le lemme 5.1 impli(gue comme corollaire que les fonctions smantiques relactees 7!
F2EE (v) et v 70 FRFF (v) sont des fonctions concaves erv 2 (RP)" pour lesquels
(QE;E )2 D(v(a) €t (Q%F;F ) 2 D(v:(p).

5.4.4 Propree de lection

La propree de slection consiste a pouvoir choisir une politique a chaque ieration de
I'algorithme d'ieration sur les politiques. Dans notre cas, comme les politiques sont donrees
par des multiplicateurs de Lagrange, il sut de prouver I'existence de solutions pour le prob-
eme dual pour prouver qu'il y a propree de slection. Cependant, le fait que les solutions
primales existe ne sut pasa prouver que les solutions duales existent, il faut ajouter une
hypotrese en plus : la condition de quali cation de Slater.

La propree de slection est, dans le cadre du domaine des sous-niveaux, assuee par un
treoeme d'atteinte duale, c'esta-dire que, pour tout a 2 A, pour tout v 2 (ﬁp)n tel que
Vig > 1 et dom(v.(y) 6 ;, pour tout (Q;E;E ) 2 D(v:(5), pour tout p 2 P, il existe

P2 E, tel que:
h i h i
FIEE (V) ()=t Pige e + VIFE (P (p)

et, pour tout {2 I, pour tout v 2 (ﬁp)n tel que v.y > 1 et dom(v:()) 6 ;, pour tout
(Q°F;F )2 D(v-(p), pour tout p2 P, il existe ( P; P)2 F, R, tel que:
h : :

| h I
FEFF (V) (0= v Plgomv )+ VETF (% D) (D)

Nous utilisons ici la condition de Slater dans le cas wQ est une sous-partie non vide
compacte deP muni d'une distance etv-(y et v- sont des fonctions continues suiQ. Si Q
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est une partie nie, on munit R° de la dualie nie. Pour prouver I'existence de solutions
duales, nous allons nous servir du esultat 5.4 qui assure I'existence d'un minimiseur pour des
fonctions ce nies sur le dual topologique d'un espace de Banach.
Theoeme 5.4 (1 Existence de solutions )

Soit H un espace de Banach. On suppose qu¢° son dual topologique, est un espac
de Banach pour une certaine normek kyo. Soitf : H°7!] 1 ;+1 ] une fonction telle que :

{ lexiste x 2 H® f (x) 2 R;

{ f est semi-continue inkrieurement pour la topologie faible- ;

{ f est coercive pour la normek Kkgo.

Alors f atteint son minimum sur H®

@

Nousenorcons la condition de Slater dans le ca®) compact. Dans notre cadre, puisqu'on
s'ineressea C(Q; R), le dual topologique que I'on consicere est I'espace vectoriel des mesures
sigrees nies pour la tribu boelienne sur Q. On munit I'espace des mesures sigrees nies de
la norme de la variation totale k ky 1 qui est gn espace de Banach pour cette norme. De plus,

pour toute mesure positive , on ak kyt = d.
Q

e nition 5.8 (  Condition de Slater )

Le probeme 5.2 satisfait la condition de Slater, s'il existex 2 RY tel que (V@@ ex)(p)>
0 pour tout p2 Q.

Le probeme 5.4 satisfait la condition de Slater, s'il existex 2 RY tel que (v e)(p)>0
pour tout p2 Q%et r(x) > 0.

Des qu'il y a compacie, on peut trouver choisir une constante " strictement positive qui
minore chaque (5 ex)(p) uniformrement sur Q ces que (v €x)(p) > O pour tout p2 Q.
Ce esultat reste vrai avec v-y et r.

Proposition 5.10 ( Propréé de Slater dans le cas compact )

On suppose queQ est un espace topologique compact etv 2 C(Q; R). Soit x 2 RY tel
que W ex)(p) > 0, pour tout p2 Q et supposons queey 2 C(Q;R). Alors, il existe "> 0
et tel que (W ex)(p) >" pourtout p2 Q.

Be2monstration (proposition 5.10)
. Soit x 2 RY tel quew e, > 0, on a donc :

[
Q=(w &) '(0;+1] fp2Qj(w e) *(0%5+1Dg:
0

Par hypottese de continuie de w ey, la famille (w e) (% +1 s o forme un
recouvrement d'ouverts deQ. Par compacie de Q,

[ 1 "
Q W ) "0 "+l :

En posant" = ,rrl1in ‘i, on conclut qu'il existe " > 0 tel quew e >".
1=

La condition de quali cation de Slater implique que les fonctions duales , et  des
probemes respectifs 5.5 et 5.6 sont coercives c'esta-dire qu'elles \eri ent :
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lim . [ a(@I( %)= lim [ (@IC % H=+1

k 9% + max(K 9k;j aj)r +1

De plus, la coercivie des fonctions est equivalente au fait que les sous-niveaux de la
fonction duale sont borres. On peutenoncer les esultats suivants :

Tleoeme 5.5 ( Propreé de ®lection )

Supposons que le probeme 5.2 satisfait la condition de Slater et que ;) > 1 et
dom(v-(5)) 6 ;. Soit (Q;E; E9 2 D (v-(a)) tel que E soit un espace de Banach et soit°
le dualotopologique deE. Sil existe 92 E% tel que [ a(q)]( 9 < +1 alors il existe

a2 E% :

h i
FEEE'v) (@ = sup aTx)+ v e dig e eo
x2R
Supposons que le probeme 5.4 satisfait la condition de Slater et que~ > 1 et
dom(v-() 6 ;. Soit (Q%F;F9 2 D (v() tel que F soit un espace de Banach eE°le dual
topologique deF . S'il existe ( % 9 2 F2 R, telque[ (@]( % 9 < +1 alorsil existe
(3 H2F2 R.:

h i
FEFEW) (@ = sup o)+ vy & Sigr e ro 30
x2R

Proposition 5.11 ( Compacié des politiques )

On reprend les hypotteses du treoeme 5.5.

Silexiste 92 F2telque [ a(g)]( 9 < +1 alors I'ensemble SolDAFq) est un ensem-
ble compact pour la topologie faible- et non vide.

De méme, s'il existe 92 FQ et 92 R, tels que [ (9)]( % 9) < +1 alors I'ensemble
Sol(DITq) est un ensemble compact pour la topologie faible-et non vide.

La coercivie est simplea \eri er en calculant des limites mais la propret est en ealie
utilie pour prouver que lI'ensemble des vecteurs duaux ealisables est un ensemble borre
(pour la topologie forte). En e et, une fonction f d'un espace de Banach suR est coercive
si et seulement si pour tout 2 R, le sous-niveauS (f) est borre. Nous allons \eri er que
les fonctions duales a( %q) et ( % 9q) satisfont les hypotteses du treoeme 5.4 et le
treoeme 5.5 sera cemonte.

Bemonstration (Tkeoeme 5.5)
Soit a2 A. Pour tout x 2 RY, la fonction 7! p T(x)+ v €x; iqg e e estanesur
E donc convexe. De plus, par ce nition de la topologie faible- , la fonction 7! p T(x)+
hv.a €. io e e estcontinue pour la topologie faible- donc semi-continue inkrieurement
pour cette topologie. On conclut, par la propree 4.1, que 4 est convexe et semi-continue
inerieurement pour la topologie faible- en tant que supremum de fonctions convexe semi-
continue inkrieurement.

Soientx 2 R% tel que v:(ny € >" etsoit 2 E,,

z z

V@ e; iQ e e = Qv‘(a)(p) p(x)d (p) " Qd (p) = "k kvt
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d'a "k kyT tend vers +1 quand k ky T tend vers +1 .

Dans le casQ ni, l'inegrale est une somme sur Q et la normek k estla norme 1. Puisque
RC & nit un espace vectoriel de dimension nie alors toutes les normes sontequivalentes et
donck k tend vers +1 pour la norme 1 implique N ( ) pour toute autre norme N.

En conclusion, 5 est convexe, semi-continue inkrieurement pour la topologie faible- et
coercive pour la norme deE , on conclut I'existence de 8 par le treoeme 5.4.

Bemonstration (Proposition 5.11)
La fonction 4 est semi-continue inerieurement pour la topologie faible- et coercive pour la
topologie forte. De plus, par hypottese, par le treoeme 5.5 SolDAF q) est non vide.

En outre, Sol(DAFq) = S ( ,.)( a) pour tout o 2 Sol(DAFq) donc SolDAFQ) est
convexe ferne pour la topologie faible- en tant que sous-niveau d'une fonction faible- s.c.i.
convexe L'ensemble SolDAFq) est borre en tant que sous-niveau de fonction coercive.

Par le treoeme de Banach-Alaoglu, comme SolQAF q) est borre et ferrme pour la topolo-
gie faible- alors SolDAFq) est faible- compact.

La condition de quali cation de Slater va etre utilie plus tard dans ce chapitre et dans
le chapitre suivant puisque nous nous placerons dans le cas de con gurations nies. Nous
introduisons une nouvelle notation qui nous permettra de construire notre sctema d'ieration.
Soientj 2 A[ | et unekment v tel que v.j) > 1 et dom(v.;)) 6 ;. Soit (Qj; Ej;E;) 2
D(v(j)) et soit g 2 P, on note Sol@Q;;Ej;E; ;v j);q) l'ensemble des vecteurs duaux 9 2
(Ej). tel que:

h h

i i
Qi Ej E; : Qi iEjE,
F () (@ = vgys Pig g g+ Va T (P) (D)

sij 2 A et, l'ensemble des couples (; 9) 2 (Ej), R« tels que:
h i h i
FRFF (V) (0= v(yi Pidomeve )+ VETT (P P) (p)

sij 2 1. Les ensembles SolQ; ; Ej; E; ;v(j); d) peuvent etreeventuellement vides. Siv-(j)
+1, Sol@Qj;Ej;Ej;v);q = fOg pour tout g 2 Psij 2 A et Sol(Q;j;Ej;Ej;v);a) =
fO; 9gsij 2 A etsi 9 satisfait :

inf supq(x) r (x)= sup q(x) 9 (x)
2R+ yoRd x2Rd

Enn, s'il existe p2 Ptelquev.y(p) = 1 ,onpose SolQ;;E;;E;;v);d) =(Ej),nfOg
sij 2 Aet((Ej),nfOg) f Ogsij 2 1.

5.5 Sclema d'ieration sur les politiguesa dualie dynamique

Dans cette section, nous entamons une discussion sur les nethodes ieratives pour trouver
une solution, ou du moins une sur-approximation valide du probeme :

Probéme 5.7 (Plus petit invariant de la fonction €mantique abstraite)

inffv 2 (Vexp(R )" j F!(v) vg (INV)
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La fonction F! designe la fonction dont toutes les coordonrees sonf;!. La solution de (INV)
est le plus petit point xe de F! puisque cette fonction est croissante pour I'ordre produit
et nous avons monte gue Vexa(ﬁp) est un treillis complet. Cependant, nous ne savons pas
evalte la fonction F1, nous utilisons donc les fonctions £mantiques relactees pour trouver une
sur-approximation valide de la solution du probeme (INV). En e et, d'apes le threoeme 5.3,

= : jEjE
pour unekment v 2 (R')" s et pour une coordonree j 2 A[ I, FjQJ :

queF;l(v) v quelque soit @;Ej;Ej) 2 D(v(j))-

b (v) v, implique

5.5.1 D& nition des politiques

Nous allons ¢ nir une politique a partir d'une famille d'espaces vectoriels E; donres.
ChaqueE; repesente un sous-espace vectoriel d'un ensembR% a Q; est un sous-ensemble
non vide deP pour une coordonreej 2 A[ |. Nous supposons que pourtouf 2 A[ |, ey 2 E;
pour tout x 2 RY. Nous nous ineressonsegalementa I'ensemble :

=P\
C(Qi;Ej)=fv2(R)"jvgy> 1 ; Q  dom(vj); V(g 2 Ejg:

De manere equivalente, I'ensemble C(Q;;E;j) cesigne tous les vecteursv 2 (ﬁp)n tels que
(Qij;Ej) 2 D(v(j))- On pose C(Qj;Ej) = (ﬁp)n sij 2 A[ |. On compkte I'ensemble
C(Q;j;Ej) en ajoutant les vecteursv 2 (ﬁp)n tels quev:jy(p) = 1 pour un certain p 2 P

ainsi que les vecteursy 2 (ﬁp)n dont la coordonree v-(j) est identiquementegalea +1 . On
obtient ainsi I'ensemble C(Q;; E;) :

C(Q:E)) = C(Q:ENIf v2 R)"j9p2 P vy = 19[f v2 [R)"j vy +1g

! [
Par la suite, on notera Q une famille de sous-ensemblesQ);2a;1 et E pour designer une
familleld'elnsembles Ej)j2a[1 telle que E; est un sous-espace vectoriel dBi . De plus, on

note C(Q’ E) I'ensemble suivant :

C(Qj;Ej) :

i2A[ I
1 1 .
De méme, on ¢ nit C(Q; E) comme l'ensemble suivant :

C(Qj:Ej) :

j2A[ I
Confornmementa la d nition 3.4, on & nit une politique comme une fonction qui collecte

tous les vecteurs duaux disponiblesa un certain point de contréle. Nous allons proeder par
etapes. On Iassocie pour toutj 2 A[ I,a une famille (E;) de sous-espaces vectoriels RV

une famille E d'espaces vectorielsE; telle que chaqueE; est en dualie avec E; et chaque
couple (E;; E;) satisfait (H1). .
Etape 1 : Soienta2 A,v2 C(Q;E) et g2 P. On cknit 'ensemble  4(v;q) par :

f 92 (Ba)s j[ a(@l( %)< +1g
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Pour rappel, la fonction [ a(@)]( %) = sup q(Ta(X))+ vy ex; %g, e, £, €t Ty
x2Rd
cesigne I'a ectation au point de contréle a. Siv.; +1, 0n pose a(v;q) = fOg, g

pour tout g 2 P. S'il existe p 2 P tel que v-(3(p) = 1 , on pose a(v;q) = E, pour
tout g2 P. Lo
On & nitegalement I'ensemble  (v;q) pour {2 1,v2 C(Q;E)etq2 P par:

FC% D2E): Rej[ @I % %)< +1g

Pour rappel, la fonction [ (@] ( % %)= sup q(T((x)+ v ex; g g g 9ry
x2Rd
et a Ty cesigne I'a ectation au point de controle {. Siv. +1, 0on pose ((v;q) =

f(Og, ; Dl ((1(0; % < +1g pour tout g2 P. S'il existe p 2 P tel que v-(p) =
1 ,onpose ((v;dg)=(( E{)nfOg) f Og pourtout q2 P.
Ces deux ensembles peuvent étreeventuellement vides et dans ce cas la fonction £man-
tique relactee F2¢F2Fa(v) (resp.FROECE: (v)), vaut identiquement + 1 .
Enn, on pose pour k 2 U et pour tout v2 C(Q;E)ettout p2 P, (v;q) = f g et
pourk 2U[ A[ I, «(v;q = f]g ce qui signi e que la fonction £mantique relaclee
est la fonction F; pour u 2 U et FJsik2U[ AT I. .

Etape 2 : On note I f1;:::;ng. Soientk 2 et v 2 C(Q;E). On appelle fonction
de slection de P sur k(v; @), une fonction ., telle que :

q2P

kv(P) 2 «(vip); 8p2 P :

On note (v) I'ensemble des fonctions de lections .k de P sur k(V; Q).
q2P
Etape 3 : Maintenqntlxons k 2, on cenit de la méme manere, les fonctions de

lections  de C(Q; E) sur k(V). Ces fonctions de slection  satisfont :
v2C(Q:E)

(W) 2 (w);8w2 C(QE) :

POer k 2 , on note ( l'ensemble des fonctions de lection  de é!(Q!; E) sur
k(V).
v2C{(Q:E)
Etape 4 : Une fonction de slection de dans k est appeke une politigue. Une
k2

[
politique est donc une fonction de dans k telle que :
k2

(DZZ i2 ;8i2
En esune, nous obtenons la ¢ nition suivante :
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e nition 5.9 ( Politiques )

Une politique est une Ifonlction de =lection quia chague point de contrélei 2 f 1;:::;ng,
a chaque fonction v 2 C(Q; E) et chaque fonction de basep 2 P associe son ensemble
de vecteurs duaux disponibles. Plus formellement, une politique est une fonction de a
valeurs dans :
0 0 11
[ ?g)é!(Q!;E)ﬂ | @p 71 [ «(vigA K
k2 Vzg( Q!; E) 2P
0 1
N [ [
telle que, pourtouti 2 , ;:C(Q:E) 7! @p 71 i(v;9A, pour tout w 2
o [ v2C(QiE) 2P
C(Q;E), i(w):PT! i(w; ) et nalement, pourtout p2 P, [ i(w)](p) 2 i(w;p).
Py ®P
On note ( Q: E;E ) I'ensemble des politiques.

Remarque 5.11 On notera [ j(w;p)]a la place de [ j(W)](p).

|
EnI conclusion, pour une famille Q de sous-ensembles;])j2a1 non vide de P et une
famille E, de sous-espaces vectoriel€()j 2471 (s.e.v de RQ), on obtient que :

!

| |
S EJE — ; .
FQ = inf  F(;) (5.8)
2 Q;E;E
P
La notation de lequation (5.8) signie que si u 2 U, FQEE = Fg et donc
Maintenant si i 2 U[ A[ | etdoncF 25 estune constante f;llo'rsFiQ;E;E =Flet | 1

Les cas ineressants sont les casa 2 A et {2 I|. La fonction FQEE s'appliqgue uniguement
sur leseements v 2 C(Q; E) ce qui signi e que pour tout a2 A :

{ Soit (Qa;Ea;E,) 2 D(v:(y) €t dans ce cas, pour toutp 2 P, a(v;p) est un vecteur
dual deE, et :

(Fa( a;V)(P) = tv(ay; alViPiga Ea E, +[VIHE2Ea( o(v;p)I(P) :

1 | |
{ Soit v:(4 prend lavaleur 1 etdanscecasF 2’5 (v) 1  etceciindpendamment
de E,. Cependant quand celui-ci est >e, on s'ineresse qu'auxeéments non nuls de E
qui agissent positivement sur les vecteurs positifs dé&.
{ Soit v:y +1 etdans ce casFJ'E'E (v) = sup e et ceci independamment deE,.

x2Rd
On choisira reanmoins le seul vecteur admissible le vecteur nul d&,.

et pour tout {2 1 :
{ Soit (Qy;Ef;E;) 2 D(v-(p)) et dans ce cas pour toutp 2 P, ((v;p) est un vecteur dual
RO ® {
deEg et:
(FC ((vipiv(P) = vos (ViP)ige g¢ g +[VREECRC( ((vipDI(P) :
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L1l N
{ Soit vy prend lavaleur 1 et dans ce casF{Q’E'E (v) 1 et ceci indkependamment
de E;. Cependant quand celui-ci est >, on s'ineresse qu'auxeements non nuls de E;
qui agissent positivement sur les vecteurs positifs dé&.
oit - +1 et dans ce casF R EE (v) = inf supex r (X) et ceci incepen-
Soit V(g 1 etd sFREE nt t ke
+ x2Rd
damment de E;. On choisira reanmoins le seul vecteur admissible le vecteur nul de

Eq.

5.5.2 leration sur les politiques dynamique dans le domaine des sous-niveaux

Le sclema que nous cecrivons ici, n'est qu'un algorithme de principe et un algorithme
plus pratique sera pesent au chapitre 6.

Le choix a priori complexe de la dualie et des espaces vectorielsa chaque etape vient
en ealie du fait qu'on souhaite avoir des bornes de plus en plus pecises et le seul esultat
gue nous avons monte concernant la croissance est la proposition 5.8. Nous cherchons donca
satisfaire les hypotteses de la proposition. De plus, nous voulons esoudre un probeme simple
dansa chaqueetape c'esta-direa politique ». Dans le chapitre suivant dans le cas P ni,
nous verrons que le probeme du calcul :

I
inffv 2 C(Q5EX) jF( ¥;v)  vg

peut se esoudre gracea un programme lireaire. Pour pouvoir esoudre de tels probemes, il
faut determiner une politique K et pour la ceterminer il faut savoir si cette politique existe

d'as la condition : Sol( QJ k+l. Ek+1 (Ek+1) Vk(ﬁ 0) 6 :

En n, le criere d'arret de la boucle emter  est, sivk* et v prennent des valeurs nies,

une distance sur R)". Ici nous avonsetendu cette distance aux fonctionsﬁp, tout enevitant
les probemes d'incetermination. Bienevidemment, la suite gereee par le schema peut étre

in nie mais nous montrons grace au treoeme 5.6 qua chaque pas du sctema, nous gagnons
en pecision.

Treoeme 5.6 (  [ecroissance de la suite (Vk)k o)
La suite ereee ( VK)x o par l'algorithme 5 est cecroissante.

Nous allons cemontrer ce treoeme grace au lemme suivant :

Lemme 5.2 ( Proprées de la suite (Vi)k o)
Soit k 2 N, les assertions suivantes sont vraies :

1. SO|t il eX|steJ 2A[ 1, (QNES(EN ) 2 D(vk+1) et l'algorithme s'arréte soit v¢*1 2
C(Qk+1 Ek+1)

2. Si SOI(QJk+l Ek+1 (Ek+1) Vk(*]—:;_) 6 :, F( k+l;vk+1) Vk+1.

En conclusion,vk** 2 fv 2 C(Qk+1 : E"*l)j F( ¥*1:v) g

Cemonstration (Lemme 5.2)
1. Soitj 2 A[ I. S'il existe p 2 P tel que vk+1(p) = 1 ousi v!‘(’j'% +1 alors

Vit 2 C(Q* T Ef) quelque soitQf** etE"’f1 Silexistej 2 A[ 1, (Q5EX; (EX) ) 2

D (V;}) alors I'algorithme s'arrete. Supposons que, pour toutp 2 P, v&ii (p) > 1

129
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Algorithme 5: leration sur les politiques dans le domaine des sous-niveaux

NEW

Entees : La fonction £mantique abstraite Fl
Sorties : Un post-point xe de la fonction £mantique asbtraite Fl
8j 2 A[ I, choisir (QJO; 'E?) ) 2 D(P) tel que 8x 2 RY, &, : 2 ED;

Choisir 92 ( Q0 E0 Eo)et > 0;
k=0, 8i2f1;:::; ngv +1;

ereter h :
8j2A[ I,q2 P, caIcuIerVJ( )— Vi ( k(q)) (O);

Calculer v¥*1 = inf fv 2 C(Qk EXYjF( %;v) vgdans ®)":

pour tous les j 2 A[ | faire

si8p2 P, v"+1(p) > 1 etdom(vi;}) 6 ; alors

si (Qf;EF (Ek) )2 D(vk+1) alors

ChOISII’ Qk+l Ej*! et (Ek+1) tels que Q"' E[* i (E[*) ) 2 DV
et tels qu ‘il eX|ste une appllcanon i

(QSES(E) ) o i (QHE(EfY))

sinon

Choisir 8j 2 f 1:::;ng, (dom(v/*); Fj;F;) 2 D(v) tel qu'il existe
une application i telle que Fj >; B(vj"+1) puis retourner

k+1)dom(vl<+l )iFiiF

vex| (v

sinon
t Qk+1 — QJ! k+1 — Ek et (Ek+1) =(Ek) .

(28

|8] 2A[1,8p2P, 50|(Q}<+1 EjY (Ef) vk(ﬁ p) 6 ; alors

Evaluer
prendre 2 ( QXL EKTEK ) tel que

FQUHENTIENT) ) (yktly = ( k+L. k1Y yetournera letape NEW;
sinon

Choisir 8j 2 f 1:::;ng, (dom(v/*™); Fj;F; ) 2 D(v!) tel qu'il existe une
k+1)dom(vk LYFiF

k+l ‘pk+1 .(pk+1
FQ E (E ) ( k-:1)1

appllcatlon i telle que Fj > B(v""l) puis retourner vexp(v

jusqua  sup  min 1 sup V() V()] ;
i2f 1;:5ng fpzpjvik*l (p)> 1 ; vk(p)<+1g
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et dom(v.j)) 6 ; et que pour tout j 2 A[ I, (QFE[;(EF) ) 2 D(V!]). Par cbf-

()
inition de I'algorithme, ( Q[**;Ef**;(E/*") ) 2 D(Vk(’]f%) cec |mpI|que que Vka—% 5

c(Q; Ek+1) Flnalement comme] est arbitraire alors v<** 2 C(Q""1 Ek+1)

2. Soitw 2 C(Q" EX), et soit (E") tels que pour toutj 2 A[ I, (Qf;Ef;Ef ) 2 D(P). On
apourtout j 2 A[ I, (QEf;EF ) 2 D(w;). Maintenant soit ¥ 2 ( QX EX(EX))
et supposons queF ( ;w) Sow alors par ce nition de Ia borne inkrieure V'

w, par la proposition 5.8, FQ: e g ) FQk ek e (w). Par c nition des
politiques, on a FQKEKEk (w)  F( X w) et par hypotrese F ( "' w)  w. Or

comme SolQJ CLECTES) VST ) 8 5 il existe 2 ( QKL Ek+1 J(EF))
I

telle que FQk gk (e YKy = F( KTV et on conclut que F (< vk*t)

F( ¥;w) w pour tout v 2 C(Q", k) tel que F( ¥;w) w et par ck nition de la

borne intrieure F( **1;ykH) vk

Bemonstration (Tlkeoeme 5.6)
Le lemme 5.2, nous permet de conclure en utilisant encore une fois la & nitior} de Ialborne in-

erieure. D'apes le lemme 5.2, pour tout k0, vK*2  vK*1 car vkt 2 fv 2 C(QX*L;EX) |
F( *;v) vg. Comme par ctnition, v0 +1 pourtout i 2f1;:::;ng alors (V)¢ o est
cecroissante.

Exemple 5.26 (Une simple utilisation du sclema 5)
Consicerons le programme de la gure 5.4 :

assume (x,y) in B(0,1);[1]
while [2](x xty y<=0.5)f
X=X+Y ;
y=y+1;[3]

Figure 5.4 { Un simple programme avec une boucle

Nous nous ineressons aux valeurs prises par les variableset y aux points de contréle 1,
2 et 3 et nous consicerons la con guration P = f(x;y) 7! pix + p2y; p=(p1;p2) 2 B(0;1)g.
La fonction £mantique abstraite de ce programme est la fonction quiav 2 (ﬁp)3 et pour
p 2 P associeF! d nie par :

[F4 (V)](p)
[F2! (V)](p)
[F3! (V)I(p)

kak
(Vi[ v3) (p)

sup  pa(x+y) pz(y+1)
(xy)2vs3
x2+y2 05

Initialisons le sctema par le domaine des intervalles, c'esta-dire prenons, au point de
controle 3 :

=fcy) 7V x (Gy) 70X (Gy) Ty (y) 7 yg
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! | !
et ainsi Q° = QY et prenonsEY = RS et (EJ) = RS ce quisignie E? = EJ et (E?) =
(Eg) ). En absence d'ambigee, nous notons °(p)a la place de °(v;p). Nous cherchonsa
ceterminer une politique initiale  °(p) = ( 2(p); 2(p); $(p)). Comme les points de contrble
1 et 2 repesentent respectivement une constante et une union, ces fonctions sont connues.
Nous nous ineressons au point de controle 3, la politique au point de contréle 3, S(p), est
unekment de (EJ)  R.. Nous notons °(p) la premere coordonree et °(p) la deuxeme
coordonree de lelement g(p). Pour simpli er les notations, e; cesigne le vecteur (1,0), e le
vecteur (0; 1).

Soientq2 P, (g) une fonction de QJ dansR* et (g) un eel positif :

[Vgg;E&(Eg) ( O(q))](q) —
sup - qu(x+y)+ Gy +1)+ °(q)(% x> y?) x[ %al(en) + x[ °(@I( e)

(x;y)2R2
y[ 2(@](e2)va(e2) + yI °(@I( e)
ou enC(O)re .

[V?S;E&(Eg) ( O(q))](q):
sup g+ 2 %@+ x(a [ @le) +[ @I )

(xy)2R?

*y(@m+ e [ D)+ %@ &)  U(x*+y?)

La fonction (x;y) 7! 02+% %@+ x(a [ %(@l(e)+[ %I e)+ y(am+x [ *(dl(ex)+
[ 2@l &)  °(g)(x?+ y?) est une fonction quadratique concave, pour calculer son supre-
mum sur R?, il sut de trouver en quels points la dierentielle s'annule.

Commercons par choisir une politique initiale qui ne prend en compte que la contrainte due
au test c'esta-dire, nous consicerons [ °(g)](e1) = °(@I( e) = °(@l(e) = Q) &)=
0 et %) > 0. Cette heuristique corresponda I'heuristique de Iieration sur les politiques
dans le domaine des intervalles de la e nition 3.10. On obtient ainsi la nouvelle fonction :

VI (@@= sup @+ g @ axey@ra) (@0 y)
Xy

et ainsi on conclut que :

@+ (ot B)?
4 90

O(my — Q3:ES(ED , o _
Prenons donc, par exemple, pour toutq 2 P, “(q) = 1 alors, [V3 ( “(al(g) =
o+ %Jr q%+(qi+ ®)*
Finalement la politique initiale au point de contréle 3 est le couple compos de la fonction
constante [ °(q))(e1) = [ %) e) =[ %Al(ex) =[ *(PI( &) = 0 ainsi que de lebment
9(g) = 1. En consicerant une telle politique initiale, nous obtenons :

EJ(E

VSEEEED (oo = @+ 5 O+

0.£0.(EO 2 2
VEFEHED (o = g 5+ BHLETES

Nous devonsa pesent trouver le plus petiteement :
=P =P
v=(viivzvs) 2R R C(QSER)
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tel que :
kak vi(g); 8q2 P
et
sup(vi;va)(q)  v2(Q);8q2 P
et

2 2
0 va(en)t0 va et vae10 W( et pr o+ BHLETET ygg0= (g 2 P
(5.9)

La solution de ce syseme est donc :

=P =P
v=(vi;vz;v3) 2R R C(Q%ED

tel que :
vi(g) = kak; 8q2 P
et
1 1 g+(a+ @)
v2(0) = sup(kaki g + 5+ ——— ——));8q2 P
et

1 2 4 + 2
vi(o) = g+ >+ W;&F(qﬂo@ﬁ P

L'information importante ici est I'invariant de boucle trouwe, on sait donc qu'au point de
Ll g (mt @)’
contréle 2, ux + oy  sup(kgk;p + =+ —————))
méme temps une information de type 'intervalles” :

guelque soitg 2 P. On obtient en

7
1 let 1 -
X e y g
une information de type 'zones":
[ P_5+ 4p 2
X Yy 2ety 2 3 :

On obtient de la m&me manere des informations de type "octogones" et 'gabarits lireaires".
On remarque quegalement, la fonction v est une fonction continue deP dans R, et ainsi
nous pouvons prendre :

Qi= P Ef= OP:R)

ainsi que la dualie entre P et I'ensemble CE%) des mesures boeliennes nies sigrees suP.
0
D'apes I'exemple 5.25, nous savons qu'il existd : R?3 7! (E3),, telle que :

(QLEZ(ED )o i (QLEY(EY ) -

La fonction £mantique relachee au point de contréle 3 devient alors :

R
FEE WY =  inf inf sup px+y) pay+1)+ (1=2 x% y?)
ZZ(E§)+ 2R+ (xy)2R27 7
+ vi()d (@ x  qd (@ Yy  d (0
g2P g2P g2P
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On, a de plus, la condition de Slater puisque :

@ O+ 0=0<kgk wv2(g) 892 P non nul
2,02
et0°+0°< >
et donc il existe ! telle que F:?%?E%;(E%) (v}) = F3( ;vl). De plus, P est une con guration
borree puisqu'elle contient les intervalles, (/3)° 6 ; et dom(vi) = P, donc F3!(v!)(p) est ni
pour tout p2 P. Enn, comme chaquep 2 P est lireaire, I'a ectation au point de contréle 3
est a ne et le test convexe alors F3l (V1) = F3Q§;E31;(E%) (vh.

On peut utiliser un solveur de programmation semi-in nie pour calculer 3 comme, par
exemple,SIPAMPL 2 [VFGO04, VF06]. Des esultats sur la discetisation base sur le treoeme
d'Helly [BTBIR79, HK93, Sha09] des probemes d'optimisation semi-in nie montrent que les
mesures solutions sont en ealiea support ni, c'esta-dire des sommes nies positivement
ponceees de masses de Dirac et l'inegrale est en fait le plus souvent une simple somme.

1.z1. 1
Une fois la politique % calcuke, on doit calculer [\/(3?3’E3’(E3) ( *(9)](g), pour tout g2 P
puis nous devons trouver le plus petiteement :

. g—
v=(vi;Vo;v3) 2R R C(Q3Ed)

tel que :
kgk vi(g); 892 P
et
sup(vy; va)(d)  v2(); 892 P
et Z

E3(E

va(p)dl 2@I(p) + [VEFEFED ( La)l(a)  va(a);8q= () 2 P

p2P
On peut prendre, puisquevs est constraintea &tre une fonction continue, une mesure nie
et on consicere une fonction objective de la forme :
z
vi(pdd (p9)

i=1:2:3 P2P

et conserver les contraintes pe@dentes, on obtient un programme lireaire en dimension in-
nie.

2. Developpe par I. Vaz, voir  http://www.norg.uminho.pt/aivaz/sipampl.html
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CHAPITRED

LCONFIGURATIONS QUADRATIQUES ET RELAXATION DE
SHOR

Ce chapitre est une partie cetailee de l'article [AGG10, Section 3]. L'algorithme d'iera-
tions sur les politiques e ni au chapitre 5 sont construits sur des espaces abstraits. Nous
appliquons dans ce chapitre, cet algorithmea un ensembleni de fonctions de baseP parti-
culier : des fonctions quadratiques. Un exemple de fonctions de base quadratique peut étre
donre par la fonction de Lyapunov d'un syseme lireaire convergeant. Pour des fonctions de
base quadratique,evaluer la fonction €mantique abstraite se ranmenea esoudre un probeme
de maximisation quadratiqueeventuellement non-convexe. Cependant, il existe des techniques
de relaxation convexe des probkemes quadratigues non-convexes comme la relaxation de Shor.
La relaxation de Shor cencide avec la fonction relactee lagrangienne et donc avec notre
fonction mantique relachee. Par ailleurs, la relaxation de Shor consiste aevaluer la fonc-
tion relactee en esolvant un programme d'optimisation semi-de nie. Le fait important est
gu'il existe des nethodes rapides permettant de esoudre des probeme d'optimisation semi-
de nie. En e et, une solution "-optimale (I'image de la solution est au plus" de la valeur
optimale) peut étre calcuke en temps polynomial par la nethode de l'ellipsade [GLS88] ou
par la methode des points inerieurs [NN94](lorsqu'il existe une matrice strictement ealis-
able). La complexie polynomiale annonee ici fait ekerence au mockle des bits (machine
de Turing) [GJ79] pour la methode de I'ellipoede et uniqguement® pour le mockle des nom-
bres eels pour la methode des points inerieurs bien que cette methode soit plus e cace en
pratique (voir le survol de Pardalos et Ramana [PR97]).

La premére section 6.1 est un rappel d'optimisation quadratique non-convexe ainsi qu‘'un
rappel sur la relaxation de Shor. La deuxeme section 6.2 constitue une application nouvelle de
I'optimisation quadratique : la esolution de probeme de point xe en interpetation abstraite.

6.1 Optimisation quadratique

Dans la sous-section 6.1.1, nous rappelons quelques esultats basiques d'optimisation
gquadratique ainsi que quelques notations. Dans la sous-section 6.1.2, nous introduisons la re-

1. Le probéme de la polynomialie de la nethode des points inerieurs sur le mockle des bits est un probeme
ouvert voir Pardalos et Ramana [PR97, Open Problem 9.2]
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laxation de Shor et en n nous terminons sur la sous-section 6.1.3 sur des esultats nuneriques
d'approximation ainsi que des esultats de dualie forte pour des probemes d'optimisation
guadratique non-convexe.

6.1.1 Rappels et notations

Nous rappelons qu‘une forme quadratique est une fonctiofi de RY dansR de la forme :
f(x)= x"Ax + X' b+ ¢

@ une matrice A synetrique de taille d d, un vecteur bde RY et un eel c. Pour une forme
quadratique f , on notera As, Ix et ¢; respectivement sa matrice assocee, son vecteur assoce
et son scalaire assoce. Une forme quadratiqué est dite homogne sibx =0 et ¢ = 0. Dans
notre cas, on s'ineressera aux templates quadratiquesa scalaire nuldg = 0).

On dit qu'un probeme d'optimisation (maximisation ici) est quadratique s'il est de la
forme :

Max fo(X)
sc fi(x) O (QP)
8i=1;:::;m
a fo;f1;:::;fm sont des formes quadratiques suR®. En remplacant I'ogerateur Max par

Min, on obtient un probeme de minimisation quadratique.

Pour commencer, nous faisons quelques rappels sur les matrices ¢ nies. Soit une matrice
A synetrique de taille d d: A est semi-ce nie positive si xTAx 0 pour tout x 2 RY; A
est ck nie positive si xT Ax > 0 pour tout x 6 0; A est semi-cé nie regative si x' Ax 0
pour tout x 2 RY; A est & nie regative si x' Ax < 0 pour tout x 6 0; s'il existe x 2 R
ety 2 RY tels quex"Ax < 0 ety'Ay > 0, on dit que la matrice est ince nie. On note
respectivement, Sy, S{* , S, et S; le cone convexe des matrices synetriques semi-ce nies
positives, positives, semi-ce nies regatives et regatives. On munitegalement lI'ensemble des
matrices symetriques Sy de l'ordre de Loewner cenipar A B | B A2 Sg. La nota-
tion A 0 signi e que A est semi-ck nie positive et on note , et pour ¢k nie positive,

semi-ck nie regative et e nie regative. On munit Sy du produit scalaire de Frobenius i.e le

xd
produit scalaire h; ig denisur Sy par PA;Big = Aj Bjj .
i =1

semi-ck nies regatives, le probeme de maximisation P est facilea esoudre, dans les autres
cas, le probeme estNP -dur [Vav90]. Une manere de donner une borne sur la valeur du
probeme est de calculer la valeur du probeme dual qui a de bonnes proprees. Dans le cas
quadratique, on peutevaluer facilement la valeur du probeme dual.

6.1.2 Relaxation de Shor

La relaxation de Shor est cetailee dans [TNO1, Sho87]. Nous donnons les cktails de la
relaxation de Shor qui, dans le cadre des fonctions quadratiques, est une eecriture de la

136
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fonctionnelle duale de la dualie lagrangienne comme un probeme d'optimisation semi-ce nie.
Par la suite, nous utiliserons la relaxation de Shor pour evaluer la fonction smantique relaclee.

On se donne un probeme de maximisation quadratiqueP. Nous rappelons que la valeur
du probeéme dual de P pour la dualie lagrangienne est donree par lequation (6.1).

xXn
inf  sup fo(X) £i(0) (6.1)
RY x2Rd i=1

Une premere remarque simple est de voir qua e, la fonction ¢k niea lequation (6.1)
est un probeme de maximisation sans contrainte. Par ailleurs, la valeur du probeme non
contraint est ni si et seulement si il existe 2 R tel que, pour tout x 2 RY,

xn
fo(x) ifi(x) (6.2)
i=1

On introduit la matrice A( ), le vecteur B( ) et le scalaireC( ) & nis par :

xn xn xn
A( ): Afo iAfi; B( ): ho ihi et C( ): Cfo icfi :
i=1 i=1 i=1
Ainsi, on peut eecrire lequation (6.2), pour tout  x 2 RY,
XTA( )x+ B( )x+ C() 0:
Maintenant enecrivant que sup x' A( )x + B( )x + C( ) al 2 R estequivalenta la
x2Rd
k nie positivie de la matrice :
0 1,0 1 Yo 1
b ogc()  3B()c 1
xTA()X+B()x+C() =@ A %1 2 f@ A
X 5B( )T OA() X
on conclut que supx™A( )x+ B( )x+ C( ) 0 estequivalent au fait que la matrice
x2Rd
e 380
I
5807 AQ)

soit semi-ck nie regative. Trouver exactement le supremum dans lequation 6.1 revienta
prendre le plus petit possible, donc on conclut que la valeur de lequation 6.1 cacide avec
la valeur du probkeme d'optimisation semi-de nie :

0 1 1
C -B
Min s l( ) . 25 )g 0 (Shor)
e SBC)  AC)
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6.1.3 Relaxations de probéme d'optimisation quadratique et bornes de qualie

Nous proposons un bref survol des travaux e ectwes sur la relaxation de probemes d'op-
timisation quadratique par un probeme de programmation semi ¢ nie. Plus peciement,
nous distinguons deux types de travaux : letude de la qualie de la relaxation, c'esta-dire,
des travaux pour lesquels les auteurs cherchentaevaluer le rapport entre la valeur du prob-
eme quadratique et celle du probeEme SDP relacte; les travaux portant sur les probemes
quadratiques dont la relaxation SDP est exacte.

Dans la sous-section 6.1, nous avons introduit la relaxation de Shor. On peutegalement
directement relacher un probeme quadratique sans faire intervenir de vecteurs duaux. On
peut eecrire une fonction quadratique a I'aide du produit scalaire de Frobenius. Pour une

: : T T _ N _ Ct (1=2)b
fonction quadratique f onax' A;x+ b x+ ¢ = Qs ; Xig @ Qf = _ et
(1=2)x  Ag
1 17
X = N N . Ainsi on peut eecrire un probeme de maximisation quadratique sous
la forme :
Max hQs,; Xig
e aXi 0 .
gi?flz ':F::'m (QP)

X11=1; X 255; rg(X)=1

La notation rg designant le rang d'une matrice. Ce probeme n'est pas convexea cause
de la contrainte de rang. En relachant la contrainte de rang, on obtient un probeme convexe
qui est le probeme dual de (Shor).

Max hQs,; XiF
sc Qs ;Xig O
8i=1;:::;m (ShorD)

X]_l:l; X 2 S:i-+1

Si (ShorD) admet une matrice positive strictement ealisable i.e. X 2 SJ* telle que
Qs ; Xig < 0 pour tout i = f1;:::;mg et X171 = 1, alors les valeurs de (ShorD) et (Shor)
concident.

Qualie de la relaxation SDP

Les travaux detudes sur la qualie de la relaxation (ShorD) pour des probemes quadra-
tiques ontet inites par le travail de Goemans et Williamson [GW95]. Leur motivationetait
tout autre puisque Goemans et Williamson souhaitaient garantir une solution ealisable du
probeme de coupe maximale MAXCUT ) pas tropeloigree de la solution optimale. Goe-
mans et Williamson ont exprime le probeme de la coupe maximale comme un probeme
gquadratique en nombre entier. Le probeme quadratique a une structure particulere : m = d,
les matricesA¢, sont de la formeé (¢')T a1 € cesigne la base canonique d&®Y, by, = by, =0,
o, = 1letAs, 2 Sj, sesebments hors diagonauxetant strictement regatifs et la somme
de chaque ligne est nulle. Goemans et Williamson prouvent gracea des arguments de type
stochastiques que, pour ce probeme particulier,

Val(ShorD) Val(QP) (0:8781) Val(ShorD) :

138



6.1. OPTIMISATION QUADRATIQUE

Dans [Ye99a], Ye s'ineresse aux probemes de maximisation (QP) homogereiges c'esta-
dire lorsque la fonction objective q satisfait q( x ) = 2g(x) pour 2 R et avec contraintes
de bote : de la formex 2 [ 1;1]% La classe des probemes quadratiques homogereies avec
contraintes de bote contient egalement les probemes dont la fonction objective est de la
forme x" Qx + b'x puisqu'il su t d'ajouter une variable t2 [ 1;1] pour le rendre homogene
(prendre x ' Qx + tb" x comme fonction objective). En reprenant notre notation, les conditions
du probeme sont les suivantes : les matricesAs, ont pour entee 1 pour la coordonree (i;i)
et O ailleurs,bx, = bx, =0, ¢, =0, ¢, = 1 etenn la matrice A¢, est synetrique ince nie
ou syrretrique semick nie positive. Ye montre alors que :

Val(ShorD) Val(QPY (=2)Val(ShorD) :

Dans [Ye99Db], Ye montre que ce esultat demeure vrai si on ajoute des contraintes degalies
quadratiques. Par ailleurs, Ye dans [Ye99a, Ye99b] utilisent des techniques developpees par
Nesterov cecrites dans [Nes97, Nes98].

Egalie entre probéme quadratique et relaxation SDP

Une deuxeme classe de travaux ineressante est letude des probemes quadratiques qui
se esolvent de manere exacte par la relaxation SDP (ShorD). On peut citer notamment le
travail de Zhang [Zha00]. Zhang s'ineressea des probemes de maximisation quadratique avec

Zhang [Zha00, Theorem 2] montre que, lorsque tous les termes hors diagonale de la matrice
Qs, sont positifs ou nuls alors Val(QP) = Val( ShorD). Dans le [Zha00, Theorem 4], Zhang
etend son peedent esultat aux matrices Qg, telles qu'il existe 2 f 1, 1g%*! satisfaisant
Qro(i;j) i j O pourtouti;j,i 6 j (Zhang appelle cette condition, la condition dealmost
OD-nonnegative). Par ailleurs, Zhang montre qu'on peut calculer des solutions optimales
de QPa partir des solutions optimales de (ShorD).

Kim et Kojima [KKO3] ont etendu le travail de Zhang en montrant que Val( QP) =
Val(ShorD) demeure vrai tes que toutes les matrices des contrainte€);, et Q;, ont des
ekments hors diagonale positifs ou nuls, ou ces que la famille des Qx, )i=f1.;mq \erie une
condition almost OD-nonnegative uniforme.

Plusieurs travaux [Mor93, SW95, BTT96, Pol98] font mention du cas particulier des
probemes quadratigues avec une unique contrainte (i.em = 1) : s'il existe 0 tel que
A, Ag, 2 s¢ alors Val(QP) = Val( ShorD). Beck a gererali® ce esultat aux probemes
gquadratigues matricielseels dans [Bec07] puis, dans [Bec09] aux probemegjuadratiques ma-
triciels complexes.

Optimisation sur le cOne du second ordre et relaxation de probémes quadratiques

Il existe un autre type de relaxation appek optimisation sur le céne du second ordré.
Cette cenomination fait ekrence au cbne de Lorentz, c'esta-dire, le cone ck ni par f(x;t) 2
RY R, jkxk tg. L'optimisation sur le cone du second ordre consistea contraindre les
variables du probemea appartenira un cébne de Lorentz pour une certaine dimension. Pour

2. Traduction literale du groupe de mots anglais Second Ordrer Cone Programming.

139



CHAPITRE 6. CONFIGURATIONS QUADRATIQUES ET RELAXATION DE SHOR

plus de cetails sur la relaxation de probkmes quadratiques par des probemes du second ordre,
le lecteur peut consulter [KK0O, KKO03].

6.2 Con gurations quadratiques en interpetation abstraite

Dans cette section, nous nous ineressonsa des con gurations quadratique® nies. Les
probemes d'optimisation que nous rencontrerons au cours de cette section seront des prob-
emes d'optimisation avec un nombre ni de contraintes. Nous utiliserons donc la dualie
lagrangienne classique ai le crochet de dualie est donre par le produit scalaire usuel des
espaces vectoriels nis. La sous-section 6.2.1 porte sur la fonction €mantique relactee dans le
cas particulier des fonctions de base quadratiques, la sous-section 6.2.2 decrit I'ieration sur
les politiques dans ce cadre.

6.2.1 Fonction £mantique relaclee dans les con gurations quadratiques

Dans toute cette section, nous supposons que les a ectations sont des applications quadra-
tigues ou anes et les tests sont des fonctions quadratiques ou a nes. Une a ectation T
possde des coordonreed; de la forme :

X7V XTAX+ B x+ ¢
al A; sont des matrices de tailled d, by sont des vecteurs deRY et ¢ sont des scalaires Nous

autorisons les tests quadratiques, c'esta-dire de laformec 2 fy 2 RYjyTA%Y+yT P+ ¢ 0g.

I nition 6.1 (  Con gurations quadratiques )
L'ensemble des fonctions de basie est une con guration quadratique si P est un ensemble
ni de formes quadratiques.

Le but de cette section est d'adapter la relaxation de Shor pour des calculs d'invariants
nuneriques non polyedriques. On s'ineresse a des con gurations quadratiques compatibles
avec l'arithrretique du programme analys. Plus particulerement, pour des programmesecrits
en arithnmetique quadratique, nous utilisons une con guration lireaire et pour des programmes
ecrits en arithnetique a ne, nous utilisons une con guration quadratique.

Pour i 2 A I, on note l'aectation T; du programme (interne a une boucle ou un
branchement conditionnel sii 2 I) ou simple (sii 2 A). On admet I'hypottese suivante :

8i 2 A[ I; p T, estune fonction quadratique pour toutp2 P : (HQ)

Comme pour les gabarits lireaires de Sankaranarayanan et al [SSMO05], trouver automatique-
ment la con guration quadratiquea consicerer pour analyser un programme le plus pecise-
ment possible est une question ouverte.
I nition 6.2 (  Fonction de Lyapunov pour les sysemes lineaires discrets )

Soit un syseme lireaire en temps discretu(t +1)  A(u(t)). Une fonction de la forme
x 7! xTQx a1 Q est une matrice ce nie positive est une fonction de Lyapunov du syseme
ssi, il existe un eel 2]0; 1] tel que :

ATQA Q

est une matrice e nie regative
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Nous savons que si un syseme lireaire en temps discret est convergeant alors il existe
une fonction de Lyapunov quadratique positive. Il existe des travaux et des algorithmes pour
calculer nurreriquement une fonction de Lyapunov pour des sysemes lireaires discrets [Bar77,
For91, BEGFB94, Sim96]. Nous proposons d'utiliser une fonction de Lyapunov ainsi que
des contraintes de types botes du types«; 7! xiz (quadratiques homogenes) oux; 7! X
(intervalles classiques).

Exemple 6.1 (Rotation en dimension d)

On va \eri er grace aux con gurations quadratiques que la sphere unie est invariante par
rotation. Posons S = fx 2 RY j kxk = 1g et soit A une matrice orthogonale ATA = AAT =
Id) de taille d d. Consicerons le programme de la gure 6.1 :

assume x in S;[1]
y=AX; [2]

Figure 6.1 { Programme simulant une rotation

On poseP = fx 7! k xk?x 7! kxk?g. La con guration P est une con guration quadra-
tique.

Exemple 6.2 (Oscillateur harmonique)

On s'ineresse a un oscillateur harmonique de la formemx + cx + kx = 0 °. En notant v
la vitesse, la discetisation du syseme en temps par un sctema d'Euler conduit au syseme
discret :

Vh v+ h( (k=m)x (c=m)v)
Xp = X+ hv

al h est le pas de discetisation.

Pour simpli er les calculs, nous prenonsa titre d'exemple m = ¢ = k = 1. Pourevaluer
la trajectoire du syseme dans l'espace des phases, nous proposons une impementation du
sctema discetiea la gure 6.2.

assume x in [0,1];
assume v in [0,1];
h=0.01;
while (true) f [2]
W=V,
v=v (1 h) hx;
x =xth w; [3] ¢

Figure 6.2 { Impementation de la discetisation de I'oscillateur harmonique de I'exemple 6.2

3. Pour rappel, m 6 0 est la masse, c le coe cient de frottement et k la constante de raideur. L'aceération
est repesenee par %, la vitesse par x_et la position par x
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En utilisant des techniques classiques comme l'interpetation abstraite sur le domaine sur
les polyedres, nous ne pouvons pas montrer que les valeurs des variables du programme sont
borrees. Par exemple, en utilisant Interproc*, nous trouvons au point de controle [2] que
h = 0:01 et donc aucune information sur les variablex et v. On sait que le syseme discetie
admet une fonction de Lyapunov, par exemple la fonction X; v) :7! L(x;v) = 3vZ+ x2+2xv.
Ceci assure la stabilie du sctema et donc la nitude des valeurs dex et v.

Nous allons utiliser les techniques ceveloppees dans le chapitre 5 pour prouver que les
valeurs des variables de l'impkmentation sont borrees.

Nous prenons comme fonction de baspy : (x;V) 7! X2, py : (x;Vv) 7! v? et p_ : (x;Vv) 7!
3v? +2x°+2xv, la con guration P = fpy;py;pLg forme ainsi une con guration quadratique.

Exemple 6.3 (Un simple programme simulant un syseme non convergeant)
On s'ineressea un programme contenant une bouclewhile et test non trivial. Ce programme
est cecrit par la gure 6.3.

i =0;
j=0;[1]
while [2](i<=42)f
i=i+1;
j=i+i s [3]
g

Figure 6.3 { Un programme simple avec une boucle et un test

On cherche a prouver, en utilisant l'ieration sur les politiques pour les con gurations

. . i(i +1) . . .
quadratiques, quej 5 Par congqguent, nous introduisons la con guration quadra-
-
tique P = f(i;j ) 7! |(|21)+jg.

Dans le chapitre 5, nous avons cecrit la fonction £mantique relachkeea partir d'un crochet
de dualie. Dans ce chapitre, nous nous ineressons aux con gurations quadratiques donc par
b nition, le nombre de fonctions de base est ni. Nous utilisons, par conequent, la dualie
dans le cas ni. L'espace des vecteurs duaux s'identi e aux vecteurs d&" et le cone dual
s'identi e aux vecteurs positifs de RY . Concernant les probemes de domy-(5)) et dom(v-(p)
evoqtes dans le chapitre 5, on peut s'en a ranchir en posant pour 2 RY  (p) = 0 pour tout
p Zdom(v:(5)) (ou dom(v: ;). De plus, nous pouvons conserver la méme dualie tout au long
de l'algorithme. On notera simplement FR pour la fonction smantique relactee.

La fonction mantique relaclee des constantes et des unions n'est pas modiee par rap-
port au chapitre 5. La fonction smantique relactee d'une constante correspondaC au
C est un sous-ensemble d&Y. La fonction ®mantique relactee d'une union correspond au
supremum des deux fonctions coordonrees apparaissant dans l'union. Nous reck nissons la
fonction £mantique relachee pour les a ectations et les intersections. Celles-ci sont identiques
aux fonctions mantiques relactees du chapitre 5 excepe que I'on consicere la dualie dans
le cas ni, c'esta-dire que nous consiceronsR” que nous dualisons avec lui-méme.

4. http://pop-art.inrialpes.fr/~bjeannet/bjeannet-forge/interproc/index.html
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x nition 6.3 (  Fonction €mantique rel&ckee dans une con guration quadratique

Soit a2 A. La coordonree de la fonction mantique relacreeFR \erie :

X
FX(v) = inf  superx + (@(v@ (@ ax))

Soiti 2 I. La coordonree de la fonction £mantique relacheeF{R \erie:

X
FE(v) = inf_ supery + @@ ax) r(x)
2RP d
+ X2R
2R, a2pP

Exemple 6.4 (Suite de I'exemple 6.1)
Nous rappelons que la matriceA est orthogonale et que la con guration utilise est la suivante

P=fp,:x 7"k xK?; p2 i X 7! kxkzg. La fonction smantique abstraite du programme de
I'exemple 6.1 est la fonction :

Fdv) = ( 11)
F2l(v) = sup eax
X2V3

La fonction £mantique relactee est la fonction :

( 11

inf (Po)vi(p1) + (P)vi(p2) + sup eax + (P)x X  (p2)x X
(p1); (p2); O x2 Rd

FR (V)
F (V)

A la premere coordonree, le vecteur ( 1;1) designe la fonction qui vaut -1 pour p= x 7!
k xk? et 1 pourp= x 7! k xKk>.

Exemple 6.5 (Suite de I'exemple 6.2)
Soit A la matrice :

1 0:.01
0:01 099

Nous rappelons que les fonctions de base sopg : (x;Vv) 7! x2, py : (x;v) 7! vZetp, : (x;v) 7!
3v2+2x2%+2xv, etdonc la con guration est P = fpy; py; pLg. La fonction £mantique abstraite
du programme de I'exemple 6.2 est la fonction :

Flv) = (1:17)

Fl(v) = (Vi[ v3)

Fsl(v) = sup ea
X2V3

La fonction £mantique relactee est la fonction :

FR(v) = (1:1,7)

FZ(v) = SUP{V1; V)

FS(v) = . sup (PV2(p)  P(X) + eax
px); (Pv); (PL) OyoRd D2f Px:PyPL g

143



CHAPITRE 6. CONFIGURATIONS QUADRATIQUES ET RELAXATION DE SHOR

Le vecteur (1;1;7) designe la fonction qui vaut 1 sip= px, L sipyet7sip= p..
Les matrices :

10, .00 _ 21
00’01 1 3

ont des coe cients hors diagonaux sont positifs ou nuls de plus, un simple calcul montre que
les matrices :

1 0:01 00 1 0:.01

10 10 00
00 001099 0O0'O01l 001l 099 O 1

et

21 1 001 2 1 .
1 3 001 099 1 3°

ontegalement des coe cients hors diagonaux positifs ou nuls.

On conclut en utilisant les esultats de Kim et Kojima [KKO03], que F3!(v) concide avec
F3R (v) es qu'il existe une matrice X ¢k nie positive telle que : X171 =1 et

1
va(px) 0 O
0 1 A Xig<oO
0 00
1
v2(py) O O
0 0 A:Xig<0
0 01
1
vo(p) 0 O
0 2 1A Xig<0
0 1 3

Cette condition permet d'assurer que ValShorD) et F?,R (v) sontegales et les esultats de Kim
et Kojima assurent que Val(ShorD) et F3! sontegales. Par exemple, sia(px) > 0, va(py) > O
et vo(pL) > 3, la fonction £mantique abstraite concide avec la fonction mantique relacree

puisqu'en posant = min fva(px); va2(pv); \/2(IOL72)3
diagonale est (1 ; ) satisfait les conditions.

g > 0, la matrice diagonale X dont la

Exemple 6.6 (Suite de I'exemple 6.3)

Pour I'exemple 6.3, nous introduisons la matrice suivante :T = 1 1 et nous posons
b" = (1;1). Dans cet exemple, nous avons consicee la con guration munie d'une unique
: . i(i+1) . . . :
fonction: P= f(i;j) 7! ( > ) +j g. La fonction ®mantique abstraite F! du programme 6.3
est la fonction suivante :
Fidv) = 0
Fl(v) = (Vil v3)
Fsl(v) = sup ergjyrep
(i3 )2v5
i 42
La fonction £mantique relactee est la fonction :
FR(v) = 0
Fo(v) = sup(v1; V3)
FR(V) = inf vo sup ergjyrep+42 i+ p(ij)
? (i )2R?
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La P-enveloppe convexe skvalue par dualie et nous notons poumw 2 ﬁp, R-vexp(w) la
relactee de P-enveloppe convexe.

I nition 6.4 (P -enveloppe convexe dans une con guration quadratique )

Soitw 2 R'. La P-enveloppe convexe relactee dev, R-vexp(w), est ¢ nie par :

X
R-vexp(w) = inf supex + (@(w(a) q(x))
ZRE x2 Rd 2P

Nous commercons par remarquer que les fonction¥, et V; de la propree 5.1 sont
simplesa calculer dans le cas des con gurations quadratiques puisqu'il s'agit d'un probeme
quadratique non contraint. Pour le calcul de cette fonction il su t detudier la matrice assocee
a une certaine forme quadratique que nous introduirons plus loin. La solution du probeme
quadratique induit par les fonctions V, et V; est cecrit par la proposition 6.1.

Nous associons,a toute fonction de bas@ 2 P, sa matrice synetrique A, et son vecteur
by. Soit une a ectation T de matrice A et de vecteurb. Si I'a ectation n'est pas une ogeration
interne de boucle ou de branchement conditionnel alors, pour 2 R et une fonction de base

p2 P on pose : X
Ap( )= ApT (DAg;
WP
Bp( )= (o)by;
g2P
GG )=¢6rT

Supposons maintenant que l'a ectation provienne d'une boucle ou d'un branchement con-
ditionnel et supposons que le test est une fonctiox 7! xT Ax + b’ x + c alors pour 2 RY,
2 R: une fonction de basep 2 P on pose :

X
Ap(; )=Apr (QAq A
2P
Bp(; )=hpr (b  ib;
g2P
G(; )=cT cC:

Dans le cadre des con gurations quadratiques, la fonctiorlV est ¢ nie par :

Va( (P = 7 supxTAp( )x+ By( )'x+ G )
Vi (@) = 7 supxTAp(; )X+ Bp(i )X+ G(: )

Pour rappel, la cecomposition en valeurs singuleres d'une matrice non nulleA est la ma-
trice U V' a1 estla matrice diagonale des racines carees des valeurs propres de la matrice
synetrique positive AAT ordonrees de manere cecroissante etU, V sont respectivement la
matrice orthogonale des vecteurs propres dAA T et la matrice orthogonale des vecteurs pro-
pres deAT A. La decomposition en valeurs singuleres permet de ck nir la pseudo-inverse (ou
inverse de Moore-Penrose) d'une matricé\. La pseudo-inverse d'une matrice non nulleA est
noee AY et est ck nie comme la matrice :

1o

Vv u'

0
0
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a ! est linverses de la matrice diagonale valeurs propres non nulles deA T ordonrees
de manere cecroissante. La pseudo-inverse de la matrice nulle est la matrice nulle.

Proposition 6.1 ( Supremum d'une forme quadratique )
Le calcul des fonctionsV, et V¢ est facile puisque :

1. Si 2RF werie Ap( ) OetBy( )2 Im(Ap( )) alors :

[Va( )l (p) = %Bp( )TAp( )Bp( )+ G( ):
2.Si(; )2RY Ry erie Ap(; ) OetBp(; )2Im(Ap(; )) alors:
ve(; Il(p) = %Bp(; )T AR )Bo(c )+ G(5 )

3. Pour tout 2 RY tel que Ap( ) 2S, ouBp( ) 2Im(A( )) et pourtout (; )2
RY R tel que Ap(; )ZS, ouBp(; )ZIm(Ap(; ) alors:

Va()I(R) =[Vi(; Jl(p=+1

Cemonstration
Une cemonstration de ce esultat peut étre trouvee dans [BV04, Section 4.2.3].

De plus, par la propree 5.1, on peutegalementecrire la fonction mantique relacree
comme I'in mum de fonctions a nes sur RF.

Lemme 6.1 ( Fonction £mantique relaclee )

Pour tout a2 A, pour tout v 2 (ﬁp)”, ona:

X
FR)= inf (V@ P+ Va( )
2Ry p2P

Pour tout {2 A, pour tout v 2 (ﬁp)”, ona:

X
FR(v) = inf Ve + Vy(;
) GO R PV + Vi(; )

Soit une fonction de basep 2 P, on rappelle quep est de la formexTApx + b'prx. On
rappelle qua une forme quadratique f , on associeM (f ) la matrice & nie par :

Cr (1=2)bf
(1=2)x As

On introduitegalement la matrice, pour y eel, la matrice N (y) ¢ nie par N(y) vaut y
sur I'entee (1;1) et 0 ailleurs.

Nous avons suppo® que les fonctionp T sont quadratigues quelque soit la fonction
de basep 2 P (hypotlese (HQ)). Ainsi, en utilisant la relaxation de Shor rappeke a la
section 6.1.2, on peutevaluer la fonction £mantique relactee en esolvant un probeme SDP.
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Proposition 6.2 ( Calcul de la fonction €mantique rel&ckee pour les a ectations )

Soienta2 Aetp2 P. Soitv 2 (ﬁp)n tel quev.(y > 1 etdom(v-(5) 6 ;. La fonction
emantique relactee [FR (v)](p) pour la coordonree a, au vecteur v et pour la fonction de
basep sevalue en esolvant le probeme d'optimisation :

Min
X

sc M T)+N( )+ (D[N (v@(@)) M(@] O
g2dom(v-(a))

(@ 08qg2dom(v(y); (=0 8q¢°2 dom(v(z) 2R

Puisque le calcul de laP-enveloppe convexe est un cas particulier d'a ectation, on peut
evaluer celle-ci par la relaxation de Shor et on obtient le esultat suivant :

Corollaire 6.1 ( Calcul de la P-enveloppe convexe relaclee )

Soitw 2 R tel quew(p) > 1 pourtout p2 P etdom(w) 6 ;. Soit p2 P, on peut
calculer la P-enveloppe convexe relactee que nous notons i& - vexp(w) par le programme
SDP suivant :

Min

X
sc  M(p+N( )+ (QIN(V(g(a)) M(q] O
g2dom(v: (a))

(9 08qg2 dom(w); (¢9=0 8q°2 dom(w) 2 R

La fonction mantique relachee pour intersection sevalueegalement gracea la relaxation
de Shor. On ajoute uniguement une matriceM (r) ou r est la fonction quadratique c nissant
le test ainsi qu'un multiplicateur  assocea la contrainte r(x) 0.

Proposition 6.3 ( Calcul de la fonction ®mantique reldclee pour les intersections )

Soient{2 l etp2 P. Soitv 2 (ﬁp)n tel que v.p) > 1 et dom(v:p) 6 ;. La fonction
emantique relactee [FX (v)](p) pour la coordonree i, au vecteur v et pour la fonction de

basep sevalue en esolvant le probeme d'optimisation :
Min
X

sc M(p T)+ N( )+ (@DIN(vp(@) M(@] M () O
g2dom(v-(p)

(@ 08qg2dom(vp); (D=0 2dom(v ) 2R:; 2R

On peut reanmoins soulever le probeme de ealisabilie du probeme SDP de la proposi-
tion 6.2 lorsque l'a ectation T est quadratique et les fonctions de bas@ 2 P sont lireaires.
Les matricesN (v-(5(g)) M (g) n'in uence pas la partie purement quadratique de la somme
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de matrices :

X
M(p T)+ N( )+ (QIN (v (@) M ()]
g2dom(v-(a))

qui uniguement contenue dans la matriceM (p T), il faut donc trouver une con guration P
telle que tout p2 P, M (p T) soit une matrice semi-ck nie regative.

Exemple 6.7 (A ectation non-lireaire)
Nous consicerons le programmeecrit en arithnetique quadratique de la gure 6.4.

x =[0,10];

y = 1; [1]
Xn = 3 X XVYYVY;
yn =y yx X;
X =xn[2] ¢

Figure 6.4 { Un simple programmeecrit en arithnetique polynomiale

Nous nous ineressonsa la con guration suivante P = fp;; p2g, avecpy : (X;y) 7! x+y

etp2:(x;y) 7! x y.Nous ¢ nissons la fonction T par :
. o XY
(Xy) ' T(x;y) = V2 + X2

ce qui est I'a ectation non-lireaire du programme 6.4. On voit facilement au point de controle
[1]quex+y 1letquex y 9. Lafonction £mantique abstraite est, pourv 2 (ﬁp)2 et
P1:

[Fd(WI(p) =119

F2(WMI(py) = sup  (pr TX(xY)
(xy)2(v1)?

et pour p; :

[Fd(W)(p2) =99

[F2(WI(p2) = sup  (p2 TH(x%;y)
(xy)2(v1)?
Par ailleurs, par un calcul simple, on ceduit qu'au point de contréle [2], xn + yn =
2x%2  2y?. On obtient ainsi la fonction £mantique au point de contrble 2, toujours pour
v 2 (R )“ et pour la fonction de basep; prend la valeur suivante :

X X
ntoosp T @w@r(6y) ¢ G 0T @aky)  (63)
8G2P o UV)2R" gzp q2P
En introduisant les matrices suivantes :
0 1 0 1
0O 05 05 0O 05 05
M(p)= @5 0 O0A; M(p)=@05 0 0A;
05 0 O 05 0 0
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0 1
0O 0 O

etM(pr T)= @ 2 0A
0 O 2

on peut eecrire (6.3) comme le probeme SDP de lequation (6.4) :
X
[F3 (W)I(p1) = I\{Ig)n , StMp T+ N( D+ ([N (wr(q)) M(a)] 0 (6.4)
8p2P azp

2R

Finalement en utilisant une impementation Matlab °, Yalmip [Le04] and SeDuMi[Stu99],
nous trouvons au point de contréle 2, FZR (W)](p1) = 32018 09' 0 ce qui signie, qu'au
point de contréle [2], x y et de FR(W)](p2) = 1:0398 09' 0, on ckduit qu'au point
de controle [2],x  y. L'invariant troue f(x;y) 2 R?j x y;X  yg est un ensemble
non borre. On peut cependant retrouver un ensemble borre en calculant l'invariant gracea
l'arithmetique par intervalles puis de prendre les intersections des deux invariants.

Dans le cas des intersections, la contrainte induite par le test peut assurer la ealisabilie
du probeme du probeme SDP de la proposition 6.3, c'esta-dire, I'existence d'un eel positif
et d'une fonction telle que la somme de matrices :

X
M T)+ N( )+ (AN (V@) M@ M (r)

g2dom(v- (py)

Soit semi-ck nie regative.

Exemple 6.8 (A ectation et test quadratiques)
Consicerons le programme de la gure 6.5ecrit en arithnetique polynomiale.

x = [0,10];
y = 1;
u= 0; [1]
if (y ytx x 2<=0)f
U=x;
X=3 Yy,
y =u 1;[2]
g

Figure 6.5 { Un progamme simpleecrit en arithrretique polynomiale

Nous introduisons la fonction quadratiquer : (x;y) 7! y?+ x?> 2 qui repesente. Nous
ek nissons la fonction T par :

2

N T Ty = oY

5. Matlab est une marque cepoee de the MathWorks,Inc.
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Cette fonction repesente I'a ectation du programme de la gure 6.5. Nous consicerons
le domaine des intervalles P = fx; x;y; ygal x:(Xy) 7! X,y : (X;y) 7! y. LA fonction

£mantique abstraite, pour une fonction w 2 (ﬁp)2 et p2 P est e nie par :

FdWIp) = fx(xy) 10, x(xy) Oy(xy) 1L y(xy)  1g (p)
[F2!(W)I(p) = sup p(T(x;y))

(xy)2wy

r(xy) 0

La fonction mantique relaclee au point de contréle [2], pour w 2 (ﬁp)2 et pour la
fonction de basex est & nie par :

. X 0 0 X
inf  sup @wi@+(xy) 5 4, (x9)T (@aixy)+3 1 (xy) (6.5)
ég))zp (xy)2R? op P

R+

En prenant les matricesM (x), M ( x), M (y) et M (' y) de nies par :

0 1 0 1
0 05 0 0 0 05

M(x)= @5 0 0A;M(y)=@0 0 0A;
0 0 O 05 0 0

M(C x)= MK etM( y)= M(y) :

On consicereegalement les matrices suivantes :

0 1 0 1
2 00 30 0

M(r)=@0 1 OA; eeM(x T)= @ 0 O0A
0 01 00 1

on peut eecrire (6.5) comme le probeme SDP de lequation (6.6) :

X
[F2 (W)(x) = “{ls)n , SEMET+NCIL M)+ (D[N (wi(q)) M(a)] 0 (6.6)

8p2P q2P
2R,
2R

On trouve utilisanta nouveau, Yalmip, SeduMiet Matlab, [FzR (W)](x) = 2. Pour la borne
inErieure de "3 y?" nous trouvons [F2R (W)]( x) = 1. Pour la variable y au point de
controle [2], nous trouvons que FX(w)](y) = 3:4698& 09' 0 et que FR(W)]( y) = 1.
Nous remarquons que FEZR(W)](y) ' 0 ce qui signi e qu'au point de controble [2], les valeurs
de de 'x 1" sont plus petites ouegalesa 0. En e et, la relaxation de Shor cetecte que le
test est \erie ssi 1+ x?> 2 O ce qui estequivalenta x> 1 et par conequent 'x 1" est
majoe par 0.

On conclut cette sous-section par la treoeme suivant :

Tleoeme 6.1 ( Evaluation de la fonction £mantique rel&ctee )

On peutevaluer la fonction smantique relachee pour les a ectations et les intersections
ainsi que laP-enveloppe convexe en esolvant un probeme d'optimisation semi-de nie grac
a la relaxation de Shor.
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6.2.2 lerations sur les politiques dans les con gurations quadratiques

En utilisant le lemme 6.1, on peut montrer que la fonction £mantique relackee est crois-
sante dans le treillis complet @P)”. En e et, lorsque I'on xe des multiplicateurs de Lagrange,
la fonction v 7! F( ;v ) est croissante dans FP)” et donc la fonction mantique relactee est
I'in mum de fonctions croissantes, elle est donc croissante. Ces deux fonctions possdent donc
chacune un plus petit point xe. Par le theoeme de sur-approximation sare, le plus petit point
xe de FR majore le plus petit point xe de F1. Quand on restreint les fonctionsv 7! F( ;v )
sur (RP)" ces fonctions sont a nes et le plus petit point xe est la solution du probeme de
minimisation lireaire :

xd X
Minf vi(PiF(;v) vy
i=1 p2pP

Il restea bien choisir la politique initiale. Pour la ceterminer, deux conditions doivent étre
satisfaite :

1. Pour tout p2 P, pour tout a2 A, pourtout {21 :

[Va( 2(PDI(P) < +1 et [Vi( P(pDI(p) < +1

2. L'ensemble :
fv2 (R)"jF( %v) vg$;

Gracea la proposition 6.1, le premier point est \erie si A p( g(p)) 0 et By( g(p)) 2
Im(Ap( 2(P) et Ap( 2(p) 0 etBp( {(p) 2 IM(Ap( 3(p))). La condition d'appartenance
a l'image des matrices peut étre a ranchie si Ap( g(p)) et Ap( ?(p)) 0 sont & nie regative
(et donc inversibles). Le deuxeme point est plus di cilea \eri er nuneriquement et extraire
les politiques ° compatibles.

On peut e nir une ieration de Kleene puisque la fonction €mantique relachee est crois-
sante sur (ﬁp)”. La nmethode cecrite ici, corresponda unequivalent de la version theorique
classique de la nmethode de Kleene donree par l'algorithme 1.

Algorithme 6: leration de Kleene dans le domaine des sous-niveaux
vV0=2;
tant que FR(VX) 6 VX faire
Vk+1 — FR(Vk);
L k=k+1;

On peut utiliser I'ieration de Kleene pour & nir la politique initiale. En treorie, l'ieration

de Kleene 6 puisquev 7! FR(v) est croissante sur ﬁp)”, la suite (V€)x o converge vers le
plus petit point xe de FR lorsque FR est Scott-continue (voir treoeme de 2.2). Cependant
la convergence peut etre tes lente. On peutegalement & nir une technique d'acekration
simple pour sur-approximer le plus petit point xe de FR comme par exemple, apes un
certain nombre d'iterations et pendant quelques ierations, on peut arrondir par exe@s avec une
pecision decroissante (voir lelargissement [GPBGO08]). On peut eduire la perte de pecision
de l'invariant trouwe par l'ieration de Kleene aceke en prenantla  P-enveloppe convexe ou
au moins la relaxation de celle-ci juste apes la dernéere ieration. Pour trouver une politiqgue
initiale a l'ieration sur les politiques, on peut ierer l'algorithme de Kleene combirea une
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technique d'aceekration jusqua l'atteinte d'un post point xe v 2 (ﬁp)”. La con guration P
etant nie, on peut a aiblir la propree de wlection en la remplacant par la contrainte de
quali cation de Slater 5.8 qui nous permet de donner une condition simple d'existence d'une
politique telle que FR(v) = F( ;v ). Nous notonsFS, I'ensemble desebmentsv de (ﬁp)n
tels qu'il existe x 2 RY, Vi@ € > Oetil existey 2 RY tel que Vi € > 0etryy) <0
pour tout a2 A et {2 |. Ainsi si l'ieration de Kleene acekee fournit uneement v 2 FS
alors, il existe une politique ° qui determine une politique initiale.

Puisqu'on peut consicerer la méme dualie au cours de l'algorithme, on peut simpli er
I'algorithme sur les politiquesenon@ au chapitre 5. En consicerant uniquement l'algorithme 7.

Algorithme 7: lerations sur les politiques dans les con gurations nies

Choisir 92 telle que pour tout j 2 A[ I, ijo <+1;

Calculer pour tout j 2 A[ 1, Vi( 2) = f[V;( D)I(Dqzp;

Calculer le plus petit point xe v° dans (ﬁp)n deF( %)

Calculer w° = R-vexp(V°);

Evaluer F R (w0);

k =0;

tant que FR(wX) 6 wK faire

si wk 2FS alors

| retourner wX

sinon
Prendre ¥*! tel que FR(WX) = F( **1:wk);
Calculerj 2 A[ 1, Vi( ) = F[Vi( {)I(d)gqzp;
Calculer le plus petit point xe vk*1 dans ® )" de F( ¥*1:);
Calculer wk*! = R-vexp(vK*1);

Cet algorithme construit une suite decroissante de fonctionsvX :

Tleoeme 6.2
Les assertions suivantes sont vraies :

1. FReh e v =) FR) <v!.
2. La suite V' calcuke par Algorithm 7 est strictlement cecroissante.

Bemonstration

1. Soit | 2 N. Nous supposons qu'il existel > 0 tel que FR(V') 6 V', il existe ' telle
que, F (V') = V' et puisque FR =inf F , nous avonsFR(V') F '(v%) = V' et de
FR(V") 8 V!, nous concluons queR (V') <v'.

2. Nous prouvons le deuxeme point par ecurrencel 2 N. Nous supposons qud = 0
et que FR(v%) 6 V0 alors v° 2 FS sinon l'algorithme s'arréte. Il existe ! telle que
FRWY = F "(v9) < v° par la premere assertion. Par ailleurs, v! est le plus petit
ebmentde fv2 R jF '(v) vgda vi VO etpuisqueF ‘(v°) <v© nous concluons
que v! < vP. Le méme raisonnement s'appliqueav' <v' tetv' 2FS.
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Retour aux exemples

Nous illustrons lieration sur les politiques 7 sur les trois exemples exposes plus haut.
Commercons tout d'abord par montrer en analysant la simple a ectation que la rotation
peserve le cercle unie invariant.

Exemple 6.9 (Fin de I'exemple 6.1)
Nous voulons donc prouver que la sprere unit est invariante par rotation c'esta-dire A(S?) =
S! a1 A est une matrice orthogonale. Les inclusionsS?  A(S') et A(S!)  S! sont de
méme nature puisqueA est matrice orthogonale : (;y) 2 St =) (x;y) 2 A(SY) (
(AT(x;y) 2 St for (x;y) 2 SY), donc, montrer que St T(S?!) se ranene AT(S?) St Nous
ne prouvons queA(S!) St et nous utilisons la relaxation de Shor pour le prouver.

Nous reprenons a nouveau I'ensemble des fonctions quadratiqueB = fpi(x;y) 7! X
X; p2(x;y) 7' (x x)g. Au deuxeme point de contréle, nous avions :

[F2! (W)(p1) = A(VD)Y(p1) = supfpu(A(XY)) j pu(xy)  va(pa); pa(Xy)  vi(p2)g
[F2!(WI(p2) = A(VD)Y(p2) = supfpa(A(%Y)) i pr(xy)  va(p); pa(X;y)  vi(po)g

et

FR (V)
F& (V)

( 11
. (pu)vi(p1) +  (p2)vi(p2) + sggd eax + (P)(x x)  (P2)(x Xx)

inf
(p1); (pP2);

Comme il n'y a pas de boucle, il faut chosir une politique initiale ° telle que [Vo( 9)](p) <
+1 , pour tout p= py;p2. Ceci signi e que I'on doit choisir assoceea p; telle que :

sup Ax Ax+ (p)(x X)  (p2)(x X)< +1
x2Rd

et Yassocea p; telle que :

sup Ax Ax + Yp)(x x)  Yp)(x x) < +1
x2Rd

Comme A est orthogonale ceci estequivalenta :

sup X X+ (P X) (X ) < +1

et

sSupx X+ W(x x)  Apd(x x) < +1

Nous choisissons donc (p1) =1 et (p;)=0et Ypi1)=0et qp,) = 1. On trouve gracea
cette politique initiale, [V2( ©)](p) = 0 pour p = pi;p2. Nous devons maintenant esoudre le
programme lireaire suivant :

Minfvi(pa)+ va(p2)+ va(p)+ Vva(p2) | 1 vi(pa); 1 vi(pz); va(pr)  Va(p1); vi(pz)  Vva(p2)d

Ainsi on trouve vi(p1) = Vva(p1) = 1 etvi(p2) = va(p2) = 1.
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Nous introduisons les matrices suivantes :

M(pr A)= g O M A)= M(p A);

M(PD= o 0y etM(p)= M(py) :

Par la relaxation de Shor, le probkme (ShorD) nous donne lesegalies suivantes :

[F2 (VI(py) =

Min USL M@ A+ N( D+ (ONC D M)+ (IND M(p) 0
(p2) 0
2R

et

[F2 (VI(p2) =

('\;flli)no st. M(pz A)+ N( D+ (po)(N( 1) M(p))+ (P2)(N(1) M(p2) O
(p2) O
2R

On peut eecrire les deux programmes SDP comme suit :

o (p)+ (P2 0
FEWIp) = Min - st 0 d+ (p0ld  (pp)ld
(p2) O
2R
and M)+ (p2) 0
R o " P1)+ (P2
[F2* (V)](p2) = 'z/rIJIS 0 sit. 0 Id+ (p1) (p2)

(p2) O
2R

Pour esoudre ces probkemes, on pourrait appeler un solveur SDP, mais dans ce cas, il sut de
esoudre un syseme d'iregalies : tous leseements diagonaux elements doivent &tre regatifs,
par exemple, pour le premier probeme, cela implique 1 et puisque que I'on minimise
on obtient = 1. Finalement, on trouve vo(p1) = 1 and vy(p2) = 1 et nous avons prouve
que A(v])Y = vy et on conclut que la sprere unie S = fx 2 RY j kxk = 1g est invariante par
rotation.

Exemple 6.10 (Fin de I'exemple 6.2)
Nous rappelons que les fonctions de base sopf : (x;v) 7! x2, py : (x;v) 7! v etp_ : (x;v) 7!
3v2 +2x? + 2xv, et donc la con guration est P = fpy;py;pLg. On s'ineressea la troiseme
coordonree de la fonction £mantique relactee F R (v)](p), consicerons, par exemple,p = py,
on obtient : [F&(V)](px) =

X 1 () h=2

inf  sup (@w2(d) + (X V) h=2 h2  (p)

P (UL (V)T (6.7)
ZR+ (X;V)ZRZ 2P

En introduisant les matrices suivantes, nous pouvons kecrire (6.7) comme (6.8) :

0 1 0 1 0 1

00O 00O 0 0 O
M(p)=@ 1 0A;M()=@ 0 0A andM(px T)= @ 1 h=2A

00O 0 01 0 h=2 h?

154



6.2. CONFIGURATIONS QUADRATIQUES EN INTERERATION ABSTRAITE

X
[FE (W)I(px) = l\/lzigP st. M(px T)+ N ( 1)+ ([N (w2(q)) M(aq)] 0 (6.8)
oR 0= Px;PviPL
Pour initialiser I'ieration sur les politiques 7, nous devons choisir la politique °. Pour la
troiseme coordonree de FR, nous choisissons la politique :

2px)=(0;0;1); Ipy)=(0;0;1); 3(p)=(0;0;1) :

Cela consiste, pourp = py,a prendre (px) = (pv) =0et (p.) =1 dans (6.7). Par la
proposition 6.1 nous trouvons :

g\ _ , 1 h=2 1 7_
V3 * (Px) (x;SVUERz(X’V) heo 1 p2 3 V) =0

0 h2 2  h@ h 1 -
V, 3 = su X,V X;v) =0
3 () (X;V)QRZ( ) ha n 1 @ n?2 3 &V

Vai(p) = sup (xv)(TTLT  L)(xv)T =0
(x;v)2R2

La solution du probkeme de maximisation est nulle puisque les trois matrices sont ¢ nie
regatives. La troiseme matrice ATLA L est ce nie regative car L satisfait la condition de
Lyapunov pour le syseme lireaire discret (x;v) = A(x;V). Pour calculer le plus petit point
xe de F( % ), nous esolvons le programme lireaire suivant :

X X
min i(p)
i=1 p2pP
2(p)  3(px); 2(p)  s(pv); 2(p)  s(pL)
3(px)  2(px)s s(pv)  2(pv): 3(pL)  2(pL)
1 2(px); 1 2(pv); 7 2(pL)
1 a(px); 1 a(pv); 70 a(po)

Nous utiisons le solveur lireaire Linprog , et nous trouvons :

ud(px) = 1:0000 ud(px) = 7:0000 ud(px) = 7:0000
ud(py) = 1:0000 ud(py) = 7:0000 ud(py) = 7:0000
ud(pL) = 7:0000 ud(pL) = 7:0000 ud(pL) = 7:0000

L'approximation de la cléture de u®, R-vexp(u®) est donree par une impementation Matlab,
utilisant Yalmip et SeDuMiretourne le vecteurw? :

wl(px) = 1:0000 w(px) = 4:2000 wi(px) = 4:2000
wl(py) = 1:0000 wi(py) = 2:8000 wi(py) = 2:8000
wl(pL) = 7:0000 w(pL) = 7:0000 wi(pL) = 7:0000

En utilisanta nouveau Yalmip et le solveur SeDuMi nous trouvons quew n'est pas un point
xe de FR. Comme wd(py) > 0, w3(py) > 0 et wi(p ) > 3, F} concide avecF3!. Nous
trouvons une nouvelle politique et nous trouvons :
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fx2  4:2000; v2  2:8000; 2x%> +3vZ +2xv  7g

fx2 41723 v2 27724 2x2 +3v2+2xv 7
g
fx2  3:9386; v  2:5040; 2x2 +3Vv2 +2xv  7g

fx2 3:6079 vZ 2:3876 2x> +3v2+2xv  7g
fx? 35051 vZ 2:3353 2x2+3vZ+2xv  Tg
fx2  3:5000; v2 2:3333 2x2 +3v2+2xv  7g

Figure 6.6 { lerations successives de l'ieration sur les politiques au point de contréle 2.

3(px) = (0;0;0:596),  3(py) = (0;0;0:3961) 3(pL) = (0;0;0:9946) :

Finalement, apes 5 ierations nous trouvons l'invariant de boucle W; au point de controle
2 l'ensemble :

fx? 35000 v2 2:3333 2x°+3v2+2xv 79 :

Les dessins des ensembles successi@sa chaque ierations de l'ieration sur les politiques
sont ceritsa la gure 6.6.

Remarquons que puisquew! nal est un point xe de FR et puisque w3 (px) > 0,
w3 (py) > Oetws (p.) > 3alorsFR = F3l et doncw? est une fonction P-convexe et comme
w1 est une fonction P-convexe alorsw3 est une fonction P-convexe en tant que supremum
de fonctions P-convexes et nalementw?! est un point xe de F!.

Exemple 6.11 (Fin de I'exemple 6.3)
Nous rappelons que prenons la con guration munie d'une unique fonction P = f(i;j) 7!

i(i+1) . . . : . .
( > ) +j g. La fonction £mantique abstraite F! du programme 6.3 est la fonction suivante :
Fil(v) = 0
Fal(v) = (Vil v3)
Fal(v) = sup ergjyrsn
(i )2v3

i 42
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La fonction mantique relactee est la fonction :

FR(v) = 0
FR(v) = sup(V1; V3)
R - . . A
Fa(v) = inf vy sup ergjyript42 i+ p(i;j)
C 0 (ij)2re
10 T ) " _ _
aT= 11 et b' =(1;1). On cherche une politique initiale telle que :
sup =( (i+D(i+2)+ i(i+1)+1+ i+j] j + (42 i)<+1
(i )2R? 2
On voit que la fonction objectif est lireaire en j, pour que le sup soit ni, il faut que =1
et dans ce cas al cherche maintenant O tel que :
1, . . P . .
sup =( i 3i 2+i%+i)+1+ i+42 i< +1
(i )2R? 2
ce quiequivauta :
sup i 1+1+i+42 i< +1
(ij )2R?
On conclut que = 0. En prenant comme politique initiale =1 et = 0, on obtient

V3( ) =0 et donc nous devons esoudre :

V1 0
V2 V1
V2 V3
V3 V2

et on trouve nalement v; = v, = v3 = 0. Nous pourrions calculer la fonction mantique
relacteea l'aide de Shor mais l'algorithme s'arréte avec ce vecteur & puisque =l1let =0
fournit l'unique politique telle que V3( %) < +1 .

6.2.3 leration max-straegie dans le domaine des con gurations quadratiques

Gawlitza et Seidl [GS10] ont cevelopge leur technique de max-straegie ou d'ieration sur
les politiques ascendantes. Les fonctions que consicerent les auteurs sont des maxima d'un
nombre ni de fonctions concaves. Pour les a ectations et les tests, les auteurs ce nissent une
fonction smantique relackee qui est le dual de la relaxation de Shor. Les auteurs initialisent
leur algorithme avec la fonction identiquementegalea 1 . A chaque ieration, pour chaque
coordonree, ils slectionnent la fonction qui atteint le maximum et calculent le plus grand
point xe de la fonction assoceea cette slection. A la manere de l'ieration de Kleene, la
suite gereee par l'algorithme est une suite croissante dont tous les termes minorent le plus
petit point xe de FR, la limite de la suite est le plus petit point xe de FR. La limite est
atteinte en temps ni puisque le nombre de politiques est ni. Cependant aucun terme de la
suite gereee par l'algorithme ne fournit un invariant valide.

L'article soumis [GSA™ ] ecapitule les deux techniques d'ieration sur les politiques dans
les con gurations quadratiques.
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CHAPITRE [

CONCLUSION SUR LA PARTIE DOMAINES DES SOUS-NIVEAUX

Nous terminons la partie domaine nuneriques des sous-niveaux par un ecapitulatif des
esultats obtenus et par des extensions possibles du travail e ectie. Cette partie aet I'objet
d'une publication [AGG10] ainsi que d'une soumission [AGG]. Nous dcecoupons ce chapitre
de conclusion en deux sections, la section 7.1 qui rappelle les esultats pesenes dans cette
partie puis les perspectives dans la section 7.2.

7.1 Resune

7.1.1 Treillis des ensembles convexes abstraits et des fonctions convexes ab-
straites

Nous avons commena ce chapitre par la construction d'un domaine nunerique abstrait
ereral dont les eements sont des intersections de sous-nveaux de fonctions pelablement
»ees. Nous avons monte que ces ensemblesetaient uniquement caraceriges par les fonctions
qui ¢k nissent le niveaux. Nous avons monte que la paire dapplications entre I'ensemble
des applications sur les fonctions de base et les parties d@¥ forme une correspondance de
Galois. Nous avons donc par la suite consicee les treillis des parties d&? closes et ainsi que
les applications sur les fonctions de base closes. Lesekments clos decrits sont en ealie des
convexes abstraits. Nous avons propo% une gereralisation des travaux de Sankaranarayanan
et al [SSMO05] qui gereralisaient cep les travaux de Mire [Min04].

7.1.2 Construction de la fonction £mantique relactee par dualie

Dans ce chapitre, nous avons appliqe des techniques classiques d'optimisation sous con-
traintes, pour construire une fonction mantique relacree. En e et, chaque fonctionv 2 (ﬁp)n
sur les fonctions de bas 2 P & nissent une famille de probeme de maximisation. Puisque
le nombre de fonction de base n'est, a priori, pas » et que la con guration P ne dispose a
priori, pas de bonnes structures, la dualie peut varier au cours de l'analyse suivant le do-
maine des fonctionsv sur la con guration P. De plus, le probeme dual introduit posede
lui de bonnes structures et nous utilisons cette bonne structure pour determiner une borne
valide des valeurs prises par la fonction £mantique abstraite. Nous avonsegalement ceveloppe
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une nrethode d'ieration sur les politiques dynamique. La geonetrie de l'invariant chercle se
dessine pasa pas en choississant de plus en plus de fonctions de base.

7.1.3 Con gurations quadratiques en interpetation abstraite

Dans un deuxeme temps, nous sommes inereses aux con gurations quadratiques nies.
Dans ce cadre, nous avons utilie la relaxation de Shor pour calculer la fonction £mantique
relactee. Le point important est que la fonction £mantique dans ce cas se calcule en temps
polynomial en esolvant un probeme d'optimisation semi-de nie positive. Dans les exemples,
nous avons propos d'utiliser I'information d'une fonction de Lyapunov pour ceterminer un
invariant nurrerique sous la forme d'intersections d'ellipsedes.

7.2 Perspectives

7.2.1 Probéme de la politique initiale

Le probeme de trouver une heuristique pour trouver facilement des politiques initiales
est un probeme important. Nous avons vu gque trouver une politique initiale se ramenaita
trouver une politique dont le probeme d'optimisation lireaire qui permet de trouver le plus
petit point est ealisable. Dans le cas ai cette politique n'existe pas, il faudrait trouver une
condition simple pour le caraceriser. Lorsque les programmes contiennent simplement des
boucles, on peut initialiser I'algorithme d'ierations sur les politiques en consicerant unique-
ment l'information donree par une fonction de Lyapunov. En e et, lorsqu'on consicere les
con gurations quadratiques de la forme :

fX 7! Xi; La:x 7' X'LaX; L{:x 7! xTLyxg :

@ x7! x"Laxetx 7! xTL{x sont des fonctions de Lyapunov pour les a ectations aux points
de contrélea 2 A et {2 | la politique & nie par :

0 sig6 L,
1 sig=L,a

0 siq6 Ly

[ 2P0 = O GRS

semble fournir une politique initiale valide. Il faudrait pouvoir prouver ce esultat et & nir un
heuristique pour ceterminer des politiques initiales en fonction des types des con gurations
utiliees.

7.2.2 Con guration et arithmetique polynomiale

Nous n'avons pas trait les programmesa arithrretiques polynomiales dont les a ectations
et tests sont des polyndbmes multivares de dege superieurs a 2. Une technique classique
d'optimisation polynomiale est d'utiliser la programmation en sommes de cares’. Cependant,
la decomposition en sommes des cares est codteuse. Nous tenterons donc de developper une
approche par la programmation geonetriqgue ai I'on consicere des fonctions qui sont de la
somme deements de la forme :
X x52 g

1. traduction directe du terme "sum of squares" (SOS)
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al c > 0 et a sont des nombres eels. L'ensemble des fonctions de cette forme contient
I'ensemble des polynémesa coe cients positifs. Une arithrmetique fornee de ce type de fonc-
tions permet de consicerer les divisions de variables.

7.2.3 Fonctions de Lyapunov non quadratique et sysemes hybrides

Dans les exemples du chapitre 6, nous avons utili® des fonctions de Lyapunov quadra-
tiques. En e et, nous nous sommes ineresesa la condition de Lyapunov pour les sysemes
discrets et lireaires. Cependant, des travaux de Blanchini [Bla95] sur l'utilisation de fonctions
de Lyapunov non quadratiques pour les probemes de contréle robuste, pourraient gereraliser
notre approche. Par ailleurs, Johansson et Rantzer [JR98] ontetude la construction et le cal-
cul de fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux pour les sysemes hybrides. Cette
approche pourrait nous permettre d'analyser des sysemes hybrides.

7.2.4 Probéme de calculs garantis et ottants

Il existe des solveurs de programmes semi-de nis qui peuvent calculer des solutions garanties
comme par exemple VSDP [JCKO7]. De tels solveurs existent egalement pour l'optimisa-
tion lireaire comme [Kei05]. Cependant, notre algorithme et tous les calculs sont a priori
en aritrenretique exacte. Pour la programmation lineaire, on peut utiliser le fait qu'un pro-
gramme lineaire admet une solution dans le corps algebrique des donrees.

7.2.5 Convergence de l'ieration sur les politiques

Dans l'exemple 6.3, lieration sur les politiques s'arréte puisque les multiplicateurs de
Lagrange sont uniques. Une perspective de travail peut se diriger vers des conditions d'arrét
caraceriees par l'unicie des politiques. De plus, nous pouvons utiliser les esultats de "du-
alie forte" en optimisation pour assurer la convergence de l'algorithme d'ierations sur les
politiques.
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Troiseme partie

A la recherche du plus petit point
Xe






CHAPITRES

POINTS FIXES MINIMAUX D'APPLICATIONS
SEMIDIFF ERENTIABLES

L'algorithme d'ieration sur les politiques s'arréte sur un point xe qui n'est pas recessaire-
ment minimal. Dans ce chapitre, nous proposons de carackriser analytiquement le plus petit
point xe lorqu'il est ni. Dans [CGG * 05, Theorem 3], les auteurs ont monte que, dans le
cadre contractant au sens large, l'ieration sur les politiques s'arréte sur le plus petit point xe
si celui-ci n'est atteint que par une unique politique. Une question se pose immediatement :
gque se passe-t-il guand le point xe est communa plusieurs politiques ? Pour y epondre, nous
interpetons ce probeEme comme un probeme de minimisation. Un minimiseur d'une fonction
convexe se caracerise par un point ai la cerivee s'annule dans le cas dierentiable, un point
pour lequel le sous-dierentiel contient la forme lireaire nulle dans le cas convexe. Les fonc-
tions apparaissant en analyse statique ne sont ni cerivables ni sous-dierentiables en greral,
par congguent, nous utilisons une notion de dierentiablie plus faible, la semidierentiabi-
lie. Le probeme comporte une deuxeme contrainte : nous cherchons un point xe. Notre
nethode consistea deplacer notre probeme de point xe globala des probemes locaux sur
I'ensemble des points xes de la semidierentielle au point. Dans le cas lireaire, un probeme
de point xe devient un probeme de valeurs et vecteurs propres. Grace aux proprees de la
semidierentielle, nous pourrons obtenir un analogue non lireaire du rayon spectral. Une telle
approche s'inspire de I'approche d'Akian, Gaubert et Nussbaum pour des probemes d'unicie
de point xe en dimension in nie [AGN]. Nous commerconsa la section 8.1 par ¢ nir les
outils d'analyse non-lireaire qui nous permettront de caraceriser le plus petit point xe. Dans
la section 8.2, nous allonsenoncer les esultats de caracerisation du plus petit de point xe.
Enn,a la section 8.3, nous terminons ce chapitre en exposant les probemes calculatoires
de la caractrisation du plus petit point xe. Une partie des esultats a fait I'objet d'une
publication [AGGO08a].

8.1 Peliminaires

Dans cette section, nous cebutons par un exemple simple de programme pour lequel
l'initialisation de I' ierations sur les politiques par I'heuristique classique sur le domaine des
intervalles ne conduit pas au plus petit point xe. Puis nousenorcons un esultat d'existence
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de plus petit point xe nia la sous-section 8.1.1. Dans la sous-section 8.1.2, nous ¢ nissons
le rayon spectral non-lireaire et dans la sous-section 8.1.3, nous ¢ nissons les applications
semidierentielles.

Dans letude de la minimalie, on s'ineressera ici aux points xesa coordonrees nies, on
cherchera donc des points xes minimaux par rapporta l'ordre produit usuel de RY.

Meme dans les cas simples, le calcul de point xe par ieration sur les politiques ne permet
de garantir la minimalie du point xe d'une fonction £mantique abstraite d'analyse statique
par interpetation abstraite. Pour illustrer ces propos, nous introduisons un programme simple
a l'exemple 8.1.

Exemple 8.1
Nous utilions pour cet exemple, l'algorithme d'ieration sur les politigues dans le cadre des
intervalles. La politique initiale est choisie gracea I'heuristique classique.

x:=0; [1] F1(X)=[0;0]
while (x<=99)f [2] F%(X):[ sup(0; x5 ); inf(99; sup(G; x, + 1))]
x=1 x; [3] F%(X):[ (X3 1);1+x,]
g [4] FI(X)=[ inf( 100sup(0;x; 1));sup(0;x, +1)]

Figure 8.1 { Un simple programme a gauche eta droite, la fonction £mantique abstraite
assocee

Flx) = f0g
Fl(X) = [ 98099
FI(X) = [ 98099
FIX) = :

Figure 8.2 { Les ensembles invariantsa chaque point de contréle du programme de la gure 8.1

Le programme de la gure 8.1 simule une boucle in nie et la valeur de la variablex est
soit 0 soit 1. Cependant, l'ieration sur les politiques trouve au point de contréle 2, l'intervalle
[ 9899].

Soit un treillis complet L et soit une fonction f satisfaisant :
f=infff j 2 get8x2L;9 2 ;f(XxX)=1f (x):

Deux treoemes sur la minimalie d'un point xe avaienteeenones dans l'article [CGG ¥ 05].
Le premier esultat [CGG * 05, Theorem 1] permet de caraceriser Ifpf ) comme le minimum
des Ifp(f ) :
Ifp(f)=minflfp(f )j 2 g: (8.1)

Ce esultat indigue que I'on pourrait calculer le plus petit point xe de f en calculant les
plus petits points xes des fonctions f . Bien evidemment, cette nethode de calcul n'est
pas robuste et peut exploser lorsque le nombre de politigues augmente. Le deuxeme esul-
tat [CGG * 05, Theorem 3] a rme que, dans le cas des applications contractantes au sens large
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(nous reviendrons sur cette ¢ nition plus tard), si l'ieration sur les politiques termine sur
un point xe ni X et s'il existe une unique fonctionf telle quef (x) = f (x) alors x est le
plus petit point xe de f.

8.1.1 Existence de solutions nies

Dans tout ce chapitre, nous munissons, sauf mention du contraireRY de la topologie
usuelle ainsi que de l'ordre usuel suRY. Dans cette SOuUS-Section, NoUsS nous ineressons aux
. . =d_ =d . . o . .
fonctions croissanted : R™ 7! R qui ont un plus petit point xe ni, c'esta-dire aux fonctions
. . =d . . .
croissantesf telles que inff'v 2 R" j f(v) vg 2 RY. On vaetablir, a titre d'exemple, un
criere d'existence d'un plus petit point xe ni.

Proposition 8.1 ( Existence de plus petit point xe )

R? 71 R? croissante. Notons,? le plus petiteement de = Supposons

Supposonsf
de plus :

1. 9k 2 N; fX(?) 2 RY;
2. 9w 2 RY tel que (f *(w))x o est borree dansRY;
3. f est continue surRY.

Alors Ifp(f) 2 RY.

Bemonstration
Soit w 2 RY tel que (f X(w))x o soit borree et posonsz = lim inf fX(w) = Jim - inf f ™ (w).
'+ b+ m

Le vecteurz 2 RY et par continuie de f, on af (z) = I(Ilim . f( infkf M (w)) puis par croissance
o+ m

def,onaf(z) lim inf f™(w)= z. Comme? zetf estcroissantef¥(?) z.On
k! +1 m k+1

cbduit du fait que ?  f(?)etf(z) z I'ensemble :
L=fy2RYjfk(?) y zg

est un treillis complet invariant par f et donc f possde un plus petit point xe u dansL.
On conclut que u est le plus petit point xe de f tel quef¥(?) u et comme tout point xe

vdef dansR’ satisfait f K(?) v alorsu est le plus petit point xe de f dans R et donc
lfp(f) 2 RY.

Le treoeme de Tarski 2.1 donne une icee du calcul de point xe : on sait qu'il faut
consicerer 'ensemble deg x 2 R° jf(X) xgdesquef estcroissante. Il sutdonc de trouver
une fonction g telle que g(xo) g(y) pour tout y 2 fx 2 RYjf(x) xgimplique que xo est
le plus petit point xe de f. On peut donc consicerer une fonction g strictement croissante
sur RY. Par exemple, la fonction quia un vecteur associe la somme de ses coordonrees est
une fonction qui \eri e cette propree.

Tleoeme 8.1 ( Plus petit point xe ni et optimisation )

Soit f : R® 71 R® une fonction croissante telle que Ifpf) 2 RY. Soit g une fonction
strictement croissante surRY. Alors Ifp(f ) est 'unique solution du probeme d'optimisation :

Min g(x) sic f(x) xx2RY
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Bemonstration

On posex = Ifp( f). Le vecteur x est clairement une solution ealisable. Soitx 2 RY ealisable.
Par le treoeme de Tarski, X X puis par croissance dey, g(x) g(x). La stricte croissance
de g implique l'unicie de la solution.

Le treoeme 8.1, donne un moyen tteorique de calculer un plus petit point xe lorsque
celui-ci est ni. Ce moyen est e cace quand chaque coordonree dd est une fonction convexe.
En eereral les fonctionsaetudier en analyse statiqgue ne sont pas convexes, mais ce treoeme
demeure utile pour les fonctions assoceesa une politique qui sont en gereral a nes.

8.1.2 Rayon spectral non lireaire

Apes avoir monte, avec des hypotheses simples, I'existence d'un plus petit point xe ni,
on introduit les premeres ¢ nitionsa la base du travail e ectte. Nous rappelons ce qu'est
un cone.

e nition 8.1 ( CBnes )

On dit qu'un ensemble C  RY est un c6ne si pour tout eel positif ou nul et pour
tout x2 C, x 2 C.

Exemple 8.2

Les ensembleR? et RY sont des cones.

Exemple 8.3

Soit I'ensembleC = f(x;y) 2 RZ2 jx 2y;y 2xg. L'ensembleC est un cone.

Exemple 8.4 [ X

Consicerons I'ensembleA = f(x;y)2RY Ryjy=a xjga N dsigne un entier
a=1;:;N i

guelconque. L'ensembleA est un cobne.

Dans la theorie des applications lireaires, il est utile de calculer le rayon spectral pour
ceterminer comment une application lireaire dilate la boule unie. Le rayon spectral peut
étre utilie pour etudier localement des applications dierentiables. Dans notre cas, nous
voulons etudier localement des applications qui n‘'ont pas de "dierentielles lireaires", nous
introduisons un rayon spectral pour des applications non lireaires.

» nition 8.2 (  Rayon spectral non lirraire )

Soit C un cbne deRd, pour une fonction g de C dans C, continue, on & nit le rayon
spectral ¢ (g) de g, relativementa C de la manére suivante :

c(g) = supf 0j9x2CnfOg;g(x)= xg

Exemple 8.5 (Algebre lireaire)
Prenons une matrice :

[N
PN
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L'application lireaire assocee a la matrice Apgleserve Baicc}ne positif. En calculant les
valeurs propres de la matrice, nous trouvons 1+ 2 et 1 L'espace propre assocea la
valeur propre 1+ 2 est la droite enge‘pgee par le vecteur (1 2=2).

On a par conequent gz A)=1+ 2.

Exemple 8.6 (Application non-lireaire)
On ¢k nit la fonction f sur R? par :

sup(X1; X2)

f(X1;x2) = inf(x1;X2)

La fonction f est stable surR? et 0 est valeur propre def si, pour un certain couple
(X1;%2) 6 (0;0) si:
Sup(X1;X2) = X1
inf(X1;X2) = X 2
Sixp = 0 alors sup(X1;X2) = X2 = X 1 et donc x2 = 0, on conclut qu'un couple solution
(X1;X2) erie x1>0.Comme X1 X;et X2 Xp onobtient =1da R2 (f)=1.

Exemple 8.7 (Application non-lircaire 2)
Soitf : R7! R telle que :

g P X si x 2 [0; 4]
f(x)=" (1=2)x Six 2 [4; 6]
min((1=12)x?; 5) sinon

Le graphe de la fonction est donre par la gure 8.3.

f(x)

Figure 8.3 { Repesentation graphique de la fonction f

Pour trouver les vaIeHripropr%Eef , il faut esoudre lequation f(x) = x sur les in-
tervalles [0; 4], [4,6], [6,2 15]et[2 15/+1 [. Sur l'intervalle [4; 6], il n'existe pas de valeurs
propres, la seule valeur propre possible serait=2 mais cette valeur propre aurait pour vecteur
propre x = 0 qui n‘appartient pasa [4 ; 6]. Sur les autres intervalles, la valeur propre assocee
a un vecteur propre est unique mais une valeur propre peut avoir bienevidemment plusieurs
vecteurs propres. Le graphe des valeurs propres en fonction des vecteurs propres est donre
par la gure 8.4.

On conclut que g, (f)=+1.
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—_—

Figure 8.4 { Repesentation graphique des valeurs propres en fonction de leur vecteur propre

Exemple 8.8 (Cone gree par deux demi-droites et fonction non-lireaire)
Consicerons le coneC = f(x;y) 2 R2 jx 2y;y 2xgetune fonctionf sur R? ce nie par :

£ (xv) = fi(xyy)  _ min(2x;y)+ x  (1=3)y
Y= fy) T (2=3) (min(y; (1=2)x) + y)

La fonction f peserve le cOneC, en e et, lorsque (x;y) 2 C on obtient 2f 1(X;y)
fa(xjy) =2y+2x (2=3)y (1=¥)x (2=)y = (5=B)x+(2=l)y Oetfa(x;y) (1=2)f1(X}y) =
(I=)x +(2=[)y (1=2)y (A=2)x+(1=6)y = (1=6)x +(2=6)y =(1=6)(2y x) O.

Maintenant, soit (x;y) 2 C dierent de (0 ;0), pour trouver les valeurs propres, on esout
le syseme en fonction de

X+(2=3)y = x
(8.2)
(I1=3)x+(2=[)y =y
Pour le syseme (8.2), x et y sont non-nuls, en e et, six ouy est nul alors (x;y) = (0 ;0).
Ontrouve que =4=3 ou =1=3 maissi =1=3 le syseme (8.2) n'a pas de solution dans
C et donc la seule valeur propre est = 4=3 qui admet pour vecteur propre (21) 2 C, on
conclut que ¢(f)=4=3.

Contre-exemple 8.1 (Fonction ne pos®dant aucune valeur propre)
Prenons tout RY et soit I'application continue f quia x associe x. Supposons qu'il existe
Oetx60telque f(x)= x alorsona x= x cequiequivauta (1+ )x=0da
= 1 ce qui contredit la positivie de . La fonction f n'admet pas de valeur propre et donc
ra(f)= 1

Pour rester coterent avec la treorie spectrale des matrices, on va montrer que le rayon
spectral ainsi & ni est toujours positif ou nul pour une classe bien pecise de cones. En e et, il
n'‘est pasevident que f 0j9 x 2 Cnf0Og; g(x) = x gsoit non vide. On va donc montrer que
pour tout cone convexe ferne poine C, pour toute fonction continue peservant C, il existe
toujours un \vecteur proprée\ non nul et une \valeur propre\ positive ou nulle. Le esultat est
classique, on pourrait consulter [Nus88], nous en donnons une preuve pour la commodit du
lecteur.
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e nition 8.3 (  CAne convexe ferne poine )
Soit C un cone convexe ferme, on dit queC est poine si C\  C = f0g.

Exemple 8.9
Les ensembleR?¢ et RY sont des cones convexes fermes poines.

Exemple 8.10 (Le o8ne de Lorentz)
Le cobne de Lorentz, c'esta-dire, le cone ceni par : f(x;t) 2 RY * R, jkxk tgestun
cobne convexe ferne poine.

Exemple 8.11 (Céne engende par deux vecteurs non-colireaires)

Soientx;y 2 RY deux vecteurs non colireaires etle con&€ = fc2 R%jc= x + y; ; Og.
Supposons qu'il existec2 C nonnultelque c2 C,onaalorsc= x +y et c= %+
dai ( + (?)X +( + 9y=0etcommecestnonnul, + °60et + ©60 et nalement

oy mais x ety ne sont pas colireaires et on conclut queC est poine.

Un cone poine engende par deux vecteurs non colireaires est repesene par la gure 8.5.

X =

Figure 8.5 { Un cbne point engende par deux vecteurs non colireaires

Proposition 8.2 ( Existence de valeurs propres non lireaires )

Si C est un cone convexe ferme poine deRY non eduita f0g alors pourtout g: C 7! C
continue, ¢(g) est positif ou nul, c'esta-dire que g admet une valeur propre positive et un
vecteur propre non nul.

Pour montrer I'existence de valeur propre non-lireaire, nous commercons par cemontrer
le lemme suivant 8.1 :

Lemme 8.1

Si C est un c6ne convexe ferme poine deRY non eduita f0g alors il existe une forme
lireaire non nulle telle que : (c) > 0 pour tout ¢2 C nf0g.
Bemonstration (Lemme 8.1)
Pour commencer, montrons queCnfQg est convexe 0. Ceci revienta montrer que 0 est un
point extréme de C. Supposons qu'il existe,x;y 2 C tels quex + y = 0, on en ceduit que
x= yda, x2 C,masx 2 C dai, x =0 et on conclut que y = 0 donc 0 est un
point &éxtreme de C d'ar Cnf0Og est convexe. On poseD = co(C\ S(0;1)), au co cesigne
I'enveloppe convexe. Par c nition de I'enveloppe convexe, on e  Cnf0g. De plus, comme
C est ferne non-vide alors D est compact non-vide. On peut donc eparer fortementf Og et
D et il existe une forme lireaire non nulle et un eel , tels que (x) > > 0 pour tout

x 2 D. Maintenant soit ¢c2 Cnf0g, alors c(kck) 1 2 D et on conclut que (c) > kck> 0 ce
qu'il fallait demontrer.
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Bemonstration (Proposition 8.2)
S'il existe x dans C nf0Og tel que g(x) = 0, alors en prenant =0, il existe x 2 C nf0Og tel
queg(x)= x da c(9) O.

Sinon, 8 x 2 C nf0g; g(x) 2 C nfOg. En prenant la forme lireaire du lemme 8.1, on pose :

= fx2Cj (x)=1g=C\f x2RYj (x)=1g:

L'ensemble est convexe ferme en tant qu'intersection d'ensembles convexes fermes, mon-
trons que est borre. Nous avons monte dans la preuve du lemme 8.1 que pour tout
c2 CnfOg (c) > kck pour un certain eel strictement positif . On conclut que pour
tout c2 ,1 > kck dar kck < 1 et donc est borre. Par congquent, est convexe
compact (dimension nie) non vide et ne contient pas 0.

Pour x 2 , on pose §(x) = g(x)( (g(x))) !, puisqueg(x) 2 C nfOg pour tout x 2 C nf0g,

(g(x)) 6 0 pour tout x 2 C nfOg. De plus, ¢ est continue de dans , par le treoeme de
Brouwer, § possde un point xe x 2 donc non nul.

On obtient par consequent, g(x) = (g(x))x, donc il existe > 0 etx 2 C nf0g tel que

g(x) = x . En conclusion, ¢(g) est positif ou nul pour toute fonction g: C 7! C continue.

8.1.3 Semidierentielle

Nous voulonsetudier localement des fonctions non dierentiables qui ne sont ni convexes
ni concaves. Cependant, la structure d'operateur dynamique de nos fonctions nous autorise
a utiliser une notion non lireaire de la dierentiabilie. Nous commercons par rappeler ce
gu'est une application positivement homogene.

e nition 8.4 (  Fonctions positivement homognes de dege 1 )

Soit C un cone, et soitg est application de C dansRY. La fonction g est dite (positive-
ment) homogene (de dege un), si pour tout eel > 0, pourtout x 60, g(x )= g (X).

Exemple 8.12 (Applications lireaires)
Par ce nition, les applications lireaires sont homogenes.

Exemple 8.13 (Min Max d'applications lireaires) )
Soit la fonction f qui associeax 2 RY, f (x) = m|2r|1 mz%xa” x al 1;J dont des ensembles nis
21 j

est une fonction homogene.

On va maintenant introduire une notion plus faible de dierentiabilie qui reste compatible
avec le rayon spectral.
I nition 8.5 (  Fonction semidierentiable )

Soit f : RY 7! R. Soit u 2 RY, f est dite semidierentiable au point u s'il existe un
voisinageV de 0 et une fonctiong homogene continue tels que pour touth 2V :

f(u+ h)y= f(u)+ g(h)+ o(khk)

L'application g est unique. Elle est appeke semidierentielle de f au point u et est note
f 0.

u
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Remarque 8.1 Sig est homogene et continue sur un céne fermreC non vide non eduita fOg
alors g(0) = 0. En e et, si on prend un point x de C et une suite ,> 0, ,! 0" onadune
part, g( nX) = npg(X)! O, par homogereie et g(x) < 1 et d'autre part, g( nx) ! g(0),
par continuie.

Le contexte de la dimension nie nous permet detendre simplement la semidierentiabile
aux fonctionsa valeurs dansR" et on dira qu'une application de R® dans R" est semidie-
rentiable si toutes ses fonctions coordonrees sont semidierentiables.

Exemple 8.14 (Fonctions dierentiables)
Les applications dierentiables sont semidierentiables et la semidierentielle est la dieren-
tielle classique (voir [RW98, Corollary 7.22]).

Exemple 8.15 (Ogrations lireaires sur les fonctions semidierentiables)
Soientf et g deux applications semidierentiables et 2 R. La fonction f + g est semidif-
Erentiable et la semidierentielle en un point x est la fonction h 7! f )?(h) + gf(’(h).

. Soit"> 0,ilexiste o, 1> Otelsque :khk oimpliquekf (x+h) f (x) f )E’(h)k
ékhk et khk 1 implique kg(x + h)  g(x) gQ(h)k Ekhk. On en ceduit en prenant
=min( o; 1) que khk implique k(f + g)(x+h) (f +9g(x) (f Q+ gf(’)(h)k
kf (x+h) f ) fohk+kgx+h) gx) gl(hk Zékhk: "khk d'ai le esultat.

Exemple 8.16 (Min max nis d'applications a nes)
Les applications min max nies d'applications a nes sont semidierentiables. Nous revien-
drons sur cette classe d'applications un peu plus tard.

Consicerons la fonction f sur R ¢ nie par, pour x 2 R, f(x) = min(max( x + 3;0);4);.
Aux points x = 3 etx =1, lafonction f n'est pas cerivable.

Mais :

f( 3+t)="f( 3)+max(t;0)+0et f(1+t)=f(1)+min(t;0)+0

Les fonctionst 7! max(t; 0) et t 7! min(t; 0) sont homogenes et continues, la fonctionf
est donc semidierentiable en 3 et 1 et la semidierentielle de f en 3 estt 7! max(t; 0) et
t 7! min(t; 0) en 1. Le chemininement est cecrit par la gure 8.6.

Exemple 8.17 (Fonctions convexes et fonctions concaves)
Les fonctions convexesa valeurs eelles sont semidierentiables. Ce esultat est cemonte par
Rockafellar et Wets (voir [RW98, Theorem 7.26,Example 7.27]). De plus, la semidierentielle
d'une fonction convexef en un point x est la fonctiony 7! sup p y a1 @1fx) est le sous-
p2 @1f(x)

dierentiel de f enx, c'esta-dire, I'ensemblefp2 RYjf(x)+ p (y x) f(y); 8y 2 RY.

Les fonctions concaves sontegalement semidierentiables puisque f I'est en tant que
fonction convexe. De plus, la semidierentielle d'une fonction concavef au point x est la
fonctony 7! inf p ya @f= @ f).

p2 @1(x)

Proposition 8.3 ( Continuie des applications semidierentiables )
Sif est semidierentiable au point u alorsf est continue enu.
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f (x)

’ ) - X
J (0;0) \
£9.4(1) f2(t)
| t
t
t 7! max(t; 0) t 7! min(t; 0)

Figure 8.6 { Calcul de la semidierentielle de la fonction f de I'exemple 8.16

Eemonstration
Soit u 2 RY, on suppose donc la fonctionf est semidierentiable au point u. Soit " > 0,

il existe > 0 tel que :kx uk implique que kf (x) f(u) ff,’(x wk  "kx uk.
Prenons une suite &n)n2n Qui converge versu. Soit " > 0, il existe N 2 N, tel quen N,
implique kx, uk . On a par conequent, kf (x,) f(uk "kxp uk+ kfl?(xn wk

et commeflﬂJ est continue en 0 et que, par la remarque 8.1f 8(0) = 0, on a donc (f (Xn))n
converge versf (u) et donc f est continue enu.

On en ceduit immediatement la famille de contre-exemples suivants.

Remarque 8.2 (Applications non continues) Les applications non continues ne sont pas
semidierentiables aux points de discontinuies. En e et, si une fonction est semidierentiable
au point u, elle y est continue.

Remarque 8.3 Sif est semidierentiable au point u, on a pour tout t > 0 et pour tout h
dans un certain voisinage de O :

f(u+ th) = f(u)+ tf %(h)+ o(tkhk)
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il s'ensuit que
. f(u+th) f(u)
fo(hy = |
u(h) tmﬁ t

elle concide avec la cerivee directionnelle unilaerale de f au point u dans la direction h.

Proposition 8.4 ( Semidierentielle et limite uniforme )
Soit f : RY 7! R, semidierentiable en u 2 RY de semidierentielle f? si et seulement si

im f(u+th® f(u) ¢

1ot t
%Woh

S(h):

Une cemonstration de la proposition est donree par Rockafellar et Wets dans [RW98, Theorem
7.21].

Remarque 8.4 Si pour une fonction f, la limite existe, on dit que la fonction admet une
cerivee directionnelle au point u au sens de Hadamard (voir par exemple, [Roc84]).

8.2 Caracerisation du plus petit point xe

Dans tout probeme d'optimisation, on essaye d'introduire une condition du premier ordre
(annulation de la cerivee, sous-dierentiel contenant 0...). Ici, la condition du premier ordre
sera donree par la semidierentielle. Dans la sous-section 8.2.1, nousenorcons les premiers
esultats, le premier esultat est une condition su sante de non-minimalie et le second fournit
des conditions su santes de minimalie locale. Dans la sous-section 8.2.2, nousetablissons de
nouveaux esultats sur les fonctions a nes par morceaux. Puis,a la sous-section 8.2.3, nous
pesentons les conditions recessaires et su santes de minimalie dans le cas des fonctions
croissantes et contractantes au sens large pour la norme in nie. Nous terminons cette section
par la sous-section 8.2.4, par un ra nement de lieration sur les politiques actuelle pour
toujours calculer le plus petit point xe ni d'une fonction croissante a ne par morceaux et
contractantes au sens large.

8.2.1 Premiers esultats

Dans tout ce chapitre, nous consicerons une fonctionf continue et dont I'ensemble des
points xes est non-vide.

Nous etablissons un premier treoeme qui, grace au rayon spectral, donne un criere de
non-minimalie d'un point xe.

Theoeme 8.2 ( Non-minimalie d'un point xe )

Soientf : RY 7! RY une application croissante etu 2 x( f ). Nous supposons semidif-
rentiable en u. De plus, nous supposons quéx 2 RYj f(x) xg est inBrieurement borre.
Si ga(f L?) > 1 alorsu n'est pas le plus petit point xe de f.

Bemonstration
Par ¢ nition du rayon spectral, ga (f 8) > 1 implique I'existence de > 1 etdeh 2 RYnf0Og

tels quefﬁ’(h) = h.Onpose" = Wino k hk l( 1)h;. Par ¢ nition de la semidierentielle,
i<
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il existe tg > 0, tel que, pour tout t 2]0; to[, (kf (u+ th) f(u) ftf S(h)k)(tkhk) L "etde
uz x(f)et fL?(h) = h, on en cduit qu'il existe tg > 0, tel que, pour tout t 2]0;tg[,
fi(u+ th) ui + th;+ t"khk, pour tout i tel que h;j < 0. Par ¢ nition de ", on obtient,
pour tout i tel que hj < O, fj(u+th) uj+th; tkhk 1( 1)khk = uj + th; < u;. De
plus, par croissance dd on af (u+ th) upourtoutt O d'a, pourtout i tel queh; =0,
fi(u+ th) uj + th;.

On conclut que f (u + th) < u + th puis que (¥(u + th))on est une suite cecroissante
et puisque l'ensmeblefx 2 RYj f(x)  xg est intrieurement borre, la suite est minoee
donc convergente. Par continuie def , la limite de (f (u + th))on est point xe de f qui est
strictement plus petit que u.

Ce nition 8.6 ( Point xe localement minimal )
Un point xe u est dit localement minimal s'il existe un voisinage V de u tel que :

8v2V; f(v)=vetv u=) v=u

En d'autres termes, un point xe est localement minimal s'il existe un voisinage pour
lequel tout point xe comparableest plus grand.

Exemple 8.18

Posons pourx 2 R, f (X) =sup( 4;x; 2x 3). La fonction est repesente par la gure 8.7. La

fonction est en gras sur la gure et la partie hachuee repesente l'intersection du graphe de
f et celui de l'identie. On en ceduit que I'ensemble des points xes def, x(f), est[ 4;3].

Le point xe est 4 est localement minimal.

f(x)

Figure 8.7 { La fonction f de lI'exemple 8.18
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Exemple 8.19
Soit la fonction f de R? dans R? & nie par :
fxy) = fi(x;y)  _ max(min(x;y);0) + 2max(min( x +1;0); 2)
Y) = fo(x;y) — max(max(x;y);0) +2max(min(y + 1;0); 2)

On peutetudier la fonction f en decoupant R? sur dierents ensembles. La cecomposition
de la fonction f est donree par le tableau 8.1.

X>y X y
y 3 fixiy)= 4 fi(xy)= 4
X 3 fao(x;y)= 4 fao(x;y)= 4
. , fi(xy)= 4
2] 3 1 Non ck nie
vel & A ! fo(xy) =2y +2
. fi(x;y)= 4
y o1 Non & nie f2(xy) = max(y;0)
fi(x;y)=2x+2 .
x2] 3 1] y 3 fo(cy)= 4 Non ¢k nie
. fa(x;y) =2x+2 fa(xy)=2x+2
vel & U1 fky)=2y+2 fo(xy)=2y+2
. fi(x;y)=2x+2
y 1 Non ¢ nie f2(x;y) = max(y;0)
f1(x;y)=0 .
X 1 y 3 fa(x;y) =max(x;0) 4 Non e nie
. fi(x;y)=0 .
y2] 3 1 £o(x:y) = max( x; 0) + 2y +2 Non ¢ nie
1 f1(x;y) = max(y;0) f1(x;y) = max( x; 0)
Y f2(x;y) = max(x; 0) f2(x;y) = max(y;0)

Table 8.1 { Decomposition de la fonction f de I'exemple 8.19

Grace au tableau 8.1, nous pouvons calculer les points xes de la fonctioh. Les points
xes de f sont donres sous la forme d'un tableau 8.2

En conclusion, I'ensemble des points xes dé estf( 4; 4)g[f ( 4; 2)g9[f 49 R4+
f( 2 4)g[f( 2 29g[f 29 R.[f0 4g[f (0; 2)g[f (x;y)2 R®jy x 0g.
L'ensemble des points xes def est repesente par la gure 8.8. Les points xes ( 4; 4),
(4 2,2 4, 2 2),(0; 4)et(0; 2) sontlocalement minimaux car ce sont des
points xes isoks i.e pour ces points xes, il existe un voisinage sur lequel il n'existe pas
d'autre point xe. Les points xes ( 4;0), ( 2;0), (0;0) sontegalement localement minimaux.

Remarque 8.5 (Globalement minimal et plus petit point xe) Par extension, on pour-
rait ce nir une notion de points xes globalement minimaux par :

8v2RY f(V)=vety u=) v=u

Cependant si le plus petit point xe Ifp(f) est ni alors Ifp( f) est l'unique point xe
globalement minimal. En e et, il est clair que si Ifp(f) 2 RY alors il est globalement minimal.
Maintenant prenons un point xe u, s'iletait globalement minimal alors, comme Ifp(f) u, on
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X>y X y
. XxX= 4
X 3 y 3 Aucun point xe I
. . Xx= 4
y2] 3 1 Non ¢k nie y= 2
. = 4
y 1 Non ¢k nie y 0
Xx= 2 .
x2] 3 1 y 3 y= 4 Non ¢ nie
y 2] 3; 1[ | Aucun paint xe § : ;
. x= 2
y 1 Non ¢ nie y 0
X 1 y 3 yX=: 04 Non ¢ nie
y2] 3 1] yx_: 02 Non ¢k nie
. x 0
y 1 Aucun point xe y 0

Table 8.2 { Points xes de la fonction f de lI'exemple 8.19

aurait u = Ifp( f ). Nous remarquons donc que la globale minimalie dans notre cas correspond
a la minimalie du point xe.

Tkeoeme 8.3 (| Conditions su santes de locale minimalie )
Soit f : RY 7! RY. Soit u 2 x( f). On suppose, de plus, qud est semidierentiable en

1. u est localement minimal ;
2. fff n'admet pas de point xe non nul dans R ;
3. ma(f)< 1.

Ona3 =) 2= 1.

Bemonstration

3 =) 2 Par e nition du rayon spectral.

2 =) 1 Onva montrer en ealie, gl =) 2. Supposons qual ne soit pas localement
minimal : 8r> 0; 9h2 B(0;r)\ R%, h60, tel que u+ h2 x(f). Prenons une suite
frngn o tendant vers 0. Pour tout n, il existe h, 2 B(0;rn)\ RY tel queu+ hy 2 x( f)
avech, 6 0. Posons, y, = hpkhpk ) S(0;1)\ RY qui est compact (dimension nie),
et quittea extraire, il existe y tel quekyk=1ety2 RY ety, ! yquandn! +1 .
On obtient par la proposition 3:1:3

f (u+ khpkyn) f(u)
at' T Khnk

fdy) =0
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(-4,0) (-2,0) (0,0)

(4-2) (2.2  (0-2)

(4-4) (24  (0-4)
Figure 8.8 { Ensemble de points xes de l'exemple 8.19

d'au, comme u et u+ khpky, sont dans x(f),

. u-+ khnkyn u 0 _ . . 0 —
ce qui entrame,
ky foy)k=0:

Finalement, on a monte qu'il existe y non nula coordonrees regatives qui est un point
xe de f.

Exemple 8.20 (Application du treoeme 8.3 pour I'exemple 8.18)
On reprend la fonction f de I'exemple 8.18.

Au point 4, la semidierentielle est t 7! sup(0;t), sur R , cette fonction est la fonction
identiquement nulle, elle n‘admet donc aucun point xe regatif non nul et le rayon spectral
estegala 0.

Soitx 2] 4;3[, lafonctionf est l'identie, elle est donc (semi)dierentiable et la (semi)dierentielle
est la fonction identie et donc elle admet un point xe regatif non nul, de plus, le rayon spec-
tral estegala 1.

En 3, la semidierentielle vaut t 7! sup(2t;t), sit 0 alors la semidierentielle restreinte
a R est l'identie, elle admet, donc, un point xe regatif et le rayon spectral vaut 1.
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Exemple 8.21 (Application du tleoeme 8.3 pour I'exemple 8.19)

On reprend la fonction f de I'exemple 8.19. En tout point xe, la fonction f est semidieren-
tiable car au voisinage des points xes, la fonctionf est une somme de fonctions semidie-
rentiables. Nous nous ineressonsa trois points xes: ( 4; 4), ( 2;0) et (0;0).

Enu; =( 4; 4)etauvoisinage de ce point, la fonctiorf estegalea la fonction constante
(x;y) 7' ( 4; 4), la semidierentielle fSl est la fonction nulle. Le rayon spectral def 31 est0
et la semidierentielle n'admet pas de point xe regatif non-nul, le point xe u;=( 4; 4)
est localement minimal.

Enu, =( 2;0) et au voisinage de ce point, la fonctionf estegalea la fonction (x;y) 7!
(2x + 2; max(y; 0)), elle est donc semidierentiable et la semidierentielle fL?l est la fonction
(h1;h2) 7! (2hy; max(hy; 0). Le rayon spectral surR? de f2 est 2, on conclut d'apes le
treoeme 8.2, ce point xe n'est pas le plus petit point xe de f. Mais, commeff,’2 n‘admet
pas de point xe regatif non nul, le point xe u, =( 2;0) est donc localement minimal.

En uz = (0;0) et au voisinage de ce point, la fonctionf estegalea la fonction (x;y) 7!
(max(min(x;y);0); max(max(x;y);0)), elle est donc semidierentiable et la semidierentielle
fl?3 est la fonction (h1;hy) 7! (max(min(hy;hz); 0); max(max(hs; hy);0)). Le rayon spectral
de fl?s est O et la semidierentielle n‘admet pas de point xe regatif non-nul, le point xe
usz = (0;0) est donc localement minimal.

8.2.2 Applications a nes par morceaux

Le treoeme de Danskin [Dan67] permet de dierentier des maxima et minima d'applica-
tions dierentiables. Nous utilisons ce treoeme pour prouver que le calcul de la semidieren-
tielle est facile pour ce type d'applications et obtenons un esultat plus fort en montrant que
les applications a nes par morceaux ont un ceveloppement limie exact.

e nition 8.7 ( Applications a nes par morceaux version gonetrique )
On dit que f est a ne par morceaux si elle est continue et s'il existe une famille nie
de convexes fermed Cigi»|, telle que

R [ Ci; 8Lk21;16k; int(C)\ int(Cy) = ;: (8.3)
i21

Il serait plus intuitif de supposer que les C; soient des polyedres mais S.Ovchinnikov
montre qu'on obtient les mémes classes de fonctions avec des convexes fernmes d'inerieur non
vides [Ovc02, ATO7].

Apes cette ce nition geonetrique d'a ne par morceaux, on va donner une ce nition
equivalente, plus analytique, qui nous rapprochera des fonctionsetudees par la suite.

Lemme 8.2 ( Applications a nes par morceaux version analytique )

ensemble ni A;j, une famille d'ensembles niszagagAj et une famille de fonctions a nes

f GaibGaz A ;p2B, \eriant :
fi = min maxgy
V7 a2A; 2By Geib

Une cemonstration de ce lemme peut se trouver dans [Ovc02, ATO7]. Dans [ATOQ7], les
auteurs donnent un algorithme explicite pour passer de la forme geonetrique a la forme
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analytique et vice-versa.
Proposition 8.5 ( Semidierentielle d'applications a nes par morceaux )
Sif est ane par morceaux alors, f est semidierentiable pour tout u 2 RY. De plus,

(f ) (h) = min maxmgy h
a2A b2B

a

w A=fa2 Aij(U)=Iﬂb12<'stha Gap(U)g et Ba = fb2 By jfj(u)= min Ga;b(U)0.

Pour la cemonstration, on aurait pu utiliser le treoeme de semidierentiation sous le
signe supenone par T.Rockafellar et J-B.Wets dans [RW98, Exercice 10.27], dans le cas au
les inf et sup portent sur un nombre ni de fonctions a nes. Pour un esultat plus cereral,
le lecteur est inviea consulter [AGN].

Ici, on va montrer la proposition 8.5 d'une autre manere : on va montrer que, pour
la semidierentiabilie, les applications anes par morceaux jouent le méme réle que les
applications a nes pour la dierentiabilie classique. En e et, le "developpement limie"a
l'ordre 1 au sens semidierentiel du terme d'une application a ne par morceaux est exact.

Lemme 8.3 ( eveloppement limie exact des applications a nes par morceaux )

Soit f : RY 7! RY une fonction a ne par morceaux. Soit u 2 RY. Il existe un voisinage
V deu tel que pour tout u+ h2V,

f(u+h)=f(u)+fih)

emonstration

ensembles nisfBaga2a et une famille nie de fonctions anes g, tels que :

fi = min maxgy
i = O DX Gab

SoientA = fa2 Ajfj(u) = max Oap(U)g et pour a 2 A, on poseB, = fb2 By j fj(u) =

Ga;b(U)Q.
Il existe Vj tel que fjj, = min maxgap. Soit h 2 RY tel que u+ h 2 Vj. On a, par
a2A sza
congquent :

fj (u+ h) =min maxgap(u + h) quiequivauta f;(u+ h) =min max(ga:p(u) + Map h)
a2A b2B, a2A bh2B

a

Comme minmaxga:p(u) = fj(u), on conclut que :
a2A b2Ba

fj(u+ h) = fj(u)+min max(mgg h) :
a2A b2B

a

Finalement, on a (f;)3(h) = min max(m,p, h) aveca 2 A et b 2 By, fj(u+ h) =
a2A b2B,

fi(u)+ (f;)3(h). Puis, en prenantV = \ ;V;, on conclut quef (u+ h) = f (u) + f2(h).
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Corollaire 8.1 ( Direction de descente )

Soit f : RY 7! Rd, et soit u 2 x( f), si, de plus,f est ane par morceaux, alors u est
localement minimal si et seulement sif > n'admet pas de point xe non nul dans RY.

Bemonstration
On a cep monte au tleoeme 8.3 que le fait que fS n'‘admette pas de point xe regatif
non-nul impliquait que uetait localement minimal.

Maintenant, supposons quef 3 admette un point xe hg regatif non-nul et soit un voisinage
V deu. D'apes le lemme 8.3, il existe un voisinageVp deu tel quef (u+ h) = u+ fL?(h) pour
tout h telqueu+ h 2 Vg. ll existe > Otelqueu+ ho2Vo\V etda, par homogreie
defS, f(u+ hg)=u+ hy<u etdoncu n'est pas localement minimal.

Exemple 8.22 (Suite de lI'exemple 8.18)

On reprend la fonction f de (8.18). Cette fonction est clairement a ne par morceaux d'apes
le lemme 8.2. En 4, la semidierentielle vaut t 7! sup(0;t), elle n‘admet pas de point xe
regatif. En tout point xe x 2] 4; 3], la semidierentielle f2 admet un point xe regatif
non-nul.

Exemple 8.23 (Suite de I'exemple 8.19)

Nous reprenons la fonction de I'exemple 8.19. Le tableau 8.1 donne une famille de convexes
fermes (Cj)i2; dont les inerieurs sont disjoints (a il faut consicerer x  ya la place de

X >y, decouper X lenx Oetx2][ 1,0], remplacery 2] 3; 1[pary2[ 3; 1]..)
sur lequels, la fonctionf est a ne et donc f est a ne par morceaux par & nition.

On a cep vu dans lI'exemple 8.21 qu'aux points xes ( 4; 4), ( 2;0) et (0;0), les semid-
ierentielles n'avaient pas de points xes regatifs non nuls. On peut montrer que pour tout
point xe u localement minimal def? n‘admet pas de point xe regatif non-nul.

Soit un point xe (ujp;vy) tel que uy = 4 etvy > 0, la fonction f au voisinage de ce
point xe est la fonction ( x;y) 7! ( 4;y) et donc la semidierentielle au point xe ( uz;vi)
est la fonction (h1;hs) 7! (0O; hy), cette fonction admet, par exemple, (Q 1) comme point
xe regatif non-nul. On trouve, de méme, (0; 1) comme point xe regatif non-nul pour la
semidierentielle aux points xes ( up;vs) tels queu, = 2 etvy > 0.

Maintenant, consicerons, (us;Vvs) tels quevs uz > 0. On peut trouver un voisinage de
(uz; v3) telle que f soitegalea (x;y) 7! (min(Xx;y); max(x;y)) la semidierentielle au point
(uz;v3) est (h1;h2) 7! (min(hy; hy); max(hy;hy)), cette fonction admet donc, par exemple,
(1, 1) comme point xe regatif non-nul.

Maintenant, considerons, (uas;Va) tels que vy > 0 et ug = 0. On peut trouver un voisinage
de (us; v3) telle que f soitegalea (x;y) 7! (max(x; 0);y) la semidierentielle au point ( ug;Vva)
est (hq; hy) 7! (max(hy; 0); hy), cette fonction admet donc, par exemple, () 1) comme point
xe regatif non-nul.

8.2.3 Applications contractantes au sens large

Dans cette partie, on trouvera souvent des additions de vecteurs et d'une constante, en
ealie, il s'agira de l'addition d'un vecteur et du vecteur dont toutes les coordonrees sont
egalesa cette constante. De méme pour les iregalies entre des vecteurs et des constantes,
onecrira z avec dans R pour dire que z est plus petit que le vecteur dont toutes
les coordonrees sontegalesa , le contexte pecisera quelles sont les additions et iregalies
classiques et les additions et iregalies constantes-vecteurs.
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[ nition 8.8 (  Fonction contractante au sens large )

Soit f : RY 71 RY, f est dite contractante au sens large si pour toutx;y 2 RY,
kf (x) f(y)k k x yk.

Par la suite, nous dirons simplement contractantea la place de contractante au sens large.

Remarque 8.6 Une fonction f est contractante au sens large ssi toutes les coordonreds
sont contractantes au sens aujfi(x) fi(y)j k x yk.

Exemple 8.24 (Applications croissantes sous-additivement homogne)
On dit qu'une fonction g : RY 7! RY est sous-additivement homogene si pour toutt 2 R, , pour
tout u2 RY, gu+t) g(u)+ t, la sommeu + t estegale au vecteur qui a pour coordonree
uj + t. Automatiquement, onag(u) t g(u t)pourtout u2 RY pourtout t 2 R*. Pour
cela, il sutde voirque g(u t+1t) g(u t)+t.

Soit g une fonction monotone et sous-additivement homogene. Soix;y 2 RY, on a donc par
e nitionde lanormeinnie  k x yk x y k x yk(au sens ai toutes les composantes
de x y sont encadees par k x yk et kx yk). Par croissance def, on obtient f (y
kx yk) f(x) f(y+kx yk)et nalement par sous-additivie homogene, on conclut que
f(y) kx yk fXx) fy)+ kx ykda kf(x) f(y)k k x yk.

Exemple 8.25 (Limite simple de fonctions contractantes)
Soit (gh)n o une suite de fonctions contractantes convergeant simplement vers une fonction
g. La fonction g est contractante.

Eneet, soit n2 Netx;y 2 RY kgn(x) gn(y)k k x ykda g,(x) k X yk+ gn(y)
et gh(y)+ Kk x yk+ ga(x) puis par passagea la limite g(x) k x yk+ g(y) et g(y)
kx yk+ g(x) et nalement kg(x) g(y)k k x yk.

Exemple 8.26 (Inf sup d'applications contractantes)

Soient S; T deux ensembles non vides effgt)s2s une famille d'applications contractantes. La
2T
fonction f = ir12fS sup telle quef (x) 2 R est contractante.
S25 12T

En eet, soient s;t 2 S T, xy 2 RY, kfst(X) fsi(y)k k x yk da fsi(x)
kx yk+ fsi(y) et fsi(y)+ k x yk+ fgi(X) puis en prenant successivement le supremum
sur T puis linmum sur S on obtient f(x) k x yk+ f(y)etf(y) k x yk+ f(x)et
nalement kf (x) f(y)k k x yk.

Exemple 8.27 (Applications a nesa vecteur directeur ygous stochastique)

Soienti 2 f1;::;;dgetad 2 Ritelqueal Oet a 1etb2 RY La fonction f
i=1

& nie, composante par composantex 7! fi(x) = a x+ b est contractante. Soientx;y 2 RY,

xd xd
kf (x) f(y)k= sup a(Xi Vi) sup akx yk kx yk
i da: i .

Contre-exemple 8.2 (Somme de variableg)
Soit la fonction f quia x 2 RY associe  x; sur la premere composante et O sinon. En

i=1
prenant X 1, le vecteur dont toutes les coordonrees valent 1 ely le vecteur nul, on a

xd
kf (x) f(y)k=] Xij = d>kx yk= kxk= _slupdjxij =1.
i =170
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Rappelons que la normek k ce nit la norme in nie, la contraction s'entend donc au sens
de cette norme.

Proposition 8.6 ( Semidierentielle d'une contraction )

Soit g: RY! RY une fonction contractante et soit x 2 RY. Si g est semidierentiable en
x, alors g° est contractante.

Bemonstration

Par c nition de la semdierentielle, g? est la limite simple det,, }(g(x+ t,h) g(x)) en prenant
(tn)n2n une suite qui tend vers 0. D'apes I'exemple 8.25, la fonctiongff est contractante au
sens large.

La contraction d'une fonction assure que le rayon spectral de la semidierentielle ne de-
passe pas 1. Ce esultat qui va étre utilie pour en ceduire une equivalence entre le rayon
spectral et I'ensemble des points xe non nul de la semidierentielle.

Proposition 8.7

Soit f : RY! RY une fonction contractante au sens large et soiti 2 RY. Si, de plus, f
est semidierentiable en u alorsflﬂJ n'a pas de point xe dans RY nf0g ssi rd (f 3) < 1

Bemonstration
Il sut de montrer que o (f S) 1. Tout d'abord, remarquons que comme la fonctionf est

une contraction au sens large, alors, d'apes la proposition 8.6f8 est aussi une contraction au
sens large. Supposonsga (f 3) > 1. llexiste > 1etx 2 RY nfOg, tels queff}(x) = x.Dw

kfO(x) fO0)k = kf(x)k=kxk > kxk, ce qui contredit le fait que f 2 soit contractante.

La contraction est une hypottese cruciale pour passer de la minimalie localea la minimal-
ie globale c'esta-dire, dans notre cas, nous allons montrer que le seul point xe localement
minimal est le plus petit point xe.

Tkeoeme 8.4 ( Unicie du point xe localement minimal )

Soit f : RY 7! RY et soit u 2 x( f), supposonsf contractante au sens large alora est
localement minimal si et seulement siu est le plus petit point xe de f.

Pour prouver ce theoeme, nous prouvons l'existence d'un retract non-lireaire. Cette ap-
proche a cepet utilie dans [CGG *05] pour prouver qu'un point xe etait le plus petit
point xe ces qu'iletait atteint par une unique politique.

Lemme 8.4 ( Retract non-liraire )

Il existe une application P : RY 1  x( f) croissante contractante qui \erie P2 = P et
x(P)=x( f).

Cemonstration

On suit l'icee de Gaubert et Gunawardena dans [GGO04], nous proposons de construire la

fonction P comme suit : P(x) = kIlim . fX(y) as y = limsup f'(x). Commef est contractante
Pt I +1

au sens large et ques 2 x( f) alors pour tout k 2 N et pour tout x 2 RY, kf K(x)  fK(u)k
kx uk, donckfX(x) uk k x uk, par conequent ffX(x)gcon est borree pour tout x 2
RY.
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On pose pour toutx 2 RY: Q(x) = inf supf"(x) = lim supf™(x). Commeff¥(x)gkon
k 1n k kI +1 m k

est borree, Q(x) existe et est unique.
Soit x 2 RY et k 2 N supf"(x) f™(x) pour tout m k puis commef est croissante,
n k

f (supf"(x)) f(f™(x)) pourtout m k eten prenantle sup surm ka droite on obtient
n k

f (supf"(x)) supf (f "(x)) en faisant tendre k vers +1 , et en utilisant la continuie de f,
n k m k

on obtient f (Q(x))  Q(x).
Finalement, par croissance def, on ceduit que ff'(Q(x))g2n est une suite croissante
majoee car borree, elle converge et on peut poser :

PO = im (QM)

La fonction f est contractante, doncQ est contractante en tant que inf sup d'applications
contractantes (exemple 8.26) etP est contractante en tant que limite simple d'applications
contractantes (exemple 8.25). De plus, par constructiorP est croissante carf .

Enn f(P(x)) = f(limf'(x)) =lim f"*1(x) = P(x), ce qui entra™me que pour toutx 2 RY,
P(x) 2 x(f). Par ailleurs,

PR = fm, st e 0]

dar P(P(x)) = P(x) puisque P(x) 2 x( f).
On a monte que x( P)  x(f), l'inclusion inverse estevidente.

Be2monstration (Tkeoeme 8.4)
Prenons une application P comme dans le lemme 8.4. On suppose que est localement
minimal mais pas le plus petit point xe. Il existe v 2 x(f), tel que inf(v;u) 6 u. On
pose!; = inf(v+ tju) avect 0. Soitt O, par croissance deP, P(!{) P(u) = u et
P(!¢{) P(v+1t). Deplus, commeP est contractante kP(v+1t) P(v)k k v+t vk=t,
et par ck nition de la norme in nie, P(v+t) P(v)+t=v+tetonconclutqueP(;) !;.
Soit maintenant, to =inf ft> 0j ! = ug. Pourtout 0 <t<t o, P('t) wi<wy, = uet
par le lemme 8.4,P(!{) 2 x( f). La fonction P etant continue et ! ; cependant continuement
det, P(!) tend vers u quand t tend versty ce qui contredit la locale minimalie de u.
Finalement, u localement minimal implique u est le plus petit point xe. La eciproque
est imnediate.

Exemple 8.28
Soit 1=4. Consicerons la fonction f de nie par :
e
roay) = max(X;y)

La fonction f est contractante puisquekIO jyj + P iv§+ k (2p ) keoy)  (x%y9k.
L'ensemble des points xes estf(x;y) 2 R?jx (1+ 1+4 )=2;y=x*> q.

Soit g;y) 2 x(f), telquex=y=Q+  1+4 )=2= (). On pose, de plus, que
()=2 ( )+ on en cduit que la semidierentielle de f en ( ( ); ( )) estla fonction
h 70 (ho( () * max(hi;hy)). On note cette fonction fo( y- Pour montrer que ce point
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xe est le plus petit, il sut de montrer qu'il est localement minimal et on peut utiliser le
treoeme 8.3. Soit Oeth=(hy;hy) 60telsqueh2 R* etf® y(h)= h ce quon peut
traduire par :

ha= () ha= ()
h,=max(hy:hy) °Y €M™ 2 (yh =max(hi:  ( )hy)
On en ceduit que 2 ( )hy  hy et que 2 ( )hy ( )hi. La premere iregalie

implique 2 () 1. Par ailleurs, on remarque que sh; = 0 alors h est le vecteur nul donc
hy < 0. Ceci entrame que 1 (%le l'on peut aL|§Si teduire des proprees de contraction
de f). On conclut que 0 inf(C () 1) = ( ) 1< 1. Le rayon spectral def 0( )
sur R? est donc strictement plus petit que 1, en conclusion (( ); ( )) est bien le plus petit
point xe de f.

En conclusion, en concatnant le treoeme 8.3, le corollaire 8.1 et la proposition 8.7, sf
est a ne par morceaux et contractante au sens large, on obtient une condition re@ssaire et
su sante de minimalie de point xe ni :

Treoeme 8.5 (1 Caracerisation du plus petit point xe )

Soit f : R9! RY, croissante, a ne par morceaux et contractante. Soit u 2 x( ). Les
assertions suivantes sontequivalentes :

(1) u est le plus petit point xe;

(2) fl? n'a pas de point xe non nul dans R® ;

3 re(fd) <1l

Cemonstration
Puisquef est contractante au sens large d'apes le treoeme 8.4, le plus petit point xe u def
est l'unique point xe localement minimal, I'assertion (1) est doncequivalenta la proposition
"u est localement minimal”. De plus, on a monte dans le teoeme 8.3 que (3) 9 (2) =)
(2).

Il sut donc de prouver les implications inverses. D'apes le corollaire 8.1, commef est
a ne par morceaux alors (1) =) (2). Enn, d'apes la proposition 8.7, (2) =) (3) ce qui
acteve la preuve du treoeme.

Exemple 8.29
On consicere la fonction f de nie par :

fxy) = min(max(x; 0); max(y; 0))

' max(max(x; 0); max(y; 0))

On a cep vu que I'ensemble des points def etaitegala f(x;y) 2 R?jy x 0g. Soit
un point xe ( u;v) 6 (0;0).

Supposons quev > 0 et u = 0. D'apes la proposition 8.5, la semidierentielle en ( u;Vv)
est la fonction h 7! (max(hq;0); hy) et cette fonction admet un point xe regatif non nul (par
exemple (Q 1)) et donc (u;Vv) n'est pas le plus petit point xe de f.

Maintenant, si u et v sont strictement positifs etverient v u. D'apes la proposition 8.5,
la semidierentielle de f en (u;v) est la fonction h 7! (hq;hy) siv > u et la fonction h 7!
(min(h1; h2); max(hy; hy)) et dans les deux cas, le vecteur (1; 1) est un point xe regatif
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non-nul de la semidierentielle et donc dans les deux cas (;Vv) n'est pas le plus petit point
xe de f.

Finalement, en prenant (u;v) = (0 ;0), la semidierentielle en (0 ;0) est la fonction h 7!
(min(max( hy; 0); max(h; 0)); max(max(hy; 0); max(h; 0))) et sur R? la semidierentielle en
(0;0) est la fonction nulle et donc n'admet pas de point xe regatif non nul et donc (0; 0) est
le plus petit point xe de f.

Exemple 8.30
Soit la fonction f ¢ nie par :

0 1
1 . 1 _
fooy) = B > min(x;y) +1§ mZX(x,y)+5 ¢
max(min(zrx+ Z‘ry;y);O)

La fonction est clairement croissante et est a ne par morceaux car la premere coordonree
. . 5 1 1 1 1 5 .
estegalea la fonction (x;y) 7! mm(max(éx; §X + éy); max(§x + éy; 6y)) + 5. La fonction
estegalement contractante en tant que min-max d'applications contractantes.
L'ensemble x(f) estf(x;y) 2 R?j4x =3y+30; 30 y 0g. Le point (15=2;0) est
clairement le plus petit point xe de f. Calculons les semidierentielles en tout point xe de
f. Au point (15=2;0), la semidierentielle de f est la fonction :

(hy;hg) 7! f(015:2;0)(h) = 3

On conclut que h = f(%;o)(h) implique que hy = 0 puis que h; = 0. Finalement le seul
point xe regatif de f(%;o) est 0 ce qui implique que (Q0) est le plus petit point xe.
Soit (x;y) 2 x(f) tel que 30 y > 0. Au point (x;y), la semidierentielle de f est la
fonction : |
}h + }h .
(hi;h) 70 £ 8 ()= 3717 277
ho

Le point ( 1; 4=3) est un point xe regatif de f&y) ce qui montre bien que §;y) n'est
pas le plus petit point xe de f.

Contre-exemple 8.3

On reprend la fonction f de I'exemple 8.19. On ne peut pas utiliser le treoeme 8.5 pour
caraceriser le plus petit point xe de f : la fonction possde plusieurs points xes localement
minimaux. On remarque aussi que I'ensemble des points xes d& n'est pas connexe par arcs
car la fonction n'est pas contractante.

De manere duale, tout le travail cevelope dans ce chapitre peut étre appligue pour
calculer le plus grand point xe. On pourrait donc appliquer ces travaux pour prouver qu'un
point xe est unique en montrant qu'il esta la fois le plus petit point xe et le plus grand
point xe.
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8.2.4 Ranement de l'algorithme d'ieration sur les politiques

Le treoeme 8.5 permet de construire uneetape suppementaire dans l'algorithme d'iera-
tion sur les politiqgues dans le cas a ne par morceaux contractant et croissant.

Soit une fonction f ane par morceaux, contractante et croissante, elle est donc de la
forme :

min  max P2 x+ R& ()
a2A(i) b2B (i)

etb2 B(i;a), pour tout j 2f1;:::;dg, Pf® Oet P& 1. Poura2 A(i) et b2 B(i;a),
j=1
lesebments R sont des nombres eels.
On note :

= f :f1;:::;dg 7! [ AG)j ()= i2A()g
i=1;:d

d'as la formulation :
f = mén f ()
a l'application f :RY! RY est telle que pour tout x 2 RY et pour tout i 2 f 1;:::;dg,

fi(x)= max P ° x+R P 8.4

)= max P | (8.4)
Les applicationsf sont des applications convexes car toutes leurs fonctions coordonrees
sont des maxima d'applications a nes. De plus, elles sont croissantes en tant que maxima
de fonctions a nes dont les vecteurs directeurs sont des vecteurs positifs. En outre, en vertu

de (8.1), le plus petit point xe de f est ni si et seulement si aucun plus petit point xe

d'une application f n'a de coordonree 1 et au moins l'un de ces points xes appartienta
RY.

Remarque 8.7 Le nombre de politiques est ni, donre par  card(A(i)).
i

Pour prouver la convergence de l'algorithme 8, nous devons faire une hypotlese sur les plus
petits points xe des applications f . La pemeére nous permettra d'utiliser le treoeme 8.1 :

8 2 Ifp( f )2RY (H1)

La seconde hypothtese permet de consicerer les application$ et f uniqguement en tant
qu'applications dans RY. On suppose que toute les politique$ pos®de un plus petit point
xe dans RY au sens a1 pour tout 2 , il existe un vecteur x 2 RY tel que x X pour
tout point xe x 2 RYdef . On note ainsi I'hypottese :

8 2 :9x 2RYI(f ()= x;x2RY =) x «x (H2)
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Algorithme 8:  Calcul du plus petit point xe par ieration sur les politiques
Entees : Soit f une fonction de la forme ().
Sorties : Le plus petit point xe de f dansRY.

abut
Choisir une politique ©, k = 0;
Cetermination de la valeur (Dg) :
. . k k .
Calculer le plus petit point xe u® def ;
Anelioration de la politique () :

si f (uK) <uX alors

Choisir  ** telle que f (uX) = f
Allera letape ( Dg+1);

inon// f(uX)= uk

Calculer  := (f%);

si g < 1alors

\ retourner U, le plus petit point xe de f;
sinon// =1

Prendre h 2 R nf0g tel que f % (h) = h;

k+1 (Uk);

(72}

Choisir **1(j), l'action a qui atteint le minimum dans
(f )i (h) = r;zi%(fg)uk(h) a A =fa2 AG)jfa(u) = f(UNg;
i

| Allera letape ( Dg+1).

Tkeoeme 8.6 ( Convergence en temps ni de l'algorithme )
Si (H1) ou (H2) sont satisfaites, les proprets suivantes sont vraies :

1. La suite (ux)k o Gereee par l'algorithme 8 est strictement decroissante.
2. L'algorithme retourne le plus petit point xe de f en temps ni.

Le lemme suivant est un analague du treoeme 8.1 dans le cas des applications s&®.
Lemme 8.5

Soit g : RY1 RY croissante et contractante au sens large. Supposons qgepossede un
plus petit point xe u dansRY. Alors les assertions suivantes sont vraies :

1. u est le plus petiteement de I'ensemble fx 2 RYj f (x) 6 xg;

2. u est l'unigue solution du probeme d'optimisation :

( )

Min Xijog(x) x x2RY (P)

Bemonstration (Lemme 8.5)
Le vecteur u est un point ealisable de (P). Si x est un autre point ealisable, comme g

est croissante et contractante au sens large et pos®de un point xe, alorsgl(x))x est une
suite cecroissante et borree. Appelonsy la limite de g*(x), nous obtenonsy  x ety est
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up point xeyni de gyd'ar y u ce qui montre la premere assertion. On en ceduit que
uj Vi Xi. Comme x est un point ealisable arbitraire, il s'ensuit que u
1id 1 . d ' 1id . . . . X X
est une solution optimale. Six est une solution optimale, on doit avoir uj = Xj et
_ _ 1 d 1id
puisqueu 6 X, on conclut queu = x ce qui montre la seconde assertion.

Bemonstration (Tlkeoeme 8.6)

1. Le esultat estetabli dans Gaubert, Goubault et al dans [GGTZ07, Theorem 3] dans
le cadre de I'hypottese (H1). Nous en redonnons la preuve ici. Soik 0. Siuk 2
RY n'est pas un point xe de f alors il existe “*! tel que f(uk) = f " (uX). Soit
E=1fx2RIVjFf “(x) xg Sous (H1),f “" possde un plus petit point xe
uk*t 2 RY qui est d'apes le treoeme de Tarski et la croissance de f M, le plus
petiteement de E. Sous (H2),f - posede un plus petit point xe dans RY, uk*!
qui est d'apes la premere assertion du lemme 8.5, le plus petiteement de I'ensemble
E. Or, comme uk 2 E et donc uk*!  uk. De plus, par croissance d& ‘™, on a
f Wy = okt f k) = f (ue) < uk. Maintenant si ug est un point xe mais
pas le plus petit alors il existeh 2 RY non nul tel que uk**  f (UX+ h)= U+ h<uk,

2. Deux politiques ne peuvent pas étre slectionrees deux fois puisque, d'apes le point 1,
la suite gereee par l'algorithme est strictement cecroissante et comme le nombre de
politiques est ni alors l'algorithme retourne le plus petit point xe en au plus card()
etapes.

Nous avons cep monte au treoeme 8.1 comment calculer le plus petit point xe d'une
fonction assoceea une politique lorsque I'hypottese (H1) est \eriee. En e et, une fonction
assoceea une politique est une fonction convexe en tant que supremum de fonctions convexes.
La deuxeme assertion du lemme 8.5 nous dit aussi que sous I'hypottese (H2), le plus petit
point xe d'une fonction assoceea une politique se calcule par optimisation convexe. nous
esumons ce esultat sous la forme d'un corollaire.

Corollaire 8.2 ( Calcul du plus petit point xe d'une politique )
Si (H1) ou (H2) sont satisfaites alors pour tout 2 , Ifp( f ) est I'unique solution du
programme lireaire : ( )
Min xijf x) x; x2Rd (P)
[

Il nous reste a donner des nethodes pour calculer le rayon spectral d'une application
homogene et continue.

8.3 Aspects nuneriques et pratiques de la minimalie

Le but de cette section est d'expliciter des nethodes pour calculer ouevaluer le rayon spec-
tral. Dans le theoeme 8.5, nous avons carackerie les points xes grace au rayon spectral de la
semidierentielle aux points xes. Il faut donc trouver une nmethode pour calculer ouevaluer
le rayon spectral et trouver un certi cat pour prouver que le rayon spectral est strictement
plus petit que 1 ou qu'il est strictement plus grand que 1. On verra que le cas probematique
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est le cas ai le rayon spectral vaut 1. La sous-section 8.3.1 traite de I'encradrement du rayon
spectral, cet encadrement se base sur esultat de Nussbaum [Nus86] puis dans la section 8.3.2,
nous pesentons le cas particulier des fonctions min-max homogenes.

8.3.1 Encadrement du rayon spectral
Methode des puissances et borne sugerieure du rayon spectral

En dimension nie, pour un cone C convexe ferme poine non eduita fOg et d'inerieur
non vide et une fonction continue, croissante et homogeney, on va pouvoir encadrer le rayon
spectral deg. En dimension nie, il existe d'autres ce nitionsequivalentes du rayon spectral.
Nous commercons pare la d nition du rayon spectral relatifa un céne *.

Ce nition 8.9 (  Rayon spectral relatifa un cdne )

Soit C un cbne convexe ferne poine. Soit une fonction continueg homogene deC dans
C. On appelle rayon spectral relatif au coneC

Ac(g) = sup limsup kg (x)ky
x2C k1

Une autre ce nitionequivalente est le rayon spectral de Bonsall.

e nition 8.10 (  Rayon spectral de Bonsall )
Soit C un cbne convexe ferme poine. Soit une fonction continueg homogene deC dans
C. Le rayon spectral de Bonsall est c ni

©(@ = lm_ sup kg"(x)k
' kxk 1
x2C
inf  sup kg"(x)k :
" kxk 1
x2C

Mallet-Paret et Nussbaum ont monte dans [MPNO2] qu'en dimension nie, legalie ( | )
est satisfaite :

c(9)="c(9) = ~c(9) (1)

Remarque 8.8 Mallet-Paret et Nusshaum, dans [MPNO2], ont monte que legalie ( | ) de-
meurait vraie en dimension in nie lorsque le rayon spectral est plus grand qu'une mesure de
compacie.

De plus, Nussbaum a monte dans [Nus86], qu'en prenanC = R¢, on a, de plus :

_ gi(x)
cl9) = lemtc(C) 2% Xi (8.5)
= sup min G () (8.6)
word 1 1 d Xj
xeo €0

1. Nous traduisons ainsi le terme \cone spectral radius" [MPNO2].

191



CHAPITRE 8. POINTS FIXES MINIMAUX D'APPLICATIONS SEMIDIFHRENTIABLES

Le esultat reste valide en prenant C = RY et g: C 7! C. Nous supposerons maintenant
que C = RY. En utilisant la ¢ nition du rayon spectral de Bonsall (ce nition 8.10), on
obtient que ¢ (g°) =( c(g))P pour tout entier p 1.

Soit y 2 int( C). On ceduit, en utilisant le esultat de Nussbaum de lequation (8.5), pour
tout p 1 entier:

1
gy *
c(@ max ”
Pour tout i 2f 1;:::;dg, y; est strictement regatif d'a _mlin d(yj) Vi, ce quiequivauta
J:

. Sy 1
(izT,l.r.].,d vi)Y, L

De plus, nous ceduisons degip(y) 0 que, pour touti 2f1;:::;dg:
(min v}y 'o’y) &)

da ;

Vi ') (min i) Y0 gy))

en prenant le max suri, on conclut que :

1P 1 p .
Jmax i tgr(y)  (max yp) - max (giy))

En posantM = _rqaxOI y; > 0, on obtient que :
=150

c(@ (maxgf(y)y, )" M PkgP(y)k (8.7)
Orlalimsup quandp!1l deM YPkgP(y)k¥™ est lim supkgP(y)k*= puis, en prenant le
p! +1
supremum sur int(C) on obtient, pour tout y 2 int(C) :
. P : 1\1=p
c(9) lim inf (max ¢7(y)y; )
lim sup(max gf(y)y; H)*™
pl +1 1 i d

sup limsup kgP(z)k*P “c(@= c(9) :
z2ing(C) p' +1

En conclusion, (lma>(<i gip(y)yi 11*P converge vers ¢(g) quand p! 1 . Cette majoration
|

donne une nethode pour prouver que c(g) < 1.

Algorithme 9:  Methode de la puissance pour le calcul du rayon spectral
Entees : Une fonction homogene croissante contractante au sens largg et un vecteur
y 2 RY
Sorties : Une preuve que g (g) < 1

1.—  max a(y) .

1id Y

k =1;
tant que 1 faire

K= max gik(Y)
Coo1id Y

k

L'algorithme 9 peut ne pas terminer si ¢ (g) = 1.
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Borne inérieure par la formule de Collatz-Wielandt

On peutegalement utiliser le esultat de Nussbaum (8.6) pour calculer la borne inkrieure
du rayon spectral. Prenonsx 6 0, et posons (p;X) = {ni_ndgip(x)xi 1 on obtient par con-
|

Xi 60
fquent :

c(@ (pX*P

Cette minoration donne une borne valide du rayon spectral mais cette methode d'approxi-
mation est di cilement impementable, en e et, il faut choisir un bon rangpetun bon
vecteur X non-nul pour avoir une borne ineressante c'esta-dire x non-nul et p2 N tels que

(p;x)P 1.

8.3.2 Fonctions min-max homognes

Une application f : RY 7! RY est appeke application min-max homogene si toutes ses
coordonreees sont des fonctions min-max homogenes. La ¢ nition 8.11 est inspiee par Gu-
nawardena [Gun94] et Olsder [OIs91].

e nition 8.11 (  Fonctions min -max homognes )

Une application f : RY 7! RY sera dite min-max homogene si toutes les coordonrees;
sont des fonctions min-max homogenes.

Exemple 8.31
La fonction h 7! min(hy; max(hy; hz; 0) est une fonction min-max homogene.

Exemple 8.32
L'application f : R 7! R® ¢k nie par :

max(x; max(z;0))
f(xy;z)= @ min(z;0) A
max(x;y;z)
est min-max homogene.

Contre-exemple 8.4

La fonction quia h associe minfi; + hy;0) n'est pas une application min-max homogene.
En e et, elle n'est pas contractante et on verra dans la proposition 8.9 qu'une application
min-max homogene est contractante.

Proposition 8.8 ( Stabilie des applications min -max homognes sur Z9)
Une application g min-max homogene \erie g(z%  Zz¢.

Bemonstration

estegalementa valeurs dansZ. Soit une famille de fonctionsffgcok telle quefy : 297z
al K est ni et non-vide \eri e mflzXK fr: z47 Z, ceci est vrai aussi pour un min.
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Proposition 8.9 ( Contraction d'une application min -max homogne )
Une application min-max homogene est contractante au sens large.

EEmonstration

jhi h%  sup jhi h% = kh h%. Lafonction nulle estegalement contractante. Maintenant,
i=1;.:d
comme un min-max de fonctions contractantes est contractante alors une fonction min-max
homogene est contractante.

Proposition 8.10 ( Rayon spectral d'une application min -max homogne )
Soit g une application min-max homogene surRY. Soit e lebmentde RY tel quee = 1,

Les assertions suivantes sont satisfaites :
1. ra(f))(Q) 210;1g.

2. ge(f(@)=0 0 im g“(e) =0.

3. La limite I(Iliml g“(e) est atteinte en au plus d ierations.
I+

Bemonstration
Puisque g est une fonction min-max homogene, elle est croissante, contractante et homogne
et donc g(0) = 0. On a par conequent kg(e)k k ek =1 et commeg(e) Oda g(e) e
En utilisant la monotonie de g, on ceduit que (g*(e))k o est une suite croissante et majoee
par le vecteur nul, elle est donc convergente verb 0. Commeg peserve les entiers alorsg
converge versb 2 Z% en au plusd pas ceci cemontre le point 3.
Supposons queb = 0. Pour tout y 2 RY, il existet Otelque0 y te et commeg

est monotone et homogene alors 0 g*(y) tg*(e) = 0 pour tout k d ce qui implique que

re (F9) = 0. Si b <0, nous avonsg(b) = bdonc ra (fJ) O et g est contractante comme

re (FO) 1. Ceci prouve les points 1 et 2.

D'autres cas particuliers permettent de esoudre facilement les probemes de points xes
lorsque la fonction est monotone, a ne par morceaux, contractante au sens large. Si la fonc-
tion coencide, sur le cbne regatif, avec une application lireaire alors le probeme devient de
singularie de matrices. Le probeme devient particulerement facile lorsque la matrice asso-
ceea l'application lireaire est stochastique puisqu'elle admet dans ce cas, comme point xe
regatif le vecteur qui a pour coordonree 1 partout.
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CHAPITRED

CALCUL DE PLUS PETIT POINT FIXE : APPLICATIONS A
L'ANALYSE STATIQUE ET AUX JEUX STOCHASTIQUES

Dans ce chapitre, nous pesentons quelques applications des tteoemes de minimalie
ckvelopes dans le chapitre 8. Nous nous ineressons en particulier aux jeux stochastiques
dont la valeur esta la fois la limite des ieees de |'operateur de Shapley et le plus petit point
xe de cet operateur. De plus, pour travailler avec des applications a nes par morceaux, nous
consicerons des ogerateurs b nisa partir des actions pures. Dans la premére section 9.1, nous
etudions des jeux stochastiques particuliers a les actions optimales sont mixtes et chargent
toutes les actions, puis nous nous ineressonsa des jeux stochastiques positifs particuliers :
dans un premier temps, nous regardons des jeux ai les joueurs n'‘ont que deux choixa chaque
etat, ils peuvent soit continuera jouer soit arréter le jeu; ensuite, nous regardons des jeux
stochastiquesa information parfaite avec options d'arrét et paiements positifs. Dans la deux-
eme section 9.2, nous pesentons des exemples de programmes ai la fonction £mantique
abstraite est une application a ne par morceaux contractante. On peut voir ces fonctions
£mantiques abstraites comme des operateurs dynamiques de jeux deterministes. En n, nous
terminonsa la section 9.3 sur quelques mots sur l'impementation ce chapitre sur quelques
mots sur le prototype ecrit en C impementant la nmethode dans le cas de linterpetation
abstraite.

9.1 Applications aux jeux

La section cebute par des rappels sur les jeux stochastiquesa la sous-section 9.1.1, puis
nous terminons cette section par dans la sous-section 9.1.2 sur le cas des jeuxa paiements
positifs.

9.1.1 Rappels sur les jeux stochastiques

Nous rappelons le cadre des jeux stochastiques du chapitre 3. Nous consicerons des jeux
stochastiquesa deux joueursa somme nulle, le joueurJ1 est le minimiseur et le joueurJ?2
le maximiseur. Nous nous ineressons aux jeux stochastiques en temps discret. Le jeu esta
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les joueursJ 1 et J2 ont des espaces d'actions nis respectivemen(s) et B(s). Pour chaque
etat s 2 S, un couple d'actions @;b) 2 A(s) B(s) induit une probabilie de transition
Ps(a; b) : un nouveletat t est tie suivant la probabibilie Pg(a;b), en outre, le joueurJ1 paie
instantarement Rg(a;b) au joueur J2.

Le but des deux joueurs est d'optimiser un paiement nal qui peut étre l'esperance de
la somme actuali®e des paiements instantarees, la moyenne des paiements instantares, la
limite superieure des paiements instantares... Lorsque le jeu est en horizon ni le paiement
nal se calcule grace a une equation ecursive. En horizon in ni, dans le cas escompg, la
valeur du jeu est lI'ungiue point xe d'un ogerateur qui repesente le gain quotidien de chaque
joueur. L'ogerateur de Shapley repesente cette optimisation journalere : l'operateur associe
a un vecteur v 2 RY, la valeur du jeu en un coup cetermire par v. En vertu du treoeme
de Von-Neumann, a chaque date, la valeur du jeu en un coup existe quand on autorise les
joueursa choisir des actions mixtes et on obtient I'operateur de Shapley :

X 7' Fs(x)= inf sup Rs(; )+ Ps(; ) x; pourtout s2 S
2 ( A(s) 2( B(s)

a ( A(S), ( B(s)) cesignent respectivement les ensembles de mesures de probabilies
sur les espaces d'action#\(s) et B(s) des joueurs 1 et joueur 2 etRs et Py designent les

extensions mixtes. X
Originellement, Shapley a consicee des mockles avec taux d'escompte ( Pg(a;b < 1
t2S

pour tout s 2 S) et ainsi la limite de la suite (F"(xo))n o existe quelque soitxp 2 RY et
converge vers l'unique point xe de F. L'unicit et l'existence sont assuees par le fait que F
est, pour des jeuxa taux d'escompte, une fonction strictement contractante et la conclusion
cecoule du treoeme de point xe de Picard.

Dans notre mockele, on consicere des jeux sans taux d'escompte et donc la limite de la
suite (F"(xo))n o N'existe pas forement. Cependant, par croissance d€&, cette limite existe
eteventuellementa valeur in nie ces lors que xg satisfait xg F(xg) ou F(Xg) Xgq. Par
ailleurs, on sait par continuie de la fonction que la limite est un point xe de F.

Remarque 9.1 On aurait pu consicerer des jeux dont la valeur est donree par lim supF " (xg)
n' +1

. n
ou Ir:!mqu F"(Xo).

9.1.2 Les jeuxa paiements positifs

Ce type de jeu aek etude dans [FV97]. Ces jeux font partie de la classe des jeux
a paiement total : on s'ineresse a la somme des paiements gagres. Comme indique leur
nom, les jeux a paiements positifs \eri ent pour toutetat s, pour tout couple d'actions
(a;b, Rs(a;b 0. Les paiements naux correspondent a l'esgerance de la somme des
paiements instantares : en prenant un couple de stratgie (voir ce nition au chapitre 3)
(; )= UEEEE I‘;:::);( @..... 0(;:::)), on s'ineressea la fonction :
!

R
ws(; )= E{ Rae( 5 %
k=0

nous rappelons que ce jeu a une valeur si(s) ;= inf supws(; ) =supinfws(; ).
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Dans [FV97, Theorem 4.4.4], les auteurs montrent que la valeur du jeu positif existe et
quand cette valeur est nie (en toutetat), la valeur est la limite v de la suite (Vq)non & nie
ecursivement, pour s2 S, pour n 2 N par :

8
< min max ([Rs(a;b]ab)
w(g)= 2 A ®R(BE) ®
po_max - min ([Rs(a; b)]ap)
8 b2 ( B(s) a2 ( A(s))
< min max ([Ps(a;b vn+ Rs(a;b)lab)
Voep(5) = RUAD®R(BE) nooemTe
: max min Ps(a;b) vh + Rs(a;b)]a:
b2 ( B(3) a2 ( A(s)) ([ s( ) n s( )]a,b)
En outre, Filar et Vrieze [FV97, Theorem 4.4.3] cemontrent que v est le plus petit point
xe positif eventuellementa valeur + 1 ) de l'operateur de Shapley F :

8
< min max ([Ps(a;b) x + Rs(a;blan)
X7 F()=  2CAG®R(BE) PS ) D it &
: min a,bh x+ a;b)]a:
b2 ( B(s) a2 ( A(S) ([ s( ) s( )]a,b)

Par ailleurs, les auteurs montrent que leur mockle est valable les jeux (sous-)stochastiques
c'esta-dire au le vecteur Pg(a;b) est sous-stochastique. Nous supposons par congquent ce-
iormais gue pour touts 2 S, pour tout (a;b) 2 A(s) B(s), pourtout t 2 S, Pg(a;b) 0 et

Ps(a;b 1.
t2S

Stop ou encore

On ¢k nit un jeu de la manere suivante :a chaqueetat s 2 S,a chaque datek, les joueurs
peuvent arréter de jouer ou continuera jouer et un nouveletat t est tie sous une probabilie
Pst.

{ Si le joueur J1 est le seula cecider de s'arréter alors il paie une somme s au joueur

J2;
{ sile joueur J2 dcecide seul de s'arréter alors, le joueurd 1 doit lui payer une somme s
{ si les deux joueurs decident de s'arréter en méme temps, le joueud 1 paie une somme
s au joueur J 2.
{ si les deux joueurs cecident de continuera jouer, le joueur J1 paie au joueurJ2 une
sommeRs.
On peut supposer que les paiements d'arréts sonteventuellementa valeurs dani.
On peut repesenter le jeua unetat s sous la forme matricielle :

J2nJ1 | Continue Arréte
Gs = Continue PstGt + Rg s
t2S
Arréte s s
. X - . g - -
La notation PstGt + Rs signi e qu'avec probabilie Pg; les joueurs entrent dans le jeu
t2S

d'arrét G; et que pour le couple d'actions €ontinue; continue) J1 paie Rsa J2.
Remplacons arbitrairement (G¢)i2s par un vecteur x = ( X¢)t2s et notons Gg(x) le nouveau
jeu matriciel, ainsi :
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J2nJ1 % Continue Arréte
Gs(X) = Continue . Psixt + Rs s
Arréte s s

La proposition est un esultat bien connu de jeu matriciel 2 2, elle permet de caraceriser
les jeux matriciels 2 2 qui ne possdent pas de valeur en actions pures.

Proposition 9.1 ( Valeur de G¢(x)) X

Soit s 2 S et soit x 2 RS. Nous posonshg(x) = PstXt + Rs. Le jeu matriciel Gg(x)

t2s
ne posxede pas de valeur en action pure si et seulement, I'une des conditions est satisfaite :

1. hs(x)> s set s> 5 s;
2. s>hs(x); set s>hs(x); s :

Si le jeu Gg(Xx) posede une valeurvs(x) en action pure et si le jeuG = ( Gg)s2s posede
une valeurv = (vg)s2s alorsv est un point xe de l'ogerateur F ¢k ni par :

8 X
3 max(min( Pst(Xt + Ry); s);min( s; s))

X 7! Fs(X) = _ RS
2 min(max( Pst(Xt + Ry); s);max( s; s))

t2S

En supposant les paiements d'arréts du joueurd 1 positifs, c'esta-dire, pour tout s 2 S,
si s 0, tout point xe de F est positif, en e et, gracg@ legalie min-max, X est un point
xe de F, implique que pour tout s 2 S, x5 = max(min( Psi(X¢ + Ry); s);min( s; ) et
t2S
donc quexs min( s; s)) O pourtout s2 S.

Par ailleurs, en supposant s et s nis pour tout s 2 S, F est majoee par M =
(max( s; s))s2s et donc x(F) [0;M1] [O;M2]  :::  [0;Mg]. Finalement, la suite
(FX(0))k o est croissante majoee et par continuie de F converge vers un point xe ni
deF da x( F) 6 ;.

En conclusion, d'apes les esultats de Filar et Vriezeenones plus tot sur les jeux positifs,
la limite de (F(0))x o est la valeur du jeu et la valeur du jeu est le plus petit point xe de
F.

Exemple 9.1 (Application nuneriqguea deuxetats)
Consicerons le jeu suivant :

1. A letat 1, la matrice de paiements est la suivante :

374G1 +14G,+5 | 25

G1= 50 30

2. A letat 2, la matrice de paiements est la suivante :

G, |20
40 | 30

G2:

198



9.1. APPLICATIONS AUX JEUX

Les jeux G; et G, admettent une valeur en action pure.
L'operateur de Shapley F est la fonction :

_ min(max(3=4x1 + 1=4x, + 5, 25); 50)
XM F()= min(max(x»; 20); 40)

En choississant les paiements d'arréts comme politique initiale, on trouve le point xe
(uz;u2) = (50;40). La valeur 40 est atteinte par la fonction les deux actions a letat 2 et
pour letat 1, une seule action atteint la valeur 50, la semidierentielle en ( uq;uy) est la
fonction : (hy; h2) 7! (0; min(h; 0)), la semidierentielle admet donc le point xe regatif non
nul (O; 1) qui est donre par l'ieration du vecteur e = ( 1, 1). Ce point xe conduita
une nouvelle politique assoceea la fonctionf " & nie par ( X1;X2) 7! (50; max(x2; 20)). Par
programmation lireaire, Ifp( f l) = (50;20) qui n'est pas un point xe de F car 0.75 50+
0:25 20+5 =247:5 < 50 et donc, nous en ceduisons une nouvelle politique ?, assocee
a la fonction f = denie par ( X1;X2) 7! (max(3=4x1 + 1=4x, + 5; 25); max(xz; 20)) et dont
Ifp(f 2) = (40; 20) qui est un point xe de F que nous notons V1;V>). La semidierentielle g
en (vq;Vvz) est (hy; h) 7! (3=4h; + 1=4hy; max(hz; 0)). En utilisant I'algorithme 9, on trouve,
comme @)1(e) = ((3=4)X) et (g*)2(e) = 0, que (g) < 1 et on conclut que (4Q20) est le
plus petit point xe de F.

Exemple 9.2 (Exemple avec troisetats et paiements instantares nuls)
Ce type de jeu se rapproche du mockle des jeux ecursifs d'Everett [Eve57] au, lorsque les
joueurs continuenta jouer les paiements instantares sont nuls, seuls les paiements d'arréts
sont non nuls. De plus, dans les moctles d'Everett, I'ensemble des points xes de l'operateur
de programmation dynamiqgue n'est pas recessairement un singleton.

Consicerons le jeu suivant :

1. A letat 1, la matrice de paiements est la suivante :

1=2G; +1=2G, | 50
90 90

G]_:

2. A letat 2, la matrice de paiements est la suivante :

1=4G, +1=2G, + 1=4G3 | 60
90 70

Gzz

3. A letat 3, la matrice de paiements est la suivante :

1=4G, +3=4G3 | 70
100 75

G3=

Les jeux G1, G, et Gz admettent une valeur en action pure. Maintenant calulons le plus
petit point xe de la fonction :

min(max(1=2x1 + 1=2x>; 50); 90)
X 7! F(x) = @ min(max(1=4x4 + 1=2x, + 1=4x3; 60); 90) A
min(max(1=4x1 + 3=4x3; 70); 100)
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Choisissons les paiements d'arréts comme politique initiald 0, nous obtenons le vecteur
x% = (90;90; 100), or F(x% = (90;90;97:5) et donc nous changeons de politique et nous
consicerons la fonctionf * & nie par :

0 1
90

x7f ‘(x)= @ 90 A
max(1=4x4 + 3=4x3; 70)

Par programmation lireaire, nous trouvons le vecteur x* = (90; 90; 90), et commeF (x!) =
(90; 90; 90), x* est un point xe de F. Par ailleurs, 1=2x} + 1=2x3 = 90 et 1=4x] + 1=2x3 +
1:4x§ =90, la semidierentielle g au point x! est par consquent :

min(1=2h1 + 1=2h>; 0)
h 7! g(h) = @ min(1=4h; + 1=2h, + 1=4h3;0) A
1=4h, + 3=4h;

Sur l'orthant regatif, la fonction g concide avec l'application lireaire x 7! Px au P est
la matrice de transition, le rayon spectral vaut 1 puisque la matrice est stochastique et on
conclut qu'il existe un point xe regatif non-nul pour la semidierentielle (par exemple e) et
que le point xe x! n'est pas le plus petit point xe de F. On en deduit une nouvelle politique

2 assoceea la fonctionf * ¢ nie par :

, max(1=2x; + 1=2x7; 50)
X7 f “(x) = @ max(1=4xq + 1=2x» + 1 =4x3; 60) A
max(1=4x, + 3=4x3; 70)

Par programmation lireaire, on trouve x? = (70;70; 70). La semidierentielle h en x? est
la fonction :

0
1=2h; + 1=2h,

X 7! h(x) = @ 1=4h; + 1=2h, + 1=4h3 A
max(1=4h; + 3=4h3;0)

Par un simple calcul de point xe, on trouve que l'unique point xe regatif de h est 0. En
conclusion, x? = (70; 70; 70) est le plus petit point xe de F et donc la valeur du jeu.

Jeux stochastiquesa information parfaite

Ces jeux sont aussi appeks jeux stochastiquesa information parfaite. Le groupe nominal
information parfaite signi e que les joueurs connaissent les actions jowees par l'autre joueur
a chaque etat, la connaissance de cette information in uence donc l'action du joueur. On
peut ainsi supposer que le jeu est ®quentiel et, gu'en ajoutant desetats, on peut cecomposer
I'espace detat en deux types detats, lesetats controks par le joueur J1 et lesetats controes
par le joueur J2. On peut aussi ajouter des etats non controéks qui cesignent les calculs
intermediaires.

Finalement, on appelera jeux stochastiquesa information parfaite un jeu stochastique tel
que pour chaqueetats 2 S, I'un des deux joueurs ne posede qu'une action disponible. On
peut ainsi assimiler un jeu stochastique a information parfaite,a un graphe d'ensemble de
sommetsV et un ensemble d'arcsE. L'ensembleV repesente lesetats du jeu qui est 'union
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disjointe des ensembleSmax, Smin, Sop AU Smax €st I'espace desetats controks pard 2, Smin
est I'espace desetats controkes parJ1 et Sy les autresetats. Pour unetat s 2 Spax [ Smin,
les ensembles d'actions du joueud 1 sont les ensemble d'arcst 2 E, on ajoute egalement
des possibilies d'arréts ¢ 2 Ry [flg pour le maximiseur et ¢ 2 Ry [f +1g pour le
minimiseur.

L'operateur de Shapley F skcrit donc :

S2 Spax X 7! Fg(x) = max(mt% Xt + Rg; )
S
S2 Smin X 7! Fg(x) = min(mtiznE Xt + Rt; s)
Si
S 2 Sop X 7! Fsg(X) = Ps Xx
On retrouve un jeu stochastique a paiements positifs ces queR;, s et s le sont. La
valeur du jeu est le plus petit point xe positif de F et la valeur du jeu est la limite de la
suite (F"(0))n o ces qu'elle est nie.
Pour assurer que le plus petit point xe est positif, on peut modi er I'oerateur de Shapley
de sorte que les points xes soit positifs :
S 2 Smax X 7! Fs(x) = max(mtgoé Xt + R¢; s)
S
S2 Smin X 7! Fs(X) = min(mtiznE max(x; + R¢;Ry); )
S
S 2 Sop X 7! Fs(x) = max( Py x;0)
La fonction F concide avecF sur le cone positif et le plus petit point xe de F est le plus
petit point xe positif de F.

Exemple 9.3 (Application nunerique)
Consickrons le jeu repesent par le graphe cecrita la gure 9.1.

out out

Figure 9.1 { Jeu stochastiquea information parfaite de lI'exemple 9.3

Letat 1 repesente I'ensemble akatoire et avec probabilie 1/2 le jeu passe de letat 1
a letat 2 et avec la méme probabilie le jeu passe de letat 1a letat 3. Letat 2 est letat
controk par le minimiseur et letat 3 est contrée par le maximiseur.
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Actions de J1
allera letat 1 en payant 2
restera letat 2 et ne rien payer
allera letat 3 et payer 1
arréter le jeu et payer 50

Actions de J2
1 | allera letat 1 et recevoir 1
allera letat 2 et ne rien recevoir
3 | arréter le jeu et recevoir 0

N

A OWDNPR

L'operateur de Shapley modie est donc :
0 1
max(1=2x, + 1=2x3; 0)
X 7! F(x) = @ min(max(xy + 2; 2); max(x2; 0); max(xs + 4 ; 4); 50) A
max (X1 + 1;X2;0)

Pour utiliser l'ieration sur les politiques, il faut initialiser avec les actions du joueur J1
et nous choisissons le paiement d'arrét comme politique initiale.
On doit esoudre le programme lireaire : minimiser x1 + X + X3 sous les contraintes

(1=2)x2+(1=2)x3 %1, 0 X1
50 X2
X1+1 Xs3; X2 X3, 0 X3

On trouve x; = 51, x» = 50 et x3 = 52. Ce vecteur est un point xe de F que l'on note
x. Comme, au point X, la fonction x 7! max(xz; 0) atteint le minimum dans min(max( x; +
2; 2); max(x2; 0); max(xs + 4; 4); 50), la semidierentielle au point X est la fonction fYO ke nie
par :

1
1=2h, + 1=2h3
h71 fqh)= @ min(hy;0) A
hy

La fonction fY0 restreinte sur le cone regatif est une application lireaire dont la matrice est
stochastique, elle admet donc un point xe regatif non-nul (par exempleho=( 1, 1; 1)).
Au point hg, pour la deuxeme coordonree seule la fonctionh 7! h, donne la valeur 1 et
on change la politique en consicerantx 7! x», on esout le programme lireaire : minimiser
X1+ X2 + X3 sous les contraintes (£2)x2 + (1 =2)x3 X1, X2 X2, X1 +1 X3, X2 Xz et
enn Xi;Xz;x3 0,ontrouvex1 =1, Xo =0 et xz3=2. Posonsx =(1;0;2).

La semidierentielle au point X est la fonction fQ e nie par :

1
1=2h, + 1=2h3
h7tf2h)= @ max(hy;0) A
hy

f9k(h
Par l'algorithme 9, on calcule | = ‘mlaé(s(g)hl()
i=1:2; i

k=1 =1, k=2, (=1letennpour k=3, g =1=2, on conclut que (f£)< 1 et que
x est le plus petit point xe de F.

en prenant h 1, on trouve pour
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9.2 Exemples et applicationsa l'analyse statique de programmes

Dans cette section, nous consicerons des exemples simples de programmes dont la fonction
£mantique abstraite sur les intervalles est une fonction croissante a ne par morceaux et con-
tractante. On peut voir la fonction €mantique abstraite sur les intervalles comme un operateur
dynamique de jeu : les unions epesentent l'operateur max, les intersections I'ogerateur min,
les a ectations et les constantes les paiements. Dans cette sous-section, pour simpli er les
ecritures, nous notons _ a la place de min et~ a la place de max.

On rappelle que I'on note un intervallel =[ i ;i"] et les variables ;) repesentent les
intervalles au point de controlei.

Exemple 9.4 (Introductif)
Nous avons pesene comme exemple introductif le programme de la gure 9.2.

int X,

x=0 /1 x1 = [0;0]

while(x<=99){ 112 X2 = (xa[ xg)\] 1 ;99]
x=1-X; 13 X3 = 1 X

} 14 _

X4 (X1 [ x3)\ [99+1 [

Figure 9.2 { Exemple introductif

La di cule vient uniguement du point de contréle 2, on s'ineressera uniquementa cet
intervalle. On commence par eduire lequation £mantique du point de contréle 2 en eecrivant
x3 en fonction dex,, onobtient x5 =1 xj cequientranex; = x; Ll,etx3 =1 ( X,)=
1+X%,.

Les bornes de lintervallex, sont donrees par lesequations min-max suivantes au point
de contréle 2 :

X, = 0_(x3 1)
99 " (0_ (x, +1))

X3
Pour aleger les notations, on pose, pour k;y) dans R? :

V) = 0O_(y 1)
FOSYI= 99n (0. (x + 1))

et trouver x, et x5 revienta chercher (x;y) tel que F(x;y) = (x;y) les plus petits
possibles, la variablex jouant le réle de x, ety celui dex; .

En suivant I'neuristique classique c'esta-dire, en slectionnant la fonction (x;y) 7! (0 _
(y 1);99), on trouve par programmation lireaire, x =98 et y = 99. On \eri e que ( X;y) est
un point xe de F.

F est le min-max de fonctions a nes contractantes et croissantes, elle est don€& crois-
sante, a ne par morceaux et croissante. Nous allons maintenant souligner les fonctions a nes
qui atteignent le min-max pour le point (X; y).
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oy 1
FYI= 99n 07 (x+1))

D'apes la proposition 8.5, F a pour semidierentielle au point ( x;y) :

h»

I:((gcy)(hl; h2) = 0~ hy

La fonction h 7! F&y)(h) est une fonction min-max homogene et on utilise la proposi-
tion 8.10 pour calculer le rayon spectral deF&y) et un point xe regatif non-nul s'il existe.

Posonse 1. Comme F&y)(e) = e alors le rayon spectral vaut 1 ete est un point xe
regatif non nul, on choisit alors la fonction qui atteint le minimum dans 0 » e, la fonction
est donch 7! hy et donc la nouvelle politique est

0 1
o= 0,

et par programmation lireaire, on trouve que (x;y) = (0 ;1) qui est un point xe de F. La
semidierentielle au point ( x;y) est donc la fonction

0_hy

F(?(;y)(hl;hZ) = hy

En prenant e 1, 0on aF&y)(e) =(0; 1) puis que F&y)(o; 1) = (0;0) ce qui implique
que le rayon spectral est 0 et qu'en conclusionx y) = (0 ; 1) est le plus petit point xe de F.

Exemple 9.5 (Tie de [CGG ' 05])
On consicere un simple programme avec une boucle et deux variables.

void main(){

int ij;

i=1; 11

j=10; 112

while (j>= i){ 113
i=i+2; 14
i=-1; 115
} 116

}

Comme dans I'exemple 9.4, il n'y a que quelques points de contrble importants : les points
de controle 3 et 6 pour ces deux points de contréle, un calcul d'intersections est recessaire
alors que pour les autres points de contrble, I'ensemble des politiques est un singleton. Nous
exprimons les intervalles des points de contréle 4 et 5 en fonction dig et j3. Nous obtenons
commeis = ig+2 que, ig = iz +2cequiequivauta ig = i; 2etiz = iz +2. De
js=js 1, nous ceduisons que, js = j; lcequisigniejs =j; +letjs =j; 1.

Pour calculer les bornes des intervalles aux points de controle 3 et 6, il faut esoudre les
sysemes dequations min-max (9.1) et (9.2). On utilise I'heuristique classique et on souligne
les politiques initiales.
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Le sysemea esoudre au point de contrble 3 est donre par le syseme dequations (9.1).

8 . .
313 7 10 2)
i3 = (10_G3 DAA_(5+2) 0.
203 = (1_(5 2)"(C 10_(s +1) '
i3 = 0_G3 1)
Le sysemea esoudre au point de contrble 6 est donre par le syseme dequations (9.2).
8 . . .
316 = (1 (g 27 10_(s +1) 1)
ig = 1_ (i3 +2)
. . 9.2
3 g = 10_(j; +1) (9:2)

le (@ _(3+2)) DHr@I0_G; 1)
Par programmation lireaire, on obtient les vecteurs suivants :

L= 1 i = 1
Y- 10 i o= 12
j3: 1 j6:0
o - oo

Ces vecteurs sont solutions des sysemes (9.1) et (9.2) impliqugs = ((1 _ (i3 +2)) 1)"
(10_(@jz 1).0r

(A_(@3+2) 1~(10_(3 1)=(1_12) 1)~ (10_9=11"10=10

etjg =11

Le point trouve pecemment n'est pas un point xe et cela nous conduita un changement
de politique, on prend maintenantj; _ (j3 1)a la place de ((1_ (i3 +2)) 1) pour la
coordonree j§ . Pour trouver le point xe assocea cette nouvelle politique, on esout un
programme lireaire et on trouve :

i3 = 10 ig = 12
jg = 1 je = O
i =10 ji =10
qui est sont des solutions des sysemes (9.1) et (9.2). On note :
(G = (igsi3iigiigiisiizsiesie)

= ( 1,10, 1,12, 1;10;0;10)

Nous introduisons la fonction F c nie par :

0. 1 0 1 _ iz 2 !
2 10_Gs 1~ 1_(i5+2)
iy 1_(s 2 ~ (10_(5+1) 1
e 1 _pBis kL 1 _ (it +2)
J I3 1_(G; 20 ~ ( 10_(3 +1)
i3 10 _ i3 1
}‘i 10 _ (5 +1)
° @_(@3+2) 1~  10_(i 1
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F est croissante contractante et a ne par morceaux en tant que min-max d‘applications
anes croissantes et contractante. Nous soulignons les fonctions qui atteignent le min-max
au point ({;]).

0 1
1 _ 2
0_(z n 1_(3+2
1. 2 ~ (10_(s+1) 1
F { = 1 - M
| 1 2~ (10_(z+D)
10 _ (Is 1)
10 _ (Is +1)
A_({+2) 17 0_(3 1
Le calcul de la semidierentielle de F au point ({;|) donne, par la proposition 8.5 :
0 1 0 1
{s 0
3 0
{s A I
0 { _ o o z
Fan | “Fang |, &7 0
3 0
|§ E
6 0

Enprenant,e 1, F(?;j)(e) =(0:;0; 1, 1;0;0; 1;0)et commeF(?; 00 L 1,00, 1;,0)=
0 et donc le rayon spectral surR® de F(?;j) est O et (i; j) est le plus petit point xe de F.

Exemple 9.6 (Exemple sur un programme avec boucle imbriguwee)
Le programme est un programme simple avec une boucle imbrigLee.

int x,int vy,
x=[0,2];y=[10,15] 11
while(x<=y){ 112
X=x+1; 113
while(5<=y}{ //4
y=y-1; /I5
} 116
} 1

Les points de contrble ineressants sont les points de contréle 2, 4, 6 et 7 car ils font
intervenir des intersections. On commence par exprimer les autres intervalles en fonction des
intervalles de ces points de contrblex, = X3 et X3 = X2+ 1, on a aussi X4 = X5 = Xg.
Par x3 = X2 +1, on entend, d'une part, x; = X, +1 cesta-dire x; = x, 1 et
X3 = X5 +1.Par ailleurs, ys = y4 1 ce qui veut dire, d'une part, ys = y, 1quiest
equivalanta ys =y, +1 etdautre part, que yz =y, 1

On souligne, les politiques initiales donrees par I'heuristique classique Pour le point de
contrble 2, on a le syseme dequations suivantes :

206



9.2. EXEMPLES ET APPLICATIONS L'ANALYSE STATIQUE DE PROGRAMMES

8
E X%— - + )il _X6+ +
X = (X3 _%g)" (Y1 _VYs)
.3 Yo = (X1 _Xg)™ (Y1 _VYs)
y: = Y1 _Ye
Au point de controle 4, le syseme :
Yo = (Y3 _+y5)375
Ya = Y3 _ Y5
Au point de contréle 6, le syseme :
y?— - +y3 _+y5
Yo = (Y3 _Y5)"4

Et en n, au point de contrble 7, le syseme :

§x7 = (X %)™ (Vs _Ys) 1)
X7

= (X7 _X§)
.B yz- - + + ( Y1 - XG ) +
y7 = (y1 _¥e) " ((xy _xg) 1)
Par programmation lireaire, on trouve :
X, = 0 Ya = 5 X, = 1
x; = 15 y, = 15 Xx; = 16
y% = 0 yg = 0 yz = 0
y, = 15 Y¢ = 4 y; = 15

On note :

(Xo i X5 X7 X3 1Yo i Ya 1 YaiYe i Ye Ve iy ya)!
= (0;15, 1;16,0;15, 5;150;4;0; 15)I

(x;y)

On introduit la fonction :

. N A N
2_(x5+1) ~ 15_yg
O_(xp 1) ~ (10_vys) 1
0 _ (x3 +1)
0O_(x; 1 7 10_ys
= X _ F 15 _ yg
y Yo _(yg +1) 7 S
ys _ ya 1
Yo _ y, +1
Y, _(ys 1 * 4
10 _ Y6

15_yg MR_(xz 1) 1
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F est croissante, a ne par morceaux et contractante en tant que min-max vectoriel d'ap-
plications a nes croissante et contractante. Par ailleurs, le point (x;y) est un point xe de
F.

On va, comme peedemment souligner les fonctions qui atteignent le min-max pour le

point (X;y).
0 — (X5

1
2_(x3+1) ~» 15 y6
0O_(x; 1) ~ ( 10_yg)
0 _ (x2 +1)
0_(x; 1) * 10_ YG

15_ys " (2_(X2 +1)) 1

La semidierentielle de F au point (x;y) est, par la proposition 8.5 :

0 0 1
X5 0
X5 0
X7 Ye
X3 X3
y% 0 /(\) Ye
0 X _ Yo _
F(X; y) y =F \ 4 - 0
Vi Y2
Yo Yo
Yo 0
Y7 Y6
y7 " X2

En prenant e 1, on obtient successivement que :
Foey(®=(0;0; 1, 1, 1, 10,0, 1, L,0; 1, 1)=e"
puis
Fooy(€)=(0;0; 1,0, 1,0,0;0; 1,0; 1,0)= ¢
enn:
Foey(€)=(0:0; 1,0, 1,0,0,0; 1,0; 1,0) = €
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et donc € est un point xe regatif non nul de F&;y), le point xe (x;y) n'est pas le
plus petit point xe de F et nous soulignons les applications qui atteignent le min-max dans

Foay(€) :

o
>
x
N

ceci cetermine une nouvelle application assoceea une politique :

0 1 O 1
X 0 _ x5 1
X3 15 _ ¥
X5 11 _ yg 1
X3 0 _ x3+1
2 2 o- %
g X _ g Y5 _ 15 _ Ys
y Yy S
Ya ; _— Vi 1
Ye Yo _ Yatl
Yo 4
Y7 10 _ Ye
Y7 1

et par programmation lireaire nous trouvons :

(t;¥) = (0;15, 5,16, 4;15 5,15 4;4; 4;15)

qui est un point xe de F.

Par la proposition 8.5, le calcul de la semidierentielle de F au point (4;v) conduita la
fonction :
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0 1 0 1

ugr 0
b 0
7 i
t t
¥ Y6
FO b o v G 0
(G v, 0
v, v

Y6 Yo, 0%
v 0
v Vg

v 0 N t

En prenant e 1, on trouve successivement :
Fow(@®=0:0 L 1 50,0, L 3,0 1; 1)=¢€
puis,
Fowm(€)=(0;0; 1,0, 1;0,0;0;0;0; 1;0)= €’
etenn:
F (€)= (0:0;0;0;0;0;0;0;0;0;0; 0):

En conclusion, le point xe (d;v) est le plus petit point xe de F.

9.3 Un mot sur lI'impémentation de 'analyseur

La nethode a et impkmente pour les probemes d'analyse statique de programmes
par interpetation abstraite. Le code actuel reprend une peedente impementation C de
I'ieration sur les politiques dans le domaine des intervalles. Le prototype ne gere que les
programmes C dont les a ectations sont les fonctions coordonrees sont des fonctions a nes
croissantes. Ceci implique que les probemes de points xes sur les bornes inkrieures et sur
les bornes superieures sont des probemes incependants.

Nous allons decrire une execution du prototype sur lI'exemple 9.6. Comme le prototype
prend en argument des \eritables programme C, nous avons consicerons une version egere-
ment modiee du programme 9.6, seule l'initialisation change et le programme C analys est
le programme 'imbrique.c” cecrita la gure 9.3

Ceci ne change pas la #mantique du programme 9.6 pour les variablgset y mais ajoute
uniguement de nouvelles variables qui ne modi ent le comportement des variables et y.

La commande "/parserz imbrique.c" fournit les equations £mantiques en fonction des
variables x; y; k et j méme si nous nétudions que les comportements des variables et y. La
sortie trongee uniguement aux variablesx et y de la commande est la suivante :
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void main()
{ .
int x;
int y;
int k;
int j;
if (k<0)
x=0;
else
X=2;
if (j<0)
y=10;
else
y=15;
while (X <=y)
{ x = x+1,;
while (y >= 5)
y = y+(-1);

}
}

Figure 9.3 { Programme 'imbrique.c" analys par le prototype

( x y )] = ( x[0], y[0] )

(xy)2] = ([00] yl1] )

( x y)I3] = ( x[0], y[0] )

(xy)Kl = ([22] y3])

(xy)I6l = ((x2] U x[4] ), (y[2] U y[4] ) )

( x y)6] = (x[3] yI5] )

( x y)I7l = ( x[6], [10,10] )

( x y)8 = (x[3], y5] )

( x y)I9l = ( x[8], [15,15] )

(x y)[ol = ( ( x[7] U x[9] ), (y[7] U y[9] ) )

( x y)[1] = ( ( [-oo, max( y[10] U y[15] )] * ( x[10] U x[18] ) ),
( [min( x[10] U x[15] ), +oo] ~ ( y[10] U y[15] ) ) )

(xy)2zl = ( (x[11] + [1, 1] ), y[11] )

( x y)[3] = ( ( x[12] U x[14] ), ( [5, +oo] ™ ( y[12] U y[14] ) ) )

(x y)[a4] = ( x[13], ( y[13] + [-1, -1] ) )

( x y)[5] = ( (x[12] U x[14] ), ( [-oo, 4] * ( y[12] U y[14] ) ) )

(x y)ie] = ( ( [min(C ( y[10] U y[15] ) + [1, 1] ), +oo] ~ ( x[10] U x[15] ) ),
( [-oo, max( ( x[10] U x[15] ) - [1, 1] )] * ( y[10] U y[15] ) ) )

La deuxeme partie concerne lesequations min-maxa chaque point de contrélea chaque
borne, nous ne donnons que lesequations min-max essentielles, pour la variabte:
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x()[2] =0
x(+)[2] = 0
x()[4] = -2
X(+)[4] = 2

X()[8] = max(x(-)[2].x(-)[4])

x(H)[5] = max(x(+)[2].x(+)[4])

x(-)[6] = x(-)[3]

x(+)[6] = x(+)[5]

X()7] = x(-)[6]

x(H)[7] = x(+)[6]

X(-)[8] = x(-)[3]

x(+)[8] = x(+)[5]

X8l = x(-)[8]

x(+)[9] = x(+)[8]

X()[10] = max(x(-)[7].x(-)[9])

X(H)[10] = max(x(+)[7].x(+)[9])

X(-)[11] = min(oo,max(x(-)[10],x(-)[15]))

X(H)[11] = min(max(y(+)[10].y(+)[15]),max(x(+)[10],x(+)[15]))

x()[12] = (x()[11] + -1)

X(H)[12] = (x(H)[11] + 1)

X(-)[13] = max(x(-)[12],x(-)[14])

X(H)[13] = max(x(+)[12],x(+)[14])

X(-)[14] = x(-)[13]

X(H)[14] = x(+)[13]

X(-)[15] = max(x(-)[12].x(-)[14])

X(H)[15] = max(x(+)[12],x(+)[14])

x(-)[16] = min((max(y(-)[10],y(-)[15]) + -1),max(x(-)[10].x(-)[15]))

X(+)[16] = min(oo,max(x(+)[10],x(+)[15]))
Ainsi que pour la variable 'y :

y()[7] = -10
y(#)[7] = 10
y()Iol = -15
y(#)[o] = 15

y(-)[10] = max(y(-)[7].y(-)[9])

y(H)[10] = max(y(+)[71.y(+)[9])

y()[11] = min(max(x(-)[10],x(-)[15]),max(y(-)[10],y(-)[15]))
y(#)[11] = min(oo,max(y(+)[10],y(+)[15]))

y()[12] = y()[11]

y(+)[12] = y(+)[11]

y()[13] = min(-5,max(y(-)[12].y(-)[14]))

y(+)[13] = min(oo,max(y(+)[12],y(+)[14]))

y()[4] = (yOI13] + 1)

y(+)[14] = (y(H)[3] + -1)

y()[15] = min(oo,max(y(-)[12],y(-)[14]))

y(+)[15] = min(4,max(y(+)[12].y(+)[14]))

y()[16] = min(oo,max(y(-)[10],y(-)[15]))

y(+)[16] = min((max(x(+)[10],x(+)[15]) - 1),max(y(+)[10],y(+)[15]))
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Le prototype se met en pause jusque la touche "entee” soit enfonee et l'ieration sur les
politiques se met en route. Le prototype utilise I'heuristique classique de la & nition 3.10
pour choisir la politique initiale : c'esta-dire a chaque point de contréle ces qu'il y a une
intersection. Par exemple, au point de contréle 11, pour la variablex, le prototype retourne
le texte suivant :

Choix Politique Initiale

Politique gauche pour I'inf pour x[11]: oo

Politique droite pour l'inf pour Xx[11]: max(x(-)[10],x(-)[15])
Choix politique pour I'inf pour x[11]: max(x(-)[10],x(-)[15])

Politique gauche pour le sup pour x[11]: max(y(+)[10],y(+)[15])
Politique droite pour le sup pour x[11]: max(x(+)[10],x(+)[15])
Choix politique pour le sup pour x[11]: max(y(+)[10],y(+)[15])

Le prototype appelle maintenant le solveur de programmation lireaire glpk pour calculer
le plus petit point xe de la fonction assoceea la politique initiale. Il esout en ealie deux
probemes d'optimisation independants, le premier traitant uniguement les bornes inerieures
et le second uniquement les bornes sugerieures :

glp_write_lp: writing problem data to ‘toto'...

0: obj = -4.600000000e+01 infeas = 5.000e+08 (0)
* 23: obj = 2.199999932e+09 infeas 0.000e+00 (0)
* 39: obj = 2.199999927e+09 infeas 0.000e+00 (0)
OPTIMAL SOLUTION FOUND

glp_write_lp: writing problem data to “tata'...

0: obj = 5.100000000e+01 infeas
* 42: obj = 2.200000201e+09 infeas
OPTIMAL SOLUTION FOUND

Un simple test degalie dont I'execution n'est pas a ctee par l'analyseur montre que le
vecteur trouve par glpk est un point xe de la fonction min-max. Le prototype retourne alors
le vecteur d'intervalles solution :

Le calcul de la semidierentielle n'est pas a cte par le prototype mais correspond au calcul
de I'exemple 9.6. Chaque probeme de point xe est esolu independamment. Le prototype
calcule la semidierentielle pour la fonction min-max pour les bornes inkrieures ainsi que la
semidierentielle pour la fonction min-max pour les bornes superieures. La semidierentielle
de la premere fonction possde un point xe regatif non-nul alors que la semidierentielle de
la seconde n'en possde pas. Le prototype a che le texte suivant :

5.000e+08 (0)
0.000e+00 (0)

La semidiferentielle a un point fixe regatif non nul, le point fixe
n'‘est pas le plus petit.

Le seul point fixe regatif pour la semidiferentielle est nul,
l'ieration sur les politiques est termiree.

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhhhkkkkkkkkkkkkkkkkhhkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkx

La non-minimalie conduita un changement de politique et le prototype appelle glpk
pour trouver le plus petit point xe de cette nouvelle fonction :
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x(2] = [0,0]

x[4] = [2,2]

Xl = 10.2] yI7] = [10,10]
x(o] = 10.2] yl9] = [15,15]
X[7] = 10.2] y[10] = [10,15]
xI8] = 10.2] y[11] = [0,15]
X[9] = [0.2] v[12] = [0,15]
X[10] = [0.2] y[13] = [5,15]
x[11] = [0,15] V14l - [414]
x[12] = [1,16] Y15] = o]
x[13] = [1,16] V116] - [0.15]
x[14] = [1,16] !
x[15] = [1,16]

X[16] = [1,16]

glp_write_Ip: writing problem data to ‘toto'...

0: obj = -4.600000000e+01 infeas = 5.000e+08 (0)
* 23: obj = 2.199999932e+09 infeas = 0.000e+00 (0)
* 40: obj =  2.199999907e+09 infeas = 0.000e+00 (0)

OPTIMAL SOLUTION FOUND

Le simple test degalie pour determiner si le vecteur trouve par glpk est un point xe de
la fonction min-max sur les bornes inkrieures. Le vecteur trouve par glpk est bien un point
xe, le prototype retourne ce vecteur (uniquement les bornes inkrieures).

X2 =0

X(-)4 = -2

ks
X()7 = 0 Y9 = -15
6 = o y(910 = -10
0 = 0 Y1l = -4
X()10 = 0 Y12 = -4
x(911 = 0 YOL3 = -5
(912 = -1 y()L4 = -4
x(913 = -1 YOS5 = -4
(14 = -1 y()16 = -4
X()15 = -1

X(-16 = -5

Le prototype calcule la semi-dierentiellea ce point (en silence) et la semidierentielle ne
possde pas de point xe regatif non-nul, le prototype a che donc le texte suivant :

La politique a fourni un point fixe
leration sur les politiques termiree
Le seul point fixe regatif pour la semidiférentielle est nul,
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l'ieration sur les politiques est termiree.

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkhkkkkkkkhkkkkkkkhkkkkkkkkkkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkkkk

Plus petit point fixe trouwe.

Finalement, le prototype retourne le vecteur d'intervalles solution :

x(2] = [0,0]

x[4] = [2.2]

X1 = 10.2] y7] = [10,10]
X[o] = 10.2] yi9] = [15.15]
X[7] = [0,2] y[10] = [10,15]
XI8] = 10.2] y[11] = [4,15]
X[9] = [0.2] y[12] = [4,15]
X(10] = [0.2] y[13] = [5,15]
x[11] = [0,15] V14l = [41]
x[12] = [1,16] V18] - (44
x[13] = [1,16] viie] = [4.15]
x[14] = [1,16] ’
X[15] = [1,16]

x[16] = [5,16]
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cHapPiTRELQ

CONCLUSION DE LA PARTIE MINIMALIT E

Ce chapitre est la conclusion sur la partie "A la recherche du plus petit point xe". Notons
que le chapitre 8 a fait I'objet d'une publication [AGG08a]. Nous cecompaosons ce chapitre de
conclusion en deux sections : la premére section 10.1 porte sur la caracerisation du plus petit
point xe, cette section est elle-méme cecoupee en quatre sous-sections, la premere 10.1.1
etant un esune du travail sur les caracerisations de minimalie locale, la deuxeme sous-
section 10.1.2 portant sur les esultats obtenus sur les applications a nes par morceauy, la
troiseme traitant de la caracerisation du plus petit point xe, enn, la sous-section 10.1.4
evoquant probemesa esoudre ainsi que sur les travaux futurs; la seconde section 10.2 porte,
quanta elle, sur le calcul du rayon spectral, cette section est, compose d'un esune de
travaux sur le calcul du rayon spectrala la sous-section 10.2.1 puis d'une sosu-section 10.2.2
concernant les perspectives.

10.1 Caracerisation du plus petit point xe

10.1.1 Locale minimalie

L'approche utili®ee ici est la carackrisation du probeme de plus petit point ni comme
un probeme d'optimisation. On s'est inerese dans un premier tempsa la locale minimalie
(ck nition 8.6), c'esta-dire que le point xe u n'admet aucun point xe plus petit dans un
certain voisinage. Les points xes dans ce voisinage sont soit incomparables soit plus grands
que u. De plus, nous consicerons des fonction$ : RY 7! RY semidierentiables (ct nition 8.5)
en tout point xe de f : dans un certain voisinage d'un point xe u, la fonction s‘approche
par une fonction homogne continuefl?.

Dans un premier treoeme 8.19 nous montrons qu'une condition su sante pour qu'un
point xe soit localement minimal est I'existence d'un point xe regatif non nul pour la se-
midierentielle (une application homogne et continue) au point xe. Pour une dierentielle
classique, I'existence d'un point xe estequivalentea 1 est valeur propre. Pour decider si 1
est valeur propre, il sut de montrer que le rayon spectral est strictement plus petit que
1. Dans notre cas, puisque la fonction n'est pas recessairement dierentiable, il faut utiliser
une ck nition du rayon spectral compatible avec la semidierentielle : cet outil noe ¢ (cef-
inition 8.2) existe et est bien & ni (proposition 8.2) pour des cones C convexes fernes et
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poines. Ainsi, toujours dans le theoeme 8.3, nous montrons que ga (f 3) < 1 fournit une
condition su sante de locale minimalie d'un point xe u.

De plus, dans le treoeme 8.2, nous avons monte que si la fonctionetait croissante et si
pour un point xe U, gd (f 3) > 1 alorsu n'est pas le plus petit point xe.

10.1.2 Applications a nes par morceaux

Les applications a nes par morceaux sont des applications semidierentiables dont le
calcul de la semidierentielle est facile (proposition 8.5). De plus, ces applications ont un
comportement similaire aux fonctions a nes pour la treorie de la dierentielle classique :
elles ont un ceveloppement limie exact (lemme 8.3). Ce lemme implique le corollaire 8.1 :
pour un point xe u, I'existence d'un point xe pour ff,’equivaut au fait que u n'est pas
localement minimal.

10.1.3 Plus petit point xe

L'hypottese importante pour passer du local au global est la contraction au sens large.
L'hypotlese de contraction au sens large implique que a (f 3) 1. Le treoeme 8.3 com-
bire avec ce esultat entrame la proposition 8.7 : lequivalence entre, pour un point xe u,

re (FO) < 1etf? n'admet pas de point xe regatif non nul. Cette proposition permet de con-

clure que soit za (f 9 =1 et u n'est pas localement minimal dans le cas a ne par morceaux
Soit g (f L?) < 1 et u est localement minimal.

Le point crucial de la contraction au sens large (lemme 8.4) est I'existence d'un retract
non-lireaire de RY vers I'ensemble des points xes d'une fonction contractante croissante. Ce
retract permet de relier tous les points xes au plus petit point xe : le chemin parcourt
I'ensemble des points xes. Puisque le chemin a pour but le plus petit point xe, il traverse
tous les voisinages de tout point xe, ce qui montre que l'unique point xe localement minimal
est le plus petit point xe (treoeme 8.4). La contraction au sens large implique la connexivie
par arcs de I'ensemble des points xes.

En theorie des jeux, I'hnypotlese de contraction au sens large est loin d'étre farfelue
puisqu'elle concerne l'ogerateur de Shapley et les autres operateurs de programmation dy-
namique. En analyse statique, la classe des programmes est plus limike, la restriction porte
essentiellement sur les a ectations pesentes dans le programme qui doivent &tre des applica-
tions contractantes au sens large.

10.1.4 Perspectives
Globale v.s Locale minimalie

Lorsque la fonction n'est pas contractante au sens large, on ne peut que caraceriser les
points xes localement minimaux. Dans le cas des contractions, un chemin relie les points xes,
dans le cas gereral, il faut pouvoir gerer les sauts entre points xes localement minimaux. Ce
probeme de saut est illuste par I'exemple 10.1.

Exemple 10.1 (Probéme d'ensemble de points xes discret)
Consicerons la fonction f suivante :
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8 .

<1 six 2
x7Mf(x)=_  3x 5 six2][23]

"4 six 3

Le graphe def est repesent par la gure 10.1.
f(x)

Id
f(x)

Figure 10.1 { Graphe def

Il seraitegalement ineressant detudier la complexie du probeme de recherche de plus
petit point xe.

Locale minimalie et applications a nes par morceaux

Un point xe localement minimal est exactement caracerie par I'existence d'un point
xe pour la semidierentielle quand la fonction est a ne par morceaux. En optimisation, les
optima locaux sont caraceries par des conditions du second ordre, une greralisation du
corollaire 8.1 pourrait passer par uneetude des semidierentielles secondes.

Applications a nes par morceaux et tteoeme de Danskin

Le calcul semidierentiel des applications a nes par morceaux est un cas particulier du
treoeme de Danskin, il serait ineressant de se baser sur treoeme pour caraceriser des
points xes localement minimaux En gereralisant la classe d'applications, nous pourrons
consicerer des operateurs de programmation dynamique de jeua espaces detats compacts
qui contiennent l'ogerateur de Shapley gereral i.e avec actions mixtes.

Gereralisation aux AM-espaces

Dans le passage de locale minimalie au plus petit point xe, on utilise le fait que RY muni
de la norme superieure ¢ nit un M-espace abstrait. Une gereralisation du threoeme 8.4 aux
AM-espaces munis de cette structure de treillis semble une bonne perspective de travail.
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10.2 Calcul du rayon spectral

10.2.1 Resune

Deux treoemes permettent de conclure lorsque le rayon spectral est strictement inerieur
a 1 et lorsque le rayon spectral est strictement sugerieura 1. Le eel probeme vient de la
limite des deux probkmes, c'esta-dire le cas a1 le rayon spectral vaut exactement 1. Si le
rayon spectral est strictement plus petit ou plus grand que 1 , les nmethodes cecrites dans la
section 8.3.1 peuvent &tre utilisees m&me si pour le moment, elles ne sont pas impementables
telles quelles.

Le seul cas positif lorsque le rayon spectral vaut exactement 1 demeure le cas des fonctions
min-max homogenes. Le rayon spectral ne prend que deux valeurs : 0 ou 1. Le calcul se basant
sur l'ieration de l'image du vecteur e 1. Le temps de calcul du rayon spectral est ni et
epend uniqguement de la dimension de I'espace vectoriel.

D'un point de vue jeu, les fonctions min-max correspondenta des operateurs dynamiques
de jeu ceterministe : les probabilies de transition sont en ealie des masses de Dirac. En
analyse statique, la restriction porte essentiellement sur le type d'a ectations pesentes dans le
programme : les a ectations sont du type incementation de variable, changement de variables,
etc.

10.2.2 Perspectives

Quand le rayon spectral vaut 1, une premere extension serait d'adapter la proposition 8.10
aux fonctions stables sur les rationnels. On utiliserait la structure discete des rationnels. De
plus, on pourrait construire une ieration sur les politiques (croissante) pour calculer un point
xe regatif de la semidierentielle. Lorsqu'un point xe est le plus petit, l'ieration sur les
politiques retournerait le point xe nul, dans le cas contraire, cette ieration fournirait une
direction de descente.
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