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R�esum�e

L'interpr�etation abstraite est une m�ethode g�en�erale qui permet de d�eterminer de mani�ere
automatique des invariants de programmes. Cette m�ethode conduit �a r�esoudre un probl�eme de
point �xe non lin�eaire de grande taille mais qui poss�ede des propri�et�es de monotonie. Ainsi,
d�eterminer des bornes sur les valeurs prises par une variable au cours de l'ex�ecution d'un
programme, est un probl�eme de point �xe �equivalent �a un probl�eme de jeu �a deux joueurs,
�a somme nulle et avec options d'arrêt. Cette derni�ere observation explique la mise en oeuvre
d'algorithmes d'it�erations sur les politiques.

Dans un premier temps, nous avons g�en�eralis�e les domaines num�eriques poly�edriques par
un domaine num�erique abstrait permettant de repr�esenter des invariants non-lin�eaires. Nous
avons d�e�ni une fonction s�emantique abstraite sur ce domaine �a partir d'une correspondance
de Galois. Cependant, l'�evaluation de celle-ci est aussi di�cile qu'un probl�eme d'optimisation
globale non-convexe. Cela nous a amen�e �a d�e�nir une fonction s�emantique relâch�ee, construite
�a partir de la th�eorie de la dualit�e, qui sur-approxime de la fonction s�emantique abstraite. La
th�eorie de la dualit�e a �egalement motiv�e une construction d'une it�eration sur les politiques
dynamique pour calculer des invariants num�eriques. En pratique pour des programmes �ecrits
en arithm�etique a�ne, nous avons combin�e la relaxation de Shor et l'information des fonctions
de Lyapunov quadratique pour �evaluer la fonction s�emantique relâch�ee et ainsi g�en�erer des
invariants num�eriques sous forme d'ellipso•�des tronqu�ees.

Le deuxi�eme travail concerne l'it�eration sur les politiques et le calcul du plus petit point
�xe qui fournit l'invariant le plus pr�ecis. Nous avons ra�n�e l'it�eration sur les politiques a�n de
produire le plus petit point �xe dans le cas des jeux stochastiques. Ce ra�nement repose sur
des techniques de th�eorie de Perron-Frobenius non-lin�eaire. En e�et, la fonction s�emantique
abstraite sur les intervalles peut être vue comme un op�erateur de Shapley en information
parfaite : elle est semidi��erentiable. L'approche conjointe de la semidi��erentielle et des rayons
spectraux non lin�eaires nous a permis, dans le cas des contractions au sens large de carac-
t�eriser le plus petit point �xe. Cette approche m�ene �a un crit�ere d'arrêt pour l'it�eration sur
politique dans le cas des fonctions a�nes par morceaux contractantes au sens large. Quand
le point �xe est non minimal, le probl�eme consiste �a exhiber un point �xe n�egatif non nul
de la semidi��erentielle. Ce vecteur conduit �a une nouvelle politique qui fournit un point �xe
strictement plus petit que le point �xe courant. Cette approche a �et�e appliqu�ee �a quelques
exemples de jeux stochastiques �a paiements positifs et de v�eri�cation de programmes.

Mots-cl�es : Interpr�etation abstraite ; it�eration sur les politiques ; optimisation convexe ;
convexit�e abstraite ; Perron-Frobenius non-lin�eaire ; th�eorie des jeux





Abstract

The abstract interpretation is a general method to compute automatically program in-
variants. This method leads to solve a non-linear �xed point equation involving a monotone
function. Determining numerical invariants in order, for instance, to give bounds on the val-
ues taken by the variables of a program, turns out to be equivalent to solving a two-player
zero-sum game with stopping options. This observation allows one to transport algorithms
from game theory, like policy iteration, to abstract interpretation.

The �rst contribution of this thesis is the generalisation of these abstract polyhedraic
numerical domains. We construct a general abstract numerical domain which encompasses all
the classical ones. We de�ne an abstract semantic function in terms of a Galois connection.
However, evaluating the abstract semantic function is as hard as solving a non-convex global
optimization problem. Hence, we de�ne a second semantic function called relaxed semantics
constructed from duality theory, which provides a safe overapproximation of the abstract
semantic function. The duality theory also motivates the construction of a dynamical policy
iteration algorithm to compute numerical invariants. In practice for programs written in
a�ne arithmetic, we combine Shor's relaxation scheme and Lyapunov functions to evaluate
the relaxed semantic function and so generate numerical invariants which are the form of
truncated ellipsoids.

The second contribution concerns policy iteration and computation of the smallest �xed
point problem which provides the more precise invariant. We re�ned the policy iteration
algorithm in order to compute the smallest �xed point, in the case of stochastic games.
The re�nement is based on non-linear Perron-Frobenius theory. However, since the abstract
semantic function in the case of interval domain can be interpreted as a Shapley operator
in perfect information, we use a weaker notion of di�erentiability : it is semidi�erentiable.
The approach by the semiderivatives combined by non-linear spectral radius allows us to
characterise the �xed points in the non-expansive case. In the case of non-expansive and
piecewise a�ne (Shapley) operators, the characterisation leads to a termination criteria for
policy iteration. When the �xed point found by policy iteration is not minimal, the problem
is reduced to �nding a non-positive �xed point for a semiderivative map. This vector provides
a descent direction which leads to a new policy and then to a strictly smaller �xed point. This
approach has also been applied to typical examples arising from game or program veri�cation
problems.

Keywords : Abstract interpretation ; policy iteration ; convex optimisation ; abstract con-
vexity ; non-linear Perron-Frobenius ; game theory
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CHAPITRE1

INTRODUCTION

En 1962, Philippe Dreyfus, �a l'�epoque ing�enieur chez Bull, inventa le mot informatique
pour traduire en fran�cais le terme anglais computer science. Il construit ce mot en contrac-
tant les mots infor mation et automatique1. Ainsi, peut-on d�e�nir la science informatique
comme l'automatisation du traitement de l'information. Pour nous, la notion importante ici
est l'automatisation qui signi�e sans intervention humaine. L'automatisation est donc �a la
base des programmes informatiques : ces programmes ex�ecutent de mani�ere automatique des
calculs num�eriques ou logiques voire simulent des exp�eriences. Les programmes consistent en
une suite d'op�erations �ecrites dans un certain langage de programmation qu'un humain veut
ex�ecuter. La complexit�e des programmes actuels et leur longueur font que les programmes
sont aussi di�ciles �a v�eri�er qu'�a �ecrire, pour illustrer nos propos : le logiciel embarqu�e d'une
automobile r�ecente peut contenir plus de 35 millions de lignes de codes2. Une relecture du
code ne peut donc su�re pour garantir la correction d'un programme. Avant d'utiliser de tels
logiciels, il faut pourtant v�eri�er leur bon fonctionnement, v�eri�er que le programme r�epond
bien aux sp�eci�cations attendues, v�eri�er que le programme ne contient pas d'erreurs.

1.1 V�eri�cation de programmes

1.1.1 Quelques dysfonctionnements catastrophiques

Nous soulignons dans cette sous-section l'importance des m�ethodes de v�eri�cations avant
l'utilisation d'un programme. Nous citons trois dysfonctionnements d�esastreux bien connus
caus�es par des erreurs informatiques. On peut citer l'explosion de la fus�ee Ariane 5 [Boa96]
en 1996, 37 secondes apr�es son d�ecollage. Ce dysfonctionnement �etait caus�e par la reprise
d'un logiciel con�cu pour Ariane 4 qui n'�etait plus valide sur la nouvelle fus�ee Ariane 5. Un
dysfonctionnement plus dramatique humainement : entre 1985 et 1987, un logiciel de contrôle
de la machineTherac-25 de radioth�erapie a provoqu�e l'administration de doses massives de
radiation. Trois patients furent gri�evement bless�es et trois autres d�ec�ed�erent [LT93]. En�n,
citons le dysfonctionnement de l'antimissile Patriot [Ske92, BBO92] qui aurait dû intercepter

1. Michel Volle relate cette anecdote dans [Vol06, p 201-202]
2. source :http://www.mathworks.com/company/pressroom/newsletter/sept06/body_electronics.html
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le missile Scud lors de l'op�eration Desert Storm. Une erreur dans le logiciel de contrôle de
l'antimissile empêcha l'interception et causa la mort de 28 soldats am�ericains.

Ces dysfonctionnements exemplaires font partie d'une longue liste d'incidents li�es �a l'in-
formatique. Ils expliquent la longue et complexe activit�e de tests et de v�eri�cations en amont
de l'utilisation et la commercialisation d'un logiciel.

1.1.2 Insu�sance du test

D'apr�es Myers [MBT + 04], tester un programme consiste �a ex�ecuter le programme a�n
d'y trouver des anomalies ou des d�efauts. Ainsi tester un programme semble la m�ethode la
plus naturelle pour v�eri�er la correction d'un programme. La �nalit�e du test est de r�epondre
aux deux questions suivantes :� le programme r�ealise-t-il les sp�eci�cations attendues ? � et
� le programme s'ex�ecute-t-il normalement ?� ; plus pr�ecis�ement le test dit de v�eri�cation est
cens�e r�epondre �a la premi�ere question tandis que le test dit de validation est cens�e r�epondre �a
la seconde question. De plus, on peut di��erentier plusieurs types de tests �a di��erents niveaux
du cycle de d�eveloppement: le test unitaire qui v�eri�e chaque module du programme individu-
ellement, le testd'int�egration qui v�eri�e le bon fonctionnement des compositions des modules
et en�n le test de conformit�e qui v�eri�e la conformit�e par rapport �a la sp�eci�cation pr�ed�e�nie.
Pour un test unitaire, des valeurs d'entr�ees sont tir�ees al�eatoirement, les modules du logiciel
sont ensuite ex�ecut�es avec pour entr�ee ces valeurs al�eatoires. Même r�ep�et�es en grand nombre,
ces tests al�eatoires assurent le bon fonctionnement des modules avec une probabilit�ep < 1 ce
qui n'est pas su�sant pour des syst�emes critiques o�u le moindre �ev�enement impr�evu peut être
catastrophique. Par ailleurs, le nombre de valeurs d'entr�ees peut être �elev�e, par exemple un
logiciel avec 5 entr�ees analogiques sur 8 bits poss�ede 240 valeurs d'entr�ees possibles. Le nom-
bre des valeurs d'entr�ee �a tester rend donc impossible un test exhaustif et l'automatisation
des tests di�cile. On peut r�esumer ce paragraphe sur le test par cette phrase due �a Dijkstra
dans [Dij70] : � Tester un programme peut d�emontrer la pr�esence de bugs mais jamais leur
absence� . Par cons�equent, il faut utiliser une approche plus globale pour prouver que le pro-
gramme satisfait bien les sp�eci�cations demand�ees et chercher toutes les erreurs contenues
dans un programme.

1.1.3 Analyse statique de programmes

L'approche globale passe par des m�ethodes de v�eri�cation formelles comme l'analyse sta-
tique de programme. L'analyse est dite statique car l'extraction des propri�et�es se fait sans
ex�ecuter le programme. L'analyse statique de programme se divise en trois grandes cat�egories :

� Les techniques de preuve �a la Hoare [Hoa69, Win93] : prouver une propri�et�e sur un
programme en traduisant le programme en une suite de formules logiques. Ces formules
logiques sont ensuite prouv�ees �a l'aide d'assistants de preuve comme Coq3 ou Isabelle4.

� Le model-checking introduit parall�element par Clarke et Emerson [CE82] et Queille
et Sifakis [QS82] prouve des propri�et�es sur un programme en regardant tous les �etats
atteignables durant l'ex�ecution de celui-ci. Le probl�eme global est r�eduit �a v�eri�er la
propri�et�e �a d�emontrer sur cet ensemble �ni d'�etats.

� L' interpr�etation abstraite introduite par Patrick et Radhia Cousot [CC77], une m�ethode
qui propose de prouver les propri�et�es en consid�erant une abstraction du programme par

3. http ://inria.coq.fr
4. http ://isabelle.in.tum.de
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une fonction construite �a partir d'une s�emantique. Nous d�evelopperons plus tard les
principes de base de l'interpr�etation abstraite.

L'analyse statique de programmes permet de prouver l'absence de fautes dans les pro-
grammes. L'analyse statique poss�ede d'autres applications pour la compilation notamment :
l'optimisation de codes, la parall�elisation �a la compilation... La m�ethode consiste �a traduire
un programme en un syst�eme d'�equations qui peut être r�esolu automatiquement. Il n'est,
cependant, pas possible de construire un analyseur statique g�en�eral capable de prouver ou
non qu'un programme donn�e satisfait une certaine propri�et�e quelque soit le programme et
la propri�et�e. Ceci est une cons�equence du th�eor�eme d'ind�ecidabilit�e de Rice [Ric53]. L'inter-
pr�etation abstraite rem�edie �a cette ind�ecidabalit�e au prix d'une approximation. La m�ethode
consiste �a �ecrire un syst�eme d'�equations dont toute solution d�etermine une sur-approximation
de l'ensemble des comportements possibles du programme. Il peut arriver que cette solution
ne soit pas assez pr�ecise et ne permette pas de conclure que le programme satisfait une pro-
pri�et�e ou non. Le point important de l'interpr�etation abstraite est le caract�ere automatique
du calcul d'une solution. Les mondes industriel et acad�emique ont d�evelopp�e plusieurs analy-
seurs statiques bas�es sur l'interpr�etation abstraite ; citons en particulier : Astr�ee 5 d�evelopp�e
�a l'E.N.S Ulm d�etecte les erreurs �a l'ex�ecution ; aiT 6 de la soci�et�e Absint calcule le pire temps
d'ex�ecution ; Fluctuat 7 d�evelopp�e au C.E.A permet d'analyser les erreurs entre les valeurs
r�eelles d'un programme num�erique et son impl�ementation machine sur les 
ottants ; Penjili 8

d�evelopp�e �a E.A.D.S prouve automatiquement les failles dues notamment aux tableaux non
initialis�es, d�epassement d'indices... ; Polyspace Veri�er 9 de The MathWorks d�etecte les
erreurs �a l'ex�ecution.

1.2 Probl�emes de point �xe en interpr�etation abstraite

1.2.1 Domaines num�eriques abstraits

Domaines relationnels et formes lin�eaires

Une m�ethode intuitive pour trouver des bornes sur les valeurs des variables d'un pro-
gramme en chaque point de contrôle est d'utiliser les intervalles. On cherche ainsi �a d�eter-
miner en chaque point de contrôle de programme, pour chaque variable un intervalle contenant
toutes les valeurs que cette variable pourra prendre durant l'ex�ecution. Le domaine des in-
tervalles a �et�e le premier domaine consid�er�e par Cousot et Cousot [CC77] pour calculer des
invariants num�eriques. L'inconv�enient d'une analyse statique par intervalles est la perte de
l'information sur les relations entre les variables. L'introduction du domaine des poly�edres
convexes [CH78] a �et�e une premi�ere approche pour garder les relations lin�eaires entre les vari-
ables. On consid�ere ainsi toutes les relations lin�eaires (ou plutôt a�nes) possibles. Lorsque
l'on fait tendre le nombre de relations vers l'in�ni, on parvient ainsi �a d�ecrire un ensemble
convexe ferm�e quelconque, car tout convexe ferm�e est intersection des demi-espaces ferm�es
qui le contiennent. L'analyse statique sur le domaine des poly�edres utilise �a la fois la repr�esen-
tation des poly�edres sous forme de contraintes et celle sous forme de g�en�erateurs et rayons.

5. http://www.astree.ens.fr
6. http://www.absint.com/ait/
7. http://www-list.cea.fr/labos/fr/LSL/fluctuat/index.html
8. http://penjili.org/penjili.html
9. http://www.mathworks.com/products/polyspace/
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Or, le passage du poly�edre sous la forme de contraintes �a la forme en g�en�erateurs et rayons
est exponentiel puisqu'il faut 2n g�en�erateurs pour un syst�eme �a n contraintes dans Rn . En
bornant le nombre de relations lin�eaires au cours de l'analyse du programme, on peut r�esoudre
le probl�eme d'explosion combinatoire. Une approche consiste �a travailler dans une sous-classe
de poly�edres. Parmi celle-ci, une sous-classe remarquable est celle des zones introduites par
Min�e [Min01a] : une zone est un ensemble form�e de vecteursx 2 Rd, d �etant le nombres de
variables, d�e�nis par des contraintes de type potentiel, x i � x j � Cij o�u Cij est une matrice
donn�ee, �a coe�cients dans R [ f + 1g . Les zones permettent ainsi de borner les di��erences
entre les variables du programme. En incorporant une variablex0 suppl�ementaire identique-
ment nulle, on exprime en particulier dans ce formalisme les bornes portant uniquement sur
une variable. Autrement dit, les zones sont plus expressives que les intervalles. Par la suite,
Min�e [Min01b] a consid�er�e les formes lin�eaires du type � x i � x j , Min�e a appel�e ce domaine, le
domaines des octogones. Le principe du calcul des invariants dans les octogones est le même
que celui des zones. Sankaranarayanan, Sipma et Manna [SSM05] ont propos�e une g�en�erali-
sation du travail de Min�e en �xant avant l'analyse, une famille �nie (pk )k2f 0;:::;K g de formes
lin�eaires qui d�e�nissent les contraintes d'un poly�edre. L'invariant cherch�e est par cons�equent
de la forme pk (x) � Ck et les inconnues sont les bornesCk . En prenant d(d + 1) formes
lin�eaires de la forme p(x) = x i � x j , avec 0� i; j � d et i 6= j , on retrouve �evidemment le
domaine des zones.

Fonctions de Lyapunov et invariants num�eriques

Une autre approche qui sert de source d'inspiration �a ce travail est issue de la th�eorie
du contrôle. Un programme informatique peut être en e�et consid�er�e comme un syst�eme dy-
namique �a temps discret. En th�eorie du contrôle, l'existence d'une fonction de Lyapunov su�t
�a montrer la stabilit�e du syst�eme. Celle-ci fournit en outre une collection in�nie d'ensembles
invariants par la dynamique (les ensembles de sous-niveau de la fonction de Lyapunov), qui
sont dans une certaine mesure analogues aux ensembles invariants construits en interpr�eta-
tion abstraite. Cependant, peu d'analyses de programmes utilisent des fonctions de Lyapunov
ou d'autres crit�eres de stabilit�e pour g�en�erer les invariants num�eriques. Feret [Fer04] a pro-
pos�e de calculer une fonction de Lyapunov par interpr�etation abstraite pour les syst�emes
lin�eaires d'ordre 2. Feron [FA08a, FA08b] propose de calculer s�equentiellement des ellipso•�des
�a chaque point de contrôle d'un programme. On peut citer aussi Martel [Mar02] qui a utilis�e
la th�eorie de stabilit�e de Lyapunov en analyse statique. Martel a propos�e une analyse statique
pour prouver la stabilit�e des calculs sur les 
ottants dans une boucle grâce aux exposants de
Lyapunov.

1.2.2 It�eration de Kleene

En interpr�etation abstraite, l'algorithme classique utilis�e pour calculer le plus petit point
�xe d'une application croissante sur un treillis complet est l'it�eration de Kleene [Bou93,
Mar98]. La vitesse de convergence de l'it�eration de Kleene d�epend des propri�et�es de conver-
gence (ou de divergence) du syst�eme dynamique sous-jacent. L'it�eration peut donc être tr�es
lente. La convergence en temps �ni est assur�ee par des techniques d'acc�el�eration, introduites
par Cousot [CC92b], qui ne garantissent plus la pr�ecision de l'invariant calcul�e.

Lorsque les op�erations du programme sont uniquement a�nes (pas de produits ou divisions
de variables), les coordonn�ees de la fonction s�emantique abstraite, dans le cas des domaines
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num�eriques abstraits des intervalles, zones, octogones ou gabarits de Sankaranarayanan sont
des in�ma ou des suprema de fonctions a�nes (�eventuellement juste des fonctions a�nes). Ce
dernier constat montre une certaine analogie avec l'op�erateur de Shapley des jeux stochas-
tiques �a information parfaite. L'it�eration de Kleene peut être ainsi consid�er�ee comme l'ana-
logue de l'it�eration sur les valeurs de la th�eorie des jeux. En th�eorie des jeux, une alternative
�a l'it�eration sur les valeurs est propos�ee par l'it�eration sur les politiques. Initialement intro-
duite par Howard [How60] pour les probl�emes de d�ecision markoviens �a un joueur, elle a �et�e
g�en�eralis�ee par Ho�man et Karp [HK66] au cas des jeux satisfaisant des hypoth�eses d'ergod-
icit�e, et g�en�eralis�ee ensuite au cas de jeux combinatoires pour lesquelles de telles hypoth�eses
ne sont plus satisfaites (jeux �a paiement moyen, jeu de parit�e) [ZP96, CTGG99, VJ00]. Elle
a �et�e adapt�ee par Costan et al dans [CGG+ 05] �a l'analyse statique.

Lorsque l'espace des politiques est �ni, l'it�eration sur les politiques converge toujours vers
un point �xe. En particulier, lorsque le point �xe est unique, on obtient a fortiori le plus
petit point �xe, correspondant �a l'invariant de pr�ecision maximale. Les diverses variantes de
l'it�eration sur les politiques que l'on rencontre dans la litt�erature ont toutes la propri�et�es de
produire une suite de points �xes de fonctions associ�ees aux politiques qui est strictement
d�ecroissante pour un ordre convenable. On ne parcourt donc jamais deux fois la même poli-
tique et l'algorithme termine donc en un temps au plus �egal au nombre de politiques, qui
est en g�en�eral exponentiel en la taille de l'instance. Un contre exemple r�ecent de O. Fried-
mann [Fri09] montre que l'it�eration sur les politiques peut prendre un temps exponentiel dans
le pire des cas. Cependant, ce contre exemple �a une structure tr�es particuli�ere, et sur la plu-
part des instances (aussi bien cas r�eels que probl�emes al�eatoires), l'it�eration sur les politiques
pour les jeux converge tr�es rapidement [DG06, CTCG+ 98].

Il y a cependant une di��erence technique importante entre l'it�eration sur les politiques de
la th�eorie des jeux et celle de l'analyse statique. Dans le premier cas, on se place typiquement
dans une situation o�u le point �xe est unique, l'unicit�e �etant due �a la pr�esence d'un taux
d'escompte, d'une possibilit�e de mort du processus sous-jacent (pr�esence d'�etats absorbants),
et, dans des cas de non unicit�e, on rajoute en g�en�eral des conditions qui permettent de
s�electionner un unique point �xe bien d�e�ni (par exemple : s�election du point �xe \Blackwell
optimal", obtenu en faisant tendre le taux d'escompte vers 0). En interpr�etation abstraite, on
ne peut faire de même, car la fonctionnelle d'analyse statique poss�ede en g�en�eral plusieurs
point �xes, et l'arti�ce du taux d'escompte �evanescent ne peut être employ�e. N�eanmoins la
d�ecroissance des termes de la suite g�en�er�ee par l'it�eration sur les politiques vers un point �xe
implique que tout terme fournit un invariant, parfois peu pr�ecis mais valide.

Citons aussi l'approche de Gawlitza et Seidl [GS07a, GS07b] qui d�e�nissent une it�eration
sur les� politiques � ascendantes. Gawlitza et Seidl initialisent leur algorithme par rapport �a
la valeur ? (le plus petit �el�ement du domaine num�erique abstrait) et it�erent en s�electionnant
�a chaque �etape, la � politique � optimale. Le crit�ere d'arrêt de l'algorithme demeure l'atteinte
d'un point �xe. Cette approche du plus petit point �xe par le bas entrâ�ne un gain de pr�ecision.
Cependant aucun terme de la suite g�en�er�ee par l'algorithme ne fournit une information valide.

1.3 Contributions

1.3.1 Domaines num�eriques abstraits

Nous avons d�e�ni un domaine num�erique abstrait bas�e sur la convexit�e abstraite [Mor70,
Sin97, Rub00]. En analyse convexe (classique), on peut caract�eriser les convexes ferm�es et
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les fonctions convexes semi-continues inf�erieurement par des th�eor�emes de s�eparation par
des hyperplans (Hahn-Banach version g�eom�etrique). La convexit�e abstraite consiste �a �xer
une famille de fonctions non n�ecessairement lin�eaires et de d�e�nir une notion de convexit�e
�a partir de s�eparation par des lignes de niveaux des �el�ements de la famille. A la mani�ere de
Sankaranarayanan et al, nous nous sommes int�eress�es �a des invariants num�eriques de la forme
f x 2 Rd j p(x) � � (p); 8 p 2 Pg o�u P est une famille de fonctions non n�ecessairement lin�eaires
et non n�ecessairement �nie. Ces invariants num�eriques d�e�nissent des ensembles convexes
abstraits par rapport �a P.

Par la suite, nous avons d�e�ni une fonction s�emantique abstraite par rapport �a une corre-
spondance de Galois entre les convexes abstraits et les fonctions convexes abstraites. En raison
d'un probl�eme de calculabilit�e, nous avons d�e�ni une deuxi�eme s�emantique relâch�ee construite
�a partir de la th�eorie de la dualit�e. En outre, cette fonction fournit une sur-approximation de
la fonction s�emantique abstraite. La th�eorie de la dualit�e a �egalement motiv�e une construction
d'une it�eration sur les politiques dynamique pour calculer des invariants sur notre domaine
num�erique abstrait.

En pratique pour des programmes �ecrits en arithm�etique a�ne, nous avons propos�e la
relaxation de Shor pour �evaluer la fonction s�emantique relâch�ee et ainsi g�en�erer des invariants
num�eriques sous forme d'ellipso•�des tronqu�ees. Dans les exemples d�ecrits dans cette th�ese,
nous utilisons des fonctions de Lyapunov quadratiques pour des syst�emes discrets induits par
les programmes.

La m�ethode pour les calculs d'ellipso•�des tronqu�ees a �et�e prototyp�ee sous la forme de
�chiers Matlab. La totalit�e des �chiers repr�esente 3700 lignes de codes.

1.3.2 It�erations sur les politiques et probl�eme du plus petit point �xe

Nous avons montr�e que l'it�eration sur les politiques peut être ra�n�ee de mani�ere �a produire
toujours le plus petit point �xe dans le cas des jeux stochastiques. Ce ra�nement repose sur
des techniques de la th�eorie de Perron-Frobenius non-lin�eaire. De plus nous avons interpr�et�e
le probl�eme de minimalit�e comme un probl�eme d'optimisation. Nous avons donc extrait une
condition de premier ordre pour caract�eriser le plus petit point �xe. Toutefois, comme la
fonction s�emantique abstraite sur les intervalles peut être vue comme un op�erateur de Shapley
en information parfaite, elle est non di��erentiable et ne poss�ede pas de propri�et�es de convexit�e.
Nous avons utilis�e une notion plus faible de di��erentiablit�e : la semidi��erentiabilit�e , cette
notion consiste �a remplacer l'approximation locale a�ne classique de la fonction par une
approximation locale par une fonction homog�ene continue. L'approche par la semidi��erentielle
combin�ee aux rayons spectraux non-lin�eaires nous a permis de caract�eriser les points �xes
localement minimaux. Dans le cas des contractions au sens large comme les op�erateurs de
Shapley, la caract�erisation concerne uniquement le plus petit point �xe. Cette caract�erisation
a conduit �a un nouveau crit�ere d'arrêt pour l'it�eration sur politique dans le cas des fonctions
croissantes contractantes au sens large et a�nes par morceaux. Lorsque le point �xe est non
minimal, le probl�eme est r�eduit �a exhiber un vecteur propre non-lin�eaire de la semidi��erentielle
sur le cône n�egatif standard. Un tel vecteur fournit � direction de descente� qui permet de
trouver une nouvelle politique conduisant �a un point �xe strictement plus petit que le point
�xe courant.

La m�ethode a �et�e impl�ement�ee en C. Le prototype actuel est une am�elioration d'un pro-
totype existant impl�ementant l'it�eration sur les politiques dans le domaine des intervalles. Le
prototype comprend d�esormais environ 15000 lignes de code.
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1.4 Plan de th�ese

La premi�ere partie constitue un rappel des outils de l'analyse statique par interpr�eta-
tion abstraite ainsi que les m�ethodes de calcul de point �xe utilis�ees actuellement en inter-
pr�etation abstraite. Dans le chapitre 2, nous rappelons �egalement les principes de base de
l'interpr�etation abstraite et notamment la construction des fonctions s�emantiques et des do-
maines abstraits n�ecessaires au calcul du plus petit point �xe. Nous terminons ce chapitre
par quelques domaines num�eriques les plus fr�equemment utilis�es en interpr�etation abstraite.
Dans le chapitre 3, nous pr�esentons les m�ethodes de calcul de point �xe de l'interpr�etation
abstraite. Nous d�ebutons par des rappels sur l'it�eration de Kleene et les techniques d'acc�el�era-
tion coupl�ees �a cette m�ethode. Puis, nous donnons des approches alternatives qui n'utilisent
pas des techniques d'acc�el�eration. En particulier, nous d�eveloppons dans ce chapitre, la m�eth-
ode d'it�eration sur les politiques, en respectant l'ordre historique puisque nous commen�cons
par traiter l'it�eration sur les politiques dans le cadre des jeux stochastiques pour �nir par son
utilisation en interpr�etation abstraite.

Dans la deuxi�eme partie, nous pr�esentons notre premi�ere contribution : les domaines
num�eriques abstraits des sous-niveaux. Celle-ci a fait l'objet de l'article de conf�erence [AGG10].
Dans le chapitre 4, nous d�e�nissons les concepts de base du domaine abstrait des sous-niveaux
ainsi que les th�eor�emes importants de l'interpr�etation abstraite comme l'existence d'une corre-
spondance de Galois entre les ensembles convexes abstraits et les fonctions convexes abstraites
et l'isomorphisme de treillis. Dans le chapitre 5, nous construisons les �equations de points �xes
�a r�esoudre pour calculer nos invariants num�eriques et nous proposerons une it�eration sur les
politiques � dynamique � dans le domaine des sous-niveaux bas�ee sur la th�eorie de la dual-
it�e lagrangienne et de la programmation semi-in�nie. Le chapitre 6 fournit un exemple de
calculs d'invariants dans des domaines num�eriques avec une base �nie de fonctions de base
quadratiques, nous donnons dans ce chapitre des exemples d'analyse de programmes dans ces
domaines. En�n, le chapitre 7 conclut cette partie.

Dans la derni�ere partie, nous donnons une r�eponse partielle au probl�eme de minimalit�e,
notamment dans le cadre des fonctions croissantes a�nes par morceaux contractantes au sens
large. Cette partie correspond �a l'article de conf�erence [AGG08a]. Dans le chapitre 8, nous
proposons une caract�erisation d'un plus petit point �xe �ni grâce �a la semidi��erentielle et aux
rayons spectraux non-lin�eaires. Cette caract�erisation est la base du ra�nement de l'algorithme
d'it�eration sur les politiques pour le calcul d'un plus petit point �xe �ni. Dans le chapitre 9,
nous appliquons l'it�eration sur les politiques pour le calcul du plus petit point �xe �a des
probl�emes de jeux stochastiques positifs et �a l'interpr�etation abstraite dans le domaine des
intervalles. Le chapitre 10 constitue la conclusion de cette partie.
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Premi�ere partie

Analyse statique de programmes
par interpr�etation abstraite





CHAPITRE2

PRINCIPE DE L'ANALYSE STATIQUE PAR INTERPR �ETATION
ABSTRAITE

L'analyse statique de programmes consiste �a extraire des propri�et�es sur les programmes.
Pour d�eduire ces propri�et�es, l'analyse statique se base sur l'�etude s�emantique de la repr�esenta-
tion syntaxique du programme. L'analyse est dite statique puisqu'elle se fait sans ex�ecuter
le programme. La propri�et�e �a v�eri�er peut être la preuve que le programme termine, qu'un
certain �etat du programme est atteint, qu'aucune erreur ne se produit pendant l'ex�ecution du
programme ou que les valeurs des variables du programme sont born�ees... Les propri�et�es de
terminaison et d'atteignabilit�e sont dites de fatalit�e, c'est-�a-dire qu'elles sont vraies �a partir
d'un certain temps pour une ex�ecution du programme. La propri�et�e de bornes est quali��ee
de propri�et�e de sûret�e, car elles assurent qu'une propri�et�e invariante sera toujours respect�ee
quelque soit les ex�ecutions. Cela est souvent utilis�e pour prouver que les ex�ecutions possibles
restent toujours dans des bornes acceptables et que rien de mauvais ne se passera. Pour v�eri-
�er qu'une propri�et�e de sûret�e est satisfaite, il faut v�eri�er que cette propri�et�e est respect�ee
pour tous les comportements du programme, une telle propri�et�e est appel�eeinvariant du pro-
gramme. Dans cette th�ese, nous nous int�eressons au calcul d'un type d'invariant num�erique :
trouver des bornes sur les valeurs des variables d'un programme valides pour tout �etat du pro-
gramme. Le calcul de ces bornes doit être le plus pr�ecis possible a�n que l'ensemble d�etermin�e
grâce aux bornes contienne peu de valeurs non atteintes par les variables du programme.

Le calcul d'invariant revient �a chercher la plus petite solution d'un probl�eme de point �xe
dans un ensemble ordonn�e. Ce probl�eme de point �xe est aussi appel�e�equation s�emantique et
le plus petit point �xe solution de cette �equation est appel�e s�emantique concr�ete. Cependant,
la s�emantique concr�ete d'un langage de programmation, n'est, en g�en�eral, pas calculable.

Le but de l'analyse statique par interpr�etation abstraite [CC77] est de construire, �a partir
de l'�equation s�emantique concr�ete, une �equation abstraite d�e�nie sur un domaine abstrait, sur
lesquels nous pouvons calculer une sur-approximation sûre de la s�emantique concr�ete. Dans
de nombreux cas, la sûret�e est assur�ee par l'existence d'une correspondance de Galois entre le
domaine concret, sur lequel la s�emantique concr�ete est construite, et le domaine abstrait. La
sur-approximation est appel�ee s�emantique abstraite, c'est la plus petite solution de l'�equation
s�emantique abstraite.

Pour commencer, nous rappelons quelques d�e�nitions sur les ensembles ordonn�es et des
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th�eor�emes de points �xes sur ces ensembles, section 2.1. Puis nous expliquons comment con-
struire la s�emantique concr�ete sur un langage jouet, section 2.2. En�n nous d�ecrivons la
m�ethode de l'interpr�etation abstraite, section 2.3.

2.1 Rappels sur les ensembles ordonn�es et les points �xes

Dans cette section, nous rappelons les structures ensemblistes qui vont être utiles pour
d�ecrire le principe de l'interpr�etation abstraite. Pour ces rappels, nous nous sommes inspir�es
du livre [GHK + 80]. Dans notre probl�eme de calcul d'invariants num�eriques, la notion de pr�e-
cision et donc la notion d'ordre intervient, ceci explique l'introduction d'ensembles ordonn�es,
d�e�nition 2.1. De plus, nous souhaitons un invariant le plus pr�ecis possible, nous devons nous
assurer que le plus pr�ecis possible a un sens, d�e�nition 2.5. En�n, la s�emantique, qu'elle soit
concr�ete ou abstraite, est d�e�nie comme le plus petit point �xe d'une application. Nous don-
nerons par cons�equent les deux th�eor�emes importants de points �xes, le th�eor�eme de Tarski 2.1
et le th�eor�eme de Kleene 2.2 qui assurent, d'une part, l'existence et d'autre part, une m�ethode
de calcul d'une s�emantique.

2.1.1 Les ensembles ordonn�es

D�e�nition 2.1 ( Ensemble ordonn�e )
On appelle ordre partiel sur un ensembleE , une relation � :
{ r�e
exive : 8 x 2 E; x � x.
{ antisym�etrique : 8 x; y 2 E, x � y et y � x implique que x = y.
{ transitive : 8 x; y; z 2 E; x � y et y � z implique que x � z.
On dira que (E; � ) muni d'une telle relation est un ensemble ordonn�e.

Exemple 2.1
Soit E un ensemble non vide, la relation d'inclusion� entre deux sous-ensembles deE est
une relation d'ordre sur } (E ), l'ensemble des parties deE.

Exemple 2.2
Soit E un ensemble non vide. On d�e�nit la relation binaire � 2, sur } (E )2, par (A1; A2) � 2

(B1; B2) ssi A1 � B1 et A2 � B2. La relation � 2 est une relation d'ordre sur } (E )2.

Remarque 2.1 Par r�ecurrence sur n 2 N, pour tout n 2 N, } (E )n muni de la relation � n

d�e�nie par A = ( A i ) i =1 ;:::;n � n B = ( B i ) i =1 ;:::;n ssi A i � B i , pour tout i = 1 ; : : : ; n, est un
ensemble ordonn�e.

Exemple 2.3
Nous introduisons le graphe orient�e G = ( S; A) o�u S d�esigne l'ensemble des sommets etA
l'ensemble des arcs :

On d�e�nit pour le graphe 2.1 la relation binaire � par Si � Sj ssi il existe un chemin
menant deSi �a Sj c'est-�a-dire il existe Si 1 ; : : : ; Si k tels que pourl 2 f 1; : : : ; k� 1g, (Si l ; Si l +1 ) 2
A, Si 1 = Si et Si k = Sj . La relation � est une relation d'ordre sur S.
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S1

S2S3

S4S5S6S7

Figure 2.1 { Graphe orient�e de l'exemple 2.3

D�e�nition 2.2 ( Borne inf�erieure )
Soit (E; � ) un ensemble ordonn�e et F � E , e de E est la borne inf�erieure de F s'il

v�eri�e :

8 x 2 F; e � x et si 8 x 2 F; y � x alors y � e :

Remarque 2.2 Si e � x, pour tout x 2 F , on dit que e est un minorant de F . La borne
inf�erieure de F est donc le plus grand des minorants.

D�e�nition 2.3 ( Borne sup�erieure )
Soit (E; � ) un ensemble ordonn�e et F � E , e de E est la borne sup�erieure deF s'il

v�eri�e :

8 x 2 F; x � e et si 8 x 2 F; x � y alors e � y :

Remarque 2.3 Si x � e, pour tout x 2 F , on dit que e est un majorant de F . La borne
sup�erieure de F est donc le plus petit des majorants.

Exemple 2.4
Soit A; B 2 } (E), A [ B est la borne sup�erieure def A; B g. Sa borne inf�erieure estA \ B .

D�e�nition 2.4 ( Treillis )
Un ensemble ordonn�e (E; � ) est un treillis si tout sous-ensemble �ni de E poss�ede une

borne inf�erieure et une borne sup�erieure.

Exemple 2.5
R muni de l'ordre usuel est un treillis.

Contre-exemple 2.1
Nous reprenons l'exemple 2.3. Le sous-ensemblef S2; S3g n'admet pas de borne sup�erieure
dans (S; � ) car l'ensemblef S2; S3g n'admet pas de majorant. Sa borne inf�erieure estS1.

D�e�nition 2.5 ( Treillis complet )
Un treillis ( E; � ) est dit complet si tout sous-ensemble quelconque deE poss�ede une

borne inf�erieure et une borne sup�erieure.
On notera ? E et > E respectivement le plus petit et le plus grand �el�ement de E. La

borne inf�erieure d'un sous-ensembleF de E sera not�ee inf(F ), sa borne sup�erieure sup(F ).
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Remarque 2.4 Lorsque le sous-ensemble ne contiendra que deux �el�ementsx; y, on notera la
borne inf�erieure de f x; yg, inf( x; y) et sa borne sup�erieure sup(x; y).

Exemple 2.6
Pour tout ensemble non videE, } (E ) muni de la relation d'inclusion est un treillis complet
avec pour plus grand �el�ement E et pour plus petit �el�ement ; .

Contre-exemple 2.2
R muni de l'ordre usuel n'est pas un treillis complet.

D�e�nition 2.6 ( Châ�ne )
Soit (E; � ) un ensemble ordonn�e. Une châ�neF est un sous-ensemble totalement ordonn�e

c'est-�a-dire :
8 x; y 2 F; x � y ou y � x :

Exemple 2.7
Pour l'exemple 2.3, tous les ensembles de sommets d'un chemin du graphe forment des châ�nes
sur (S; � ).

D�e�nition 2.7 ( CPO )
Un ensemble ordonn�e (E; � ) est dit complet, ou CPO (en anglais complete partial order),

si toute châ�ne non vide poss�ede une borne sup�erieure.

Exemple 2.8
Les treillis complets sont des CPO.

Exemple 2.9
L'ensemble ordonn�e (S; � ) d�e�ni �a l'exemple 2.3 est un CPO.

Contre-exemple 2.3
Consid�erons la suite d�e�nie par u0 = 0 et, pour tout n 2 N, un+1 =

p
6 � un . Cette suite

converge vers 2, elle est donc born�ee. Mais l'ensembleU = f un j n 2 Ng muni de l'ordre usuel
de R, n'est pas un CPO puisque la châ�nef u2n j n 2 Ng n'admet pas de borne sup�erieure.
En e�et, la fonction x 7!

p
6 � x est d�ecroissante, d'o�u, la croissance de la suiteu2n , la suite

est donc major�ee par 2 mais il n'existe pas d'entiern 2 N tel que un = 2 et on conclut que
f u2n j n 2 Ng n'admet pas de borne sup�erieure dansU.

Exemple 2.10
Reprenons le contre-exemple 2.3, l'ensembleU [ f 2g est un CPO.

2.1.2 Points �xes sur les ensembles ordonn�es

Les applications croissantes forment une classe d'applications primordiale pour la th�eorie
des points �xes sur les ensembles ordonn�es.

D�e�nition 2.8 ( Fonction croissante )
Soient deux ensembles ordonn�es (E; � E ) et (F; � F ). Une application f de E dans F est

dite croissante si
8 x; y 2 E; x � E y =) f (x) � F f (y) :

Si (x � E y et x 6= y) implique que (f (x) � F f (y) et f (x) 6= f (y)) alors f est dite strictement
croissante.
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Exemple 2.11
Les applications [ et \ de (} (E )2; � 2) dans (} (E ); � ) sont croissantes.

D�e�nition 2.9 ( Fonctions continues sur un CPO )
Soient (E; � E ) et (F; � F ) deux CPO. Une application f de E dans F est dite continue

si :
{ f est croissante.
{ Pour toute châ�ne G de E :

sup
F

(f f (x) j x 2 Gg) = f
�

sup
E

(G)
�

:

Autrement dit, une fonction continue sur un CPO est croissante et pr�eserve les bornes
sup�erieures.

Remarque 2.5 Un CPO peut être muni d'une topologie sp�eciale : la topologie de Scott, ainsi
la d�e�nition de la continuit�e 2.9, correspond �a la continuit�e au sens de la topologie de Scott
(voir par exemple [GHK+ 80]).

Exemple 2.12
Soit (E; � ) un CPO, la fonction Id , telle que, pour tout x 2 E, Id (x) = x est continue sur
(E; � ).

Exemple 2.13
Reprenons l'exemple 2.10. Une fonction continue surR, pour la topologie usuelle, est continue
sur le CPO U [ f 2g.

Contre-exemple 2.4
La fonction f , telle que, pour tout u 2 U, d�e�ni �a l'exemple 2.10, f (u) = 0 et f (2) = 1 n'est
pas continue de (U [ f 2g; � ) sur (f 0; 1g; � ). Consid�erons la châ�ne f u2n+1 j n 2 Ng [ f 2g,
par d�ecroissance dex 7!

p
6 � x, la suite (u2n+1 )n2 N est d�ecroissante et minor�ee par 2. Par

cons�equent, sup
U

f u2n+1 j n 2 Ng [ f 2g = u1 =
p

6 d'o�u f (sup
U

f u2n+1 j n 2 Ng [ f 2g) = 0 mais

la borne sup�erieure def f (u) j u 2 f u2n+1 j n 2 Ng [ f 2gg = f (2) = 1.

D�e�nition 2.10 ( Point �xe )
Soient X un ensemble etf une application sur X . Un �el�ement x 2 X est un point �xe

si f (x) = x.
On notera �x( f ) l'ensemble des points �xes def . Le plus petit point �xe de f , s'il existe,

sera not�e lfp( f ), son plus grand point �xe, s'il existe, gfp( f ).

Exemple 2.14
Soit f la fonction de [� 30; 6] dans [� 30; 6], telle que pour tout x 2 [� 30; 6], f (x) =

p
6 � x.

Le r�eel 2 est un point �xe de f .

D�e�nition 2.11 ( Post point �xe et pr�e point �xe )
Soient (X; � ) un ensemble ordonn�e et f une application sur X . Un �el�ement x 2 X est

un post point �xe si f (x) � x. Un �el�ement x 2 X est un pr�e point �xe si x � f (x)
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Th�eor�eme 2.1 ( Th�eor�eme du point �xe de Tarski, [Tar55] )
Soient (E; � ) un treillis complet et f une application croissante surE . Les points �xes

lfp( f ) et gfp(f ) existent et :

lfp( f ) = inf f x 2 E j f (x) � xg et gfp(f ) = sup f x 2 E j x � f (x)g :

Pour une application f d'une ensembleE dans lui-même, nous notonsf i , l'application
d�e�nie par f i = f si i = 1 et f i +1 = f (f i ).

Th�eor�eme 2.2 ( Th�eor�eme du point �xe de Kleene, [Kle52] )
Soient (E; � ) un CPO et f une application continue sur E . Le point lfp( f ) existe et :

lfp( f ) = sup f f i (? E ) j i 2 Ng :

Remarque 2.6 Le th�eor�eme de Kleene admet �egalement une formulation duale pour le plus
grand point �xe gfp( f ).

2.2 S�emantique concr�ete d'un programme

Pour analyser un programmeP, nous commen�cons par donner la syntaxe, sous-section 2.2.1
permettant d'�ecrire un programme P puis l'interpr�etation math�ematique du langage �a l'aide
du graphe de 
ot de contrôle, sous-section 2.2.2 et en�n la construction de notre �equation de
point �xe n�ecessaire au calcul d'invariants num�eriques, sous-section 2.2.3.

2.2.1 Syntaxe des programmes

Dans cette sous-section, nous d�ecrivons la syntaxe utilis�ee dans le reste de la th�ese. Elle
est inspir�ee de la syntaxe SIMPLE e.g [Win93]. Une autre r�ef�erence remarquable est la th�ese
d'Antoine Min�e [Min04]. Elle d�e�nit quel type de programmes nous pouvons �ecrire et �etudier.
Nous posonsZ = Z [ f + 1g [ f�1g , R = R [ f + 1g [ f�1g , puis G 2 f Z; Rg et en�n
G 2 f Z; Rg .

Nous notonsd le nombre de variables. La notationV(P) d�esigne le vecteur desd variables
du programme P. Nous introduisons �egalement, la notation V1(P) qui repr�esente l'ensemble
des variables d'un programmeP. L'arithm�etique utilis�ee pendant cette th�ese est donn�ee par
la classe des applications polynomiales :

D�e�nition 2.12 ( Fonction polynomiale )

On dit que T : Gd 7! G est une fonction polynomiale multivari�ee en y si c'est une somme
�nie d'�el�ements de la forme :

p� y� 1
1 y� 2

2 : : : y� d
d

o�u p� 2 G et � 1; � 2; : : : ; � d sont des entiers naturels. Le vecteur� = ( � 1; � 2; : : : ; � d) est
appel�e multi-entier.

Les expressions sont des intervalles ferm�es deG, ou des images des variables du pro-
gramme par une fonction polynomiale. L'image d'un sous-ensemble deG par une application
polynomiale est l'union des images des vecteurs de ce sous-ensemble.
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Les teststest peuvent être construits comme comparaison entre une image des variables du
programme par une fonction polynomiale et une constante deG. Nous autorisons les mots-cl�es
bool�eens and et not pour respectivement la conjonction et la n�egation de tests. Cependant,
même si elles sont redondantes, les constantes bool�eennestrue et false existent dans notre
syntaxe. En e�et, on peut choisir a �egal �a + 1 et donc expr � a est toujours vrai, de même
qu'en choisissanta �egal �a �1 , expr � a est toujours faux.

Les instructions �el�ementaires inst sont des a�ectations, elles associent une nouvelle expres-
sion �a une variable. On autorise aussi le mot-cl�eassume qui comme le nom l'indique, permet
de supposer que le vecteur de variables, �a un certain moment du programme appartient �a un
ensembleC. L'instruction skip permet d'ajouter des instructions qui ne modi�ent pas l'�etat
de la m�emoire. Cette instruction sera utile plus tard pour ajouter des points de contrôle sans
modi�er s�emantiquement la fonction. Les branchements conditionnelsif then else , indiquent
qu'on ex�ecute une instruction si un test est vrai et une autre instruction sinon. Les boucles
correspondent �a l'ex�ecution d'une instruction tant qu'un test est satisfait.

Les expressions, tests et instructions utilis�es sont d�ecrits plus formellement �a la �gure 2.2.

expr ::= a a 2 G
j [a; b] a; b2 G
j T(X ) T : G 7! G polynomiale

X 2 V1(�)

test ::= true
j false
j T(X ) � a a 2 G; X 2 V1(�)

T : G 7! G polynomiale
j test and test
j not test

inst ::= assume (X 1; : : : ; X d) 2 C (X 1; : : : ; X d) 2 V(�)
C � Gd

j skip
j X = expr X 2 V1(�)
j if testthen f inst g else f inst g
j while test f inst g
j inst ; inst

Figure 2.2 { Syntaxe autoris�ee pour �ecrire un programme

La syntaxe �etant d�e�nie, il faut en donner un sens math�ematique manipulable pour nos
calculs d'invariants.

Exemple 2.15
Le programme C suivant est un programme bien �ecrit dans la syntaxe d�e�nie par notre
grammaire 2.2 :
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x=1;
wh i le (x < =10) f

x=x+1;
g

Exemple 2.16
Le programme avec un branchement conditionnel suivant est un programme bien �ecrit dans
la syntaxe d�e�nie par notre grammaire 2.2 :

x = [ 0 , 1 ] ;
y = [ 0 , 1 ] ;
i f ( x � y< =0)

then f
x=x+1;
g

e l s e f
y=y+1;
g

2.2.2 Graphe de 
ots de contrôle et s�emantique concr�ete

Pour analyser un programme, nous analysons les variables en tant que vecteur deGd. Ainsi
les expressions constantes deviennent des sous-ensembles deGd, les fonctions polynomiales
deviennent des fonctions polynomiales �a valeurs vectorielles (chaque coordonn�ee de la fonction
est une fonction polynomiale). Ces fonctions �a valeurs vectorielles sont suppos�ees �a valeurs
dans Gd. Même si la fonction ne modi�e pas toutes les variables, on peut compl�eter cette
fonction par la fonction identit�e sur les composantes des variables non a�ect�ees par la fonction.
Les tests sont trait�es comme des in�egalit�es vectorielles au sens de l'ordre produit usuel. De
mani�ere similaire aux fonctions, on peut compl�eter l'in�egalit�e vectorielle par des in�egalit�es
toujours vraies sur les composantes n'intervenant pas dans le test. Les a�ectations sont vues
comme des a�ections parall�eles vectorielles.

Graphe de 
ots de contrôle

Le graphe de 
ots de contrôle est un graphe orient�e repr�esentant la suite des instructions
d'un programme informatique. Pour d�ecrire un programme, celui-ci peut être d�ecoup�e �a l'aide
de points de contrôle �etiquet�es par des entiers car en nombre �ni. Ces points de contrôle jouent
le rôle de sommets dans le graphe. Un arc du graphe repr�esente une transition entre deux
points de contrôle. Une transition est soit un vecteur d'a�ectations soit un vecteur de tests
de la syntaxe 2.2. Un arc sera �etiquet�e par une transition. Le graphe de 
ots de contrôle
�etant construit �a partir d'un programme informatique, ce graphe contient un sommet dont
le degr�e entrant est 0 et un sommet dont le degr�e sortant est 0. Sur le graphe, l'unique
sommet de degr�e entrant nul sera symbolis�e par le nombre 0, les sommets de degr�e sortant
nul seront caract�eris�es par un nombre entier non nul encadr�e qui symbolise les points de sortie
du programme, les autres sommets sont des nombres entiers non nuls associ�es aux points de
contrôle.

On notera B(P) l'ensemble des points de contrôle du programmeP, L (P), l'ensemble des
a�ectations et des tests de P et G(P) = ( B(P); T (P); L (P)) le graphe de 
ots de contrôle

32



2.2. S�EMANTIQUE CONCR�ETE D'UN PROGRAMME

associ�e �a P avec T (P) � B (P)2. Une relation est not�ee ((i; j ); `) o�u i; j 2 B (P) et ` 2 L (P).
Nous notons l'ensemble des relations d'un programme �etiquet�eP, R(P).

Exemple 2.17
La transition entre les points de contrôle 2 et 5, x = 4 sera symbolis�ee par la relation
((2; 5); x = 4).

2 5
x=4

Sur le graphe, un sommet aura deux arcs sortants si le point de contrôle associ�e repr�esente
une boucle ou un branchement conditionnel. Un arc sera �etiquet�e par le test d'entr�ee de boucle
ou de branchement conditionnel, l'autre arc sera �etiquet�e par la n�egation du test.

A la mani�ere de Min�e [Min04], on ajoute un point de contrôle et un arc non �etiquet�e qui
repr�esente des instructionsskip apr�es chaque a�ectation :

{ si elle pr�ec�ede while ou si celle-ci est la derni�ere a�ectation d'une bouclewhile .
{ si c'est la derni�ere a�ectation des parcours then et else d'un branchement conditionnel

if .
Ce d�ecoupage sera tr�es pratique pour la r�esolution de l'�equation de point �xe.

Exemple 2.18
A la �gure 2.3, nous nous int�eressons �a un simple programme contenant une boucle qui,
jusqu'�a la valeur 11, �a chaque it�eration, incr�emente la variable x initialis�ee �a 0.

x=1; [ 1 ]
wh i le [ 2 ] ( x< =10) f [ 3 ]

x=x+1; [ 4 ]
g [ 5 ]

0

1

2

3
4

5

x:=1

x <= 10

x:=x+1

x > 10

Figure 2.3 { Un programme contenant une boucle �a gauche et son graphe de 
ot de contrôle
�a droite

Exemple 2.19
A la �gure 2.4, nous regardons un simple programme avec un branchement conditionnelif .
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x = [ 0 , 1 ] ;
y = [ 0 , 1 ] ; [ 1 ]
i f ( x � y< =0) [ 2 ]

then f
x=x+1;
g[ 3 ]

e l s e [ 4 ]f
y=y+1;
g[ 5 ]

[ 6 ]

0

1

2

3

4

5

6

(x,y):=[0,1] � [0,1]

x-y <= 0 x-y > 0

x:=x+1 y:=y+1

Figure 2.4 { Un programme avec un branchement conditionnel �a gauche et son graphe de 
ot
de contrôle

S�emantique concr�ete

Pour �etudier un programme P �ecrit grâce �a la syntaxe d�e�nie �a la �gure 2.2, il faut
donner une interpr�etation de chaque �el�ement composant cette syntaxe. Toutefois, comme
nous repr�esentons le programme par un graphe de 
ots de contrôle, nous devons interpr�eter
la syntaxe 2.2. En e�et, grâce aux exemples 2.18, 2.19, il su�t d'interpr�eter les expressions, les
tests et les a�ectations pour pouvoir analyser un programme. L'interpr�etation des �el�ements de
la syntaxe 2.2 est donn�ee par une s�emantique. Une s�emantique d�ecrit tous les �etats possibles
d'un programme en fonction des �etats initiaux. Pour d�e�nir plus formellement ce qu'est une
s�emantique, nous introduisons la notion d'environnement. Un environnement est une fonction
qui associe aux variables du programme une valeur ou plutôt un vecteur dansGd dans notre
cas. Nous notons � l'ensemble des environnements c'est-�a-dire � = f � j � : V(P) 7! } (Gd)g.
Concr�etement, un environnement retourne les valeurs des variables dans la m�emoire de la
machine �a un instant donn�e de l'ex�ecution du programme P. D'un point de vue math�ematique,
une s�emantique correspond �a une fonction sur l'ensemble des environnements qui renvoie un
sous-ensemble deGd dans le cas des expressions, un bool�een dans le cas des tests et un
environnement dans le cas des instructions. Une s�emantique est dite concr�ete quand elle
d�ecrit pr�ecis�ement la mani�ere dont s'ex�ecute un programme.

Nous rappelons qu'une expression est consid�er�ee comme vectorielle, c'est-�a-dire, un �el�e-
ment de Gd. Pour une expressionexpr, [[expr]] d�esigne une application de � dans } (Gd). Soit
� 2 �, l'interpr�etation des expressions est d�etaill�ee �a la �gure 2.5 :

L'interpr�etation d'un sous-ensemble de Gd est le sous-ensemble lui-même car il repr�esente
une constante dans le programme et donc ne varie pas au cours de l'ex�ecution de celui-ci et,
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[[C]](� ) = C
[[T(X )]]( � ) = f T(a) j a 2 � (X )g

Figure 2.5 { Interpr�etation des expressions

par cons�equent, sa valeur est ind�ependante de l'�etat m�emoire. L'interpr�etation des variables
dans un environnement est le vecteur de valeurs en m�emoire. En�n, l'interpr�etation de l'image
d'une expression par un polynôme est l'image des valeurs prises par cette expression dans un
environnement donn�e.

Les tests sont pour rappels de la former (X ) � a o�u r est �a valeurs dans Gd et a 2 G
d
.

Pour un test test, [[test]] est une application de � dans l'ensemble des parties des bool�eensB
c'est-�a-dire } (f true ; falseg). Soit � 2 �, l'interpr�etation des tests est donn�ee �a la �gure 2.6 :

[[true ]](� ) = true
[[false]](� ) = false

[[T(X ) � a]](� ) =

8
>><

>>:

f true ; falseg si 9 y; z 2 [[T(X )]]( � ); y � a; z > a
f true g si 9 y 2 [[T(X )]]( � ); y � a
f falseg si 9 y 2 [[T(X )]]( � ); y > a
; sinon

[[test1 and test2]](� ) = f t1 ^ t2 j t1 2 [[test1]](� ); t2 2 [[test2]](� )g
[[not test]](� ) = f: t j t 2 [[test]](� )g

Figure 2.6 { Interpr�etation des tests

Les tests true et false sont ind�ependants de l'environnement, la signi�cation du test
T(X ) � a, o�u T est une fonction polynomiale, pour un environnement donn�e est l'union des
bool�eens true et false si l'interpr�etation de T(X ) contient �a la fois des �el�ements plus petits et

strictement plus grands, au sens de l'ordre usuel deG
d
, que l'�el�ement a 2 G

d
. Le test not test

est interpr�et�e comme l'ensemble des n�egations des �el�ements de l'interpr�etation de test.
L'a�ectation d'une expression �a une variable change son �etat m�emoire, il faut donc in-

terpr�eter cette a�ectation comme un nouvel �etat m�emoire, c'est-�a-dire un environnement,
[[X = expr]] est, par cons�equent, une application de l'ensemble des environnements dans
lui-même, et on a, pour � 2 �,

[[X = expr]](� ) = � [X ! [[expr]](� )];

o�u, � [X ! [[expr]](� )] signi�e que l'on remplace les valeurs m�emoires du vecteurX par les
valeurs m�emoires deexpr interpr�et�ees dans l'environnement � .
Exemple 2.20
L'a�ectation x := 5 est interpr�et�ee par [[ x = 5]]( � ) = � [x ! [[5]](� )] = � [x ! 5]. Finalement,
� [x ! 5](x) = 5.

Exemple 2.21
Supposons que,� (x) = 2 (2 est la valeur en m�emoire au moment o�u on �evalue la variable x),
l'a�ectation x = x3 s'interpr�ete de la mani�ere suivante : posons � 0 = � [x ! [[x3]](� )] = � [x !
(� (x))3], d'o�u, � 0(x) = 8.
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2.2.3 S�emantique collectrice

Nous voulons trouver des bornes sur les valeurs des variables �a chaque point de contrôle.
Les valeurs de ces variables sont donn�ees par les environnements. Une m�ethode pour borner
ces valeurs est de collecter toutes les valeurs. Cette m�ethode est classique, on collecte tous
les environnements construits �a un point de contrôle donn�e, on parle dans ce cas de s�eman-
tique collectrice. Nous d�e�nissons cette s�emantique �a partir du graphe de 
ots de contrôle.
Il faut donc donner l'interpr�etation des a�ectations, et des tests. Puisqu'on agr�ege des envi-
ronnements, nous devons travailler avec des sous-ensembles d'environnements. La s�emantique
collectrice est donc une fonction sur les parties de �.

Comme, nous avons ajout�e des arcs sans �etiquette qui repr�esentent des instructionsskip .
La s�emantique collectrice [[:]]C sur une instruction skip est l'identit�e, en d'autres termes,
[[skip ]]C (S) = S o�u S est un sous-ensemble de �.

Nous d�e�nissons la s�emantique collectrice [[:]]C sur les a�ectations comme l'union des
environnements construits �a partir de cette a�ectation c'est-�a-dire, pour un sous-ensemble
non vide S de � :

[[X = expr]]C (S) =
[

� 2 S

f � [X ! [[expr]](� )]g

Bien �evidemment, [[X = expr]]C (S) = ; si S = ; .
Pour les tests, on �ltre les environnements deS qui satisfont les conditions du test, plus

formellement, la s�emantique collectrice d'un test test :

[[test]]C (S) = f � 2 S j true 2 [[test]](� )g

Bien �evidemment, [[ test]]C (S) = ; si S = ; .
Le nombre entiern d�esigne le nombre de point de contrôles pour analyser le programmeP.

A pr�esent, on peut d�e�nir la fonction s�emantique concr�ete F C de (} (�)) n+1 dans lui même,
construite �a partir de la s�emantique collectrice. La coordonn�ee i-�eme de F C d�esigne le nouvel
ensemble d'environnements cr�e�e au point de contrôlei . La fonction s�emantique concr�ete F C

est d�e�nie par :

8 i 2 f 0; : : : ; ng; F C
i (S0; S1; : : : ; Sn ) =

8
<

:

S0 si i = 0[

(( j;i );` )2R (P )

[[`]]C (Sj ) si i 6= 0

Soit �S = ( �Si ) i =0 ;:::;n le vecteur des ensembles d'environnement associ�es au point de contrôle
i .

Nous ne nous int�eressons pas aux valeurs des cases m�emoires des variables d'un programme
avant son lancement. Par cons�equent, nous supposons que l'ensemble d'environnementS0 ne
contient que l'environnement qui renvoie l'ensemble vide, cet environnement est not�e� 0.

L'image de �S par F C est exactement le vecteur �S. Pour trouver les ensembles d'envi-
ronnements �a chaque point de contrôle, il faut donc r�esoudre l'�equation de point �xe dans
} (�) n+1 :

S = F C (S) (2.1)

Exemple 2.22
A la �gure 2.7, nous consid�erons l'�equation s�emantique du programme C de l'exemple 2.18.
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x=1; [ 1 ]
wh i le [ 2 ] ( x< =10) f [ 3 ]

x=x+1; [ 4 ]
g [ 5 ]

S0 = f � 0g
S1 = [[ x = 1]]( S0)
S2 = [[ skip ]](S1) [ [[skip ]](S4)
S3 = [[ x < = 10]](S2)
S4 = [[ x = x + 1]]( S3)
S5 = [[ x > 10]](S2)

Figure 2.7 { Un programme C �a gauche et l'�equation s�emantique �a droite

Exemple 2.23
A la �gure 2.8, nous consid�erons l'�equation s�emantique du programme C de l'exemple 2.19.

x = [ 0 , 1 ] ;
y = [ 0 , 1 ] ; [ 1 ]
i f ( x � y< =0) [ 2 ]

then f
x=x+1;
g[ 3 ]

e l s e [ 4 ]f
y=y+1;
g[ 5 ]

[ 6 ]

S0 = f � 0g
S1 = [[ x = [0 ; 1]; y = [0 ; 1]]](S0)
S2 = [[ x � y < = 0]]( S1)
S3 = [[ x = x + 1]]( S2)
S4 = [[ y � x < 0]](S1)
S5 = [[ y = y + 1]]( S4)
S6 = [[ skip ]](S3) [ [[skip ]](S5)

Figure 2.8 { Un programme C �a gauche et l'�equation s�emantique �a droite

De plus, nous souhaitons que les ensembles d'environnement exacts, ceux qui apparaissent
vraiment pendant l'ex�ecution du programme, la solution de l'�equation (2.1), appel�ee aussi
�equation s�emantique doit être la plus pr�ecise possible. Par ailleurs, l'ensemble} (�) muni de
l'ordre de l'inclusion est un treillis complet alors la plus pr�ecise signi�e la plus petite au sens
de l'inclusion dont l'existence est assur�ee par le th�eor�eme de Tarski 2.1,F C �etant croissante
par construction.

Nous rappelons qu'un environnement est une fonction des variables d'un programme vers
un vecteur de valeurs enti�eres ou r�eelles. Dans cette th�ese, nous souhaitons avoir des bornes
sur les variables �a chaque point de contrôle. Ces bornes peuvent être donn�ees �a partir des
ensembles d'environnements �a chaque point de contrôle. En e�et, prenons un vecteur de
variables x qui correspond �a un vecteur deGd, et appliquons un ensemble d'environnement
S = ( Si ) i =0 ;:::;n , nous obtenons un sous-ensemble deGd, nous posons, pour un point de contrôle
i , X i = Si (x). L'�equation s�emantique (2.1) devient alors le probl�eme 2.1 sur } (Gd)n+1 .

Probl�eme 2.1

R�esoudre :
inf f X 2 } (Gd)n+1 j X = F C (X )g :
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D'apr�es le th�eor�eme de Tarski, comme F C est croissante, le probl�eme 2.1, est �equivalent
�a :

Probl�eme 2.2

R�esoudre :
inf f X 2 } (Gd)n+1 j F C (X ) � X g :

Exemple 2.24
Pour le programme de l'exemple 2.18, nous devons calculer la plus petite solution de l'�equa-
tion :

X 0 = ;
X 1 = f 1g
X 2 = X 1 [ X 4

X 3 = X 2\ ] � 1 ; 10]
X 4 = ( X 3 + 1)
X 5 = X 2\ ]10; + 1 [

Exemple 2.25
Pour le programme de l'exemple 2.19, nous devons calculer la plus petite solution de l'�equa-
tion :

X 0 = ;
X 1 = [0 ; 1] � [0; 1]
X 2 = X 1 \ f x; y 2 Gd j x � y � 0g
X 3 = X 2 + (1 ; 0)
X 4 = X 1 \ f x; y 2 Gd j y � x < 0g
X 5 = X 4 + (0 ; 1)
X 6 = X 2 [ X 5

Par le th�eor�eme de Tarski, l'�equation (2.1) admet une solution. N�eanmoins, cette �equa-
tion est, en g�en�eral, impossible �a r�esoudre algorithmiquement. Le but de l'interpr�etation
abstraite est donc de construire �a partir de la fonction s�emantique F C , une fonction s�eman-
tique abstraite sur un domaine abstrait qui donne une sur-approximation de la solution de
l'�equation (2.1).

2.3 Principes de l'interpr�etation abstraite

La solution de l'�equation (2.1) n'est pas calculable en g�en�eral. Ce probl�eme de calculabilit�e
a deux causes principales :

{ le domaine concret (les parties deGd) n'est pas repr�esentable en machine ;
{ la fonction s�emantique concr�ete n'est pas calculable.
Le rôle de l'interpr�etation abstraite est de palier ce probl�eme de calculabilit�e en calculant

une sur-approximation de la s�emantique concr�ete. solution d'un probl�eme de point �xe dans
un domaine dit abstrait pour une fonction s�emantique dite abstraite.

Le plus petit point �xe calcul�e pour la fonction s�emantique abstraite dans le domaine
abstrait doit être une sur-approximation de la plus petite solution. Pour pouvoir utiliser le

38



2.3. PRINCIPES DE L'INTERPR�ETATION ABSTRAITE

th�eor�eme de Kleene ou le th�eor�eme de Tarski, on peut choisir comme domaine abstrait un
CPO ou un treillis complet. La fonction s�emantique abstraite choisie devra, par cons�equent,
être continue (au sens des CPO) si le domaine abstrait est un CPO et monotone si le domaine
abstrait est un treillis complet.

Dans cette section, nous rappelons dans la sous-section 2.3.1, les d�e�nitions de domaine
et s�emantique abstraits puis dans la sous-section 2.3.2, nous pr�esentons quelques domaines
abstraits commun�ement utilis�es.

2.3.1 Domaines et s�emantiques abstraits

Les d�e�nitions de cette sous-section sont inspir�ees de [CC92a]. On peut, a priori, d�e�nir un
domaine abstrait comme la donn�ee d'un ensemble repr�esentable en machine et d'une fonction

 du domaine abstrait vers le domaine concret. Nous avons besoin de la fonction
 pour
associer, �a une solution calcul�ee dans le domaine abstrait, un �el�ement concret. Par ailleurs, le
but de l'interpr�etation abstraite est, certes, de sur-approximer la s�emantique abstraite, mais
aussi de garantir que cette sur-approximation est la plus pr�ecise possible. Par cons�equent,
pour pouvoir comparer les �el�ements abstraits, on requiert que le domaine abstrait soit un
ensemble ordonn�e. De plus, la relation d'ordre choisie doit satisfaire que la fonction
 associ�ee
au domaine abstrait soit croissante. Ceci assure qu'un plus petit �el�ement abstrait repr�esente
un �el�ement concret plus pr�ecis. On en d�eduit la d�e�nition suivante :

D�e�nition 2.13 ( Domaine abstrait )
Un domaine abstrait (Da; 
 ) est la donn�ee d'un ensemble ordonn�eDa repr�esentable en

machine et d'une fonction croissante
 : Da 7! } (Gd).

Exemple 2.26
Soient l'ensemble :

I (Z) = f [a; b] j a 2 Z [ f�1g ; b 2 Z [ f + 1g ; a � bg [ ; ;

et la fonction 
 de I (Z)nf;g dans } (Z) d�e�nie par :


 ([a; b]) =

8
>><

>>:

Z si a = �1 ; b = + 1
]�1 ; b] si b 2 Z; a = �1
[a; + 1 [ si a 2 Z; b = + 1
[a; b] si a; b2 Z

On pose �egalement
 (; ) = ; . La paire (I (Z); 
 ) forme un domaine abstrait. On appelle ce
domaine le domaine des intervalles.

Remarque 2.7 On prend comme convention; = [+ 1 ; �1 ]. On peut d�e�nir un isomor-
phisme entreI (Z) et f (a; b) 2 Z

2
j a 2 Z [ f�1g ; b 2 Z [ f + 1g ; a � bg [ f (+ 1 ; �1 )g, en

associant �a un intervalle [a; b] non vide �a bornes enti�eres le couple (a; b).

Exemple 2.27
Par extension de l'exemple 2.26, on d�e�nit :

I (Z
d
) =

(
dY

i =1

[ai ; bi ] j [ai ; bi ] 2 I (Z)

)
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et la fonction � : I (Z
d
) 7! } (Z

d
) qui, �a

dY

i =1

[ai ; bi ] associe
dY

i =1


 ([ai ; bi ]) o�u 
 est la fonction

d�e�nie �a l'exemple 2.26. L'ensemble ( I (Z
d
); � ) forme un domaine abstrait.

Remarque 2.8 Nous notons respectivementx �
i et x+

i la borne inf�erieure et la borne sup�erieure
de l'intervalle x i . Un �el�ement x est un vecteur d'intervalles si toutes ses coordonn�ees sont de
la forme [x �

i ; x+
i ].

D�e�nition 2.14 ( Fonction de concr�etisation )
Nous appelons fonction de concr�etisation la fonction
 associ�ee �a un domaine abstrait

(Da; 
 ).

Exemple 2.28
Les fonctions
 de l'exemple 2.26 et� de l'exemple 2.27 sont des fonctions de concr�etisation.

On s'int�eresse aussi aux abstractions des �el�ements concrets :
D�e�nition 2.15 ( Fonction d'abstraction )

Nous appelons fonction d'abstraction sur un domaine abstrait (Da; 
 ), une fonction
croissante� : } (Gd) 7! D a.

Exemple 2.29
Nous reprenons l'exemple 2.27, la fonction� de } (Zd) dans I (Z

d
) d�e�nie par :

� (C) =
dY

i =1

[ai ; bi ];

o�u ai = supf ci 2 Z j ci � � i (x); x 2 Cg et bi = inf f di 2 Z j � i (x) � di ; x 2 Cg. La fonction
� i est la fonction de projection sur la coordonn�eei .

Dans la d�e�nition d'une fonction abstraction, on voit qu'une fonction d'abstraction d�epend
du domaine abstrait consid�er�e. Une fonction de concr�etisation est une partie int�egrante du
domaine abstrait, le choix de la fonction d'abstraction peut donc être conditionn�e par la
fonction de concr�etisation. En g�en�eral, en interpr�etation abstraite, on utilise, lorsqu'elle existe,
une paire particuli�ere de fonction d'abstraction et de concr�etisation :

D�e�nition 2.16 ( Correspondance de Galois )
Soient (E; � E ) et (F; � F ) deux ensembles ordonn�es. Une correspondance de Galois entre

E et F est une paire d'applications croissantesf : E 7! F et g : F 7! E telles que :

8 x 2 E; 8y 2 F; f (x) � F y () x � E g(y) (2.2)

Exemple 2.30
La paire d'applications (�; 
 ) d�e�nies aux exemples 2.28 et 2.29 forme une correspondance de
Galois.

Remarque 2.9 En th�eorie de Galois classique, voir [Ore44], les paires d'applications (f; g )
sont appel�ees correspondances de Galois lorsque les applicationsf et g sont d�ecroissantes
c'est-�a-dire inversent les ordres et que l'�equivalence (2.2) est v�eri��ee. Une application f telle
qu'il existe une application g v�eri�ant (2.2) est appel�ee application r�esiduable [BJ72].
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Quand une fonction d'abstraction � et une fonction de concr�etisation 
 forment une cor-
respondance de Galois, la meilleure abstraction d'un �el�ement concretX est donn�ee par � (X ).
De plus, la fonction de concr�etisation 
 associ�ee �a la fonction d'abstraction � est d�etermin�ee
de mani�ere unique. Ainsi, nous pouvons construire la fonction s�emantique abstraite sur un
domaine abstrait, grâce �a une correspondance de Galois (�; 
 ), o�u � est une fonction d'ab-
straction et 
 une fonction de concr�etisation.

D�e�nition 2.17 ( Fonction s�emantique abstraite )

La fonction s�emantique abstraite F ] : (Da)n+1 7! (Da)n+1 , est d�e�nie, pour une coor-
donn�ee i 2 f 0; : : : ; ng par :

X 7! Fi
] (X 0; X 1; : : : ; X n ) = � (F C

i (
 (X 0); 
 (X 1); : : : ; 
 (X n ))) (2.3)

o�u � est une application d'abstraction, 
 une application de concr�etisation, (�; 
 ) forme une
correspondance de Galois etF C est la fonction s�emantique concr�ete.

On �ecrira par la suite, simplement :

F ] = � � F C � 
 :

Exemple 2.31
La fonction s�emantique abstraite dans le domaine abstrait des intervalles associ�ee au pro-

gramme de l'exemple 2.18. SoitX un vecteur d'intervalles de I (Z
6
).

F0
] (X ) = ;

F1
] (X ) = [1 ; 1]

F2
] (X ) = [inf( x �

1 ; x �
4 ); sup(x+

1 ; x+
4 )]

F3
] (X ) = [ x �

2 ; inf(10; x+
2 )]

F4
] (X ) = [ x �

3 + 1 ; x+
3 + 1]

F5
] (X ) = [sup(10; x �

2 ); x+
2 ]

Exemple 2.32
La fonction s�emantique abstraite dans le domaine abstrait des intervalles associ�ee au pro-

gramme de l'exemple 2.19. SoitX un vecteur d'intervalles de I (Z
7
).

F0
] (X ) = ;

F1
] (X ) = [0 ; 1] � [0; 1]

F2
] (X ) = [ x �

1 ; inf( x+
1 ; y+

1 )] � [sup(x �
1 ; y�

1 ); y+
1 ]

F3
] (X ) = [ x �

2 + 1 ; x+
2 + 1] � [y�

2 ; y+
2 ]

F4
] (X ) = [sup( x �

1 ; y�
1 + 1) ; x+

1 ] � [y�
1 ; inf( y+

1 ; x+ � 1)]
F5

] (X ) = [ x �
4 ; x+

4 ] � [y�
4 + 1 ; y+

4 + 1]
F6

] (X ) = [inf( x �
2 ; x �

5 ); sup(x+
2 ; x+

5 )] � [inf( y�
2 ; y�

5 ); sup(y+
2 ; y+

5 )]

Nous rappelons que le but est de pouvoir calculer automatiquement une sur-approximation
de la s�emantique concr�ete. Par construction, la fonction s�emantique abstraite est croissante et
par d�e�nition, le domaine abstrait est un ensemble ordonn�e. La plus pr�ecise sur-approximation
de la s�emantique concr�ete est donn�ee par le plus petit point �xe de la fonction s�emantique
abstraite (s'il existe !). En pratique, on impose au domaine abstrait d'̂etre un treillis complet.
Par le th�eor�eme de Tarski, le plus petit point �xe de la fonction s�emantique abstraite (appel�e
s�emantique abstraite) existe.

41



CHAPITRE 2. PRINCIPE DE L'ANALYSE STATIQUE PAR INTERPR�ETATION ABSTRAITE

2.3.2 Quelques domaines abstraits courants en interpr�etation abstraite

Deux grandes classes de domaines abstraits sont couramment utilis�ees :
{ les domaines non relationnelsqui sont plus simples �a manipuler mais qui ne conservent

pas les relations entre les variables d'un programme.
{ les domaines relationnels plus coûteux en m�emoire et en temps de calcul mais qui

conservent certaines relations entre les variables.

Domaines non relationnels

Le domaine abstrait Da s'�ecrit, dans ce cas,D k , o�u k est un entier naturel non nul inf�erieur
au nombre de variables etD est un treillis complet ou un CPO.

Nous pr�esentons bri�evement, dans cette sous-section, quelques domaines non relationnels.
Propagation de constantes Ce domaine abstrait a �et�e introduit par Kildall [Kil73].

Ce domaine n'est, en pratique, pas utilis�e pour calculer des bornes sur les variables d'un
programme mais permet d'optimiser l'ex�ecution d'un code. En e�et, le but de l'analyse est
de remplacer, �a chaque point de contrôle, les� fausses� variables, celles qui ne vont être pas
modi��ees par l'instruction au point de contrôle par leurs valeurs en m�emoire. Ceci simpli�e
l'�ecriture du programme et est e�ectu�e par la plupart des compilateurs actuels. Un nouvel
ex�ecutable, sans variables super
ues, est ainsi cr�e�e. Les invariants num�eriques au point de
contrôle i sont de la forme (x j 1 = ci

j 1
; x j 2 = ci

j 2
; : : : ; x j k = ci

j k
) o�u k repr�esente le nombre de

faussesvariables et ci
j l

une constante dansG
d
.

Signes Ce domaine a �et�e introduit par Cousot et Cousot [CC76]. Ce domaine est un
domaine acad�emique qui n'est pas utilis�e en pratique pour calculer des invariants num�eriques.
L'invariant cherch�e, pour un point de contrôle donn�e est le produit cart�esien d'ensembles de
la forme x j � 0 ou x j � 0. Les valeurs de la variable importe peu, seul son signe est �etudi�e.
Ce domaine est int�eressant pour des raisons num�eriques �evidentes, par exemple, pour prendre
la racine carr�ee d'une variable, il faut v�eri�er que la variable soit positive pour �eviter toute
erreur d'ex�ecution d'un programme. Ce domaine apparâ�t �egalement en th�eorie des syst�emes
lin�eaires notamment pour savoir si la solution d'un syst�eme est positive [BS95].

Une concr�etisation g�eom�etrique est pr�esent�ee �a la �gure 2.9.

(0; 0)
x1

x2

Figure 2.9 { Concr�etisation g�eom�etrique d'une abstraction dans le domaine des signes
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Les intervalles Le domaine des intervalles ont �et�e introduits par Cousot et Cousot [CC76].
A chaque point de contrôle, nous cherchons les intervalles les plus pr�ecis possibles qui conti-
ennent les valeurs possibles prises par les variables du programme. Les invariants num�eriques
au point de contrôle i sont de la forme :

(x1 2 [ai
1; bi

1]; x2 2 [ai
2; bi

2]; : : : ; xd 2 [ai
d; bi

d])

o�u pour tout j = 1 ; : : : ; d, ai
j et bi

j appartiennent �a G
d

et ai
j � bi

j . Les bornes des intervalles
peuvent donc être in�nies. Ce domaine contient le domaine introduit par Kildall, en e�et, un
singleton peut s'�ecrire [a; b] aveca = b. En�n, ce domaine contient aussi le domaine des signes
puisque x j � 0 �equivaut �a x i 2 [0; + 1 ] et x j � 0 �equivaut �a x i 2 [�1 ; 0]. La r�ealisation
g�eom�etrique d'un invariant calcul�e dans le domaine des intervalles est d�ecrit �a la �gure 2.10.

Figure 2.10 { Abstraction dans le domaine des intervalles

Le simple exemple 2.33 montre la perte de pr�ecision due �a l'emploi des intervalles.

Exemple 2.33
Consid�erons le programme suivant :

x=[0,10]; [1]
y=x; [2]

Une analyse par intervalles retournex 2 [0; 10]; y 2 [�1 ; + 1 ] au point de contrôle [1] et
x 2 [0; 10]; y 2 [0; 10] au point de contrôle [2].

Dans l'exemple 2.33, la relation, pourtant forte, entre la variablex et la variable y disparâ�t
au moment du calcul de l'invariant. Les domaines abstraits relationnels comblent, en partie,
ces pertes de relations entre les variables.

Domaines relationnels

Poly�edres Ce domaine est introduit par Cousot et Halbwachs [CH78]. Les invariants
num�eriques sont des poly�edres convexes ferm�es, ils sont par cons�equent de la formef X 2 Rd j
AX � B g, o�u X est l'abstraction des variables du programme,A est une matrice de taille
d � d et B un vecteur de Rd. Les formes lin�eaires d�e�nissant les faces de ces poly�edres sont
construites �a partir des relations lin�eaires entre les variables du programmes. Cependant le
nombres faces de ces poly�edres grandit de mani�ere exponentielle par rapport au nombre de
relations lin�eaires entre les variables. Un invariant calcul�e dans le domaine des poly�edres est
d�ecrit par la �gure 2.11.
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Figure 2.11 { Concr�etisation g�eom�etrique d'une abstraction dans le domaine des poly�edres

Zones et Octogones Min�e [Min04] a partiellement r�epondu au probl�eme de complexit�e
de l'analyse de programme par les poly�edres tout en conservant certaines relations entre les
variables. En e�et, dans le domaine des zones, les invariants num�eriques sont de la forme
X i � X j � cij . Dans le domaine des octogones, les invariants prennent la forme du type
� X i � X j � cij . La �gure 2.12 repr�esente un invariant num�erique calcul�e dans le domaine des
zones.

Figure 2.12 { Concr�etisation g�eom�etrique d'une abstraction dans le domaine des zones

Gabarits (templates) lin�eaires Sankaranarayanan et al [SSM05] ont d�evelopp�e une
m�ethode interm�ediaire entre les poly�edres et les zones et octogones de Min�e. Dans les zones
et octogones, seules les di��erences entre les variables est analys�ees. Nous pouvons voir ces
di��erences comme des formes lin�eaires. Les gabarits lin�eaires sont une g�en�eralisation des zones
et des octogones. On �xe des formes lin�eaires avant l'analyse du programme. Les invariants
en chaque point de contrôle du programme sont d�ecrits par un poly�edre. Le nombre de faces
n'explose pas puisque �x�e par avance. Le poly�edre de la �gure 2.13 est la concr�etisation
g�eom�etrique d'un invariant calcul�e dans le domaine des gabarits lin�eaires.

On remarque que les �gures 2.11 et 2.13 sont similaires, dans le domaine des poly�edres,
les faces du poly�edres sont calcul�ees au cours d'analyse alors que, pour les gabarits lin�eaires,
on obtient la �gure 2.13 en �xant par avance les quatre faces du poly�edres.

Domaines des formes a�nes Dans l'article [GP], l'invariant num�erique est un in-
variant de type fonctionnel. L'invariant num�erique est une abstraction des relations entre
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Figure 2.13 { Concr�etisation g�eom�etrique d'une abstraction dans le domaine des gabarits
lin�eaires

les entr�ees du programme et ses sorties. Chaque variable du programme est une combinaison
lin�eaire de "symboles de bruit" (c'est-�a-dire l'intervalle [ � 1; 1]). Les relations entre les variables
du programme est mise en �evidence par le fait qu'elles ont des symboles de bruit communs
dans les combinaisons lin�eaires les repr�esentant. La concr�etisation g�eom�etrique des invariants
est un zonotope c'est-�a-dire une somme de Minkowski de segments deRd. Un exemple de
zonotope est repr�esent�e par la �gure 2.14.

Figure 2.14 { Abstraction dans le domaine des formes a�nes

Ellipso •�des Feret [Fer04] �etudie des syst�emes lin�eaires d'ordre 2 stables. L'invariant
num�erique est donn�e par l'ellipse invariante associ�ee �a une fonction de Lyapunov du syst�eme
lin�eaire. L'invariant num�erique est donc de la forme �X 2 + �Y 2 + 
XY � � . La �gure 2.15
repr�esente l'abstraction du nuage de points consid�er�e dans les �gures pr�ec�edentes.

D'un point de vue expressivit�e, le domaine des signes est le domaine le moins expressif
puisque l'on s'int�eresse qu'aux signes des variables. On peut voir les invariants comme le
produit d'intervalles de la forme [0; + 1 ] alors que le domaine des intervalles contient tout
type d'intervalles. Par ailleurs, les intervalles sont des zones particuli�eres et donc le domaine
des zones est plus expressif que celui des zones. Dans le domaine des octogones, Min�e a
ajouter deux types de relations par rapport au domaine des zones, le domaine des octogones
est donc plus expressif que celui des zones. En outre, le domaines des zontopes contient tous
les poly�edres �a sym�etrie centrale dont les faces sont encore �a sym�etrie centrale ; une propri�et�e
qui est v�eri��ee par les octogones et les zones, le domaine des zonotopes est plus expressif
que celui des octogones. Le domaine des gabarits lin�eaires de Sankaranarayanan permet de
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Figure 2.15 { Concr�etisation g�eom�etrique d'une abstraction dans le domaine des ellipso•�des

consid�erer un nombre �ni de formes lin�eaires et permet donc de repr�esenter un zonotope.
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CHAPITRE3

ALGORITHMES DE POINT FIXES EN INTERPR �ETATION
ABSTRAITE

Dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons construit les �equations de point �xe �a r�esoudre
pour trouver des invariants num�eriques. La m�ethode classiquement utilis�ee pour r�esoudre ces
�equations, d�ecoule directement du th�eor�eme de Kleene 2.2. Il s'agit d'une m�ethode it�erative,
appel�ee it�eration de Kleene, pour laquelle l'it�er�ee est la fonction s�emantique abstraite. La fonc-
tion s�emantique abstraite est essentiellement constitu�ee de min, de max et d'op�erations a�nes,
dans le cas o�u le programme ne contient pas de division ou de multiplication de variables.
Ceci nous permet de faire une analogie avec les op�erateurs de programmation dynamique de la
th�eorie des jeux. Ainsi, l'it�eration de Kleene s'identi�e �a l'it�eration sur les valeurs. Cette m�eth-
ode est connue pour être souvent longue. En interpr�etation abstraite, l'it�eration de Kleene est
coupl�ee avec des techniques d'acc�el�eration de convergence pour assurer une convergence en
temps �ni.

En th�eorie des jeux, une alternative �a l'it�eration sur les valeurs est l'it�eration dans l'espace
des strat�egies. Contrairement �a l'it�eration sur les valeurs qui suit la dynamique de l'op�erateur,
l'it�eration sur les politiques explore la structure des espaces d'actions. Dans le cas des jeux
�nis, l'it�eration sur les politiques converge en temps �ni. Dans la section 3.1, nous rappelons
l'it�eration de Kleene ainsi que les techniques d'�elargissement et de r�etr�ecissement. Dans la
section 3.2, nous pr�esentons l'it�eration sur les politiques : nous commen�cons par des rappels
sur les jeux stochastiques et nous montrons comment l'algorithme de Ho�man et Karp [HK66]
permet de r�esoudre des probl�emes de jeux stochastiques. Nous terminons cette section par
l'extension de l'it�eration sur les politiques pour l'interpr�etation abstraite.

3.1 It�eration de Kleene

L'application F est une fonction s�emantique abstraite associ�ee �a un domaine abstrait. Nous
supposons que le domaine abstrait est un treillis complet. Par construction, l'applicationF
est croissante et donc par le th�eor�eme de Tarski, poss�ede un plus petit point �xe. Dans cette
section, nous commen�cons par rappeler �a la sous-section 3.1.1 l'it�eration de Kleene puis dans
la sous-section 3.1.2, nous rappelons les techniques d'acc�el�eration de convergence.
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3.1.1 It�eration de Kleene

L'it�eration de Kleene d�ecoule directement du th�eor�eme de Kleene 2.2. Le plus petit point
�xe de F est exactementt n2 NF n (? ) lorsque F est Scott-continue. L'algorithme 1 reprend le
principe du th�eor�eme de Kleene pour calculer le plus petit point �xe de fonctions continues.

Algorithme 1: It�eration de Kleene

X 0 = ? ; n = 0;
tant que X n 6= F (X n ) faire

X n+1 = X n t F (X n );
n = n + 1;

Dans l'algorithme 1, la fonction F n'est, en pratique, pas exactement la fonction s�eman-
tique abstraite construite au chapitre 2 mais la fonction s�emantique abstraite apr�es quelques
r�eductions : �a la mani�ere de la propagation des constantes, on r�eduit le nombre de variables,
en rempla�cant les variables "constantes" par leur valeur et on remplace d�es que possible, les
variables par leurs a�ectations. Par ailleurs, la composanteF0 est un ensemble de valeurs ini-
tiales qui ne d�epend pas du programme analys�e : nous ne l'incluons pas dans notre �equation
de point �xe. La fonction s�emantique abstraite r�eduite demeure une fonction croissante.

Exemple 3.1
La �gure 3.1 d�ecrit la fonction s�emantique abstraite r�eduite de l'exemple 2.31.

F1(X ) = [1 ; 1]
F2(X ) = [inf(1 ; x �

2 + 1) ; sup(1; inf(10; x+
2 ) + 1)]

F3(X ) = [ x �
2 ; inf(10; x+

2 )]
F4(X ) = [ x �

2 + 1 ; inf(10; x+
2 ) + 1]

F5(X ) = [sup(11; x �
2 ); x+

2 ]

Figure 3.1 { Fonction s�emantique abstraite apr�es r�eductions

Exemple 3.2
L'it�eration de Kleene sur la fonction s�emantique abstraite r�eduite du programme de l'exem-
ple 2.24 dans le domaine des intervalles est d�ecrite par la �gure 3.2.

De plus, l'it�eration de Kleene d�e�nie �a l'algorithme 1 est la version th�eorique de base
de l'algorithme. En pratique, il existe des m�ethodes plus e�caces qui utilise les structures
syntaxiques du programme �a analyser. Pour plus de d�etails sur ces techniques, le lecteur
pourra consulter [Bou93] et [Mar98].

3.1.2 Acc�el�eration de convergence

L'it�eration de Kleene est une it�eration lente, la suite des it�er�ees est fortement d�ependante
de la dynamique du programme. De plus, le fait de consid�erer des fonctions croissantes non
n�ecessairement continues peut amener un nombre ordinal d'it�eration pour calculer le plus petit
point �xe. En pratique, la convergence en temps �ni vers le plus petit point �xe n'est pas

48



3.1. IT�ERATION DE KLEENE

X 1
1 = [1 ; 1] X 2

1 = [1 ; 1] : : : : : : X 11
1 = [1 ; 1]

X 1
2 = [1 ; 1] X 2

2 = [1 ; 2] : : : : : : X 11
2 = [1 ; 11]

X 1
3 = ; X 2

3 = [1 ; 1] : : : : : : X 11
3 = [1 ; 10]

X 1
4 = ; X 2

4 = [2 ; 2] : : : : : : X 11
4 = [2 ; 11]

X 1
5 = ; X 2

5 = ; : : : : : : X 11
5 = ;

X 12
1 = [1 ; 1]

X 12
2 = [1 ; 11]

X 12
3 = [1 ; 10]

X 12
4 = [2 ; 11]

X 12
5 = [11; 11]

Figure 3.2 { It�er�ees successives de l'it�eration de Kleene

assur�ee. En raison de ces trois probl�emes, l'it�eration de Kleene n�ecessite l'ajout de techniques
d'acc�el�eration de convergence.

L'acc�el�eration de convergence se d�ecompose en deux �etapes, la premi�ere est une technique
d'�elargissement. Si la suite des it�er�ees est croissante, la technique d'�elargissement (en anglais
widening) introduite dans [CC92b] consiste �a donner une extrapolation de la limite. La deux-
i�eme �etape est une technique de r�etr�ecissement. Il se peut que l'extrapolation de la limite
donn�ee par le widening soit trop large, la technique de r�etr�ecissement permet de r�eduire la
� largeur � de l'invariant. Pour d�e�nir ces deux techniques nous nous munissons d'un treillis
(E; � ) .

D�e�nition 3.1 ( Op�erateur d'�elargissement )
L'op�erateur O : E � E 7! E est un op�erateur d'�elargissement si :

1. 8 x; y 2 E; x � xOy ;

2. 8 x; y 2 E; y � xOy ;

3. Pour toute suite croissante (xn )n2 N dans E, la suite d�e�nie par y0 := x0 et yn+1 :=
ynOxn+1 est stationnaire.

Exemple 3.3
Dans les intervalles l'op�erateur d�e�ni par :

[a; b]O[c; d] = [ e; f ] avece =
�

�1 si c < a
a sinon

etf =
�

+ 1 si b < d
b sinon

Exemple 3.4 (Elargissements avec seuils)
Ce type d'�elargissement plus �n est d�ecrit dans [BCC + 02]. Dans un intervalle, on peut d�e�nir
un widening plus �n. On se donne un ensembleT �ni de nombres r�eels et on d�e�nit OT par :

[a; b]OT [c; d] =
��

a si a � c
maxf t 2 T j t � cg sinon

;
�

b si d � b
minf t 2 T j d � tg sinon

�
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D�e�nition 3.2 ( Op�erateur de r�etrecissement )
L'op�erateur M: E � E 7! E est un op�erateur de r�etr�ecissement si :

1. 8 x; y 2 E; y � x =) y � x M y � x ;

2. Pour toute suite d�ecroissante (xn )n2 N dans E, la suite d�e�nie par y0 := x0 et yn+1 :=
yn M xn+1 est stationnaire.

Exemple 3.5
Dans les intervalles, l'op�erateur d�e�ni par :

[a; b] M [c; d] = [ e; f ] avece =
�

c si a = �1
a sinon

et f =
�

c si b = + 1
b sinon

est un op�erateur de r�etr�ecissement.

Une mani�ere simple pour augmenter la pr�ecision de l'invariant apr�es un op�erateur d'�elargis-
sement est d'e�ectuer des it�erations descendantes. En e�et, la fonction s�emantique abstraite
(dans ce chapitreF ) est une fonction croissante et si, un vecteurX 2 E v�eri�e F (X ) � X
alors la suite (F k (X )) k2 N est d�ecroissante. Cette m�ethode est appel�eeit�erations descendantes.

Exemple 3.6
Nous reprenons l'exemple 3.2 et nous e�ectuons unwidening d�es la deuxi�eme it�eration. La
deuxi�eme it�er�ee de l'it�eration de Kleene et son image sont :

X 2
1 = [1 ; 1]

X 2
2 = [1 ; 2]

X 2
3 = [1 ; 1]

X 2
4 = [2 ; 2]

X 2
5 = ;

F1(X 2) = [1 ; 1]
F2(X 2) = [1 ; 3]
F3(X 2) = [1 ; 2]
F4(X 2) = [2 ; 3]
F5(X 2) = ;

En pratique, on prend les vecteurs pr�ec�edemment calcul�es au cours de l'it�eration, par
exemple, pour calculerF5(X 2), le vecteur X 2 que l'on consid�ere est [1; + 1 [ et ainsi, on
trouve :

X 2
1OF1(X 2) = [1 ; 1]

X 2
2OF2(X 2) = [1 ; + 1 ]

X 2
3OF3(X 2) = [1 ; + 1 ]

X 2
4OF4(X 2) = [2 ; + 1 ]

X 2
5OF5(X 2) = [11 ; + 1 ]

En e�ectuant un narrowing �a l'it�eration suivante, on obtient, en prenant F5(X 3) =
[11; 11] :

X 3
1 M F1(X 3) = [1 ; 1] M [1; 1] = [1; 1]

X 3
2 M F2(X 3) = [1 ; + 1 ] M [1; 11] = [1; 11]

X 3
3 M F3(X 3) = [1 ; + 1 ] M [1; 10] = [1; 10]

X 3
4 M F4(X 3) = [2 ; + 1 ] M [2; 11] = [2; 11]

X 3
5 M F5(X 3) = [11 ; + 1 ] M [11; 11] = [11; 11]
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Puis avec une it�eration de Kleene suppl�ementaire on trouve :

X 4
1 = [1 ; 1]

X 4
2 = [1 ; 11]

X 4
3 = [1 ; 10]

X 4
4 = [2 ; 11]

X 4
5 = [11; 11]

On retrouve exactement le point �xe solution de l'exemple 3.2.

La combinaison de ces deux techniques peut d�egrader la qualit�e du point �xe g�en�er�e par
l'it�eration de Kleene acc�el�er�ee, il se peut que, dans certains cas, l'algorithme retourne un
post-point �xe ( F (X ) � X ) ou que le point �xe retourn�e par l'algorithme ne soit pas le plus
petit point �xe. De plus, d'un point de vue pratique, les op�erateurs de widening et narrowing
sont di�ciles �a mettre en oeuvre. La di�cult�e augmente avec la complexit�e des op�erations de
treillis et les op�erations de clôture utilis�ees.

Exemple 3.7
Dans cet exemple, nous nous int�eressons �a une impl�ementation du �ltre de Butterworth d'ordre
un [But30] 1.

x1 =0;
y =0;
assume 1< =u < =2; [ 1 ]
wh i le [ 2 ] ( t rue ) f

xn1 = 0.9048� x1 +0.9524� u ;
y = 0.09524� x1 +0.4762� u ;
x1 = xn1 ; [ 3 ]
g

X 1 = f 0g � f 0g
X 2 = X 1 [ X 3

X 3 = T(X 2)

Il est facile de voir que les valeurs des variablesx1 et y sont toujours positives et comme
initialement, x1 et y sont nuls, la borne inf�erieure des valeurs prises parx1 et y est 0. Nous
nous utilisons la m�ethode d'interpr�etation abstraite pour analyser les bornes sup�erieures des
variablesx1 et y. La fonction T �a prendre en compte est donc la fonction qui �a (x1; y) associe :

�
0:9048 0
0:09524 0

� �
x1
y

�
+

�
0:9524� u
0:4762� u

�

Si on e�ectue une it�eration de Kleene, on trouve en 327 it�erations au point de contrôle 2 :
0 � x1 � 20:008 et 0� y � 2:0008.

Consid�erons maintenant un �elargissement avec seuil uniquement sur la variablex1 en
prenant T = f 1; 2; 4; 8; 16; 32g. On trouve en rempla�cant l'union par l'op�erateur d'�elargisse-
ment avec seuil : 0 � x1 � 32 et 0 � y. Apr�es 40 it�erations descendantes, on obtient :
0 � x1 � 20:4966 et 0� y � 2:0522.

Dans cet exemple, la m�ethode de Kleene avec �elargissement combin�e avec des it�erations
descendantes ne permet pas de retrouver le plus petit point �xe.

1. Je remercie Olivier Bouissou qui m'a propos�e cet exemple
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On peut citer �egalement, le travail de Leroux et Sutre [LS07a] sur les techniques d'ac-
c�el�eration pour les probl�emes de contrôle de 
ot de donn�ees. Le travail [LS07b] d�ecrit des
techniques d'acc�el�eration pour des programmes dont les tests sont des poly�edres convexes et
les a�ectations sont des translations.

3.2 It�eration sur les politiques

L'it�eration sur les politiques est un algorithme utilis�e en th�eorie du contrôle et en th�eorie
des jeux. Pour d�ecrire cet algorithme, nous pr�esentons quelques types de jeux et la r�esolution
du probl�eme de calcul de la valeur du jeu par it�eration sur les politiques.

3.2.1 Jeux stochastiques �nis �a somme nulle

Mod�ele originel de Shapley

Nous reprenons le cadre de Shapley [Sha53] qui a �et�e le pr�ecurseur des jeux stochastiques.
Le jeu stochastique consid�er�e par Shapley est un jeu avec des probabilit�es d'arrêt non nulles
�a chaque �etat du jeu. Gillette [Gil57] a, par la suite, introduit un mod�ele �equivalent avec des
probabilit�es nulles d'arrêts mais avec taux d'escompte.

Le jeu se d�eroule sur un espace d'�etats �nis S = f 1; : : : ; ng. le jeu se d�eroule avec deux
joueurs : le joueurJ 1 qui est un minimiseur et le joueurJ 2 qui est un maximiseur. A chaque
�etat s 2 S, le joueur J 1 choisit une actiona 2 A(s) et le joueur J 2 choisit une actionb 2 B (s).
D�es que, pour l'�etat s, les actionsa 2 A(s) et b 2 B (s) ont �et�e annonc�ees, le jeu passe de l'�etat
s �a l'�etat t avec une probabilit�e Pst (a; b) et le joueur J 1 paieRs(a; b) au joueur J 2. Le jeu est
�a information compl�ete : les deux joueurs observent les actions possibles de l'autre ainsi que
ses possibilit�es d'action, les deux joueurs observent �egalement les revenus de leurs actions. Le
jeu se r�ep�ete in�niment (horizon in�ni) et le joueur J 1 cherche �a minimiser le paiement �nal
tandis que le joueurJ 2 cherche �a maximiser ce paiement que nous d�e�nirons par la suite.

Jeux stochastiques �a information parfaite

Le mod�ele du jeu �a information parfaite est un cas particulier de jeu stochastique : les
joueurs connaissent les d�ecisions prises par l'autre joueur avant de jouer. Ainsi un joueur peut
donc utiliser cette information pour prendre ses d�ecisions. Un jeu �a information parfaite est
donc s�equentiel au sens o�u une actionb 2 B (s) peut être choisie dans un ensembleb 2 B (s; a)
ou a d�esigne une action du joueur J 1 �a l'�etat s. Math�ematiquement, la particularit�e de ce
type de jeu vient des ensembles d'actions des joueurs. Quitte �a ajouter des �etats, on peut
supposer qu'�a chaque �etat s, au moins l'un des ensemblesA(s) ou B (s) est un singleton. Si les
deux ensemblesA(s) et B (s) sont des singletons, l'�etat s n'est contrôl�e par aucun des deux
joueurs. L'espace d'�etats peut ainsi être d�ecompos�e en trois ensembles disjointsS0, S1 et S2,
ces ensembles repr�esentant respectivement les �etats non contrôl�es, les �etats contrôl�es parJ 1
et les �etats contrôl�es par J 2. Nous reviendrons sur les jeux �a information parfaite �a la �n de
cette th�ese.

Ces jeux apparaissent souvent en informatique, on peut citer Gimbert [Gim06] pour son
travail sur les jeux stochastiques �a information parfaite pour des jeux d'atteignabilit�e et les
jeux positionnels.

52



3.2. IT�ERATION SUR LES POLITIQUES

Mod�ele �a un joueur

Le mod�ele du jeu �a un seul joueur est appel�e processus de d�ecision markovien(MDP en
anglais). Le mod�ele �a un joueur est le cas particulier d'un jeu stochastique �a information
parfaite o�u les ensembles d'actionsB (s) sont des singletons pour tous les �etatss 2 S, le
deuxi�eme joueur ne contrôle aucun �etat, ne prend pas de d�ecision. Pour plus de d�etails sur
les probl�emes de contrôle stochastique, le lecteur pourra consulter [Put94].

Politiques

En th�eorie des jeux, il peut être utile de jouer une probabilit�e sur les actions plutôt que
de jouer une action particuli�ere. On d�e�nit ainsi les actions mixtes :

D�e�nition 3.3 ( Action mixte )
Soit s 2 S. Une action mixte x, pour le joueur J 1, est une probabilit�e sur l'ensemble

A(s) des actions disponibles �a l'�etat s. Nous notons �( A(s)) l'ensemble des actions mixtes
sur A(s). On d�e�nit de même, les actions mixtes du joueur J 2 et on note �( B (s)) l'ensemble
des actions mixtes surB (s).

Remarque 3.1 (Action pure) Pour chaque �etat, l'ensemble des actions mixtes contient
l'ensemble des actions disponibles (que l'on appelle actions pures). En e�et, une masse de
Dirac est une probabilit�e qui charge un unique point et donc une masse de Dirac est une
action mixte qui charge une unique action et donc est assimil�ee �a une certaine action.

Pour un couple d'actions mixtes (x; y) 2 �( A(s)) � �( B (s)), on associe de nouveaux
paiements et probabilit�es de transition :

~Rs(x; y) =
card( A(s))X

l=1

card( B (s))X

m=1

x i
l y

i
m Rs(al ; bm )

~Pst (x; y) =
card( A(s))X

l=1

card( B (s))X

m=1

x i
l y

i
m Pst (al ; bm ) :

Les vecteurs ~Rs(x; y) et ~Pst (x; y) sont appel�es extension mixte.
On introduit maintenant la notion de politique qui sont des vecteurs d'actions. Une poli-

tique permet de regarder les d�ecisions des joueurs �a chaque date sans se focaliser directement
sur l'�etat courant du jeu.

D�e�nition 3.4 ( Politiques )

Une politique pour le joueur J 1 est une application � : S 7! A = � (
[

s2 S

A(s)) telle que

� (s) := � s(a) = 0 si a =2 A(s), � s(a) � 0 pour tout a 2 A(s) et
X

a2 A(s)

� s(a) = 1.

Une politique peut être vue comme un pro�l d'actions pour les joueurs. On note � 1

l'ensemble des politiques du joueurJ 1. De même, on d�e�nit et on note � 2 l'ensemble des
politiques du joueur J 2. On note B l'union de toutes les actions disponibles deJ 2. Une
politique � est dite pure si, pour tout s 2 S, � (s) est une masse de Dirac c'est-�a-dire, il existe
a 2 A(s), tel que � s(a) = 1 et � s(a0) = 0 pour tout a0 2 A(s) di��erent de a.
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Strat�egies

Puisque le jeu est r�ep�et�e, nous nous int�eressons �a une suite de d�ecisions. Les d�ecisions
prises peuvent d�ependre du temps ou de la suite des d�ecisions prises pr�ec�edemment. Les deux
joueurs savent que le jeu d�ebute �a l'�etat initial s0 et �a chaque date k, J 1, J 2 choisissent
respectivement une politique� k et � 0k et des actionsak et bk sont tir�ees.

Nous introduisons ainsi la notion d'histoire : pour une datek � 1, l'histoire pass�ee esthk =
((s0; a0; b0); (s1; a1; b1); : : : ; (sk� 1; ak� 1; bk� 1; sk ) o�u sj d�esigne la suite (processus al�eatoire)
d'�etat du jeu et aj (resp. bj ) la suite (processus al�eatoire) d'actions du joueurJ 1 (resp. J 2).
On note Hk l'ensemble des histoires de longueurk, qui est formellement repr�esent�e par le
produit cart�esien ( S � A � B )k� 1 � S puis H =

[

k2 N

Hk l'ensemble de toutes les histoires de

longueur �nie et en�n H1 l'ensemble (S� A � B )N�
. On peut maintenant d�e�nir les paiements

�a partir de cette esp�erance.

D�e�nition 3.5 ( Strat�egie )

Une strat�egie pour le joueur J 1 (resp. J 2) est une application � (resp. � ) de H dans � 1

(resp. � 2).

S'il existe � 2 � 1, tel que pour tout t � 1, pour tout h 2 H t , � (ht ) = � , on dit que
la strat�egie est stationnaire. Jouer une strat�egie stationnaire signi�e que le joueur choisit sa
politique uniquement par rapport �a l'�etat et ind�ependamment du temps.

On note S l'ensemble des strat�egies deJ 1 et T l'ensemble des strat�egies deJ 2. D'apr�es le
th�eor�eme de Ionescu-Tulcea, un �etat initial s et un couple de strat�egies (�; � ) d�e�nit une unique
mesure de probabilit�e Ps(�; � ) sur H1 muni de la tribu produit, on note E �;�

s l'esp�erance
associ�ee.

Paiements

En horizon in�ni, le coût est actualis�e, �a chaque date k, le coût est multipli�e par un facteur
� 2 ]0; 1[ appel�e taux d'escompte. Le taux d'escompte � permet de donner plus d'importance
aux actions pr�esentes que futures, d'un point de vue math�ematique, il permet d'assurer l'ex-
istence et l'unicit�e de la solution. D'autres types de paiement existent mais nous nous con-
centrons uniquement sur les paiements �a taux d'escomptes qui ont �et�e initialement consid�er�es
par Shapley.

D�e�nition 3.6 ( Paiement escompt�e )
Pour un couple de strat�egie (�; � ), on d�e�nit le paiement escompt�e comme l'esp�erance

de la s�erie des paiements quotidiens actualis�es par un taux d'escompte� sous la probabilit�e
d�e�nie par le couple ( �; � ). En notant � = ( � 1; � 2; : : :) et � = ( � 1; � 2; : : :).

E �;�
s

 
1X

k=0

� k+1 ~Rsk (� k+1 (sk ); � k+1 (sk ))

!

: (3.1)

Le paiement escompt�e est donc une fonction qui d�epend de l'�etat initial du jeu.

Remarque 3.2 Comme nous le disions plus tôt, il existe d'autres fonction de paiement,
comme le paiement moyen, on s'int�eresse dans ce cas au paiement moyen "quotidien". Maitra
et Sudderth [MS96, Chapter 7] ont aussi exprim�e la valeur �a partir de paiements lim sup, o�u
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la s�erie de 3.1 est remplac�e par la lim sup des paiements instantan�es. Le mod�ele de Maitra et
Sudderth ne poss�ede pas de taux d'escompte.

Le but des deux joueurs est de minimiser le paiement escompt�e pour le joueurJ 1 et de
le maximiser pour le joueur J 2. Le joueur J 1 �evalue donc le paiement grâce �a la fonction
inf-sup :

Vs = inf
�

sup
�

E �;�

 
1X

k=0

� k+1 ~Rsk (� k+1 (sk ); � k+1 (sk ))

!

: (3.2)

Le joueur J 2 �evalue donc le paiement grâce �a la fonction sup-inf :

Vs = sup
�

inf
�

E �;�

 
1X

k=0

� k+1 ~Rsk (� k+1 (sk ); � k+1 (sk ))

!

: (3.3)

On a toujours Vs � Vs et on dit que le jeu poss�ede une valeurlorsque Vs = Vs = vs,
ind�ependamment de l'�etat i initial et le vecteur v est appel�e valeur du jeu. Shapley dans [Sha53,
Theorem 3] a montr�e que les jeux stochastiques ont une valeur et a donn�e une m�ethode
it�erative pour calculer la valeur d'un jeu stochastique �a paiement escompt�e.

On commence par d�e�nir l'op�erateur de Shapley :

D�e�nition 3.7 ( Op�erateur de Shapley )
Soit � 2 [0; 1[. L'op�erateur de Shapley (escompt�e) est l'op�erateur F de Rn dansRn d�e�ni

par :

Fi (v) = min
x2 �( A (i ))

max
y2 �( B (i ))

~Ri (x; y) + �
nX

j =1

~Pij (x; y)vj

= max
y2 �( B (i ))

min
x2 �( A (i ))

~Ri (x; y) + �
nX

j =1

~Pij (x; y)vj

(3.4)

L'�egalit�e de l'�equation (3.4) lorsqu'on intervertit le min et le max n'est pas triviale et
d�ecoule d'un th�eor�eme de minmax dû �a von Neumann [vN28]. De plus, le th�eor�eme a�rme
que les min et max sont atteints, ce qui signi�e en th�eorie des jeux que les joueurs ont des
actions optimales en tout �etat. Par ailleurs, ce th�eor�eme est valide uniquement pour lesactions
mixtes, ce n'est plus vrai quand les joueurs choisissent des actions pures.

Remarque 3.3 L'interversion du min et du max pr�eserve la valeur du minmax, on dit que
le jeu en un coup a unevaleur.

Th�eor�eme 3.1 ( Shapley [Sha53] )
La valeur d'un jeu stochastique (escompt�e) est l'unique point �xe de l'op�erateur de

Shapley 3.7.

Le th�eor�eme de Shapley permet �egalement de conclure que les joueurs ont des strat�egies
stationnaires optimales puisqu'il su�t de choisir les politiques qui atteignent le min et le max
pour v 2 Rd tel que F (v) = v et choisir ces politiques �a chaque date pour obtenir un paiement
�nal optimal.

L'op�erateur de Shapley est l'extension naturelle de l'op�erateur de programmation dy-
namique d�e�ni en 1952 par Bellman [Bel52] pour les probl�emes de contrôle stochastique. Une
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version plus d�etaill�ee de ses travaux sur la th�eorie de la programmation dynamique se trouve
dans [Bel57]. Toutefois, dans les probl�emes de contrôle stochastique, dans les mod�eles �a taux
d'escompte, le joueur peut jouer de mani�ere optimale en ne s�electionnant que des actions
pures. L'�equivalent de l'op�erateur de Shapley pour les probl�emes de contrôle stochastique
porte le nom d'op�erateur de programmation dynamique qui est d�e�ni pour chaque �etat i 2 S
par :

v 7! Fi (v) =

0

@ min
x2 A(i )

Ri (x) + �
nX

j =1

Pij (x)vj

1

A : (3.5)

Le th�eor�eme 3.1 de Shapley est �egalement une g�en�eralisation du principe de programma-
tion dynamique de Bellman qui a�rme que la valeur du probl�eme de contrôle stochastique
est l'unique point �xe de l'op�erateur de programmation dynamique (3.5).

Dans les mod�eles de jeux stochastiques en information parfaite les joueurs ont �egalement
des strat�egies optimales pures, l'op�erateur de Shapley est donc de la forme :

v 7! Fi (v) = min
x2 A(i )

max
y2 B (i )

Ri (x; y) + �
nX

j =1

Pij (x; y)vj (3.6)

sachant queA(i ) ou B (i ) est un singleton.
Dans tous les cas, un min et un max (qui signi�e que la borne inf�erieure et la borne

sup�erieure sont atteintes) apparaissent en raison de la �nitude des espaces d'actions �a chaque
�etat. On aurait pu �egalement mentionner les jeux �a espaces d'actions compacts avec des fonc-
tions de paiements et des transitions de probabilit�es semi-continues par rapport aux espaces
d'actions. Le th�eor�eme de minmax qui existe �a ce niveau de g�en�eralit�e est dû �a Sion [Sio58].

3.2.2 Calcul de la valeur d'un jeu stochastique

Soit F : Rn 7! Rn une application poss�edant un unique point �xe telle que :

F = inf
� 2 �

f � (3.7)

o�u � est un espace �ni assimil�e �a l'espace des politiques et f � sont des applications
croissantes deRn dans Rn , poss�edant un unique point �xe. Puisque � d�esigne un espace de
politiques alors � = �(

[

i

A(i )) o�u A(i ) d�esigne les actions disponibles �a l'�etat i , de plus,

� 2 � implique que � i 2 �( A(i )), et donc de mani�ere �equivalente, on peut r�e�ecrire (3.7) :

Fi = inf
� 2 �

f � i
i (3.8)

Dans le cadre du contrôle stochastique,F est l'op�erateur de programmation dynamique
et les fonctions f � sont les applications de coordonn�ees :v 7! R� + �P � v, et dans le cadre
des jeux stochastiques,F est l'op�erateur de Shapley et les fonctionsf � sont les applications
de coordonn�ee : v 7! max

b2 �( B (i ))
R� ( i )b

i + �P � ( i )b
i v, on peut remplacer �( A(i )) et �( B (i )) par

A(i ) et B (i ) pour les jeux �a information parfaite.

56



3.2. IT�ERATION SUR LES POLITIQUES

Algorithme de Shapley et it�erations sur les valeurs

L'op�erateur de Shapley est un op�erateur contractant au sens strict pour la norme in�nie
c'est-�a-dire kF (x) � F (y)k � � kx � yk o�u � est le taux d'escompte et donc appartient �a [0; 1[.
Ceci implique, par le th�eor�eme de point �xe de Banach, que F admet un unique point �xe
que l'on note v1 . De plus, ce point �xe se calcule en it�erant l'op�erateur de Shapley. Soit " > 0
petit. On d�eduit naturellement un algorithme appel�e algorithme de Shapley :

Algorithme 2: Algorithme de Shapley

d�ebut
Choisir k = 0, v0;
tant que kvk+1 � vkk1 � " faire

vk+1 = F (vk );
k = k + 1;

Choisir pour tout i , � (i ) 2 arg min
a2 A(i )

f a
i (v1 );

L'algorithme de Shapley est l'extension de l'it�eration sur les valeurs pour les probl�emes
de contrôle stochastique : pour l'it�eration sur les valeurs, l'op�erateur F est l'op�erateur de
programmation dynamique. L'op�erateur de programmation dynamique ayant les mêmes pro-
pri�et�es de contraction, l'it�eration sur les valeurs calcule son unique point �xe.

Le temps de calcul d�epend tr�es fortement de la fonction valeur initiale. L'algorithme est
e�cace si on a d�ej�a "une estimation"de la fonction valeur. En pratique, l'op�erateur de Shapley
est lent et coûteux puisqu'il faut r�esoudre un jeu matriciel (les espaces d'actions sont �nis)
�a deux joueurs �a chaque it�eration. En e�et, pour r�esoudre un jeu matriciel �a deux joueurs, il
faut commencer par d�eterminer si les joueurs ont des actions pures optimales, si ce n'est pas
le cas, il faut calculer des actions mixtes optimales, ce qui se fait par programmation lin�eaire.

Programmation lin�eaire

Pour le probl�eme de jeux �a un joueur, il est possible de calculer la fonction valeur par
programmation lin�eaire.

Max
X

i 2 S

vi

s:c vi � Ri (a) + �
X

j 2 E

Pij (a)vj

8i 2 E; 8a 2 A(i )

On peut minimiser �a la place de maximiser, ce changement entrâ�nerait un renversement
des in�egalit�es pour les contraintes. Le calcul de la valeur d'un jeu matriciel peut �egalement
s'e�ectuer par programmation lin�eaire, pour les d�etails sur les programmes lin�eaires �a r�esoudre
le lecteur peut consulter [Vor77].

On peut aussi remarquer que, pour les jeux �a deux joueurs, en �xant une strat�egie du joueur
J 1, le probl�eme de jeu devient un probl�eme de jeu �a un joueur et on utilise la programmation
lin�eaire pour r�esoudre ce jeu. L'it�eration sur les politiques propos�ee par Howard pour les jeux
stochastiques se base sur ce principe.
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It�erations sur les politiques

L'it�eration sur les politiques a d'abord �et�e construite pour les probl�emes de contrôle
stochastique par Howard [How60] puis �etendu par Ho�man et Karp [HK66] pour les jeux
stochastiques. Nous pr�esentons uniquement cette derni�ere.

D�e�nition 3.8 ( Propri�et�e de s�election )

La fonction F poss�ede la propri�et�e de s�election si pour tout x 2 Rd, il existe une strat�egie
� 2 � qui atteint l'in�mum dans 3.7. En d'autres termes :

8 x 2 Rd 9 � 2 � tel que F (x) = f � (x)

La propri�et�e de s�election est satisfaite quand les espaces d'actions du joueurJ 1 sont �nis,
cette propri�et�e demeure vraie dans les jeux �a espaces d'�etats compacts lorsque les paiements
et les probabilit�es de transitions sont semi-continus inf�erieurement par rapport aux actions
du minimiseur.

Algorithme 3: It�eration sur les politiques en jeux

d�ebut
Choisir � 0 2 �, k = 0;
tant que x 6= F (x) faire

Calculer xk tel que f � k
(xk ) = xk ;

Evaluer F (xk );
si F (xk ) = xk alors

Retourner xk

sinon
prendre � k+1 tel que F (xk ) = f � k +1

(xk )

k=k+1;

Il existe bien �evidemment d'autres algorithme pour r�esoudre un probl�eme de contrôle ou
un jeu stochastique escompt�e. Une pr�esentation de quelques algorithmes pour r�esoudre des
jeux stochastiques peut se trouver dans [FR91]. Condon propose quant �a elle des algorithmes
pour des jeux stochastiques �a information parfaite [Con93]. En�n, un recueil d'algorithmes
de r�esolution de probl�emes de jeux stochastiques �a un joueur peut être trouv�e dans [Put94].

Nous terminons la pr�esentation de l'it�eration sur les politiques dans le cadre des jeux en
pr�esentant un tableau �a la �gure 3.3 qui �evoque l'analogie entre les probl�emes de points �xes
qui apparaissent en jeux et les probl�emes de jeux d'interpr�etation abstraite.

Jeux stochastiques Interpr�etation abstraite
Syst�emes dynamiques programme
Op�erateur de Shapley Fonction s�emantique abstraite
Probl�eme �a horizon n n pas logiques

Limite de la valeur �a horizon n Bornes optimales
It�eration sur les valeurs It�eration de Kleene

Figure 3.3 { Analogie entre les jeux stochastiques et l'interpr�etation abstraite
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3.2.3 Extension �a l'analyse statique

Un algorithme d'it�eration sur les politiques a �et�e introduit en analyse statique par Gaubert,
Goubault et al dans [CGG+ 05]. L'algorithme d'it�eration sur les politiques a �et�e �etendu pour
les treillis complets. L'op�erateur de programmation dynamique n'est donc plus n�ecessairement
contractant mais conservant sa croissance, il poss�ede un point �xe. Les avantages de l'it�eration
sur les politiques :

{ ne n�ecessite pas d'op�erateur d'�elargissement
{ retourne �a chaque it�eration un post-point �xe et peut donc être stopp�ee �a une chaque

it�eration.
Algorithme 4: It�eration sur les politiques en analyse statique

d�ebut
Soit k = 1, choisir � k , f � k

;
tant que xk 6= f (xk ) faire

Calculer le plus petit point �xe xk de f � k
;

Evaluer f (xk );
si f (xk ) = xk alors

retourner xk

sinon
prendre � k+1 tel que f (xk ) = f � k +1

(xk );
k = k + 1

Dans le treillis des intervalles

Dans le domaine des intervalles, les politiques sont donn�ees par lestest. Quitte �a ajouter
des op�erations no op dans le graphe de 
ot de contrôle, on peut toujours supposer que les
op�erateurs d'intersections ne sont compos�es que de deux op�erandes. De plus, l'intersection de
deux intervalles [a; b] et [c; d], si elle n'est pas vide, est l'un des quatre intervalles suivant :

[a; b]; [c; d]; [a; d]; [c; b]

Ce choix de quatre intervalles va fournir l'ensemble d'actions disponibles �a un point de
contrôle repr�esentant une intersection.

Pour des probl�emes li�es �a la croissance de la fonction, on �ecrira une variable intervallex i

de la mani�ere : [� x �
i ; x+

i ]. En e�et, si on conserve la notation habituelle d'un intervalle, on
obtient [a; b] � [c; d] �equivaut �a c � a et b � d ce qui signi�e que la fonction du treillis des
intervalles vers R

2
qui �a un intervalle associe les bornes n'est pas croissante.

Exemple 3.8 (Nouvelles r�egles de calcul dans le domaine des intervalles)
{ Si x0 = [1 ; 2] alors x �

0 = � 1 et x+
0 = 2.

{ Si x1 = x2 + [1 ; 2] alors � x �
1 = � x �

2 + 1 et x+
1 = x+

2 + 2 ce qui �equivaut �a x �
1 = x �

2 � 1
et x+

1 = x+
2 + 2.

{ Si x3 = x1 [ x2 alors � x �
3 = min( � x �

1 ; � x �
2 ) et x+

3 = max( x+
1 ; x+

2 ) d'o�u � x �
3 =

� max(x �
1 ; x �

2 ) et x+
3 = max( x+

1 ; x+
2 ) et �nalement x �

3 = max( x �
1 ; x �

2 ) et x+
3 = max( x+

1 ; x+
2 ).

{ Si x3 = x1 \ x2 alors � x �
3 = max( � x �

1 ; � x �
2 ) et x+

3 = min( x+
1 ; x+

2 ) d'o�u � x �
3 =

� max(x �
1 ; x �

2 ) et x+
3 = min( x+

1 ; x+
2 ) et �nalement x �

3 = min( x �
1 ; x �

2 ) et x+
3 = min( x+

1 ; x+
2 ).
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D�e�nition 3.9 ( Politiques dans le domaine des intervalles )
Une politique propose donc un choix entre quatre intervalles d�es qu'une op�eration d'in-

tersection apparâ�t dans la fonction s�emantique abstraite. Pour une intersection entre un
intervalle [� a; b] et [� c; d], on associe les politiques suivantes :

{ ll (lef t lef t ) : on choisit comme borne inf�erieure � a et comme borne sup�erieureb.
{ lr (lef t right ) : on choisit comme borne inf�erieure � a et comme borne sup�erieured.
{ rl (right lef t ) : on choisit comme borne inf�erieure � c et comme borne sup�erieureb.
{ rr (right right ) : on choisit comme borne inf�erieure � c et comme borne sup�erieured.

Lorsqu'on choisit une politique, une fonction sans intersection (min) est alors s�electionn�ee.
Cette nouvelle fonction contient uniquement des a�ectations et des unions (max). Comme,
dans l'it�eration sur les politiques de la th�eorie des jeux, d�es qu'une politique pour le minimiseur
est annonc�ee, le probl�eme devient un jeu �a un joueur qu'il faut r�esoudre. Dans la th�eorie
classique, un jeu �a un joueur peut se r�esoudre par it�eration sur les valeurs ou par it�eration
sur les politiques ou par programmation lin�eaire. Dans un premier temps, Gaubert, Goubault
et al dans [CGG+ 05], en analyse statique, calculaient le plus petit point �xe d'une fonction
associ�ee �a une politique par it�eration de Kleene, mais ont, par la suite, dans [GGTZ07] utilis�e
la programmation lin�eaire pour ce calcul.

D�e�nition 3.10 ( Heuristique de choix de la politique initiale dans les intervalles )
Pour choisir une strat�egie initiale dans les intervalles, on hi�erarchise les politiques, l'ordre

de pr�ef�erence est :

1. Les bornes constantes ;

2. Les bornes variables ;

3. Les bornes in�nies.

Dans le cas o�u les deux bornes inf�erieures (sup�erieures) sont variables, on prend la borne de
gauche (pour �eviter un choix al�eatoire).

Exemple 3.9 (Exemple introductif )
Nous reprenons, le programme de l'exemple 2.31.

La fonction s�emantique concr�ete peut être r�eduite �a :

F1(x) = [1 ; 1]
F2(x) = ([1 ; 1] [ (x2 + 1)) \ ] � 1 ; 10]
F3(x) = x2 + 1
F4(x) = ([1 ; 1] [ (x2 + 1)) \ [11; + 1 [

D'apr�es les r�egles de calcul sur les intervalles d�ecrites �a l'exemple 3.8, on obtient :
�
F1(x) � ; F1(x)+ �

= ( � 1; 1)�
F2(x) � ; F2(x)+ �

=
�
max(x �

2 � 1; � 1); minf 10; max(1; x+
2 + 1) g

�
�
F3(x) � ; F3(x)+ �

=
�
x �

2 � 1; x+
2 + 1

�
�
F4(x) � ; F4(x)+ �

=
�
minf� 11; max(x �

2 � 1; � 1)g; max(1; x+
2 + 1)

�

Au point de contrôle 2 et 4, un min apparâ�t, il faut donc faire un choix pour initialiser
l'it�eration sur les politiques, nous utilisons l'heuristique classique et nous initialisons �a partir
des constantes et donc nous commen�cons par la politiquelr pour le point 2 et rl pour le point
4, c'est-�a-dire la fonction :
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�
f 1(x) � ; f 1(x)+ �

= ( � 1; 1)�
f 2(x) � ; f 2(x)+ �

=
�
max(x �

2 � 1; � 1); 10
�

�
f 3(x) � ; f 3(x)+ �

=
�
x �

2 � 1; x+
2 + 1

�
�
f 4(x) � ; f 4(x)+ �

= ( � 11; max(1; x2 + 1))

Il faut calculer le plus petit point �xe de f , nous utilisons la programmation lin�eaire et
nous cherchons �a r�esoudre :

Min
4X

i =1

(x+
i + x �

i ) s: c f j (x) � � x �
j et f j (x)+ � x+

j ; 8j = 1 ; 2; 3; 4

ou encore :

Min
4X

i =1

(x+
i + x �

i )

� 1 � x �
1 1 � x+

1
� 1 � x �

2 10 � x+
2

x �
2 � 1 � x �

2 x+
2 + 1 � x+

3
x �

2 � 1 � x �
3 1 � x+

4
� 11 � x �

4 x+
2 + 1 � x+

4

On trouve :
�
x �

1 ; x+
1

�
= ( � 1; 1)�

x �
2 ; x+

2

�
= ( � 1; 10)�

x �
3 ; x+

3

�
= ( � 2; 11)�

x �
4 ; x+

4

�
= ( � 11; 11)

et comme :
�
F1(x) � ; F1(x)+ �

= ( � 1; 1)�
F2(x) � ; F2(x)+ �

=
�
max(x �

2 � 1; � 1); minf 10; max(1; x+
2 + 1) g

�
= ( � 1; 10)�

F3(x) � ; F3(x)+ �
=

�
x �

2 � 1; x+
2 + 1

�
= ( � 2; 11)�

F4(x) � ; F4(x)+ �
=

�
minf� 11; max(x �

2 � 1; � 1)g; max(1; x+
2 + 1)

�
= ( � 11; 11)

La solution x est donc un point �xe de la fonction F et l'it�eration sur les politiques
se termine en retournant cette solution. L'invariant pour le programme est donc le vecteur
d'intervalles :

x1 = [1 ; 1]
x2 = [1 ; 10]
x3 = [2 ; 11]
x4 = [11; 11]

Exemple 3.10 (Exemple avec changement de politique)
Nous introduisons un nouveau programme :

x = 0 ; [ 1 ]
wh i le (x < =100) [ 2 ] f

x=10+0.5 � x ; [ 3 ]
g [ 4 ]
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La fonction s�emantique concr�ete peut être r�eduite �a :

F1(x) = [0 ; 0]
F2(x) = ([0 ; 0] [ (10 + 0:5x2)) \ ] � 1 ; 100]
F3(x) = 10 + 0 :5x2

F4(x) = ([0 ; 0] [ (10 + 0:5x2)) \ [101; + 1 [

D'apr�es les r�egles de calcul sur les intervalles d�ecrites �a l'exemple 3.8, on obtient :
�
F1(x) � ; F1(x)+ �

= (0 ; 0)�
F2(x) � ; F2(x)+ �

=
�
max(0:5x �

2 � 10; 0); minf 100; max(0; 10 + 0:5x+
2 )g

�
�
F3(x) � ; F3(x)+ �

=
�
0:5x �

2 � 10; 10 + 0:5x+
2

�
�
F4(x) � ; F4(x)+ �

=
�
minf� 101; max(0:5x �

2 � 10; 0)g; max(0; 10 + 0:5x+
2 )

�

Au point de contrôle 2 et 4, un min apparâ�t, il faut donc faire un choix pour initialiser
l'it�eration sur les politiques, nous utilisons l'heuristique classique et nous initialisons �a partir
des constantes et donc on commence par la politiquelr pour le point 2 et rl pour le point 4 :

�
f 1(x) � ; f 1(x)+ �

= (0 ; 0)�
f 2(x) � ; f 2(x)+ �

=
�
max(0:5x �

2 � 10; 0); 100
�

�
f 3(x) � ; f 3(x)+ �

=
�
0:5x �

2 � 10; 0:5x+
2 + 10

�
�
f 4(x) � ; f 4(x)+ �

=
�
� 101; max(0; 0:5x+

2 + 10))
�

Il faut calculer le plus petit point �xe de f , nous utilisons la programmation lin�eaire et
nous cherchons �a r�esoudre :

Min
4X

i =1

(x+
i + x �

i ) s: c f j (x) � � x �
j et f j (x)+ � x+

j 8j = 1 ; 2; 3; 4

ou encore :

Min
4X

i =1

(x+
i + x �

i )

0 � x �
1 0 � x+

1
0 � x �

2 100 � x+
2

0:5x �
2 � 10 � x �

2 10 + 0:5x+
2 � x+

3
0:5x �

2 � 10 � x �
3 0 � x+

4
� 101 � x �

4 10 + 0:5x+
2 � x+

4

On trouve :
�
x �

1 ; x+
1

�
= (0 ; 0)�

x �
2 ; x+

2

�
= (0 ; 100)�

x �
3 ; x+

3

�
= ( � 10; 60)�

x �
4 ; x+

4

�
= ( � 101; 60)

et comme :
�
F1(x) � ; F1(x)+ �

= (0 ; 0)�
F2(x) � ; F2(x)+ �

=
�
max(0:5x �

2 � 10; 0); minf 100; max(0; 0:5x+
2 + 10)g

�
= (0 ; 60)�

F3(x) � ; F3(x)+ �
=

�
x �

2 � 1; x+
2 + 1

�
= ( � 10; 60)�

F4(x) � ; F4(x)+ �
=

�
minf� 101; max(0:5x �

2 � 10; 0)g; max(0; 0:5x+
2 + 10)

�
= ( � 101; 60)
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On voit qu'�a la deuxi�eme ligne, min f 100; max(0; 0:5x+
2 + 10)g 6= 100 et donc, la solution x

n'est pas un point �xe de la fonction F et il faut changer de politique, la valeur 60 est atteinte
par la fonction max(0; 0:5x+

2 + 10) et donc on r�esout une nouveau probl�eme de point �xe avec
la fonction :

�
f 1(x) � ; f 1(x)+ �

= (0 ; 0)�
f 2(x) � ; f 2(x)+ �

=
�
max(0:5x �

2 � 10; 0); max(0; 0:5x+
2 + 10)

�
�
f 3(x) � ; f 3(x)+ �

=
�
0:5x �

2 � 10; 0:5x+
2 + 10

�
�
f 4(x) � ; f 4(x)+ �

=
�
� 101; max(0; 0:5x+

2 + 10))
�

et par programmation lin�eaire on trouve le vecteur :
�
x �

1 ; x+
1

�
= (0 ; 0)�

x �
2 ; x+

2

�
= (0 ; 60)�

x �
3 ; x+

3

�
= ( � 10; 60)�

x �
4 ; x+

4

�
= ( � 101; 60)

Ce vecteur est �egalement un point �xe de F , l'it�eration sur les politiques se termine en re-
tournant cette solution. On conclut que l'invariant du programme est le vecteur d'intervalles :

x1 = [0 ; 0]
x2 = [0 ; 60]
x3 = [10; 60]
x4 = ;

L'invariant calcul�e permet de savoir que le programme boucle �a l'in�ni et que le point de
contrôle 4 n'est jamais atteint.

Dans les zones et gabarits de Sankaranarayanan

L'it�eration sur les politiques a �et�e �etendue par Taly et al [GGTZ07] aux travaux de
Min�e [Min04] et Sankaranarayanan et al [SSM05]. Nous d�ecrivons bri�evement la m�ethode
dans ce paragraphe mais nous reviendrons sur la m�ethode d'it�erations sur les politiques dans
les zones et gabarits de Sankaranarayanan dans le chapitre 5. Nous verrons que les invari-
ants, dans ces domaines, sont calcul�es en r�esolvant des probl�emes d'optimisation lin�eaire avec
contraintes (lin�eaires). Une m�ethode classique d'optimisation est de "dualiser" le probl�eme.
Cette dualisation (lagrangienne) remplace le probl�eme de maximisation dû �a la recherche
d'invariant par un probl�eme de minimisation. Les variables "duales" donnent l'ensemble des
politiques. De plus, on sait qu'en optimisation lin�eaire, l'ensemble des solutions d'un probl�eme
sous contraintes se trouvent sur les sommets du poly�edre des contraintes et donc en nombre
�ni. L'ensemble des politiques est, par cons�equent, l'ensemble de sommets du poly�edre des
contraintes du probl�eme dual.

3.3 It�eration max-strat�egies

On peut mentionner �egalement les travaux de H. Seidl et de T. Gawlitza [GS07a, GS07b].
Ce type d'it�eration est une it�eration sur les politiques croissante. La m�ethode consiste �a
calculer le plus petit point �xe de la fonction s�emantique abstraite en consid�erant les unions
plutôt que les intersections comme politiques. L'initialisation de la m�ethode se fait en assignant
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�1 pour toutes les variables puis de la même mani�ere que l'it�eration sur les politiques sur les
min, la fonction atteignant le max est s�electionn�ee et le plus grand point �xe de la fonction
est calcul�ee. L'inconv�enient de cette m�ethode est qu'une suite croissante de points est calcul�ee
mais sous-approxime le plus petit point �xe de la fonction s�emantique abstraite, la m�ethode
ne donne aucune information pertinente tant que le plus petit point �xe n'est pas atteint.
L'avantage est que par cette m�ethode le plus petit point �xe est atteint si l'it�eration termine.
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Deuxi�eme partie

Domaines num�eriques abstraits des
sous-niveaux





CHAPITRE4

DOMAINES DES SOUS-NIVEAUX

Au chapitre 2, nous avons vu que le probl�eme 2.1 n'�etait pas calculable en g�en�eral. Une
m�ethode classique de l'analyse statique pour pouvoir calculer une sur-approximation valide
est l'interpr�etation abstraite. Dans ce chapitre, nous prenons Gd = Rd et nous consid�erons le
probl�eme 2.1 comme un probl�eme d'optimisation continue. Une m�ethode classique de l'opti-
misation est de relâcher le probl�eme lorsque celui-ci n'est pas r�ealisable. Il s'agit de r�esoudre
un nouveau probl�eme d'optimisation o�u la fonction �a minimiser (appel�ee aussi fonction ob-
jectif) est plus grande, au sens fonctionnel, que la fonction objectif du probl�eme initial et o�u
l'ensemble de contraintes est plus �n (c'est-�a-dire contient moins d'�el�ements). Dans le prob-
l�eme 2.1, la fonction objectif est l'identit�e Id, l'ensemble des contraintes est compos�e de deux
contraintes :

X 2 } (Rd)n+1 (4.1)

F C (X ) � X (4.2)

Nous pouvons construire un probl�eme relâch�e en conservant comme une fonction objectif
l'identit�e, mais en choisissant deux ensembles, le premier inclus dans} (Rd)n+1 , le deuxi�eme
inclus dans f X 2 } (Rd)n+1 j F C (X ) � X g. La contrainte (4.1), peut être relâch�ee en �xant
la forme g�eom�etrique des contraintes. Cette forme g�eom�etrique est, en fait, la concr�etisation
d'�el�ements d'un domaine abstrait Da. Ainsi la contrainte (4.2) peut être rendue plus �ne, en
consid�erant une application F sur le domaine abstrait, telle que la concr�etisation des �el�ements
v�eri�ant f X 2 D n+1

a j X = F (X )g satisfait les contraintes (4.1) et (4.2).
Dans ce chapitre, il est question de g�en�eraliser le travail de Sankaranarayan, Sipma

et Manna [SSM05] sur les gabarits lin�eaires. Le domaine des gabarits lin�eaires consiste �a
se donner un nombre �ni de formes lin�eaires qui d�e�nissent les faces d'un poly�edres, la
forme g�eom�etrique est donc un certain poly�edre. Suivant l'id�ee de Sankaranarayan, les formes
g�eom�etriques sont, �egalement d�etermin�ees �a partir d'un ensemble non n�ecessairement �ni de
fonctions de basenon n�ecessairement lin�eaires.

Ainsi, les parties deRd que l'on consid�ere sont les intersections de sous-niveaux des fonc-
tions de cette base. On s'int�eresse �egalement aux ensembles de lignes de niveaux sur ces
fonctions de base.
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Dans la section 4.1, nous commen�cons par de brefs rappels d'analyse convexe. Dans la
section 4.2, nous d�e�nissons plus formellement les concr�etisations g�eom�etriques ainsi que les
�el�ements du domaine abstrait. Dans la section 4.3, nous construisons les treillis n�ecessaires
aux calculs des invariants num�eriques. En�n, dans la section 4.4, nous pr�esenterons quelques
ensembles de fonctions de base utiles en interpr�etation abstraite.

4.1 Rappels d'analyse convexe

Nous rappelons quelques notions de base sur la convexit�e, pour plus de d�etails en dimension
�nie, le lecteur est invit�e �a consulter [Roc96]. Ici l'ensemble E d�esigne un espace vectoriel
r�eel, l'addition et la multiplication scalaire sont donc d�e�nies au sens de cet espace vectoriel.
L'ensembleF d�esigne un espace topologique, les sous-ensembles ferm�es sont d�e�nis �a partir
de cette topologie. Dans cette partie, les fonctions surE sont toutes �a valeurs r�eelles.

Nous rappelons qu'un ensemble convexe contient tous ses segments, plus formellement :

D�e�nition 4.1 ( Ensembles convexes )
Un ensembleC � E est convexe si, pour toutx; y 2 C, pour tout � 2 ]0; 1[, �x +(1 � � )y 2

C.

Remarque 4.1 Par convention, l'ensemble vide est convexe.

Exemple 4.1
Un ensemble convexe contient tous ses segments, ceci est illustr�e par l'ellipse de la �gure 4.1

x 1
y1

x2 y2

Figure 4.1 { Une ellipse est un ensemble convexe

Une fonction convexe est caract�eris�ee par le fait que les images de segments sont plus
petites que les segments image.

D�e�nition 4.2 ( Fonctions convexes )
Une fonction f sur E est convexe si pour toutx; y 2 E , pour tout � 2 ]0; 1[,
f (�x + (1 � � )y) � �f (x) + (1 � � )f (y).

Exemple 4.2
La fonction x :7!

1
4

x2 est une fonction convexe. L'in�egalit�e de convexit�e est illustr�ee par la

�gure 4.2.

D�e�nition 4.3 ( Fonctions concaves )
Une fonction f est concave si� f est une fonction convexe.

La convexit�e d'une fonction est �equivalente �a la convexit�e d'un ensemble li�e �a la fonction
appel�e l'�epigraphe.
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f (0)

f (2)

�f (0) + (1 � � )f (2)

f (� 0 + (1 � � )2)

Figure 4.2 { In�egalit�e de convexit�e

D�e�nition 4.4 ( Epigraphe )
Soit f une fonction sur E . On appelle �epigraphe def , l'ensemble not�e epi(f ) d�e�ni par

f (x; � ) 2 Rd � R j f (x) � � g

Exemple 4.3
Nous reprenons la fonctionf convexe de l'exemple 4.2. L'�epigraphe def est la partie gris�ee
de la �gure 4.3.

epi(f )

Figure 4.3 { L'�epigraphe de la fonction f

Proposition 4.1 ( Fonction convexe et �epigraphe )
Une fonction sur E est convexe si et seulement si son �epigraphe est un sous-ensemble

convexe deE � R.

Grâce �a cette caract�erisation, on en d�eduit les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 4.1 ( Op�erations sur les fonctions convexes )

1. Soient I un ensemble �ni, f f i gi 2 I une famille de fonctions convexes et (� i ) i 2 I une

famille �nie de nombres r�eels positifs alors
X

i 2 I

� i f i est une fonction convexe.

2. Soit f f i gi 2 I une famille quelconque de fonctions convexes alors sup
i 2 I

f i est une fonction

convexe.

Pour minimiser une fonction, on peut s'int�eresser �a une classe d'ensembles de points dont
l'image ne d�epasse un certain r�eel.

D�e�nition 4.5 ( Sous-niveaux )
Soit f une fonction de E et soit � 2 R, on appelle sous-niveau def au niveau � ,

l'ensembleS� (f ) = f x 2 E j f (x) � � g.

Exemple 4.4
Le sous-niveau de la fonction convexex 7! x2 au niveau � = 1 est d�ecrit par la �gure 4.4.
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p(x) = x2

� = 1

f x 2 R j x2 � 1g

Figure 4.4 { Le sous-niveau de la fonction carr�ee pour� = 1

Proposition 4.2 ( Fonctions convexes et sous niveaux )
Soit f une fonction convexe surE . Pour tout � 2 R, S� (f ) est un sous-ensemble convexe

de E.

En analyse convexe, la continuit�e des fonctions n'est pas forc�ement n�ecessaires :

D�e�nition 4.6 ( Fonction semi-continue inf�erieurement )
On dit qu'une fonction f sur F est semi-continue inf�erieurement (en abr�eg�e s.c.i) si pour

tout � 2 R, S� (f ) est un sous-ensemble ferm�e deF .

D�e�nition 4.7 ( Fonction semi-continue sup�erieurement )
Une fonction g est semi-continue sup�erieurement (en abr�eg�e s.c.s) si� g est semi-continue

inf�erieurement.

Exemple 4.5
On d�e�nit une fonction g par :

g(x) =

8
<

:

g(0) = 0
g(x) = x + 2 si x > 0
g(x) = � x + 1 si x < 0

La fonction g est repr�esent�ee par le graphe de la �gure 4.5. Cette fonction est semi-continue
inf�erieurement.

Propri�et�e 4.2 ( Supremum de fonctions semi-continue inf�erieurement )

1. Soit f f i gi 2 I une famille quelconque de fonctions s.c.i alors sup
i 2 I

f i est une fonction s.c.i.

2. Soit f gi gi 2 I une famille quelconque de fonctions s.c.s alors inf
i 2 I

gi est une fonction s.c.s.

Proposition 4.3 ( Fonction semi-continue inf�erieurement et �epigraphe )
Une fonction sur F est s.c.i si et seulement si son �epigraphe est un sous-ensemble ferm�e

de F � R.
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Figure 4.5 { La fonction g de l'exemple 4.5

D�e�nition 4.8 ( Conjugu�ee de Fenchel-Moreau )
Soit F un espace vectoriel topologique etF 0 le dual topologique deF . Soit f : F 7!

R [ f + 1g . On appelle conjugu�ee de Fenchel def la fonction f � : F 0 7! R [ f + 1g d�e�nie
par :

x0 7! f � (x0) = sup
x2 F

x0(x) � f (x)

Exemple 4.6
Soit g : R 7! R [ f + 1g d�e�nie par :

x 7! g(x) =
�

0 si x 2 [0; 1]
+ 1 sinon

La conjugu�ee de g est la fonction d�e�nie g� : R 7! R par :

x0 7! g� (x0) =
�

0 si x0 � 0
x0 sinon

La fonction g d�e�nie dans l'exemple 4.6 est appel�ee fonction caract�eristique convexe de
l'ensemble [0; 1]. Nous r�eutiliserons ce type de fonctions pour caract�eriser uneP-fonction
support.

D�e�nition 4.9 ( biconjugu�ee de Fenchel-Moreau )
Soit F un espace de Banach r�e
exif. Soit f : F 7! R [ f + 1g . On appelle biconjugu�ee

de Fenchel def , la fonction f �� : F 7! R [ f + 1g d�e�nie par :

x 7! f �� (x) = sup
x02 F 0

x0(x) � f � (x0)

Exemple 4.7
Nous reprenons la fonctiong de l'exemple 4.6.

La biconjugu�ee de g est la fonction d�e�nie g�� : R 7! R par :

x 7! g�� (x) = sup
x02 R

x0x � g� (x0) = max

 

sup
x0� 0

x0x; sup
x0> 0

x0(x � 1)

!
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Si x > 1 alors sup
x0> 0

x0(x � 1) = + 1 et si x < 0 alors sup
x0� 0

x0x = + 1 et si x 2 [0; 1],

sup
x0� 0

x0x = sup
x0> 0

x0(x � 1) = 0. On conclut que g�� = g.

Dans l'exemple 4.7, nous avons conclu que la biconjugu�ee de la fonctiong �etait �egale �a
elle-même. En fait, la classe des fonctions �egales �a leur biconjugu�ee est bien connue puisqu'il
s'agit soit de la fonction identiquement �egales �a la fonction �1 ou l'ensemble des fonctions
convexes semi-continues qui ne prennent pas la valeur�1 .

Th�eor�eme 4.1 ( Fonctions convexes s.c.i et biconjugu�ee )
Soit F un espace de Banach r�e
exif et soit f : F 7! R [ f + 1g . On suppose qu'il existe

x 2 F tel que f (x) 2 R.

f convexe s:c:i () f = f ��

Pour la preuve, le lecteur pourra consulter [Bon06, Th�eor�eme 4.17, Corollaire 4.18].

Remarque 4.2 L'hypoth�ese " f est �a valeurs R [ f + 1g " est importante, puisque la fonction
f d�e�nie par :

x 7! f (x) =
�

�1 x 2 K
+ 1 sinon

o�u K ( F est un ensemble convexe ferm�e non vide. La fonctionf est convexe s.c.i mais
qui n'est pas �egale �a sa biconjugu�ee.

4.2 P-sous niveaux et P-fonction support

Dans le but de �ger la g�eom�etrie des invariants num�eriques cherch�es, on se munit d'un
ensembleP de fonctions deRd dans R. Nous introduisons ainsi un ensembleP, appel�ee une
con�guration et les �el�ements de cette con�guration, des fonctions de base. Nous introduisons
�egalement R

P
des fonctions de l'ensembleP vers R. Ces fonctions vont jouer le rôle de degr�e

de libert�e sur les fonctions de base.
Nous notons RP l'ensemble des �el�ements deR

P
qui prennent des valeurs �nies surP et

RP
+ l'ensemble des fonctions deP �a valeurs positives. L'ensemble R

P
est muni de l'ordre

partiel classique � d�e�ni par f � g ssi pour tout p 2 P, f (p) � g(p). L'ensemble } (Rd) des
parties de Rd est lui muni de l'ordre de l'inclusion. En�n, puisqu'il est question de g�eom�etrie,
nous munissonsRd de la norme euclidienne que nous noteronsk � k. Nous noterons le produit
scalaire dex; y 2 Rd par x � y.

En analyse convexe, il est naturel de travailler avec les formes lin�eaires, nous appelons donc
con�guration lin�eaire classique la con�guration P qui regroupe toutes les formes lin�eaires sur
Rd, par le th�eor�eme de Riesz, cette con�guration est isomorphe �a Rd.

Pour une con�guration �x�ee P, pour une fonction deR
P
, nous nous int�eressons aux fonc-

tions de bases qui ont une image �nie, nous appelons cet ensemble de fonctions de bases le
domaine d'un �el�ement de R

P
.
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D�e�nition 4.10 ( Domaine )

Soit v un �el�ement de R
P

tel que, pour tout p 2 P, v(p) > �1 . On appelle domaine de
v, l'ensemble not�e dom(v) d�e�ni par :

f p 2 P j v(p) < + 1g

Exemple 4.8
On pose P = f x :7! x2 � 1; x 7! � x2 + 1g, et soit v la fonction qui �a p 2 P associe son
supremum sur tout R. On a dom(v) = f x 7! � x2 + 1g.

Exemple 4.9
Prenons comme ensemble de fonctionsP, l'ensemble des fonctions continues croissantes sur
R. Consid�erons la fonction v sur P qui, �a chaque fonction p 2 P, associe l'int�egrale de la
valeur absolue p. On a donc dom(v) = P \ L 1(R) o�u, L 1(R) est l'ensemble des fonctions
Lebesgue-int�egrables surR.

D�e�nition 4.11 ( El�ement presque in�ni )

Un �el�ement v 2 R
P

est dit presque in�ni si v(p) > �1 pour tout p 2 P et si dom(v) est
�ni.

Exemple 4.10
On consid�ere la con�guration lin�eaire classique. On se donne un poly�edreA de Rd, il existe
deux familles �nies (pi ) i 2 I 2 Rd, (bi ) i 2 I telles queA = f x 2 Rd j pi � x � bi ; i 2 I g. On pose
v(pi ) = bi si i 2 I et v(pi ) = + 1 si pi 2 Rd et si i =2 I . On a A = f x 2 Rd j p�x � v(p); p 2 Rdg
et v est un �el�ement presque in�ni.

Exemple 4.11
Consid�erons la suite de fonctions d�e�nie, pour n 2 N, par pn : x 7! n1=4x2 + n1=2x + n1=2.

Soit la con�guration P = f pn ; n 2 Ng. Soit v 2 R
P

d�e�ni, pour p 2 P, par v(p) = card( f x 2
Rd j p(x) � 0g) o�u card( C) d�esigne le cardinal d'un ensembleC. L'�el�ement v est un �el�ement
presque in�ni.

4.2.1 P-sous niveaux

En analyse convexe, il est classique de s'int�eresser aux ensembles de sous-niveaux dont la
d�e�nition est rappel�ee par la d�e�nition 4.5, car ils ont de bonnes propri�et�es de convexit�e et
de fermeture. Dans notre cadre, on s'int�eresse aux intersections de sous-niveaux des fonctions
p 2 P o�u les niveaux sont donn�es par une fonction v 2 R

P
. Ces intersections de sous-niveaux

d�ecrivent la concr�etisation g�eom�etrique d'une fonction v 2 R
P

dans la base de fonctionsP.

D�e�nition 4.12 ( P-sous niveaux )

Soit v un �el�ement de R
P
, on appelleP-sous niveaux dev l'ensemble not�e vs d�e�ni par :

f x 2 Rd j p(x) � v(p); 8 p 2 Pg

Si pour tout v 2 R
P
, v(p) > �1 et que dom(v) 6= ; , on peut remplacer p 2 P par

p 2 dom(v).
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Remarque 4.3 Un P-sous niveau peut être �eventuellement vide même si, pour toutp 2 P,
v(p) > �1 .

Remarque 4.4 La fonction v 7! vs est, en fait, une fonction de concr�etisation, on le verra �a
la proposition 4.4. En principe, nous devrions appeler cette fonction
 .

Une même �gure g�eom�etrique peut être la concr�etisation de plusieurs P-sous niveaux.

Exemple 4.12
On peut caract�eriser la boule unit�e Rd en tant que P-sous niveau. Nous pouvons choisir
P = f x 7! k xkg et la fonction v(k � k) = 1 ou bien choisir la con�guration lin�eaire classique et
v(p) = 1, pour toute forme lin�eaire p.

En prenant des formes lin�eaires, nous retrouvons des poly�edres.

Exemple 4.13
Soit P = f p1; p2; p3g o�u p1 : (x; y) 7! y � x, p2 : (x; y) 7! y + x et p3 : (x; y) 7! � y. Soit la
fonction w d�e�nie par w(p1) = 3, w(p2) = 3 et w(p3) = 0. Le P-sous niveau dew est donn�e
par la �gure 4.6.

Figure 4.6 { Le P-sous niveau dew avec des fonctions de base lin�eaires

Une con�guration P �etant assez g�en�erale, les P-sous niveaux ne sont pas n�ecessairement
convexes comme le montrent les exemples 4.14 et 4.15.

Exemple 4.14
La sph�ere unit�e de Rd peut se coder commef x 2 Rd j kxk � 1; �k xk � � 1g c'est-�a-dire
comme P-sous niveaux de la fonctionv avec P = f x 7! k xk; x 7! �k xkg, v(k � k) = 1 et
v(�k � k ) = � 1.

Exemple 4.15
Consid�erons, la base de fonctionsP suivante : p1(x; y) = � y2 � (x � 3)2, p2(x; y) = � y2 �
(x + 3) 2, p3(x; y) = � (y � 3)2 � x2, p4(x; y) = � (y + 3) 2 � x2, p5(x; y) = x, p6(x; y) = � x,
p7(x; y) = y, p8(x; y) = � y.

Maintenant, soit v 2 R
P
, telle que v(p1) = v(p2) = v(p3) = v(p4) = � 4 et v(p5) = v(p6) =

v(p7) = v(p8) = 3.
L'ensemble deP-sous niveau dev est d�ecrit �a la �gure 4.7.

Conform�ement �a la d�e�nition d'une application de concr�etisation, on montre que l'appli-
cation P-sous niveau est croissante.
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Figure 4.7 { Un P-sous niveau non convexe

Proposition 4.4 ( Monotonie de l'application P-sous niveau )

L'application de R
P

dans } (Rd), v 7! vs est monotone.

D�emonstration
Soit v; w 2 R

P
, tels que v � w. Si vs est vide, il n'y a rien �a montrer. Sinon soient x 2 vs et

p 2 P. Puisquex 2 vs, p(x) � v(p), or, commev � w dansR
P

alors p(x) � w(p) d'o�u, x 2 ws.
On conclut que v � w dans R

P
implique vs � ws et �nalement, v 7! vs est monotone. �

D�e�nition 4.13 ( Fonctions d'�evaluation )

Nous appelons fonction d'�evaluation au point x 2 Rd, l'�el�ement de RP not�e ex d�e�ni
pour p 2 P par ex (p) = p(x).

L'introduction des fonctions d'�evaluation nous permet de caract�eriser simplement un P-
sous niveau grâce �a une in�egalit�e fonctionnelle. Par la suite, les fonctions d'�evaluation nous
permettront d'�etablir le lien entre P-sous niveau et convexit�e abstraite des fonctions.

Propri�et�e 4.3 ( Caract�erisation fonctionnelle d'un P-sous niveau )
Le P-sous niveauvs peut se caract�eriser par l'in�egalit�e fonctionnelle :

f x 2 Rd j ex 2 RP; (v � ex )(p) � 0; 8 p 2 Pg

ce qui est �equivalent �a f x 2 Rd j v � ex 2 RP
+ g.

4.2.2 P-fonction support

Pour un sous-ensemble deRd, nous nous int�eressons aux calculs des valeurs maximales
des fonctions de base sur ce sous-ensemble. Ce principe est classique en analyse convexe.
Cependant, en analyse convexe, les fonctions de base sont toutes les formes lin�eaires surRd

et on appelle fonction support d'un sous-ensemble convexe ferm�e non videC, la fonction qui,
�a chaque forme lin�eaire, associe sa valeur maximale (�eventuellement in�nie) sur C. Moreau
dans [Mor70], a g�en�eralis�e la notion de fonction support pour un ensemble de fonctions non-
lin�eaires.

Ici, on consid�ere des con�gurations P et des parties deRd quelconques.
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D�e�nition 4.14 ( P-fonction support )

Soit C un sous ensemble deRd, on d�e�nit la P-fonction support C � de C par :

p :7! C � (p) = sup
x2 C

p(x)

Remarque 4.5 Comme par convention sup
;

= �1 , si C est vide alorsC � � �1 .

Remarque 4.6 La fonction P-fonction support est en r�ealit�e une application d'abstraction,
ceci sera mise en �evidence par la proposition 4.5. En interpr�etation abstraite, une telle appli-
cation est not�ee � .

Si P est la con�guration lin�eaire classique alors laP-fonction support est, bien �evidemment,
la classique fonction support de l'analyse convexe.

Exemple 4.16
Soit C la boule unit�e pour la norme euclidienne deRd. On suppose queP est l'ensemble des
formes lin�eaires. La P-fonction support est la classique fonction support etC � (p) = 1 pour
tout p 2 P.

Exemple 4.17
Reprenons l'exemple 4.13 o�uP = f p1; p2; p3g avec p1 : (x; y) 7! y � x, p2 : (x; y) 7! y + x et
p3 : (x; y) 7! � y. La fonction w telle que w(p1) = 3, w(p2) = 3 et w(p3) = 0 est la P-fonction
support du P-sous niveau 4.6.

Exemple 4.18
Soit C le disque centr�e en (0; 0) de rayon

p
5. Soit P, l'ensemble des fonctions de base :

p1 : (x; y) 7! y � x, p2 : (x; y) 7! y et p3 : (x; y) 7! x. La fonction C � est donn�e �a la �gure 4.8.

C � (p1) =
p

10

C � (p2) =
p

5

C � y(p3) =
p

5

Figure 4.8 { P-fonction support du disque unit�e

Exemple 4.19
Reprenons leP-sous niveau de l'exemple 4.15 que nous appelonsC. On supposeP = f (x; y) :7!
k(x; y)kg, la P-fonction support de C est donn�ee �a la �gure 4.9.

La proposition suivante montre que l'application P-fonction support est bien une applica-
tion d'abstraction.
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C � (k � k) = 3
p

2

Figure 4.9 { P-fonction support

Proposition 4.5 ( Monotonie de l'application P-fonction support )

L'application de } (Rd) dans R
P
, C 7! C � est monotone.

D�emonstration
Soient C; D deux sous-ensembles deRd, tels que C � D . On a, pour tout p 2 P, sup

x2 C
p(x) �

sup
x2 D

p(x) d'o�u la monotonie de l'application. �

Nous appelons fonction caract�eristique convexe d'un ensembleC � Rd, la fonction � C de
Rd sur f 0; + 1g d�e�nie par � C (x) = 0 si x 2 C et � C (x) = + 1 si x =2 C et bien �evidemment
si C = ; , � C � + 1 . Pour rester dans l'esprit de l'analyse convexe, nous observons que
la P-fonction support est une P-conjugu�ee de Fenchel o�u l'ensemble des formes lin�eaires de
la conjugu�ee de Fenchel classique est remplac�e par une con�guration quelconqueP. Cette
conjugaison de Fenchel sans lin�earit�e a �et�e �etudi�ee par Moreau [Mor70].

Propri�et�e 4.4 ( Caracterisation d'une P-fonction support )

Pour un sous-ensembleC de Rd, nous pouvons r�e�ecrire la P-fonction support C � de la
mani�ere suivante :

p :7! C � (p) = sup
x2 Rd

p(x) � � C (x)

Remarque 4.7 Si C est vide, on retrouve queC � � �1 .
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Pour construire une s�emantique abstraite, on utilise, lorsqu'elle existe, une correspondance
de Galois entre} (Rd) et le domaine abstrait. Ici, le domaine abstrait est l'ensembleR

P
des

fonctions de P dans R. Nous montrons grâce �a la proposition 4.6 qu'une correspondance de
Galois existe entre} (Rd) et R

P
.

Proposition 4.6 ( Correspondance de Galois entre R
P

et } (Rd ))
La paire d'applications v 7! vs et C 7! C � forme une correspondance de Galois entre

R
P

et } (Rd).

Remarque 4.8 On r�eutilise la d�e�nition d'une correspondance de Galois de l'interpr�etation
abstraite malgr�e la remarque 2.9.

D�emonstration
Nous avons d�ej�a montr�e aux propositions 4.4, 4.5 que les applications,v 7! vs et C 7! C �

�etaient monotones. Il su�t de montrer que pour tout C � Rd, v 2 R
P
,

C � � v () C � vs:

Tout d'abord, montrons que C � � v =) C � vs. Soient v 2 R
P

et C � Rd, tels que,C � � v.
Si C est vide, l'implication est triviale, nous supposons doncC 6= ; . Soient x 2 C et p 2 P,
on a p(x) � C � (p), de C � � v, on d�eduit que p(x) � v(p), p �etant quelconque dans P, on
conclut que x 2 vs. En conclusion,C � � v =) C � vs.

Montrons maintenant la deuxi�eme implication. Soient v 2 R
P

et C � Rd, tels que,C � vs.
Si vs = ; alors C = ; et C � � �1 et l'implication est montr�ee. Nous supposons maintenant
que vs est non vide. Soit p 2 P, on a C � (p) = sup

x2 C
p(x) � sup

x2 vs
p(x). Or, pour tout x 2 vs,

p(x) � v(p), d'o�u, sup
x2 vs

p(x) � v(p) et par cons�equent, C � (p) � v(p), pour tout p 2 P. �

Les correspondances de Galois ont de tr�es bonnes propri�et�es calculatoires que nous rap-
pelons �a la propri�et�e 4.5.

Propri�et�e 4.5 ( Propri�et�es des correspondances de Galois )

Soient C � Rd et v 2 R
P
, les propri�et�es suivantes sont vraies :

1. C � (C � )s et (vs) � � v.

2. C � = min f w 2 R
P

j C � wsg et vs = max f D � Rd j D � � vg.

3. ((C � )s) � = C � et ((vs) � )s = vs.

D�emonstration
1. Si C est vide alors l'inclusion est �evidente. SupposonsC non vide et soit x 2 C, on a,

pour tout p 2 P, p(x) � C � (p) d'o�u, x 2 (C � )s, et C � (C � )s.
Si vs est vide alors (vs) � � �1 , et l'in�egalit�e est vraie. Supposons donc vs non vide
et soit p 2 P, pour tout x 2 vs, p(x) � v(p) et par cons�equent, sup

x2 vs
p(x) � v(p), en

conclusion (vs) � � v.

2. D'apr�es, la premi�ere assertion, (vs) � � v et C � (C � )s d'o�u vs 2 f D � Rd j D � � vg et
C � 2 f w 2 R

P
j C � wsg. Maintenant, soient u 2 f w 2 R

P
j C � wsg et E 2 f D � Rd j

D � � vg, d'apr�es la proposition 4.6, C � us est �equivalent �a C � � u et E � � v �equivaut
�a E � vs. On conclut queC � = min f w 2 R

P
j C � wsg et vs = max f D � Rd j D � � vg.
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3. D'apr�es la premi�ere assertion, C � (C � )s et ((vs) � � v, et grâce aux propositions 4.4, 4.5,
on obtient C � � ((C � )s) � � C � et vs � ((vs) � )s � vs. En conclusion, ((C � )s) � = C � et
((vs) � )s = vs. �

4.3 Treillis des ensembles et fonctions P-convexes

Nous avons vu, dans le chapitre 2, qu'un domaine abstrait devait être au moins un CPO
pour qu'on puisse calculer les points �xes d'applications continues (au sens des CPO). Dans
cette section, nous allons �etablir que l'ensemble des parties ditesP-convexes forme un treillis
complet. Il en sera de même pour les fonctions diteP-convexes. Tout d'abord, nous intro-
duisons la convexit�e abstraite.

4.3.1 Convexit�e abstraite

La convexit�e abstraite, pour laquelle on pourra consulter par exemple [Rub00, Sin97], est
une g�en�eralisation de la convexit�e classique. Il s'agit de d�e�nir une notion de convexit�e sans
structures alg�ebriques. Ce type de convexit�e a �et�e introduite par Moreau [Mor70].

Fonctions convexes abstraites

En analyse convexe, les fonctions classiquement utilis�ees sont les fonctions convexes semi-
continue inf�erieurement. En e�et, un th�eor�eme classique d'analyse convexe permet de carac-
t�eriser les fonctions convexes s.c.i comme le supremum point par point des minorantes a�nes.
Ce th�eor�eme est illustr�ee par la �gure 4.10.

Figure 4.10 { La fonction de l'exemple 4.2 vue comme supremum de fonctions a�nes

La convexit�e abstraite reprend le th�eor�eme illustr�e par la �gure 4.10. En convexit�e ab-
straite, les fonctions convexes abstraites sont des suprema de minorantes quelconques mais
pr�ealablement �x�ees. Plus formellement, comme dans notre cas, on se munit d'un ensembleH
de fonctions d'un ensemble (sans structure lin�eaire)E dansR. Puis, on d�e�nit la H -enveloppe
convexe def : E 7! R comme le supremum des �el�ements deH qui sont plus petits que f ,
point par point. Finalement, une fonction f est dite convexe abstraite par rapport �a H (on
dit aussi H -convexe) si elle est �egale �a saH -enveloppe convexe.

D�e�nition 4.15 ( Fonctions convexes abstraites )

Une fonction f : E 7! R est H -convexe o�u ; 6= H � R
E

si pour tout x 2 E,

f (x) = sup f h(x) j h 2 H; h (y) � f (y); 8 y 2 Eg
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En interpr�etation abstraite, quand les fonctions de concr�etisation et d'abstraction forment
une correspondance de Galois, nous nous int�eressons aux �el�ements dits clos. Dans notre cas,
les �el�ements clos correspondent aux fonctionsv 2 R

P
qui sont la P-fonction support de leur

P-sous niveau, et par la formulation d'un P-sous niveau en terme d'in�egalit�e fonctionnelle
de la propri�et�e 4.3, les �el�ements clos correspondent aux H -convexes abstraits en identi�ant
l'ensemble abstrait E de la d�e�nition 4.15 �a P et l'ensemble de fonctionsH �a f ex ; x 2 Rdg.

Ensembles convexes abstraits

Les analogues ensemblistes des fonctions convexes semi-continue inf�erieurement sont les
ensembles convexes ferm�es. On peut �egalement caract�eriser les ensembles convexes ferm�es �a
partir des formes lin�eaires. Un ensemble convexe ferm�eC est l'intersection de demi-espaces
ferm�es le contenant c'est-�a-dire des ensembles de la formef y 2 E j h(y) � � g o�u h 2 E 0

et � 2 R. Cette caract�erisation est �equivalente au th�eor�eme de s�eparation stricte : pour tout
point z =2 C, il existe une forme lin�eaire h 2 E 0 telle que h(z) � � > � � h(x); 8 x 2 C. Le
th�eor�eme de s�eparation stricte illustr�e par la �gure 4.11.

Figure 4.11 { S�eparation forte d'un point et d'un ensemble convexe ferm�e

La convexit�e abstraite reprend l'id�ee de la s�eparation stricte et un ensemble C est dit
H -convexe, o�u H est toujours un ensemble de fonctions d'un ensembleE quelconque dansR,
tout point ext�erieur �a C peut être s�epar�e strictement de C par un �el�ement de H . La d�e�nition
formelle est donn�ee 4.16.

D�e�nition 4.16 ( Ensemble convexe abstrait )

Soient E un ensemble etH un sous-ensemble non vide deR
E

. Un ensembleC est H -
convexe si tout point c 2 C v�eri�e :

8 h 2 H; h (c) � sup
y2 C

h(y) :

En prenant, E = Rd, H = P, un ensembleC est H -convexe s'il est �egal auP-sous niveau
de saP-fonction support.

4.3.2 Construction des treillis complets

En interpr�etation abstraite, l'op�eration de clôture est importante, elle garantit le calcul de
la meilleure concr�etisation d'un �el�ement abstrait et de la meilleure abstraction d'un �el�ement
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concret. En g�en�eral, l'op�eration de clôture est donn�ee par une correspondance de Galois. Dans
notre cas, notre op�eration de clôture, qui est donn�ee par la correspondance de Galois 4.6 se
ram�ene �a un calcul d'enveloppe convexe abstraite.

D�e�nition 4.17 ( P-enveloppe convexe de fonctions )

Soit v 2 R
P
, on appelleP-enveloppe convexe dev, la fonction not�ee vexP(v) d�e�nie par

vexP(v) = ( vs) � c'est-�a-dire, pour p 2 P :

(vexP(v))( p) = sup f p(x) j x 2 Rd; q(x) � v(q); 8q 2 Pg
= supf ex (p) j x 2 Rd; ex 2 RP; ex � vg :

Le calcul d'une P-enveloppe sert �a r�eduire les degr�es de libert�e trop larges sur les fonctions
p 2 P. Cette propri�et�e de r�eduire les bornes est math�ematiquement illustr�ee par le point 1 de
la propri�et�e 4.5.

Exemple 4.20
D�es qu'il existe p 2 P, tel que v(p) = �1 alors vexP(v) � �1 .

Exemple 4.21
Soit la con�guration P = f p1 : x; y 7! x2+ y2; p2 : x; y 7! x; p3 : x; y 7! � x; p4 : x; y 7! y; p5 :

x; y 7! � yg. Soit v 2 R
P

d�e�ni par v(p1) = 4 ; v(p2) = 2 ; v(p3) = 1 ; v(p4) = 3 ; v(p5) = 4. La
P-enveloppe convexe vexP(v) de v est la fonction d�e�nie par vex P(v)(p1) = 4 ; vexP(v)(p2) =
2; vexP(v)(p3) = 1 ; vexP(v)(p4) = 2 ; vexP(v)(p5) = 2. La construction de vexP(v) est d�ecrite
par la �gure 4.12

v(p1) = 4

v(p3) = 1 !

v(p2) = 2

v(p4) = 3

v(p5) = 4

vexP(v)(p4) = 2

vexP(v)(p5) = 2

Figure 4.12 { Construction de la P-enveloppe de la fonctionv d�e�nie �a l'exemple 4.21.

De mani�ere similaire, l'op�eration de clôture pour les sous-ensembles deRd correspond �a
un calcul d'enveloppe convexe abstraite de sous-ensemble deRd.
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D�e�nition 4.18 ( P-enveloppe convexe d'ensembles )

Soit un ensembleC � Rd, on appelleP-enveloppe convexe deC, l'ensemble not�e vexP(C)
d�e�nie par vex P(C) = ( C � )s c'est-�a-dire :

vexP(C) = f x 2 Rd j p(x) � sup
y2 C

p(y) 8 p 2 Pg :

Remarque 4.9 D'apr�es le point 3 de la propri�et�e 4.5, pour tout v 2 R
P

et C � Rd,
(vexP(v)) s = vs et (vexP(C)) � = C � .

Exemple 4.22
Soit P la con�guration lin�eaire et soit C � Rd, la P-enveloppe convexe vexP(C) de C corre-
spond �a la classique enveloppe convexe deC.

Exemple 4.23
Lorsque P = f (x; y) :7! k (x; y)kg. Le disque de rayon 3

p
2 est la P-enveloppe convexe de

l'ensemble d�e�ni �a l'exemple 4.15.

Exemple 4.24
Nous reprenons le triangle d�e�ni �a l'exemple 4.13. La �gure repr�esente deux P-enveloppe
convexe dans deux ensemblesP de fonctions de base di��erentes. On poseP1 = f (x; y) 7!
x � y; (x; y) 7! x + y; (x; y) 7! � xg et P2 = f (x; y) 7! y2 � x2; (x; y) 7! x; (x; y) 7! xg.

(a) f x � y � 3; y + x � 3; � x � 3g

(b) f y2 � x2 � 9; x � 3; � x � 3g

Figure 4.13 { Deux P-enveloppes du triangle de la �gure 4.13

82



4.3. TREILLIS DES ENSEMBLES ET FONCTIONSP-CONVEXES

Nous unissons la notion d'�el�ements clos au sens d'une correspondance de Galois et la
notion d'�el�ements convexes abstraits dans une notion deP-convexit�e. Nous utilisons le terme
P-convexe, en raison de la tr�es forte d�ependance de l'op�eration de clôture par rapport �a
l'ensembleP des fonctions de base.

D�e�nition 4.19 ( Fonction P-convexe )

La fonction v 2 R
P

est P-convexe siv = vex P(v).

Exemple 4.25
La fonction identiquement �egale �a �1 et la fonction qui �a tout �el�ement p 2 P associe son
supremum surRd sont des fonctionsP-convexes.

Exemple 4.26
Toute P-fonction support est une fonction P-convexe. TouteP-enveloppe de fonction est une
fonction P-convexe.

Exemple 4.27
La fonction v de l'exemple 4.15 estP-convexe.

Exemple 4.28
Consid�erons P = f x :7! xn ; n 2 Ng, la fonction v(pn ) = 0 si n est impair et 1 sinon est
P-convexe. En e�et, vs = [ � 1; 0] et sup

x2 [� 1;0]
xn = 1 si n est pair 0 sinon.

Exemple 4.29
Soit P l'ensemble de toutes les fonctions deRd dans R et soit a 2 Rd, on pose, pourp 2 P,
v(p) = p(a) alors v est P-convexe. En e�et, a 2 vs et pour tout x 2 vs, pour tout q 2 P,
q(x) � q(a) et par cons�equent (vexP(v))( q) = q(a) = v(q) pour tout q 2 P.

D�e�nition 4.20 ( Ensemble P-convexe )

Un ensembleC � Rd est un ensembleP-convexe siC = vex P(C).

D�e�nition 4.21 ( P-poly�edre )

Un ensembleC � Rd est un P-poly�edre s'il est P-convexe et s'il existe un �el�ement v 2 R
P

presque in�ni tel que C = vs.

Exemple 4.30
L'ensemble vide etRd sont des ensemblesP-convexes.

Exemple 4.31
Tout P-sous niveau est un ensembleP-convexe. TouteP-enveloppe d'ensemble est un ensemble
P-convexe.

Exemple 4.32
Nous reprenons l'exemple 4.13 le triangle de la �gure 4.6 est un ensembleP-convexe avec
P = f p1 : (x; y) 7! y � x; p2 : (x; y) 7! y + x; p3 : (x; y) 7! � yg.

Exemple 4.33
Soit (A j ) j 2 J une famille de sous-ensembles non vides deRd. On d�e�nit, pour i 2 f 1; : : : ; J g,
la fonction de Rd dans R :
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x 7! pi (x) =
iX

k=1

(kxk + 1)11A k (x)

o�u 11A k (x) est la fonction indicatrice de l'ensembleAk qui vaut 0 si x =2 Ak et 1 sinon. La
con�guration P est l'ensemble de fonctionsf pi j i 2 f 1; : : : ; J gg.

L'ensemble
J\

k=1

Ac
j est P-convexe et (

J\

k=1

Ac
j ) � � 0. La �gure 4.14 repr�esente cet ensemble

dans deux cas, dans le premier cas, les ensemblesA j sont des boules centr�ees en 0 dans le
deuxi�eme, les ensemblesA j sont des rectangles.

(a)
A1 = B (0; 1); A 2 = B (0; 2); A 3 = B (0; 3)

(b)
A1 = [0 ; 1]2 ; A 2 = [0 :5; 0:5]2 ; A 3 = [1 ; 2]2

Figure 4.14 { La partie gris�ee est l'ensembleP-convexe de l'exemple 4.33

Exemple 4.34
Si P est la con�guration lin�eaire classique alors tout poly�edre est un P-poly�edre.

Exemple 4.35
Soit (A j ) j � 1 une famille in�nie de sous-ensembles non vides deRd telle que, pour tout j � K ,

A j soit born�e et pour tout j � K +1, A j soit non born�e et
1\

k= K +1

A j soit non vide. On reprend

la famille de fonction pi d�e�nie �a l'exemple 4.33 avec i 2 N� et on prend P la con�guration
f pi j i � 1g.

L'ensemble

 
K\

k=1

Ac
j

!

\

 
1\

k= K +1

A j

!

est un P-poly�edre et

 
K\

k=1

Ac
j \

1\

k= K +1

A j

! �

(pi ) = 0

si i � K et + 1 sinon.

On note VexP(R
P
) l'ensemble des fonctionsP-convexes deR

P
et VexP(Rd) l'ensemble des

parties P-convexes deRd.
A pr�esent, nous d�e�nissons des op�erations de treillis sur VexP(R

P
) et VexP(Rd). Nous allons

d�e�nir les op�erations de borne inf�erieure et de borne sup�erieure sur des paires d'�el�ements de
VexP(R

P
) et de VexP(Rd).
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En convexit�e classique, l'in�mum de fonctions convexes n'est pas convexe en g�en�eral,
ceci explique pourquoi nous prenons laP-enveloppe convexe de l'in�mum. Le probl�eme de
l'in�mum est illustr�e par le contre-exemple 4.1.

D�e�nition 4.22 ( Op�erations de treillis dans Vex P(R
P
))

Soient v; w deux �el�ements de R
P
. On note inf(v; w) et sup(v; w) les fonctions d�e�nies

respectivement par,p 7! inf( v(p); w(p)) et p 7! sup(v(p); w(p)).
On munit Vex P(R

P
) des op�erations suivantes :

v _ w = sup( v; w) (4.3)

v ^ w = (inf( v; w)s) � (4.4)

Contre-exemple 4.1
Consid�erons la con�guration P de l'exemple 4.21. Soitv 2 R

P
d�e�ni par v(p1) = 4 ; v(p2) =

1; v(p3) = 1 ; v(p4) = 2 ; v(p5) = 2 et w 2 R
P

d�e�ni par w(p1) = 2 ; w(p2) =
p

2; w(p3) =p
2; w(p4) = 1 ; w(p5) = 1 g. Les �el�ements v et w appartient �a Vex P(R

P
) mais z = inf( v; w)

n'appartient pas �a Vex P(R
P
). En e�et, z(p1) = 2, z(p2) = 1, z(p3) = 1, z(p4) = 1, z(p1) = 1

et donc, sup
(x;y )2 z?

p1(x; y) = 1 < 2.

La convexit�e classique n'est pas stable par union, pour stabiliser l'union, nous devons
prendre la P-enveloppe convexe de l'union. Nous illustrons l'instabilit�e de l'union sur le contre-
exemple 4.2.

D�e�nition 4.23 ( Op�erations de treillis dans Vex P(Rd ))

Soient C; D deux sous-ensembles deRd. Nous rappelons que[ et \ sont respectivement
les op�erations d'union et d'intersection.

On munit Vex P(Rd) des op�erations suivantes :

C t D = (( C [ D) � )s (4.5)

C u D = C \ D (4.6)

Contre-exemple 4.2
Nous reprenons la con�guration de l'exemple 4.21. On posev(p1) = 4 ; v(p2) = � 1; v(p3) =
2; v(p4) = 2 ; v(p5) = 2 et w(p1) = 4 ; w(p2) = 2 ; w(p3) = � 1; w(p4) = 2 ; w(p5) = 2. Les
ensemblesvs et ws sont P-convexes maisvs [ ws n'est pasP-convexe. En e�et, (vs [ ws) � (p1) =

sup
(x;y )2 vs [ ws

p1(x; y) = 4 et ( vs [ ws) � (pi ) = sup
(x;y )2 vs [ ws

pi (x; y) = 2 8 i 2 f 2; 3; 4; 5g et donc

vexP((vs [ ws)) est le disque de rayon de 2. L'exemple est illustr�e par la �gure 4.15.

Remarque 4.10 Le contre-exemple 4.2 montre que l'op�eration de treillis sup dans VexP(Rd)
n'est pas l'enveloppe convexe classique. L'enveloppe convexe au sens classique est l'ensemble
de la �gure 4.16.

85



CHAPITRE 4. DOMAINES DES SOUS-NIVEAUX

(a) L'ensemble vs [ ws (b) La P-enveloppe con-
vexe de vs [ ws

Figure 4.15 { L'illustration du contre-exemple 4.2.

Figure 4.16 { L'enveloppe convexe classique devs [ ws.

Th�eor�eme 4.2 ( Structure alg�ebrique de Vex P(Rd ) et Vex P(R
P
))

(VexP(R
P
); ^ ; _) et (VexP(Rd); u ; t ) sont des treillis complets.

Le point important du th�eor�eme pr�ec�edent est de v�eri�er que le supremum de fonctions
P-convexes est une fonctionP-convexe et que l'intersection d'ensemblesP-convexes est un
ensembleP-convexe. En analyse convexe classique, ce r�esultat est classique.

Lemme 4.1 ( Stabilit�e de la P-convexit�e )
Soient f vi gi 2 I et f X j gj 2 J des familles respectives d'applications de fonctionsP-convexes

et d'ensemblesP-convexes. Alors sup
i 2 I

vi et
\

j 2 J

X j sont P-convexes.

D�emonstration
On a, en utilisant la propri�et�e 4.5, vex P(sup

i 2 I
vi ) � sup

i 2 I
vi . En utilisant la monotonie de C 7! C �

et v 7! vs, on obtient pour tout i 2 I , vi = vex P(vi ) � vexP(sup
i 2 I

vi ) on conclut que sup
i 2 I

vi �

vexP(sup
i 2 I

vi ) � sup
i 2 I

vi et �nalement, vex P(sup
i 2 I

vi ) = sup
i 2 I

vi .

La preuve est la même pour les ensembles convexes abstraits. �

D�emonstration (D�emonstration du Th�eor�eme 4.2)
Montrons d'abord que VexP(R

P
) est un treillis complet. v(p) = sup f p(x) j x 2 Rdg est le plus

grand �el�ement de Vex P(R
P
). De plus, supf p(x) j 8q; q(x) � �1g = sup

;
p(x) = �1 , donc

v = �1 2 VexP(R
P
). La famille VexP(R

P
) poss�ede un plus petit et un plus grand �el�ement.
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Le Lemme 4.1 nous permet de conclure. Le fait que VexP(Rd) soit un treillis complet r�esulte
du même type d'arguments. �

Proposition 4.7

Propri�et�es des fonctions P-convexes Soitv 2 VexP(R
P
) alors :

1. vs = ; () v � �1 ;

2. 9 p 2 P tel que v(p) = �1 () v � �1 ;

3. vs = Rd () v(p) = sup
x2 Rd

p(x); 8 p 2 P.

D�emonstration
1. Si v � �1 alors clairement vs = ; . Si vs = ; et v 2 VexP(R

P
) alors pour tout p 2 P,

v(p) = sup
x2 vs

p(x) = �1 .

2. Le sensv � �1 =) 9 p 2 P tel que v(p) = �1 est �evident. S'il existe p 2 P tel que
v(p) = �1 alors vs = ; et d'apr�es le point 1, v � �1 .

3. Si vs = Rd alors clairementv(p) = sup
x2 Rd

p(x); 8 p 2 P. L'�egalit�e v(p) = sup
x2 Rd

p(x); 8 p 2 P

est �equivalente �a v = ( Rd) � d'o�u, vs = (( Rd) � )s et comme Rd est P-convexe alors
vs = Rd. �

Proposition 4.8 ( Isomorphisme entre Vex P(Rd ) et Vex P(R
P
))

VexP(Rd) et VexP(R
P
) sont isomorphes. L'isomorphisme entre VexP(Rd) et VexP(R

P
) est

donn�e par l'application P-fonction support et l'application inverse par l'application P-sous
niveau.

D�emonstration
Montrons que l'application P-fonction support de VexP(Rd) dans VexP(R

P
) est injective. Soit

C; D 2 VexP(Rd) tels que C � = D � ceci implique que (C � )s = ( D � )s d'o�u C = D. Montrons
que l'application est surjective et soit v 2 VexP(R

P
), on a, par le point 3 de la propri�et�e 4.5,

vs 2 VexP(Rd), et donc l'application P-fonction support est surjective. Finalement, comme,
pour tout C 2 VexP(Rd), C = ( C � )s alors (�� ) � 1 = �s. �

Nous concluons cette section par une derni�ere caract�erisation desP-enveloppes convexes
par rapport aux �el�ements P-convexes.

Proposition 4.9 ( P-enveloppe et �el�ements P-convexes )

Pour tout v 2 R
P
, pour tout C � Rd.

1. vexP(v)(p) = sup f w 2 VexP(R
P
) j w � vg

2. vexP(C) =
\

f D j D 2 VexP(Rd); C � Dg .

D�emonstration
Les deux points se d�emontrent de la même mani�ere. Pour changer, nous d�emontrons la propo-
sition pour les ensembles. PosonsK = \f D 2 VexP(Rd); C � Dg. Par le point 1 de la
propri�et�e 4.5, C � vexP(C) et vexP(C) 2 VexP(Rd) donc K � vexP(C). La monotonie des
applications v 7! vs et C 7! C � implique que vexP(C) � D pour tout D 2 VexP(Rd), tels que
C � D , l'inclusion reste vraie pour l'intersection de cesD d'o�u vex P(C) � K . �
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La proposition 4.9 montre que la P-enveloppe convexe d'un �el�ement v 2 R
P

est la plus
grande fonction P-convexe minorant v. De même, laP-enveloppe convexe d'un ensembleC
est le plus petit ensembleP-convexe contenantC.

4.3.3 P-convexit�e et convexit�e classique

Par analogie avec la convexit�e classique, on montre qu'un ensemble estP-convexe ssi tout
point �a l'ext�erieur de l'ensemble peut être s�epar�e (fortement) de l'ensemble par une fonction
de basep 2 P.

Proposition 4.10 ( S�eparation forte en P-convexit�e )
Un ensembleC est P-convexe ssi pour toutz =2 C, il existe p 2 P, tel que p(z) > sup

y2 C
p(y).

D�emonstration
Supposons queC est P-convexe alors par d�e�nition C = f x 2 Rd j p(x) � sup

y2 C
p(y); 8p 2 Pg.

Soit z =2 C, on a doncz =2 f x 2 Rd j p(x) � sup
y2 C

p(y); 8p 2 Pg et donc 9 q 2 P tel que q(z) >

sup
y2 C

q(y). Maintenant supposons quez =2 C implique qu'il existe q 2 P tel que q(z) > sup
y2 C

q(y)

ceci �equivaut �a z =2 vexP(C) et donc vexP(C) � C et d'apr�es le point 1 de la propri�et�e 4.5, on
conclut que C = vex P(C). �

Nous rappelons que d'apr�es le th�eor�eme de s�eparation forte en analyse convexe a�rme
que pour tout convexe ferm�e C, x =2 C implique qu'il existe p 2 Rd tel que p � x > sup

y2 C
p � y.

Nous rappelons, dans le corollaire suivant, que, lorsqueP est la con�guration lin�eaire clas-
sique, les ensemblesP-convexes s'identi�ent aux ensembles ferm�es convexes au sens classique
de Rd.

Corollaire 4.1 ( Ensemble P-convexes dans la con�guration lin�eaire classique )

Si P est la con�guration lin�eaire classique alors VexP(Rd) est exactement l'ensemble des
ensembles convexes ferm�es deRd.

D�emonstration
Soit C 2 VexP(Rd), alors par d�e�nition :

C = f x 2 Rd j p � x � C � (p); 8 p 2 Rdg =
\

p2 Rd

f x 2 Rd j p � x � C � (p)g :

C est donc une intersection d'ensemble convexe ferm�e, il est par cons�equent convexe et
ferm�e.

Supposons que maintenantC est convexe ferm�e. SiC = Rd, alors C est P-convexe. Sup-
posonsC 6= Rd et soit x =2 C, alors, par le th�eor�eme de s�eparation forte, il existe p 2 Rd tel
que p � x > sup

y2 C
p � y et par la proposition 4.10 C est P-convexe. �

Nous cherchons d�esormais �a identi�er les fonctionsP-convexes lorsqueP est la con�gura-
tion lin�eaire. Tout d'abord, nous rappelons la d�e�nition d'une fonction positivement homog�ene
de degr�e 1.
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D�e�nition 4.24 ( Fonction homog�ene )

Une fonction f : Rd 7! R est une fonction (positivement) homog�ene (de degr�e 1) si, pour
tout x 2 Rd, x 6= 0, pour tout � > 0, f (�x ) = �f (x).

Th�eor�eme 4.3 ( Fonctions P-convexes dans la con�guration lin�eaire classique )

Si P est la con�guration lin�eaire classique alors VexP(R
P
) est l'union de la fonction

identiquement �egale �a �1 et de l'ensemble des fonctionsf convexes semi-continues in-
f�erieurement et homog�enes telles quef (0) = 0.

Lemme 4.2
Soit P la con�guration lin�eaire alors

1. vs 6= ; =) v(0) � 0.

2. vs = Rd () 8 p 6= 0 ; v(p) = + 1 et v(0) � 0.

D�emonstration
1. Si v(0) < 0 alors pour tout x 2 vs, 0 � x = 0 < 0 ce qui est impossible et doncvs = ; .

2. Soit v 2 R
P
, si pour tout p 6= 0, v(p) = + 1 et v(0) � 0, on a clairement vs = Rd.

D'apr�es le point 1, vs = Rd implique que v(0) � 0. Maintenant, supposons quevs = Rd,
qu'il existe p 6= 0 tel que v(p) < + 1 . Comme P est isomorphe �a Rd alors en posant
x = ( v(p) + 1)( p=kpk2) 2 Rd, on a p � x = v(p) + 1 > v (p) et donc il existe x 2 Rd tel
que x =2 vs. �

Lemme 4.3 ( P-enveloppe convexe et biconjugu�ee de Fenchel )

Soit P la con�guration lin�eaire. Pour tout v 2 R
P

homog�ene, on a, pour tout p 2 P :

vexP(v)(p) � v�� (p) � (vexP(v))( p) + v(0)

D�emonstration (lemme 4.3)
Par d�e�nition de la biconjugu�ee de Fenchel-Moreau, on a, quelque soit p 2 Rd,

v�� (p) = sup
x2 Rd

p � x + inf
q2 Rd

(v(q) � q � x) :

Si vs = Rd, alors, par le lemme 4.2,v(p) = + 1 pour tout p 6= 0 et v(0) � 0, d'o�u, pour
tout p 2 P, v�� (p) = sup

x2 Rd
p � x + v(0). Comme vs = Rd alors (vexP(v))( p) = sup

x2 Rd
p � x et

v(0) � 0 d'o�u la double in�egalit�e.
Supposons maintenant quevs ( R d et x =2 vs, il existe q 2 Rd tel que v(q) � q(x) < 0 et

pour tout � > 0, puisquev est homog�ene� (v(q) � q(x)) < 0 d'o�u inf
q2 Rd

v(q) � q � x = �1 , on

en d�eduit que :

v�� (p) = sup
x2 vs

p � x + inf
q2 Rd

(v(q) � q � x) : (4.7)

Si vs est vide alors vexP(v) � �1 et v�� � �1 donc la double in�egalit�e est v�eri��ee.
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Nous supposons maintenant que; 6= vs ( R d. En utilisant (4.7), et en prenant q = 0, on
obtient, pour tout p 2 P, v�� (p) � sup

x2 vs
p � x + v(0) = (vex P(v))( p) + v(0).

De plus, si x 2 vs, inf
q2 Rd

v(p) � q � x � 0 et �nalement v�� (p) � sup
x2 vs

p � x = (vex P(v))( p). �

D�emonstration (th�eor�eme 4.3)
Soit v 2 VexP(R

P
), l'�el�ement v est homog�ene puisqu'il est �egal �a vexP(v). En e�et, pour tout

p 2 P pour tout � > 0, v(�p ) = sup
x2 vs

�p (x) = � sup
x2 vs

p(x) = �v (p).

De plus, on a soitvs = ; , soit vs 6= ; . D'apr�es la proposition 4.7, vs = ; () v � �1 et
vs 6= ; () v(p) > �1 8 p 2 P. Dans le premier cas, il n'y a plus rien �a montrer. Supposons
donc quev(p) > �1 pour tout p 2 P et donc v(0) = sup

x2 vs
0 = 0. D'apr�es le lemme 4.3, on

conclut que v = vex P(v) = v�� et donc v est convexe s.c.i d'apr�es le th�eor�eme 4.1.

Maintenant, si v � �1 , alors v 2 VexP(R
P
). Supposons, par cons�equent, quev soit

convexe s.c.i, homog�ene etv(0) = 0, alors pour tout p 2 P, v(p) > �1 . En e�et, s'il existe
p 2 P tel que v(p) = �1 alors en prenant une suite (� n )n tendant vers 0+ , on a, par
homog�en�eit�e, v(� np) = � nv(p) = �1 et commev est s.c.i alorsv(0) = �1 ce qui contredit
v(0) = 0. On conclut par le th�eor�eme 4.1 que v = v�� puis par le lemme 4.3 quev�� = vex P(v)
et �nalement, v = vex P(v). �

4.4 Domaines des sous-niveaux et interpr�etation abstraite

4.4.1 G�en�eralisation de domaines num�eriques abstraits de l'interpr�etation ab-
straite

Nous rappelons l'id�ee de Sankaranarayanan, Sipma et Manna [SSM05] : �xer un nombre
�ni de formes lin�eaires pour calculer des invariants num�eriques sous la forme de poly�edres. Le
fait de �xer les faces du poly�edre r�epond aux probl�emes d'explosion combinatoire du domaine
des poly�edres. Dans notre nouveau domaine num�erique dit des sous-niveaux, nous acceptons
des fonctions aussi bien des formes lin�eaires quenon-lin�eaires comme fonctions de base. De
plus, nous ne nous limitons pas au caract�ere �ni de la con�guration. Ceci ouvre la voie aux
calculs d'invariants convexes g�en�eraux en consid�erant toutes les formes lin�eaires.

Puisque notre domaine g�en�eralise celui de Sankaranarayanan, Sipma et Manna, notre
domaine contient le domaine des intervalles en prenant comme con�gurationP = f� ei ; i =
1: : : ; dg o�u f ei gi =1 :::;d repr�esente la base duale deRd. Les P-fonctions support, dans cette
con�guration, correspondent exactement aux bornes des intervalles. Nous pouvons recoder les
zones de Min�e [Min04] en tant queP-sous niveau avec comme con�gurationP l'ensemble des
formes lin�eaires des di��erences entre les variables c'est-�a-diref x i � x j ; i; j = 0 ; : : : ; d; x0 = 0g.
Les octogones sont aussi desP-sous niveaux dans la con�guration P = f� x i � x j ; i; j =
0; : : : ; d; x0 = 0g, les formes lin�eaires deP repr�esentant bien les di��erences et sommes de
variables. Dans les zones, comme dans les octogones, lesP-fonction support sont lesdi�erence
bounds matrices(DBM).

4.4.2 Quelques con�gurations utiles en interpr�etation abstraite

Nous allons conclure ce chapitre par donner quelques exemples de con�gurations utiles
pour l'analyse statique de programmes par interpr�etation abstraite.
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Nous appelonscon�guration a�ne tropicale , la con�guration contenant toutes les dif-
f�erences de fonctions tropicalement (au sens max-plus) a�nes c'est-�a-dire de la forme :

p(x) = max( b; max
j =1 ;:::;d

(aj + x j )) � max(e; max
j =1 ;:::;d

(cj + x j ))

o�u b; e2 R[f�1g et pour tout j 2 f 1; : : : ; dg, aj ; cj 2 R[f�1g . La fonction p(x) = �1
est tropicalement a�ne mais n'est pas utile comme fonctions de base. Cette con�guration a �et�e
sugg�er�ee par Gaubert, Katz et Sergeev dans [GKS10]. Les poly�edres max-plus correspondent
aux P-poly�edres de la con�guration a�ne tropicale. Dans, [AGG08b], les poly�edres max-plus
sont utilis�es pour g�en�erer des invariants pour des programmes manipulant des tableaux et des
châ�nes de caract�eres.

Nous appelonscon�guration quadratique, une con�guration dont toutes les fonctions de
base sont quadratiques c'est-�a-dire des fonctions deRd dans R, x :7! xT Ax + bT x + c. Si
toutes les fonctions quadratiques sont convexes, nous parlons decon�gurations quadratiques
convexes. Nous d�etaillerons le type d'invariants g�en�er�es dans le chapitre 6 dans le cas d'une
con�guration quadratique convexe �nie .

En�n, nous terminons par une id�ee (future) : une con�guration g�eom�etrique c'est-�a-dire
consid�erer des fonctions de base de la forme :

KX

k=1

ckxak 1
1 xak 2

2 : : : xakd
d

avec ck > 0, pour tout k = 1 : : : ; K et akj 2 R, pour tout k = 1 ; : : : ; K et j = 1 ; : : : ; d.
Une section enti�ere est consacr�ee �a la programmation g�eom�etrique dans [BV04]. Une con�gu-
ration g�eom�etrique peut s'av�erer utile pour trouver des invariants lorsque l'arithm�etique d'un
programme est polynomiale.

Le tableau de la �gure 4.17 r�ecapitule quelques ensembles de fonctions de base utiles en
interpr�etation abstraite.

Con�gurations Classes d'ensembles Algorithmes Utilisation
in�nie Convexes ferm�es Programmation semi-in�nie It�eration sur

(et autres ?) les politiques
dynamique
chapitre 5

lin�eaire poly�edres ; programmation invariants
convexes ferm�es lin�eaire num�eriques

a�ne tropicale convexes tropicaux programmation [AGG08b]
ferm�es lin�eaire tropicale ? [All09, Chapter 7]

quadratique CQ-repr�esentables programmation chapitre 6
convexe �nie [TN01, Section 2.3.1] quadratique
g�eom�etrique programmation arithm�etique

g�eom�etrique polynomiale

Figure 4.17 { Quelques ensembles de fonctions de base utiles en interpr�etation abstraite
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CHAPITRE5

IT �ERATION SUR LES POLITIQUES DYNAMIQUE DANS LE
DOMAINE DES SOUS-NIVEAUX

Nous avons pr�esent�e dans le chapitre 4 un nouveau domaine num�erique abstrait. Nous
d�eveloppons dans ce chapitre une m�ethode pour calculer des invariants num�eriques dans ce
domaine : a�n de borner les variables d'un programme. En se �xant une con�guration P, nous
construisons, dans un premier temps, une fonction s�emantique abstraiteF ] = ( F1

] ; : : : ; Fn
] ) �a

partir la correspondance de Galois de la proposition 4.6 ce qui est classique en interpr�etation
abstraite (voir 2.17). La fonction F ] �etant croissante sur le treillis complet VexP(R

P
)n , pour

trouver des bornes pr�ecises sur les variables du programme analys�e, nous sommes amen�es �a
r�esoudre le probl�eme :

inf f v 2 VexP(R
P
)n j F ] (v) � vg :

Nous cherchons a priori des fonctionsP-convexes ce qui nous permet de d�eduire des ensembles
P-convexes. Cependant, l'�evaluation de la fonction F ] est �equivalente �a chercher la valeur
optimale d'un probl�eme d'optimisation globale non n�ecessairement convexe. La construction
de la fonction s�emantique abstraite nous am�ene donc �a consid�erer une deuxi�eme fonction
s�emantique appel�ee fonction s�emantique relâch�ee qui fournit une sur-approximation de la
fonction s�emantique abstraite classique. Cette fonction s�emantique est construite �a partir de la
th�eorie de la dualit�e lagrangienne dans le cadre de l'optimisation semi-in�nie. Cette approche
nous permet �egalement de d�evelopper un cadre th�eorique pour d�e�nir une it�eration sur les
politiques dynamique : les contraintes e�ectives des probl�emes d'optimisation d�eterminent
quelles fonctions de base peuvent être s�electionn�ees. Par ailleurs, la repr�esentation duale est
utilis�ee pour d�e�nir nos politiques. D'un point de vue e�ectif, l'application porte sur les
con�gurations quadratiques �nies qui sera d�evelopp�ee au chapitre 6.

Nous pr�esentons dans la section 5.1, une l�eg�ere modi�cation de la fonction s�emantique
concr�ete d�e�nie dans le chapitre 2 et nous discutons la construction de la fonction s�emantique
abstraite dans le domaine abstraits des sous-niveaux. Dans la section 5.2, nous d�eveloppons la
construction de la fonction s�emantique relâch�ee. Dans la section 5.3, nous comparons les deux
fonctions s�emantiques et exposons les propri�et�es de la fonction s�emantique relâch�ee. Ensuite,
dans la section 5.4, nous discutons des propri�et�es de la fonction s�emantique relâch�ee. En�n,
�a la section 5.5, nous d�e�nissons une it�eration sur les politiques o�u l'ensemble des politiques
est choisi dynamiquement. Nous illustrons ce sch�ema d'it�eration sur un exemple simple.



CHAPITRE 5. IT�ERATION SUR LES POLITIQUES DYNAMIQUE DANS LE DOMAINE DES
SOUS-NIVEAUX

5.1 Fonction s�emantique abstraite

Dans le chapitre 2, nous avons d�e�ni une s�emantique concr�ete puis une s�emantique ab-
straite d�e�nie �a partir d'une correspondance de Galois. Dans cette section, nous allons con-
struire une s�emantique abstraite dans le domaine num�erique des sous-niveaux �a partir de la
correspondance de Galois donn�ee par la proposition 4.6.

Nous avons vu au chapitre 2 que chaque coordonn�ee de la fonction s�emantique concr�ete
F C �etait essentiellement compos�ee d'op�erations constantes, d'union, d'intersections et d'im-
ages de sous-ensemble deRd par une fonction. Par cons�equent, pour construire une fonction
s�emantique abstraite sur le domaine des sous-niveaux, il su�t de d�ecrire, �a partir de la cor-
respondance de Galois de la proposition 4.6, comment se traduisent les unions, intersections
et images de sous-ensemble deRd par une fonction dans le treillis completsR

P
des fonctions

de P dans R.
Nous notons toujours n le nombre de points de contrôle. On cherche donc �a constru-

ire une fonction F ] de (R
P
)n dans (R

P
)n . Dans toute la suite de ce chapitre, l'�el�ement X

repr�esente le vecteur d'ensembles (X 1; : : : ; X n ). L'�el�ement v d�esigne un vecteur d'�el�ements de
R

P
(v1; : : : ; vn ).

5.1.1 Quelques modi�cations sur la fonction s�emantique concr�ete

Dans ce chapitre, nous utilisons la syntaxe d�e�nie 2.2. Pour analyser plus facilement les
programmes dans le domaine des sous-niveaux, nous op�erons quelques modi�cations dans la
fonction s�emantique concr�ete.

Premi�erement, quitte �a ajouter des coordonn�ees dans la fonction s�emantiques concr�ete (ou
de mani�ere �equivalente ajouter des instructions skip), nous supposons, dans ce chapitre, que
les op�erations d'unions d�ecrites dans le reste de la th�ese n'ont que deux op�erandes.

Deuxi�emement, nous avons vu que les op�erations d'intersections venaient des tests et donc
des boucleswhile , et des branchements conditionnelsif , then et else. Dans le chapitre 2,
nous d�ecomposions les tests et les a�ectations internes des boucles et des branchements con-
ditionnels, a�n de permettre une meilleure lisibilit�e des interpr�etations des programmes et
aussi d'assurer qu'une coordonn�ee de la fonction s�emantique abstraite correspondait �a une
seule op�eration d'union, de test ou d'a�ectation.

L'a�ectation interne d'une boucle n'est ex�ecut�ee que si le vecteur de variable satisfait
le test d'entr�ee d'une boucle, c'est-�a-dire si le vecteur de variable appartient �a l'ensemble
f y 2 Rd j r (y) � 0g o�u r est une fonction (continue) deRd dansR. Par cons�equent, la fonction
s�emantique concr�ete pour l'a�ectation x = T(x) interne d'une boucle s'�ecrit T(X i \ f y 2 Rd j
r (y) � 0g) o�u i est le point de contrôle correspondant �a l'union des ensembles des valeurs
prises par les variables au premier parcours de la boucle et apr�es chaque tour de boucle.

De même, pour un branchement conditionnelif , then , else, les a�ectations des branches
then et else ne sont ex�ecut�ees que si les tests d'entr�ee sont satisfaits. Nous supposons, quitte
�a rajouter des coordonn�ees �a la fonction s�emantique concr�ete, qu'il n'y a qu'un seul arc
(ij ) entrant au point de contrôle j correspondant au branchement conditionnel. En appelant
provisoirement Tthen et Telse les a�ectations respectives des branchesthen et else, la fonction
s�emantique concr�ete pour ces a�ectations s'�ecrit respectivement Tthen (X i \ f y 2 Rd j r (y) �
0g) et Telse (X i \ f y 2 Rd j � r (y) < 0g). Cependant, par la suite nous �evaluerons la fonction
s�emantique concr�ete en r�esolvant des probl�emes de maximisation. Dans des cas d�eg�en�er�es (r
concave et le premier ensemble non vide), maximiser une fonction continue surf y 2 Rd j
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� r (y) < 0g est �equivalent �a optimiser sur f y 2 Rd j � r (y) � 0g. Dans les cas g�en�eraux, le
deuxi�eme ensemble est toujours plus grand que le premier, par cons�equent maximiser sur le
second fournit une sur-approximation, ce qui nous su�t en interpr�etation abstraite. Nous ne
donc consid�erons queTelse (X i \ f y 2 Rd j � r (y) � 0g). Les fonctions s�emantiques concr�etes
sur les branchesthen et else ont par cons�equent la même structure et nous n'�etudierons que
la fonction s�emantique concr�ete uniquement sur la branchethen .

Remarque 5.1 Nous prenons des fonctions de testr �a valeurs dans R puisque le compl�emen-
taire de l'ensemblef y 2 Rd j r (x) � 0g est une union d'ensemblesf y 2 Rd j r k (x) > 0g dans
le cas o�u r est valeurs dansRm avecm > 1.

Nous notons l'ensemble de toutes les coordonn�ees de la fonction s�emantique concr�ete �etant
une union dans l'ensemble :

U = f u 2 f 1; : : : ; ng j 9 j; k 2 f 1; : : : ; ng; F C
u (X ) = X j [ X kg :

A chaque �el�ement u 2 U, on associe`d(u); `g(u) qui sont respectivement les coordonn�ees
des op�erandes droite et gauche de l'union. De même, nous notons, l'ensemble de toutes les
coordonn�ees de la fonction s�emantique concr�ete repr�esentant une a�ectation :

A = f a 2 f 1; : : : ; ng j 9 l 2 f 1; : : : ; ng; 9 T 2 C(Rd; Rd); F C
a (X ) = T(X l )g :

A chaque �el�ement a 2 A, on associè (a) qui est la coordonn�ee sur laquelle agit l'a�ectation.
En�n, nous notons l'ensemble de toutes les coordonn�ees de la fonction s�emantique concr�ete
�etant une op�eration d'intersection :

I = f { 2 f 1; : : : ; ng j 9 l 2 f 1; : : : ; ng; 9 T; r 2 C(Rd; Rd); F C
{ (X ) = T(X l \f y 2 Rd j r (y) � 0g :

A chaque �el�ement { 2 I , on associè ({) qui est la coordonn�ee sur laquelle agit l'a�ectation
interne de la boucle ou du branchement conditionnel.

Dans tout ce chapitre, on �xe une con�guration P pour analyser un programme. Dans
toute la suite du chapitre, on note une a�ectation T et un test r .

Pour illustrer nos d�e�nitions, nous prendrons tout au long de ce chapitre le programme
donn�e par la �gure 5.1.

5.1.2 Les constantes

Dans ce chapitre, nous supposons que les constantes sont des sous-ensemblesD de Rd. De
plus, nous supposons que les ensemblesD sont P-convexes o�u P est la con�guration utilis�ee
pour analyser le programme.

Pour tout i 2 f 1; : : : ; ng repr�esentant une constante, la fonction s�emantique concr�ete est
donc de la formeF C

i (X ) = D . On obtient ainsi l'�egalit�e suivante pour la fonction s�emantique
abstraite, pour v 2 R

P
:

F ]
i (v) = w

o�u w est une fonction ind�ependante dev et qui v�eri�e ws = D.
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u=0;
assume (x , y ) in B( 0 , 1 ) ; [ 1 ]
u=x ;
x=y ;
y=u ; [ 2 ]
wh i le [ 3 ] ( x � x+y � y< =1) f

u=x ;
x=2 � y+3 � x � x ;
y=0.5 � y+0.2 � exp (u ) ; [ 4 ]
i f ( x > =0)

then f
u=x ;
x=y+1;
y=u + 1 ; [ 5 ]
g

e l s ef
u=x ;
x=y+1;
y=u � u ; [ 6 ]
g;

[ 7 ]
g [ 8 ]

Figure 5.1 { Programme avec une boucle et branchement conditionnel

Exemple 5.1 (Produit d'intervalles)
Supposons qu'un programme contient une initialisation :

assume x 2 C

o�u l'ensemble C est un produit cart�esien d'intervalles c'est-�a-dire de la forme :

dY

i =1

[ai ; bi ]

o�u, pour tout i 2 f 1; : : : ; dg, ai 2 R, bi 2 R et ai � bi . Consid�erons maintenant la con�guration
P suivante :

f x i : x 7! x i ; � x i ; p : x 7! g(x)g

o�u p est une fonction continue sur Rd. On suppose sup
x2 C

g(x) est connu et donc remplace

l'ensemble initial C par l'ensembleD de la formews avec :

w(q) = bi si q = x i ; w(p) = � ai si q = � x i ; w(q) = sup
x2 C

g(x) si q = g :
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Exemple 5.2 (Boule et sph�ere unit�e de Rd )
On munit Rd de la norme euclidienne et consid�eronsB (0; 1) la boule unit�e ferm�ee de Rd et
S(0; 1) la sph�ere unit�e de Rd. Soient les con�gurations P1 = f x 7! k xk2; x 7! �k xk2g et
P2 = f x 7! p � x; p 2 B (0; 1)g. Supposons qu'un programme contient une initialisation :

assume x 2 C

o�u C = B (0; 1) ou C = S(0; 1). On peut r�e�ecrire B (0; 1) comme leP1-sous niveauus avec :

u(p) = 1 si p = x 7! k xk2; et u(p) = 0 si p = x 7! �k xk2 :

On peut �egalement repr�esenter B (0; 1) comme leP2-sous niveauvs avec :

v(p) = kpk pour tout p 2 P2 :

La fonction v est P-convexe et continue (en fait convexe semi-continue et �nie).
Dans le cas o�uC = S(0; 1), on peut repr�esenter C par le P1-sous niveauws avec :

w(x 7! k xk2) = 1 et w(x 7! �k xk2) = � 1 :

Appliquons ce r�esultat au programme de la �gure 5.1, au point de contrôle [1], la fonction
s�emantique abstraite est la boule unit�e ferm�ee B2(0; 1) et donc le P2-sous niveauvs

1 est �egal
�a B2(0; 1) si v1(p) = kpk pour tout p 2 P2.

5.1.3 Les unions

Nous rappelons que les op�erateurs d'unions n'ont ici que deux op�erandes. Ces deux op�eran-
des sont des sous-ensembles deRd qui repr�esentent l'ensemble des valeurs possibles �a deux
points de contrôle distincts. Soit u 2 U, la fonction s�emantique concr�ete a pour coordonn�ee
F C

u d�e�nie par l'�equation (5.1) :

F C
u (X ) = X `g (u) [ X `d (u) : (5.1)

Par d�e�nition de la correspondance de Galois de la proposition 4.6, la fonction s�emantique
abstraite pour une union v�eri�e l'�equation (5.2) :

F ]
u(v) = ( vs

`g (u) [ vs
`d (u) )

� : (5.2)

Remarque 5.2 Les propri�et�es des correspondances de Galois 4.5 impliquent que (vs
`g (u) t

vs
`d (u) )

� = ( vs
`g (u) [ vs

`d (u) )
� .

L'�evaluation d'une coordonn�ee de la fonction s�emantique abstraite repr�esentant une union
pour un �el�ement v 2 (R

P
)n et pour une fonction de baseq 2 P est �equivalente au probl�eme 5.1.

Probl�eme 5.1 (Evaluation de l'union)

R�esoudre :
Max q(x) s: c x 2 vs

`g (u) [ vs
`d (u)
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Exemple 5.3 (Boucle dans le programme de la �gure 5.1)
Sur le programme de la �gure 5.1, au point de contrôle [3], la bouclewhile entrâ�ne une
op�eration d'union : la fonction s�emantique concr�ete au point de contrôle [3] est :

X 3 = X 2 [ X 7

Pour rappel, nous trouvons ces deux coordonn�ees en remarquant que les moyens d'entr�ee dans
la boucle while sont soit, si la bouclewhile n'a jamais �et�e parcourue, de venir du point de
contrôle [2], soit, si la bouclewhile a d�ej�a �et�e parcourue, de revenir apr�es l'op�eration interne
de la boucle c'est-�a-dire le point de contrôle [7].

Soit une con�guration P. Soit v 2 (R
P
)8, les ensemblesvs

i s'entendent donc par rapport
�a cette con�guration. La fonction s�emantique abstraite au point de contrôle [3] est donc la
fonction qui �a v 2 (R

P
)8 associe :

F ]
3(v) = ( vs

2 [ vs
7) � :

5.1.4 Les a�ectations

On rappelle qu'une a�ectation est la donn�ee d'une application continue T de Rd dans Rd.
On suppose, de plus, que l'applicationT agit sur unique point de contrôle. Soit a 2 A, la
fonction s�emantique concr�ete d'une a�ectation a pour coordonn�ee F C

a et est caract�eris�ee par
l'�equation (5.3) :

F C
a (X ) = T(X ` (a) ) : (5.3)

La composante d'une fonction s�emantique abstraite pour une a�ectation s'�ecrit :

F ]
a(v) = ( T(vs

`(a) ))
� = sup

x2 vs
` ( a)

eT (x) : (PAF )

L'�evaluation d'une composante de la fonction s�emantique abstraite repr�esentant une a�ecta-
tion pour un �el�ement v 2 (R

P
)n et une fonction de baseq 2 P est �equivalente �a la r�esolution

probl�eme 5.2.

Probl�eme 5.2 (Evaluation d'une a�ectation)

R�esoudre :
Max q(y) s: c y = T(x)

x 2 vs
`(a)

(PAFq)

Ainsi, on remarque que la fonction s�emantique abstraite d'une a�ectation est la fonction
valeur Val(PAF ) qui, �a toute fonction de base q 2 P, associe la valeur du probl�eme d'opti-
misation (PAFq), en d'autres termes, Val(PAF ) : q 7! Val(PAFq). Si v` (a) prend la valeur
�1 le probl�eme n'est pas r�ealisable et la fonction s�emantique abstraite vaut �1 partout.
Par ailleurs, nous rappelons quevs

`(a) est uniquement d�etermin�e par les valeurs de v` (a) sur
son domaine et doncx 2 vs

`(a) signi�e p(x) � v` (a) (p) pour tout p 2 dom(v` (a) ) si celui-ci est
non vide. Si le domaine dev` (a) est vide alors les probl�emesPAFq sont non contraints et la
di�cult�e de r�esolution du probl�eme d�epend uniquement de la con�guration P choisie.
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Exemple 5.4 (A�ectation au point de contrôle [2] du programme de la �gure 5.1)
Consid�erons la con�guration suivante P = f (x; y) :7! p1x + p2y; (p1; p2) 2 B2(0; 1)g o�u
B2(0; 1) d�enote la boule unit�e ferm�ee de R2.

L'a�ectation au point de contrôle [2] agit sur le point de contrôle [1], la fonction s�emantique
abstraite est donc, pourv 2 (R

P
)8 :

[F ]
2(v)](q) = sup f q1y + q2x j p � (x; y) � v1(p); 8 p 2 B2(0; 1)g :

Par l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, comme vs
1 = B2(0; 1), supf q � (y; x) j (x; y) 2 vs

1g = kqk.

En�n, on remarque que le probl�eme 5.2 g�en�eralise le calcul de laP-enveloppe convexe de
fonctions. En e�et, le calcul de la P-enveloppe convexe d'un �el�ementw 2 R

P
pour une fonction

de basep 2 P est le probl�eme 5.2 o�u l'application T est l'identit�e.

Probl�eme 5.3 (Probl�eme de clôture)

R�esoudre :
Max p(x) s: c x 2 ws

Exemple 5.5 (Intervalles)
Prenons P = f (x; y) :7! p1x + p2y; (p1; p2) 2 B2(0; 1)g. Soit v la fonction p 2 P d�e�nie par
v(p) = 1 si p 2 f (1; 0); (� 1; 0); (0; 1); (0; � 1)g et + 1 sinon. Alors vs est le produit d'intervalles
[� 1; 1]2, la fonction vexP(v) est donc la fonction qui �a p = ( p1; p2) associe supf� p1 � p2; � p1+
p2; p1� p2; p1+ p2g puisque (x; y) 7! p1x+ p2y d�e�nit une forme lin�eaire et donc le maximum de
ces fonctions survs sont atteints sur les points extrêmes devs qui sont les vecteurs (� 1; � 1),
(� 1; 1), (1; � 1) et (1; 1). La valeur de supf� p1 � p2; � p1 + p2; p1 � p2; p1 + p2g d�epend
uniquement des signes dep1 et p2.

L'op�eration de clôture devient plus pathologique si l'on prend une classe trop g�en�erale de
fonctions p 2 P.

Exemple 5.6 (Clôture pathologique)
Prenons,P = f p 2 C(R; R) j p(x) = 0 ; 8 x =2 [0; 1]; p(1=2) � 0g et on d�e�nit v(p) = ( p(1=2))2

pour tout p 2 P. Nous cherchons �a �evaluer laP-enveloppe convexe vexP(v). Nous commen�cons
par calculer vs et nous allons montrer quevs = f 0; 1=2; 1g. Par continuit�e des fonctions p 2 P,
on ap(0) = p(1) = 0 d'o�u p(0) = p(1) � (p(1=2))2 pour tout p 2 P. De plus, commep(1=2) � 0
pour tout p 2 P alors 1=2 2 vs. On conclut que ]� 1 ; 0] [ f 1=2g [ [1; + 1 [� vs. Maintenant,
consid�erons la fonction h nulle en dehors de [0; 1] suivante dont le graphe est repr�esent�e par
la �gure 5.2 :

h(x) =

8
>><

>>:

x si x 2 [0; 1=4]
1=2 � x si x 2 [1=4; 1=2]
x � 1=2 si x 2 [1=2; 3=4]
1 � x si x 2 [3=4; 1]

La fonction h appartient �a P et v�eri�e h(0) = h(1=2) = h(1) = 0 d'o�u h(x) � (h(1=2))2

implique que x 2] � 1 ; 0] [ f 1=2g [ [1; + 1 [ d'o�u vs � ] � 1 ; 0] [ f 1=2g [ [1; + 1 [. Finalement,
comme

[vexP(v)](p) = sup f p(x) j x 2 vsg;

on conclut que vexP(v) est la fonction identiquement nulle.
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x

f (x)

Figure 5.2 { Graphe de la fonction h de l'exemple 5.6

5.1.5 Les intersections

Dans la sous-section 5.1.1, nous avons d�ecrit la construction de la fonction s�emantique
concr�ete pour les intersections. Dans le cas des intersections construites �a partir une boucle
while , la coordonn�ee sur laquelle agit l'a�ectation interne de la boucle correspond �a l'union
engendr�ee par la boucle. Quand l'intersection est construite �a partir d'un branchement con-
ditionnel, la coordonn�ee sur laquelle agit l'op�eration interne des branches d�esigne le noeud
initial de l'arc entrant au point de contrôle associ�e au branchement conditionnel. Soit { 2 I ,
la fonction s�emantique concr�ete a pour coordonn�ee F C

{ d�e�nie par l'�equation (5.4) :

F C
{ (X ) = T(X ` ({) \ f y 2j r (y) � 0g) : (5.4)

On en d�eduit que la fonction s�emantique abstraite pour une intersection v�eri�e l'�equation ( P IT ) :

F ]
{ (v) = T(vs

`({) \ f y 2j r (y) � 0g) � = sup
x2 vs

` ( { )
r (x)� 0

eT (x) : (P IT )

En conclusion, l'�evaluation des coordonn�ees de la fonction s�emantique abstraite repr�esen-
tant une boucle ou un branchement conditionnel, pour un �el�ement v 2 R

P
, pour une fonction

de baseq 2 P, est �equivalente �a la r�esolution du probl�eme 5.4.

Probl�eme 5.4 (Evaluation d'une intersection)

R�esoudre :
Max q(y) s: c y = T(x)

x 2 vs
`({)

r (x) � 0
(P ITq)

Ainsi, on remarque que la fonction s�emantique abstraite d'une intersection est la fonction
valeur Val(P IT ) qui, �a toute fonction de base q 2 P, associe la valeur du probl�eme d'op-
timisation ( P ITq), en d'autres termes, Val(P IT ) : q 7! Val(P ITq). Si v` ({) prend la valeur
�1 le probl�eme n'est pas r�ealisable et la fonction s�emantique abstraite vaut �1 partout.
Par ailleurs, nous rappelons quevs

`({) est uniquement d�etermin�e par les valeurs de v` ({) sur
son domaine et doncx 2 vs

`({) signi�e p(x) � v` ({) (p) pour tout p 2 dom(v` ({) ) d�es que
dom(v` ({) ) est non vide. Si dom(v` ({) ) est vide, le probl�eme devient un probl�eme d'optimisa-
tion sous contrainte qui ne d�epend pas dev` ({) . Nous pouvons utiliser la dualit�e lagrangienne
classique [Roc96, section 28] en limitant l'analyse des programmes au cas des tests convexes.

Exemple 5.7 (A�ectation interne de la boucle au point de contrôle [3])
Nous reprenons le programme de la �gure 5.1] et nous reprenons la con�guration suivante
P = f (x; y) :7! p1x + p2y; (p1; p2) 2 B2(0; 1)g de l'exemple 5.4.
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L'a�ectation au point de contrôle [3] agit sur le point de contrôle [2] uniquement si le
test d'entr�ee de boucle est satisfait. Appelonsr la fonction d�e�nissant le test d'entr�ee de la
boucle : r est la fonction de R2 dans R qui �a ( x; y) associer (x; y) = x2 + y2 � 1. La fonction
s�emantique abstraite est donc, pourv 2 (R

P
)8 :

[F ]
3(v)](q) =

supf q1(2y + 3x2) + q2(0:5y + 0 :2 exp(x)) j r (x; y) � 0; p � (x; y) � v2(p); 8 p 2 B2(0; 1)g

Exemple 5.8 (Branche conditionnelle then au point de contrôle [5])
Nous reprenons le programme de la �gure 5.1] ainsi que la con�guration suivanteP =
f (x; y) :7! p1x + p2y; (p1; p2) 2 B2(0; 1)g de l'exemple 5.4.

L'a�ectation au point de contrôle [5] agit sur le point de contrôle [4] uniquement si le test
d'entr�ee de branche est s'attifait. La fonction s�emantique abstraite est donc, pour v 2 (R

P
)8 :

[F ]
5(v)](q) = sup f q1(y + 1) + q2(x + 1) j x � 0; p � (x; y) � v2(p); 8 p 2 B2(0; 1)g :

5.2 Dualit�e et s�emantique relâch�ee

Les probl�emes 5.2, 5.4 sont de même nature. La di�cult�e des probl�emes d'optimisation
vient principalement du fait que P n'a aucune structure particuli�ere et que P est �a priori
in�ni : la fonction objective est une fonction sur Rd mais le nombre de contrainte est in�ni,
les probl�emes 5.2 et 5.4 appartiennent �a la classe de probl�emes d'optimisation semi-in�nie,
pour plus de d�etails sur le sujet, le lecteur peut consulter [GL02, HK93, LS07c, GVRSS08].

En optimisation sous contraintes, une m�ethode de r�esolution consiste �a r�esoudre un prob-
l�eme qui a, dans de bons cas, la même valeur que le probl�eme initial mais qui poss�ede toujours
de bonnes structures (convexit�e et semi-continuit�e) et qui donne toujours une borne valide
pour le probl�eme initial. Ce nouveau probl�eme appel�e probl�eme dual est construit �a partir du
probl�eme primal. On "ajoute" les contraintes �a la fonction objective par le biais d'une forme
bilin�eaire d�e�nie sur le produit cart�esien de l'ensemble des valeurs des fonctions d�e�nissant les
contraintes et d'un espace bien choisi. Cette m�ethode est appel�e dualit�e lagrangienne [BS00,
Section 2.5.3].

5.2.1 Rappels de dualit�e

Une m�ethode classique pour r�esoudre un probl�eme d'optimisation sous contrainte est d'in-
troduire des vecteurs du dual alg�ebrique ou topologique quand ceux-ci sont identi�ables. Le
but est d'utiliser la bilin�earit�e de l'identi�cation pour se ramener �a un probl�eme qui a de
bonnes structures (convexit�e et continuit�e). Lorsque les duaux ne sont pas identi�ables, on
utilise une notion de dualit�e plus faible (voir [Sch71, Chapter 4]) : on restreint par cette
construction le nombre de formes lin�eaires �a consid�erer mais on conserve la bilin�earit�e.

Remarque 5.3 Tous les espaces vectoriels r�eels disposent d'une base de Hamel. Grâce aux
bases de Hamel, on peut toujours identi�er le dual alg�ebrique d'un espace vectoriel aux fonc-
tions sur cette base de Hamel dansR (voir [AB06, Section 5.9]). Cependant, une base de
Hamel est souvent di�cile �a expliciter.
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Crochet de dualit�e

D�e�nition 5.1 ( Crochet de dualit�e )
Les espaces vectorielsE et F sont en dualit�e s'il existe une forme bilin�eaire h�; �i sur

E � F �a valeurs dans R telle que :

1. hx; yi = 0, pour tout y 2 F implique que x = 0.

2. hx; yi = 0, pour tout x 2 E implique que y = 0.

On appelle la forme bilin�eaire h�; �i , crochet de dualit�e entre E et F .

Si E et F sont en dualit�e, on dira que F est un dual deE ou queE est un dual deF . On
notera le crochet de dualit�e associ�eh�; �i E � F .

Remarque 5.4 Pour deux espaces vectorielsE et F , chaque �el�ement h�; yi avecy 2 F d�e�nit
�a une forme lin�eaire sur E et donc appartient au dual alg�ebrique de E (�eventuellement au
dual topologique deE si elle est continue). Tous les espaces vectoriels en dualit�e avecE sont
des sous ensembles du dual alg�ebrique deE.

Remarque 5.5 Un espace de Banach et son dual topologique sont en dualit�e. En e�et, on
peut prendre comme crochet de dualit�ehx; x 0i = x0(x) o�u x0 d�esigne la forme lin�eaire continue
et x le vecteur de l'espace de Banach. Par ailleurs, lorsque le dual topologique est identi�able,
le crochet de dualit�e peut être donn�e par la forme bilin�eaire d'identi�cation.

Exemple 5.9 (Cas g�en�eral)
Soit E un ensemble quelconque (sans structure particuli�ere), on met en dualit�eRE avec le
sous-espace vectoriel des �el�ements presque nuls. On appelle �el�ements presque nuls, les vecteurs
� 2 RE dont le support (au sens fonctionnel), c'est-�a-dire, l'ensemble supp(� ) = f x 2 E j
� (x) 6= 0g est �ni ou vide. On note l'espace vectoriel des �el�ements presque nulsRE

f ini .

Ainsi, de mani�ere g�en�erale, on met en dualit�e RE et RE
f ini par la forme bilin�eaire :

(f; � ) 7! hf; � i =
X

x2 supp(� )

f (x)� (x) :

Exemple 5.10 (Dualit�e produit)
Soient E , F deux espaces vectoriels. Soient maintenant un espace dualE � (resp. F � ) de E
(resp. F ) et notons h�; �i E � E � (resp. h�; �i F � F � ) le crochet de dualit�e associ�e. L'espace vectoriel
produit E � F est en dualit�e avec E � � F � avec pour crochet de dualit�e h�; �i E � E � + h�; �i F � F � .

Exemple 5.11 (Cas �ni)
Soit E un espace vectoriel de dimension �nied. Dans ce cas, on peut identi�er le dual de
E �a E et le crochet de dualit�e est le produit scalaire deE. Le crochet de dualit�e est, par
cons�equent, d�e�ni par l'application de E � E dans R :

(f; � ) 7! hf; � i =
dX

i =1

f i � i
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Exemple 5.12 (Cas compact)
L'ensemble des mesures sign�ees forme un outil int�eressant pour la programmation semi-in�nie.
En e�et, si nous supposons queE est un espace m�etrique compact, le th�eor�eme de repr�esenta-
tion de Riesz-Markov permet d'identi�er le dual topologique de C(E; R) aux mesures bor�eli-
ennes sign�ees �nies1 sur l'espace m�etrique compact E . L'ensemble des bor�eliennes sign�ees
�nies not�e M (E) est un espace de Banach lorsqu'il est muni de la norme de la variation
totale. Le crochet de dualit�e est donn�e par l'int�egrale de Lebesgue c'est-�a-dire, l'application
de C(E; R) � M (E) :

(f; � ) 7! hf; � i =
Z

E
f (x)d� (x) :

Exemple 5.13 (Cas int�egrable)
Supposons que (E; T ) est un espace mesurable et soit� une mesure (positive) �nie sur T . Pour
tout p 2]1; + 1 [, on peut munir L p(E; T ; � ) c'est-�a-dire l'ensemble des fonctions mesurables

telles que
Z

E
jf (x)jpd� (x) < + 1 de la dualit�e L p � Lq : le dual de Lp(E; T ; � ) est Lq(E; T ; � )

avec 1=p+ 1=q = 1 et le crochet de dualit�e est donn�e par l'int�egrale de Lebesgue du produit
des fonctionsf 2 Lp et g 2 Lq.

Dans le casp = + 1 et p = 1, même s'il n'y a de r�e
exivit�e, on peut munir L 1 (E; T ; � )
d'une dualit�e avec L 1(E; T ; � ) et vice et versa, le crochet de dualit�e est toujours donn�e par
l'int�egrale de Lebesgue.

5.2.2 S�emantique abstraite par dualit�e

Nous cherchons �a calculer, au pire, une sur-approximation des fonctions valeur Val(PAF )
et Val(P IT ). On consid�ere donc les �el�ements de l'espace vectoriel dual qui ont un crochet
de dualit�e positif avec les vecteurs positifs d'un espace vectorielE muni d'un ordre � (on
appelle �el�ements positifs, les vecteursx 2 E tels que 0 � x). Notons E � 0 l'ensemble des
vecteurs positifs deE, E � un ensemble en dualit�e avecE et soit h�; �i le crochet de dualit�e
associ�e. On appellecône dual de E � 0 l'ensembleE �

+ d�e�ni par :

f � 2 E � j hv; � i � 0; 8 v 2 E � 0g

De plus, nous nous int�eressons �egalement aux �el�ements deE qui agissent positivement sur
E �

+ . On appelle lecône bidual de E � 0 l'ensembleE ++
� 0 d�e�ni par :

f v 2 E j hv; � i � 0; 8 � 2 E �
+ g

Soit l'hypoth�ese suivante :

E � 0 = E ++
� 0 (H1)

L'hypoth�ese (H1) d�epend �evidemment du crochet de dualit�e choisi. On utilisera l'expres-
sion (E; E � ) satisfait l'hypoth�ese (H1). L'hypoth�ese (H1) est, par exemple, v�eri��ee pour les
espaces en dualit�e des exemples 5.9, 5.12 et 5.13, l'ordre utilis�e est l'ordre partiel classique sur
les fonctions. SiE est un espace de Banach et siE � d�esigne le dual topologique deE alors

1. pour des d�etails sur les mesures sign�ees, le lecteur pourra consulter [Doo93, Chapter 9] ou [Hal74, Sections
28-29]
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par des arguments de s�eparation, (E; E � ) l'hypoth�ese satisfait l'hypoth�ese (H1). On notera
d�esormais en abr�eg�e e.v. pour espace vectoriel.

A un �el�ement w 2 R
P
, on associe, siw > �1 et dom(w) 6= ; , l'ensembleD(w) d�e�ni par :

f (Q; E ) j ; 6= Q � dom(w); E s.e.v. deRQ ; 8x 2 Rd; ex jQ 2 E; w jQ 2 Eg (5.5)

Nous consid�erons de tels ensembles car les probl�emes d'optimisation pour calculer la fonc-
tion s�emantique abstraite 5.2, 5.4 d�ependent de la structure des ensembles de contraintes
ainsi que des valeurs prises parv` (a) et v` ({) . Les ensemblesQ dans D(w) repr�esentent les
contraintes que l'on va consid�erer dans les probl�emes d'optimisation. Les espaces vectoriels
E , dans l'ensembleD(w), d�eterminent quelle structure alg�ebrique peut être utilis�ee pour
dualiser les contraintes. La �gure 5.3 explique l'importance de tels ensembles. On peut remar-
quer que l'ensembleD(w) n'est jamais vide car il contient toujours (dom(w); Rdom( w) ). Par
ailleurs, l'ensembleD(w) contient toujours un couple (Q; RQ) o�u Q est un sous-ensemble �ni
de dom(w) et ainsi RQ muni d'une norme quelconque est un espace de Banach. Soit (Q; E )
un �el�ement de D(w), on munit E de la relation d'ordre des fonctions, et ainsiE � 0 correspond
�a E \ RQ

+ . D'o�u, x 2 ws �equivaut �a ( w � ex ) jdom( w )
2 Rdom( w)

+ puis, pour tout espace vectoriel
E tel que (dom(w); E ) 2 D(w), x 2 ws �equivaut �a ( w � ex ) jdom( w )

2 E � 0.
On associe �a w l'ensemble D (w) les couples d'espaces vectoriels (Q; E; E � ) en dualit�e

o�u ( Q; E ) est un �el�ement de l'ensemble D(w) et (E; E � ) satisfait l'hypoth�ese (H1). Plus
pr�ecis�ement :

D (w) = f (Q; E; E � ) j (Q; E ) 2 D(w); E et E � sont en dualit�e et ( E; E � ) satisfait (H1) g :

On remarque que l'ensembleD (w) n'est jamais vide puisque (dom(w); Rdom( w) ; Rdom( w)
f ini )

appartient �a D (w). De plus, D (w) contient toujours un �el�ement ( Q; E; E � ) tel que E soit
un espace de Banach etE � soit son dual topologique. Soit (Q; E; E � ) 2 D (w), nous notons
h�; �i Q� E � E � le crochet de dualit�e associ�e aux espaces en dualit�eE , E � .

Le r�esultat donn�e ici est classique en optimisation et permet de r�e�ecrire la fonction s�e-
mantique abstraite des a�ectations et des intersections �a partir d'une dualit�e.

Proposition 5.1 ( S�emantique abstraite et bidual )

{ Soient a 2 A et v 2 (R
P
)n tel quev` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; . Soit (dom(v` (a) ); E; E � ) 2

D (v` (a) ), alors :

sup
x2 vs

` ( a)

eT (x) = sup
x2 Rd

inf
� 2 E �

+

eT (x) + hv` (a) � ex ; � i dom( v` ( a ) )� E � E �

{ Soient { 2 I et v 2 (R
P
)n tel quev` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; . Soit (dom(v` ({) ); E; E � ) 2

D (v` ({) ), alors :

sup
x2 vs

` ( { )
r (x)� 0

eT (x) = sup
x2 Rd

inf
(�;� )2 E �

+ � R+

eT (x) + hv` ({) � ex ; � i dom( v` ( { ) )� E � E � � �r (x)
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Max q(T(x))
)

� card(dom(v` (a) )) � contraintes
p(x) � v` (a)

8p 2 dom(v` (a))

On relâche certaines contraintes
pour n'en prendre que� Q � .

Max q(T(x))
)

� card(Q) � contraintes dans dom(v` (a))
p(x) � v` (a)

8p 2 Q

Pour tout x 2 Rd, v` (a) � ex

est un �el�ement de RQ et
�eventuellement dans un s.e.vE .

Max q(T(x))
9
>=

>;

(v` (a) � ex ) 2 E � 0

E � 0 = E \ RQ
+ � card(Q) � contraintes dans dom(v` (a))

E s.e.v. deRQ

Figure 5.3 { Utilisation possible de l'ensemble (5.5)D(v` (a) )

Nous ne d�emontrons pas ce r�esultat qui est un classique en optimisation. Pour une preuve
de ce r�esultat, le lecteur pourra consulter [Roc74]. On d�eduit de la proposition 5.1 que, pour
tout (dom( v` (a) ); E; E � ) 2 D (v` (a) ), (dom(v` ({) ); F; F � ) 2 D (v` ({) ) :

Val(PAFq) = sup
x2 Rd

inf
� 2 E �

+

q(T(x)) + hv` (a) � ex ; � i dom( v` ( a ) )� E � E � ;

Val(P ITq) = sup
x2 Rd

inf
(�;� )2 F �

+ � R+

q(T(x)) + hv` ({) � ex ; � i dom( v` ( { ) )� E � E � � �r (x) :
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On aura besoin de d�e�nir une fonction s�emantique relâch�ee dont la dualit�e ne d�epend pas
de v` (a) (resp. v` ({) ), par exemple lorsquev` (a) (resp. v` ({) ) prend la valeur �1 . On introduit
l'ensembleD(P) qui contient tous les couples d'espaces vectoriels (E; E � ) en dualit�e qui sat-
isfont (H1) tels qu'il existe Q non vide inclus dansP v�eri�ant E est un sous-espace vectoriel
de RQ . Plus formellement, on obtient la d�e�nition suivante :

D(P) = f (Q; E; E � ) j ; 6= Q � P; E s.e.v. deRQ ; (E; E � ) satisfait (H1) g

5.2.3 A�ectation et intersection : s�emantique relâch�ee

L'introduction du lagrangien permet d'ajouter les contraintes �a la fonction objectif. Cepen-
dant, même dans la formulation donn�ee par la proposition 5.1, le probl�eme n'a pas de bonnes
structures. La dualit�e lagrangienne classique consiste �a r�esoudre un probl�eme qui a de bonnes
propri�et�es. Ce nouveau probl�eme est appel�e probl�eme dual et est donn�e par l'interversion de
l'in�mum et du supremum dans les �egalit�es de la proposition 5.1. La fonction s�emantique
relâch�ee est d�e�nie en commutant le supremum et l'in�mum de la proposition 5.1. Nous ver-
rons plus tard que cette interversion permet d'avoir de meilleures propri�et�es sur la fonction
s�emantique.

D�e�nition 5.2 ( Fonction s�emantique relach�ee d'une a�ectation )

Soient a 2 A et v 2 (R
P
)n tel que v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; . Soit maintenant

(Q; E; E � ) 2 D (v` (a) ). La fonction s�emantique relâch�ee d'une a�ectation au point v, F Q;E;E �

a (v),

est l'�el�ement de R
P

d�e�ni par :

F Q;E;E �

a (v) = inf
� 2 E �

+

sup
x2 Rd

eT (x) + hv` (a) � ex ; � i Q� E � E �

Si v` (a) � + 1 , on pose pour tout (Q; E; E � ) 2 D(P),

F Q;E;E �

a (v) = sup
x2 Rd

eT (x) :

S'il existe p 2 P tel que v` (a) (p) = �1 , on pose pour tout (Q; E; E � ) 2 D(P),

F Q;E;E �

a (v) = �1 :

Remarque 5.6 (Fonction relâch�ee standard pour les a�ectations) Lorsqu'on �xe q 2
P, on obtient la valeur suivante, si v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; et (Q; E; E � ) 2 D (v` (a) ) :

h
F Q;E;E �

a (v)
i

(q) = inf
� 2 E �

+

sup
x2 Rd

q(T(x)) + hv` (a) � ex ; � i Q� E � E � :

Quand v` (a) � + 1 , pour tout ( Q; E; E � ) 2 D(P), [F Q;E;E �

a (v)](q) = sup
x2 Rd

q(T(x)), et s'il

existe p 2 P tel que v` (a) (p) = �1 , pour tout ( Q; E; E � ) 2 D(P), [F Q;E;E �

a (v)](q) = �1 .

Remarque 5.7 Si v` (a) � + 1 , la fonction s�emantique relâch�ee co•�ncide avec la fonction
s�emantique abstraite. On obtient le même r�esultat s'il existe p 2 P, tel que v` (a) (p) = �1 .

106



5.2. DUALIT�E ET S�EMANTIQUE REL̂ACH�EE

Exemple 5.14 (Fonction s�emantique relâch�ee de l'exemple 5.4)
Nous reprenons la con�guration P de l'exemple 5.4 c'est-�a-dire l'ensembleP = f (x; y) :7!
p1x + p2y; (p1; p2) 2 B2(0; 1)g. L'ensembleP s'identi�e �a la boule unit�e ferm�ee de R2. Nous
identi�ons les fonctions de R

P
aux fonctions deR2 dans R.

L'a�ectation du point de contrôle [2] agit sur le point de contrôle [1]. Or d'apr�es l'ex-
emple 5.2, commevs

1 = B2(0; 1), on a v1(p) = 1, pour tout p 2 P, la fonction v1 est
donc continue sur P = B2(0; 1). Nous utilisons la dualit�e de l'exemple 5.12. On note M
l'ensemble des mesures sign�ees �nies surB2(0; 1) (pour la tribu bor�elienne) et nous posons
E = C(B2(0; 1); R), E � = M (B2(0; 1)) et (P; E; E � ) 2 D (v1). Le cône dual E �

+ correspond
�a M + (B2(0; 1)) l'ensemble des mesures positives �nies surB2(0; 1). Pour cette dualit�e, pour
q 2 P, la fonction s�emantique relâch�ee au point de contrôle [2] est donc la fonction :

h
F P;E;E �

2 (v)
i

(q) = inf
� 2 E �

+

sup
(x;y )2 R2

q1y+ q2x+ � (B2(0; 1)) � x
Z

B 2 (0;1)
p1d� (p)� y

Z

B 2 (0;1)
p2d� (p) :

Remarquons tout d'abord que :

sup
(x;y )2 R2

q1y + q2x + � (B2(0; 1)) � x
Z

B 2 (0;1)
p1d� (p) � y

Z

B 2 (0;1)
p2d� (p) < + 1

ssi q1y + q2x +
Z

B 2 (0;1)
p1d� (p) � y

Z

B 2 (0;1)
p2d� (p) = 0

On pose ,q0 = ( q2; q1)=kqk et � = kqk� q0 (la mesure de Dirac qui charge le vecteur normalis�e
q0). On obtient :

sup
(x;y )2 R2

q1y + q2x + kqk� q0 (B2(0; 1)) � x
Z

B 2 (0;1)
p1d� (p) � y

Z

B 2 (0;1)
p2d� (p)

= sup
(x;y )2 R2

q1y + q2x + kqk� q0 (B2(0; 1)) � xq2d� (p) � yq1

= kqk� q0 (B2(0; 1)) = kqk

On a pour le moment juste montr�e que
h
F P;E;E �

2 (v)
i

(q) � k qk. Nous conclurons plus tard

que
h
F P;E;E �

2 (v)
i

(q) = kqk pour tout q 2 B2(0; 1).

Grâce �a cet exemple trait�e de mani�ere compliqu�ee on montre que l'�echange des variables
x et y e�ectu�e entre les points de contrôle [1] et [2] conserve bien la boule unit�e. Un tel
r�esultat ne pourrait avoir lieu en prenant le domaine des intervalles, des gabarits ou même
des poly�edres.

En prenant comme a�ectation l'identit�e, on retrouve le calcul de la P-enveloppe convexe.
On peut donc �evaluer celle-ci par dualit�e lagrangienne.
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D�e�nition 5.3 ( P-enveloppe convexe relach�ee )

Soient w 2 R
P

tel que w > �1 et dom(w) 6= ; . Soit (Q; E; E � ) 2 D (w). La P-enveloppe
convexe relâch�ee dew est l'�el�ement vex P(w)Q;E;E �

d�e�ni par :

vexP(w)Q;E;E �
= inf

� 2 E �
+

sup
x2 Rd

ex + hw � ex ; � i Q� E � E �

Si w � + 1 , on pose pour tout (Q; E; E � ) 2 D(P),

vexP(w)Q;E;E �
= sup

x2 Rd
ex

S'il existe p 2 P tel que w(p) = �1 , on pose pour tout (Q; E; E � ) 2 D(P),

vexP(w)Q;E;E �
= �1

Exemple 5.15 ( P-enveloppe convexe dans les intervalles)
On revient �a l'exemple 5.5. On reprend donc la con�guration P = f (x; y) :7! p1x+ p2y; (p1; p2) 2
B2(0; 1)g. On poseQ = f (1; 0); (� 1; 0); (0; 1); (0; � 1)g. On introduit l'espace vectoriel E = RQ

et E � = RQ . On prend la fonction v de P dans R telle que v(p) = 1 si p 2 Q et v(p) = + 1 si
p =2 Q. La P-enveloppe convexe relâch�ee dev est la fonction qui �a q associe :

vexP(v)Q;E;E �
(q) = inf

� 2 E �
+

sup
(x;y )2 R2

q1x + q2y +
X

p2 Q

(1 � (p1x + p2y)) � (p)

que l'on peut r�e�ecrire :

vexP(v)Q;E;E �
(q) = inf

� 2 E �
+

sup
(x;y )2 R2

x(q1 � � (e1) + � (� e1)) + y(q2 � � (e2) + � (� e2))

+ � (e1) + � (� e1) + � (e2) + � (� e2)

o�u e1 d�esigne le vecteur (1; 0) et e2 d�esigne le vecteur (0; 1). La valeur sup
(x;y )2 R2

x(q1 � � (e1) +

� (� e1)) + y(q2 � � (e2) + � (� e2)) est �nie ssi :

�
q1 � � (e1) + � (� e1) = 0
q2 � � (e2) + � (� e2) = 0

Puisque � prend des valeurs positives,q1 � 0 implique � (e1) = q1 et � (� e1) = 0 et q1 < 0
implique � (e1) = 0 et � (� e1) = � q1 et on obtient les mêmes implications pourq2, � (e2) et
� (� e2). On retrouve les r�esultats de l'exemple 5.5 :

vexP(v)Q;E;E �
(q) = sup f� p1 � p2; � p1 + p2; p1 � p2; p1 + p2g

Ce r�esultat d�ecoule en fait du th�eor�eme de dualit�e forte en programmation lin�eaire que nous
exposerons plus tard.

Exemple 5.16 ( P-enveloppe convexe pathologique)
Nous reprenons la con�guration et la fonction de l'exemple 5.6 :P = f p 2 C(R; R) j p(x) =
0; 8 x =2 [0; 1]; p(1=2) � 0g et on d�e�nit v(p) = p(1=2)2 pour tout p 2 P. Nous avions montr�e
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que la fonction vexP(v) �etait identiquement nulle. Nous consid�erons maintenant le crochet de
dualit�e entre RP et RP

f ini . Nous calculons donc, en posantE = RP et E � = RP
f ini , vexP(v)P;E;E �

.
Soit p 2 P, par d�e�nition,

vexP(v)P;E;E �
(p) = inf

� 2 E �
+

sup
x2 [0;1]

p(x) +
X

q2 P

� (q)
�
(q(1=2))2 � q(x)

�

les sommes sont �nies car� est non nulle sur un nombre �ni d'�el�ement q 2 P. Pour tout p 2 P,
la fonction x 7! max(p(x); 0) appartient �a P. Consid�erons la fonction � telle que � (q) vaut
1 si q = max( p;0) et 0 sinon. On obtient vexP(v)P;E;E �

(p) � sup
x2 [0;1]

p(x) + max( p(1=2); 0))2 �

max(p(x); 0) = sup
x2 [0;1]

p(x) � max(p(x); 0) = 0.

Comme pour les a�ectations, on d�e�nit la fonction s�emantique relâch�ee d'une intersection
en intervertissant le supremum et l'in�mum dans la proposition 5.1.

D�e�nition 5.4 ( Fonction s�emantique relach�ee d'une intersection )

Soient { 2 I et v 2 (R
P
)n tel que v` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; . Soit maintenant

(Q; E; E � ) 2 D (v` ({) ). La fonction s�emantique relâch�ee d'une intersection au point v, F Q;E;E �

{ ,

est l'�el�ement de R
P

d�e�ni par :

F Q;E;E �

{ (v) = inf
(�;� )2 E �

+ � R+

sup
x2 Rd

eT (x) + hv` ({) � ex ; � i Q� E � E � � �r (x) :

Si v` ({) � + 1 , on pose pour tout (Q; E; E � ) 2 D(P),

F Q;E;E �

{ (v) = inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT (x) � �r (x) :

S'il existe p 2 P tel que v` ({) (p) = �1 , on pose pour tout (Q; E; E � ) 2 D(P),

F Q;E;E �

{ (v) = �1 :

Remarque 5.8 (Fonction relâch�ee standard pour les intersections) Lorsqu'on �xe q 2
P, on obtient la valeur suivante :

h
F Q;E;E �

{ (v)
i

(q) = inf
(�;� )2 E �

+ � R+

sup
x2 Rd

q(T(x)) + hv` ({) � ex ; � i Q� E � E � � �r (x) :

Quand v` ({) � + 1 , pour tout ( Q; E; E � ) 2 D(P), [F Q;E;E �

{ (v)](q) = inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

q(T(x)) �

�r (x) et s'il existe p 2 P tel que v` ({) (p) = �1 , pour tout ( Q; E; E � ) 2 D(P), [F Q;E;E �

{ (v)](q) =
�1 .

Remarque 5.9 S'il existe p 2 P, tel que v` ({) (p) = �1 , la fonction s�emantique relâch�ee
co•�ncide avec la fonction s�emantique abstraite.
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Exemple 5.17 (Fonction s�emantique relâch�ee de l'exemple 5.7)
Nous reprenons la con�guration P de l'exemple 5.4 c'est-�a-dire l'ensembleP = f (x; y) :7!
p1x + p2y; (p1; p2) 2 B2(0; 1)g. L'ensembleP s'identi�e �a la boule unit�e ferm�ee de R2. Nous
identi�ons les fonctions de R

P
aux fonctions deR2 dans R.

Si v2 est continue surP, on peut prendre la dualit�e E = C(B2(0; 1); R), E � = M (B2(0; 1)
et (P; E; E � ) 2 D (v2). Pour cette dualit�e, pour q 2 P, la fonction s�emantique relâch�ee au
point de contrôle [3] est par cons�equent la fonction :

h
F Q;E;E �

3 (v)
i

(q) = inf
� 2 E �

+
� 2 R+

sup
(x;y )2 R2

q1(2y + 3x2) + q2(0:5y + 0 :2 exp(x)) + � (1 � x2 � y2)

+
Z

B 2 (0;1)
v2(p)d� (p) � x

Z

B 2 (0;1)
p1d� (p) � y

Z

B 2 (0;1)
p2d� (p) :

Si v2 n'est pas continue surP ne prend jamais la valeur �1 et dom(v2) est non vide,
on peut prendre la dualit�e E = Rdom( v2 ) , E � = Rdom( v2 )

f ini ainsi (dom(v2); E; E � ) 2 D (v2).
Remarquons queE �

+ correspond aux fonctions �a valeurs positives ou nulles qui sont non nulles
sur un nombre �ni d'�el�ements p 2 P. Pour cette dualit�e, pour q 2 P, la fonction s�emantique
relâch�ee au point de contrôle [3] est par cons�equent la fonction :

h
F dom( v2 );E;E �

3 (v)
i

(q) = inf
� 2 E �

+
� 2 R+

sup
(x;y )2 R2

q1(2y + 3x2) + q2(0:5y + 0 :2 exp(x))

+
X

supp �
p2 dom( v2 )

� (p) (v2(p) � p � (x; y)) + � (1 � x2 � y2) :

Probl�emes duaux

Si, pour tout a 2 A, v` (a) > �1 et pour tout { 2 I , v` ({) > �1 , la fonction s�emantique
relâch�ee est la fonction identiquement �egale �a �1 . Lorsque ces fonctions sont identiquement
�egales �a + 1 , les probl�emes d'optimisation �a r�esoudre pour calculer la fonction s�emantique
abstraite ou relâch�ee ne d�ependent pas dev` (a) ou v` ({) .

Pour tout a 2 A, calculer la fonction s�emantique relâch�ee au point v 2 (R
P
)n tel que v` (a) >

�1 et dom(v` (a) ) est non vide revient �a r�esoudre la famille de probl�emes de minimisation 5.5
dont les contraintes ne d�ependent pas du degr�e de libert�ev` (a) mais uniquement de la dualit�e

choisie. Fixons donc, pour un �el�ement v 2 (R
P
)n tel que v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; , un

�el�ement ( Q; E; E � ) 2 D (v` (a) ).

Probl�eme 5.5 (Probl�eme dual d'une a�ectation)

R�esoudre le probl�eme de minimisation :

Min
� q2 E �

+

[ a(q)] ( � q) (DAFq )

o�u [  a(q)] ( � q) = Max
x2 Rd

q(T(x)) + hv` (a) � ex ; � qi Q� E � E �

On pourrait ajouter une contrainte suppl�ementaire sur l'ensemble des �el�ements duaux aux
vecteurs. En e�et, il faudrait consid�erer uniquement les vecteurs duaux � q 2 E �

+ tels que :
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[ a(q)] ( � q) < + 1 :

Le probl�eme dual d'un probl�eme de calcul de P-enveloppe convexe est donc le probl�eme 5.5
o�u l'application T est l'identit�e.

De même, pour tout { 2 I , calculer la fonction relâch�ee au point v 2 (R
P
)n satisfaisant

v` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; revient �a r�esoudre la famille de probl�emes de minimisation 5.6
dont les contraintes ne d�ependent uniquement que de dualit�e choisie. Fixons donc, pour un
�el�ement v 2 (R

P
)n tel que v` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; , un �el�ement ( Q; E; E � ) 2 D (v` ({)) ).

Probl�eme 5.6 (Probl�eme dual d'une intersection)

R�esoudre le probl�eme de minimisation :

Min
(� q ;� q )2 E �

+ � R+

[ {(q)] ( � q; � q) (DITq )

o�u [  {(q)] ( � q; � q) = Max
x2 Rd

q(T(x)) + hv` ({) � ex ; � qi Q� E � E � � � qr (x)

On pourrait ajouter une contrainte suppl�ementaire sur l'ensemble des �el�ements duaux aux
vecteurs. En e�et, il faudrait consid�erer uniquement les vecteurs duaux (� q; � q) 2 E �

+ � R+

tels que :

[ {(q)] ( � q; � q) < + 1 :

Proposition 5.2 ( Probl�emes duaux convexes )
Les probl�emes 5.5 et 5.6 sont des probl�emes de minimisation convexe.

Nous d�emontrons ce r�esultat classique pour la commodit�e du lecteur.

D�emonstration
Ce r�esultat est essentiellement dû au fait que les fonctions� 7! hv` (a) � ex ; � i Q� E � E � et
(�; � ) 7! hv` ({) � ex ; � i Q� E � E � � �r (x) sont des fonctions lin�eaires et donc convexes par
cons�equent le supremum pris sur tout Rd d�e�nit �egalement des fonctions convexes d'o�u la
convexit�e des fonctions  a et  {. On conclut que les probl�emes sont convexes en remarquant
que les ensemblesE �

+ et R+ sont des ensembles convexes. �

5.2.4 S�emantique relâch�ee des unions

Le probl�eme 5.4 est assez compliqu�e �a r�esoudre puisque contrairement �a l'intersection,
nous ne pouvons pas concat�ener les contraintes. Nous ne tentons pas de le r�esoudre par des
m�ethodes directes. Nous cherchons simplement une borne valide, c'est-�a-dire une fonction sur
R

P
qui sur-approxime la fonction s�emantique abstraite. On utilise la proposition 5.3.
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Proposition 5.3 ( Encadrement de l'union )

Pour tout v; w 2 R
P

:

sup(vexP(v); vexP(w)) � (v? [ w?)y � vexP(sup(v; w)) :

Si, de plus,v; w 2 VexP(R
P
) alors :

(v? [ w?)y = sup( v; w) : (5.6)

D�emonstration
Soient v; w 2 R

P
. Par monotonie de l'application u 7! u?, v? � v? [ w? et w? � v? [ w? et

par monotonie de l'application C 7! Cy, on obtient, (v?)y � (v? [ w?)y et (w?)y � (v? [ w?)y,
on conclut que sup(vexP(v); vexP(w)) � (v? [ w?)y. Soit x 2 v? [ w?, on a doncp(x) � v(p)
pour tout p 2 P ou p(x) � w(p) pour tout p 2 P, on conclut que p(x) � sup(v; w)(p) pour
tout p 2 P d'o�u, x 2 sup(v; w)?. Finalement, par monotonie de C 7! Cy, on conclut que
(v? [ w?)y � vexP(sup(v; w)).

Si v; w 2 VexP(R
P
), sup(vexP(v); vexP(w)) = sup( v; w) et comme vexP(sup(v; w)) �

sup(v; w), on conclut d'apr�es l'in�egalit�e pr�ec�edente que ( v? [ w?)y = sup( v; w). �

Remarque 5.10 Pour tout v 2 R
P
, vexP(v) est toujours plus petite que v, on d�eduit que

(v? [ w?)y � sup(v; w).

A pr�esent, nous pouvons d�e�nir la s�emantique relâch�ee pour l'union toujours en s'assurant
que celle-ci majore la fonction s�emantique abstraite.

D�e�nition 5.5 ( Fonction s�emantique relach�ee pour l'union )

Soit u 2 U. La coordonn�ee de la fonction s�emantique relâch�ee est la fonctionF R
u :

(R
P
)n 7! R

P
d�e�nie par :

F _
u (v) = sup( v`g (u) ; v`d (u) ) :

Exemple 5.18 (Fonction s�emantique relâch�ee de l'union)
Sur le programme de la �gure 5.1, au point de contrôle [3], la bouclewhile entrâ�ne une
op�eration d'union : la fonction s�emantique concr�ete au point de contrôle [3] est :

X 3 = X 2 [ X 7

Pour rappel, nous trouvons ces deux coordonn�ees en remarquant que les moyens d'entr�ee dans
la boucle while sont soit, si la bouclewhile n'a jamais �et�e parcourue, de venir du point de
contrôle [2], soit, si la bouclewhile a d�ej�a �et�e parcourue, de revenir apr�es l'op�eration interne
de la boucle c'est-�a-dire le point de contrôle [7].

Soit une con�guration P. Soit v 2 (R
P
)8, les ensemblesvs

i s'entendent donc par rapport
�a cette con�guration. La fonction s�emantique abstraite au point de contrôle [3] est donc la
fonction qui �a v 2 (R

P
)8 associe :

F _
u (v) = sup( v2; v7) :
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D'apr�es l'�equation (5.6), si les op�erandes de l'union v`g (u) et v`d (u) sont des fonctionsP-
convexes, la fonction s�emantique abstraite d'une union est �egale �a la fonction s�emantique
relâch�ee :

F ]
u(v) = F _

u (v) :

5.3 Egalit�es entre s�emantiques abstraites et relâch�ees

Dans cette section, nous �etudions les con�gurations et les conditions pour lesquelles nous
avons �egalit�e entre la fonction s�emantique abstraite et la fonction s�emantique relâch�ee. Pour
l'union, nous avons vu que si les op�erandes �etaient des �el�ementsP-convexes alorsF _

u = F ]
u .

Pour les a�ectations et les intersections, nous devrons utiliser des techniques d'analyse convexe
et d'optimisation pour obtenir l'�egalit�e entre la fonction s�emantique relâch�ee et la fonction
s�emantique abstraite. Le th�eor�eme d'�egalit�e d�ecoulera du th�eor�eme dit de dualit�e forte : la
valeur du probl�eme primal co•�ncide avec la valeur duale.

5.3.1 A�ectations concaves et tests convexes

Pour �etablir un r�esultat d'�egalit�e, on utilise un r�esultat de dualit�e forte en programmation
semi-in�nie de Shapiro [Sha05]. SoientK � E un cône de l'espace vectorielE , f une fonction
de Rd dans R [ f�1g et G : Rd 7! E . On s'int�eresse au probl�eme de maximisation suivant :

Max f (x) s: c G(x) 2 K (P)

On note Sol(P) l'ensemble des solutions du probl�eme (P) et Val(P) la valeur du probl�eme (P).
Soit E � un dual de E et h�; �i le crochet de dualit�e. On pose L(x; � ) = f (x) + hG(x); � i
et notons K + le cône dual deK . On a Val(P) = sup

x2 Rd
inf

� 2 K +
L(x; � ) et on pose Val(D ) =

inf
� 2 K +

sup
x2 Rd

L(x; � ).

Proposition 5.4 ( Proposition 3.4 [Sha05] )
Supposons Sol(P) non vide et born�e. De plus, si le cône bidual deK ++ est �egal �a K et

si pour tout � 2 K + , x 7! L (x; � ) est une fonction concave semi-continue sup�erieurement
telle qu'il existe x � v�eri�ant L (x � ; � ) > �1 alors Val(P) = Val( D ).

Dans notre contexte, la fonction f est une fonction q 2 P, la fonction G est la fonction
de Rd dans un espace vectorielF tel que (dom(v` (a) ); F ) 2 D(v` (a) ), v` (a) � ex dans le cas
d'une a�ectation et la fonction de Rd dans un espace vectorielH tel que (dom(v` ({) ); F ) 2
D(v` ({) ), v` ({) � ex dans le cas d'une intersection. De plus, le côneK est F� 0 (pour rappel

F \ R
dom( v` ( a ) )
+ ) dans le cas d'une a�ectation et H � 0 (pour rappel H \ R

dom( v` ( { ) )
+ ) dans le cas

d'une intersection. Le lagrangienL correspond soit �a q(T(x)) + hv` (a) � ex ; � i dom( v` ( a ) )� F � F �

soit �a q(T(x)) + hv` ({) � ex ; � i dom( v` ( { ) )� H � H � � �r (x) o�u (dom( v` (a) ); F; F � ) 2 D (v` (a) ) et
(dom(v` ({) ); H; H � ) 2 D (v` ({) ).
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Th�eor�eme 5.1 ( Egalit�e entre fonction s�emantique abstraite et relach�ee )
On note Ta l'application associ�ee �a la coordonn�ee a 2 A (resp. T{ pour { 2 I ). On note

r { le test associ�e �a la coordonn�ee { 2 I .
Soient a 2 A et v 2 (R

P
)n tel que v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; . Soit q 2 P tel que

l'ensemble Sol(PAFq) soit non vide et born�e. Si, pour tout p 2 dom(v` (a) ), p est convexe et
si q � Ta est concave alors pour tout (dom(v` (a) ); E; E � ) 2 D (v` (a) ) :

h
F ]

a(v)
i

(q) =
h
F

dom( v` ( a ) );E;E �

a (v)
i

(q) :

Soient { 2 I et v 2 (R
P
)n tel que v` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; . Soit q 2 P tel

que l'ensemble Sol(P ITq) soit non vide et born�e. Supposons quer { est une fonction con-
vexe. Si, pour tout p 2 dom(v` ({) ), p est convexe et siq � T{ est concave alors pour tout
(dom(v` ({) ); F; F � ) 2 D (v` ({) ) :

h
F ]

{ (v)
i

(q) =
h
F

dom( v` ( { ) );F;F �

{ (v)
i

(q) :

Soit u 2 U. Si, v`g (u) et v`d (u) sont des fonctionsP-convexes alors :

F ]
u(v) = F _

u (v) :

D�emonstration
Soient { 2 I et v 2 (R

P
)n tel que dom(v` ({) ) 6= ; . Soit q 2 P tel que Sol(P ITq) est non vide est

born�e. Soit (dom( v` ({) ); F; F � ) 2 D (v` ({) ). Comme Sol(P ITq) est non vide alorsvs
`({) \ r � 1

{ (R� )

est non vide. Par ailleurs q � T{ est concave et �a valeur �nie donc continue sur Rd. De plus,
comme tout p 2 dom(v` ({) ) est convexe alors, pour tout (�; � ) 2 F �

+ � R+ , x 7! q(T{x) +
hv` ({) � ex ; � i dom( v` ( { ) )� F � F � � �r {(x) est concave. En e�et, si, pour tout p 2 dom(v` ({) ), p
est convexe alorsetx +(1 � t )x0(p) � tex (p) + (1 � t)ex0(p) pour tout p 2 dom(v` ({) ), pour tout
x; x 0 2 Rd et pour tout t 2 [0; 1] ; on en d�eduit que, pour tout x; x 0 2 Rd et pour tout
t 2 [0; 1], v` ({) � etx +(1 � t )x0 � (v` ({) � tex + (1 � t)ex0) � 0 puis, par d�e�nition de F et F �

+ ,
hv` ({) � etx +(1 � t )x0 � (v` ({) � tex + (1 � t)ex0); � i dom( v` ( { ) )� F � F � � 0 pour tout x; x 0 2 Rd, pour
tout t 2 [0; 1] et pour tout � 2 F �

+ ; en�n hv` ({) � etx +(1 � t )x0; � i dom( v` ( { ) )� F � F � � h v` ({) � tex +

(1 � t)ex0; � i dom( v` ( { ) )� F � F � pour tout x; x 0 2 Rd, pour tout t 2 [0; 1] et pour tout � 2 F �
+ .

En outre, x 7! q(T{x) + hv` ({) � ex ; � i dom( v` ( { ) )� F � F � � �r {(x) �a valeurs �nies donc continue

sur Rd. On conclut par la proposition 3.4 de [Sha05] (proposition 5.4 ici). On utilise le même
raisonnement pour les a�ectations. Pour les unions, le r�esultat d�ecoule de l'�equation (5.6). �

Les deux fonctions s�emantiques co•�ncident �egalement lorsque v` (a) et v` ({) prennent la
valeur �1 . Lorsque l'on s'int�eresse aux a�ectations, les deux fonctions s�emantiques co•�nci-
dent d�es que v` (a) est identiquement �egale �a + 1 . Pour les intersections, l'hypoth�ese des tests
convexes est essentielle (mais pas n�ecessaire) pour assurer l'�egalit�e des deux fonctions s�eman-
tiques : ce r�esultat est assur�e par le th�eor�eme de dualit�e forte de la maximisation sous un
nombre �ni de contraintes.
Exemple 5.19 (Retour �a l'exemple 5.14)
Nous revenons �a l'exemple 5.14 pour achever la preuve. Le probl�eme :

Maxf q1y + q2x j p � (x; y) � v1(p); 8 p 2 B2(0; 1)g
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est un probl�eme de maximisation d'une fonction continue sur un ensemble compact, l'ensemble
des solutions est donc non vide et born�e. Les fonctions (x; y) 7! p1x + p2y sont lin�eaires et
donc convexes et la fonction (x; y) 7! q1y + q2x est lin�eaire donc concave etv1 ne prend pas
la valeur �1 et est �nie. D'apr�es le th�eor�eme 5.1, il y a �egalit�e entre la fonction s�emantique
relâch�ee d�e�nie �a l'exemple 5.14 et la fonction s�emantique abstraite d�e�nie �a l'exemple 5.4.

5.3.2 Con�gurations born�ees

Les con�gurations couramment utilis�ees en analyse statique contiennent la base duale.
Par exemple, d�es que les bornes des intervalles sont �nies, nous manipulons des ensembles
compacts convexes ce qui assure que les probl�emes d'optimisation �a r�esoudre sur ces ensembles
ont des valeurs �nies et des solutions optimales convexes compactes non vides. On peut
g�en�eraliser cette id�ee en prenant une con�guration P qui, d�es qu'un degr�e de libert�e est �ni
sur certaines fonctions de base, assure que leP-sous niveau est compact.

D�e�nition 5.6 ( Con�guration born�ee )
On dit que P est une con�guration born�ee si :

1. P est un sous-ensemble deC(Rd; R) l'ensemble des fonctions continues deRd dans R.

2. Il existe B � P tel que, pour tout v 2 R
P

v�eri�ant v(p) > �1 pour tout p 2 P,
B � dom(v) et vs 6= ; , vs est une partie born�ee deRd.

Par la suite, lorsqueP est une con�guration born�ee, on notera B(P), l'ensemble suivant :

f B � P j (B � dom(v); vs 6= ; ) =) vs born�e g

Exemple 5.20 (Con�guration born�ee classique d'interpr�etation abstraite)
Toute con�guration contenant f� e?

i g o�u f e?
i g est la base duale deRd est une con�gura-

tion born�ee. En d'autres termes, les domaines des intervalles, zones de Min�e et gabarits de
Sankaranarayanan et al sont des con�gurations born�ees.

Exemple 5.21 (Con�gurations quadratiques 1)
Toute con�guration contenant une fonction q : x 7! xT Lx o�u L est une matrice d�e�nie positive
est une con�guration born�ee.

Exemple 5.22 (Con�gurations quadratiques 2)
Toute con�guration contenant des fonctions qi de la forme qi : x 7! xT L i x o�u L i sont des
matrices diagonales telles queL i

kk > 0 si k = i et 0 sinon.

Soit une con�guration born�ee P, et soient a 2 A, B 2 B(P) et un �el�ement v dans (R
P
)n

tel que B � dom(v` (a) ). Si vs
`(a) 6= ; alors :

8 p 2 P; 9 x 2 vs
`(a) ; tel que p(Tx) =

h
Fa

] (v)
i

(p)

et, de plus, pour tout p 2 P, l'ensemble desx 2 vs
`(a) qui satisfait l'�egalit�e est compact. On

obtient le même r�esultat sur les intersections d�es quevs
`({) \ r � 1(R� ) 6= ; .

Nous d�eduisons imm�ediatement le corollaire suivant :
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Corollaire 5.1 ( Dualit�e forte et con�gurations born�ees )
On note Ta l'application associ�ee �a la coordonn�ee a 2 A (resp. T{ pour { 2 I ). On note

r { le test associ�e �a la coordonn�ee { 2 I . Soit P est une con�guration born�ee.
Soient a 2 A et v 2 (R

P
)n tel que dom(v` (a) ) 6= ; et vs

`(a) 6= ; . On suppose qu'il existe
B 0 2 B(P) tel que B 0 � dom(v` (a) ) et que pour tout p 2 dom(v` (a) ), p soit convexe. Soit
q 2 P telle que q � Ta est concave alors pour tout (dom(v` (a) ); E; E � ) 2 D (v` (a) ) :

h
F ]

a(v)
i

(q) =
h
F

dom( v` ( a ) );E;E �

a (v)
i

(q) :

Soient { 2 I et v 2 (R
P
)n tel que dom(v` ({) ) 6= ; et vs

`({) \ (r {) � 1(R� ) 6= ; . On suppose
qu'il existe B 2 B(P) tel que B � dom(v` ({) ) et que pour tout p 2 dom(v` ({) ), p soit convexe.
Supposons, de plus, quer { est une fonction convexe. Soitq 2 P telle que q � T{ est concave
alors pour tout (dom(v` ({) ); F; F � ) 2 D (v` ({) ) :

h
F ]

{ (v)
i

(q) =
h
F

dom( v` ( { ) );F;F �

{ (v)
i

(q) :

5.3.3 Probl�emes d'optimisation �a contraintes �nies

Dans les r�esultats pr�ec�edents, nous n'avons �emis aucune hypoth�ese sur la cardinalit�e de P
mais les r�esultats �enonc�es plus tôt restent vrais si dom(v` (a) ) ou dom(v` ({) ) sont des ensembles
�nis. Dans cette sous-section, nous allons revenir �a des probl�emes de maximisation avec un
nombre �ni de contraintes. Ce type de r�esultats peut s'appliquer aux domaines classiquement
utilis�es en interpr�etation abstraite qui, en plus de la �nitude des contraintes, utilisent la
lin�earit�e des fonctions de base p 2 P.

Th�eor�eme 5.2 ( Probl�emes �a domaines �nis )
On note Ta l'application lin�eaire associ�e �a la coordonn�ee a 2 A (resp. T{ pour { 2 I ). On

note r { le test associ�e �a la coordonn�ee { 2 I .
Soient a 2 A et v 2 (R

P
)n tel que v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; . Supposons que, pour

tout p 2 dom(v` (a) ), p est lin�eaire et que dom(v` (a) ) est un ensemble �ni. Si q� Ta est lin�eaire
et vs

`(a) 6= ; alors pour tout (dom(v` (a) ); E; E � ) 2 D (v` (a) ) :

h
F ]

a(v)
i

(q) =
h
F

dom( v` ( a ) );E;E �

a (v)
i

(q) :

Soient { 2 I et v 2 (R
P
)n tel que v` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; . Supposons que, pour tout

p 2 dom(v` ({) ), p est lin�eaire et que dom(v` ({) ) est un ensemble �ni. On suppose quer { est
a�ne. Si q� T{ est lin�eaire et vs

`({) \ r � 1
{ (R� ) 6= ; alors pour tout (dom(v` ({) ); F; F � ) 2 D (v` ({) ) :

h
F ]

{ (v)
i

(q) =
h
F

dom( v` ( { ) );F;F �

{ (v)
i

(q) :

Exemple 5.23 (Retour �a l'exemple 5.15)
L'ensemble Q de l'exemple 5.15 est un ensemble �ni et pour toutq 2 Q, x 7! q � x d�e�nit
une forme lin�eaire. De plus, on a choisi une fonction telle que dom(v) = Q et comme dans
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le calcul de laP-enveloppe convexe,Ta correspond �a l'identit�e et que pour tout p 2 P, p est
lin�eaire alors d'apr�es le th�eor�eme 5.2, la fonction vex P(v)Q;E;E �

co•�ncide avec laP-enveloppe
convexe dev.

La �nitude des ensembles dom(v` (a) ) et dom(v` ({) ) 6= ; ainsi que la lin�earit�e des �el�ements
de ces ensembles entrâ�ne la �nitude de l'ensemble des solutions des probl�emes duaux. Nous
�enon�cons ce r�esultat sous la forme de la proposition suivante :

Proposition 5.5 ( Con�gurations lin�eaires �nies et vecteurs duaux )
Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 5.2, l'ensemble des solutions des probl�emes (DAFq )

et (DITq ) sont �nis.

Le th�eor�eme 5.2 d�ecoule du th�eor�eme de dualit�e forte de la programmation lin�eaire. La
proposition 5.5 d�ecoule du th�eor�eme de Krein-Milman et du th�eor�eme de s�eparation qui a�rme
d'une part qu'un ensemble convexe compact est l'enveloppe convexe de ses points extrêmes
et d'autre part qu'une forme lin�eaire atteint son maximum sur un convexe compact sur un
point extrême. Dans le cas des polytopes convexes, l'ensemble des points extrêmes est �ni
d'o�u le r�esultat. Le th�eor�eme 5.2 et la proposition 5.5 sont �a la base de l'it�eration sur les
politiques dans le domaine des gabarits lin�eaires de Sankaranarayanan d�evelopp�ee par Taly
et al [GGTZ07].

5.4 Propri�et�es de la s�emantique relâch�ee des a�ectations et des
intersections

L'interversion du supremum et de l'in�mum dans la proposition 5.1 implique des propri�et�es
suppl�ementaires �a la fonction s�emantique relâch�ee. Dans un premier temps, on peut r�e�ecrire la
fonction s�emantique relâch�ee comme un in�mum de fonctions a�nes sur les degr�es de libert�e
v.

5.4.1 Sur-approximation sûre de la s�emantique abstraite

L'�evaluation de la fonction s�emantique abstraite par dualit�e est un bon outil puisque la
fonction s�emantique relâch�ee majore, au sens fonctionnel, la fonction s�emantique abstraite.
Ce th�eor�eme correspond au tr�es connu th�eor�eme de dualit�e faible en optimisation. En inter-
pr�etation abstraite, on parle de sur-approximation sûre de la s�emantique abstraite.

Th�eor�eme 5.3 ( Sur-approximation sûre et fonction s�emantique relâch�ee )

Soient a 2 A et v 2 (R
P
)n tel que v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; . Soient { 2 I et

w 2 (R
P
)n tel que w` ({) > �1 et dom(w` ({) ) 6= ; . Pour tout ( Q; E; E � ) 2 D (v` (a) ) et pour

tout ( Q0; F; F � ) 2 D (w` ({) ) alors :

F ]
a(v) � F Q;E;E �

a (v) � sup
x2 Rd

eT x

et F ]
{ (w) � F Q0;F;F �

{ (w) � inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x � �r (x)
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Malgr�e le côt�e classique, nous donnons une d�emonstration de ce r�esultat simple mais
important.

D�emonstration
Nous montrons la proposition pour les intersections, la d�emonstration pour les a�ectations

est exactement la même. Soit{ 2 I et w 2 (R
P
)n tel que w` ({) > �1 et dom(w` ({) ) 6= ; . Soit

(Q0; F; F � ) 2 D (w` ({) ). La deuxi�eme in�egalit�e vient uniquement du fait que :

F Q0;F;F �

{ (w) � inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x + hw` ({) � ex ; 0i Q0� F � F � � �r (x) :

Le vecteur 0 �etant le vecteur nul de RQ0
.

Montrons maintenant la premi�ere in�egalit�e. Si vs
`({) \ r � 1(R� ) = ; , alors F ]

{ (v) � �1

d'o�u l'in�egalit�e. Maintenant, on suppose que vs
`({) \ r � 1(R� ) 6= ; . Soit (Q0; F; F � ) 2 D (v` ({) ).

Soient x 2 vs
`({) \ r � 1(R� ) et ( �; � ) 2 F �

+ � R+ . On a, par d�e�nition de F �
+ � R+ , eT (x) �

eT (x) + hv` ({) � ex ; � i Q0� F � F � � �r (x) d'o�u :

F ]
{ (v) � sup

x2 vs
` ( { )

r (x)� 0

eT (x) + hv` ({) � ex ; � i Q0� F � F � � �r (x) � sup
x2 Rd

eT (x) + hv` ({) � ex ; � i Q0� F � F � � �r (x)

Or F ]
{ (v) ne d�epend pas du couple (�; � ), on conclut que :

F ]
{ (v) � inf

(�;� )2 F �
+ � R+

sup
x2 Rd

eT (x) + hv` ({) � ex ; � i Q0� F � F � � �r (x) � F Q0;F;F �

{ (v) :
�

Le th�eor�eme 5.3 permet �egalement de conclure que, pour l'exemple 5.14 la fonction s�e-
mantique relâch�ee vaut la norme de [F P;E;E �

2 (v)](q) = kqk pour tout q 2 P. En e�et, dans
l'exemple 5.14, nous avons montr�e que [F P;E;E �

2 (v)](q) � k qk, de plus, nous avions montr�e
pr�ec�edemment que, dans l'exemple 5.4, [F2

] (v)](q) = kqk pour tout q 2 P.
Le th�eor�eme 5.3 peut s'appliquer au calcul de vexP(v)Q;F;F �

.

Proposition 5.6 ( Approximation sûre de l'enveloppe P-convexe )

Soient v 2 R
P

tel que v > �1 et dom(v) 6= ; . Soit (dom(v); F; F � ) 2 D (v) alors :

vexP(v) � vexP(v)Q;F;F �
:

Soit l'ensembleB (v) = f f p 2 Rdom( w) ; p 2 dom(v) j f p(q) = 1 si q = p; 0 si q 6= pg. S'il
existe une application i de B (v) dans F �

+ telle que, pour tout g 2 B (v), pour tout x 2 Rd :

X

q2 dom( v)

(v(q) � q(x))g(q) = hv � ex ; i (g)i dom( v)� F � F � (5.7)

alors :

vexP(v)Q;F;F �
� v :
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D�emonstration
L'in�egalit�e vex P(v) � vexP(v)dom( v);F;F �

d�ecoule directement du th�eor�eme 5.3. Pour prouver
l'in�egalit�e vex P(v)dom( v);F;F �

� v il faut montrer que pour tout p 2 P, vexP(v)dom( v);F;F �
(p) �

v(p). Remarquons, tout d'abord, que sip =2 dom(v), l'in�egalit�e est vraie. Soient p 2 dom(v),
x 2 Rd. Consid�erons f p 2 B (v) et i telle que (5.7) soit vraie alors :

vexP(v)dom( v);F;F �
� sup

x2 Rd
p(x) + hv � ex ; i (f p)i dom( v)� F � F � = sup

x2 Rd
p(x) + v(p) � p(x) = v(p)

c'est-�a-dire l'in�egalit�e souhait�ee. �

Par la suite, on notera pour un �element v de R
P

qui ne prend pas la valeur�1 et dont le
domaine n'est pas vide,B (v) = f f p 2 Rdom( w) ; p 2 dom(v) j f p(q) = 1 si q = p; 0 si q 6= pg .
On notera, de plus,F �

+ > i B (v)d�es qu'il existe une application i de B (v) dans F �
+ telle que,

pour tout g 2 B (v), pour tout x 2 Rd, (5.7) soit vraie.

5.4.2 Croissance de la s�emantique relâch�ee

La fonction s�emantique relâch�ee des unions est croissante en tant que supremum d'appli-
cations croissantes :
Proposition 5.7 ( Croissance de la s�emantique relâch�ee des unions )

La fonction v 7! F _
u est croissante sur (R

P
)n .

D�emonstration
Soit v; w 2 (R

P
)n tels que v � w. Soit u 2 U, on a v`g (u) � w`g (u) et v`d (u) � w`d (u) et on

conclut que sup(v`g (u) ; v`d (u) ) � sup(w`g (u) ; w`d (u) ). �

Nous allons �etablir un premier r�esultat de croissance pour la fonction s�emantique relâch�ee
dans des cas tr�es particulier. Ce r�esultat d�ecoule uniquement du th�eor�eme 5.3.
Corollaire 5.2 ( Cas particulier de croissance de la fonction s�emantique relâch�ee )

Soient j 2 A[ I , v; w 2 (R
P
)n tels quev` (j ) � w` (j ) . S'il existe p 2 P tel quew` (j ) (p) = �1

alors pour tout (Qw ; F; F � ) 2 D(P)

F Qv ;E;E �

j (v) � F Qw ;F;F �

j (w)

quelque soit (Qv ; E; E � ) 2 D(P) s'il existe p 2 P, v` (j ) (p) = �1 ou si v` (j ) � + 1 et quelque
soit (Qv ; E; E � ) 2 D (v` (j ) ) si v` (j ) > �1 et si dom(v` (j ) ) 6= ; .

Si v` (j ) � + 1 alors pour tout (Qv ; F; F � ) 2 D(P) :

F Qv ;E;E �

j (v) � F Qw ;F;F �

j (w)

quelque soit (Qw ; E; E � ) 2 D(P) si w` (j ) � + 1 et quelque soit (Qw ; E; E � ) 2 D (w` (j ) ) si
w` (j ) > �1 et si dom(w` (j ) ) 6= ; .

Nous allons nous int�eresser �a des propri�et�es de croissance. On va montrer que sous certaines
conditions, v` (a) � w` (a) implique que F Q;E;E �

a (v) � F Q0F;F �

a (w) pour a 2 A, (Q; E; E � ) 2
D (v` (a) ) et (Q0; F; F � ) 2 D (w` (a) ). On va montrer des r�esultats similaires pour { 2 I . La
conservation de l'ordre d�ecoule d'une propri�et�e sur les ensembles duaux. Nous introduisons une
d�e�nition qui nous permettra d'�etablir des r�esultats de croissance de la fonction s�emantique
relâch�ee.
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D�e�nition 5.7 ( Hypoth�ese de croissance )
Soient deux triplets (Q; E; E � ) 2 D(P) et (Q0; F; F � ) 2 D(P). On dit que (Q0; F; F � )

satisfait l'hypoth�ese de croissance par rapport �a un triplet ( Q; E; E � ) 2 D(P) s'il existe une
application i : E �

+ 7! F �
+ telle que, pour tout w tels que (Q; E; E � ) 2 D (w) et (Q; F; F � ) 2

D (w), pour tout � 2 E �
+ :

hw; � i Q� E � E � = hw; i (� )i Q0� F � F � :

On note dans ce cas (Q; F; F � ) o i (Q; E; E � ).

Exemple 5.24 (Hypoth�ese de croissance dans le cas �ni)
Soient Q; Q0 deux parties �nies non vides deP. Supposons queQ ( Q0 et consid�erons E = RQ

et F = RQ0
et on choisit E � = RQ et F = RQ0

. Les ensemblesE �
+ et F �

+ correspondent

respectivement aux ensemblesRQ
+ et RQ0

+ . En prenant l'application i : E �
+ 7! F �

+ d�e�nie, pour
� 2 E �

+ et q 2 Q0 par :

[i (� )](q) =
�

� (q) si q 2 Q
0 si q =2 Q

On obtient �nalement, pour w 2 RQ0
(et donc wjQ 2 RQ) et pour � 2 E �

+ :

X

q2 Q

w(q)� (q) =
X

q2 Q

w(q)� (q) +
X

q2 Q0nQ

w(q) � 0 =
X

q2 Q0

w(q)[i (� )](q)

Finalement, on conclut que (Q0; F; F � ) o i (Q; E; E � ).

Exemple 5.25 (Hypoth�ese de croissance dans le cas compact)
Suppsons queP est un compact m�etrique. SoientQ une partie �nie de P et Q0une partie ferm�ee
telles queQ ( Q0. Consid�erons E = RQ et F = C(Q0; R), on choisit E � = RQ et F � l'ensemble
des mesures sign�ees �nies surQ0. Les ensemblesE �

+ et F �
+ correspondent respectivement aux

ensemblesRQ
+ et �a l'ensemble des mesures positives �nies surQ0. A 
 2 E �

+ , on associe,i (
 ), la

mesure d�e�nie par
X

q2 Q


 (q)� q o�u � q repr�esente la masse de Dirac enq. Ainsi pour w 2 C(Q0; R)

(et donc wjQ 2 RQ) et pour tout 
 2 E �
+ :

X

q2 Q

w(q)
 (q) =
X

p2 Q

w(p)
 (p)� q(p) =
Z

q2 Q0
w(q)d[i (
 )](q)

Finalement, on conclut que (Q0; F; F � ) o i (Q; E; E � ).

Proposition 5.8 ( Croissance de la fonction s�emantique relâch�ee )

Soient j 2 A [ I , v; w 2 (R
P
)n tels quev` (j ) � w` (j ) , dom(v` (j ) ) 6= ; et w` (j ) > �1 . Soient

(Qv ; E; E � ) 2 D (v` (j ) ) et (Qw ; F; F � ) 2 D (w` (j ) ). Si (Qv ; E; E � ) 2 D (w` (j ) ) et il existe une
application i telle que (Qw ; F; F � ) o i (Qv ; E; E � ) alors :

F Qv ;E;E �

j (v) � F Qw ;F;F �

j (w)
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D�emonstration
Soient { 2 I , v; w 2 (R

P
)n . Supposons quev` (j ) � w` (j ) , dom(v` (j ) ) 6= ; et w` (j ) > �1 .

Soient (Qv ; E; E � ) 2 D (v` (j ) ) et (Qw ; F; F � ) 2 D (w` (j ) ). Comme (Qv ; E; E � ) 2 D (w` (j ) ) et
par d�e�nition de E �

+ , on a, pour tout � 2 E � , hv` ({) ; � i Qv � E � E � � h w` ({) ; � i Qv � E � E � d'o�u :

inf
� 2 E �

+

inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x + hv` ({) � ex ; � i Qv � E � E � � �r (x)

� inf
� 2 E �

+

inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x + hw` ({) � ex ; � i Qv � E � E � � �r (x)

Maintenant par hypoth�ese de croissance alors il existei : E �
+ 7! F �

+ telle que :

inf
� 2 E �

+

inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x + hw` ({) � ex ; � i Qv � E � E � � �r (x)

= inf
� 2 E �

+

inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x + hw` ({) � ex ; i (� )i Qw � F � F � � �r (x)

= inf
� 02 F �

+
� 0= i (� )
� 2 E �

+

inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x + hw` ({) � ex ; � 0i Qw � F � F � � �r (x)

� inf
� 02 F �

+

inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x + hw` ({) � ex ; � 0i Qw � F � F � � �r (x)

= F Qw ;F;F �

j (w)

d'o�u l'in�egalit�e. �

5.4.3 Concavit�e des fonctions s�emantiques relâch�ees

Nous terminons cette section sur les propri�et�es sur la fonction s�emantique relâch�ee. Nous
montrons que si on consid�ere uniquement (RP)n , les fonctions s�emantiques relâch�ees poss�edent
de bonnes propri�et�es de convexit�e.

Proposition 5.9 ( Convexit�e de la fonction s�emantique relâch�ee des unions )

Pour tout u 2 U, pour tout p 2 P, l'application de ( RP)n dans RP, v 7!
�
F _

u (v)
�

(p) est
convexe en tant que supremum d'applications lin�eaires.

La fonction s�emantique relâch�ee pour les a�ectations v 7! F Q;E;E �

a (v) et les intersections
v 7! F Q0;F;F �

{ (v) est l'in�mum de fonctions a�nes sur l'ensemble des �el�ements v 2 (RP)n

pour lesquels (Q; E; E ) 2 D (v` (a) ) et (Q0; F; F � ) 2 D (v` ({) ). Nous �enon�cons ce r�esultat sous la
forme du lemme 5.1.
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Lemme 5.1 ( Reformulation )
La fonction s�emantique relâch�ee admet une deuxi�eme formulation :
{ Soient a 2 A, v 2 (R

P
)n tel que v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; . Soit (Q; E; E � ) 2

D (v` (a) ), alors :

F Q;E;E �

a (v) = inf
� 2 E �

+

hv` (a) ; � i Q� E � E � + VQ;E;E �

a (� ) :

o�u VQ;E;E �

a (� ) = sup
x2 Rd

eT (x) � h ex ; � i Q� E � E � .

{ Soient { 2 I , v 2 (R
P
)n tel que v` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; . Soit (Q0; F; F � ) 2

D (v` ({) ), alors :

F Q0;F;F �

{ (v) = inf
(�;� )2 F �

+ � R+

hv` ({) ; � i Q0� F � F � + VQ0;F;F �

{ (�; � ) :

o�u VQ0;F;F �

{ (�; � ) = sup
x2 Rd

eT (x) � h ex ; � i Q0� F � F � � �r (x).

Si v` (a) (resp.v` ({) ) est identiquement �egale �a + 1 alors, on peut poser pour tout (Q; E; E � ) 2

D(P), F Q;E;E �

a (v) = VQ;E;E �

a = sup
x2 Rd

eTa (x) (resp. F Q0;F;F �

{ (v) = VQ0;F;F �

{ = inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

eT (x) �

�r (x)). Dans le cas o�u vell (a) prend la valeur �1 , on poseF Q;E;E �

a (v) = VQ;E;E �

a � �1 et
de même pour les intersections.

Le lemme 5.1 implique comme corollaire que les fonctions s�emantiques relâch�eesv 7!
F Q;E;E �

a (v) et v 7! F Q0;F;F �

{ (v) sont des fonctions concaves env 2 (RP)n pour lesquels
(Q; E; E � ) 2 D (v` (a) ) et (Q0; F; F � ) 2 D (v` ({) ).

5.4.4 Propri�et�e de s�election

La propri�et�e de s�election consiste �a pouvoir choisir une politique �a chaque it�eration de
l'algorithme d'it�eration sur les politiques. Dans notre cas, comme les politiques sont donn�ees
par des multiplicateurs de Lagrange, il su�t de prouver l'existence de solutions pour le prob-
l�eme dual pour prouver qu'il y a propri�et�e de s�election. Cependant, le fait que les solutions
primales existe ne su�t pas �a prouver que les solutions duales existent, il faut ajouter une
hypoth�ese en plus : la condition de quali�cation de Slater.

La propri�et�e de s�election est, dans le cadre du domaine des sous-niveaux, assur�ee par un
th�eor�eme d'atteinte duale, c'est-�a-dire que, pour tout a 2 A, pour tout v 2 (R

P
)n tel que

v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; , pour tout ( Q; E; E � ) 2 D (v` (a) ), pour tout p 2 P, il existe
� p 2 E �

+ tel que :
h
F Q;E;E �

a (v)
i

(p) = hv` (a) ; � pi Q� E � E � +
h
VQ;E;E �

a (� p)
i

(p)

et, pour tout { 2 I , pour tout v 2 (R
P
)n tel que v` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; , pour tout

(Q0; F; F � ) 2 D (v` ({) ), pour tout p 2 P, il existe (� p; � p) 2 F �
+ � R+ tel que :

h
F Q0;F;F �

{ (v)
i

(p) = hv` ({) ; � pi dom( v` ( { ) ) +
h
VQ0;F;F �

{ (� p; � p)
i

(p)

Nous utilisons ici la condition de Slater dans le cas o�uQ est une sous-partie non vide
compacte deP muni d'une distance et v` (a) et v` ({) sont des fonctions continues surQ. Si Q
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est une partie �nie, on munit RQ de la dualit�e �nie. Pour prouver l'existence de solutions
duales, nous allons nous servir du r�esultat 5.4 qui assure l'existence d'un minimiseur pour des
fonctions d�e�nies sur le dual topologique d'un espace de Banach.

Th�eor�eme 5.4 ( Existence de solutions )
Soit H un espace de Banach. On suppose queH 0, son dual topologique, est un espace

de Banach pour une certaine normek �kH 0. Soit f : H 0 7! ] � 1 ; + 1 ] une fonction telle que :
{ Il existe x 2 H 0, f (x) 2 R ;
{ f est semi-continue inf�erieurement pour la topologie faible-� ;
{ f est coercive pour la normek � kH 0.
Alors f atteint son minimum sur H 0.

Nous �enon�cons la condition de Slater dans le casQ compact. Dans notre cadre, puisqu'on
s'int�eresse �a C(Q; R), le dual topologique que l'on consid�ere est l'espace vectoriel des mesures
sign�ees �nies pour la tribu bor�elienne sur Q. On munit l'espace des mesures sign�ees �nies de
la norme de la variation totale k � kV T qui est un espace de Banach pour cette norme. De plus,

pour toute mesure positive� , on a k� kV T =
Z

Q
d� .

D�e�nition 5.8 ( Condition de Slater )

Le probl�eme 5.2 satisfait la condition de Slater, s'il existex 2 Rd tel que (v` (a) � ex )(p) >
0 pour tout p 2 Q.

Le probl�eme 5.4 satisfait la condition de Slater, s'il existex 2 Rd tel que (v` ({) � ex )(p) > 0
pour tout p 2 Q0 et � r (x) > 0.

D�es qu'il y a compacit�e, on peut trouver choisir une constante " strictement positive qui
minore chaque (v` (a) � ex )(p) uniform�ement sur Q d�es que (v` (a) � ex )(p) > 0 pour tout p 2 Q.
Ce r�esultat reste vrai avec v` ({) et � r .

Proposition 5.10 ( Propri�et�e de Slater dans le cas compact )

On suppose queQ est un espace topologique compact etw 2 C(Q; R). Soit x 2 Rd tel
que (w � ex )(p) > 0, pour tout p 2 Q et supposons queex 2 C(Q; R). Alors, il existe " > 0
et tel que (w � ex )(p) > " pour tout p 2 Q.

D�emonstration (proposition 5.10)
. Soit x 2 Rd tel que w � ex > 0, on a donc :

Q = ( w � ex ) � 1(]0; + 1 [) �
[

"> 0

f p 2 Q j (w � ex ) � 1(]"; + 1 [)g :

Par hypoth�ese de continuit�e de w � ex , la famille
�

(w � ex ) � 1(]"; + 1 [)
	

"> 0 forme un
recouvrement d'ouverts deQ. Par compacit�e de Q,

Q �
[

" i > 0
i =1 ;:::;n

(w � ex ) � 1(] � " i ; + 1 [) :

En posant " = min
i =1 ;:::;n

" i , on conclut qu'il existe " > 0 tel que w � ex > " . �

La condition de quali�cation de Slater implique que les fonctions duales a et  { des
probl�emes respectifs 5.5 et 5.6 sont coercives c'est-�a-dire qu'elles v�eri�ent :
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lim
k� qk! + 1

[ a(q)] ( � q) = lim
max( k� qk;j� q j)! + 1

[ {(q)] ( � q; � q) = + 1

De plus, la coercivit�e des fonctions est �equivalente au fait que les sous-niveaux de la
fonction duale sont born�es. On peut �enoncer les r�esultats suivants :

Th�eor�eme 5.5 ( Propri�et�e de s�election )
Supposons que le probl�eme 5.2 satisfait la condition de Slater et quev` (a) > �1 et

dom(v` (a) ) 6= ; . Soit (Q; E; E 0) 2 D (v` (a) ) tel que E soit un espace de Banach et soitE 0

le dual topologique deE. S'il existe � q 2 E 0
+ tel que [ a(q)] ( � q) < + 1 alors il existe

� q
0 2 E 0

+ :
h
F Q;E;E 0

a (v)
i

(q) = sup
x2 Rd

q(Tx) + hv` (a) � ex ; � q
0i Q� E � E 0

Supposons que le probl�eme 5.4 satisfait la condition de Slater et quev` ({) > �1 et
dom(v` ({) ) 6= ; . Soit (Q0; F; F 0) 2 D (v` ({) ) tel que F soit un espace de Banach etF 0 le dual
topologique deF . S'il existe (� q; � q) 2 F 0

+ � R+ , tel que [ {(q)] ( � q; � q) < + 1 alors il existe
(� q

0; � q
0) 2 F 0

+ � R+ :

h
F Q0;F;F 0

{ (v)
i

(q) = sup
x2 Rd

q(Tx) + hv` ({) � ex ; � q
0i Q0� F � F 0 � � q

0r (x)

Proposition 5.11 ( Compacit�e des politiques )
On reprend les hypoth�eses du th�eor�eme 5.5.
S'il existe � q 2 F 0

+ tel que [ a(q)] ( � q) < + 1 alors l'ensemble Sol(DAFq ) est un ensem-
ble compact pour la topologie faible-� et non vide.

De même, s'il existe� q 2 F 0
+ et � q 2 R+ tels que [ {(q)] ( � q; � q) < + 1 alors l'ensemble

Sol(DITq ) est un ensemble compact pour la topologie faible-� et non vide.

La coercivit�e est simple �a v�eri�er en calculant des limites mais la propri�et�e est en r�ealit�e
utilis�e pour prouver que l'ensemble des vecteurs duaux r�ealisables est un ensemble born�e
(pour la topologie forte). En e�et, une fonction f d'un espace de Banach surR est coercive
si et seulement si pour tout � 2 R, le sous-niveauS� (f ) est born�e. Nous allons v�eri�er que
les fonctions duales a(� q; q) et  {(� q; � q; q) satisfont les hypoth�eses du th�eor�eme 5.4 et le
th�eor�eme 5.5 sera d�emontr�e.

D�emonstration (Th�eor�eme 5.5)
Soit a 2 A. Pour tout x 2 Rd, la fonction � 7! p � T(x) + hv` (a) � ex ; � i Q� E � E � est a�ne sur
E � donc convexe. De plus, par d�e�nition de la topologie faible-� , la fonction � 7! p � T(x) +
hv` (a) � ex ; � i Q� E � E � est continue pour la topologie faible-� donc semi-continue inf�erieurement
pour cette topologie. On conclut, par la propri�et�e 4.1, que  a est convexe et semi-continue
inf�erieurement pour la topologie faible-� en tant que supremum de fonctions convexe semi-
continue inf�erieurement.

Soient x 2 Rd tel que v` (a) � ex > " et soit � 2 E �
+ ,

hv` (a) � ex ; � i Q� E � E � =
Z

Q
v` (a) (p) � p(x)d� (p) � "

Z

Q
d� (p) = "k� kV T
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d'o�u "k� kV T tend vers +1 quand k� kV T tend vers +1 .
Dans le casQ �ni, l'int�egrale est une somme sur Q et la norme k� k est la norme 1. Puisque

RQ d�e�nit un espace vectoriel de dimension �nie alors toutes les normes sont �equivalentes et
donc k� k tend vers +1 pour la norme 1 implique N (� ) pour toute autre norme N .

En conclusion,  a est convexe, semi-continue inf�erieurement pour la topologie faible-� et
coercive pour la norme deE � , on conclut l'existence de� q

0 par le th�eor�eme 5.4. �

D�emonstration (Proposition 5.11)
La fonction  a est semi-continue inf�erieurement pour la topologie faible-� et coercive pour la
topologie forte. De plus, par hypoth�ese, par le th�eor�eme 5.5 Sol(DAFq ) est non vide.

En outre, Sol(DAFq ) = S (� 0 ;v) ( a) pour tout � 0 2 Sol(DAFq ) donc Sol(DAFq ) est
convexe ferm�e pour la topologie faible-� en tant que sous-niveau d'une fonction faible-� s.c.i.
convexe L'ensemble Sol(DAFq ) est born�e en tant que sous-niveau de fonction coercive.

Par le th�eor�eme de Banach-Alaoglu, comme Sol(DAFq ) est born�e et ferm�e pour la topolo-
gie faible-� alors Sol(DAFq ) est faible-� compact. �

La condition de quali�cation de Slater va être utilis�ee plus tard dans ce chapitre et dans
le chapitre suivant puisque nous nous placerons dans le cas de con�gurations �nies. Nous
introduisons une nouvelle notation qui nous permettra de construire notre sch�ema d'it�eration.
Soient j 2 A [ I et un �el�ement v` (j ) tel que v` (j ) > �1 et dom(v` (j ) ) 6= ; . Soit (Qj ; E j ; E �

j ) 2
D (v` (j ) ) et soit q 2 P, on note Sol(Qj ; E j ; E �

j ; v` (j ) ; q) l'ensemble des vecteurs duaux� q 2
(E j ) �

+ tel que :
h
F

Q j ;E j ;E �
j

j (v)
i

(q) = hv` (j ) ; � pi Q j � E j � E �
j

+
h
V

Q j ;E j ;E �
j

a (� p)
i

(p)

si j 2 A et, l'ensemble des couples (� q; � q) 2 (E j ) �
+ � R+ tels que :

h
F Q0;F;F �

{ (v)
i

(p) = hv` ({) ; � pi dom( v` ( { ) ) +
h
VQ0;F;F �

{ (� p; � p)
i

(p)

si j 2 I . Les ensembles Sol(Qj ; E j ; E �
j ; v` (j ) ; q) peuvent être �eventuellement vides. Siv` (j ) �

+ 1 , Sol(Qj ; E j ; E �
j ; v` (j ) ; q) = f 0g pour tout q 2 P si j 2 A et Sol(Qj ; E j ; E �

j ; v` (j ) ; q) =
f 0; � qg si j 2 A et si � q satisfait :

inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

q(x) � �r (x) = sup
x2 Rd

q(x) � � qr (x)

En�n, s'il existe p 2 P tel que v` (a) (p) = �1 , on pose Sol(Qj ; E j ; E �
j ; v` (j ) ; q) = ( E j ) �

+ nf 0g
si j 2 A et ((E j ) �

+ nf 0g) � f 0g si j 2 I .

5.5 Sch�ema d'it�eration sur les politiques �a dualit�e dynamique

Dans cette section, nous entamons une discussion sur les m�ethodes it�eratives pour trouver
une solution, ou du moins une sur-approximation valide du probl�eme :

Probl�eme 5.7 (Plus petit invariant de la fonction s�emantique abstraite)

inf f v 2 (VexP(R
P
))n j F ] (v) � vg (INV)
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La fonction F ] d�esigne la fonction dont toutes les coordonn�ees sontFi
] . La solution de (INV)

est le plus petit point �xe de F ] puisque cette fonction est croissante pour l'ordre produit
et nous avons montr�e que VexP(R

P
) est un treillis complet. Cependant, nous ne savons pas

�evalu�e la fonction F ] , nous utilisons donc les fonctions s�emantiques relâch�ees pour trouver une
sur-approximation valide de la solution du probl�eme (INV). En e�et, d'apr�es le th�eor�eme 5.3,

pour un �el�ement v 2 (R
P
)n �x�e et pour une coordonn�ee j 2 A [ I , F

Q j ;E j ;E �
j

j (v) � vj , implique

que Fj
] (v) � vj quelque soit (Qj ; E j ; E �

j ) 2 D (v` (j ) ).

5.5.1 D�e�nition des politiques

Nous allons d�e�nir une politique �a partir d'une famille d'espaces vectoriels E j donn�es.
ChaqueE j repr�esente un sous-espace vectoriel d'un ensembleRQ j o�u Qj est un sous-ensemble
non vide deP pour une coordonn�eej 2 A [ I . Nous supposons que pour toutj 2 A [ I , ex 2 E j

pour tout x 2 Rd. Nous nous int�eressons �egalement �a l'ensemble :

C(Qj ; E j ) = f v 2 (R
P
)n j v` (j ) > �1 ; Qj � dom(v` (j ) ); v` (j ) jQ j

2 E j g :

De mani�ere �equivalente, l'ensemble C(Qj ; E j ) d�esigne tous les vecteursv 2 (R
P
)n tels que

(Qj ; E j ) 2 D(v` (j ) ). On pose C(Qj ; E j ) = ( R
P
)n si j =2 A [ I . On compl�ete l'ensemble

C(Qj ; E j ) en ajoutant les vecteursv 2 (R
P
)n tels que v` (j ) (p) = �1 pour un certain p 2 P

ainsi que les vecteursv 2 (R
P
)n dont la coordonn�ee v` (j ) est identiquement �egale �a + 1 . On

obtient ainsi l'ensemble C(Qj ; E j ) :

C(Qj ; E j ) = C(Qj ; E j ) [ f v 2 (R
P
)n j 9 p 2 P; v` (j ) (p) = �1g [ f v 2 (R

P
)n j v` (j ) � + 1g :

Par la suite, on notera
�!
Q une famille de sous-ensembles (Qj ) j 2 A[ I et

�!
E pour d�esigner une

famille d'ensembles (E j ) j 2 A[ I telle que E j est un sous-espace vectoriel deRQ j . De plus, on
note C(

�!
Q;

�!
E ) l'ensemble suivant :

\

j 2 A[ I

C(Qj ; E j ) :

De même, on d�e�nit C(
�!
Q;

�!
E ) comme l'ensemble suivant :

\

j 2 A[ I

C(Qj ; E j ) :

Conform�ement �a la d�e�nition 3.4, on d�e�nit une politique comme une fonction qui collecte
tous les vecteurs duaux disponibles �a un certain point de contrôle. Nous allons proc�eder par
�etapes. On associe pour toutj 2 A [ I , �a une famille ( E j ) de sous-espaces vectoriels deRQ j ,

une famille
�!
E � d'espaces vectorielsE �

j telle que chaqueE �
j est en dualit�e avec E j et chaque

couple (E j ; E �
j ) satisfait (H1).

Etape 1 : Soient a 2 A, v 2 C(
�!
Q;

�!
E ) et q 2 P. On d�e�nit l'ensemble � a(v; q) par :

f � q 2 (Ea) �
+ j [ a(q)] ( � q) < + 1g
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Pour rappel, la fonction [ a(q)] ( � q) = sup
x2 Rd

q(Ta(x)) + hv` (a) � ex ; � qi Qa � Ea � E �
a

et o�u Ta

d�esigne l'a�ectation au point de contrôle a. Si v` (a) � + 1 , on pose �a(v; q) = f 0E �
a
g

pour tout q 2 P. S'il existe p 2 P tel que v` (a) (p) = �1 , on pose �a(v; q) = E �
a pour

tout q 2 P.
On d�e�nit �egalement l'ensemble � {(v; q) pour { 2 I , v 2 C(

�!
Q;

�!
E ) et q 2 P par :

f (� q; � q) 2 (E j ) �
+ � R+ j [ {(q)] ( � q; � q) < + 1g

Pour rappel, la fonction [ {(q)] ( � q; � q) = sup
x2 Rd

q(T{(x)) + hv` ({) � ex ; � qi Q{ � E { � E �
{

� � qr {

et o�u T{ d�esigne l'a�ectation au point de contrôle {. Si v` ({) � + 1 , on pose � {(v; q) =
f (0E �

{
; � q) j [ {(q)] (0; � q) < + 1g pour tout q 2 P. S'il existe p 2 P tel que v` ({) (p) =

�1 , on pose � {(v; q) = (( E �
{ )nf 0g) � f 0g pour tout q 2 P.

Ces deux ensembles peuvent être �eventuellement vides et dans ce cas la fonction s�eman-
tique relâch�ee F Qa ;E a ;E �

a
a (v) (resp.F Q{ ;E { ;E �

{
{ (v)) vaut identiquement + 1 .

En�n, on pose pour k 2 U et pour tout v 2 C(
�!
Q;

�!
E ) et tout p 2 P, � k (v; q) = f_g et

pour k =2 U [ A [ I , � k (v; q) = f ]g ce qui signi�e que la fonction s�emantique relâch�ee
est la fonction F _

u pour u 2 U et Fk
] si k =2 U [ A [ I .

Etape 2 : On note � = f 1; : : : ; ng. Soient k 2 � et v 2 C(
�!
Q;

�!
E ). On appelle fonction

de s�election de P sur
[

q2 P

� k (v; q), une fonction � k;v telle que :

� k;v (p) 2 � k (v; p); 8 p 2 P :

On note � k (v) l'ensemble des fonctions de s�elections� v;k de P sur
[

q2 P

� k (v; q).

Etape 3 : Maintenant �xons k 2 �, on d�e�nit de la même mani�ere, les fonctions de
s�elections � k de C(

�!
Q;

�!
E ) sur

[

v2 C (
�!
Q;

�!
E )

� k (v). Ces fonctions de s�election� k satisfont :

� k (w) 2 � k (w); 8 w 2 C(
�!
Q;

�!
E ) :

Pour k 2 �, on note � k l'ensemble des fonctions de s�election� k de C(
�!
Q;

�!
E ) sur[

v2 C (
�!
Q;

�!
E )

� k (v).

Etape 4 : Une fonction de s�election de � dans
[

k2 �

� k est appel�ee une politique. Une

politique � est donc une fonction de � dans
[

k2 �

� k telle que :

� (i ) := � i 2 � i 8 i 2 � :

En r�esum�e, nous obtenons la d�e�nition suivante :
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D�e�nition 5.9 ( Politiques )
Une politique est une fonction de s�election qui �a chaque point de contrôlei 2 f 1; : : : ; ng,

�a chaque fonction v 2 C(
�!
Q;

�!
E ) et chaque fonction de basep 2 P associe son ensemble

de vecteurs duaux disponibles. Plus formellement, une politique� est une fonction de � �a
valeurs dans :

[

k2 �

0

B
@C(

�!
Q;

�!
E ) 7!

[

v2 C (
�!
Q;

�!
E )

0

@P 7!
[

q2 P

� k (v; q)

1

A

1

C
A

telle que, pour tout i 2 �, � i : C(
�!
Q;

�!
E ) 7!

[

v2 C (
�!
Q;

�!
E )

0

@P 7!
[

q2 P

� i (v; q)

1

A , pour tout w 2

C(
�!
Q;

�!
E ), � i (w) : P 7!

[

q2 P

� i (w; q) et �nalement, pour tout p 2 P, [� i (w)] (p) 2 � i (w; p).

On note �(
�!
Q;

�!
E ;

�!
E � ) l'ensemble des politiques.

Remarque 5.11 On notera [� i (w; p)] �a la place de [� i (w)] (p).

En conclusion, pour une famille
�!
Q de sous-ensembles (Qj ) j 2 A[ I non vide de P et une

famille
�!
E , de sous-espaces vectoriels (E j ) j 2 A[ I (s.e.v deRQ j ), on obtient que :

F
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

= inf
� 2 �

� �!
Q;

�!
E ;

�!
E �

� F (�; �) (5.8)

La notation de l'�equation (5.8) signi�e que si u 2 U, F
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

u = F _
u et donc � u � _ .

Maintenant si i =2 U [ A [ I et donc F
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

i est une constante alorsF
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

i = Fi
] et � i � ] .

Les cas int�eressants sont les casa 2 A et { 2 I . La fonction F
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

s'applique uniquement
sur les �el�ements v 2 C(

�!
Q;

�!
E ) ce qui signi�e que pour tout a 2 A :

{ Soit ( Qa; Ea; E �
a) 2 D (v` (a) ) et dans ce cas, pour toutp 2 P, � a(v; p) est un vecteur

dual de E �
a et :

(Fa(� a; v))( p) = hv` (a) ; � a(v; p)i Qa � Ea � E �
a

+ [ VQa ;E a ;E �
a

a (� a(v; p))]( p) :

{ Soit v` (a) prend la valeur �1 et dans ce cas,F
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

a (v) � �1 et ceci ind�ependamment
de E �

a . Cependant quand celui-ci est �x�e, on s'int�eresse qu'aux �el�ements non nuls de E �
a

qui agissent positivement sur les vecteurs positifs deEa.

{ Soit v` (a) � + 1 et dans ce casF
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

a (v) = sup
x2 Rd

ex et ceci ind�ependamment deE �
a .

On choisira n�eanmoins le seul vecteur admissible le vecteur nul deE �
a .

et pour tout { 2 I :
{ Soit ( Q{; E{; E �

{ ) 2 D (v` ({) ) et dans ce cas pour toutp 2 P, � {(v; p) est un vecteur dual
de E �

{ et :

(F{(� {(v; p); v))( p) = hv` ({) ; � {(v; p)i Q{ � E { � E �
{

+ [ VQ{ ;E { ;E �
{

{ (� {(v; p))]( p) :
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{ Soit v` ({) prend la valeur �1 et dans ce cas,F
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

{ (v) � �1 et ceci ind�ependamment
de E �

{ . Cependant quand celui-ci est �x�e, on s'int�eresse qu'aux �el�ements non nuls de E �
{

qui agissent positivement sur les vecteurs positifs deE{.

{ Soit v` ({) � + 1 et dans ce casF
�!
Q;

�!
E ;

�!
E �

{ (v) = inf
� 2 R+

sup
x2 Rd

ex � �r (x) et ceci ind�epen-

damment de E �
{ . On choisira n�eanmoins le seul vecteur admissible le vecteur nul de

E �
{ .

5.5.2 It�eration sur les politiques dynamique dans le domaine des sous-niveaux

Le sch�ema que nous d�ecrivons ici, n'est qu'un algorithme de principe et un algorithme
plus pratique sera pr�esent�e au chapitre 6.

Le choix a priori complexe de la dualit�e et des espaces vectoriels �a chaque �etape vient
en r�ealit�e du fait qu'on souhaite avoir des bornes de plus en plus pr�ecises et le seul r�esultat
que nous avons montr�e concernant la croissance est la proposition 5.8. Nous cherchons donc �a
satisfaire les hypoth�eses de la proposition. De plus, nous voulons r�esoudre un probl�eme simple
dans �a chaque �etape c'est-�a-dire �a politique �x�e. Dans le chapitre suivant dans le cas P �ni,
nous verrons que le probl�eme du calcul :

inf f v 2 C(
�!
Qk ;

�!
E k ) j F (� k ; v) � vg

peut se r�esoudre grâce �a un programme lin�eaire. Pour pouvoir r�esoudre de tels probl�emes, il
faut d�eterminer une politique � k et pour la d�eterminer il faut savoir si cette politique existe
d'o�u la condition : Sol( Qk+1

j ; E k+1
j ; (E k+1

j ) � ; vk+1
`(j ) ; p) 6= ; .

En�n, le crit�ere d'arrêt de la boucle r�ep�eter est, si vk+1 et vk prennent des valeurs �nies,
une distance sur (RP)n . Ici nous avons �etendu cette distance aux fonctionsR

P
, tout en �evitant

les probl�emes d'ind�etermination. Bien �evidemment, la suite g�en�er�ee par le sch�ema peut être
in�nie mais nous montrons grâce au th�eor�eme 5.6 qu'�a chaque pas du sch�ema, nous gagnons
en pr�ecision.

Th�eor�eme 5.6 ( D�ecroissance de la suite (vk ) k � 0)

La suite g�en�er�ee ( vk )k� 0 par l'algorithme 5 est d�ecroissante.

Nous allons d�emontrer ce th�eor�eme grâce au lemme suivant :

Lemme 5.2 ( Propri�et�es de la suite (vk ) k � 0)
Soit k 2 N, les assertions suivantes sont vraies :

1. Soit il existe j 2 A [ I , (Qk
j ; E k

j ; (E k
j ) � ) =2 D (vk+1

`(j ) ) et l'algorithme s'arrête soit vk+1 2

C(
���!
Qk+1 ;

���!
E k+1 ) ;

2. Si Sol(Qk+1
j ; E k+1

j ; (E k+1
j ) � ; vk+1

`(j ) ) 6= ; , F (� k+1 ; vk+1 ) � vk+1 .

En conclusion,vk+1 2 f v 2 C(
���!
Qk+1 ;

���!
E k+1 ) j F (� k+1 ; v) � vg.

D�emonstration (Lemme 5.2)
1. Soit j 2 A [ I . S'il existe p 2 P tel que vk+1

`(j ) (p) = �1 ou si vk+1
`(j ) � + 1 alors

vk+1 2 C(Qk+1
j ; E k+1

j ) quelque soitQk+1
j et E k+1

j . S'il existe j 2 A[ I , (Qk
j ; E k

j ; (E k
j ) � ) =2

D (vk+1
`(j ) ) alors l'algorithme s'arrête. Supposons que, pour toutp 2 P, vk+1

`(j ) (p) > �1
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Algorithme 5: It�eration sur les politiques dans le domaine des sous-niveaux

Entr�ees : La fonction s�emantique abstraite F ]

Sorties : Un post-point �xe de la fonction s�emantique asbtraite F ]

8 j 2 A [ I , choisir (Q0
j ; E 0

j ; E 0
j ) � ) 2 D(P) tel que 8 x 2 Rd, ex jQ 0

j
2 E 0

j ;

Choisir � 0 2 �(
�!
Q0;

�!
E 0;

��!
E 0�

) et 
 > 0;
k = 0, 8 i 2 f 1; : : : ; ng; v0

i � + 1 ;
r�ep�eter

NEW 8 j 2 A [ I , q 2 P, calculer V j (� k
i ) =

h
V j (� k

j (q))
i

(q);

Calculer vk+1 = inf f v 2 C(
�!
Qk ;

�!
E k ) j F (� k ; v) � vg dans (R

P
)n ;

pour tous les j 2 A [ I faire
si 8 p 2 P, vk+1

`(j ) (p) > �1 et dom(vk+1
`(j ) ) 6= ; alors

si (Qk
j ; E k

j ; (E k
j ) � ) 2 D (vk+1

`(j ) ) alors

choisir Qk+1
j , E k+1

j et (E k+1
j ) � tels que (Qk+1

j ; E k+1
j ; (E k+1

j ) � ) 2 D (vk+1
`(j ) )

et tels qu'il existe une application i :
(Qk

j ; E k
j ; (E k

j ) � ) o i (Qk+1
j ; E k+1

j ; (E k+1
j ) � )

sinon
Choisir 8 j 2 f 1 : : : ; ng, (dom(vk+1

j ); Fj ; F �
j ) 2 D (vk+1

j ) tel qu'il existe

une application i telle que Fj > i B (vk+1
j ) puis retourner

vexP(vk+1
j )dom( vk +1

j );F j ;F �
j ;

sinon
Qk+1

j = Qk
j , E k+1 = E k et (E k+1 ) � = ( E k ) � ;

si 8 j 2 A [ I , 8 p 2 P, Sol(Qk+1
j ; E k+1

j ; (E k+1
j ) � ; vk+1

`(j ) ; p) 6= ; alors

Evaluer F
���!
Qk +1 ;

���!
E k +1 ;

�����!
(E k +1 ) �

(vk+1 );

prendre � k+1 2 �(
���!
Qk+1 ;

���!
E k+1 ;

����!
E k+1 �

) tel que

F
���!
Qk +1 ;

���!
E k +1 ;

������!
(E k +1 ) � ) (vk+1 ) = F (� k+1 ; vk+1 ), retourner �a l'�etape NEW;

sinon
Choisir 8 j 2 f 1 : : : ; ng, (dom(vk+1

j ); Fj ; F �
j ) 2 D (vk+1

j ) tel qu'il existe une

application i telle que Fj > i B (vk+1
j ) puis retourner vexP(vk+1

j )dom( vk +1
j );F j ;F �

j ;

jusqu'�a sup
i 2f 1;:::;n g

 

min

 

1; sup
f p2 Pjvk +1

i (p)> �1 ; vk
i (p)< + 1g

jvk+1
i (p) � vk

i (p)j

!!

� 
 ;
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et dom(v` (j ) ) 6= ; et que pour tout j 2 A [ I , (Qk
j ; E k

j ; (E k
j ) � ) 2 D (vk+1

`(j ) ). Par d�ef-

inition de l'algorithme, ( Qk+1
j ; E k+1

j ; (E k+1
j ) � ) 2 D (vk+1

`(j ) ) ceci implique que vk+1
`(j ) 2

C(Qk+1
j ; E k+1

j ). Finalement, comme j est arbitraire alors vk+1 2 C(
���!
Qk+1 ;

���!
E k+1 ).

2. Soit w 2 C(
�!
Qk ;

�!
E k ), et soit

���!
(E k ) � tels que pour tout j 2 A [ I , (Qk

j ; E k
j ; E k

j
�
) 2 D(P). On

a pour tout j 2 A [ I , (Qk
j ; E k

j ; E k
j

�
) 2 D (wj ). Maintenant soit � k 2 �( Qk ; E k ; (E k ) � )

et supposons queF (� k ; w) � w alors par d�e�nition de la borne inf�erieure vk+1 �

w, par la proposition 5.8, F
���!
Qk +1 ;

���!
E k +1 ;

����!
E k +1 �

(vk ) � F
�!
Qk ;

�!
E k ;

��!
E k �

(w). Par d�e�nition des

politiques, on a : F
�!
Qk ;

�!
E k ;

��!
E k �

(w) � F (� k ; w) et par hypoth�ese F (� k ; w) � w. Or

comme Sol(Qk+1
j ; E k+1

j ; (E k+1
j ) � ; vk+1

`(j ) ; p) 6= ; , il existe � k+1 2 �(
���!
Qk+1 ;

���!
E k+1 ;

�����!
(E k+1 ) � )

telle que F
���!
Qk +1 ;

���!
E k +1 ;

������!
(E k +1 ) � ) (vk+1 ) = F (� k+1 ; vk+1 ) et on conclut que F (� k+1 ; vk+1 ) �

F (� k ; w) � w pour tout v 2 C(
�!
Qk ;

�!
E k ) tel que F (� k ; w) � w et par d�e�nition de la

borne inf�erieure F (� k+1 ; vk+1 ) � vk+1 . �

D�emonstration (Th�eor�eme 5.6)
Le lemme 5.2, nous permet de conclure en utilisant encore une fois la d�e�nition de la borne in-

f�erieure. D'apr�es le lemme 5.2, pour tout k � 0, vk+2 � vk+1 car vk+1 2 f v 2 C(
���!
Qk+1 ;

���!
E k+1 ) j

F (� k+1 ; v) � vg. Comme par d�e�nition, v0
i � + 1 pour tout i 2 f 1; : : : ; ng alors (vk )k� 0 est

d�ecroissante. �

Exemple 5.26 (Une simple utilisation du sch�ema 5)
Consid�erons le programme de la �gure 5.4 :

assume (x , y ) in B( 0 , 1 ) ; [ 1 ]
wh i le [ 2 ] ( x � x+y � y< =0.5) f

x=x+y ;
y=y + 1 ; [ 3 ]

g

Figure 5.4 { Un simple programme avec une boucle

Nous nous int�eressons aux valeurs prises par les variablesx et y aux points de contrôle 1,
2 et 3 et nous consid�erons la con�guration P = f (x; y) 7! p1x + p2y; p = ( p1; p2) 2 B (0; 1)g.
La fonction s�emantique abstraite de ce programme est la fonction qui �a v 2 (R

P
)3 et pour

p 2 P associeF ] d�e�nie par :

[F1
] (v)](p) = kqk

[F2
] (v)](p) = ( vs

1 [ vs
3) � (p)

[F3
] (v)](p) = sup

(x;y )2 vs
2

x2+ y2 � 0:5

p1(x + y) � p2(y + 1)

Initialisons le sch�ema par le domaine des intervalles, c'est-�a-dire prenons, au point de
contrôle 3 :

Q0
3 = f (x; y) 7! x; (x; y) 7! � x; (x; y) 7! y; (x; y) 7! � yg
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et ainsi
�!
Q0 = Q0

3 et prenons E 0
3 = RQ0

3 et (E 0
3) � = RQ0

3 ce qui signi�e
�!
E 0 = E 0

3 et
���!
(E 0) � =

(E 0
3) � ). En absence d'ambigu•�t�e, nous notons � 0(p) �a la place de � 0(v; p). Nous cherchons �a

d�eterminer une politique initiale � 0(p) = ( � 0
1(p); � 0

2(p); � 0
3(p)). Comme les points de contrôle

1 et 2 repr�esentent respectivement une constante et une union, ces fonctions sont connues.
Nous nous int�eressons au point de contrôle 3, la politique au point de contrôle 3,� 0

3(p), est
un �el�ement de ( E 0

3) � � R+ . Nous notons � 0(p) la premi�ere coordonn�ee et � 0(p) la deuxi�eme
coordonn�ee de l'�element � 0

3(p). Pour simpli�er les notations, e1 d�esigne le vecteur (1; 0), e2 le
vecteur (0; 1).

Soient q 2 P, � (q) une fonction de Q0
3 dans R+ et � (q) un r�eel positif :

[VQ0
3 ;E 0

3 ;(E 0
3 ) �

3 (� 0(q))]( q) =

sup
(x;y )2 R2

q1(x + y) + q2(y + 1) + � 0(q)(
1
2

� x2 � y2) � x[� 0(q)](e1) + x[� 0(q)]( � e1)

� y[� 0(q)](e2)v2(e2) + y[� 0(q)]( � e2)

ou encore :
[VQ0

3 ;E 0
3 ;(E 0

3 ) �

3 (� 0(q))]( q) =

sup
(x;y )2 R2

q2 +
1
2

� 0(q) + x(q1 � [� 0(q)](e1) + [ � 0(q)]( � e1))

+ y(q1 + q2 � [� 0(q)](e2) + [ � 0(q)]( � e2)) � � 0(q)(x2 + y2)

La fonction (x; y) 7! q2+
1
2

� 0(q)+ x(q1� [� 0(q)](e1)+[ � 0(q)]( � e1))+ y(q1+ q2� [� 0(q)](e2)+

[� 0(q)]( � e2)) � � 0(q)(x2 + y2) est une fonction quadratique concave, pour calculer son supre-
mum sur R2, il su�t de trouver en quels points la di��erentielle s'annule.

Commen�cons par choisir une politique initiale qui ne prend en compte que la contrainte due
au test c'est-�a-dire, nous consid�erons [� 0(q)](e1) = � 0(q)]( � e1) = � 0(q)](e2) = � 0(q)]( � e2) =
0 et � 0(q) > 0. Cette heuristique correspond �a l'heuristique de l'it�eration sur les politiques
dans le domaine des intervalles de la d�e�nition 3.10. On obtient ainsi la nouvelle fonction :

[VQ0
3 ;E 0

3 ;(E 0
3 ) �

3 (� 0(q))]( q) = sup
(x;y )2 R2

q2 +
1
2

� 0(q) + q1x + y(q1 + q2) � � 0(q)(x2 + y2)

et ainsi on conclut que :

[VQ0
3 ;E 0

3 ;(E 0
3 ) �

3 (� 0(q))]( q) = q2 +
1
2

� 0(q) +
q2

1 + ( q1 + q2)2

4� 0(q)

Prenons donc, par exemple, pour toutq 2 P, � 0(q) = 1 alors, [VQ0
3 ;E 0

3 ;(E 0
3 ) �

3 (� 0(q))]( q) =

q2 +
1
2

+
q2

1 + ( q1 + q2)2

4
.

Finalement la politique initiale au point de contrôle 3 est le couple compos�e de la fonction
constante [� 0(q)](e1) = [ � 0(q)]( � e1) = [ � 0(q)](e2) = [ � 0(q)]( � e2) = 0 ainsi que de l'�el�ement
� 0(q) = 1. En consid�erant une telle politique initiale, nous obtenons :

[VQ0
3 ;E 0

3 ;(E 0
3 ) �

3 (� 0(q))]( q) = q2 +
1
2

+
q2

1 + ( q1 + q2)2

4
:

Nous devons �a pr�esent trouver le plus petit �el�ement :

v = ( v1; v2; v3) 2 R
P

� R
P

� C(Q0
3; E 0

3)
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tel que :
kqk � v1(q); 8q 2 P

et
sup(v1; v3)(q) � v2(q); 8q 2 P

et

0� v2(e1)+0 � v2(� e1)+0 � v2(e2)+0 � v(� e2)+ q2+
1
2

+
q2

1 + ( q1 + q2)2

4
� v3(q); 8q = ( q1; q2) 2 P

(5.9)
La solution de ce syst�eme est donc :

v = ( v1; v2; v3) 2 R
P

� R
P

� C(Q0
3; E 0

3)

tel que :
v1

1(q) = kqk; 8q 2 P

et

v1
2(q) = sup( kqk; q2 +

1
2

+
q2

1 + ( q1 + q2)2

4
)) ; 8q 2 P

et

v1
3(q) = q2 +

1
2

+
q2

1 + ( q1 + q2)2

4
; 8q = ( q1; q2) 2 P

L'information importante ici est l'invariant de boucle trouv�e, on sait donc qu'au point de

contrôle 2, q1x + q2y � sup(kqk; q2 +
1
2

+
q2

1 + ( q1 + q2)2

4
)) quelque soit q 2 P. On obtient en

même temps une information de type "intervalles" :

� 1 � x � 1 et � 1 � y �
7
4

;

une information de type "zones" :

x � y �
p

2 et y � x �
p

2
5 + 4

p
2

8
:

On obtient de la même mani�ere des informations de type "octogones" et "gabarits lin�eaires".
On remarque qu'�egalement, la fonction v1

2 est une fonction continue deP dans R, et ainsi
nous pouvons prendre :

Q1
3 = P; E 1

3 = C(P; R)

ainsi que la dualit�e entre P et l'ensemble (E 1
3) � des mesures bor�eliennes �nies sign�ees surP.

D'apr�es l'exemple 5.25, nous savons qu'il existei : RQ0
3

+ 7! (E 1
3) �

+ , telle que :

(Q1
3; E 1

3 ; (E 1
3) � ) o i (Q0

3; E 0
3 ; (E 0

3) � ) :

La fonction s�emantique relâch�ee au point de contrôle 3 devient alors :

[F
�!
Q1 ;

�!
E 1 ;

�!
E 1

3 (v1)](p) = inf
� 2 (E 1

3 ) �
+

inf
� 2 R+

sup
(x;y )2 R2

p1(x + y) � p2(y + 1) + � (1=2 � x2 � y2)

+
Z

q2 P
v1

2(q)d� (q) � x
Z

q2 P
q1d� (q) � y

Z

q2 P
q2d� (q)
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On, a de plus, la condition de Slater puisque :

q1 � 0 + q2 � 0 = 0 < kqk � v2(q) 8 q 2 P non nul

et 02 + 0 2 <
1
2

et donc il existe � 1 telle que F Q1
3 ;E 1

3 ;(E 1
3 ) �

3 (v1) = F3(� 1; v1). De plus, P est une con�guration
born�ee puisqu'elle contient les intervalles, (v1

2)s 6= ; et dom(v1
2) = P, donc F3

] (v1)(p) est �ni
pour tout p 2 P. En�n, comme chaque p 2 P est lin�eaire, l'a�ectation au point de contrôle 3

est a�ne et le test convexe alors F3
] (v1) = F Q1

3 ;E 1
3 ;(E 1

3 ) �

3 (v1).
On peut utiliser un solveur de programmation semi-in�nie pour calculer � 1

3 comme, par
exemple,SIPAMPL 2 [VFG04, VF06]. Des r�esultats sur la discr�etisation bas�e sur le th�eor�eme
d'Helly [BTBIR79, HK93, Sha09] des probl�emes d'optimisation semi-in�nie montrent que les
mesures solutions sont en r�ealit�e �a support �ni, c'est-�a-dire des sommes �nies positivement
pond�er�ees de masses de Dirac et l'int�egrale est en fait le plus souvent une simple somme.

Une fois la politique � 1
3 calcul�ee, on doit calculer [VQ1

3 ;E 1
3 ;(E 1

3 ) �

3 (� 1(q))]( q), pour tout q 2 P
puis nous devons trouver le plus petit �el�ement :

v = ( v1; v2; v3) 2 R
P

� R
P

� C(Q1
3; E 1

3)

tel que :
kqk � v1(q); 8q 2 P

et
sup(v1; v3)(q) � v2(q); 8q 2 P

et Z

p2 P
v2(p)d[� 1(q)](p) + [ VQ1

3 ;E 1
3 ;(E 1

3 ) �

3 (� 1(q))]( q) � v3(q); 8q = ( q1; q2) 2 P

On peut prendre, puisquev3 est constrainte �a être une fonction continue, une mesure �nie

 et on consid�ere une fonction objective de la forme :

X

i =1 ;2;3

Z

p02 P
vi (p0)d
 (p0)

et conserver les contraintes pr�ec�edentes, on obtient un programme lin�eaire en dimension in-
�nie.

2. D�evelopp�e par I. Vaz, voir http://www.norg.uminho.pt/aivaz/sipampl.html

134



CHAPITRE6

CONFIGURATIONS QUADRATIQUES ET RELAXATION DE
SHOR

Ce chapitre est une partie d�etaill�ee de l'article [AGG10, Section 3]. L'algorithme d'it�era-
tions sur les politiques d�e�ni au chapitre 5 sont construits sur des espaces abstraits. Nous
appliquons dans ce chapitre, cet algorithme �a un ensemble�ni de fonctions de baseP parti-
culier : des fonctions quadratiques. Un exemple de fonctions de base quadratique peut être
donn�e par la fonction de Lyapunov d'un syst�eme lin�eaire convergeant. Pour des fonctions de
base quadratique, �evaluer la fonction s�emantique abstraite se ram�ene �a r�esoudre un probl�eme
de maximisation quadratique �eventuellement non-convexe. Cependant, il existe des techniques
de relaxation convexe des probl�emes quadratiques non-convexes comme la relaxation de Shor.
La relaxation de Shor co•�ncide avec la fonction relâch�ee lagrangienne et donc avec notre
fonction s�emantique relâch�ee. Par ailleurs, la relaxation de Shor consiste �a �evaluer la fonc-
tion relâch�ee en r�esolvant un programme d'optimisation semi-de�nie. Le fait important est
qu'il existe des m�ethodes rapides permettant de r�esoudre des probl�eme d'optimisation semi-
de�nie. En e�et, une solution "-optimale (l'image de la solution est au plus " de la valeur
optimale) peut être calcul�ee en temps polynomial par la m�ethode de l'ellipso•�de [GLS88] ou
par la m�ethode des points int�erieurs [NN94](lorsqu'il existe une matrice strictement r�ealis-
able). La complexit�e polynomiale annonc�ee ici fait r�ef�erence au mod�ele des bits (machine
de Turing) [GJ79] pour la m�ethode de l'ellipo•�de et uniquement1 pour le mod�ele des nom-
bres r�eels pour la m�ethode des points int�erieurs bien que cette m�ethode soit plus e�cace en
pratique (voir le survol de Pardalos et Ramana [PR97]).

La premi�ere section 6.1 est un rappel d'optimisation quadratique non-convexe ainsi qu'un
rappel sur la relaxation de Shor. La deuxi�eme section 6.2 constitue une application nouvelle de
l'optimisation quadratique : la r�esolution de probl�eme de point �xe en interpr�etation abstraite.

6.1 Optimisation quadratique

Dans la sous-section 6.1.1, nous rappelons quelques r�esultats basiques d'optimisation
quadratique ainsi que quelques notations. Dans la sous-section 6.1.2, nous introduisons la re-

1. Le probl�eme de la polynomialit�e de la m�ethode des points int�erieurs sur le mod�ele des bits est un probl�eme
ouvert voir Pardalos et Ramana [PR97, Open Problem 9.2]
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laxation de Shor et en�n nous terminons sur la sous-section 6.1.3 sur des r�esultats num�eriques
d'approximation ainsi que des r�esultats de dualit�e forte pour des probl�emes d'optimisation
quadratique non-convexe.

6.1.1 Rappels et notations

Nous rappelons qu'une forme quadratique est une fonctionf de Rd dans R de la forme :

f (x) = xT Ax + xT b+ c

o�u une matrice A sym�etrique de taille d � d, un vecteur b de Rd et un r�eel c. Pour une forme
quadratique f , on notera A f , bf et cf respectivement sa matrice associ�ee, son vecteur associ�e
et son scalaire associ�e. Une forme quadratiquef est dite homog�ene si bf = 0 et cf = 0. Dans
notre cas, on s'int�eressera aux templates quadratiques �a scalaire nul (cf = 0).

On dit qu'un probl�eme d'optimisation (maximisation ici) est quadratique s'il est de la
forme :

Max f 0(x)
s: c f i (x) � 0

8 i = 1 ; : : : ; m
(QP)

o�u f 0; f 1; : : : ; f m sont des formes quadratiques surRd. En rempla�cant l'op�erateur Max par
Min, on obtient un probl�eme de minimisation quadratique.

Pour commencer, nous faisons quelques rappels sur les matrices d�e�nies. Soit une matrice
A sym�etrique de taille d � d : A est semi-d�e�nie positive si xT Ax � 0 pour tout x 2 Rd ; A
est d�e�nie positive si xT Ax > 0 pour tout x 6= 0 ; A est semi-d�e�nie n�egative si xT Ax � 0
pour tout x 2 Rd ; A est d�e�nie n�egative si xT Ax < 0 pour tout x 6= 0 ; s'il existe x 2 Rd

et y 2 Rd tels que xT Ax < 0 et yT Ay > 0, on dit que la matrice est ind�e�nie. On note
respectivement,S+

d , S++
d , S�

d et S��
d le cône convexe des matrices sym�etriques semi-d�e�nies

positives, positives, semi-d�e�nies n�egatives et n�egatives. On munit �egalement l'ensemble des
matrices sym�etriques Sd de l'ordre de Loewner d�e�ni par A � B () B � A 2 S+

d . La nota-
tion A � 0 signi�e que A est semi-d�e�nie positive et on note � , � et � pour d�e�nie positive,
semi-d�e�nie n�egative et d�e�nie n�egative. On munit Sd du produit scalaire de Frobenius i.e le

produit scalaire h�; �i F d�e�ni sur Sd par hA; B i F =
dX

i;j =1

A ij B ij .

Revenons aux fonctionsf 0; f 1; : : : ; f m , ces fonctions sont quadratiques, la convexit�e et la
concavit�e dans ce cas sont d�etermin�ees par la positivit�e des matricesA0, A1; : : : ; Am associ�ees.
En e�et, une fonction quadratique est convexe (concave) si et seulement sa matrice associ�ee
est semi-d�e�nie positive (n�egative). Lorsque A0 est semi-d�e�nie positive et A1; : : : ; Am sont
semi-d�e�nies n�egatives, le probl�eme de maximisation P est facile �a r�esoudre, dans les autres
cas, le probl�eme est NP -dur [Vav90]. Une mani�ere de donner une borne sur la valeur du
probl�eme est de calculer la valeur du probl�eme dual qui a de bonnes propri�et�es. Dans le cas
quadratique, on peut �evaluer facilement la valeur du probl�eme dual.

6.1.2 Relaxation de Shor

La relaxation de Shor est d�etaill�ee dans [TN01, Sho87]. Nous donnons les d�etails de la
relaxation de Shor qui, dans le cadre des fonctions quadratiques, est une r�e�ecriture de la

136



6.1. OPTIMISATION QUADRATIQUE

fonctionnelle duale de la dualit�e lagrangienne comme un probl�eme d'optimisation semi-d�e�nie.
Par la suite, nous utiliserons la relaxation de Shor pour evaluer la fonction s�emantique relâch�ee.

On se donne un probl�eme de maximisation quadratiqueP. Nous rappelons que la valeur
du probl�eme dual de P pour la dualit�e lagrangienne est donn�ee par l'�equation (6.1).

inf
� 2 Rm

+

sup
x2 Rd

f 0(x) �
mX

i =1

� i f i (x) (6.1)

Une premi�ere remarque simple est de voir qu'�a � �x�e, la fonction d�e�nie �a l'�equation (6.1)
est un probl�eme de maximisation sans contrainte. Par ailleurs, la valeur du probl�eme non
contraint est �ni si et seulement si il existe � 2 R tel que, pour tout x 2 Rd,

f 0(x) �
mX

i =1

� i f i (x) � � : (6.2)

On introduit la matrice A(� ), le vecteur B (� ) et le scalaireC(� ) d�e�nis par :

A(� ) = A f 0 �
mX

i =1

� i A f i ; B (� ) = bf 0 �
mX

i =1

� i bf i et C(� ) = cf 0 �
mX

i =1

� i cf i :

Ainsi, on peut r�e�ecrire l'�equation (6.2), pour tout x 2 Rd,

xT A(� )x + B (� )x + C(� ) � � � 0 :

Maintenant en �ecrivant que sup
x2 Rd

xT A(� )x + B (� )x + C(� ) � � o�u � 2 R est �equivalent �a la

d�e�nie positivit�e de la matrice :

xT A(� )x + B (� )x + C(� ) � � =

0

@
1

x

1

A

T
0

B
@

C(� ) � �
1
2

B (� )
1
2

B (� )T A(� )

1

C
A

0

@
1

x

1

A

on conclut que sup
x2 Rd

xT A(� )x + B (� )x + C(� ) � � � 0 est �equivalent au fait que la matrice

0

B
@

C(� ) � �
1
2

B (� )
1
2

B (� )T A(� )

1

C
A

soit semi-d�e�nie n�egative. Trouver exactement le supremum dans l'�equation 6.1 revient �a
prendre � le plus petit possible, donc on conclut que la valeur de l'�equation 6.1 co•�ncide avec
la valeur du probl�eme d'optimisation semi-de�nie :

Min
� 2 Rm

+
� 2 R

� s: c

0

B
@

C(� ) � �
1
2

B (� )
1
2

B (� )T A(� )

1

C
A � 0 (Shor)
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6.1.3 Relaxations de probl�eme d'optimisation quadratique et bornes de qualit�e

Nous proposons un bref survol des travaux e�ectu�es sur la relaxation de probl�emes d'op-
timisation quadratique par un probl�eme de programmation semi d�e�nie. Plus pr�ecis�ement,
nous distinguons deux types de travaux : l'�etude de la qualit�e de la relaxation, c'est-�a-dire,
des travaux pour lesquels les auteurs cherchent �a �evaluer le rapport entre la valeur du prob-
l�eme quadratique et celle du probl�eme SDP relâch�e ; les travaux portant sur les probl�emes
quadratiques dont la relaxation SDP est exacte.

Dans la sous-section 6.1, nous avons introduit la relaxation de Shor. On peut �egalement
directement relâcher un probl�eme quadratique sans faire intervenir de vecteurs duaux. On
peut r�e�ecrire une fonction quadratique �a l'aide du produit scalaire de Frobenius. Pour une

fonction quadratique f on a xT A f x + bT
f x + cf = hQf ; X i F o�u Qf =

�
cf (1=2)bT

f
(1=2)bf A f

�
et

X =
�

1
x

� �
1
x

� T

. Ainsi on peut r�e�ecrire un probl�eme de maximisation quadratique sous

la forme :

Max hQf 0 ; X i F

s: c hQf i ; X i F � 0
8 i = 1 ; : : : ; m
X 11 = 1 ; X 2 S+

d ; rg(X ) = 1

(QP')

La notation rg d�esignant le rang d'une matrice. Ce probl�eme n'est pas convexe �a cause
de la contrainte de rang. En relâchant la contrainte de rang, on obtient un probl�eme convexe
qui est le probl�eme dual de (Shor).

Max hQf 0 ; X i F

s: c hQf i ; X i F � 0
8 i = 1 ; : : : ; m
X 11 = 1 ; X 2 S+

d+1

(ShorD)

Si (ShorD) admet une matrice positive strictement r�ealisable i.e. X 2 S++
d telle que

hQf i ; X i F < 0 pour tout i = f 1; : : : ; mg et X 11 = 1, alors les valeurs de (ShorD) et (Shor)
co•�ncident.

Qualit�e de la relaxation SDP

Les travaux d'�etudes sur la qualit�e de la relaxation (ShorD) pour des probl�emes quadra-
tiques ont �et�e initi�es par le travail de Goemans et Williamson [GW95]. Leur motivation �etait
tout autre puisque Goemans et Williamson souhaitaient garantir une solution r�ealisable du
probl�eme de coupe maximale (MAXCUT ) pas trop �eloign�ee de la solution optimale. Goe-
mans et Williamson ont exprim�e le probl�eme de la coupe maximale comme un probl�eme
quadratique en nombre entier. Le probl�eme quadratique a une structure particuli�ere : m = d,
les matricesA f i sont de la formeei (ei )T o�u ei d�esigne la base canonique deRd, bf 0 = bf i = 0,
cf i = � 1 et A f 0 2 S+

d , ses �el�ements hors diagonaux �etant strictement n�egatifs et la somme
de chaque ligne est nulle. Goemans et Williamson prouvent grâce �a des arguments de type
stochastiques que, pour ce probl�eme particulier,

Val(ShorD ) � Val(QP) � (0:8781) Val(ShorD ) :
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Dans [Ye99a], Ye s'int�eresse aux probl�emes de maximisation (QP) homog�en�eis�es c'est-�a-
dire lorsque la fonction objective q satisfait q(�x ) = � 2q(x) pour � 2 R et avec contraintes
de bô�te : de la formex 2 [� 1; 1]d. La classe des probl�emes quadratiques homog�en�eis�es avec
contraintes de bô�te contient �egalement les probl�emes dont la fonction objective est de la
forme xT Qx + bT x puisqu'il su�t d'ajouter une variable t 2 [� 1; 1] pour le rendre homog�ene
(prendre xT Qx + tbT x comme fonction objective). En reprenant notre notation, les conditions
du probl�eme sont les suivantes : les matricesA f i ont pour entr�ee 1 pour la coordonn�ee (i; i )
et 0 ailleurs, bf 0 = bf i = 0, cf 0 = 0, cf i = � 1 et en�n la matrice A f 0 est sym�etrique ind�e�nie
ou sym�etrique semid�e�nie positive. Ye montre alors que :

Val(ShorD ) � Val(QP 0) � (�= 2) Val(ShorD ) :

Dans [Ye99b], Ye montre que ce r�esultat demeure vrai si on ajoute des contraintes d'�egalit�es
quadratiques. Par ailleurs, Ye dans [Ye99a, Ye99b] utilisent des techniques d�evelopp�ees par
Nesterov d�ecrites dans [Nes97, Nes98].

Egalit�e entre probl�eme quadratique et relaxation SDP

Une deuxi�eme classe de travaux int�eressante est l'�etude des probl�emes quadratiques qui
se r�esolvent de mani�ere exacte par la relaxation SDP (ShorD). On peut citer notamment le
travail de Zhang [Zha00]. Zhang s'int�eresse �a des probl�emes de maximisation quadratique avec
une unique contrainte du type x2 := ( x2

1; : : : ; x2
d) 2 F o�u F est un sous-ensemble convexe de

Rd et o�u la fonction objective est homog�ene (i.e bf 0 = 0 et cf 0 = 0), la contrainte x2 2 F
se transformant en une contrainte (X 22; : : : ; X d+1 d+1 ) 2 F dans le probl�eme SDP (ShorD).
Zhang [Zha00, Theorem 2] montre que, lorsque tous les termes hors diagonale de la matrice
Qf 0 sont positifs ou nuls alors Val(QP) = Val( ShorD ). Dans le [Zha00, Theorem 4], Zhang
�etend son pr�ec�edent r�esultat aux matrices Qf 0 telles qu'il existe � 2 f� 1; 1gd+1 satisfaisant
Qf 0 (i; j )� i � j � 0 pour tout i; j , i 6= j (Zhang appelle cette condition, la condition dealmost
OD-nonnegative). Par ailleurs, Zhang montre qu'on peut calculer des solutions optimales
de QP �a partir des solutions optimales de (ShorD).

Kim et Kojima [KK03] ont �etendu le travail de Zhang en montrant que Val( QP) =
Val(ShorD ) demeure vrai d�es que toutes les matrices des contraintesQf i et Qf 0 ont des
�el�ements hors diagonale positifs ou nuls, ou d�es que la famille des (Qf i ) i = f 1:::;m g v�eri�e une
condition almost OD-nonnegativeuniforme.

Plusieurs travaux [Mor93, SW95, BTT96, Pol98] font mention du cas particulier des
probl�emes quadratiques avec une unique contrainte (i.e.m = 1) : s'il existe 
 � 0 tel que
A f 0 � 
A f 1 2 Sd

� alors Val(QP) = Val( ShorD ). Beck a g�en�eralis�e ce r�esultat aux probl�emes
quadratiques matricielsr�e�els dans [Bec07] puis, dans [Bec09] aux probl�emesquadratiques ma-
triciels complexes.

Optimisation sur le cône du second ordre et relaxation de probl�emes quadratiques

Il existe un autre type de relaxation appel�e optimisation sur le cône du second ordre2.
Cette d�enomination fait r�ef�erence au cône de Lorentz, c'est-�a-dire, le cône d�e�ni par f (x; t ) 2
Rd � R+ j kxk � tg. L'optimisation sur le cône du second ordre consiste �a contraindre les
variables du probl�eme �a appartenir �a un cône de Lorentz pour une certaine dimension. Pour

2. Traduction litt�erale du groupe de mots anglais Second Ordrer Cone Programming.
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plus de d�etails sur la relaxation de probl�emes quadratiques par des probl�emes du second ordre,
le lecteur peut consulter [KK00, KK03].

6.2 Con�gurations quadratiques en interpr�etation abstraite

Dans cette section, nous nous int�eressons �a des con�gurations quadratiquesP �nies. Les
probl�emes d'optimisation que nous rencontrerons au cours de cette section seront des prob-
l�emes d'optimisation avec un nombre �ni de contraintes. Nous utiliserons donc la dualit�e
lagrangienne classique o�u le crochet de dualit�e est donn�e par le produit scalaire usuel des
espaces vectoriels �nis. La sous-section 6.2.1 porte sur la fonction s�emantique relâch�ee dans le
cas particulier des fonctions de base quadratiques, la sous-section 6.2.2 d�ecrit l'it�eration sur
les politiques dans ce cadre.

6.2.1 Fonction s�emantique relâch�ee dans les con�gurations quadratiques

Dans toute cette section, nous supposons que les a�ectations sont des applications quadra-
tiques ou a�nes et les tests sont des fonctions quadratiques ou a�nes. Une a�ectation T
poss�ede des coordonn�eesTi de la forme :

x 7! xT A i x + bT
i x + ci

o�u A i sont des matrices de tailled � d, bi sont des vecteurs deRd et ci sont des scalaires Nous
autorisons les tests quadratiques, c'est-�a-dire de la formex 2 f y 2 Rd j yT A0

i y+ yT b0
i + ci � 0g.

D�e�nition 6.1 ( Con�gurations quadratiques )
L'ensemble des fonctions de baseP est une con�guration quadratique si P est un ensemble

�ni de formes quadratiques.

Le but de cette section est d'adapter la relaxation de Shor pour des calculs d'invariants
num�eriques non poly�edriques. On s'int�eresse �a des con�gurations quadratiques compatibles
avec l'arithm�etique du programme analys�e. Plus particuli�erement, pour des programmes �ecrits
en arithm�etique quadratique, nous utilisons une con�guration lin�eaire et pour des programmes
�ecrits en arithm�etique a�ne, nous utilisons une con�guration quadratique.

Pour i 2 A [ I , on note l'a�ectation Ti du programme (interne �a une boucle ou un
branchement conditionnel si i 2 I ) ou simple (si i 2 A). On admet l'hypoth�ese suivante :

8 i 2 A [ I ; p � Ti est une fonction quadratique pour tout p 2 P : (HQ)

Comme pour les gabarits lin�eaires de Sankaranarayanan et al [SSM05], trouver automatique-
ment la con�guration quadratique �a consid�erer pour analyser un programme le plus pr�ecis�e-
ment possible est une question ouverte.

D�e�nition 6.2 ( Fonction de Lyapunov pour les syst�emes lineaires discrets )
Soit un syst�eme lin�eaire en temps discret u(t + 1)  A(u(t)). Une fonction de la forme

x 7! xT Qx o�u Q est une matrice d�e�nie positive est une fonction de Lyapunov du syst�eme
ssi, il existe un r�eel 
 2 ]0; 1] tel que :

AT QA � 
Q

est une matrice d�e�nie n�egative
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Nous savons que si un syst�eme lin�eaire en temps discret est convergeant alors il existe
une fonction de Lyapunov quadratique positive. Il existe des travaux et des algorithmes pour
calculer num�eriquement une fonction de Lyapunov pour des syst�emes lin�eaires discrets [Bar77,
For91, BEGFB94, Sim96]. Nous proposons d'utiliser une fonction de Lyapunov ainsi que
des contraintes de types bô�tes du typesx i 7! x2

i (quadratiques homog�enes) oux i 7! � x i

(intervalles classiques).

Exemple 6.1 (Rotation en dimension d)
On va v�eri�er grâce aux con�gurations quadratiques que la sph�ere unit�e est invariante par
rotation. Posons S = f x 2 Rd j kxk = 1g et soit A une matrice orthogonale (AT A = AA T =
Id) de taille d � d. Consid�erons le programme de la �gure 6.1 :

assume x in S ; [ 1 ]
y=Ax ; [ 2 ]

Figure 6.1 { Programme simulant une rotation

On poseP = f x 7! �k xk2; x 7! k xk2g. La con�guration P est une con�guration quadra-
tique.

Exemple 6.2 (Oscillateur harmonique)
On s'int�eresse �a un oscillateur harmonique de la forme m•x + c_x + kx = 0 3. En notant v
la vitesse, la discr�etisation du syst�eme en temps par un sch�ema d'Euler conduit au syst�eme
discret :

�
vh = v + h(� (k=m)x � (c=m)v)
xh = x + hv

o�u h est le pas de discr�etisation.
Pour simpli�er les calculs, nous prenons �a titre d'exemple m = c = k = 1. Pour �evaluer

la trajectoire du syst�eme dans l'espace des phases, nous proposons une impl�ementation du
sch�ema discr�etis�e �a la �gure 6.2.

assume x in [ 0 , 1 ] ;
assume v in [ 0 , 1 ] ;
h = 0 . 0 1 ;
wh i le ( t rue ) f [ 2 ]

w = v ;
v = v � (1� h)� h� x ;
x = x+h � w; [ 3 ] g

Figure 6.2 { Impl�ementation de la discr�etisation de l'oscillateur harmonique de l'exemple 6.2

3. Pour rappel, m 6= 0 est la masse,c le coe�cient de frottement et k la constante de raideur. L'acc�el�eration
est repr�esent�ee par •x, la vitesse par _x et la position par x
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En utilisant des techniques classiques comme l'interpr�etation abstraite sur le domaine sur
les poly�edres, nous ne pouvons pas montrer que les valeurs des variables du programme sont
born�ees. Par exemple, en utilisant Interproc4, nous trouvons au point de contrôle [2] que
h = 0 :01 et donc aucune information sur les variablesx et v. On sait que le syst�eme discr�etis�e
admet une fonction de Lyapunov, par exemple la fonction (x; v) :7! L (x; v) = 3 v2 + x2 + 2xv.
Ceci assure la stabilit�e du sch�ema et donc la �nitude des valeurs dex et v.

Nous allons utiliser les techniques d�evelopp�ees dans le chapitre 5 pour prouver que les
valeurs des variables de l'impl�ementation sont born�ees.

Nous prenons comme fonction de basepx : (x; v) 7! x2, pv : (x; v) 7! v2 et pL : (x; v) 7!
3v2 + 2x2 + 2xv, la con�guration P = f px ; pv ; pL g forme ainsi une con�guration quadratique.

Exemple 6.3 (Un simple programme simulant un syst�eme non convergeant)
On s'int�eresse �a un programme contenant une bouclewhile et test non trivial. Ce programme
est d�ecrit par la �gure 6.3.

i =0;
j = 0 ; [ 1 ]

wh i le [ 2 ] ( i < =42) f
i=i +1;
j=j+i ; [ 3 ]
g

Figure 6.3 { Un programme simple avec une boucle et un test

On cherche �a prouver, en utilisant l'it�eration sur les politiques pour les con�gurations

quadratiques, quej �
i (i + 1)

2
. Par cons�equent, nous introduisons la con�guration quadra-

tique P = f (i; j ) 7! �
i (i + 1)

2
+ j g.

Dans le chapitre 5, nous avons d�ecrit la fonction s�emantique relâch�ee �a partir d'un crochet
de dualit�e. Dans ce chapitre, nous nous int�eressons aux con�gurations quadratiques donc par
d�e�nition, le nombre de fonctions de base est �ni. Nous utilisons, par cons�equent, la dualit�e
dans le cas �ni. L'espace des vecteurs duaux s'identi�e aux vecteurs deRP et le cône dual
s'identi�e aux vecteurs positifs de RP

+ . Concernant les probl�emes de dom(v` (a) ) et dom(v` ({) )
�evoqu�es dans le chapitre 5, on peut s'en a�ranchir en posant pour� 2 RP

+ � (p) = 0 pour tout
p =2 dom(v` (a) ) (ou dom(v` ({) ). De plus, nous pouvons conserver la même dualit�e tout au long
de l'algorithme. On notera simplement F R pour la fonction s�emantique relâch�ee.

La fonction s�emantique relâch�ee des constantes et des unions n'est pas modi��ee par rap-
port au chapitre 5. La fonction s�emantique relâch�ee d'une constante correspond �a C � o�u
C est un sous-ensemble deRd. La fonction s�emantique relâch�ee d'une union correspond au
supremum des deux fonctions coordonn�ees apparaissant dans l'union. Nous red�e�nissons la
fonction s�emantique relâch�ee pour les a�ectations et les intersections. Celles-ci sont identiques
aux fonctions s�emantiques relâch�ees du chapitre 5 except�e que l'on consid�ere la dualit�e dans
le cas �ni, c'est-�a-dire que nous consid�eronsRP que nous dualisons avec lui-même.

4. http://pop-art.inrialpes.fr/~bjeannet/bjeannet-forge/interproc/index.html
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D�e�nition 6.3 ( Fonction s�emantique relâch�ee dans une con�guration quadratique )

Soit a 2 A. La coordonn�ee de la fonction s�emantique relâch�eeF R
a v�eri�e :

F R
a (v) = inf

� 2 RP
+

sup
x2 Rd

eT x +
X

q2 P

� (q)(v` (a) (q) � q(x))

Soit i 2 I . La coordonn�ee de la fonction s�emantique relâch�eeF R
{ v�eri�e :

F R
{ (v) = inf

� 2 RP
+

� 2 R+

sup
x2 Rd

eT x +
X

q2 P

� (q)(v` ({) (q) � q(x)) � �r (x)

Exemple 6.4 (Suite de l'exemple 6.1)
Nous rappelons que la matriceA est orthogonale et que la con�guration utilis�ee est la suivante
P = f p1 : x 7! �k xk2; p2 : x 7! k xk2g. La fonction s�emantique abstraite du programme de
l'exemple 6.1 est la fonction :

F1
] (v) = ( � 1; 1)

F2
] (v) = sup

x2 vs
1

eAx

La fonction s�emantique relâch�ee est la fonction :

F R
1 (v) = ( � 1; 1)

F R
2 (v) = inf

� (p1 );� (p2 );� � 0
� (p1)v1(p1) + � (p)v1(p2) + sup

x2 Rd
eAx + � (p1)x � x � � (p2)x � x

A la premi�ere coordonn�ee, le vecteur (� 1; 1) d�esigne la fonction qui vaut -1 pour p = x 7!
�k xk2 et 1 pour p = x 7! �k xk2.

Exemple 6.5 (Suite de l'exemple 6.2)
Soit A la matrice :

�
1 0:01

� 0:01 0:99

�

Nous rappelons que les fonctions de base sontpx : (x; v) 7! x2, pv : (x; v) 7! v2 et pL : (x; v) 7!
3v2+2x2+2xv, et donc la con�guration est P = f px ; pv ; pL g. La fonction s�emantique abstraite
du programme de l'exemple 6.2 est la fonction :

F1
] (v) = (1 ; 1; 7)

F2
] (v) = ( vs

1 [ vs
3) �

F3
] (v) = sup

x2 vs
2

eAx

La fonction s�emantique relâch�ee est la fonction :

F R
1 (v) = (1 ; 1; 7)

F R
2 (v) = sup( v1; v3)

F R
3 (v) = inf

� (px );� (pv );� (pL )� 0
sup
x2 Rd

X

p2f px ;pv ;pL g

� (p)v2(p) � p(x) + eAx
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Le vecteur (1; 1; 7) d�esigne la fonction qui vaut 1 si p = px , 1 si pv et 7 si p = pL .
Les matrices : �

1 0
0 0

�
;
�

0 0
0 1

�
et

�
2 1
1 3

�

ont des coe�cients hors diagonaux sont positifs ou nuls de plus, un simple calcul montre que
les matrices :

�
1 0
0 0

� �
1 0:01

� 0:01 0:99

� �
1 0
0 0

�
;
�

0 0
0 1

� �
1 0:01

� 0:01 0:99

� �
0 0
0 1

�
et

�
2 1
1 3

� �
1 0:01

� 0:01 0:99

� �
2 1
1 3

�
;

ont �egalement des coe�cients hors diagonaux positifs ou nuls.
On conclut en utilisant les r�esultats de Kim et Kojima [KK03], que F3

] (v) co•�ncide avec
F R

3 (v) d�es qu'il existe une matrice X d�e�nie positive telle que : X 11 = 1 et

h

0

@
� v2(px ) 0 0

0 1 0
0 0 0

1

A ; X i F < 0

h

0

@
� v2(pv) 0 0

0 0 0
0 0 1

1

A ; X i F < 0

h

0

@
� v2(pL ) 0 0

0 2 1
0 1 3

1

A ; X i F < 0

Cette condition permet d'assurer que Val(ShorD ) et F R
3 (v) sont �egales et les r�esultats de Kim

et Kojima assurent que Val(ShorD ) et F3
] sont �egales. Par exemple, siv2(px ) > 0, v2(pv) > 0

et v2(pL ) > 3, la fonction s�emantique abstraite co•�ncide avec la fonction s�emantique relâch�ee

puisqu'en posant � = min f v2(px ); v2(pv);
v2(pL ) � 3

2
g > 0, la matrice diagonaleX dont la

diagonale est (1; �; � ) satisfait les conditions.

Exemple 6.6 (Suite de l'exemple 6.3)
Pour l'exemple 6.3, nous introduisons la matrice suivante :T =

�
1 0
1 1

�
et nous posons

bT = (1 ; 1). Dans cet exemple, nous avons consid�er�e la con�guration munie d'une unique

fonction : P = f (i; j ) 7! �
i (i + 1)

2
+ j g. La fonction s�emantique abstraite F ] du programme 6.3

est la fonction suivante :
F1

] (v) = 0
F2

] (v) = ( vs
1 [ vs

3) �

F3
] (v) = sup

(i;j )2 vs
2

i � 42

eT (i;j )T + b

La fonction s�emantique relâch�ee est la fonction :

F R
1 (v) = 0

F R
2 (v) = sup( v1; v3)

F R
3 (v) = inf

�;� � 0
�v 2 sup

(i;j )2 R2
eT (i;j )T + b + 42� � �i + �p (i; j )
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La P-enveloppe convexe s'�evalue par dualit�e et nous notons pourw 2 R
P
, R - vexP(w) la

relâch�ee de P-enveloppe convexe.

D�e�nition 6.4 ( P -enveloppe convexe dans une con�guration quadratique )

Soit w 2 R
P
. La P-enveloppe convexe relâch�ee dew, R- vexP(w), est d�e�nie par :

R- vexP(w) = inf
� 2 RP

+

sup
x2 Rd

ex +
X

q2 P

� (q)(w(q) � q(x))

Nous commen�cons par remarquer que les fonctionsVa et V i de la propri�et�e 5.1 sont
simples �a calculer dans le cas des con�gurations quadratiques puisqu'il s'agit d'un probl�eme
quadratique non contraint. Pour le calcul de cette fonction il su�t d'�etudier la matrice associ�ee
�a une certaine forme quadratique que nous introduirons plus loin. La solution du probl�eme
quadratique induit par les fonctions Va et V i est d�ecrit par la proposition 6.1.

Nous associons, �a toute fonction de basep 2 P, sa matrice sym�etrique Ap et son vecteur
bp. Soit une a�ectation T de matrice A et de vecteurb. Si l'a�ectation n'est pas une op�eration
interne de boucle ou de branchement conditionnel alors, pour� 2 RP

+ et une fonction de base
p 2 P on pose :

A p(� ) = Ap� T �
X

q2 P

� (q)Aq;

Bp(� ) = bp� T �
X

q2 P

� (q)bT
q ;

Cp(�; � ) = cp� T

:

Supposons maintenant que l'a�ectation provienne d'une boucle ou d'un branchement con-
ditionnel et supposons que le test est une fonctionx 7! xT Ax + bT x + c alors pour � 2 RP

+ ,
� 2 R+ une fonction de basep 2 P on pose :

A p(�; � ) = Ap� T �
X

q2 P

� (q)Aq � �A;

Bp(�; � ) = bp� T �
X

q2 P

� (q)bT
q � � i b;

Cp(�; � ) = cp� T � �c :

Dans le cadre des con�gurations quadratiques, la fonctionV est d�e�nie par :

[Va(� )] (p) = 7! sup
x2 Rd

xT A p(� )x + Bp(� )T x + Cp(� )

[V{(�; � )] (p) = 7! sup
x2 Rd

xT A p(�; � )x + Bp(�; � )T x + Cp(�; � )

Pour rappel, la d�ecomposition en valeurs singuli�eres d'une matrice non nulleA est la ma-
trice U� V T o�u � est la matrice diagonale des racines carr�ees des valeurs propres de la matrice
sym�etrique positive AA T ordonn�ees de mani�ere d�ecroissante etU, V sont respectivement la
matrice orthogonale des vecteurs propres deAA T et la matrice orthogonale des vecteurs pro-
pres deAT A. La d�ecomposition en valeurs singuli�eres permet de d�e�nir la pseudo-inverse (ou
inverse de Moore-Penrose) d'une matriceA. La pseudo-inverse d'une matrice non nulleA est
not�ee Ay et est d�e�nie comme la matrice :

V
�

� � 1
0 0
0 0

�
UT
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o�u � � 1
0 est l'inverses de la matrice diagonale valeurs propres non nulles deAA T ordonn�ees

de mani�ere d�ecroissante. La pseudo-inverse de la matrice nulle est la matrice nulle.

Proposition 6.1 ( Supremum d'une forme quadratique )
Le calcul des fonctionsVa et V{ est facile puisque :

1. Si � 2 RP
+ v�eri�e A p(� ) � 0 et Bp(� ) 2 Im( A p(� )) alors :

[Va(� )] (p) = �
1
4

Bp(� )T A p(� )yBp(� ) + Cp(� ):

2. Si (�; � ) 2 RP
+ � R+ v�eri�e A p(�; � ) � 0 et Bp(�; � ) 2 Im( A p(�; � )) alors :

[V{(�; � )] (p) = �
1
4

Bp(�; � )T A p(�; � )yBp(�; � ) + Cp(�; � ):

3. Pour tout � 2 RP
+ tel que A p(� ) =2 S�

n ou Bp(� ) =2 Im( A(� )) et pour tout ( �; � ) 2
RP

+ � R+ tel que A p(�; � ) =2 S�
n ou Bp(�; � ) =2 Im( A p(�; � )) alors :

[Va(� )] (p) = [ V i (�; � )] (p) = + 1

D�emonstration
Une d�emonstration de ce r�esultat peut être trouv�ee dans [BV04, Section 4.2.3]. �

De plus, par la propri�et�e 5.1, on peut �egalement �ecrire la fonction s�emantique relâch�ee
comme l'in�mum de fonctions a�nes sur RP.
Lemme 6.1 ( Fonction s�emantique relâch�ee )

Pour tout a 2 A, pour tout v 2 (R
P
)n , on a :

F R
a (v) = inf

� 2 RP
+

X

p2 P

� (p)v` (a) (p) + Va(� )

Pour tout { 2 A, pour tout v 2 (R
P
)n , on a :

F R
{ (v) = inf

(�;� )2 RP
+ � R+

X

p2 P

� (p)v` ({) (p) + V{(�; � )

Soit une fonction de basep 2 P, on rappelle quep est de la forme xT Apx + bT
p x. On

rappelle qu'�a une forme quadratique f , on associeM (f ) la matrice d�e�nie par :
�

cf (1=2)bT
f

(1=2)bf A f

�

On introduit �egalement la matrice, pour y r�eel, la matrice N (y) d�e�nie par N (y) vaut y
sur l'entr�ee (1 ; 1) et 0 ailleurs.

Nous avons suppos�e que les fonctionsp � T sont quadratiques quelque soit la fonction
de basep 2 P (hypoth�ese (HQ)). Ainsi, en utilisant la relaxation de Shor rappel�ee �a la
section 6.1.2, on peut �evaluer la fonction s�emantique relâch�ee en r�esolvant un probl�eme SDP.
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Proposition 6.2 ( Calcul de la fonction s�emantique relâch�ee pour les a�ectations )

Soient a 2 A et p 2 P. Soit v 2 (R
P
)n tel que v` (a) > �1 et dom(v` (a) ) 6= ; . La fonction

s�emantique relâch�ee [F R
a (v)](p) pour la coordonn�ee a, au vecteur v et pour la fonction de

basep s'�evalue en r�esolvant le probl�eme d'optimisation :

Min �

s: c M (p � T) + N (� � ) +
X

q2 dom( v` ( a ) )

� (q)[N (v` (a) (q)) � M (q)] � 0

� (q) � 0 8 q 2 dom(v` (a) ); � (q0) = 0 8 q0 2 dom(v` (a) )� 2 R

Puisque le calcul de laP-enveloppe convexe est un cas particulier d'a�ectation, on peut
�evaluer celle-ci par la relaxation de Shor et on obtient le r�esultat suivant :

Corollaire 6.1 ( Calcul de la P-enveloppe convexe relâch�ee )

Soit w 2 R
P

tel que w(p) > �1 pour tout p 2 P et dom(w) 6= ; . Soit p 2 P, on peut
calculer la P-enveloppe convexe relâch�ee que nous notons iciR- vexP(w) par le programme
SDP suivant :

Min �

s: c M (p) + N (� � ) +
X

q2 dom( v` ( a ) )

� (q)[N (v` (a) (q)) � M (q)] � 0

� (q) � 0 8 q 2 dom(w); � (q0) = 0 8 q0 2 dom(w)� 2 R

La fonction s�emantique relâch�ee pour intersection s'�evalue �egalement grâce �a la relaxation
de Shor. On ajoute uniquement une matriceM (r ) ou r est la fonction quadratique d�e�nissant
le test ainsi qu'un multiplicateur � associ�e �a la contrainte r (x) � 0.

Proposition 6.3 ( Calcul de la fonction s�emantique relâch�ee pour les intersections )

Soient { 2 I et p 2 P. Soit v 2 (R
P
)n tel que v` ({) > �1 et dom(v` ({) ) 6= ; . La fonction

s�emantique relâch�ee [F R
i (v)](p) pour la coordonn�ee i , au vecteur v et pour la fonction de

basep s'�evalue en r�esolvant le probl�eme d'optimisation :

Min �

s: c M (p � T) + N (� � ) +
X

q2 dom( v` ( { ) )

� (q)[N (v` ({) (q)) � M (q)] � �M (r ) � 0

� (q) � 0 8 q 2 dom(v` ({) ); � (q0) = 0 q0 =2 dom(v` ({) ) � 2 R+ ; � 2 R

On peut n�eanmoins soulever le probl�eme de r�ealisabilit�e du probl�eme SDP de la proposi-
tion 6.2 lorsque l'a�ectation T est quadratique et les fonctions de basep 2 P sont lin�eaires.
Les matricesN (v` (a) (q)) � M (q) n'in
uence pas la partie purement quadratique de la somme
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de matrices :
M (p � T) + N (� � ) +

X

q2 dom( v` ( a ) )

� (q)[N (v` (a) (q)) � M (q)]

qui uniquement contenue dans la matriceM (p � T), il faut donc trouver une con�guration P
telle que tout p 2 P, M (p � T) soit une matrice semi-d�e�nie n�egative.

Exemple 6.7 (A�ectation non-lin�eaire)
Nous consid�erons le programme �ecrit en arithm�etique quadratique de la �gure 6.4.

x = [ 0 , 1 0 ] ;
y = 1 ; [ 1 ]
xn = � 3� x � x� y � y ;
yn = � y � y+x � x ;
x = xn [ 2 ] g

Figure 6.4 { Un simple programme �ecrit en arithm�etique polynomiale

Nous nous int�eressons �a la con�guration suivante P = f p1; p2g, avec p1 : (x; y) 7! x + y
et p2 : (x; y) 7! x � y. Nous d�e�nissons la fonction T par :

(x; y) 7! T(x; y) =
�

� 3x2 � y2

� y2 + x2

�

ce qui est l'a�ectation non-lin�eaire du programme 6.4. On voit facilement au point de contrôle
[1] que x + y � 11 et quex � y � 9. La fonction s�emantique abstraite est, pour v 2 (R

P
)2 et

p1 :

[F1
] (v)](p1) = 11g

[F2
] (v)](p1) = sup

(x;y )2 (v1 )?
(p1 � T)(x; y)

et pour p2 :

[F1
] (v)](p2) = 9 g

[F2
] (v)](p2) = sup

(x;y )2 (v1 )?
(p2 � T)(x; y)

Par ailleurs, par un calcul simple, on d�eduit qu'au point de contrôle [2], xn + yn =
� 2x2 � 2y2. On obtient ainsi la fonction s�emantique au point de contrôle 2, toujours pour
v 2 (R

P
)2 et pour la fonction de basep1 prend la valeur suivante :

inf
� (q)� 0

8 q2 P� 0

sup
(x;y )2 R2

X

q2 P

� (q)w1(q) + ( x; y)
�

� 2 0
0 � 2

�
(x; y)T �

X

q2 P

� (q)q(x; y) (6.3)

En introduisant les matrices suivantes :

M (p1) =

0

@
0 0:5 0:5

0:5 0 0
0:5 0 0

1

A ; M (p2) =

0

@
0 0:5 � 0:5

0:5 0 0
� 0:5 0 0

1

A ;
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et M (p1 � T) =

0

@
0 0 0
0 � 2 0
0 0 � 2

1

A

on peut r�e�ecrire (6.3) comme le probl�eme SDP de l'�equation (6.4) :

[F R
2 (w)](p1) = Min

� (p)� 0
8p2 P
� 2 R

� s.t. M (p1 � T) + �N (� 1) +
X

q2 P

� (q)[N (w1(q)) � M (q)] � 0 (6.4)

Finalement en utilisant une impl�ementation Matlab 5, Yalmip [L•o04] and SeDuMi[Stu99],
nous trouvons au point de contrôle 2, [F R

2 (w)](p1) = � 3:2018e� 09 ' 0 ce qui signi�e, qu'au
point de contrôle [2], x � � y et de [F R

2 (w)](p2) = � 1:0398e � 09 ' 0, on d�eduit qu'au point
de contrôle [2], x � y. L'invariant trouv�e f (x; y) 2 R2 j x � � y; x � yg est un ensemble
non born�e. On peut cependant retrouver un ensemble born�e en calculant l'invariant grâce �a
l'arithm�etique par intervalles puis de prendre les intersections des deux invariants.

Dans le cas des intersections, la contrainte induite par le test peut assurer la r�ealisabilit�e
du probl�eme du probl�eme SDP de la proposition 6.3, c'est-�a-dire, l'existence d'un r�eel positif
� et d'une fonction � telle que la somme de matrices :

M (p � T) + N (� � ) +
X

q2 dom( v` ( { ) )

� (q)[N (v` ({) (q)) � M (q)] � �M (r )

soit semi-d�e�nie n�egative.

Exemple 6.8 (A�ectation et test quadratiques)
Consid�erons le programme de la �gure 6.5 �ecrit en arithm�etique polynomiale.

x = [ 0 , 1 0 ] ;
y = 1 ;
u = 0 ; [ 1 ]
i f ( y � y+x � x� 2< =0) f

u=x ;
x = 3 � y � y ;
y = u � 1 ; [ 2 ]
g

Figure 6.5 { Un progamme simple �ecrit en arithm�etique polynomiale

Nous introduisons la fonction quadratique r : (x; y) 7! y2 + x2 � 2 qui repr�esente. Nous
d�e�nissons la fonction T par :

(x; y) 7! T(x; y) =
�

3 � y2

x � 1

�
:

5. Matlab est une marque d�epos�ee de the MathWorks,Inc.
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Cette fonction repr�esente l'a�ectation du programme de la �gure 6.5. Nous consid�erons
le domaine des intervalles :P = f x; � x; y; � yg o�u x : (x; y) 7! x, y : (x; y) 7! y. LA fonction

s�emantique abstraite, pour une fonction w 2 (R
P
)2 et p 2 P est d�e�nie par :

[F1
] (w)](p) = f x(x; y) � 10; � x(x; y) � 0; y(x; y) � 1; � y(x; y) � � 1g� (p)

[F2
] (w)](p) = sup

(x;y )2 w?
1

r (x;y )� 0

p(T(x; y))

La fonction s�emantique relâch�ee au point de contrôle [2], pour w 2 (R
P
)2 et pour la

fonction de basex est d�e�nie par :

inf
� (p)� 0
8 p2 P
� 2 R+

sup
(x;y )2 R2

X

q2 P

� (q)w1(q) + ( x; y)
�

0 0
0 � 1

�
(x; y)T �

X

q2 P

� (q)q(x; y) + 3 � �r (x; y) (6.5)

En prenant les matricesM (x), M (� x), M (y) et M (� y) de�nies par :

M (x) =

0

@
0 0:5 0

0:5 0 0
0 0 0

1

A ; M (y) =

0

@
0 0 0:5
0 0 0

0:5 0 0

1

A ;

M (� x) = � M (x) etM (� y) = � M (y) :

On consid�ere �egalement les matrices suivantes :

M (r ) =

0

@
� 2 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ; et M (x � T) =

0

@
3 0 0
0 0 0
0 0 � 1

1

A

on peut r�e�ecrire (6.5) comme le probl�eme SDP de l'�equation (6.6) :

[F R
2 (w)](x) = Min

� (p)� 0
8 p2 P
� 2 R+
� 2 R

� s.t. M (x� T)+ �N (� 1)� �M (r )+
X

q2 P

� (q)[N (w1(q)) � M (q)] � 0 (6.6)

On trouve utilisant �a nouveau, Yalmip, SeduMiet Matlab , [F R
2 (w)](x) = 2. Pour la borne

inf�erieure de "3 � y2", nous trouvons [F R
2 (w)]( � x) = � 1. Pour la variable y au point de

contrôle [2], nous trouvons que [F R
2 (w)](y) = � 3:4698e � 09 ' 0 et que [F R

2 (w)]( � y) = 1.
Nous remarquons que [F R

2 (w)](y) ' 0 ce qui signi�e qu'au point de contrôle [2], les valeurs
de de "x � 1" sont plus petites ou �egales �a 0. En e�et, la relaxation de Shor d�etecte que le
test est v�eri��e ssi 1 + x2 � 2 � 0 ce qui est �equivalent �a x2 � 1 et par cons�equent "x � 1" est
major�e par 0.

On conclut cette sous-section par la th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 6.1 ( Evaluation de la fonction s�emantique relâch�ee )
On peut �evaluer la fonction s�emantique relâch�ee pour les a�ectations et les intersections

ainsi que laP-enveloppe convexe en r�esolvant un probl�eme d'optimisation semi-de�nie grâce
�a la relaxation de Shor.
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6.2.2 It�erations sur les politiques dans les con�gurations quadratiques

En utilisant le lemme 6.1, on peut montrer que la fonction s�emantique relâch�ee est crois-
sante dans le treillis complet (R

P
)n . En e�et, lorsque l'on �xe des multiplicateurs de Lagrange,

la fonction v 7! F (�; v ) est croissante dans (R
P
)n et donc la fonction s�emantique relâch�ee est

l'in�mum de fonctions croissantes, elle est donc croissante. Ces deux fonctions poss�edent donc
chacune un plus petit point �xe. Par le th�eor�eme de sur-approximation sûre, le plus petit point
�xe de F R majore le plus petit point �xe de F ] . Quand on restreint les fonctionsv 7! F (�; v )
sur (RP)n ces fonctions sont a�nes et le plus petit point �xe est la solution du probl�eme de
minimisation lin�eaire :

Min f
dX

i =1

X

p2 P

vi (p) j F (�; v ) � vg

Il reste �a bien choisir la politique initiale. Pour la d�eterminer, deux conditions doivent être
satisfaite :

1. Pour tout p 2 P, pour tout a 2 A, pour tout { 2 I :

[Va(� 0
a(p))]( p) < + 1 et [V i (� 0

i (p))]( p) < + 1

2. L'ensemble :

f v 2 (RP)n j F (� 0; v) � vg 6= ;

Grâce �a la proposition 6.1, le premier point est v�eri��e si A p(� 0
a(p)) � 0 et Bp(� 0

a(p)) 2
Im( A p(� 0

a(p))) et A p(� 0
{ (p)) � 0 et Bp(� 0

{ (p)) 2 Im( A p(� 0
a(p))). La condition d'appartenance

�a l'image des matrices peut être a�ranchie si A p(� 0
a(p)) et A p(� 0

{ (p)) � 0 sont d�e�nie n�egative
(et donc inversibles). Le deuxi�eme point est plus di�cile �a v�eri�er num�eriquement et extraire
les politiques � 0 compatibles.

On peut d�e�nir une it�eration de Kleene puisque la fonction s�emantique relâch�ee est crois-
sante sur (R

P
)n . La m�ethode d�ecrite ici, correspond �a un �equivalent de la version th�eorique

classique de la m�ethode de Kleene donn�ee par l'algorithme 1.

Algorithme 6: It�eration de Kleene dans le domaine des sous-niveaux

v0 = ? ;
tant que F R (vk ) 6= vk faire

vk+1 = F R (vk );
k = k + 1;

On peut utiliser l'it�eration de Kleene pour d�e�nir la politique initiale. En th�eorie, l'it�eration
de Kleene 6 puisquev 7! F R (v) est croissante sur (R

P
)n , la suite (vk )k� 0 converge vers le

plus petit point �xe de F R lorsqueF R est Scott-continue (voir th�eor�eme de 2.2). Cependant
la convergence peut être tr�es lente. On peut �egalement d�e�nir une technique d'acc�el�eration
simple pour sur-approximer le plus petit point �xe de F R comme par exemple, apr�es un
certain nombre d'iterations et pendant quelques it�erations, on peut arrondir par exc�es avec une
pr�ecision d�ecroissante (voir l'�elargissement [GPBG08]). On peut r�eduire la perte de pr�ecision
de l'invariant trouv�e par l'it�eration de Kleene acc�el�er�e en prenant la P-enveloppe convexe ou
au moins la relaxation de celle-ci juste apr�es la derni�ere it�eration. Pour trouver une politique
initiale �a l'it�eration sur les politiques, on peut it�erer l'algorithme de Kleene combin�e �a une
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technique d'acc�el�eration jusqu'�a l'atteinte d'un post point �xe v 2 (R
P
)n . La con�guration P

�etant �nie, on peut a�aiblir la propri�et�e de s�election en la rempla�cant par la contrainte de
quali�cation de Slater 5.8 qui nous permet de donner une condition simple d'existence d'une
politique � telle que F R (v) = F (�; v ). Nous notons FS, l'ensemble des �el�ementsv de (R

P
)n

tels qu'il existe x 2 Rd, v` (a) � ex > 0 et il existe y 2 Rd tel que v` ({) � ey > 0 et r {(y) < 0
pour tout a 2 A et { 2 I . Ainsi si l'it�eration de Kleene acc�el�er�ee fournit un �el�ement v 2 FS
alors, il existe une politique � 0 qui d�etermine une politique initiale.

Puisqu'on peut consid�erer la même dualit�e au cours de l'algorithme, on peut simpli�er
l'algorithme sur les politiques �enonc�e au chapitre 5. En consid�erant uniquement l'algorithme 7.

Algorithme 7: It�erations sur les politiques dans les con�gurations �nies

Choisir � 0 2 � telle que pour tout j 2 A [ I , V
� 0

j
j < + 1 ;

Calculer pour tout j 2 A [ I , V j (� 0
j ) = f [V j (� 0

j )](q)gq2 P;

Calculer le plus petit point �xe v0 dans (R
P
)n de F (� 0; �);

Calculer w0 = R- vexP(v0);
Evaluer F R (w0);
k = 0;
tant que F R (wk ) 6= wk faire

si wk =2 FS alors
retourner wk

sinon
Prendre � k+1 tel que F R (wk ) = F (� k+1 ; wk );
Calculer j 2 A [ I , V j (� k+1

j ) = f [V j (� k+1
j )](q)gq2 P;

Calculer le plus petit point �xe vk+1 dans (R
P
)n de F (� k+1 ; �);

Calculer wk+1 = R- vexP(vk+1 );

Cet algorithme construit une suite d�ecroissante de fonctionsvk :

Th�eor�eme 6.2
Les assertions suivantes sont vraies :

1. F R (vl ) 6= vl =) F R (vl ) < v l .

2. La suite vl calcul�ee par Algorithm 7 est strictlement d�ecroissante.

D�emonstration
1. Soit l 2 N. Nous supposons qu'il existel > 0 tel que F R (vl ) 6= vl , il existe � l telle

que, F � l
(vl ) = vl et puisque F R = inf F � , nous avonsF R (vl ) � F � l

(v0) = vl et de
F R (vl ) 6= vl , nous concluons queF R (vl ) < v l .

2. Nous prouvons le deuxi�eme point par r�ecurrence l 2 N. Nous supposons quel = 0
et que F R (v0) 6= v0 alors v0 2 FS sinon l'algorithme s'arrête. Il existe � 1 telle que
F R (v0) = F � 1

(v0) < v 0 par la premi�ere assertion. Par ailleurs, v1 est le plus petit
�el�ement de f v 2 R

P
j F � 1

(v) � vg d'o�u v1 � v0 et puisqueF � 1
(v0) < v 0 nous concluons

que v1 < v 0. Le même raisonnement s'applique �avl < v l � 1 et vl 2 FS . �
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Retour aux exemples

Nous illustrons l'it�eration sur les politiques 7 sur les trois exemples expos�es plus haut.
Commen�cons tout d'abord par montrer en analysant la simple a�ectation que la rotation
pr�eserve le cercle unit�e invariant.

Exemple 6.9 (Fin de l'exemple 6.1)
Nous voulons donc prouver que la sph�ere unit�e est invariante par rotation c'est-�a-dire A(S1) =
S1 o�u A est une matrice orthogonale. Les inclusionsS1 � A(S1) et A(S1) � S1 sont de
même nature puisqueA est matrice orthogonale : ((x; y) 2 S1 =) (x; y) 2 A(S1)) ()
(AT (x; y) 2 S1 for (x; y) 2 S1), donc, montrer que S1 � T(S1) se ram�ene AT (S1) � S1. Nous
ne prouvons queA(S1) � S1 et nous utilisons la relaxation de Shor pour le prouver.

Nous reprenons �a nouveau l'ensemble des fonctions quadratiquesP = f p1(x; y) 7! x �
x; p2(x; y) 7! � (x � x)g. Au deuxi�eme point de contrôle, nous avions :

[F2
] (v)](p1) = A(v?

1)y(p1) = sup f p1(A(x; y)) j p1(x; y) � v1(p1); p2(x; y) � v1(p2)g

[F2
] (v)](p2) = A(v?

1)y(p2) = sup f p2(A(x; y)) j p1(x; y) � v1(p1); p2(x; y) � v1(p2)g

et

F R
1 (v) = ( � 1; 1)

F R
2 (v) = inf

� (p1 );� (p2 );� � 0
� (p1)v1(p1) + � (p2)v1(p2) + sup

x2 Rd
eAx + � (p1)(x � x) � � (p2)(x � x)

Comme il n'y a pas de boucle, il faut chosir une politique initiale � 0 telle que [V2(� 0)](p) <
+ 1 , pour tout p = p1; p2. Ceci signi�e que l'on doit choisir � associ�ee �a p1 telle que :

sup
x2 Rd

� Ax � Ax + � (p1)(x � x) � � (p2)(x � x) < + 1 :

et � 0 associ�e �a p2 telle que :

sup
x2 Rd

Ax � Ax + � 0(p1)(x � x) � � 0(p2)(x � x) < + 1 :

Comme A est orthogonale ceci est �equivalent �a :

sup
x2 Rd

� x � x + � (p1)(x � x) � � (p2)(x � x) < + 1 :

et
sup
x2 Rd

x � x + � 0(p1)(x � x) � � 0(p2)(x � x) < + 1 :

Nous choisissons donc� (p1) = 1 et � (p2) = 0 et � 0(p1) = 0 et � 0(p2) = 1. On trouve grâce �a
cette politique initiale, [ V2(� 0)](p) = 0 pour p = p1; p2. Nous devons maintenant r�esoudre le
programme lin�eaire suivant :

Min f v1(p1)+ v1(p2)+ v2(p1)+ v2(p2) j � 1 � v1(p1); 1 � v1(p2); v1(p1) � v2(p1); v1(p2) � v2(p2)g

Ainsi on trouve v1(p1) = v2(p1) = � 1 et v1(p2) = v2(p2) = 1.
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Nous introduisons les matrices suivantes :

M (p1 � A) =
�

0 0
0 � Id

�
; M (p2 � A) = � M (p1 � A);

M (p1) =
�

0 0
0 � Id

�
et M (p2) = � M (p1) :

Par la relaxation de Shor, le probl�eme (ShorD) nous donne les �egalit�es suivantes :

[F R
2 (v)](p1) =

Min
� (p1 )� 0
� (p2 )� 0

� 2 R

� s.t. M (p1 � A) + �N (� 1) + � (p1)(N (� 1) � M (p1)) + � (p2)(N (1) � M (p2)) � 0

et

[F R
2 (v)](p2) =

Min
� (p1 )� 0
� (p2 )� 0

� 2 R

� s.t. M (p2 � A) + �N (� 1) + � (p1)(N (� 1) � M (p1)) + � (p2)(N (1) � M (p2)) � 0

On peut r�e�ecrire les deux programmes SDP comme suit :

[F R
2 (v)](p1) = Min

� (p1 )� 0
� (p2 )� 0

� 2 R

� s:t :
�

� � � � (p1) + � (p2) 0
0 � Id + � (p1) Id � � (p2) Id

�
� 0

and

[F R
2 (v)](p2) = Min

� (p1 )� 0
� (p2 )� 0

� 2 R

� s:t :
�

� � � � (p1) + � (p2) 0
0 Id + � (p1) � � (p2)

�
� 0

Pour r�esoudre ces probl�emes, on pourrait appeler un solveur SDP, mais dans ce cas, il su�t de
r�esoudre un syst�eme d'in�egalit�es : tous les �el�ements diagonaux elements doivent être n�egatifs,
par exemple, pour le premier probl�eme, cela implique� � � 1 et puisque que l'on minimise�
on obtient � = � 1. Finalement, on trouve v2(p1) = � 1 and v2(p2) = 1 et nous avons prouv�e
que A(v?

1)y = v1 et on conclut que la sph�ere unit�e S1 = f x 2 Rd j kxk = 1g est invariante par
rotation.

Exemple 6.10 (Fin de l'exemple 6.2)
Nous rappelons que les fonctions de base sontpx : (x; v) 7! x2, pv : (x; v) 7! v2 et pL : (x; v) 7!
3v2 + 2x2 + 2xv, et donc la con�guration est P = f px ; pv ; pL g. On s'int�eresse �a la troisi�eme
coordonn�ee de la fonction s�emantique relâch�ee [F R (v)](p), consid�erons, par exemple,p = px ,
on obtient : [F R

3 (v)](px ) =

inf
� 2 RP

+

sup
(x;v )2 R2

X

q2 P

� (q)w2(q) + ( x; v)
��

1 � � (px ) h=2
h=2 h2 � � (pv)

�
� � (pL )L

�
(x; v)T (6.7)

En introduisant les matrices suivantes, nous pouvons r�e�ecrire (6.7) comme (6.8) :

M (px ) =

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 0

1

A ; M (pv) =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

A and M (px � T) =

0

@
0 0 0
0 1 h=2
0 h=2 h2

1

A
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[F R
3 (w)](px ) = Min

� 2 RP
+

� 2 R

� s.t. M (px � T)+ �N (� 1)+
X

q= px ;pv ;pL

� (q)[N (w2(q)) � M (q)] � 0 (6.8)

Pour initialiser l'it�eration sur les politiques 7, nous devons choisir la politique � 0. Pour la
troisi�eme coordonn�ee de F R , nous choisissons la politique :

� 0
3(px ) = (0 ; 0; 1); � 0

3(pv) = (0 ; 0; 1); � 0
3(pL ) = (0 ; 0; 1) :

Cela consiste, pourp = px , �a prendre � (px ) = � (pv) = 0 et � (pL ) = 1 dans (6.7). Par la
proposition 6.1 nous trouvons :

V � 0
3

3 (px ) = sup
(x;v )2 R2

(x; v)
�

� 1 h=2 � 1
h=2 � 1 h2 � 3

�
(x; v)T = 0

V � 0
3

3 (pv) = sup
(x;v )2 R2

(x; v)
�

h2 � 2 h(1 � h) � 1
h(1 � h) � 1 (1 � h)2 � 3

�
(x; v)T = 0

V � 0
3

3 (pL ) = sup
(x;v )2 R2

(x; v)(TT LT � L )(x; v)T = 0

La solution du probl�eme de maximisation est nulle puisque les trois matrices sont d�e�nie
n�egatives. La troisi�eme matrice AT LA � L est d�e�nie n�egative car L satisfait la condition de
Lyapunov pour le syst�eme lin�eaire discret (x; v) = A(x; v). Pour calculer le plus petit point
�xe de F (� 0; �), nous r�esolvons le programme lin�eaire suivant :

min
3X

i =1

X

p2 P

� i (p)

� 2 (pL )� � 3 (px ); � 2 (pL )� � 3 (pv ); � 2 (pL )� � 3 (pL )
� 3 (px )� � 2 (px ); � 3 (pv )� � 2 (pv ); � 3 (pL )� � 2 (pL )

1� � 2 (px ); 1� � 2 (pv ); 7� � 2 (pL )
1� � 1 (px ); 1� � 1 (pv ); 7� � 1 (pL )

Nous utiisons le solveur lin�eaire Linprog , et nous trouvons :

u0
1(px ) = 1 :0000 u0

2(px ) = 7 :0000 u0
3(px ) = 7 :0000

u0
1(pv) = 1 :0000 u0

2(pv) = 7 :0000 u0
3(pv) = 7 :0000

u0
1(pL ) = 7 :0000 u0

2(pL ) = 7 :0000 u0
3(pL ) = 7 :0000

L'approximation de la clôture de u0, R - vexP(u0) est donn�ee par une impl�ementation Matlab ,
utilisant Yalmip et SeDuMiretourne le vecteur w0

1 :

w0
1(px ) = 1 :0000 w0

2(px ) = 4 :2000 w0
3(px ) = 4 :2000

w0
1(pv) = 1 :0000 w0

2(pv) = 2 :8000 w0
3(pv) = 2 :8000

w0
1(pL ) = 7 :0000 w0

2(pL ) = 7 :0000 w0
3(pL ) = 7 :0000

En utilisant �a nouveau Yalmip et le solveur SeDuMi, nous trouvons quew n'est pas un point
�xe de F R . Comme w0

2(px ) > 0, w0
2(pv) > 0 et w0

2(pL ) > 3, F R
3 co•�ncide avec F3

] . Nous
trouvons une nouvelle politique et nous trouvons :
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f x2 � 4:2000; v2 � 2:8000; 2x2 + 3 v2 + 2 xv � 7g

f x2 � 4:1723; v2 � 2:7724; 2x2 + 3 v2 + 2 xv � 7g

f x2 � 3:9386; v2 � 2:5940; 2x2 + 3 v2 + 2 xv � 7g

f x2 � 3:6079; v2 � 2:3876; 2x2 + 3 v2 + 2 xv � 7g

f x2 � 3:5051; v2 � 2:3353; 2x2 + 3 v2 + 2 xv � 7g
f x2 � 3:5000; v2 � 2:3333; 2x2 + 3 v2 + 2 xv � 7g

Figure 6.6 { It�erations successives de l'it�eration sur les politiques au point de contrôle 2.

� 1
3(px ) = (0 ; 0; 0:596); � 1

3(pv) = (0 ; 0; 0:3961); � 1
3(pL ) = (0 ; 0; 0:9946) :

Finalement, apr�es 5 it�erations nous trouvons l'invariant de boucle w?
2 au point de contrôle

2 l'ensemble :

f x2 � 3:5000; v2 � 2:3333; 2x2 + 3v2 + 2xv � 7g :

Les dessins des ensembles successifsw?
2 �a chaque it�erations de l'it�eration sur les politiques

sont d�erits �a la �gure 6.6.

Remarquons que puisquew1 �nal est un point �xe de F R et puisque w1
2 (px ) > 0,

w1
2 (pv) > 0 et w1

2 (pL ) > 3 alors F R
3 = F3

] et donc w1
3 est une fonctionP-convexe et comme

w1
1 est une fonction P-convexe alorsw1

2 est une fonction P-convexe en tant que supremum
de fonctions P-convexes et �nalementw1 est un point �xe de F ] .

Exemple 6.11 (Fin de l'exemple 6.3)
Nous rappelons que prenons la con�guration munie d'une unique fonction :P = f (i; j ) 7!

�
i (i + 1)

2
+ j g. La fonction s�emantique abstraite F ] du programme 6.3 est la fonction suivante :

F1
] (v) = 0

F2
] (v) = ( vs

1 [ vs
3) �

F3
] (v) = sup

(i;j )2 vs
2

i � 42

eT (i;j )T + b
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La fonction s�emantique relâch�ee est la fonction :

F R
1 (v) = 0

F R
2 (v) = sup( v1; v3)

F R
3 (v) = inf

�;� � 0
�v 2 sup

(i;j )2 R2
eT (i;j )T + b + 42� � �i + �p (i; j )

o�u T =
�

1 0
1 1

�
et bT = (1 ; 1). On cherche une politique initiale telle que :

sup
(i;j )2 R2

1
2

(� (i + 1)( i + 2) + �i (i + 1)) + 1 + i + j � �j + � (42 � i ) < + 1 :

On voit que la fonction objectif est lin�eaire en j , pour que le sup soit �ni, il faut que � = 1
et dans ce cas o�u cherche maintenant� � 0 tel que :

sup
(i;j )2 R2

1
2

(� i 2 � 3i � 2 + i 2 + i ) + 1 + i + 42� � �i < + 1 :

ce qui �equivaut �a :
sup

(i;j )2 R2
� i � 1 + 1 + i + 42� � �i < + 1 :

On conclut que � = 0. En prenant comme politique initiale � = 1 et � = 0, on obtient
V3(� 0) = 0 et donc nous devons r�esoudre :

v1 � 0
v2 � v1

v2 � v3

v3 � v2

et on trouve �nalement v1 = v2 = v3 = 0. Nous pourrions calculer la fonction s�emantique
relâch�ee �a l'aide de Shor mais l'algorithme s'arrête avec ce vecteur l�a puisque� = 1 et � = 0
fournit l'unique politique telle que V3(� 0) < + 1 .

6.2.3 It�eration max-strat�egie dans le domaine des con�gurations quadratiques

Gawlitza et Seidl [GS10] ont d�evelopp�e leur technique de max-strat�egie ou d'it�eration sur
les politiques ascendantes. Les fonctions que consid�erent les auteurs sont des maxima d'un
nombre �ni de fonctions concaves. Pour les a�ectations et les tests, les auteurs d�e�nissent une
fonction s�emantique relâch�ee qui est le dual de la relaxation de Shor. Les auteurs initialisent
leur algorithme avec la fonction identiquement �egale �a �1 . A chaque it�eration, pour chaque
coordonn�ee, ils s�electionnent la fonction qui atteint le maximum et calculent le plus grand
point �xe de la fonction associ�ee �a cette s�election. A la mani�ere de l'it�eration de Kleene, la
suite g�en�er�ee par l'algorithme est une suite croissante dont tous les termes minorent le plus
petit point �xe de F R , la limite de la suite est le plus petit point �xe de F R . La limite est
atteinte en temps �ni puisque le nombre de politiques est �ni. Cependant aucun terme de la
suite g�en�er�ee par l'algorithme ne fournit un invariant valide.

L'article soumis [GSA+ ] r�ecapitule les deux techniques d'it�eration sur les politiques dans
les con�gurations quadratiques.
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CHAPITRE7

CONCLUSION SUR LA PARTIE DOMAINES DES SOUS-NIVEAUX

Nous terminons la partie domaine num�eriques des sous-niveaux par un r�ecapitulatif des
r�esultats obtenus et par des extensions possibles du travail e�ectu�e. Cette partie a �et�e l'objet
d'une publication [AGG10] ainsi que d'une soumission [AGG]. Nous d�ecoupons ce chapitre
de conclusion en deux sections, la section 7.1 qui rappelle les r�esultats pr�esent�es dans cette
partie puis les perspectives dans la section 7.2.

7.1 R�esum�e

7.1.1 Treillis des ensembles convexes abstraits et des fonctions convexes ab-
straites

Nous avons commenc�e ce chapitre par la construction d'un domaine num�erique abstrait
g�en�eral dont les �el�ements sont des intersections de sous-nveaux de fonctions pr�elablement
�x�ees. Nous avons montr�e que ces ensembles �etaient uniquement caract�eris�es par les fonctions
qui d�e�nissent le niveaux. Nous avons montr�e que la paire d'applications entre l'ensemble
des applications sur les fonctions de base et les parties deRd forme une correspondance de
Galois. Nous avons donc par la suite consid�er�e les treillis des parties deRd closes et ainsi que
les applications sur les fonctions de base closes. Les �el�ements clos d�ecrits sont en r�ealit�e des
convexes abstraits. Nous avons propos�e une g�en�eralisation des travaux de Sankaranarayanan
et al [SSM05] qui g�en�eralisaient d�ej�a les travaux de Min�e [Min04].

7.1.2 Construction de la fonction s�emantique relâch�ee par dualit�e

Dans ce chapitre, nous avons appliqu�e des techniques classiques d'optimisation sous con-
traintes, pour construire une fonction s�emantique relâch�ee. En e�et, chaque fonctionv 2 (R

P
)n

sur les fonctions de basep 2 P d�e�nissent une famille de probl�eme de maximisation. Puisque
le nombre de fonction de base n'est, a priori, pas �x�e et que la con�guration P ne dispose a
priori, pas de bonnes structures, la dualit�e peut varier au cours de l'analyse suivant le do-
maine des fonctionsv sur la con�guration P. De plus, le probl�eme dual introduit poss�ede
lui de bonnes structures et nous utilisons cette bonne structure pour d�eterminer une borne
valide des valeurs prises par la fonction s�emantique abstraite. Nous avons �egalement d�evelopp�e
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une m�ethode d'it�eration sur les politiques dynamique. La g�eom�etrie de l'invariant cherch�e se
dessine pas �a pas en choississant de plus en plus de fonctions de base.

7.1.3 Con�gurations quadratiques en interpr�etation abstraite

Dans un deuxi�eme temps, nous sommes int�eress�es aux con�gurations quadratiques �nies.
Dans ce cadre, nous avons utilis�e la relaxation de Shor pour calculer la fonction s�emantique
relâch�ee. Le point important est que la fonction s�emantique dans ce cas se calcule en temps
polynomial en r�esolvant un probl�eme d'optimisation semi-de�nie positive. Dans les exemples,
nous avons propos�e d'utiliser l'information d'une fonction de Lyapunov pour d�eterminer un
invariant num�erique sous la forme d'intersections d'ellipso•�des.

7.2 Perspectives

7.2.1 Probl�eme de la politique initiale

Le probl�eme de trouver une heuristique pour trouver facilement des politiques initiales
est un probl�eme important. Nous avons vu que trouver une politique initiale se ramenait �a
trouver une politique dont le probl�eme d'optimisation lin�eaire qui permet de trouver le plus
petit point est r�ealisable. Dans le cas o�u cette politique n'existe pas, il faudrait trouver une
condition simple pour le caract�eriser. Lorsque les programmes contiennent simplement des
boucles, on peut initialiser l'algorithme d'it�erations sur les politiques en consid�erant unique-
ment l'information donn�ee par une fonction de Lyapunov. En e�et, lorsqu'on consid�ere les
con�gurations quadratiques de la forme :

f x 7! � x i ; L a : x 7! xT L ax; L { : x 7! xT L {xg :

o�u x 7! xT L ax et x 7! xT L {x sont des fonctions de Lyapunov pour les a�ectations aux points
de contrôle a 2 A et { 2 I la politique d�e�nie par :

[� 0
a(p)](q) =

�
0 si q 6= L a

1 si q = L a
et [� 0

{ (p)](q) =
�

0 si q 6= L {

1 si q = L {

semble fournir une politique initiale valide. Il faudrait pouvoir prouver ce r�esultat et d�e�nir un
heuristique pour d�eterminer des politiques initiales en fonction des types des con�gurations
utilis�ees.

7.2.2 Con�guration et arithm�etique polynomiale

Nous n'avons pas trait�e les programmes �a arithm�etiques polynomiales dont les a�ectations
et tests sont des polynômes multivari�es de degr�e sup�erieurs �a 2. Une technique classique
d'optimisation polynomiale est d'utiliser la programmation en sommes de carr�es1. Cependant,
la d�ecomposition en sommes des carr�es est coûteuse. Nous tenterons donc de d�evelopper une
approche par la programmation g�eom�etrique o�u l'on consid�ere des fonctions qui sont de la
somme d'�el�ements de la forme :

ckxai
1 xa2

2 : : : xad
d

1. traduction directe du terme "sum of squares" (SOS)
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o�u ck > 0 et ai sont des nombres r�eels. L'ensemble des fonctions de cette forme contient
l'ensemble des polynômes �a coe�cients positifs. Une arithm�etique form�ee de ce type de fonc-
tions permet de consid�erer les divisions de variables.

7.2.3 Fonctions de Lyapunov non quadratique et syst�emes hybrides

Dans les exemples du chapitre 6, nous avons utilis�e des fonctions de Lyapunov quadra-
tiques. En e�et, nous nous sommes int�eress�es �a la condition de Lyapunov pour les syst�emes
discrets et lin�eaires. Cependant, des travaux de Blanchini [Bla95] sur l'utilisation de fonctions
de Lyapunov non quadratiques pour les probl�emes de contrôle robuste, pourraient g�en�eraliser
notre approche. Par ailleurs, Johansson et Rantzer [JR98] ont �etudi�e la construction et le cal-
cul de fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux pour les syst�emes hybrides. Cette
approche pourrait nous permettre d'analyser des syst�emes hybrides.

7.2.4 Probl�eme de calculs garantis et 
ottants

Il existe des solveurs de programmes semi-de�nis qui peuvent calculer des solutions garanties
comme par exemple VSDP [JCK07]. De tels solveurs existent �egalement pour l'optimisa-
tion lin�eaire comme [Kei05]. Cependant, notre algorithme et tous les calculs sont a priori
en arith�em�etique exacte. Pour la programmation lineaire, on peut utiliser le fait qu'un pro-
gramme lineaire admet une solution dans le corps alg�ebrique des donn�ees.

7.2.5 Convergence de l'it�eration sur les politiques

Dans l'exemple 6.3, l'it�eration sur les politiques s'arrête puisque les multiplicateurs de
Lagrange sont uniques. Une perspective de travail peut se diriger vers des conditions d'arrêt
caract�eris�ees par l'unicit�e des politiques. De plus, nous pouvons utiliser les r�esultats de "du-
alit�e forte" en optimisation pour assurer la convergence de l'algorithme d'it�erations sur les
politiques.
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A la recherche du plus petit point
�xe





CHAPITRE8

POINTS FIXES MINIMAUX D'APPLICATIONS
SEMIDIFF �ERENTIABLES

L'algorithme d'it�eration sur les politiques s'arrête sur un point �xe qui n'est pas n�ecessaire-
ment minimal. Dans ce chapitre, nous proposons de caract�eriser analytiquement le plus petit
point �xe lorqu'il est �ni. Dans [CGG + 05, Theorem 3], les auteurs ont montr�e que, dans le
cadre contractant au sens large, l'it�eration sur les politiques s'arrête sur le plus petit point �xe
si celui-ci n'est atteint que par une unique politique. Une question se pose imm�ediatement :
que se passe-t-il quand le point �xe est commun �a plusieurs politiques ? Pour y r�epondre, nous
interpr�etons ce probl�eme comme un probl�eme de minimisation. Un minimiseur d'une fonction
convexe se caract�erise par un point o�u la d�eriv�ee s'annule dans le cas di��erentiable, un point
pour lequel le sous-di��erentiel contient la forme lin�eaire nulle dans le cas convexe. Les fonc-
tions apparaissant en analyse statique ne sont ni d�erivables ni sous-di��erentiables en g�en�eral,
par cons�equent, nous utilisons une notion de di��erentiablit�e plus faible, la semidi��erentiabi-
lit�e. Le probl�eme comporte une deuxi�eme contrainte : nous cherchons un point �xe. Notre
m�ethode consiste �a d�eplacer notre probl�eme de point �xe global �a des probl�emes locaux sur
l'ensemble des points �xes de la semidi��erentielle au point. Dans le cas lin�eaire, un probl�eme
de point �xe devient un probl�eme de valeurs et vecteurs propres. Grâce aux propri�et�es de la
semidi��erentielle, nous pourrons obtenir un analogue non lin�eaire du rayon spectral. Une telle
approche s'inspire de l'approche d'Akian, Gaubert et Nussbaum pour des probl�emes d'unicit�e
de point �xe en dimension in�nie [AGN]. Nous commen�cons �a la section 8.1 par d�e�nir les
outils d'analyse non-lin�eaire qui nous permettront de caract�eriser le plus petit point �xe. Dans
la section 8.2, nous allons �enoncer les r�esultats de caract�erisation du plus petit de point �xe.
En�n, �a la section 8.3, nous terminons ce chapitre en exposant les probl�emes calculatoires
de la caract�erisation du plus petit point �xe. Une partie des r�esultats a fait l'objet d'une
publication [AGG08a].

8.1 Pr�eliminaires

Dans cette section, nous d�ebutons par un exemple simple de programme pour lequel
l'initialisation de l' it�erations sur les politiques par l'heuristique classique sur le domaine des
intervalles ne conduit pas au plus petit point �xe. Puis nous �enon�cons un r�esultat d'existence
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de plus petit point �xe �ni �a la sous-section 8.1.1. Dans la sous-section 8.1.2, nous d�e�nissons
le rayon spectral non-lin�eaire et dans la sous-section 8.1.3, nous d�e�nissons les applications
semidi��erentielles.

Dans l'�etude de la minimalit�e, on s'int�eressera ici aux points �xes �a coordonn�ees �nies, on
cherchera donc des points �xes minimaux par rapport �a l'ordre produit usuel de Rd.

Même dans les cas simples, le calcul de point �xe par it�eration sur les politiques ne permet
de garantir la minimalit�e du point �xe d'une fonction s�emantique abstraite d'analyse statique
par interpr�etation abstraite. Pour illustrer ces propos, nous introduisons un programme simple
�a l'exemple 8.1.

Exemple 8.1
Nous utilions pour cet exemple, l'algorithme d'it�eration sur les politiques dans le cadre des
intervalles. La politique initiale est choisie grâce �a l'heuristique classique.

x :=0; [ 1 ]
wh i le (x < =99) f [ 2 ]

x=1� x ; [ 3 ]
g [ 4 ]

F ]
1(X ) = [0 ; 0]

F ]
2(X ) = [ � sup(0; x+

2 ); inf(99; sup(0; x �
2 + 1))]

F ]
3(X ) = [ � (x+

2 � 1); 1 + x �
2 ]

F ]
4(X ) = [ � inf( � 100; sup(0; x+

2 � 1)); sup(0; x �
2 + 1)]

Figure 8.1 { Un simple programme �a gauche et �a droite, la fonction s�emantique abstraite
associ�ee

F ]
1(X ) = f 0g

F ]
2(X ) = [ � 98; 99]

F ]
3(X ) = [ � 98; 99]

F ]
4(X ) = ;

Figure 8.2 { Les ensembles invariants �a chaque point de contrôle du programme de la �gure 8.1

Le programme de la �gure 8.1 simule une boucle in�nie et la valeur de la variablex est
soit 0 soit 1. Cependant, l'it�eration sur les politiques trouve au point de contrôle 2, l'intervalle
[� 98; 99].

Soit un treillis complet L et soit une fonction f satisfaisant :

f = inf f f � j � 2 � g et 8 x 2 L ; 9 � 2 � ; f (x) = f � (x) :

Deux th�eor�emes sur la minimalit�e d'un point �xe avaient �et�e �enonc�es dans l'article [CGG + 05].
Le premier r�esultat [CGG + 05, Theorem 1] permet de caract�eriser lfp(f ) comme le minimum
des lfp(f � ) :

lfp( f ) = min f lfp( f � ) j � 2 � g : (8.1)

Ce r�esultat indique que l'on pourrait calculer le plus petit point �xe de f en calculant les
plus petits points �xes des fonctions f � . Bien �evidemment, cette m�ethode de calcul n'est
pas robuste et peut exploser lorsque le nombre de politiques augmente. Le deuxi�eme r�esul-
tat [CGG + 05, Theorem 3] a�rme que, dans le cas des applications contractantes au sens large
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(nous reviendrons sur cette d�e�nition plus tard), si l'it�eration sur les politiques termine sur
un point �xe �ni x et s'il existe une unique fonction f � telle que f (x) = f � (x) alors x est le
plus petit point �xe de f .

8.1.1 Existence de solutions �nies

Dans tout ce chapitre, nous munissons, sauf mention du contraire,Rd de la topologie
usuelle ainsi que de l'ordre usuel surRd. Dans cette sous-section, nous nous int�eressons aux
fonctions croissantesf : R

d
7! R

d
qui ont un plus petit point �xe �ni, c'est-�a-dire aux fonctions

croissantesf telles que inff v 2 R
d

j f (v) � vg 2 Rd. On va �etablir, �a titre d'exemple, un
crit�ere d'existence d'un plus petit point �xe �ni.

Proposition 8.1 ( Existence de plus petit point �xe )

Supposonsf : R
d

7! R
d

croissante. Notons,? le plus petit �el�ement de R
d
. Supposons

de plus :

1. 9 �k 2 N; f
�k (? ) 2 Rd ;

2. 9 w 2 Rd tel que (f k (w)) k� 0 est born�ee dansRd ;

3. f est continue surRd.

Alors lfp( f ) 2 Rd.

D�emonstration
Soit w 2 Rd tel que (f k (w)) k� 0 soit born�ee et posonsz = lim inf

k! + 1
f k (w) = lim

k! + 1
inf

m� k
f m (w).

Le vecteur z 2 Rd et par continuit�e de f , on a f (z) = lim
k! + 1

f ( inf
m� k

f m (w)) puis par croissance

de f , on a f (z) � lim
k! + 1

inf
m� k+1

f m (w) = z. Comme ? � z et f est croissantef
�k (? ) � z. On

d�eduit du fait que ? � f (? ) et f (z) � z, l'ensemble :

L = f y 2 Rd j f
�k (? ) � y � zg

est un treillis complet invariant par f et donc f poss�ede un plus petit point �xe u dans L .
On conclut que u est le plus petit point �xe de f tel que f

�k (? ) � u et comme tout point �xe

v de f dans R
d

satisfait f
�k (? ) � v alors u est le plus petit point �xe de f dans R

d
et donc

lfp( f ) 2 Rd. �

Le th�eor�eme de Tarski 2.1 donne une id�ee du calcul de point �xe : on sait qu'il faut
consid�erer l'ensemble desf x 2 R

d
j f (x) � xg d�es que f est croissante. Il su�t donc de trouver

une fonction g telle que g(x0) � g(y) pour tout y 2 f x 2 Rd j f (x) � xg implique que x0 est
le plus petit point �xe de f . On peut donc consid�erer une fonction g strictement croissante
sur Rd. Par exemple, la fonction qui �a un vecteur associe la somme de ses coordonn�ees est
une fonction qui v�eri�e cette propri�et�e.

Th�eor�eme 8.1 ( Plus petit point �xe �ni et optimisation )

Soit f : R
d

7! R
d

une fonction croissante telle que lfp(f ) 2 Rd. Soit g une fonction
strictement croissante surRd. Alors lfp( f ) est l'unique solution du probl�eme d'optimisation :

Min g(x) s: c f (x) � x; x 2 Rd
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D�emonstration
On pose �x = lfp( f ). Le vecteur �x est clairement une solution r�ealisable. Soitx 2 Rd r�ealisable.
Par le th�eor�eme de Tarski, �x � x puis par croissance deg, g(�x) � g(x). La stricte croissance
de g implique l'unicit�e de la solution. �

Le th�eor�eme 8.1, donne un moyen th�eorique de calculer un plus petit point �xe lorsque
celui-ci est �ni. Ce moyen est e�cace quand chaque coordonn�ee def est une fonction convexe.
En g�en�eral les fonctions �a �etudier en analyse statique ne sont pas convexes, mais ce th�eor�eme
demeure utile pour les fonctions associ�ees �a une politique qui sont en g�en�eral a�nes.

8.1.2 Rayon spectral non lin�eaire

Apr�es avoir montr�e, avec des hypoth�eses simples, l'existence d'un plus petit point �xe �ni,
on introduit les premi�eres d�e�nitions �a la base du travail e�ectu�e. Nous rappelons ce qu'est
un cône.

D�e�nition 8.1 ( Cônes )

On dit qu'un ensemble C � Rd est un cône si pour tout � r�eel positif ou nul et pour
tout x 2 C, �x 2 C.

Exemple 8.2
Les ensemblesRd

+ et Rd
� sont des cônes.

Exemple 8.3
Soit l'ensembleC = f (x; y) 2 R2

+ j x � 2y; y � 2xg. L'ensembleC est un cône.

Exemple 8.4
Consid�erons l'ensembleA =

[

a=1 ;:::;N

f (x; y) 2 Rd
+ � R+ j y = a

X

i

x i g o�u N d�esigne un entier

quelconque. L'ensembleA est un cône.

Dans la th�eorie des applications lin�eaires, il est utile de calculer le rayon spectral pour
d�eterminer comment une application lin�eaire dilate la boule unit�e. Le rayon spectral peut
être utilis�e pour �etudier localement des applications di��erentiables. Dans notre cas, nous
voulons �etudier localement des applications qui n'ont pas de "di��erentielles lin�eaires", nous
introduisons un rayon spectral pour des applications non lin�eaires.

D�e�nition 8.2 ( Rayon spectral non lin�eaire )

Soit C un cône deRd, pour une fonction g de C dans C, continue, on d�e�nit le rayon
spectral � C (g) de g, relativement �a C de la mani�ere suivante :

� C (g) = sup f � � 0 j 9 x 2 Cnf 0g; g(x) = �x g

Exemple 8.5 (Alg�ebre lin�eaire)
Prenons une matrice :

A =
�

1 2
1 1

�
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L'application lin�eaire associ�ee �a la matrice A pr�eserve le cône positif. En calculant les
valeurs propres de la matrice, nous trouvons 1 +

p
2 et 1 �

p
2. L'espace propre associ�e �a la

valeur propre 1 +
p

2 est la droite engendr�ee par le vecteur (1;
p

2=2).
On a par cons�equent � R2

+
(A) = 1 +

p
2.

Exemple 8.6 (Application non-lin�eaire)
On d�e�nit la fonction f sur R2

+ par :

f (x1; x2) =
�

sup(x1; x2)
inf( x1; x2)

�

La fonction f est stable surR2
+ et � � 0 est valeur propre def si, pour un certain couple

(x1; x2) 6= (0 ; 0) si :
sup(x1; x2) = �x 1

inf( x1; x2) = �x 2

Si x1 = 0 alors sup(x1; x2) = x2 = �x 1 et donc x2 = 0, on conclut qu'un couple solution
(x1; x2) v�eri�e x1 > 0. Comme�x 1 � x1 et �x 2 � x2, on obtient � = 1 d'o�u � R2

+
(f ) = 1.

Exemple 8.7 (Application non-lin�eaire 2)
Soit f : R 7! R telle que :

f (x) =

8
<

:

p
x si x 2 [0; 4]

(1=2)x si x 2 [4; 6]
min((1=12)x2; 5) sinon

Le graphe de la fonction est donn�e par la �gure 8.3.

x

f (x)

Figure 8.3 { Repr�esentation graphique de la fonction f

Pour trouver les valeurs propres def , il faut r�esoudre l'�equation f (x) = �x sur les in-
tervalles [0; 4], [4; 6], [6; 2

p
15] et [2

p
15; + 1 [. Sur l'intervalle [4 ; 6], il n'existe pas de valeurs

propres, la seule valeur propre possible serait 1=2 mais cette valeur propre aurait pour vecteur
propre x = 0 qui n'appartient pas �a [4 ; 6]. Sur les autres intervalles, la valeur propre associ�ee
�a un vecteur propre est unique mais une valeur propre peut avoir bien �evidemment plusieurs
vecteurs propres. Le graphe des valeurs propres en fonction des vecteurs propres est donn�e
par la �gure 8.4.

On conclut que � R+ (f ) = + 1 .
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x

�

Figure 8.4 { Repr�esentation graphique des valeurs propres en fonction de leur vecteur propre

Exemple 8.8 (Cône g�en�er�e par deux demi-droites et fonction non-lin�eaire)
Consid�erons le côneC = f (x; y) 2 R2

+ j x � 2y; y � 2xg et une fonction f sur R2 d�e�nie par :

f (x; y) =
�

f 1(x; y)
f 2(x; y)

�
=

�
min(2x; y) + x � (1=3)y

(2=3) (min( y; (1=2)x) + y)

�

La fonction f pr�eserve le cône C, en e�et, lorsque (x; y) 2 C on obtient 2f 1(x; y) �
f 2(x; y) = 2 y+2x � (2=3)y� (1=3)x � (2=3)y = (5 =3)x+(2 =3)y � 0 et f 2(x; y) � (1=2)f 1(x; y) =
(1=3)x + (2 =3)y � (1=2)y � (1=2)x + (1 =6)y = � (1=6)x + (2 =6)y = (1 =6)(2y � x) � 0.

Maintenant, soit ( x; y) 2 C di��erent de (0 ; 0), pour trouver les valeurs propres, on r�esout
le syst�eme en fonction de� :

x + (2 =3)y = �x

(1=3)x + (2 =3)y = �y
(8.2)

Pour le syst�eme (8.2), x et y sont non-nuls, en e�et, si x ou y est nul alors (x; y) = (0 ; 0).
On trouve que � = 4=3 ou � = 1=3 mais si � = 1=3 le syst�eme (8.2) n'a pas de solution dans
C et donc la seule valeur propre est� = 4=3 qui admet pour vecteur propre (2; 1) 2 C, on
conclut que � C (f ) = 4 =3.

Contre-exemple 8.1 (Fonction ne poss�edant aucune valeur propre)
Prenons tout Rd et soit l'application continue f qui �a x associe� x. Supposons qu'il existe
� � 0 et x 6= 0 tel que f (x) = �x alors on a � x = �x ce qui �equivaut �a � (1 + � )x = 0 d'o�u
� = � 1 ce qui contredit la positivit�e de � . La fonction f n'admet pas de valeur propre et donc
� Rd (f ) = �1 .

Pour rester coh�erent avec la th�eorie spectrale des matrices, on va montrer que le rayon
spectral ainsi d�e�ni est toujours positif ou nul pour une classe bien pr�ecise de cônes. En e�et, il
n'est pas �evident que f � � 0 j 9 x 2 Cnf 0g; g(x) = �x g soit non vide. On va donc montrer que
pour tout cône convexe ferm�e point�e C, pour toute fonction continue pr�eservant C, il existe
toujours un \vecteur propre\ non nul et une \valeur propre\ positive ou nulle. Le r�esultat est
classique, on pourrait consulter [Nus88], nous en donnons une preuve pour la commodit�e du
lecteur.
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D�e�nition 8.3 ( Cône convexe ferm�e point�e )
Soit C un cône convexe ferm�e, on dit queC est point�e si C \ � C = f 0g.

Exemple 8.9
Les ensemblesRd

+ et Rd
� sont des cônes convexes ferm�es point�es.

Exemple 8.10 (Le cône de Lorentz)
Le cône de Lorentz, c'est-�a-dire, le cône d�e�ni par : f (x; t ) 2 Rd� 1 � R+ j kxk � tg est un
cône convexe ferm�e point�e.

Exemple 8.11 (Cône engendr�e par deux vecteurs non-colin�eaires)
Soient x; y 2 Rd deux vecteurs non colin�eaires et le côneC = f c 2 Rd j c = �x + �y; �; � � 0g.
Supposons qu'il existec 2 C non nul tel que � c 2 C, on a alorsc = �x + �y et � c = � 0x + � 0y
d'o�u ( � + � 0)x + ( � + � 0)y = 0 et comme c est non nul, � + � 0 6= 0 et � + � 0 6= 0 et �nalement

x = �
� + � 0

� + � 0y mais x et y ne sont pas colin�eaires et on conclut queC est point�e.

Un cône point�e engendr�e par deux vecteurs non colin�eaires est repr�esent�e par la �gure 8.5.

Figure 8.5 { Un cône point�e engendr�e par deux vecteurs non colin�eaires

Proposition 8.2 ( Existence de valeurs propres non lin�eaires )

Si C est un cône convexe ferm�e point�e deRd non r�eduit �a f 0g alors pour tout g : C 7! C
continue, � C (g) est positif ou nul, c'est-�a-dire que g admet une valeur propre positive et un
vecteur propre non nul.

Pour montrer l'existence de valeur propre non-lin�eaire, nous commen�cons par d�emontrer
le lemme suivant 8.1 :

Lemme 8.1

Si C est un cône convexe ferm�e point�e deRd non r�eduit �a f 0g alors il existe une forme
lin�eaire non nulle  telle que :  (c) > 0 pour tout c 2 C nf 0g.

D�emonstration (Lemme 8.1)
Pour commencer, montrons queCnf 0g est convexe 0. Ceci revient �a montrer que 0 est un
point extrême de C. Supposons qu'il existe,x; y 2 C tels que x + y = 0, on en d�eduit que
x = � y d'o�u, x 2 � C, mais x 2 C d'o�u, x = 0 et on conclut que y = 0 donc 0 est un
point êxtreme de C d'o�u Cnf 0g est convexe. On poseD = co(C \ S(0; 1)), o�u co d�esigne
l'enveloppe convexe. Par d�e�nition de l'enveloppe convexe, on aD � Cnf 0g. De plus, comme
C est ferm�e non-vide alors D est compact non-vide. On peut donc s�eparer fortementf 0g et
D et il existe une forme lin�eaire  non nulle et un r�eel � , tels que  (x) > � > 0 pour tout
x 2 D . Maintenant soit c 2 Cnf 0g, alors c(kck) � 1 2 D et on conclut que  (c) > � kck > 0 ce
qu'il fallait d�emontrer. �
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D�emonstration (Proposition 8.2)
S'il existe x dans C nf 0g tel que g(x) = 0, alors en prenant � = 0, il existe x 2 C nf 0g tel
que g(x) = �x d'o�u � C (g) � 0.

Sinon, 8 x 2 C nf 0g; g(x) 2 C nf 0g. En prenant la forme lin�eaire du lemme 8.1, on pose :

� = f x 2 C j  (x) = 1 g = C \ f x 2 Rd j  (x) = 1 g :

L'ensemble � est convexe ferm�e en tant qu'intersection d'ensembles convexes ferm�es, mon-
trons que � est born�e. Nous avons montr�e dans la preuve du lemme 8.1 que pour tout
c 2 C nf 0g  (c) > � kck pour un certain r�eel strictement positif � . On conclut que pour
tout c 2 �, 1 > � kck d'o�u kck < � � 1 et donc � est born�e. Par cons�equent, � est convexe
compact (dimension �nie) non vide et ne contient pas 0.

Pour x 2 �, on pose ĝ(x) = g(x)(  (g(x))) � 1, puisqueg(x) 2 C nf 0g pour tout x 2 C nf 0g,
 (g(x)) 6= 0 pour tout x 2 C nf 0g. De plus, ĝ est continue de � dans �, par le th�eor�eme de
Brouwer, ĝ poss�ede un point �xe �x 2 � donc non nul.

On obtient par cons�equent, g(�x) =  (g(�x))�x, donc il existe � > 0 et x 2 C nf 0g tel que
g(x) = �x . En conclusion, � C (g) est positif ou nul pour toute fonction g : C 7! C continue.�

8.1.3 Semidi��erentielle

Nous voulons �etudier localement des fonctions non di��erentiables qui ne sont ni convexes
ni concaves. Cependant, la structure d'op�erateur dynamique de nos fonctions nous autorise
�a utiliser une notion non lin�eaire de la di��erentiabilit�e. Nous commen�cons par rappeler ce
qu'est une application positivement homog�ene.

D�e�nition 8.4 ( Fonctions positivement homog�enes de degr�e 1 )

Soit C un cône, et soit g est application de C dans Rd. La fonction g est dite (positive-
ment) homog�ene (de degr�e un), si pour tout r�eel � > 0, pour tout x 6= 0, g(�x ) = �g (x).

Exemple 8.12 (Applications lin�eaires)
Par d�e�nition, les applications lin�eaires sont homog�enes.

Exemple 8.13 (Min Max d'applications lin�eaires)
Soit la fonction f qui associe �ax 2 Rd, f (x) = min

i 2 I
max
j 2 J

aij � x o�u I; J dont des ensembles �nis

est une fonction homog�ene.

On va maintenant introduire une notion plus faible de di��erentiabilit�e qui reste compatible
avec le rayon spectral.

D�e�nition 8.5 ( Fonction semidi��erentiable )

Soit f : Rd 7! R. Soit u 2 Rd, f est dite semidi��erentiable au point u s'il existe un
voisinageV de 0 et une fonctiong homog�ene continue tels que pour touth 2 V :

f (u + h) = f (u) + g(h) + o(khk)

L'application g est unique. Elle est appel�ee semidi��erentielle de f au point u et est not�ee
f 0

u .
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Remarque 8.1 Si g est homog�ene et continue sur un cône ferm�eC non vide non r�eduit �a f 0g
alors g(0) = 0. En e�et, si on prend un point x de C et une suite � n > 0, � n ! 0+ on a d'une
part, g(� nx) = � ng(x) ! 0, par homog�en�eit�e et g(x) < 1 et d'autre part, g(� nx) ! g(0),
par continuit�e.

Le contexte de la dimension �nie nous permet d'�etendre simplement la semidi��erentiabilt�e
aux fonctions �a valeurs dans Rn et on dira qu'une application de Rd dans Rn est semidi��e-
rentiable si toutes ses fonctions coordonn�ees sont semidi��erentiables.

Exemple 8.14 (Fonctions di��erentiables)
Les applications di��erentiables sont semidi��erentiables et la semidi��erentielle est la di��eren-
tielle classique (voir [RW98, Corollary 7.22]).

Exemple 8.15 (Op�erations lin�eaires sur les fonctions semidi��erentiables)
Soient f et g deux applications semidi��erentiables et � 2 R. La fonction �f + g est semidif-
f�erentiable et la semidi��erentielle en un point x est la fonction h 7! �f 0

x (h) + g0
x (h).

Soit " > 0, il existe � 0; � 1 > 0 tels que :khk � � 0 implique k�f (x + h) � �f (x) � �f 0
x (h)k �

"
2

khk et khk � � 1 implique kg(x + h) � g(x) � g0
x (h)k �

"
2

khk. On en d�eduit en prenant

� = min( � 0; � 1) que khk � � implique k(�f + g)(x + h) � (�f + g)(x) � (�f 0
x + g0

x )(h)k �

k�f (x + h) � �f (x) � �f 0
x (h)k + kg(x + h) � g(x) � g0

x (h)k � 2
"
2

khk = "khk d'o�u le r�esultat.

Exemple 8.16 (Min max �nis d'applications a�nes)
Les applications min max �nies d'applications a�nes sont semidi��erentiables. Nous revien-
drons sur cette classe d'applications un peu plus tard.

Consid�erons la fonction f sur R d�e�nie par, pour x 2 R, f (x) = min(max( x + 3 ; 0); 4);.
Aux points x = � 3 et x = 1, la fonction f n'est pas d�erivable.

Mais :

f (� 3 + t) = f (� 3) + max( t; 0) + 0 et f (1 + t) = f (1) + min( t; 0) + 0

Les fonctions t 7! max(t; 0) et t 7! min( t; 0) sont homog�enes et continues, la fonctionf
est donc semidi��erentiable en � 3 et 1 et la semidi��erentielle de f en � 3 est t 7! max(t; 0) et
t 7! min( t; 0) en 1. Le chemininement est d�ecrit par la �gure 8.6.

Exemple 8.17 (Fonctions convexes et fonctions concaves)
Les fonctions convexes �a valeurs r�e�elles sont semidi��erentiables. Ce r�esultat est d�emontr�e par
Rockafellar et Wets (voir [RW98, Theorem 7.26,Example 7.27]). De plus, la semidi��erentielle
d'une fonction convexef en un point x est la fonction y 7! sup

p2 @f(x)
p � y o�u @f(x) est le sous-

di��erentiel de f en x, c'est-�a-dire, l'ensemble f p 2 Rd j f (x) + p � (y � x) � f (y); 8 y 2 Rdg.
Les fonctions concavesf sont �egalement semidi��erentiables puisque � f l'est en tant que

fonction convexe. De plus, la semidi��erentielle d'une fonction concave f au point x est la
fonction y 7! inf

p2 @̂f(x)
p � y o�u @̂f= � @(� f ).

Proposition 8.3 ( Continuit�e des applications semidi��erentiables )
Si f est semidi��erentiable au point u alors f est continue enu.
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x
(0; 0)

f (x)

t

f 0
� 3(t)

t 7! max(t; 0)

t

f 0
1(t)

t 7! min( t; 0)

Figure 8.6 { Calcul de la semidi��erentielle de la fonction f de l'exemple 8.16

D�emonstration
Soit u 2 Rd, on suppose donc la fonctionf est semidi��erentiable au point u. Soit " > 0,
il existe � > 0 tel que : kx � uk � � implique que kf (x) � f (u) � f 0

u(x � u)k � "kx � uk.
Prenons une suite (xn )n2 N qui converge versu. Soit " > 0, il existe N 2 N, tel que n � N ,
implique kxn � uk � � . On a par cons�equent, kf (xn ) � f (u)k � "kxn � uk + kf 0

u(xn � u)k
et comme f 0

u est continue en 0 et que, par la remarque 8.1,f 0
u(0) = 0, on a donc (f (xn ))n

converge versf (u) et donc f est continue enu. �

On en d�eduit imm�ediatement la famille de contre-exemples suivants.

Remarque 8.2 (Applications non continues) Les applications non continues ne sont pas
semidi��erentiables aux points de discontinuit�es. En e�et, si une fonction est semidi��erentiable
au point u, elle y est continue.

Remarque 8.3 Si f est semidi��erentiable au point u, on a pour tout t > 0 et pour tout h
dans un certain voisinage de 0 :

f (u + th) = f (u) + tf 0
u(h) + o(tkhk)
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il s'ensuit que

f 0
u(h) = lim

t ! 0+

f (u + th) � f (u)
t

elle co•�ncide avec la d�eriv�ee directionnelle unilat�erale de f au point u dans la direction h.

Proposition 8.4 ( Semidi��erentielle et limite uniforme )

Soit f : Rd 7! R, semidi��erentiable en u 2 Rd de semidi��erentielle f 0
u si et seulement si

lim
t ! 0+

h0! h

f (u + th0) � f (u)
t

= f 0
u(h):

Une d�emonstration de la proposition est donn�ee par Rockafellar et Wets dans [RW98, Theorem
7.21].

Remarque 8.4 Si pour une fonction f , la limite existe, on dit que la fonction admet une
d�eriv�ee directionnelle au point u au sens de Hadamard (voir par exemple, [Roc84]).

8.2 Caract�erisation du plus petit point �xe

Dans tout probl�eme d'optimisation, on essaye d'introduire une condition du premier ordre
(annulation de la d�eriv�ee, sous-di��erentiel contenant 0...). Ici, la condition du premier ordre
sera donn�ee par la semidi��erentielle. Dans la sous-section 8.2.1, nous �enon�cons les premiers
r�esultats, le premier r�esultat est une condition su�sante de non-minimalit�e et le second fournit
des conditions su�santes de minimalit�e locale. Dans la sous-section 8.2.2, nous �etablissons de
nouveaux r�esultats sur les fonctions a�nes par morceaux. Puis, �a la sous-section 8.2.3, nous
pr�esentons les conditions n�ecessaires et su�santes de minimalit�e dans le cas des fonctions
croissantes et contractantes au sens large pour la norme in�nie. Nous terminons cette section
par la sous-section 8.2.4, par un ra�nement de l'it�eration sur les politiques actuelle pour
toujours calculer le plus petit point �xe �ni d'une fonction croissante a�ne par morceaux et
contractantes au sens large.

8.2.1 Premiers r�esultats

Dans tout ce chapitre, nous consid�erons une fonctionf continue et dont l'ensemble des
points �xes est non-vide.

Nous �etablissons un premier th�eor�eme qui, grâce au rayon spectral, donne un crit�ere de
non-minimalit�e d'un point �xe.

Th�eor�eme 8.2 ( Non-minimalit�e d'un point �xe )

Soient f : Rd 7! Rd une application croissante etu 2 �x( f ). Nous supposonsf semidif-
f�erentiable en u. De plus, nous supposons quef x 2 Rd j f (x) � xg est inf�erieurement born�e.
Si � Rd

�
(f 0

u) > 1 alors u n'est pas le plus petit point �xe de f .

D�emonstration
Par d�e�nition du rayon spectral, � Rd

�
(f 0

u) > 1 implique l'existence de� > 1 et deh 2 Rd
� nf 0g

tels quef 0
u(h) = �h . On pose" := min

h i < 0
�k hk� 1(� � 1)hi . Par d�e�nition de la semidi��erentielle,
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il existe t0 > 0, tel que, pour tout t 2 ]0; t0[, (kf (u + th) � f (u) � tf 0
u(h)k)( tkhk) � 1 � " et de

u 2 �x( f ) et f 0
u(h) = �h , on en d�eduit qu'il existe t0 > 0, tel que, pour tout t 2 ]0; t0[,

f i (u + th) � ui + t�h i + t" khk, pour tout i tel que hi < 0. Par d�e�nition de " , on obtient,
pour tout i tel que hi < 0, f i (u + th) � ui + t�h i � tkhk� 1(� � 1)khk = ui + th i < u i . De
plus, par croissance def on a f (u + th) � u pour tout t � 0 d'o�u, pour tout i tel que hi = 0,
f i (u + th) � ui + th i .

On conclut que f (u + th) < u + th puis que (f k (u + th)) k2 N est une suite d�ecroissante
et puisque l'ensmeblef x 2 Rd j f (x) � xg est inf�erieurement born�e, la suite est minor�ee
donc convergente. Par continuit�e de f , la limite de ( f k (u + th)) k2 N est point �xe de f qui est
strictement plus petit que u. �

D�e�nition 8.6 ( Point �xe localement minimal )
Un point �xe u est dit localement minimal s'il existe un voisinage V de u tel que :

8 v 2 V ; f (v) = v et v � u =) v = u:

En d'autres termes, un point �xe est localement minimal s'il existe un voisinage pour
lequel tout point �xe comparableest plus grand.

Exemple 8.18
Posons pourx 2 R, f (x) = sup( � 4; x; 2x � 3). La fonction est repr�esent�ee par la �gure 8.7. La
fonction est en gras sur la �gure et la partie hachur�ee repr�esente l'intersection du graphe de
f et celui de l'identit�e. On en d�eduit que l'ensemble des points �xes de f , �x( f ), est [� 4; 3].
Le point �xe est � 4 est localement minimal.

x

f (x)

Figure 8.7 { La fonction f de l'exemple 8.18
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Exemple 8.19
Soit la fonction f de R2 dans R2 d�e�nie par :

f (x; y) =
�

f 1(x; y)
f 2(x; y)

�
=

�
max(min( x; y); 0) + 2 max(min( x + 1 ; 0); � 2)
max(max(x; y); 0) + 2 max(min( y + 1 ; 0); � 2)

�

On peut �etudier la fonction f en d�ecoupant R2 sur di��erents ensembles. La d�ecomposition
de la fonction f est donn�ee par le tableau 8.1.

x > y x � y

x � � 3
y � � 3

f 1(x; y) = � 4 f 1(x; y) = � 4
f 2(x; y) = � 4 f 2(x; y) = � 4

y 2] � 3; � 1[ Non d�e�nie
f 1(x; y) = � 4

f 2(x; y) = 2 y + 2

y � � 1 Non d�e�nie
f 1(x; y) = � 4

f 2(x; y) = max( y; 0)

x 2] � 3; � 1[
y � � 3

f 1(x; y) = 2 x + 2
Non d�e�nie

f 2(x; y) = � 4

y 2] � 3; � 1[
f 1(x; y) = 2 x + 2 f 1(x; y) = 2 x + 2
f 2(x; y) = 2 y + 2 f 2(x; y) = 2 y + 2

y � � 1 Non d�e�nie
f 1(x; y) = 2 x + 2

f 2(x; y) = max( y; 0)

x � � 1
y � � 3

f 1(x; y) = 0
Non d�e�nie

f 2(x; y) = max( x; 0) � 4

y 2] � 3; � 1[
f 1(x; y) = 0

Non d�e�nie
f 2(x; y) = max( x; 0) + 2y + 2

y � � 1
f 1(x; y) = max( y; 0) f 1(x; y) = max( x; 0)
f 2(x; y) = max( x; 0) f 2(x; y) = max( y; 0)

Table 8.1 { D�ecomposition de la fonction f de l'exemple 8.19

Grâce au tableau 8.1, nous pouvons calculer les points �xes de la fonctionf . Les points
�xes de f sont donn�es sous la forme d'un tableau 8.2

En conclusion, l'ensemble des points �xes def est f (� 4; � 4)g [ f (� 4; � 2)g [ f� 4g � R+ [
f (� 2; � 4)g [ f (� 2; � 2)g [ f� 2g � R+ [ f 0; � 4g [ f (0; � 2)g [ f (x; y) 2 R2 j y � x � 0g.
L'ensemble des points �xes def est repr�esent�e par la �gure 8.8. Les points �xes ( � 4; � 4),
(� 4; � 2), (� 2; � 4), (� 2; � 2), (0; � 4) et (0; � 2) sont localement minimaux car ce sont des
points �xes isol�es i.e pour ces points �xes, il existe un voisinage sur lequel il n'existe pas
d'autre point �xe. Les points �xes ( � 4; 0), (� 2; 0), (0; 0) sont �egalement localement minimaux.

Remarque 8.5 (Globalement minimal et plus petit point �xe) Par extension, on pour-
rait d�e�nir une notion de points �xes globalement minimaux par :

8 v 2 Rd; f (v) = v et v � u =) v = u:

Cependant si le plus petit point �xe lfp( f ) est �ni alors lfp( f ) est l'unique point �xe
globalement minimal. En e�et, il est clair que si lfp( f ) 2 Rd alors il est globalement minimal.
Maintenant prenons un point �xe u, s'il �etait globalement minimal alors, comme lfp( f ) � u, on
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x > y x � y

x � � 3
y � � 3 Aucun point �xe

x = � 4
y = � 4

y 2] � 3; � 1[ Non d�e�nie
x = � 4
y = � 2

y � � 1 Non d�e�nie
x = � 4
y � 0

x 2] � 3; � 1[
y � � 3

x = � 2
Non d�e�nie

y = � 4

y 2] � 3; � 1[ Aucun point �xe
x = � 2
y = � 2

y � � 1 Non d�e�nie
x = � 2
y � 0

x � � 1
y � � 3

x = 0
Non d�e�nie

y = � 4

y 2] � 3; � 1[
x = 0

Non d�e�nie
y = � 2

y � � 1 Aucun point �xe
x � 0
y � 0

Table 8.2 { Points �xes de la fonction f de l'exemple 8.19

aurait u = lfp( f ). Nous remarquons donc que la globale minimalit�e dans notre cas correspond
�a la minimalit�e du point �xe.

Th�eor�eme 8.3 ( Conditions su�santes de locale minimalit�e )

Soit f : Rd 7! Rd. Soit u 2 �x( f ). On suppose, de plus, quef est semidi��erentiable en
u.

1. u est localement minimal ;

2. f 0
u n'admet pas de point �xe non nul dans Rd

� ;

3. � Rd
�

(f 0
u) < 1.

On a 3 =) 2 =) 1.

D�emonstration
3 =) 2 Par d�e�nition du rayon spectral.
2 =) 1 On va montrer en r�ealit�e, q1 =) q2. Supposons queu ne soit pas localement

minimal : 8 r > 0; 9 h 2 B (0; r ) \ Rd
� , h 6= 0, tel que u + h 2 �x( f ). Prenons une suite

f rngn� 0 tendant vers 0. Pour tout n, il existe hn 2 B (0; rn ) \ Rd
� tel que u + hn 2 �x( f )

avec hn 6= 0. Posons, yn = hnkhnk� 1 2 S(0; 1) \ Rd
� qui est compact (dimension �nie),

et quitte �a extraire, il existe �y tel que k�yk = 1 et �y 2 Rd
� et yn ! �y quand n ! + 1 .

On obtient par la proposition 3:1:3

lim
n! + 1








f (u + khnkyn ) � f (u)
khnk

� f 0
u(�y)






 = 0
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(-4,-4)

(-4,-2)

(-2,-4)

(-2,-2)

(0,-4)

(0,-2)

(-4,0) (-2,0) (0,0)

Figure 8.8 { Ensemble de points �xes de l'exemple 8.19

d'o�u, comme u et u + khnkyn sont dans �x( f ),

lim
n! + 1








u + khnkyn � u
khnk

� f 0
u(�y)






 = 0 puis, lim

n! + 1






 yn � f 0

u(�y)





 = 0

ce qui entrâ�ne,
k�y � f 0

u(�y)k = 0 :

Finalement, on a montr�e qu'il existe �y non nul �a coordonn�ees n�egatives qui est un point
�xe de f 0

u . �

Exemple 8.20 (Application du th�eor�eme 8.3 pour l'exemple 8.18)
On reprend la fonction f de l'exemple 8.18.

Au point � 4, la semidi��erentielle est t 7! sup(0; t), sur R� , cette fonction est la fonction
identiquement nulle, elle n'admet donc aucun point �xe n�egatif non nul et le rayon spectral
est �egal �a 0.

Soit x 2]� 4; 3[, la fonction f est l'identit�e, elle est donc (semi)di��erentiable et la (semi)di��erentielle
est la fonction identit�e et donc elle admet un point �xe n�egatif non nul, de plus, le rayon spec-
tral est �egal �a 1.

En 3, la semidi��erentielle vaut t 7! sup(2t; t ), si t � 0 alors la semidi��erentielle restreinte
�a R� est l'identit�e, elle admet, donc, un point �xe n�egatif et le rayon spectral vaut 1.
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Exemple 8.21 (Application du th�eor�eme 8.3 pour l'exemple 8.19)
On reprend la fonction f de l'exemple 8.19. En tout point �xe, la fonction f est semidi��eren-
tiable car au voisinage des points �xes, la fonctionf est une somme de fonctions semidi��e-
rentiables. Nous nous int�eressons �a trois points �xes : (� 4; � 4), (� 2; 0) et (0; 0).

En u1 = ( � 4; � 4) et au voisinage de ce point, la fonctionf est �egale �a la fonction constante
(x; y) 7! (� 4; � 4), la semidi��erentielle f 0

u1
est la fonction nulle. Le rayon spectral def 0

u1
est 0

et la semidi��erentielle n'admet pas de point �xe n�egatif non-nul, le point �xe u1 = ( � 4; � 4)
est localement minimal.

En u2 = ( � 2; 0) et au voisinage de ce point, la fonctionf est �egale �a la fonction ( x; y) 7!
(2x + 2 ; max(y; 0)), elle est donc semidi��erentiable et la semidi��erentielle f 0

u1
est la fonction

(h1; h2) 7! (2h1; max(h2; 0). Le rayon spectral sur R2
� de f 0

u2
est 2, on conclut d'apr�es le

th�eor�eme 8.2, ce point �xe n'est pas le plus petit point �xe de f . Mais, commef 0
u2

n'admet
pas de point �xe n�egatif non nul, le point �xe u2 = ( � 2; 0) est donc localement minimal.

En u3 = (0 ; 0) et au voisinage de ce point, la fonctionf est �egale �a la fonction ( x; y) 7!
(max(min( x; y); 0); max(max(x; y); 0)), elle est donc semidi��erentiable et la semidi��erentielle
f 0

u3
est la fonction (h1; h2) 7! (max(min( h1; h2); 0); max(max(h1; h2); 0)). Le rayon spectral

de f 0
u3

est 0 et la semidi��erentielle n'admet pas de point �xe n�egatif non-nul, le point �xe
u3 = (0 ; 0) est donc localement minimal.

8.2.2 Applications a�nes par morceaux

Le th�eor�eme de Danskin [Dan67] permet de di��erentier des maxima et minima d'applica-
tions di��erentiables. Nous utilisons ce th�eor�eme pour prouver que le calcul de la semidi��eren-
tielle est facile pour ce type d'applications et obtenons un r�esultat plus fort en montrant que
les applications a�nes par morceaux ont un d�eveloppement limit�e exact.

D�e�nition 8.7 ( Applications a�nes par morceaux version g�eom�etrique )
On dit que f est a�ne par morceaux si elle est continue et s'il existe une famille �nie

de convexes ferm�esf Ci gi 2 I , telle que

Rd �
[

i 2 I

Ci ; 8 l; k 2 I; l 6= k; int( Cl ) \ int( Ck ) = ; : (8.3)

et f jCi est a�ne pour tout i 2 I i.e pour tout j 2 f 1; : : : ; dg, f j jCi
est a�ne.

Il serait plus intuitif de supposer que les Ci soient des poly�edres mais S.Ovchinnikov
montre qu'on obtient les mêmes classes de fonctions avec des convexes ferm�es d'int�erieur non
vides [Ovc02, AT07].

Apr�es cette d�e�nition g�eom�etrique d'a�ne par morceaux, on va donner une d�e�nition
�equivalente, plus analytique, qui nous rapprochera des fonctions �etudi�ees par la suite.

Lemme 8.2 ( Applications a�nes par morceaux version analytique )
Une application f est a�ne par morceaux ssi pour tout j 2 f 1; : : : ; dg, il existe un

ensemble �ni A j , une famille d'ensembles �nis f Baga2 A j et une famille de fonctions a�nes
f ga;bga2 A j ;b2 B a v�eri�ant :

f j = min
a2 A j

max
b2 B a

ga;b

Une d�emonstration de ce lemme peut se trouver dans [Ovc02, AT07]. Dans [AT07], les
auteurs donnent un algorithme explicite pour passer de la forme g�eom�etrique �a la forme
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analytique et vice-versa.

Proposition 8.5 ( Semidi��erentielle d'applications a�nes par morceaux )

Si f est a�ne par morceaux alors, f est semidi��erentiable pour tout u 2 Rd. De plus,
on a pour tout h 2 Rd, pour tout j 2 f 1; : : : ; dg :

(f 0
u) j (h) = min

a2 �A
max
b2 �B a

ma;b � h

o�u �A = f a 2 A j f j (u) = max
b2 B a

ga;b(u)g et �Ba = f b 2 Ba j f j (u) = min
a2 A

ga;b(u)g.

Pour la d�emonstration, on aurait pu utiliser le th�eor�eme de semidi��erentiation sous le
signe sup �enonc�e par T.Rockafellar et J-B.Wets dans [RW98, Exercice 10.27], dans le cas o�u
les inf et sup portent sur un nombre �ni de fonctions a�nes. Pour un r�esultat plus g�en�eral,
le lecteur est invit�e �a consulter [AGN].

Ici, on va montrer la proposition 8.5 d'une autre mani�ere : on va montrer que, pour
la semidi��erentiabilit�e, les applications a�nes par morceaux jouent le même rôle que les
applications a�nes pour la di��erentiabilit�e classique. En e�et, le "d�eveloppement limit�e" �a
l'ordre 1 au sens semidi��erentiel du terme d'une application a�ne par morceaux est exact.

Lemme 8.3 ( D�eveloppement limit�e exact des applications a�nes par morceaux )

Soit f : Rd 7! Rd une fonction a�ne par morceaux. Soit u 2 Rd. Il existe un voisinage
V de u tel que pour tout u + h 2 V ,

f (u + h) = f (u) + f 0
u(h)

D�emonstration
Puisque f est a�ne par morceaux pour tout j 2 f 1; : : : ; dg, il existe un ensemble �ni A, des
ensembles �nisf Baga2 A et une famille �nie de fonctions a�nes ga;b tels que :

f j = min
a2 A

max
b2 B a

ga;b

Soient A = f a 2 A j f j (u) = max
b2 B a

ga;b(u)g et pour a 2 A, on poseBa = f b 2 Ba j f j (u) =

ga;b(u)g.
Il existe Vj tel que f j jV j = min

a2 A
max
b2 B a

ga;b. Soit h 2 Rd tel que u + h 2 V j . On a, par

cons�equent :

f j (u + h) = min
a2 �A

max
b2 B a

ga;b(u + h) qui �equivaut �a f j (u + h) = min
a2 A

max
b2 B a

(ga;b(u) + ma;b � h)

Comme min
a2 A

max
b2 B a

ga;b(u) = f j (u), on conclut que :

f j (u + h) = f j (u) + min
a2 A

max
b2 B a

(ma;b � h) :

Finalement, on a (f j )0
u(h) = min

a2 A
max
b2 B a

(ma;b � h) avec a 2 A et b 2 Ba, f j (u + h) =

f j (u) + ( f j )0
u(h). Puis, en prenant V = \ j Vj , on conclut que f (u + h) = f (u) + f 0

u(h). �
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Corollaire 8.1 ( Direction de descente )

Soit f : Rd 7! Rd, et soit u 2 �x( f ), si, de plus, f est a�ne par morceaux, alors u est
localement minimal si et seulement sif 0

u n'admet pas de point �xe non nul dans Rd
� .

D�emonstration
On a d�ej�a montr�e au th�eor�eme 8.3 que le fait que f 0

u n'admette pas de point �xe n�egatif
non-nul impliquait que u �etait localement minimal.

Maintenant, supposons quef 0
u admette un point �xe h0 n�egatif non-nul et soit un voisinage

V de u. D'apr�es le lemme 8.3, il existe un voisinageV0 de u tel que f (u + h) = u + f 0
u(h) pour

tout h tel que u + h 2 V0. Il existe � > 0 tel que u + �h 0 2 V0 \ V et d'o�u, par homog�en�eit�e
de f 0

u , f (u + �h 0) = u + �h 0 < u et donc u n'est pas localement minimal. �

Exemple 8.22 (Suite de l'exemple 8.18)
On reprend la fonction f de (8.18). Cette fonction est clairement a�ne par morceaux d'apr�es
le lemme 8.2. En� 4, la semidi��erentielle vaut t 7! sup(0; t), elle n'admet pas de point �xe
n�egatif. En tout point �xe x 2] � 4; � 3], la semidi��erentielle f 0

x admet un point �xe n�egatif
non-nul.

Exemple 8.23 (Suite de l'exemple 8.19)
Nous reprenons la fonction de l'exemple 8.19. Le tableau 8.1 donne une famille de convexes
ferm�es (Ci ) i 2 I dont les int�erieurs sont disjoints (o�u il faut consid�erer x � y �a la place de
x > y , d�ecouper x � � 1 en x � 0 et x 2 [� 1; 0], remplacery 2] � 3; � 1[ par y 2 [� 3; � 1]...)
sur lequels, la fonctionf est a�ne et donc f est a�ne par morceaux par d�e�nition.

On a d�ej�a vu dans l'exemple 8.21 qu'aux points �xes ( � 4; � 4), (� 2; 0) et (0; 0), les semid-
i��erentielles n'avaient pas de points �xes n�egatifs non nuls. On peut montrer que pour tout
point �xe u localement minimal de f 0

u n'admet pas de point �xe n�egatif non-nul.
Soit un point �xe ( u1; v1) tel que u1 = � 4 et v1 > 0, la fonction f au voisinage de ce

point �xe est la fonction ( x; y) 7! (� 4; y) et donc la semidi��erentielle au point �xe ( u1; v1)
est la fonction (h1; h2) 7! (0; h2), cette fonction admet, par exemple, (0; � 1) comme point
�xe n�egatif non-nul. On trouve, de même, (0 ; � 1) comme point �xe n�egatif non-nul pour la
semidi��erentielle aux points �xes ( u2; v2) tels que u2 = � 2 et v2 > 0.

Maintenant, consid�erons, (u3; v3) tels que v3 � u3 > 0. On peut trouver un voisinage de
(u3; v3) telle que f soit �egale �a ( x; y) 7! (min( x; y); max(x; y)) la semidi��erentielle au point
(u3; v3) est (h1; h2) 7! (min( h1; h2); max(h1; h2)), cette fonction admet donc, par exemple,
(� 1; � 1) comme point �xe n�egatif non-nul.

Maintenant, consid�erons, (u4; v4) tels que v4 > 0 et u4 = 0. On peut trouver un voisinage
de (u3; v3) telle que f soit �egale �a ( x; y) 7! (max(x; 0); y) la semidi��erentielle au point ( u4; v4)
est (h1; h2) 7! (max(h1; 0); h2), cette fonction admet donc, par exemple, (0; � 1) comme point
�xe n�egatif non-nul.

8.2.3 Applications contractantes au sens large

Dans cette partie, on trouvera souvent des additions de vecteurs et d'une constante, en
r�ealit�e, il s'agira de l'addition d'un vecteur et du vecteur dont toutes les coordonn�ees sont
�egales �a cette constante. De même pour les in�egalit�es entre des vecteurs et des constantes,
on �ecrira z � � avec � dans R pour dire que z est plus petit que le vecteur dont toutes
les coordonn�ees sont �egales �a� , le contexte pr�ecisera quelles sont les additions et in�egalit�es
classiques et les additions et in�egalit�es constantes-vecteurs.
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D�e�nition 8.8 ( Fonction contractante au sens large )

Soit f : Rd 7! Rd, f est dite contractante au sens large si pour toutx; y 2 Rd,
kf (x) � f (y)k � k x � yk.

Par la suite, nous dirons simplement contractante �a la place de contractante au sens large.

Remarque 8.6 Une fonction f est contractante au sens large ssi toutes les coordonn�eesf i

sont contractantes au sens o�ujf i (x) � f i (y)j � k x � yk.

Exemple 8.24 (Applications croissantes sous-additivement homog�ene)
On dit qu'une fonction g : Rd 7! Rd est sous-additivement homog�ene si pour toutt 2 R+ , pour
tout u 2 Rd, g(u + t) � g(u) + t, la sommeu + t est �egale au vecteur qui a pour coordonn�ee
ui + t. Automatiquement, on a g(u) � t � g(u � t) pour tout u 2 Rd, pour tout t 2 R+ . Pour
cela, il su�t de voir que g(u � t + t) � g(u � t) + t.

Soit g une fonction monotone et sous-additivement homog�ene. Soitx; y 2 Rd, on a donc par
d�e�nition de la norme in�nie �k x � yk � x � y � k x � yk (au sens o�u toutes les composantes
de x � y sont encadr�ees par �k x � yk et kx � yk). Par croissance def , on obtient f (y �
kx � yk) � f (x) � f (y + kx � yk) et �nalement par sous-additivit�e homog�ene, on conclut que
f (y) � k x � yk � f (x) � f (y) + kx � yk d'o�u kf (x) � f (y)k � k x � yk.

Exemple 8.25 (Limite simple de fonctions contractantes)
Soit (gn )n� 0 une suite de fonctions contractantes convergeant simplement vers une fonction
g. La fonction g est contractante.

En e�et, soit n 2 N et x; y 2 Rd, kgn (x) � gn (y)k � k x � yk d'o�u gn (x) � k x � yk + gn (y)
et gn (y)+ � k x � yk + gn (x) puis par passage �a la limite g(x) � k x � yk + g(y) et g(y) �
kx � yk + g(x) et �nalement kg(x) � g(y)k � k x � yk.

Exemple 8.26 (Inf sup d'applications contractantes)
Soient S; T deux ensembles non vides et (f s;t )s2 S

t2 T
une famille d'applications contractantes. La

fonction f = inf
s2 S

sup
t2 T

telle que f (x) 2 R est contractante.

En e�et, soient s; t 2 S � T, x; y 2 Rd, kf s;t (x) � f s;t (y)k � k x � yk d'o�u f s;t (x) �
kx � yk + f s;t (y) et f s;t (y)+ � k x � yk + f s;t (x) puis en prenant successivement le supremum
sur T puis l'in�mum sur S on obtient f (x) � k x � yk + f (y) et f (y) � k x � yk + f (x) et
�nalement kf (x) � f (y)k � k x � yk.

Exemple 8.27 (Applications a�nes �a vecteur directeur sous stochastique)
Soient i 2 f 1; : : : ; dg et ai 2 Rd tel que ai

j � 0 et
X

j =1

ai
j � 1 et b 2 Rd. La fonction f

d�e�nie, composante par composantex 7! f i (x) = ai � x + bi est contractante. Soientx; y 2 Rd,

kf (x) � f (y)k = sup
i 2f 1;:::;dg

dX

j =1

ai
j (x i � yi ) � sup

i 2f 1;:::;dg

dX

j =1

ai
j kx � yk � k x � yk.

Contre-exemple 8.2 (Somme de variables)
Soit la fonction f qui �a x 2 Rd associe

X

i =1

x i sur la premi�ere composante et 0 sinon. En

prenant x � 1, le vecteur dont toutes les coordonn�ees valent 1 ety le vecteur nul, on a

kf (x) � f (y)k = j
dX

i

x i j = d > kx � yk = kxk = sup
i =1 ;:::;d

jx i j = 1.
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Rappelons que la normek � k d�e�nit la norme in�nie, la contraction s'entend donc au sens
de cette norme.

Proposition 8.6 ( Semidi��erentielle d'une contraction )

Soit g : Rd ! Rd une fonction contractante et soit x 2 Rd. Si g est semidi��erentiable en
x, alors g0

x est contractante.

D�emonstration
Par d�e�nition de la semdi��erentielle, g0

x est la limite simple det � 1
n (g(x+ tnh)� g(x)) en prenant

(tn )n2 N une suite qui tend vers 0. D'apr�es l'exemple 8.25, la fonctiong0
x est contractante au

sens large. �

La contraction d'une fonction assure que le rayon spectral de la semidi��erentielle ne d�e-
passe pas 1. Ce r�esultat qui va être utilis�e pour en d�eduire une �equivalence entre le rayon
spectral et l'ensemble des points �xe non nul de la semidi��erentielle.

Proposition 8.7

Soit f : Rd ! Rd une fonction contractante au sens large et soitu 2 Rd. Si, de plus, f
est semidi��erentiable en u alors f 0

u n'a pas de point �xe dans Rd
� nf 0g ssi � Rd

�
(f 0

u) < 1.

D�emonstration
Il su�t de montrer que � Rd

�
(f 0

u) � 1. Tout d'abord, remarquons que comme la fonctionf est

une contraction au sens large, alors, d'apr�es la proposition 8.6,f 0
u est aussi une contraction au

sens large. Supposons� Rd
�

(f 0
u) > 1. Il existe � > 1 et x 2 Rd

� nf 0g, tels quef 0
u(x) = �x . D'o�u

kf 0
u(x) � f 0

u(0)k = kf 0
u(x)k = � kxk > kxk, ce qui contredit le fait que f 0

u soit contractante. �

La contraction est une hypoth�ese cruciale pour passer de la minimalit�e locale �a la minimal-
it�e globale c'est-�a-dire, dans notre cas, nous allons montrer que le seul point �xe localement
minimal est le plus petit point �xe.

Th�eor�eme 8.4 ( Unicit�e du point �xe localement minimal )

Soit f : Rd 7! Rd et soit u 2 �x( f ), supposonsf contractante au sens large alorsu est
localement minimal si et seulement siu est le plus petit point �xe de f .

Pour prouver ce th�eor�eme, nous prouvons l'existence d'un retract non-lin�eaire. Cette ap-
proche a d�ej�a �et�e utilis�ee dans [CGG + 05] pour prouver qu'un point �xe �etait le plus petit
point �xe d�es qu'il �etait atteint par une unique politique.

Lemme 8.4 ( Retract non-lin�eaire )

Il existe une application P : Rd ! �x( f ) croissante contractante qui v�eri�e P2 = P et
�x( P) = �x( f ).

D�emonstration
On suit l'id�ee de Gaubert et Gunawardena dans [GG04], nous proposons de construire la
fonction P comme suit : P(x) = lim

k! + 1
f k (y) o�u y = lim sup

l ! + 1
f l (x). Comme f est contractante

au sens large et queu 2 �x( f ) alors pour tout k 2 N et pour tout x 2 Rd, kf k (x) � f k (u)k �
kx � uk, donc kf k (x) � uk � k x � uk, par cons�equent f f k (x)gk2 N est born�ee pour tout x 2
Rd.
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On pose pour tout x 2 Rd : Q(x) = inf
k� 1

sup
n� k

f n (x) = lim
k! + 1

sup
m� k

f m (x). Comme f f k (x)gk2 N

est born�ee, Q(x) existe et est unique.
Soit x 2 Rd et k 2 N sup

n� k
f n (x) � f m (x) pour tout m � k puis commef est croissante,

f (sup
n� k

f n (x)) � f (f m (x)) pour tout m � k et en prenant le sup surm � k �a droite on obtient

f (sup
n� k

f n (x)) � sup
m� k

f (f m (x)) en faisant tendre k vers +1 , et en utilisant la continuit�e de f ,

on obtient f (Q(x)) � Q(x).
Finalement, par croissance def , on d�eduit que f f l (Q(x))gl2 N est une suite croissante

major�ee car born�ee, elle converge et on peut poser :

P(x) = lim
l ! + 1

f l (Q(x))

La fonction f est contractante, doncQ est contractante en tant que inf sup d'applications
contractantes (exemple 8.26) etP est contractante en tant que limite simple d'applications
contractantes (exemple 8.25). De plus, par constructionP est croissante carf .

En�n f (P(x)) = f (lim f l (x)) = lim f l+1 (x) = P(x), ce qui entrâ�ne que pour tout x 2 Rd,
P(x) 2 �x( f ). Par ailleurs,

P(P(x)) = lim
l ! + 1

f l [lim sup
k! + 1

f k (P(x))]

d'o�u P(P(x)) = P(x) puisque P(x) 2 �x( f ).
On a montr�e que �x( P) � �x( f ), l'inclusion inverse est �evidente. �

D�emonstration (Th�eor�eme 8.4)
Prenons une application P comme dans le lemme 8.4. On suppose queu est localement
minimal mais pas le plus petit point �xe. Il existe v 2 �x( f ), tel que inf(v; u) 6= u. On
pose ! t = inf( v + t; u) avec t � 0. Soit t � 0, par croissance deP, P(! t ) � P(u) = u et
P(! t ) � P(v + t). De plus, commeP est contractante kP(v + t) � P(v)k � k v + t � vk = t,
et par d�e�nition de la norme in�nie, P(v + t) � P(v)+ t = v + t et on conclut queP(! t ) � ! t .

Soit maintenant, t0 = inf f t > 0 j ! t = ug. Pour tout 0 < t < t 0, P(! t ) � wt < w t0 = u et
par le lemme 8.4,P(! t ) 2 �x( f ). La fonction P �etant continue et ! t d�ependant continuement
de t, P(! t ) tend vers u quand t tend vers t0 ce qui contredit la locale minimalit�e de u.

Finalement, u localement minimal implique u est le plus petit point �xe. La r�eciproque
est imm�ediate. �

Exemple 8.28
Soit � � 1=4. Consid�erons la fonction f d�e�nie par :

f (x; y) =
� p

jyj + �
max(x; y)

�

La fonction f est contractante puisquek
p

jyj + � �
p

jy0j + � k � (2
p

� ) � 1k(x; y) � (x0; y0)k.
L'ensemble des points �xes estf (x; y) 2 R2 j x � (1 +

p
1 + 4� )=2; y = x2 � � g.

Soit (x; y) 2 �x( f ), tel que x = y = (1 +
p

1 + 4� )=2 =  (� ). On pose, de plus, que

 (� ) = 2

p
 (� ) + � on en d�eduit que la semidi��erentielle de f en ( (� );  (� )) est la fonction

h 7! (h2(
 (� )) � 1; max(h1; h2)). On note cette fonction f 0
 (� ) . Pour montrer que ce point
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�xe est le plus petit, il su�t de montrer qu'il est localement minimal et on peut utiliser le
th�eor�eme 8.3. Soit � � 0 et h = ( h1; h2) 6= 0 tels que h 2 R2

� et f 0
 (� ) (h) = �h ce qu'on peut

traduire par :
�

h2 = �
 (� )h1

�h 2 = max( h1; h2)
ou encore

�
h2 = �
 (� )h1

� 2
 (� )h1 = max( h1; �
 (� )h1)

On en d�eduit que � 2
 (� )h1 � h1 et que � 2
 (� )h1 � �
 (� )h1. La premi�ere in�egalit�e
implique � 2
 (� ) � 1. Par ailleurs, on remarque que sih1 = 0 alors h est le vecteur nul donc
h1 < 0. Ceci entrâ�ne que� � 1 (que l'on peut aussi d�eduire des propri�et�es de contraction
de f ). On conclut que 0 � � � inf(

p

 (� ) � 1; 1) =

p

 (� ) � 1 < 1. Le rayon spectral def 0

 (� )

sur R2
� est donc strictement plus petit que 1, en conclusion ( (� );  (� )) est bien le plus petit

point �xe de f .

En conclusion, en concat�enant le th�eor�eme 8.3, le corollaire 8.1 et la proposition 8.7, sif
est a�ne par morceaux et contractante au sens large, on obtient une condition n�ec�essaire et
su�sante de minimalit�e de point �xe �ni :

Th�eor�eme 8.5 ( Caract�erisation du plus petit point �xe )

Soit f : Rd ! Rd, croissante, a�ne par morceaux et contractante. Soit u 2 �x( f ). Les
assertions suivantes sont �equivalentes :

(1) u est le plus petit point �xe ;
(2) f 0

u n'a pas de point �xe non nul dans Rd
� ;

(3) � Rd
�

(f 0
u) < 1.

D�emonstration
Puisquef est contractante au sens large d'apr�es le th�eor�eme 8.4, le plus petit point �xe u de f
est l'unique point �xe localement minimal, l'assertion (1) est donc �equivalent �a la proposition
"u est localement minimal". De plus, on a montr�e dans le th�eor�eme 8.3 que (3) =) (2) =)
(1).

Il su�t donc de prouver les implications inverses. D'apr�es le corollaire 8.1, comme f est
a�ne par morceaux alors (1) = ) (2). En�n, d'apr�es la proposition 8.7, (2) = ) (3) ce qui
ach�eve la preuve du th�eor�eme. �

Exemple 8.29
On consid�ere la fonction f d�e�nie par :

f (x; y) =
�

min(max( x; 0); max(y; 0))
max(max(x; 0); max(y; 0))

�

On a d�ej�a vu que l'ensemble des points def �etait �egal �a f (x; y) 2 R2 j y � x � 0g. Soit
un point �xe ( u; v) 6= (0 ; 0).

Supposons quev > 0 et u = 0. D'apr�es la proposition 8.5, la semidi��erentielle en ( u; v)
est la fonction h 7! (max(h1; 0); h2) et cette fonction admet un point �xe n�egatif non nul (par
exemple (0; � 1)) et donc (u; v) n'est pas le plus petit point �xe de f .

Maintenant, si u et v sont strictement positifs et v�eri�ent v � u. D'apr�es la proposition 8.5,
la semidi��erentielle de f en (u; v) est la fonction h 7! (h1; h2) si v > u et la fonction h 7!
(min( h1; h2); max(h1; h2)) et dans les deux cas, le vecteur (� 1; � 1) est un point �xe n�egatif
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non-nul de la semidi��erentielle et donc dans les deux cas (u; v) n'est pas le plus petit point
�xe de f .

Finalement, en prenant (u; v) = (0 ; 0), la semidi��erentielle en (0 ; 0) est la fonction h 7!
(min(max( h1; 0); max(h2; 0)); max(max(h1; 0); max(h2; 0))) et sur R2

� la semidi��erentielle en
(0; 0) est la fonction nulle et donc n'admet pas de point �xe n�egatif non nul et donc (0; 0) est
le plus petit point �xe de f .

Exemple 8.30
Soit la fonction f d�e�nie par :

f (x; y) =

0

B
@

1
2

min(x; y) +
1
3

max(x; y) + 5

max(min(
1
4

x +
3
4

y; y); 0)

1

C
A

La fonction est clairement croissante et est a�ne par morceaux car la premi�ere coordonn�ee

est �egale �a la fonction ( x; y) 7! min(max(
5
6

x;
1
2

x +
1
3

y); max(
1
3

x +
1
2

y;
5
6

y)) + 5. La fonction

est �egalement contractante en tant que min-max d'applications contractantes.
L'ensemble �x( f ) est f (x; y) 2 R2 j 4x = 3y + 30; 30 � y � 0g. Le point (15=2; 0) est

clairement le plus petit point �xe de f . Calculons les semidi��erentielles en tout point �xe de
f . Au point (15=2; 0), la semidi��erentielle de f est la fonction :

(h1; h2) 7! f 0
(15=2;0)(h) =

 1
3

h1 +
1
2

h2

max(h2; 0)

!

On conclut que h = f 0
(0;0)(h) implique que h2 = 0 puis que h1 = 0. Finalement le seul

point �xe n�egatif de f 0
(0;0) est 0 ce qui implique que (0; 0) est le plus petit point �xe.

Soit (x; y) 2 �x( f ) tel que 30 � y > 0. Au point ( x; y), la semidi��erentielle de f est la
fonction :

(h1; h2) 7! f 0
(x;y ) (h) =

 1
3

h1 +
1
2

h2

h2

!

Le point ( � 1; � 4=3) est un point �xe n�egatif de f 0
(x;y ) ce qui montre bien que (x; y) n'est

pas le plus petit point �xe de f .

Contre-exemple 8.3
On reprend la fonction f de l'exemple 8.19. On ne peut pas utiliser le th�eor�eme 8.5 pour
caract�eriser le plus petit point �xe de f : la fonction poss�ede plusieurs points �xes localement
minimaux. On remarque aussi que l'ensemble des points �xes def n'est pas connexe par arcs
car la fonction n'est pas contractante.

De mani�ere duale, tout le travail d�evelopp�e dans ce chapitre peut être appliqu�e pour
calculer le plus grand point �xe. On pourrait donc appliquer ces travaux pour prouver qu'un
point �xe est unique en montrant qu'il est �a la fois le plus petit point �xe et le plus grand
point �xe.
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8.2.4 Ra�nement de l'algorithme d'it�eration sur les politiques

Le th�eor�eme 8.5 permet de construire une �etape suppl�ementaire dans l'algorithme d'it�era-
tion sur les politiques dans le cas a�ne par morceaux contractant et croissant.

Soit une fonction f a�ne par morceaux, contractante et croissante, elle est donc de la
forme :

min
a2 A(i )

max
b2 B (i;a )

Pab
i � x + Rab

i (� )

o�u, pour tout i 2 f 1; : : : ; dg, A(i ) et B (i; a) sont des ensembles �nis, pour touta 2 A(i )

et b 2 B (i; a), pour tout j 2 f 1; : : : ; dg, Pab
ij � 0 et

dX

j =1

Pab
ij � 1. Pour a 2 A(i ) et b 2 B (i; a),

les �el�ements Rab
i sont des nombres r�eels.

On note :

� = f � : f 1; : : : ; dg 7!
[

i =1 ;:::d

A(i ) j � (i ) = � i 2 A(i )g

d'o�u la formulation :

f = min
� 2 �

f � (�� )

o�u l'application f � : Rd ! Rd est telle que pour tout x 2 Rd et pour tout i 2 f 1; : : : ; dg,

f � i
i (x) = max

b2 B (i;� i )
P � i b

i � x + R� i b
i (8.4)

Les applications f � sont des applications convexes car toutes leurs fonctions coordonn�ees
sont des maxima d'applications a�nes. De plus, elles sont croissantes en tant que maxima
de fonctions a�nes dont les vecteurs directeurs sont des vecteurs positifs. En outre, en vertu
de (8.1), le plus petit point �xe de f est �ni si et seulement si aucun plus petit point �xe
d'une application f � n'a de coordonn�ee�1 et au moins l'un de ces points �xes appartient �a
Rd.

Remarque 8.7 Le nombre de politiques est �ni, donn�e par
dY

i

card(A(i )).

Pour prouver la convergence de l'algorithme 8, nous devons faire une hypoth�ese sur les plus
petits points �xe des applications f � . La pr�emi�ere nous permettra d'utiliser le th�eor�eme 8.1 :

8 � 2 � lfp( f � ) 2 Rd (H1)

La seconde hypoth�ese permet de consid�erer les applicationsf et f � uniquement en tant
qu'applications dans Rd. On suppose que toute les politiquesf � poss�ede un plus petit point
�xe dans Rd au sens o�u pour tout � 2 �, il existe un vecteur x � 2 Rd tel que x � � x pour
tout point �xe x 2 Rd de f � . On note ainsi l'hypoth�ese :

8 � 2 � ; 9 x � 2 Rd (f � (x) = x; x 2 Rd) =) x � � x (H2)
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Algorithme 8: Calcul du plus petit point �xe par it�eration sur les politiques
Entr�ees : Soit f une fonction de la forme (� ).
Sorties : Le plus petit point �xe de f dans Rd.
d�ebut

Choisir une politique � 0, k = 0;
D�etermination de la valeur (D k ) :
Calculer le plus petit point �xe uk de f � k

;
Am�elioration de la politique (I k ) :
si f (uk ) < u k alors

Choisir � k+1 telle que f (uk ) = f � k +1
(uk );

Aller �a l'�etape ( D k + 1);
sinon // f (uk ) = uk

Calculer � k := � (f 0
uk );

si � k < 1 alors
retourner uk , le plus petit point �xe de f ;

sinon // � k = 1
Prendre h 2 Rd

� nf 0g tel que f 0
uk (h) = h;

pour chaque j 2 f 1; : : : ; dg faire
Choisir � k+1 (j ), l'action a qui atteint le minimum dans
(f 0

uk ) j (h) = min
a2 A j

(f 0
a)uk (h) o�u A j = f a 2 A(j ) j f a(uk ) = f (uk )g;

Aller �a l'�etape ( D k + 1).

Th�eor�eme 8.6 ( Convergence en temps �ni de l'algorithme )
Si (H1) ou (H2) sont satisfaites, les propri�et�es suivantes sont vraies :

1. La suite (uk )k� 0 g�en�er�ee par l'algorithme 8 est strictement d�ecroissante.

2. L'algorithme retourne le plus petit point �xe de f en temps �ni.

Le lemme suivant est un analague du th�eor�eme 8.1 dans le cas des applications surRd.
Lemme 8.5

Soit g : Rd ! Rd croissante et contractante au sens large. Supposons queg poss�ede un
plus petit point �xe u dans Rd. Alors les assertions suivantes sont vraies :

1. u est le plus petit �el�ement de l'ensemble f x 2 Rd j f (x) 6 xg;

2. u est l'unique solution du probl�eme d'optimisation :

Min

(
dX

i

x i j g(x) � x; x 2 Rd

)

(P)

D�emonstration (Lemme 8.5)
Le vecteur u est un point r�ealisable de (P). Si x est un autre point r�ealisable, comme g
est croissante et contractante au sens large et poss�ede un point �xe, alors (gk (x)) k est une
suite d�ecroissante et born�ee. Appelons y la limite de gk (x), nous obtenonsy � x et y est
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un point �xe �ni de g d'o�u y � u ce qui montre la premi�ere assertion. On en d�eduit queX

1� i � d

ui �
X

1� i � d

yi �
X

1� i � d

x i . Comme x est un point r�ealisable arbitraire, il s'ensuit que u

est une solution optimale. Six est une solution optimale, on doit avoir
X

1� i � d

ui =
X

1� i � d

x i et

puisque u 6 x, on conclut queu = x ce qui montre la seconde assertion. �

D�emonstration (Th�eor�eme 8.6)
1. Le r�esultat est �etabli dans Gaubert, Goubault et al dans [GGTZ07, Theorem 3] dans

le cadre de l'hypoth�ese (H1). Nous en redonnons la preuve ici. Soitk � 0. Si uk 2
Rd n'est pas un point �xe de f alors il existe � k+1 tel que f (uk ) = f � k +1

(uk ). Soit
E = f x 2 Rd j f � k +1

(x) � xg. Sous (H1), f � k +1
poss�ede un plus petit point �xe

uk+1 2 Rd qui est d'apr�es le th�eor�eme de Tarski et la croissance de f � k +1
, le plus

petit �el�ement de E. Sous (H2), f � k +1
poss�ede un plus petit point �xe dans Rd, uk+1

qui est d'apr�es la premi�ere assertion du lemme 8.5, le plus petit �el�ement de l'ensemble
E . Or, comme uk 2 E et donc uk+1 � uk . De plus, par croissance def � k +1

, on a
f � k +1

(uk+1 ) = uk+1 � f � k +1
(uk ) = f (uk ) < u k . Maintenant si uk est un point �xe mais

pas le plus petit alors il existeh 2 Rd
� non nul tel que uk+1 � f (uk + h) = uk + h < u k .

2. Deux politiques ne peuvent pas être s�electionn�ees deux fois puisque, d'apr�es le point 1,
la suite g�en�er�ee par l'algorithme est strictement d�ecroissante et comme le nombre de
politiques est �ni alors l'algorithme retourne le plus petit point �xe en au plus card(�)
�etapes. �

Nous avons d�ej�a montr�e au th�eor�eme 8.1 comment calculer le plus petit point �xe d'une
fonction associ�ee �a une politique lorsque l'hypoth�ese (H1) est v�eri��ee. En e�et, une fonction
associ�ee �a une politique est une fonction convexe en tant que supremum de fonctions convexes.
La deuxi�eme assertion du lemme 8.5 nous dit aussi que sous l'hypoth�ese (H2), le plus petit
point �xe d'une fonction associ�ee �a une politique se calcule par optimisation convexe. nous
r�esumons ce r�esultat sous la forme d'un corollaire.

Corollaire 8.2 ( Calcul du plus petit point �xe d'une politique )
Si (H1) ou (H2) sont satisfaites alors pour tout � 2 �, lfp( f � ) est l'unique solution du

programme lin�eaire :

Min

(
dX

i

x i j f � (x) � x; x 2 Rd

)

(P� )

Il nous reste �a donner des m�ethodes pour calculer le rayon spectral d'une application
homog�ene et continue.

8.3 Aspects num�eriques et pratiques de la minimalit�e

Le but de cette section est d'expliciter des m�ethodes pour calculer ou �evaluer le rayon spec-
tral. Dans le th�eor�eme 8.5, nous avons caract�eris�e les points �xes grâce au rayon spectral de la
semidi��erentielle aux points �xes. Il faut donc trouver une m�ethode pour calculer ou �evaluer
le rayon spectral et trouver un certi�cat pour prouver que le rayon spectral est strictement
plus petit que 1 ou qu'il est strictement plus grand que 1. On verra que le cas probl�ematique
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est le cas o�u le rayon spectral vaut 1. La sous-section 8.3.1 traite de l'encradrement du rayon
spectral, cet encadrement se base sur r�esultat de Nussbaum [Nus86] puis dans la section 8.3.2,
nous pr�esentons le cas particulier des fonctions min-max homog�enes.

8.3.1 Encadrement du rayon spectral

M�ethode des puissances et borne sup�erieure du rayon spectral

En dimension �nie, pour un cône C convexe ferm�e point�e non r�eduit �a f 0g et d'int�erieur
non vide et une fonction continue, croissante et homog�eneg, on va pouvoir encadrer le rayon
spectral deg. En dimension �nie, il existe d'autres d�e�nitions �equivalentes du rayon spectral.
Nous commen�cons pare la d�e�nition du rayon spectral relatif �a un cône 1.

D�e�nition 8.9 ( Rayon spectral relatif �a un cône )
Soit C un cône convexe ferm�e point�e. Soit une fonction continueg homog�ene deC dans

C. On appelle rayon spectral relatif au côneC

�̂ C (g) = sup
x2 C

lim sup
k!1

kgk (x)k1
1=k

Une autre d�e�nition �equivalente est le rayon spectral de Bonsall.

D�e�nition 8.10 ( Rayon spectral de Bonsall )
Soit C un cône convexe ferm�e point�e. Soit une fonction continueg homog�ene deC dans

C. Le rayon spectral de Bonsall est d�e�ni

~� C (g) = lim
n! + 1

sup
kxk� 1

x2 C

kgn (x)k

= inf
n� 1

sup
kxk� 1

x2 C

kgn (x)k :

Mallet-Paret et Nussbaum ont montr�e dans [MPN02] qu'en dimension �nie, l'�egalit�e ( | )
est satisfaite :

� C (g) = �̂ C (g) = ~� C (g) ( | )

Remarque 8.8 Mallet-Paret et Nussbaum, dans [MPN02], ont montr�e que l'�egalit�e ( | ) de-
meurait vraie en dimension in�nie lorsque le rayon spectral est plus grand qu'une mesure de
compacit�e.

De plus, Nussbaum a montr�e dans [Nus86], qu'en prenantC = Rd
+ , on a, de plus :

� C (g) = inf
x2 int( C)

max
1� i � d

gi (x)
x i

(8.5)

= sup
x2 Rd

+
x6=0

min
1� i � d
x i 6=0

gi (x)
x i

(8.6)

1. Nous traduisons ainsi le terme \cone spectral radius" [MPN02].
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Le r�esultat reste valide en prenant C = Rd
� et g : C 7! C. Nous supposerons maintenant

que C = Rd
� . En utilisant la d�e�nition du rayon spectral de Bonsall (d�e�nition 8.10), on

obtient que � C (gp) = ( � C (g))p pour tout entier p � 1.
Soit y 2 int( C). On d�eduit, en utilisant le r�esultat de Nussbaum de l'�equation (8.5), pour

tout p � 1 entier :

� C (g) � max
1� i � d

�
gp

i (y)
yi

� 1
p

Pour tout i 2 f 1; : : : ; dg, yi est strictement n�egatif d'o�u min
j =1 ;:::;d

(yj ) � yi , ce qui �equivaut �a

( min
i =1 ;:::;d

yj )y� 1
j � 1.

De plus, nous d�eduisons degp
i (y) � 0 que, pour tout i 2 f 1; : : : ; dg :

( min
j =1 ;:::;d

yj )y� 1
i gp

i (y) � gp
i (y)

d'o�u :
y� 1

i gp
i (y) � � ( min

j =1 ;:::;d
yj ) � 1(� gp

i (y))

en prenant le max suri , on conclut que :

max
i =1 ;:::;d

y� 1
i gp

i (y) � ( max
j =1 ;:::;d

� yj ) � 1 max
i =1 ;:::;d

(� gp
i (y)) :

En posant M = max
j =1 ;:::;d

� yj > 0, on obtient que :

� C (g) � ( max
1� i � d

gp
i (y)y� 1

i )1=p � M � 1=pkgp(y)k1=p (8.7)

Or la lim sup quand p ! 1 de M � 1=pkgp(y)k1=p est lim sup
p! + 1

kgp(y)k1=p puis, en prenant le

supremum sur int(C) on obtient, pour tout y 2 int( C) :

� C (g) � lim inf
p! + 1

( max
1� i � d

gp
i (y)y� 1

i )1=p

� lim sup
p! + 1

( max
1� i � d

gp
i (y)y� 1

i )1=p

� sup
z2 int( C)

lim sup
p! + 1

kgp(z)k1=p � �̂ C (g) = � C (g) :

En conclusion, ( max
1� i � d

gp
i (y)y� 1

i )1=p converge vers� C (g) quand p ! 1 . Cette majoration

donne une m�ethode pour prouver que� C (g) < 1.

Algorithme 9: M�ethode de la puissance pour le calcul du rayon spectral
Entr�ees : Une fonction homog�ene croissante contractante au sens largeg et un vecteur

y 2 Rd
�

Sorties : Une preuve que� Rd
�

(g) < 1

� 1 :=
�

max
1� i � d

gi (y)
yi

�
;

k = 1;
tant que � k � 1 faire

� k :=
�

max
1� i � d

gk
i (y)
yi

�

L'algorithme 9 peut ne pas terminer si � C (g) = 1.
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Borne inf�erieure par la formule de Collatz-Wielandt

On peut �egalement utiliser le r�esultat de Nussbaum (8.6) pour calculer la borne inf�erieure
du rayon spectral. Prenonsx 6= 0, et posons � (p; x) = min

1� i � d
x i 6=0

gp
i (x)x � 1

i , on obtient par con-

s�equent :

� C (g) � � (p; x)1=p

Cette minoration donne une borne valide du rayon spectral mais cette m�ethode d'approxi-
mation est di�cilement impl�ementable, en e�et, il faut choisir un � bon � rang p et un � bon �
vecteur x non-nul pour avoir une borne int�eressante c'est-�a-dire x non-nul et p 2 N� tels que
� (p; x)1=p � 1.

8.3.2 Fonctions min-max homog�enes

Une application f : Rd 7! Rd est appel�ee application min-max homog�ene si toutes ses
coordonn�eees sont des fonctions min-max homog�enes. La d�e�nition 8.11 est inspir�ee par Gu-
nawardena [Gun94] et Olsder [Ols91].

D�e�nition 8.11 ( Fonctions min -max homog�enes )

Une fonction f : Rd 7! R est une fonction min-max homog�enes des variablesh1; : : : ; hd

si elle s'�ecrit : X 7! min(X; X ); max(X; X ); h1; : : : ; hd; 0.

Une application f : Rd 7! Rd sera dite min-max homog�ene si toutes les coordonn�eesf i

sont des fonctions min-max homog�enes.

Exemple 8.31
La fonction h 7! min(h1; max(h2; h3; 0) est une fonction min-max homog�ene.

Exemple 8.32
L'application f : R3 7! R3 d�e�nie par :

f (x; y; z) =

0

@
max(x; max(z;0))

min(z;0)
max(x; y; z)

1

A

est min-max homog�ene.

Contre-exemple 8.4
La fonction qui �a h associe min(h1 + h2; 0) n'est pas une application min-max homog�ene.
En e�et, elle n'est pas contractante et on verra dans la proposition 8.9 qu'une application
min-max homog�ene est contractante.

Proposition 8.8 ( Stabilit�e des applications min -max homog�enes sur Zd )

Une application g min-max homog�ene v�eri�e g(Zd) � Zd.

D�emonstration
Pour tout i 2 f 1; : : : ; dg, h 7! hi est �a valeurs dans Z si h appartient �a Zd, la fonction nulle
est �egalement �a valeurs dansZ. Soit une famille de fonctionsf f kgk2 K telle que f k : Zd 7! Z
o�u K est �ni et non-vide v�eri�e max

k2 K
f k : Zd 7! Z, ceci est vrai aussi pour un min. �
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Proposition 8.9 ( Contraction d'une application min -max homog�ene )
Une application min-max homog�ene est contractante au sens large.

D�emonstration
Pour tout i 2 f 1; : : : ; dg, les applications h 7! hi sont contractantes au sens larges puisque
jhi � h0

i j � sup
i =1 ;:::d

jhi � h0
i j = kh � h0k. La fonction nulle est �egalement contractante. Maintenant,

comme un min-max de fonctions contractantes est contractante alors une fonction min-max
homog�ene est contractante. �

Proposition 8.10 ( Rayon spectral d'une application min -max homog�ene )

Soit g une application min-max homog�ene surRd. Soit e l'�el�ement de Rd
� tel que ei = � 1,

pour tout i = 1 ; : : : ; d.
Les assertions suivantes sont satisfaites :

1. � Rd
�

(f 0
u)(g) 2 f 0; 1g.

2. � Rd
�

(f 0
u)(g) = 0 () lim

k! + 1
gk (e) = 0.

3. La limite lim
k! + 1

gk (e) est atteinte en au plus d it�erations.

D�emonstration
Puisque g est une fonction min-max homog�ene, elle est croissante, contractante et homog�ene
et donc g(0) = 0. On a par cons�equent kg(e)k � k ek = 1 et comme g(e) � 0 d'o�u g(e) � e.
En utilisant la monotonie de g, on d�eduit que ( gk (e)) k� 0 est une suite croissante et major�ee
par le vecteur nul, elle est donc convergente versb � 0. Commeg pr�eserve les entiers alorsg
converge versb 2 Zd en au plusd pas ceci d�emontre le point 3.

Supposons queb = 0. Pour tout y 2 Rd
� , il existe t � 0 tel que 0 � y � te et comme g

est monotone et homog�ene alors 0� gk (y) � tgk (e) = 0 pour tout k � d ce qui implique que
� Rd

�
(f 0

u) = 0. Si b < 0, nous avonsg(b) = b donc � Rd
�

(f 0
u) � 0 et g est contractante comme

� Rd
�

(f 0
u) � 1. Ceci prouve les points 1 et 2. �

D'autres cas particuliers permettent de r�esoudre facilement les probl�emes de points �xes
lorsque la fonction est monotone, a�ne par morceaux, contractante au sens large. Si la fonc-
tion co•�ncide, sur le cône n�egatif, avec une application lin�eaire alors le probl�eme devient de
singularit�e de matrices. Le probl�eme devient particuli�erement facile lorsque la matrice asso-
ci�ee �a l'application lin�eaire est stochastique puisqu'elle admet dans ce cas, comme point �xe
n�egatif le vecteur qui a pour coordonn�ee � 1 partout.
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CHAPITRE9

CALCUL DE PLUS PETIT POINT FIXE : APPLICATIONS �A
L'ANALYSE STATIQUE ET AUX JEUX STOCHASTIQUES

Dans ce chapitre, nous pr�esentons quelques applications des th�eor�emes de minimalit�e
d�evelopp�es dans le chapitre 8. Nous nous int�eressons en particulier aux jeux stochastiques
dont la valeur est �a la fois la limite des it�er�ees de l'op�erateur de Shapley et le plus petit point
�xe de cet op�erateur. De plus, pour travailler avec des applications a�nes par morceaux, nous
consid�erons des op�erateurs d�e�nis �a partir des actions pures. Dans la premi�ere section 9.1, nous
�etudions des jeux stochastiques particuliers o�u les actions optimales sont mixtes et chargent
toutes les actions, puis nous nous int�eressons �a des jeux stochastiques positifs particuliers :
dans un premier temps, nous regardons des jeux o�u les joueurs n'ont que deux choix �a chaque
�etat, ils peuvent soit continuer �a jouer soit arrêter le jeu ; ensuite, nous regardons des jeux
stochastiques �a information parfaite avec options d'arrêt et paiements positifs. Dans la deux-
i�eme section 9.2, nous pr�esentons des exemples de programmes o�u la fonction s�emantique
abstraite est une application a�ne par morceaux contractante. On peut voir ces fonctions
s�emantiques abstraites comme des op�erateurs dynamiques de jeux d�eterministes. En�n, nous
terminons �a la section 9.3 sur quelques mots sur l'impl�ementation ce chapitre sur quelques
mots sur le prototype �ecrit en C impl�ementant la m�ethode dans le cas de l'interpr�etation
abstraite.

9.1 Applications aux jeux

La section d�ebute par des rappels sur les jeux stochastiques �a la sous-section 9.1.1, puis
nous terminons cette section par dans la sous-section 9.1.2 sur le cas des jeux �a paiements
positifs.

9.1.1 Rappels sur les jeux stochastiques

Nous rappelons le cadre des jeux stochastiques du chapitre 3. Nous consid�erons des jeux
stochastiques �a deux joueurs �a somme nulle, le joueurJ 1 est le minimiseur et le joueurJ 2
le maximiseur. Nous nous int�eressons aux jeux stochastiques en temps discret. Le jeu est �a
espace d'�etats �ni et nous notons S = f 1; : : : ; dg l'espace d'�etats. Pour chaque �etat s 2 S,
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les joueursJ 1 et J 2 ont des espaces d'actions �nis respectivementA(s) et B (s). Pour chaque
�etat s 2 S, un couple d'actions (a; b) 2 A(s) � B (s) induit une probabilit�e de transition
Ps(a; b) : un nouvel �etat t est tir�e suivant la probabibilit�e Pst (a; b), en outre, le joueur J 1 paie
instantan�ement Rs(a; b) au joueur J 2.

Le but des deux joueurs est d'optimiser un paiement �nal qui peut être l'esp�erance de
la somme actualis�ee des paiements instantan�ees, la moyenne des paiements instantan�es, la
limite sup�erieure des paiements instantan�es... Lorsque le jeu est en horizon �ni le paiement
�nal se calcule grâce �a une �equation r�ecursive. En horizon in�ni, dans le cas escompt�e, la
valeur du jeu est l'unqiue point �xe d'un op�erateur qui repr�esente le gain quotidien de chaque
joueur. L'op�erateur de Shapley repr�esente cette optimisation journali�ere : l'op�erateur associe
�a un vecteur v 2 Rd, la valeur du jeu en un coup d�etermin�e par v. En vertu du th�eor�eme
de Von-Neumann, �a chaque date, la valeur du jeu en un coup existe quand on autorise les
joueurs �a choisir des actions mixtes et on obtient l'op�erateur de Shapley :

x 7! Fs(x) = inf
� 2 �( A (s))

sup
� 2 �( B (s))

~Rs(�; � ) + ~Ps(�; � ) � x; pour tout s 2 S

o�u �( A(s)), �( B (s)) d�esignent respectivement les ensembles de mesures de probabilit�es
sur les espaces d'actionsA(s) et B (s) des joueurs 1 et joueur 2 et ~Rs et ~Ps d�esignent les
extensions mixtes.

Originellement, Shapley a consid�er�e des mod�eles avec taux d'escompte (
X

t2 S

Pst (a; b) < 1

pour tout s 2 S) et ainsi la limite de la suite (F n (x0))n� 0 existe quelque soitx0 2 Rd et
converge vers l'unique point �xe de F . L'unicit�e et l'existence sont assur�ees par le fait que F
est, pour des jeux �a taux d'escompte, une fonction strictement contractante et la conclusion
d�ecoule du th�eor�eme de point �xe de Picard.

Dans notre mod�ele, on consid�ere des jeux sans taux d'escompte et donc la limite de la
suite (F n (x0))n� 0 n'existe pas forc�ement. Cependant, par croissance deF , cette limite existe
et �eventuellement �a valeur in�nie d�es lors que x0 satisfait x0 � F (x0) ou F (x0) � x0. Par
ailleurs, on sait par continuit�e de la fonction que la limite est un point �xe de F .

Remarque 9.1 On aurait pu consid�erer des jeux dont la valeur est donn�ee par lim sup
n! + 1

F n (x0)

ou lim inf
n! + 1

F n (x0).

9.1.2 Les jeux �a paiements positifs

Ce type de jeu a �et�e �etudi�e dans [FV97]. Ces jeux font partie de la classe des jeux
�a paiement total : on s'int�eresse �a la somme des paiements gagn�es. Comme indique leur
nom, les jeux �a paiements positifs v�eri�ent pour tout �etat s, pour tout couple d'actions
(a; b), Rs(a; b) � 0. Les paiements �naux correspondent �a l'esp�erance de la somme des
paiements instantan�es : en prenant un couple de strat�egie (voir d�e�nition au chapitre 3)
(�; � ) = (( � 0; : : : ; � k ; : : :); (� 00; : : : ; � 0k ; : : :)), on s'int�eresse �a la fonction :

ws(�; � ) = E �;�
s

 
1X

k=0

Rsk (� k ; � 0k )

!

;

nous rappelons que ce jeu a une valeur siv(s) := inf
�

sup
�

ws(�; � ) = sup
�

inf
�

ws(�; � ).
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Dans [FV97, Theorem 4.4.4], les auteurs montrent que la valeur du jeu positif existe et
quand cette valeur est �nie (en tout �etat), la valeur est la limite v de la suite (vn )n2 N d�e�nie
r�ecursivement, pour s 2 S, pour n 2 N par :

v0(s) =

8
<

:

min
a2 �( A (s))

max
b2 �( B (s))

([Rs(a; b)]a;b)

max
b2 �( B (s))

min
a2 �( A (s))

([Rs(a; b)]a;b)

vn+1 (s) =

8
<

:

min
a2 �( A (s))

max
b2 �( B (s))

([Ps(a; b) � vn + Rs(a; b)]a;b)

max
b2 �( B (s))

min
a2 �( A (s))

([Ps(a; b) � vn + Rs(a; b)]a;b)

En outre, Filar et Vrieze [FV97, Theorem 4.4.3] d�emontrent que v est le plus petit point
�xe positif (�eventuellement �a valeur + 1 ) de l'op�erateur de Shapley F :

x 7! F (x) =

8
<

:

min
a2 �( A (s))

max
b2 �( B (s))

([Ps(a; b) � x + Rs(a; b)]a;b)

max
b2 �( B (s))

min
a2 �( A (s))

([Ps(a; b) � x + Rs(a; b)]a;b)

Par ailleurs, les auteurs montrent que leur mod�ele est valable les jeux (sous-)stochastiques
c'est-�a-dire o�u le vecteur Ps(a; b) est sous-stochastique. Nous supposons par cons�equent d�e-
sormais que pour tout s 2 S, pour tout ( a; b) 2 A(s) � B (s), pour tout t 2 S, Pst (a; b) � 0 etX

t2 S

Ps(a; b) � 1.

Stop ou encore

On d�e�nit un jeu de la mani�ere suivante : �a chaque �etat s 2 S, �a chaque date k, les joueurs
peuvent arrêter de jouer ou continuer �a jouer et un nouvel �etat t est tir�e sous une probabilit�e
Pst .

{ Si le joueur J 1 est le seul �a d�ecider de s'arrêter alors il paie une somme� s au joueur
J 2 ;

{ si le joueur J 2 d�ecide seul de s'arrêter alors, le joueurJ 1 doit lui payer une somme� s ;
{ si les deux joueurs d�ecident de s'arrêter en même temps, le joueurJ 1 paie une somme


 s au joueur J 2.
{ si les deux joueurs d�ecident de continuer �a jouer, le joueur J 1 paie au joueur J 2 une

sommeRs.
On peut supposer que les paiements d'arrêts sont �eventuellement �a valeurs dansR.

On peut repr�esenter le jeu �a un �etat s sous la forme matricielle :

Gs =

J 2nJ 1 Continue Arrête

Continue
X

t2 S

PstGt + Rs � s

Arrête � s 
 s

La notation
X

t2 S

PstGt + Rs signi�e qu'avec probabilit�e Pst les joueurs entrent dans le jeu

d'arrêt Gt et que pour le couple d'actions (continue; continue ) J 1 paie Rs �a J 2.
Rempla�cons arbitrairement (Gt )t2 S par un vecteur x = ( x t )t2 S et notons Gs(x) le nouveau

jeu matriciel, ainsi :

197



CHAPITRE 9. CALCUL DE PLUS PETIT POINT FIXE

Gs(x) =

J 2nJ 1 Continue Arrête

Continue
X

t2 S

Pstx t + Rs � s

Arrête � s 
 s

La proposition est un r�esultat bien connu de jeu matriciel 2� 2, elle permet de caract�eriser
les jeux matriciels 2� 2 qui ne poss�edent pas de valeur en actions pures.

Proposition 9.1 ( Valeur de G t (x ))

Soit s 2 S et soit x 2 RS. Nous posonshs(x) =
X

t2 S

Pstx t + Rs. Le jeu matriciel Gs(x)

ne poss�ede pas de valeur en action pure si et seulement, l'une des conditions est satisfaite :

1. hs(x) > � s; � s et 
 s > � s; � s ;

2. � s > h s(x); 
 s et � s > h s(x); 
 s :

Si le jeu Gs(x) poss�ede une valeurvs(x) en action pure et si le jeuG = ( Gs)s2 S poss�ede
une valeur v = ( vs)s2 S alors v est un point �xe de l'op�erateur F d�e�ni par :

x 7! Fs(x) =

8
>><

>>:

max(min(
X

t2 S

Pst (x t + Rt ); � s); min( � s; 
 s))

min(max(
X

t2 S

Pst (x t + Rt ); � s); max(� s; 
 s))

En supposant les paiements d'arrêts du joueurJ 1 positifs, c'est-�a-dire, pour tout s 2 S,
� s; 
 s � 0, tout point �xe de F est positif, en e�et, grâce �a l'�egalit�e min-max, x est un point
�xe de F , implique que pour tout s 2 S, xs = max(min(

X

t2 S

Pst (x t + Rt ); � s); min( � s; 
 s)) et

donc quexs � min( � s; 
 s)) � 0 pour tout s 2 S.
Par ailleurs, en supposant � s et 
 s �nis pour tout s 2 S, F est major�ee par M =

(max(� s; 
 s)) s2 S et donc �x( F ) � [0; M 1] � [0; M 2] � : : : � [0; M d]. Finalement, la suite
(F k (0)) k� 0 est croissante major�ee et par continuit�e de F converge vers un point �xe �ni
de F d'o�u �x( F ) 6= ; .

En conclusion, d'apr�es les r�esultats de Filar et Vrieze �enonc�es plus tôt sur les jeux positifs,
la limite de (F k (0)) k� 0 est la valeur du jeu et la valeur du jeu est le plus petit point �xe de
F .

Exemple 9.1 (Application num�erique �a deux �etats)
Consid�erons le jeu suivant :

1. A l'�etat 1, la matrice de paiements est la suivante :

G1 =
3=4G1 + 1=4G2 + 5 25

50 30

2. A l'�etat 2, la matrice de paiements est la suivante :

G2 =
G2 20
40 30
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Les jeux G1 et G2 admettent une valeur en action pure.
L'op�erateur de Shapley F est la fonction :

x 7! F (x) =
�

min(max(3=4x1 + 1=4x2 + 5 ; 25); 50)
min(max( x2; 20); 40)

�

En choississant les paiements d'arrêts comme politique initiale, on trouve le point �xe
(u1; u2) = (50 ; 40). La valeur 40 est atteinte par la fonction les deux actions �a l'�etat 2 et
pour l'�etat 1, une seule action atteint la valeur 50, la semidi��erentielle en ( u1; u2) est la
fonction : (h1; h2) 7! (0; min(h2; 0)), la semidi��erentielle admet donc le point �xe n�egatif non
nul (0; � 1) qui est donn�e par l'it�eration du vecteur e = ( � 1; � 1). Ce point �xe conduit �a
une nouvelle politique associ�ee �a la fonctionf � 1

d�e�nie par ( x1; x2) 7! (50; max(x2; 20)). Par
programmation lin�eaire, lfp( f � 1

) = (50 ; 20) qui n'est pas un point �xe de F car 0:75 � 50 +
0:25 � 20 + 5 = 47:5 < 50 et donc, nous en d�eduisons une nouvelle politique� 2, associ�ee
�a la fonction f � 2

d�e�nie par ( x1; x2) 7! (max(3=4x1 + 1=4x2 + 5 ; 25); max(x2; 20)) et dont
lfp( f � 2

) = (40 ; 20) qui est un point �xe de F que nous notons (v1; v2). La semidi��erentielle g
en (v1; v2) est (h1; h2) 7! (3=4h1 + 1=4h2; max(h2; 0)). En utilisant l'algorithme 9, on trouve,
comme (gk )1(e) = � ((3=4)k ) et (gk )2(e) = 0, que � (g) < 1 et on conclut que (40; 20) est le
plus petit point �xe de F .

Exemple 9.2 (Exemple avec trois �etats et paiements instantan�es nuls)
Ce type de jeu se rapproche du mod�ele des jeux r�ecursifs d'Everett [Eve57] o�u, lorsque les
joueurs continuent �a jouer les paiements instantan�es sont nuls, seuls les paiements d'arrêts
sont non nuls. De plus, dans les mod�eles d'Everett, l'ensemble des points �xes de l'op�erateur
de programmation dynamique n'est pas n�ecessairement un singleton.

Consid�erons le jeu suivant :

1. A l'�etat 1, la matrice de paiements est la suivante :

G1 =
1=2G1 + 1=2G2 50

90 90

2. A l'�etat 2, la matrice de paiements est la suivante :

G2 =
1=4G1 + 1=2G2 + 1=4G3 60

90 70

3. A l'�etat 3, la matrice de paiements est la suivante :

G3 =
1=4G1 + 3=4G3 70

100 75

Les jeux G1, G2 et G3 admettent une valeur en action pure. Maintenant calulons le plus
petit point �xe de la fonction :

x 7! F (x) =

0

@
min(max(1=2x1 + 1=2x2; 50); 90)

min(max(1=4x1 + 1=2x2 + 1=4x3; 60); 90)
min(max(1=4x1 + 3=4x3; 70); 100)

1

A
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Choisissons les paiements d'arrêts comme politique initialef � 0
, nous obtenons le vecteur

x0 = (90 ; 90; 100), or F (x0) = (90 ; 90; 97:5) et donc nous changeons de politique et nous
consid�erons la fonction f � 1

d�e�nie par :

x 7! f � 1
(x) =

0

@
90
90

max(1=4x1 + 3=4x3; 70)

1

A

Par programmation lin�eaire, nous trouvons le vecteur x1 = (90 ; 90; 90), et commeF (x1) =
(90; 90; 90), x1 est un point �xe de F . Par ailleurs, 1=2x1

1 + 1=2x1
2 = 90 et 1=4x1

1 + 1=2x1
2 +

1=4x1
3 = 90, la semidi��erentielle g au point x1 est par cons�equent :

h 7! g(h) =

0

@
min(1=2h1 + 1=2h2; 0)

min(1=4h1 + 1=2h2 + 1=4h3; 0)
1=4h1 + 3=4h3

1

A

Sur l'orthant n�egatif, la fonction g co•�ncide avec l'application lin�eaire x 7! Px o�u P est
la matrice de transition, le rayon spectral vaut 1 puisque la matrice est stochastique et on
conclut qu'il existe un point �xe n�egatif non-nul pour la semidi��erentielle (par exemple e) et
que le point �xe x1 n'est pas le plus petit point �xe de F . On en d�eduit une nouvelle politique
� 2 associ�ee �a la fonction f � 2

d�e�nie par :

x 7! f � 2
(x) =

0

@
max(1=2x1 + 1=2x2; 50)

max(1=4x1 + 1=2x2 + 1=4x3; 60)
max(1=4x1 + 3=4x3; 70)

1

A

Par programmation lin�eaire, on trouve x2 = (70 ; 70; 70). La semidi��erentielle h en x2 est
la fonction :

x 7! h(x) =

0

@
1=2h1 + 1=2h2

1=4h1 + 1=2h2 + 1=4h3

max(1=4h1 + 3=4h3; 0)

1

A

Par un simple calcul de point �xe, on trouve que l'unique point �xe n�egatif de h est 0. En
conclusion,x2 = (70 ; 70; 70) est le plus petit point �xe de F et donc la valeur du jeu.

Jeux stochastiques �a information parfaite

Ces jeux sont aussi appel�es jeux stochastiques �a information parfaite. Le groupe nominal
information parfaite signi�e que les joueurs connaissent les actions jou�ees par l'autre joueur
�a chaque �etat, la connaissance de cette information in
uence donc l'action du joueur. On
peut ainsi supposer que le jeu est s�equentiel et, qu'en ajoutant des �etats, on peut d�ecomposer
l'espace d'�etat en deux types d'�etats, les �etats control�es par le joueur J 1 et les �etats control�es
par le joueur J 2. On peut aussi ajouter des �etats non contrôl�es qui d�esignent les calculs
interm�ediaires.

Finalement, on appelera jeux stochastiques �a information parfaite un jeu stochastique tel
que pour chaque �etat s 2 S, l'un des deux joueurs ne poss�ede qu'une action disponible. On
peut ainsi assimiler un jeu stochastique �a information parfaite, �a un graphe d'ensemble de
sommetsV et un ensemble d'arcsE . L'ensembleV repr�esente les �etats du jeu qui est l'union
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disjointe des ensemblesSmax , Smin , Sop o�u Smax est l'espace des �etats contrôl�es parJ 2, Smin

est l'espace des �etats contrôl�es parJ 1 et Sop les autres �etats. Pour un �etat s 2 Smax [ Smin ,
les ensembles d'actions du joueurJ 1 sont les ensemble d'arcsst 2 E , on ajoute �egalement
des possibilit�es d'arrêts � s 2 R+ [ f�1g pour le maximiseur et � s 2 R+ [ f + 1g pour le
minimiseur.

L'op�erateur de Shapley F s'�ecrit donc :

s 2 Smax x 7! Fs(x) = max(max
st2 E

x t + Rt ; � s)

s 2 Smin x 7! Fs(x) = min(min
st2 E

x t + Rt ; � s)

s 2 Sop x 7! Fs(x) = Ps � x

On retrouve un jeu stochastique �a paiements positifs d�es queRt , � s et � s le sont. La
valeur du jeu est le plus petit point �xe positif de F et la valeur du jeu est la limite de la
suite (F n (0))n� 0 d�es qu'elle est �nie.

Pour assurer que le plus petit point �xe est positif, on peut modi�er l'op�erateur de Shapley
de sorte que les points �xes soit positifs :

s 2 Smax x 7! ~Fs(x) = max(max
st2 E

x t + Rt ; � s)

s 2 Smin x 7! ~Fs(x) = min(min
st2 E

max(x t + Rt ; Rt ); � s)

s 2 Sop x 7! ~Fs(x) = max( Pt � x; 0)

La fonction ~F co•�ncide avecF sur le cône positif et le plus petit point �xe de ~F est le plus
petit point �xe positif de F .

Exemple 9.3 (Application num�erique)
Consid�erons le jeu repr�esent�e par le graphe d�ecrit �a la �gure 9.1.

1

20

1/2

2

3

1/2

1

0

4

out

50

out

0

Figure 9.1 { Jeu stochastique �a information parfaite de l'exemple 9.3

L'�etat 1 repr�esente l'ensemble al�eatoire et avec probabilit�e 1/2 le jeu passe de l'�etat 1
�a l'�etat 2 et avec la même probabilit�e le jeu passe de l'�etat 1 �a l'�etat 3. L'�etat 2 est l'�etat
contrôl�e par le minimiseur et l'�etat 3 est contrôl�e par le maximiseur.
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Actions de J 1
1 aller �a l'�etat 1 en payant 2
2 rester �a l'�etat 2 et ne rien payer
3 aller �a l'�etat 3 et payer 1
4 arrêter le jeu et payer 50

Actions de J 2
1 aller �a l'�etat 1 et recevoir 1
2 aller �a l'�etat 2 et ne rien recevoir
3 arrêter le jeu et recevoir 0

L'op�erateur de Shapley modi��e est donc :

x 7! F (x) =

0

@
max(1=2x2 + 1=2x3; 0)

min(max( x1 + 2 ; 2); max(x2; 0); max(x3 + 4 ; 4); 50)
max(x1 + 1 ; x2; 0)

1

A

Pour utiliser l'it�eration sur les politiques, il faut initialiser avec les actions du joueur J 1
et nous choisissons le paiement d'arrêt comme politique initiale.

On doit r�esoudre le programme lin�eaire : minimiser x1 + x2 + x3 sous les contraintes

(1=2)x2 + (1 =2)x3 � x1; 0 � x1

50 � x2

x1 + 1 � x3; x2 � x3; 0 � x3

On trouve x1 = 51, x2 = 50 et x3 = 52. Ce vecteur est un point �xe de F que l'on note
x. Comme, au point x, la fonction x 7! max(x2; 0) atteint le minimum dans min(max( x1 +
2; 2); max(x2; 0); max(x3 + 4 ; 4); 50), la semidi��erentielle au point x est la fonction f 0

x d�e�nie
par :

h 7! f 0
x (h) =

0

@
1=2h2 + 1=2h3

min(h2; 0)
h1

1

A

La fonction f 0
x restreinte sur le cône n�egatif est une application lin�eaire dont la matrice est

stochastique, elle admet donc un point �xe n�egatif non-nul (par exemple h0 = ( � 1; � 1; � 1)).
Au point h0, pour la deuxi�eme coordonn�ee seule la fonctionh 7! h2 donne la valeur � 1 et
on change la politique en consid�erantx 7! x2, on r�esout le programme lin�eaire : minimiser
x1 + x2 + x3 sous les contraintes (1=2)x2 + (1 =2)x3 � x1, x2 � x2, x1 + 1 � x3, x2 � x3 et
en�n x1; x2; x3 � 0, on trouve x1 = 1, x2 = 0 et x3 = 2. Posons x = (1 ; 0; 2).

La semidi��erentielle au point x est la fonction f 0
x d�e�nie par :

h 7! f 0
x (h) =

0

@
1=2h2 + 1=2h3

max(h2; 0)
h1

1

A

Par l'algorithme 9, on calcule 
 k = max
i =1 ;2;3

(f 0
x )k

i (h)

hi
en prenant h � � 1, on trouve pour

k = 1, 
 k = 1, k = 2, 
 k = 1 et en�n pour k = 3, 
 k = 1=2, on conclut que� (f 0
x ) < 1 et que

x est le plus petit point �xe de ~F .
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9.2 Exemples et applications �a l'analyse statique de programmes

Dans cette section, nous consid�erons des exemples simples de programmes dont la fonction
s�emantique abstraite sur les intervalles est une fonction croissante a�ne par morceaux et con-
tractante. On peut voir la fonction s�emantique abstraite sur les intervalles comme un op�erateur
dynamique de jeu : les unions r�epr�esentent l'op�erateur max, les intersections l'op�erateur min,
les a�ectations et les constantes les paiements. Dans cette sous-section, pour simpli�er les
�ecritures, nous notons _ �a la place de min et ^ �a la place de max.

On rappelle que l'on note un intervalle I = [ � i � ; i + ] et les variables (yi ) repr�esentent les
intervalles au point de contrôle i .

Exemple 9.4 (Introductif )
Nous avons pr�esent�e comme exemple introductif le programme de la �gure 9.2.

int x,
x=0 //1
while(x<=99){ //2

x=1-x; //3
} //4

x1 = [0 ; 0]

x2 = ( x1 [ x3)\ ] � 1 ; 99]

x3 = 1 � x2

x4 = ( x1 [ x3) \ [99; + 1 [

Figure 9.2 { Exemple introductif

La di�cult�e vient uniquement du point de contrôle 2, on s'int�eressera uniquement �a cet
intervalle. On commence par r�eduire l'�equation s�emantique du point de contrôle 2 en r�e�ecrivant
x3 en fonction dex2, on obtient � x �

3 = 1 � x+
2 ce qui entrâ�nex �

3 = x+
2 � 1, et x+

3 = 1 � (� x �
2 ) =

1 + x �
2 .

Les bornes de l'intervallex2 sont donn�ees par les �equations min-max suivantes au point
de contrôle 2 :

x �
2 = 0 _ (x+

2 � 1)

x+
2 = 99 ^ (0 _ (x �

2 + 1))

Pour all�eger les notations, on pose, pour (x; y) dans R2 :

F (x; y) =
�

0 _ (y � 1)
99^ (0 _ (x + 1))

�
:

et trouver x �
2 et x+

2 revient �a chercher (x; y) tel que F (x; y) = ( x; y) les plus petits
possibles, la variablex jouant le rôle de x �

2 et y celui de x+
2 .

En suivant l'heuristique classique c'est-�a-dire, en s�electionnant la fonction (x; y) 7! (0 _
(y � 1); 99), on trouve par programmation lin�eaire, �x = 98 et �y = 99. On v�eri�e que (� x; �y) est
un point �xe de F .

F est le min-max de fonctions a�nes contractantes et croissantes, elle est doncF crois-
sante, a�ne par morceaux et croissante. Nous allons maintenant souligner les fonctions a�nes
qui atteignent le min-max pour le point (�x; �y).
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F (�x; �y) =
�

0 _ (�y � 1)
99^ (0 _ (�x + 1) )

�
:

D'apr�es la proposition 8.5, F a pour semidi��erentielle au point (�x; �y) :

F 0
(�x; �y) (h1; h2) =

�
h2

0 ^ h1

�
:

La fonction h 7! F 0
(�x; �y) (h) est une fonction min-max homog�ene et on utilise la proposi-

tion 8.10 pour calculer le rayon spectral deF 0
(�x; �y) et un point �xe n�egatif non-nul s'il existe.

Posonse � � 1. CommeF 0
(�x; �y) (e) = e alors le rayon spectral vaut 1 ete est un point �xe

n�egatif non nul, on choisit alors la fonction qui atteint le minimum dans 0 ^ e1, la fonction
est donch 7! h1 et donc la nouvelle politique est

F (�x; �y) =
�

0 _ y � 1
0 _ x + 1

�

et par programmation lin�eaire, on trouve que (�x; �y) = (0 ; 1) qui est un point �xe de F . La
semidi��erentielle au point (� x; �y) est donc la fonction

F 0
(�x; �y) (h1; h2) =

�
0 _ h2

h1

�
:

En prenant e � � 1, on aF 0
(�x; �y) (e) = (0 ; � 1) puis queF 0

(�x; �y) (0; � 1) = (0 ; 0) ce qui implique
que le rayon spectral est 0 et qu'en conclusion (�x; �y) = (0 ; 1) est le plus petit point �xe de F .

Exemple 9.5 (Tir�e de [CGG + 05])
On consid�ere un simple programme avec une boucle et deux variables.

void main(){
int i,j;
i=1; //1
j=10; //2
while (j>= i){ //3

i=i+2; //4
j=j-1; //5
} //6

}

Comme dans l'exemple 9.4, il n'y a que quelques points de contrôle importants : les points
de contrôle 3 et 6 pour ces deux points de contrôle, un calcul d'intersections est n�ecessaire
alors que pour les autres points de contrôle, l'ensemble des politiques est un singleton. Nous
exprimons les intervalles des points de contrôle 4 et 5 en fonction dei 3 et j 3. Nous obtenons
comme i 5 = i 3 + 2 que, � i �

5 = � i �
3 + 2 ce qui �equivaut �a i �

5 = i �
3 � 2 et i +

5 = i +
3 + 2. De

j 5 = j 3 � 1, nous d�eduisons que,� j �
5 = � j �

3 � 1 ce qui signi�e j �
5 = j �

3 + 1 et j +
5 = j +

3 � 1.
Pour calculer les bornes des intervalles aux points de contrôle 3 et 6, il faut r�esoudre les

syst�emes d'�equations min-max (9.1) et (9.2). On utilise l'heuristique classique et on souligne
les politiques initiales.

204



9.2. EXEMPLES ET APPLICATIONS�A L'ANALYSE STATIQUE DE PROGRAMMES

Le syst�eme �a r�esoudre au point de contrôle 3 est donn�e par le syst�eme d'�equations (9.1).

8
>><

>>:

i �
3 = � 1 _ (i �

3 � 2)
i +
3 = (10 _ (j +

3 � 1)) ^ (1 _ (i +
3 + 2))

j �
3 = ( � 1 _ (i �

3 � 2)) ^ (( � 10_ (j �
3 + 1))

j +
3 = 10 _ (j +

3 � 1)

(9.1)

Le syst�eme �a r�esoudre au point de contrôle 6 est donn�e par le syst�eme d'�equations (9.2).

8
>><

>>:

i �
6 = ( � 1 _ (i �

3 � 2)) ^ (( � 10_ (j �
3 + 1)) � 1)

i +
6 = 1 _ (i +

3 + 2)
j �

6 = � 10_ (j �
3 + 1)

j +
6 = ((1 _ (i +

3 + 2)) � 1) ^ (10 _ (j +
3 � 1))

(9.2)

Par programmation lin�eaire, on obtient les vecteurs suivants :

i �
3 = � 1 i �

6 = � 1
i +
3 = 10 i +

6 = 12
j �

3 = � 1 j �
6 = 0

j +
3 = 10 j +

6 = 11

Ces vecteurs sont solutions des syst�emes (9.1) et (9.2) impliquej +
6 = ((1 _ (i +

3 + 2)) � 1) ^
(10 _ (j +

3 � 1)). Or

(1 _ (i +
3 + 2)) � 1) ^ (10 _ (j +

3 � 1)) = ((1 _ 12) � 1) ^ (10 _ 9) = 11 ^ 10 = 10

et j +
6 = 11.

Le point trouv�e pr�ecemment n'est pas un point �xe et cela nous conduit �a un changement
de politique, on prend maintenant j +

2 _ (j +
3 � 1) �a la place de ((1 _ (i +

3 + 2)) � 1) pour la
coordonn�ee j +

6 . Pour trouver le point �xe associ�e �a cette nouvelle politique, on r�esout un
programme lin�eaire et on trouve :

i �
3 = � 1 i �

6 = � 1
i +
3 = 10 i +

6 = 12
j �

3 = � 1 j �
6 = 0

j +
3 = 10 j +

6 = 10

qui est sont des solutions des syst�emes (9.1) et (9.2). On note :

(�{; �| ) = ( i �
3 ; i +

3 ; i �
6 ; i +

6 ; j �
3 ; j +

3 ; j �
6 ; j +

6 )
= ( � 1; 10; � 1; 12; � 1; 10; 0; 10)

:

Nous introduisons la fonction F d�e�nie par :

F
�

i
j

�
= F

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

i �
3

i +
3

i �
6

i +
6

j �
3

j +
3

j �
6

j +
6

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 _ (i �
3 � 2)

10_ (j +
3 � 1) ^ 1 _ (i +

3 + 2)

� 1 _ (i �
3 � 2) ^ (� 10_ (j �

3 + 1)) � 1

1 _ (i +
3 + 2)

� 1 _ (i �
3 � 2) ^ (� 10_ (j �

3 + 1)

10 _ (j +
3 � 1)

� 10 _ (j �
3 + 1)

(1 _ (i +
3 + 2)) � 1 ^ 10_ (j +

3 � 1)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
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F est croissante contractante et a�ne par morceaux en tant que min-max d'applications
a�nes croissantes et contractante. Nous soulignons les fonctions qui atteignent le min-max
au point (�{; �| ).

F
�

�{
�|

�
=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 _ (�{�3 � 2)

10_ (�| +
3 � 1) ^ 1 _ (�{+3 + 2)

� 1 _ (�{�3 � 2) ^ (� 10_ (�| �
3 + 1)) � 1

1 _ (�{+3 + 2)

� 1 _ (�{�3 � 2) ^ (� 10_ (�| �
3 + 1)

10 _ (�| +
3 � 1)

� 10 _ (�| �
3 + 1)

(1 _ (�{+3 + 2)) � 1 ^ 10_ (�| +
3 � 1)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Le calcul de la semidi��erentielle de F au point (�{; �| ) donne, par la proposition 8.5 :

F 0
(�{;�| )

�
� �{
� �|

�
= F 0

(�i; �j )

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� �{�3
� �{+3
� �{�6
� �{+6
� �| �

3
� �| +

3
� �| �

6
� �| +

6

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
0

0 ^ � �| �
3

� �{+3
0
0

� �| �
3

0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

En prenant, e � � 1, F 0
(�i; �j ) (e) = (0 ; 0; � 1; � 1; 0; 0; � 1; 0) et commeF 0

(�i; �j ) (0; 0; � 1; � 1; 0; 0; � 1; 0) =

0 et donc le rayon spectral surR8
� de F 0

(�i; �j ) est 0 et (�i; �j ) est le plus petit point �xe de F .

Exemple 9.6 (Exemple sur un programme avec boucle imbriqu�ee)
Le programme est un programme simple avec une boucle imbriqu�ee.

int x,int y,
x=[0,2];y=[10,15] //1
while(x<=y){ //2

x=x+1; //3
while(5<=y){ //4

y=y-1; //5
} //6

} //7

Les points de contrôle int�eressants sont les points de contrôle 2, 4, 6 et 7 car ils font
intervenir des intersections. On commence par exprimer les autres intervalles en fonction des
intervalles de ces points de contrôle,x4 = x3 et x3 = x2 + 1, on a aussi x4 = x5 = x6.
Par x3 = x2 + 1, on entend, d'une part, � x �

3 = � x �
2 + 1 c'est-�a-dire x �

3 = x �
2 � 1 et

x+
3 = x+

2 + 1.Par ailleurs, y5 = y4 � 1 ce qui veut dire, d'une part, � y�
5 = � y�

4 � 1 qui est
�equivalant �a y�

5 = y�
4 + 1 et d'autre part, que y+

5 = y+
4 � 1

On souligne, les politiques initiales donn�ees par l'heuristique classique Pour le point de
contrôle 2, on a le syst�eme d'�equations suivantes :
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8
>><

>>:

x �
2 = x �

1 _ x �
6

x+
2 = ( x+

1 _ x+
6 ) ^ (y+

1 _ y+
6 )

y�
2 = ( x �

1 _ x �
6 ) ^ (y�

1 _ y�
6 )

y+
2 = y+

1 _ y+
6

Au point de contrôle 4, le syst�eme :
�

y�
4 = ( y�

3 _ y�
5 ) ^ � 5

y+
4 = y+

3 _ y+
5

Au point de contrôle 6, le syst�eme :
�

y�
6 = y�

3 _ y�
5

y+
6 = ( y+

3 _ y+
5 ) ^ 4

Et en�n, au point de contrôle 7, le syst�eme :
8
>><

>>:

x �
7 = ( x �

1 _ x �
6 ) ^ ((y�

1 _ y�
6 ) � 1)

x+
7 = ( x+

1 _ x+
6 )

y�
7 = ( y�

1 _ y�
6 )

y+
7 = ( y+

1 _ y+
6 ) ^ ((x+

1 _ x+
6 ) � 1)

Par programmation lin�eaire, on trouve :

x �
2 = 0 y�

4 = � 5 x �
7 = � 1

x+
2 = 15 y+

4 = 15 x+
7 = 16

y�
2 = 0 y�

6 = 0 y�
7 = 0

y+
2 = 15 y+

6 = 4 y+
7 = 15

On note :

(�x; �y) = (�x �
2 ; �x+

2 ; �x �
7 ; �x+

7 ; �y�
2 ; �y+

2 ; �y�
4 ; �y+

4 ; �y�
6 ; �y+

6 ; �y�
7 ; �y+

7 )|

= (0 ; 15; � 1; 16; 0; 15; � 5; 15; 0; 4; 0; 15)|

On introduit la fonction :

F
�

x
y

�
= F

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

x �
2

x+
2

x �
7

x+
7

y�
2

y+
2

y�
4

y+
4

y�
6

y+
6

y�
7

y+
7

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 _ (x �
2 � 1)

2 _ (x+
2 + 1) ^ 15_ y+

6

0 _ (x �
2 � 1) ^ (� 10_ y�

6 ) � 1

0 _ (x+
2 + 1)

0 _ (x �
2 � 1) ^ � 10_ y�

6

15 _ y+
6

y�
2 _ (y�

4 + 1) ^ � 5

y+
2 _ y+

4 � 1

y�
2 _ y�

4 + 1

y+
2 _ (y+

4 � 1) ^ 4

� 10 _ y�
6

15_ y+
6 ^ (2 _ (x+

2 + 1)) � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
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F est croissante, a�ne par morceaux et contractante en tant que min-max vectoriel d'ap-
plications a�nes croissante et contractante. Par ailleurs, le point (�x; �y) est un point �xe de
F .

On va, comme pr�ec�edemment souligner les fonctions qui atteignent le min-max pour le
point (�x; �y).

F
�

�x
�y

�
=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 _ (�x �
2 � 1)

2 _ (�x+
2 + 1) ^ 15_ �y+

6

0 _ (�x �
2 � 1) ^ (� 10_ �y�

6 ) � 1

0 _ (�x+
2 + 1)

0 _ (�x �
2 � 1) ^ � 10_ �y�

6

15 _ �y+
6

�y�
2 _ (�y�

4 + 1) ^ � 5

�y+
2 _ �y+

4 � 1

�y�
2 _ �y�

4 + 1

�y+
2 _ (�y+

4 � 1) ^ 4

� 10 _ �y�
6

15_ �y+
6 ^ (2 _ (�x+

2 + 1) ) � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

La semidi��erentielle de F au point (�x; �y) est, par la proposition 8.5 :

F 0
(�x; �y)

�
� �x
� �y

�
= F

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� �x �
2

� �x+
2

� �x �
7

� �x+
7

� �y�
2

� �y+
2

� �y�
4

� �y+
4

� �y�
6

� �y+
6

� �y�
7

� �y+
7

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
0

� �y�
6

� �x+
2

0 ^ � �y�
6

0
0

� �y+
2

� �y�
2

0
� �y�

6
0 ^ � �x+

2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

En prenant e � � 1, on obtient successivement que :

F 0
(�x; �y) (e) = (0 ; 0; � 1; � 1; � 1; � 1; 0; 0; � 1; � 1; 0; � 1; � 1) = e1:

puis

F 0
(�x; �y) (e

1) = (0 ; 0; � 1; 0; � 1; 0; 0; 0; � 1; 0; � 1; 0) = e2

en�n :

F 0
(�x; �y) (e

2) = (0 ; 0; � 1; 0; � 1; 0; 0; 0; � 1; 0; � 1; 0) = e2
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et donc e2 est un point �xe n�egatif non nul de F 0
(�x; �y) , le point �xe (�x; �y) n'est pas le

plus petit point �xe de F et nous soulignons les applications qui atteignent le min-max dans
F 0

(�x; �y) (e
2) :

F 0
(�x; �y)

�
� �x
� �y

�
=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
0

� �y�
6

� �x+
2

0 ^ � �y�
6

0
0

� �y+
2

� �y�
2

0
� �y�

6
0 ^ � �x+

2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

ceci d�etermine une nouvelle application associ�ee �a une politique :

g
�

x
y

�
= g

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

x �
2

x+
2

x �
7

x+
7

y�
2

y+
2

y�
4

y+
4

y�
6

y+
6

y�
7

y+
7

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 _ x �
2 � 1

15 _ y+
6

� 11 _ y�
6 � 1

0 _ x+
2 + 1

� 10 _ y�
6

15 _ y+
6

� 5
y+

2 _ y+
4 � 1

y�
2 _ y�

4 + 1
4

� 10 _ y�
6

1 _ x+
2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

et par programmation lin�eaire nous trouvons :

(~u; ~v) = (0 ; 15; � 5; 16; � 4; 15; � 5; 15; � 4; 4; � 4; 15)|

qui est un point �xe de F .

Par la proposition 8.5, le calcul de la semidi��erentielle de F au point (~u; ~v) conduit �a la
fonction :
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F 0
(~u;~v)

�
� ~u
� ~v

�
= F

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� ~u�
2

� ~u+
2

� ~u�
7

� ~u+
7

� ~v�
2

� ~v+
2

� ~v�
4

� ~v+
4

� ~v�
6

� ~v+
6

� ~v�
7

� ~v+
7

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
0

� ~v�
6

� ~u+
2

� ~v�
6

0
0

� ~v+
2

� ~v�
2 _ � ~v�

4
0

� ~v�
6

0 ^ � ~u+
2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

En prenant e � � 1, on trouve successivement :

F 0
(~u;~v) (e) = (0 ; 0; � 1; � 1; � 1; 0; 0; � 1; � 1; 0; � 1; � 1) = e2

puis,

F 0
(~u;~v) (e

2) = (0 ; 0; � 1; 0; � 1; 0; 0; 0; 0; 0; � 1; 0) = e3

et en�n :

F 0
(~u;~v) (e

3) = (0 ; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0):

En conclusion, le point �xe (~u; ~v) est le plus petit point �xe de F .

9.3 Un mot sur l'impl�ementation de l'analyseur

La m�ethode a �et�e impl�ement�ee pour les probl�emes d'analyse statique de programmes
par interpr�etation abstraite. Le code actuel reprend une pr�ec�edente impl�ementation C de
l'it�eration sur les politiques dans le domaine des intervalles. Le prototype ne g�ere que les
programmes C dont les a�ectations sont les fonctions coordonn�ees sont des fonctions a�nes
croissantes. Ceci implique que les probl�emes de points �xes sur les bornes inf�erieures et sur
les bornes sup�erieures sont des probl�emes ind�ependants.

Nous allons d�ecrire une ex�ecution du prototype sur l'exemple 9.6. Comme le prototype
prend en argument des v�eritables programme C, nous avons consid�erons une version l�eg�ere-
ment modi��ee du programme 9.6, seule l'initialisation change et le programme C analys�e est
le programme "imbrique.c" d�ecrit �a la �gure 9.3

Ceci ne change pas la s�emantique du programme 9.6 pour les variablesx et y mais ajoute
uniquement de nouvelles variables qui ne modi�ent le comportement des variablesx et y.

La commande "./parserz imbrique.c" fournit les �equations s�emantiques en fonction des
variables x; y; k et j même si nous n'�etudions que les comportements des variablesx et y. La
sortie tronqu�ee uniquement aux variables x et y de la commande est la suivante :
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void main()
{

int x;
int y;
int k;
int j;
if (k<0)

x=0;
else

x=2;
if (j<0)

y=10;
else

y=15;
while (x <= y)

{ x = x+1;
while (y >= 5)

y = y+(-1);
}

}

Figure 9.3 { Programme "imbrique.c" analys�e par le prototype

( x y )[1] = ( x[0], y[0] )
( x y )[2] = ( [0,0], y[1] )
( x y )[3] = ( x[0], y[0] )
( x y )[4] = ( [2,2], y[3] )
( x y )[5] = ( ( x[2] U x[4] ), ( y[2] U y[4] ) )
( x y )[6] = ( x[5], y[5] )
( x y )[7] = ( x[6], [10,10] )
( x y )[8] = ( x[5], y[5] )
( x y )[9] = ( x[8], [15,15] )
( x y )[10] = ( ( x[7] U x[9] ), ( y[7] U y[9] ) )
( x y )[11] = ( ( [-oo, max( y[10] U y[15] )] ^ ( x[10] U x[15] ) ),

( [min( x[10] U x[15] ), +oo] ^ ( y[10] U y[15] ) ) )
( x y )[12] = ( ( x[11] + [1, 1] ), y[11] )
( x y )[13] = ( ( x[12] U x[14] ), ( [5, +oo] ^ ( y[12] U y[14] ) ) )
( x y )[14] = ( x[13], ( y[13] + [-1, -1] ) )
( x y )[15] = ( ( x[12] U x[14] ), ( [-oo, 4] ^ ( y[12] U y[14] ) ) )
( x y )[16] = ( ( [min( ( y[10] U y[15] ) + [1, 1] ), +oo] ^ ( x[10] U x[15] ) ),

( [-oo, max( ( x[10] U x[15] ) - [1, 1] )] ^ ( y[10] U y[15] ) ) )

La deuxi�eme partie concerne les �equations min-max �a chaque point de contrôle �a chaque
borne, nous ne donnons que les �equations min-max essentielles, pour la variablex :
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x(-)[2] = 0
x(+)[2] = 0
x(-)[4] = -2
x(+)[4] = 2
x(-)[5] = max(x(-)[2],x(-)[4])
x(+)[5] = max(x(+)[2],x(+)[4])
x(-)[6] = x(-)[5]
x(+)[6] = x(+)[5]
x(-)[7] = x(-)[6]
x(+)[7] = x(+)[6]
x(-)[8] = x(-)[5]
x(+)[8] = x(+)[5]
x(-)[9] = x(-)[8]
x(+)[9] = x(+)[8]
x(-)[10] = max(x(-)[7],x(-)[9])
x(+)[10] = max(x(+)[7],x(+)[9])
x(-)[11] = min(oo,max(x(-)[10],x(-)[15]))
x(+)[11] = min(max(y(+)[10],y(+)[15]),max(x(+)[10],x(+)[15]))
x(-)[12] = (x(-)[11] + -1)
x(+)[12] = (x(+)[11] + 1)
x(-)[13] = max(x(-)[12],x(-)[14])
x(+)[13] = max(x(+)[12],x(+)[14])
x(-)[14] = x(-)[13]
x(+)[14] = x(+)[13]
x(-)[15] = max(x(-)[12],x(-)[14])
x(+)[15] = max(x(+)[12],x(+)[14])
x(-)[16] = min((max(y(-)[10],y(-)[15]) + -1),max(x(-)[10],x(-)[15]))
x(+)[16] = min(oo,max(x(+)[10],x(+)[15]))

Ainsi que pour la variable y :

y(-)[7] = -10
y(+)[7] = 10
y(-)[9] = -15
y(+)[9] = 15
y(-)[10] = max(y(-)[7],y(-)[9])
y(+)[10] = max(y(+)[7],y(+)[9])
y(-)[11] = min(max(x(-)[10],x(-)[15]),max(y(-)[10],y(-)[15]))
y(+)[11] = min(oo,max(y(+)[10],y(+)[15]))
y(-)[12] = y(-)[11]
y(+)[12] = y(+)[11]
y(-)[13] = min(-5,max(y(-)[12],y(-)[14]))
y(+)[13] = min(oo,max(y(+)[12],y(+)[14]))
y(-)[14] = (y(-)[13] + 1)
y(+)[14] = (y(+)[13] + -1)
y(-)[15] = min(oo,max(y(-)[12],y(-)[14]))
y(+)[15] = min(4,max(y(+)[12],y(+)[14]))
y(-)[16] = min(oo,max(y(-)[10],y(-)[15]))
y(+)[16] = min((max(x(+)[10],x(+)[15]) - 1),max(y(+)[10],y(+)[15]))
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Le prototype se met en pause jusque la touche "entr�ee" soit enfonc�ee et l'it�eration sur les
politiques se met en route. Le prototype utilise l'heuristique classique de la d�e�nition 3.10
pour choisir la politique initiale : c'est-�a-dire �a chaque point de contrôle d�es qu'il y a une
intersection. Par exemple, au point de contrôle 11, pour la variablex, le prototype retourne
le texte suivant :

Choix Politique Initiale
Politique gauche pour l'inf pour x[11]: oo
Politique droite pour l'inf pour x[11]: max(x(-)[10],x(-)[15])
Choix politique pour l'inf pour x[11]: max(x(-)[10],x(-)[15])
-------------------------

Politique gauche pour le sup pour x[11]: max(y(+)[10],y(+)[15])
Politique droite pour le sup pour x[11]: max(x(+)[10],x(+)[15])
Choix politique pour le sup pour x[11]: max(y(+)[10],y(+)[15])
-------------------------

Le prototype appelle maintenant le solveur de programmation lin�eaireglpk pour calculer
le plus petit point �xe de la fonction associ�ee �a la politique initiale. Il r�esout en r�ealit�e deux
probl�emes d'optimisation ind�ependants, le premier traitant uniquement les bornes inf�erieures
et le second uniquement les bornes sup�erieures :

glp_write_lp: writing problem data to `toto'...
0: obj = -4.600000000e+01 infeas = 5.000e+08 (0)

* 23: obj = 2.199999932e+09 infeas = 0.000e+00 (0)
* 39: obj = 2.199999927e+09 infeas = 0.000e+00 (0)
OPTIMAL SOLUTION FOUND

glp_write_lp: writing problem data to `tata'...
0: obj = 5.100000000e+01 infeas = 5.000e+08 (0)

* 42: obj = 2.200000201e+09 infeas = 0.000e+00 (0)
OPTIMAL SOLUTION FOUND

Un simple test d'�egalit�e dont l'ex�ecution n'est pas a�ch�ee par l'analyseur montre que le
vecteur trouv�e par glpk est un point �xe de la fonction min-max. Le prototype retourne alors
le vecteur d'intervalles solution :

Le calcul de la semidi��erentielle n'est pas a�ch�e par le prototype mais correspond au calcul
de l'exemple 9.6. Chaque probl�eme de point �xe est r�esolu ind�ependamment. Le prototype
calcule la semidi��erentielle pour la fonction min-max pour les bornes inf�erieures ainsi que la
semidi��erentielle pour la fonction min-max pour les bornes sup�erieures. La semidi��erentielle
de la premi�ere fonction poss�ede un point �xe n�egatif non-nul alors que la semidi��erentielle de
la seconde n'en poss�ede pas. Le prototype a�che le texte suivant :

La semidiff�erentielle a un point fixe n�egatif non nul, le point fixe
n'est pas le plus petit.
Le seul point fixe n�egatif pour la semidiff�erentielle est nul,
l'it�eration sur les politiques est termin�ee.
**********************************************************************************

La non-minimalit�e conduit �a un changement de politique et le prototype appelle glpk
pour trouver le plus petit point �xe de cette nouvelle fonction :
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x[2] = [0,0]
x[4] = [2,2]
x[5] = [0,2]
x[6] = [0,2]
x[7] = [0,2]
x[8] = [0,2]
x[9] = [0,2]
x[10] = [0,2]
x[11] = [0,15]
x[12] = [1,16]
x[13] = [1,16]
x[14] = [1,16]
x[15] = [1,16]
x[16] = [1,16]

y[7] = [10,10]
y[9] = [15,15]
y[10] = [10,15]
y[11] = [0,15]
y[12] = [0,15]
y[13] = [5,15]
y[14] = [4,14]
y[15] = [0,4]
y[16] = [0,15]

glp_write_lp: writing problem data to `toto'...
0: obj = -4.600000000e+01 infeas = 5.000e+08 (0)

* 23: obj = 2.199999932e+09 infeas = 0.000e+00 (0)
* 40: obj = 2.199999907e+09 infeas = 0.000e+00 (0)
OPTIMAL SOLUTION FOUND

Le simple test d'�egalit�e pour d�eterminer si le vecteur trouv�e par glpk est un point �xe de
la fonction min-max sur les bornes inf�erieures. Le vecteur trouv�e par glpk est bien un point
�xe, le prototype retourne ce vecteur (uniquement les bornes inf�erieures).

x(-)2 = 0
x(-)4 = -2
x(-)5 = 0
x(-)6 = 0
x(-)7 = 0
x(-)8 = 0
x(-)9 = 0
x(-)10 = 0
x(-)11 = 0
x(-)12 = -1
x(-)13 = -1
x(-)14 = -1
x(-)15 = -1
x(-)16 = -5

y(-)7 = -10
y(-)9 = -15
y(-)10 = -10
y(-)11 = -4
y(-)12 = -4
y(-)13 = -5
y(-)14 = -4
y(-)15 = -4
y(-)16 = -4

Le prototype calcule la semi-di��erentielle �a ce point (en silence) et la semidi��erentielle ne
poss�ede pas de point �xe n�egatif non-nul, le prototype a�che donc le texte suivant :

La politique a fourni un point fixe
It�eration sur les politiques termin�ee
Le seul point fixe n�egatif pour la semidiff�erentielle est nul,
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l'it�eration sur les politiques est termin�ee.
**********************************************************************************
Plus petit point fixe trouv�e.

Finalement, le prototype retourne le vecteur d'intervalles solution :

x[2] = [0,0]
x[4] = [2,2]
x[5] = [0,2]
x[6] = [0,2]
x[7] = [0,2]
x[8] = [0,2]
x[9] = [0,2]
x[10] = [0,2]
x[11] = [0,15]
x[12] = [1,16]
x[13] = [1,16]
x[14] = [1,16]
x[15] = [1,16]
x[16] = [5,16]

y[7] = [10,10]
y[9] = [15,15]
y[10] = [10,15]
y[11] = [4,15]
y[12] = [4,15]
y[13] = [5,15]
y[14] = [4,14]
y[15] = [4,4]
y[16] = [4,15]
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CHAPITRE10

CONCLUSION DE LA PARTIE MINIMALIT �E

Ce chapitre est la conclusion sur la partie "A la recherche du plus petit point �xe". Notons
que le chapitre 8 a fait l'objet d'une publication [AGG08a]. Nous d�ecomposons ce chapitre de
conclusion en deux sections : la premi�ere section 10.1 porte sur la caract�erisation du plus petit
point �xe, cette section est elle-même d�ecoup�ee en quatre sous-sections, la premi�ere 10.1.1
�etant un r�esum�e du travail sur les caract�erisations de minimalit�e locale, la deuxi�eme sous-
section 10.1.2 portant sur les r�esultats obtenus sur les applications a�nes par morceaux, la
troisi�eme traitant de la caract�erisation du plus petit point �xe, en�n, la sous-section 10.1.4
�evoquant probl�emes �a r�esoudre ainsi que sur les travaux futurs ; la seconde section 10.2 porte,
quant �a elle, sur le calcul du rayon spectral, cette section est, compos�ee d'un r�esum�e de
travaux sur le calcul du rayon spectral �a la sous-section 10.2.1 puis d'une sosu-section 10.2.2
concernant les perspectives.

10.1 Caract�erisation du plus petit point �xe

10.1.1 Locale minimalit�e

L'approche utilis�ee ici est la caract�erisation du probl�eme de plus petit point �ni comme
un probl�eme d'optimisation. On s'est int�eress�e dans un premier temps �a la locale minimalit�e
(d�e�nition 8.6), c'est-�a-dire que le point �xe u n'admet aucun point �xe plus petit dans un
certain voisinage. Les points �xes dans ce voisinage sont soit incomparables soit plus grands
queu. De plus, nous consid�erons des fonctionsf : Rd 7! Rd semidi��erentiables (d�e�nition 8.5)
en tout point �xe de f : dans un certain voisinage d'un point �xe u, la fonction s'approche
par une fonction homog�ene continuef 0

u .
Dans un premier th�eor�eme 8.19 nous montrons qu'une condition su�sante pour qu'un

point �xe soit localement minimal est l'existence d'un point �xe n�egatif non nul pour la se-
midi��erentielle (une application homog�ene et continue) au point �xe. Pour une di��erentielle
classique, l'existence d'un point �xe est �equivalente �a 1 est valeur propre. Pour d�ecider si 1
est valeur propre, il su�t de montrer que le rayon spectral est strictement plus petit que
1. Dans notre cas, puisque la fonction n'est pas n�ecessairement di��erentiable, il faut utiliser
une d�e�nition du rayon spectral compatible avec la semidi��erentielle : cet outil not�e � C (d�ef-
inition 8.2) existe et est bien d�e�ni (proposition 8.2) pour des cônes C convexes ferm�es et
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point�es. Ainsi, toujours dans le th�eor�eme 8.3, nous montrons que � Rd
�

(f 0
u) < 1 fournit une

condition su�sante de locale minimalit�e d'un point �xe u.
De plus, dans le th�eor�eme 8.2, nous avons montr�e que si la fonction �etait croissante et si

pour un point �xe u, � Rd
�

(f 0
u) > 1 alors u n'est pas le plus petit point �xe.

10.1.2 Applications a�nes par morceaux

Les applications a�nes par morceaux sont des applications semidi��erentiables dont le
calcul de la semidi��erentielle est facile (proposition 8.5). De plus, ces applications ont un
comportement similaire aux fonctions a�nes pour la th�eorie de la di��erentielle classique :
elles ont un d�eveloppement limit�e exact (lemme 8.3). Ce lemme implique le corollaire 8.1 :
pour un point �xe u, l'existence d'un point �xe pour f 0

u �equivaut au fait que u n'est pas
localement minimal.

10.1.3 Plus petit point �xe

L'hypoth�ese importante pour passer du local au global est la contraction au sens large.
L'hypoth�ese de contraction au sens large implique que� Rd

�
(f 0

u) � 1. Le th�eor�eme 8.3 com-
bin�e avec ce r�esultat entrâ�ne la proposition 8.7 : l'�equivalence entre, pour un point �xe u,
� Rd

�
(f 0

u) < 1 et f 0
u n'admet pas de point �xe n�egatif non nul. Cette proposition permet de con-

clure que soit � Rd
�

(f 0
u) = 1 et u n'est pas localement minimal dans le cas a�ne par morceaux

soit � Rd
�

(f 0
u) < 1 et u est localement minimal.

Le point crucial de la contraction au sens large (lemme 8.4) est l'existence d'un retract
non-lin�eaire de Rd vers l'ensemble des points �xes d'une fonction contractante croissante. Ce
retract permet de relier tous les points �xes au plus petit point �xe : le chemin parcourt
l'ensemble des points �xes. Puisque le chemin a pour but le plus petit point �xe, il traverse
tous les voisinages de tout point �xe, ce qui montre que l'unique point �xe localement minimal
est le plus petit point �xe (th�eor�eme 8.4). La contraction au sens large implique la connexivit�e
par arcs de l'ensemble des points �xes.

En th�eorie des jeux, l'hypoth�ese de contraction au sens large est loin d'̂etre farfelue
puisqu'elle concerne l'op�erateur de Shapley et les autres op�erateurs de programmation dy-
namique. En analyse statique, la classe des programmes est plus limit�ee, la restriction porte
essentiellement sur les a�ectations pr�esentes dans le programme qui doivent être des applica-
tions contractantes au sens large.

10.1.4 Perspectives

Globale v.s Locale minimalit�e

Lorsque la fonction n'est pas contractante au sens large, on ne peut que caract�eriser les
points �xes localement minimaux. Dans le cas des contractions, un chemin relie les points �xes,
dans le cas g�en�eral, il faut pouvoir g�erer les sauts entre points �xes localement minimaux. Ce
probl�eme de saut est illustr�e par l'exemple 10.1.

Exemple 10.1 (Probl�eme d'ensemble de points �xes discret)
Consid�erons la fonction f suivante :
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x 7! f (x) =

8
<

:

1 si x � 2
3x � 5 si x 2 [2; 3]
4 si x � 3

Le graphe def est repr�esent�e par la �gure 10.1.

x

f (x)

Id

f (x)

Figure 10.1 { Graphe def

Il serait �egalement int�eressant d'�etudier la complexit�e du probl�eme de recherche de plus
petit point �xe.

Locale minimalit�e et applications a�nes par morceaux

Un point �xe localement minimal est exactement caract�eris�e par l'existence d'un point
�xe pour la semidi��erentielle quand la fonction est a�ne par morceaux. En optimisation, les
optima locaux sont caract�eris�es par des conditions du second ordre, une g�en�eralisation du
corollaire 8.1 pourrait passer par une �etude des semidi��erentielles secondes.

Applications a�nes par morceaux et th�eor�eme de Danskin

Le calcul semidi��erentiel des applications a�nes par morceaux est un cas particulier du
th�eor�eme de Danskin, il serait int�eressant de se baser sur th�eor�eme pour caract�eriser des
points �xes localement minimaux En g�en�eralisant la classe d'applications, nous pourrons
consid�erer des op�erateurs de programmation dynamique de jeu �a espaces d'�etats compacts
qui contiennent l'op�erateur de Shapley g�en�eral i.e avec actions mixtes.

G�en�eralisation aux AM-espaces

Dans le passage de locale minimalit�e au plus petit point �xe, on utilise le fait queRd muni
de la norme sup�erieure d�e�nit un M-espace abstrait. Une g�en�eralisation du th�eor�eme 8.4 aux
AM-espaces munis de cette structure de treillis semble une bonne perspective de travail.
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10.2 Calcul du rayon spectral

10.2.1 R�esum�e

Deux th�eor�emes permettent de conclure lorsque le rayon spectral est strictement inf�erieur
�a 1 et lorsque le rayon spectral est strictement sup�erieur �a 1. Le r�eel probl�eme vient de la
limite des deux probl�emes, c'est-�a-dire le cas o�u le rayon spectral vaut exactement 1. Si le
rayon spectral est strictement plus petit ou plus grand que 1 , les m�ethodes d�ecrites dans la
section 8.3.1 peuvent être utilis�ees même si pour le moment, elles ne sont pas impl�ementables
telles quelles.

Le seul cas positif lorsque le rayon spectral vaut exactement 1 demeure le cas des fonctions
min-max homog�enes. Le rayon spectral ne prend que deux valeurs : 0 ou 1. Le calcul se basant
sur l'it�eration de l'image du vecteur e � � 1. Le temps de calcul du rayon spectral est �ni et
d�epend uniquement de la dimension de l'espace vectoriel.

D'un point de vue jeu, les fonctions min-max correspondent �a des op�erateurs dynamiques
de jeu d�eterministe : les probabilit�es de transition sont en r�ealit�e des masses de Dirac. En
analyse statique, la restriction porte essentiellement sur le type d'a�ectations pr�esentes dans le
programme : les a�ectations sont du type incr�ementation de variable, changement de variables,
etc.

10.2.2 Perspectives

Quand le rayon spectral vaut 1, une premi�ere extension serait d'adapter la proposition 8.10
aux fonctions stables sur les rationnels. On utiliserait la structure discr�ete des rationnels. De
plus, on pourrait construire une it�eration sur les politiques (croissante) pour calculer un point
�xe n�egatif de la semidi��erentielle. Lorsqu'un point �xe est le plus petit, l'it�eration sur les
politiques retournerait le point �xe nul, dans le cas contraire, cette it�eration fournirait une
direction de descente.
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