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�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �‰ �U�I�F�T�F �B�M�M �J�O�W�P�M�W�F �D�B�Q�J�M�M�B�S�Z �G�P�S�D�F�T �B�U �N�P�M�F�D�V�M�B�S �T�D�B�M�F�T�� ���F �F���F�D�U�T �P�G �M�J�O�F �U�F�O�T�J�P�O �B�S�F �T�U�V�E�J�F�E
�C�Z �N�P�M�F�D�V�M�B�S �E�Z�O�B�N�J�D�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �P�G �O�B�O�P�E�S�P�Q�T�
 �B�O�E �X�F �Q�S�F�T�F�O�U �B �H�F�P�N�F�U�S�J�D�B�M �J�O�U�F�S�Q�S�F�U�B�U�J�P�O �P�G �U�I�F �Q�I�F��
�O�P�N�F�O�P�O�� ���F �F�Y�J�T�U�F�O�D�F �P�G �B �Q�S�F���X�F�U�U�J�O�H ���M�N �J�T �Q�S�F�E�J�D�U�F�E �E�V�S�J�O�H �U�I�F �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O �P�G �U�I�F �Q�I�F�O�P�N�F�O�P�O �P�G
�F�M�F�D�U�S�P�X�F�U�U�J�O�H�� ���F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�D �D�B�Q�J�M�M�B�S�Z �N�P�E�F�M �B�M�T�P �T�I�P�X�T �B �Q�F�D�V�M�J�B�S �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �P�G �G�P�S�D�F�T �J�O �U�I�F �T�P�M�J�E
�J�O �U�I�F �W�J�D�J�O�J�U�Z �P�G �U�I�F �D�P�O�U�B�D�U �M�J�O�F�
 �X�I�J�D�I �D�B�O �C�F �P�C�T�F�S�W�F�E �X�I�F�O �U�I�F �T�V�C�T�U�S�B�U�F �J�T �E�F�G�P�S�N�B�C�M�F�� �*�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�B�S�

�U�I�F �N�P�E�F�M �Q�S�F�E�J�D�U�T �B�O �B�E�E�J�U�J�P�O�B�M �-�B�Q�M�B�D�F �Q�S�F�T�T�V�S�F �X�I�F�O �B �T�P�M�J�E �J�T �J�N�N�F�S�T�F�E �J�O �B �M�J�R�V�J�E �‰ �U�I�J�T �J�T �D�P�O���S�N�F�E
�F�Y�Q�F�S�J�N�F�O�U�B�M�M�Z�� �8�F �B�M�T�P �T�U�V�E�Z �U�I�F �J�O���V�F�O�D�F �P�G �U�I�F �X�F�U�U�B�C�J�M�J�U�Z �P�G �M�J�R�V�J�E�T �P�O �U�I�F �C�F�O�E�J�O�H �B�O�E �C�V�D�L�M�J�O�H �P�G
�B�O �F�M�B�T�U�J�D �Q�M�B�U�F �V�O�E�F�S �U�I�F �J�O���V�F�O�D�F �P�G �D�B�Q�J�M�M�B�S�Z �G�P�S�D�F�T�� �'�J�O�B�M�M�Z�
 �U�I�F �E�Z�O�B�N�J�D �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �P�G �B�J�S �F�O�U�S�B�J�O�N�F�O�U �J�T
�F�Y�B�N�J�O�F�E�
 �B�O�E �X�F �I�J�H�I�M�J�H�I�U �U�I�F �D�S�V�D�J�B�M �S�P�M�F �P�G �E�J�T�T�J�Q�B�U�J�P�O �J�O �U�I�F �B�J�S ���P�X �X�I�F�O �J�U �J�T �E�S�J�W�F�O �B�O�E �D�P�O���O�F�E �C�Z
�U�I�F �M�J�R�V�J�E��

�.�H�\�Z�R�U�G�V �$�B�Q�J�M�M�B�S�J�U�Z�
 �X�F�U�U�J�O�H�
 �E�F�O�T�J�U�Z �G�V�O�D�U�J�P�O�O�B�M �U�I�F�P�S�Z�
 �F�M�F�D�U�S�P�X�F�U�U�J�O�H�
 �M�J�O�F �U�F�O�T�J�P�O�
 �F�M�B�T�U�J�D�J�U�Z�

�E�Z�O�B�N�J�D �X�F�U�U�J�O�H �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O
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�7�D�E�O�H���G�H�V���P�D�W�L�q�U�H�V

�3�Ï�T�V�N�Ï �� �"�C�T�U�S�B�D�U ��

�5�B�C�M�F �E�F�T �N�B�U�J�Ò�S�F�T ����

�*�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O ����
�� �%�F �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
�� �&���F�U�T �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
�� �1�S�Ï�T�F�O�U�B�U�J�P�O �E�F�T �U�S�B�W�B�V�Y�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

�1�S�F�N�J�Ò�S�F �Q�B�S�U�J�F �� �.�P�E�Ï�M�J�T�B�U�J�P�O �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F �E�V �N�P�V�J�M�M�B�H�F����

�� �'�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T ����
������ �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
������ �*�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
������ �.�P�E�Ò�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
������ �'�P�S�N�B�M�J�T�N�F �E�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
������ �1�P�U�F�O�U�J�F�M�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
������ �$�P�O�D�M�V�T�J�P�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

�� �-�B �M�J�H�O�F �U�S�J�Q�M�F ����
������ �-�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
������ �7�Ï�S�J���D�B�U�J�P�O �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F �E�F �M�B �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����
������ �*�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �²�U�V�E�F�T �E�F �D�B�T�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �'�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �*�O���V�F�O�D�F�T �E�F�T �I�Ï�U�Ï�S�P�H�Ï�O�Ï�J�U�Ï�T�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �$�P�O�D�M�V�T�J�P�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

�%�F�V�Y�J�Ò�N�F �Q�B�S�U�J�F �� �*�O���V�F�O�D�F�T �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T �E�F�T �Ï�D�I�F�M�M�F�T �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T������

�� �/�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T ������
������ �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �/�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �F�O �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �/�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �F�O �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �*�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �&���F�U�T �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �$�P�O�D�M�V�T�J�P�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
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�� �4�V�C�T�U�S�B�U�T �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�T ������
������ �-�F�T �T�P�M�J�E�F�T �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�T�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �$�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �Ï�M�B�T�U�P���D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �'�M�B�N�C�B�H�F �Ï�M�B�T�U�P���D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �%�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T �Q�S�Ò�T �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �%�J�T�T�J�Q�B�U�J�P�O �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �$�P�O�D�M�V�T�J�P�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

�� �&�O�U�S�B�Ô�O�F�N�F�O�U �E���B�J�S ������
������ �5�S�B�O�T�J�U�J�P�O�T �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �"�W�B�O�D�Ï�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �%�J�T�T�J�Q�B�U�J�P�O �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
������ �$�P�O�D�M�V�T�J�P�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

�$�P�O�D�M�V�T�J�P�O ������
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 �F�U �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F �Ë �E�F �U�S�Ò�T �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �T�J��
�U�V�B�U�J�P�O�T�� �1�P�V�S�U�B�O�U�
 �T�P�O �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �F�T�U �T�P�V�W�F�O�U �M���P�D�D�B�T�J�P�O �E�F �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �J�N�Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O�T
�E�F �M�B �Q�B�S�U �E���Ï�U�V�E�J�B�O�U�T�
 �W�P�J�S�F �E�F �D�I�F�S�D�I�F�V�S�T�� �/�P�V�T �B�M�M�P�O�T �U�F�O�U�F�S �E�B�O�T �D�F �Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F �E�F �D�P�O�D�J�M�J�F�S �M�F�T
�E�J���Ï�S�F�O�U�T �B�T�Q�F�D�U�T �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T �F�U �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T �E�F �M�B �D�B�Q�J�M�M�B�S�J�U�Ï �F�O �S�F�W�F�O�B�O�U �T�V�S �D�F �R�V���F�T�U �V�O �M�J�R�V�J�E�F
�E���V�O �Q�P�J�O�U �E�F �W�V�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�
 �F�U �T�V�S �D�F �R�V�F �T�P�O�U �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �B�V �T�F�J�O �E���V�O �M�J�R�V�J�E�F�� �$�F�M�B



������ �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F ����

�O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U�U�S�B �E�F �N�F�U�U�S�F �M�F �E�P�J�H�U �T�V�S �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �G�P�O�E�B�N�F�O�U�B�M�F�T �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �F�U �E�F �M�F�V�S�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�� �/�P�V�T
�Q�P�V�S�S�P�O�T �B�M�P�S�T �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�S �V�O �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F �F�Y�U�S�Ð�N�F�N�F�O�U �T�J�N�Q�M�J���Ï �R�V�J �W�B �O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U�U�S�F �E���J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�F�S �T�J�N��
�Q�M�F�N�F�O�U �M�B �D�B�Q�J�M�M�B�S�J�U�Ï �F�U �E�F �N�F�O�F�S �G�B�D�J�M�F�N�F�O�U �E�F�T �D�B�M�D�V�M�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E���P�S�J�H�J�O�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�
 �D�F �R�V�F �O�P�V�T
�V�U�J�M�J�T�F�S�P�O�T �E�B�O�T �M�B �Q�M�V�Q�B�S�U �E�F�T �D�I�B�Q�J�U�S�F�T �T�V�J�W�B�O�U�T��

���������� �'�p�þ�Q�L�W�L�R�Q���W�K�H�U�P�R�G�\�Q�D�P�L�T�X�H���G�H���O�D���W�H�Q�V�L�R�Q���G�H���V�X�U�I�D�F�H

�&�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �E�Ï���O�J�F �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �M���F�Y�D�Ò�T �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �E�V�F
�Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T�� �$�F�U�U�F �E�Ï���O�J�U�J�P�O �B �Ï�U�Ï �Q�S�P�Q�P�T�Ï�F �Q�P�V�S �M�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �G�P�J�T �Q�B�S
�(�J�C�C�T �<�����>�� �1�S�F�O�P�O�T �F�O �F���F�U �V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �G�F�S�N�Ï �E�F �W�P�M�V�N�F �U�P�U�B�M �D�P�O�T�U�B�O�UV �
 �F�U �E�F �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F
T �
 �D�P�N�Q�P�T�Ï �E�F �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T �- �F�U �(�
 �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �V�O �M�J�R�V�J�E�F �F�U �T�B �W�B�Q�F�V�S�� �6�O �U�S�B�W�B�J�M �Ï�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �B�Q�Q�M�J�R�V�Ï
�B�V �T�Z�T�U�Ò�N�F �Q�S�P�W�J�F�O�U�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �Q�S�J�O�D�J�Q�F �E�F �M�B �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�
 �E�F�T �W�B�S�J�B�U�J�P�O�T �Ï�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F�T �E�F�T
�Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �F�Y�U�F�O�T�J�G�T �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F ��V �
A �
 �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�Un�
 �M�B �R�V�B�O�U�J�U�Ï �E�F �N�B�U�J�Ò�S�F �U�P�U�B�M�F�� �4�J �P�O
�B�D�D�S�P�Ô�U �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O�F �V�O�J�U�Ï�
 �P�O �B�Q�Q�F�M�M�F
 LV �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F �B�T�T�P�D�J�Ï�F �Ë �M���B�D�D�S�P�J�T�T�F�N�F�O�U �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F
�D�F �T�Z�T�U�Ò�N�F�� �0�O �F�Y�Q�S�J�N�F �E�P�O�D �E���B�Q�S�Ò�T �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �Q�S�J�O�D�J�Q�F �M�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O �E���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F �E�B�O�T �M�F �D�B�T �H�Ï�O�Ï�S�B�M ��

dU = TdS � pdV + 
 �-�7dA + �dn ; �	�������


�P�áS �F�T�U �M���F�O�U�S�P�Q�J�F �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F�
p �F�T�U �T�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �F�U� �T�P�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�I�J�N�J�R�V�F�� �-�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F
�T���Ï�D�S�J�U �E�P�O�D �Q�B�S �U�S�B�O�T�G�P�S�N�Ï�F �E�F �-�F�H�F�O�E�S�F ��

dF = � SdT � pdV + 
 �-�7dA + �dn : �	�������


�1�B�S �E�Ï���O�J�U�J�P�O�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T���Ï�D�S�J�U �B�M�P�S�T ��


 �-�7 =
�

@F
@A

�

T;V;n
: �	�������


�-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �E�P�O�D �Ë �M�B �E�Ï�S�J�W�Ï�F �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �G�F�S�N�Ï �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M�B
�T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�FA �
 �M�P�S�T�R�V�F �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�FT �
 �M�F �W�P�M�V�N�FV �F�U �M�B �R�V�B�O�U�J�U�Ï �E�F �N�B�U�J�Ò�S�Fn �T�P�O�U �N�B�J�O�U�F�O�V�T
�D�P�O�T�U�B�O�U�T��

�8�Q�H���p�Q�H�U�J�L�H���G�·�H�[�F�q�V���O�L�p�H���j���O�D���V�X�U�I�D�F�H

�$�F�U�U�F �E�Ï���O�J�U�J�P�O �B�Q�Q�F�M�M�F �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �D�P�N�N�F�O�U�B�J�S�F�T�� �1�P�V�S �V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �Ë �V�O �T�F�V�M �U�Z�Q�F �E�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�
 �Q�P�V�S �V�O
�Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �M�J�R�V�J�E�F���H�B�[ �U�Z�Q�J�R�V�F�N�F�O�U�
 �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �Q�B�T�T�F �D�P�O�U�J�O�ß�N�F�O�U �F�O�U�S�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F
�M�J�R�V�J�E�F�
 �Ë �D�F�M�M�F �E�V �H�B�[�
 �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �H�B�[�F�V�T�F�� �-�F �T�B�V�U �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï �O���F�T�U�B �Q�S�J�P�S�J�Q�B�T �C�S�V�T�R�V�F �F�O�U�S�F �M�F�T �E�F�V�Y
�Q�I�B�T�F�T�� �4�V�Q�Q�P�T�P�O�T �R�V�F �D�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�M�B�O�F �	�Ë �V�O�F �Ï�D�I�F�M�M�F �G�B�J�C�M�F �E�F�W�B�O�U �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F
�Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �T�J �M���P�O �O�F �T�P�V�I�B�J�U�F �Q�B�T �Q�S�F�O�E�S�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�B �H�S�B�W�J�U�Ï�
�� �0�O �E�Ï���O�J�U �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F
�T�Ï�Q�B�S�B�U�J�P�OS �E�F�T �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T�
 �E���B�J�S�FA �
 �Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï �R�V�J �F�Y�J�T�U�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �6�O�F �G�P�J�T
�M�B �T�Ï�Q�B�S�B�U�J�P�O �J�O�U�S�P�E�V�J�U�F�
 �P�O �E�Ï���O�J�U �B�M�P�S�T �M�F�T �W�P�M�V�N�F�T �E�F�T �Q�I�B�T�F�T ��VL + VG = V �� �-�P�J�O �E�F �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F�

�D�I�B�R�V�F �Q�I�B�T�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�F�T �E�F�O�T�J�U�Ï�T �E�F �N�B�U�J�Ò�S�F� i �F�U �E���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F� i �C�J�F�O �E�Ï���O�J�F�T�� �0�O �E�Ï���O�J�U �B�M�P�S�T �M�F�T
�R�V�B�O�U�J�U�Ï�T �F�Y�U�F�O�T�J�W�F�T �E�F �D�I�B�R�V�F �Q�I�B�T�Fni = � i Vi �F�UUi = Vi � i �P�ái = L; G �� �1�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F �U�P�U�B�M�F
U �	�F�U �M�B �R�V�B�O�U�J�U�Ï �U�P�U�B�M�F �E�F �N�B�U�J�Ò�S�Fn�
�
 �J�M �S�F�T�U�F �E�P�O�D �V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F �M�J�Ï�F �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �	�E�F
�N�Ð�N�F �Q�P�V�S �M�B �R�V�B�O�U�J�U�Ï �E�F �N�B�U�J�Ò�S�F�
 ��

U = UL + UG + US ; �	�������


n = nL + nG + nS : �	�������


�-���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�
 �D�P�N�N�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F�
 �F�T�U �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �I�P�N�P�H�Ò�O�F �E�F �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �B�V�Y �Q�B��
�S�B�N�Ò�U�S�F�T �E���Ï�U�B�U �F�Y�U�F�O�T�J�G�T�� �0�O �Ï�D�S�J�U �E�P�O�D �D�F �R�V�J �F�T�U �B�Q�Q�F�M�Ï �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �E���&�V�M�F�S�
 �Q�P�V�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �U�P�U�B�M�F �E�V
�T�Z�T�U�Ò�N�F ��

F = � pV + 
 �-�7A + �n ; �	�������




���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�D�F �R�V�F �M���P�O �Q�F�V�U �Ï�H�B�M�F�N�F�O�U �Ï�D�S�J�S�F �Q�P�V�S �D�I�B�D�V�O�F �E�F�T �Q�I�B�T�F�T�� �0�O �F�O �U�J�S�F �E�P�O�D �E���B�Q�S�Ò�T �	�������
 �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F
�T�V�S�G�B�D�J�R�V�F ��

FS = 
 �-�7A + �n S : �	�������


�0�O �Q�F�V�U �F�O�T�V�J�U�F �D�I�P�J�T�J�S �Q�M�V�T ���O�F�N�F�O�U �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �T�P�S�U�F �R�V�FnS = 0 �� �"�M�P�S�T�
 �F�U �T�F�V�M�F�N�F�O�U
�E�B�O�T �D�F �D�B�T�
 �P�O �B ��


 �-�7 =
FS

A
: �	�������


�-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �-�7 �Q�F�V�U �E�P�O�D �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�S�F �Ë �M���F�Y�D�Ò�T �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E�V�F �Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F
�V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �E�B�O�T �M�F �D�B�T �P�á �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �E�Ï���O�J�F �K�V�E�J�D�J�F�V�T�F�N�F�O�U�� �$�F�U�U�F �Q�P�T�J�U�J�P�O �F�T�U �B�Q�Q�F�M�Ï�F
�J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�F �(�J�C�C�T �M�P�S�T�R�V�F �E�P�O�D�n S = 0 �P�V �Ë �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�T

P
i � i nS;i = 0 �� �%�B�O�T �M�F �D�B�T �P�á �M�F

�T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �N�P�O�P�D�P�N�Q�P�T�B�O�U�
 �D�F�U�U�F �Q�P�T�J�U�J�P�O �T�F �T�J�U�V�F �P�á �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �F�T�U �J�O�U�F�S�N�Ï�E�J�B�J�S�F ��� = ( � L + � V )/2 ��
�$�F �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U �B �Ï�U�Ï �Q�S�P�Q�P�T�Ï �Q�B�S �(�J�C�C�T �<�����>�
 �F�U �F�T�U �S�B�Q�Q�F�M�Ï �Q�B�S �+�P�I�O�T�P�O �F�O �������� �<�����>�
 �Q�V�J�T �F�O �������� �E�B�O�T
�M���P�V�W�S�B�H�F �U�S�Ò�T �D�P�N�Q�M�F�U �E�F �3�P�X�M�J�O�T�P�O �F�U �8�J�E�P�N �<���> �T�V�S �M�B �D�B�Q�J�M�M�B�S�J�U�Ï��

�0�S�
 �E�B�O�T �M�B �Q�M�V�Q�B�S�U �E�F�T �T�Z�T�U�Ò�N�F�T�
 �J�M �Z �B �E���V�O�F �Q�B�S�U �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�T�
 �F�U �J�M �F�T�U �E�J���D�J�M�F �E���Ð�U�S�F �Ë �O�P�N�C�S�F
�U�P�U�B�M �E�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �D�P�O�T�U�B�O�U�� �0�O �T�F �Q�M�B�D�F �C�F�B�V�D�P�V�Q �Q�M�V�T �T�P�V�W�F�O�U �E�B�O�T �M���F�O�T�F�N�C�M�F �H�S�B�O�E �D�B�O�P�O�J�R�V�F �Ë �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
�D�I�J�N�J�R�V�F �D�P�O�T�U�B�O�U�� �0�O �Q�S�Ï�G�Ò�S�F �B�M�P�S�T �E�B�O�T �D�F �D�B�T �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�V�J�W�B�O�U�F�
 �R�V�J �G�B�J�U �B�Q�Q�F�M
�B�V �H�S�B�O�E �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
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�$�F�U�U�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �Ï�H�B�M�J�U�Ï �F�T�U �B�M�P�S�T �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F �E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �&�O �Q�S�B�U�J�R�V�F�
 �E�B�O�T �E�F�T �T�J�U�V�B�U�J�P�O�T
�P�á �J�M �O���F�T�U �Q�B�T �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �E�F �T�Q�Ï�D�J���F�S �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�I�J�N�J�R�V�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�P�S�T�R�V�F �M���P�O �O�F �D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �R�V�F �E�F�T
�M�J�R�V�J�E�F�T �Q�F�V �W�P�M�B�U�J�M�F�T�
 �J�M �F�T�U �T�V���T�B�O�U �E�F �D�P�O�T�J�E�Ï�S�F�S �M�F �Q�S�P�C�M�Ò�N�F �Ë �O�P�N�C�S�F �E�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �D�P�O�T�U�B�O�U�
 �F�U �P�O �V�U�J�M�J�T�F
�M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F��

�%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �F�O �D�P�O�T�J�E�Ï�S�B�O�U �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�
 �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F �O�P�O �O�V�M�M�F2/ R �P�áR �F�T�U �M�F �S�B�Z�P�O �E�F
�M�B �T�Q�I�Ò�S�F�
 �Q�M�V�U�Ù�U �R�V���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�M�B�O�F �	R = 1 �
�
 �P�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �F�O �S�Ï�Ï�D�S�J�W�B�O�U �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������

�M�B �M�P�J �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �R�V�J �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F �M�B �E�J���Ï�S�F�O�D�F �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O� P �E�B�O�T �D�I�B�R�V�F �Q�I�B�T�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F
�T�V�S�G�B�D�F ��
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�$�F�U�U�F �E�Ï���O�J�U�J�P�O �O���F�T�U �Q�B�T �V�O�J�W�P�R�V�F �Q�V�J�T�R�V�F �T�J �M���P�O �D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �G�P�S�N�F�M�M�F�N�F�O�U �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�Ï�Q�F�O�E
�E�FR�
 �B�M�P�S�T �J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O �U�F�S�N�F �T�V�Q�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �E�B�O�T �D�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �D�B�S �J�M �G�B�V�U �Z �S�B�K�P�V�U�F�S@
�-�7/ @R�<�����>�
 �R�V�J
�E�Ï�Q�F�O�E �E�V �D�I�P�J�Y �E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �0�S�
 �D�F �U�F�S�N�F �T���B�O�O�V�M�F �M�P�S�T�R�V�F �M���P�O �D�I�P�J�T�J�U �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�M�B�O�F�

�Q�P�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F� P = 0 �F�UR = 1 �� �%�F �Q�M�V�T�
 �P�O �Q�F�V�U �N�P�O�U�S�F�S �R�V���J�M �T���B�O�O�V�M�F �Q�P�V�S �M�F �D�I�P�J�Y �E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F
�(�J�C�C�T �Q�P�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �N�J�O�J�N�B�M�F �Q�P�V�S �D�F �D�I�P�J�Y �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S �E���J�O�U�F�S�G�B�D�F �<�����>��

�"�J�O�T�J�
 �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�O �U�F�S�N�F �E�F �U�S�B�W�B�J�M �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �Q�P�V�S �D�S�Ï�F�S �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�Ï�Q�F�O�E
�E�V �D�I�P�J�Y �E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �-�P�S�T�R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �D�P�V�S�C�Ï�F�
 �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Q�F�V�U
�E�Ï�Q�F�O�E�S�F �E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O�
 �O�P�U�B�N�N�F�O�U �Q�P�V�S �E�F �U�S�Ò�T �G�B�J�C�M�F�T �D�P�V�S�C�V�S�F�T �	�Q�P�V�S �M���F�B�V�
 �V�O�F �E�J���Ï�S�F�O�D�F �E�F ������ �F�T�U �B�U��
�U�F�O�E�V�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M�B �W�B�M�F�V�S �Q�P�V�SR = 1 �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F�T �T�V�S �V�O�F �Ï�D�I�F�M�M�F �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ������ �O�N�
 �<�����>�
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�D�F �R�V�J �F�O �G�B�J�U �V�O�F �R�V�B�O�U�J�U�Ï �N�B�M �E�Ï���O�J�F�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �M�P�S�T�R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �Q�M�B�O�F�
 �D�F �D�I�P�J�Y �O���B �Q�B�T �E���J�O���V�F�O�D�F�

�F�U
 �-�7 �F�T�U �Q�S�P�Q�S�F�N�F�O�U �E�Ï���O�J�F�� �6�O �D�I�P�J�Y �O�B�U�V�S�F�M �E�F �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �B�J�O�T�J �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �(�J�C�C�T�
 �R�V�J
�Q�F�S�N�F�U �B�V�T�T�J �M���Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�D�F �B�W�F�D �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �R�V�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �W�P�J�S �Q�M�V�T �C�B�T��

�&�O�T�V�J�U�F�
 �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U �B�V �Q�B�T�T�B�H�F �E�F �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F
�F�O �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �/�P�V�T �O�F �S�F�O�U�S�F�S�P�O�T �Q�B�T �E�B�O�T �M�F�T �E�Ï�U�B�J�M�T �E�F �D�F�U�U�F �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �E�B�O�T
�D�F�U�U�F �U�I�Ò�T�F�
 �N�B�J�T �F�M�M�F �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�F �(�J�C�C�T���%�V�I�F�N �B�T�T�P�D�J�Ï�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
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�P�áSS �F�T�U �M���F�O�U�S�P�Q�J�F �B�T�T�P�D�J�Ï�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �$�F�U�U�F �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �F�O �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F �F�T�U �E�P�O�D �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �E�V�F
�Ë �M���F�O�U�S�P�Q�J�F �D�P�O�U�F�O�V�F�E�B�O�T�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �� �M�P�S�T�R�V�F �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F �B�V�H�N�F�O�U�F�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�J�N�J�O�V�F
�Q�V�J�T�R�V�F �M���F�O�U�S�P�Q�J�F �E���F�Y�D�Ò�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U�B �Q�S�J�P�S�J�€�Q�P�T�J�U�J�W�F�� �%�F �Q�M�V�T�
 �D�F�M�B �O�P�V�T �E�Ï�D�S�J�U �B�V�T�T�J �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F
�E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �B�W�F�D �M�F�T �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�T �E���B�E�T�P�S�Q�U�J�P�O �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�Ï�D�S�J�U�T �Q�B�S �M�B �R�V�B�O�U�J�U�Ï �E�F �N�B�U�J�Ò�S�F
�B�E�T�P�S�C�Ï�F �E�V �G�B�J�U �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�FnS �	�R�V�J �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �Q�P�T�J�U�J�W�F �D�P�N�N�F �O�Ï�H�B�U�J�W�F�
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�&�O���O�
 �E�B�O�T �M�F �D�B�T �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T�
 �M�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �	�T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �P�V �T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�

�F�T�U �E�Ï�M�J�D�B�U�F �D�B�S �F�M�M�F �J�N�Q�M�J�R�V�F �E�F �Q�S�Ï�D�J�T�F�S �R�V�F�M�M�F �U�Z�Q�F �E�F �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �P�O �S�Ï�B�M�J�T�F�� �*�M �F�T�U �E�P�O�D �J�N�Q�P�S�U�B�O�U �Ë �D�F
�T�U�B�E�F �E�F �O�P�U�F�S �R�V�F �D�F�T �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U�T �O�F �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F�O�U �R�V���B�V�Y �M�J�R�V�J�E�F�T�� �-�F �D�B�T �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T �T�F�S�B �B�C�P�S�E�Ï �F�O
�E�Ï�U�B�J�M �Q�M�V�T �M�P�J�O �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������

�,�Q�W�H�U�S�U�p�W�D�W�L�R�Q���P�L�F�U�R�V�F�R�S�L�T�X�H

�-�F�T �E�Ï���O�J�U�J�P�O�T �	�������
 �F�U �	�������
 �T�P�O�U �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F�N�F�O�U �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�Ï�F�T �E�F �M�B �G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F�� �$�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F
�E�F �M�J�R�V�J�E�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �-���F�O�W�J�S�P�O�O�F�N�F�O�U �E�F �D�F�U�U�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �F�T�U �N�B�O�J�G�F�T�U�F��
�N�F�O�U �E�J���Ï�S�F�O�U �E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �R�V�J �T�F �U�S�P�V�W�F�O�U �M�P�J�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �� �T�J �M�B �N�P�M�Ï�D�V�M�F �T�F �U�S�P�V�W�F �Ë �V�O �E�J�T�U�B�O�D�F �H�S�B�O�E�F
�E�F�W�B�O�U �M���Ï�D�I�F�M�M�F �U�Z�Q�J�R�V�F �T�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �M���F�O�W�J�S�P�O�O�F�N�F�O�U �E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �B �V�O�F �J�O���V�F�O�D�F �T�V�S �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �R�V���F�M�M�F�T
�T�V�C�J�T�T�F�O�U �	�U�Z�Q�J�R�V�F�N�F�O�U �K�V�T�R�V���Ë �V�O�F �E�J�[�B�J�O�F �E�F �U�B�J�M�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �E�B�O�T �V�O �M�J�R�V�J�E�F �V�T�V�F�M �B�V�Y �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F�T
�V�T�V�F�M�M�F�T�
�
 �F�M�M�F �O�F �W�P�J�U �Q�B�T �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �E�P�O�D �F�T�U �E�B�O�T �M�B �N�Ð�N�F �T�J�U�V�B�U�J�P�O �R�V���V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �E�B�O�T �V�O �F�T�Q�B�D�F
�J�O���O�J �E�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �J�E�F�O�U�J�R�V�F�T�� �$�F�D�J �F�T�U �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �F�O �E�F�T�T�J�O�B�O�U �M�F�T �M�J�B�J�T�P�O�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �Q�F�S�Î�V�F�T
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�D�F �U�S�B�W�B�J�M �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�G�� �*�M �F�T�U �E�P�O�D �J�N�Q�P�S�U�B�O�U �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �E�F �T�Q�Ï�D�J���F�S �M���Ï�U�B�U �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �Q�V�J�T�R�V�F �D�F
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 �T�P�J�U �Q�P�T�J�U�J�G�
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�-�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T �T�P�O�U �B�M�P�S�T �E�Ï�D�S�J�U�F�T �Q�B�S �M�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �E�F �R�V�B�O�U�J�U�Ï�T �E���F�Y�D�Ò�T �B�V�Y
�J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�
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�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �P�O �D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �M�F �D�B�T �E���V�O �T�P�M�J�E�F �Q�P�T�T�Ï�E�B�O�U �J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�M�B�O�F �E�F �T�V�S�G�B�D�FA �Ë �M���B�M�U�J�U�V�E�FL �	�W�P�J�S
�'�J�H�V�S�F �������
�� �0�O �D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �E�F �Q�M�V�T �R�V�F �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F �E�B�O�T �U�P�V�U�F�T �M�F�T �E�J�S�F�D�U�J�P�O�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �Ë
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �	�Q�B�T �E���B�Y�F �D�S�J�T�U�B�M�M�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F �Q�P�V�S �T�J�N�Q�M�J���F�S �M�F �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F�
�� �%�F �Q�M�V�T�
 �D�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�

�J�M �O���Z �B �E�P�O�D �Q�B�T �E���F�Y�D�Ò�T �E�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �O�P�S�N�B�M�F�
 �O�J �E�F �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �U�B�O��
�H�F�O�U�J�F�M�M�F�� �*�M �S�F�T�U�F �E�P�O�D �V�O�F �T�F�V�M�F �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �V�U�J�M�F �Ë �D�I�B�R�V�F �U�F�O�T�F�V�S ��� T T �F�U� NN �� �0�O �Q�F�V�U ���O�B�M�F�N�F�O�U
�E�Ï���O�J�S �M�F�T �R�V�B�O�U�J�U�Ï�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �R�V�F �T�P�O�U �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�FsT T �F�U �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�OeNN �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�T �T�V�S
�M�B�'�J�H�V�S�F ��������
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�'�6�4�B�?�2������ �%�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F�� �	�B�
 �-�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F� T T (z) �E�J���Ò�S�F �E�F �M�B
�D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�B�O�T �M�F �W�P�M�V�N�F�� �-���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�F �D�F�U�U�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�Ï���O�J�U �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�F �T�V�S�G�B�D�FsT T �� �	�C�
 �$�F�U�U�F
�D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �D�S�Ï�F �V�O�F �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �O�P�S�N�B�M�F �M�P�D�B�M�F� NN (z) �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F�� �&�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �T�P�O�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�T �M�F�T
�Q�M�B�O�T �D�S�J�T�U�B�M�M�J�O�T �Ï�R�V�J�E�J�T�U�B�O�U�T �E�B�O�T �M�F �W�P�M�V�N�F�� �-�F �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U ���O�B�M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�UeNN �
 �M�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O
�E�F �T�V�S�G�B�D�F��

�/�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T �F�O�T�V�J�U�F �S�F�M�J�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F �E�F �T�V�S�G�B�D�F �B�V�Y �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T �F�U �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�

�J�M �T���B�H�J�U �E�P�O�D �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �E�F �Q�S�P�Q�P�T�F�S �E�F�T �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T �E�V �T�P�M�J�E�F �F�U �E�F �T�P�O �J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �-�B �E�Ï��
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 �D�P�N�N�F
�J�O�E�J�R�V�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������� �P�O �E�Ï�G�P�S�N�F �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �M�F �T�P�M�J�E�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�N�F�O�U �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E���V�O�F �R�V�B�O�U�J�U�Ï
�A �
 �Ë �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�� �-���J�O�U�F�S�G�B�D�F �S�F�N�P�O�U�F �E���V�O�F �R�V�B�O�U�J�U�Ï�eNN ��

�'�6�4�B�?�2������
�%�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O
�E�V �T�P�M�J�E�F �Ë
�U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F
T �D�P�O�T�U�B�O�U�F�

�F�U �Q�S�F�T�T�J�P�OP
�E�B�O�T �M�B �W�B�Q�F�V�S
�D�P�O�T�U�B�O�U�F��

�-�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O �E���F�Y�D�Ò�T �E�V �U�S�B�W�B�J�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�T �T���Ï�D�S�J�U �B�M�P�S�T ��

�W S = A (sT T �A � P �eNN ) : �	���������


sT T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �E�P�O�D �M�F �U�S�B�W�B�J�M �J�T�P�U�I�F�S�N�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �Ë �O�P�N�C�S�F �E���B�U�P�N�F�T �D�P�O�T�U�B�O�U�
 �F�U �O�P�O �Q�B�T
�M���Ï�O�F�S�H�J�F �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �R�V�J �F�T�U �E�Ï���O�J�F �Ë�E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�D�P�O�T�U�B�O�U�F�� �&�O �F���F�U�
 �P�O �Q�F�V�U �D�P�O�T�U�S�V�J�S�F �M���B�O�B�M�P�H�V�F �E�F �M�B
�S�F�M�B�U�J�P�O �E�F �(�J�C�C�T���%�V�I�F�N �<�Q�P�V�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�M�M�F �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�> �Q�P�V�S �V�O�F �U�F�M�M�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �H�S�É�D�F
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�0�O �F�O �U�J�S�F �E�P�O�D �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �4�7�
 �P�V �Q�M�V�U�Ù�U �Ï�O�F�S�H�J�F �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �F�U �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F
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�-�F �U�S�B�W�B�J�M �E�F �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F �O���F�T�U �E�P�O�D �Q�B�T �M�B �N�Ð�N�F �R�V���P�O �M�B �G�B�T�T�F �Ë �O�P�N�C�S�F �E���B�U�P�N�F�T
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 �4�7�
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 �D�F �R�V�J �T�P�O�U
�F�O �Q�S�J�O�D�J�Q�F �E�F�V�Y �D�I�P�T�F�T �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T�
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�U�I�Ò�T�F�� �%���V�O�F �Q�B�S�U�
 �M�B �E�J�T�U�J�O�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�U �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Q�P�V�S �M�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T
�T�P�M�J�E�F�T �F�T�U �E�Ï�M�J�D�B�U�F�
 �F�M�M�F �E�F�W�S�B �E�P�O�D �Ð�U�S�F �Q�S�J�T�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�P�S�T �E�F�T �Ï�W�F�O�U�V�F�M�T �C�J�M�B�O�T �E�F �G�P�S�D�F�T �P�V �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B��
�N�J�R�V�F�T �R�V�F �O�P�V�T �T�F�S�P�O�T �B�N�F�O�Ï�T �Ë �G�B�J�S�F�� �%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �D�F�U�U�F �E�J�T�U�J�O�D�U�J�P�O �E�Ï�Q�F�O�E �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V�� �-�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T
�E�B�O�T �V�O �T�P�M�J�E�F �D�S�J�T�U�B�M�M�J�O �P�V �E�B�O�T �V�O �Q�P�M�Z�N�Ò�S�F �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �M�F�T �N�Ð�N�F�T�
 �F�U �F�M�M�F�T �O�F �T�P�O�U �O�J �N�F�T�V�S�B�C�M�F�T �O�J
�N�P�E�Ï�M�J�T�B�C�M�F�T �B�J�T�Ï�N�F�O�U��
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�/�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E���Ï�U�B�C�M�J�S �M�F�T �E�Ï���O�J�U�J�P�O�T �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F�T �F�U �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �$�F�M�M�F�T���D�J
�T�P�O�U �S�F�M�J�Ï�F�T �F�O�U�S�F �F�M�M�F�T �Q�B�S �M�F �Q�S�J�O�D�J�Q�F �E�F�T �U�S�B�W�B�V�Y �W�J�S�U�V�F�M�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �V�U�J�M�J�T�Ï�� �-�F �M�J�F�O �F�O�U�S�F �M�B �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F
�F�U �M�B �Q�I�Z�T�J�R�V�F �T�U�B�U�J�T�U�J�R�V�F �F�T�U �F�O �S�F�W�B�O�D�I�F �N�P�J�O�T �Ï�W�J�E�F�O�U�� �*�M �F�T�U �Q�P�V�S�U�B�O�U �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �Ë �M�B �D�P�N�Q�S�Ï�I�F�O�T�J�P�O �E�V
�N�Ï�D�B�O�J�T�N�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �E�F �M�B �D�B�Q�J�M�M�B�S�J�U�Ï�� �4�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �M�B �N�P�M�Ï�D�V�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �B�U�U�J�S�Ï�F �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F�

�F�M�M�F �E�P�J�U �E�P�O�D �T�V�C�J�S �V�O�F �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �0�S �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï���O�J �M�B �G�P�S�D�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �V�O�F �G�P�S�D�F�Q�B�S�B�M�M�Ò�M�F�Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �$�P�N�N�F�O�U �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�F�S �D�F �Q�B�S�B�E�P�Y�F � 
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�1�P�V�S �D�P�N�Q�S�F�O�E�S�F �M���P�S�J�H�J�O�F �E�F �M�B �D�B�Q�J�M�M�B�S�J�U�Ï�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �U�P�V�U �E���B�C�P�S�E �D�P�N�Q�S�F�O�E�S�F �D�P�N�N�F�O�U �M���Ï�U�B�U �M�J�R�V�J�E�F �F�U
�M���Ï�U�B�U �H�B�[�F�V�Y �Q�F�V�W�F�O�U �D�P�F�Y�J�T�U�F�S�� �1�P�V�S �D�F�M�B�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �Ï�U�V�E�J�F�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �E�F�T ���V�J�E�F�T �M�B �Q�M�V�T �T�J�N�Q�M�F
�R�V�J �Q�F�S�N�F�U �M���F�Y�J�T�U�F�O�D�F �E���V�O�F �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �E�F �Q�I�B�T�F �M�J�R�V�J�E�F���H�B�[�
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�*�D�JP �F�T�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O�
v �M�F �W�P�M�V�N�F �Q�B�S �N�P�M�Ï�D�V�M�F�
 �F�UT �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F�� �$�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �F�T�U �V�O�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O
�Ë �M�B �M�P�J �E�F�T �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U�T�
 �R�V�J �Q�S�F�O�E �F�O �D�P�N�Q�U�F �M���F���F�U �E�F�T �G�P�S�D�F�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T�� �&�O �U�P�V�U�F �S�J�H�V�F�V�S�
 �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O
�E���Ï�U�B�U �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �O�F �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F �R�V�B�O�U�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �R�V���Ë �M���Ï�U�B�U �H�B�[�F�V�Y�
 �E�F �G�B�J�C�M�F �E�F�O�T�J�U�Ï�
 �N�B�J�T �F�Y�Q�M�J�R�V�F
�B�T�T�F�[ �C�J�F�O �R�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F�T ���V�J�E�F�T�
 �O�P�U�B�N�N�F�O�U �M�P�J�O �E�V �Q�P�J�O�U �D�S�J�U�J�R�V�F�� �-�B �D�P�O�T�U�B�O�U�Fb
�J�O�U�S�P�E�V�J�U �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�O�U�S�F �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�� �&�M�M�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O �W�P�M�V�N�F �F�Y�D�M�V �R�V�F �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �O�F �Q�F�V�W�F�O�U
�Q�B�T �F�Y�Q�M�P�S�F�S�� �-�P�S�T�R�V�F �M�F �W�P�M�V�N�F �Q�B�S �N�P�M�Ï�D�V�M�Fv �B�U�U�F�J�O�Ub�
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �D�J�O�Ï�U�J�R�V�FkB T/( v � b) �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F
�E�J�W�F�S�H�F�� �%�B�O�T �D�F�U�U�F �M�J�N�J�U�F�
 �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �T�P�O�U �U�S�Ò�T �S�B�Q�Q�S�P�D�I�Ï�F�T�
 �F�U �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �V�O �Ï�U�B�U �E�F�O�T�F�
 �M�B �Q�I�B�T�F �M�J�R�V�J�E�F��
�1�P�V�S �D�F�U�U�F �Q�I�B�T�F�
 �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T �R�V�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �O�F �E�Ï�Q�F�O�E �Q�M�V�T �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O�
 �D�F �R�V�J �T�J�H�O�J���F �C�J�F�O �R�V�F �M�B
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�$�F�U �F���F�U �F�T�U �V�O�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�B�U�J�P�O �E�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �E�F�T �O�V�B�H�F�T �E���Ï�M�F�D�U�S�P�O�T �E�F�T �B�U�P�N�F�T�
 �E�ß �B�V �Q�S�J�O�D�J�Q�F �E���F�Y�D�M�V�T�J�P�O
�E�F �1�B�V�M�J �E�F �M�B �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �R�V�B�O�U�J�R�V�F�� �-�B �D�P�O�T�U�B�O�U�Fa �J�O�U�S�P�E�V�J�U �R�V�B�O�U �Ë �F�M�M�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �Ë �M�P�O�H�V�F �E�J�T�U�B�O�D�F �F�O�U�S�F
�M�F�T �B�U�P�N�F�T�
 �E�P�O�U �M���P�S�J�H�J�O�F �F�T�U �E�V�F �B�V�Y �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �E�F �U�Z�Q�F �E�J�Q�Ù�M�F���E�J�Q�Ù�M�F �	�W�P�J�S �D�J���E�F�T�T�P�V�T�
��
�&�M�M�F �F�T�U �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë1/ v2 �D�B�S �F�M�M�F �Q�S�P�W�J�F�O�U �E���V�O �D�P�V�Q�M�B�H�F �Ë �E�F�V�Y �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �	�F�M�M�F �F�T�U �E�P�O�D �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O��
�O�F�M�M�F �B�V �D�B�S�S�Ï �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï�
 �Q�B�S �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�
 �D�F �R�V�J �W�B �E�P�O�D �B�C�B�J�T�T�F�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �F�O �j �S�B�Q�Q�S�P�D�I�B�O�U �x�€�M�F�T
�Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T��

�-���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �	���������
 �Q�F�S�N�F�U �E���F�Y�Q�M�J�R�V�F�S �D�P�N�N�F�O�U �Q�F�V�W�F�O�U �D�P�F�Y�J�T�U�F�S �V�O�F �Q�I�B�T�F
�H�B�[�F�V�T�F �E�F �G�B�J�C�M�F �E�F�O�T�J�U�Ï�
 �F�U �V�O�F �Q�I�B�T�F �M�J�R�V�J�E�F �E�F �I�B�V�U�F �E�F�O�T�J�U�Ï�� �-�B �D�P�F�Y�J�T�U�F�O�D�F �O�Ï�D�F�T�T�J�U�F �R�V�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �T�P�J�U
�J�E�F�O�U�J�R�V�F �E�B�O�T �D�I�B�D�V�O�F �E�F�T �Q�I�B�T�F�T�
 �N�B�M�H�S�Ï �M�B �H�S�B�O�E�F �E�J���Ï�S�F�O�D�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï�� �%�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �H�B�[�F�V�T�F�
 �E�F �H�S�B�O�E
�W�P�M�V�N�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�Fv = vg�
 �M���Ï�O�F�S�H�J�F �F�T�U �Q�S�J�O�D�J�Q�B�M�F�N�F�O�U �E���P�S�J�H�J�O�F �D�J�O�Ï�U�J�R�V�F�� �&�O �F���F�U�
 �Q�P�V�S �V�O �W�P�M�V�N�F
�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �T�V���T�B�N�N�F�O�U �H�S�B�O�E�
 �P�O �Ba/ v2

g � P �F�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �F�T�U �B�M�P�S�TP ' kB T/ vg�� �%�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F
�M�J�R�V�J�E�F�
 �B�V �D�P�O�U�S�B�J�S�F�
 �M�F �W�P�M�V�N�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �F�T�U �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U ��v = vl � b�� �-�F �G�P�S�U �F���F�U �S�Ï�Q�V�M�T�J�GkB T/( vl �
b) � P �F�T�U �D�P�O�U�S�F�C�B�M�B�O�D�Ï �Q�B�S �V�O�F �G�P�S�U�F �B�U�U�S�B�D�U�J�P�Oa/ v2

l � P �
 �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F�
 �Ë �M�B �N�Ð�N�F �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F�
 �M�F�T
�E�F�V�Y �F���F�U�T �T���B�O�O�V�M�F�O�U �	�M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �D�P�N�Q�U�Ï�F �Q�P�T�J�U�J�W�F�N�F�O�U �E�B�O�T �	���������
�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �F�T�U �D�P�N�Q�U�Ï�F
�O�Ï�H�B�U�J�W�F�N�F�O�U�
 �F�U �E�P�O�O�F�O�U �M�B �N�Ð�N�F �Q�S�F�T�T�J�P�OP �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �R�V�F �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �H�B�[�F�V�T�F�� �-�F�T �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T
�Q�F�V�W�F�O�U �B�M�P�S�T �Ð�U�S�F �F�O �Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �F�U �E�P�O�O�F�S �M�J�F�V �Ë �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���H�B�[ �T�U�B�C�M�F�� �/�P�V�T �B�V�S�P�O�T �M���P�D�D�B�T�J�P�O �E�F
�S�F�W�F�O�J�S �T�V�S �V�O�F �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �E�F �D�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O ��������

�/�·�D�W�W�U�D�F�W�L�R�Q���S�D�U���O�H�V���I�R�U�F�H�V���G�H���9�D�Q���G�H�U���:�D�D�O�V

�-�F�T �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �R�V�J �B�H�J�T�T�F�O�U �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �B�U�P�N�F�T �T�F �D�P�N�Q�S�F�O�O�F�O�U �E�F �M�B �N�B�O�J�Ò�S�F �T�V�J��
�W�B�O�U�F�� �5�P�V�U �E���B�C�P�S�E�
 �U�P�V�T �M�F�T �B�U�P�N�F�T �Q�F�V�W�F�O�U �T�P�V�T �D�F�S�U�B�J�O�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �Q�P�T�T�Ï�E�F�S �V�O �N�P�N�F�O�U �E�J�Q�P�M�B�J�S�F �Ï�M�F�D��
�U�S�J�R�V�F�� �&�O �F���F�U�
 �T�P�J�U �M���B�U�P�N�F �F�T�U �Q�P�M�B�J�S�F�
 �B�M�P�S�T �J�M �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �N�P�N�F�O�U �Q�F�S�N�B�O�F�O�U�
 �T�P�J�U �J�M �F�T�U �B�Q�P�M�B�J�S�F�
 �D�F �R�V�J �O�F
�M���F�N�Q�Ð�D�I�F �Q�B�T �E���Ð�U�S�F �Q�P�M�B�S�J�T�B�C�M�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �E���B�W�P�J�S �M�B �D�B�Q�B�D�J�U�Ï �E�F �Q�P�T�T�Ï�E�F�S �V�O �N�P�N�F�O�U �E�J�Q�P�M�B�J�S�F �F�O �S�Ï�B�D��
�U�J�P�O �Ë �V�O �D�I�B�N�Q �Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F�
 �P�V �Ë �E�F�T ���V�D�U�V�B�U�J�P�O�T �U�I�F�S�N�J�R�V�F�T�� �1�M�V�T �Q�S�Ï�D�J�T�Ï�N�F�O�U�
 �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �D�I�B�S�H�F�T
�E���V�O �B�U�P�N�F �F�T�U �F�O �N�P�Z�F�O�O�F �O�V�M�M�F �Q�B�S �O�F�V�U�S�B�M�J�U�Ï �E�F �M�B �N�B�U�J�Ò�S�F�
 �N�B�J�T �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �J�O�T�U�B�O�U�B�O�Ï�F �B�V�U�P�V�S �E�V
�O�P�Z�B�V �O�F �M���F�T�U �Q�B�T �Ë �D�B�V�T�F �T�P�J�U �E�F�T ���V�D�U�V�B�U�J�P�O�T�
 �T�P�J�U �E���V�O �D�I�B�N�Q �Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S �R�V�J �B�H�J�U �T�V�S �M�F�T �D�I�B�S�H�F�T��
�-�F �C�B�S�Z�D�F�O�U�S�F �E�F�T �D�I�B�S�H�F�T �Ï�M�F�D�U�S�P�O�J�R�V�F�T �O�F �D�P�Õ�O�D�J�E�F �E�P�O�D �Q�B�T �G�P�S�D�Ï�N�F�O�U �B�W�F�D �M�B �D�I�B�S�H�F �Q�P�T�J�U�J�W�F �E�V �O�P�Z�B�V
�B�U�P�N�J�R�V�F�
 �D�F �R�V�J �D�S�Ï�F �V�O �N�P�N�F�O�U �E�J�Q�P�M�B�J�S�F�� �0�O �D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �E�P�O�D �R�V���V�O �B�U�P�N�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �Ë �V�O �U�F�N�Q�T �E�P�O�O�Ï
�V�O �N�P�N�F�O�U �E�J�Q�P�M�B�J�S�F� �� �$�F �N�P�N�F�O�U �D�S�Ï�F �V�O �D�I�B�N�Q �Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�FE / � / � 0r 3 �Ë �V�O�F �E�J�T�U�B�O�D�Fr �E�F �D�F�M�V�J���D�J
�	� 0 �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �Q�P�M�B�S�J�T�B�C�J�M�J�U�Ï �E�V �W�J�E�F�
�
 �R�V�J �W�B �J�O�U�F�S�B�H�J�S �B�W�F�D �M�F�T �B�V�U�S�F�T �B�U�P�N�F�T �Q�P�M�B�S�J�T�B�C�M�F�T�
 �F�O �D�S�Ï�B�O�U �V�O
�N�P�N�F�O�U �E�J�Q�P�M�B�J�S�F� = �E �
 �P�á� �F�T�U �M�B �Q�P�M�B�S�J�T�B�C�J�M�J�U�Ï �E�F �D�F�U �B�U�P�N�F�� �-�F �D�I�B�N�Q �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �D�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �E�J�Q�Ù�M�F
�W�B �F�O �S�F�U�P�V�S �J�O�U�F�S�B�H�J�S �B�W�F�D �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �B�U�P�N�F �E�P�O�U �M���Ï�O�F�S�H�J�F �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �U�Z�Q�J�R�V�F �E�F �D�F �D�P�V�Q�M�F �E���B�U�P�N�F �F�T�U
Wdip / � �E / � 1/ r 6�� �$�F�U�U�F �Ï�O�F�S�H�J�F �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�
 �E�P�O�U �M�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O
�B�W�F�D �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �J�O�U�F�S�B�U�P�N�J�R�V�F �F�T�U �F�O1/ r 6�� �$�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�Ï�D�S�J�U �U�S�Ò�T �C�J�F�O �M�B �Q�M�V�Q�B�S�U �E�F�T �H�B�[ �S�Ï�F�M�T�� �0�O
�E�Ï�D�S�J�U �B�J�O�T�J �E�F �G�B�Î�P�O �U�S�Ò�T �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �B�U�P�N�F�T �Q�B�S �D�F �U�Z�Q�F �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�F
�Q�B�J�S�F ��

� V DW (r ) = �
c
r 6 : �	���������


�-�B �D�P�O�T�U�B�O�U�Fc �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O�
 �F�U �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U �Q�B�S �E�F�T
�N�F�T�V�S�F�T ���O�F�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �E�J���Ï�S�F�O�U�T �W�P�M�V�N�F�T �E�F �N�B�U�J�Ò�S�F�� �&�M�M�F �Q�F�V�U �B�J�O�T�J �Ð�U�S�F �S�F�M�J�Ï�F �E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U �Ë �M�B
�D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �)�B�N�B�L�F�S �	�Ë �V�O �G�B�D�U�F�V�S �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F �Q�S�Ò�T�
�
 �D�F �R�V�F �O�P�V�T �E�Ï���O�J�S�P�O�T �Q�M�V�T �Q�S�Ï�D�J�T�Ï�N�F�O�U �Ë �M�B ���O �E�F
�D�F �D�I�B�Q�J�U�S�F �E�B�O�T �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������F�O �S�F�W�F�O�B�O�U �T�V�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T��

�%�F �G�B�Î�P�O �Q�M�V�T �E�Ï�U�B�J�M�M�Ï�F�
 �P�O �Q�F�V�U �E�J�T�U�J�O�H�V�F�S �U�S�P�J�T �U�Z�Q�F�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �E�J�Q�Ù�M�F�T�
 �T�F�M�P�O �R�V�F �M�F�T �E�J�Q�Ù�M�F�T
�T�P�O�U �Q�F�S�N�B�O�F�O�U�T �P�V �J�O�E�V�J�U�T�
 �T�J �M�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �T�P�O�U �Q�P�M�B�J�S�F�T �P�V �O�P�O���Q�P�M�B�J�S�F�T�� �-�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �D�P�O�D�F�S�O�F �M�F�T �J�O�U�F�S��
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�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �E�J�Q�Ù�M�F�T �Q�F�S�N�B�O�F�O�U�T�
 �E�P�O�U �M�F �N�P�E�Ò�M�F �B �Ï�U�Ï �E�Ï�D�P�V�W�F�S�U �Q�B�S �,�F�F�T�P�N �F�O �������� �<�����>�� �6�O �E�J�Q�Ù�M�F �Q�F�S��
�N�B�O�F�O�U �E���B�N�Q�M�J�U�V�E�F� �D�S�Ï�F �V�O �D�I�B�N�Q �Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fr �F�OE / � / � 0r 3 �F�U �W�B �E�P�O�D �J�O�U�F�S�B�H�J�S �B�W�F�D �M�F�T
�B�V�U�S�F�T �E�J�Q�Ù�M�F�T �Q�F�S�N�B�O�F�O�U�T �B�W�F�D �V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�OWdip / � �E �
 �R�V�J �E�Ï�Q�F�O�E �E�P�O�D �E�F �M���P�S�J�F�O�U�B�U�J�P�O
�E�F�T �E�J�Q�Ù�M�F�T�� �6�O�F �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �B�M�Ï�B�U�P�J�S�F �E�F �D�F�T �E�J�Q�Ù�M�F�T �E�B�O�T �V�O�F �F�O�D�F�J�O�U�F �Ë �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�FT �W�B �D�S�Ï�F�S �V�O�F
�Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �F�OFdip � 1

2hW 2
dip i / kB T / 1/ r 6 �	�B�V �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F �O�P�O �O�V�M �M�P�S�T�R�V�FWdip / kB T � 1�
�


�D�F �R�V�J �Q�P�T�T�Ò�E�F �C�J�F�O �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �E�Ï�D�S�J�U�� �-�B �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�Ï�D�P�V�W�F�S�U�F �Q�B�S
�%�F�C�Z�F �F�O �������� �<�����> �D�P�O�D�F�S�O�F �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �E�J�Q�Ù�M�F�T �Q�F�S�N�B�O�F�O�U�T �F�U �J�O�E�V�J�U�T�� �%�B�O�T �D�F �D�B�T�
 �M���Ï�O�F�S�H�J�F
�E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Ë �I�B�V�U�F �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F �	kB T � Wdip �
 �E���V�O�F �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F �D�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �J�O�U�F�S�B�H�J�T�T�B�O�U �E�F�V�Y
�Ë �E�F�V�Y �F�T�UFdip = 2hWdip i �
 �B�W�F�DWdip = 1

2 �� 0E 2 �P�á� �F�T�U �M�B �Q�P�M�B�S�J�T�B�C�J�M�J�U�Ï �E�F�T �E�J�Q�Ù�M�F�T�� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �E�P�O�D
�F�O�D�P�S�F �V�O�F �G�P�J�T �V�O�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O1/ r 6�� �&�O���O�
 �M�B �E�F�S�O�J�Ò�S�F �D�P�O�D�F�S�O�F �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �E�J�Q�Ù�M�F�T �J�O�E�V�J�U�T �E�F
�-�P�O�E�P�O �<�����> �F�U �O�F �T�F �D�P�N�Q�S�F�O�E �R�V�F �E�B�O�T �V�O �D�B�E�S�F �R�V�B�O�U�J�R�V�F�� �-���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �B�U�P�N�F�T �Q�P�M�B�S�J�T�B�C�M�F�T
�W�P�J�U �T�P�O �Ï�O�F�S�H�J�F �G�P�O�E�B�N�F�O�U�B�M�F �C�B�J�T�T�Ï�F �Q�B�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F �F�O�U�S�F �V�O �E�J�Q�Ù�M�F �Q�P�M�B�S�J�T�B�C�M�F �F�U �V�O �D�I�B�N�Q
�D�S�Ï�Ï �J�O�T�U�B�O�U�B�O�Ï�N�F�O�U �Q�B�S �V�O �B�V�U�S�F �E�J�Q�Ù�M�F �E���V�O �G�B�D�U�F�V�S~! 0� 2/ � 2

0r 6�
 �P�á! 0 �F�T�U �M�B �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F �E���B�C�T�P�S�Q�U�J�P�O �E�F�T
�B�U�P�N�F�T�� �%�B�O�T �M�B �Q�M�V�Q�B�S�U �E�F�T �H�B�[ �S�Ï�F�M�T�
 �T�F�M�P�O �R�V���J�M�T �T�P�O�U �Q�P�M�B�J�S�F�T �P�V �O�P�O�
 �D�F �T�P�O�U �D�F�T �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T
�R�V�J �E�P�N�J�O�F�O�U�
 �P�V �V�O�F �D�P�N�C�J�O�B�J�T�P�O �E�F �D�F�M�M�F�T���D�J��

�$�F�S�U�B�J�O�T �H�B�[ �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �P�V �M�J�R�V�J�E�F�T �O�F �T�P�O�U �Q�B�S�G�P�J�T �Q�B�T �C�J�F�O �E�Ï�D�S�J�U�T �Q�B�S �D�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�� �&�O �F���F�U�
 �V�O
�E�F�T �Q�S�J�O�D�J�Q�B�V�Y �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �F�T�U �R�V�F �M���P�O �T�V�Q�Q�P�T�F �R�V���F�M�M�F �F�T�U �B�E�E�J�U�J�W�F �� �P�O �B
�Ï�U�F�O�E�V �M�F �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U �Ë �E�F�V�Y �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �Q�P�V�S �V�O �H�B�[ �ËN �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T�� �0�S�
 �M�F�T �D�I�B�N�Q�T �Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F�T �D�S�Ï�Ï�T �Q�B�S
�M�F�T �E�J�Q�Ù�M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�F�O�U �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E���V�O �H�S�B�O�E �O�P�N�C�S�F �E�F �E�J�Q�Ù�M�F�T�
 �M���F���F�U �B�E�E�J�U�J�G �O���F�T�U �R�V���V�O�F �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�
 �F�U
�P�O �Q�F�V�U �T���B�U�U�F�O�E�S�F �Ë �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �Ë �U�S�P�J�T �W�P�J�S�F �Q�M�V�T �E�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T�� �6�O �N�P�E�Ò�M�F �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �O�P�O���B�E�E�J�U�J�W�F
�B �O�P�U�B�N�N�F�O�U �Ï�U�Ï �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �Q�B�S �-�J�G�T�I�J�U�[ �F�O �������� �<�����>�
 �R�V�J �B �Ï�U�F�O�E�V �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �)�B�N�B�L�F�S
�F�O �Q�S�F�O�B�O�U �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�F�T �Q�P�M�B�S�J�T�B�C�J�M�J�U�Ï�T �E�F�T�N�J�M�J�F�V�Y�
 �R�V�J �E�Ï�Q�F�O�E�F�O�U �E�F �M�B �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F �<�����>��

�5�{�O�H���G�H���O�D���U�p�S�X�O�V�L�R�Q

�'�6�4�B�?�2������ �3�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�B�U�J�P�O �T�D�I�Ï�N�B�U�J�R�V�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F� �E�F �U�Z�Q�F �-�F�O�O�B�S�E���+�P�O�F�T��
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 �F�U �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T �	���Ò�D�I�F�T �O�P�J�S�F�T �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T�
 �E�F �M�B �Q�B�S�U �E�F �M�B �D�P�V�D�I�F
�E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U �B�V �E�F�T�T�V�T �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �	�S�Ï�H�J�P�O �H�S�J�T�F �O�P�O �U�B�D�I�F�U�Ï�F�
�� �$�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �T���B�O�O�V�M�F�O�U �Q�V�J�T�R�V�F �M�F
�T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �F�O �Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�� �	�C�
 �-�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �M�B �Q�B�S�U�J�F �E�S�P�J�U�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �M�B �T�Ï�Q�B�S�B�U�J�P�O
�F�T�U �Q�F�S�Q�F�O�E�J�D�V�M�B�J�S�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �4�F�V�M�F�T �M�F�T �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F�T �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�T �T�P�O�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �	�M�F �T�P�M�J�E�F �F�Y�F�S�D�F �F�O
�F���F�U �V�O�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �W�F�S�U�J�D�B�M�F �T�V�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �D�P�N�Q�F�O�T�Ï�F �Q�B�S �V�O�F �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �W�F�S�U�J�D�B�M�F�
�� �%�F �Q�M�V�T�

�M�F �T�P�M�J�E�F �O���F�Y�F�S�D�F �B�V�D�V�O�F �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�� �1�V�J�T�R�V�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �J�T�P�U�S�P�Q�F�
 �M�F�T �T�F�V�M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T
�S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F�T �T�V�S �M�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �T�P�O�U �E�F�T �G�P�S�D�F�T �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �E�F �H�B�V�D�I�F�� �-�B �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F
�F�T�U �E�P�O�D �V�O�F �G�P�S�D�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �M�P�D�B�M�J�T�Ï�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �E�F �M�B �Q�B�S�U �E���V�O �D�Ù�U�Ï �T�V�S �M���B�V�U�S�F�
 �F�U �E�P�O�U �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �W�B�V�U

 �4�7+ 
 �-�7 � 
 �4�-�	�W�P�J�S �M�F �U�F�Y�U�F�
��

�B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �W�F�S�U�J�D�B�M�F �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�
 �F�U �R�V���P�O �B �E�Ï�K�Ë �U�S�B�J�U�Ï �M�F�T �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �E�V �M�J�R�V�J�E�F�� �-�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �B�U�U�S�B�D��
�U�J�W�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �E�V �T�P�M�J�E�F �F�T�U �R�V�B�O�U �Ë �F�M�M�F �D�P�N�Q�F�O�T�Ï�F �Q�B�S �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �-�B �G�P�S�D�F
�U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �J�O�E�V�J�U�F �Q�B�S �M�B �T�F�V�M�F �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F �F�T�U ���O�B�M�F�N�F�O�U �V�O�F �G�P�S�D�F�S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�� �%�F �Q�M�V�T�
 �T�P�O �B�N�Q�M�J�U�V�E�F
�O���F�T�U �Q�B�T�
 �E�F �G�B�Î�P�O �T�V�S�Q�S�F�O�B�O�U�F�
 �Ï�H�B�M�F �Ë
 �4�-�� �"�V �D�P�O�U�S�B�J�S�F�
 �J�M �B �Ï�U�Ï �E�Ï�N�P�O�U�S�Ï �<�����>�
 �R�V�F �D�F�U�U�F �G�P�S�D�F �F�T�U �Ï�H�B�M�F �Ë

 �4�7+ 
 �-�7 � 
 �4�-�� �/�P�V�T �F�O �E�P�O�O�P�O�T �V�O�F �K�V�T�U�J���D�B�U�J�P�O �Q�M�V�T �C�B�T �<�Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�>�
 �Q�V�J�T �O�P�V�T �S�F�W�J�F�O�E�S�P�O�T
�T�V�S �D�F�U�U�F �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �E�B�O�T �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������ �0�O �Q�F�V�U �E�P�O�D �O�P�U�F�S �E�Ò�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �R�V�F �D�F�U�U�F �G�P�S�D�F �F�T�U
�U�P�V�K�P�V�S�T�S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �R�V�F�M�M�F�T �R�V�F �T�P�J�F�O�U �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�
 �D�B�S �D�F �G�B�D�U�F�V�S �F�T�U �U�P�V�K�P�V�S�T �Q�P�T�J�U�J�G �D�P�N�N�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T
�M�F �W�P�J�S��

�'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �Q�P�V�S �D�P�N�C�J�O�F�S �M�F�T �E�F�V�Y �F���F�U�T�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �B�K�P�V�U�F�S �V�O�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �J�O�E�V�J�U�F �Q�B�S �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F
�E�V �T�P�M�J�E�F �E���B�N�Q�M�J�U�V�E�F
 �4�7+ 
 �-�7 � 
 �4�-�Ë �V�O�F �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �M�J�R�V�J�E�F �E���B�N�Q�M�J�U�V�E�F
 �-�7�� �*�M �O�P�V�T �S�F�T�U�F �E�P�O�D �V�O�F
�G�P�S�D�F �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F�S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�
 �E���B�N�Q�M�J�U�V�E�F
 �4�7� 
 �4�-�F�Y�F�S�D�Ï�F �T�V�S �V�O �D�Ù�U�Ï �M�J�R�V�J�E�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �$�F�U�U�F �G�P�S�D�F �Q�F�V�U
�D�I�B�O�H�F�S �E�F �T�J�H�O�F�
 �T�J �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�
 �R�V�J �N�F�T�V�S�F �M�B �U�F�O�E�B�O�D�F �R�V�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �M�J�R�V�J�E�F �Ë �N�P�V�J�M�M�F�S �V�O �T�P�M�J�E�F
�	�O�P�V�T �S�F�W�J�F�O�E�S�P�O�T �T�V�S �D�F �Q�P�J�O�U �B�V �D�I�B�Q�J�U�S�F �T�V�J�W�B�O�U�
�
 �F�T�U �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S �Ë ����°�� �%�B�O�T �D�F �D�B�T�
 �M�B �G�P�S�D�F �F�T�U �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F
�Q�V�J�T�R�V�F
 �4�7� 
 �4�-= 
 �-�7 �D�P�T� Y < 0�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�P�S�T�R�V�F
 �4�7< 
 �4�-��

�7�U�D�Y�D�L�O���G�·�D�G�K�p�V�L�R�Q

�5�F�O�U�P�O�T �E�F �K�V�T�U�J���F�S �Q�P�V�S�R�V�P�J �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �O���F�T�U �Q�B�T �E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U �S�F�M�J�Ï�F �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F
 �4�-�
 �N�B�J�T �Ë �M�B �D�P�N�C�J�O�B�J�T�P�O
 �4�7+ 
 �-�7 � 
 �4�-�<�����
�����>��

�-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �Q�P�V�S �D�S�Ï�F�S �V�O�F �T�V�S�G�B�D�F �V�O�J�U�B�J�S�F
�E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �1�P�V�S �D�S�Ï�F�S �V�O�F �U�F�M�M�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �O�P�V�T �Q�B�S�U�P�O�T �U�P�V�U �E���B�C�P�S�E �E���V�O �F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�'�6�4�B�?�2�������� �3�F�M�B�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M�F �U�S�B�W�B�J�M �E���B�E�I�Ï�T�J�P�O �F�U �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �	�B�
 �1�P�V�S �T�Ï�Q�B�S�F�S �F�O �E�F�V�Y �V�O
�W�P�M�V�N�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �J�M �G�B�V�U �D�S�Ï�F�S �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �M�J�R�V�J�E�F���W�J�E�F�� �-�F �D�P�ß�U �Ï�O�F�S�H�Ï�U�J�R�V�F �F�T�U �E�P�O�D �E�FA �-�- = 2 
 �-�7��
�	�C�
 �1�P�V�S �D�S�Ï�F�S �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �J�M �G�B�V�U �E���B�C�P�S�E �D�S�Ï�F�S �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�J�E�F�
 �F�U �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F
�T�P�M�J�E�F���W�J�E�F�
 �D�F �R�V�J �D�P�ß�U�F �V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F
 �4�7+ 
 �-�7�� �&�O �S�F�H�S�P�V�Q�B�O�U �D�F�T �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�
 �P�O �S�Ï�E�V�J�U �M�F �D�P�ß�U �E�F
�D�S�Ï�B�U�J�P�O �E�F�T �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �P�S�J�H�J�O�B�M�F�TA �4�-= 
 �4�7+ 
 �-�7 � 
 �4�-�H�S�É�D�F �B�V�Y �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F��

�E�F �M�J�R�V�J�E�F �R�V�F �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �T�Ï�Q�B�S�F�S �F�O �E�F�V�Y �Q�P�V�S �D�S�Ï�F�S �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �<�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
�>��
�-���Ï�O�F�S�H�J�F �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Q�P�V�S �T�Ï�Q�B�S�F�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�O �E�F�V�Y�
 �F�U �E�P�O�D �D�S�Ï�F�S �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T
�M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �F�T�U �B�Q�Q�F�M�Ï�F �j �U�S�B�W�B�J�M �E���B�E�I�Ï�T�J�P�O �xA �-�-�
 �E�ß �B�V�Y �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�� �/�P�V�T �F���F�D�U�V�P�O�T
�E�F �N�Ð�N�F �Q�P�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F�
 �F�U �D�S�Ï�P�O�T �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �T�P�M�J�E�F���W�J�E�F �H�S�É�D�F �B�V �U�S�B�W�B�J�MA �4�4�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �E�P�O�D ��

2
 �-�7 = A �-�- ; �	���������


2
 �4�7= A �4�4: �	���������


�-�P�S�T�R�V�F �O�P�V�T �D�P�N�C�J�O�P�O�T �M�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �T�P�M�J�E�F���W�J�E�F �F�U �M�J�R�V�J�E�F���W�J�E�F�
 �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F
�S�Ï�E�V�J�T�F�O�U �M���Ï�O�F�S�H�J�F �Q�B�S �M�F �U�S�B�W�B�J�M �E���B�E�I�Ï�T�J�P�O �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�FA �4�-�<�'�J�H�V�S�F ���������	�C�
�>�� �-�F �C�J�M�B�O �T���Ï�D�S�J�U �E�P�O�D ��


 �4�-= 
 �4�7+ 
 �-�7 � A �4�-: �	���������


�%�P�O�D �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M���B�E�I�Ï�T�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �T���Ï�D�S�J�U ��

A �4�-= 
 �4�7+ 
 �-�7 � 
 �4�-; �	���������


�D�F �R�V�J �D�P�O�T�U�J�U�V�F �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �E�F �%�V�Q�S�Ï�� �&�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �	�������
�
 �R�V�J �E�Ï���O�J�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Ë
�M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F� Y �
 �D�F�U�U�F �S�F�M�B�U�J�P�O �T���Ï�D�S�J�U �B�V�T�T�J ��

A �4�-= 
 �-�7(1 + �D�P�T� Y ) : �	���������


�'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �M�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �J�O�E�V�J�U�F�T �Q�B�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �P�O�U �V�O�F �B�N�Q�M�J�U�V�E�FA �4�- =

 �-�7(1 + �D�P�T� Y ) �F�U �O�P�O �Q�B�T
 �4�-��

�&�O���O�
 �E�F �Q�B�S �M�B �G�B�J�C�M�F �E�F�O�T�J�U�Ï �E�F �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�
 �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �U�P�V�K�P�V�S�T �D�P�O�T�J�E�Ï�S�F�S �D�F�M�M�F���D�J �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U
�T�B�O�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�� �-�F �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U �F�T�U �V�O�F �U�S�Ò�T �C�P�O�O�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�V �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F�T �H�B�[ �B�V�Y �U�F�N�Q�Ï�S�B��
�U�V�S�F�T �V�T�V�F�M�M�F�T�
 �F�U �D�F�M�V�J���D�J �O�F �D�P�N�Q�S�F�O�E �B�V�D�V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �Z �F�T�U �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �V�O�F �D�P�O�T�Ï��
�R�V�F�O�D�F �E�F�T �D�I�P�D�T �	�E�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�
 �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V �B�V �Q�B�S�B�H�S�B�Q�I�F������������ �0�O �Q�P�V�S�S�B �T�F �S�Ï�G�Ï�S�F�S �O�P��
�U�B�N�N�F�O�U �Ë �<�����> �P�V �M�B �S�F�W�V�F �E�F �%�F �(�F�O�O�F�T �<�����> �Q�P�V�S �Ï�U�V�E�J�F�S �M�F�T �E�J���Ï�S�F�O�D�F�T �J�O�E�V�J�U�F�T �Q�B�S �M�B �Q�S�J�T�F �F�O �D�P�N�Q�U�F
�E�F �M�B �W�B�Q�F�V�S��



������ �.�P�E�Ò�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F ����

������ �0�R�G�q�O�H�V���P�R�O�p�F�X�O�D�L�U�H�V���G�H���O�·�L�Q�W�H�U�I�D�F�H

�/�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E���F�Y�Q�M�J�R�V�F�S �R�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�� �*�M �T���B�H�J�U
�N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �E���B�M�M�F�S �V�O �Q�F�V �Q�M�V�T �M�P�J�O �F�U �E�F �K�V�T�U�J���F�S �M�F�T �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �U�F�O�V�T�� �$�F�M�B �O�P�V�T �Q�F�S��
�N�F�U�U�S�B �E���J�O�T�J�T�U�F�S �T�V�S �M�F�T �R�V�F�M�R�V�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �G�P�O�E�B�N�F�O�U�B�M�F�T �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T�
 �F�U �T�V�S �M�F�T �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�T �N�J�T�F�T �F�O �K�F�V��
�-�F�T �R�V�F�T�U�J�P�O�T �F�O �T�V�T�Q�F�O�T �K�V�T�R�V���J�D�J �T�P�O�U �M�F�T �T�V�J�W�B�O�U�F�T �� �Q�P�V�S�R�V�P�J �Q�F�V�U���P�O �U�S�B�J�U�F�S �T�Ï�Q�B�S�Ï�N�F�O�U �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �F�U
�M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O � �-�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �F�T�U���F�M�M�F �W�S�B�J�N�F�O�U �J�T�P�U�S�P�Q�F � �2�V�F�M�M�F �F�T�U �M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �E�V
�M�J�R�V�J�E�F �Q�S�P�D�I�F �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�
 �F�U �D�F�M�B �B���U���J�M �V�O�F �J�O���V�F�O�D�F �T�V�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T � �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�P�O�D �N�B�J�O��
�U�F�O�B�O�U �O�P�V�T �J�O�U�Ï�S�F�T�T�F�S �B�V�Y �E�J���Ï�S�F�O�U�T �N�P�E�Ò�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �R�V�J �Q�F�S�N�F�U�U�F�O�U �E�F �U�S�B�J�U�F�S �M�B �D�B�Q�J�M�M�B�S�J�U�Ï��

���������� �'�L�ý�p�U�H�Q�W�V���P�R�G�q�O�H�V

�8�Q�H���Y�X�H���V�W�D�W�L�T�X�H���G�H���O�D���P�D�W�L�q�U�H

�-�F�T �Q�S�F�N�J�Ò�S�F�T �U�F�O�U�B�U�J�W�F�T �E�F �N�P�E�Ï�M�J�T�B�U�J�P�O �E�F �M�B �D�B�Q�J�M�M�B�S�J�U�Ï �S�F�N�P�O�U�F�O�U �B�V �E�Ï�C�V�U �E�V �9�*�9�Ò�N�F �T�J�Ò�D�M�F �F�U �T�F �C�B�T�B�J�F�O�U
�T�V�S �V�O�F �W�V�F �T�U�B�U�J�R�V�F �E�F �M�B �N�B�U�J�Ò�S�F�� �&�O �F���F�U�
 �M�B �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �F�U �M�B �Q�I�Z�T�J�R�V�F �T�U�B�U�J�T�U�J�R�V�F �O���B�Q�Q�B�S�V�S�F�O�U
�R�V�F �R�V�F�M�R�V�F�T �E�Ï�D�F�O�O�J�F�T �Q�M�V�T �U�B�S�E�� �-�B�Q�M�B�D�F �B �T�V�Q�Q�P�T�Ï �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �F�O �������� �<�����> �R�V�F �M�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F
�E�P�J�W�F�O�U �D�P�N�Q�F�O�T�F�S �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �R�V�F �M�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �F�Y�F�S�D�F�O�U �F�O�U�S�F �F�M�M�F�T �Q�B�S �V�O�F �D�F�S�U�B�J�O�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�
 �E�V�F �Ë
�M���J�O�D�P�N�Q�S�F�T�T�J�C�J�M�J�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F�� �$�F �Q�S�F�N�J�F�S �N�P�E�Ò�M�F �T�J�N�Q�M�J�T�U�F �N�Ò�O�F �B�V �U�S�B�W�B�J�MA �-�- = 2 
 �-�7 �R�V�F �E�P�J�W�F�O�U �F�Y�F�S��
�D�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �Q�P�V�S �D�S�Ï�F�S �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �M�J�R�V�J�E�F���W�J�E�F�
 �D�P�N�N�F �O�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E�F �M�F �W�P�J�S �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O
�	���������
�� �1�P�V�S �S�F�M�J�F�S �D�F �U�S�B�W�B�J�M �B�V �E�Ï�U�B�J�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T' (r )�
 �P�O �E�P�J�U �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F
�R�V���F�Y�F�S�D�F �V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E���V�O �B�V�U�S�F �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �R�V�F �M���P�O �E�P�J�U �D�B�M��
�D�V�M�F�S�J�O ���O�F�M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �W�P�M�V�N�F �Ï�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F
�Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E�F �D�F�M�V�J���D�J�� �$�F�U�U�F �J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �F�T�U �B�J�T�Ï�F �	�W�P�J�S�"�O�O�F�Y�F �%�
�
 �P�O �M�B �O�P�U�F �Q�P�V�S �M���J�O�T�U�B�O�U�( h) �F�U �F�M�M�F
�W�B�V�U ��

�( h) = 2 �� 2
L

Z 1

h
r 2

�
1 �

h
r

�
' (r )dr : �	���������


�/�P�V�T �S�F�W�J�F�O�E�S�P�O�T �T�V�S �D�F�U�U�F �E�Ï���O�J�U�J�P�O �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������ �0�O �O�P�U�F �K�V�T�U�F �B�V �Q�B�T�T�B�H�F �R�V�F �M�B �W�B�M�F�V�S �E�V
�E�P�V�C�M�F �E�F �D�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�O �[�Ï�S�P2�(0)/ � L = � L

R1
0 ' (r )4�r 2dr �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�S�B�J�U �J�D�J �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F �B�U��

�U�S�B�D�U�J�W�F �Q�B�S �N�P�M�Ï�D�V�M�F�
 �R�V���J�M �G�B�V�E�S�B�J�U �T�P�N�N�F�S �Q�P�V�S �U�S�P�V�W�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F �U�P�U�B�M�F �	�B�W�F�D �V�O �G�B�D�U�F�V�S1/2 �Q�P�V�S
�O�F �D�P�N�Q�U�F�S �R�V���V�O�F �T�F�V�M�F �G�P�J�T �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�
�� �&�O �F���F�U�
 �Q�P�V�S �M���J�O�T�U�B�O�U�
' (r ) �D�P�O�U�J�F�O�U�B �Q�S�J�P�S�J�T�F�V�M�F�N�F�O�U �M�B
�Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T�� �*�O�J�U�J�B�M�F�N�F�O�U�
 �-�B�Q�M�B�D�F �M���B�W�B�J�U �E�Ï���O�J�F �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �O�V�M�M�F �Ë �Q�B�S�U�J�S �E���V�O�F �D�F�S�U�B�J�O�F
�E�J�T�U�B�O�D�F�
 �O�Ï�H�B�U�J�W�F �B�W�B�O�U�
 �M�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �Ï�U�B�J�F�O�U �E�P�O�D �D�P�V�Q�Ï�F�T �B�W�B�O�U �D�F�U�U�F �E�J�T�U�B�O�D�F�� �%�B�O�T �M�F�T �N�P�E�Ò�M�F�T �N�P��
�E�F�S�O�F�T�
 �P�O �D�P�V�Q�F �Q�M�V�U�Ù�U �D�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T�Ë �Q�B�S�U�J�S�E���V�O�F �D�F�S�U�B�J�O�F �E�J�T�U�B�O�D�F� �<�����>�
 �Q�P�V�S �O�F �Q�B�T �U�F�O�J�S �D�P�N�Q�U�F �E�F
�M�B �Q�B�S�U�J�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �N�B�J�T �E�F �M�B �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T�� �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�F�T�U ���O�B�M�F�N�F�O�U �S�F�M�J�Ï�F �Ë �D�F�U�U�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �F�O �D�B�M�D�V�M�B�O�UALL = �

R1
0 �( h)dh�� �0�O �U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T ��


 �-�7 = �
�
2

� 2
L

Z 1

0
r 3' (r )dr : �	���������


�-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �E�P�O�D �S�F�M�J�Ï�F �Ë �V�O �N�P�N�F�O�U �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�U�U�S�B�D�U�J�G �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �	�R�V�J �F�T�U �E�P�O�D
�O�Ï�H�B�U�J�G�
 �E���P�á �M�F �T�J�H�O�F �N�P�J�O�T�
�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �-�B�Q�M�B�D�F �F�O �B�W�B�J�U �E�Ï�E�V�J�U �M�B �M�P�J �R�V�J �Q�P�S�U�F �T�P�O �O�P�N �T�V�S �M�B
�E�J���Ï�S�F�O�D�F �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �Ë �M�B �U�S�B�W�F�S�T�Ï�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �D�P�V�S�C�Ï�F �F�O �J�O�U�Ï�H�S�B�O�U �O�P�O �Q�B�T �T�V�S �V�O
�E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �N�B�J�T �T�V�S �V�O�F �T�Q�I�Ò�S�F�� �/�P�V�T �S�F�W�J�F�O�E�S�P�O�T �T�V�S �D�F �Q�P�J�O�U �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������

�6�W�U�X�F�W�X�U�H���G�H���O�·�L�Q�W�H�U�I�D�F�H

�&�O �S�Ï�B�M�J�U�Ï�
 �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�T�U �E�J���V�T�F�� �$�F �Q�P�J�O�U �B �Ï�U�Ï �T�P�V�M�F�W�Ï �Q�B�S �1�P�J�T�T�P�O �F�O �������� �<�����>�
 �F�U �J�M �B
�Q�S�P�Q�P�T�Ï �E���Ï�U�V�E�J�F�S �M�F �Q�B�T�T�B�H�F �D�P�O�U�J�O�V �E���V�O�F �E�F�O�T�J�U�Ï� (z) �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F �Ë �D�F�M�M�F �E�F �M�B �W�B�Q�F�V�S�� �-�B
�Q�S�F�N�J�Ò�S�F �J�E�Ï�F�
 �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï�F �Q�M�V�T �U�B�S�E �Q�B�S �.�B�Y�X�F�M�M �Q�V�J�T �3�B�Z�M�F�J�H�I �Ë �M�B ���O �E�V �9�*�9�Ò�N�F �T�J�Ò�D�M�F �	�Q�P�V�S �V�O�F �Ï�U�V�E�F



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�C�J�C�M�J�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�
 �T�F �S�Ï�G�Ï�S�F�S �Ë �M���P�V�W�S�B�H�F �E�F �3�P�X�M�J�O�T�P�O �F�U �8�J�E�P�N �<���>�
�
 �B �Ï�U�Ï �E���Ï�U�V�E�J�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F
�Q�B�S �N�P�M�Ï�D�V�M�Fu = 2�(0)/ � L �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �	�E�Ï���O�J�F �E�B�O�T �V�O �Q�M�B�Oz = z0�
�
 �F�O �G�B�J�T�B�O�U �V�O
�E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �M�J�N�J�U�Ï �T�V�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï ��

u(z) = 2 �
Z 1

0
drr 2' (r )

Z �

0
d�� (z + r �D�P�T� ) �T�J�O� ;

= � 2a� (z) � m
d2�
dz2 ; �	���������


�B�V �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F �O�P�O �O�V�M �E�V �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U�
 �F�U �P�á �P�O �B �E�Ï���O�Ja = � �(0)/ � 2
L �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F

�E���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F �Q�P�V�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �I�P�N�P�H�Ò�O�F �	�M�F �D�P�F���D�J�F�O�Ua �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �G�B�D�U�F�V�S1/2 �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë2�(0) �

�R�V���P�O �B �J�E�F�O�U�J���Ï �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �E���Ï�O�F�S�H�J�F�
 �D�F �R�V�J �T�J�H�O�J���F �R�V�Fa �S�F�O�E �D�P�N�Q�U�F �F�O �G�B�J�U �E�F�T
�J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�
 �D���F�T�U �E�P�O�D �Q�M�V�T �V�O�F �E�F�O�T�J�U�Ï �E�F�Q�B�J�S�F�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �R�V���V�O�F �E�F�O�T�J�U�Ï �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
�
 �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E
�B�V �D�P�F���D�J�F�O�Ua �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �<�����>�
 �F�Um = � 2�

3

R1
0 r 4' (r )dr �� �/�P�V�T �B�V�S�P�O�T �M���P�D�D�B�T�J�P�O

�E�F �S�F�W�F�O�J�S �T�V�S �V�O�F �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F�T �D�P�F���D�J�F�O�U�T �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O ��������
�$�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �E�Ï���O�J�F �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �M���F�Y�D�Ò�T �E���Ï�O�F�S�H�J�F

�T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �E�V�F �Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �E�V �U�F�S�N�F �F�Od2� / dz2 �E�B�O�Tu(z) �	�M�F �Q�S�F�N�J�F�S �U�F�S�N�F
�F�T�U �D�F�M�V�J �E�F �M���Ï�U�B�U �I�P�N�P�H�Ò�O�F�
�� �0�O �P�C�U�J�F�O�U �B�M�P�S�T ��
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�D�F �R�V�J �F�T�U �W�B�M�B�C�M�F�B �Q�S�J�P�S�J�T�F�V�M�F�N�F�O�U �Q�P�V�S �E�F�T �Q�S�P���M�T �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï �R�V�J �W�B�S�J�F�O�U �M�F�O�U�F�N�F�O�U�� �-�B �E�J���Ï�S�F�O�D�F �B�W�F�D
�	���������
 �F�T�U �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �G�B�J�U �D�F�U�U�F �G�P�J�T���D�J �B�Q�Q�F�M �Ë �V�O �N�P�N�F�O�U �E���P�S�E�S�F �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M��
�&�O���O�
 �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �J�M �G�B�V�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F �Q�S�P���M �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� (z)�
 �D�F
�R�V�J �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �G�B�J�U �F�O �Ï�U�V�E�J�B�O�U �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �E�V ���V�J�E�F�� �*�M �G�B�V�U �E�P�O�D �T���J�O�U�Ï�S�F�T�T�F�S �E���V�O �Q�F�V �Q�M�V�T �Q�S�Ò�T �Ë �M�B
�U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F��

�7�K�H�U�P�R�G�\�Q�D�P�L�T�X�H���O�R�F�D�O�H

�-���B�Q�Q�P�S�U �E�F �M�B �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �Ë �M�B ���O �E�V �9�*�9�Ò�N�F �T�J�Ò�D�M�F �B �Ï�U�Ï �E�F �T�Q�Ï�D�J���F�S �M���B�D�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�FT �F�U
�E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�I�J�N�J�R�V�F� �� �%�B�O�T �M�F �D�B�T �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�
 �D�F �R�V���J�M �G�B�V�U �N�J�O�J�N�J�T�F�S �D���F�T�U �B�M�P�S�T �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�P�V�S
�Q�S�F�O�E�S�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �M���F���F�U �E�F �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F�
 �F�U �P�O �E�Ï���O�J�U �B�M�P�S�T �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �M�P�D�B�M�Ff (z)�� �-�F
�D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�F �B�T�T�P�D�J�Ï �Ë �M���B�D�D�S�P�J�T�T�F�N�F�O�U �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�FA �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�F �U�S�B�E�V�J�U �Q�B�S �V�O
�D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�B�O�T �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �M�P�D�B�M�F�f (z)�� �0�O �B �B�M�P�S�T�
 �F�O �T�V�Q�Q�P�T�B�O�U �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �G�F�S�N�Ï �F�O�U�S�F� L �F�UL ��

�F = A
Z L

� L
�f (z)dz = A

Z L
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�
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�
T

�� (z)dz = A
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�2�V�F�M�M�F �F�T�U �B�M�P�S�T �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï �F�U �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�I�J�N�J�R�V�F �R�V�J �N�J�O�J�N�J�T�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F � 
�%���B�Q�S�Ò�T �D�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O�
 �P�O �U�S�P�V�W�F �U�P�V�U �E���B�C�P�S�E �R�V�F� �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U�� �&�U �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�
 �J�M �G�B�V�U �R�V���Ë
�T�V�S�G�B�D�FA �F�U �R�V�B�O�U�J�U�Ïn ���Y�Ï�F�T�
 �F�U �Ë �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�I�J�N�J�R�V�F� �D�P�O�T�U�B�O�U�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �-�7 �T�P�J�U �N�J�O�J�N�B�M�F��
�-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �Q�P�T�J�U�J�W�F�
 �E�P�J�U �E�P�O�D �Ð�U�S�F �O�V�M�M�F �Q�P�V�S �N�J�O�J�N�J�T�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�� �&�U �T�J �F�M�M�F �F�T�U �O�V�M�M�F�
 �F�M�M�F
�N�Ò�O�F �Ë �V�O �Q�S�P���M �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï �D�P�O�T�U�B�O�U �Q�B�S �Q�B�S�U�J�F�T �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �� �M�F �Q�S�P���M �F�T�U �V�O�F �N�B�S�D�I�F �E���F�T�D�B�M�J�F�S
�F�O�U�S�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�U �D�F�M�M�F �E�V �H�B�[�
 �B�V�U�S�F�N�F�O�U �E�J�U�
 �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �J�O���O�J�N�F�O�U ���O�F�� �$�F �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U
�N�P�O�U�S�F �M�B �M�J�N�J�U�F �E�V �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �J�N�Q�M�J�D�J�U�F�N�F�O�U �G�B�J�U �K�V�T�R�V���J�D�J �Q�P�V�S �U�S�B�J�U�F�S �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�F�T�U �E�J���V�T�F�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �T�V�Q�Q�P�T�Ï �R�V�F �M���P�O �Q�F�V�U �E�Ï���O�J�S �E�F�T �E�F�O�T�J�U�Ï�T �M�P�D�B�M�F�T �D�P�N�N�F� (z) �P�Vf (z)�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F
�R�V���P�O �Q�F�V�U �E�Ï���O�J�S �V�O�F �Ï�D�I�F�M�M�F �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �M�B�R�V�F�M�M�F �M�F�T ���V�D�U�V�B�U�J�P�O�T �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T �T�P�O�U �H�P�N�N�Ï�F�T�
 �N�B�J�T �R�V�J
�F�T�U �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�F �R�V�F �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�� �%�F �Q�M�V�T�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �T�V�Q�Q�P�T�Ï �R�V�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �U�P�U�B�M�F
�T���P�Q�Ò�S�F �F�O �T�P�N�N�B�O�U �D�F�T �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �M�P�D�B�M�F�T�� �0�S �D�F�T �E�F�V�Y �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�T �T�P�O�U �G�B�V�T�T�F�T �� �E�B�O�T �V�O �M�J�R�V�J�E�F�
 �J�M �Z �B



������ �.�P�E�Ò�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F ����

�V�O�F �T�U�S�V�D�U�V�S�F �T�V�S �R�V�F�M�R�V�F�T �Ï�D�I�F�M�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �R�V�J �F�T�U �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T��
�6�O�F �E�F�T �T�P�M�V�U�J�P�O�T �F�T�U �E���J�O�U�S�P�E�V�J�S�F �V�O�F �j �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �x �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �T�V�S �V�O�F �E�J�N�F�O�T�J�P�O �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F �O�P�O
�O�V�M�M�F �	�D�F �R�V�J �N�Ò�O�F�S�B�J�U�
 �T�J�O�P�O�
 �Ë �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �J�O���O�J�N�F�O�U ���O�F�
 �F�U �Ë �M���B�O�O�V�M�B�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
��

�7�K�p�R�U�L�H���G�H���9�D�Q���G�H�U���:�D�D�O�V �G�H���O�D���F�D�S�L�O�O�D�U�L�W�p �� �X�Q�H���p�Q�H�U�J�L�H���O�L�E�U�H �Q�R�Q���O�R�F�D�O�H

�7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �B �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �Q�S�P�Q�P�T�Ï �V�O�F �U�I�Ï�P�S�J�F �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �D�P�I�Ï�S�F�O�U�F �B�W�F�D �M���F�Y�J�T�U�F�O�D�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O
�E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �-���J�E�Ï�F �F�T�U �E�F �E�Ï���O�J�S �M�P�D�B�M�F�N�F�O�U �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E���F�Y�D�Ò�T�E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�Ff s(z) �E�V�F �Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O�F
�J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�O �M�V�J �D�P�O�G�Ï�S�B�O�U �V�O�F �G�P�S�N�F �O�P�O �M�P�D�B�M�F �<�����> ��

f s(z) = �  [� (z)] +
1
2

m
�

d�
dz

� 2

; �	���������


�P�á�  (� ) �F�T�U �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E���F�Y�D�Ò�T �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�P�V�S �V�O ���V�J�E�F �I�P�N�P�H�Ò�O�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� �F�U �E�F
�U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�FT �	�J�N�Q�M�J�D�J�U�F �D�B�S �T�V�Q�Q�P�T�Ï�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�
�
 �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �$�F�U�U�F �G�P�O�D�U�J�P�O �F�T�U �E�P�O�D
�O�V�M�M�F �Q�P�V�S �M�F�T �E�F�O�T�J�U�Ï�T �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F� L (T) �F�U� V (T)�
 �O�Ï�H�B�U�J�W�F �T�J�O�P�O�� �%�F �Q�M�V�T�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �E�Ï���O�J�F
�<�W�P�J�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�> �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �M���F�Y�D�Ò�T �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F ��
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�-�B �G�P�S�N�F �Q�S�P�Q�P�T�Ï�F �Q�B�S �3�B�Z�M�F�J�H�I �	���������
 �E�J���Ò�S�F �E�F �D�F�M�M�F���D�J �D�B�S �F�M�M�F �J�O�U�F�S�W�J�F�O�U �T�V�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F �F�U �O�P�O
�Q�B�T �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�� �$�F �N�P�E�Ò�M�F �T�V�Q�Q�P�T�F �E�P�O�D �R�V�F �M���F�O�U�S�P�Q�J�F �O�F �D�P�O�U�J�F�O�U �Q�B�T �E�F �U�F�S�N�F �O�P�O���M�P�D�B�M �	�O�P�V�T �M�F
�K�V�T�U�J���F�S�P�O�T �E�B�O�T �R�V�F�M�R�V�F�T �Q�B�H�F�T�
�� �%�F �Q�M�V�T�
 �J�D�Jm �O���F�T�U �Q�B�T �G�P�S�D�Ï�N�F�O�U �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F� �
 �E�P�O�D �J�M �O���F�T�U �Q�B�T
�G�P�S�D�Ï�N�F�O�U �V�U�J�M�F �E���V�U�J�M�J�T�F�S �Q�M�V�T �E�F �E�Ï�S�J�W�Ï�F�T �E�F� �
 �J�M �O���Z �B �E�P�O�D �Q�M�V�T�B �Q�S�J�P�S�J�E���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �E���V�O �Q�S�P���M �E�F �G�B�J�C�M�F
�Q�F�O�U�F�� �&�O���O�
 (� ) �F�T�U �S�F�M�J�Ï �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�Uf (�; T ) �F�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�B �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O �E�F�T �E�P�V�C�M�F���U�B�O�H�F�O�U�F�T ��
�  (� ) = p � �� + f (�; T ) �	�W�P�J�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������
�� �-�F �T�J�H�O�F �O�Ï�H�B�U�J�G �E�F�W�B�O�U �B �Ï�U�Ï �J�O�U�S�P�E�V�J�U �Q�P�V�S �E�F�T �S�B�J�T�P�O�T
�E���B�O�B�M�P�H�J�F�T �Q�S�B�U�J�R�V�F�T �R�V�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �W�P�J�S �E�Ò�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U�� �&�O �F���F�U�
 �E�P�S�Ï�O�B�W�B�O�U�
 �M�B �N�J�O�J�N�J�T�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F
�M�J�C�S�F

R
f s(z)dz �O�F �D�P�O�E�V�J�U �Q�M�V�T �Ë �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �F�O �F�T�D�B�M�J�F�S �E�V �Q�S�P���M�
 �N�B�J�T �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���&�V�M�F�S���-�B�H�S�B�O�H�F

�T�V�J�W�B�O�U�F �	�F�O �T�V�Q�Q�P�T�B�O�U �J�D�J �R�V�Fm �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U�
 ��

m
d2�
dz2 +

d 
dz

= 0 ; �	���������


�D�F �R�V�J �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F (� )+ 1
2m(d� / dz)2 = 0 �
 �Ï�W�B�M�V�Ï�F �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �M�J�R�V�J�E�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F��

 (� ) �Ï�U�B�O�U �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�M�P�S�T �J�O�W�F�S�T�F�S �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �Q�P�V�S �U�S�P�V�W�F�S �M�F
�Q�S�P���M�� �*�M �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M�B�Q�P�T�J�U�J�P�O�E���V�O�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�F �E�F �N�B�T�T�Fm �F�U �E���Ï�O�F�S�H�J�F �O�V�M�M�F�
 �E�B�O�T �V�O �Q�V�J�U�T �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
�E�P�V�Y �R�V�J �Q�B�S�U �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F ���
 �T���F�O �Ï�D�I�B�Q�Q�F �B�W�F�D �V�O �U�F�N�Q�T �j �J�O���O�J �x�
 �Q�V�J�T �C�S�V�T�R�V�F�N�F�O�U �Q�B�T�T�F �E�F �M���B�V�U�S�F �D�Ù�U�Ï
�Q�P�V�S �S�F�K�P�J�O�E�S�F �T�B �Q�P�T�J�U�J�P�O ���O�B�M�F �F�O �V�O �U�F�N�Q�T �M�V�J �B�V�T�T�J �J�O���O�J�� �1�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�
 �T�J �P�O �N�P�E�Ï�M�J�T�F (� ) �Q�B�S �T�P�O
�F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �M�B �Q�M�V�T �T�J�N�Q�M�F �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F (� ) = � A(� � � L )2(� � � V )2�
 �B�M�P�S�T �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �M�F �Q�S�P���M �E�F
�E�F�O�T�J�U�Ï �D�M�B�T�T�J�R�V�F �F�O �U�B�O�H�F�O�U�F �I�Z�Q�F�S�C�P�M�J�R�V�F �E�F �U�B�J�M�M�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F� =

p
m/ A/( � L � � V )�
 �D�P�N�N�F �P�O �Q�F�V�U

�M�F �D�P�O�T�U�B�U�F�S �T�V�S �M�B �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �Q�M�V�T �U�Ù�U �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ��������
�&�O���O�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �R�V�J �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �	���������
 �F�U �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F�
 �T���F�Y�Q�S�J�N�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F ��


 �-�7 = � 2
Z 1

�1
 [� (z)]dz = m

Z 1

�1

�
d�
dz

� 2

dz ; �	���������


�D�F �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �	���������
�
 �N�B�J�T �Q�P�V�S �M�F �Q�S�P���M �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�P�O�O�Ï �R�V�J �N�J�O�J�N�J�T�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�� �$�F �Q�S�P���M �F�T�U
�B�Q�Q�B�S�V �E�Ò�T �M�P�S�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �T�V�Q�Q�P�T�Ï �V�O�F �G�P�S�N�F �O�P�O �M�P�D�B�M�F �Q�P�V�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �E�Ò�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�J�O�U�S�P�E�V�J�U �V�O�F �M�P�O�H�V�F�V�S �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �$�F�U�U�F �M�P�O�H�V�F�V�S �F�T�U �O�P�U�B�N�N�F�O�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F
�Q�B�Sm�
 �R�V�J �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O �N�P�N�F�O�U �E���P�S�E�S�F �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M��

�+�V�T�R�V���J�D�J�
 �O�P�V�T �O�P�V�T �T�P�N�N�F�T �Q�M�B�D�Ï�T �E�B�O�T �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�F �D�I�B�N�Q �N�P�Z�F�O�� �$�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �T�V�Q��
�Q�P�T�F �R�V���Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T� �
 �P�O �U�S�P�V�W�F �U�P�V�K�P�V�S�T �M�F �N�Ð�N�F �O�P�N�C�S�F �E�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�
 �E�P�O�O�Ï �Q�B�S�� 3��



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�'�6�4�B�?�2�������� �	�B�
 �%�F�O�T�J�U�Ï �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�Ff (�; T ) �E���V�O ���V�J�E�F �I�P�N�P�H�Ò�O�F �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F
�M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�F �D�F ���V�J�E�F�
 �Ë �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�FT �E�P�O�O�Ï�F�� �-�B �T�J�U�V�B�U�J�P�O �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �M�B �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O
�E�F �M�B �E�P�V�C�M�F �U�B�O�H�F�O�U�F�
 �R�V�J �E�Ï�D�S�J�U �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T �E�F �N�Ð�N�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�I�J�N�J�R�V�F�
 �N�B�J�T �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï�T �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T
� V < � L �� �	�C�
 (� ) �F�T�U �M���P�Q�Q�P�T�Ï �E�F �M���F�Y�D�Ò�T �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���V�O ���V�J�E�F �I�P�N�P�H�Ò�O�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� �� �*�M �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E
�Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �Ë �M�B �E�P�V�C�M�F �U�B�O�H�F�O�U�F �E�Ff (� )�� �$���F�T�U �D�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �R�V�J �F�T�U �Q�B�S�D�P�V�S�V �Q�B�S �M�F �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F� �	z
�K�P�V�F�S�B�J�U �M�F �S�Ù�M�F �E���V�O �U�F�N�Q�T �E�B�O�T �D�F�U�U�F �B�O�B�M�P�H�J�F�
 �F�O �E�Ï�S�J�W�B�O�U �E�F� V �F�O �V�O �U�F�N�Q�T �J�O���O�J �	�B�W�F�D �V�O�F �W�J�U�F�T�T�F �O�V�M�M�F�

�F�U �F�O �B�S�S�J�W�B�O�U �Ë� L �F�O �V�O �U�F�N�Q�T �J�O���O�J�� �-�B �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �T�F �Q�S�P�E�V�J�U �F�O �V�O �U�F�N�Q�T �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �Q�B�S
m �F�U �Q�B�S �M�B �G�P�S�N�F �E�V �Q�S�P���M�� �	�D�
 �1�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O �U�B�O�H�F�O�U�F �I�Z�Q�F�S�C�P�M�J�R�V�F �R�V�J �N�J�O�J�N�J�T�Ff s(z) �	���������

�Ëm �E�P�O�O�Ï�� �	�E�
 �1�S�P���M �E�F �M���F�Y�D�Ò�T �M�P�D�B�M �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�I�P�N�P�H�Ò�O�F�
 �Ï�H�B�M �Ë�  (z) = 1

2 m(d� / dz)2�

�D�I�B�D�V�O �E�F�T �E�F�V�Y �N�F�N�C�S�F�T �Q�B�S�U�B�H�F�O�U �E�P�O�D �M�B �N�P�J�U�J�Ï �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���F�Y�D�Ò�T �E�V�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�

 �-�7��



������ �.�P�E�Ò�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F ����

�%�B�O�T �M�F �D�B�T �P�á �D�F�U�U�F �Ï�D�I�F�M�M�F �F�T�U �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�
 �M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �F�T�U �G�B�D�J�M�F�N�F�O�U �W�Ï�S�J���Ï�F�
 �D�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�T�U
�E�P�O�D�B �Q�S�J�P�S�J�W�B�M�J�E�F �Q�P�V�S �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F�
 �E���V�O�F �Q�P�S�U�Ï�F �F�O �U�P�V�U �D�B�T �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S�F �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F�T
���V�D�U�V�B�U�J�P�O�T �B�V �E�F�M�Ë �E�F �M�B�R�V�F�M�M�F �P�O �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F� �� �® �M���P�Q�Q�P�T�Ï�
 �D�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�T�U �G�B�V�T�T�F �Q�S�P�D�I�F �E�V �Q�P�J�O�U
�D�S�J�U�J�R�V�F�
 �Ë �Q�S�P�Y�J�N�J�U�Ï �E�V�R�V�F�M �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F�T ���V�D�U�V�B�U�J�P�O�T �E�J�W�F�S�H�F�� �1�P�V�S �M���Ï�U�V�E�F �E�F�T �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O�T �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F�
 �J�M
�G�B�V�U �E�P�O�D �B�M�M�F�S �Q�M�V�T �M�P�J�O �R�V�F �D�F�U�U�F �U�I�Ï�P�S�J�F�
 �F�U �G�B�J�S�F �B�Q�Q�F�M �Ë �E�F�T �P�V�U�J�M�T �R�V�J �Q�F�S�N�F�U�U�F�O�U �E�F �U�S�B�J�U�F�S �M�F�T ���V�D�U�V�B�U�J�P�O�T ��
�D�F�V�Y �E�F �M�B �Q�I�Z�T�J�R�V�F �T�U�B�U�J�T�U�J�R�V�F�� �-���Ï�U�V�E�F �E�F �D�F�T �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O�T �T�P�S�U �E�V �D�B�E�S�F �E�F �D�F�U�U�F �U�I�Ò�T�F�
 �O�P�V�T �O�F �S�F�O�U�S�F�S�P�O�T �Q�B�T
�E�B�O�T �M�F�T �E�Ï�U�B�J�M�T �E�F �D�F�T �U�F�D�I�O�J�R�V�F�T�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �J�M �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �V�U�J�M�F �E���B�C�P�S�E�F�S �R�V�F�M�R�V�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �R�V�J �Ï�N�F�S�H�F�O�U
�E�F �M�B �Q�I�Z�T�J�R�V�F �T�U�B�U�J�T�U�J�R�V�F �Q�P�V�S �B�Q�Q�S�Ï�I�F�O�E�F�S �V�O �Q�F�V �N�J�F�V�Y �D�F �R�V���J�M �T�F �Q�B�T�T�F �E���V�O �Q�P�J�O�U �E�F �W�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F
�Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �K�V�T�U�J���F�S �M�F�T �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�T �R�V�F �O�P�V�T �T�F�S�P�O�T �B�N�F�O�Ï�T �Ë �G�B�J�S�F�
 �F�U �R�V�J �T�P�V�T���U�F�O�E�F�O�U ���O�B�M�F�N�F�O�U �M�F�T
�N�P�E�Ò�M�F�T �Ï�M�B�C�P�S�Ï�T �K�V�T�R�V���J�D�J��

���������� �3�K�\�V�L�T�X�H���V�W�D�W�L�V�W�L�T�X�H���G�H�V���O�L�T�X�L�G�H�V

�.�B�M�H�S�Ï �M�F�T �S�J�D�I�F�T �F�O�T�F�J�H�O�F�N�F�O�U�T �E�F �M�B �U�I�Ï�P�S�J�F �j �R�V�B�T�J���U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �x �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T�
 �O�P�V�T �O�P�V�T
�T�P�N�N�F�T �U�F�N�Q�P�S�B�J�S�F�N�F�O�U �E�Ï�T�J�O�U�Ï�S�F�T�T�Ï�T �E�F �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�U �M�F�T �G�P�S�D�F�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V��
�M�B�J�S�F�T�� �%���V�O �Q�P�J�O�U �E�F �W�V�F �I�J�T�U�P�S�J�R�V�F�
 �J�M �Z �B �F�V �E�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O �V�O�F �B�C�T�F�O�D�F �E�F �N�P�E�Ï�M�J�T�B�U�J�P�O �E�F �D�F �Q�P�J�O�U �E�F
�W�V�F �F�O�U�S�F �M�F�T �U�F�O�U�B�U�J�W�F�T �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �B�V �E�Ï�C�V�U �E�V �9�*�9�Ÿ�F�U �M�F �E�Ï�C�V�U �E�V �9�9�Ÿ�T�J�Ò�D�M�F �B�W�F�D �'�P�X�M�F�S �F�O �������� �<�����>�� �/�P�V�T
�B�M�M�P�O�T �F�Y�Q�P�T�F�S �J�D�J �R�V�F�M�R�V�F�T �Ï�M�Ï�N�F�O�U�T �E�F �Q�I�Z�T�J�R�V�F �T�U�B�U�J�T�U�J�R�V�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�T �R�V�J �T�P�O�U �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F�T �Q�P�V�S �K�V�T�U�J���F�S
�O�P�U�S�F �N�P�E�Ò�M�F��

�e�Q�H�U�J�L�H���O�L�E�U�H

�%�B�O�T �M���F�O�T�F�N�C�M�F �D�B�O�P�O�J�R�V�F �E�F �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�FT �
 �W�P�M�V�N�FV �F�U �Q�P�T�T�Ï�E�B�O�UN �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T�
 �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�FF �F�T�U
�E�Ï���O�J�F �Q�B�S ��

F = � kB T �M�OQN ; �	���������


�P�áQN �F�T�U �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�S�U�J�U�J�P�O �D�B�O�P�O�J�R�V�F�
 �R�V�J �U�S�B�E�V�J�U �M�B �O�P�S�N�B�M�J�T�B�U�J�P�O �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�F �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï �E�F
�U�S�P�V�W�F�SN �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �Ë �E�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�Tf �S�/ g �F�U �R�V�B�O�U�J�U�Ï�T �E�F �N�P�V�W�F�N�F�O�Uf �Q�/ g �E�P�O�O�Ï�F�T�
 �D�P�O�O�B�J�T�T�B�O�U �M���)�B�N�J�M��
�U�P�O�J�F�OH(f �S�/ g; f �Q�/ g) �E�B�O�T �M�F�R�V�F�M �F�M�M�F�T �Ï�W�P�M�V�F�O�U�� �0�O �B �B�M�P�S�T ��

QN =
1

h3N N !

x
�F�Y�Q(� � H ) d�S�/ d�Q�/ ; �	���������


�F�O �O�P�U�B�O�U� = 1/ kB T �� �4�J �M���)�B�N�J�M�U�P�O�J�F�O �F�T�U �T�Ï�Q�B�S�B�C�M�F �F�O �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �D�J�O�Ï�U�J�R�V�F1
2 �Q2i / m �F�U �V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F �Q�P�U�F�O��

�U�J�F�M�M�F �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�FVN (f �S�/ g)�
 �B�M�P�S�T�
 �P�O �Q�F�V�U �Ï�D�S�J�S�FQN = ZN / N !� 3N �
 �P�áZN =
R

�F�Y�Q(� � VN )d�SN

�F�T�U �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�F �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O �F�U� =
p

2�� ~2/ m �F�T�U �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �E�F �#�S�P�H�M�J�F�� �%�B�O�T �M�F �D�B�T �D�M�B�T�T�J�R�V�F �Ë
�U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F �P�S�E�J�O�B�J�S�F�
 �D�F�U�U�F �M�P�O�H�V�F�V�S �F�T�U �U�S�Ò�T �Q�F�U�J�U�F �E�F�W�B�O�U �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �F�O�U�S�F �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�� �%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �F�O
�M���B�C�T�F�O�D�F �E���Ï�O�F�S�H�J�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�M�F�
ZN = V N �
 �F�U �P�O �Q�F�V�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���V�O �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U�� �%�B�O�T �M�B
�M�J�N�J�U�F �P�áN �F�T�U �H�S�B�O�E �	�M�ON ! � N �M�ON � N �
�
 �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���V�O �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U �T���Ï�D�S�J�U ��

F id = NkB T
�
�M�O

�
� 3V
N

�
� 1

�
: �	���������


�$�F�U�U�F �Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �j �J�E�Ï�B�M�F �x �Q�F�S�N�F�U �E���Ï�D�S�J�S�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E�B�O�T �M�F �D�B�T �H�Ï�O�Ï�S�B�M �	�E�B�O�T �M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �P�á �D���F�T�U
�T�Ï�Q�B�S�B�C�M�F �U�P�V�K�P�V�S�T�
 ��

F = F id + F ex ; �	���������


�B�W�F�DF ex = � kB T �M�O
ZN

V N : �	���������


�%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �P�O �Q�F�V�U �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�FU = U id + Uex �H�S�É�D�F �Ë �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B��
�N�J�R�V�FU = F + TS = F � T@F/ @TjV;N �� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�TU id = 3NkB T/2 �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�D�J�O�Ï�U�J�R�V�F �E�V �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U�
 �F�UUex =
R

VN �F�Y�Q(� � VN )d�SN / ZN �
 �R�V�J �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �N�P�Z�F�O�O�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�MVN

�Q�P�O�E�Ï�S�Ï�F �Q�B�S �M�B �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F��
�%�B�O�T �M���F�O�T�F�N�C�M�F �H�S�B�O�E �D�B�O�P�O�J�R�V�F �	�Q�P�V�S �M�F�R�V�F�M �P�O �T�Q�Ï�D�J���F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�I�J�N�J�R�V�F� �F�U �O�P�O �Q�B�TN �
�
 �P�O

�Q�F�V�U �E�Ï���O�J�S �E�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O �M�F �H�S�B�O�E �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
 �H�S�É�D�F �Ë �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�S�U�J�U�J�P�O �H�S�B�O�E���D�B�O�P�O�J�R�V�F� �
 �E�Ï��
�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�F �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï �E�B�O�T �D�F�U �F�O�T�F�N�C�M�F ��
 = � kB T �M�O� �
 �M�F �M�J�F�O �B�W�F�D �M�B �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F
�Ï�U�B�O�U �E�P�O�O�Ï �Q�B�S
 = F � �N ��

�-�B �D�P�O�O�B�J�T�T�B�O�D�F �E�V �M�J�F�O �F�O�U�S�F �M�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T �F�U �M�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�T �	�P�V �Q�M�V�U�Ù�U �M�F�T �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï�T
�E�F �U�S�P�V�W�F�S �M�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �Ë �E�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�T �E�P�O�O�Ï�F�T�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �E�F �Q�B�S�U�J�U�J�P�O�
 �E�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �F�T�U
�J�O�U�Ï�S�F�T�T�B�O�U�F�
 �N�B�J�T �O���F�T�U �Ë �D�F �T�U�B�E�F �U�P�V�K�P�V�S�T �Q�B�T �E���V�O�F �H�S�B�O�E�F �B�J�E�F�
 �D�B�S �P�O �O�F �T�B�J�U �U�P�V�K�P�V�S�T �Q�B�T �P�á �F�M�M�F�T �T�P�O�U��
�$�F �R�V�F �O�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T �U�S�P�V�W�F�S �F�T�U �V�O �M�J�F�O �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�P�O�O�Ï�
 �F�U �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T�� �-�B
�T�Ï�Q�B�S�B�U�J�P�O �E�F �M���)�B�N�J�M�U�P�O�J�F�O �F�O�U�S�F �Ï�O�F�S�H�J�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�M�F �F�U �D�J�O�Ï�U�J�R�V�F �N�Ò�O�F �O�B�U�V�S�F�M�M�F�N�F�O�U �Ë �M�B �T�Ï�Q�B�S�B�U�J�P�O �E�F�T
�F���F�U�T �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T �F�O�U�S�F �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �J�E�Ï�B�M�F�
 �M�J�Ï�F �B�V �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U�
 �F�U �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �E���j �F�Y�D�Ò�T �x�� �1�P�V�S �T�J�N�Q�M�J���F�S
�M�B �R�V�B�O�U�J���D�B�U�J�P�O �E�F �D�F�U �F�Y�D�Ò�T�
 �O�P�V�T �T�V�Q�Q�P�T�F�S�P�O�T �E�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F �R�V���J�M �O���Z �B �Q�B�T �E�F �D�I�B�N�Q �E���Ï�O�F�S�H�J�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�M�F
�F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F �B�V�Y �T�Z�T�U�Ò�N�F�T �D�P�O�T�J�E�Ï�S�Ï�T �F�U �R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�O�U�S�F �M�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �F�T�U �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �Q�B�J�S�F �E�V �U�Z�Q�F
VN = 1

2

P
i;j � (j�Si � �Sj j)�
 �P�á� (r ) �F�T�U �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �-�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �E�P�O�D �T�V�Q�Q�P�T�Ï �J�T�P�U�S�P�Q�F��

�)�R�Q�F�W�L�R�Q�V���G�H���F�R�U�U�p�O�D�W�L�R�Q

�*�M �T���B�H�J�U �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �E�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�F�S �M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E�V ���V�J�E�F�� �0�O �E�P�J�U �Q�P�V�S �D�F�M�B �E�Ï���O�J�S �M�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B��
�U�J�P�O�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�F�T �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï�T �E�F �U�S�P�V�W�F�S �M�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�T �E�F�T �B�V�U�S�F�T�
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T
�E�P�O�O�F�S�B �E�F�T �J�O�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T �T�V�S �M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F�� �0�O �D�P�N�N�F�O�D�F �Q�B�S �E�Ï���O�J�S �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �Ën �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T
�	�J�D�J �E�B�O�T �M���F�O�T�F�N�C�M�F �D�B�O�P�O�J�R�V�F�
 ��

� (n)
N (f �S�Og) =

N !
(N � n)!

1
ZN

Z
�F�Y�Q(� � VN )d�S(N � n) ; �	���������


�R�V�J �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï �E�F �U�S�P�V�W�F�Sn �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �E�B�O�T �M�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�Tf �S�Og �Ëd�Sn �Q�S�Ò�T�
 �Q�B�S�N�J �M�F�TN �Q�B�S��
�U�J�D�V�M�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �E�B�O�T �M���F�O�T�F�N�C�M�F �D�B�O�P�O�J�R�V�F�� �-�B �D�P�O�O�B�J�T�T�B�O�D�F �E�F� (2)

N (�S1; �S2) �F�T�U �T�P�V�W�F�O�U �C�J�F�O �T�V���T�B�O�U�F
�Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T �E���V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F�� �%�B�O�T �M�F �D�B�T �E���V�O �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U�
 �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F
� (1)

N = V / N = � �F�U� (2)
N = � 2(1 � 1/ N )�� �0�O �E�Ï���O�J�U �F�O�T�V�J�U�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�Fg(2)

N �E�F �M�B
�N�B�O�J�Ò�S�F �T�V�J�W�B�O�U�F ��

� (2)
N (�S1; �S2) = � (1)

N (�S1)� (1)
N (�S2)g(2)

N (�S1; �S2) : �	���������


�$�F�U�U�F �G�P�O�D�U�J�P�O �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �E�P�O�D �M�B �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï �Q�V�S�F �	�O�P�O �Q�P�O�E�Ï�S�Ï�F �Q�B�S �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï�
�
 �E�F �U�S�P�V�W�F�S �Ë �M�B �G�P�J�T �V�O�F
�Q�B�S�U�J�D�V�M�F �F�O�S1 �F�U �F�O�S2�� �$�P�N�N�F �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �T�V�Q�Q�P�T�Ï �J�T�P�U�S�P�Q�F�
 �D�F�U�U�F �G�P�O�D�U�J�P�O �O�F �E�Ï�Q�F�O�E �R�V�F �E�Fr =
j�S1 � �S2j�
 �F�U �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �M�B �O�P�U�F�SgN (r )�� �-�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�B�O�T �M���F�O�T�F�N�C�M�F �H�S�B�O�E���D�B�O�P�O�J�R�V�F �E�F �D�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T
�Q�F�S�N�F�U �E�F �T�F �E�Ï�C�B�S�S�B�T�T�F�S �E�F �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �F�ON �
 �N�B�J�T �M�F �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F �F�T�U �Q�M�V�T �M�P�V�S�E �	�J�M �G�B�V�U �O�P�U�B�N�N�F�O�U
�T�P�N�N�F�S �T�V�SN �
�� �/�P�V�T �T�V�Q�Q�P�T�F�S�P�O�T �O�Ï�B�O�N�P�J�O�T �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �R�V�F �O�P�V�T �O�P�V�T �Q�M�B�Î�P�O�T �E�B�O�T �D�F�U
�F�O�T�F�N�C�M�F�
 �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �P�V�C�M�J�F�S �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �F�ON �� �"�J�O�T�J�
 �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�Og(r )
�N�F�T�V�S�F �M�B �E�Ï�W�J�B�U�J�P�O �B�V �D�B�S�B�D�U�Ò�S�F �B�M�Ï�B�U�P�J�S�F �E�F �M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �� �T�Jg(r ) = 1 �
 �B�M�P�S�T �P�O �F�T�U �D�F�S�U�B�J�O �E�F �U�S�P�V�W�F�S �V�O�F
�N�P�M�Ï�D�V�M�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fr �E���V�O�F �B�V�U�S�F�
 �M�B �S�Ï�Q�B�S�U�J�U�J�P�O �F�T�U �B�M�P�S�T �B�M�Ï�B�U�P�J�S�F�� �4�J �F�M�M�F �F�T�U �O�V�M�M�F�
 �B�V �D�P�O�U�S�B�J�S�F�
 �P�O �F�T�U
�D�F�S�U�B�J�O �E�F �O�F �Q�B�T �U�S�P�V�W�F�S �E�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �Ë �D�F�U �F�O�E�S�P�J�U�� �/�P�U�B�N�N�F�O�U�
 �M�P�S�T�R�V�Fr �F�T�U �U�S�Ò�T �H�S�B�O�E �E�F�W�B�O�U �M�B �U�B�J�M�M�F�
�E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�
 �P�O �T���B�U�U�F�O�E �Ë �D�F �R�V�F �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�V ���V�J�E�F �T�P�J�U �Q�S�P�D�I�F �E�F �D�F�M�V�J �E���V�O �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U�
 �E�P�O�D
�R�V�Fg(r ) = 1 �	� (2) = � 2 �E�B�O�T �M���F�O�T�F�N�C�M�F �H�S�B�O�E���D�B�O�P�O�J�R�V�F�
�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �Ë �D�B�V�T�F �E�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë
�D�P�V�S�U�F �Q�P�S�U�Ï�F �E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�
g(0) = 0 ��

�&�O �S�F�W�F�O�B�O�U �U�F�N�Q�P�S�B�J�S�F�N�F�O�U �Ë �M���F�O�T�F�N�C�M�F �D�B�O�P�O�J�R�V�F�
 �P�O �Q�F�V�U �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �J�O�U�F�S�O�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�M�F
�E���V�O ���V�J�E�F�I�P�N�P�H�Ò�O�F��Uex = 2 �N�

R1
0 � (r )g(r )r 2dr = � a�N �P�áa �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �B�V �D�P�F���D�J�F�O�U �E�F �7�B�O

�E�F�S �8�B�B�M�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �S�F�O�D�P�O�U�S�Ï �E�B�O�T �M�B �T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�F�
 �F�O �B�Z�B�O�U �S�F�N�Q�M�B�D�Ï' (r ) �	�M�B �Q�B�S�U�J�F
�B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�
 �Q�B�S� (r )g(r )�� �$�F�M�B �N�Ò�O�F �B�J�O�T�J �Ë �M�B �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �E�F �7�B�O �E�F�S
�8�B�B�M�T �Q�P�V�S �E�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T �	�D�F �R�V�J �T�J�N�Q�M�J���F� (r )�
�
 �F�U �E�F �G�B�J�C�M�F�T �E�F�O�T�J�U�Ï�T �	�D�F �R�V�J �T�J�N�Q�M�J���F
g(r )�
 �<�����>��



������ �.�P�E�Ò�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F ����

�7�K�p�R�U�L�H���G�H���O�D���I�R�Q�F�W�L�R�Q�Q�H�O�O�H���G�H���O�D���G�H�Q�V�L�W�p

�2�V�F �T�F �Q�B�T�T�F���U���J�M �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �Q�P�V�S �E�F�T ���V�J�E�F�T �R�V�J �Q�S�Ï�T�F�O�U�F�O�U �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T � �*�M �F�T�U �B�C�T�P�M�V�N�F�O�U �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F
�Q�P�V�S �D�F�U�U�F �Ï�U�V�E�F �E�F �Q�S�F�O�E�S�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�F�T �J�O�I�P�N�P�H�Ï�O�Ï�J�U�Ï�T �R�V�J �Q�F�V�W�F�O�U �F�Y�J�T�U�F�S �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �E�P�O�D �E���Ï�U�V�E�J�F�S
�E�F �Q�M�V�T �Q�S�Ò�T �M�F�T �F���F�U�T �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï�� �-���J�E�Ï�F �E�F�S�S�J�Ò�S�F �M�B �U�S�Ò�T �S�J�D�I�F �U�I�Ï�P�S�J�F �E�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï �	�%�F�O�T�J�U�Z
�'�V�O�D�U�J�P�O ���F�P�S�Z�
 �%�'�5�
 �F�T�U �E���J�O�U�S�P�E�V�J�S�F �E�F�T �H�S�B�O�E�F�V�S�T�
 �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F�T �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï� (�S)�
 �R�V�J �T�P�O�U �N�J�O�J�N�B�M�F�T
�Q�P�V�S �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�� �-�F�T �H�S�B�O�E�F�V�S�T �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T�
 �E�Ï���O�J�F�T �Q�B�S �E�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �T�V�S �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï
�T�P�O�U �E�P�O�D �Q�S�J�T�F�T �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F�N�F�O�U �Q�P�V�S �O���J�N�Q�P�S�U�F �R�V�F�M�M�F �G�P�O�D�U�J�P�O� (�S) ��
[ � ] �F�UF [� ]�
 �F�U �J�M �T�F �U�S�P�V�W�F �R�V�F �D�F�T
�J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �M�F�T �C�P�O�O�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �<�����>�� �/�P�U�B�N�N�F�O�U�
 �P�O �Q�F�V�U �E�Ï���O�J�S �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F�N�F�O�U �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F
�E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�P�V�S �M�F �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U �E���B�Q�S�Ò�T �	���������
 ��

F id [� ] = kB T
Z

�
�
�M�O(� � 3) � 1

�
d�S; �	���������


�N�B�J�T �D�F �O���F�T�U �Q�B�T �M�F �D�B�T �E�F �G�B�Î�P�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F �Q�P�V�S �M�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T�� �1�V�J�T�R�V�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�F�V�U �T�F �T�Ï�Q�B�S�F�S �F�O �V�O�F
�Q�B�S�U�J�F �J�E�Ï�B�M�F �F�U �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �E���F�Y�D�Ò�T�
 �M�B �E�J���D�V�M�U�Ï �U�J�F�O�U �E�P�O�D �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �E�B�O�T �M�F �G�B�J�U �E�F �U�S�P�V�W�F�S �V�O�F �G�P�S�N�F
�D�P�O�W�F�O�B�C�M�F �Q�P�V�S �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���F�Y�D�Ò�TF ex[� ]�� �&�U �D�F�U�U�F �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �E�Ï�Q�F�O�E �G�P�S�U�F�N�F�O�U
�E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� �F�O�U�S�F �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �M�P�S�T�R�V�F �D�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �Q�B�J�S�F� (�S1; �S2)�
 �J�M �Z
�B �V�O �N�P�Z�F�O �T�J�N�Q�M�F �E�F �M�F �D�P�O�O�B�Ô�U�S�F�� �&�O �F���F�U�
 �P�O �Q�F�V�U �N�P�O�U�S�F�S �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F �E�B�O�T �M���F�O�T�F�N�C�M�F �H�S�B�O�E��
�D�B�O�P�O�J�R�V�F �<���
�����> ��

� 

�� (�S1; �S2)

=
1
2

� (2) (�S1; �S2) =
1
2

� (�S1)� (�S2)g(�S1; �S2) : �	���������


�"�M�P�S�T�
 �P�O �Q�F�V�U �V�U�J�M�J�T�F�S �D�F�U�U�F �S�F�M�B�U�J�P�O �Q�P�V�S �D�P�O�T�U�S�V�J�S�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���F�Y�D�Ò�T �F�O �B�K�P�V�U�B�O�U �Q�S�P�H�S�F�T�T�J�W�F�N�F�O�U �V�O
�Q�P�U�F�O�U�J�F�M�� (r ) �B�W�F�D� 2 [0; 1] �V�O �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F �E�F �D�P�V�Q�M�B�H�F�� �0�O �B �B�J�O�T�J �E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U ��

F [� ] = F id [� ] +
1
2

Z 1

0
d�

Z
d�S1

Z
d�S2� (�S1)� (�S2)g� (�S1; �S2)� (j�S2 � �S1j) : �	���������


�*�D�J�
g� �F�T�U �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �Q�P�V�S �M�F �N�Ð�N�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �R�V�F �M�F �H�B�[ �J�E�Ï�B�M�
 �N�B�J�T �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O
�F�T�U�� (r )�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �R�V�F �D�F �U�F�S�N�F �Q�S�F�O�E �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�F�T �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O�T �J�O�E�V�J�U�F�T �Q�B�S �M�F �C�S�B�O�D�I�F�N�F�O�U �E�V �Q�P��
�U�F�O�U�J�F�M��

���������� �0�R�G�q�O�H���V�L�P�S�O�L�þ�p���G�H���7�K�p�R�U�L�H���G�H���O�D���)�R�Q�F�W�L�R�Q�Q�H�O�O�H���G�H���O�D���'�H�Q�V�L�W�p�����'�)�7��

�+�V�T�R�V���J�D�J�
 �M�F�T �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�T �T�P�O�U �D�M�B�J�S�F�T �F�U �U�P�V�U �Ë �G�B�J�U �D�M�B�T�T�J�R�V�F�T �� �T�Ï�Q�B�S�B�U�J�P�O �E�F �M���)�B�N�J�M�U�P�O�J�F�O �F�O�U�S�F �V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F
�D�J�O�Ï�U�J�R�V�F �F�U �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F�
 �Q�B�T �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�
 �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �Q�B�J�S�F �J�T�P�U�S�P�Q�F�
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T �S�B�N�Ò�O�F
�Ë �V�O�F �G�P�S�N�V�M�B�U�J�P�O �B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F �E�V �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�� �$���F�T�U �Ë �D�F �Q�P�J�O�U �E�F �M���Ï�M�B�C�P�S�B�U�J�P�O �E�V �N�P�E�Ò�M�F �R�V�F �O�P�V�T �T�P�N�N�F�T
�B�N�F�O�Ï�T �Ë �G�B�J�S�F �E���B�V�U�S�F�T �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�T�
 �Q�V�J�T�R�V�Fg� �S�F�T�U�F �J�O�D�P�O�O�V�F��

�7�U�D�L�W�H�P�H�Q�W���H�Q���S�H�U�W�X�U�E�D�W�L�R�Q�V���H�W���$�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q���O�R�F�D�O�H���G�H���O�D���G�H�Q�V�L�W�p

�1�P�V�S �V�O�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �Q�S�B�U�J�R�V�F �E�F �M�B �%�'�5�
 �J�M �F�T�U �U�S�Ò�T �D�P�V�S�B�O�U �E�F �Q�S�F�O�E�S�F �D�P�N�N�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�F �V�O
�T�Z�T�U�Ò�N�F �Q�V�S�F�N�F�O�U �S�Ï�Q�V�M�T�J�G�
 �U�F�M �R�V���V�O ���V�J�E�F �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T�� �6�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T �O���F�T�U �F�O �U�I�Ï�P�S�J�F
�Q�B�T �U�P�U�B�M�F�N�F�O�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U �Ë �V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �Q�V�S�F�N�F�O�U �S�Ï�Q�V�M�T�J�G�
 �J�M �O���F�T�U �F�O �F���F�U �Q�B�T �Ï�W�J�E�F�O�U �E�F �T�B�W�P�J�S �D�P�N�N�F�O�U
�T�Ï�Q�B�S�F�S �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�O�U�S�F �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �F�U �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�
 �W�P�J�S �<�����>�� �"�M�P�S�T�
 �P�O �Q�F�V�U �U�S�B�J�U�F�S�Q�B�S
�Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O�T�M���J�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O �E���V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�U�U�S�B�D�U�J�G �F�O�U�S�F �M�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T�
 �U�F�M �R�V���Ï�M�B�C�P�S�Ï �E�B�O�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
��

�%�F �Q�M�V�T�
 �P�O �T�B�J�U �R�V�F �M�F�T �G�P�S�D�F�T �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T �T�P�O�U �E�F �U�S�Ò�T �D�P�V�S�U�F �Q�P�S�U�Ï�F�� �-�F�V�S �F���F�U �F�T�U �E�P�O�D �U�S�Ò�T �M�P�D�B�M�J�T�Ï
�B�V�U�P�V�S �E�F �D�I�B�R�V�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�� �&�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �M�P�D�B�M�F �	�-�P�D�B�M �%�F�O�T�J�U�Z �"�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O�
�

�M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �F�T�U�J�N�Ï�F �Ë �Q�B�S�U�J�S �E���V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �I�P�N�P�H�Ò�O�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� �F�U �E�F �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F
T �
 �E�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �Q�V�S�F�N�F�O�U �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T�� �-�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���V�O �U�F�M �T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �O�P�U�Ï�Ff r (� ) �	�B�W�F�D �V�O�F
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�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �J�N�Q�M�J�D�J�U�F �F�OT �
�� �-�F�T �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �E�F �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F�
 �E�F �U�Z�Q�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T�
 �Q�F�V�W�F�O�U �B�M�P�S�T
�Ð�U�S�F �U�S�B�J�U�Ï�F�T �F�O �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O �E�F �D�F�U �Ï�U�B�U �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�F�� �%�B�O�T �D�F �D�B�E�S�F�
 �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �F�T�U
�E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M���Ï�U�B�U �S�Ï�Q�V�M�T�J�G �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�Fgr (�S1; �S2; � ) �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� �	�F�U �Ë �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�FT �
�� �0�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T
�Ï�D�S�J�S�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�O �O�P�U�B�O�U� att �M�B �Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M ��

F [� ] =
Z

f r
�
� (�S)

�
d�S+

1
2

Z
d�S1� (�S1)

Z
d�S2� (�S2)gr (�S1; �S2; � )� att (j�S2 � �S1j) : �	���������


�,�Q�W�H�U�I�D�F�H���L�Q�þ�Q�L�P�H�Q�W���þ�Q�H

�1�P�V�S �T�J�N�Q�M�J���F�S �F�O�D�P�S�F �M�F �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �T�Q�Ï�D�J���F�S �D�P�N�N�F�O�U �U�S�B�J�U�F�S �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï�� �4�P�J�U �O�P�V�T �G�B�J�T�P�O�T �V�O
�E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �F�O �H�S�B�E�J�F�O�U �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï�
 �F�U �O�P�V�T �S�F�U�S�P�V�W�P�O�T �M�F�T �N�P�E�Ò�M�F�T �E�F �U�Z�Q�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T�
 �T�P�J�U �O�P�V�T
�G�B�J�T�P�O�T �V�O�F �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �E�S�B�T�U�J�R�V�F �� �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �J�O���O�J�N�F�O�U ���O�F �<�����>�� �&�O �F���F�U�
 �E�F�S�S�J�Ò�S�F �D�F�U�U�F �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �U�J�F�O�U
�M���J�E�Ï�F �R�V�F �M�F �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�P�J�U �Ð�U�S�F �F�O �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U �E�F �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F�� �%�F �Q�M�V�T�

�M�F�T �J�O�H�S�Ï�E�J�F�O�U�T �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F�T �Ë �M���F�Y�J�T�U�F�O�D�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�O�U �U�P�V�K�P�V�S�T �Q�S�Ï�T�F�O�U�T ��gr �Q�P�T�T�Ò�E�F �C�J�F�O
�V�O�F �U�B�J�M�M�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F�
 �F�U �M�F�T �F���F�U�T �U�I�F�S�N�J�R�V�F�T �T�P�O�U �Q�S�J�T �F�O �D�P�N�Q�U�F �J�N�Q�M�J�D�J�U�F�N�F�O�U �Q�V�J�T�R�V�Ff r �
gr �F�U �M�B
�E�F�O�T�J�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F �E�Ï�Q�F�O�E�F�O�U �E�F �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F�� �$�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�T�U �B�Q�Q�F�M�Ï�F�T�I�B�S�Q �L�J�O�L �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O
�P�V �j �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �J�O���O�J�N�F�O�U ���O�F �x�� �$�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �T�F �U�S�P�V�W�F �Ð�U�S�F �U�S�Ò�T �V�U�J�M�F �D�B�S �F�M�M�F
�T�J�N�Q�M�J���F �D�P�O�T�J�E�Ï�S�B�C�M�F�N�F�O�U �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T�� �&�M�M�F �T�F�N�C�M�F �U�P�V�U�F�G�P�J�T �j �P�V�C�M�J�F�S �x �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �P�C�U�F�O�V�T �Q�B�S �7�B�O �E�F�S
�8�B�B�M�T �T�V�S �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �E�J���V�T�F�
 �F�U �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �S�Ï�T�V�M�U�F �E�F �M�B �Q�F�O�U�F �E�V �Q�S�P���M�� �&�O
�G�B�J�U�
 �D�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �Q�F�S�N�F�U �E�F �T�F �S�B�Q�Q�S�P�D�I�F�S �E�V �N�P�E�Ò�M�F �E�F �-�B�Q�M�B�D�F�
 �U�P�V�U �F�O �D�P�O�T�F�S�W�B�O�U �V�O�F �M�P�O�H�V�F�V�S
�N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F�
 �Q�P�S�U�Ï�F �Q�B�S �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�Ogr �
 �J�O�E�J�T�Q�F�O�T�B�C�M�F �Ë �M�B �N�J�O�J�N�J�T�B�U�J�P�O
�E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�� �-�F�T �J�O�H�S�Ï�E�J�F�O�U�T �Q�P�V�S �V�O �N�P�E�Ò�M�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�O�U �E�P�O�D �U�P�V�K�P�V�S�T �Q�S�Ï�T�F�O�U�T�
 �F�U �M�F �D�B�M�D�V�M
�E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �O�P�O �M�P�D�B�M�F �F�T�U �C�J�F�O �Q�S�J�T�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �Q�B�Sgr �� �%�F �Q�M�V�T�
 �J�M �B �Ï�U�Ï �Q�S�P�V�W�Ï �R�V�F �D�F �N�P�E�Ò�M�F �E�Ï�D�S�J�U
�S�B�J�T�P�O�O�B�C�M�F�N�F�O�U �C�J�F�O �D�F�S�U�B�J�O�F�T �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O�T �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �N�Ð�N�F �M�P�S�T�R�V�F �M�F�T �F���F�U�T �E�F �M�P�O�H�V�F
�Q�P�S�U�Ï�F �T�P�O�U �E�Ï�D�V�Q�M�Ï�T �B�V �Q�P�J�O�U �D�S�J�U�J�R�V�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �<�����
�����>�
 �F�O �D�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O �B�W�F�D �M���F�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F �P�V �B�W�F�D �E�F�T
�N�P�E�Ò�M�F�T �E�F �%�'�5 �O�P�O �M�P�D�B�M�F�T��

�0�O �E�Ï���O�J�U �B�M�P�S�T �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�B�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���J�T�P�E�F�O�T�J�U�Ï� � = 1/2 �� �-�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �	���������

�Q�F�V�W�F�O�U �B�M�P�S�T �Ð�U�S�F �T�J�N�Q�M�J���Ï�F�T �D�B�S �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�B�O�T �D�I�B�D�V�O�F �E�F�T �Q�I�B�T�F�T �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U�F�� �-���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E�F��
�W�J�F�O�U �B�M�P�S�T �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F �E�F �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �E�V �E�P�N�B�J�O�FL �E�V �M�J�R�V�J�E�F�� �-�B �W�B�Q�F�V�S �O�F �D�P�O�U�J�F�O�U
�Q�B�T �E���Ï�O�F�S�H�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�
 �P�O �Q�F�V�U �E�P�O�D �D�P�O�T�J�E�Ï�S�F�S �R�V�F �T�B �E�F�O�T�J�U�Ï �F�T�U �O�V�M�M�F�
 �Ë �U�P�V�U �M�F �N�P�J�O�T �O�Ï�H�M�J�H�F�B�C�M�F�� �*�M
�S�F�T�U�F ���O�B�M�F�N�F�O�U ��

F (� L ) = f r (� L )
Z

L
d�S+

1
2

� 2
L

Z

L
d�S1

Z

L
d�S2gr (j�S2 � �S1j)� att (j�S2 � �S1j) ; �	���������


�P�áL �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�F �E�P�N�B�J�O�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F�� �0�O �O�P�U�F�S�B �B�M�P�S�T �E�P�S�Ï�O�B�W�B�O�U' (r ) = � att (r )gr (r )�� �%�F �Q�M�V�T�
 �T�J �P�O
�U�J�F�O�U �D�P�N�Q�U�F �E�F �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O �T�P�M�J�E�F�
 �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F �E�V �E�P�N�B�J�O�F
L �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �E�V �E�P�N�B�J�O�FS �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �F�U �F�M�M�F �T���Ï�D�S�J�U ��

F (� L ; � S) = f r (� L )
Z

L
d�S+

1
2

� 2
L

Z

L
d�S1

Z

L
d�S2' LL (j�S2 � �S1j)

+ � L � S

Z

L
d�S1

Z

S
d�S2' LS (j�S2 � �S1j) ; �	���������


�P�á' LL �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �Q�P�O�E�Ï�S�Ï �Q�B�S �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�Fgr �
 �F�U
' LS �M�B �Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �Q�P�O�E�Ï�S�Ï �M�V�J �B�V�T�T�J �Q�B�S �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F�� �-�F �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U
�J�E�F�O�U�J�R�V�F �E�V �T�P�M�J�E�F �F�U �E�V �M�J�R�V�J�E�F �J�O�U�S�P�E�V�J�U �V�O �E�Ï�G�B�V�U �J�E�F�O�U�J���B�C�M�F �E�Ò�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U�� �&�O �F���F�U�
 �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F
�D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �O�F �U�J�F�O�U �B�M�P�S�T �Q�B�T �D�P�N�Q�U�F �E�F �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F�� �0�O �T���B�U�U�F�O�E �E�P�O�D �Ë �D�F �R�V�F�
 �Q�S�P�D�I�F�T �E�V �T�P�M�J�E�F�

�M�F�T �F���F�U�T �E�F �D�P�O���O�F�N�F�O�U �F�U �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Ï�W�P�R�V�Ï�T �Q�M�V�T �U�Ù�U �O�F �T�P�J�F�O�U �Q�B�T �Q�S�J�T �F�O �D�P�N�Q�U�F��
�/�P�V�T �S�F�W�J�F�O�E�S�P�O�T �T�V�S �D�F �Q�P�J�O�U �B�V�Y �D�I�B�Q�J�U�S�F�T�� �F�U�� �Q�P�V�S �Ï�U�V�E�J�F�S �M���J�O���V�F�O�D�F �E�F �D�F�U �F���F�U �T�V�S �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H
�F�U �T�V�S �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�� �$���F�T�U �O�Ï�B�O�N�P�J�O�T�
 �E�F �Q�B�S �T�B �T�J�N�Q�M�J�D�J�U�Ï�
 �M�B �G�P�S�N�V�M�F �R�V�F �O�P�V�T �V�U�J�M�J�T�F�S�P�O�T �E�B�O�T �M�F�T
�Q�S�P�D�I�B�J�O�T �D�I�B�Q�J�U�S�F�T��



������ �.�P�E�Ò�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F ����

���������� �9�D�O�L�G�D�W�L�R�Q���G�H�V���K�\�S�R�W�K�q�V�H�V���H�Q���G�\�Q�D�P�L�T�X�H���P�R�O�p�F�X�O�D�L�U�H

�"�W�B�O�U �E���V�U�J�M�J�T�F�S �Q�M�F�J�O�F�N�F�O�U �D�F �N�P�E�Ò�M�F�
 �J�M �F�T�U �J�O�T�U�S�V�D�U�J�G �E�F �E�J�T�D�V�U�F�S �M�F�T �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �S�Ï�B��
�M�J�T�Ï�F�T �Q�P�V�S �P�C�U�F�O�J�S �M�B �G�P�S�N�V�M�B�U�J�P�O �	���������
 �Ë �M�B �M�V�N�J�Ò�S�F �E�F �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F��

�8�Q�H���V�W�U�X�F�W�X�U�H���G�p�W�H�U�P�L�Q�p�H���S�D�U���O�D���U�p�S�X�O�V�L�R�Q

�-�F �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U �Q�B�S �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O�T �O�P�V�T �B �B�N�F�O�Ï �Ë �D�P�O�T�J�E�Ï�S�F�S �R�V�F �D�F �T�P�O�U �M�F�T �G�P�S�D�F�T �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T �R�V�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�O�U
�M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F�� �1�P�V�S �W�Ï�S�J���F�S �D�F�U�U�F �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �B�M�P�S�T �O�P�V�T �Q�F�O�D�I�F�S �T�V�S �M�B �N�F�T�V�S�F �E�F
�D�F�U�U�F �T�U�S�V�D�U�V�S�F�
 �F�U �E�P�O�D �Ï�U�V�E�J�F�S �D�F �R�V���P�O �B�Q�Q�F�M�M�F �M�F �G�B�D�U�F�V�S �E�F �T�U�S�V�D�U�V�S�FS(�L)�� �$�F �G�B�D�U�F�V�S �F�T�U �E�Ï���O�J �E�F �M�B
�G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F�� �5�P�V�U �E���B�C�P�S�E�
 �D�P�N�N�F�O�U �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�F�S �M�F �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�B�O�T �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �M�P�D�B�M�F�� (�S) �M�P�S�T�R�V�F �M���P�O
�C�S�B�O�D�I�F �V�O�F �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O�� (�S) �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�V�S �V�O ���V�J�E�F �I�P�N�P�H�Ò�O�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� 0 � �0�O �Q�F�V�U �E�Ï���O�J�S �V�O�F
�G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �S�Ï�Q�P�O�T�F �M�J�O�Ï�B�J�S�F� �E�F �M�B �N�B�O�J�Ò�S�F �T�V�J�W�B�O�U�F ��

�� (�S) =
Z

� (�S; �S0)�� (�S0)d�S0 : �	���������


�0�O �Q�F�V�U �B�V�T�T�J �M�B �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �E�B�O�T �M���F�T�Q�B�D�F �E�F �'�P�V�S�J�F�S�
 �F�U �P�O �B �B�M�P�S�T�� (�L) = �̂ (�L)�� (�L)�� �-�F �G�B�D�U�F�V�S �E�F
�T�U�S�V�D�U�V�S�F �F�T�U �B�M�P�S�T �E�Ï���O�J �Q�B�S �<�����> ��

S(�L) = �
kB T
� 0

�̂ (�L) : �	���������


�$�F �G�B�D�U�F�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M���J�O���V�F�O�D�F �E���V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �G�B�J�C�M�F �T�V�S �M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �B�W�F�D �M�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F �E�F
�M���Ï�D�I�F�M�M�F �E���J�O���V�F�O�D�Fk�� �-�P�S�T�R�V�Fk = 0 �
 �Ë �H�S�B�O�E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E���P�O�E�F�
 �M�B �S�Ï�Q�P�O�T�F �E�V ���V�J�E�F �F�T�U �E�V�F �B�V�Y �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T
�N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T�
 �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O�
 �E�P�O�D �Ë �M�B �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�C�J�M�J�U�Ï �E�V ���V�J�E�F�
 �R�V�J �F�T�U �O�V�M�M�F ��S(k = 0) = 0 ��
�0�O �Q�F�V�U �E���B�V�U�S�F �Q�B�S�U �N�P�O�U�S�F�S �R�V�F �D�F �G�B�D�U�F�V�S �F�T�U �M�J�Ï �B�V�Y �G�P�O�D�U�J�P�O�T �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F�
 �M�B �S�Ï�H�J�P�O �E���J�O�U�Ï�S�Ð�U �E�F
�D�F�U�U�F �G�P�O�D�U�J�P�O �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �E�P�O�D �B�V�Y �M�P�O�H�V�F�V�S�T �E���P�O�E�F �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �F�O�U�S�F �M�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T�� �&�O���O�
 �Ë
�U�S�Ò�T �Q�F�U�J�U�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E���P�O�E�F�
 �J�O�G�Ï�S�J�F�V�S�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �F�O�U�S�F �M�F�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T�
 �M�B �S�Ï�Q�P�O�T�F �F�O �E�F�O�T�J�U�Ï �Ë �E�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T
�E�F �D�P�V�S�U�F �Q�P�S�U�Ï�F �O���B �B�V �D�P�O�U�S�B�J�S�F �B�V�D�V�O�F �J�O���V�F�O�D�F�
 �F�U �P�O �BS(k = 1 ) = 1 ��

�'�6�4�B�?�2�������� �'�B�D�U�F�V�S �E�F �T�U�S�V�D�U�V�S�F �T�V�S �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F �W�F�D�U�F�V�S �E���P�O�E�Fk�� �'�J�H�V�S�F �O�V�N�Ï�S�J�T�Ï�F �E�F�Q�V�J�T �<�����>�� �0�O
�D�P�N�Q�B�S�F �E�F�V�Y �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �� �F�O �U�S�B�J�U �Q�M�F�J�O �Q�P�V�S �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �-�F�O�O�B�S�E���+�P�O�F�T
�Q�S�P�D�I�F �E�V �Q�P�J�O�U �U�S�J�Q�M�F�
 �M�F�T �Q�P�J�O�U�T �Q�P�V�S �V�O ���V�J�E�F �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T�� �%�P�O�O�Ï�F�T �E���B�Q�S�Ò�T �<�����>��

�$�F �G�B�D�U�F�V�S �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �Q�B�S �E�F�T �N�F�T�V�S�F�T �E�F �E�J���V�T�J�P�O �E�F�T �S�B�Z�P�O�T �9�� �&�O �F���F�U�
 �J�M �T�F �U�S�P�V�W�F �R�V�FS(k)
�F�T�U �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M �Ë �M���J�O�U�F�O�T�J�U�Ï �E���V�O �G�B�J�T�D�F�B�V �E�J���V�T�Ï�F �E�B�O�T �V�O�F �E�J�S�F�D�U�J�P�O �Q�B�S �V�O �Ï�D�I�B�O�U�J�M�M�P�O �E�F ���V�J�E�F�� �*�M �F�T�U



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�B�J�O�T�J �E�F�Q�V�J�T �M�P�O�H�U�F�N�Q�T �D�P�O�O�V �	�W�F�S�T �M�B ���O �E�F�T �B�O�O�Ï�F�T ���������
 �R�V�F �M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E���V�O ���V�J�E�F �T�J�N�Q�M�F �	�Q�P�V�S �E�F�T
�F�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F�T �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �T�V�S �E�V �T�P�E�J�V�N �M�J�R�V�J�E�F �<�����>�
 �P�V �E�F �M���B�S�H�P�O �M�J�R�V�J�E�F �<�����>�
�
 �F�T�U �J�E�F�O�U�J�R�V�F �Ë �D�F �R�V�F �E�P�O��
�O�F�S�B�J�U �V�O �M�J�R�V�J�E�F �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T�
 �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �Q�B�S �E�F�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �-�B�'�J�H�V�S�F ��������
�D�P�N�Q�B�S�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �E�F�V�Y �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �S�F�Q�S�J�T�F�T �E�B�O�T �<�����>�
 �M���V�O�F �Q�P�V�S �V�O ���V�J�E�F
�E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T �	�T�B�O�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�U�U�S�B�D�U�J�G�
�
 �M���B�V�U�S�F �Q�P�V�S �V�O ���V�J�E�F �E�F �-�F�O�O�B�S�E���+�P�O�F�T�� �-�B �E�J���Ï�S�F�O�D�F �F�O�U�S�F �M�F�T
�E�F�V�Y �T�U�S�V�D�U�V�S�F�T �F�T�U �J�O���N�F�
 �F�U �D�P�O���S�N�F �E�P�O�D �R�V�F �M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E���V�O ���V�J�E�F �F�T�U �N�B�K�P�S�J�U�B�J�S�F�N�F�O�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F
�Q�B�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T�
 �F�U �E�P�O�D �R�V�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�Fg(r ) �F�T�U �M�B �N�Ð�N�F �R�V�F �D�F�M�M�F
�E���V�O ���V�J�E�F �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �S�Ï�Q�V�M�T�J�G ��gr (r )��

�8�Q�H���U�p�S�X�O�V�L�R�Q �L�V�R�W�U�R�S�H

�'�6�4�B�?�2�������� �"�O�J�T�P�U�S�P�Q�J�F �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�TA �E�Ï���O�J�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �Q�P�V�S �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S
�J�O�G�Ï�S�J�F�V�S�F �ËR� �� �-�F �D�B�M�D�V�M �B �Ï�U�Ï �F���F�D�U�V�Ï �T�V�S �V�O�F �D�P�V�D�I�F �E�F �I�B�V�U�F�V�S� /3 �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �E���V�O�F
�T�J�N�V�M�B�U�J�P�O �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �-�B �M�J�H�O�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �S�P�V�H�F�T �J�O�E�J�R�V�F �M�F �N�J�O�J�N�V�N �E�V
�Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �-�F�O�O�B�S�E���+�P�O�F�T �ËR� = 2 1/6 � �F�U �N�B�S�R�V�F �E�P�O�D �M�B �T�Ï�Q�B�S�B�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M�F �S�Ï�H�J�N�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�G �F�U �M�F
�S�Ï�H�J�N�F �B�U�U�S�B�D�U�J�G�� �-���B�O�J�T�P�U�S�P�Q�J�F �Q�S�P�W�J�F�O�U �E�P�O�D �Q�S�J�O�D�J�Q�B�M�F�N�F�O�U �E�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O��

�-���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï �M�P�D�B�M�F �O�P�V�T �B �B�N�F�O�Ï �Ë �D�P�O�T�J�E�Ï�S�F�S �E�F�T �G�P�S�D�F�T �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T �E�F �D�P�V�S�U�F �Q�P�S�U�Ï�F�
 �J�T�P��
�U�S�P�Q�F�T�
 �F�U �E�F�T �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �E�F �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F�
 �R�V�J �Q�F�V�W�F�O�U �E�F�W�F�O�J�S �G�P�S�U�F�N�F�O�U �B�O�J�T�P�U�S�P�Q�F�T �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F
�E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�� �4�J �D���F�T�U �M�F �D�B�T�
 �M�F�T �F���F�U�T �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �E�P�O�U �M���P�S�J�H�J�O�F �F�T�U �E�V�F �Ë �M�B �G�P�S�U�F �E�J�T�T�Z�N�Ï�U�S�J�F �E�F
�M���F�O�W�J�S�P�O�O�F�N�F�O�U �E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �Q�S�P�W�J�F�O�O�F�O�U �Q�S�J�O�D�J�Q�B�M�F�N�F�O�U �E�F �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F
�B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�P�O�D �U�F�T�U�F�S �M�B �W�B�M�J�E�J�U�Ï �E�F �D�F�U�U�F �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �E�B�O�T �E�F�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z��
�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �D�F �R�V�J �O���B�W�B�J�U �F�O�D�P�S�F �K�B�N�B�J�T �Ï�U�Ï �S�Ï�B�M�J�T�Ï �Ë �O�P�U�S�F �D�P�O�O�B�J�T��
�T�B�O�D�F�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�B�O�T �D�F�U�U�F �P�Q�U�J�R�V�F�N�F�T�V�S�F�S�M���B�O�J�T�P�U�S�P�Q�J�F �E�V �U�F�O�T�F�V�S �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �/�P�V�T �E�Ï���O�J�T�T�P�O�T �B�J�O�T�J �V�O �U�F�O�T�F�V�S �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �D�V�N�V�M�Ï�F�T� �� (R� ) �R�V�J �J�O�D�M�V�U �T�F�V�M�F�N�F�O�U �M�F�T
�J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �R�V�J �T�F �Q�S�P�E�V�J�T�F�O�U �T�V�S �V�O�F �U�B�J�M�M�F �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�F �R�V�FR� ��

��� �� (R� ) =
X

i

mi v�
i v�

i �
X

j 6= i

X

jr ij j<R �

f �
ij r �

ij ; �	���������


�E�B�O�T �V�O �W�P�M�V�N�F �E�P�O�O�Ï�
 �P�ámi �F�Uvi �T�P�O�U �M�F�T �N�B�T�T�F�T �F�U �W�J�U�F�T�T�F�T �E���V�O�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�Fi �
 �F�Uf ij �F�Ur ij �T�P�O�U �M�F�T �W�F�D�U�F�V�S�T
�G�P�S�D�F �F�U �Q�P�T�J�U�J�P�O �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�Ti �F�Uj �� �-�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �U�P�U�B�M�F �F�T�U �S�Ï�D�V�Q�Ï�S�Ï�F �M�P�S�T�R�V�FR� = 1 �
 �Q�P�V�S �M�F�R�V�F�M
�U�P�V�U�F�T �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �T�P�O�U �Q�S�J�T�F�T �F�O �D�P�N�Q�U�F�� �"�W�F�D �D�F �U�F�O�T�F�V�S�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �R�V�B�O�U�J���F�S �M���B�O�J�T�P�U�S�P�Q�J�F �H�S�É�D�F
�Ë �M�B �E�J���Ï�S�F�O�D�F �F�O�U�S�F �M�F�T �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�TT �F�U �O�P�S�N�B�M�F�TN �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�F �M�B �G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F ��

A(R� ) =
��� T T (R� ) � ��� NN (R� )
��� T T (1 ) + ��� NN (1 )

: �	���������


�4�JA = 0 �
 �D�F�M�B �T�J�H�O�J���F �R�V�F �M�F�T �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F�T �O�P�S�N�B�M�F �F�U �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �T�P�O�U �Ï�H�B�M�F�T�
 �T�J �B�V �D�P�O�U�S�B�J�S�FA = 1 �

�D�F�M�B �Q�S�Ï�D�J�T�F �R�V�F �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Q�S�F�O�E �M�F �Q�B�T�
 �F�O���O �T�JA = � 1�
 �B�M�P�S�T �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �O�P�S�N�B�M�F



������ �'�P�S�N�B�M�J�T�N�F �E�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F����

�Q�S�F�O�E �M�F �Q�B�T�� �-�B�'�J�H�V�S�F ���������S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �D�F�U�U�F �G�P�O�D�U�J�P�OA(R� ) �D�B�M�D�V�M�Ï�F �E�B�O�T �V�O �Q�P�S�U�J�P�O �E�F �D�P�V�D�I�F �B�U�P�N�J�R�V�F �Ë
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �<���>�� �-�B �M�J�H�O�F �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M�F �S�Ï�H�J�N�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�G �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �-�F�O�O�B�S�E��
�+�P�O�F�T �	���������
 �V�U�J�M�J�T�Ï �Q�P�V�Sr < 21/6 � �
 �F�U �M�F �S�Ï�H�J�N�F �B�U�U�S�B�D�U�J�G�
 �Q�P�V�Sr > 21/6 � �� �%�B�O�T �M�F �S�Ï�H�J�N�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�G�
 �M�F�T
�D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �T�P�O�U �Q�S�J�O�D�J�Q�B�M�F�N�F�O�U �J�T�P�U�S�P�Q�F�T �D�B�SA �F�T�U �O�V�M�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �E�B�O�T �M�F �S�Ï�H�J�N�F �B�U�U�S�B�D�U�J�G�
 �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T
�T�P�O�U �Q�S�J�O�D�J�Q�B�M�F�N�F�O�U �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T�� �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �D�P�N�Q�U�F �Q�P�V�S �T�F�V�M�F�N�F�O�U ������ �E�F �M���B�O�J�T�P�U�S�P�Q�J�F�
 �F�U �D�F �E�B�O�T �M�F
�U�S�Ò�T �Q�S�P�D�I�F �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �N�P�M�Ï�D�V�M�F �	R� � � �
�� �$�F�M�B �Q�F�S�N�F�U �B�J�O�T�J �E�F �K�V�T�U�J���F�S �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï
�M�P�D�B�M�F �Q�P�V�S �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�
 �N�Ð�N�F �T�J �P�O �Q�F�V�U �T���B�U�U�F�O�E�S�F �Ë �E�F�T �E�J���Ï�S�F�O�D�F�T �F�O�U�S�F �M�F�T ���V�J�E�F�T �S�Ï�F�M�T �F�U �M�F�T ���V�J�E�F�T �E�F
�-�F�O�O�B�S�E���+�P�O�F�T��

�(�Q���U�p�V�X�P�p

�t �-�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �M�P�D�B�M�F �E���V�O ���V�J�E�F �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�U �O�P�O �Q�B�T �Q�B�S
�M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O��

�t �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �D�P�O�T�J�E�Ï�S�Ï�F �D�P�N�N�F �J�T�P�U�S�P�Q�F�
 �N�Ð�N�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F��
�W�B�Q�F�V�S�
 �F�U �E�Ï�Q�F�O�E �E�P�O�D �E�F �M�B �W�B�M�F�V�S �N�P�Z�F�O�O�F �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �	�F�U �E�P�O�D �J�N�Q�M�J�D�J�U�F��
�N�F�O�U �E�F �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F�
��

�t �4�J �P�O �D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �J�O���O�J�N�F�O�U ���O�F�
 �B�M�P�S�T �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �E���V�O �M�J��
�R�V�J�E�F �F�U �E�F �T�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �T�F �S�Ï�E�V�J�U �B�V �D�B�M�D�V�M �E���V�O�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �T�V�S �E�F�T �W�P�M�V�N�F�T
�H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T�
 �E�F �U�Z�Q�F ��

F (� L ; � S) = f r (� L )
Z

L
d�S+

1
2

� 2
L

Z

L
d�S1

Z

L
d�S2' LL (j�S2 � �S1j)

+ � L � S

Z

L
d�S1

Z

S
d�S2' LS (j�S2 � �S1j) :

�t �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�N�Q�M�J�R�V�Ï' (r ) �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �J�O�U�F�S��
�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T�
 �Q�P�O�E�Ï�S�Ï�F �Q�B�S �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F��

�t �-�B �U�B�J�M�M�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �D�B�D�I�Ï�F �E�B�O�T �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F �W�B�S�J�B�U�J�P�O �E�F �M�B
�G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F��

������ �)�R�U�P�D�O�L�V�P�H���G�H���F�D�O�F�X�O���G�H�V���I�R�U�F�H�V���F�D�S�L�O�O�D�L�U�H�V���j���O�·�p�F�K�H�O�O�H���P�L�F�U�R�V�F�R�S�L�T�X�H

�%�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�F�T �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�T �F�Y�Q�M�J�D�J�U�Ï�F�T �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �D�S�Ï�F�S �V�O �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F
�T�J�N�Q�M�J���Ï �R�V�J �W�B �O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U�U�S�F �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T�� �1�B�S �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �T�P�O�U �F�O�U�F�O�E�V�F�T �M�F�T
�G�P�S�D�F�T �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �Q�B�S �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �T�V�S �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �P�V �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T �Ë �M�B �Q�S�P�Y�J�N�J�U�Ï �E���J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�� �$�F �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F
�F�T�U �E�B�O�T �M�F �Q�S�P�M�P�O�H�F�N�F�O�U �E�F �D�F �R�V���P�O�U �Q�S�P�Q�P�T�Ï �.�F�S�D�I�B�O�U �F�U �,�F�M�M�F�S �E�B�O�T �V�O �B�S�U�J�D�M�F �R�V�J �Q�S�P�Q�P�T�F �V�O�F �E�Ï�N�P�O�T��
�U�S�B�U�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �M�P�D�B�M�F �E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�O �������� �<�����>�
 �E�P�O�U �M�F�T �B�S�H�V�N�F�O�U�T �P�O�U �Ï�U�Ï �Ï�U�F�O�E�V�T �Q�B�S
�4�O�P�F�J�K�F�S�F�U �B�M���F�O �������� �<�����>�
 �P�V �F�O�D�P�S�F �Q�P�V�S �Ï�U�V�E�J�F�S �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �Q�B�S �(�F�U�U�B �F�U �%�J�F�U�S�J�D�I �F�O �������� �<�����>
�P�V �8�F�J�K�T�F�U �B�M���F�O �������� �<���>�
 �P�V �F�O���O �Q�P�V�S �Ï�U�V�E�J�F�S �M�F�T �F���F�U�T �E�F �D�P�O���O�F�N�F�O�U �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F�T
�J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �T�P�M�J�E�F�T �Q�B�S �#�B�V�F�S �F�U �%�J�F�U�S�J�D�I �F�O �������� �<�����>�� �/�P�V�T �B�M�M�P�O�T �E�Ï���O�J�S �R�V�B�U�S�F �Q�S�F�T�T�J�P�O�T �E���J�N�Q�P�S�U�B�O�D�F �� �M�B
�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O� �
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FPL �
 �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr �F�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F�� �$�F�T
�Q�S�F�T�T�J�P�O�T �W�P�O�U �Ð�U�S�F �M�B�S�H�F�N�F�O�U �V�U�J�M�J�T�Ï�F�T �E�B�O�T �M�F�T �D�I�B�Q�J�U�S�F�T �T�V�J�W�B�O�U�T��



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

���������� �,�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q�V

�0�O �T�F �E�P�O�O�F �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T�
 �M�J�R�V�J�E�F �F�U �T�P�M�J�E�F�
 �M�J�N�J�U�Ï�F�T �E�B�O�T �M���F�T�Q�B�D�F �E�B�O�T �E�F�T �E�P�N�B�J�O�F�TL �F�US �S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U
�	�R�V�J �Q�F�V�W�F�O�U �Ð�U�S�F �J�O���O�J�T�
�� �0�O �O�P�U�F@L �F�U@S �M�F�T �M�J�N�J�U�F�T �E�F �D�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T�� �*�M �Q�F�V�U �Z �B�W�P�J�S �V�O�F �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S
�E�P�O�U �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �T�P�O�U �O�Ï�H�M�J�H�Ï�F�T�� �%�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�F �M�B �U�I�Ï�P�S�J�F �E�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï�

�O�P�V�T �B�W�P�O�T �W�V �R�V�F �M���P�O �Q�F�V�U �U�S�B�J�U�F�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �D�P�N�N�F �E�F�T �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O�T�
 �F�U �E�P�O�D �T�Ï�Q�B�S�F�S �M�F�T
�F���F�U�T �B�U�U�S�B�D�U�J�G�T �F�U �S�Ï�Q�V�M�T�J�G�T�� �0�O �O�P�U�F �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U ��

' LL (r ) �F�U' LS (r ) ;

�M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �B�U�U�S�B�D�U�J�G�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �Q�S�F�O�B�O�U �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S��
�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �<�W�P�J�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�>�� �%�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�F �M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �E���J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �J�O���O�J�N�F�O�U ���O�F�T�
 �P�O �Q�F�V�U
�B�M�P�S�T �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �M�F�T �Q�I�B�T�F�T �Q�B�S ��

� LL (�S) = � 2
L

Z

L
�E�S0' LL (j�S� �S0j) ; �	���������


� LS (�S) = � L � S

Z

L
�E�S0' LS (j�S� �S0j) ; �	���������


� SL (�S) = � L � S

Z

S
�E�S0' LS (j�S� �S0j) : �	���������


� L �F�U� S �T�P�O�U �S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U �M�F�T �E�F�O�T�J�U�Ï�T �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�U �E�V �T�P�M�J�E�F�� �-�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �E�Ï�Q�F�O�E�F�O�U �E�P�O�D �J�N�Q�M�J�D�J�U�F��
�N�F�O�U �E�F �M�B �G�P�S�N�F �E�F�T �W�P�M�V�N�F�T�� �0�O �O�P�U�F �E�P�O�D �R�V�F� SL �F�U� LS �T�P�O�U �E�J���Ï�S�F�O�U�T �Ë �N�P�J�O�T �R�V�FL �F�US �O�F �T�P�J�F�O�U
�J�E�F�O�U�J�R�V�F�T�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �Q�P�V�S �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T' LS = ' SL �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�F
�Q�B�J�S�F�� �&�O���O �O�P�U�P�O�T �R�V�F �M�B �D�P�O�W�F�O�U�J�P�O �E�F �O�P�U�B�U�J�P�O �F�T�U �M�B �T�V�J�W�B�O�U�F ��� �� (�S) �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �T�V�S �V�O�F
�Q�I�B�T�F� �F�O�S�E�F �M�B �Q�B�S�U �E���V�O �E�P�N�B�J�O�F �E�F� �E�P�O�O�Ï �	�j �E�F� �T�V�S� �x�
��

���������� �5�p�S�X�O�V�L�R�Qpr

�&�O �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �E�F�T �N�J�M�J�F�V�Y �D�P�O�U�J�O�V�T�
 �P�O �Q�F�V�U �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �G�P�S�D�F�' �R�V���V�O �M�J�R�V�J�E�F �F�Y�F�S�D�F �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �Q�B�S ��

�'LS = �
Z

S
�E�Sr � LS �

Z

@S
�E�"pr ; �	���������


�P�áS �F�U@S �T�P�O�U �M�F �W�P�M�V�N�F �F�U �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F�� �-�F�T �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F �F�O�U�S�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�F
�T�P�M�J�E�F �T�P�O�U �E�P�O�D �J�O�U�Ï�H�S�Ï�F�T �T�V�S �M�F �W�P�M�V�N�F �H�S�É�D�F �B�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� LS �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï
�E�F �W�P�M�V�N�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �V�O�F �Q�S�F�T�T�J�P�O�� �-�F�T �G�P�S�D�F�T �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T �D�P�V�S�U�F �Q�P�S�U�Ï�F �T�P�O�U �J�T�P�U�S�P�Q�F�T �Q�B�S �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�
 �E�Ï��
�U�F�S�N�J�O�F�O�U �M�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �D�P�N�N�F �P�O �M���B �W�V�
 �F�U �B�H�J�T�T�F�O�U �D�P�N�N�F �V�O�F �G�P�S�D�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�V�S
�M�F�T �C�P�S�E�T �E�V �W�P�M�V�N�F �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �V�O�F �Q�S�F�T�T�J�P�Opr �� �%���B�Q�S�Ò�T �M�F �U�I�Ï�P�S�Ò�N�F �E�F �(�S�F�F�O���0�T�U�S�P�H�S�B�E�T�L�J�

�P�O �Q�F�V�U �T�J�N�Q�M�J���F�S �D�F�U�U�F �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �Q�B�S ��

�'LS = �
Z

@S
�E�"(pr + � LS ) ; �	���������


�P�á�E�"�F�T�U �P�S�J�F�O�U�Ï �W�F�S�T �M���F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S �E�V �W�P�M�V�N�FS�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �P�O �Q�F�V�U �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O
�T�P�M�J�E�F �F�U �V�O �M�J�R�V�J�E�F �F�O�W�J�S�P�O�O�B�O�U �T�V�S �V�O �E�P�N�B�J�O�FL �E�F �M�J�R�V�J�E�F ��

�'L = �
Z

@L
�E�"pr �

Z

L
�E�S[r � SL + r � LL ] ; �	���������


= �
Z

@L
�E�"(pr + � SL + � LL ) : �	���������


�1�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �O�P�S�N�B�M�F�T �B�V�Y �C�P�S�E�T �E�F�T �W�P�M�V�N�F�T�
 �J�M �G�B�V�U �E�P�O�D �D�P�O�O�B�Ô�U�S�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�Opr �� �-�F �M�J�R�V�J�E�F
�F�T�U �T�V�Q�Q�P�T�Ï �Ð�U�S�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �Q�B�S�U�P�V�U�� �$�F�M�B �T�J�H�O�J���F �R�V���V�O �W�P�M�V�N�F �Ï�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�C�J�U �V�O�F �G�P�S�D�F �O�V�M�M�F
�E�F �M�B �Q�B�S�U �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�U �E�V �T�P�M�J�E�F �R�V�J �M���F�O�U�P�V�S�F�O�U�� �$�F�U�U�F �D�P�O�E�J�U�J�P�O �T���Ï�D�S�J�U �E�P�O�D �M�P�D�B�M�F�N�F�O�U ��



������ �'�P�S�N�B�M�J�T�N�F �E�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F����

r (pr + � LL + � SL ) = 0 ; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�Mpr + � LL + � SL �E�P�J�U �Ð�U�S�F �I�P�N�P�H�Ò�O�F �E�B�O�T �U�P�V�U �M�F �M�J�R�V�J�E�F �<�����
�����>�� �-�B �Q�S�F�T�T�J�P�Opr

�F�T�U �E�P�O�D �J�N�Q�P�T�Ï�F�� �&�O �F���F�U�
 �P�O �B �G�B�J�U �M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �R�V�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �J�N�Q�P�T�F �M�B �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�O �U�S�B�J�U�B�O�U
�M�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O�T �Q�B�S �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O�T�� �-�B �Q�S�F�T�T�J�P�Opr �F�T�U �E�P�O�D �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M���J�O�D�P�N�Q�S�F�T�T�J�C�J�M�J�U�Ï �E�F �M�B �Q�I�B�T�F
�M�J�R�V�J�E�F �� �F�M�M�F �T���B�E�B�Q�U�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F
�T�P�J�U �F�O �Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �Ë �W�P�M�V�N�F �D�P�O�T�U�B�O�U��

���������� �3�U�H�V�V�L�R�Q���W�K�H�U�P�R�G�\�Q�D�P�L�T�X�HPL

�-���F�Y�J�T�U�F�O�D�F �E���V�O�F �R�V�B�O�U�J�U�Ï �D�P�O�T�F�S�W�Ï�F �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�P�U�B�Mpr + � LL + � SL �
 �O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U �E�F
�H�Ï�O�Ï�S�B�M�J�T�F�S �M�F �D�P�O�D�F�Q�U �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FPL �E�F �M�B �Q�I�B�T�F �M�J�R�V�J�E�F�� �$�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �M�F �D�B�T �E���V�O�F �Q�I�B�T�F
�M�J�R�V�J�E�F �F�O �Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �B�W�F�D �T�B �W�B�Q�F�V�S�� �-�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �T�V�S
�M�F�T �C�P�S�E�T �E�V �E�P�N�B�J�O�F �M�J�R�V�J�E�F@L �� �&�O �F���F�U�
 �E�B�O�T �D�F �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F�
 �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �V�O�F �G�P�S�D�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��pr

�E�P�J�U �E�P�O�D �Ð�U�S�F �D�P�O�U�J�O�V �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�
 �D�F �R�V�J �O���F�T�U �Q�B�T �M�F �D�B�T �Q�P�V�S� LL �F�U� SL �� �0�S �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�
 �M�F�T
�J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �T�P�O�U �O�Ï�H�M�J�H�F�B�C�M�F�T�� �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �E�P�O�D �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �E�V�F �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �D�J�O�Ï�U�J�R�V�FPv �
 �F�U �D���F�T�U �M�B
�T�F�V�M�F �G�P�S�D�F �R�V�F �M�B �W�B�Q�F�V�S �F�Y�F�S�D�F �T�V�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F�� �-�P�S�T�R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�T�U �Q�M�B�U�F�
 �P�O �U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T
�R�V�Fpr = Pv = PL �E�F�T �E�F�V�Y �D�Ù�U�Ï�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �4�J �E�F �Q�M�V�T �M�F ���M�N �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�N�F�O�U �Ï�Q�B�J�T�

�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �R�V���Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F� SL = 0 �
 �P�O �Ï�D�S�J�U �B�M�P�S�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �E�V �D�Ù�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F ��

pr + � LL + � SL = PL + � LL (0) ; �	���������


�P�á �P�O �O�P�U�F� LL (0) �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F� LL �T�V�S �M�F �C�P�S�E �E���V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F�� �/�P�V�T �E�Ï�U�B�J�M�M�P�O�T �M�B
�E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F� �� �E�B�O�T �M�B �T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F��

�/�P�V�T �Q�S�P�Q�P�T�P�O�T �E�F �Q�S�F�O�E�S�F �	���������
 �D�P�N�N�F �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FPL �E�B�O�T �M�F
�M�J�R�V�J�E�F�
 �R�V�J �F�T�U �C�J�F�O �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E���B�Q�S�Ò�T �	���������
�� �$���F�T�U�
 �D�P�N�N�F �P�O �T���Z �B�U�U�F�O�E�
 �V�O�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F �E�F �M�B �Q�I�B�T�F
�M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �F�M�M�F �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �J�E�F�O�U�J���Ï�F �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �	���������
 �E�B�O�T �M�B �M�J�N�J�U�F �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �&�O
�F���F�U�
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�Opr �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�
 �R�V�J �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �U�S�Ò�T �H�S�B�O�E�F �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T
� LL �F�U� SL �T�P�O�U �B�U�U�S�B�D�U�J�G�T�
 �E�P�O�D �O�Ï�H�B�U�J�G�T�
 �F�U �D�P�N�Q�F�O�T�F�O�U �M���B�V�H�N�F�O�U�B�U�J�P�O �E�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F��

���������� �3�U�H�V�V�L�R�Q���G�H���G�L�V�M�R�Q�F�W�L�R�Q�

�-�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O �F�T�U �E�Ï���O�J�F �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �B�H�J�T�T�B�O�U �T�V�S �V�O ���M�N �Q�M�B�U �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S
h�
 �E�V�F �Ë �M���J�O���V�F�O�D�F �E�V �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F �<�����>�� �$�F�U�U�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �F�T�U �S�F�M�J�Ï�F �Ë �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�Ò�S�F� �� (�S) �O�P�U�Ï�F
� �� (h) �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U �E�F �M�B �Q�I�B�T�F� �F�U �V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J �E�F� �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �<�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
�>��
�$�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �T���Ï�D�S�J�U �	�W�P�J�S �M���"�O�O�F�Y�F �%�Q�P�V�S �Q�M�V�T �E�F �E�Ï�U�B�J�M�T�
 ��

� �� (h) = � � � �

Z 1

�1
dx

Z 1

�1
dy

Z 1

h
dz ' ��

� p
x2 + y2 + z2

�
;

= 2 �� � � �

Z 1

h
r 2

�
1 �

h
r

�
' �� (r )dr : �	���������


�-�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T �Ð�U�S�F �D�B�M�D�V�M�Ï�F �T�F�M�P�O �M�B �G�P�S�N�V�M�F �T�V�J�W�B�O�U�F �<�����
�����> ��

�( h) = � SL (h) � � LL (h): �	���������


�*�M �F�T�U �D�M�B�J�S �R�V�F�( h) �R�V�B�O�U�J���F �M�F �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�P�S�T�R�V�F �M���P�O �S�F�N�Q�M�B�D�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �Q�B�S �E�V �T�P�M�J�E�F�� �&�O
�E���B�V�U�S�F�T �U�F�S�N�F�T�
 �D���F�T�U �M�B �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �B�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�P�U�B�M �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �E�V�F �Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O �T�P�M�J�E�F
�Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh��



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

���������� �7�H�Q�V�L�R�Q�V���G�H���V�X�U�I�D�F�H

�1�P�V�S �S�F�M�J�F�S �D�F�T �Q�S�F�T�T�J�P�O�T �B�V�Y �D�P�O�D�F�Q�U�T �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�U �E���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �P�O �E�P�J�U
�V�U�J�M�J�T�F�S �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �T�V�J�W�B�O�U�F�T �<�����
�����>�
 �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �W�V�F�T �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������

Z 1

0
� LL (h) dh = � 2
 �-�7; ; �	���������


Z 1

0
� LS (h) dh =

Z 1

0
� SL (h) dh = � 
 SV + 
 SL � 
 �-�7 ; �	���������


= � 
 �-�7 (1 + �D�P�T� Y ) : �	���������


�&�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �Q�P�V�S �M�B �E�F�S�O�J�Ò�S�F �Ï�H�B�M�J�U�Ï �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �	�������
 �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �&�O �F���F�U�

�M�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �E�F�T �Q�S�F�T�T�J�P�O�T� LL �F�U� SL �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F�O�U �M�F�T �P�Q�Q�P�T�Ï�T �E�F�T �U�S�B�W�B�V�Y �E���B�E�I�Ï�T�J�P�OALL �F�UALS �E�Ï���O�J�T
�B�V�Y �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������
 �F�U �	���������
�� �&�U�
 �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �F�U �Q�V�J�T�R�V�F �M�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O
�T�P�O�U �J�E�F�O�U�J�R�V�F�T�
� SL = � LS �� �&�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�F�T �E�Ï���O�J�U�J�P�O�T �E�F� LL �F�U� LS �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�
 �D�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T
�J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �T�F �S�Ï�E�V�J�T�F�O�U �Ë ��


 �-�7 = �
�
2

� 2
L

Z 1

0
r 3' LL (r )dr ; �	���������



 �-�7(1 + �D�P�T� Y ) = � �� L � S

Z 1

0
r 3' LS (r )dr : �	���������


�-�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �E�F �D�F�T �E�F�V�Y �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �B �E�Ï�K�Ë �Ï�U�Ï �Ï�W�P�R�V�Ï�F �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �����������
 �Q�P�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F
' �Ï�U�B�J�U �E�J���Ï�S�F�O�U�F��

�'�6�4�B�?�2�������� �	�B�
 �%�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O� LL �� �D���F�T�U �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O �W�P�M�V�N�F �Ï�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �E�F �M�J��
�R�V�J�E�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E���V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F�� �	�C�
 �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O
�F�O�U�S�F �V�O�F �D�P�M�P�O�O�F �Ï�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �E�F ���V�J�E�F �E�F �I�B�V�U�F�V�S �J�O���O�J�F �S�F�Q�P�T�B�O�U �T�V�S �V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F
�E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
��

�&�O���O�
 �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �M�B �O�P�S�N�B�M�J�T�B�U�J�P�O �V�T�V�F�M�M�F �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O ��

Z 1

0
� ( h) dh = � 
 SV + 
 SL + 
 ;

= 
 (1 � �D�P�T� Y ) ; �	���������


�R�V�J �W�B�V�U �M���J�O�W�F�S�T�F �E�V �D�P�F���D�J�F�O�U �E���Ï�U�B�M�F�N�F�O�US �<�����>�� �&�M�M�F �T���B�O�O�V�M�F �Q�P�V�S� Y = �����¡�
 �B�O�H�M�F �Q�P�V�S �M�F�R�V�F�M �J�M �E�F�W�J�F�O�U
�Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U �E�F �S�F�N�Q�M�B�D�F�S �E�V �M�J�R�V�J�E�F �Q�B�S �E�V �T�P�M�J�E�F��



������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T ����

�(�Q���U�p�V�X�P�p

�t �-�F �D�B�M�D�V�M �E�F �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�B�O�T �V�O �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �F�O �J�O��
�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Ï�W�F�O�U�V�F�M�M�F�N�F�O�U �B�W�F�D �V�O �T�P�M�J�E�F �T�F �S�Ï�B�M�J�T�F �E�F �M�B �G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F ��

�o �0�O �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M�F�T �Ï�O�F�S�H�J�F�T �W�P�M�V�N�J�R�V�F�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T� �Q�B�S �E�F�T �D�B�M�D�V�M�T
�E���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �W�P�M�V�N�J�R�V�F�T �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F��

�o �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �M�P�D�B�M ��

pr + � LL + � SL = cste :

�o �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �D�P�O�U�J�O�V�F �Ë �M�B �U�S�B�W�F�S�T�Ï�F �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�
 �F�U �W�B�V�U �E�B�O�T �V�O�F
�Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�SPv �
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O��

�o �0�O �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M�F�T �G�P�S�D�F�T �Q�B�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F�T �E�V�F�T �Ë �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�

�F�U �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �W�P�M�V�N�J�R�V�F�T �E�V�F�T �B�V�Y �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O�T��

�t �6�O�F �H�S�B�O�E�F �Q�B�S�U�J�F �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �T�F �S�Ï�E�V�J�U �B�V �D�B�M�D�V�M �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O�T�( h) �E�Ï���O�J�F�T
�Q�B�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E���V�O �Ï�M�Ï�N�F�O�U �E�F �W�P�M�V�N�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E���V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J��

�t �$�F�T �G�P�S�D�F�T �T�P�O�U �E�J�N�F�O�T�J�P�O�O�Ï�F�T �Q�B�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �R�V�J �B�H�J�T�T�F�O�U �F�O �U�B�O�U
�R�V�F �O�P�S�N�B�M�J�T�B�U�J�P�O�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �E�F�T �Q�S�F�T�T�J�P�O�T� �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T��

������ �&�D�O�F�X�O���G�H�V���I�R�U�F�H�V���F�D�S�L�O�O�D�L�U�H�V���D�X�[���L�Q�W�H�U�I�D�F�H�V

�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �G�P�V�S�O�J�S �V�O�F �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E�Ï�U�B�J�M�M�Ï�F �E�F�T �D�I�B�N�Q�T �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T�

�D�F �R�V�J �O�P�V�T �E�P�O�O�F �F�O �U�I�Ï�P�S�J�F �B�D�D�Ò�T �B�V�Y �G�P�S�D�F�T�� �$�F�D�J �T�F�S�B �Q�P�T�T�J�C�M�F �Q�P�V�S �E�F�T �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F�T �T�J�N�Q�M�F�T�
 �U�B�O�U �R�V�F �O�P�V�T
�Q�P�V�S�S�P�O�T �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�� �/�P�V�T �G�P�V�S�O�J�T�T�P�O�T �E�B�O�T �D�F�U�U�F �T�F�D�U�J�P�O �V�O �S�B�Q�Q�F�M �E�F �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �D�M�B�T�T�J�R�V�F�T �E�F
�M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T�
 �E�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�V �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �D�J���E�F�T�T�V�T�� �-�F�T �D�B�T �Q�M�V�T �D�P�N�Q�M�J�R�V�Ï�T
�M�J�Ï�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�F�S�P�O�U �B�C�P�S�E�Ï�T �B�V�Y �D�I�B�Q�J�U�S�F�T�� �F�U����

���������� �3�U�H�V�V�L�R�Q���D�X�[���L�Q�W�H�U�I�D�F�H�V���S�O�D�Q�H�V

�$�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �Q�P�V�S �D�P�N�N�F�O�D�F�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �/�P�V�T �D�P�O�U�J�O�V�P�O�T �Ë �D�P�O�T�J�E�Ï�S�F�S �R�V�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�F
�M�B �W�B�Q�F�V�S �F�T�U �O�V�M�M�F�
 �N�B�J�T �F�M�M�F �H�B�S�E�F �T�B �Q�S�F�T�T�J�P�OPv �	�M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�B�O�T �M�F�T �H�B�[ �F�T�U �E���P�S�J�H�J�O�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�
 �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï
�E�B�O�T �O�P�U�S�F �D�B�M�D�V�M �O���J�O�U�F�S�W�J�F�O�U �R�V�F �Q�P�V�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T�
�� �%�F �Q�M�V�T�
 �V�O �T�P�M�J�E�F �F�T�U �Q�S�Ï�T�F�O�U �Ë �V�O�F �E�J�T�U�B�O�D�F
�U�S�Ò�T �H�S�B�O�E�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �D�P�N�N�F �J�O�E�J�R�V�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
�� �® �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �E�V �D�Ù�U�Ï �E�F
�M�B �W�B�Q�F�V�S�
 �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr �W�B�V�U �E�P�O�DPv �� �$�F�U�U�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �D�P�O�U�J�O�V�F �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V�� �0�O �Q�F�V�U
�E�P�O�D �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �E�V �D�Ù�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F �B�V �O�J�W�F�B�V �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �*�M �O�P�V�T �G�B�V�U
�B�M�P�S�T �Q�S�Ï�D�J�T�F�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �B�V �O�J�W�F�B�V �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �1�P�V�S
�M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �D���F�T�U �T�J�N�Q�M�F�
 �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �T�V���T�B�N�N�F�O�U �M�P�J�O �Q�P�V�S �R�V�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �T�P�J�U �O�V�M�M�F ��
� SL = 0 �� �1�P�V�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �P�O �F�T�U �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F�
 �P�O �B �E�P�O�D� LL = � LL (0)�� �0�O �U�S�P�V�W�F
���O�B�M�F�N�F�O�U �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�UPL = Pv �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
��

�2�V�F�M�M�F �F�T�U �B�M�P�S�T �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F � �1�P�V�S �M�B �D�B�M�D�V�M�F�S�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �V�U�J�M�J�T�F�S
�M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �F�U �T�Q�Ï�D�J���F�S �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �E�V �T�P�M�J�E�F �T�V�S �M�F�R�V�F�M �M�F�T �G�P�S�D�F�T �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F�O�U�� �-�F �D�I�P�J�Y �O�B�U�V�S�F�M �Q�P�V�S
�E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�F �U�P�V�S�O�F �W�F�S�T �V�O�F �D�P�M�P�O�O�F �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �E�F �T�V�S�G�B�D�FA �
 �E�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S
�J�O���O�J�F �<�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������	�C�
�>�� �0�O �E�P�J�U �B�M�P�S�T �T�Q�Ï�D�J���F�S �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �B�V�Y �C�P�S�E�T �E�F �D�F �W�P�M�V�N�F�
 �F�U �M�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O�T
�E�F �D�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �O�P�V�T �E�P�O�O�F�O�U �M�F�T �G�P�S�D�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �T�V�S �M�F�T �C�P�S�E�T �W�F�S�U�J�D�B�V�Y�
 �F�U �O�P�S�N�B�M�F�T �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �® �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �O�P�V�T �E�P�O�O�F�O�U ��� LL =



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�'�6�4�B�?�2�������� �	�B�
 �3�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �E�B�O�T �M�F �D�B�T �E���V�O �M�J�R�V�J�E�F �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �F�O�U�S�F �V�O�F
�Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S �F�U �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F�� �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �D�P�O�U�J�O�V�F �F�U �W�B�V�UPv �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�
 �F�M�M�F �W�B�V�U �E�P�O�D
Pv �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �1�B�S �D�P�O�T�F�S�W�B�U�J�P�O �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�MPL �R�V�J �W�B�V�UPv �E�B�O�T �D�F �D�B�T�
 �P�O �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M�B
�S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �R�V�J �W�B�V�Upr = Pv � � SL (0)�� �	�C�
 �4�D�I�Ï�N�B �E�V �D�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �E�V�F�T �B�V
�M�J�R�V�J�E�F �B�H�J�T�T�B�O�U �T�V�S �V�O�F �D�P�M�P�O�O�FS �E�F �T�P�M�J�E�F �	�F�O �H�S�J�T �D�M�B�J�S�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �"�U�U�F�O�U�J�P�O�
 �D�F �T�D�I�Ï�N�B
�O�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �Q�B�T �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T�� �-�F�T �G�P�S�D�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�V �T�P�M�J�E�F �T�V�SS �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T��
�-�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �W�B�V�UPL = Pv �E�B�O�T �D�F �D�B�T��

� LL (0) �D�B�S �P�O �F�T�U �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U� SL = � SL (0) �Q�P�V�S �M�B �N�Ð�N�F �S�B�J�T�P�O��
�1�B�S �D�P�O�T�F�S�W�B�U�J�P�O �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �	���������
�
 �P�O �B �E�P�O�D �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr = PL � � SL (0) = Pv � � SL (0)�� �%�F
�Q�M�V�T�
 �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�
 �P�O �B� SL (0) = � LS (0) �D�B�S �M�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �T�P�O�U �J�E�F�O�U�J�R�V�F�T�� �0�O �P�C�U�J�F�O�U �M�B
�D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O �J�O�U�Ï�H�S�B�O�U �T�F�V�M�F�N�F�O�U �T�V�S �M�B �G�B�D�F �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S�F �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F ��

�'LS = �
Z

dS�Fz (pr + � LS ) ; �	���������


= � PvA �Fz : �	���������


�0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �E�P�O�D �C�J�F�O �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �I�Z�E�S�P�T�U�B�U�J�R�V�FPv �U�S�B�O�T�N�J�T�F �Q�B�S �M�F �M�J��
�R�V�J�E�F�� �4�J �M���P�O �U�J�F�O�U �D�P�N�Q�U�F �E�F �M�B �H�S�B�W�J�U�Ï�
 �D�F�M�M�F���D�J �E�P�J�U �Ð�U�S�F �Q�S�J�T�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �E�B�O�T �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F
PL �E�Ï���O�J�F �Q�B�S �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �M�P�D�B�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �	���������
�� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F �B�V �T�P�M�J�E�F
�F�T�U �V�O�F �G�P�S�D�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �V�O�F �Q�S�F�T�T�J�P�OP �
 �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �M�B �M�P�J �E�F �M���I�Z�E�S�P�T�U�B�U�J�R�V�FP = Pv + �gh �
 �P�á
h �F�T�U �M�B �I�B�V�U�F�V�S �E�F �M�B �D�P�V�D�I�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� ��

�-�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �O���B �R�V�F �Q�F�V �E���J�O�U�Ï�S�Ð�U �J�D�J�
 �T�B�V�G �Ë �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F�

�D�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F �E�P�J�U �B�Q�Q�M�J�R�V�F�S �F�O �T�P�O �T�F�J�O �M���Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U �E���V�O�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr �R�V�J �E�P�J�U �Ð�U�S�F �Ï�H�B�M�F �Ë �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F
�M�P�D�B�M�F �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�P�D�B�M�F�N�F�O�U �J�M �S�F�T�U�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �F�U �O�F �T�P�J�U �Q�B�T �E�Ï�G�P�S�N�Ï�� �-�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �Ë
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�V�F�T �B�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F�
 �T�P�O�U �F�O �U�P�V�U �D�B�T �Ï�H�B�M�F�T �Ë� LS (h) �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �	�W�P�J�S
���������C�
�� �/�P�V�T �S�F�W�J�F�O�E�S�P�O�T �R�V�P�J �R�V���J�M �F�O �T�P�J�U �T�V�S �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �D�F�T �G�P�S�D�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F �E�B�O�T �M�F
�Q�S�P�D�I�B�J�O �D�I�B�Q�J�U�S�F��

�4�V�Q�Q�P�T�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �R�V�F �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �F�U �R�V�Fh �O���F�T�U �Q�B�T
�T�V���T�B�N�N�F�O�U �H�S�B�O�E �Q�P�V�S �R�V�F �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �T�P�J�F�O�U �O�Ï�H�M�J�H�F�B�C�M�F�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S
�	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������
�� �/�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T �U�P�V�K�P�V�S�T �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FPL �

�D�F �R�V�F �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�J�T�Ï�N�F�O�U �G�B�J�S�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �-���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �S�F�T�U�F �T�J�N�Q�M�F ��
� SL = � SL (h)�� �1�P�V�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �P�O �E�P�J�U �P�Q�Ï�S�F�S �M�B �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O �E�Ï�U�B�J�M�M�Ï�F �Ë �M�B�'�J�H�V�S�F ����������
�0�O �U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T� LL = � LL (0) � � LL (h)�� �-�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �W�B�V�U �E�P�O�D�
 �E���B�Q�S�Ò�T �	���������
�
 �E�B�O�T
�M�B �D�P�V�D�I�F ��

PL = Pv + � SL (h) � � LL (h) ;

= Pv + �( h) ; �	���������




������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T ����

�F�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O �	���������
�� �$�F�M�B �K�V�T�U�J���F �E���B�V�U�B�O�U �Q�M�V�T �M�F �D�I�P�J�Y �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O
�U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �V�U�J�M�J�T�Ï��

�'�6�4�B�?�2�������� �3�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �E�B�O�T �M�F �D�B�T �E���V�O �M�J�R�V�J�E�F �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �F�O�U�S�F �V�O�F
�Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S �F�U �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F�� �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �D�P�O�U�J�O�V�F �F�U �W�B�V�UPv �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�
 �F�M�M�F �W�B�V�U �E�P�O�D
Pv �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �1�B�S �D�P�O�T�F�S�W�B�U�J�P�O �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�MPL �R�V�J �W�B�V�UPv �E�B�O�T �D�F �D�B�T�
 �P�O �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F
�M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �R�V�J �W�B�V�Upr = Pv � � SL (0)��

�'�6�4�B�?�2�������� �-�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E���Ï�O�F�S�H�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F� LL �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O ���M�N �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�Sh �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �E�Ï�D�P�N��
�Q�P�T�Ï�F �F�O �E�F�V�Y �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �� �M�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �F�T�U �D�F�M�M�F �E���V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J �Ë �M�B�R�V�F�M�M�F �P�O �E�P�J�U �T�P�V�T�U�S�B�J�S�F
�M�B �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�
 �D�F�M�M�F �E���V�O �B�V�U�S�F �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J�
 �N�B�J�T �T�J�U�V�Ï �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh�� �0�O �U�S�P�V�W�F �E�P�O�D
� LL = � LL (0) � � LL (h)��

�%�F �Q�M�V�T�
 �D���F�T�U �F�O�D�P�S�F �V�O�F �G�P�J�T �E�B�O�T �D�F �D�B�T �D�F�U�U�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FPL �R�V�J �B�Q�Q�V�J�F �T�V�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F
�T�P�M�J�E�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �&�O �F���F�U�
 �T�V�S �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �P�O �B �U�P�V�K�P�V�S�T� LL = � LL (0) � � LL (h)
�M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O ���M�N �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�Sh �	�'�J�H�V�S�F ���������
�
 �F�U� SL = � SL (0)�� �0�O �U�S�P�V�W�F �E�P�O�D �E���B�Q�S�Ò�T
�	���������
 �F�U �	���������
 ��pr = Pv +� SL (h) � � SL (0)�� �"�J�O�T�J�
 �F�O �S�Ï�B�M�J�T�B�O�U �M�F �N�Ð�N�F �C�J�M�B�O �R�V�F �Q�P�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�C�
�

�P�O �U�S�P�V�W�F �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �R�V�J �B�Q�Q�V�J�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�FFN / A = Pv + �( h) �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �T�V�S�G�B�D�F��
�/�P�U�P�O�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�F �O�P�V�W�F�B�V �V�U�J�M�J�T�Ï �M�B �T�Z�N�Ï�U�S�J�F� SL (h) = � LS (h)�� �&�O���O�
 �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �F�O�D�P�S�F �V�O�F
�G�P�J�T �J�D�J �M�F �S�Ï�T�V�M�U�B�U �D�M�B�T�T�J�R�V�F��

�1�P�V�S�U�B�O�U�
 �Ë �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �P�O �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �H�Ï�O�Ï�S�B�M�J�T�F�S �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F
�T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�UPL �� �&�O �F���F�U�
 �J�M �Z �B �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �D�P�O�U�S�F���F�Y�F�N�Q�M�F�T �� �E���V�O�F �Q�B�S�U �F�O �Q�S�P�Y�J�N�J�U�Ï �E���V�O�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�

�D�P�N�N�F �O�P�V�T �M�F �W�F�S�S�P�O�T �B�V�D�I�B�Q�J�U�S�F ���
 �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �O���F�T�U �Q�B�TPL �� �%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U �Q�P�V�S �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �M�J�R�V�J�E�F��
�T�P�M�J�E�F �O�P�O �Q�M�B�O�F�T�
 �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �O���F�T�U �Q�B�T �O�P�O �Q�M�V�TPL �	�W�P�J�S�����������
��

�(�Q���U�p�V�X�P�p

�t �4�J �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�T�U �Q�M�B�O�F�
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O
�T�P�M�J�E�F �Q�M�B�O �F�T�U ��

�o Pv �T�J �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �U�S�Ò�T �H�S�B�O�E�F �E�F�W�B�O�U �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�P�M�Ï��
�D�V�M�B�J�S�F�


�o Pv + �( h) �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O �T�J �M���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �F�T�U �D�P�N�Q�B�S�B�C�M�F��



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

���������� �)�R�U�F�H���W�D�Q�J�H�Q�W�L�H�O�O�H���G�H���W�H�Q�V�L�R�Q���G�H���V�X�U�I�D�F�H

�,�Q�W�H�U�I�D�F�H���O�L�T�X�L�G�H���Y�D�S�H�X�U

�&�Y�B�N�J�O�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �M�B �G�P�S�D�F �R�V���F�Y�F�S�D�F �V�O�F �N�P�J�U�J�Ï �E�F �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M���B�V�U�S�F �N�P�J�U�J�Ï�

�Q�P�V�S �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M�B �G�P�S�D�F�U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �*�M �O�P�V�T �G�B�V�U �D�F�U�U�F �G�P�J�T���D�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr

�E�B�O�T �U�P�V�U�F �M�B �D�P�M�P�O�O�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �U�P�V�U �F�O �B�Z�B�O�U �U�P�V�K�P�V�S�TPL = Pv �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U�� �® �V�O�F �E�J�T�U�B�O�D�F
h �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �T���Ï�D�S�J�U �<�M�B �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
�> ��
� LL = 2� LL (0) � � LL (h)�
 �F�U �P�O �B� SL = 0 �� �0�O �F�O �U�J�S�F �E�P�O�D �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��

pr (h) = Pv + � LL (h) � � LL (0) : �	���������


�&�O�T�V�J�U�F�
 �J�M �G�B�V�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�U�U�S�B�D�U�J�G �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �M�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �Ë �M���F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F �T�V�S �M�F�R�V�F�M
�P�O �T�P�V�I�B�J�U�F �Ï�U�V�E�J�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T�� �0�O �M���B �W�V�
 �M�F�T �G�P�S�D�F�T �T�F �D�B�M�D�V�M�F�O�U �F�O �D�P�O�O�B�J�T�T�B�O�U �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�V
�T�Z�T�U�Ò�N�F�� �*�M �T���B�H�J�U �E�P�O�D �J�D�J �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �V�O�R�V�B�S�U�E���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë �T�B �T�V�S�G�B�D�F�� �-�B
�E�Ï�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�C�
�
 �F�U �P�O �U�S�P�V�W�F ��

� LL (h) = � LL (0) �
1
2

� LL (h) : �	���������


�'�6�4�B�?�2�������� �	�B�
 �-�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E���Ï�O�F�S�H�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F� LL �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E���V�O �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�W�B�V�U� LL = 2� LL (0) � � LL (h)�� �	�C�
 �-�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E���Ï�O�F�S�H�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F� LL �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O �R�V�B�S�U �E���F�T�Q�B�D�F
�Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E�V �D�P�J�O �W�B�V�U� LL = 1

2 (2� LL (0) � � LL (h)) = � LL (0) � 1
2 � LL (h)��

�-�B �G�P�S�D�F �F�T�U �B�M�P�S�T �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �*�D�J�
 �T�F�V�M�F �M�B �G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �O�P�V�T �J�O�U�Ï�S�F�T�T�F�
 �M�B �T�V�S�G�B�D�F
�T�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �P�O �J�O�U�Ò�H�S�F �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �F�T�U �E�P�O�D �M�B �T�V�S�G�B�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F�
 �E�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�SW �
 �E�F �I�B�V�U�F�V�S �J�O���O�J�F�� �&�M�M�F
�T���Ï�D�S�J�U ��

FT = �
Z

@L
(pr (h) + � LL (h)) dA ;

= � W
Z 1

0

�
Pv +

1
2

� LL (h)
�

dh : �	���������


�-�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�B�O�U�F �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �$�F�U�U�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�B�U�J�P�O �D�P�O���S�N�F �C�J�F�O �M���J�N�B�H�F
�R�V�F �O�P�V�T �B�W�J�P�O�T �E�P�O�O�Ï�F �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������ �-���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�Ï�Q�F�O�E �F�O �F���F�U �N�P�J�O�T �	�N�P�J�U�J�Ï �N�P�J�O�T �F�O �G�B�J�U�

�E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �R�V�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�
 �D�F �R�V�J �E�P�O�O�F �C�J�F�O �M�J�F�V �Ë �V�O�F �G�P�S�D�F �T�V�Q�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F
�M�P�O�H�V�F�V�S �M�P�D�B�M�J�T�Ï�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �E���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S �E�V �D�P�O�U�P�V�S ��

�
1
2

Z 1

0
� LL (h) = 
 �-�7 ; �	���������


�E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �/�P�U�P�O�T �R�V�F �O�P�V�T �O�F �O�P�V�T �J�O�U�Ï�S�F�T�T�P�O�T �Q�B�T �B�V�Y �G�P�S�D�F�T �W�F�S�U�J�D�B�M�F�T�
 �R�V�J �T�F �D�B�M�D�V�M�F�S�B�J�F�O�U
�T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�U �T�V�S �M���B�V�U�S�F �G�B�D�F �B�V �G�P�O�E �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �R�V�J �T�F �D�P�N�Q�F�O�T�F�O�U�� �0�O �Q�F�V�U �B�V�T�T�J
�D�P�O�U�P�V�S�O�F�S �M�F �Q�S�P�C�M�Ò�N�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T �W�F�S�U�J�D�B�M�F�T �F�O �Q�S�P�M�P�O�H�F�B�O�U �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�
 �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï
�O�V�M�M�F�� �$�F �R�V�F �O�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �F�T�U �E�P�O�D �C�J�F�O �M�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �R�V�J �T���F�Y�F�S�D�F �Ë �M�B �U�S�B�W�F�S�T�Ï�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F��



������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T ����

�'�6�4�B�?�2�������� �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �E�V�F�T �B�V �M�J�R�V�J�E�F �B�H�J�T�T�B�O�U �T�V�S �V�O �R�V�B�S�U �E���F�T�Q�B�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F
L �	�F�O �H�S�J�T �D�M�B�J�S�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �-�F�T �G�P�S�D�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�V�F�T �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �T�U�B�U�J�R�V�FPv �O�F �T�P�O�U �Q�B�T
�S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �	Pv = 0 �
��

�,�Q�W�H�U�I�D�F�H���O�L�T�X�L�G�H���V�R�O�L�G�H

�1�P�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �P�O �F���F�D�U�V�F �M�F �N�Ð�N�F �D�B�M�D�V�M�� �1�P�V�S �V�O �Q�P�J�O�U �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �M�B
�S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �W�B�V�U �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �Q�B�S �D�P�O�T�F�S�W�B�U�J�P�O �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�MPL = Pv ��

pr = Pv + � LL (h) � � LL (0) � � SL (h) = Pv � �( h) � � LL (0) : �	���������


�-�F�T �G�P�S�D�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F�O�U �Ë �V�O �R�V�B�S�U �E���F�T�Q�B�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�F �Q�S�P��
�G�P�O�E�F�V�SW �
 �F�U �E�F �I�B�V�U�F�V�SL �
 �T�P�O�U �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �E�V�F�T �B�V �M�J�R�V�J�E�F �F�U �B�V�Y �G�P�S�D�F�T �E�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�� �&�O �F���F�U�
 �D�P�N�N�F
�P�O �M���B �W�V�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �O�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�F �H�S�B�E�J�F�O�U �E�B�O�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �R�V�F �T�F�M�P�O �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O
�W�F�S�U�J�D�B�M�F�
 �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �M�B �Q�S�P�K�F�D�U�J�P�O �E�F �D�F �H�S�B�E�J�F�O�U �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�T�U �E�P�O�D �O�V�M�M�F�� �-�F�T
�G�P�S�D�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �T�F �T�J�N�Q�M�J���F�O�U �E�P�O�D ��

F T = �
Z

@L
(pr (h) + � LL (h)) dA ;

= � W
Z 1

0

�
Pv +

1
2

� LL (h) � � SL (h)
�

dh ;

= � WLPv + W
 �-�7 � W (
 SV � 
 SL + 
 �-�7) ; �	���������


�E���B�Q�S�Ò�T �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������
 �F�U �	���������
�� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �M�F�T �E�F�V�Y �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �R�V�F �O�P�V�T
�B�W�J�P�O�T �N�J�T�F�T �F�O �M�V�N�J�Ò�S�F �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������ �-�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �Q�S�P�W�J�F�O�U �E�F �M���B�C�T�F�O�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �E�F�N�J��
�F�T�Q�B�D�F �D�F �R�V�J �D�S�Ï�F �V�O�F �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F
 �-�7 �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S�� �-�B �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �Q�S�P�W�J�F�O�U �E�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V
�T�P�M�J�E�F�
 �F�U �Q�P�V�T�T�F �B�W�F�D �M�B �G�P�S�D�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S
 SV � 
 SL + 
 �-�7�� �'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �M�B �G�P�S�D�F �O�F�U�U�F �E���P�S�J�H�J�O�F �D�B��
�Q�J�M�M�B�J�S�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �T�V�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �F�T�U �V�O�F �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�

�S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�
 �F�U �F�M�M�F �W�B�V�U
 SV � 
 SL �
 �D�F �R�V�J �F�T�U �D�P�O�G�P�S�N�F �Ë �D�F �R�V�F �O�P�V�T �B�W�J�P�O�T �R�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �E�Ï�N�P�O�U�S�Ï �T�V�S �M�B
�'�J�H�V�S�F ����������

�,�Q�W�H�U�I�D�F�H���O�L�T�X�L�G�H���O�L�T�X�L�G�H

�0�O �Q�F�V�U �H�Ï�O�Ï�S�B�M�J�T�F�S �D�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�� �0�O �T�F �E�P�O�O�F �B�M�P�S�T �E�F�V�Y �M�J�R�V�J�E�F�T �-1 �F�U �-2�

�T�Ï�Q�B�S�Ï�T �Q�B�S �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�M�B�O�F�� �0�O �T�Ï�Q�B�S�F �M���F�T�Q�B�D�F �Q�F�S�Q�F�O�E�J�D�V�M�B�J�S�F�N�F�O�U �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O �E�F�V�Y �F�T�Q�B�D�F�T �T�F�N�J��
�J�O���O�J�T�� �2�V�F�M�M�F �F�T�U �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O�F �N�P�J�U�J�Ï �E���F�T�Q�B�D�F �T�V�S �M���B�V�U�S�F � �0�O �T���B�U�U�F�O�E �Ë �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M�B �G�P�S�D�F
 �-���-��
�Q�V�J�T�R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �U�S�B�W�F�S�T�F �Q�F�S�Q�F�O�E�J�D�V�M�B�J�S�F�N�F�O�U �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �D�P�O�U�S�Ù�M�F�� �3�F�Q�S�F�O�P�O�T �Q�P�V�S �D�M�B�S�J���F�S �M�F�T �Ï�U�B�Q�F�T
�E�F �D�B�M�D�V�M �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �G�B�J�U�F�T��

�5�P�V�U �E���B�C�P�S�E�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �T�Ï�Q�B�S�F�S �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �F�O �E�F�V�Y�
 �E�V �N�P�N�F�O�U �R�V�F �O�P�V�T �O�F �D�B�M�D�V�M�P�O�T �Q�B�T �E�F �G�P�S�D�F�T
�J�O�U�F�S�O�F�T�� �*�M �T���B�H�J�U �E�P�O�D �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �E�F �-1 �F�U �-2 �T�V�S �V�O �R�V�B�S�U �E���F�T�Q�B�D�F �E�F
�-1 �Q�P�V�S �D�P�N�N�F�O�D�F�S �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������
�� �-�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �T�V�S �D�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �E�F �-1



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�S�Ï�T�V�M�U�F �E�F �U�S�P�J�T �P�S�J�H�J�O�F�T �� �	���
 �M�B �G�P�S�D�F �E���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �R�V�B�S�U �E�F �-1 �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S �B�V �T�Z�T�U�Ò�N�F �U�P�U�B�M�
 �	���
 �M�B �G�P�S�D�F
�E���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �R�V�B�S�U �E�F �-2 �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S �B�V �T�Z�T�U�Ò�N�F �U�P�U�B�M�
 �	���
 �M�B �G�P�S�D�F �E�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �T�V�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �D�P�O�U�S�Ù�M�F��
�/�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �D�B�M�D�V�M�Ï �M�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �	���
�
 �D���F�T�U �M�B �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F
 �-���7�� �-�B �U�S�P�J�T�J�Ò�N�F �	���
 �F�T�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F �Ë �D�F
�R�V�F �O�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �K�V�T�U�F �B�V���E�F�T�T�V�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �D�B�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �S�Ï�T�V�M�U�F �E�F�T �N�Ð�N�F�T
�J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�� �4�J �M���P�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M�J�T�F �D�F �S�Ï�T�V�M�U�B�U �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�
 �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�B �T�V�S�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �-1

�H�Ï�O�Ï�S�Ï�F �Q�B�S �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�F �-2 �F�T�U �B�M�P�S�T
 �-���7 � 
 �-���-�� + 
 �-���7�
 �R�V�J�Q�P�V�T�T�F�U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�N�F�O�U �T�V�S �M�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F��
�+�V�T�R�V���J�D�J�
 �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �E�P�O�D �	���
���	���
 �M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �B�O�B�M�P�H�V�F �B�V �D�B�T �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F��
�T�P�M�J�E�F ��
 �-���7 � 
 �-���-�� �� �*�M �G�B�V�U �F�O���O �B�K�P�V�U�F�S �	���
 �M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �R�V�B�S�U �E�F �M�J�R�V�J�E�F
�-2 �Ë �M���P�Q�Q�P�T�Ï �E�V �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F ���

R1
0 � L 2L 1 (h)dh�� �0�S�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �F�T�U �E�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O �R�V�F

�Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U� L 2L 1 (h) = 1
2 � L 2L 1 (h)�� �-�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �E�F �D�F�U�U�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �F�T�U �E�P�O�D �V�O�F �G�P�S�D�F�B�U�U�S�B�D�U�J�W�F

�E���B�N�Q�M�J�U�V�E�F1
2(
 �-���7� 
 �-���-�� + 
 �-���7)�� �'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �U�P�U�B�M�F �	���
���	���
���	���
 �T�V�S �M�B �Q�B�S�U�J�F

�E�F �-1 �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F �U�P�U�B�M �F�T�U �V�O�F �G�P�S�D�F�S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F1
2(
 �-���7 � 
 �-���-�� � 
 �-���7)�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �O�Ï�H�B�U�J�G �E���B�Q�S�Ò�T �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O

�E�F �%�V�Q�S�Ï �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F�
 �E�P�O�D �D���F�T�U �F�O �G�B�J�U �V�O�F �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �P�Q�Q�P�T�Ï�F1
2(
 �-���-�� + 
 �-���7 � 
 �-���7)�


�D�P�N�N�F �D���F�T�U �O�P�U�Ï �T�V�S �M�B���H�V�S�F��

�1�P�V�S �M�B �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �Q�B�S�U�J�F �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F �Ë �D�P�O�T�J�E�Ï�S�F�S�
 �M�B �T�J�U�V�B�U�J�P�O �F�T�U �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U �T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�
 �P�O �F�O �E�Ï�E�V�J�U
�E�P�O�D �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �Q�F�S�Î�V�F �F�T�U �V�O�F �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�F1

2(
 �-���-�� + 
 �-���7 � 
 �-���7)�� �&�O �T�P�N�N�B�O�U �M�F�T �E�F�V�Y �D�P�O�U�S�J��
�C�V�U�J�P�O�T�
 �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �B�V ���O�B�M �M�B �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F
 �-���-�� �� �0�O �W�P�J�U �T�V�S �M�B ���H�V�S�F �R�V�F �M�F�T �E�F�V�Y �G�P�S�D�F�T�
 �M�P�D�B�M�J�T�Ï�F�T
�D�I�B�D�V�O�F �E�B�O�T �M�F�T �R�V�F�M�R�V�F�T �D�P�V�D�I�F�T �B�U�P�N�J�R�V�F�T �B�V�U�P�V�S �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �Ï�H�B�M�F�T�� �*�M �O�F �G�B�V�U �Q�B�T �F�O �E�Ï��
�E�V�J�S�F �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U �D�B�S �U�P�V�U �T�F �Q�B�T�T�F �F�O �G�B�J�U �E�B�O�T �M�B �N�Ð�N�F �[�P�O�F�� �/�P�U�S�F �N�P�E�Ò�M�F
�B �Q�F�S�N�J�T �E���J�E�F�O�U�J���F�S �T�J�Y �T�P�V�S�D�F�T �Ë �D�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �R�V�J �D�P�O�U�S�J�C�V�F�O�U �Ë �M�B �G�P�S�D�F �O�F�U�U�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �� �E�F�V�Y
�E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O�
 �F�U �R�V�B�U�S�F �T�P�V�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T�
 �D�S�P�J�T�Ï�F�T �E�F�V�Y �Ë �E�F�V�Y �F�O�U�S�F �M�F�T �E�F�V�Y �M�J�R�V�J�E�F�T��

�'�6�4�B�?�2�������� �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �Ë �U�S�B�W�F�S�T �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T �M�J�R�V�J�E�F�TL 1 �F�UL 2��
�$�F �T�D�I�Ï�N�B �O�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �Q�B�T �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �S�Ï�F�M�M�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T �N�B�J�T �M�F�V�S �P�S�J�H�J�O�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �-�F�T �G�P�S�D�F�T
�U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �B�H�J�T�T�F�O�U �T�Ï�Q�B�S�Ï�N�F�O�U �T�V�S �M�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �E�FL 1 �O�P�U�Ï �-1 �F�O �I�B�V�U �Ë �E�S�P�J�U�F�
 �F�U �T�V�S �M�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F
�E�FL 2 �O�P�U�Ï �-2 �F�O �C�B�T �Ë �E�S�P�J�U�F�� �4�V�S �M�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �-1�
 �P�O �J�E�F�O�U�J���F �U�S�P�J�T �T�P�V�S�D�F�T �E�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T�

�E�F �M�B �Q�B�S�U �E�F� L 1 L 1 �
� L 2 L 1 �
 �F�Upr �� �-�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �T�P�V�S�D�F �F�U �M�B �U�S�P�J�T�J�Ò�N�F �T�P�V�S�D�F �P�O�U �E�Ï�K�Ë �Ï�U�Ï �W�V�F�T �B�V�Y ���H�V�S�F�T
���������F�U���������� �-�B �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �T�F �D�B�M�D�V�M�F �B�J�T�Ï�N�F�O�U�� �-�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �U�P�U�B�M�F �T�V�S �D�F �Q�S�F�N�J�F�S �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �B�V
���O�B�M �V�O�F �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�F1

2 (
 �-���-�� + 
 �-���7 � 
 �-���7)�� �-�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �T�V�S �M�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �-2 �F�O
�E�F�T�T�P�V�T �T���F�O �E�Ï�E�V�J�U �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �-1j�-2�� �-�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �U�P�U�B�M�F �T�F �S�Ï�E�V�J�U ���O�B�M�F�N�F�O�U �Ë �M�B �G�P�S�D�F
�B�U�U�S�B�D�U�J�W�F
 �-���-�� ��



������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T ����

�(�Q���U�p�V�X�P�p

�t �-�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �D�Ù�U�Ï �E���V�O �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �B�V�U�S�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �W�B�V�U
 �-�7��

�t �-�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M���F�O�T�F�N�C�M�F�E�V �T�P�M�J�E�F �T�V�S �V�O�D�Ù�U�Ï�E�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �W�B�V�U
 �4�7� 
 �4�-+ 
 �-�7�
 �D�F �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �B�V �U�S�B�W�B�J�M
�E���B�E�I�Ï�T�J�P�O�
 �F�U �D�F �R�V�J�Q�P�V�T�T�F�M�F �M�J�R�V�J�E�F��
�&�O �D�P�N�Q�U�B�O�U �M���B�D�U�J�P�O �T�V�Q�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�Y�F�S�D�Ï�F
�Q�B�S �M���B�V�U�S�F �D�Ù�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �P�O �U�S�P�V�W�F �V�O�F �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �U�P�U�B�M�F �E�F
 �4�-� 
 �4�7��

�t �-�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�B �N�P�J�U�J�Ï �H�B�V�D�I�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F
�T�V�S �M�B �N�P�J�U�J�Ï �E�S�P�J�U�F �W�B�V�U �C�J�F�O
 �-���-�� �� �$�F�M�B �Q�S�F�O�E �F�O �D�P�N�Q�U�F �Ë �M�B �G�P�J�T �M�F�T �B�V�U�P��
�J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�U �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �D�S�P�J�T�Ï�F�T��

���������� �3�U�H�V�V�L�R�Q���G�H���/�D�S�O�D�F�H

�-�P�S�T�R�V�F �M�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �T�P�O�U �D�P�V�S�C�Ï�F�T�
 �M�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�J���Ò�S�F�O�U�
 �F�U �M�F�T �Ï�O�F�S�H�J�F�T �O�F �T�P�O�U �Q�M�V�T �M�F�T
�N�Ð�N�F�T�� �*�M �T���B�H�J�U �E�F �E�Ï�N�P�O�U�S�F�S �R�V�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �W�P�M�V�N�J�R�V�F �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F
� �F�T�U �<�����
�����> ��

� LL = � LL (0) � 
 �-�7� : �	���������


�4�J� > 0�
 �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �D�P�O�D�B�W�F�
 �M�F �E�P�N�B�J�O�F �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �E�P�O�D �Q�M�V�T �H�S�B�O�E�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U
�E�P�O�D �Q�M�V�T �H�S�B�O�E �F�O �W�B�M�F�V�S �B�C�T�P�M�V�F�� �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Ï�U�B�O�U �D�F�M�V�J �E���V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�
 �J�M �F�T�U �O�Ï�H�B�U�J�G�
 �F�U �P�O
�S�F�U�S�P�V�W�F �M�F �T�J�H�O�F �O�Ï�H�B�U�J�G �E�B�O�T �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �D�J���E�F�T�T�V�T�� �&�O���O�
 �P�O �Q�F�V�U �O�P�U�F�S �R�V�F �D�F�D�J �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�F �Q�S�F�N�J�F�S
�U�F�S�N�F �E�V �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �-�F �U�F�S�N�F �E�F �Q�F�O�U�F �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �J�O�U�F�S�W�F�O�J�S
�Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F��

�'�p�P�R�Q�V�W�U�D�W�L�R�Q���P�L�F�U�R�V�F�R�S�L�T�X�H���j���G�H�X�[���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V

�0�O �T�F �Q�M�B�D�F �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O �D�Z�M�J�O�E�S�F �	�J�O�W�B�S�J�B�O�U �T�F�M�P�O �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �U�S�B�O�T�W�F�S�T�B�M�F�
�
 �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F� > 0 �Q�P�V�S
���Y�F�S �M�F�T �J�E�Ï�F�T�� �0�O �D�I�F�S�D�I�F �Ë �D�P�O�O�B�Ô�U�S�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�V �Q�P�J�O�U(0; 0)�� �-���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F
�B�V �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F �Q�B�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�Oh(x) = 1

2 �x 2�� �0�O �O�P�U�F' P L
LL (x; z) �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M�F �Q�P�J�O�U(0; 0) �F�U

�V�O�F �M�J�H�O�F �U�S�B�O�T�W�F�S�T�B�M�F �Ë �M�B �D�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F(x; z) ��' P L
LL (x; z) = � 2

L

R1
�1 ' LL

� p
x2 + y2 + z2

�
dy�� �"�M�P�S�T�


�M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �W�P�M�V�N�J�R�V�F �T���Ï�D�S�J�U�
 �F�O �T�Ï�Q�B�S�B�O�U �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E���V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F�
 �R�V�F �M���P�O �D�P�O�O�B�Ô�U �E�Ï�K�Ë ��

� LL = � LL (0) +
Z 1

�1
dx

Z h(x)

0
dz ' P L

LL (x; z) : �	���������


�0�O �G�B�J�U �F�O�T�V�J�U�F �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �R�V�F' P L (x; z) �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U �Q�P�V�Sz 2 [0;h(x)]�
 �D�P�N�Q�U�F �U�F�O�V �E�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S
�E�F �W�B�S�J�B�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �	' P L

LL (r ) / r � 5�
 ��

� LL ' � LL (0) +
Z 1

�1
dx h(x) ' P L

LL (x; 0) ;

' � LL (0) +
�
2

Z 1

�1
dx x2 ' P L

LL (x; 0) ;

' � LL (0) � 
 �-�7� :

�&�O �F���F�U�
 �P�O �B �M���Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�F �G�F�S�N�F�U�V�S�F �	���������
 �Q�P�V�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� P L �	�W�P�J�S�"�O�O�F�Y�F �%�
 ��
 �-�7 =
�

R1
0 r 2 ' P L (r ) dr ��



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�'�6�4�B�?�2�������� �3�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr �E�B�O�T �V�O ���M�N �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �Q�P�T��
�T�Ò�E�F �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F� �	�O�Ï�H�B�U�J�W�F �T�V�S �D�F �T�D�I�Ï�N�B�
�� �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�U�U�S�B�D�U�J�G �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U� LL �F�U �F�T�U �E�P�O�D �N�P�J�O�T
�O�Ï�H�B�U�J�G �	�B�U�U�S�B�D�U�J�G�
 �R�V�F� LL (0)�� �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FPL �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �M�V�J �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F
Pv � 
 �-�7� �� �-�B �T�V�S�Q�S�F�T�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �F�T�U �C�J�F�O �Q�P�T�J�U�J�W�F �E�B�O�T �D�F �D�B�T��

�'�p�P�R�Q�V�W�U�D�W�L�R�Q���P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�T�X�H���j���G�H�X�[���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V

�4�P�J�U �V�O�F �D�P�V�D�I�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E�Ï���O�J�F �Q�B�Sz = h(x)�
 �S�F�Q�P�T�B�O�U �T�V�S �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F �F�Oz = 0 �� �-���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F
�Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �T���Ï�D�S�J�U ��

F [h; h0] =
Z

�( h; h0; x) dx ; �	���������


�( h; h0; x) = 
 �-�7

p
1 + h02 + 
 �4�-� 
 �4�7 �	���������


�-���Ï�O�F�S�H�J�F �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O� �T���Ï�D�S�J�U �Ë �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F �Q�S�Ò�T �D�P�N�N�F �M�B �E�Ï�S�J�W�Ï�F �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U
�Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F ��

� =
�F [h; h0]

�h (x)
; �	���������


=
@�
@h

�
d

dx
@�
@h0

;

= � 
 �-�7
h00(x)

(1 + h02)3/2
;

= � 
 �-�7� (x) :

�)�R�U�F�H

�0�O �D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �V�O�F �D�P�V�D�I�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�W�F�D �M�B �W�B�Q�F�V�S �Q�P�T�T�Ò�E�F �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F� �
 �S�F�Q�P�T�B�O�U �T�V�S �V�O
�T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F �Q�M�B�O�� �$�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �E�B�O�T
�M�F �M�J�R�V�J�E�F�� �® �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �P�O �Bpr = Pv �
� SL = 0 �T�J �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �T�V���T�B�N�N�F�O�U �M�P�J�O�
 �F�U �F�O���O
� LL = � LL (0) � 
 �-�7� �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������
�� �0�O �U�S�P�V�W�F �E�P�O�D�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��

PL = Pv � 
 �-�7� : �	���������


�0�O �S�F�D�P�O�O�B�Ô�U �C�J�F�O �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �V�T�V�F�M�M�F�� �$�P�N�N�F �Q�P�V�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O�
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B��
�Q�M�B�D�F �S�Ï�T�V�M�U�F �E���V�O �F���F�U �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F �E�V �E�P�N�B�J�O�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �R�V�J �B�H�J�U �T�V�S �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�� �&�O���O�
 �D�F�U�U�F �Q�S�F�T�T�J�P�O
�U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �F�T�U �C�J�F�O �D�F�M�M�F �R�V�J �B�Q�Q�V�J�F �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�M�B�O�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �D�P�N�N�F �P�O �M���B �W�V �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N��
�N�F�O�U �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������

���������� �3�U�H�V�V�L�R�Q���G�H���/�D�S�O�D�F�H �j���O�·�L�Q�W�H�U�I�D�F�H���O�L�T�X�L�G�H���V�R�O�L�G�H

�%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �Q�B�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �D�P�V�S�C�Ï�� �0�O �Ï�U�V�E�J�F
�E�P�O�D �M�F �D�B�T �E���V�O�F �D�P�V�D�I�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�T�U �Q�M�B�O�F�
 �F�U �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F��



������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T ����

�T�P�M�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �D�P�V�S�C�V�S�F� �� �4�J� �F�T�U �O�Ï�H�B�U�J�G�
 �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �D�P�O�W�F�Y�F�
 �F�U �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �D�P�O�D�B�W�F�� �® �M�B �U�S�B�W�F�S�T�Ï�F
�E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �Q�M�B�O�
 �P�O �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F ��
PL = Pv �� �® �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �D�P�V�S�C�V�S�F� � �
 �E�P�O�D �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O
�M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �W�B�V�U� LL = � LL (0) + 
 �-�7� �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �	�T�J� < 0�
 �M�F �E�P�N�B�J�O�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �Q�M�V�T
�H�S�B�O�E �E�P�O�D� LL �F�T�U �Q�M�V�T �O�Ï�H�B�U�J�G�
�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �T�P�M�J�E�F �T�V�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �W�B�V�U ��

� SL = � SL (0) � 
 �-�7
1 + �D�P�T� Y

2
� ; �	���������


�Q�B�S �B�O�B�M�P�H�J�F �B�W�F�D �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�� �&�O �F���F�U�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������
 �F�U �	���������
�
 �D���F�T�U �C�J�F�O �M�F
�G�B�D�U�F�V�S
 �-�7(1 + �D�P�T� Y )/2 �R�V�J �J�O�U�F�S�W�J�F�O�U �D�F�U�U�F �G�P�J�T �D�J �F�O �G�B�D�U�F�V�S �E�F �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F� �� �0�O �F�O �E�Ï�E�V�J�U �B�M�P�S�T �M�B
�S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �Q�B�S �D�P�O�T�F�S�W�B�U�J�P�O �E�FPL ��

pr = Pv + 
 �-�7
�D�P�T� Y � 1

2
� � � SL (0) : �	���������


�&�O�T�V�J�U�F�
 �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �J�M �O�P�V�T �G�B�V�U �B�V�T�T�J �D�P�O�O�B�Ô�U�S�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �	�E�V
�M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F�
�
 �R�V�J �O���F�T�U �Q�M�V�T �Ï�H�B�M �B�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �D�B�S �M�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �O�F �T�P�O�U
�Q�M�V�T �J�E�F�O�U�J�R�V�F�T�
 �N�B�J�T �M�B �T�Z�N�Ï�U�S�J�F(� j � � ) �Q�F�S�N�F�U �U�P�V�U �E�F �N�Ð�N�F �E�F �M�F �E�Ï�E�V�J�S�F �U�S�Ò�T �T�J�N�Q�M�F�N�F�O�U �E�F �	���������
 ��

� LS = � LS (0) + 
 �-�7
1 + �D�P�T� Y

2
� : �	���������


�&�U �P�O �B �U�P�V�K�P�V�S�T� SL (0) = � LS (0)�� �*�M �O�P�V�T �G�B�V�U �F�O���O �T�Q�Ï�D�J���F�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �Ë
�M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �Ë �V�O�F �E�J�T�U�B�O�D�Fh �T�P�V�T �M�B �T�V�S�G�B�D�F�� �/�P�V�T �G�B�J�T�P�O�T �M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �R�V�F �M�F�T �F���F�U�T �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T
�T�F �T�Ï�Q�B�S�F�O�U�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �R�V�F �M���F���F�U �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F �T�F �S�F�T�T�F�O�U �Q�S�J�O�D�J�Q�B�M�F�N�F�O�U �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �F�U �R�V�F �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F
�F�Oh �F�T�U �M�B �N�Ð�N�F �R�V�F �E�B�O�T �V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J �E�F �T�P�M�J�E�F�� �0�O �T���B�U�U�F�O�E �E�P�O�D �Ë �D�F �R�V�F �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U
�E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F �O�F �T�P�J�U �Q�B�T �Q�F�S�U�V�S�C�Ï �Q�B�S �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �T�B�V�G �Q�P�V�S �T�B �W�B�M�F�V�S �F�O �[�Ï�S�P �E�Ï�K�Ë �E�P�O�O�Ï�F �Ë
�M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��

� LS (h) = � LS (h) �Q�P�V�Sh > 0 ; �	���������


� LS (0) = � LS (0) + 
 �-�7
1 + �D�P�T� Y

2
� : �	���������


�$�F�U�U�F �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �F�T�U �Q�S�P�C�B�C�M�F�N�F�O�U �V�O �Q�F�V �G�P�S�U�F�
 �J�M �T�V���U �F�O �G�B�J�U �R�V�F �M�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �E�F� LS �F�U �E�F� LS �T�P�J�F�O�U
�Ï�H�B�M�F�T�
 �Q�P�V�S �N�F�O�F�S �B�V �S�Ï�T�V�M�U�B�U �T�V�J�W�B�O�U��

�*�M �G�B�V�U �F�O�T�V�J�U�F �T�Q�Ï�D�J���F�S �M�F �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F �T�V�S �M�F�R�V�F�M �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �E�V�F�T �B�V
�M�J�R�V�J�E�F�� �/�P�V�T �D�I�P�J�T�J�T�T�P�O�T �V�O�F �Q�P�S�U�J�P�OS �E�V �T�P�M�J�E�F �R�V�J �T���B�Q�Q�V�J�F �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F�
�D�P�N�N�F �J�O�E�J�R�V�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������
 �F�U �R�V�J �Q�S�Ï�T�F�O�U�F �B�V �M�J�R�V�J�E�F �V�O�F �T�V�S�G�B�D�FdA �J�O���O�J�U�Ï�T�J�N�B�M�F�� �$�P�N�N�F �Ë �M�B �T�F�D��
�U�J�P�O �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�F�
 �Q�P�V�S �T�J�N�Q�M�J���F�S �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T�
 �O�P�V�T �T�V�Q�Q�P�T�P�O�T �M���J�O�W�B�S�J�B�O�D�F �E�B�O�T �V�O�F �E�J�S�F�D�U�J�P�O
�E�F �M���F�T�Q�B�D�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �R�V�F �M�F �T�P�M�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�SW �� �-�F�T �Ï�D�I�F�M�M�F�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �T�V�S �D�F�U�U�F ���H�V�S�F
�T�P�O�U �W�P�M�P�O�U�B�J�S�F�N�F�O�U �E�J�T�Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�Ï�F�T�
 �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F� �F�T�U�B �Q�S�J�P�S�J�G�B�J�C�M�F�� �-���B�O�H�M�F �E�F �D�F�U�U�F �Q�P�S�U�J�P�O �W�B�V�U �E�P�O�D
d� = �dA / W � 1�� �4�V�S �D�F�U�U�F �Q�P�S�U�J�P�OS�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�
 �M�F�T �G�P�S�D�F�T �E�V�F�T �B�V �M�J�R�V�J�E�F �T�F �D�B�M�D�V�M�F�O�U
�B�V�Y �C�P�S�E�T@S �E�V �W�P�M�V�N�F �B�V�Y �B�D�U�J�P�O�T �E�Fpr �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �F�U �E�F� LS �T�V�S �U�P�V�U@S��

�0�O �T�P�V�I�B�J�U�F �D�P�O�O�B�Ô�U�S�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �O�F�U�U�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�P�O�D �P�O �Q�S�P�K�F�U�U�F �M�F�T �G�P�S�D�F�T �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D��
�U�J�P�O �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �O�P�U�Ï�Fz �T�V�S �M�B ���H�V�S�F�� �-���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �T�V�S �M�F �D�P�O�U�P�V�S �F�T�U �T�Ï�Q�B�S�Ï�F �F�O �E�F�V�Y �D�P�O�U�S�J�C�V��
�U�J�P�O�T�
 �M�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �E�F �M�B �Q�B�S�U �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �M�B �T�F�D�P�O�E�F �E�F �M�B �Q�B�S�U �E�F�T �D�Ù�U�Ï�T �E�V �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F�
 �F�U
�T���Ï�D�S�J�U �F�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��

F N = � (pr + � LS (0)) �D�P�T(d� )dA + 2
Z 1

0
Wdh �T�J�O

�
d�
2

�
� LS (h) ;

= � dA(Pv + 
 �-�7 �D�P�T� Y � ) + �dA
Z 1

0
� LS (h)dh ;

= � dA(Pv + 
 �-�7 �D�P�T� Y � � 
 �-�7� (1 + �D�P�T� Y )) ;

= � dA (Pv � 
 �-�7� ) : �	�����������




���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�'�6�4�B�?�2�������� �	�B�
 �3�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr �E�B�O�T �V�O ���M�N �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S
�F�T�U �Q�M�B�O�F �F�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �D�P�V�S�C�V�S�F� �
 �O�Ï�H�B�U�J�W�F �T�V�S �D�F �T�D�I�Ï�N�B�� �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�I�F�S��
�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �F�T�UPL = Pv �
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �M�B �W�B�Q�F�V�S �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �B�U�U�S�B�D�U�J�G�T �T�V�S �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �	�W�P�J�S �M�F �U�F�Y�U�F�
�� �	�C�

�%�Ï�U�B�J�M �E�V �D�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �E�V�F�T �B�V �M�J�R�V�J�E�F �B�H�J�T�T�B�O�U �T�V�S �V�O�F �Q�P�S�U�J�P�OS �E�V �T�P�M�J�E�F �D�P�V�S�C�Ï �	�M�F�T �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�T
�O�F �T�P�O�U �Q�B�T �S�Ï�B�M�J�T�U�F�T �D�B�S �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F �F�T�U �D�F�O�T�Ï�F �Ð�U�S�F �G�B�J�C�M�F�
�
 �E���B�O�H�M�Fd� �
 �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�
 �O�P�O �S�F��
�Q�S�Ï�T�F�O�U�B�U�J�W�F �E�F �M�F�V�S �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E�V �T�P�M�J�E�F�� �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �F�O �	�B�
�
 �F�U �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
�B�U�U�S�B�D�U�J�G �F�T�U �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �	���������
 �F�U �	���������
�� �-�F�T �G�P�S�D�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�V �T�P�M�J�E�F �T�V�SS �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T�� �-�B
�G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �U�P�U�B�M�F �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
��

�0�O �O�P�U�F �R�V�F �Q�P�V�S �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �D�Ù�U�Ï�T �E�V �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F�
 �M���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �B �Ï�U�Ï �Q�S�P�M�P�O�H�Ï�F �K�V�T�R�V���Ë �M���J�O���O�J�

�D�B�S �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F �F�T�U �T�V�Q�Q�P�T�Ï�F �G�B�J�C�M�F�� �1�P�V�S �S�Ï�T�V�N�F�S�
 �T�J �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �D�P�O�W�F�Y�F �	�V�O�F �T�Q�I�Ò�S�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�
�
 �D���F�T�U��
�Ë���E�J�S�F �Q�P�V�S� < 0 �T�F�M�P�O �O�P�T �D�P�O�W�F�O�U�J�P�O�T�
 �B�M�P�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �B�Q�Q�V�J�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �� �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F

 �-�7� �T���B�K�P�V�U�F �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �T�U�B�U�J�R�V�FPv �
 �M�F �T�P�M�J�E�F �T�V�C�J�U �V�O�F �Q�S�F�T�T�J�P�O�Q�M�V�T�G�P�S�U�F�� �1�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�
 �T�J �P�O �B �V�O�F
�T�Q�I�Ò�S�F �T�P�M�J�E�F �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E���V�O�F �H�P�V�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �E�P�J�U �Ð�U�S�F �D�P�N�Q�U�Ï�F �E�F�V�Y
�G�P�J�T �Q�P�T�J�U�J�W�F�N�F�O�U �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F�� �%�F �G�B�Î�P�O �T�V�S�Q�S�F�O�B�O�U�F�
 �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�U �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �	�P�V �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H� Y �
 �O���J�O�U�F�S�W�J�F�O�O�F�O�U �Q�M�V�T �E�B�O�T �D�F�U�U�F �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O�� �&�O���O�

�D�P�O�U�S�B�J�S�F�N�F�O�U �B�V�Y �D�B�T �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�T�
 �D�F �O���F�T�U �Q�B�T �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FPL = Pv �R�V�J �B�Q�Q�V�J�F �T�V�S
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F��

�(�Q���U�p�V�X�P�p

�t �-�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F� �	� > 0 �T�J
�M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �D�P�O�W�F�Y�F�
 �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �Q�M�B�O �W�B�V�UPv + 
 �-�7� ��

�t �-�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �Q�M�B�O�
 �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �E�P�O�U
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F� �	� > 0 �T�J �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �D�P�O�W�F�Y�F�
�
 �W�B�V�UPv+ 
 �-�7� ��

������ �3�R�W�H�Q�W�L�H�O�V���L�Q�W�H�U�P�R�O�p�F�X�O�D�L�U�H�V

�"�W�B�O�U �E�F �Q�B�T�T�F�S �Ë �M���Ï�U�V�E�F �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F�T �M�J�H�O�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �B�V�D�I�B�Q�J�U�S�F ���
 �O�P�V�T
�E�F�W�P�O�T �F�Y�B�N�J�O�F�S �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �/�P�U�B�N�N�F�O�U�
 �E�B�O�T �M�F �C�V�U �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�N�F�O�U �M�F�T
�D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �T�V�S �E�F�T �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F�T �Q�M�V�T �D�P�N�Q�M�J�R�V�Ï�F�T�
 �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �E�F�W�P�J�S �G�B�J�S�F �V�O �D�I�P�J�Y �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�
 �F�U �E�P�O�D �E�F
�G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F�� �&�O �F���F�U�
 �K�V�T�R�V���J�D�J �M�F�T �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U�T �O�F �E�Ï�Q�F�O�E�F�O�U �Q�B�T �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�
 �T�F�V�M�F�T
�M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �	���������
 �F�U �	���������
 �T�P�O�U �J�N�Q�P�S�U�B�O�U�F�T�� �3�B�Q�Q�F�M�P�O�T �R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� �� (r ) �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B
�Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T�
 �Q�P�O�E�Ï�S�Ï�F �Q�B�S �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�Fgr (r )��



������ �1�P�U�F�O�U�J�F�M�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T ����

���������� �)�R�Q�F�W�L�R�Q�V���G�H���F�R�U�U�p�O�D�W�L�R�Q���G�H���S�D�L�U�H

�/�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V�
 �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�Fg(r ) �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���F�O�W�J�S�P�O�O�F�N�F�O�U �E���V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�� �&�M�M�F
�N�F�T�V�S�F �M�B �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï �E�F �U�S�P�V�W�F�S �V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fr �E���V�O�F �B�V�U�S�F�� �&�M�M�F �E�P�J�U �E�P�O�D �Ð�U�S�F �O�V�M�M�F �F�Or = 0 �

�F�U �W�B�M�P�J�S �V�O �Q�P�V�Sr � � �
 �P�á� �F�T�U �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �U�Z�Q�J�R�V�F �F�O�U�S�F �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�� �&�M�M�F �E�P�J�U �E�F �Q�M�V�T �Q�P�V�S �M�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T
�B�W�P�J�S �V�O �N�B�Y�J�N�V�N �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�Fr = � �
 �S�B�Z�P�O �Q�P�V�S �M�F�R�V�F�M�
 �V�O �M�J�R�V�J�E�F �Ï�U�B�O�U �D�P�N�Q�B�D�U�
 �J�M �Z �V�O�F �H�S�B�O�E�F
�Q�S�P�C�B�C�J�M�J�U�Ï �E�F �U�S�P�V�W�F�S �V�O�F �B�V�U�S�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�� �4�J �M�F �N�J�M�J�F�V �F�T�U �E�F�O�T�F�
 �E�F �Q�M�V�T�
 �J�M �E�P�J�U �Z �B�W�P�J�S �V�O�F �T�U�S�V�D�U�V�S�F �Ë
�M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �F�U �E�P�O�D �P�O �Q�F�V�U �B�V�T�T�J �T���B�U�U�F�O�E�S�F �Ë �W�P�J�S �R�V�F�M�R�V�F�T �P�T�D�J�M�M�B�U�J�P�O�T �B�Q�S�Ò�T �D�F �N�B�Y�J�N�V�N�
 �M�P�S�T�R�V�F
�M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �U�F�O�E �W�F�S�T �V�O�
 �D�F �R�V�J �O�F �T�F�S�B �Q�B�T �M�F �D�B�T �Q�P�V�S �E�F�T �H�B�[ �Q�F�V �E�J�M�V�Ï�T �	�J�M �F�T�U �U�S�Ò�T �Q�F�V �Q�S�P�C�B�C�M�F �E�F �U�S�P�V�W�F�S
�Ë �M�B �G�P�J�T �V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �F�Or = a �F�U �V�O�F �B�V�U�S�F �F�Or = 2 � �
�� �6�O �F�Y�F�N�Q�M�F �U�Z�Q�J�R�V�F �E�F �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O
�E�F �Q�B�J�S�F �F�T�U �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������
 �F�U �Q�F�V�U �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �Ð�U�S�F �N�F�T�V�S�Ï �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F�T �G�B�D�U�F�V�S�T �E�F �T�U�S�V�D�U�V�S�F�

�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ����������

�'�6�4�B�?�2�������� �'�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �Ë �E�F�V�Y �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �U�Z�Q�J�R�V�F �	�B�
 �Q�P�V�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �E�F �G�P�S�U�F
�E�F�O�T�J�U�Ï �	�C�
 �Q�P�V�S �V�O �H�B�[ �E�F �G�B�J�C�M�F �E�F�O�T�J�U�Ï��

�)�D�F�W�H�X�U���G�H���%�R�O�W�]�P�D�Q�Q

�/�P�V�T �B�M�M�P�O�T �U�P�V�U �E���B�C�P�S�E �O�P�V�T �Q�M�B�D�F�S �E�B�O�T �M�F �D�B�T �E���V�O �N�J�M�J�F�V �E�J�M�V�Ï�� �0�O �T�V�Q�Q�P�T�F �R�V�F �M�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�T �E�F�T �Q�B�S��
�U�J�D�V�M�F�T �T�P�O�U �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F�T �M�F�T �V�O�F�T �E�F�T �B�V�U�S�F�T�� �%�B�O�T �D�F �D�B�T�
 �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �F�T�U �Q�S�P�Q�P�S��
�U�J�P�O�O�F�M�M�F �B�V �G�B�D�U�F�V�S �E�F �#�P�M�U�[�N�B�O�O�� �-�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �E���V�O �N�J�M�J�F�V �E�J�M�V�Ï �F�T�U �E�P�O�D �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M
�B�Q�Q�S�P�D�I�Ï�F �Q�B�S �<�����> ��

g(r ) = �F�Y�Q
�
�

' (r )
kB T

�
; �	�����������


�P�á' (r ) �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�
 �E�F �U�Z�Q�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T�
k �F�T�U �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �#�P�M�U�[�N�B�O�

�F�UT �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F�
 �F�U �D�F �R�V�J �Q�P�T�T�Ò�E�F �M�B �C�P�O�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�B�M�J�U�Ï �Q�V�J�T�R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�U�U�S�B�D�U�J�G
�W�B �Ë �[�Ï�S�P �M�P�S�T�R�V�Fr ! 1 �� �&�M�M�F �E�Ï�D�S�J�U �E�P�O�D �C�J�F�O �M�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �E�F �Q�B�J�S�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�C�
��

�$���F�T�U���Ë���Q�B�S�U�J�S �E�F �D�F�U�U�F �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �O�P�U�B�N�N�F�O�U �R�V�F �M���P�O �Q�F�V�U �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T
�	���������
�
 �E�B�O�T �M�F �D�B�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S �J�D�J �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �F�O1/ r 6�� �&�O �F���F�U�
 �P�O �Q�F�V�U �E���B�V�U�S�F
�Q�B�S�U �E�Ï�N�P�O�U�S�F�S �D�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �E�B�O�T �V�O �D�B�E�S�F �Q�M�V�T �M�B�S�H�F �	�M�F �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �E�V �W�J�S�J�F�M�
 �Q�P�V�S �U�P�V�U �Q�P��
�U�F�O�U�J�F�M �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O' (r )�
 �D�F �R�V�F �O�P�V�T �O�F �G�F�S�P�O�T �Q�B�T �J�D�J�� �0�O �Q�B�S�U �E�F �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �	���������
 �E�F
�O�P�U�S�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F�
 �R�V�J �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �F�O�U�S�F �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �J�E�Ï�B�M�F �E�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�
 �R�V�J �F�T�U



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�D�F�M�M�F �E���V�O �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�U�
 �F�U �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�F �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O�
 �E�B�O�T �M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �J�O���O�J�N�F�O�U
���O�F�T ��

F = F GP + � 2V
Z 1

0
dr 4�r 2g(r )' (r ) ; �	�����������


�P�á �P�O �B �T�V�Q�Q�P�T�Ï �R�V�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �J�O�W�B�S�J�B�O�U�
 �D�F �R�V�J �B �Q�F�S�N�J�T �E���J�O�U�Ï�H�S�F�S �V�O�F �G�P�J�T �T�V�S �M�F �W�P�M�V�N�FV = N� �
 �F�U
�P�áN �F�T�U �M�F �O�P�N�C�S�F �E�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �E�V ���V�J�E�F�� �4�J' (r ) / 1/ r 6�
 �B�M�P�S�Td' / dr = � 6' / r �
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U
�E���J�O�U�S�P�E�V�J�S�F �M�F �D�P�F���D�J�F�O�U �E�V �W�J�S�J�F�Mr d' / dr �E�B�O�T �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F ��

F = F GP �
2�
3

�N
Z 1

0
dr r 3g(r )

d'
dr

: �	�����������


�"�M�P�S�T�
 �F�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �	�����������
�
 �R�V�J �T���Ï�D�S�J�U �G�P�S�N�F�M�M�F�N�F�O�Ug(' (r ))
�F�U �R�V�J �F�T�U �U�F�M�M�F �R�V�Fdg/ d' = kB Tg�
 �P�O �Q�F�V�U �Ï�D�S�J�S�F �R�V�Fg(' )d' / dr = � kB T d[g(r ) � 1]/ dr �F�U �J�O�U�Ï�H�S�F�S
�Q�B�S �Q�B�S�U�J�F�T ��

F = F GP +
2�
3

�Nk B T
Z 1

0
dr r 3 d

dr
(g(r ) � 1) ; �	�����������


= F GP +
2�
3

�Nk B T
�
[r 3(g(r ) � 1)]10 � 3

Z 1

0
dr r 2 [g(r ) � 1]

�
; �	�����������


= F GP � 2��Nk B T
Z 1

0
dr r 2 [g(r ) � 1] : �	�����������


�® �D�F �T�U�B�E�F�
 �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �M�F �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F �I�B�C�J�U�V�F�M �E�V �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �E�V �W�J�S�J�F�M�� �1�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�
 �P�O �M�B
�T�Ï�Q�B�S�F �F�O �E�F�V�Y �E�P�N�B�J�O�F�T �� �Q�P�V�Sr > � �
g(r ) � 1 � � ' (r )/ kB T �
 �F�U �Q�P�V�Sr < � �
g(r ) � 1 � � 1�� �0�O
�P�C�U�J�F�O�U �E�P�O�D ��

F = F GP + 2 ��Nk B T
�

� 3

3
+

1
kB T

Z 1

�
dr r 2' (r )

�
; �	�����������


�R�V�F �M���P�O �N�F�U �T�P�V�T �M�B �G�P�S�N�F ��

F = F GP + B (T)�Nk B T ; �	�����������


�B�W�F�DB (T) = b�
a

kB T
�F�Ua = � 2�

Z 1

�
dr r 2' (r ) �F�Ub =

2�� 3

3
: �	�����������


�-�F �U�F�S�N�F �E�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�OB (T) �F�T�U �D�P�V�S�B�N�N�F�O�U �B�Q�Q�F�M�Ï �T�F�D�P�O�E �D�P�F���D�J�F�O�U �E�V �W�J�S�J�F�M�
 �F�U �M�F�T �D�P�F���D�J�F�O�U�Ta �F�U
b �T�P�O�U �M�F�T �D�P�F���D�J�F�O�U�T �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T ��b �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O �W�P�M�V�N�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �F�Ua �F�T�U �V�O�F
�Q�S�F�T�T�J�P�O �E���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F ���O�B�M�F�N�F�O�U �D�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �F�O �E�Ï�S�J�W�B�O�U �M���Ï�O�F�S�H�J�F
�M�J�C�S�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �B�V �W�P�M�V�N�FV = N / � = Nv �
 �T�V�Q�Q�P�T�Ï �U�S�Ò�T �H�S�B�O�E �E�F�W�B�O�Ub �F�U �F�O �D�P�O�O�B�J�T�T�B�O�U �Q�B�S �B�J�M�M�F�V�S�T �M�B
�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�V �H�B�[ �Q�B�S�G�B�J�UPGP = kB T/ v�
 �P�áv �F�T�U �M�F �W�P�M�V�N�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F ��

P = �
�

@F
@V

�

T
�

kB T
v � b

�
a
v2 : �	�����������


�1�P�V�S ���O�J�S�
 �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï �Q�F�S�N�F�U �E�P�O�D �E�F �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�U�B�U �E�F�T ���V�J�E�F�T�
 �N�B�J�T �D�F�U�U�F
�Ï�R�V�B�U�J�P�O �O�F �Q�F�S�N�F�U �Q�B�T �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �E�F �E�Ï�D�S�J�S�F �D�P�S�S�F�D�U�F�N�F�O�U �M�F�T ���V�J�E�F�T�
 �C�J�F�O �R�V���F�M�M�F �D�P�O�U�J�F�O�O�F �M�F�T �J�O�H�S�Ï��
�E�J�F�O�U�T �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F�T�� �-�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �E�F �U�Z�Q�F �#�P�M�U�[�N�B�O�O �F�T�U �E�P�O�D �C�J�F�O �Q�M�V�T �B�E�B�Q�U�Ï�F �B�V �H�B�[
�R�V���B�V�Y �M�J�R�V�J�E�F�T�
 �N�B�J�T �F�M�M�F �F�T�U �V�O�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �T�V���T�B�O�U�F �Q�P�V�S �E�Ï�D�S�J�S�F �M�B �Q�M�V�Q�B�S�U �E�F
�M�B �Q�I�Ï�O�P�N�Ï�O�P�M�P�H�J�F �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �E�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F�
 �O�P�V�T �J�S�P�O�T �Q�M�V�U�Ù�U �W�F�S�T �V�O�F �T�J�N�Q�M�J���D�B�U�J�P�O �E�F �D�F�U�U�F
�G�P�O�D�U�J�P�O��



������ �1�P�U�F�O�U�J�F�M�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T ����

�0�R�G�q�O�H���G�H���V�S�K�q�U�H�V���G�X�U�H�V

�1�P�V�S �M�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T�
 �J�M �O���F�Y�J�T�U�F �Q�B�T �E�F �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F �T�J�N�Q�M�F�� �6�O�F �T�U�S�B�U�Ï�H�J�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�
 �R�V�J
�O�F �D�B�Q�U�V�S�F �Q�P�V�S�U�B�O�U �Q�B�T �M�F�T ���V�D�U�V�B�U�J�P�O�T �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï�
 �D�P�O�T�J�T�U�F �Ë �V�U�J�M�J�T�F�S �E�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U �O�P�U�B�N�N�F�O�U
�E�V �G�B�D�U�F�V�S �E�F �#�P�M�U�[�N�B�O�O �F�U �Ë �Q�S�P�M�P�O�H�F�S �M�F �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �E�V �W�J�S�J�F�M �F�O �E�F�O�T�J�U�Ï �Q�P�V�S �Q�F�S�N�F�U�U�S�F �E�F �E�Ï�D�S�J�S�F �M�F�T
�Q�I�B�T�F�T �Q�M�V�T �E�F�O�T�F�T �<�����
�����>�� �)�J�T�U�P�S�J�R�V�F�N�F�O�U�
 �V�O�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �U�S�Ò�T �T�J�N�Q�M�F �E�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O
�D�P�O�T�J�T�U�F �Ë �Q�S�F�O�E�S�F �V�O �N�P�E�Ò�M�F �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T�� �0�O �E�Ï���O�J�U �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�B�O�U�F �E�F �M�B
�G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F ��

g(r ) = 1 �Q�P�V�Sr > � H ;

= 0 �Q�P�V�Sr < � H : �	�����������


�-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �R�V�J �J�O�U�F�S�W�J�F�O�U �E�B�O�T �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �	���������
�
 �F�U �F�O �Q�S�F�O�B�O�U �V�O�F �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O
�E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T�
 �E�F�W�J�F�O�U �E�P�O�D ��

' (r ) = �
cH

r 6 �Q�P�V�Sr > � H ;

= 0 �Q�P�V�Sr < � H ; �	�����������


�P�ácH �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�� �$�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Q�F�S�N�F�U �E�F �E�Ï���O�J�S �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F
�E�F �)�B�N�B�L�F�S �Q�P�V�S �V�O �N�B�U�Ï�S�J�B�V �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� �<�����> ��

H = � 2� 2c2
H : �	�����������


�1�P�V�S �D�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�
 �P�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �J�O�U�S�P�E�V�J�U�F�T �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �Ë �M�B�T�F�D��
�U�J�P�O �������
 �O�P�U�B�N�N�F�O�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O� LL (h) �Q�P�V�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �E�Ï���O�J�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��

� H
LL (h) = �

H
6�h 3 �Q�P�V�Sh > � H ;

= 0 �Q�P�V�Sh < � H : �	�����������


�'�6�4�B�?�2�������� �'�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T�� �	�C�
 �1�P�U�F�O�U�J�F�M
�J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �F���F�D�U�J�G��

�0�O �Q�F�V�U �F�O�T�V�J�U�F �S�F�M�J�F�S �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Ë �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �)�B�N�B�L�F�S �<�����> �H�S�É�D�F �Ë �M�B �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï �E�F
�G�F�S�N�F�U�V�S�F �	���������
 ��



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@


 �-�7 =
�c LL � 2

L

24� 2
H

=
H

24�� 2
H

: �	�����������


�%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �P�O �Q�F�V�U �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �E�J���Ï�S�F�O�U�T �W�P�M�V�N�F�T�
 �O�P�U�B�N�N�F�O�U �F�O�U�S�F �E�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�F�T��
�$���F�T�U �T�F�M�P�O �D�F �N�P�E�Ò�M�F �R�V�F �M���P�O �Q�F�V�U �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�F�S �E�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F�T ���O�F�T �E�F �N�F�T�V�S�F�T �E�F �G�P�S�D�F�T �F�O�U�S�F �E�J���Ï�S�F�O�U�T
�W�P�M�V�N�F�T �E�F �T�P�M�J�E�F�T �F�U �E�F �M�J�R�V�J�E�F�T�
 �F�U �D�P�N�Q�B�S�F�S �B�V�Y �N�F�T�V�S�F�T �E�F �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �<�����>�� �)�J�T�U�P�S�J�R�V�F�N�F�O�U�

�D�F �N�P�E�Ò�M�F �B �E�P�O�D �D�P�O�T�U�J�U�V�Ï �M�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �U�F�O�U�B�U�J�W�F �Ï�M�B�C�P�S�Ï�F �E���Ï�U�V�E�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�B�V �9�9�Ÿ�T�J�Ò�D�M�F �Q�V�J�T�R�V���J�M �B �Q�F�S�N�J�T �E�F �S�F�M�J�F�S �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Ë �V�O�F �R�V�B�O�U�J�U�Ï �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �<�����>�
 �F�U �E���F�O
�G�B�J�S�F �V�O�F �Ï�U�V�E�F �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�� �-�F �N�P�E�Ò�M�F �S�F�T�T�F�N�C�M�F �G�P�S�U�F�N�F�O�U �B�V �N�P�E�Ò�M�F �E�F �-�B�Q�M�B�D�F�
 �N�B�J�T �O�P�U�S�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F
�%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �Q�F�S�N�F�U �E���F�O �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F�S �M�B �W�B�M�J�E�J�U�Ï �F�U �E�F �M���Ï�U�F�O�E�S�F�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �/�B�W�B�T�D�V�Ï�T �F�O ��������
�D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E���)�B�N�B�L�F�S �D�P�N�N�F �j �T�F�N�J���F�N�Q�J�S�J�R�V�F �x��

�)�R�Q�F�W�L�R�Q���G�H���F�R�U�U�p�O�D�W�L�R�Q���Q�X�P�p�U�L�T�X�H

�/�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T �E�B�O�T �M�F�T �D�I�B�Q�J�U�S�F�T �T�V�J�W�B�O�U�T �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�U �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F �D�S�Ï�Ï�F�T �Q�B�S
�E�F�T �W�P�M�V�N�F�T �E�P�O�O�Ï�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�U �E�F �T�P�M�J�E�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�� �*�M �T���B�H�J�U �E�P�O�D�
 �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V �E�B�O�T �M�B �Q�B�S�U�J�F
�Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�F�
 �E�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F�T �Q�S�F�T�T�J�P�O�T �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�T �F�U �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �B�U�U�S�B�D�U�J�G�T �B�V�Y �W�P�J�T�J�O�B�H�F�T �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�� �*�M
�G�B�V�U �E�P�O�D �T�F �E�P�O�O�F�S �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �E�B�O�T �M���P�C�K�F�D�U�J�G �E�F �T�J�N�Q�M�J���F�S �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T
�F�U �Ð�U�S�F �D�B�Q�B�C�M�F �E�F �S�Ï�B�M�J�T�F�S �E�F�T �D�B�M�D�V�M�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�T �E�B�O�T �V�O �U�F�N�Q�T �S�B�J�T�P�O�O�B�C�M�F�
 �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �E�F�W�P�J�S �D�I�P�J�T�J�S
�V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �T�J�N�Q�M�F�
 �B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F�
 �E�P�O�U �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �F�T�U �S�B�J�T�P�O�O�B�C�M�F�� �&�O���O�
 �Q�M�V�U�Ù�U �R�V�F �E�F �T�F �E�P�O�O�F�S �V�O�F
�G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O�
 �J�M �F�T�U �Q�M�V�T �V�U�J�M�F �E�F �E�Ï�D�S�J�S�F �E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�Ï�K�Ë �Q�P�O�E�Ï�S�Ï �Q�B�S
�D�F�U�U�F �G�P�O�D�U�J�P�O�� �%�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F�
 �Ë �D�I�B�R�V�F �G�P�J�T �R�V�F �O�P�V�T �G�F�S�P�O�T �E�F�T �D�B�M�D�V�M�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�T �E���J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �E�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F
�E�F �M�B �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F�
 �O�P�V�T �V�U�J�M�J�T�F�S�P�O�T �B�M�P�S�T �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�V�J�W�B�O�U�
 �S�Ï�H�V�M�B�S�J�T�Ï �T�V�S �V�O�F �U�B�J�M�M�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F� D �
 �F�U
�S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ����������
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�
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�$�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�Ï�D�S�J�U �V�O�F �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �Q�P�V�Sr � � D �E�F �U�Z�Q�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T�
 �F�O1/ r 6�� �1�P�V�Sr � � D �
 �J�M �F�T�U �S�Ï�H�V�M�B��
�S�J�T�Ï �E�F �G�B�Î�P�O �J�T�P�U�S�P�Q�F �Q�B�S �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F�
 �D�F�S�U�F�T �J�O�D�P�O�O�V�F�
 �N�B�J�T �E�P�O�U �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �U�F�T�U �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �J�D�J
�E�P�O�O�F �V�O�F �J�E�Ï�F �E�V �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U��� D �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �E�P�O�D �M�B �U�B�J�M�M�F �F���F�D�U�J�W�F �T�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �J�O�U�F�S�W�J�F�O�U��
c �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�
 �F�U �T�F�S�B �E�P�O�D �S�F�N�Q�M�B�D�Ï �Q�B�ScLL �P�VcLS �T�F�M�P�O �R�V�F �M���P�O �D�P�O�T�J�E�Ò�S�F �M�F�T
�J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �P�V �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �D�I�P�J�T�J �D�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Q�P�V�S �E�F�T �S�B�J�T�P�O�T �E�F �D�P�O�G�P�S�U
�N�B�U�I�Ï�N�B�U�J�R�V�F�� �-�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T �O�F �E�Ï�Q�F�O�E�F�O�U �Q�B�T �F�O ���O �E�F �D�P�N�Q�U�F �E�V �E�Ï�U�B�J�M �E�F �D�F�U�U�F �S�Ï�H�V�M�B��
�S�J�T�B�U�J�P�O�
 �N�B�J�T �T�F�V�M�F�N�F�O�U �E�V �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F� D �� �$�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U �B�M�P�S�T �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �Q�P�V�S
�U�P�V�T �W�P�M�V�N�F�T �M�J�R�V�J�E�FL �F�U �T�P�M�J�E�FS �E�P�O�O�Ï�T��

�'�6�4�B�?�2�������� �1�P�U�F�O�U�J�F�M �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �S�Ï�H�V�M�B�S�J�T�Ï �Q�B�S �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F�
 �V�U�J�M�J�T�Ï �E�B�O�T �M�F�T
�D�B�M�D�V�M�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�T�
 �F�U �E�Ï�D�S�J�U �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
��

�-�F �E�Ï�U�B�J�M �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �Q�P�V�Sr � � D �O�F �E�P�J�U �E�P�O�D �Q�B�T �Ð�U�S�F �U�F�O�V �Q�P�V�S �S�J�H�P�V�S�F�V�Y �D�B�S �J�M �E�Ï�Q�F�O�E �E�F �M�B �G�P�O�D��
�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �D�I�P�J�T�J�F�� �-�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�T �D�J���E�F�T�T�P�V�T �U�J�F�O�O�F�O�U �E�P�O�D �Q�M�V�T �M�J�F�V �E���V�O�F �J�M�M�V�T��



������ �1�P�U�F�O�U�J�F�M�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T ����

�U�S�B�U�J�P�O �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T�
 �R�V�F �E�F �M�F�V�S �S�Ï�Q�B�S�U�J�U�J�P�O �F�Y�B�D�U�F�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �E�F �D�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T�

�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T�
 �O�F �E�Ï�Q�F�O�E�F�O�U �Q�M�V�T �E�F �D�F �D�I�P�J�Y �D�P�N�N�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �M�F �W�P�J�S��

���������� �&�D�O�F�X�O���G�H�V���F�R�Q�W�U�D�L�Q�W�H�V���D�X���Y�R�L�V�L�Q�D�J�H���G�H�V���L�Q�W�H�U�I�D�F�H�V���S�R�X�U���X�Q���S�R�W�H�Q�W�L�H�O �D�G���K�R�F

�%���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�
 �P�O �Q�F�V�U �D�B�M�D�V�M�F�S �B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F�N�F�O�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O� �� (h) �Q�P�V�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �	�����������

�D�I�P�J�T�J�
 �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U �E�F� �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E���V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �J�O���O�J �E�F �M�B �Q�I�B�T�F� �	� �F�U� �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F�O�U �M�F
�M�J�R�V�J�E�FL �P�V �M�F �T�P�M�J�E�FS�
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�&�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �	LL �P�VSL�
 �P�O �F�Y�Q�S�J�N�F �B�M�P�S�T �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �	���������
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Z 1

0
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�,�Q�W�H�U�I�D�F�H���O�L�T�X�L�G�H���Y�D�S�H�X�U

�0�O �T�P�V�I�B�J�U�F �J�M�M�V�T�U�S�F�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�Ï�D�S�J�U�F�T �B�V�Y ���H�V�S�F�T���������F�U���������� �-�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �B�V �T�F�J�O �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U
�E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �	���������
�
 �D�B�S �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �M�P�D�B�M�F �M�B �D�P�N�Q�F�O�T�F �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U ��
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2
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�&�M�M�F�T �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T�� �1�P�V�S �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E���V�O �R�V�B�S�U �E���F�T�Q�B�D�F
�J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �B�V�U�S�F�
 �P�O �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�B�O�U�F� LL (h) �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �	���������
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�R�V�J �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �F�O �O�P�J�S �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �-�B �T�P�N�N�F �E�F�T �E�F�V�Y �O�P�V�T �E�P�O�O�F �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �T�V�S
�V�O �R�V�B�S�U �E���F�T�Q�B�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V �Ë �M�B�T�P�V�T��
�T�F�D�U�J�P�O ������������ �&�O���O�
 �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�F �D�F�U�U�F �T�P�N�N�F �O�P�V�T �S�F�E�P�O�O�F �C�J�F�O �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �-�7��

�4�J �O�P�V�T �D�I�P�J�T�J�T�T�P�O�T �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �)�B�N�B�L�F�S �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �Q�M�V�T �I�B�V�U�
 �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �F�T�U �R�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �J�E�F�O��
�U�J�R�V�F �N�B�J�T �R�V�B�O�U�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �M�Ï�H�Ò�S�F�N�F�O�U �E�J���Ï�S�F�O�U�F�
 �B�W�F�D �O�P�U�B�N�N�F�O�U �E�F�T �Q�S�P���M�T �R�V�J �Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �E�F�T �S�V�Q�U�V�S�F�T
�E�F �Q�F�O�U�F�
 �N�B�J�T �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T �T�P�O�U �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F�T �Q�B�S �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O �	�W�P�J�S �M���B�S�U�J�D�M�F
�E�F �4�O�P�F�J�K�F�S�F�U �B�M���<�����> �R�V�J �V�U�J�M�J�T�F �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F�N�F�O�U �D�F �N�P�E�Ò�M�F�
�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �R�V�J
�J�S�B�J�U �Ë �� �F�Or = 0 �T�F�S�B�J�U �V�O �N�F�J�M�M�F�V�S �D�I�P�J�Y�
 �N�B�J�T �O�F �N�P�E�J���F�S�B�J�U �Q�B�T �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T �E�F �O�P�U�S�F
�N�P�E�Ò�M�F�� �-�F �D�I�P�J�Y �E�F �D�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U �E�P�O�D �B�V ���O�B�M �Q�V�S�F�N�F�O�U �Q�S�B�H�N�B�U�J�R�V�F�
 �J�M �Q�F�S�N�F�U �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �S�B�Q�J�E�F�N�F�O�U
�M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T�� �-�F �E�Ï�U�B�J�M �F�Y�B�D�U �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �R�V���J�M �S�Ï�W�Ò�M�F �O���F�T�U �E�P�O�D �Q�B�T �Ë �Q�S�F�O�E�S�F �B�V �Q�J�F�E �E�F �M�B �M�F�U�U�S�F�
 �N�B�J�T
�D�P�N�N�F �V�O�F �J�M�M�V�T�U�S�B�U�J�P�O �R�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F �Q�P�T�T�Ï�E�B�O�U �M�F�T �C�P�O�O�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T��

�,�Q�W�H�U�I�D�F�H���O�L�T�X�L�G�H���V�R�O�L�G�H

�%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �P�O �Q�F�V�U �J�M�M�V�T�U�S�F�S �M�F�T �Q�S�F�T�T�J�P�O�T �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �D�P�N�N�F �T�V�S �M�B
���H�V�S�F���������� �0�O �Q�S�F�O�E �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F� Y = � /3 �
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M�F �S�B�Q�Q�P�S�U �F�O�U�S�F �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �B�U�U�S�B�D��
�U�J�G�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �0�O �U�S�P�V�W�F �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�'�6�4�B�?�2�������� �$�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �Ë �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�P�V�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
�E�P�O�O�Ï �Q�B�S �	�����������
�� �&�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T�
 �P�O �P�C�T�F�S�W�F �M���B�V�H�N�F�O�U�B�U�J�P�O �E�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë
Pv �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�
 �R�V�J �T�B�U�V�S�F �Ë �T�B �W�B�M�F�V�S �j �C�V�M�L �x�
 �Ï�H�B�M�F �Ë�� D / 
 �-�7�� �&�O �U�S�B�J�U �Q�M�F�J�O �O�P�J�S�
 �M�F
�Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�U�U�S�B�D�U�J�G �	�O�Ï�H�B�U�J�G�
 �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �V�O �R�V�B�S�U �E���F�T�Q�B�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�� �&�O �U�S�B�J�U �Q�M�F�J�O �P�S�B�O�H�F�
 �M�B �T�P�N�N�F �E�F�T �E�F�V�Y�

�R�V�J �S�F�T�U�F �O�Ï�H�B�U�J�W�F�
 �F�U �T���B�O�O�V�M�F �E�Ò�T �R�V�Fh �F�T�U �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �R�V�F�M�R�V�F�T �U�B�J�M�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T� D �� �-���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�F
�D�F�U�U�F �T�P�N�N�F �O�P�V�T �E�P�O�O�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �-�7�
 �R�V�J �F�T�U �O�Ï�H�B�U�J�W�F �F�U �E�P�O�D �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �C�J�F�O �V�O�F �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O
�M�P�D�B�M�J�T�Ï�F �E�B�O�T �R�V�F�M�R�V�F�T �D�P�V�D�I�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �T�P�V�T �M�B �T�V�S�G�B�D�F�� �*�D�J�
 �M�B �T�V�S�G�B�D�F �K�B�V�O�F �F�T�U �C�J�F�O �Ï�H�B�M�F �Ë �V�O��

�S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �Ë �V�O�F �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F ��

pr (h) = Pv +

 �-�7

� D

�
(�D�P�T� Y � 1)

�
�D�P�U� 1

�
h

� D

�
�

h/ � D

1 + ( h/ � D )2

�
+ �

�
: �	�����������


�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �T�Ï�Q�B�S�F�S �E�B�O�T �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �M���F���F�U �E�ß �Ë �M���B�C�T�F�O�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �M���F���F�U �E�ß �Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F��
�4�J �P�O �N�F�U �E�F �D�Ù�U�Ï �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�P�O�U �M���F���F�U �F�T�U �J�E�F�O�U�J�R�V�F �Ë �D�F�M�V�J �R�V�J �J�O�U�F�S�W�J�F�O�U �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F��
�W�B�Q�F�V�S�
 �J�M �S�F�T�U�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �R�V�J �Q�S�P�W�J�F�O�U �E�F �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F ��

pr (h) =

 �-�7

� D
(1 + �D�P�T� Y )

�
�D�P�U� 1

�
h

� D

�
�

h/ � D

1 + ( h/ � D )2

�
; �	�����������


�F�O �B�Z�B�O�U �T�P�V�T�U�S�B�J�U �	�����������
 �Ë �	�����������
��
�-�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �B�V �E�F�T�T�V�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�V�F�T �Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �T�P�O�U �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U

�E�V�F�T �Ë �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �D�B�S�
 �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �����������
 �M�F �T�P�M�J�E�F �T�F�N�J���J�O���O�J �O���F�Y�F�S�D�F �Q�B�T
�E�F �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�� �-�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �T�P�O�U �B�M�P�S�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �Ë �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �-���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�F
�D�F�U�U�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �F�T�U �F�O �F���F�U �Ï�H�B�M�F �Ë+ 
 �-�7(1 + �D�P�T� Y )�
 �F�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �U�P�V�K�P�V�S�T �V�O�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �T�V�Q�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F
�R�V�F�M�R�V�F �T�P�J�U� Y �� �1�P�V�S �U�S�P�V�W�F�S �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �U�P�U�B�M�F�
 �P�O �E�P�J�U �B�K�P�V�U�F�S �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O� 
 �-�7�
 �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �D�B�M�D�V�M�Ï�F
�D�J���E�F�T�T�V�T�� �-�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�U�P�U�B�M�F�F�T�U �E�P�O�D �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �T�J� Y < ���� °�
 �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �T�J�O�P�O�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �V�O�F
�E�J���Ï�S�F�O�D�F �R�V�B�O�U�J�U�B�U�J�W�F �Ë �M�B�R�V�F�M�M�F �O�P�V�T �O�P�V�T �B�U�U�F�O�E�J�P�O�T �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �B�V�Y �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V��
�M�B�J�S�F �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �Ë �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �&�O �F���F�U�
 �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T
�J�D�J �E�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�V �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �O�F �Q�S�Ï�T�F�O�U�F�O�U �Q�B�T �E���P�T�D�J�M�M�B�U�J�P�O�T �E�V�F�T �B�V�Y �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�T �E�F �T�U�S�B��
�U�J���D�B�U�J�P�O�� �$�F �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F �F�T�U �F�O �G�B�J�U �Q�S�J�T �F�O �D�P�N�Q�U�F �E�F �G�B�Î�P�O �B�V�U�P�D�P�I�Ï�S�F�O�U�F �E�B�O�T �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O
�E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �4�-�
 �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�V �Q�S�P���M �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T�
 �R�V�F�M �R�V�F �T�P�J�U �D�F �Q�S�P���M��

���������� �/�R�Q�J�X�H�X�U�V���G�H���U�p�J�X�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q �G�X���S�R�W�H�Q�W�L�H�O

�-�B �M�P�O�H�V�F�V�S� �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O�F �U�B�J�M�M�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �T�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �Ï�W�P�M�V�F�� �/�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T
�J�D�J �D�P�N�Q�B�S�F�S �D�F�U�U�F �M�P�O�H�V�F�V�S�
� D �E�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �U�F�T�U �	�����������
 �D�I�P�J�T�J�
 �Ë �E���B�V�U�S�F�T �N�P�E�Ò�M�F�T�� �/�P�V�T



������ �1�P�U�F�O�U�J�F�M�T �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T ����

�'�6�4�B�?�2�������� �$�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �E�V�F�T �B�V �T�P�M�J�E�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F��
�M�J�R�V�J�E�F �Q�P�V�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �	�����������
�
 �Q�P�V�S� Y = � /3 �� �4�F�V�M �M���F���F�U �E�F �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F �F�T�U
�S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�
 �M���F���F�U �E�V �M�J�R�V�J�E�F �B �Ï�U�Ï �U�S�B�J�U�Ï �T�V�S �M�B ���H�V�S�F���������� �&�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T�
 �P�O �P�C�T�F�S�W�F �M���B�V�H�N�F�O�U�B�U�J�P�O �E�F �M�B
�S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�V �T�P�M�J�E�F �F�Oh = 0 �E�V�F �Ë �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �T�P�M�J�E�F�� �-�F �T�P�M�J�E�F �O���F�Y�F�S�D�F �Q�B�T �E�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F
�U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�
 �E�P�O�D �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�F �D�F�U�U�F �T�P�N�N�F �O�P�V�T �E�P�O�O�F �M�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S
 �-�7(1 +
�D�P�T� Y )�� �$�F�U�U�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�W�F�
 �F�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �E���V�O �R�V�B�S�U �E���F�T�Q�B�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M���B�V�U�S�F�

�M�P�D�B�M�J�T�Ï�F �T�V�S �R�V�F�M�R�V�F�T �E�J�T�U�B�O�D�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�Ta�� �*�D�J�
 �M�B �T�V�S�G�B�D�F �K�B�V�O�F �F�T�U �C�J�F�O �Ï�H�B�M�F �Ë1 + �D�P�T� Y = ���
����

�Q�P�V�W�P�O�T �O�P�U�B�N�N�F�O�U �Ï�U�V�E�J�F�S �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �)�B�N�B�L�F�S �R�V�J �B �Ï�U�Ï �C�F�B�V�D�P�V�Q �Ï�U�V�E�J�Ï�F �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U �<�����>�

�P�V �F�O�D�P�S�F �D�F �R�V�F �O�P�V�T �E�P�O�O�F�O�U �E�F�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F��

�9�D�O�H�X�U���H�[�S�p�U�L�P�H�Q�W�D�O�H���G�H���O�D���F�R�Q�V�W�D�Q�W�H���G�H���+�D�P�D�N�H�U

�-�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �)�B�N�B�L�F�SH �B �Ï�U�Ï �E�Ï���O�J�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
 �H�S�É�D�F �Ë �V�O �N�P�E�Ò�M�F �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T�
 �E�F �U�B�J�M�M�F
� H �� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �Q�V �E���B�V�U�S�F �Q�B�S�U �M�B �S�F�M�J�F�S �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
�� �$�F�U�U�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F �F�T�U
�B�D�D�F�T�T�J�C�M�F �Ë �M���F�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F �H�S�É�D�F �Ë �E�F�T �E�J�T�Q�P�T�J�U�J�G�T �E�F �N�F�T�V�S�F �E�F �G�P�S�D�F �F�O�U�S�F �E�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�F�T�
 �F�U �P�O �Q�F�V�U �M�B �D�B�M�D�V�M�F�S
�H�S�É�D�F �Ë �M�B �U�I�Ï�P�S�J�F �E�F �-�J�G�T�I�J�U�[�
 �F�O �D�P�O�O�B�J�T�T�B�O�U �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �E�J�Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F�T �E�F�T �N�B�U�Ï�S�J�B�V�Y�
 �M�F�V�S �J�O�E�J�D�F �P�Q�U�J�R�V�F�

�F�U �M�F�V�S �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F �E���B�C�T�P�S�Q�U�J�P�O �E�B�O�T �M���6�7�� �&�O�T�V�J�U�F�
 �P�O �Q�F�V�U �N�F�T�V�S�F�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T
�Q�F�S�N�F�U �E�F �U�S�P�V�W�F�S �F�O �U�I�Ï�P�S�J�F� H �� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �J�M �O���F�T�U �Q�B�T �E�V �U�P�V�U �Ï�W�J�E�F�O�U �R�V�F� H �T�P�J�U �M�F �N�Ð�N�F �Q�P�V�S �E�F�T
�M�J�R�V�J�E�F�T �E�J���Ï�S�F�O�U�T�
 �O�J �R�V�F �M�F� H �U�S�P�V�W�Ï �T�P�J�U �D�F�M�V�J �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F �Ë �D�F �N�P�E�Ò�M�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M��

�-�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�T �S�F�H�S�P�V�Q�Ï�F�T �F�U �V�U�J�M�J�T�Ï�F�T �Q�B�S �*�T�S�B�F�M�B�D�I�W�J�M�J �<�����> �T�P�O�U �S�F�Q�S�P�E�V�J�U�F�T �T�V�S �M�B�'�J��
�H�V�S�F ���������� �-�F �N�F�J�M�M�F�V�S �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �F�O �U�F�O�B�O�U �D�P�N�Q�U�F �E�F�T �J�O�D�F�S�U�J�U�V�E�F�T �O�P�V�T �E�P�O�O�F �M�B �W�B�M�F�V�S �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F
�T�V�J�W�B�O�U�F ��� H;exp = 0 ; 16 � 0; 01 �O�N�
 �S�F�U�F�O�V�F �Ë ���
������ �O�N �Q�B�S �*�T�S�B�F�M�B�D�I�W�J�M�J�� �*�M �G�B�J�U �B�J�O�T�J �S�F�N�B�S�R�V�F�S �M���B�T�Q�F�D�U
�V�O�J�W�F�S�T�F�M �E�F �D�F�U�U�F �W�B�M�F�V�S �Q�P�V�S �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T �F�U �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �U�S�Ò�T �E�J���Ï�S�F�O�U�T�� �%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �D�F�M�B �O�F �N�B�S�D�I�F �Q�B�T
�Q�P�V�S �M�F�T �N�Ï�U�B�V�Y�
 �D�B�S �J�M�T �Q�S�Ï�T�F�O�U�F�O�U �E�F�T �Ï�O�F�S�H�J�F�T �E�F �M�J�B�J�T�P�O �C�F�B�V�D�P�V�Q �Q�M�V�T �G�P�S�U�F�T�
 �E�V�F�T �B�V �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F
�D�P�V�S�U�F �Q�P�S�U�Ï�F �F�O�U�S�F �Ï�M�F�D�U�S�P�O�T��

�&�O���O�
 �T�J �O�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T �D�P�N�Q�B�S�F�S �M�F�T �N�P�E�Ò�M�F�T�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �M�F �G�B�J�S�F �Q�P�V�S �E�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O�T �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F�T�

�M�F�T �B�N�Q�M�J�U�V�E�F�T �E�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T�
 �F�U �E�F�T �R�V�B�O�U�J�U�Ï�T �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�T�
 �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F�T�� �$���F�T�U��
�Ë���E�J�S�F �E���B�Q�S�Ò�T �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	�����������
 �F�U �	�����������
 �E���V�O �D�Ù�U�Ï �F�U �	�����������
 �F�U �	�����������
 �E�F �M���B�V�U�S�F ��

cH = cLL ; �	�����������


�c H � 2
L

24� 2
H

=
cLL

8� 2
D

: �	�����������




���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �‰ �� �'�<�?�0�2�@ �0�.�=�6�9�9�.�6�?�2�@

�'�6�4�B�?�2�������� �$�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �)�B�N�B�L�F�SH �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �-�7 �Q�P�V�S �E�J���Ï�S�F�O�U�T �T�P�M�J�E�F�T
�F�U �M�J�R�V�J�E�F�T�� �-�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F�O�U �B�V�Y �E�P�O�O�Ï�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�T �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �F�U �B�V�Y �E�P�O�O�Ï�F�T
�U�I�Ï�P�S�J�R�V�F�T �E�F �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�F �)�B�N�B�L�F�S �F�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�F�T �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï�T �E�J�Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F�T �E�F�T �N�B�U�Ï�S�J�B�V�Y�
 �V�U�J�M�J�T�Ï�F�T
�Q�B�S �*�T�S�B�F�M�B�D�I�W�J�M�J �	�<�����>�
 �U�B�C�M�F�T �������� �F�U ���������
 �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F� H �� �-�F�T �J�O�D�F�S�U�J�U�V�E�F�T
�T�P�O�U �F�T�U�J�N�Ï�F�T �Ë ������ �T�V�SH �F�U ���� �T�V�S
 �-�7�� �-�F �N�F�J�M�M�F�V�S �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �E�F�T �Q�P�J�O�U�T �F�O �O�P�J�S �E�P�O�O�F� H;exp =
0; 16 � 0; 01 �O�N�� �-�F�T �Q�P�J�O�U�T �S�P�V�H�F�T �P�O�U �Ï�U�Ï �Ï�D�B�S�U�Ï�T�
 �D�B�S �J�M�T �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F�O�U �Ë �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �Q�P�T�T�Ï�E�B�O�U �E�F
�G�P�S�U�F�T �M�J�B�J�T�P�O�T �I�Z�E�S�P�H�Ò�O�F�T �	�F�B�V�
 �N�Ï�U�I�B�O�P�M�
 �G�P�S�N�B�N�J�E�F�
�� �6�O �Q�P�J�O�U �T�F �U�S�P�V�W�F �Ë
 �-�7 = ��;�� � ����� �� �+ �N�¦�� �

�D���F�T�U �M���I�Ï�M�J�V�N �M�J�R�V�J�E�F��

�*�M �T�V���U �E�P�O�D �E�F �Q�S�F�O�E�S�F� D =
p

3� H �� �-���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �E�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�T �O�P�V�T �J�O�E�J�R�V�F �E�P�O�D �R�V�F
� D;exp =

p
3 � 0; 161� ��;���� �O�N�
 �D�B�S �M�F �N�P�E�Ò�M�F �O�F �E�Ï�Q�F�O�E �Q�B�T �E�V �E�Ï�U�B�J�M �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O��

�0�R�G�q�O�H���F�U�L�V�W�D�O�O�L�Q���G�H���O�·�L�Q�W�H�U�I�D�F�H

�*�T�S�B�F�M�B�D�I�W�J�M�J �Q�S�P�Q�P�T�F �E�F �Q�M�V�T �V�O �N�P�E�Ò�M�F �D�S�J�T�U�B�M�M�J�O �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �Q�P�V�S �D�P�N�Q�B�S�F�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F� H �B�V �E�J�B�N�Ò�U�S�F
�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F� A �� �4�J �M�F �N�J�M�J�F�V �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �T�U�S�V�D�U�V�S�F �D�P�N�Q�B�D�U�F�
 �E�Ï�D�S�J�U�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �Q�B�S �V�O�F �N�B�J�M�M�F �D�V�C�J�R�V�F �Ë
�G�B�D�F �D�F�O�U�S�Ï�F�
 �P�O �Q�F�V�U �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï� �E�V �N�J�M�J�F�V �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �U�B�J�M�M�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F ��� =

p
2/ � 3

A �� �-�B
�E�F�O�T�J�U�Ï �T�V�S�G�B�D�J�R�V�Fs �T���P�C�U�J�F�O�U �F�O �D�P�V�Q�B�O�U �V�O �Q�M�B�O �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �6�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �R�V�J �B�W�B�J�U ���� �Q�S�P�D�I�F�T �W�P�J�T�J�O�T
�O���F�O �B �Q�M�V�T �R�V�F �� �F�U �P�O �P�C�U�J�F�O�Us = 2/

p
3� 2

A �� �&�O���O�
 �M�F �O�P�N�C�S�F �E�F �M�J�F�O�T �N�B�O�R�V�B�O�U�T �Q�P�V�S �V�O �B�U�P�N�F �Ë �M�B
�T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �E�F ���
 �E�P�O�D �P�O �B �V�O �E�Ï���D�J�U �E���Ï�O�F�S�H�J�F�e = 3cLL / � 6

A �� �"�J�O�T�J�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T���Ï�D�S�J�U ��


 �-�7 =
1
2

s�e =

p
3H

2� 2� 2
A

: �	�����������


�0�O �P�C�U�J�F�O�U �E�P�O�D �V�O �S�B�Q�Q�P�S�U2
q

3
p

3/ � � 2; 57 �F�O�U�S�F� H �F�U� A �
 �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�Ï �Ë ���
�� �Q�B�S �*�T�S�B�F�M�B�D�I�W�J�M�J�� �&�O
�Q�S�F�O�B�O�U �M�B �W�B�M�F�V�S �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F �Q�P�V�S� H �
 �P�O �U�S�P�V�W�F� A;exp � ��;���� �O�N�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �U�P�V�U �Ë �G�B�J�U �S�B�J�T�P�O�O�B�C�M�F
�Q�P�V�S �E�F�T �B�U�P�N�F�T �V�T�V�F�M�T��

�6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�V���G�H���G�\�Q�D�P�L�T�X�H���P�R�O�p�F�X�O�D�L�U�H

�%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O �R�V�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U�
 �O�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T �P�C�U�F�O�J�S �Q�P�V�S �V�O�F �N�Ð�N�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�
 �M�F
�S�B�Q�Q�P�S�U �F�O�U�S�F �M�B �U�B�J�M�M�F �E���Ï�D�S�B�O�U�B�H�F� D �F�U �M�B �U�B�J�M�M�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F� MD �E�B�O�T �E�F�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F
�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �-�F�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �V�U�J�M�J�T�F�O�U �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �-�F�O�O�B�S�E���+�P�O�F�T �T�V�J�W�B�O�U �	�W�P�J�S�T�F�D�U�J�P�O �������
 ��

' LJ
ij (r ) = 4 � ij

� � � MD

r

� 12
�

� � MD

r

� 6
�

: �	�����������




������ �$�P�O�D�M�V�T�J�P�O ����

�-�B �N�Ð�N�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �B�V �T�F�J�O �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �B�U�U�F�J�O�U�F �M�P�S�T�R�V�F4� LL � 6 = cLL �� �4�J �O�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T
�D�P�N�Q�B�S�F�S �O�P�U�S�F �N�P�E�Ò�M�F �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F �Ë �E�F�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �-�F�O�O�B�S�E���+�P�O�F�T�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�P�O�D �Q�S�F�O�E�S�FcLL =
8� 2

D 
 �-�7/ �� 2
L �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
�� �$�F�M�B �O�P�V�T �E�P�O�O�F ��

� D

� MD
=

�
�� 2

L � LL � 4
MD

2
 �-�7

� 1/2

: �	�����������


�6�O�F �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O �U�Z�Q�J�R�V�F�
 �D�P�N�N�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Q�V �F�O �S�Ï�B�M�J�T�F�S �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������
 �T���F���F�D�U�V�F �B�W�F�D
� LL = ��;���� �L�+ �N�P�M�¦�� �
� L = ����;�������� �O�N�¦�� �
 �F�U� MD = ��;���� �O�N�� �$�F�M�B �O�P�V�T �B �Q�F�S�N�J�T �E�F �N�F�T�V�S�F�S �V�O�F
�D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Ï�H�B�M�F �Ë
 �-�7 � ����;�� �L�+ �N�P�M�¦�� �O�N�¦�� �� �$�F�M�B �O�P�V�T �E�P�O�O�F �B�M�P�S�T� D;simu �
1; 54 � MD � ��;���� �O�N�� �0�S�
 �M���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �E�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�T �O�P�V�T �B �E�P�O�O�Ï� D;exp � ��;���� �O�N�� �*�M
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 �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �	�������
�
 �F�T�U �D�P�O�O�V�F �E�F�Q�V�J�T ���������� �4�B �E�Ï�D�P�V�W�F�S�U�F �F�T�U �T�V�S�W�F�O�V�F
�U�S�Ò�T �U�Ù�U�
 �B�W�B�O�U �U�P�V�U�F �U�F�O�U�B�U�J�W�F �T�Ï�S�J�F�V�T�F �E���F�Y�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �&�M�M�F �F�Y�Q�S�J�N�F
�M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U� Y �R�V�F �G�B�J�U �M�F �C�P�S�E �E���V�O �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �M�P�S�T�R�V���J�M �S�F�Q�P�T�F �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F �������
��
�$�F�U �B�O�H�M�F �F�T�U �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �J�O�U�F�S�W�F�O�B�O�U �E�B�O�T �M�F �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�
 �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F
 �4�-�

�T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�

 �4�7�F�U �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S
 �-�7�
 �H�S�É�D�F �Ë �M�B �G�P�S�N�V�M�F �T�V�J�W�B�O�U�F ��


 �-�7 �D�P�T� Y = 
 �4�7� 
 �4�-: �	�������


�/�P�V�T �F�O �E�P�O�O�F�S�P�O�T �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O�T �F�U �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O�T �E�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F�� �$�F�U�U�F �M�P�J �F�T�U �E���V�O�F �U�S�Ò�T �H�S�B�O�E�F
�J�N�Q�P�S�U�B�O�D�F �E�B�O�T �C�F�B�V�D�P�V�Q �E�F �E�P�N�B�J�O�F�T�� �&�O �F���F�U�
 �U�P�V�U�F �T�J�U�V�B�U�J�P�O �P�á �U�S�P�J�T �Q�I�B�T�F�T �T���J�O�U�F�S�D�F�Q�U�F�O�U �F�T�U �T�V�T�D�F�Q��
�U�J�C�M�F �E�F �D�P�O�O�B�Ô�U�S�F �E�F�T �F���F�U�T �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F�� �%�F �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O�T �T�P�O�U �E�P�O�D �D�P�O�D�F�S�O�Ï�F�T �� �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U�T �E�F
�T�V�S�G�B�D�F�
 �E�Ï�Q�Ù�U�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F�T�
 �E�S�B�J�O�B�H�F�
 �Q�V�M�W�Ï�S�J�T�B�U�J�P�O�
 �S�F�G�S�P�J�E�J�T�T�F�N�F�O�U �Q�B�S �Ï�W�B�Q�P�S�B�U�J�P�O�
 �J�N�C�J�C�J�U�J�P�O �E�F�T �N�B�U�Ï��
�S�J�B�V�Y �Q�P�S�F�V�Y�
 �F�U�D���
 �F�U �D�F �Q�P�V�S �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �B�M�M�B�O�U �E�F �M���F�B�V �B�V�Y �I�V�J�M�F�T �	�H�S�B�J�T�T�F�T�
 �M�V�C�S�J���B�O�U�T�
 �Q�Ï�U�S�P�M�F�
�
 �B�V�Y �T�P�M�W�B�O�U�T
�	�M�J�R�V�J�E�F�T �E�F �S�F�G�S�P�J�E�J�T�T�F�N�F�O�U�
�
 �B�V�Y �T�P�M�V�U�J�P�O�T �D�I�J�N�J�R�V�F�T �	�T�V�S�G�B�D�U�B�O�U�T�
�
 �B�V�Y �T�V�T�Q�F�O�T�J�P�O�T �	�F�O�D�S�F�
 �Q�F�J�O�U�V�S�F�T�
������
�0�O �T�F �S�F�O�E �D�P�N�Q�U�F �B�M�P�S�T �R�V�F �M�F �D�P�O�U�S�Ù�M�F �E�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �F�U �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �F�T�U �F�Y�U�S�Ð�N�F�N�F�O�U �J�N�Q�P�S�U�B�O�U �Q�P�V�S �E�Ï�W�F��
�M�P�Q�Q�F�S �D�F�T �B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O�T �� �P�O �Q�F�V�U �S�F�O�E�S�F �E�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �I�Z�E�S�P�Q�I�J�M�F�T �P�V �I�Z�E�S�P�Q�I�P�C�F�T �Q�B�S �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U �D�I�J�N�J�R�V�F
�Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �	�D�F �R�V�F �O�P�V�T �G�F�S�P�O�T �E�B�O�T �M�F�T �D�I�B�Q�J�U�S�F�T�� �F�U����

�'�6�4�B�?�2������ �"�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U� Y �R�V�F �G�B�J�U �V�O �M�J�R�V�J�E�FL �T�V�S �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�FS��

�-�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �Q�F�S�N�F�U �E�F �E�Ï�D�S�J�S�F �M�B �G�P�S�N�F �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �T�V�S �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U�� �%�Ò�T �M�P�S�T �R�V�F �M�F�T �U�S�P�J�T
�U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�O�U �D�P�O�O�V�F�T�
 �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �D�P�O�O�V�� �1�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �Q�P�V�S �E�F �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�T�
 �Q�P�V�S
�M�F�T�R�V�F�M�M�F�T �T�F�V�M�F�T �M�F�T �Ï�O�F�S�H�J�F�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�O�U �Q�F�S�U�J�O�F�O�U�F�T �	�P�O �Q�F�V�U �B�J�O�T�J �O�Ï�H�M�J�H�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �H�S�B�W�J�U�B�J�S�F�
�
 �O�P�V�T
�B�W�P�O�T �W�V �R�V�F �M�B �G�P�S�N�F �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �N�J�O�J�N�J�T�B�U�J�P�O �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �Ë �W�P�M�V�N�F �E�P�O�O�Ï �� �D�F �T�P�O�U �E�F�T �D�B�M�P�U�U�F�T
�T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�T�
 �E�F�T �Q�P�S�U�J�P�O�T �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�
 �F�U �E�P�O�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �5�S�P�J�T �T�J�U�V�B�U�J�P�O�T
�Ï�N�F�S�H�F�O�U �E�F �D�F�U�U�F �M�P�J ��

�t �4�P�J�U �M���P�O �Q�F�V�U �E�Ï���O�J�S �V�O �B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�U �P�O �Q�B�S�M�F �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �Q�B�S�U�J�F�M �	0 < � Y < ������°�
�� �0�O �Q�B�S�M�F
�Q�B�S�G�P�J�T �E�F �O�P�O���N�P�V�J�M�M�B�H�F �Q�P�V�S� Y > ���� °��

�t �4�P�J�U �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�O�U �U�F�M�M�F�T �R�V�F �M�F �D�P�T�J�O�V�T �E�F �M���B�O�H�M�F �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �Ð�U�S�F �E�Ï���O�J�
 �F�U ��

�o �4�P�J�U �P�O �F�T�U �F�O �N�P�V�J�M�M�B�H�F �U�P�U�B�M �� �j �D�P�T� Y > 1 �x �J���F��
 �4�7> 
 �4�-+ 
 �-�7�
 �D�F �R�V�F �M���P�O �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�F �Q�B�S
� Y = 0 �� �6�O �M�J�R�V�J�E�F �G�P�S�N�F �F�O ���O �E�F �D�P�N�Q�U�F �V�O ���M�N �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �T�V�S �M�F �T�V�C�T�U�S�B�U�
 �T�B�O�T �M�J�H�O�F



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �&�O �G�B�J�U�

 �4�7�O�F �Q�F�V�U �K�B�N�B�J�T �Ð�U�S�F �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S �Ë
 �4�-+ 
 �-�7�
 �T�J�O�P�O �M���Ï�O�F�S�H�J�F �U�P�U�B�M�F �Q�P�V�S�S�B�J�U
�Ð�U�S�F �B�C�B�J�T�T�Ï�F �F�O �J�O�U�F�S�D�B�M�B�O�U �V�O ���M�N �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E���Ï�O�F�S�H�J�F
 �4�-+ 
 �-�7��
�6�O �U�F�M �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F �D�P�O�U�J�F�O�U �E�P�O�D �U�P�V�K�P�V�S�T �V�O �U�F�M ���M�N�
 �F�U �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�F���F�D�U�J�W�F�T�Ë
�M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �T�P�O�U �U�F�M�M�F�T �R�V�F~
 �4�7= ~
 �4�-+ 
 �-�7 �F�U �E�P�O�D �D�P�T� Y = 1 �E�B�O�T �M�F �D�B�T �E�V �N�P�V�J�M�M�B�H�F �U�P�U�B�M��
�$�F�U�U�F �T�J�U�V�B�U�J�P�O �F�T�U �T�P�V�W�F�O�U �D�F�M�M�F �E�F�T �T�V�C�T�U�S�B�U�T �E�F �I�B�V�U�F �Ï�O�F�S�H�J�F �� �M�F�T �T�P�M�J�E�F�T �D�P�W�B�M�F�O�U�T�
 �J�P�O�J�R�V�F�T
�P�V �N�Ï�U�B�M�M�J�R�V�F�T �Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �E�F�T �Ï�O�F�S�H�J�F�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ������ �N�+ �N�¦�� �<�����>�
 �D�P�O�U�S�B�J�S�F�N�F�O�U
�B�V�Y �T�P�M�J�E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T �	�F�U �M�J�R�V�J�E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�T�
 �R�V�J �Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �E�F�T �C�B�T�T�F�T �Ï�O�F�S�H�J�F�T �E�F �M���P�S�E�S�F
�E�F ���� �N�+ �N�¦�� �� �-���F�B�V �T�V�S �E�V �W�F�S�S�F �U�S�Ò�T �Q�S�P�Q�S�F �Q�F�V�U �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �Q�S�Ï�T�F�O�U�F�S �D�F�U�U�F �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï��

�o �4�P�J�U �j �D�P�T� Y < � 1 �x �J���F��
 �4�-> 
 �4�7+ 
 �-�7�
 �D�F �R�V�J �O���B�S�S�J�W�F �K�B�N�B�J�T �D�B�S �P�O �M���B �W�V �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�

�P�O �B
 �4�- = 
 �4�7+ 
 �-�7 � A �4�-�
 �P�áA �4�-�F�T�U �M�F �U�S�B�W�B�J�M �E���B�E�I�Ï�T�J�P�O �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �R�V�J �F�T�U �U�P�V�K�P�V�S�T
�Q�P�T�J�U�J�G �Q�P�V�S �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �	�D���F�T�U �M�F �D�B�T �Q�P�V�S �M�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �T�J�N�Q�M�F�T�
��
�-�F�T �D�B�T �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �Q�B�S�U�J�F�M �B�W�F�D �V�O �B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �U�S�Ò�T �H�S�B�O�E �F�T�U �F�O �G�B�J�U �V�O �D�B�T �B�Q�Q�S�P�D�I�Ï �E�F
� Y � ������°�
 �D���F�T�U �M�F �D�B�T �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �E�F �M���F�B�V �T�V�S �E�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �W�Ï�H�Ï�U�B�M�F�T�� �0�O �B�Q�Q�F�M�M�F �D�F�T �T�J�U�V�B��
�U�J�P�O�T �T�V�Q�F�S�I�Z�E�S�P�Q�I�P�C�F�T �� �M�F�T �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�T �G�P�S�N�F�O�U �E�F�T �T�Q�I�Ò�S�F�T �T�V�S �M�F�T �T�V�C�T�U�S�B�U�T�
 �F�U �S�P�V�M�F�O�U
�M�J�U�U�Ï�S�B�M�F�N�F�O�U �E�F�T�T�V�T�� �*�M �F�T�U �T�P�V�W�F�O�U �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �E���B�W�P�J�S �E�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �E�F �S�V�H�P�T�J�U�Ï �Q�P�V�S �P�C�U�F�O�J�S
�D�F�T �T�J�U�V�B�U�J�P�O�T �T�V�Q�F�S�I�Z�E�S�P�Q�I�P�C�F�T�
 �F�O �Q�M�V�T �E�F �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T �<�����>�
 �D�F �R�V�J �W�B �Q�B�S
�F�Y�F�N�Q�M�F �J�O�U�S�P�E�V�J�S�F �V�O ���M�N �E���B�J�S �F�O�U�S�F �M�F �T�V�C�T�U�S�B�U �F�U �M�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �G�B�W�P�S�J�T�F�S �M�B �T�V�Q�F�S�I�Z�E�S�P�Q�I�P�C�J��
�D�J�U�Ï��

���������� �&�R�Q�V�p�T�X�H�Q�F�H�V

�-�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �O�F �E�Ï�D�S�J�U �N�B�M�I�F�V�S�F�V�T�F�N�F�O�U �R�V�F �E�F�T �T�J�U�V�B�U�J�P�O�T �J�E�Ï�B�M�F�T�
 �R�V�F �M���P�O �O�F �S�F�O�D�P�O�U�S�F �Q�P�V�S �B�J�O�T�J �E�J�S�F
�K�B�N�B�J�T�� �&�O �F���F�U�
 �E�F �O�P�N�C�S�F�V�Y �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �Q�F�V�W�F�O�U �J�O�U�F�S�W�F�O�J�S �� �J�O�I�P�N�P�H�Ï�O�Ï�J�U�Ï�T �D�I�J�N�J�R�V�F�T �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F�
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�-�F�T �Ï�U�V�E�F�T �E�F �M�B �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �E�F �M���I�Z�T�U�Ï�S�Ï�T�J�T�
 �F�U �E�F�T �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O�T �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �T�P�O�U
�E�F�Q�V�J�T �M�F�T �U�S�F�O�U�F �E�F�S�O�J�Ò�S�F�T �B�O�O�Ï�F�T �M�F�T �U�S�P�J�T �Q�S�J�O�D�J�Q�B�V�Y �D�I�B�N�Q�T �B�D�U�J�G�T �E���Ï�U�V�E�F �E�V �N�P�V�J�M�M�B�H�F�� �%�F�S�O�J�Ò�S�F�N�F�O�U�

�E���B�V�U�S�F�T �Q�P�J�O�U�T �E���J�O�U�Ï�S�Ð�U �F�O �W�P�H�V�F �T�P�O�U �W�F�O�V�T �T�F �H�S�F���F�S �Ë �M���Ï�U�V�E�F �E�V �N�P�V�J�M�M�B�H�F�
 �B�W�F�D �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F�T
���V�J�E�F�T �D�P�N�Q�M�F�Y�F�T�
 �M�F �U�F�Y�U�V�S�B�H�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �E�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �	�R�V�F �D�F �T�P�J�U �Q�P�V�S �M�F �E�Ï�T�P�S�E�S�F �P�V �Q�P�V�S �M�F �D�P�O�U�S�Ù�M�F
�E�F�T �N�P�U�J�G�T�
�
 �M���Ï�W�B�Q�P�S�B�U�J�P�O �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �M�F�T �J�O�T�U�B�C�J�M�J�U�Ï�T �F�U �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U�T �D�S�J�U�J�R�V�F�T �E�F �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �P�V �F�O�D�P�S�F �M���Ï�M�F�D�U�S�P�N�P�V�J�M�M�B�H�F��

���������� �'�p�P�R�Q�V�W�U�D�W�L�R�Q���W�K�H�U�P�R�G�\�Q�D�P�L�T�X�H

�-�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �S�F�Q�P�T�F �T�V�S �V�O �G�P�O�E�F�N�F�O�U �J�N�N�V�B�C�M�F �� �M�B �N�J�O�J�N�J�T�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F�� �1�P�V�S�U�B�O�U�
 �B�V ���M �E�V �U�F�N�Q�T�

�F�M�M�F �B �S�F�Q�P�T�Ï �T�V�S �E�F �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O�T �B�V�Y �T�U�B�U�V�U�T �E�J���Ï�S�F�O�U�T�� �&�O �F���F�U�
 �M�B �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �J�O�J�U�J�B�M�F
�E���:�P�V�O�H �F�T�U �V�O�F �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �R�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F �F�O �U�F�S�N�F �E�F �G�P�S�D�F�T �� �M�B �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O �E���:�P�V�O�H �F�T�U �V�O �C�J�M�B�O �E�F
�G�P�S�D�F�T �T�V�S�V�O�F �M�J�H�O�F�E�P�O�U �M�B �T�P�N�N�F �O���F�T�U �Q�B�T �O�V�M�M�F�
 �J�M �T���B�H�J�U �F�O �G�B�J�U �Q�M�V�T �E���V�O�F �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �Q�S�B�U�J�R�V�F �F�U �B�T�T�F�[
�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �S�Ï�B�M�J�U�Ï�
 �O�P�V�T �S�F�W�J�F�O�E�S�P�O�T �B�N�Q�M�F�N�F�O�U �T�V�S �D�F �Q�P�J�O�U�� �&�O�T�V�J�U�F�
 �J�M �F�Y�J�T�U�F �E�F�T �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O�T �R�V�J
�N�J�O�J�N�J�T�F�O�U �M���Ï�O�F�S�H�J�F �H�M�P�C�B�M�F �E���V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �� �P�O �Q�F�V�U �E�Ï�N�P�O�U�S�F�S �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�O �N�J�O�J�N�J�T�B�O�U �M���Ï�O�F�S�H�J�F �E���V�O�F
�D�B�M�P�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F �E�F �W�P�M�V�N�F �D�P�O�T�U�B�O�U�
 �F�O �G�B�J�T�B�O�U �W�B�S�J�F�S �T�P�O �B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �F�U �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H
�	�W�P�J�S�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �����������
�� �+�V�T�R�V���J�D�J�
 �J�M �O���F�Y�J�T�U�B�J�U �Q�B�T �E�F �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �M�P�D�B�M�F �T�B�U�J�T�G�B�J�T�B�O�U�F �F�O �U�F�S�N�F �E�F �G�P�S�D�F�T�

�C�J�F�O �R�V�F �M���J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �E�F �#�F�S�S�Z �F�O �������� �<�����> �T�P�J�U �K�V�T�U�F �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M�F �W�F�S�S�P�O�T�� �0�S�
 �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�T�U �V�O�F
�D�P�O�E�J�U�J�P�O �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�V �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �J�M �E�P�J�U �E�P�O�D �S�Ï�T�V�M�U�F�S �E���B�S�H�V�N�F�O�U�T �M�P�D�B�V�Y�

�Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �B�V �N�P�J�O�T �N�Ï�T�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �*�M �T���B�H�J�U �J�D�J �E�F �E�P�O�O�F�S �E�F�V�Y �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O�T �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T�M�P�D�B�M�F�T
�E�F �D�F�U�U�F �M�P�J �R�V�J �O�F �Q�P�T�F�O�U �Q�B�T �	�U�S�P�Q�
 �E���B�N�C�J�H�V�Õ�U�Ï�� �® �M�B �T�V�J�U�F �E�F �D�F�T �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O�T�
 �O�P�V�T �G�F�S�P�O�T �V�O �E�Ï�U�P�V�S
�J�N�Q�P�S�U�B�O�U �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �Q�B�S �M�F �N�Ð�N�F �U�Z�Q�F �E���B�S�H�V�N�F�O�U �R�V�F�M�M�F �F�T�U �M�B �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �E���P�S�J�H�J�O�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �F�Y�F�S�D�Ï�F
�Q�B�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F��

�/�D���O�R�L���G�·�<�R�X�Q�J �S�D�U���P�L�Q�L�P�L�V�D�W�L�R�Q���G�H���O�·�p�Q�H�U�J�L�H �O�L�E�U�H

�$�F�U�U�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �F�T�U �U�J�S�Ï�F �E���V�O �B�S�U�J�D�M�F �S�Ï�D�F�O�U �E�F �4�O�P�F�J�K�F�S�F�U �B�M���<�����>�� �$�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �V�O ���M�N �M�J�R�V�J�E�F
�J�O�W�B�S�J�B�O�U �T�F�M�P�Oy �	�C�J�E�J�N�F�O�T�J�P�O�O�F�M�
�
 �E�F �I�B�V�U�F�V�Sh(x) �S�F�Q�P�T�B�O�U �T�V�S �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F �F�Oh = 0 �� �-�B �E�F�O�T�J�U�Ï



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �T�F�M�P�Oy �T���Ï�D�S�J�U ��

F [h] =
Z b

a
dx � �N�P�V�J�M�M�Ï+

Z a

�1
dx � �T�F�D+

Z 1

b
dx � �T�F�D;

=
Z b

a
dx �( h; h0) + const ; �	�������


�B�W�F�D

�( h; h0) = 
 �-�7

p
1 + h02 + 
 �4�-� 
 �4�7: �	�������


�-�F �G�B�D�U�F�V�S
p

1 + h02 �W�J�F�O�U �E�F �M���Ï�M�Ï�N�F�O�U �E�J���Ï�S�F�O�U�J�F�M �Q�F�S�N�F�U�U�B�O�U �E���F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F��
�W�B�Q�F�V�S�� �1�P�V�S �N�J�O�J�N�J�T�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �Ë �W�P�M�V�N�F ���Y�Ï�
 �P�O �J�O�U�S�P�E�V�J�U �V�O �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�F�V�S �E�F �-�B�H�S�B�O�H�F� �
 �F�U �P�O �D�P�O�T�J��
�E�Ò�S�F �M�F�T �W�B�S�J�B�U�J�P�O�T �E�FF = F � �

R
h(x) dx�


� F = F [h + �h ] � F [h] ;

= �( b)�b � �( a)�a +
@�
@h0

�h jba +
Z b

a
dx

�
@�
@h

�
d

dx
@�
@h0

� �
�

�h : �	�������


�0�O �P�C�U�J�F�O�U �E�F�T �U�F�S�N�F�T �F�O �W�P�M�V�N�F �	�M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�
 �F�U �E�F�T �U�F�S�N�F�T �E�F �C�P�S�E �F�O�a �B�O�E�b �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F�O�U �B�V
�N�P�V�W�F�N�F�O�U �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �*�M�T �Q�S�P�W�J�F�O�O�F�O�U �E�F �M���B�C�T�F�O�D�F �E�F �G�P�S�D�F �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Q�F�O�E�B�O�U �M�B �U�S�B�O�T�G�P�S�N�B�U�J�P�O��

�® �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�
F �F�T�U �N�J�O�J�N�B�M �E�P�O�D �M�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O� F = 0 �F�T�U �O�V�M�M�F �Q�P�V�S �O���J�N�Q�P�S�U�F �R�V�F�M�h (x) �J�O���O�J�U�Ï�T�J�N�B�M��
�-���B�O�O�V�M�B�U�J�P�O �E�F�T �U�F�S�N�F�T �W�P�M�V�N�J�R�V�F�T �E�F �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�P�O�O�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���&�V�M�F�S���-�B�H�S�B�O�H�F �T�V�J�W�B�O�U�F ��

� �
�F
�h

=
@�
@h

�
d

dx
@�
@h0

= � ; �	�������


� �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �E�Ï���O�J �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �����������B�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �B�U�U�S�B�D�U�J�G
�T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �F�U �J�M �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �E�P�O�D �J�D�J �Ë �M�B �E�Ï�S�J�W�Ï�F �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�FF [h] �Q�B�S
�V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �R�V�J �E�Ï���O�J�U �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�Fh(x)�� �$�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U
�Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������
 �J�M �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �F�T�U �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�V �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�F�V�S �E�F
�-�B�H�S�B�O�H�F�
 �E�P�O�D �Q�B�S �M�F �W�P�M�V�N�F ���Y�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F�� �&�O �S�F�N�Q�M�B�Î�B�O�U �Q�B�S �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F�( h; h0) �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�

�P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F ��

� = � 
 �-�7� (x) = � ; �	�������


�P�á� (x) = h00/(1+ h02)3/2 �F�T�U �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�Oh(x)�� �-�B �D�P�V�S�C�V�S�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �B�M�P�S�T �D�P�O�T�U�B�O�U�F�

�F�U �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M�F �W�P�M�V�N�F �J�O�J�U�J�B�M �E�V �M�J�R�V�J�E�F��

�%�F �N�B�O�J�Ò�S�F �B�O�B�M�P�H�V�F �Ë �M���)�B�N�J�M�U�P�O�J�F�O �E�F �M�B �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �D�M�B�T�T�J�R�V�F�
 �D�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�J���Ï�S�F�O�U�J�F�M�M�F �Q�P�T�T�Ò�E�F
�V�O�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F ��

G = � � h0@�
@h0

� �h ; �	�������


�R�V�J �F�T�U �D�P�O�T�F�S�W�Ï�F �M�F �M�P�O�H �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �M�J�C�S�F�� �0�SG�S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �E�F �M�B �G�P�S�D�F �T���F�Y�F�S�Î�B�O�U
�Q�B�S �M�B �Q�B�S�U�J�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �E���B�C�T�D�J�T�T�F �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S�F �Ëx�
 �T�V�S �M�B �Q�B�S�U�J�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�O�U�S�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�Oa �F�Ux��
�&�O �F���F�U�
 �M�B �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �T�F�M�P�Oy �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M���F�O�T�F�N�C�M�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S
�V�O�F �Q�P�S�U�J�P�O �E�F �U�B�J�M�M�Fdx �F�U �E�F �I�B�V�U�F�V�Sh �F�T�Udf x = � dx h(x) d�/ dx�� �-�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �T�V�S �M�B �Q�P�S�U�J�P�O
�F�O�U�S�Fa �F�Ux �T���Ï�D�S�J�U �E�P�O�D �F�O �J�O�U�Ï�H�S�B�O�U �Q�B�S �Q�B�S�U�J�F�T ��

f x = �
Z x

a
h d� = h(a)�( a) � h(x)�( x) +

Z x

a
� h0(x) dx = G(x) ; �	�������




������ �-�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H ����

�D�F �R�V�J �W�B�V�U �F�O �F���F�U �C�J�F�OG �Q�B�S �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O�� �-�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O�F �Q�P�S�U�J�P�O
�E�F �D�P�J�O �F�T�U �E�P�O�D �D�P�O�T�U�B�O�U�F �F�U �W�B�V�UG��

�1�P�V�S �D�M�P�S�F �M�F �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�FG �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�Ux = a; b�� �-�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O�a �O���F�T�U �Q�B�T �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F �E�F�h (a)�� �&�O �F���F�U�
 �Q�B�S �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �E�F �5�B�Z�M�P�S�

�P�O �B �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O�h (a) = � h0(a)�a �R�V�J �D�P�O�U�S�B�J�O�U �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �S�F�T�U�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�Sh = 0
�	�E���P�á �M�F �T�J�H�O�F �O�Ï�H�B�U�J�G�
 �T�J �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�F �E�Ï�Q�M�B�D�F �E�F�a > 0�
 �M�B �I�B�V�U�F�V�S �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�P�J�U�C�B�J�T�T�F�S�E�F�h �
��
�$�P�N�N�F �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �Ë �M�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�S�P�W�F�O�B�O�U �E�F�T �W�B�S�J�B�U�J�P�O�T �E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U �E�P�J�U �T���B�O�O�V�M�F�S �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�N�N�F�O�U �Q�P�V�S �U�P�V�U�a �F�U�b �E�B�O�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�
 �P�O �P�C�U�J�F�O�U �M�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T
�B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �E�V �Q�S�P�C�M�Ò�N�F ��

�
�
h0 +

@�
@h0

= 0 �F�Ox = a; b : �	�������


�0�O �W�P�J�U �R�V�F �D�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �T���Ï�D�S�J�W�F�O�U �T�J�N�Q�M�F�N�F�O�UG = 0 �
 �D�F �R�V�J �E�P�O�O�F ��

G =

 �-�7p

1 + h02
� (
 �4�7� 
 �4�-) � �h = 0 : �	���������


�® �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�Ox = a �P�Vb�
 �P�O �Bh = 0 �
 �F�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F� Y �J�O�U�F�S�W�J�F�O�U �D�P�N�N�F
�D�P�O�E�J�U�J�P�O �T�V�S �M�B �Q�F�O�U�F �E�V �Q�S�P���M ��h0 = �U�B�O� Y �
 �D�F �R�V�J �T�J�N�Q�M�J���F1/

p
1 + �U�B�O2 � = �D�P�T� �� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T

�C�J�F�O �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �	�������
 ��


 �-�7 �D�P�T� Y � (
 �4�7� 
 �4�-) = 0 : �	���������


�/�D���O�R�L���G�·�<�R�X�Q�J �S�D�U���V�W�D�W�L�R�Q�Q�D�U�L�W�p���G�H���O�·�p�Q�H�U�J�L�H

�$�F�U�U�F �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �F�T�U �J�N�Q�M�J�D�J�U�F �E�B�O�T �V�O �B�S�U�J�D�M�F �E�F �4�I�V�U�U�M�F�X�P�S�U�I �F�O �������� �T�V�S �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �E�F
�T�V�S�G�B�D�F �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T �<�����> �F�U �F�T�U �F�Y�Q�M�J�D�J�U�Ï�F �O�P�U�B�N�N�F�O�U �Q�B�S �E�F �(�F�O�O�F�T �E�B�O�T �T�B �S�F�W�V�F �T�V�S �M�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �E�F ��������
�<�����>�� �® �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�
 �M�P�S�T�R�V�F �M���P�O �E�Ï�Q�M�B�D�F �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�N�F�O�U�
 �M�B �T�J�U�V�B�U�J�P�O �F�T�U �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U
�J�E�F�O�U�J�R�V�F�� �-�F �U�S�B�W�B�J�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �R�V�J �B�H�J�T�T�F�O�U �B�V�U�P�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�P�J�U �E�P�O�D �Ð�U�S�F �O�V�M�
 �M���Ï�O�F�S�H�J�F �F�T�U
�T�U�B�U�J�P�O�O�B�J�S�F�� �1�P�V�S �V�O �U�F�M �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U�
 �M�F �W�P�M�V�N�F �F�T�U �J�O�D�I�B�O�H�Ï �E�P�O�D �M���Ï�O�F�S�H�J�F �E�V�F �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �O�F �D�I�B�O�H�F �Q�B�T�

�M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �E�V �D�P�J�O �F�T�U �J�O�D�I�B�O�H�Ï�F�
 �E�P�O�D �M���Ï�O�F�S�H�J�F �E�V�F �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �O�F �W�B�S�J�F �Q�B�T �	�Ï�O�F�S�H�J�F �D�P�O�U�F�O�V�F
�Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E�V �D�F�S�D�M�F �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������
�
 �T�F�V�M�F�T �M�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�P�O�U �N�P�E�J���Ï�F�T�
 �E�P�O�D
�T�F�V�M�F�T �M�F�T �Ï�O�F�S�H�J�F�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�O�U �Ë �Q�S�F�O�E�S�F �F�O �D�P�N�Q�U�F�� �4�J �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �Ë �M���B�O�H�M�F� Y �F�U �Q�P�T�T�Ï�E�B�O�U �V�O�F
�M�P�O�H�V�F�V�SW �
 �T�F �E�Ï�Q�M�B�D�F �E�Fdx �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F �������
�
 �B�M�P�S�T �M�B �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �B�V�H�N�F�O�U�F �E�F
Wdx�
 �M�B �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �E�F� Wdx�
 �F�U �M�B �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �E�F� W �D�P�T� Y dx�� �-�B �D�P�O�E�J�U�J�P�O �E�F
�T�U�B�U�J�P�O�O�B�S�J�U�Ï �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �T���Ï�D�S�J�U �B�M�P�S�T ��


 �4�7� 
 �4�-� 
 �-�7 �D�P�T� Y = 0 ; �	���������


�D�F �R�V�J �D�P�O�T�U�J�U�V�F �C�J�F�O �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �	�������
��

�)�R�U�F�H���V�X�U���X�Q���V�R�O�L�G�H���S�D�U���O�H�V���W�U�D�Y�D�X�[���Y�L�U�W�X�H�O�V

�%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�V�T�T�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �R�V���F�Y�F�S�D�F �V�O �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �B�V �W�P�J��
�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �$���F�T�U �H�S�É�D�F �Ë �D�F�U�U�F �G�P�S�D�F �O�P�U�B�N�N�F�O�U �R�V�F �M���P�O �Q�F�V�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F��
�N�F�O�U �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �F�O �N�F�T�V�S�B�O�U �M�B �G�P�S�D�F �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �Q�P�V�S �U�J�S�F�S �V�O�F �Q�M�B�R�V�F �E���V�O �C�B�J�O
�E�F �M�J�R�V�J�E�F�� �*�N�B�H�J�O�P�O�T �E�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O �R�V�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �V�O �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�Udl �W�F�S�U�J�D�B�M �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �	�W�P�J�S
�'�J�H�V�S�F �������
dl > 0 �F�T�U �W�F�S�T �M�B �I�B�V�U �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�
�� �-�B �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�T�U �J�O�D�I�B�O�H�Ï�F�
 �E�P�O�D �M���Ï�O�F�S�H�J�F
�D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�B�O�U�F �B�V�T�T�J�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �M�F �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U �B �G�B�J�U �C�B�J�T�T�F�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �E�FW dl�
 �P�áW �F�T�U
�M�F �Q�Ï�S�J�N�Ò�U�S�F �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F�
 �F�U �B�V�H�N�F�O�U�F�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �E���B�V�U�B�O�U�� �&�O �E���B�V�U�S�F �N�P�U�T�
 �V�O�F �Q�B�S�U�J�F �E�F
�T�V�S�G�B�D�F �N�P�V�J�M�M�Ï�F �F�T�U �Ï�D�I�B�O�H�Ï�F �Q�B�S �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �T�Ò�D�I�F�� �-���Ï�O�F�S�H�J�F �B �E�P�O�D �B�V�H�N�F�O�U�Ï �E�F(
 �4�7� 
 �4�-)W dl��
�$�F�U�U�F �Ï�O�F�S�H�J�F �F�T�U �G�P�V�S�O�J�F �Q�B�S �M�F �U�S�B�W�B�J�M �E�F �M���P�Q�Ï�S�B�U�F�V�S�
 �R�V�J �F�Y�F�S�D�F �V�O�F �G�P�S�D�FFop �W�F�S�U�J�D�B�M�F �T�V�S �M�B �Q�M�B�R�V�F �Q�P�V�S
�M�B �T�P�V�M�F�W�F�S�� �-�F �U�S�B�W�B�J�M �G�P�V�S�O�J �F�T�U �E�P�O�DFop dl�
 �F�U �E�P�J�U �Ð�U�S�F �Ï�H�B�M �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F �S�Ï�D�V�Q�Ï�S�Ï�F �Q�B�S �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F ��



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�'�6�4�B�?�2������ �5�S�B�O�T�M�B�U�J�P�O �E���V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E���B�O�H�M�F� Y �
 �E�Ï���O�J �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �	�M�B �G�P�S�N�F �E�F
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �W�P�M�P�O�U�B�J�S�F�N�F�O�U �E�Ï�G�P�S�N�Ï�F�
�
 �I�P�S�T �E�V �D�F�S�D�M�F �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T�� �-�F �D�P�J�O
�E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �Q�P�V�T�T�Ï �E���V�O�F �M�P�O�H�V�F�V�S �J�O���O�J�U�Ï�T�J�N�B�M�Fdx �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F�� �1�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �U�S�B�O�T�W�F�S�T�F�
 �M�F�T
�T�V�S�G�B�D�F�T �T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�U �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �T�P�O�U �E�P�O�D �B�V�H�N�F�O�U�Ï�F�T �S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U �E�F+ dx �F�U� dx�� �-�B �T�V�S�G�B�D�F
�M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�T�U �R�V�B�O�U �Ë �F�M�M�F �E�J�N�J�O�V�Ï�F �E�F �D�P�T� Y dx�� �-���Ï�O�F�S�H�J�F �U�P�U�B�M�F �F�T�U �J�O�W�B�S�J�B�O�U�F�
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T �N�Ò�O�F �Ë
�M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �	�������
��

Fop = ( 
 �4�7� 
 �4�-)W ; �	���������


= 
 �-�7 �D�P�T� Y W ; �	���������


�F�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �Q�P�V�S �M�B �E�F�S�O�J�Ò�S�F �Ï�H�B�M�J�U�Ï �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �	�������
�
 �D�F �R�V�J �Q�F�S�N�F�U �F�O �F���F�U �E���V�U�J�M�J�T�F�S �M�B �N�F�T�V�S�F �E�F �D�F�U�U�F
�G�P�S�D�F �Q�P�V�S �N�F�T�V�S�F�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �$�F�U�U�F �G�P�S�D�F �F�T�U �E�P�O�D �Ï�H�B�M�F �Ë �M���P�Q�Q�P�T�Ï �E�F �M���F�O�T�F�N�C�M�F
�E�F�T �G�P�S�D�F�T �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F�O�U �Ë �M�B �Q�M�B�R�V�F�� �-�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �E�V�F �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E���"�S�D�I�J�N�Ò�E�F �E�B�O�T �M�F �C�B�T �E�F �M�B
�Q�M�B�R�V�F �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �B�O�O�V�M�Ï�F �T�J �M�F �C�B�T �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �F�T�U �B�M�J�H�O�Ï �B�W�F�D �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�V �C�B�J�O �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�

�D�F �R�V�J �M�F �N�F�U �Ë �V�O�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �Ï�H�B�M�F �Ë �D�F�M�M�F �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F �T�V�S �M�F �I�B�V�U �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�� �-�B
�G�P�S�D�F �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �E���P�S�J�H�J�O�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�P�O�D �M�B �N�Ð�N�F �B�N��
�Q�M�J�U�V�E�F �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M���P�Q�Ï�S�B�U�F�V�S �R�V�J �U�J�S�F �W�F�S�T �M�F �I�B�V�U�
 �N�B�J�T �F�M�M�F �F�T�U �P�S�J�F�O�U�Ï�F �W�F�S�T �M�F �C�B�T �� �E�B�O�T �M�F
�D�B�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �	�D�B�T �N�P�V�J�M�M�B�O�U�
 �F�M�M�F �U�J�S�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F�� �*�M �F�T�U �E�P�O�D �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �E���B�W�P�J�S �V�O �P�Q�Ï�S�B�U�F�V�S
�R�V�J �M�B �S�F�U�J�F�O�U�
 �T�J�O�P�O �F�M�M�F �O�F �T�F�S�B�J�U �Q�B�T �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F��

���������� �3�U�R�E�O�p�P�D�W�L�T�X�H�V

�8�Q���S�D�V�V�p���P�R�X�Y�H�P�H�Q�W�p

�&�O �E�Ï�Q�J�U �	�P�V �Ë �D�B�V�T�F�
 �E�F �M���J�N�Q�P�S�U�B�O�D�F �E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�O �U�F�S�N�F�T �E���B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O�T�
 �O�P�V�T �M�F�T �B�W�P�O�T �N�F�O�U�J�P�O��
�O�Ï�F�T�
 �F�M�M�F �B �Ï�U�Ï �S�Ï�H�V�M�J�Ò�S�F�N�F�O�U �S�F�N�J�T�F �F�O �D�B�V�T�F �U�P�V�U �B�V �M�P�O�H �E�V �9�9�Ò�N�F �T�J�Ò�D�M�F�� �0�O �Q�F�V�U �S�F�U�S�P�V�W�F�S �O�P�U�B�N�N�F�O�U
�E�B�O�T �V�O �B�S�U�J�D�M�F �E�F �+�P�I�O�T�P�O �F�O �������� �<�����> �V�O�F �N�F�O�U�J�P�O �E���V�O �D�P�M�M�P�R�V�F �N�P�V�W�F�N�F�O�U�Ï �F�O �������� �Ë �D�F �Q�S�P�Q�P�T�� �1�B�S
�M�B �T�V�J�U�F �E�B�O�T �M�F�T �B�O�O�Ï�F�T ���������
 �E�F �O�P�N�C�S�F�V�Y �B�S�U�J�D�M�F�T �U�F�O�U�F�O�U �V�O�F �E�Ï�S�J�W�B�U�J�P�O �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �Ë
�Q�B�S�U�J�S �E�F �M�B �Q�I�Z�T�J�R�V�F �T�U�B�U�J�T�U�J�R�V�F �� �.�J�M�M�F�S �F�U �3�V�D�L�F�O�T�U�F�J�O �F�O �������� �<�����
�����>�
 �+�B�N�F�T�P�O �F�U �E�F�M �$�F�S�S�P �F�O �������� �<�����>�

�D�I�B�D�V�O �U�S�P�V�W�B�O�U �E�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �E�J���Ï�S�F�O�U�T �E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �4�F�V�M�T �#�F�S�S�Z �F�O �������� �<�����> �F�U �8�I�J�U�F �F�O �������� �<�����>
�P�C�U�J�F�O�O�F�O�U �E�F�T �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U�T �D�P�N�Q�B�U�J�C�M�F�T �B�W�F�D �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �8�I�J�U�F �B �O�P�U�B�N�N�F�O�U �G�B�J�U �V�O�F �E�Ï�S�J�W�B�U�J�P�O �F�O
�Q�S�F�O�B�O�U �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O�� �6�O �B�S�U�J�D�M�F �E�F �S�F�W�V�F �E�F �/�B�W�B�T�D�á�F�T �F�O �������� �G�B�J�U �B�J�O�T�J �M�F �Q�P�J�O�U �T�V�S
�M�B �D�P�O�U�S�P�W�F�S�T�F �<�����>�� �1�M�V�T �U�B�S�E�
 �.�F�S�D�I�B�O�U �F�U �,�F�M�M�F�S �F�O �������� �E�J�T�D�V�U�F�O�U �M�F�T �E�J���Ï�S�F�O�U�T �N�P�E�Ò�M�F�T �D�J�U�Ï�T �Q�M�V�T �I�B�V�U�
 �F�U
�S�F�U�S�P�V�W�F�O�U �F�V�Y �B�V�T�T�J �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �B�V �O�J�W�F�B�V �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�
 �E�B�O�T �V�O �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F �O�P�O���M�P�D�B�M �U�S�Ò�T �Q�S�P�D�I�F �R�V�F



������ �-�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H ����

�'�6�4�B�?�2������ �5�S�B�O�T�M�B�U�J�P�Odl
�E���V�O�F �Q�M�B�R�V�F �Q�M�P�O�H�Ï�F �E�B�O�T �V�O
�C�B�J�O�� �-�P�S�T �E�F �M�B �U�S�B�O�T�M�B�U�J�P�O�
 �M�B
�T�V�S�G�B�D�F �N�P�V�J�M�M�Ï�F �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F
�F�T�U �S�F�N�Q�M�B�D�Ï�F �Q�B�S �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F
�T�Ò�D�I�F�� �-�F �U�S�B�W�B�J�M �E�F �M���P�Q�Ï�S�B�U�F�V�S
�F�T�U �Ï�H�B�M �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F �H�B�H�O�Ï�F
�Q�B�S �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F�
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T
�Q�F�S�N�F�U �E���F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �G�P�S�D�F
Fop = 
 �-�7 �D�P�T� Y �	���������
 �Q�B�S
�V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U��

�D�F�M�V�J �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F �<�����>�� �1�V�J�T �)�P�D�L�J�O�H �F�O �������� �Q�P�J�O�U�F �E�V �E�P�J�H�U �M�F �Q�S�P�C�M�Ò�N�F
�E�F �M�B �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �B�W�F�D �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O �E�P�O�U �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �O���F�T�U �Q�M�V�T �W�B�M�J�E�F �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �<�����>�
 �N�B�J�T �O�F �S�F�U�S�P�V�W�F �Q�B�T �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �%�B�O�T �M�B �E�F�S�O�J�Ò�S�F �E�Ï�D�F�O�O�J�F�
 �V�O �B�S�U�J�D�M�F �E�F �3�P�V�S�B�F�U
�B�M���F�O �������� �<�����> �N�F�U �F�O �B�W�B�O�U �M�F�T �O�P�N�C�S�F�V�Y �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E�F�T �E�Ï�S�J�W�B�U�J�P�O�T �D�M�B�T�T�J�R�V�F�T �E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�U �U�F�O�U�F
�V�O�F �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �M�P�D�B�M�F �E�F �D�F�U�U�F �M�P�J�
 �C�J�F�O �R�V���Ë �N�P�O �T�F�O�T �F�M�M�F �T�P�J�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F �Ë �D�F�M�M�F �E�F
�%�F �(�F�O�O�F�T�� �0�O �Q�F�V�U �B�V�T�T�J �S�F�U�S�P�V�W�F�S �E�F �O�P�N�C�S�F�V�Y �B�S�U�J�D�M�F�T �E�F �'�J�O�O �R�V�J �S�F�N�F�U�U�F�O�U �F�O�D�P�S�F �W�J�W�F�N�F�O�U �F�O �D�B�V�T�F
�D�F�U�U�F �M�P�J �D�F�T �E�F�S�O�J�Ò�S�F�T �B�O�O�Ï�F�T �<�����
�����
�����>��

�8�Q�H���U�H�S�U�p�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q���O�R�F�D�O�H���R�X���J�O�R�E�D�O�H �"

�-�B �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F�N�F�O�U �B�E�N�J�T�F �Q�S�P�W�J�F�O�U �E�F �C�J�M�B�O�T �H�M�P�C�B�V�Y�� �0�S �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V�
 �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H
�S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O�F �D�P�O�E�J�U�J�P�O �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �E�V �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �D���F�T�U �E�P�O�D �V�O�F �D�P�O�E�J�U�J�P�O �M�P�D�B�M�F�
 �B�V �O�J�W�F�B�V �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �&�M�M�F �O�F �E�P�J�U �E�P�O�D �Q�B�T �E�Ï�Q�F�O�E�S�F �E�V �S�F�T�U�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �U�P�V�T �M�F�T �B�S�H�V�N�F�O�U�T �U�I�F�S�N�P��
�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T �S�F�Q�P�T�F�O�U �T�V�S �V�O �C�J�M�B�O �H�M�P�C�B�M�� �$�F�M�B �Q�P�T�F �E�P�O�D �E�F�T �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E���V�O �Q�P�J�O�U �E�F �W�V�F �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�

�S�Ï�W�Ï�M�Ï�T �O�P�U�B�N�N�F�O�U �Q�B�S �(�B�P �F�U �.�D�$�B�S�U�I�Z �F�O �������� �E�B�O�T �V�O �B�S�U�J�D�M�F �J�O�U�J�U�V�M�Ï�i�)�P�X �8�F�O�[�F�M �B�O�E �$�B�T�T�J�F �X�F�S�F
�X�S�P�O�H�w�<�����> �� �M�P�S�T�R�V�F �M�F�T �T�V�C�T�U�S�B�U�T �T�P�O�U �J�O�I�P�N�P�H�Ò�O�F�T�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�P�S�T�R�V�F �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�Ï�Q�F�O�E�F�O�U
�E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �T�V�S �M�F �T�V�C�T�U�S�B�U�
 �D�P�N�N�F�O�U �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U � �8�F�O�[�F�M �<�����> �Q�V�J�T �$�B�T�T�J�F �F�O ��������
�<�����
�����> �P�O�U �Q�S�P�Q�P�T�Ï �R�V�F �M�B �N�P�Z�F�O�O�F �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�T�P�V�T�M�B �H�P�V�U�U�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��
�$�F�U�U�F �J�N�B�H�F �F�T�U �D�P�I�Ï�S�F�O�U�F �B�W�F�D �D�F�M�M�F �E���V�O �C�J�M�B�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �H�M�P�C�B�M�
 �D�F �R�V�J �O�F �T�F�N�C�M�F ���O�B�M�F�N�F�O�U �Q�B�T
�Ð�U�S�F �M�F �D�B�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U�� �$���F�T�U �B�J�O�T�J �R�V�F �M���P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �V�O�F �M�J�U�U�Ï�S�B�U�V�S�F �G�P�V�S�O�J�F �E�B�O�T �M�F�T �B�O�O�Ï�F�T ��������
�Ë �D�F �Q�S�P�Q�P�T�� �*�M �Z �B �B�M�P�S�T �E�F �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �U�F�O�U�B�U�J�W�F�T �E�F �E�Ï�S�J�W�B�U�J�P�O�T �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�
 �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �M�B
�Q�I�Z�T�J�R�V�F �T�U�B�U�J�T�U�J�R�V�F�
 �Q�B�S �#�F�S�S�Z �<�����>�
 �.�J�M�M�F�S �F�U �3�V�D�L�F�O�T�U�F�J�O �<�����>�
 �+�B�N�F�T�P�O �F�U �E�F�M �$�F�S�S�P �<�����> �P�V �F�O�D�P�S�F �8�I�J�U�F
�<�����>�
 �E�P�O�U �B�T�T�F�[ �Q�F�V ���O�B�M�F�N�F�O�U �S�F�U�S�P�V�W�F�O�U �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O �N�B�J�T �E���V�O �B�V�U�S�F �Q�P�J�O�U �E�F �W�V�F�
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�M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �R�V�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �D�F �R�V�J �G�B�J�U �R�V�F �M�B �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O �E�F�T �N�F�T�V�S�F�T �E�P�J�U �Ð�U�S�F
�U�S�Ò�T �C�P�O�O�F �Q�P�V�S �Q�P�V�W�P�J�S �W�Ï�S�J���F�S �B�W�F�D �V�O�F �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O �T�V���T�B�O�U�F �M�B �M�P�J�� �%�F �Q�M�V�T�
 �D���F�T�U �V�O�F �M�P�J �F�O �D�P�T�J�O�V�T �R�V�J
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 �E�P�O�D �J�M �T���B�H�J�U �T�P�J�U �E���B�W�P�J�S �V�O�F �H�S�B�O�E�F �H�B�N�N�F �E���B�O�H�M�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�O �D�I�B�O�H�F�B�O�U �M�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T�

�T�P�J�U �V�O�F �H�S�B�O�E�F �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O �T�V�S �M�B �N�F�T�V�S�F �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Q�P�V�S �Q�P�V�W�P�J�S �E�J���Ï�S�F�O�D�J�F�S �M�B �M�P�J �T�V�J�W�J�F�� �-�B �M�P�J �Ë
�W�Ï�S�J���F�S �F�T�U �M�B �T�V�J�W�B�O�U�F ��

� Y = �D�P�T� 1
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�-�P�S�T�R�V�F �M���B�O�H�M�F �F�T�U �Q�F�U�J�U�
 �M�F �G�B�D�U�F�V�S �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�G
p

3/ � 2
Y �F�T�U �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �� �Q�P�V�S� Y = 3 1/4 = ��;�� �S�B�E� ���� °

�	�M�F �U�F�S�N�F �T�V�J�W�B�O�U �E�V �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �R�V�J �W�B�V�U� 2
Y /10

p
3 �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �B�M�P�S�T �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U ���� �� �E�V �U�F�S�N�F �E���P�S�E�S�F

���
 �M�F �D�B�M�D�V�M �F�T�U �E�P�O�D �F�O�D�P�S�F �T�V���T�B�N�N�F�O�U �W�B�M�J�E�F�
�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �V�O �B�O�H�M�F �U�S�Ò�T �H�S�B�O�E�� �&�O �E�F�T�T�P�V�T �E�F �D�F�U �B�O�H�M�F�

�M���J�O�D�F�S�U�J�U�V�E�F �T�V�S �M�B �E�Ï�U�F�S�N�J�O�B�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �E�J�W�F�S�H�F�� �/�P�U�B�N�N�F�O�U �B�V�U�P�V�S �E�F �Q�F�U�J�U�T �B�O�H�M�F�T �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F
�E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ����° = ��;���� �S�B�E�
 �V�O�F �F�S�S�F�V�S �E�F �� ���€�T�V�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�F �S�Ï�T�V�N�F �F�O �V�O�F �J�O�E�Ï�U�F�S�N�J�O�B�U�J�P�O
�E�F ������ �� �E�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �� �%�F �Q�M�V�T�
 �M�B �M�P�J �	���������
 �E�J�W�F�S�H�F �M�P�S�T�R�V�F� Y ! ������° �	�M�F �D�P�F���D�J�F�O�U �N�J�O�J�N�V�N �E�B�O�T
�D�F�U�U�F �M�P�J �F�T�U �B�U�U�F�J�O�U �Q�P�V�S� Y � ������° �F�U �W�B�V�U ��;�� �F�O�U�S�F�� Y / � Y �F�U�
 / 
 �-�7�
��

�%�F �Q�M�V�T�
 �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�T�U �T�P�V�W�F�O�U �B�N�F�O�E�Ï�F �Q�P�V�S �Q�S�F�O�E�S�F �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F���F�D�U�J�W�F�T �<�����
�����>�� �&�O
�F���F�U�
 �E�F�T �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�T �E���B�E�T�P�S�Q�U�J�P�O �T�P�O�U �T�P�V�W�F�O�U �Q�S�Ï�T�F�O�U�T�
 �F�U �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�T�U �N�P�E�J���Ï�F �Q�B�S �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F
�T�V�S�G�B�D�F �F���F�D�U�J�W�F�T�
 �Q�S�F�O�B�O�U �F�O �D�P�N�Q�U�F �D�F�T �F���F�U�T�
 �E�P�O�U �M�F�T �F���F�U�T �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T �T�P�O�U �B�T�T�F�[ �C�J�F�O �D�P�N�Q�S�J�T
�<�W�P�J�S �M�B �S�F�N�B�S�R�V�F �Ë �D�F �Q�S�P�Q�P�T �B�V�U�P�V�S �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�>�� �1�P�V�S�R�V�P�J �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �S�F�T�U�F���U���F�M�M�F �W�B�M�J�E�F �E�B�O�T
�D�F �D�B�E�S�F � 

�1�P�V�S ���O�J�S�
 �J�M �Z �B �F�V �B�T�T�F�[ �Q�F�V �E�F �W�Ï�S�J���D�B�U�J�P�O�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�T �E�B�O�T �M�B �M�J�U�U�Ï�S�B�U�V�S�F �E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�
 �C�J�F�O
�R�V�F �T�P�O �V�U�J�M�J�T�B�U�J�P�O �T�P�J�U �Q�M�V�T �R�V�F �H�Ï�O�Ï�S�B�M�J�T�Ï�F�� �0�O �Q�F�V�U �M���F�Y�Q�M�J�R�V�F�S �Q�B�S �M�F �G�B�J�U �R�V�F �E���V�O�F �Q�B�S�U �F�M�M�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F
�V�O�F �T�J�U�V�B�U�J�P�O �J�E�Ï�B�M�F �R�V���J�M �F�T�U �Q�F�V �B�J�T�Ï �E���B�U�U�F�J�O�E�S�F �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U �	�B�W�F�D �M�F�T �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E���I�Z�T�U�Ï�S�Ï�T�J�T �Q�B�S
�F�Y�F�N�Q�M�F�
�
 �F�U �E���B�V�U�S�F �Q�B�S�U �M�F�T �N�F�T�V�S�F�T �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F�T �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F
 �4�- �F�U �T�P�M�J�E�F��
�W�B�Q�F�V�S
 �4�7�T�P�O�U �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�Ò�S�F�N�F�O�U �E�J���D�J�M�F�T�
 �E���B�V�U�B�O�U �Q�M�V�T �R�V�F �D���F�T�U �M�F�V�S �E�J���Ï�S�F�O�D�F
 �4�-� 
 �4�7�R�V�J �F�T�U �V�U�J�M�F
�E�B�O�T �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H��

�9�p�U�L�þ�F�D�W�L�R�Q�V���H�[�S�p�U�L�P�H�Q�W�D�O�H�V���G�H���O�D���O�R�L���G�·�<�R�X�Q�J �G�D�Q�V���O�D���O�L�W�W�p�U�D�W�X�U�H

�0�O �Q�F�V�U �D�J�U�F�S �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �U�F�O�U�B�U�J�W�F�T �J�O�U�Ï�S�F�T�T�B�O�U�F�T�� �-�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �F�T�U �D�F�M�M�F �E�F �$�I�B�V�E�I�V�S�Z �F�U �8�I�J�U�F�T�J�E�F�T �F�O ��������
�<�����> �� �Q�B�S �V�O�F �N�Ï�U�I�P�E�F �B�T�U�V�D�J�F�V�T�F�
 �J�M�T �P�O�U �S�Ï�V�T�T�J �Ë �N�F�T�V�S�F�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �Q�P�V�S �E�F�T
�T�P�M�J�E�F�T �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�T �	�E�V �1�%�.�4 �E�B�O�T �M�F�V�S �D�B�T�
 �O�P�V�T �S�F�W�J�F�O�E�S�P�O�T �T�V�S �D�F �R�V���F�T�U �M�F �1�%�.�4 �B�V�D�I�B�Q�J�U�S�F ���
�� �&�O
�Ï�U�V�E�J�B�O�U �M�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�V �1�%�.�4 �T�P�V�T �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T �D�I�B�S�H�F�T�
 �F�U �E�B�O�T �E�J���Ï�S�F�O�U�T �M�J�R�V�J�E�F�T �	�V�O �N�Ï�M�B�O�H�F �F�B�V��
�N�Ï�U�I�B�O�P�M�
�
 �J�M�T �F�O �E�Ï�E�V�J�T�F�O�U �M�F �U�S�B�W�B�J�M �E���B�E�I�Ï�T�J�P�O �F�U �E�P�O�D �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �E���B�Q�S�Ò�T �M�F
�N�P�E�Ò�M�F �D�P�O�Î�V �Q�B�S �+�P�I�O�T�P�O�
 �,�F�O�E�B�M�M �F�U �3�P�C�F�S�U�T �F�O �������� �	�M�F �N�P�E�Ò�M�F �+�,�3�
 �<�����>�� �-�B �D�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O �B�W�F�D �M�F�T
�N�F�T�V�S�F�T �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F�T �E���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�U �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B
�'�J�H�V�S�F ��������

�&�O�T�V�J�U�F�
 �J�M �Z �F�V �E���B�V�U�S�F�T �U�F�O�U�B�U�J�W�F�T �I�J�T�U�P�S�J�R�V�F�T �Q�P�V�S �W�Ï�S�J���F�S �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �-�B �E�J���D�V�M�U�Ï �Ï�U�B�O�U �U�P�V�K�P�V�S�T �E�F
�N�F�T�V�S�F�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �B�W�F�D �M�F �T�P�M�J�E�F�� �"�O�J�U�B �#�B�J�M�F�Z �F�O �������� �B �N�F�T�V�S�Ï �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �B�W�F�D
�M�F �N�J�D�B �F�O �M�F �G�B�J�T�B�O�U �T�F �D�M�J�W�F�S �T�P�J�U �E�B�O�T �V�O�F �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S �T�P�J�U �E�B�O�T �V�O�F �Q�I�B�T�F �M�J�R�V�J�E�F �<�����>�� �-�B �N�F�T�V�S�F �E�F �M�B
�G�P�S�D�F �F�U �E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �T�Ï�Q�B�S�B�O�U �M�F�T �E�F�V�Y �Q�P�J�O�U�T �E�F �U�J�S�B�H�F �E�F�T �Q�B�S�U�J�F�T �D�M�J�W�Ï�F�T �Q�F�S�N�F�U �E���F�O �E�Ï�E�V�J�S�F �M�F �U�S�B�W�B�J�M
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�'�6�4�B�?�2������ �"�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �N�F�T�V�S�Ï �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �M�B �N�F�T�V�S�F �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F
�E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F ��� Y = �D�P�T� 1[(
 �4�-� 
 �4�7)/ 
 �-�7]�� �$�F�T �Q�P�J�O�U�T �T�P�O�U �P�C�U�F�O�V�T �Q�P�V�S �E�J���Ï�S�F�O�U�T �N�Ï�M�B�O�H�F�T
�F�B�V���N�Ï�U�I�B�O�P�M �T�V�S �E�V �1�%�.�4�� �-�F�T �B�O�H�M�F�T �E���B�W�B�O�D�Ï�F �	�Q�P�J�O�U�T �C�M�B�O�D�T�
 �F�U �E�F �S�F�D�V�M�Ï�F �	�Q�P�J�O�U�T �O�P�J�S�T�
 �T�P�O�U �S�F�Q�S�Ï��
�T�F�O�U�Ï�T�� �-�B �M�J�H�O�F �O�P�J�S�F �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �D�P�V�S�C�F �U�I�Ï�P�S�J�R�V�F� �F�Y�Q= � Y �� �-�B �[�P�O�F �H�S�J�T�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F
�M���J�O�E�Ï�U�F�S�N�J�O�B�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�O �B�Z�B�O�U ���� �T�V�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �	�E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �� �N�/ �N�¦�� �T�V�S
�M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
�� �$�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�V�Y �T�P�O�U �D�F�V�Y �E�F �$�I�B�V�E��
�I�V�S�Z �F�U �8�I�J�U�F�T�J�E�F�T �Q�V�C�M�J�Ï�T �F�O �������� �<�����>��
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�M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E���F�Y�D�Ò�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S ��
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Z

S!L
(pN � pT )dz : �	���������


�"�J�O�T�J�
 �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�T�U �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �M�F �S�B�Q�Q�P�S�U �E�F�T �D�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T ��

�D�P�T� MD
Y =

R
S!L (pN � pT )dz

R
L!V (pN � pT )dz

: �	���������


�4�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������	�B�
 �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�FpN � pT �Q�P�V�S �V�O�F �D�P�V�D�I�F �Ï�Q�B�J�T�T�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �P�á �P�O �Q�F�V�U �E�P�O�D �B�Q�F�S�D�F�W�P�J�S
�M�B �U�S�B�W�F�S�T�Ï�F �E�F�T �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�� �-���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�F �D�F�U�U�F �D�P�V�S�C�F �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������	�C�
�� �-�F �S�B�Q�Q�P�S�U
�E�F�T �T�B�V�U�T �E�F �D�F�U�U�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�P�O�O�F �E�P�O�D �M�F �D�P�T�J�O�V�T �E�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�
 �F�U �E�P�O�D �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�� �/�P�V�T �W�F�S�S�P�O�T
�B�V�D�I�B�Q�J�U�S�F ���R�V�F �D�F�U�U�F �N�F�T�V�S�F �F�T�U �D�P�I�Ï�S�F�O�U�F �B�W�F�D �M���B�O�H�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �R�V�F �G�B�J�U �V�O�F �H�P�V�U�U�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��

�1�P�V�S �E�J���Ï�S�F�O�U�T �S�B�Q�Q�P�S�U�T� LS / � LL �
 �P�O �N�F�T�V�S�F �B�M�P�S�T �E�J���Ï�S�F�O�U�T �B�O�H�M�F�T �E���:�P�V�O�H�
 �S�B�Q�Q�F�M�Ï�T �T�V�S �M�B�5�B�C�M�F ��������
�4�V�S �D�F�U�U�F �U�B�C�M�F�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �B�V�T�T�J �S�B�Q�Q�F�M�Ï �V�O �B�V�U�S�F �S�Ï�T�V�M�U�B�U �J�O�U�Ï�S�F�T�T�B�O�U�� �&�O �F���F�U�
 �E�B�O�T �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5
�T�J�N�Q�M�J���Ï �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F�
 �M�F �S�B�Q�Q�P�S�U �E�F�T �B�N�Q�M�J�U�V�E�F�T �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �F�T�U
�S�F�M�J�Ï �Ë �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �Q�B�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������
 �F�U �	���������
 ��

cSL

cLL
=

1 + �D�P�T� DF T
Y

2
; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��

�D�P�T� DF T
Y = 2

cSL

cLL
� 1 : �	���������


�"�J�O�T�J�
 �T�J �M���P�O �T�P�V�I�B�J�U�F �D�P�N�Q�B�S�F�S �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �B�V�Y �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�

�B�M�P�S�T �P�O �E�P�J�U �D�P�N�Q�B�S�F�S �Ë �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �R�V�F �M�F�T �S�B�Q�Q�P�S�U�T� LS / � LL �F�UcLS / cLL

�E�P�J�W�F�O�U �Ð�U�S�F �Ï�H�B�V�Y�� �0�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T �D�P�N�Q�B�S�F�S �M�F�T �B�O�H�M�F�T �E���:�P�V�O�H �P�C�U�F�O�V�T �Q�B�S �M�F�T �E�F�V�Y �N�P�E�Ò�M�F�T�
 �D�F �R�V�J �F�T�U
�S�B�Q�Q�F�M�Ï �T�V�S �M�B �N�Ð�N�F �U�B�C�M�F�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �B�M�P�S�T �E�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �U�S�Ò�T �E�J���Ï�S�F�O�U�T�� �-���F�O�T�F�J�H�O�F�N�F�O�U �F�T�U �M�F �T�V�J�W�B�O�U ��
�M�F �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O �O�P�O �Q�S�J�T �F�O �D�P�N�Q�U�F �E�B�O�T �M�B �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �B �V�O�F �H�S�B�O�E�F �J�N�Q�P�S�U�B�O�D�F �T�V�S
�M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F���F�D�U�J�W�F �F�O�U�S�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�F �T�P�M�J�E�F�� �%�F �Q�M�V�T�
 �P�O �P�C�T�F�S�W�F �R�V���F�O �F���F�U �M�B �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O �S�Ï�T�V�M�U�F
�F�O �V�O�F �N�P�J�O�T �H�S�B�O�E�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�
 �D�B�S �M�F�T �B�O�H�M�F�T �F�O �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �T�P�O�U �Q�M�V�T �H�S�B�O�E�T �R�V���F�O �%�'�5
�T�J�N�Q�M�J���Ï�F�
 �D�F�U �F���F�U �B�Z�B�O�U �U�F�O�E�B�O�D�F �Ë �T���B�U�U�Ï�O�V�F�S �M�P�S�T�R�V�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �Q�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F �E�F�W�J�F�O�U �Q�M�V�T �G�P�S�U�F�� �2�V�F�M�M�F
�F�T�U �B�M�P�S�T �M���J�O���V�F�O�D�F �E�F �M�B �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O �T�V�S �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H � �-�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �Q�F�V�U���J�M �N�F�O�F�S �Ë �D�F�U�U�F
�M�P�J � 
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�'�6�4�B�?�2������ �	�B�
 �$�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E���F�Y�D�Ò�T �E�B�O�T �V�O�F �D�P�V�D�I�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T
�F�O �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �-���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�T�U �T�J�U�V�Ï�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�W�F�N�F�O�U �F�O
z = 26� �F�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �F�Oz = 69� �� �-�F �[�P�P�N �T�V�S �D�I�B�D�V�O�F �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �B �Ï�U�Ï �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï
�B�V�Y ���H�V�S�F�T���������	�D�
 �F�U���������	�D�
�� �	�C�
 �*�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�F �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E���F�Y�D�Ò�T�� �-�F �Q�S�F�N�J�F�S �T�B�V�U �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë
 �-�7

�F�U �M�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �Ë
 �4�7� 
 �4�-�� �-�F �S�B�Q�Q�P�S�U �E�F�T �E�F�V�Y �E�P�O�O�F �M�F �D�P�T�J�O�V�T �E�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�� �*�D�J �
 �P�O �U�S�P�V�W�F �E�P�O�D
�E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��� Y = ������ � �� °�
 �F�O �B�Z�B�O�U �Q�S�J�T �Q�P�V�S �D�F�U�U�F �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O� LS / � LL = ��;������

� LS / � LL � �.�%
Y (°) � �%�'�5

Y �	°�


��;���� 130� 1; 0 ������
��;���� 117� 1; 2 ������
��;���� 106� 1; 3 ����
��;���� 95� 1; 8 ����
��;���� 84� 1; 5 ����
��;���� 74� 1; 8 ����

�5�.�/�9�2������ �7�B�M�F�V�S�T �E���B�O�H�M�F�T �E���:�P�V�O�H �Q�P�V�S �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �D�B�M�D�V�M�Ï�F�T �F�O �E�Z�O�B�N�J�R�V�F
�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M�B �N�Ï�U�I�P�E�F �E�Ï�D�S�J�U�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �P�V �Q�B�S �M�F �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F �E�F �M�B �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F�
 �E���B�Q�S�Ò�T
�M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �-�B �E�J���Ï�S�F�O�D�F �N�F�U �F�O �M�V�N�J�Ò�S�F �M���J�O���V�F�O�D�F �E�V �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O��



������ �7�Ï�S�J���D�B�U�J�P�O �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F �E�F �M�B �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O ����

�3�H�U�V�S�H�F�W�L�Y�H�V

�&�O �S�Ï�T�V�N�Ï�
 �D�F�T �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �J�O�U�F�S�S�P�H�B�U�J�P�O�T �T�V�S �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �P�O�U �U�S�P�V�W�Ï �M�F�V�S�T �Ï�D�I�P�T �S�Ï�H�V�M�J�Ò�S�F�N�F�O�U �E�B�O�T �M�B
�M�J�U�U�Ï�S�B�U�V�S�F�� �-���J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O�N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �B �Q�P�T�Ï �E�F �O�P�N�C�S�F�V�Y �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �F�U �F�O �Q�P�T�F �F�O�D�P�S�F
�B�V�K�P�V�S�E���I�V�J�� �/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�M�P�S�T �D�P�O�W�F�S�H�F�S �W�F�S�T �M�B �R�V�F�T�U�J�P�O �D�F�O�U�S�B�M�F �� �J�M �O���Z �B �Q�B�T �Ë �D�F �K�P�V�S �E�F �E�Ï�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O
�R�V�B�O�U�J�U�B�U�J�W�F�T�B�U�J�T�G�B�J�T�B�O�U�F�F�O �U�F�S�N�F�T �E�F�G�P�S�D�F�T�E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �0�O �Q�F�V�U �S�F�U�S�P�V�W�F�S �F�O �������� �V�O�F �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O
�N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �D�P�I�Ï�S�F�O�U�F �Q�B�S �4�J�S �.�J�D�I�B�F�M �7�� �#�F�S�S�Z �E�B�O�T �V�O �B�S�U�J�D�M�F �Q�F�V �D�P�O�O�V �<�����>�� �$���F�T�U �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O
�R�V�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �S�F�O�E�S�F �R�V�B�O�U�J�U�B�U�J�W�F �Q�B�S �M�B �T�V�J�U�F �H�S�É�D�F �B�V �N�P�E�Ò�M�F �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �B�V�Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F�� �/�P�V�T �B�M�M�P�O�T
�O�P�V�T �D�P�O�D�F�O�U�S�F�S �T�V�S �T�P�O �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�
 �F�U �T�V�S �M�F�T �Q�P�J�O�U�T �R�V�J �G�P�O�U �F�O�D�P�S�F �E�Ï�C�B�U��

�&�O �F���F�U�
 �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V�
 �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T�P�O�U �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F�N�F�O�U �N�F�T�V�S�Ï�F�T �Q�B�S �E�F�T �U�F�D�I�O�J�R�V�F�T �E�F �N�F��
�T�V�S�F�T �E�F �G�P�S�D�F�T�
 �:�P�V�O�H �E�P�J�U �E�P�O�D �Ð�U�S�F �W�B�M�J�E�F �E�B�O�T �V�O�F �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �F�O �U�F�S�N�F�T �E�F �G�P�S�D�F�T�� �0�S�
 �E�Ò�T �R�V���J�M �T���B�H�J�U
�E���F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T�
 �O�P�V�T �T�P�N�N�F�T �D�P�O�G�S�P�O�U�Ï�T �Ë �E�F�T �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E�F �E�Ï���O�J�U�J�P�O�T �F�U �Ë �E�F�T �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E���Ï�D�I�F�M�M�F��
�&�O �F���F�U�
 �E�B�O�T �M�F �D�B�T �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T �O�P�V�T �B�W�P�O�T �B�V�T�T�J �W�V �R�V���J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�F �E�J���Ï�S�F�O�D�F �F�O�U�S�F �Ï�O�F�S�H�J�F �F�U �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�F
�T�V�S�G�B�D�F �<�����
�����>�� �&�U�
 �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �B�U�P�N�J�R�V�F�
 �M���F���F�U �E�F �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�W�F�D �V�O �T�P�M�J�E�F �F�T�U �D�P�N�Q�M�F�Y�F��
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 �T�B �G�P�S�N�F �S�Ï�T�V�M�U�F
�E���V�O�F �D�P�N�Q�Ï�U�J�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M���J�O�F�S�U�J�F �F�U �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �F�T�U �E�F �O�F �Q�B�T �B�W�P�J�S �E���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�W�F�D �V�O �T�P�M�J�E�F�� �"�V
�D�P�O�U�S�B�J�S�F�
 �B�W�F�D �M�B �H�P�V�U�U�F �Q�F�O�E�B�O�U�F �P�V �M�B �I�B�V�U�F�V�S �E���V�O �N�Ï�O�J�T�R�V�F�
 �J�M �Z �B �V�O�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �E�P�O�D �J�M �G�B�V�U
�D�P�S�S�J�H�F�S �M�F�T �F���F�U�T �E�V�T �Ë �V�O �B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �B�W�F�D �M�F �T�P�M�J�E�F �R�V�J �J�O�U�F�S�B�H�J�U �B�W�F�D �M�F �M�J�R�V�J�E�F�� �&�O���O�
 �D�F�T �N�Ï�U�I�P�E�F�T
�P�Q�U�J�R�V�F�T �T�P�O�U �M�J�N�J�U�Ï�F�T �Q�B�S �M�F�T �F���F�U�T �P�Q�U�J�R�V�F�T �F�U �M�F �Q�P�V�W�P�J�S �E�F �S�Ï�T�P�M�V�U�J�P�O �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F �E���J�N�B�H�F�S�J�F �V�U�J�M�J�T�Ï��

�%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �P�O �Q�F�V�U �S�Ï�B�M�J�T�F�S �E�F�T �N�F�T�V�S�F�T �E�F �G�P�S�D�F�T�� �6�O�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �N�Ï�U�I�P�E�F �D�P�O�T�J�T�U�F �Ë �S�Ï�B�M�J�T�F�S �E�F�T �N�F��
�T�V�S�F�T �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E���V�O�F �C�V�M�M�F �E�F �E�J�B�N�Ò�U�S�F �D�P�O�U�S�Ù�M�Ï�� �%���B�Q�S�Ò�T �M�B �M�P�J �E�F �-�B�Q�M�B�D�F�
 �P�O �Q�F�V�U �F�O �U�J�S�F�S
�M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �6�O�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �N�Ï�U�I�P�E�F �D�P�O�T�J�T�U�F �Ë �Q�M�P�O�H�F�S �V�O�F �Q�M�B�R�V�F �E�B�O�T �V�O �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �N�F�T�V�S�F�S
�M�B �G�P�S�D�F �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �Q�P�V�S �N�B�J�O�U�F�O�J�S �M�B �Q�M�B�R�V�F �F�O �Q�M�B�D�F�
 �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �E�Ï�D�S�J�U�F �Q�M�V�T �I�B�V�U�� �1�P�V�S �Ï�W�J�U�F�S �M�B
�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �B�W�F�D �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �P�O �V�U�J�M�J�T�F �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �V�O�F �Q�M�B�R�V�F �E�F �Q�M�B�U�J�O�F �R�V�F �M�B �Q�M�V�Q�B�S�U �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T
�N�P�V�J�M�M�F �U�P�U�B�M�F�N�F�O�U �	� Y = 0 �
�� �$�F�U�U�F �N�Ï�U�I�P�E�F �F�T�U �B�Q�Q�F�M�Ï�F �N�Ï�U�I�P�E�F �E�F �8�J�M�I�F�M�N�Z �<�����>�� �-�F�T �F���F�U�T �R�V�J �Q�F�V�W�F�O�U
�D�P�O�U�B�N�J�O�F�S �M�B �N�F�T�V�S�F �T�P�O�U �M�F�T �F���F�U�T �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �E���"�S�D�I�J�N�Ò�E�F�� �0�O �Q�M�B�D�F �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �Q�P�V�S �D�F�M�B �M�F �C�B�T �E�F �M�B



���� �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�Q�M�B�R�V�F �B�V �O�J�W�F�B�V �E�V �C�B�J�O �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �D�F�U�U�F �G�P�S�D�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �O�V�M�M�F �T�V�S �M�B �Q�M�B�R�V�F�� �$�F�U�U�F
�N�Ï�U�I�P�E�F �F�T�U �T�U�B�U�J�R�V�F �D�F �R�V�J �Q�F�V�U �B�W�P�J�S �V�O �J�O�U�Ï�S�Ð�U �E�B�O�T �D�F�S�U�B�J�O�T �D�B�T�
 �Q�P�V�S �E�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �W�J�T�R�V�F�V�Y �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�

�P�V �Q�P�V�S �E�F�T �T�V�T�Q�F�O�T�J�P�O�T �R�V�J �Ï�W�P�M�V�F�O�U �E�B�O�T �M�F �U�F�N�Q�T��

�1�P�V�S �Ï�W�J�U�F�S �M�F�T �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E�V�T �Ë �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �V�O�F �B�V�U�S�F �B�M�U�F�S�O�B�U�J�W�F �F�T�U �E���V�U�J�M�J�T�F�S �V�O �B�O�O�F�B�V �E�F
�Q�M�B�U�J�O�F�� �$�F�U�U�F �N�Ï�U�I�P�E�F �F�T�U �D�P�O�O�V�F �E�F�Q�V�J�T �M�F �9�*�9�Ÿ�T�J�Ò�D�M�F �F�U �B �Ï�U�Ï �E�Ï�D�S�J�U�F �Q�B�S �-�F�D�P�N�U�F �E�V �/�P�à�Z �<�����>�� �&�M�M�F
�F�T�U �U�S�Ò�T �M�B�S�H�F�N�F�O�U �V�U�J�M�J�T�Ï�F �E�B�O�T �M�B �M�J�U�U�Ï�S�B�U�V�S�F�� �-�P�S�T�R�V�F �M���P�O �T�P�S�U �Q�S�P�H�S�F�T�T�J�W�F�N�F�O�U �M���B�O�O�F�B�V �E�V �C�B�J�O�
 �V�O �Q�P�O�U
�D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �T�F �G�P�S�N�F �T�P�V�T �M���B�O�O�F�B�V�
 �F�U �M���B�O�H�M�F �R�V�F �G�B�J�U �M�F �M�J�R�V�J�E�F �B�W�F�D �M���B�O�O�F�B�V �E�F�W�J�F�O�U �Q�S�P�H�S�F�T�T�J�W�F�N�F�O�U �W�F�S�U�J�D�B�M�

�N�P�N�F�O�U �Q�P�V�S �M�F�R�V�F�M �M�B �G�P�S�D�F �F�T�U �N�B�Y�J�N�B�M�F�� �&�O�T�V�J�U�F�
 �M�F �Q�P�O�U �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �Q�B�T�T�F �T�P�V�T �M���B�O�O�F�B�V�
 �F�U �M�B �G�P�S�D�F �E�J�N�J�O�V�F��
�-�B �G�P�S�D�F �N�B�Y�J�N�B�M�F �F�T�U �E�P�O�D �S�F�M�J�Ï�F �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F��

�$�F�T �N�Ï�U�I�P�E�F�T �E�F �G�P�S�D�F�T �T�P�O�U �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �Q�M�V�T �Q�S�Ï�D�J�T�F�T �D�B�S �M�F�T �C�B�M�B�O�D�F�T �V�U�J�M�J�T�Ï�F�T �T�P�O�U �F�Y�U�S�Ð�N�F�N�F�O�U �Q�S�Ï��
�D�J�T�F�T�� �%�F �Q�M�V�T�
 �M�B �N�Ï�U�I�P�E�F �Ë �M���B�O�O�F�B�V �F�T�U �Q�M�V�T �Q�S�Ï�D�J�T�F �D�B�S �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �B�J�T�Ï�N�F�O�U �Q�M�V�T
�H�S�B�O�E�F �R�V���B�W�F�D �V�O�F �Q�M�B�R�V�F�� �&�M�M�F �F�T�U �E�F �Q�M�V�T �B�Q�Q�M�J�D�B�C�M�F �B�V�Y �N�F�T�V�S�F�T �E�F �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�

�D�P�O�U�S�B�J�S�F�N�F�O�U �Ë �M�B �Q�M�B�R�V�F �R�V�J �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �Q�M�V�T �H�S�P�T �W�P�M�V�N�F�
 �F�U �E�P�O�U �M�B �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �E�F �Q�P�V�T�T�Ï�F �E���"�S�D�I�J�N�Ò�E�F
�O���F�T�U �Q�B�T �D�B�M�J�C�S�Ï�F��

�'�6�4�B�?�2�������� �	�B�
 �'�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �Q�B�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �B�O�O�F�B�V �E�F �Q�M�B�U�J�O�F�
 �Ë �B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U
�O�V�M�� �	�C�
 �3�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �E�F �M���B�O�O�F�B�V �B�V �E�F�T�T�V�T �E�V �C�B�J�O�� �-�B �G�P�S�D�F �B�U�U�F�J�O�U �V�O �N�B�Y�J�N�V�N
�B�J�T�Ï �Ë �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�
 �F�U �S�F�M�J�Ï �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F��

�$�P�p�O�L�R�U�D�W�L�R�Q���G�H���O�D���P�p�W�K�R�G�H���G�H���O�·�D�Q�Q�H�D�X

�1�P�V�S �N�F�T�V�S�F�S �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �I�F�Y�B�E�Ï�D�B�O�F���B�J�S�
 �F�B�V���B�J�S �F�U �I�F�Y�B�E�Ï�D�B�O�F���F�B�V�
 �O�P�V�T �V�U�J�M�J�T�P�O�T �M�B �N�Ï�U�I�P�E�F
�E�F �M���B�O�O�F�B�V�� �-�B �N�F�T�V�S�F �F�T�U �F���F�D�U�V�Ï�F �B�W�F�D �V�O �U�F�O�T�J�P�N�Ò�U�S�F �,�S�à�T�T �.�,������ �.�,�� �R�V�J �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �C�B�M�B�O�D�F �E�F
�Q�P�T�J�U�J�P�O �D�P�O�U�S�Ù�M�Ï�F �Q�S�Ï�D�J�T�F �Ë ����� �� �H �	�T�P�J�U �M���Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U �E�F ����� �� �N�/ �N�¦�� �
�
 �F�U �V�O �Q�M�B�U�F�B�V �U�I�F�S�N�B�M�J�T�Ï �F�U �N�P�U�P��
�S�J�T�Ï�
 �D�P�O�U�S�Ù�M�Ï �F�O �Q�P�T�J�U�J�P�O �Ë ����� �� �N�� �-���B�O�O�F�B�V �E�F �Q�M�B�U�J�O�F �E�F �E�J�B�N�Ò�U�S�F �F�O�W�J�S�P�O �� �D�N�
 �Q�P�T�T�Ò�E�F �R�V�B�O�U �Ë �M�V�J �V�O�F
�M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �E�FL w = ������;�� �N�N�
 �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�V�S �M���B�O�O�F�B�V��

�-�B �E�Ï�U�F�D�U�J�P�O �E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�V �C�B�J�O �F�U �E�F �M�B �G�P�S�D�F �N�B�Y�J�N�B�M�F �F�T�U �B�V�U�P�N�B�U�J�R�V�F�
 �F�U �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U
�E�Ï�E�V�J�U�F �E�V �C�J�M�B�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T �T�V�S �M���B�O�O�F�B�V �M�P�S�T�R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �W�F�S�U�J�D�B�M�F ��

Fmax = L w 
 + Fp �	���������


�P�áFp �F�T�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E���"�S�D�I�J�N�Ò�E�F �T�P�V�T �M���B�O�O�F�B�V�
 �R�V�J �U�J�S�F �M���B�O�O�F�B�V �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F�� �$�F�U�U�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �Q�F�V�U
�S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F�S �K�V�T�R�V���Ë ���� �� �E�F �M�B �G�P�S�D�F �N�B�Y�J�N�B�M�F�
 �D�F �R�V���J�M �F�T�U �E�P�O�D �B�C�T�P�M�V�N�F�O�U �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �E�F �D�P�N�Q�F�O�T�F�S �Q�P�V�S
�N�F�T�V�S�F�S
 �Q�S�Ï�D�J�T�Ï�N�F�O�U�� �*�M �F�Y�J�T�U�F �Q�P�V�S �D�F�M�B �E�F�T �U�B�C�M�F�T �E�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O�T�
 �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �R�V�J
�T�P�O�U �D�P�O�O�V�F�T �T�P�V�T �M�F�T �O�P�N�T �E�F�T �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O�T �E�F �)�B�S�L�J�O�T �F�U �+�P�S�E�B�O �F�O �������� �<�����>�
 �;�V�J�E�F�N�B �F�U �8�B�U�F�S�T �F�O ��������
�<�����> �P�V �F�O�D�P�S�F �)�V�I �F�U �.�B�T�P�O �<�����
�����>�
 ���B�C�M�F�T �E�B�O�T �E�F�T �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O�T �E�F �� ���
 �B�M�P�S�T �R�V�F �M�B �S�Ï�Q�Ï�U�J�U�J�W�J�U�Ï �T�U�B�U�J�T�U�J�R�V�F
�E�F�T �N�F�T�V�S�F�T �B�W�F�D �D�F�U �B�Q�Q�B�S�F�J�M �F�T�U �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ��;�� �N�/ �N�¦�� �T�P�J�U �E�F ��;�� �Ë ��;�� ����



������ �7�Ï�S�J���D�B�U�J�P�O �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F �E�F �M�B �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O ����

�5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Q�V �H�Ï�O�Ï�S�F�S �M�F�T �G�P�S�N�F�T �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �F�O �J�O�U�Ï�H�S�B�O�U �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�F
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �E�P�O�D �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Q�V �D�P�N�Q�B�S�F�S �M�F�T �D�P�V�S�C�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�T �B�W�F�D �M�B �D�P�V�S�C�F �D�P�N�Q�M�Ò�U�F �E�F �M�B �G�P�S�D�F
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�E�F �-�B�Q�M�B�D�F �� �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F �F�T�U �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë �M�B �E�J���Ï�S�F�O�D�F �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �D�Ù�U�Ï�T �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F��
�%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �M�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �T�P�O�U �E�P�O�O�Ï�F�T �Q�B�S �M�B �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O �	���������
 �F�U �	���������
�
 �R�V�F �O�P�V�T
�W�P�V�M�P�O�T �W�Ï�S�J���F�S�� �-�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �E�F �Q�F�O�U�F�T �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�P�O�U �E�P�O�D �S�F�T�U�S�F�J�O�U�F�T �Q�B�S �M�F�T
�W�B�M�F�V�S�T �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �/�P�V�T �S�Ï�B�M�J�T�P�O�T �B�M�P�S�T �V�O�F �J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F �E�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T
�B�W�F�D �M�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �Q�B�S �M�B �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��

�e�T�X�D�W�L�R�Q�V���G�H�V���L�Q�W�H�U�I�D�F�H�V

�$�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �T�P�O�U �F�Y�Q�S�J�N�Ï�F�T �F�O �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �B�Y�J�D�J�S�D�V�M�B�J�S�F�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�P�O�D �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F�T �Q�S�P���M�Tzi (r ) �E�F�T
�U�S�P�J�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�� �1�P�V�S �T�J�N�Q�M�J���F�Sz = 0 �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�F �C�B�J�O �T�U�B�U�J�R�V�F �M�P�J�O �E�F �M�B �M�F�O�U�J�M�M�F�� �0�O �O�P�U�FA �M�F �M�J�R�V�J�E�F
�R�V�J �G�P�S�N�F �M�B �M�F�O�U�J�M�M�F �	�V�O �"�M�D�B�O�F�
�
 �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� A �F�UB �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Q�M�V�T �E�F�O�T�F �	�M�F �#�B�J�O �E���F�B�V�
�
 �T�P�V�T �M�B �M�F�O�U�J�M�M�F�

�E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� B > � A �� �-�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�F�T �U�S�P�J�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �B�M�D�B�O�F���B�J�S�
 �F�B�V���B�J�S �F�U �B�M�D�B�O�F���F�B�V �T�P�O�U �E�P�O�D
�O�P�U�Ï�F�T �S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U
 �" �

 �#�F�U
 �"�#�� �&�O���O�
 �P�O �O�P�U�F �M�B �T�V�S�Q�S�F�T�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E�F �M�B �M�F�O�U�J�M�M�F�P �� �$�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F
�F�T�U �F�O �G�B�J�U �V�O�F �N�F�T�V�S�F �E�F �M�B �U�B�J�M�M�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F�� �-�F�T �O�P�U�B�U�J�P�O�T �T�P�O�U �S�B�Q�Q�F�M�Ï�F�T �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ����������

�-�F�T �U�S�P�J�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �B�M�D�B�O�F���B�J�S�
 �B�M�D�B�O�F���F�B�V �F�U �F�B�V���B�J�S �T�P�O�U �B�M�P�S�T �E�Ï�D�S�J�U�F�T �Q�B�S �M�F�T �U�S�P�J�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �T�V�J�W�B�O�U�F�T
�S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U ��

� A g zA � �P = 
 �" � A ; �	���������


(� B � � A )g zAB + �P = 
 �"�#� AB ; �	���������


� B g zB = 
 �#� B ; �	���������


�P�á� �E�Ï�O�P�U�F �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �Q�P�T�J�U�J�W�F �M�P�S�T�R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �U�P�V�S�O�Ï�F �W�F�S�T �M�F �I�B�V�U �E�B�O�T �D�F�T �O�P�U�B�U�J�P�O�T�

�F�U �R�V�J �T���F�Y�Q�S�J�N�F �E�F �M�B �G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F �F�O �D�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T ��

� =
1
r

z0
p

1 + z02
+

z00

(1 + z02)3/2
: �	���������


�-���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�V �Q�S�P���M �E�Ï�Q�F�O�E �E�P�O�D �E���V�O �D�F�S�U�B�J�O �O�P�N�C�S�F �E�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T�� �5�P�V�U �E���B�C�P�S�E�
 �P�O �B�E�J�N�F�O�T�J�P�O�O�F �M�F�T
�M�P�O�H�V�F�V�S�T �Q�B�S �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �E�V �C�B�J�O`B =

p

 B / � B g�
 �F�U �P�O �D�P�O�U�J�O�V�F �Q�B�S �T�J�N�Q�M�J�D�J�U�Ï �E�F�T �O�P�U�B�U�J�P�O�T



������ �7�Ï�S�J���D�B�U�J�P�O �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F �E�F �M�B �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O ������

�'�6�4�B�?�2�������� �-�F�O�U�J�M�M�F ���P�U�U�B�O�U�F�
 �O�P�U�B�U�J�P�O�T��

�E�F �O�P�U�F�S �M�F�T �W�B�S�J�B�C�M�F�T �B�E�J�N�F�O�T�J�P�O�O�Ï�F�Tz�
� �F�Ur �� �-�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �T�B�O�T �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T �S�F�T�U�B�O�U �E�B�O�T �D�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T
�T�P�O�U �B�M�P�S�T
 1 = 
 �#/ 
 �" �

 2 = 
 �#/ 
 �"�#�
dA = � A / � B �
 �F�U �F�O���Oz0 = �P /

p

 B � B g�� �-�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������


���������
 �F�U���������
 �T�F �S�Ï�Ï�D�S�J�W�F�O�U �B�M�P�S�T ��

z00
A = 
 1(1 + z02

A )3/2 (dA zA � z0) �
1
r

z0
A (1 + z02

A ) ; �	���������


z00
AB = 
 2(1 + z02

AB )3/2 [(1 � dA ) zAB + z0] �
1
r

z0
AB (1 + z02

AB ) ; �	���������


z00
B = zB (1 + z02

B )3/2 �
1
r

z0
B (1 + z02

B ) : �	���������


�-�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �U�S�J�Q�M�F �F�Or = R �T�P�O�U �E�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �E�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�B�O�D�F ��zA (R) =
zAB (R) = zB (R)�
 �F�U �E�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �T�V�S �M�F�T �Q�F�O�U�F�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E���B�Q�S�Ò�T �M�B �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O �R�V�J �T���F�Y�Q�S�J�N�F�O�U
�E�B�O�T �M�F�T �W�B�S�J�B�C�M�F�T �B�E�J�N�F�O�T�J�P�O�O�Ï�F�T ��

z0
B (R)

p
1 + z0

B (R)2
=

1

 1

z0
A (R)

p
1 + z0

A (R)2
+

1

 2

z0
AB (R)

p
1 + z0

AB (R)2
; �	���������


1
p

1 + z0
B (R)2

=
1

 1

1
p

1 + z0
A (R)2

+
1

 2

1
p

1 + z0
AB (R)2

: �	���������


�*�M �Z �B �F�O�D�P�S�F �E�F�V�Y �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �R�V�F �M���P�O �Q�F�V�U �F�Y�Q�S�J�N�F�S �Q�S�P�D�I�F�T �E�F �M���B�Y�F �E�F �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�
 �Q�P�V�Sr � 1�

�R�V�J �O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U�U�F�O�U �N�Ð�N�F �E���B�W�P�J�S �V�O �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �B�T�Z�N�Q�U�P�U�J�R�V�F �E�F �M�B �T�P�M�V�U�J�P�O �T�V�S �M���B�Y�F�� �&�O �F���F�U�
 �P�O �B
z0(0) = 0 �E�P�O�D �Q�B�S �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �E�F �5�B�Z�M�P�Sz0 � z00(0)r �F�Uz � z(0) + 1/2 z00(0)r 2�� �%�P�O�D �E���B�Q�S�Ò�T �M�F�T
�Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������F�U���������
 �P�O �Q�F�V�U �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�F�T �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U�T �B�T�Z�N�Q�U�P�U�J�R�V�F�T �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�TA �F�UAB ��

z00
A (0) =

1
2


 1 (dA zA (0) � z0) ; �	���������


z00
AB (0) =

1
2


 2 [(1 � dA )zAB (0) + z0] : �	���������


�&�O���O�
 �M�B �E�F�S�O�J�Ò�S�F �D�P�O�E�J�U�J�P�O �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �Ë �S�F�T�Q�F�D�U�F�S �F�T�UzB (1 ) = 0 ��

�,�Q�W�p�J�U�D�W�L�R�Q���Q�X�P�p�U�L�T�X�H

�/�P�V�T �J�O�U�Ï�H�S�P�O�T �D�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�N�F�O�U �H�S�É�D�F �Ë �V�O �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �E�F �3�V�O�H�F���,�V�U�U�B �E���P�S�E�S�F �R�V�B�U�S�F �<�����>
�F�U �F�O �S�Ï�B�M�J�T�B�O�U �E�F�T �E�J�D�I�P�U�P�N�J�F�T �T�V�S �M�F�T �W�B�M�F�V�S�T �E�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �J�O�J�U�J�B�V�Y �Q�P�V�S �U�S�P�V�W�F�S �D�F�V�Y �R�V�J �W�Ï�S�J���F�O�U �M�F�T
�C�P�O�O�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T�� �1�P�V�S �V�O �F�O�T�F�N�C�M�F �E�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T
 1�

 2 �F�Ud�
 �R�V�J �T�P�O�U �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�V�Y�
 �O�P�V�T
���Y�P�O�T �F�O�T�V�J�U�F �V�O �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�Fz0 �R�V�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M�B �U�B�J�M�M�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �	�V�O�F �Q�F�U�J�U�F �Q�S�F�T�T�J�P�O�P �E�P�O�D �V�O �Q�F�U�J�U



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

z0 �E�Ï�D�S�J�U �E�F �H�S�B�O�E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�B�S �M�B �E�J���Ï�S�F�O�D�F �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �F�O�U�S�F �M�F �C�B�J�O �F�U �M�B �H�P�V�U�U�F �F�T�U �G�B�J�C�M�F�
�� �*�M �S�F�T�U�F �E�P�O�D
�Ë �U�S�P�V�W�F�S �M�F�T �E�F�V�Y �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�TzA (0) �F�UzB (0) �R�V�J �W�Ï�S�J���F�O�U �U�P�V�U�F�T �M�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T�� �1�V�J�T�R�V�F �O�P�V�T
�B�W�P�O�T �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �V�O �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �B�T�Z�N�Q�U�P�U�J�R�V�F �B�V �D�F�O�U�S�F�
 �M���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F �E�Ï�N�B�S�S�F �E�Fr = 0
�B�W�F�D �V�O�F �Q�F�O�U�F �O�V�M�M�F �Q�P�V�SzA �F�UzAB �F�U �V�O�F �D�P�V�S�C�V�S�F �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �M�F �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �B�T�Z�N�Q�U�P�U�J�R�V�F�� �0�O
�D�I�F�S�D�I�F �B�M�P�S�T�
 �ËzA (0) ���Y�Ï�
 �M�F �T�F�V�M �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�FzAB (0) �R�V�J �Q�F�V�U �W�Ï�S�J���F�S �Ë �M�B �G�P�J�T �M�F�T �E�F�V�Y �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �E�F �Q�F�O�U�F
�M�P�S�T�R�V�F �M�F�T �E�F�V�Y �Q�S�P���M�T �T�F �D�S�P�J�T�F�O�U �	���������F�U���������
�� �0�O �J�O�U�Ò�H�S�F �B�M�P�S�TzB �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �D�F �Q�P�J�O�U �F�U �E�F �M�B �Q�F�O�U�F
z0(R) �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �V�O�F �E�F �D�F�T �E�F�V�Y �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T�
 �F�U �P�O �G�B�J�U �W�B�S�J�F�S �M�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�FzA (0) �E�F �T�P�S�U�F �R�V�Fz0(10R) �O�F
�E�J�W�F�S�H�F �Q�B�T �F�U �U�F�O�E�F �W�F�S�T �[�Ï�S�P�
 �M�F �O�J�W�F�B�V �E�V �C�B�J�O �T�U�B�U�J�R�V�F�� �6�O �S�Ï�T�V�M�U�B�U �U�Z�Q�J�R�V�F �Q�P�V�S �M�F�T �W�B�M�F�V�S�T �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T
�E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�U �E�F�T �E�F�O�T�J�U�Ï�T �E�F �M���I�F�Y�B�O�F �F�U �E�F �M���F�B�V �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
��

���������� �9�p�U�L�þ�F�D�W�L�R�Q���G�H���O�D���O�R�L���G�H���1�H�X�P�D�Q�Q

�-�B �D�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O �F�O�U�S�F �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�V�Y �F�U �M���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F �E�F�T �Q�S�P���M�T �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S
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�M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �-�F �S�F�T�U�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �Z �F�Y�F�S�D�F �E�P�O�D �D�P�N�N�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������V�O�F �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F
 �-�7 �Q�B�S
�V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S�� �-�F �D�P�J�O �F�O �C�B�T �Ë �E�S�P�J�U�F �F�T�U �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �%���B�Q�S�Ò�T �M�F�T ���H�V�S�F�T���������F�U���������
 �M�F
�S�F�T�U�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �Z �F�Y�F�S�D�F �V�O�F �G�P�S�D�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F
 �4�7� 
 �4�-�Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S�� �&�O���O�
 �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Q�S�P�D�I�F �E�F
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �F�T�U �B�U�U�J�S�Ï �Q�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F�� �$�F�U�U�F �G�P�S�D�F �F�T�U �Ï�R�V�J�M�J�C�S�Ï�F �Q�B�S �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �E�V �T�P�M�J�E�F �Q�B�S�U�P�V�U�

�T�B�V�G �Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �	�C�
 �4�D�I�Ï�N�B �D�P�N�Q�M�F�U �E�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T �R�V�J �B�H�J�T�T�F�O�U �T�V�S �M�F �D�P�J�O �E�F
�M�J�R�V�J�E�F�� �-�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �� �M�B �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �F�U �M�F �N�P�N�F�O�U �U�P�U�B�M �F�O �U�P�V�U �Q�P�J�O�U �T�P�O�U �O�V�M�T��

�)�R�U�F�H�V���D�J�L�V�V�D�Q�W���V�X�U���O�H���V�R�O�L�G�H���D�X���Y�R�L�V�L�Q�D�J�H���G�H���O�D���O�L�J�Q�H���G�H���F�R�Q�W�D�F�W

�1�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �M�F �M�J�R�V�J�E�F �S�F�T�T�F�N�C�M�F �Ë �V�O �D�P�J�O �E���B�O�H�M�F� Y �� �-�F �T�P�M�J�E�F �R�V�J �F�T�U �F�O �E�F�T�T�P�V�T �F�T�U
�B�U�U�J�S�Ï �Q�B�S �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�F �Q�B�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �S�F�Q�P�V�T�T�Ï
�Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�W�F�D �M�F �T�P�M�J�E�F �Ë �D�B�V�T�F �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F�� �/�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E�F �M���Ï�W�P�R�V�F�S�
 �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U�
 �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �W�F�S�U�J�D�B�M�F�
 �F�U �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �E�V �M�J�R�V�J�E�F �T�F �D�P�N�Q�F�O�T�F�O�U �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U�� �1�S�P�D�I�F
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �U�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �U�F�O�E �W�F�S�T �[�Ï�S�P�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �F�T�U �E�F �Q�M�V�T �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F�

�F�M�M�F �O�F �T���B�O�O�V�M�F �E�P�O�D �Q�B�T �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U�
 �T�F�V�M�F�N�F�O�U �Ë �V�O�F �D�F�S�U�B�J�O�F �E�J�T�U�B�O�D�F �B�V���E�F�M�Ë �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��
�$�P�N�N�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �M�F �E�Ï�N�P�O�U�S�F�S �E�B�O�T �R�V�F�M�R�V�F�T �Q�B�H�F�T�
 �M�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �	�O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S
�M�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �Ë �Q�S�P�Y�J�N�J�U�Ï �E�F �D�F�U�U�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �Ï�H�B�M�F �Ë
 �-�7 �T�J�O� Y �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S�
 �D�F
�R�V�J �F�T�U �D�P�I�Ï�S�F�O�U �B�W�F�D �M���J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �E���V�O�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �R�V�J �U�J�S�F �M�F �M�P�O�H �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �M�B
�D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�
 �Q�B�S�B�M�M�Ò�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �O���F�T�U �Q�B�T
 �-�7 �D�P�T� Y �
 �N�B�J�T
 �-�7+ 
 �4�7� 
 �4�-=

 �-�7 (1+ �D�P�T� Y )�
 �D�F �R�V�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �E�Ï�N�P�O�U�S�F�S �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������ �$�F�D�J �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �D�P�N�Q�S�J�T �E�F �M�B �N�B�O�J�Ò�S�F
�T�V�J�W�B�O�U�F�� �-�B�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
 �J�M�M�V�T�U�S�F �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�T�U �E�V�F �B�V�Y �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F
�F�O�U�S�F �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �T�P�M�J�E�F�� �%�F �Q�M�V�T�
 �E�B�O�T �M�F�D�I�B�Q�J�U�S�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�E�Ï�N�P�O�U�S�Ï �R�V�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �B�N�Q�M�J�U�V�E�F �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �ËA �4�-= 
 �-�7 (1+ �D�P�T� Y )��
�*�M �O���Z �B �E�P�O�D �B�V�D�V�O�F �S�B�J�T�P�O �Q�P�V�S �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �T�P�J�U �F�O
 �-�7 �D�P�T� Y ��

�-���F���F�U �E�F �D�F�U�U�F �G�P�S�D�F �F�T�U �J�M�M�V�T�U�S�Ï �B�M�P�S�T �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�C�
�� �-���J�O�U�V�J�U�J�P�O �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �E���V�O�F �G�P�S�D�F �S�Ï�T�V�M��
�U�B�O�U�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �R�V�J �U�J�S�F �T�F�M�P�O �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�S�Ï�E�J�U �V�O�F �G�P�S�D�F �R�V�J �U�J�S�F �W�F�S�T �M�B �H�B�V�D�I�F �E�Ò�T �R�V�F �M���B�O�H�M�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U� Y > ���� °�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �J�M �F�T�U �D�M�B�J�S �T�V�S �M�F �T�D�I�Ï�N�B �R�V�F �M�B �T�P�N�N�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �E���V�O �E�P�N�B�J�O�F �E�F
�M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �P�S�J�F�O�U�Ï�F �W�F�S�T �M�F �E�P�N�B�J�O�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �O�P�O �Q�B�T �W�F�S�T �T�F�T�C�P�S�E�T�� �$�F�U�U�F �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �O�F �E�P�J�U �E�P�O�D �Q�B�T
�D�I�B�O�H�F�S �E�F �T�J�H�O�F �M�P�S�T�R�V�F� Y �G�S�B�O�D�I�J�U ����°�� �"�V �D�P�O�U�S�B�J�S�F�
 �P�O �T���B�U�U�F�O�E �Ë �D�F �R�V���F�M�M�F �T�P�J�U �W�F�S�U�J�D�B�M�F �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F
�M�P�S�T�R�V�F� Y = ������°�� �-���B�T�Z�N�Ï�U�S�J�F �F�O�U�S�F �M�B �E�S�P�J�U�F �F�U �M�B �H�B�V�D�I�F �E�F �Q�B�S�U �F�U �E���B�V�U�S�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �O�P�V�T
�B�T�T�V�S�F �B�M�P�S�T �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �Ð�U�S�F �F�O
 �-�7 �D�P�T� Y �	�R�V�J �D�I�B�O�H�F �E�F �T�J�H�O�F�
�
 �F�U �R�V���V�O�F �G�P�S�N�F
�E�V �U�Z�Q�F
 �-�7 (1 + �D�P�T� Y ) �F�T�U �C�F�B�V�D�P�V�Q �Q�M�V�T �D�P�I�Ï�S�F�O�U�F�� �/�P�U�P�O�T �F�O���O �R�V�F �Q�P�V�S �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�'�6�4�B�?�2�������� �'�P�S�D�F�T �B�H�J�T�T�B�O�U �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �	�[�P�O�F �I�B�D�I�V�S�Ï�F�
 �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �	�[�P�O�F �H�S�J�T�F�
 �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �	�B�
 �%�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T �B�H�J�T�T�B�O�U �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F�� �® �D�B�V�T�F �E�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F
�E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �B�U�U�J�S�Ï �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �	���Ò�D�I�F�T �H�S�J�T�F�T �Q�M�F�J�O�F�T�
�� �® �N�F�T�V�S�F �R�V�F �M���P�O �T���Ï�M�P�J�H�O�F �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �B�V�H�N�F�O�U�F �	���Ò�D�I�F�T �O�P�J�S�F�T �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T�
�
 �F�U �W�J�F�O�U �D�P�N�Q�F�O�T�F�S
�M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-���B�C�T�F�O�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E�B�O�T �V�O�F �[�P�O�F �Ë �H�B�V�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U
�O�P�V�T �H�B�S�B�O�U�J�U �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�T�U �U�P�V�K�P�V�S�T �P�S�J�F�O�U�Ï�F �W�F�S�T �M�B �E�S�P�J�U�F�
 �N�Ð�N�F �Q�P�V�S� Y > ���� °��
�	�C�
 �'�P�S�D�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F�T �E�F �D�F�U�U�F �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�B�O�T �M�F �T�P�M�J�E�F �� �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U
 �-�7 �T�J�O� Y �
 �F�U
�M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�T�U
 �-�7 + 
 �4�7� 
 �4�-= 
 �-�7(1 + �D�P�T� Y )��

�T�V�S �M�F�M�J�R�V�J�E�F�
 �J�M �O���Z �B �Q�M�V�T �E���B�T�Z�N�Ï�U�S�J�F �E�F�T �T�P�V�S�D�F�T�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �F�U �E�P�O�D �M�B �G�P�S�D�F �E���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �T�V�S
�V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �C�J�F�O �W�F�S�U�J�D�B�M�F�
 �T�B�O�T �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F��

�)�R�U�F�H�V���D�J�L�V�V�D�Q�W���V�X�U���O�H���V�R�O�L�G�H���D�X���Y�R�L�V�L�Q�D�J�H���G�·�L�Q�W�H�U�I�D�F�H�V���F�R�X�U�E�p�H�V

�-���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �D�F�U�U�F �G�P�S�D�F �O���F�T�U �B�Q�Q�B�S�F�N�N�F�O�U �Q�B�T �D�P�N�Q�B�U�J�C�M�F �B�W�F�D �M���J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �E�V �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U �U�I�F�S��
�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�
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 �D�F �R�V�J �D�P�N�Q�F�O�T�F �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U �M�B �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �W�F�S�U�J��
�D�B�M�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T �B�V�Y �M�J�H�O�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �%�F �Q�B�S �M�B �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �H�B�V�D�I�F���E�S�P�J�U�F �E�V �D�Z�M�J�O�E�S�F�
 �J�M �O���Z �B �Q�B�T �O�P�O �Q�M�V�T �E�F
�D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�
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�>�� �%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �D�F �S�Ï�T�V�M�U�B�U �F�T�U �D�P�N��
�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U �E�F �M�B �G�P�S�N�F �F�Y�B�D�U�F �E�V �T�P�M�J�E�F�� �&�O �F���F�U�
 �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �F�T�U �W�Ï�S�J���Ï�F �R�V�F�M�M�F �R�V�F �T�P�J�U �M�B
�G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
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�T�J �P�O �Q�S�F�O�E �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�B �H�S�B�W�J�U�Ï�
 �M�F �Q�S�P�C�M�Ò�N�F �O�F �D�I�B�O�H�F �G�P�O�E�B�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U �Q�B�T �D�B�S �N�Ð�N�F �T�J �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O
�E�V �D�Z�M�J�O�E�S�F �F�T�U �E�J���Ï�S�F�O�U�F �	�Q�M�V�T �P�V �N�P�J�O�T �I�B�V�U�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�V �S�B�U�J�P �E�F�T �E�F�O�T�J�U�Ï�T�
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 �M�B �Q�S�P�K�F�D�U�J�P�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T
�D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �	�B�V�Y �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�U �B�V�Y �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�
 �T�F�S�Ï�E�V�J�U�U�P�V�K�P�V�S�T �Ë �E�F�T �G�P�S�D�F�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �U�B�O��
�H�F�O�U�J�F�M�M�F�T �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �E�F �G�B�Î�P�O �D�P�I�Ï�S�F�O�U�F �B�W�F�D �M�B �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�� �$�F�T �G�P�S�D�F�T �D�P�N�Q�F�O�T�F�O�U
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�-�F �N�Ð�N�F �Q�S�J�O�D�J�Q�F �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F �B�V �D�B�T �E���V�O�F �Q�M�B�R�V�F �F�O �N�P�V�J�M�M�B�H�F �Q�B�S�U�J�F�M �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �S�F�O�D�P�O�U�S�Ï �Ë �M�B
�'�J�H�V�S�F �������� �-�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �S�Ï�T�V�M�U�F �E�F �E�F�V�Y �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï��
�E�F�N�N�F�O�U�
 �D�P�N�N�F �D���F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �*�M �Z �B �F�O �F���F�U �U�P�V�U �E���B�C�P�S�E �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �1�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �W�B�V�U
 (1+ �D�P�T� Y )��
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�M�B�J�S�F�T �B�H�J�T�T�B�O�U �T�V�S �V�O �D�Z�M�J�O�E�S�F �R�V�J ���P�U�U�F �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O �M�J�R�V�J�E�F�
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 �/�P�U�B�U�J�P�O�T ��� Y �F�T�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�V �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F
�T�P�M�J�E�F ���U1 �F�U�U2 �T�P�O�U �E�F�V�Y �W�F�D�U�F�V�S�T �V�O�J�U�B�J�S�F�T �U�B�O�H�F�O�U�T �B�V �D�Z�M�J�O�E�S�F �B�V�Y �E�F�V�Y �M�J�H�O�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �F�U �E�J�S�J�H�Ï�T �W�F�S�T
�M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�� �	�D�
 �3�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �E�Ï�D�S�J�U�F�T �F�O �	�B�
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 �T���B�Q�Q�M�J�R�V�B�O�U �T�V�S �D�I�B�R�V�F �j �N�P�J�U�J�Ï �x �E�F
�D�Z�M�J�O�E�S�F�� �$�F �O���F�T�U �Q�B�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�B�U�J�G �E�F �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O�� �	�E�
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�M�B �G�P�S�N�F�
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�� �$�F�T �G�P�S�D�F�T �T�P�O�U
�Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F��

�&�O�T�V�J�U�F�
 �M�B �Q�M�B�R�V�F �T�V�C�N�F�S�H�Ï�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�F�V�Y �F�O�E�S�P�J�U�T �E�F �U�S�Ò�T �G�P�S�U�F �D�P�V�S�C�V�S�F�
 �B�V�Y �D�P�J�O�T �F�O �C�B�T �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F��
�$�F�U�U�F �D�P�V�S�C�V�S�F �J�O�E�V�J�U �V�O�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �T�V�C�J�F �Q�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F�
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 �-�7 �D�P�T� Y
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 �-�7 �R�V�J �Q�P�V�T�T�F�O�U �M�F �T�P�M�J�E�F �I�P�S�T �E�V
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 �Q�P�V�S �S�F�E�P�O�O�F�S
 �-�7 �D�P�T� Y ��
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�1�I�Z�T�J�R�V�F�N�F�O�U�
 �J�M �O���Z �B �E�P�O�D �Q�B�T �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�B�O�T �D�F�U�U�F �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������
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 �F�U �E�P�O�D �V�U�J�M�J�T�F�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�S�Ï�Ï �Q�B�S
�V�O�F �M�J�H�O�F �J�O���O�J�F' P L

�� (r ) �Ë �V�O�F �E�J�T�U�B�O�D�Fr �E�F �D�F�M�M�F���D�J�
 �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �C�S�J�Ò�W�F�N�F�O�U �S�F�O�D�P�O�U�S�Ï ��

' P L
�� (r ) = � � � �

Z 1

�1
' ��

� p
r 2 + y2

�
dy : �	���������




������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�'�6�4�B�?�2�������� �1�P�U�F�O�U�J�F�M� P D (z; � ) �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �V�O �E�J�Ò�E�S�F �E���B�O�H�M�F� < � /2 �
 �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fz �E�V �D�P�J�O�
 �F�U �E�B�O�T
�M���B�Y�F �E���V�O�F �E�F�T �E�F�V�Y �B�S�Ð�U�F�T��

�"�M�P�S�T�
 �Q�P�V�S� < � /2 �
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Q�P�J�O�U���E�J�Ò�E�S�F �T���F�Y�Q�S�J�N�F �<�W�P�J�S �M���B�O�O�F�Y�F�%���������
 �Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�%�������
 �Q�P�V�S �Q�M�V�T
�E�F �E�Ï�U�B�J�M�T�
 �F�U �O�P�V�T �P�N�F�U�U�P�O�T �M�F�T �J�O�E�J�D�F�T� �F�U� �Q�P�V�S �D�M�B�S�J���F�S �M�F�T �O�P�U�B�U�J�P�O�T �R�V�B�O�E �D���F�T�U �Q�P�T�T�J�C�M�F�> ��

� P D (z; � ) =
Z 1

z
r

h
� � �B�S�D�T�J�O

� z
r

�T�J�O�
�i

� P L (r )dr : �	���������


�0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T �O�P�U�B�N�N�F�O�U �Q�P�V�S� = � /2 ��� P D (z; � /2) = 1
2 �( z)�� �0�O �Q�F�V�U �F�O�T�V�J�U�F �D�B�M�D�V�M�F�S �T�P�O

�J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �<�W�P�J�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�> ��
Z 1

0
� P D (z; � )dz =

�
1

�T�J�O�
�

1
�U�B�O�

� Z 1

0
r 2� P L (r )dr = �U�B�O

�
2

Z 1

0
r 2� P L (r )dr : �	���������


�0�O �Q�F�V�U �Ï�U�F�O�E�S�F �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F� P D (z; � ) �Ë� > � /2 �D�B�S �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �P�O �B� P D (z; � ) = �( z �T�J�O� ) �
� P D (z; � � � )�
 �F�U �D�F�M�M�F �D�J �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�P�O�D �U�P�V�K�P�V�S�T �M�B �N�Ð�N�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �	���������
 �N�Ð�N�F �Q�P�V�S� > � /2 �� �%�F �Q�M�V�T�
 �P�O
�B �U�P�V�K�P�V�S�T �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �	���������
 �F�U �	���������
 �F�Y�Q�S�J�N�Ï�F�T �B�W�F�D �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Q�P�J�O�U���M�J�H�O�F �<�W�P�J�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O
�	�%�������
�> ��

Z 1

0
r 2� P L

LL (r )dr = � 
 �-�7 ; �	���������

Z 1

0
r 2� P L

LS (r )dr = �

 �-�7 + 
 �4�7� 
 �4�-

2
= � 
 �-�7

1 + �D�P�T� Y

2
; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��

Z 1

0
� P D

LL (z; � )dz = �
�

1
�T�J�O�

�
1

�U�B�O�

�

 �-�7 ; �	���������


Z 1

0
� P D

LS (z; � )dz = �
�

1
�T�J�O�

�
1

�U�B�O�

�

 �-�7 + 
 �4�7� 
 �4�-

2
: �	���������


�"�W�F�D �M���B�J�E�F �E�F �D�F�T �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O�T�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�M�P�S�T �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T��

���������� �)�R�U�F�H�V���G�·�X�Q���F�R�L�Q���G�H���O�L�T�X�L�G�H���V�X�U���O�H���V�R�O�L�G�H���V�H�P�L���L�Q�þ�Q�L

�*�M �G�B�V�U �T�Q�Ï�D�J���F�S �V�O �T�P�V�T���T�Z�T�U�Ò�N�F �E�V �T�P�M�J�E�F �T�V�S �M�F�R�V�F�M �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �F�Y�B�N�J�O�F�S �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�F�S�D�Ï�F�T
�Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �	�M�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �Q�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �T�P�O�U �I�P�S�T �E�F �Q�S�P�Q�P�T �J�D�J�
�� �/�P�V�T �D�I�P�J�T�J�T�T�P�O�T �V�O
�Q�B�S�B�M�M�Ï�M�Ï�Q�J�Q�Ò�E�FV�
 �J�O���O�J �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �E�P�O�U �M�B �T�V�S�G�B�D�F �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S�F �D�P�Õ�O�D�J�E�F �B�W�F�D
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �R�V�J �Q�M�P�O�H�F �K�V�T�R�V���Ë �V�O�F �E�J�T�U�B�O�D�F �J�O���O�J�F �T�P�V�T �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �E�P�O�U �M�F�T �E�F�V�Y �B�V�U�S�F�T
�G�B�D�F�T �T�P�O�U �E�F �Q�B�S�U �F�U �E���B�V�U�S�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�V���T�B�N�N�F�O�U �Ï�M�P�J�H�O�Ï�F�T �E�F �D�F�M�M�F���D�J �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������
��
�-���V�O�F �E�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �M�B�U�Ï�S�B�M�F�T �T�F �U�S�P�V�W�F �E�P�O�D �T�P�V�T �V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J �E�F �W�B�Q�F�V�S�
 �U�B�O�E�J�T �R�V�F �M���B�V�U�S�F �T�F �U�S�P�V�W�F
�T�P�V�T �V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F��

�-�B �G�P�S�D�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F�'LS �T���F�Y�Q�S�J�N�F �D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �H�S�É�D�F �B�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
�B�U�U�S�B�D�U�J�G �M�P�O�H�V�F �Q�P�S�U�Ï�F� LS �F�Y�F�S�D�Ï �Q�B�S �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �T�P�M�J�E�F �	�F�U �Q�S�F�O�B�O�U �F�O



������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U������

�'�6�4�B�?�2�������� �4�D�I�Ï�N�B �E�V �D�B�M�D�V�M �E�F �M�B �G�P�S�D�F �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E���B�O�H�M�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F
� Y �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �0�O �E�Ï���O�J�U �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�FS �T�V�S
�M�F�R�V�F�M �P�O �F���F�D�U�V�F �O�P�T �C�J�M�B�O�T �T�P�V�T �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �D�P�N�N�F �D���F�T�U �E�F�T�T�J�O�Ï�� �-�F�T �C�P�S�E�T �E�F �Q�B�S�U �F�U �E���B�V�U�S�F �E�F
�M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�P�O�U �T�V���T�B�N�N�F�O�U �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �1�P�V�S �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �M�B �G�P�S�D�F �T�F �D�B�M�D�V�M�F �B�M�P�S�T �T�V�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �E�V �T�Z�T�U�Ò�N�F �E�V �T�P�M�J�E�F �D�P�O�T�J�E�Ï�S�Ï�� �0�O �Q�F�V�U
�T�Ï�Q�B�S�F�S �M�F�T �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �T�V�S �E�F�V�Y �Q�B�S�U�J�F�T �� �T�P�V�T �M�B �H�P�V�U�U�F�
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LS �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S�
��

�)�R�U�F�H���W�D�Q�J�H�Q�W�L�H�O�O�H

�-�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�T�U �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �E�V�F �B�V �H�S�B�E�J�F�O�U �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� LS �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�
 �F�M�M�F �T�F
�D�B�M�D�V�M�F �E�P�O�D �T�V�S �M�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �W�F�S�U�J�D�B�M�F�T �E�F �Q�B�S�U �F�U �E���B�V�U�S�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �0�S�
 �T�V�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F �M�P�J�O �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�P�V�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�
 �P�O �B� LS = 0 �D�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �J�O���O�J�N�F�O�U �M�P�J�O �E�F �D�F�U�U�F �T�V�S�G�B�D�F�� �*�M
�S�F�T�U�F �E�P�O�D �T�F�V�M�F�N�F�O�U �Ë �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F� LS �T�P�V�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �D�P�O�T�J�E�Ï�S�Ï �D�P�N�N�F �V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J�� �®
�V�O�F �E�J�T�U�B�O�D�Fz �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �D�F�U�U�F �W�B�M�F�V�S �F�T�U �D�P�O�O�V�F ��� LS = � LS (z)�� �*�M �S�F�T�U�F �E�P�O�D�
 �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S
�T�V�S �M�B �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S�
 �M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �T�V�J�W�B�O�U�F�
 �E�J�S�J�H�Ï�F �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F ��

F T
LS = �

Z 1

0
� LS (z)dz ; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �E���B�Q�S�Ò�T �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O� LS �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �	���������
 ��

F T
LS = 
 �-�7(1 + �D�P�T� Y ) : �	���������




������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�-�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �E�P�O�D
�C�J�F�O
 �-�7(1 + �D�P�T� Y ) �F�U �O�P�O �Q�B�T
 �-�7 �D�P�T� Y �� �-�F �G�B�D�U�F�V�S(1 + �D�P�T� Y ) �O���F�T�U �Q�B�T �J�D�J �V�O �G�B�D�U�F�V�S �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F
�N�B�J�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �R�V�J �T���B�O�O�V�M�F �C�J�F�O �M�P�S�T�R�V�F� Y = ������°�
 �F�U �S�F�T�U�F
�U�P�V�K�P�V�S�T �E�V �N�Ð�N�F �T�J�H�O�F �Q�P�V�S �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�V �U�Z�Q�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T��

�)�R�U�F�H���Q�R�U�P�D�O�H

�-�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �F�T�U �R�V�B�O�U �Ë �F�M�M�F �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �E�V�F �B�V�Y �W�B�M�F�V�S�T �E�F� LS �F�U �E�Fpr �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F�� �0�O
�T�Ï�Q�B�S�F �F�O �E�F�V�Y �D�F�U�U�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �D�B�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �O���F�Y�J�T�U�F �R�V�F �T�P�V�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �	�P�O �T�V�Q�Q�P�T�F �Q�P�V�S �T�J�N�Q�M�J���F�S
�R�V�FPv = 0 �
�� �1�P�V�S �Q�S�Ï�D�J�T�F�Spr �
 �O�P�V�T �V�U�J�M�J�T�P�O�T �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�
 �F�U �E�P�O�D �R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
�U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FPL �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U�� �$�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U �Ï�W�B�M�V�Ï �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �M�P�J�O �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �J�M �W�B�V�U
�B�M�P�S�TPL = 0 �	�Q�P�V�SPv = 0 �
 �W�P�J�S �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �����������
�� �0�O �B �E�P�O�D �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F ��

pr + � LL + � SL = � LL (0) : �	���������


�0�O �W�P�J�U �E�P�O�D �R�V�F �Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�Spr �J�M �O�P�V�T �G�B�V�U �Q�S�Ï�D�J�T�F�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �M�F �E�J�Ò�E�S�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O�F �E�F �T�F�T
�B�S�Ð�U�F�T�
 �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fx �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �$�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�F �E�Ï�E�V�J�U �B�J�T�Ï�N�F�O�U �E�F� P D �E�Ï���O�J �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U
�H�S�É�D�F �Ë �M�B �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O �S�F�Q�P�S�U�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ����������

� LL = � LL (0) � � P D
LL (x; � � � Y ) : �	���������


�&�U�
 �P�O �B� SL = � SL (0)�� �0�O �F�O �E�Ï�E�V�J�U �E�P�O�D �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fx �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U ��

pr (x) = � P D
LL (x; � � � Y ) � � SL (0) : �	���������


�'�6�4�B�?�2�������� �1�P�U�F�O�U�J�F�M� �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �V�O �E�J�Ò�E�S�F �E���B�O�H�M�F� < � /2 �T�V�S �M���V�O�F �E�F �T�F�T �B�S�Ð�U�F�T�
 �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fz �E�V
�D�P�J�O�� �%���B�Q�S�Ò�T �D�F�U�U�F �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O�
 �P�O �B� = �(0) � � P D (z; � � � )��

�&�O�T�V�J�U�F�
 �J�M �O�P�V�T �G�B�V�U �D�B�M�D�V�M�F�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F�
 �B�V �O�J�W�F�B�V �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �4�P�V�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fz �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�T�U �J�E�F�O�U�J�R�V�F �Ë� LL �R�V�F
�O�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S�
 �Ë �M�B �E�J���Ï�S�F�O�D�F �R�V���J�M �T���B�H�J�U �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �-�4 �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U ��

� LS (x > 0) = � LS (0) � � P D
LS (x; � � � Y ) : �	���������


�&�O �E�F�I�P�S�T �E�V �M�J�R�V�J�E�F�
 �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O� LS �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�T�U �F�O�D�P�S�F �Q�M�V�T �T�J�N�Q�M�F �Q�V�J�T�R�V���F�M�M�F �T�F �S�Ï�E�V�J�U
�Ë ��

� LS (x < 0) = � P D
LS (jxj; � Y ) ; �	���������


�D�F �R�V�J �F�T�U �C�J�F�O �D�P�O�U�J�O�V �F�Ox = 0 �B�W�F�D �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�F�� �'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �T�F �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�F
�T�V�S �M�F�T �E�F�V�Y �J�O�U�F�S�W�B�M�M�F�Tx > 0 �F�Ux < 0�
 �F�U �T�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �H�S�É�D�F �B�V�Y �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �T�V�S� P D �E�P�O�O�Ï�F�T



������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U������

�B�V�Y �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������
 �F�U �	���������
 ��

F N
LS = �

Z 0

�1
� LS (x < 0)dx �

Z 1

0
[� LS (x > 0) + pr (x)] dx ; �	���������


= �
Z 1

0
� P D

LS (x; � Y ) �
Z 1

0

�
� P D

LL (x; � � � Y ) � � P D
LS (x; � � � Y )

�
dx ; �	���������


= 
 �-�7
1 + �D�P�T� Y

2

�
1

�T�J�O� Y
�

1
�U�B�O� Y

�
+ 
 �-�7

�
1

�T�J�O� Y
+

1
�U�B�O� Y

�

� 
 �-�7
1 + �D�P�T� Y

2

�
1

�T�J�O� Y
+

1
�U�B�O� Y

�
; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��

F N
LS = 
 �-�7 �T�J�O� Y : �	���������


�-�F �M�J�R�V�J�E�F �U�J�S�F �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�W�F�D �M�B �G�P�S�D�F
 �-�7 �T�J�O� Y �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F
�E�F �D�P�O�U�B�D�U��

�(�Q���U�p�V�X�P�p

�t �-�B �G�P�S�D�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J��
�R�V�J�E�F �E���B�O�H�M�F� Y �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�F�V�Y �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F�T�
 �M���V�O�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Ë
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �M���B�V�U�S�F �O�P�S�N�B�M�F ��

�o �-�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �O�P�S�N�B�M�F �F�T�U
 �-�7 �T�J�O� Y �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F��

�o �-�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �F�T�U
 �-�7(1 + �D�P�T� Y ) �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F��

�t �-�B �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �F�T�U �E�J�S�J�H�Ï�F �W�F�S�T �M�B �C�J�T�T�F�D�U�S�J�D�F �E�V �D�P�J�O�
 �Ë� Y /2 ��

�t

���������� �)�R�U�F�H�V���G�·�X�Q���V�R�O�L�G�H���V�H�P�L���L�Q�þ�Q�L���V�X�U���X�Q���F�R�L�Q���G�H���O�L�T�X�L�G�H

�$�B�M�D�V�M�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �T�P�M�J�E�F �T�F�N�J���J�O���O�J �T�V�S �V�O �E�J�Ò�E�S�F �J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E���B�O�H�M�F �Ë
�M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F� Y �� �*�D�J�
 �M�F�T �G�P�S�D�F�T �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�T �T�P�O�U �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�M�M�F�T �N�Ò�O�F�O�U �Ë �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �E���:�P�V�O�H�� �*�M
�T���B�H�J�U �E�P�O�D �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F�
 �R�V�J �S�Ï�T�V�M�U�F �E�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �Ë �M�P�O�H�V�F �E�J�T�U�B�O�D�F �E�F�T
�N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �T�P�M�J�E�F �T�V�S �M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �B�J�O�T�J �R�V�F �M�B �G�P�S�D�F �E�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F��
�*�M �T���B�H�J�U �E�P�O�D �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S ��

F N
SL = �

Z

SLV

� SL �Vz � �OdS +
Z

SSL

(pr + � SL ) dS ; �	���������


�T�V�S �M�F�T �E�F�V�Y �T�V�S�G�B�D�F�T �E�F �O�P�U�S�F �W�P�M�V�N�F �E�F �D�P�O�U�S�Ù�M�F �	�M�F �M�J�R�V�J�E�F�
�
 �M�F�T �T�V�S�G�B�D�F�TSLV �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�

�F�USSL �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������
��



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�'�6�4�B�?�2�������� �4�D�I�Ï�N�B �E�V �D�B�M�D�V�M �E�F �M�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F �T�F�N�J���J�O���O�J �T�V�S �D�P�J�O
�E�F �M�J�R�V�J�E�F �E���B�O�H�M�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F� Y �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�
 �D�F �R�V�J �O���F�T�U
�Q�B�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�B�U�J�G �E�F �M�F�V�S �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O�� �-�B �G�P�S�D�F �T�F �S�Ï�E�V�J�U �B�V �D�B�M�D�V�M �E�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �T�V�S �M�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �M�J�R�V�J�E�F��
�W�B�Q�F�V�S �F�U �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �4�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�T�U� SL (z)�
 �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F
�[ �E�V �T�P�M�J�E�F�� �4�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�U�U�S�B�D�U�J�G �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U �F�U �Ï�H�B�M �Ë� SL (0)�
 �U�B�O�E�J�T �R�V�F �M�B
�S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U �M�B �N�Ð�N�F �R�V�F �E�B�O�T �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �-�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F ���O�B�M�F �F�T�U �P�S�J�F�O�U�Ï�F �W�F�S�T �M�F �C�B�T �F�U �W�B�V�U

 �-�7 �T�J�O� Y �� �*�M �O���Z �B �Q�B�T �E�F �G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �E�V �T�P�M�J�E�F��

�-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F �T�V�S �M�B �T�V�S�G�B�D�FSLV �F�T�U �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fz �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F� SL =
� SL (z)�� �&�U�
 �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fz �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �P�O �F�T�U �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh = z/ �T�J�O� Y �E�F �M�B �M�J�H�O�F
�E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �T�J �D�F�M�V�J���D�J �F�T�U �C�J�F�O �V�O �E�J�Ò�E�S�F �Q�B�S�G�B�J�U�� �&�O���O�
 �M�B �Q�S�P�K�F�D�U�J�P�O �E�B�O�T �M�B
�E�J�S�F�D�U�J�P�O �W�F�S�U�J�D�B�M�F �T���Ï�D�S�J�U ���O� �Vz = �D�P�T� Y �� �-�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �E�F �M�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �E�B�O�T �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O
�	���������
 �T���Ï�D�S�J�U �E�P�O�D ��

Z

SLV

� SL �Vz � �OdS = � �D�P�T� Y

Z 1

0
� SL (z)dh ; �	���������


= 
 �-�7
�D�P�T� Y

�T�J�O� Y
(1 + �D�P�T� Y ) : �	���������


�&�O�T�V�J�U�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �T�Q�Ï�D�J���F�S �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �/�P�V�T �M���B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �D�B�M�D�V�M�Ï�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �&�O���O�

�P�O �B �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F� SL = � SL (0)�� �"�J�O�T�J�
 �M�B �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �E�F �M�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �E�B�O�T
�M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �	���������
 �E�F�W�J�F�O�U ��

�
Z

SSL

(pr + � SL ) dS = +
Z 1

0
� P D

LL (x; � � � Y )dx ; �	���������


= � 
 �-�7

�
1

�T�J�O� Y
+

1
�U�B�O� Y

�
: �	���������


�"�J�O�T�J�
 �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T���Ï�D�S�J�U ��

F N
SL = 
 �-�7

�
�D�P�T� Y

�T�J�O� Y
(1 + �D�P�T� Y ) �

�
1

�T�J�O� Y
+

1
�U�B�O� Y

��
; �	���������




������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U������

�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��

F N
SL = � 
 �-�7 �T�J�O� Y : �	���������


�$�F�U�U�F �G�P�S�D�F �W�J�F�O�U �F�O �F���F�U �D�P�N�Q�F�O�T�F�S �M�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �T�V�S
�M�F �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �G�B�J�T�B�O�U �F�O �T�P�S�U�F �R�V�F �M�F �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �S�F�T�U�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �B�V�T�T�J �W�F�S�U�J�D�B�M�F�N�F�O�U�� �$���F�T�U �C�J�F�O �M�B
�G�P�S�D�F �N�B�O�R�V�B�O�U�F �R�V�F �M�B �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�B�U�J�P�O �D�M�B�T�T�J�R�V�F �E�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �Ë �M�B�'�J�H�V�S�F �������P�N�F�U��

�0�O �Q�F�V�U �O�P�U�F�S �E�F�V�Y �D�I�P�T�F�T�� �%���V�O�F �Q�B�S�U�
 �T�J �P�O �B �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �T�J �P�O
�T�V�Q�Q�P�T�F �R�V�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�T�U �W�Ï�S�J���Ï�F�
 �D�P�N�N�F �P�O �W�J�F�O�U �E�F �M�F �G�B�J�S�F�
 �B�M�P�S�T �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �W�F�S�U�J�D�B�M �F�T�U �W�Ï�S�J���Ï�� �%���B�V�U�S�F
�Q�B�S�U�
 �T�J �P�O �T�V�Q�Q�P�T�F �R�V�F �M�F �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �C�J�F�O �V�O�F �T�J�U�V�B�U�J�P�O �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�

�B�M�P�S�T �P�O �Q�F�V�U �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F�N�F�O�U �D�B�M�D�V�M�F�S� P D

LL (x; � � � Y )�� �&�O �F���F�U�
 �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�T�U
�O�V�M�M�F �	pr = 0 �
�
 �P�O �B �E�P�O�D �V�O�F �S�F�M�B�U�J�P�O �E�J�S�F�D�U�F �F�O�U�S�F� LL �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E���V�O �E�J�Ò�E�S�F�
 �F�U� SL �
 �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fx
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �M�F �M�P�O�H �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F ��� LL = � LL (0) � � LS (x �T�J�O� Y )�� �&�O���O�
 �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�
� LL �F�T�U
�J�E�F�O�U�J�R�V�F �T�V�S �D�I�B�D�V�O�F �E�F�T �B�S�Ð�U�F�T �E�V �E�J�Ò�E�S�F�� �0�O �B �E�P�O�D �F�O �D�P�N�Q�B�S�B�O�U �B�W�F�D �	���������
 ��

� P D
LL (x; � � � Y ) = � LS (x �T�J�O� Y ) : �	���������


�(�Q���U�p�V�X�P�p

�t �-�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �T�P�M�J�E�F �T�F�N�J���J�O���O�J �T�V�S �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E���B�O�H�M�F� Y �F�T�U
�O�P�S�N�B�M�F �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �F�U �W�B�V�U
 �-�7 �T�J�O� Y �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F
�M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �W�F�S�T �M�F �T�P�M�J�E�F��

�t

���������� �)�R�U�F�H�V���G�·�X�Q���F�R�L�Q���V�X�U���X�Q���D�X�W�U�H���F�R�L�Q

�*�M �T���B�H�J�U �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �E���Ï�U�V�E�J�F�S �M�F �D�B�T �E�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �Q�B�S �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �B�V�U�S�F �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F�

�E�B�O�T �M�F �D�B�T �E�F �/�F�V�N�B�O�O�� �0�O �T�F �Q�M�B�D�F �E�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�Ï�U�B�J�M�M�Ï �Ë �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �$�P�O�U�S�B�J�S�F�N�F�O�U �B�V �D�B�T �E�V �T�P�M�J�E�F�

�J�M �T���B�H�J�U �J�D�J �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F�F�U�M�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�� �0�O �O�P�U�F �B�M�P�S�TSA �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O�U�S�F �M�B �Q�I�B�T�F
A �F�U �M�B �W�B�Q�F�V�S�
SB �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O�U�S�FB �F�U �M�B �W�B�Q�F�V�S�
 �F�USAB �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O�U�S�FA �F�UB�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B
�G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�SB �T�V�SA �T�V�J�W�B�O�U�F ��

�'BA = �
Z

SA

� BA (� �T�J�O� A �Vx + �D�P�T� A �Vz) dS +
Z

SAB

(pr + � BA ) �Vz dS : �	���������


�$�P�N�N�F�O�Î�P�O�T �Q�B�S �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�� �*�M �Z �B �V�O�F �Q�S�Ï�D�B�V�U�J�P�O �Ë �Q�S�F�O�E�S�F �Q�P�V�S �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �D�P�N��
�Q�P�T�B�O�U�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �&�O �F���F�U�
 �M�B �G�P�S�D�F �R�V�F �O�P�V�T �D�B�M�D�V�M�P�O�T �Q�B�S �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O
�	���������
 �E�P�J�U �Ð�U�S�F�D�P�N�Q�F�O�T�Ï�F�Q�B�S �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �T�V�S �V�O�F �T�V�S�G�B�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��
�*�N�B�H�J�O�P�O�T �M�F �D�B�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S� A = ���� ° �F�U� B = ������°�
 �M�B �G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �D�B�M�D�V�M�Ï�F �T�V�SSA �F�T�U �B�M�P�S�T �Ï�H�B�M�F
�Ë�

R1
0 � AB (z)dz = 
 �" + 
 �# � 
 �"�# �W�F�S�T �M�B �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�� �1�V�J�T�R�V�F �M�B �Q�I�B�T�FB �F�T�U �E�B�O�T �D�F �D�B�T �J�O���O�J�F�
 �M�B

�G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �F�T�U �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �O�V�M�M�F�� �&�M�M�F �F�T�U �F�O �G�B�J�U �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U �D�P�N�Q�F�O�T�Ï�F �Q�B�S �M�B �G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �R�V�J



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�'�6�4�B�?�2�������� �4�D�I�Ï�N�B �E�V �D�B�M�D�V�M �E�F �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�FB �E���B�O�H�M�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F� B �T�V�S
�V�O �B�V�U�S�F �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�FA �E���B�O�H�M�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F� A �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �%���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O
�	���������
�
 �M�B �G�P�S�D�F �T�F �S�Ï�E�V�J�U �B�V �D�B�M�D�V�M �E�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �T�V�S �M�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �E�FA �� �M���J�O�U�F�S�G�B�D�FSA �F�O�U�S�FA �F�U �M�B �W�B�Q�F�V�S�

�F�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�FSAB �F�O�U�S�FA �F�UB�� �4�V�SSA �
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U� BA (z)�
 �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �4�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
SAB �
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U� BA (x) �F�U �F�T�U �D�P�N�Q�F�O�T�Ï �Q�B�S �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr (x)�
 �M�B �T�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �E�P�O�O�Ï�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O
�	���������
�� �-�B �G�P�S�D�F �U�P�U�B�M�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �F�T�U �B�V ���O�B�M� 
 B �T�J�O� B �T�F�M�P�Oz�
 �F�U
 �#(1 + �D�P�T� B ) �T�F�M�P�Ox�� �$�F �T�D�I�Ï�N�B
�O�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �Q�B�T �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T��

�T���B�Q�Q�M�J�R�V�F �T�V�S �M���B�V�U�S�F �T�V�S�G�B�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �R�V�J �M�J�N�J�U�F �O�P�U�S�F �W�P�M�V�N�F �E�F �D�P�O�U�S�Ù�M�F�� �/�P�V�T
�E�F�W�P�O�T �E�P�O�D �B�K�P�V�U�F�S �D�F�U�U�F �W�B�M�F�V�S
 �" + 
 �#� 
 �"�# �Ë �M�B �G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �Q�P�V�S �U�S�P�V�W�F�S �M�B �G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �F�Y�F�S��
�D�Ï�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�S�Ï�Ï �Q�B�SB �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�FSA �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh = z/ �U�B�O� A

�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T���F�Y�Q�S�J�N�F �E�F �M�B �G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M�B �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �E�Ï�U�B�J�M�M�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ����������

� BA (h) = � P D
BA (h; � � � A ) + � P D

BA (h; � A + � B � � ) : �	���������


�-�B �G�P�S�D�F �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F �	���������
�D�P�N�Q�F�O�T�Ï�F�T���Ï�D�S�J�U �E�P�O�D �E���B�Q�S�Ò�T �	���������
 ��

F T
BA = + �T�J�O� A

Z 1

0
� BA (h) dh + ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#) ; �	���������


= ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#)
�

�
�T�J�O� A

2

�
1

�T�J�O� A
+

1
�U�B�O� A

�
1

�T�J�O(� A + � B )
�

1
�U�B�O(� A + � B )

�
+ 1

�
;

�	���������


= ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#)
�T�J�O� A

2

�
1 � �D�P�T� A

�T�J�O� A
+

1 + �D�P�T(� A + � B )
�T�J�O(� A + � B )

�
; �	���������


�D�F �R�V�J �T���B�O�O�V�M�F �C�J�F�O �Q�P�V�S� B = ������° �	�F�U �K�V�T�U�J���F �M�B �D�P�N�Q�F�O�T�B�U�J�P�O �R�V�F �M���P�O �B �B�K�P�V�U�Ï�F�
��

�'�6�4�B�?�2�������� �%�Ï�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O� (h; � A ; � B ) �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �E�J�Ò�E�S�F �E���B�O�H�M�F� B > 0 �T�V�S
�V�O �Q�P�J�O�U �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fh �E�V �D�P�J�O�
 �F�U �G�B�J�T�B�O�U �V�O �B�O�H�M�F� A > 0 �U�F�M �R�V���J�O�E�J�R�V�Ï�� �%���B�Q�S�Ò�T �D�F�U�U�F �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O�
 �P�O
�U�S�P�V�W�F ��� (h) = � P D (h; � � � A ) + � P D (h; � A + � B � � )��



������ �$�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U������

�-�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �T���Ï�D�S�J�U �R�V�B�O�U �Ë �F�M�M�F �H�S�É�D�F �Ë �M�B �T�P�N�N�F �E�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �F�U �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�FB �T�V�SA �Ë
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�Fpr + � BA �� �0�S�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�B�O�T �M�B �Q�I�B�T�FA �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�Fpr +
� BA + � AA = � AA (0)�� �&�U�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� AA �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fx �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �B �E�Ï�K�Ë �Ï�U�Ï �D�B�M�D�V�M�Ï �Ë
�M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��

� AA (x) = � AA (0) � � P D
AA (x; � � � A ) : �	���������


�0�O �B �E�P�O�D �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O�U�S�FA �F�UB �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fx �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U ��

pr (x) + � BA (x) = � P D
AA (x; � � � A ) : �	���������


�-�B �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F �	���������
 �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T���F�Y�Q�S�J�N�F �B�M�P�S�T �E���B�Q�S�Ò�T �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T
�	���������
 �F�U �	���������
 ��

F N
BA = � �D�P�T� A

Z 1

0

�
� P D

BA (h; � � � A ) + � P D
BA (h; � A + � B � � )

�
dh

+
Z 1

0
� P D

AA (x; � � � A ) dx ; �	���������


= ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#)
�D�P�T� A

2

�
1

�T�J�O� A
+

1
�U�B�O� A

�
1

�T�J�O(� A + � B )
�

1
�U�B�O(� A + � B )

�

� 
 �"

�
1

�T�J�O� A
+

1
�U�B�O� A

�
; �	���������


= ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#)
�D�P�T� A

2

�
1 + �D�P�T� A

�T�J�O� A
�

1 + �D�P�T(� A + � B )
�T�J�O(� A + � B )

�
� 
 �"

1 + �D�P�T� A

�T�J�O� A
: �	���������


�® �D�F �T�U�B�E�F�
 �J�M �O���F�T�U �Q�B�T �F�O�D�P�S�F �Ï�W�J�E�F�O�U �R�V�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M�B �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O�� �$�F�U�U�F �M�P�J �F�Y�Q�S�J�N�F
�M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�F �U�P�V�U�F�T �M�F�T �G�P�S�D�F�T �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F�O�U �B�V �D�P�J�O �E�FA �� �1�P�V�S �M���J�O�T�U�B�O�U�
 �D�F�U �Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�B�O�T �M�F�T �E�J�S�F�D�U�J�P�O�T
�O�P�S�N�B�M�F �F�U �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O�U�S�FA �F�UB �T���Ï�D�S�J�U �E�F �M�B �G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F ��


 �" (1 + �D�P�T� A ) � (
 �" + 
 �# � 
 �"�#) + F T
BA = 0 ; �	���������



 �" �T�J�O� A + F N
BA = 0 ; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��


 �" (1 + �D�P�T� A ) = ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#)
�T�J�O� A

2

�
1 + �D�P�T� A

�T�J�O� A
�

1 + �D�P�T(� A + � B )
�T�J�O(� A + � B )

�
; �	���������



 �"

�
1 + �D�P�T� A

�T�J�O� A
� �T�J�O� A

�
= ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#)

�D�P�T� A

2

�
1 + �D�P�T� A

�T�J�O� A
�

1 + �D�P�T(� A + � B )
�T�J�O(� A + � B )

�
: �	���������


�0�S�
 �D�F�T �E�F�V�Y �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �T�P�O�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F�T�� �*�M �G�B�V�U �E�P�O�D �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�F �D�P�J�O �E�FB �F�T�U �M�V�J �B�V�T�T�J �Ë
�M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�� �0�O �B �E�P�O�D �V�O�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F �R�V�J �F�Y�Q�S�J�N�F �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�V �D�P�J�O �E�FB �E�B�O�T
�V�O�F �E�J�S�F�D�U�J�P�O �E�P�O�O�Ï�F�� �1�B�S �B�O�B�M�P�H�J�F �B�W�F�D �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�
 �P�O �M���F�Y�Q�S�J�N�F �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Ë
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O�U�S�FA �F�UB ��

F T
AB = � 
 B (1 + �D�P�T� B ) + ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#) ; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��


 �#(1 + �D�P�T� B ) = ( 
 �" + 
 �# � 
 �"�#)
�T�J�O� B

2

�
1 + �D�P�T� B

�T�J�O� B
�

1 + �D�P�T(� A + � B )
�T�J�O(� A + � B )

�
: �	���������


�&�O �Ï�M�J�N�J�O�B�O�U �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F
 �" + 
 �#� 
 �"�# �F�O�U�S�F �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������
 �F�U �	���������
 �P�O �U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T �B�Q�S�Ò�T �R�V�F�M�R�V�F�T
�T�J�N�Q�M�J���D�B�U�J�P�O�T �U�S�J�H�P�O�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T ��


 �" �T�J�O� A = 
 �#�T�J�O� B : �	���������




������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�&�U�
 �M���V�O�F �E�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������
 �P�V �	���������
 �O�P�V�T �E�P�O�O�F �B�M�P�S�T �M���B�V�U�S�F �D�P�O�E�J�U�J�P�O ��


 �" �D�P�T� A + 
 �#�D�P�T� B + 
 �"�# = 0 : �	���������


�$�F�T �E�F�V�Y �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �T�P�O�U �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �E�F �/�F�V�N�B�O�O �	���������
 �F�U �	���������
�� �4�P�V�T �D�F�T �E�F�V�Y �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T�
 �P�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T
�S�Ï�F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �	���������
 �F�U �O�P�S�N�B�M�F �	���������
 �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �"�#�
 �F�U �P�O �U�S�P�V�W�F ���O�B�M�F�N�F�O�U ��

F T
BA = 
 B (1 + �D�P�T� B ) ; �	���������


F N
BA = � 
 B �T�J�O� B : �	���������


�-�B �G�P�S�D�F �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �T���B�O�O�V�M�F �O�P�U�B�N�N�F�O�U �Q�P�V�S� B = ������°�
 �D�P�N�N�F �P�O �T���Z �B�U�U�F�O�E �Q�B�S �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�� �.�B�J�T�
 �M�P�S�T�R�V�F
� B = ������°�
 �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �T���B�O�O�V�M�F �B�V�T�T�J�
 �D�B�S �M�F�T �E�F�V�Y �M�J�R�V�J�E�F�T �O�F �Q�F�V�W�F�O�U �Ð�U�S�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �R�V�F �Q�P�V�S
� A = 0 �P�V ������°�� �$�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �Q�P�V�S �M�F �D�B�T �E�F �M�B �G�P�S�D�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F�T�P�M�J�E�F�
 �M�B �G�P�S�D�F �O���F�T�U
�Q�B�T �T�F�M�P�O �M�B �U�B�O�H�F�O�U�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �R�V�J �j �U�J�S�F �x�� �0�O �Q�F�V�U �W�P�J�S �M�F �S�Ï�T�V�M�U�B�U �E�F �M�B �G�P�S�D�F �E���V�O �D�P�J�O �E�F
�M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �V�O �B�V�U�S�F �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �D�P�N�N�F �V�O�F �H�Ï�O�Ï�S�B�M�J�T�B�U�J�P�O �E�V �D�B�T �E�F �M�B �G�P�S�D�F �E���V�O�M�J�R�V�J�E�F�T�V�S �V�O�T�P�M�J�E�F��
�0�O �T���B�Q�F�S�Î�P�J�U �E���B�V�U�S�F �Q�B�S�U �R�V�F �M���B�O�H�M�F �R�V�F �Q�F�V�U �G�B�J�S�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �R�V�J �j �F�T�U �U�J�S�Ï �x �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �O���B �Q�B�T
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 �D�B�S �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �G�P�S�D�F�T �O�P�S�N�B�M�F�T �E�B�O�T �M�F �D�B�T �E���V�O �T�P�M�J�E�F �G�B�J�U �J�O�U�F�S�W�F�O�J�S �E�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T�

�O�P�U�B�N�N�F�O�U �Q�P�V�S �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �M�P�D�B�M �E�B�O�T �M�F �T�V�C�T�U�S�B�U��

�&�O���O�
 �P�O �Q�F�V�U �B�Q�Q�M�J�R�V�F�S �D�F �D�B�T �Ë �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �0�O �T�Ï�Q�B�S�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
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 �-�7�
 �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �/�P�U�F�[ �R�V�F �M�F �D�B�M�D�V�M �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �E�B�O�T �D�F�U�U�F
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 �Q�P�V�SA = L �F�UB = S�� �&�M�M�F �T�F �T�J�N�Q�M�J���F �F�O ��

1 + �D�P�T� Y = (1 + �D�P�T� L )
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�U�B�O(� L /2)
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�
; �	���������
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�1�P�V�S� S = � �
 �P�O �S�F�U�S�P�V�W�F �C�J�F�O� L = � Y �� �&�U�
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�F�U �M�B �G�P�S�D�F �O�P�S�N�B�M�F �F�T�U ��

F N
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�D�P�T� Y � �D�P�T� L

�U�B�O� S
� 
 �4�7

1 + �D�P�T� S

�T�J�O� S
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�D�F �R�V�J �S�F�E�P�O�O�F �C�J�F�O �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �B�U�U�F�O�E�V�T �Q�P�V�S� S = � �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �W�V�T �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U��

������ �)�R�U�P�H���G�H���O�·�L�Q�W�H�U�I�D�F�H���D�X���Y�R�L�V�L�Q�D�J�H���G�H���O�D���O�L�J�Q�H���G�H���F�R�Q�W�D�F�W

�+�V�T�R�V���J�D�J�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �F���F�D�U�V�Ï �O�P�T �D�B�M�D�V�M�T �F�O �G�B�J�T�B�O�U �M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �R�V�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U�
 �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F
�E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �V�O �E�J�Ò�E�S�F �Q�B�S�G�B�J�U�� �&�O �S�Ï�B�M�J�U�Ï�
 �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �T�P�M�J�E�F �B �U�F�O�E�B�O�D�F �Ë �B�Q�M�B�U�J�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �D�F �R�V�J �N�P�E�J���F �B�M�P�S�T �B�V�T�T�J �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �E�P�O�D �S�Ï�U�S�P���B�H�J�U �T�V�S �M�B �G�P�S�N�F
�E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �/�P�V�T �T�P�V�I�B�J�U�P�O�T �E�P�O�D �J�D�J �S�Ï�T�P�V�E�S�F �D�F�U�U�F �G�P�S�N�F�
 �M�P�S�T�R�V�F �M���J�O���V�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F �T�F �G�B�J�U �S�F�T�T�F�O�U�J�S �Ë
�M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �$�F�M�B �O�P�V�T �Q�F�S�N�F�U�U�S�B �O�P�U�B�N�N�F�O�U �E�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F �B�V�D�I�B�Q�J�U�S�F ���E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T
�G�P�S�D�F�T �Q�P�V�S �M�F�T �G�P�S�N�F�T �E���J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �F���F�D�U�J�W�F�T�
 �F�U �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�B�O�T �M�F�T �T�P�M�J�E�F�T��

���������� �3�U�L�Q�F�L�S�H���G�X���F�D�O�F�X�O

�1�P�V�S �S�Ï�T�P�V�E�S�F �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �D�I�F�S�D�I�F�S �M�B �G�P�S�N�F �E�V �E�P�N�B�J�O�F �E�F �M�J�R�V�J�E�FL �
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F
�M�B �G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �R�V�J �N�J�O�J�N�J�T�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �Q�S�F�O�E�S�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �D�F�U�U�F �G�P�J�T���D�J �E�B�O�T �M�F
�D�B�M�D�V�M �E�F �D�F�U�U�F �Ï�O�F�S�H�J�F �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�FS ��

F = f r (� L )
Z

L
d�S+ f r (� S)

Z

S
d�S

+
1
2

� 2
L

Z

L
d�S1

Z

L
d�S2' LL (j�S2 � �S1j) + � L � S
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L
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Z
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�Ï�U�B�U �P�á �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U�� �$�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�
 �P�O �Q�F�V�U �O�P�U�B�N�N�F�O�U �M�F
�E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F �M�P�O�H �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �M�J�C�S�F�
 �T�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�Opr �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U�F�� �-�B �D�P�O�E�J�U�J�P�O �E�F�W�J�F�O�U �B�M�P�S�T
�Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �<�����
�����
�����> ��

� SL (�S� ) + � LL (�S� ) = cste ; �	���������


�P�á�S� �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �V�O�F �Q�P�T�J�U�J�P�O �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �0�O �S�B�Q�Q�F�M�M�F �R�V�F �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �T�P�O�U �E�Ï���O�J�T �E�F �M�B �N�B�O�J�Ò�S�F
�T�V�J�W�B�O�U�F ��

� LL (�S) = � 2
L

Z

L
�E�S0' LL (j�S� �S0j) ; �	���������


� SL (�S) = � L � S

Z

S
�E�S0' LS (j�S� �S0j) : �	�����������


�&�R�L�Q���G�H���O�L�T�X�L�G�H

�%�B�O�T �D�F�U�U�F �T�F�D�U�J�P�O�
 �O�P�V�T �O�P�V�T �J�O�U�Ï�S�F�T�T�P�O�T �B�V �E�Ï�U�B�J�M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �/�P�V�T �B�M�M�P�O�T
�E�P�O�D �G�B�J�S�F �M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �R�V�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �J�O�W�B�S�J�B�O�U �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �D�F�M�B �W�B �O�P�U�B�N�N�F�O�U
�Ï�W�J�U�F�S �M�F�T �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �R�V�F �O�P�V�T �B�C�P�S�E�F�S�P�O�T �B�V�D�I�B�Q�J�U�S�F ���� �%�F �Q�M�V�T�
 �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �J�N�Q�P�T�F�S
�M�B �D�P�O�E�J�U�J�P�O �R�V�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �G�B�T�T�F �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�N�F�O�U �V�O �D�P�J�O �N�B�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�
 �E���B�O�H�M�F� Y �� �%�P�O�D �M�P�J�O �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�P�J�U �T�F �S�B�D�D�P�S�E�F�S �Ë �V�O�F �E�S�P�J�U�F �E�F �Q�F�O�U�F �U�B�O(� Y )�� �/�P�V�T �B�M�M�P�O�T �E�P�O�D �D�I�F�S�D�I�F�S �M�B
�I�B�V�U�F�V�S �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�Fh �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�Fx�
 �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��

�5�D�S�S�H�O���G�X���S�R�W�H�Q�W�L�H�O���L�Q�W�H�U�P�R�O�p�F�X�O�D�L�U�H

�&�O���O�
 �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������
 �Q�P�V�S �O�P�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �V�U�J�M�J�T�F�S
�M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �T�V�J�W�B�O�U ��

' �� (r ) =
� c��

(a2 + r 2)3 : �	�����������


c�� �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �E�F� �F�U �V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �E�F� ��a �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O�F
�U�B�J�M�M�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �T�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �B�H�J�U�� �$�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�P�O�D �V�O
�D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F �U�Z�Q�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �Q�P�V�Sr � a�� �&�O���O�
 �P�O �Q�F�V�U �S�F�M�J�F�ScLL �F�UcLS �B�V�Y �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�H�S�É�D�F �B�V�Y �S�F�M�B�U�J�P�O�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �E�Ï�U�B�J�M�M�Ï�F�T �B�V�Y �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	�����������
 �F�U �	�����������
��

���������� �$�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q���O�R�F�D�O�H

�6�O�F �E�J���D�V�M�U�Ï �F�T�U �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F� LL �
 �R�V�J �E�Ï�Q�F�O�E �E�F �M�B �G�P�S�N�F �H�M�P�C�B�M�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�Fh(x)�
 �D���F�T�U �V�O�F
�G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F �E�Fh�� �$�F �D�B�M�D�V�M �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �T�J�N�Q�M�J���Ï �Q�P�V�S �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �Q�P�T�T�Ï�E�B�O�U �V�O�F �G�B�J�C�M�F �Q�F�O�U�F �F�U �V�O�F �G�B�J�C�M�F
�D�P�V�S�C�V�S�F�� �%�B�O�T �D�F�U�U�F �I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F�
 �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O�O�F�M�M�F� LL [h] �D�B�M�D�V�M�Ï�F �F�O �V�O �Q�P�J�O�U �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Ë �M���B�C�T�D�J�T�T�Fx
�E�F�W�J�F�O�U �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �W�B�M�F�V�S �M�P�D�B�M�F �E�Fh(x) �F�U �E�F �T�B �D�P�V�S�C�V�S�F �M�P�D�B�M�F� (x)�� �4�J �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F �F�T�U �O�V�M�M�F�

�O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �W�V �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F
�E���V�O�F �D�P�V�D�I�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E�F �I�B�V�U�F�V�Sh �W�B�V�U� LL = �(0) � �( h)�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �W�V �B�V�T�T�J �R�V�F �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F
�E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �J�O�E�V�J�U �V�O�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �B�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�O
 �-�7� �� �1�P�V�S �V�O �M�J�R�V�J�E�F �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�Sh(x) �F�U �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F
� (x)�
 �P�O �Ï�D�S�J�U �B�J�O�T�J �M�B �W�B�M�F�V�S �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Ë �M���B�C�T�D�J�T�T�Fx ��

� LL = � LL (0) � � LL (h(x)) � 
 �-�7� (x) : �	�����������


�0�O �Q�F�V�U �N�P�O�U�S�F�S �R�V�F �D�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�T�U �N�B�U�I�Ï�N�B�U�J�R�V�F�N�F�O�U �W�B�M�J�E�F �Q�P�V�S �E�F�T �Q�F�O�U�F�T �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�F�T �R�V�F
h/ a �<���>�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �B�J�T�Ï�N�F�O�U �W�Ï�S�J���Ï �Q�P�V�Sh � a�
 �N�B�J�T �N�P�J�O�T �G�B�D�J�M�F�N�F�O�U �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��



������ �'�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U������

�&�O�T�V�J�U�F�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �T�J�N�Q�M�F �Ë �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S�
 �D�B�S �J�M �T���B�H�J�U �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U �F�U �V�O
�F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J�
 �J�M �T���B�H�J�U �E�P�O�D �E�F ��

� SL = � SL (h(x)) : �	�����������


�*�M �O���Z �B �Q�B�T �E���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �Q�P�V�S �D�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�� �"�J�O�T�J�
 �M�B �D�P�O�E�J�U�J�P�O �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �	���������
 �T���Ï�D�S�J�U �	�Ï�W�B�M�V�Ï�F �Q�P�V�S
x = 1 �
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F�
 ��

�( h(x)) = 
 �-�7� (x) ; �	�����������


�P�á�( h) �F�T�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O �E�Ï���O�J�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ���( h) = � SL (h) � � LL (h)�� �-�B �D�P�V�S�C�V�S�F
�R�V�B�O�U �Ë �F�M�M�F �F�T�U �E�Ï���O�J�F �Q�B�S ��

� (x) =
h00(x)

(1 + h0(x)2)3/2
: �	�����������


�*�D�J�
 �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �T���Ï�D�S�J�U ��

Z 1

0
�( h)dh = 
 �-�7

Z 1

0

h00(x)

(1 + h0(x)2)3/2
h0(x)dx ; �	�����������


�D�F �R�V�J �O�P�V�T �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M�B �Q�F�O�U�F �F�Ox = 1 �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��


 �-�7(1 � �D�P�T� Y ) = 
 �-�7

 
1

(1 + h0(1 )2)3/2
� 1

!

; �	�����������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�Fh0(1 ) = �U�B�O� Y �
 �F�O �B�Z�B�O�U �J�N�Q�P�T�Ï �M�B �D�P�O�E�J�U�J�P�Oh0(0) = 0 �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��
�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �S�Ï�T�P�V�E�S�F �D�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�N�F�O�U �Q�P�V�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O

�T�V�J�W�B�O�U�F�
 �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Q�V �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �Q�P�V�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �	�����������
 �H�S�É�D�F �B�V �D�B�M�D�V�M �R�V�F �O�P�V�T
�B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �F���F�D�U�V�Ï �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
 ��

�( h) =

 �-�7

a
(1 � �D�P�T� Y )

�
�D�P�U� 1

�
h
a

�
�

h/ a
1 + ( h/ a)2

�
: �	�����������


�-���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�J���Ï�S�F�O�U�J�F�M�M�F�
 �B�E�J�N�F�O�T�J�P�O�O�Ï�F �Q�B�Sa �Q�P�V�S �M�F�T �M�P�O�H�V�F�V�S�T�
 �Ë �J�O�U�Ï�H�S�F�S �F�T�U �E�P�O�D ���O�B�M�F�N�F�O�U ��

(1 � �D�P�T� Y )
�
�D�P�U� 1 (z) �

z
1 + z2

�
=

z00

(1 + z02)3/2
: �	�����������


�$�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �Q�P�T�T�Ò�E�F �G�P�S�N�F�M�M�F�N�F�O�U �V�O�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �R�V�J �F�Y�Q�S�J�N�F �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T�
 �D�P�N�N�F
�O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������ �.�B�M�I�F�V�S�F�V�T�F�N�F�O�U�
 �D�F�U�U�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O �E�V �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F �O���F�T�U �Q�B�T �T�P�M�W�B�C�M�F
�B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F�N�F�O�U ��

� (1 � �D�P�T� Y )z �D�P�U� 1 z =
1

p
1 + z02

� 1 : �	�����������


�F�O �B�Z�B�O�U �Q�S�J�T �M�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �J�O�J�U�J�B�M�F�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�Uz(0) = 0 �F�Uz0(0) = 0 �� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �F�O �P�V�U�S�F �M�F
�G�B�J�U �R�V�F �M�B �Q�F�O�U�F �E�F�W�J�F�O�U �D�P�O�T�U�B�O�U�F �Q�P�V�Sz ! �
 �F�U �R�V���F�M�M�F �W�B�V�U� Y �
 �D�F �R�V�J �Q�F�S�N�F�U �E���P�C�U�F�O�J�S �M�F �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U
�B�T�Z�N�Q�U�P�U�J�R�V�F�
 �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�I�P�J�T�J�� �1�P�V�S �B�W�P�J�S �M�B �T�P�M�V�U�J�P�O �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�
 �P�O �M���J�O�U�Ò�H�S�F �B�M�P�S�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F��
�N�F�O�U �F�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �V�O �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �E�F �3�V�O�H�F���,�V�U�U�B �E���P�S�E�S�F �� �<�����>�� �-�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �T�P�O�U �J�O�E�J�R�V�Ï�T �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ��������
�Q�P�V�S� Y = ���� °�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Q�B�S�G�B�J�U�F�N�F�O�U �Q�M�B�O�F�
 �F�U �R�V�F �Q�S�P�D�I�F
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Ë �R�V�F�M�R�V�F�T �U�B�J�M�M�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�Ta�
 �T�B �Q�F�O�U�F �E�J�N�J�O�V�F�� �-�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �F�O �F���F�U �B�U�U�J�S�Ï �Q�B�S
�M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �T�V�Q�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F�T��



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�'�6�4�B�?�2�������� �&�O �O�P�J�S�
 �M�F �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�P�V�S� Y = ���� °�
 �D�B�M�D�V�M�Ï �E�B�O�T �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �M�P�D�B�M�F �Q�B�S
�M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
�� �-�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �F�Ox = 0 �� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �V�O �B�Q�M�B�U�J�T�T�F�N�F�O�U �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �E�ß �Ë �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �T�P�M�J�E�F�� �-���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �D�P�O�W�F�S�H�F �C�J�F�O �W�F�S�T
�V�O�F �E�S�P�J�U�F �E���B�O�H�M�F� Y = ���� °�� �&�O �P�S�B�O�H�F�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �R�V�J �U�F�O�E �W�F�S�T �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�
 �O�Ï�H�B�U�J�W�F�

�M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �&�O �C�M�F�V�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �R�V�J �E�F�W�J�F�O�U �O�V�M �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��
�-�B �T�P�N�N�F �E�F �D�F�T �E�F�V�Y �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �F�T�U �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�� �-���J�O���V�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F �T�F �G�B�J�U �S�F�T�T�F�O�U�J�S �K�V�T�R�V���Ëx � 5a��

�&�O �Q�S�F�O�B�O�U �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�O�D�P�S�F �Q�M�V�T �T�J�N�Q�M�F�
 �U�F�M �R�V���V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F �T�Q�I�Ò�S�F�T �E�V�S�F�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë
�S�F�O�D�P�O�U�S�Ï �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������
 �P�O �Q�F�V�U �S�Ï�T�P�V�E�S�F �B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F�N�F�O�U �M�F �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �P�O �U�S�P�V�W�F �V�O �Q�S�P���M
�Q�B�S�B�C�P�M�J�R�V�F �Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �U�F�M �R�V�F �D�F�M�B �B �Ï�U�Ï �G�B�J�U �Q�B�S �M�F �Q�B�T�T�Ï �Q�B�S �#�F�S�S�Z �F�O �������� �<�����>�
 �8�I�J�U�F
�F�O �������� �<�����> �P�V �+�P�B�O�O�Z �F�O �������� �<�����>��

�&�O���O�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �V�U�J�M�J�T�Ï �Q�P�V�S �D�F �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �M�P�D�B�M �V�O�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �B�T�T�F�[ �S�Ï�Q�B�O�E�V�F �� �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�T�Ï�Q�B�S�Ï �M���F���F�U �E�F �I�B�V�U�F�V�S �E�F �M���F���F�U �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F�� �$�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�T�U �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F
�E�J�T�K�P�O�D�U�J�P�O�� �-���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�F �G�B�J�C�M�F �Q�F�O�U�F �F�U �E�F �G�B�J�C�M�F �D�P�V�S�C�V�S�F �R�V�J �Z �N�Ò�O�F �O���F�T�U �Q�B�T �W�Ï�S�J���Ï�F �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �%�B�O�T �M�F �D�B�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Ï�U�V�E�J�Ï �F�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S�
 �D�F �O���F�T�U �Q�M�V�T �K�V�T�U�F �Q�P�V�Sx < 3a�� �%�B�O�T
�M�B �Q�M�V�Q�B�S�U �E�F�T �D�B�T�
 �D�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�T�U �G�B�V�T�T�F�
 �N�B�J�T �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �T�P�O�U �D�P�S�S�F�D�U�T �R�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �D�P�N�N�F
�O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �M�F �W�P�J�S��

���������� �&�D�O�F�X�O���Q�R�Q���O�R�F�D�O

�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �G�B�J�S�F �M�F �D�B�M�D�V�M �O�P�O �M�P�D�B�M �D�P�N�Q�M�F�U �E�F �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �-�F �Q�S�J�O�D�J�Q�F �S�F�T�U�F �M�F
�N�Ð�N�F�
 �O�P�V�T �D�I�F�S�D�I�P�O�T �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�Fh(x) �R�V�J �W�Ï�S�J���F �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� LL + � LS �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U
�T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �1�P�V�S �G�B�J�S�F �D�F �D�B�M�D�V�M�
 �V�O�F �T�U�S�B�U�Ï�H�J�F �D�P�O�T�J�T�U�F �Ë �Q�S�P�Q�P�T�F�S �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M
�E�F �G�B�Î�P�O �O�P�O �M�P�D�B�M�F �U�P�V�U �B�V �M�P�O�H �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �Q�S�P�Q�P�T�F�S �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �J�U�Ï�S�B�U�J�W�F�N�F�O�U �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�F
�Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�P�O�W�F�S�H�F �W�F�S�T �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�� �%�B�O�T �D�F �D�B�M�D�V�M�
 �M�F �T�P�M�J�E�F �Ï�U�B�O�U ���Y�F �F�U �S�F�T�U�B�O�U �U�P�V�K�P�V�S�T �V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J��
�J�O���O�J �<�Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
�>�
 �T�F�V�M �M�F �D�B�M�D�V�M �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �O�P�O �M�P�D�B�M�� �1�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �D�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�

�O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �B�M�P�S�T �J�O�U�Ï�H�S�F�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �%���B�Q�S�Ò�T �M�B �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �E�V �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �E�Ï�D�P�V�Q�F�S �M�F
�M�J�R�V�J�E�F �F�O �C�B�O�E�F�T �E�F �M�B�S�H�F�V�S�x �
 �E�F �I�B�V�U�F�V�Sh(x)�
 �F�U �J�O���O�J�F�T �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�Oy�� �/�P�V�T �D�I�P�J�T�J�T�T�P�O�T �B�J�O�T�J �V�O�F
�E�J�T�D�S�Ï�U�J�T�B�U�J�P�O �T�V�Sx �O�P�U�Ï�Fx i �
 �T�V�SN �Q�P�J�O�U�T �S�Ï�Q�B�S�U�J�T �F�O�U�S�F �� �F�U �V�O�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �D�P�V�Q�V�S�F �F�Y�U�F�S�O�F�
 �F�O �N�F�U�U�B�O�U
�O�P�U�B�N�N�F�O�U �Q�M�V�T �E�F �Q�P�J�O�U�T �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�O ���� �-���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�F�Oh(x i ) �F�U �D�F�U�U�F �C�B�O�E�F �F�Ox j �F�T�U �B�M�P�S�T �B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F�
 �F�U �F�T�U �O�P�U�Ï�F� P B (h(x i ); h(x j ); x i � x j )�� �4�P�O �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O
�Q�P�V�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �D�I�P�J�T�J �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �F�O �B�O�O�F�Y�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�%�������
�� �"�J�O�T�J�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Ë �M�B



������ �'�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U������

�T�V�S�G�B�D�F �F�Oh(x i ) �T���Ï�D�S�J�U ��

� i =
NX

j =0

� P B
LL (h(x i ); h(x j ); x i � x j )� x j + � LS (h(x i )) � � LL (0) : �	�����������


�/�P�V�T �S�F�U�S�B�O�D�I�P�O�T �E�Ï�M�J�C�Ï�S�Ï�N�F�O�U �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F� LL (0) �B�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�
 �E�F �T�P�S�U�F �R�V���Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�
 �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �T�V�S
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�J�U �O�V�M�M�F��

�*�O�J�U�J�B�M�F�N�F�O�U�
 �P�O �Q�B�S�U �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�O�Ï�B�J�S�Fh(x) = x �U�B�O� Y �� �0�O �D�B�M�D�V�M�F �F�O�T�V�J�U�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�F �M�P�O�H
�E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�V�S �M�B �E�J�T�D�S�Ï�U�J�T�B�U�J�P�O �D�I�P�J�T�J�F�� �$�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �O���F�T�U �Q�B�T �D�P�O�T�U�B�O�U �Q�S�P�D�I�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �1�P�V�S �D�I�P�J�T�J�S
�M�B �G�P�S�N�F �E�F �U�F�T�U �T�V�J�W�B�O�U�F�
 �B�V �U�F�N�Q�Tt + 1 �
 �O�P�V�T �Q�S�P�Q�P�T�P�O�T �M�F �N�P�V�W�F�N�F�O�U �T�V�J�W�B�O�U ��

ht+1
i = ht

i � �� i ; �	�����������


�P�á� �F�T�U �V�O �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F �Q�P�T�J�U�J�G�� �&�O �F���F�U�
 �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�P�J�U �Ð�U�S�F �O�V�M �M�F �M�P�O�H �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �"�M�P�S�T�
 �T�J �M�F
�Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�G�
 �D�F�M�B �T�J�H�O�J���F �R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�F �S�B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�V �T�P�M�J�E�F �Q�P�V�S �C�Ï�O�Ï���D�J�F�S �E���V�O�F �B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �Q�M�V�T
�H�S�B�O�E�F �B�W�F�D �M�F �T�P�M�J�E�F�
 �F�U �E�P�O�D �Q�P�V�S �C�B�J�T�T�F�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�� �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �S�Ï�B�H�J�U �E�B�O�T �M�F �T�F�O�T �J�O�W�F�S�T�F
�	�T�J �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �C�B�J�T�T�F�
 �J�M �Z �B �N�P�J�O�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F �R�V�J �J�O�U�F�S�B�H�J�U�
�
 �N�B�J�T �E�B�O�T �V�O�F �N�P�J�O�E�S�F �N�F�T�V�S�F�
 �F�U �T�J �M�F �Q�S�P���M
�T�F �E�Ï�Q�M�B�D�F �U�S�P�Q �C�B�T�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U �O�Ï�H�B�U�J�G�
 �F�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �S�F�N�P�O�U�F ���O�B�M�F�N�F�O�U�� �"�J�O�T�J�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�P�O�W�F�S�H�F
�J�U�Ï�S�B�U�J�W�F�N�F�O�U �W�F�S�T �V�O�F �W�B�M�F�V�S �O�V�M�M�F�
 �F�U �M�F�T �Q�B�T �Q�S�P�Q�P�T�Ï�T �T�P�O�U �E�F �Q�M�V�T �F�O �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�T�� �-�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F� �E�P�J�U �Ð�U�S�F
�D�I�P�J�T�J �T�V���T�B�N�N�F�O�U �C�B�T �Q�P�V�S �R�V�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �O���P�T�D�J�M�M�F �Q�B�T �O�J �R�V�F �M���B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �E�J�W�F�S�H�F�
 �F�U �T�V���T�B�N�N�F�O�U �I�B�V�U
�Q�P�V�S �R�V�F �M�F �U�F�N�Q�T �E�F �D�B�M�D�V�M �T�P�J�U �S�B�J�T�P�O�O�B�C�M�F�� �4�F�V�M�F�N�F�O�U�
 �Q�P�V�S �D�F �D�B�M�D�V�M �F�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S�
 �P�O �T�B�J�U �R�V�F �M�P�J�O �E�F
�M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �O���J�N�Q�P�S�U�F �R�V�F�M�M�F �E�S�P�J�U�F �E�F �Q�F�O�U�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�P�O�T�U�B�O�U�� �-���B�E�B�Q�U�B�U�J�P�O
�E�V �Q�S�P���M �T�F �G�B�J�U �E�P�O�D �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�F �N�P�V�W�F�N�F�O�U �Q�S�P�Q�P�T�Ï �E�J���V�T�F �E�P�O�D �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F
�E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �T�V�S�U�P�V�U �T�J �U�P�V�U �M�F �Q�S�P���M �F�T�U �B�N�F�O�Ï �Ë �T���B�C�B�J�T�T�F�S �H�M�P�C�B�M�F�N�F�O�U �Q�P�V�S �T���B�E�B�Q�U�F�S �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�

�D�F �R�V�J �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �U�S�Ò�T �M�P�O�H�� �%�F �Q�M�V�T�
 �P�O �T�P�V�I�B�J�U�F ���Y�F�S �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�Ox0 = 0 �� �/�P�V�T �Q�S�P�Q�P�T�P�O�T �B�M�P�S�T �M�F
�N�P�V�W�F�N�F�O�U �T�V�J�W�B�O�U ��
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�&�O �F���F�U�
 �D�F �N�P�V�W�F�N�F�O�U �Q�F�S�N�F�U �E�F �O�F �Q�B�T �C�P�V�H�F�S �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�U �E�F �N�P�E�J���F�S �U�P�V�U�F �M�B �D�P�V�S�C�F �T�F�M�P�O �V�O�F
�Q�F�O�U�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�� 0�
 �P�á� �F�T�U �V�O �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F �E�F �D�P�O�U�S�Ù�M�F �F�U� 0 �M�B �W�B�M�F�V�S �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�

�D�F �R�V�J �Q�F�S�N�F�U �E�F �Q�S�P�Q�B�H�F�S �S�B�Q�J�E�F�N�F�O�U �Ë �U�P�V�U�F �M�B �D�P�V�S�C�F �D�F �R�V���J�M �T�F �Q�B�T�T�F �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �"�W�F�D �E�F�T
�Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T� �F�U� �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ���
 �M�F �U�F�N�Q�T �E�F �D�B�M�D�V�M �Q�P�V�S �R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�P�U�B�M �T�P�J�U �D�P�O�T�U�B�O�U �Ë �N�P�J�O�T �E�F ����
�Q�S�Ò�T�
 �F�U �B�W�F�D �V�O �N�J�M�M�J�F�S �E�F �Q�P�J�O�U�T �S�Ï�Q�B�S�U�J�T �F�O�U�S�F �� �F�U �������
 �F�T�U �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �M���I�F�V�S�F��

�-�F �Q�S�P���M �T�V���T�B�N�N�F�O�U �D�P�O�W�F�S�H�Ï �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������
 �B�W�F�D �M�F�T �W�B�M�F�V�S�T �E�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �M�J�R�V�J�E�F��
�M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �-�B �D�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O �B�W�F�D �V�O �D�P�J�O �Q�B�S�G�B�J�U �E�F �M�J�R�V�J�E�F �Z �F�T�U �B�V�T�T�J �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�
 �D�F �R�V�J
�Q�F�S�N�F�U �E�F �W�Ï�S�J���F�S �M�B �D�P�O�W�F�S�H�F�O�D�F �E�F �M���B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �R�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �M�F �N�Ð�N�F �S�Ï�T�V�M�U�B�U �R�V�F �E�B�O�T
�M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �M�P�D�B�M�F�� �*�M �F�T�U �B�V�T�T�J �S�B�Q�Q�F�M�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������
 �F�O �H�S�J�T �D�M�B�J�S �E�B�O�T �M���J�O�T�F�S�U�
 �B�V���E�F�T�T�V�T �E�V �Q�S�P���M
�P�C�U�F�O�V �Q�B�S �M�F �D�B�M�D�V�M �O�P�O �M�P�D�B�M�� �$�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�T�U ���O�B�M�F�N�F�O�U �B�T�T�F�[ �T�B�U�J�T�G�B�J�T�B�O�U�F�
 �N�Ð�N�F �Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �P�á �P�O �P�C�T�F�S�W�F �V�O�F �E�J���Ï�S�F�O�D�F �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F� h . 0:1a�
 �C�J�F�O �R�V���J�M �Z �B�J�U �V�O�F �E�J���Ï�S�F�O�D�F �E�F
�M���P�S�E�S�F �E�F ������ ���€�F�O�U�S�F �M�F�T �E�F�V�Y �Q�S�P���M�T �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��

���������� �,�Q�ÿ�X�H�Q�F�H���G�H���O�D���I�R�U�P�H���H�[�D�F�W�H���V�X�U���O�D���O�R�L���G�·�<�R�X�Q�J

�1�P�V�S �D�M�P�S�F �D�F�U�U�F �T�F�D�U�J�P�O�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �S�B�Q�Q�F�M�F�S �J�D�J �V�O �S�Ï�T�V�M�U�B�U �J�N�Q�P�S�U�B�O�U �E�F �.�F�S�D�I�B�O�U �F�U �,�F�M�M�F�S �F�O ��������
�<�����>�
 �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F �B �Ï�U�Ï �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �4�O�P�F�J�K�F�S�F�U �B�M���F�O �������� �<�����>�� �&�O �F���F�U�
 �F�O �R�V�P�J �M�F
�Q�S�P���M �S�Ï�F�M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �U�F�M �R�V�F �O�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E�F �M�F �D�B�M�D�V�M�F�S �J�O���V�F���U���J�M �T�V�S �M�F �C�J�M�B�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�S�Ï�B�M�J�T�Ï �Q�M�V�T �U�Ù�U �T�V�S �E�F�T �E�J�Ò�E�S�F�T �Q�B�S�G�B�J�U�T � �1�B�S �V�O�F �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�
 �J�M�T �N�P�O�U�S�F�O�U �R�V�F �M�F �Q�S�P���M �S�Ï�F�M �O���B �Q�B�T
�E���J�O���V�F�O�D�F��

�&�O���O�
 �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �Q�S�P���M�T �Q�F�S�N�F�U �E�F �S�Ï�Q�P�O�E�S�F �Ë �V�O�F �B�V�U�S�F �R�V�F�T�U�J�P�O�� �-���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�T�U �C�J�F�O �V�O �B�O�H�M�F
�E�F �T�Ï�M�F�D�U�J�P�O �Ë �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �1�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �D���F�T�U �M�B �D�P�N�Q�Ï�U�J�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M���J�O���V�F�O�D�F �E�V
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�'�6�4�B�?�2�������� �&�O �O�P�J�S�
 �M�F �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�P�V�S� Y = ���� °�
 �P�C�U�F�O�V �Q�B�S �M���B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �E�F �D�B�M�D�V�M �O�P�O��
�M�P�D�B�M �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������ �-�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �F�Ox = 0 �� �&�O �P�S�B�O�H�F�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F��
�M�J�R�V�J�E�F�
 �R�V�J �U�F�O�E �W�F�S�T �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�
 �O�Ï�H�B�U�J�W�F�
 �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �&�O �C�M�F�V�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�P�M�J�E�F��
�M�J�R�V�J�E�F�
 �R�V�J �E�F�W�J�F�O�U �O�V�M �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�B �T�P�N�N�F �E�F �D�F�T �E�F�V�Y �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �<�F�O �S�P�V�H�F �P�O �B� i �

�E�Ï���O�J �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
�> �F�T�U �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F�� �&�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �P�O �B �M�B �W�F�S�T�J�P�O �E�F �D�F�T �D�P�V�S�C�F�T �Q�P�V�S �V�O �D�P�J�O
�Q�B�S�G�B�J�U �E�F �N�Ð�N�F �B�O�H�M�F �� �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �O���F�T�U �Q�B�T �D�P�O�T�U�B�O�U �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �&�O���O�
 �P�O �Q�F�V�U
�D�P�N�Q�B�S�F�S �M�F �Q�S�P���M �B�W�F�D �D�F �R�V�J �B �Ï�U�Ï �P�C�U�F�O�V �E�B�O�T �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �M�P�D�B�M�F�
 �S�B�Q�Q�F�M�Ï �T�V�S �D�F �H�S�B�Q�I�F �E�B�O�T �M���J�O�T�F�S�U
�F�O �H�S�J�T �B�V���E�F�T�T�V�T �E�V �Q�S�P���M �O�P�O���M�P�D�B�M �F�O �O�P�J�S�
 �F�U �Q�P�T�J�U�J�P�O�O�Ï �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�F�T �Q�F�O�U�F�T �D�P�Õ�O�D�J�E�F�O�U �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F
�E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �B�V�U�S�F�N�F�O�U �E�J�U �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�F�T �M�J�H�O�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �B�Q�Q�B�S�F�O�U�F�T �T�P�J�F�O�U �D�P�O�G�P�O�E�V�F�T�� �1�P�V�S �M�F �Q�S�P���M
�E�B�O�T �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �M�P�D�B�M�F�
 �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F �F�T�U �B�J�O�T�J �Q�P�T�J�U�J�P�O�O�Ï�F �F�Ox/ a = �����
�����
��

�T�P�M�J�E�F �T�V�S �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�U �M���J�O���V�F�O�D�F �E���V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�V�J���N�Ð�N�F �R�V�J �T�Ï�M�F�D�U�J�P�O�O�F �V�O �Q�S�P���M �R�V�J
�U�F�O�E �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �R�V�F�M�R�V�F�T �E�J�T�U�B�O�D�F�T �B�U�P�N�J�R�V�F�T �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �M�P�S�T�R�V�F �T�P�O �F���F�U �E�J�T�Q�B�S�B�Ô�U�
 �W�F�S�T �V�O�F �Q�F�O�U�F �E���B�O�H�M�F
� Y �� �2�V�F�M�R�V�F �T�P�J�U �M�F �Q�S�P���M �E�P�O�D�
 �M���F�O�T�F�N�C�M�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �D�B�M�D�V�M�Ï�F�T �S�F�T�U�F �W�B�M�B�C�M�F��

������ �,�Q�ÿ�X�H�Q�F�H�V���G�H�V���K�p�W�p�U�R�J�p�Q�p�L�W�p�V

�/�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E�F �W�P�J�S �R�V�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�T�U �W�Ï�S�J���Ï�F �M�P�S�T�R�V�F �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �F�T�U �I�P�N�P�H�Ò�O�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�P�S�T�R�V���V�O�F
�T�F�V�M�F �M�P�O�H�V�F�V�S �J�O�U�F�S�W�J�F�O�U �E�B�O�T �M�F �Q�S�P�C�M�Ò�N�F �� �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �&�O �F���F�U�
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�D�P�O�U�S�F���Ï�M�F�D�U�S�P�E�F �T�P�V�T �M�B �H�P�V�U�U�F�� �-�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �F�T�U �F�OU2 �T�V�S �D�P�T� �� �-�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �U�F�S�N�F� 0� r U2/2 e
 �-�7 �F�T�U
�T�B�O�T �E�J�N�F�O�T�J�P�O�
 �F�U �F�T�U �Q�B�S�G�P�J�T �O�P�U�Ï� �
 �O�P�N�C�S�F �E���Ï�M�F�D�U�S�P�N�P�V�J�M�M�B�H�F�� �&�O���O�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �F�Y�B�N�J�O�F�S �R�V�F�M�R�V�F�T
�P�S�E�S�F�T �E�F �H�S�B�O�E�F�V�S�� �1�P�V�S �N�P�E�J���F�S �T�F�O�T�J�C�M�F�N�F�O�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T� � ��;���� �-�F�T �Q�F�S�N�J�U�U�J�W�J�U�Ï�T
�S�F�M�B�U�J�W�F�T �T�P�O�U �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �V�O �Q�P�V�S �M�B �Q�M�V�Q�B�S�U �E�F�T �J�T�P�M�B�O�U�T�
 �F�U �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ���� �Ë
���� �N�/ �N�¦�� �� �1�P�V�S �V�O �J�T�P�M�B�O�U �E���V�O�F �Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �E�Fd � �� �N�N�
 �J�M �F�T�U �B�M�P�S�T �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �E���B�W�P�J�S �V�O�F �U�F�O�T�J�P�OU �
������ �7�� �$�F�U�U�F �U�F�O�T�J�P�O �F�T�U �Ï�O�P�S�N�Ï�N�F�O�U �S�Ï�E�V�J�U�F �M�P�S�T�R�V�F �M���P�O �S�Ï�E�V�J�U �M���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �E�F �M���J�T�P�M�B�O�U�� �%�F �O�P�T �K�P�V�S�T�
 �P�O �Q�F�V�U
�G�B�C�S�J�R�V�F�S �E�F�T �J�T�P�M�B�O�U�T �E���V�O�F �Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �E�F ������ �O�N�
 �D�F �R�V�J �S�Ï�E�V�J�U �M�B �U�F�O�T�J�P�O �Ë ���� �7�� �4�J �M���J�T�P�M�B�O�U �F�T�U �D�P�O�T�U�J�U�V�Ï
�E���V�O�F �N�P�O�P�D�P�V�D�I�F �B�U�P�N�J�R�V�F�
 �P�O �Q�F�V�U �N�Ð�N�F �S�Ï�E�V�J�S�F �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �Ë �M���P�S�E�S�F �E�V �W�P�M�U�
 �Q�P�V�S �D�P�O�U�S�Ù�M�F�S �M���B�O�H�M�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T��

�6�D�W�X�U�D�W�L�R�Q���G�H���O�·�D�Q�J�O�H���G�H���F�R�Q�W�D�F�W

�&�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U�
 �M�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F�T �E���Ï�M�F�D�U�S�P�N�P�V�J�M�M�B�H�F �T�P�O�U �T�J�N�Q�M�F�T �Ë �N�F�U�U�S�F �F�O �”�V�W�S�F�� �-���Ï�M�F�D�U�S�P�E�F �F�O �D�P�O��
�U�B�D�U �B�W�F�D �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �V�O ���M �E�F �Q�M�B�U�J�O�F�
 �Q�F�V �S�Ï�B�D�U�J�G�
 �F�U �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �E�F �M���F�B�V �P�V �E�V
�H�M�Z�D�Ï�S�P�M�
 �M�J�R�V�J�E�F�T �Q�P�M�B�J�S�F�T�
 �E�B�O�T �M�F�T�R�V�F�M�T �P�O �B�K�P�V�U�F �E�F�T �J�P�O�T �/�B�� �$�M�o�P�V �,�� �$�M�o�� �-�B �D�P�O�D�F�O�U�S�B�U�J�P�O �F�O �J�P�O�T �O���B
�Q�B�T �E���J�O���V�F�O�D�F�
 ����� �� �N�P�M �-�¦�� �D�P�O�W�J�F�O�U �Q�B�S�G�B�J�U�F�N�F�O�U �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�� �-�B �D�P�O�U�S�F���Ï�M�F�D�U�S�P�E�F �F�T�U �O���J�N�Q�P�S�U�F �R�V�F�M
�T�V�C�T�U�S�B�U �N�Ï�U�B�M�M�J�R�V�F�� �$�F �R�V�J �F�T�U �D�S�V�D�J�B�M �F�T�U �M�F �D�I�P�J�Y �E�F �M���J�T�P�M�B�O�U �Q�P�V�S �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �S�B�J�T�P�O�T�� �5�P�V�U �E���B�C�P�S�E�
 �Q�P�V�S �J�T�P��
�M�F�S �Q�B�S�G�B�J�U�F�N�F�O�U �M�F �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�
 �J�M �G�B�V�U �S�Ï�E�V�J�S�F �M���I�Z�T�U�Ï�S�Ï�T�J�T �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �1�P�V�S �D�F�M�B�
 �J�M �F�T�U �T�P�V�W�F�O�U �O�Ï��
�D�F�T�T�B�J�S�F �E���B�W�P�J�S �E���V�O�F �Q�B�S�U �E�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �C�J�F�O �Q�M�B�O�F�T�
 �F�U �E���B�V�U�S�F �Q�B�S�U �E���V�U�J�M�J�T�F�S �V�O �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U �D�I�J�N�J�R�V�F �T�Q�Ï�D�J��
���R�V�F�� �&�O�T�V�J�U�F�
 �J�M �G�B�V�U �R�V�F �M���J�T�P�M�B�O�U �T�P�J�U �T�V���T�B�N�N�F�O�U �C�P�O �F�U �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �D�M�B�R�V�B�H�F �	�P�V �U�F�O�T�J�P�O �E�J�T��
�S�V�Q�U�J�W�F�
 �T�V���T�B�N�N�F�O�U �H�S�B�O�E�F �Q�P�V�S �R�V�F �M�F �D�M�B�R�V�B�H�F �O�F �T�F �Q�S�P�E�V�J�T�F �Q�B�T �B�W�B�O�U �R�V�F �M�F�T �F���F�U�T �E���Ï�M�F�D�U�S�P�N�P�V�J�M�M�B�H�F
�J�O�U�F�S�W�J�F�O�O�F�O�U�� �/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �W�P�J�S �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������V�O�F �F�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F �D�M�B�T�T�J�R�V�F �E���Ï�M�F�D�U�S�P�N�P�V�J�M�M�B�H�F�
 �S�Ï�B�M�J�T�Ï�F
�E���B�Q�S�Ò�T �M�F �Q�S�P�U�P�D�P�M�F �E�Ï�D�S�J�U �Q�B�S �#�F�S�H�Ï �F�O �������� �<�����>�
 �F�U �O�P�U�B�N�N�F�O�U �S�B�Q�Q�F�M�Ï �E�B�O�T �M�B �S�F�W�V�F �E�F �.�V�H�F�M�F �F�U �#�B�S�F�U
�<�����>�
 �R�V�J �N�P�O�U�S�F �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �E�V �D�P�T�J�O�V�T �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �D�P�T� �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O�� �$�F�U�U�F �F�Y��
�Q�Ï�S�J�F�O�D�F �B �Ï�U�Ï �F���F�D�U�V�Ï�F �T�V�S �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �E�F �1�%�.�4 �	�4�Z�M�H�B�S�E �������
�
 �E�Ï�Q�P�T�Ï �T�V�S �V�O�X�B�G�F�S�N�Ï�U�B�M�M�J�T�Ï �	�V�O�F �D�P�V�D�I�F
�E�F ���� �˜�N �E���P�S �F�T�U �E�Ï�Q�P�T�Ï�F �Q�B�S �Ï�W�B�Q�P�S�B�U�J�P�O �T�P�V�T �W�J�E�F�
�� �-�F�X�B�G�F�S�N�Ï�U�B�M�M�J�T�Ï �D�P�O�T�U�J�U�V�F �M�B �D�P�O�U�S�F���Ï�M�F�D�U�S�P�E�F�
 �F�U
�O�P�V�T �E�Ï�Q�P�T�P�O�T �Q�B�S�T�Q�J�O���D�P�B�U�J�O�H�V�O�F �D�P�V�D�I�F �E�F ��;�� �˜�N �E�F �1�%�.�4�
 �R�V�J �B �S�Ï�U�J�D�V�M�Ï �Q�F�O�E�B�O�U ���� �N�J�O�V�U�F�T �Ë ����� �$��
�-���I�Z�T�U�Ï�S�Ï�T�J�T �F�T�U �B�T�T�F�[ �H�S�B�O�E�F �T�V�S �D�F �T�V�C�T�U�S�B�U�
 �E�P�O�D �T�F�V�M �M���B�O�H�M�F �E���B�W�B�O�D�Ï�F �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B ���H�V�S�F�� �-�B
�D�P�V�S�C�F �U�I�Ï�P�S�J�R�V�F �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �B�V�T�T�J �Q�P�V�S �D�F�U�U�F �Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �F�U �Q�P�V�S �M�B �Q�F�S�N�J�U�U�J�W�J�U�Ï �S�F�M�B�U�J�W�F ��;�� �E�F �D�F �N�B�U�Ï��
�S�J�B�V�
 �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �M�F �G�P�V�S�O�J�T�T�F�V�S�� �/�P�V�T �P�C�T�F�S�W�P�O�T �R�V�F �M�F�T �Q�P�J�O�U�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�V�Y �T�P�O�U �U�S�Ò�T �C�J�F�O �E�Ï�D�S�J�U�T �Q�B�S �M�B
�D�P�V�S�C�F �U�I�Ï�P�S�J�R�V�F �	�����������
 �K�V�T�R�V���Ë �F�O�W�J�S�P�OU � ������ �7�� �-�B �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O �E�F�W�S�B�J�U �B�Q�Q�B�S�B�Ô�U�S�F �M�P�S�T�R�V�F �M�F �D�P�T�J�O�V�T �E�F
�M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �W�B�V�U �V�O�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �W�F�S�TU � ������ �7�
 �P�S �F�M�M�F �B�S�S�J�W�F �Q�M�V�T �U�Ù�U�
 �F�U �M���B�O�H�M�F �T�B�U�V�S�F �Ë �V�O �B�O�H�M�F �O�P�O
�O�V�M�
 �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ����°�� �0�O �Q�F�V�U �O�P�U�F�S �F�O���O�
 �R�V���B�V���E�F�M�Ë �E�F �M�B �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O�
 �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�F�W�J�F�O�U �J�O�T�U�B�C�M�F�

�F�U �P�O �Q�F�V�U �P�C�T�F�S�W�F�S �M���Ï�N�J�T�T�J�P�O �E�F �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F �	�W�P�J�S �7�B�M�M�F�U �F�U �#�F�S�H�Ï �<�����> �P�V �.�V�H�F�M�F �<�����>�
��



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Š �� �-�. �9�6�4�;�2 �A�?�6�=�9�2

�'�6�4�B�?�2�������� �&�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F �D�M�B�T�T�J�R�V�F �E���Ï�M�F�D�U�S�P�N�P�V�J�M�M�B�H�F�� �-�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �E�F �M���F�B�V �B�W�F�D �V�O�F �D�P�O�D�F�O�U�S�B�U�J�P�O
�E�F �/�B�� �$�M�o �Ë ����� �� �N�P�M �-�¦�� �
 �F�U �M�F �T�V�C�T�U�S�B�U �F�T�U �E�V �1�%�.�4 �S�Ï�U�J�D�V�M�Ï �E�F �Q�F�S�N�J�U�U�J�W�J�U�Ï �S�F�M�B�U�J�W�F ��;�� �F�U �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S
��;�� �˜�N�� �-�F�T �U�S�J�B�O�H�M�F�T �T�P�O�U �M�F�T �Q�P�J�O�U�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�V�Y�
 �F�U �M�B �U�B�J�M�M�F �E�F�T �Q�P�J�O�U�T �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M���F�S�S�F�V�S �T�V�S �M�B �N�F��
�T�V�S�F �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�B �D�P�V�S�C�F �O�P�J�S�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M�B �D�P�V�S�C�F �U�I�Ï�P�S�J�R�V�F �	�����������
�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �V�O �Q�I�Ï��
�O�P�N�Ò�O�F �E�F �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O �W�F�S�TU � ������ �7�� �&�O �J�O�T�F�S�U�
 �M���J�N�B�H�F �E���V�O�F �E�F �D�F�T �H�P�V�U�U�F�T�
 �P�á �P�O �B�Q�F�S�Î�P�J�U �M���Ï�M�F�D�U�S�P�E�F
�E�F �Q�M�B�U�J�O�F �F�O �D�P�O�U�B�D�U �B�W�F�D �M�F �M�J�R�V�J�E�F��

�8�Q�H���V�L�Q�J�X�O�D�U�L�W�p���G�X���F�R�L�Q

�$�F �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F �E�F �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O �S�Ï�W�Ò�M�F �M���J�N�Q�P�S�U�B�O�D�F �E�F �M�B �E�F�T�D�S�J�Q�U�J�P�O �E�F�T �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�T �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U
�B�V �O�J�W�F�B�V �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�� �&�O �F���F�U�
 �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �G�P�S�N�F �V�O �D�P�J�O �F�U �M�F �D�I�B�N�Q �Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F
�E�F�W�J�F�O�U �T�J�O�H�V�M�J�F�S�
 �U�S�Ò�T �J�O�U�F�O�T�F�
 �F�U �J�M �Q�P�V�S�S�B�J�U �E�Ï�Q�B�T�T�F�S �M�P�D�B�M�F�N�F�O�U �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �D�M�B�R�V�B�H�F�� �$���F�T�U �M���F�Y�Q�M�J�D�B�U�J�P�O
�E�F �M�B �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �1�B�Q�B�U�I�B�O�B�T�J�P�V �F�U �#�P�V�E�P�V�W�J�T �F�O �������� �<�������>�� �%�F �G�B�Î�P�O �Q�M�V�T �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F�
 �D�P�N�N�F
�O�P�V�T �M���B�W�J�P�O�T �S�F�N�B�S�R�V�Ï �B�V�D�I�B�Q�J�U�S�F ���
 �M�B �G�P�S�N�F �M�P�D�B�M�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�S�Ò�T �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�Ï�Q�F�O�E �E�F
�M���F�O�T�F�N�C�M�F �E�F �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F�� �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �F�O�U�S�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�Ï�Q�F�O�E
�E�F �M���F�O�T�F�N�C�M�F �E�F �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �E�V �D�P�J�O�� �$�F�M�B �E�F�W�J�F�O�U �F�O�D�P�S�F �Q�M�V�T �D�S�V�D�J�B�M �M�P�S�T�R�V���J�M �Z �B �E�F�T �D�I�B�S�H�F�T �Ï�M�F�D�U�S�J�R�V�F�T�

�E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �B �V�O�F �Q�P�S�U�Ï�F �C�F�B�V�D�P�V�Q �Q�M�V�T �H�S�B�O�E�F �R�V�F �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �<�������>�� �"�J�O�T�J�

�M�B �E�Ï�U�F�S�N�J�O�B�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�Ï�Q�F�O�E �E�F �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �D�I�B�S�H�F�T�
 �R�V�J �E�Ï�Q�F�O�E �F�M�M�F���N�Ð�N�F �E�F �M�B
�G�P�S�N�F�� �%�F �Q�M�V�T�
 �E���B�V�U�S�F�T �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�T �E���Ï�D�S�B�O�U�B�H�F �F�U �E�F �D�P�V�Q�V�S�F �Q�F�V�W�F�O�U �J�O�U�F�S�W�F�O�J�S �<�������>�� �$���F�T�U �Q�P�V�S�R�V�P�J
�M�B �Q�I�Z�T�J�R�V�F �E�F �D�F�U�U�F �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O �F�T�U �E�J���D�J�M�F �Ë �B�Q�Q�S�Ï�I�F�O�E�F�S��

�0�O �Q�F�V�U �U�S�P�V�W�F�S �E�B�O�T �M�B �M�J�U�U�Ï�S�B�U�V�S�F �E���B�V�U�S�F�T �U�F�O�U�B�U�J�W�F�T �E�F �N�P�E�Ï�M�J�T�B�U�J�P�O �E�V �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F �E�F �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O�
 �C�J�F�O
�R�V���B�V�D�V�O �N�P�E�Ò�M�F �O�F �G�B�T�T�F �F�O�D�P�S�F �M���V�O�B�O�J�N�J�U�Ï�� �%�F�T �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�T �E���Ï�D�S�B�O�U�B�H�F �Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U
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�'�6�4�B�?�2�������� �5�S�B�W�B�J�M �E���B�E�I�Ï�T�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �1�P�V�S �Q�P�V�W�P�J�S �S�Ï�B�M�J�T�F�S �D�F �U�S�B�W�B�J�M�
 �P�O �E�P�J�U �B�U�U�F�O�E�S�F
�M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�B�H�F �E�F�T �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O�T �E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �D�P�N�N�F �M�F �N�P�O�U�S�F �M���B�M�M�V�S�F �E�V �Q�S�P���M �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï
�E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë �E�S�P�J�U�F�� �'�J�H�V�S�F �J�O�T�Q�J�S�Ï�F �E�F �<�����>��

�'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �M�F�T �F���F�U�T �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O �T�P�O�U �J�O�D�M�V�T �J�N�Q�M�J�D�J�U�F�N�F�O�U �F�O �%�'�5 �E�B�O�T �M�F�T �E�Ï���O�J�U�J�P�O�T �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T
�E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �N�B�J�T �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �M�P�S�T�R�V���J�M �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �F���F�D�U�J�G�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �S�F�O�E�S�F
�D�P�N�Q�U�F �E�F �D�F�V�Y���D�J�� �-�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �F�T�U �E�P�O�D �B�V ���O�B�M �C�J�F�O �V�O�F �M�P�J �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�F�T �G�P�S�D�F�T�
 �U�F�M�M�F�T �R�V���F�M�M�F�T �T�P�O�U
�N�F�T�V�S�Ï�F�T �F�O �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �F�U �W�Ï�S�J���Ï�F �B�J�O�T�J�� �-�B �N�F�T�V�S�F �E�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Q�P�V�S �E�F�T �T�Z�T�U�Ò�N�F�T
�J�O�I�P�N�P�H�Ò�O�F�T �E�P�J�U �E�P�O�D �B�C�T�P�M�V�N�F�O�U �Ð�U�S�F �D�B�M�J�C�S�Ï�F �Q�B�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V
�M�P�S�T�R�V�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �O�P�N�C�S�F �E���B�U�P�N�F�T �D�P�O�T�U�B�O�U �M�P�S�T �E���V�O�F �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�� �0�O �O�F �Q�F�V�U �E�P�O�D �Q�B�T
�E�Ï���O�J�S �V�O�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�O �F���F�D�U�V�B�O�U �V�O�F �U�S�B�O�T�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �Ë �E�F�O�T�J�U�Ï �D�P�O�T�U�B�O�U�F�
 �C�J�F�O �R�V�F
�D�F �T�P�J�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U �T�J �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �I�P�N�P�H�Ò�O�F�
 �F�U �F�T�Q�Ï�S�F�S �R�V�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�B�O�U�F �T�P�J�U �W�Ï�S�J���Ï�F��
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�-�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�
 �D�P�O�O�V�F �E�F�Q�V�J�T ���������
 �U�S�B�E�V�J�U �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �E���V�O�F �j �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �x�
 �F�U �T�B �E�Ï�N�P�O�T��
�U�S�B�U�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �O�F �Q�S�Ð�U�F �B�V�D�V�O�F �B�N�C�J�H�V�Õ�U�Ï�� �4�P�O �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �B �Q�P�V�S�U�B�O�U �T�P�V�W�F�O�U
�G�B�J�U �M���P�C�K�F�U �E�F �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �J�N�Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O�T�� �&�O �F���F�U�
 �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �O�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �B�V�D�V�O�F �N�B�U�J�Ò�S�F�
 �P�O �O�F
�Q�F�V�U �E�P�O�D �Q�B�T �Q�B�S�M�F�S �E�F �G�P�S�D�F�T �j �U�J�S�B�O�U �x �T�V�S �D�F�U�U�F �M�J�H�O�F�� �(�S�É�D�F �B�V �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �B�V�Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F�O�P�V�T �B�W�P�O�T �Q�V �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�F�S �D�P�S�S�F�D�U�F�N�F�O�U �Q�B�S �E�F�T �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U�T �D�P�O�T�J�E�Ï�S�B�O�U
�M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �E�P�N�B�J�O�F�T �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T�
 �F�O �M�P�D�B�M�J�T�B�O�U �M�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �E�B�O�T �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë
�M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �$�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�D�I�F �B �Q�F�S�N�J�T �E�F �T�P�V�M�F�W�F�S �R�V�F�M�R�V�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �J�N��
�Q�P�S�U�B�O�U�T�� �5�P�V�U �E���B�C�P�S�E�
 �M�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F �T�V�S �V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �V�O�F �G�P�S�D�F �W�F�S�U�J�D�B�M�F�

�Ï�H�B�M�F �Ë
 �-�7 �T�J�O� Y �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�B �G�P�S�D�F �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F �O���F�T�U
�Q�B�T �M���J�O�W�F�S�T�F �E�F �D�F�U�U�F �G�P�S�D�F �D�B�S �J�M �O�F �T���B�H�J�U �Q�B�T �E�F�T �N�Ð�N�F�T �T�Z�T�U�Ò�N�F�T�
 �F�U �F�M�M�F �O���F�T�U �Q�B�T �O�P�O �Q�M�V�T �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F �Ë
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�� �&�M�M�F �Q�S�Ï�T�F�O�U�F �F�O �F���F�U �V�O�F �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �T�V�Q�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �T�F�M�P�O �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F��
�M�J�R�V�J�E�F�
 �R�V�J �Q�P�S�U�F �M�B �G�P�S�D�F �Ë
 �-�7 �T�J�O� Y �T�F�M�P�O �M�B �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U
 �-�7(1+ �D�P�T� Y ) �T�F�M�P�O
�M�B �U�B�O�H�F�O�U�F�� �$�F�U�U�F �G�P�S�D�F �F�T�U �U�P�V�K�P�V�S�T �P�S�J�F�O�U�Ï�F �W�F�S�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �D�B�S �F�M�M�F �S�Ï�T�V�M�U�F �E�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�F �M���F�O�T�F�N�C�M�F �E�F�T
�N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F �T�V�S �D�I�B�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �E�F �T�P�M�J�E�F�� �%�F �Q�M�V�T�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Q�V �H�Ï�O�Ï�S�B�M�J�T�F�S �M���Ï�U�V�E�F �E�F �D�F�T �G�P�S�D�F�T
�B�V �D�B�T �E�F �/�F�V�N�B�O�O�
 �E�B�O�T �M�F �D�B�T �P�á �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�F �T�J�U�V�F �Ë �M���J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O �E�F �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T �M�J�R�V�J�E�F�T �F�U
�E���V�O�F �Q�I�B�T�F �W�B�Q�F�V�S�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �B�M�P�S�T �W�B�M�J�E�Ï �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U �D�F�U�U�F �M�P�J �E�F �/�F�V�N�B�O�O�
 �D�F �R�V�J �O���B�W�B�J�U �F�O�D�P�S�F
�K�B�N�B�J�T �Ï�U�Ï �G�B�J�U �Ë �O�P�U�S�F �D�P�O�O�B�J�T�T�B�O�D�F��

�$�F�T �G�P�S�D�F�T �T�P�O�U �D�P�N�Q�B�U�J�C�M�F�T �B�W�F�D �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T�
 �R�V�J �S�Ï�T�V�M�U�F�O�U �E�F �M�B �D�P�O�T�F�S�W�B�U�J�P�O �E�F
�M���Ï�O�F�S�H�J�F�� �&�O �F���F�U�
 �Q�P�V�S �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�Ï�F�T �D�M�B�T�T�J�R�V�F�N�F�O�U�
 �J�M �G�B�V�U �J�O�D�M�V�S�F �U�P�V�U�F�T �M�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M��
�M�B�J�S�F�T�
 �O�P�U�B�N�N�F�O�U �M�F�T �G�P�S�D�F�T �E�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �T�V�S �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �D�P�V�S�C�Ï�F�T�
 �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�N�J�T�F�T �F�O �Ï�W�J�E�F�O�D�F �B�V�Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F�� �%���V�O�F �G�B�Î�P�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F�
 �M�F�T �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U�T �Ï�O�F�S�H�Ï�U�J�R�V�F�T �E�P�O�O�F�O�U �E�F�T
�S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �C�F�B�V�D�P�V�Q �Q�M�V�T �G�B�D�J�M�F�N�F�O�U �V�U�J�M�J�T�B�C�M�F�T �F�O �D�F �R�V�J �D�P�O�D�F�S�O�F �M�F�T �G�P�S�D�F�T�
 �R�V�F �M���Ï�U�V�E�F �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �E�V �E�Ï�U�B�J�M
�E�F �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T��

�$�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�D�I�F �Q�F�S�N�F�U �F�O �U�I�Ï�P�S�J�F �E�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �M�P�S�T�R�V�F �M���P�O �D�P�O�O�B�Ô�U �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F�� �-�F �E�Ï�U�B�J�M �E�V �Q�S�P���M �E�F �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F
�E�Ï�Q�F�O�E �E�P�O�D�B �Q�S�J�P�S�J�E�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �D�I�P�J�T�J�F�� �2�V�B�M�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �P�O �P�C�T�F�S�W�F �V�O �B�Q�M�B�U�J�T�T�F�N�F�O�U �E�ß �B�V�Y
�B�U�U�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �Q�P�V�S �E�F�T ���V�J�E�F�T �T�J�N�Q�M�F�T�� �-���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�T�U �B�J�O�T�J �V�O �B�O�H�M�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�V �D�P�J�O
�E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �Q�B�S �M���Ï�D�I�F�M�M�F �N�J�D�S�P�T�D�P�Q�J�R�V�F�
 �Q�B�S �M�F�T �R�V�F�M�R�V�F�T �O�B�O�P�N�Ò�U�S�F�T �Q�F�O�E�B�O�U �M�F�T�R�V�F�M�T �M�F�T �G�P�S�D�F�T
�E�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�U �B�W�F�D �M�F �T�P�M�J�E�F �T���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�O�U�� �&�O �E�Ï���O�J�U�J�W�F �Q�P�V�S�U�B�O�U�
 �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �O�F
�E�Ï�Q�F�O�E �Q�B�T �E�F �M�B �G�P�S�N�F �Q�S�Ï�D�J�T�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �4�B �E�Ï�U�F�S�N�J�O�B�U�J�P�O �F�T�U �Q�V�S�F�N�F�O�U �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�
 �F�U �J�M �Q�S�P�W�J�F�O�U �E�V
�T�J�N�Q�M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �G�P�S�N�F �V�O �D�P�J�O �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�F�T �F���F�U�T ���O�T �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O
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 �F�U
�R�V���F�M�M�F �K�P�V�F �V�O �S�Ù�M�F �J�N�Q�P�S�U�B�O�U �Q�P�V�S �M�F�T �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�T�
 �E���V�O�F �U�B�J�M�M�F �U�Z�Q�J�R�V�F�N�F�O�U �E�F �� �Ë ������ �O�N�� �-���Ï�U�V�E�F �E�F �M�B
�U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �E�P�O�D �J�N�Q�P�S�U�B�O�U�F �M�P�S�T�R�V�F �E�F�T �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�T �J�N�Q�M�J�R�V�F�O�U �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �E�F �Q�F�U�J�U�F �U�B�J�M�M�F �	�W�P�J�S
�M�B �S�F�W�V�F �E���"�N�J�S�G�B�[�M�J �<�������>�
 �� �J�M �Q�F�V�U �T���B�H�J�S �E�F �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�T �E�F �D�P�O�E�F�O�T�B�U�J�P�O �<�������>�
 �M���Ï�U�V�E�F �E�F�T �D�P�M�M�P�Õ�E�F�T�
 �E�F�T
�Ï�N�V�M�T�J�P�O�T�
 �P�V �F�O�D�P�S�F �E�F�T �N�B�U�Ï�S�J�B�V�Y �Q�P�S�F�V�Y �<�������>��

���������� �'�p�þ�Q�L�W�L�R�Q���W�K�H�U�P�R�G�\�Q�D�P�L�T�X�H

�1�B�S �B�O�B�M�P�H�J�F �B�W�F�D �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �R�V�J �F�T�U �E�Ï���O�J�F �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �M���F�Y�D�Ò�T �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�E�V�F �Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�Ï�Q�B�S�B�O�U �E�F�V�Y �Q�I�B�T�F�T �<�W�P�J�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�>�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �M���F�Y�D�Ò�T
�E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E���V�O�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�Ï�Q�B�S�B�O�U �U�S�P�J�T �Q�I�B�T�F�T�� �-�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F
�M�J�C�S�FF �E���V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �Q�S�Ï�T�F�O�U�F �E�P�O�D �U�S�P�J�T �U�Z�Q�F�T �E�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �� �V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �W�P�M�V�N�J�R�V�F �B�T�T�P�D�J�Ï�F �Ë �M�B
�Q�S�F�T�T�J�P�OP �M�P�S�T�R�V�F �M�F �W�P�M�V�N�FV �W�B�S�J�F�
 �E�F�T �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F�T �M�P�S�T�R�V�F �M�F�T �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T �T�V�S�G�B�D�F�TSi �E�F�T
�J�O�U�F�S�G�B�D�F�Ti �W�B�S�J�F�O�U�
 �B�T�T�P�D�J�Ï�F�T �B�V�Y �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �J�O�U�F�O�T�J�G�T
 i �
 �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T �D�P�O�T�J�E�Ï�S�Ï�F�T



������ �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F ������

�	�M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �T�P�M�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�U �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
�
 �F�U �F�O���O �V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �M�J�O�Ï�J�R�V�F �M�P�S�T�R�V�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�SL
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �W�B�S�J�F�
 �Q�P�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �P�O �J�O�U�S�P�E�V�J�U �M�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F �J�O�U�F�O�T�J�G� �
 �B�Q�Q�F�M�Ï �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F ��

dF = PdV +
X

i


 i dSi + �dL : �	�������


�$�P�O�U�S�B�J�S�F�N�F�O�U �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �R�V�J �E�P�J�U �Ð�U�S�F �Q�P�T�J�U�J�W�F �Q�P�V�S �R�V�F �M���F�Y�J�T�U�F�O�D�F �E���V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�J�U �T�U�B�C�M�F�

�J�M �B �Ï�U�Ï �Q�S�P�V�W�Ï �R�V�F �M�F �T�J�H�O�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F� �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �Ð�U�S�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �Q�B�S �E�F�T �B�S�H�V�N�F�O�U�T �E�F �T�U�B�C�J�M�J�U�Ï
�<�������>�� �%�F �Q�M�V�T�
 �E�F �O�P�N�C�S�F�V�Y �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �D�P�O�D�F�Q�U�V�F�M�T �E�F�N�F�V�S�F�O�U �E�B�O�T �M�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F
�<�������
�������>��

�/�P�U�P�O�T �R�V���J�D�J �M�F �D�P�O�D�F�Q�U �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �O���F�T�U �Q�B�T �M���B�O�B�M�P�H�V�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Q�P�V�S �E�F�T
�T�Z�T�U�Ò�N�F�T �Ë �E�F�V�Y �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T�� �*�M �Z �B �Q�V �Z �B�W�P�J�S �Q�B�S �M�F �Q�B�T�T�Ï �V�O�F �D�P�O�G�V�T�J�P�O �F�O�U�S�F �D�F�T �E�F�V�Y �D�P�O�D�F�Q�U�T�� �&�O �Q�B�S�U�J��
�D�V�M�J�F�S�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �Ë �E�F�V�Y �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T�
 �R�V�J �D�P�O�D�F�S�O�F �E�P�O�D �M�B �N�J�O�J�N�J�T�B�U�J�P�O �E���V�O�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U
�F�O�U�S�F �E�F�V�Y �T�Z�T�U�Ò�N�F�T �Q�M�B�O�T �	�Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �E�F�T �N�P�O�P�D�P�V�D�I�F�T�
�
 �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�W�F �<�������>��

�,�Q�ÿ�X�H�Q�F�H���V�X�U���O�·�D�Q�J�O�H���G�H���F�R�Q�W�D�F�W

�-�F �T�Z�T�U�Ò�N�F �M�F �Q�M�V�T �T�J�N�Q�M�F �Q�P�V�S �M�F�R�V�F�M �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �P�C�T�F�S�W�Ï�F �F�T�U �D�F�M�V�J �E���V�O�F �H�P�V�U�U�F �S�F�Q�P�T�B�O�U
�T�V�S �V�O �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F�
 �F�O �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �Q�B�S�U�J�F�M�� �$�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �V�O�F �H�P�V�U�U�F �E�P�O�U �M�B �G�P�S�N�F �F�T�U �V�O�F
�D�B�M�P�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�
 �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�Ï�F �Q�B�S �M�F �S�B�Z�P�OR �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �F�U �T�P�O �B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U� �� �0�O �O�P�U�FR�

�M�F �S�B�Z�P�O �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F�
R �F�T�U �C�J�F�O �M�F �S�B�Z�P�O �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �W�V�F �E�F �E�F�T�T�V�T�� �0�O �B �E�P�O�DR� = R/ �T�J�O� �	�W�P�J�S �M�B
�'�J�H�V�S�F �������� �-�F �W�P�M�V�N�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �F�T�U ��

V =
1
3

�R 3
�

�
2 � 3 �D�P�T� + �D�P�T3 �

�
=

1
3

�R 3 2 � 3 �D�P�T� + �D�P�T3 �
�T�J�O3 �

; �	�������


�M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S ��

SLV = 2 �R 2
� (1 � �D�P�T� ) = 2 �R 2 1 � �D�P�T�

�T�J�O2 �
; �	�������


�M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F ��

SSL = �R 2 ; �	�������


�F�U �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U ��

L = 2 �R : �	�������


�-�P�S�T�R�V�F �M���P�O �N�J�O�J�N�J�T�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U� �Ë �W�P�M�V�N�F �D�P�O�T�U�B�O�U �<PdV = 0 �E�B�O�T
�M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�
 �F�U �E���B�V�U�S�F �Q�B�S�UR �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �Q�B�SV �F�U� �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�> �P�O �E�P�J�U �S�Ï�T�P�V�E�S�FdF = 0 �E�B�O�T
�	�������
�� �&�O �M���B�C�T�F�O�D�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �F�O �Q�S�F�O�B�O�U� = 0 �
 �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �Ë �S�Ï�T�P�V�E�S�F �F�T�U �E�P�O�D ��
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@R
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 �4�-� 
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@SSL

@R

�
@V
@�

�
�

 �-�7

@SLV

@�
+ ( 
 �4�-� 
 �4�7)

@SSL

@�

�
@V
@R

= 0 ; �	�������


�Q�V�J�T�R�V�FdSSV = � dSSL �F�U �R�V�F �Q�B�S �D�P�O�T�F�S�W�B�U�J�P�O �E�V �W�P�M�V�N�F�
 �P�O �BdR = � (@V/ @�)/( @V/ @R)d� �� �0�O
�P�C�U�J�F�O�U �B�M�P�S�T �F�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�F�T �E�Ï���O�J�U�J�P�O�T �E�F�T �W�P�M�V�N�F�T �F�U �E�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �B�V�Y �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	�������
�
 �	�������
 �F�U �	�������
 ��

�D�P�T� =

 �4�7� 
 �4�-


 �-�7
= �D�P�T� Y ; �	�������


�D�F �R�V�J �D�P�O�T�U�J�U�V�F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �	�������
�� �-���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E���V�O�F �H�P�V�U�U�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �F�T�U �C�J�F�O �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H��
�4�J �M���P�O �U�J�F�O�U �D�P�N�Q�U�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�
 �P�O �F���F�D�U�V�F �M�F �N�Ð�N�F �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U �F�U �P�O �P�C�U�J�F�O�U �D�F�U�U�F �G�P�J�T���D�J
�<�������
�������> ��

�D�P�T� = �D�P�T� Y �
� / 
 �-�7

R
; �	�������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �‹ �� �/�.�;�<�4�<�B�A�A�2�@

�D�P�T� = �D�P�T� Y +
`
R

; �	�������


�P�á �P�O �B �E�Ï���O�J �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F` �E�F �M�B �N�B�O�J�Ò�S�F �T�V�J�W�B�O�U�F ��

` � �
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�-���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �E�P�O�D �N�P�E�J���Ï �Q�B�S �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�� �1�P�V�S
�E�F�T �H�S�B�O�E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �U�F�M�M�F�T �R�V�FR � ` �
 �M���B�O�H�M�F �O���F�T�U �Q�B�T �N�P�E�J���Ï�� �&�O �S�F�W�B�O�D�I�F �Q�P�V�S �E�F �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�T�
 �E�P�O�U �M�B
�U�B�J�M�M�F �F�T�U �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F` �
 �B�M�P�S�T �M���B�O�H�M�F �F�T�U �N�P�E�J���Ï�� �4�J �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�W�F�
` �F�T�U �O�Ï�H�B�U�J�G�
 �F�U �M�P�S�T�R�V�F �M�B
�U�B�J�M�M�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �E�J�N�J�O�V�F�
 �M�F �D�P�T�J�O�V�T �E�F �M���B�O�H�M�F �E�J�N�J�O�V�F�
 �F�U �E�P�O�D �M���B�O�H�M�F �B�V�H�N�F�O�U�F �� �M�B �H�P�V�U�U�F �j �S�F�N�P�O�U�F �x �D�B�S
�M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�P�J�U �Ð�U�S�F �N�J�O�J�N�J�T�Ï�F �M�P�S�T�R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�W�F�� �"�V �D�P�O�U�S�B�J�S�F�
 �T�J
�M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �O�Ï�H�B�U�J�W�F�
 �P�O �T���B�U�U�F�O�E �Ë �D�F �R�V�F �M�F�T �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�T �T���B�Q�M�B�U�J�T�T�F�O�U�
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�S�F�O�P�S�N�B�M�J�T�Ï�F ��
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�'�6�4�B�?�2������ �$�P�O�U�P�V�S�T �J�T�P�E�F�O�T�J�U�Ï �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F �E�F �M�B�'�J�H�V�S�F �������E�F �S�B�Z�P�OR � 9� �� �	�B�
 �5�S�P�J�T
�D�P�O�U�P�V�S�T �T�P�O�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�T�
 �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï�T �S�F�O�P�S�N�B�M�J�T�Ï�F�T� � = 0 ; 3 �F�O �C�M�F�V�
0; 5 �F�O �S�P�V�H�F �F�U0; 7 �F�O �P�S�B�O�H�F��
�-�F�T �D�P�O�U�P�V�S�T �T�P�O�U �B�K�V�T�U�Ï�T �Q�B�S �E�F�T �D�F�S�D�M�F�T �D�P�O�D�F�O�U�S�J�R�V�F�T �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �E�F �N�Ð�N�F �S�B�Z�P�OC�� �	�C�
 �1�S�P���M �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï
�S�F�O�P�S�N�B�M�J�T�Ï �M�F �M�P�O�H �E���V�O �S�B�Z�P�Or �� �*�M �F�T�U �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U �E�F �M�B �D�P�V�Q�F �P�á �F�M�M�F �F�T�U �S�Ï�B�M�J�T�Ï�F �Q�V�J�T�R�V�F �M�F�T �D�P�O�U�P�V�S�T
�T�P�O�U �D�P�O�D�F�O�U�S�J�R�V�F�T�� �4�P�O�U �S�B�Q�Q�F�M�Ï�F�T �T�V�S �D�F �Q�S�P���M �M�F�T �E�F�O�T�J�U�Ï�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �F�O �	�B�
 �Q�B�S �M�F�T ���Ð�D�I�F�T�� �-�F �Q�S�P���M �F�T�U
�B�K�V�T�U�Ï �Q�B�S �V�O�F �U�B�O�H�F�O�U�F �I�Z�Q�F�S�C�P�M�J�R�V�F �	���������
�� �-���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�P�O�D �V�O�F �Ï�Q�B�J�T�T�F�V�Sw �E�F �R�V�F�M�R�V�F�T� �� �	�D�

�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �W�Ï�S�J���F�S �R�V�F �M�F�T �J�T�P�E�F�O�T�J�U�Ï�T �T�V�J�W�F�O�U �D�F�U �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �U�P�V�U �B�V �M�P�O�H �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�B�S �M�B �N�J�T�F �Ë
�M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F �U�P�V�T �M�F�T �D�P�O�U�P�V�S�T �T�V�S� ? = 0 ; 5�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �R�V�F �D���F�T�U �C�J�F�O �M�F �D�B�T �T�B�V�G �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U �P�á �M���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �Q�B�S �V�O �D�F�S�D�M�F �O���F�T�U �Q�M�V�T �C�P�O�� �0�O �E�Ï���O�J�U �B�J�O�T�J �Q�S�Ï�D�J�T�Ï�N�F�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F
�M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Q�B�S �M�B �D�P�V�S�C�F �E�F �E�F�O�T�J�U�Ï� ? = 0 ; 5��



������ �/�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �F�O �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F ������

�P�á� L �F�U� V �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F�O�U �S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U �B�V�Y �W�B�M�F�V�S�T �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �M�P�J�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �B�V �N�J�M�J�F�V �E�F�T �Q�I�B�T�F�T
�M�J�R�V�J�E�F �F�U �W�B�Q�F�V�S �	�W�B�M�F�V�S �j�C�V�M�L�x�
�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �B�J�O�T�J �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������	�B�
 �U�S�P�J�T �J�T�P�D�P�O�U�P�V�S�T �E�F �D�F�U�U�F �E�F�O�T�J�U�Ï �� �F�O
�P�S�B�O�H�F �Q�P�V�S� � = ���
���
 �F�O �S�P�V�H�F �Q�P�V�S� � = ���
���
 �F�U �F�O �C�M�F�V �Q�P�V�S� � = ���
���� �$�F�T �J�T�P�D�P�O�U�P�V�S�T �T�P�O�U �E�F�T �Q�P�S�U�J�P�O�T
�E�F �D�F�S�D�M�F�T �D�P�O�D�F�O�U�S�J�R�V�F�T �D�P�N�N�F �F�O �U�Ï�N�P�J�H�O�F�O�U �M�F�T �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U�T �E�F �D�F�T �Q�S�P���M�T �Q�B�S �E�F�T �D�F�S�D�M�F�T �E�F �D�F�O�U�S�FC��
�1�S�P�D�I�F�T �E�V �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F�
 �M�F�T �D�P�O�U�P�V�S�T �T�F �S�B�Q�Q�S�P�D�I�F�O�U �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �T�P�V�T �M���F���F�U �E�F �M���B�U�U�S�B�D�U�J�P�O �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �D�P�N�N�F
�O�P�V�T �M���B�W�J�P�O�T �D�B�M�D�V�M�Ï �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������� �&�O���O�
 �P�O �Q�F�V�U �P�C�T�F�S�W�F�S �V�O �B�V�U�S�F �Q�I�Ï�O�P�N�Ò�O�F�
 �M�B �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O �E�B�O�T �M�F
�M�J�R�V�J�E�F �K�V�T�U�F �B�V���E�F�T�T�V�T �E�V �T�V�C�T�U�S�B�U �<�������> �� �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �P�T�D�J�M�M�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �B�V �T�V�C�T�U�S�B�U�� �1�P�V�S �Ï�W�J�U�F�S
�E�F�T �J�O�U�F�S�G�Ï�S�F�O�D�F�T �B�W�F�D �D�F�U �F���F�U�
 �O�P�V�T �J�H�O�P�S�F�S�P�O�T �D�F�U�U�F �Q�B�S�U�J�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F�� �-�B �N�F�T�V�S�F �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U
�E�P�O�D �F���F�D�U�V�Ï�F �T�V�S �M�B �Q�B�S�U�J�F �F�Y�U�F�S�O�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �� �P�O �F���F�D�U�V�F �M���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �Q�B�S �E�F�T �D�F�S�D�M�F�T �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U�
 �F�U �P�O �F�Y�U�S�B�Q�P�M�F �K�V�T�R�V���B�V �T�V�C�T�U�S�B�U �Q�P�V�S �U�S�P�V�W�F�S �M�F �S�B�Z�P�OR �F�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U� ��

�5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �R�V�F�M �J�T�P�D�P�O�U�P�V�S �D�I�P�J�T�J�S � �0�O �W�P�J�U �F�O �F���F�U �R�V�F �M�F �D�I�P�J�Y �E�F �D�F�U �J�T�P�D�P�O�U�P�V�S �J�O���V�F �E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U
�T�V�S �M�B �W�B�M�F�V�S �E�FR �F�U �E�F� �D�B�S �M���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�S �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �Ð�U�S�F �O�Ï�H�M�J�H�Ï�F�� �0�O �Q�F�V�U �F�Y�B�N�J�O�F�S �E�F �Q�M�V�T
�Q�S�Ò�T �M�F �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�B �W�B�M�F�V�S �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �M�F �M�P�O�H �E���V�O �S�B�Z�P�O �E�F �D�F�O�U�S�FC�
 �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S
�M�B�'�J�H�V�S�F �������	�C�
�� �$�F �Q�S�P���M�
 �Q�P�V�S �V�O�F �E�J�S�F�D�U�J�P�O �E�P�O�O�Ï�F �M�P�J�O �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �B�K�V�T�U�Ï �Q�B�S �V�O�F
�G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �U�Z�Q�F �U�B�O�H�F�O�U�F �I�Z�Q�F�S�C�P�M�J�R�V�F �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M���B�W�J�P�O�T �W�V �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������
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�$�F�U �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �F�T�U �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U �E�F �M���F�O�E�S�P�J�U �P�á �J�M �F�T�U �Q�S�J�T�
 �D�F �R�V�J �Q�S�P�V�W�F �R�V�F �M�F �Q�S�P���M �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�T�U �J�O�E�Ï��
�Q�F�O�E�B�O�U �E�F �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F��R0 �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �E�P�O�D �M�F �S�B�Z�P�O �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �(�J�C�C�T �Q�P�V�S� � = ���
���
 �F�U
w �M�B �M�B�S�H�F�V�S �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �E�F �R�V�F�M�R�V�F�T �U�B�J�M�M�F�T� �� �*�M �T�F �U�S�P�V�W�F �R�V�F �D���F�T�U �C�J�F�O �D�F �Q�S�P���M �Q�P�V�S �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O��
�E�S�J�R�V�F�T �R�V�J �W�Ï�S�J���F �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�
 �F�U �O�F �N�P�O�U�S�F �Q�B�T �E�F �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �F�OR�� �$�F�M�B �K�V�T�U�J���F �E���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�B �Q�P�T�U�F�S�J�P�S�J
�M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�B �M�B�S�H�F�V�S �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�N�N�F�O�U �E�F �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �F�U �R�V�F
�M���I�Z�Q�P�U�I�Ò�T�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �J�O���O�J�N�F�O�U ���O�F �V�U�J�M�J�T�Ï�F �E�B�O�T �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �F�T�U
�S�B�J�T�P�O�O�B�C�M�F��

�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�J�O�T�J �G�B�D�J�M�F�N�F�O�U �U�S�B�O�T�G�P�S�N�F�S �M�F�T �J�T�P�D�P�O�U�P�V�S�T �T�F�M�P�O �D�F�U �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U�
 �F�U �G�B�J�S�F �F�O �T�P�S�U�F �R�V���J�M�T
�T�F �S�Ï�E�V�J�T�F�O�U �U�P�V�T �T�V�S �M�B �N�Ð�N�F �D�P�V�S�C�F�
 �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S� � = ���
���
 �D�P�N�N�F �D�F�M�B �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ��������
�0�O �P�C�T�F�S�W�F �U�P�V�K�P�V�S�T �M�F �G�B�J�U �R�V�F �Q�S�P�D�I�F �E�V �T�P�M�J�E�F �D�F�U �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �O���F�T�U �Q�B�T �C�P�O �Ë �D�B�V�T�F �E�F �M�B �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O��
�$���F�T�U �D�F �Q�S�P���M �N�P�Z�F�O�O�Ï �R�V�F �O�P�V�T �V�U�J�M�J�T�P�O�T �Q�P�V�S �N�F�T�V�S�F�S �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�U �M�F �S�B�Z�P�O �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F�
 �F�U �D���F�T�U
�M�B �W�B�S�J�B�O�D�F �E�F �D�F�U�U�F �N�P�Z�F�O�O�F �R�V�J �F�T�U �V�U�J�M�J�T�Ï�F �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F�T �C�B�S�S�F�T �E���F�S�S�F�V�S�T �T�V�S �D�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T��

�&�O���O�
 �J�M �O�P�V�T �G�B�V�U �E�Ï���O�J�S �B�W�F�D �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F �Q�P�V�S �T�B�W�P�J�S �P�á �Q�S�F�O�E�S�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �F�M�M�F �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�P�O�O�Ï�F �E�F �N�B�O�J�Ò�S�F �B�S�C�J�U�S�B�J�S�F �Ë3� /2 �B�V �E�F�T�T�V�T �E�V �D�F�O�U�S�F �E�F �M�B �E�F�S�O�J�Ò�S�F �S�B�O�H�Ï�F
�E�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�F�T �E�F �T�P�M�J�E�F�� �$�F �D�I�P�J�Y �F�T�U �D�S�V�D�J�B�M �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �D�P�N�N�F �O�P�V�T �M�F �W�F�S�S�P�O�T
�D�J���B�Q�S�Ò�T�
 �E�F �M�B �N�Ð�N�F �N�B�O�J�Ò�S�F �R�V�F �M�F �D�I�P�J�Y �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F�� �$�F�T �D�I�P�J�Y �T�F �K�V�T�U�J���F�O�U�B
�Q�P�T�U�F�S�J�P�S�J�Q�B�S �M�F �G�B�J�U �O�P�U�B�N�N�F�O�U �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�F �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F �S�F�T�U�F �C�J�F�O �O�V�M�M�F �D�P�N�N�F �O�P�V�T
�B�M�M�P�O�T �M�F �W�P�J�S��

���������� �5�p�V�X�O�W�D�W�V �� �W�H�Q�V�L�R�Q���G�H���O�L�J�Q�H

�-�B�'�J�H�V�S�F �������	�B�
 �N�P�O�U�S�F �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U� �E�Ï�D�S�J�U �D�J���E�F�T�T�V�T �F�U �M�F �S�B�Z�P�OR �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �Q�P�V�S
�E�J���Ï�S�F�O�U�F�T �U�B�J�M�M�F�T �E�F �H�P�V�U�U�F�� �-���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �Z �F�T�U �B�V�T�T�J �S�F�Q�P�S�U�Ï�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M�B �N�F�T�V�S�F �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F �E�Ï�D�S�J�U�F �D�J��
�E�F�T�T�V�T�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �B�M�P�S�T �R�V�F �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �E�V �D�P�T�J�O�V�T �E�F �M���B�O�H�M�F �D�P�T� �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M���J�O�W�F�S�T�F �E�V �S�B�Z�P�O1/ R
�F�T�U �F�O �F���F�U �M�J�O�Ï�B�J�S�F �Q�P�V�S �M�F�T �H�P�V�U�U�F�T �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�T �B�M�P�S�T �R�V�F �M�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T �O���P�O�U �Q�B�T �E�F �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F
�F�O1/ R�� �/�P�U�P�O�T �R�V�F �M�B �O�P�O���E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �E�F�T �B�O�H�M�F�T �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�F�V�S �U�B�J�M�M�F �K�V�T�U�J���F
�B�V�T�T�J �M�F �D�I�P�J�Y �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �(�J�C�C�T �Q�P�V�S �E�Ï���O�J�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�
 �V�O�F �B�V�U�S�F �T�V�S�G�B�D�F �B�V�S�B�J�U �D�S�Ï�Ï �V�O�F �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F
�Q�V�J�T�R�V�F �D�F�M�B �B�V�S�B�J�U �D�I�B�O�H�Ï �M�F �S�B�Z�P�O �F�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �B�Q�Q�B�S�F�O�U�T�� �-�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �T�P�O�U �F�O�T�V�J�U�F �B�K�V�T�U�Ï�F�T �Q�B�S
�V�O�F �E�S�P�J�U�F �E���B�Q�S�Ò�T �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �	�������
�� �-�B �Q�F�O�U�F �Q�P�T�J�U�J�W�F �E�F �D�F�U�U�F �E�S�P�J�U�F �O�P�V�T �J�O�E�J�R�V�F �R�V�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O
�E�F �M�J�H�O�F` �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�W�F�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �D�P�I�Ï�S�F�O�U �B�W�F�D �V�O�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �O�Ï�H�B�U�J�W�F �E���B�Q�S�Ò�T �T�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �	���������
��
�1�P�V�S �V�O �B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H� Y = ������°�
 �P�O �U�S�P�V�W�F �B�M�P�S�T �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F` = ( ���
����� ���
����) � ��

�&�O�T�V�J�U�F�
 �Q�P�V�S �N�P�E�J���F�S �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�
 �P�O �N�P�E�J���F �M�F �S�B�Q�Q�P�S�U� LS / � LL �
 �F�U �P�O �N�F�T�V�S�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U
�F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�V �S�B�Z�P�O �Q�P�V�S �F�O �U�J�S�F�S` �Q�P�V�S �D�I�B�R�V�F �B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �E�P�O�O�Ï�� �2�V�F�M�R�V�F �T�P�J�U� Y �
 �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �‹ �� �/�.�;�<�4�<�B�A�A�2�@

�U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �S�F�T�U�F �Q�P�T�J�U�J�W�F�
 �F�U �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F� �� �4�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������	�C�
�� �0�O
�P�C�T�F�S�W�F �R�V�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�J�N�J�O�V�F �M�P�S�T�R�V�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �B�V�H�N�F�O�U�F�� �-���F���F�U �E�F �U�F�O�T�J�P�O
�E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �E�P�O�D �Q�M�V�T �H�S�B�O�E �M�P�S�T�R�V�F �M���B�O�H�M�F �E�V �D�P�J�O �G�P�S�N�Ï �Q�B�S �M�F �M�J�R�V�J�E�F �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �Q�M�V�T �B�J�H�V��

�'�6�4�B�?�2������ �	�B�
 �D�P�T� �W�T�R � 1 �Q�P�V�S �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T �	�D�F�S�D�M�F�T �C�M�B�O�D�T�
 �F�U �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�T �	�D�F�S�D�M�F�T �O�P�J�S�T�

�E�P�O�U �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �N�F�T�V�S�Ï �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�N�N�F�O�U �F�T�U �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �D�P�T� Y = �����
������ �	�E�J�B�N�B�O�U �F�O� / R = 0 �

�J���F��� Y � ������°�� �-�F�T �M�J�H�O�F�T �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �T�P�O�U �E�F�T �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U�T �M�J�O�Ï�B�J�S�F�T �E�F�T �Q�P�J�O�U�T �� �F�O �S�P�V�H�F �Q�P�V�S �M�F�T
�H�P�V�U�U�F�T �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�T �F�U �F�O �W�F�S�U �Q�P�V�S �M�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T�� �-�B �Q�F�O�U�F �E�F �M���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�T
�S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F` �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�� �	�C�
 �-�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F`
�D�B�M�D�V�M�Ï�F �Q�P�V�S �M�F�T �H�P�V�U�U�F�T �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�T �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�
 �U�F�M�M�F�T �R�V�F �D�B�M�D�V�M�Ï�F�T �E�B�O�T �	�B�
 �Q�B�S �M�B
�N�F�T�V�S�F �E�F �M�B �Q�F�O�U�F �E�F �M���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U�� �-�F �Q�P�J�O�U �S�P�V�H�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �B�V�Y �E�P�O�O�Ï�F�T �E�F �	�B�
�� �-�F�T �B�O�H�M�F�T �J�O�G�Ï�S�J�F�V�S�T �Ë
���� ° �T�P�O�U �E�J���D�J�M�F�T �Ë �P�C�U�F�O�J�S �D�B�S �M�F�T �F���F�U�T �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O �E�F�W�J�F�O�O�F�O�U �J�N�Q�P�S�U�B�O�U�T�
 �F�U �M�F�T �B�O�H�M�F�T �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S�T �Ë
������° �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F�O�U �E�F�T �U�F�N�Q�T �E�F �D�B�M�D�V�M �E�Ï�S�B�J�T�P�O�O�B�C�M�F�N�F�O�U �M�P�O�H�T��

������ �1�D�Q�R�J�R�X�W�W�H�V���H�Q���'�)�7 �V�L�P�S�O�L�þ�p�H

�/�P�V�T �O�P�V�T �J�O�U�Ï�S�F�T�T�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �Ë �D�F �R�V�F �O�P�V�T �E�P�O�O�F�S�B�J�U �M�F �N�P�E�Ò�M�F �T�J�N�Q�M�J���Ï �E�F �%�'�5 �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �B�V�D�I�B�Q�J�U�S�F ���� �6�O�F �G�P�J�T �E�F �Q�M�V�T�
 �M�B �T�U�S�B�U�Ï�H�J�F �D�P�O�T�J�T�U�F �Ë �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �G�P�S�N�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F
�E�F �H�P�V�U�U�F�T �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T �F�U �E�F �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T�
 �F�U �E���Ï�U�V�E�J�F�S �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�O
�G�P�O�D�U�J�P�O �E�V �S�B�Z�P�O �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�� �1�P�V�S �P�C�U�F�O�J�S �M�B �G�P�S�N�F �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�

�O�P�V�T �D�I�P�J�T�J�T�T�P�O�T �E���F���F�D�U�V�F�S �V�O �D�B�M�D�V�M �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F �O�P�O���M�P�D�B�M �D�P�N�Q�M�F�U �Q�P�V�S �U�F�O�J�S �D�P�N�Q�U�F �E�F�T �F���F�U�T ���O�T �E�F
�H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �E�B�O�T �M�F�T�R�V�F�M�T �S�Ï�T�J�E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F��

���������� �3�U�L�Q�F�L�S�H

�$�P�N�N�F�O�Î�P�O�T �Q�B�S �S�B�Q�Q�F�M�F�S �T�V�D�D�J�O�U�F�N�F�O�U �M�F �Q�S�J�O�D�J�Q�F �E�V �D�B�M�D�V�M �E�B�O�T �O�P�U�S�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F�
 �R�V�F
�O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�W�F�M�P�Q�Q�Ï �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U�� �*�M �T���B�H�J�U �E�F �N�J�O�J�N�J�T�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �-���Ï�U�B�U �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �F�T�U
�D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�Ï �Q�B�S �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�P�O�T�U�B�O�U �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �$�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �F�T�U �E�Ï���O�J �Q�B�S ��

� SL (�S� ) + � LL (�S� ) = cste ; �	���������




������ �/�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �F�O �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F ������

�P�á�S� �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �V�O�F �Q�P�T�J�U�J�P�O �T�V�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �&�U �P�O �S�B�Q�Q�F�M�M�F �R�V�F �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �T�P�O�U �E�Ï���O�J�T �E�F �M�B �N�B�O�J�Ò�S�F
�T�V�J�W�B�O�U�F ��

� LL (�S) = � 2
L

Z

L
�E�S0' LL (j�S� �S0j) ; �	���������


� SL (�S) = � L � S

Z

S
�E�S0' LS (j�S� �S0j) : �	���������


�1�P�V�S �M�F �D�B�M�D�V�M �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �T�Q�Ï�D�J���F�S �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �J�O�U�F�S�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �R�V�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �U�F�T�U�F�S�� �&�O
�Q�S�F�O�B�O�U �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F�
 �P�O �B �D�I�P�J�T�J �E�F �Q�S�F�O�E�S�F �	�T�F�D�U�J�P�O �������
 ��

' �� (r ) =
� c��

(� 2 + r 2)3 : �	���������


c�� �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �E�F� �F�U �V�O�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F �E�F� ��� �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �V�O�F
�U�B�J�M�M�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �T�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F �B�H�J�U�� �$�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�P�T�T�Ò�E�F �C�J�F�O �V�O
�D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F �U�Z�Q�F �7�B�O �E�F�S �8�B�B�M�T �Q�P�V�Sr � � �� �&�O���O�
 �P�O �Q�F�V�U �S�F�M�J�F�ScLL �F�UcLS �B�V�Y �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�H�S�É�D�F �B�V�Y �S�F�M�B�U�J�P�O�T �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F�T �E�Ï�U�B�J�M�M�Ï�F�T �B�V�Y �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	�����������
 �F�U �	�����������
��

�&�O�T�V�J�U�F�
 �O�P�V�T �D�I�P�J�T�J�T�T�P�O�T �V�O�F �G�P�S�N�F �U�F�T�U �J�O�J�U�J�B�M�F �	�V�O�F �D�B�M�P�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�
�
 �F�U �O�P�V�T �D�B�M�D�V�M�P�O�T �Q�P�V�S �D�F�U�U�F
�G�P�S�N�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�F �M�P�O�H �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F�� �/�P�V�T �F���F�D�U�V�P�O�T �B�M�P�S�T �E�F�T �N�P�E�J���D�B�U�J�P�O�T �E�F �M�B �G�P�S�N�F �E�F �T�P�S�U�F �R�V���B�V
�Q�S�P�D�I�B�J�O �U�F�T�U �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�P�J�U �Q�M�V�T �j �Q�M�B�U �x �R�V���B�V �U�P�V�S �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�
 �G�B�J�T�B�O�U �B�J�O�T�J �D�P�O�W�F�S�H�F�S �M�B �G�P�S�N�F �W�F�S�T �M�B
�G�P�S�N�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�P�O�D �S�Ï�B�M�J�T�F�S �D�F�T �D�B�M�D�V�M�T �Q�P�V�S �M�F�T �E�F�V�Y �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�T �E�F �H�P�V�U�U�F�T �� �J�O�W�B�S�J�B�O�U�F �Q�B�S
�U�S�B�O�T�M�B�U�J�P�O �F�U �J�O�W�B�S�J�B�O�U�F �Q�B�S �S�P�U�B�U�J�P�O��

�&�R�Q�þ�J�X�U�D�W�L�R�Q���Q�X�P�p�U�L�T�X�H

�%�B�O�T �M���P�C�K�F�D�U�J�G �E�F �S�Ï�B�M�J�T�F�S �M���Ï�U�V�E�F �E�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�U
�E�F �D�P�N�Q�B�S�F�S �B�W�F�D �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �O�P�V�T �Ï�U�V�E�J�P�O�T �M�B �G�P�S�N�F �E�F �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �E���B�O�H�M�F�T
�D�P�N�Q�S�J�T �F�O�U�S�F �� �F�U ������°�� �1�P�V�S �D�F�M�B�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �Q�B�S�B�N�Ï�U�S�J�T�F�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �F�O �D�P�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F�T �Q�P�M�B�J�S�F�Tr (� )�

�E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�F�T �T�J�U�V�B�U�J�P�O�T �E���B�O�H�M�F� > ���� ° �T�P�J�U �B�J�T�Ï�N�F�O�U �U�S�B�W�F�S�T�Ï�F�T�� �%�F �Q�M�V�T�
 �O�P�V�T �T�V�Q�Q�P�T�P�O�T �V�O�F �T�Z�N�Ï�U�S�J�F
�Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M�B �O�P�S�N�B�M�F �B�V �T�V�C�T�U�S�B�U �T�P�M�J�E�F�
 �E�P�O�D �O�P�V�T �O���B�W�P�O�T �Ë �E�Ï���O�J�S �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �R�V���F�O�U�S�F� = 0 �F�U� /2 �

� �Ï�U�B�O�U �E�Ï���O�J �D�P�N�N�F �M���B�O�H�M�F �R�V�F �G�B�J�U �V�O �Q�P�J�O�U �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �S�F�M�J�Ï �B�V �D�F�O�U�S�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �B�W�F�D �M�F �T�V�C�T�U�S�B�U
�T�P�M�J�E�F�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O �D�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F�T �Q�P�M�B�J�S�F�T �Ï�U�B�O�U �U�S�Ò�T �D�P�N�Q�M�F�Y�F�T �	�J�M �G�B�V�E�S�B�J�U �D�B�M�D�V��
�M�F�S �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �Q�P�S�U�J�P�O�T �E�F �D�Ù�O�F�T �F�O �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F �P�V �Q�P�S�U�J�P�O�T �E���B�O�H�M�F�T �F�O �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�
�
 �O�P�V�T
�D�B�M�D�V�M�P�O�T �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O �D�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F�T �D�B�S�U�Ï�T�J�F�O�O�F�T�� �/�P�V�T �F�Y�Q�S�J�N�P�O�T �E�P�O�D �M���Ï�W�P�M�V�U�J�P�O �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �F�O
�Q�P�M�B�J�S�F�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �T���F���F�D�U�V�F�O�U �Q�B�S �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�F �W�B�S�J�B�C�M�F �F�O �D�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F�T �D�B�S�U�Ï��
�T�J�F�O�O�F�T�� �$�F�M�B �Q�F�V�U �J�O�E�V�J�S�F �E�F �Q�F�U�J�U�F�T �F�S�S�F�V�S�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�T �E�F �D�B�M�D�V�M�T�
 �N�B�J�T �M���J�N�Q�P�S�U�B�O�U �F�T�U �E�F �D�P�O�W�F�S�H�F�S �W�F�S�T
�V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�P�O�T�U�B�O�U �R�V�F�M�M�F �R�V�F �T�P�J�U �T�B �Q�B�S�B�N�Ï�U�S�J�T�B�U�J�P�O�� �0�O �E�Ï���O�J�U �B�M�P�S�TN > 1 �W�B�M�F�V�S�T� i �
 �D�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F�T
�R�V�J �E�Ï���O�J�T�T�F�O�U �M�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�T �E�F�T �Q�P�J�O�U�T �E�F �D�B�M�D�V�M �F�O�U�S�F �� �F�U� /2 �
 �F�O �N�F�U�U�B�O�U �Q�M�V�T �E�F �Q�P�J�O�U�T �Ë �Q�S�P�Y�J�N�J�U�Ï �E�F
�M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Q�P�V�S� i � 0��r i �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�F �S�B�Z�P�O �Q�P�M�B�J�S�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�P�V�S �M���B�O�H�M�F� i �
 �F�U �D���F�T�U �D�F
�R�V�F �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �E�Ï�Q�M�B�D�F�S �Q�P�V�S �U�S�P�V�W�F�S �M�B �G�P�S�N�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�� �&�O���O�
 �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �V�U�J�M�J�T�F�S �J�O�E�J���Ï�S�F�N�N�F�O�U �M�B
�Q�B�S�B�N�Ï�U�S�J�T�B�U�J�P�O(x i = r i �D�P�T� i ; yi = r i �T�J�O� i ) �Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T��

�1�P�V�S �M�B �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�
 �O�P�V�T �E�Ï�D�P�V�Q�P�O�T �M�B �H�P�V�U�U�F �F�O �U�S�B�O�D�I�F�T �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�T �E�F �I�B�V�U�F�V�S� yj

�D�P�N�Q�S�J�T�F�T �F�O�U�S�F� x j �F�Ux j �� �-�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� i �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �M�B �H�P�V�U�U�F �F�U �M�F �T�V�C�T�U�S�B�U �F�T�U �E�P�O�D �E�P�O�O�Ï �Q�B�S ��

� i =
NX

j =0

�
� P B

LL (x i ; x j ; yi � yj ) + � P B
LL (x i ; � x j ; yi � yj )

�
� yj + � LS (yi ) � � LL (0) ; �	���������


�P�á �O�P�V�T �B�W�P�O�T �S�F�U�S�B�O�D�I�Ï� LL (0) �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �T�P�J�U �Q�S�P�D�I�F �E�F ����� P B �F�T�U �M�F �Q�P�U�F�O��
�U�J�F�M �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U �F�U �V�O�F �C�B�O�E�F �J�O���O�J�F �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �V�U�J�M�J�T�Ï �Q�P�V�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�����������
�
 �F�U �R�V�J �F�T�U �E�Ï���O�J �Ë
�M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�%�������
��
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�1�P�V�S �M�B �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �D�B�M�D�V�M�F�S �B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F�N�F�O�U �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U
�Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fx i �E�F �M���B�Y�F �E�F �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �F�U �V�O �E�J�T�R�V�F �E�F �S�B�Z�P�Ox j �
 �O�P�U�Ï�F� P P (x i ; x j ; yi � yj ) �	�B�W�F�D �V�O �j �1 �x
�D�P�N�N�F �Q�P�V�S �j �1�B�M�F�U �x�
 �P�O �B �E�Ï�K�Ë �V�U�J�M�J�T�Ï �M�F �j �% �x �Q�P�V�S �j �%�J�Ò�E�S�F �x �� �� ���
�� �$�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O
�	�%�������
 �F�O �B�O�O�F�Y�F�� �"�M�P�S�T�
 �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�F �D�B�M�D�V�M�F �E�F �M�B �G�B�Î�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F ��

� i =
NX

j =0

� P P
LL (x i ; x j ; yi � yj )� yj + � LS (yi ) � � LL (0) : �	���������


�$�O�J�R�U�L�W�K�P�H

�6�O�F �G�P�J�T �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �Ë �Q�B�S�U�J�S �E�F �M�B �G�P�S�N�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �Q�S�P�Q�P�T�F�S �V�O �Q�B�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F �Q�P�V�S �M���J�O�U�F�S��
�G�B�D�F�
 �E�V �U�Z�Q�F ��

r t+1
i = r t

i � � (� t
i � h � t i ) ; �	���������


�E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M���P�O �E�Ï�Q�M�B�D�F �E�F �M�B �N�B�U�J�Ò�S�F �E�F�T �S�B�Z�P�O�T �E�F �I�B�V�U �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �W�F�S�T �M�F�T �S�B�Z�P�O�T �E�F �Q�M�V�T �C�B�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�� �&�O
���O �E�F �D�P�N�Q�U�F�
 �M�P�S�T�R�V�F �M�B �G�P�S�N�F �T�F �S�B�Q�Q�S�P�D�I�F �E���V�O�F �G�P�S�N�F �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�P�O�T�U�B�O�U�
 �M�B �G�P�S�N�F �O���Ï�W�P�M�V�F �Q�M�V�T�� �0�S�

�D�F�U�U�F �U�S�B�O�T�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�P�J�U �D�P�O�T�F�S�W�F�S �M�F �W�P�M�V�N�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F�� �&�O �G�B�J�T�B�O�U �M�F �N�P�V�W�F�N�F�O�U �T�V�J�W�B�O�U ��

r t+1
i = r t

i � � (� t
i � h � t i � � ) ; �	���������


�B�M�P�S�T �M�B �D�P�O�T�F�S�W�B�U�J�P�O �E�V �W�P�M�V�N�F �Q�P�V�S �V�O�F �H�P�V�U�U�F �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F �F�T�U �W�Ï�S�J���Ï�F �Ë �M�B �D�P�O�E�J�U�J�P�O �R�V�F ��
X

i

�
(r t+1

i )2 � (r t
i )

2�
� � i = 0 ; �	���������


�D�F �R�V�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F� �B�J�T�Ï�N�F�O�U �M�P�S�T�R�V�F� �F�T�U �T�V���T�B�N�N�F�O�U �Q�F�U�J�U ��

� =

P
i r i

�
� t

i � h � t i
�

� � iP
i r i � � i

: �	���������


�6�O�F �B�V�U�S�F �D�P�O�E�J�U�J�P�O �F�T�U �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �Q�P�V�S �V�O�F �H�P�V�U�U�F �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F��
�-�B �U�S�B�O�T�G�P�S�N�B�U�J�P�O �Q�S�P�Q�P�T�Ï�F �T�F �U�S�P�V�W�F �Ð�U�S�F �H�M�P�C�B�M�F�N�F�O�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F �Ë �T�F �E�Ï�Q�M�B�D�F�S �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �E�V

�H�S�B�E�J�F�O�U �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�� �&�O �F���F�U�
 �P�O �Q�F�V�U �N�P�O�U�S�F�S �R�V�F �Q�P�V�S �V�O�F �E�J�T�D�S�Ï�U�J�T�B�U�J�P�O �F�O� i �
 �M�B �E�Ï�S�J�W�Ï�F �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F
�M�J�C�S�F �T�F�M�P�Or i �T���Ï�D�S�J�U ��

@F
@ri

= � i r i � � i ; �	���������


�P�á� � i �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�F �E�Ï�D�P�V�Q�B�H�F �F�O �Q�P�M�B�J�S�F ��� � i = � i +1 � � i �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �Q�P�V�S �V�O �E�Ï�D�P�V�Q�B�H�F �S�F�D�U�B�O�H�V��
�M�B�J�S�F�
 �N�B�J�T �P�O �Q�F�V�U �Q�S�F�O�E�S�F �B�V�T�T�J �Ë �M���P�S�E�S�F �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S �V�O �E�Ï�D�P�V�Q�B�H�F �U�S�B�Q�Ï�[�P�Õ�E�B�M �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F�� �1�P�V�S �S�F�U�S�P�V�W�F�S
�M�F �N�P�V�W�F�N�F�O�U �	���������
�
 �O�P�V�T �G�B�J�T�P�O�T �E�P�O�D �E���V�O�F �Q�B�S�U �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �R�V�F �M���Ï�W�B�M�V�B�U�J�P�O �E�F� i �F�T�U �J�E�F�O�U�J�R�V�F
�R�V�F �M���P�O �E�J�T�D�S�Ï�U�J�T�F �F�O �Q�P�M�B�J�S�F �P�V �F�O �U�S�B�O�D�I�F�T �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�T�
 �F�U �E���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �O�P�V�T �N�F�U�U�P�O�T �W�P�M�P�O�U�B�J�S�F�N�F�O�U �E�F
�D�Ù�U�Ï �M�F �G�B�D�U�F�V�Sr i �D�B�S �D�F�M�V�J���D�J �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �B�N�F�O�Ï �Ë �E�J�W�F�S�H�F�S �Ë �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �D�F �R�V�J �E�P�O�O�F�S�B�J�U �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F��
�N�F�O�U �U�S�P�Q �E�F �Q�P�J�E�T �Ë �D�F�T �Q�P�J�O�U�T �F�U �G�F�S�B�J�U �E�J�W�F�S�H�F�S �M���B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�� �$�F�M�B �K�V�T�U�J���F �B�V�T�T�J �M�F �T�J�H�O�F �V�U�J�M�J�T�Ï�
 �Q�V�J�T�R�V�F
�M���P�O �T�F �E�Ï�Q�M�B�D�F �C�J�F�O �W�F�S�T �M�F �N�J�O�J�N�V�N �T�F�M�P�O �V�O �H�S�B�E�J�F�O�U �O�Ï�H�B�U�J�G�� �&�O���O�
 �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F� �K�P�V�F �C�J�F�O �M�F �S�Ù�M�F �E���V�O
�N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�F�V�S �E�F �-�B�H�S�B�O�H�F��

�0�O �Q�F�V�U �F�O�T�V�J�U�F �G�B�J�S�F �R�V�F�M�R�V�F�T �S�B���O�F�N�F�O�U�T �T�V�S �M���B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �F�O �E�Ï�U�F�S�N�J�O�B�O�U �Ë �D�I�B�R�V�F �U�P�V�S �M�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F
� �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�B �W�B�S�J�B�O�D�F �T�P�J�U �N�J�O�J�N�J�T�Ï�F �T�F�M�P�O �V�O�F �j �E�J�S�F�D�U�J�P�O �x �E�F �H�S�B�E�J�F�O�U �E�P�O�O�Ï�F�� �0�O �Q�F�V�U �B�V�T�T�J �B�E�B�Q�U�F�S
�E�F�T �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T �E�F �S�F�D�I�F�S�D�I�F �E�F �N�J�O�J�N�V�N �Q�M�V�T �T�P�Q�I�J�T�U�J�R�V�Ï�T �E�F �U�Z�Q�F �j �N�Ï�U�I�P�E�F �E�F�T �H�S�B�E�J�F�O�U�T �D�P�O�K�V�H�V�Ï�T �x
�<�����> �R�V�J �D�P�N�C�J�O�F �M�F�T �E�F�V�Y �E�F�S�O�J�Ò�S�F�T �E�J�S�F�D�U�J�P�O�T �E�F �N�J�O�J�N�J�T�B�U�J�P�O �Q�P�V�S �U�S�P�V�W�F�S �V�O�F �E�J�S�F�D�U�J�P�O �Q�M�V�T �Q�S�P�C�B�C�M�F
�F�U �E�P�O�D �Q�M�V�T �S�B�Q�J�E�F �W�F�S�T �M�B�R�V�F�M�M�F �T�F �U�S�P�V�W�F �M�F �N�J�O�J�N�V�N �M�P�D�B�M �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F�� �&�O���O�
 �J�M �T���F�T�U �U�S�P�V�W�Ï �R�V�F �M�F �D�S�J�U�Ò�S�F
�E�F �N�J�O�J�N�J�T�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �O���Ï�U�B�J�U �Q�B�T �M�F �Q�M�V�T ���B�C�M�F �Q�P�V�S �E�F�T �S�B�J�T�P�O�T �E���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�T�
 �O�P�V�T
�B�W�P�O�T �E�P�O�D �S�F�U�F�O�V �M�F �D�S�J�U�Ò�S�F �E�F �N�J�O�J�N�J�T�B�U�J�P�O �E�F �M�B �W�B�S�J�B�O�D�F �E�F� i �Q�P�V�S �G�B�J�S�F �D�P�O�W�F�S�H�F�S �M�B �G�P�S�N�F �W�F�S�T �V�O�F
�G�P�S�N�F �E�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�P�O�T�U�B�O�U �F�U �E�P�O�D �E�F �W�B�S�J�B�O�D�F �O�V�M�M�F��
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 �'�P�S�N�F �E���V�O�F �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F �D�B�M�D�V�M�Ï�F �Q�B�S �M�B �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F�� �-�B �H�P�V�U�U�F �F�T�U �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�
 �F�U
�Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U� = ������° �B�J�O�T�J �R�V���V�O �S�B�Z�P�OR = ���
��� �� �-���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�T�U �J�N�Q�P�T�Ï �Ë ������°�
 �F�U
�P�O �Q�F�V�U �D�P�N�Q�B�S�F�S �D�F�U�U�F �G�P�S�N�F �B�W�F�D �M�B �H�P�V�U�U�F �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �R�V�J �F�T�U �V�O�F �D�B�M�P�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F �E�F �N�Ð�N�F �W�P�M�V�N�F
�F�U �E���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Ï�H�B�M �Ë �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�� �$�F�U�U�F �H�P�V�U�U�F �F�T�U �B�Q�M�B�U�J�F �T�P�V�T �M���F���F�U �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�� �	�C�

�1�P�U�F�O�U�J�F�M�T �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �Q�P�M�B�J�S�F� �� �&�O �P�S�B�O�H�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�

�F�O �C�M�F�V �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �F�O �S�P�V�H�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�P�U�B�M �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �	���������
�� �&�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï ���H�V�S�F �M�F
�Q�P�U�F�O�U�J�F�M �U�P�U�B�M �Q�P�V�S �M�B �D�B�M�P�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F �E�F �N�Ð�N�F �W�P�M�V�N�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �F�O �	�B�
�� �0�O �D�P�O�T�U�B�U�F �R�V�F �M�B �H�P�V�U�U�F
�F�O �	�B�
 �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �D�P�O�T�U�B�O�U�
 �D���F�T�U �C�J�F�O �M�B �G�P�S�N�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�� �-�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M�B
�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �F�U �W�B�V�U2� / R� �M�P�S�T�R�V�F �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �O�V�M �B�V �T�P�N�N�F�U�� �0�O �W�P�J�U �J�D�J �R�V�F
�M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �B�V �T�P�N�N�F�U �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �B �M�Ï�H�Ò�S�F�N�F�O�U �C�B�J�T�T�Ï �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M�B �D�B�M�P�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F �D�B�S �Ë �W�P�M�V�N�F
�D�P�O�T�U�B�O�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �B�Q�Q�B�S�F�O�U �B �C�B�J�T�T�Ï�
 �D�F �R�V�J �B �G�B�J�U �B�V�H�N�F�O�U�F�S �M�F �S�B�Z�P�O �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F��
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�"�Q�S�Ò�T �U�Z�Q�J�R�V�F�N�F�O�U �V�O �N�J�M�M�J�F�S �E�F �Q�B�T�
 �P�O �P�C�U�J�F�O�U �B�M�P�S�T �M�B �G�P�S�N�F �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F �Q�P�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F�( � )
�F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U �Ë �M�B �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�� �-�B �G�P�S�N�F �E���V�O�F �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B
�'�J�H�V�S�F �������	�B�
 �Q�P�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �M�F �M�P�O�H �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �T�P�O�U �S�F�Q�S�Ï��
�T�F�O�U�Ï�T �F�O �	�C�
�� �0�O �Q�F�V�U �D�P�N�Q�B�S�F�S �D�F�U�U�F �G�P�S�N�F �B�W�F�D �M�B �H�P�V�U�U�F �E�F �N�Ð�N�F �U�B�J�M�M�F �F�U �E���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �Ï�H�B�M �Ë
�M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �S�B�Q�Q�F�M�Ï �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �T�V�S �D�F�U�U�F ���H�V�S�F�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �B�M�P�S�T �R�V�F �M�B �H�P�V�U�U�F �T���F�T�U �B�Q�M�B��
�U�J�F �� �M�F �S�B�Z�P�O �B�V �T�P�M �T���F�T�U �B�H�S�B�O�E�J �F�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �E�F�W�F�O�V �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�� �-���F���F�U �J�D�J �F�T�U �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�Ò�S�F�N�F�O�U
�N�B�S�R�V�B�O�U �D�B�S �M�B �H�P�V�U�U�F �F�T�U �Q�F�U�J�U�F�
 �F�U �R�V���F�M�M�F �F�T�U �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�� �&�O �F���F�U�
 �Q�P�V�S �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �Q�M�V�T �H�S�B�O�E�F�T�
 �M�B
�E�Ï�W�J�B�U�J�P�O �Ë �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�T�U �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�F�
 �F�U �Q�P�V�S �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T�
 �M���F���F�U �F�T�U �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�� �-�F �Q�P�U�F�O��
�U�J�F�M ���O�B�M �F�T�U �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F �O�P�O �O�V�M�M�F�
 �F�O �F���F�U�
 �J�M �S�F�T�U�F �M���F���F�U �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �B�J�O�T�J
�R�V���V�O�F �Ï�W�F�O�U�V�F�M�M�F �J�O���V�F�O�D�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �B�V �T�P�N�N�F�U �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F�
 �F�U �P�O �U�S�P�V�W�F �F�O �F���F�U �R�V�F �M�B
�D�P�O�T�U�B�O�U�F �E�V�F �B�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �Ï�H�B�M�F �Ë2� / R� �
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�	�M�F �G�B�D�U�F�V�S �� �F�T�U �Q�S�Ï�T�F�O�U �E�B�O�T �M�F �D�B�T �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U�
�� �1�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �	� � 0�
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 �F�U �P�O �P�C�U�J�F�O�U �B�M�P�S�T �M�F�T �E�F�V�Y �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �J�N�Q�P�S�U�B�O�U�T �� �M���B�O�H�M�F �E�F
�D�P�O�U�B�D�U �B�J�O�T�J �R�V�F �M�F �S�B�Z�P�O �B�Q�Q�B�S�F�O�U �E�F �M�B �H�P�V�U�U�F�� �1�P�V�S �V�O �B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �E�P�O�O�Ï �Q�B�S �M�F �S�B�Q�Q�P�S�U �F�O�U�S�FcLS �F�U
cLL �<�Q�B�S �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	�����������
 �F�U �	�����������
�>�
 �P�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T �Ï�U�V�E�J�F�S �M���J�O���V�F�O�D�F �E�F �M�B �U�B�J�M�M�F �T�V�S �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U
�D�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �S�B�Q�Q�F�M�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �B�M�P�S�T �R�V�F �Q�P�V�S �M�F�T �H�P�V�U�U�F�T �B�Y�J�T�Z��
�N�Ï�S�J�R�V�F�T �F�U �Q�P�V�S �M�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T�
 �P�O �P�C�T�F�S�W�F �U�P�V�K�P�V�S�T �V�O�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �O�Ï�H�B�U�J�W�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F
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�'�6�4�B�?�2������ �$�P�T�J�O�V�T �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �B�Q�Q�B�S�F�O�U �D�P�T� �E�F�T �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F
�M���J�O�W�F�S�T�F �E�V �S�B�Z�P�O �B�Q�Q�B�S�F�O�U1/ R�
 �Q�P�V�S �E�F�T �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T �	�S�F�D�U�B�O�H�M�F�T�
 �P�V �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T �	�U�S�J��
�B�O�H�M�F�T�
�� �	�B�
 �1�P�V�S �V�O �B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �E�F� Y = ���� °�� �-�B �Q�F�O�U�F �Ë �M���P�S�J�H�J�O�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O
�E�F �M�J�H�O�F` �E�Ï���O�J�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�� �-�F�T �E�F�V�Y �D�P�V�S�C�F�T �Q�S�Ï�T�F�O�U�F�O�U �M�B �N�Ð�N�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �F�O1/ R2�
 �R�V�J �E�F�W�J�F�O�U
�J�N�Q�P�S�U�B�O�U�F �Q�P�V�S �M�F�T �U�S�Ò�T �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�TR < 5� �� �	�C�
 �4�B�U�V�S�B�U�J�P�O �E�F�T �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T�� �*�D�J �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �M�F �D�P�N��
�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �D�P�T� �W�T� / R �E���V�O�F �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F �Q�P�V�S �V�O �B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H� Y = ���� °�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F
�V�O�F �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �Ë �D�P�T� = 1 �Q�P�V�S �E�F �U�S�Ò�T �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�T�
 �F�U �E�P�O�U �M�F�T �Q�S�P���M�T �T�P�O�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�T �F�O
�J�O�T�F�S�U�
 �F�O �D�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O �B�W�F�D �E�F�T �D�B�M�P�U�U�F�T �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�T �E�F �N�Ð�N�F �W�P�M�V�N�F �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T��

�V�O�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �Q�P�T�J�U�J�W�F �D�B�S �D�P�T� �F�T�U �V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �D�S�P�J�T�T�B�O�U�F �E�F1/ R �	�������
�� �%�F �Q�M�V�T�
 �M�F�T
�E�F�V�Y �D�P�V�S�C�F�T �D�P�Õ�O�D�J�E�F�O�U �Q�P�V�S1/ R = 0 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �M�P�S�T�R�V�F �M�F �S�B�Z�P�O �F�T�U �J�O���O�J�� �-�F �Q�P�J�O�U �E�F �D�P�O�W�F�S�H�F�O�D�F
�D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �D�P�T� = �D�P�T� Y �� �0�O �S�F�U�S�P�V�W�F �E�P�O�D �C�J�F�O �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H �E�B�O�T �M�B �M�J�N�J�U�F �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �N�B�D�S�P�T�D�P��
�Q�J�R�V�F�T�� �&�O�T�V�J�U�F�
 �M�F�T �E�F�V�Y �D�P�V�S�C�F�T �Q�F�V�W�F�O�U �Ð�U�S�F �U�S�Ò�T �C�J�F�O �B�K�V�T�U�Ï�F�T �Q�B�S �E�F�T �Q�B�S�B�C�P�M�F�T�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �B�M�P�S�T �R�V�F
�M���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �Q�P�V�S �M�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T �Q�S�P�E�V�J�U �V�O�F �Q�F�O�U�F �Ë �M���P�S�J�H�J�O�F �O�V�M�M�F�� �%�F �Q�M�V�T�
 �M�F�T �E�F�V�Y �D�P�V�S�C�F�T
�Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �M�B �N�Ð�N�F �D�P�V�S�C�V�S�F�� �-�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�F�N�C�M�F �E�P�O�D �J�O�U�S�P�E�V�J�S�F �V�O�F �D�P�V�S�C�V�S�F�
 �V�O �F���F�U �E�V �T�F��
�D�P�O�E �P�S�E�S�F �F�O1/ R2 �R�V�J �O���Ï�U�B�J�U �Q�B�T �Q�S�Ï�W�V �E�B�O�T �M�B �U�I�Ï�P�S�J�F �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�� �/�P�V�T �D�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �E�P�O�D �D�F�U
�F���F�U �D�P�N�N�F �V�O�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �E�V �T�F�D�P�O�E �P�S�E�S�F�
 �Q�S�P�C�B�C�M�F�N�F�O�U �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F �E�V �N�P�E�Ò�M�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �D�I�P�J�T�J�F�

�N�B�J�T �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F �E�F �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �D�P�N�N�F �P�O �M���P�C�T�F�S�W�F�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �D�F�U�U�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �O���B�Q�Q�B�S�B�Ô�U �T�J�H�O�J���D�B�U�J�W�F��
�N�F�O�U �R�V�F �Q�P�V�S �E�F �U�S�Ò�T �Q�F�U�J�U�F�T �H�P�V�U�U�F�TR < 5� �
 �F�U �O���B �Q�B�T �Ï�U�Ï �S�F�N�B�S�R�V�Ï�F �E�B�O�T �M�F�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F
�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�
 �R�V�J �O�F �Q�F�S�N�F�U�U�F�O�U �Q�B�T �E���P�C�T�F�S�W�F�S �E�F�T �H�P�V�U�U�F�T �B�V�T�T�J �Q�F�U�J�U�F�T �	�B�V �N�J�O�J�N�V�NR = 7 � �
 �F�O �E�F�T�T�P�V�T
�M���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �Q�B�S �M�F�T �D�B�M�P�U�U�F�T �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�T �E�F�W�J�F�O�U �I�B�T�B�S�E�F�V�Y�
�� �'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �M���F���F�U �Q�S�J�O�D�J�Q�B�M �F�T�U
�N�F�T�V�S�Ï �Q�B�S �M�B �Q�F�O�U�F �E�F �M�B �D�P�V�S�C�F �E�F�T �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T �M�P�S�T�R�V�F1/ R ! 0 �F�U �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M�B
�M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F` ��

�&�O���O�
 �M���F���F�U �F�T�U �M�J�N�J�U�Ï �Q�B�S �M�B �T�B�U�V�S�B�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�P�S�T�R�V�F �D�P�T� Y � 1�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F
�G�B�J�U �T�B�U�V�S�F�S �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �B�Q�Q�B�S�F�O�U�
 �F�U �N�Ò�O�F �Ë �E�F�T �T�J�U�V�B�U�J�P�O �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F �U�P�U�B�M �P�á� � 0�� �$�F�D�J �F�T�U �J�M�M�V�T�U�S�Ï
�T�V�S �M�B�������	�C�
�� �1�P�V�S �E�F �U�F�M�M�F�T �H�P�V�U�U�F�T�
 �M���F���F�U �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �U�S�Ò�T �Q�F�U�J�U�
 �F�U �M���P�O �P�C�T�F�S�W�F �Q�S�J�O�D�J�Q�B�M�F�N�F�O�U
�V�O�F �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F��

���������� �5�p�V�X�O�W�D�W�V

�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �G�B�J�S�F �V�O�F �D�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O �F�O�U�S�F �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �F�U �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �P�C�U�F�O�V�T �Q�B�S �M�B
�E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������� �1�P�V�S �M�B �%�'�5�
 �M�B �N�F�T�V�S�F �E�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S` �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �B �Ï�U�Ï
�S�Ï�B�M�J�T�Ï�F �Q�P�V�S �E�J���Ï�S�F�O�U�T �B�O�H�M�F�T �E���:�P�V�O�H�
 �F�U �T�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B
�'�J�H�V�S�F �������� �/�P�V�T �S�B�Q�Q�F�M�P�O�T �T�V�S �D�F�U�U�F �N�Ð�N�F ���H�V�S�F �M�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �E�F �M�B�'�J�H�V�S�F �������	�C�
�� �-�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �E�F �%�'�5 �T�P�O�U
�M�Ï�H�Ò�S�F�N�F�O�U �C�S�V�J�U�Ï�T�
 �O�P�U�B�N�N�F�O�U �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F� Y ! 0 �D�B�S �D�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F �S�Ï�T�V�M�U�F �E�F �M���F�Y�U�S�B�D�U�J�P�O �F�O �D�I�B�Ô�O�F �E�F
�E�P�O�O�Ï�F�T �� �P�O �N�F�T�V�S�F �M���Ï�D�B�S�U �Ë �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �Q�P�V�S �D�I�B�R�V�F �Q�P�J�O�U �T�V�S �E�F�T �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �T�V���T�B�N�N�F�O�U �Q�F�U�J�U�F�T



������ �*�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F ������

�Q�P�V�S �W�P�J�S �V�O �F���F�U�
 �N�B�J�T �T�V���T�B�N�N�F�O�U �H�S�B�O�E�F�T �Q�P�V�S �R�V�F �M���F���F�U �D�P�S�S�F�D�U�J�G �F�O1/ R2 �O�F �T�P�J�U �Q�B�T �H�Ð�O�B�O�U�� �%�F �Q�M�V�T�

�P�O �B �W�V �R�V�F �D���F�T�U �Q�P�V�S �M�F�T �Q�F�U�J�U�T �B�O�H�M�F�T �R�V���J�M �Z �B �V�O�F �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �E�F �N�P�V�J�M�M�B�H�F��

�'�6�4�B�?�2������ �$�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O �E�V �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F` �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M���B�O�H�M�F
�E���:�P�V�O�H� Y �F�O�U�S�F �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �	�S�F�D�U�B�O�H�M�F�T �C�M�B�O�D�T�
�
 �F�U �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J��
���Ï�F �	�U�S�J�B�O�H�M�F�T �O�P�J�S�T�
 �Q�P�V�S �E�F�T �O�B�O�P�H�P�V�U�U�F�T �B�Y�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T �	�M�F�T �H�P�V�U�U�F�T �D�Z�M�J�O�E�S�J�R�V�F�T �Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �V�O�F �U�F�O�T�J�P�O
�E�F �M�J�H�O�F �O�V�M�M�F�
�� �-�F�T �D�P�V�S�C�F�T �P�S�B�O�H�F �T�P�O�U �M�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �E�B�O�T �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �����������Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O
�	���������
�� �1�P�V�S �M�B �%�'�5�
 �M�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �E�F �D�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �T�P�O�U ���Y�Ï�T�
 �M�B �D�P�V�S�C�F �P�S�B�O�H�F �Q�M�F�J�O�F �O���F�T�U �E�P�O�D �Q�B�T �V�O
�B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �N�B�J�T �V�O�F �D�P�V�S�C�F �U�I�Ï�P�S�J�R�V�F �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S �M�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T� LL = � LS = �� /4 �� �1�P�V�S �M�B �E�Z�O�B��
�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �M�B �D�P�V�S�C�F �P�S�B�O�H�F �F�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �F�T�U �P�C�U�F�O�V�F �Q�B�S �V�O �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �E�F �D�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �T�V�S �M�F�T
�Q�P�J�O�U�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�V�Y ��� LL = ( ���
��� ���
��) � �
� LS = ( ���
��� 0; 3) � ��

�-�F�T �E�F�V�Y �N�P�E�Ò�M�F�T �E�P�O�O�F�O�U �E�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �M�Ï�H�Ò�S�F�N�F�O�U �E�J���Ï�S�F�O�U�T�� �/�P�U�P�O�T �U�P�V�U�F�G�P�J�T �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �D�I�P�T�F�T�� �%�B�O�T
�D�I�B�D�V�O �E�F�T �D�B�T�
 �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�W�F�
 �D�F �R�V�J �J�O�E�J�R�V�F �V�O�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �O�Ï�H�B�U�J�W�F�
 �R�V�F�M
�R�V�F �T�P�J�U �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H�� �%�F �Q�M�V�T�
 �M���P�S�E�S�F �E�F �H�S�B�O�E�F�V�S �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �M�F �N�Ð�N�F ��` � � �� �%���B�V�U�S�F
�Q�B�S�U�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �T�F�N�C�M�F �T���B�O�O�V�M�F�S �Q�P�V�S� Y = ������°�� �&�O���O�
 �M�F�T �N�P�E�Ò�M�F�T �O�F �T���B�D�D�P�S�E�F�O�U �Q�B�T �T�V�S �M�F
�D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �M�P�S�T�R�V�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �T���B�O�O�V�M�F�� �&�O �F���F�U�
 �M�B �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F
�O�P�V�T �Q�S�Ï�E�J�U �B�Q�Q�B�S�F�N�N�F�O�U �V�O�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �R�V�J �E�J�W�F�S�H�F�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �O�P�V�T
�Q�S�Ï�E�J�U �V�O�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �R�V�J �T���B�O�O�V�M�F �B�V�T�T�J �F�O� Y = 0 �� �$���F�T�U �B�V�Y �Q�F�U�J�U�T �B�O�H�M�F�T �R�V�F �M�F�T �E�F�V�Y �N�P�E�Ò�M�F�T
�T�F�N�C�M�F�O�U �E�P�O�D �E�J�W�F�S�H�F�S�� �1�P�V�S �D�P�N�Q�S�F�O�E�S�F �D�F�U�U�F �E�J���Ï�S�F�O�D�F�
 �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�F�S �E�F �G�B�Î�P�O
�H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�B�O�T �M�B �T�F�D�U�J�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F��

������ �,�Q�W�H�U�S�U�p�W�D�W�L�R�Q���J�p�R�P�p�W�U�L�T�X�H

�%�B�O�T �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �M�B �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F�
 �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �E�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F` �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �Q�S�Ï�D�J�T�Ï��
�N�F�O�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Ë �Q�B�S�U�J�S �E���B�S�H�V�N�F�O�U�T �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T�
 �U�F�M�T �R�V�F �O�P�V�T �M�F�T �B�W�P�O�T �Ï�M�B�C�P�S�Ï�T �M�P�S�T �E�F�T �E�F�V�Y �Q�S�F�N�J�F�S�T
�D�I�B�Q�J�U�S�F�T�� �&�O �F���F�U�
 �Q�P�V�S �E�Ï���O�J�S �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�N�F�O�U �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�������
�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�Q�S�J�T �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�F�T �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �W�P�M�V�N�J�R�V�F�
 �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �F�U �M�J�O�Ï�J�R�V�F �E�F �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �E�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �E�V �M�J�R�V�J�E�F
�F�U �E�V �T�P�M�J�E�F�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�P�O�D �Q�P�V�W�P�J�S �Ï�D�S�J�S�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �U�P�U�B�M�F �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �M�B �T�P�N�N�F �E���Ï�O�F�S�H�J�F�T �Q�S�P�Q�P�S��
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�U�J�P�O�F�M�M�F�T �B�V �W�P�M�V�N�F�
 �B�V�Y �T�V�S�G�B�D�F�T �E�F�T �J�O�U�F�S�G�B�D�F�T�
 �B�J�O�T�J �R�V���Ë �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U ��

F = PV +
X

i


 i Si + �L : �	���������


�*�M �T���B�H�J�U �B�M�P�S�T �E���F�Y�Q�M�J�D�J�U�F�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O�
 �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�U �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�F �M�B �%�'�5
�T�J�N�Q�M�J���Ï�F�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �Ï�D�S�J�U �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �D�F�U�U�F �Ï�O�F�S�H�J�F ��

F = f r (� L )
Z

L
d�S+

1
2

� 2
L

Z

L
d�S1

Z

L
d�S2' LL (j�S2 � �S1j)

+ � L � S

Z

L
d�S1

Z

S
d�S2' LS (j�S2 � �S1j) : �	���������


�0�O �W�P�J�U �E�P�O�D �R�V�F �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �W�P�M�V�N�J�R�V�F�
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O�
 �F�T�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �F�O �Q�B�S�U�J�F �Q�B�S �M�B �Q�B�S�U�J�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F
�E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �B�M�M�P�V�Ï�F �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �	f r �
�
 �D���F�T�U �M�B �Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �R�V�J �F�T�U �S�F�T�Q�P�O�T�B�C�M�F �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F
�T�V�S�G�B�D�F �F�U �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �	�F�O �Q�M�V�T �E�F �D�P�O�U�S�J�C�V�F�S �F�M�M�F �B�V�T�T�J �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FP �
�� �-�B
�D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �F�T�U�
 �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V�
 �M�J�Ï�F �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �F�U �O�P�V�T �T�B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �Ë �R�V�F�M�M�F�T �J�O�U�F�S��
�B�D�U�J�P�O�T �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F�T �F�M�M�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �W�V �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �M���J�O�U�Ï�H�S�B�M�F
�E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U �F�U �V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F�
 �D���F�T�U �E�P�O�D �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O�F �D�P�M�P�O�O�F �F�U �V�O �E�F�N�J��
�F�T�Q�B�D�F�� �.�B�J�O�U�F�O�B�O�U�
 �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�F �U�F�S�N�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�
 �O�P�V�T �T�V�Q�Q�P�T�P�O�T �R�V�F �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �V�O �D�P�J�O
�E�F �M�J�R�V�J�E�F �J�O���O�J �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �E���B�O�H�M�F� Y �
 �R�V�J �S�F�Q�P�T�F �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �T�F�N�J���J�O���O�J�� �0�S�
 �M���F�O�T�F�N�C�M�F �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T
�R�V�J �P�O�U �M�J�F�V �E�B�O�T �D�F �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �T�F �S�Ï�T�V�N�F�S �Ë �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �U�Z�Q�F �D�P�M�P�O�O�F���E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F��
�4�J �M���P�O �O�F �D�P�N�Q�U�B�J�U �R�V�F �D�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �U�Z�Q�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �J�M �Z �F�O �B�V�S�B�J�U �U�S�P�Q�
 �F�U �O�P�V�T �G�F�S�J�P�O�T �V�O�F �F�S��
�S�F�V�S �E�B�O�T �M���Ï�W�B�M�V�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�� �-�F �U�F�S�N�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �E�P�O�D �Ë �D�F�U�U�F �T�V�S�Ï�W�B�M�V�B�U�J�P�O��
�-���Ï�O�F�S�H�J�F �E�V�F �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�P�J�U �E�P�O�D �T���Ï�D�S�J�S�F �E�F �M�B �N�B�O�J�Ò�S�F �T�V�J�W�B�O�U�F ��

�L =
1
2

� 2
L

Z

L 1

d�S1

Z

L 2

d�S2' LL (j�S2 � �S1j) + � L � S

Z

L 0
d�S1

Z

S0
d�S2' LS (j�S2 � �S1j) : �	���������


�/�P�V�T �B�M�M�P�O�T �W�P�J�S �E�B�O�T �M�F�T �E�F�V�Y �Q�S�P�D�I�B�J�O�F�T �T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O�T �D�P�N�N�F�O�U �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�F�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �Q�P�V�S �P�C�U�F�O�J�S
�B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F�N�F�O�U �M�F �U�F�S�N�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �Ë �R�V�P�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F�O�U �M�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T
L 1�
L 2�
L 0�
 �F�US0�J�O�U�S�P�E�V�J�U�T �J�D�J�
 �F�U �Q�P�V�S�R�V�P�J �J�M�T �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F�O�U �Ë �E�F�T �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �M�J�O�Ï�J�R�V�F�T �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F��
�%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �O�P�V�T �D�P�O�T�U�B�U�P�O�T �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �B �E�F�V�Y �P�S�J�H�J�O�F�T�
 �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �M�F�T
�J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �R�V�F �O�P�V�T �B�Q�Q�F�M�M�F�S�P�O�T �E�P�O�D �S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U� �-�- �F�U� �4�-��

���������� �&�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���V�R�O�L�G�H���O�L�T�X�L�G�H

�$�P�N�N�F�O�Î�P�O�T �Q�B�S �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �M�B �Q�M�V�T �T�J�N�Q�M�F �Ë �T�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F�S �F�U �Ë �D�B�M�D�V�M�F�S�� �-���Ï�O�F�S�H�J�F �E�V�F
�Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E�V �T�P�M�J�E�F �O���B �E���V�O�F �Q�B�S�U �B�V�D�V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �W�P�M�V�N�J�R�V�F�
 �D�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F �O�F �Q�B�S�U�J�D�J�Q�F �Q�B�T �Ë �M�B �N�P��
�E�J���D�B�U�J�P�O �E�F �M�B �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O �E�B�O�T �V�O �W�P�M�V�N�F �J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �B�V�U�S�F�N�F�O�U �E�J�U �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E�F �Q�B�J�S�F
�E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �O�F �E�Ï�Q�F�O�E �Q�B�T �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �B�W�F�D �M�F �T�P�M�J�E�F�M�P�J�O�E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �-���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O
�E���V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �B�W�F�D �V�O �T�P�M�J�E�F �T�F�N�J���J�O���O�J �T�F �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�F �F�O �E�F�V�Y �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �T�V�S �M�B�'�J��
�H�V�S�F �������� �%���V�O�F �Q�B�S�U�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F�
 �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�F �D�P�M�P�O�O�F�T �E�F
���V�J�E�F �B�W�F�D �M���F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J �E�F �T�P�M�J�E�F�
 �N�V�M�U�J�Q�M�J�Ï�F�T �Q�B�S �M�B �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �6�O�F �U�F�M�M�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�

�Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �E�P�O�D �Ë �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E���V�O �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F
�E�F �M�J�R�V�J�E�F �E�P�O�U �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �B�W�F�D �M�B �W�B�Q�F�V�S �T�F�S�B�J�U �O�P�S�N�B�M�F �Ë �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �$�F�U�U�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �F�T�U
�U�S�P�Q �H�S�B�O�E�F�
 �F�U �O�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �E�P�O�D �Q�M�V�T �Ë �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �S�F�D�I�F�S�D�I�Ï�F�� �0�O �M�V�J �S�F�U�S�B�O�D�I�F �E�P�O�D �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�V
�D�P�J�O �D�P�N�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F �B�W�F�D �M�B �O�P�S�N�B�M�F�� �$�F�U�U�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �F�T�U �C�J�F�O �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �D�B�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�T�U �E���V�O�F �Q�P�S�U�Ï�F �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �M�B �U�B�J�M�M�F �E�F�T �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T�
 �F�M�M�F �F�T�U �E�P�O�D �C�J�F�O �Q�S�P�Q�P�S��
�U�J�P�O�O�F�M�M�F �B�V �O�P�N�C�S�F �E�F �N�P�M�Ï�D�V�M�F�T �E�B�O�T �M�F �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�V �D�P�J�O�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M �Ë �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �$���F�T�U �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �E�P�O�D �Ë �M�B
�U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�� �-�F �E�P�N�B�J�O�F �E�F �M�J�R�V�J�E�FL 0 �E�B�O�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �E�P�O�D �Ë �D�F �D�P�J�O
�D�P�N�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �B�W�F�D �M�B �O�P�S�N�B�M�F�
 �F�US0�D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �V�O �F�T�Q�B�D�F �T�F�N�J���J�O���O�J��



������ �*�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F ������

�'�6�4�B�?�2������ �%�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Q�P�V�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�� �$�F �E�P�N�B�J�O�F �Q�F�V�U
�Ð�U�S�F �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�Ï �F�O �V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �B�J�O�T�J �R�V���V�O�F
�D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�B �S�Ï�H�J�P�O �U�B�D�I�F�U�Ï�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�F �E�P�N�B�J�O�F
L 0�E�B�O�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �F�U �M�B �S�Ï�H�J�P�O �I�B�D�I�V�S�Ï�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �ËS0�� �-�F �U�F�S�N�F �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë� (
 �-�7+

 �4�7� 
 �4�-)SLS �F�U �M�F �U�F�S�N�F �M�J�O�Ï�J�R�V�F �Ë� �4�-L ��

�0�O �Q�F�V�U �B�J�T�Ï�N�F�O�U �D�B�M�D�V�M�F�S �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �D�B�S �M�F �T�P�M�J�E�F �F�T�U �T�F�N�J���J�O���O�J�� �6�O �Ï�M�Ï�N�F�O�U �E�F �W�P�M�V�N�F �E�B�O�T �M�F
�M�J�R�V�J�E�F �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fz �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�P�O�D �M�F �Q�P�U�F�O�U�J�F�M� SL (z) �<�W�P�J�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�> �1�P�V�S �J�O�U�Ï�H�S�F�S�

�P�O �E�Ï�D�P�V�Q�F �E�P�O�D �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�O �U�S�B�O�D�I�F�T �I�P�S�J�[�P�O�U�B�M�F�T�
 �D�P�N�Q�S�J�T�F�T �F�O�U�S�F �M�B �O�P�S�N�B�M�F �F�U �M���B�S�Ð�U�F �E�V �D�P�J�O �Ë �M�B
�E�J�T�U�B�O�D�Fz/ �U�B�O� Y �E�F �M�B �O�P�S�N�B�M�F�� �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �T���Ï�D�S�J�U �E�P�O�D�
 �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F
�M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U ��

� �4�-= �
Z 1

0

z
�U�B�O� Y

� SL (z)dz ; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��

� �4�-= � �4�-
 �-�7
1 + �D�P�T� Y

�U�B�O� Y
; �	���������


�P�á �P�O �B �E�Ï���O�J �M�B �D�P�O�T�U�B�O�U�F� �4�-�D�P�N�N�F ��

� �4�-=

R
z � SL (z) dz

R
� SL (z) dz

; �	���������


�F�U �P�á �P�O �B �U�P�V�K�P�V�S�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��
Z 1

0
� SL (z) dz = 
 �-�7 + 
 �4�7� 
 �4�-= 
 �-�7 (1 + �D�P�T� Y ) : �	���������


� �4�-�S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �B�J�O�T�J �M�F �C�S�B�T �E�F �M�F�W�J�F�S �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�
 �D���F�T�U �V�O�F �U�B�J�M�M�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F
�E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�
 �R�V�J �F�T�U �E�P�O�D �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F� �� �$���F�T�U �V�O �N�P�N�F�O�U �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O' SL (r ) �E���P�S�E�S�F �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S
�Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�� �6�O �S�Ï�T�V�M�U�B�U �T�J�N�J�M�B�J�S�F �B �Ï�U�Ï �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U �P�C�U�F�O�V �Q�B�S �.�B�S�N�V�S �<�������>�
 �N�B�J�T �J�M �B�W�B�J�U
�P�N�J�T �E�F �U�S�B�J�U�F�S �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �R�V�J �T�P�O�U �D�S�V�D�J�B�M�F�T �Q�P�V�S �J�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�F�S �O�P�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T�� �0�O �D�P�O�T�U�B�U�F
�E�P�O�D �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �D�I�B�O�H�F �E�F �T�J�H�O�F �M�P�S�T�R�V�F� Y = ���� °�� �*�M �T���B�O�O�V�M�F �Q�P�V�S �M���B�O�H�M�F �E�S�P�J�U
�F�O �F���F�U �D�B�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Ï�W�B�M�V�Ï�F �B�W�F�D �T�F�V�M�F�N�F�O�U �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �F�Y�B�D�U�F �E�B�O�T �D�F�U�U�F �T�J�U�V�B�U�J�P�O�
 �F�M�M�F �O�F
�O�Ï�D�F�T�T�J�U�F �Q�B�T �E�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �B�V �W�P�J�T�J�O�B�H�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �&�O���O �P�O �Q�F�V�U �O�P�U�F�S �R�V�F
�M�F �U�F�S�N�F �F�O1+ �D�P�T� Y �O���F�T�U �Q�B�T �E���P�S�J�H�J�O�F �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�
 �D�B�S �J�M �Q�S�P�W�J�F�O�U �E�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �T�P�M�J�E�F��
�M�J�R�V�J�E�F�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï�M�J�C�Ï�S�Ï�N�F�O�U �G�B�J�U �B�Q�Q�B�S�B�Ô�U�S�F �D�F �U�F�S�N�F �D�B�S �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �B�E�J�N�F�O�T�J�P�O�O�F
�M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �B�W�F�D �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S
 �-�7��
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���������� �&�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���O�L�T�X�L�G�H���O�L�T�X�L�G�H

�1�B�T�T�P�O�T �Ë �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �F���F�D�U�V�F�S �M�B �N�Ð�N�F �E�Ï�D�P�N�Q�P��
�T�J�U�J�P�O �R�V���Ë �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �N�B�J�T �D�F�U�U�F �G�P�J�T���D�J �Q�P�V�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E���V�O �D�P�J�O �E�F �M�J�R�V�J�E�F �B�W�F�D �M�V�J���N�Ð�N�F�� �-�B �E�Ï��
�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������Ë �M�B �Q�B�H�F�������
 �F�U �T�P�O �S�Ï�T�V�M�U�B�U �F�T�U �Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ��������
�-�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �W�P�M�V�N�J�R�V�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U �F�U �V�O �W�P�M�V�N�F �J�O���O�J �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�M�M�F �F�T�U
�E�P�O�D �S�F�M�J�Ï�F �Ë� LL (0) �Q�P�V�S �M�B �Q�B�S�U�J�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�
 �F�U �D�F�U�U�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �F�T�U �D�P�O�U�S�F�C�B�M�B�O�D�Ï�F
�Q�B�S �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �S�Ï�Q�V�M�T�J�P�O�
 �D�F �R�V�J �N�Ò�O�F �B�V ���O�B�M �Ë �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�FP �� �$�F�U�U�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O�

�M�P�S�T�R�V���F�M�M�F �F�T�U �N�V�M�U�J�Q�M�J�Ï�F �Q�B�S �M�F �W�P�M�V�N�F �E�V �D�P�J�O�
 �D�P�N�Q�U�F �U�S�P�Q �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�
 �P�O �E�P�J�U �E�P�O�D �F�O �T�P�V�T�U�S�B�J�S�F��
�-�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �F�T�U �E�V�F �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F�
 �P�O �G�P�S�D�F �E�P�O�D �M�B �T�P�V�T�U�S�B�D�U�J�P�O �E�F �D�F�U�U�F �D�P�O�U�S�J��
�C�V�U�J�P�O�� �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �F�T�U �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�F �D�P�M�P�O�O�F�T���E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F�T�
 �R�V�J �E�P�J�W�F�O�U �Ð�U�S�F �N�V�M�U�J�Q�M�J�Ï�F�T �Q�B�S
�M�F�T �T�V�S�G�B�D�F�T �D�P�O�T�J�E�Ï�S�Ï�F�T�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �Q�B�S �D�I�B�D�V�O�F �E�F�T �E�F�V�Y �T�V�S�G�B�D�F�T �E�V �D�P�J�O �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F�O�U �J�O�J�U�J�B�M�F�N�F�O�U
�B�V�Y �T�V�S�G�B�D�F�T �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S �F�U �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �$�F �T�P�O�U �E�P�O�D �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �E�F �R�V�B�S�U�T �E���F�T�Q�B�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F
�R�V�J �S�F�Q�P�T�F�O�U �T�V�S �E�F�T �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U �D�F �R�V�J �D�P�N�Q�U�F �C�J�F�O �Q�P�V�S �V�O�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë
�M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �&�O���O�
 �B�Q�S�Ò�T �V�O �D�P�N�Q�U�B�H�F �N�Ï�U�J�D�V�M�F�V�Y �E�F�T �W�P�M�V�N�F�T �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�
 �P�O �T���B�Q�F�S�Î�P�J�U �R�V�F
�M���P�O �B �F�O�M�F�W�Ï �U�S�P�Q �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �Q�B�S �M�B �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F�
 �J�M �S�F�T�U�F �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �F�O�U�S�F �E�F�T �D�P�J�O�T�
 �R�V�J
�B�V ���O�B�M �T�F �S�Ï�E�V�J�T�F�O�U �Ë �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �D�P�J�O�T �P�Q�Q�P�T�Ï�T �E�F �N�Ð�N�F �B�O�H�M�F�
 �D�P�N�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �B�W�F�D �M���B�O�H�M�F
�E���:�P�V�O�H �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë� �
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �E���B�O�H�M�F� � � Y �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F �������
�� �$�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �E�F�T �D�P�J�O�T �R�V�J
�T�F �U�P�V�D�I�F�O�U �Ë �M�F�V�S �Q�P�J�O�U�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �C�J�F�O �Ë �V�O�F �Ï�O�F�S�H�J�F �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��
�*�M �O�F �G�B�V�U �F�O���O �Q�B�T �P�V�C�M�J�F�S �E���B�Q�Q�M�J�R�V�F�S �M�F �G�B�D�U�F�V�S1/2 �Ë �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�P�V�S �P�C�U�F�O�J�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�
 �R�V�J �F�T�U
�C�J�F�O �M�B �N�P�J�U�J�Ï �E�F �M���B�V�U�P���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�
 �F�U �M�F �S�Ï�T�V�M�U�B�U ���O�B�M �F�T�U �E�P�O�O�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ��������

�'�6�4�B�?�2������ �%�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�� �-�B �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �M�J�H�O�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F
�D�F �R�V���J�M �S�F�T�U�F �E�F �M�B �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �S�Ï�B�M�J�T�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�� �-�B �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �Ï�H�B�M�J�U�Ï
�O���F�T�U �W�B�M�B�C�M�F �R�V�F �T�J �M�F�T �E�F�V�Y �E�P�N�B�J�O�F�T �T�P�O�U �E�F �M�B �N�Ð�N�F �Q�I�B�T�F�� �-�B �S�Ï�H�J�P�O �U�B�D�I�F�U�Ï�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �B�V ���O�B�M �M�F �E�P��
�N�B�J�O�FL 1 �E�B�O�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �F�U �M�B �S�Ï�H�J�P�O �I�B�D�I�V�S�Ï�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �ËL 2�� �-�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F� �-�- �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F
�B�J�O�T�J �D�F�U�U�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U��

�1�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �E�J�Ò�E�S�F�T�
 �O�P�V�T �Q�B�S�U�P�O�T �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �V�O �Q�P�J�O�U �F�U �V�O �E�J�Ò�E�S�F
�E���B�O�H�M�F� �Ë �M�B �E�J�T�U�B�O�D�Fr �E�V �D�P�J�O� P D (r; � ) �J�O�U�S�P�E�V�J�U�F �Ë �M�B�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O ������������ �/�P�V�T �E�Ï�U�B�J�M�M�P�O�T �J�D�J �M�F �D�B�T �P�á
�M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U� Y �F�T�U �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S �Ë� /2 �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �D�I�F�S�D�I�Ï�F �T�P�J�U �C�J�F�O �V�O�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F
�E�F�V�Y �D�P�J�O�T �E���B�O�H�M�F�T� = � � � Y �J�O�G�Ï�S�J�F�V�S�T �Ë� /2 �D�F �R�V�J �T�J�N�Q�M�J���F �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T�� �-�F �D�B�T �D�P�N�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �T�F
�D�B�M�D�V�M�F �T�F�M�P�O �M�F �N�Ð�N�F �Q�S�J�O�D�J�Q�F�� �-���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �E�J�Ò�E�S�F�T �P�Q�Q�P�T�Ï�T �E���B�O�H�M�F�T� < � /2 �T���Ï�D�S�J�U �B�J�O�T�J �E�F



������ �*�O�U�F�S�Q�S�Ï�U�B�U�J�P�O �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F ������

�M�B �N�B�O�J�Ò�S�F �T�V�J�W�B�O�U�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S �E�F�T �E�J�Ò�E�S�F�T ��
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� P D (r; � ) + � P D (r; � � � )
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�U�B�O�

� Z 1

0
z�( z)dz : �	���������


�-�F �E�Ï�U�B�J�M �E�F �D�F �D�B�M�D�V�M �F�T�U �E�P�O�O�Ï �F�O�B�O�O�F�Y�F�
 �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	�%�������
�� �0�O �Q�F�V�U �F���F�D�U�V�F�S �M�F �N�Ð�N�F �D�B�M�D�V�M �E�B�O�T �M�F
�D�B�T �P�á� > � /2 �
 �N�B�J�T �D�F �O���F�T�U �Q�B�T �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F�
 �D�B�S �P�O �E�P�J�U �U�S�P�V�W�F�S �B�V ���O�B�M �M�B �N�Ð�N�F �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O�� �&�O �F���F�U�

�D�F�U�U�F �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �T�Z�N�Ï�U�S�J�F �� �E���B�Q�S�Ò�T �M�B �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �P�O �S�F�N�B�S�R�V�F �R�V���P�O �B
�M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F ��

� DD (� � � ) = � DD (� ) +
2

�U�B�O�

Z 1

0
z�( z)dz ; �	���������


�D�F �R�V�J �O�P�V�T �S�F�M�J�F �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �F�O�U�S�F� < � /2 �F�U� > � /2 �
 �F�U �O�P�V�T �D�P�O���S�N�F �R�V�F �M���F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �F�T�U �M�B �N�Ð�N�F��
�'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �E���B�Q�S�Ò�T �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �N�P�J�U�J�Ï �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�B�S
�V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S �F�O�U�S�F �E�F�V�Y �E�J�Ò�E�S�F�T �P�Q�Q�P�T�Ï�T �E�F �M�J�R�V�J�E�F �E�F �N�Ð�N�F�T �B�O�H�M�F�T� � � Y ��

� �-�- =
1
2

� DD
LL (� � � Y ) ; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F ��

� �-�- = � � �-�- 
 �-�7
2
�

�
1 +

� � � Y

�U�B�O� Y

�
; �	���������


�P�á �P�O �B �E�Ï���O�J �D�P�N�N�F �Q�P�V�S �M�F �D�B�T �E�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F ��

� �-�- =

R
z � LL (z) dz

R
� LL (z) dz

= �
1

2
 �-�7

Z 1

0
z � LL (z) dz ; �	���������


�R�V�J �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �E�P�O�D �V�O �C�S�B�T �E�F �M�F�W�J�F�S �E�F �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�� �$�P�N�N�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�N�N�F�O�U�
 �D�F�U�U�F �M�P�O��
�H�V�F�V�S �F�T�U �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F��

�0�O �F�O �D�P�O�D�M�V�U �B�J�O�T�J �R�V�F �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�T�U �U�P�V�K�P�V�S�T �O�Ï�H�B�U�J�W�F�� �&�O �F���F�U�
 �F�M�M�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �U�P�V�K�P�V�S�T �Ë
�V�O�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �O�Ï�H�B�U�J�W�F �Ë �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �D�B�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �D�B�M�D�V�M�Ï�F �B�W�F�D �T�F�V�M�F�N�F�O�U �M�F�T �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F
�O�F �D�P�N�Q�U�F �Q�B�T �B�T�T�F�[ �E���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T�
 �P�V �Q�M�V�U�Ù�U �R�V�F �D�F�U�U�F �D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �F�T�U �U�S�P�Q �H�S�B�O�E�F�
 �J�M �G�B�V�U �E�P�O�D
�S�B�K�P�V�U�F�S �M�F�T �C�P�O�O�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �Ë �Q�S�P�Y�J�N�J�U�Ï �E�V �D�P�J�O �H�S�É�D�F �B�V �U�F�S�N�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F�
 �F�U
�G�B�J�S�F �B�J�O�T�J �C�B�J�T�T�F�S �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F�� �&�O�T�V�J�U�F�
 �B�V�Y �Q�F�U�J�U�T �B�O�H�M�F�T�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �E�J�W�F�S�H�F �E�P�O�D
�D�P�N�N�F1/ �U�B�O� Y �� �&�O �F���F�U�
 �E�B�O�T �M�B �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �P�O �W�P�J�U �R�V�F �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F�T �E�F�V�Y
�E�J�Ò�E�S�F�T �E���B�O�H�M�F� Y �E�F�W�J�F�O�U �O�Ï�H�M�J�H�F�B�C�M�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �B�W�F�D �M�F �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F�
 �R�V�J �O�P�V�T �E�P�O�O�F �M�F
�U�F�S�N�F �F�O1/ �U�B�O� Y �
 �D�P�N�N�F �Q�P�V�S �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 ��

� LL � � � LL 

2

�U�B�O� Y
: �	���������


�$�F�M�B �T�J�H�O�J���F �R�V�F �M�P�S�T�R�V�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �F�T�U �Q�F�U�J�U�
 �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �F�T�U �U�S�Ò�T �N�B�M �E�Ï�D�S�J�U�F �T�F�V�M�F�N�F�O�U �Q�B�S �E�F�T
�U�F�S�N�F�T �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F�T�
 �F�U �E�P�J�U �Ð�U�S�F �D�P�S�S�J�H�Ï�F �Q�B�S �V�O�F �J�N�Q�P�S�U�B�O�U�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F�� �® �M�B �M�J�N�J�U�F �P�á� Y = 0 �O�P�U�B�N��
�N�F�O�U�
 �P�O �W�P�J�U �R�V�F �D�F �U�F�S�N�F �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�J�W�F�S�H�F �D�B�S �J�M �O�F �E�Ï�D�S�J�U �Q�M�V�T �V�O�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë
�M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F�
 �N�B�J�T �C�J�F�O �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�V �E�J�Ò�E�S�F�
 �M�P�S�T�R�V�F �M�F�T �B�S�Ð�U�F�T �E�F�T �E�J�Ò�E�S�F�T �W�J�F�O�O�F�O�U �Ë �T�F �U�P�V�D�I�F�S
�E�B�O�T �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �E�Ï�D�S�J�U�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������� �&�O���O�
 �B�V�Y �H�S�B�O�E�T �B�O�H�M�F�T�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�F�W�J�F�O�U �O�V�M�M�F �D�B�S �M�B
�D�P�S�S�F�D�U�J�P�O �O���F�T�U �Q�M�V�T �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F�
 �F�U �R�V�F �Q�S�Ï�D�J�T�Ï�N�F�O�U �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �O���F�Y�J�T�U�F �Q�M�V�T �Q�P�V�S� Y = ������°�� �-�F
�D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �Ë �M�B �U�S�B�O�T�J�U�J�P�O �E�F �O�P�O���N�P�V�J�M�M�B�H�F �F�T�U �M�F �T�V�J�W�B�O�U ��

� LL = �
2

3�
� LL 
 (� � � Y )2 : �	���������
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�'�6�4�B�?�2�������� �%�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �E�F �M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �B�U�U�S�B�D�U�J�W�F �Q�P�V�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F
�	�M���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �U�P�U�B�M�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �S�Ï�Q�V�M�T�J�W�F �T�V�Q�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �R�V�J �F�T�U �W�P�M�V��
�N�J�R�V�F�
�� �-���Ï�O�F�S�H�J�F �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �E�Ï�D�P�N�Q�P�T�Ï�F �F�O �V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �B�V �W�P�M�V�N�F�
 �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F
�M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F �F�U �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F���W�B�Q�F�V�S�
 �B�J�O�T�J �R�V���V�O�F �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�O�F�M�M�F �Ë �M�B
�M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �-�F �U�F�S�N�F �W�P�M�V�N�J�R�V�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë2� LL (0)V �
 �M�F �U�F�S�N�F �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F �D�P�S��
�S�F�T�Q�P�O�E �Ë
 �-�7(SLV + SSL )�
 �F�U �M�F �U�F�S�N�F �M�J�O�Ï�J�R�V�F �Ë� �-�-L �� �-�F �C�J�M�B�O �Q�P�V�S �M�F �U�F�S�N�F �M�J�O�Ï�J�R�V�F �F�T�U �E�P�O�O�Ï �T�V�S �M�B
�'�J�H�V�S�F ��������



������ �&���F�U�T �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O ������

���������� �%�L�O�D�Q

�'�6�4�B�?�2�������� �%�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �	�Ë �H�B�V�D�I�F�
 �F�U �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �	�Ë �E�S�P�J�U�F�
 �R�V�J �D�P�O�U�S�J��
�C�V�F�O�U �Ë �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F��

�4�J �M���P�O �S�F�H�S�P�V�Q�F �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �	���������
 �F�U �	���������
�
 �P�O �U�S�P�V�W�F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �U�P�U�B�M�F ��

` = �
� �-�- + � �4�-
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�$�F�U�U�F �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O �F�T�U �E�P�O�D �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M�F�T �E�F�V�Y �M�P�O�H�V�F�V�S�T �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F�T� �-�- �F�U� �4�- �E�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T
�M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�J�R�V�J�E�F���T�P�M�J�E�F�� �&�O �F���F�U�
 �M�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �E���J�O�U�Ï�H�S�B�U�J�P�OL 1�
L 2�
L 0�
 �F�US0 �T�P�O�U �C�P�S�E�Ï�T �Q�B�S �E�F�T
�B�S�Ð�U�F�T �E�S�P�J�U�F�T �Q�B�T�T�B�O�U �Q�B�S �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�
 �D�F�T �E�P�N�B�J�O�F�T �O�F �Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �E�P�O�D �B�V�D�V�O�F �U�B�J�M�M�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F��
�-�F�T �M�P�O�H�V�F�V�S�T �E�F �U�F�O�T�J�P�O�T �E�F �M�J�H�O�F �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �T���Ï�D�S�J�W�F�O�U �E�P�O�D �C�J�F�O �D�P�N�N�F �E�F�T �Q�S�P��
�E�V�J�U�T �E���V�O�F �U�B�J�M�M�F �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F �F�U �E���V�O�F �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F� Y �
 �O�F �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U �Q�B�T �E�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T' LL �F�U' SL �
 �F�U
�R�V�J �F�T�U �V�O�J�R�V�F�N�F�O�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï�F �Q�B�S �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F��

�%�B�O�T �M�F �N�P�E�Ò�M�F �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �V�U�J�M�J�T�Ï �Q�P�V�S �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F
�Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�J�T�Ï�N�F�O�U �D�B�M�D�V�M�F�S �D�F�T �M�P�O�H�V�F�V�S�T �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F�T�
 �F�U �O�P�V�T �U�S�P�V�W�P�O�T �R�V�F �D�F�T
�E�F�V�Y �M�P�O�H�V�F�V�S�T �T�P�O�U �Ï�H�B�M�F�T �D�B�S �M�F�T �Q�P�U�F�O�U�J�F�M�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �F�U �T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �P�O�U �M�B �N�Ð�N�F �G�P�S�N�F ��

� DF T
LS = � DF T

LL =
��
4

: �	���������


�-�B �M�P�O�H�V�F�V�S �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �F�O �%�'�5 �F�T�U �E�P�O�D �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S ��
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�
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1 + �D�P�T� Y

�U�B�O� Y
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�$�F�U�U�F �D�P�V�S�C�F �F�T�U �U�S�B�D�Ï�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������F�O �P�S�B�O�H�F �F�O �U�S�B�J�U �Q�M�F�J�O�
 �F�U �P�O �Q�F�V�U �D�P�O�T�U�B�U�F�S �R�V���F�M�M�F �T�V�J�U �Q�B�S�G�B�J�U�F�N�F�O�U
�M�F�T �Q�P�J�O�U�T �P�C�U�F�O�V�T �Q�B�S �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�T �E�F �M�B �N�Ï�U�I�P�E�F �E�F �M�B �E�Ï�W�J�B�U�J�P�O �Ë �M�B �M�P�J �E���:�P�V�O�H�� �-�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O
�T�P�M�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �F���F�U �P�Q�Q�P�T�Ï �Ë �M�B �D�P�O�U�S�J�C�V�U�J�P�O �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �M�P�S�T�R�V�F� Y < ���� °�� �%�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�F
�M�B �%�'�5�
 �Q�V�J�T�R�V�F �M�F�T �C�S�B�T �E�F �M�F�W�J�F�S�T �T�P�O�U �Ï�H�B�V�Y�
 �J�M�T �T���B�O�O�V�M�F�O�U �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �M�P�S�T�R�V�F �M���B�O�H�M�F �E���:�P�V�O�H �T���B�O�O�V�M�F��
�&�U�
 �M�P�S�T�R�V�F� Y > ���� °�
 �M�F�T �E�F�V�Y �F���F�U�T �T���B�E�E�J�U�J�P�O�O�F�O�U�
 �N�B�J�T �T���B�O�O�V�M�F�O�U �M���V�O �D�P�N�N�F �M���B�V�U�S�F �M�P�S�T�R�V�F� Y = ������°��
�0�O �D�P�N�Q�S�F�O�E �B�J�O�T�J �R�V�B�O�U�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U �M���F���F�U �E�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�F �M�B �%�'�5��

������ �(�ý�H�W�V���G�H���V�W�U�D�W�L�þ�F�D�W�L�R�Q

�1�P�V�S�R�V�P�J �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �F�T�U���J�M �E�J���Ï�S�F�O�U �F�O �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F � �-�F �G�B�J�U �R�V�F �M�F�T �E�F�V�Y �M�P�O�H�V�F�V�S�T �D�B��
�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F�T� �-�- �F�U� �4�- �T�P�O�U �Ï�H�B�M�F�T �F�O �%�'�5 �O���F�T�U �Q�B�T �V�O�F �D�I�P�T�F �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F�� �&�O �F���F�U�
 �P�O �B �E�Ï�K�Ë �S�F�N�B�S�R�V�Ï
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�R�V�F �M�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �O�F �Q�S�F�O�E �Q�B�T �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�F�T �F���F�U�T �E�F �T�U�S�B�U�J���D�B�U�J�P�O �Ë �M�B �U�S�B�W�F�S�T�Ï�F �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F��
�T�P�M�J�E�F�� �0�S�
 �D�F�D�J �E�P�J�U �B�W�P�J�S �V�O�F �J�O���V�F�O�D�F �T�V�S �M���J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �F�O�U�S�F �M�F �E�P�N�B�J�O�F �E�F �M�J�R�V�J�E�F �F�U �M�F �E�P�N�B�J�O�F �E�F �T�P�M�J�E�F�

�Q�B�S�U�J�D�V�M�J�Ò�S�F�N�F�O�U �Ë �M���B�Q�Q�S�P�D�I�F �E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U�� �%�F �Q�M�V�T�
 �D�F�T �M�P�O�H�V�F�V�S�T �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F�T �T�P�O�U �U�S�Ò�T �E�Ï��
�Q�F�O�E�B�O�U�F�T �E�F �M�B �G�P�S�N�F �E�V �Q�P�U�F�O�U�J�F�M �Q�P�V�Sr � � �� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �E�P�O�D �U�F�O�U�Ï �E���B�K�V�T�U�F�S �M�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �E�F �E�Z�O�B�N�J�R�V�F
�N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F �B�W�F�D �M�B �D�P�V�S�C�F �U�I�Ï�P�S�J�R�V�F �	���������
�� �-�F �N�F�J�M�M�F�V�S �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �F�T�U �U�S�B�D�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������F�O �P�S�B�O�H�F �F�O
�Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T�� �*�M �F�T�U �P�C�U�F�O�V �Q�P�V�S �M�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �T�V�J�W�B�O�U�T ��

� MD
LL = ( ���
��� ���
��) � ; �	���������


� MD
LS = ( ���
��� ���
��) �: �	���������


�$�F�M�B �J�O�E�J�R�V�F �E���V�O�F �Q�B�S�U �R�V�F �M�F�T �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O�T �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �T�V���T�B�N�N�F�O�U �C�J�F�O �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �Q�B�S
�O�P�U�S�F �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5�� �&�O �F���F�U�
 �M�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F� �V�U�J�M�J�T�Ï �E�B�O�T �M�F�T �T�J�N�V�M�B�U�J�P�O�T �E�F �%�'�5 �O���B �Q�B�T �E�F �S�B�J�T�P�O �E�F
�D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�S�F �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U �B�V �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F� �E�F �M�B �E�Z�O�B�N�J�R�V�F �N�P�M�Ï�D�V�M�B�J�S�F�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �W�V �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F
�Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������R�V���F�O �F���F�U �T�J �P�O �D�I�F�S�D�I�F �Ë �B�W�P�J�S �M�B �N�Ð�N�F �J�O�U�F�S�B�D�U�J�P�O �Ë �M�P�O�H�V�F �E�J�T�U�B�O�D�F �F�U �M�B �N�Ð�N�F �U�F�O�T�J�P�O �E�F
�T�V�S�G�B�D�F�
 �J�M �G�B�V�U �Q�S�F�O�E�S�F� DF T � ���
����� MD �
 �N�B�J�T �D�F �D�P�F���D�J�F�O�U �O�F �Q�F�S�N�F�U �Q�B�T �E�F �S�B�N�F�O�F�S �T�V���T�B�N�N�F�O�U �M�B
�W�B�M�F�V�S �E�V �C�S�B�T �E�F �M�F�W�J�F�S �M�J�R�V�J�E�F���M�J�R�V�J�E�F ��� MD

LL = ( ���
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�D�I�B�Ô�O�F�T �D�P�N�N�F�O�D�F�O�U �Ë �Ð�U�S�F �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �Ï�U�J�S�Ï�F�T �F�U �P�O �D�P�N�N�F�O�D�F �Ë �U�J�S�F�S �T�V�S �M�F�T �M�J�B�J�T�P�O�T �D�P�W�B�M�F�O�U�F�T�
 �E�P�O�D
�M�F �N�P�E�V�M�F �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U �T�B�U�V�S�F�
 �F�U �M�F�T �Q�F�S�U�F�T �Q�B�S �G�S�P�U�U�F�N�F�O�U �E�J�N�J�O�V�F�O�U��

�'�6�4�B�?�2������ �$�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �U�Z�Q�J�R�V�F �E�V �N�P�E�V�M�F �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�UG0 �F�U �E�V �N�P�E�V�M�F �E�F �Q�F�S�U�F�TG00�F�O �G�P�O�D��
�U�J�P�O �E�F �M�B �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F! �	�F�O �Ï�D�I�F�M�M�F �M�P�H���M�P�H�
 �Q�P�V�S �V�O �Q�P�M�Z�N�Ò�S�F �S�Ï�U�J�D�V�M�Ï �E�F �G�B�J�C�M�F �E�J�T�Q�F�S�T�J�P�O�
 �E���B�Q�S�Ò�T �<�������>��

�%�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F �	�T�F�D�U�J�P�O �������
�
 �O�P�V�T �Ï�U�V�E�J�F�S�P�O�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E���V�O �Q�P�M�Z�N�Ò�S�F �S�Ï�U�J��
�D�V�M�Ï �E�F �U�S�Ò�T �G�B�J�C�M�F �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�H�� �-���Ï�U�V�E�F �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F �T�F�S�B �V�O�F �Ï�U�V�E�F �T�U�B�U�J�R�V�F�
 �E�P�O�D �O�P�V�T �B�V�S�P�O�T �C�F�T�P�J�O
�E�F �N�F�T�V�S�F�S �M�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�FG0 �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �B�V �N�P�E�V�M�F �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U �Ë �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F �O�V�M�M�F�� �-�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U
�E���V�O �Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F �F�T�U �D�P�O�T�J�E�Ï�S�Ï �D�P�N�N�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F �M�P�S�T�R�V�F �M���F�Y�D�J�U�B�U�J�P�O �F�T�U �J�O�G�Ï�S�J�F�V�S�F �Ë �M�B �Q�V�M�T�B�U�J�P�O �E�F �D�P�V�Q�V�S�F
! 0 �E�F �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �D�P�N�N�F �D���F�T�U �M�F �D�B�T �F�O �T�U�B�U�J�R�V�F�� �"�W�B�O�U �E�F �G�B�J�S�F �D�F�U�U�F �Ï�U�V�E�F �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�
 �S�B�Q�Q�F�M�P�O�T �U�P�V�U
�E���B�C�P�S�E �R�V�F�M�R�V�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �V�U�J�M�F�T �E�V �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F �E�F �M���Ï�M�B�T�U�J�D�J�U�Ï �E�B�O�T �M�F�T �N�J�M�J�F�V�Y �D�P�O�U�J�O�V�T��

���������� �/�R�L�V���I�R�Q�G�D�P�H�Q�W�D�O�H�V���G�H���O�·�p�O�D�V�W�L�F�L�W�p

�/�P�V�T �B�W�P�O�T �E�Ï���O�J�T �M�F�T �U�F�O�T�F�V�S�T �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T� ij �F�U �E�F�T �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T� ij �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �D�I�B�Q�J�U�S�F �	�T�P�V�T��
�T�F�D�U�J�P�O �����������F�U�T�P�V�T���T�F�D�U�J�P�O �����������
�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �E�F �Q�M�V�T �Ï�D�S�J�U �M���Ï�O�F�S�H�J�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F �Ë �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
�
 �E�P�O�U
�M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �W�P�M�V�N�J�R�V�FF �F�T�U �S�B�Q�Q�F�M�Ï�F �J�D�J�
 �T�F�M�P�O �M�B �O�P�U�B�U�J�P�O �E���&�J�O�T�U�F�J�O �E�F �T�P�N�N�B�U�J�P�O �J�N�Q�M�J�D�J�U�F �T�V�S �M�F�T �J�O�E�J�D�F�T
�N�V�F�U�T ��

F =
1
2

� ij " ij : �	�������


�%�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�F �M���Ï�M�B�T�U�J�D�J�U�Ï �M�J�O�Ï�B�J�S�F �I�P�N�P�H�Ò�O�F �J�T�P�U�S�P�Q�F�
F �F�T�U �V�O�F �G�P�S�N�F �R�V�B�E�S�B�U�J�R�V�F �E�Ï���O�J�F �Q�P�T�J�U�J�W�F �F�O
" ij �� �-�F �U�F�O�T�F�V�S �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �T�F �E�Ï�E�V�J�U �E�P�O�D �E�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �W�P�M�V�N�J�R�V�F �E���Ï�O�F�S�H�J�F �M�J�C�S�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F �E�F �M�B �G�B�Î�P�O
�T�V�J�W�B�O�U�F ��

� ij =
@F
" ij

: �	�������




������ �-�F�T �T�P�M�J�E�F�T �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�T ������

�*�M �O���F�Y�J�T�U�F �R�V�F �E�F�V�Y �J�O�W�B�S�J�B�O�U�T �R�V�B�E�S�B�U�J�R�V�F�T �E���V�O �U�F�O�T�F�V�S�
 �E�F �T�P�S�U�F �R�V�FF �T���Ï�D�S�J�U ��

F =
1
2

�" ii " jj + G" ij " ij ; �	�������


�P�áG �F�U� �T�P�O�U �E�F�T �D�B�S�B�D�U�Ï�S�J�T�U�J�R�V�F�T �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V�
 �B�Q�Q�F�M�Ï�T �D�P�F���D�J�F�O�U�T �E�F �-�B�N�Ï�
 �R�V�J �T�P�O�U �I�P�N�P�H�Ò�O�F�T �Ë �E�F�T
�D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�P�O�D �Ë �E�F�T �Q�S�F�T�T�J�P�O�T�� �0�O �F�O �E�Ï�E�V�J�U �J�N�N�Ï�E�J�B�U�F�N�F�O�U �M�B �M�P�J �E�F �)�P�P�L�F�
 �R�V�J �S�F�M�J�F �B�M�P�S�T �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T
�B�V�Y �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T ��

�� ij = 2G�" ij + � �" ll � ij ; �	�������


�P�V�
 �F�O �Ï�D�S�J�U�V�S�F �U�F�O�T�P�S�J�F�M�M�F ��

�� = 2G�" + � tr (�" )I ; �	�������


�P�áI �M�F �U�F�O�T�F�V�S �V�O�J�U�Ï �F�Utr (�) �M�B �U�S�B�D�F �E���V�O �U�F�O�T�F�V�S�� �0�O �D�P�O�T�U�B�U�F �B�M�P�S�T �R�V���V�O �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U �T�J�N�Q�M�F�
 �D���F�T�U���Ë��
�E�J�S�F �V�O�F �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�F �U�S�B�D�F �O�V�M�M�F�
 �D�P�O�E�V�J�U �Ë �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U2G�" ��G �F�T�U �E�P�O�D �M�F �N�P�E�V�M�F �E�F
�D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U�� �$���F�T�U �D�F �N�P�E�V�M�F �R�V�F �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�N�F�O�U �N�F�T�V�S�F�S �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �M�P�S�T �E�F�T �N�F�T�V�S�F�T
�B�V �S�I�Ï�P�N�Ò�U�S�F �E�F�T �N�P�E�V�M�F�T �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�UG0 �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F ��G = G0(! = 0) �� �%���B�V�U�S�F
�Q�B�S�U�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �S�Ï�Ï�D�S�J�S�F �D�F�U�U�F �M�P�J �E�F �)�P�P�L�F �Q�P�V�S �G�B�J�S�F �B�Q�Q�B�S�B�Ô�U�S�F �M�F�T �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O�T �J�T�P�U�S�P�Q�F�T �E�F �M�B �G�B�Î�P�O
�T�V�J�W�B�O�U�F ��

�� ij = 2G
�

�" ij �
1
3

�" ll � ij

�
+

�
� +

2
3

G
�

�" ll � ij : �	���������


�-�F �Q�S�F�N�J�F�S �U�F�S�N�F �T���B�Q�Q�F�M�M�F �M�F �E�Ï�W�J�B�U�F�V�S�
 �F�U �T���B�O�O�V�M�F �Q�P�V�S �E�F�T �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O�T �J�T�P�U�S�P�Q�F�T �E�V �U�Z�Q�F�" ij = 1
3

�V
V � ij ��

�-�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �U�F�S�N�F �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �J�T�P�U�S�P�Q�F �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T�
 �F�U �P�O �B�Q�Q�F�M�M�FK = � + 2
3G �M�F �N�P�E�V�M�F

�E�F �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �J�T�P�U�S�P�Q�F��

�&�R�P�S�U�H�V�V�L�R�Q���X�Q�L�D�[�L�D�O�H�� �P�R�G�X�O�H�V���G�·�<�R�X�Q�J���H�W���G�H���3�R�L�V�V�R�Q

�$�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �V�O�F �U�S�B�D�U�J�P�O���D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �V�O�J�B�Y�J�B�M�F �T�F�M�P�O �M���B�Y�Fz�� �-�F�T �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T �U�S�B�O�T�W�F�S�T�F�T
�T�P�O�U �S�F�M�J�Ï�F�T �Ë �M�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �M�P�O�H�J�U�V�E�J�O�B�M�F �Q�B�S �M�F �D�P�F���D�J�F�O�U �E�F �1�P�J�T�T�P�O ��

�" xx = �" yy = � � �" zz : �	���������


�-�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �R�V�J �F�O �S�Ï�T�V�M�U�F�O�U �T���Ï�D�S�J�W�F�O�U �Q�B�S �E�Ï���O�J�U�J�P�O �E�V �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�H ��

�� ii = E �" ii : �	���������


�0�S �M�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �T�F�M�P�O �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �U�S�B�O�T�W�F�S�T�F �Ë �M���F�T�T�B�J �T�P�O�U �O�V�M�M�F�T�� �0�O �F�Y�Q�S�J�N�F �B�M�P�S�T�� xx �E���B�Q�S�Ò�T �M�F�T �Ï�R�V�B��
�U�J�P�O�T �	�������
 �F�U �	���������
 ��

�� xx = 0 ; �	���������


= 2G�" xx + � (�" xx + �" yy + �" zz) ; �	���������


= ( � 2G� + (1 � 2� )� )�" zz : �	���������


�0�O �F�O �E�Ï�E�V�J�U �E�P�O�D �E���B�Q�S�Ò�T �	�������
 �F�U �	���������
 �M�F�T �N�P�E�V�M�F�T �E�F �1�P�J�T�T�P�O �F�U �E���:�P�V�O�H �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F�T �D�P�F���D�J�F�O�U�T �E�F
�-�B�N�Ï ��

� =
�

2(� + G)
; �	���������


E =
G(3� + 2G)

� + G
; �	���������




������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Œ �� �4�B�/�@�A�?�.�A�@ �æ�9�.�@�A�6�>�B�2�@

�E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�B �M�P�J �E���)�P�P�L�F �	�������
 �T�F �S�Ï�Ï�D�S�J�U ��

�� ij =
E

1 + �

�
�" ij +

�
1 � 2�

�" ll � ij

�
: �	���������


�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�M�P�S�T �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�F�T �D�P�F���D�J�F�O�U�T �E�F �-�B�N�Ï �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�V �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�HE �F�U �E�V �D�P�F���D�J�F�O�U
�E�F �1�P�J�T�T�P�O� �
 �P�V �F�O�D�P�S�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F �S�F�M�J�F�S �M�F �N�P�E�V�M�F �E�F �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �J�T�P�U�S�P�Q�F �B�V �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�H �F�U �B�V
�D�P�F���D�J�F�O�U �E�F �1�P�J�T�T�P�O ��K = 1

3
E

(1� 2� ) �� �%�P�O�D �M�P�S�T�R�V�F� = 1/3 �P�O �BK = E �F�U �M�P�S�T�R�V�F� ! 1/2 �
 �D�F �R�V�J
�D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �V�O�F �U�S�B�O�T�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�F �W�P�M�V�N�F �D�P�O�T�U�B�O�U �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �M�F �W�P�J�S �D�J���E�F�T�T�P�V�T�
 �P�O �BK ! 1 �
 �D�F �R�V�J
�U�S�B�E�V�J�U �C�J�F�O �M���J�O�D�P�N�Q�S�F�T�T�J�C�J�M�J�U�Ï�� �-�F�T �N�B�U�Ï�S�J�B�V�Y �N�Ï�U�B�M�M�J�R�V�F�T �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �W�V�T �Q�M�V�T �I�B�V�U�T �T�P�O�U �Q�S�P�D�I�F�T �E�V
�Q�S�F�N�J�F�S �D�B�T �	K ' E �E�B�O�T �M�F�V�S �E�P�N�B�J�O�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �M�F�T �Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F�T �T���B�Q�Q�S�P�D�I�F�O�U �E���V�O �D�P�N�Q�P�S�U�F��
�N�F�O�U �J�O�D�P�N�Q�S�F�T�T�J�C�M�F �	K � E �
��

�&�O���O�
 �J�M �F�T�U �T�P�V�W�F�O�U �V�U�J�M�F �E���V�U�J�M�J�T�F�S �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �J�O�W�F�S�T�Ï�F �F�O�U�S�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �F�U �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T ��

�" ij =
1 + �

E
�� ij �

�
E

�� kk � ij : �	���������


�/�L�P�L�W�H���L�Q�F�R�P�S�U�H�V�V�L�E�O�H

�%�B�O�T �M�B �M�J�N�J�U�F �J�O�D�P�N�Q�S�F�T�T�J�C�M�F�
 �P�O �B ��

" ll = 0 : �	���������


�%�P�O�D �F�O �F���F�U� = 1/2 �E���B�Q�S�Ò�T �T�B �E�Ï���O�J�U�J�P�O �	���������
 �F�U �M�B �M�P�J �E���)�P�P�L�F �	���������
 �T�F �S�Ï�Ï�D�S�J�U ��

�� ij =
2E
3

�" ij � P � ij ; �	���������


�P�á �O�P�V�T �B�W�P�O�T �J�O�U�S�P�E�V�J�U �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �J�O�U�F�S�O�FP �R�V�J �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �J�T�P�U�S�P�Q�F �E�B�O�T �M�F �N�B�U�Ï�S�J�B�V�� �$�F �Q�B��
�S�B�N�Ò�U�S�F �S�Ï�T�V�M�U�F �E�V �G�B�J�U �R�V�F �M�P�S�T�R�V�F� ! 1/2 �
 �M�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �U�F�S�N�F �E�F �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �E�P�J�U �S�F�T�U�F�S ���O�J �D�B�S �M�B
�D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �S�F�T�U�F ���O�J�F�� �%�P�O�D �F�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S�
 �M�P�S�T�R�V�F� ! 1/2 �
 �P�O �B �C�J�F�O �M�B �U�S�B�D�F �E�V �U�F�O�T�F�V�S �E�F�T �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T
�R�V�J �F�T�U �O�V�M�M�F��

�*�M �Z �B �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �G�B�Î�P�O�T �E�F �N�F�T�V�S�F�S �V�O �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�H�� �6�O�F �Q�S�F�N�J�Ò�S�F �F�T�U �E���F���F�D�U�V�F�S �V�O�F �F�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F
�E���Ï�U�J�S�F�N�F�O�U �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V�� �-�F �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�HE �S�F�M�J�F �B�M�P�S�T �E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U �E���B�Q�S�Ò�T �M���Ï�R�V�B�U�J�P�O �	���������
 �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F
� = F / S �R�V�F �M���P�O �B�Q�Q�M�J�R�V�F �F�O�U�S�F �M�F�T �E�F�V�Y �C�P�V�U�T �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V �F�U �T�P�O �B�M�M�P�O�H�F�N�F�O�U �S�F�M�B�U�J�G� = �L / L �� �6�O�F
�E�F�V�Y�J�Ò�N�F �N�Ï�U�I�P�E�F �D�P�O�T�J�T�U�F �Ë �Ï�U�V�E�J�F�S �M�B �S�Ï�Q�P�O�T�F �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V �Ë �V�O �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U�� �&�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �D�F�U�U�F �N�Ï�U�I�P�E�F
�F�T�U �E�Z�O�B�N�J�R�V�F�
 �F�U �F�T�U �U�S�Ò�T �G�B�D�J�M�F �Ë �S�Ï�B�M�J�T�F�S �B�W�F�D �V�O �S�I�Ï�P�N�Ò�U�S�F�� �$�F�U�U�F �N�Ï�U�I�P�E�F �Q�F�V�U �Ð�U�S�F �Q�S�Ï�G�Ï�S�B�C�M�F �D�B�S �M���Ï�U�V�E�F
�F�O �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F �J�O�E�J�R�V�F �Q�M�V�T �M�B�S�H�F�N�F�O�U �R�V�F�M �F�T�U �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V�
 �R�V�J �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �F�O �E�Z�O�B�N�J�R�V�F
�Ð�U�S�F �D�P�O�T�J�E�Ï�S�Ï �D�P�N�N�F �Q�V�S�F�N�F�O�U �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�� �0�O �N�F�T�V�S�F �B�M�P�S�T �M�F�T �N�P�E�V�M�F�T �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�UG0�F�U �E�F �Q�F�S�U�F�TG00

�R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �J�O�U�S�P�E�V�J�U �Q�M�V�T �I�B�V�U �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F! �� �-�F �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�H �T���F�Y�Q�S�J�N�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O
�E�V �N�P�E�V�M�F �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U �T�U�B�U�J�R�V�F �Q�B�SE = 2(1 + � )G�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �E�B�O�T �M�B �M�J�N�J�U�F �J�O�D�P�N�Q�S�F�T�T�J�C�M�F �Q�P�V�S �M�B
�Q�M�V�Q�B�S�U �E�F�T �Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F�T ��

E = 3G = 3G0(! = 0) : �	���������


�e�T�X�L�O�L�E�U�H���O�R�F�D�O

�$�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �V�O �D�P�S�Q�T �E�Ï�G�P�S�N�Ï �Q�B�S �V�O�F �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T�� �$�F�U�U�F �G�P�S�D�F �E�P�J�U �T���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�S �B�W�F�D
�M�F�T �G�P�S�D�F�T �J�O�U�F�S�O�F�T �R�V�J �S�Ï�T�V�M�U�F�O�U �E�F �M�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �F�M�M�F���N�Ð�N�F �J�O�E�V�J�U�F �Q�B�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T��
�-���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �N�Ï�D�B�O�J�R�V�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �M�B �D�P�N�Q�F�O�T�B�U�J�P�O �E�F�T �D�F�T �E�F�V�Y �G�P�S�D�F�T �E�B�O�T �M���Ï�U�B�U �E�Ï�G�P�S�N�Ï�� �%�F �Q�M�V�T�
 �F�O
�H�Ï�O�Ï�S�B�M�
 �M�F�T �G�P�S�D�F�T �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F�O�U �Ë �V�O �D�P�S�Q�T �T�P�O�U �E�F�T �G�P�S�D�F�T �E�F �T�V�S�G�B�D�F�T�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �M�F�T �G�P�S�D�F�T �J�O�U�F�S�O�F�T �T�P�O�U



������ �-�F�T �T�P�M�J�E�F�T �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�T ������

�W�P�M�V�N�J�R�V�F�T�� �&�M�M�F �Q�F�V�W�F�O�U �U�P�V�U�F�G�P�J�T �T�F �S�Ï�T�V�N�F�S �Ë �E�F�T �G�P�S�D�F�T �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F�T �D�B�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �J�O�U�F�S�O�F�T �W�P�M�V�N�J�R�V�F�Tf
�E�Ï�S�J�W�F�O�U �E�V �U�F�O�T�F�V�S �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T ��

�G= �E�J�W( ��� ) = r � ��� ; �	���������


�D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �F�O �O�P�U�B�U�J�P�O �U�F�O�T�P�S�J�F�M�M�F ��

f i = @k � ik : �	���������


@k � ik �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �E�P�O�D �V�O�F �G�P�S�D�F �J�O�U�F�S�O�F �W�P�M�V�N�J�R�V�F�
 �F�U �H�S�É�D�F �B�V �U�I�Ï�P�S�Ò�N�F �E�F �(�B�V�T�T �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �Ï�D�S�J�S�F ��
Z

V
f i d� = �

I

S
� ik nkdS : �	���������


� � ik nk �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �C�J�F�O �V�O�F �G�P�S�D�F �J�O�U�F�S�O�F �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F �T�V�S �M�B �T�V�S�G�B�D�FS�
 �T�V�S �M�F �N�J�M�J�F�V �F�O�W�J�S�P�O�O�B�O�U�
 �F�U �R�V�J
�E�P�J�U �E�P�O�D �Ð�U�S�F �Ë �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�P�Q�Q�P�T�Ï�F�B�V�Y �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T �T�V�S�G�B�D�J�R�V�F�T �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F�O�U �T�V�S �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F��

�%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �P�O �Q�F�V�U �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F �N�P�N�F�O�U �E�F�T �G�P�S�D�F�T�J�O�U�F�S�O�F�T�F�O �V�O �Q�P�J�O�Ux i �
 �U�F�O�T�F�V�S �B�O�U�J�T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F
�E���P�S�E�S�F �� ��

M ik =
Z

V
@l (� il xk � � kl x i ) d� �

Z

V
(� ik � � ki ) d� : �	���������


�-�F �Q�S�F�N�J�F�S �U�F�S�N�F �F�T�U �Ï�D�S�J�U �T�P�V�T �M�B �G�P�S�N�F �E���V�O�F �E�J�W�F�S�H�F�O�D�F�
 �J�M �E�P�J�U �E�P�O�D �T�F �U�S�B�O�T�G�P�S�N�F�S �F�O �V�O�F �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �E�F
�T�V�S�G�B�D�F�� �-�F �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �U�F�S�N�F �U�S�B�E�V�J�U �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �M�P�D�B�M �E�B�O�T �M�F �N�B�U�Ï�S�J�B�V�
 �R�V�J �F�O �M���B�C�T�F�O�D�F �E�F�N�P�N�F�O�U�W�P�M�V�N�J�R�V�F
�O�F �T�V�C�J�U �Q�B�T �E�F �D�P�V�Q�M�F�
 �F�U �E�P�J�U �E�P�O�D �T���B�O�O�V�M�F�S�� �0�O �U�S�P�V�W�F �E�P�O�D �R�V�F �M�F �U�F�O�T�F�V�S �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �F�T�U �T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F ��
� ik = � ki �� �"�J�O�T�J�
 �M�F �N�P�N�F�O�U �T���Ï�D�S�J�U ��

M ik =
I

S
(� il xk � � kl x i ) nl d� : �	���������


�'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �M�F�T �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �T���Ï�D�S�J�W�F�O�U �M�P�D�B�M�F�N�F�O�U ��

@k � ik + f ext
i = 0 ; �	���������


�Q�P�V�S �V�O�F �E�F�O�T�J�U�Ï �W�P�M�V�N�J�R�V�F �E�F �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T�Gext �� �"�W�F�D �D�F�M�B�
 �J�M �G�B�V�U �F�O�T�V�J�U�F �F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �M�P�J �E���)�P�P�L�F�

�B�J�O�T�J �R�V�F �M�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T�
 �Ë �M�B �G�P�J�T �F�O �U�F�S�N�F �E�F �G�P�S�D�F�
 �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Ï�O�P�O�D�Ï�F�T �D�J �E�F�T�T�V�T�
 �F�U �E�F
�E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U�� �$�F�D�J �Q�F�S�N�F�U �B�M�P�S�T �F�O �Q�S�J�O�D�J�Q�F �E�F �S�Ï�T�P�V�E�S�F �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �V�O �Q�S�P�C�M�Ò�N�F �E���Ï�M�B�T�U�J�D�J�U�Ï�� �-�F�T �T�P�M�V��
�U�J�P�O�T �B�O�B�M�Z�U�J�R�V�F�T �O�F �T�P�O�U �Ï�W�J�E�F�N�N�F�O�U �Q�B�T �D�P�V�S�B�O�U�F�T�
 �J�M �G�B�V�U �Q�P�V�S �D�F�M�B �F�O �H�Ï�O�Ï�S�B�M �E�F �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�T�

�F�U �J�M �G�B�V�U �R�V�F �M�F�T �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T �S�F�T�U�F�O�U �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�N�F�O�U �M�J�O�Ï�B�J�S�F�T�� �0�O �F�T�U �E�P�O�D �C�J�F�O �T�P�V�W�F�O�U �B�N�F�O�Ï �Ë �B�W�P�J�S
�S�F�D�P�V�S�T �Ë �E�F�T �T�P�M�V�U�J�P�O�T �O�V�N�Ï�S�J�R�V�F�T��

�e�O�D�V�W�L�F�L�W�p���G�H�V���S�O�D�T�X�H�V���þ�Q�H�V

�6�O�F �E�F�T �T�J�U�V�B�U�J�P�O�T �T�Z�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T �P�á �E�F �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �T�Z�N�Ï�U�S�J�F�T �Q�F�S�N�F�U�U�F�O�U �E�F �G�B�J�S�F �E�F�T �D�B�M�D�V�M�T �T�J�N�Q�M�F�T �F�T�U �D�F�M�M�F
�E�F�T �Q�M�B�R�V�F�T�� �$�P�O�T�J�E�Ï�S�P�O�T �V�O�F �M�P�O�H�V�F �Q�M�B�R�V�F ���O�F �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�Sh �F�U �E�F �M�P�O�H�V�F�V�SL �	h � L �
 �F�U �E�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S
W �
 �E�Ï�D�S�J�U�F �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �F�U �R�V�F �M���P�O �G�B�J�U ���Ï�D�I�J�S �T�P�V�T �M���F���F�U �E�F �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T�� �0�O �G�B�J�U �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O
�R�V�F �M�B ���F�Y�J�P�O �F�T�U �G�B�J�C�M�F�
 �D���F�T�U���Ë���E�J�S�F �R�V�F �M�F �S�B�Z�P�O �E�F �D�P�V�S�C�V�S�FR �F�T�U �U�S�Ò�T �H�S�B�O�E �E�F�W�B�O�UL ��

�0�O �E�Ï���O�J�U �B�M�P�S�T �M�B ���C�S�F �O�F�V�U�S�F �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �D�P�N�N�F �Ï�U�B�O�U �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �U�S�B�O�T�W�F�S�T�F �Q�P�V�S �M�B�R�V�F�M�M�F �J�M �O���Z �B �Q�B�T
�E�F �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O�� �&�O �F���F�U�
 �P�O �W�P�J�U �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F �������	�C�
 �R�V�F �M�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�Tx > 0 �T�P�O�U �Ï�U�J�S�Ï�F�T �Ë �M���J�O�U�Ï�S�J�F�V�S �E�F
�M�B �Q�M�B�R�V�F�
 �B�M�P�S�T �R�V�F �M�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�Tx < 0 �T�P�O�U �D�P�N�Q�S�F�T�T�Ï�F�T�� �%�B�O�T �M�B �M�J�N�J�U�F �E�F �G�B�J�C�M�F �D�P�V�S�C�V�S�F�
 �P�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T
�F�Y�Q�S�J�N�F�S �M�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �M�P�O�H�J�U�V�E�J�O�B�M�F �E�B�O�T �M�F �N�B�U�Ï�S�J�B�V �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F �F�U �F�M�M�F �W�B�V�U ��

� zz(x) =
x
R

= � �x ; �	���������




������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Œ �� �4�B�/�@�A�?�.�A�@ �æ�9�.�@�A�6�>�B�2�@

�'�6�4�B�?�2������ �	�B�
 �6�O�F �Q�M�B�R�V�F ���O�F �E���Ï�Q�B�J�T�T�F�V�Sh �F�O �T�J�U�V�B�U�J�P�O �E�F ���Ï�D�I�J�T�T�F�N�F�O�U �T�P�V�T �M���F���F�U �E���V�O�F �G�P�S�D�F �F�Y�U�Ï��
�S�J�F�V�S�F�� �-�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �B�V�Y �M�J�N�J�U�F�T �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T�
 �N�B�J�T �P�O �Q�F�V�U �E�Ï�D�S�J�S�F �M�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T �Q�B�S
Fext �� �&�O �Q�P�J�O�U�J�M�M�Ï�T �M�B ���C�S�F �O�F�V�U�S�F �E�Ï�D�S�J�U �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �M�B �G�P�S�N�F �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �M�P�S�T�R�V�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �F�T�U ���O�F�� �	�C�

�-�P�D�B�M�F�N�F�O�U �T�V�S �V�O�F �T�F�D�U�J�P�O �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F�
 �P�O �D�B�M�D�V�M�F �M�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O� zz (x) �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F �E�F �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F
1/ R��

�P�á� �F�T�U �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F �M�P�D�B�M�F�
 �E�P�O�D �E�Ï���O�J�F �Q�P�T�J�U�J�W�F �J�D�J �M�P�S�T�R�V�Fx00(z) < 0�� �%���B�Q�S�Ò�T �M�B �M�P�J �E�F �)�P�P�L�F �	���������
 �	�M�F�T
�B�V�U�S�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �T�P�O�U �O�Ï�H�M�J�H�F�B�C�M�F�T�
�
 �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �T���F�Y�Q�S�J�N�F �B�M�P�S�T �M�P�D�B�M�F�N�F�O�U ��

� zz(x) = E� x : �	���������


�0�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F �N�P�N�F�O�U �F�O �0 �E�F �D�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T�
 �B�Q�Q�F�M�Ï �N�P�N�F�O�U ���Ï�D�I�J�T�T�B�O�U ��

�. O =
Z l /2

� l /2
x�F�Y^ � zz(x)�F�[ W dx ; �	���������


= � E�IW �F�Z; �	���������


�P�á �P�O �B �E�Ï���O�J �M�F �N�P�N�F�O�U �E���J�O�F�S�U�J�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F ��

I =
Z l /2

� l /2
x2dx =

l3

12
: �	���������


�0�O �Q�F�V�U �B�V�T�T�J �E�Ï���O�J�S ��

B = EI =
El 3

12
; �	���������


�R�V�J �F�T�U �M���B�O�B�M�P�H�V�F �E�V �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�H �Q�P�V�S �M�F�T �N�P�N�F�O�U�T�
 �B�Q�Q�F�M�Ï �S�J�H�J�E�J�U�Ï �E�F ���Ï�D�I�J�T�T�F�N�F�O�U �	�E�Ï���O�J �J�D�J �Q�B�S
�V�O�J�U�Ï �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S�
�� �"�J�O�T�J�
 �M�F �N�P�N�F�O�U ���Ï�D�I�J�T�T�B�O�U �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S �T���Ï�D�S�J�U ��

�. O = � B� �F�Z: �	���������


�® �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F�
 �D�F �N�P�N�F�O�U �F�T�U �D�S�Ï�Ï �Q�B�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T�
 �J�M �E�P�J�U �E�P�O�D �Ð�U�S�F �Ï�H�B�M �Ë �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�FM ext

�T�F�M�P�O�F�Z�E�F�T �G�P�S�D�F�T �B�Q�Q�M�J�R�V�Ï�F�T �M�P�D�B�M�F�N�F�O�U �Ë �M�B �Q�M�B�R�V�F�� �-���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �T���Ï�D�S�J�U �E�P�O�D ��

M ext = � B� : �	���������




������ �-�F�T �T�P�M�J�E�F�T �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�T ������

�-�F�T �G�P�S�D�F�T �R�V�J �T���B�Q�Q�M�J�R�V�F�O�U �Ë �M�B �Q�M�B�R�V�F �T�P�O�U �E�Ï���O�J�F�T �Q�B�S �M�F�T �G�P�S�D�F�T �F�Y�F�S�D�Ï�F�T �Q�B�S �V�O �C�P�V�U �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �T�V�S �M���B�V�U�S�F��
�6�O�F �G�P�S�D�F�' �F�Y�F�S�D�Ï�F �Q�B�S �M�B �Q�P�S�U�J�P�O �E�F �M�B �Q�M�B�R�V�F �E���B�C�T�D�J�T�T�Fz �T�V�Q�Ï�S�J�F�V�S�F �T�V�S �M�B �Q�B�S�U�J�F �J�O�G�Ï�S�J�F�V�S�F �F�Y�F�S�D�F �V�O
�N�P�N�F�O�U �Ï�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F �F�Ox > 0 �B�T�T�P�D�J�Ï �Ë �M�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �T�V�C�J�F�� �4�F�V�M�F �M�B �G�P�S�D�F �U�S�B�O�D�I�B�O�U�F �T�F�M�P�O�F�Y�F�T�U �E�P�O�D �V�U�J�M�F
�Q�P�V�S �M�F �D�P�V�Q�M�F �F�Y�F�S�D�Ï�
 �P�O �B�Q�Q�F�M�M�FFx �M���F���P�S�U �U�S�B�O�D�I�B�O�U�� �1�P�V�S �F�Y�F�S�D�F�S �M�F �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U �E�F �M�B�'�J�H�V�S�F �������
 �M�B �G�P�S�D�F
�U�S�B�O�D�I�B�O�U�F �F�T�U �O�Ï�H�B�U�J�W�F�
 �F�U �M�F �N�P�N�F�O�U �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U �T�F�M�P�O �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O�F�Z�F�T�U �Q�P�T�J�U�J�G�
 �J�M �W�B�V�U �E�P�O�DdMy = � Fxdz��
�-���Ï�R�V�B�U�J�P�O �E���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �T�F �S�Ï�Ï�D�S�J�U ��

Fx = B
d�
dz

: �	���������


���������� �3�U�R�S�U�L�p�W�p�V���L�Q�W�p�J�U�D�O�H�V���G�H���O�D���S�U�H�V�V�L�R�Q���G�H���/�D�S�O�D�F�H

�²�U�V�E�J�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �Q�M�V�T �F�O �E�Ï�U�B�J�M �M���F���F�U �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F �E�F�T �T�P�M�J�E�F�T�� �$�F�U�U�F �Q�S�F�T�T�J�P�O
�T���F�Y�Q�S�J�N�F�
 �R�V�F�M�R�V�F �T�P�J�U �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F
 �E�P�O�U �F�M�M�F �E�Ï�S�J�W�F�
 �Q�B�S �M�B �G�P�S�D�F �T�V�J�W�B�O�U�F �T�V�S �V�O �Ï�M�Ï�N�F�O�U �E�F
�T�V�S�G�B�D�FdS ��

d�G= � 
� �OdS ; �	���������


�P�á�O�F�T�U �V�O �W�F�D�U�F�V�S �V�O�J�U�B�J�S�F �O�P�S�N�B�M �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F�
 �E�J�S�J�H�Ï �W�F�S�T �M���F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S �E�V �T�P�M�J�E�F �	�E���P�á �M�F �T�J�H�O�F �O�Ï�H�B�U�J�G�
�

�F�U �O�P�V�T �B�Q�Q�F�M�P�O�T�U�M�F �W�F�D�U�F�V�S �V�O�J�U�B�J�S�F �U�B�O�H�F�O�U�� �4�V�Q�Q�P�T�P�O�T �Q�P�V�S �T�J�N�Q�M�J���F�S �M�F �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U �R�V�J �T�V�J�U �R�V�F �M�F
�T�P�M�J�E�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �J�O�W�B�S�J�B�O�D�F �Q�B�S �U�S�B�O�T�M�B�U�J�P�O�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�M�P�S�T �S�B�J�T�P�O�O�F�S �F�O �U�F�S�N�F �E�F �G�P�S�D�F �Q�B�S �V�O�J�U�Ï �E�F
�M�P�O�H�V�F�V�SW �E�B�O�T �M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �J�O�W�B�S�J�B�O�U�F�
 �F�U �V�O �Ï�M�Ï�N�F�O�U �E�F �T�V�S�G�B�D�F �T���Ï�D�S�J�UdS = Wds�
 �P�áds �F�T�U �M���Ï�M�Ï�N�F�O�U
�E�J���Ï�S�F�O�U�J�F�M �E�F �M�B �D�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F �D�V�S�W�J�M�J�H�O�Fs�� �%�B�O�T �D�F �D�B�T�
 �M�B �D�P�V�S�C�V�S�F� �F�T�U �E�Ï���O�J�F �E�F �M�B �N�B�O�J�Ò�S�F �T�V�J�W�B�O�U�F ��

� �O=
d�U
ds

: �	���������


�/�P�V�T �M���B�W�P�O�T �E�Ï�K�Ë �W�V�
 �M�B �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �E���V�O�F �U�F�M�M�F �Q�S�F�T�T�J�P�O �T�V�S �V�O�F �T�V�S�G�B�D�F �R�V�F�M�D�P�O�R�V�FS �Q�P�T�T�Ò�E�F �B�M�P�S�T �V�O�F
�Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï �J�O�U�Ï�H�S�B�M�F �J�O�U�Ï�S�F�T�T�B�O�U�F ��

�'
W

= �
Z

S

� �Ods ; �	���������


= 
 (�U1 + �U2) ; �	���������


�P�á�U1 �F�U�U2 �T�P�O�U �M�F�T �W�F�D�U�F�V�S�T �U�B�O�H�F�O�U�T �B�V�Y �E�F�V�Y �C�P�S�E�T �E�F �M���J�O�U�F�S�G�B�D�FS�
 �E�J�S�J�H�Ï�T �W�F�S�T �M���F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F
�R�V�F �O�P�V�T �W�F�O�P�O�T �E���J�O�U�Ï�H�S�F�S �	�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F �������
�� �%�F �N�B�O�J�Ò�S�F �Q�M�V�T �H�Ï�O�Ï�S�B�M�F �Ë �U�S�P�J�T �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T�
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T
�Ï�D�S�J�S�F ��

�' = 

Z

C
�Ud` ; �	���������


�P�áC �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F �M�F �C�P�S�E �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�FS�
d` �F�T�U �V�O �Ï�M�Ï�N�F�O�U �E�J���Ï�S�F�O�U�J�F�M �E�F �D�F�U�U�F �D�P�V�S�C�F�
 �F�U�U�V�O �Ï�M�Ï�N�F�O�U
�U�B�O�H�F�O�U �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F�
 �Q�F�S�Q�F�O�E�J�D�V�M�B�J�S�F �ËC�
 �F�U �P�S�J�F�O�U�Ï �E�B�O�T �M�F �Q�S�P�M�P�O�H�F�N�F�O�U �E�F �M�B �T�V�S�G�B�D�F�� �$�F�M�B �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F
�V�O�F �G�P�S�D�F �R�V�J �U�J�S�F �T�V�S �M�B �D�P�V�S�C�FC �U�B�O�H�F�O�U�J�F�M�M�F�N�F�O�U �Ë �D�F�M�M�F �D�J �W�F�S�T �M�F �T�P�M�J�E�F�� �$���F�T�U �D�F�U�U�F �Q�S�P�Q�S�J�Ï�U�Ï �R�V�J �O�P�V�T �B
�Q�F�S�N�J�T �E���B���S�N�F�S �R�V�F �M�B �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �R�V�J �S�Ï�T�V�M�U�F �E�V �N�P�E�Ò�M�F �E�F �%�'�5 �T�J�N�Q�M�J���Ï�F �F�T�U �D�P�I�Ï�S�F�O�U�F �B�W�F�D �M�F�T �C�J�M�B�O�T
�U�I�F�S�N�P�E�Z�O�B�N�J�R�V�F�T�� �4�V�S �V�O�F �T�V�S�G�B�D�F �G�F�S�N�Ï�F �O�P�U�B�N�N�F�O�U�
 �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�P�O�D �V�O�F �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F
�O�V�M�M�F�� �&�O���O�
 �D�F�U�U�F �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F �F�T�U �C�J�F�O �J�O�E�Ï�Q�F�O�E�B�O�U�F �E�F �M�B �G�P�S�N�F �J�N�N�F�S�H�Ï�F �E�V �T�P�M�J�E�F��

�/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �E�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O �Ï�U�V�E�J�F�S �M�F �N�P�N�F�O�U �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U �E�F �D�F�U�U�F �E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O�� �-�F �N�P�N�F�O�U �F�O �V�O
�Q�P�J�O�UO �T���Ï�D�S�J�U �Q�B�S �E�Ï���O�J�U�J�P�O ��

�. O

W
= �

Z

S

� �Ô �0�. ds ; �	���������


= � 

Z

S
d�Û �0�. ; �	���������


= � 

Z

S
d(�Û �0�. ) ; �	���������


�Q�V�J�T�R�V�F�Û d�0�. = ���� �0�O �F�O �E�Ï�E�V�J�U �E�P�O�D ��



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Œ �� �4�B�/�@�A�?�.�A�@ �æ�9�.�@�A�6�>�B�2�@

�'�6�4�B�?�2������ �%�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O �E�F �M�B �Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �-�B�Q�M�B�D�F �T�V�S �V�O �T�P�M�J�E�F �J�N�N�F�S�H�Ï�� �-�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�O�U�F�T �E�F�T �G�P�S�D�F�T �F�U
�E�F�T �N�P�N�F�O�U�T �T�P�O�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F�T �Ë �M���B�D�U�J�P�O �E�F �E�F�V�Y �G�P�S�D�F�T �R�V�J �B�H�J�T�T�F�O�U �B�V�Y �U�B�O�H�F�O�U�F�T �B�V �T�P�M�J�E�F �B�V�Y �M�J�H�O�F�T
�E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�OM 1 �F�U �F�OM 2�� �-�F�T �Ï�W�F�O�U�V�F�M�M�F�T �G�P�S�D�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �E�V�F�T �Ë �M�B �Q�S�Ï�T�F�O�D�F �E���V�O�F �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �O�F
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 �M���Ï�R�V�J�M�J�C�S�F �M�P�D�B�M �F�O �M���B�C�T�F�O�D�F �E�F �G�P�S�D�F�T �F�Y�U�Ï�S�J�F�V�S�F�T �W�P�M�V�N�J�R�V�F�T �T���F�Y�Q�S�J�N�F �Q�P�V�S �M�F �U�F�O�T�F�V�S �E�F�T
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Rp = ���� �N�N �E�F �S�B�Z�P�O �F�U �V�O �J�O�U�F�S�T�U�J�D�F �E�Fe = ������ �˜�N�� �0�O �S�Ï�B�M�J�T�F �B�J�O�T�J �E�F�T �P�T�D�J�M�M�B�U�J�P�O�T �Ë �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �J�N�Q�P�T�Ï�F�
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 �F�U
�E�F �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F �W�B�S�J�B�C�M�F�� �-�F �D�I�P�J�Y �E�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �S�Ï�T�V�M�U�F �E�F �E�F�V�Y �F���F�U�T �D�P�O�U�S�B�E�J�D�U�P�J�S�F�T�� �%���V�O�F
�Q�B�S�U�
 �F�M�M�F �E�P�J�U �Ð�U�S�F �T�V���T�B�N�N�F�O�U �Q�F�U�J�U�F �Q�P�V�S �R�V�F �M���Ï�M�B�T�U�J�D�J�U�Ï �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V �S�F�T�U�F �M�J�O�Ï�B�J�S�F�� �/�P�U�B�N�N�F�O�U�
 �T�J �M���P�O
�T�P�V�I�B�J�U�F �N�F�T�V�S�F�S �E�F�T �N�P�E�V�M�F�T �E���:�P�V�O�H �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ������ �1�B�
 �B�M�P�S�T �V�O�F �G�B�J�C�M�F �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F �� �Ë
���� �� �F�T�U �P�C�U�F�O�V�F �B�W�F�D �E�F�T �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F�T �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ������ �Ë �������� �1�B�� �%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �F�M�M�F �E�P�J�U �Ð�U�S�F �T�V���T�B�N�N�F�O�U
�H�S�B�O�E�F �Q�P�V�S �R�V�F �M���B�N�Q�M�J�U�V�E�F �E�F �M�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �P�C�U�F�O�V�F �T�P�J�U �N�F�T�V�S�B�C�M�F�� �-�B �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O �F�T�U �E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U
�S�F�M�J�Ï�F �Ë �M���B�O�H�M�F� �E�F �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U �E�V �Q�M�B�U�F�B�V �U�P�V�S�O�B�O�U �E�B�O�T �D�F�U�U�F �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �Q�B�S� = Rp� / e�� �%�P�O�D �E�B�O�T �M�F
�S�Ï�H�J�N�F �M�J�O�Ï�B�J�S�F�
 �Q�P�V�S� = ����� �� � ����� ���
 �P�O �T���B�U�U�F�O�E �Ë �N�F�T�V�S�F�S �E�F�T �B�O�H�M�F�T� �E�F ��� ����� �� �Ë ��� ����� �� �S�B�E�

�P�S �M�B �S�Ï�T�P�M�V�U�J�P�O �E�F �M���B�Q�Q�B�S�F�J�M �F�T�U �E�F ��� ����� �� �S�B�E�
 �D�F �R�V�J �F�T�U �B�N�Q�M�F�N�F�O�U �T�V���T�B�O�U�� �/�P�V�T �D�I�P�J�T�J�T�T�P�O�T �E�F �O�P�V�T
�Q�M�B�D�F�S �Ë� = ������ �1�B�� �%���B�V�U�S�F�T �U�F�T�U�T �P�O�U �Ï�U�Ï �F���F�D�U�V�Ï�T �Ë �������� �1�B �F�U �������� �1�B �F�U �M�F�T �S�Ï�T�V�M�U�B�U�T �T�P�O�U �J�E�F�O�U�J�R�V�F�T��
�&�O���O�
 �M�F �S�I�Ï�P�N�Ò�U�S�F �J�N�Q�P�T�F �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �F�O �J�N�Q�P�T�B�O�U �F�O �S�Ï�B�M�J�U�Ï �V�O �D�P�V�Q�M�FM �� �-�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �F�T�U �E�P�O�O�Ï�F �Q�B�S
�V�O �G�B�D�U�F�V�S �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F ��� = 2M / �R 3
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G0 =
2e

�R 4
p

M
� (f )

�D�P�T� (f ) ; �	���������


G00=
2e

�R 4
p

M
� (f )

�T�J�O� (f ) : �	���������


�-�F�T �F�S�S�F�V�S�T �R�V�J �Q�F�V�W�F�O�U �W�F�O�J�S �F�O�U�B�D�I�F�S �D�F�T �N�F�T�V�S�F�T �T�P�O�U �M�F�T �T�V�J�W�B�O�U�F�T�� �5�P�V�U �E���B�C�P�S�E�
 �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �O���F�T�U �Q�B�T
�D�P�O�U�S�Ù�M�Ï�F �B�V �N�J�D�S�P�O �Q�S�Ò�T�
 �J�M �Z �B ��;�� �� �E���F�S�S�F�V�S �J�O�E�J�R�V�Ï�F �Q�B�S �M�F �D�P�O�T�U�S�V�D�U�F�V�S �T�V�S �M�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�FRp/ e�� �%�F �M�B
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 �M�B �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �F�T�U �J�N�Q�P�T�Ï�F �Ë ��;�� �� �Q�S�Ò�T�
 �R�V�F �D�F �T�P�J�U �Ë �D�B�V�T�F �E�F �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �P�V �E�F �M�B �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O
�E�V �D�P�V�Q�M�FM �J�N�Q�P�T�Ï�� �%�F �Q�M�V�T �O�P�V�T �M���B�W�P�O�T �W�V�
 �M�B �N�F�T�V�S�F �E�F� �F�T�U �Q�S�Ï�D�J�T�F �Ë� � = �� � ����� �� �S�B�E�
 �T�P�J�U �F�O
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�Ë �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �J�N�Q�P�T�Ï�F�� �$�F�M�B �Ï�R�V�J�W�B�V�U �B�V �Q�S�F�N�J�F�S �P�S�E�S�F �Ë �E�Ï���O�J�S �V�O �S�B�Z�P�O �F���F�D�U�J�G �E�V �Q�M�B�U�F�B�V �U�P�V�S�O�B�O�U�� �1�B�S
�F�Y�F�N�Q�M�F �T�J �M���P�O �S�B�U�F� R = �� �N�N �E���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F �T�V�S ���� �� �E�V �Q�Ï�S�J�N�Ò�U�S�F �	�D�F �R�V�J �F�T�U �B�T�T�F�[ �W�J�U�F �W�F�O�V�
�
 �M�F �S�B�Z�P�O
�F���F�D�U�J�G �E�V �Q�M�B�U�F�B�V �F�T�U �B�V�H�N�F�O�U�Ï �S�F�M�B�U�J�W�F�N�F�O�U �E�F� R/10Rp � ����� ���
 �T�P�J�U �V�O�F �F�S�S�F�V�S �E�F �� ���� �-���F�S�S�F�V�S �T�F
�Q�S�P�Q�B�H�F �Ë �M�B �N�F�T�V�S�F �E�FG0 �F�UG00�R�V�J �T�P�O�U �E�P�O�D �T�V�S�F�T�U�J�N�Ï�T �E�F �� �� �	�F�O �F���F�U �Ë �N�P�N�F�O�U ���Y�F�
G0 � R� 4

p �
�� �-�F
�G�B�D�U�F�V�S �E���F�S�S�F�V�S �Q�B�S �F�Y�D�Ò�T �F�T�U ���O�B�M�F�N�F�O�U �B�T�T�F�[ �E�J���D�J�M�F �Ë �F�T�U�J�N�F�S �N�B�M�H�S�Ï �M�F �S�B�J�T�P�O�O�F�N�F�O�U �R�V�F �O�P�V�T �W�F�O�P�O�T
�E�F �G�B�J�S�F�
 �O�P�V�T �S�F�U�J�F�O�E�S�P�O�T �V�O�F �F�S�S�F�V�S �T�Z�T�U�Ï�N�B�U�J�R�V�F �Q�B�S �F�Y�D�Ò�T �E�F �M���P�S�E�S�F �E�V �Q�P�V�S���D�F�O�U �F�O �T�P�J�H�O�B�O�U �M�B �E�Ï�D�P�V�Q�F��

�-�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �E�F �M�B �S�I�Ï�P�M�P�H�J�F �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V �T�P�O�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï�F�T �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �P�C�T�F�S�W�F�S
�R�V�F �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F �M���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F �F�T�U �D�F�M�V�J �B�U�U�F�O�E�V ��G0 �F�T�U �S�F�M�B�U�J�W�F�N�F�O�U �D�P�O�T�U�B�O�U �T�V�S �M�B �H�B�N�N�F ��;���o
���� �)�[�
 �F�U �P�O �O���B�U�U�F�J�O�U �Q�B�T �F�O�D�P�S�F �M�F �S�Ï�H�J�N�F �E�F �E�Ï�S�P�V�M�F�N�F�O�U �E�F�T �D�I�B�Ô�O�F�T�� �%�F �Q�M�V�TG00�F�T�U �U�S�Ò�T �Q�F�U�J�U �E�F�W�B�O�U
G0 �D�F �R�V�J �J�O�E�J�R�V�F �B�V�T�T�J �R�V�F �M�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �E�F �M���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F �F�T�U �S�Ï�W�F�S�T�J�C�M�F �B�V�Y �G�B�J�C�M�F�T �E�Ï�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T�� �/�P�V�T
�B�W�P�O�T �B�V�T�T�J �W�Ï�S�J���Ï �M�B �E�Ï�Q�F�O�E�B�O�D�F �B�W�F�D �M�F �W�J�F�J�M�M�J�T�T�F�N�F�O�U �E�F �M���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F�
 �F�U �F�M�M�F �F�T�U �R�V�B�T�J �J�O�F�Y�J�T�U�B�O�U�F �T�V�S ����
�I�F�V�S�F�T��

�/�P�V�T �B�W�P�O�T �B�K�V�T�U�Ï �M�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �E�V �N�P�E�V�M�F �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U �Q�B�S �M�B �M�P�J �T�V�J�W�B�O�U�F ��

G0(f ) = G0
�
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�
f
f 0
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�$�F�U�U�F �M�P�J �E�Ï�D�S�J�U �U�S�Ò�T �C�J�F�O �M�F�T �E�P�O�O�Ï�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�N�F�O�U�B�M�F�T �B�W�F�D �V�O �D�P�F���D�J�F�O�Ux � ��;���� � ��;���� �	�W�P�J�S �M���J�O�T�F�S�U �E�F �M�B
�'�J�H�V�S�F ���������
�
 �F�U �V�O�F �G�S�Ï�R�V�F�O�D�Ff 0 � ���� �)�[�� �'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �D���F�T�U �M�F �D�P�F���D�J�F�O�UG0 �R�V�J �O�P�V�T �J�O�U�Ï�S�F�T�T�F �Q�V�J�T�R�V���J�M
�E�Ï�D�S�J�U �M���Ï�M�B�T�U�J�D�J�U�Ï �T�U�B�U�J�R�V�F �E�V �N�B�U�Ï�S�J�B�V�� �-���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �O�P�V�T �E�P�O�O�FG0 = ���� ������ � ������ �1�B �P�á �J�D�J �M���J�O�D�F�S�U�J�U�V�E�F
�Q�S�P�W�J�F�O�U �E�F �U�P�V�U�F�T �M�F�T �J�O�D�F�S�U�J�U�V�E�F�T �B�M�Ï�B�U�P�J�S�F�T �S�Ï�T�V�N�Ï�F�T �Q�M�V�T �I�B�V�U�
 �R�V�J �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F�O�U �E�P�O�D �B�V ���O�B�M ��;�� �� �E�F
�M�B �N�F�T�V�S�F�� �-���F�S�S�F�V�S �T�Z�T�U�Ï�N�B�U�J�R�V�F �E�F �� �� �F�T�U �E�P�O�D �Ë �S�B�K�P�V�U�F�S �R�V�B�E�S�B�U�J�R�V�F�N�F�O�U �Ë �D�F�U�U�F �F�S�S�F�V�S �B�M�Ï�B�U�P�J�S�F�
 �F�U �P�O
�N�F�T�V�S�F �B�V ���O�B�M �M�F �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�H �Ë �F�O�W�J�S�P�O �� �� �Q�S�Ò�T �B�W�F�D �D�F�U�U�F �N�Ï�U�I�P�E�F�� �4�J �M���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F �F�T�U �J�O�D�P�N�Q�S�F�T�T�J�C�M�F�

�M�F �N�P�E�V�M�F �E���:�P�V�O�H �N�F�T�V�S�Ï �F�O �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�U �F�T�U �B�M�P�S�T �E�P�O�O�Ï �Q�B�SE = 3G0 �	���������
�
 �F�U �W�B�V�U �E�P�O�D ��
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�'�6�4�B�?�2�������� �.�P�E�V�M�F�T �E�F �D�J�T�B�J�M�M�F�N�F�O�UG0 �F�U �E�F �Q�F�S�U�F�TG00�E�F �M���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F �V�U�J�M�J�T�Ï �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �G�S�Ï��
�R�V�F�O�D�F�
 �N�F�T�V�S�Ï �U�S�P�J�T �I�F�V�S�F�T �B�Q�S�Ò�T �M�F �N�P�V�M�B�H�F�� �-�F�T �Ï�D�I�F�M�M�F�T �T�P�O�U �M�P�H�B�S�J�U�I�N�J�R�V�F�T�� �&�O �J�O�T�F�S�U �F�T�U �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�Ï
�M�F �E�Ï�U�B�J�M �E�F �M���Ï�W�P�M�V�U�J�P�O �E�FG0 �F�O �Ï�D�I�F�M�M�F �M�J�O�Ï�B�J�S�F�� �6�O �B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �Q�B�S �V�O�F �M�P�J �E�F �Q�V�J�T�T�B�O�D�F �F�U �V�O�F �D�P�O�T�U�B�O�U�F
�F�T�U �S�Ï�B�M�J�T�Ï�F �Q�P�V�S �F�Y�U�S�B�Q�P�M�F�S �M�B �W�B�M�F�V�S �Ë �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F �O�V�M�M�F�� �0�O �P�C�T�F�S�W�F �R�V�F �M���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O �C�P�O �D�P�N��
�Q�P�S�U�F�N�F�O�U �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F �D�B�SG0 �F�T�U �D�P�O�T�U�B�O�U �Q�P�V�S �D�F�T �C�B�T�T�F�T �G�S�Ï�R�V�F�O�D�F�T �F�U �R�V�FG00� G0��

E = ����;�� � ��;�� �L�1�B: �	���������


�&�K�R�L�[���G�X���O�L�T�X�L�G�H

�-�F �D�I�P�J�Y �E�V �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �E�Ï�M�J�D�B�U �Q�P�V�S �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �S�B�J�T�P�O�T�� �%���V�O�F �Q�B�S�U�
 �J�M �G�B�V�U �R�V�F �M�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F �T�P�J�U �T�U�B�C�M�F
�M�P�S�T�R�V���J�M �F�T�U �J�N�N�F�S�H�Ï �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F�� �*�M �Z �B �E�P�O�D �E�F�V�Y �D�S�J�U�Ò�S�F�T �Ë �S�F�T�Q�F�D�U�F�S�� �-�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�V �M�J�R�V�J�E�F �E�P�J�U �Ð�U�S�F �J�O��
�G�Ï�S�J�F�V�S�F �Ë �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�V �T�P�M�J�E�F�
 �N�F�T�V�S�Ï�F �Ëd = ��;������� ��;�������� �%�F �Q�M�V�T�
 �M�F �M�J�R�V�J�E�F �E�P�J�U �Ð�U�S�F �F�O �N�P�V�J�M�M�B�H�F �Q�B�S�U�J�F�M
�T�V�S �M�F �T�P�M�J�E�F�
 �T�J�O�P�O �J�M �S�F�T�U�F �F�O �T�V�S�G�B�D�F �E�V �M�J�R�V�J�E�F�� �&�O���O�
 �E�F �O�P�N�C�S�F�V�Y �M�J�R�V�J�E�F�T �G�P�O�U �H�P�O���F�S �M�F�T �Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F�T
�<�������>�� �6�O�F �Ï�U�V�E�F �T�V�S �M�F �1�%�.�4 �S�Ï�U�J�D�V�M�Ï �<�������> �B �N�P�O�U�S�Ï �R�V�F �M���Ï�U�I�B�O�P�M�
 �M���B�D�Ï�U�P�O�F �P�V �M�F �N�Ï�U�I�B�O�P�M �G�P�O�U �H�P�O���F�S
�M�F �1�%�.�4 �E�B�O�T �V�O �S�B�Q�Q�P�S�U �F�O �W�P�M�V�N�F �E�F �� �Ë �� ���� �4�F�V�M�T �M���F�B�V�
 �M�F �H�M�Z�D�Ï�S�P�M �F�U �M�F �%�.�4�0 �	�E�J�N�Ï�U�I�Z�M�T�V�M�G�P�Y�Z�E�F�
 �O�F
�M�F �G�P�O�U �Q�B�T �H�P�O���F�S �Ë �V�O�F �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O �E�F �M���P�S�E�S�F �E�V �Q�P�V�S���D�F�O�U�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �F�T�T�B�Z�Ï �E���V�U�J�M�J�T�F�S �V�O �N�Ï�M�B�O�H�F �F�B�V��
�%�.�4�0 �Ë ���� �� �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �T�P�J�U �J�O�G�Ï�S�J�F�V�S�F �Ë ��;������ �	�M�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�V �%�.�4�0 �F�T�U �E�F ��;���
�
 �N�B�J�T �M���B�O�H�M�F
�E�F �D�P�O�U�B�D�U �E�F �D�F �T�P�M�W�B�O�U �T�V�S �M���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F �F�T�U �B�V�U�P�V�S �E�F ����° �B�W�F�D �C�F�B�V�D�P�V�Q �E���I�Z�T�U�Ï�S�Ï�T�J�T �	�F�O �S�F�D�V�M�Ï�F� R = ���� °
�F�U �F�O �B�W�B�O�D�Ï�F� A = ������°�
 �E�P�O�D �M�B �N�B�O�J�Q�V�M�B�U�J�P�O �E�V �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �E�B�O�T �M�F �M�J�R�V�J�E�F �F�T�U �E�J���D�J�M�F �� �J�M �B �U�F�O�E�B�O�D�F �Ë �T�F
�D�P�V�S�C�F�S �U�S�Ò�T �G�B�D�J�M�F�N�F�O�U �F�U �Ë �S�F�T�U�F�S �Ë �M�B �T�V�S�G�B�D�F�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O �B�W�F�D �M���F�B�V �Q�V�S�F�
 �M�F�T �B�O�H�M�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�P�O�U �E�F
� R = ���� ° �F�U� A = ������°�� �/�P�V�T �Ï�U�V�E�J�F�S�P�O�T �E�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������D�F�U �F���F�U�� �/�P�V�T �O�P�V�T �T�P�N�N�F�T �S�B�C�B�U�U�V�T
�T�V�S �M���Ï�U�I�B�O�P�M �E�P�O�U �M���B�O�H�M�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �F�O �B�W�B�O�D�Ï�F� R = ���� ° �F�U �F�O �S�F�D�V�M�Ï�F� A = ���� °�
 �D�P�N�N�F �P�O �Q�F�V�U �M�F
�W�P�J�S �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������� �-���Ï�U�I�B�O�P�M �V�U�J�M�J�T�Ï �F�T�U �E�F �M���Ï�U�I�B�O�P�M �Ë ���� �� �F�O �W�P�M�V�N�F �G�P�V�S�O�J �Q�B�S �4�6�4�:�.���"�9�1�?�6�0�5��

�-�B �G�B�Î�P�O �E���Ï�W�J�U�F�S �M�F �H�P�O���F�N�F�O�U �F�T�U �E�F �N�B�O�J�Q�V�M�F�S �S�B�Q�J�E�F�N�F�O�U �� �M�F�T �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�T �S�F�T�U�F�O�U �N�P�J�O�T �E�F �� �N�J�O�V�U�F�T
�E�B�O�T �M�F �T�P�M�W�B�O�U �B�W�B�O�U �E�F �Q�S�F�O�E�S�F �V�O�F �J�N�B�H�F�� �2�V�P�J�R�V���J�M �F�O �T�P�J�U �M�F �H�P�O���F�N�F�O�U �B �V�O �F���F�U �Ï�R�V�J�W�B�M�F�O�U �Ë �V�O
�Ï�U�J�S�F�N�F�O�U �T�V�S �M�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�
 �D�F �R�V�F �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �E�J�T�D�S�J�N�J�O�F�S �E�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F��

�-�B �E�F�O�T�J�U�Ï �E�F �M���Ï�U�I�B�O�P�M �B �Ï�U�Ï �N�F�T�V�S�Ï�F �Ë �M�B �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�FT = ����;�� � �$ �ËdL = ��;������� ��;������ �	�J�O�E�J�R�V�Ï�F �F�O�U�S�F
��;������ �F�U ��;������ �Q�B�S �M�F �G�P�V�S�O�J�T�T�F�V�S�
 �H�S�É�D�F �Ë �V�O �Q�Z�D�O�P�N�Ò�U�S�F �Ë �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �R�V�J �Q�F�S�N�F�U �E�F �D�P�N�Q�B�S�F�S �E�F�T �W�P�M�V�N�F�T
�E�F �M�J�R�V�J�E�F�T �J�E�F�O�U�J�R�V�F�T�
 �F�U �E�P�O�D �E�F �N�F�T�V�S�F�SdL = � L / � eau �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �E�F �M���F�B�V �	�.�J�M�M�J�2�Ë ����;�� �.�? �D�N�¦�� �
��
�-�B �N�B�T�T�F �W�P�M�V�N�J�R�V�F �E�F �M���F�B�V �F�T�U �U�B�C�V�M�Ï�F �Ë �D�F�U�U�F �U�F�N�Q�Ï�S�B�U�V�S�F �Ë� L = ������;�� �L�H �N�¦�� �<�������>�
 �D�F �R�V�J �O�P�V�T �E�P�O�O�F
�V�O�F �N�B�T�T�F �W�P�M�V�N�J�R�V�F �Q�P�V�S �M���Ï�U�I�B�O�P�M �E�F ��



������ �$�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �Ï�M�B�T�U�P���D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F ������

�'�6�4�B�?�2�������� �1�F�U�J�U�F �H�P�V�U�U�F �E���Ï�U�I�B�O�P�M �Q�P�T�Ï�F�T �T�V�S �M���Ï�M�B�T�U�P�N�Ò�S�F�� �%�B�O�T �D�F �D�B�T�
 �M�B �H�P�V�U�U�F �W�J�F�O�U �E���Ð�U�S�F �B�T�Q�J�S�Ï�F
�Q�B�S �V�O�F �T�F�S�J�O�H�V�F�
 �F�U �Q�F�S�N�F�U �E�F �N�F�T�V�S�F�S �M���B�O�H�M�F �E�F �S�F�D�V�M�Ï�F� R �
 �V�O�F �N�J�O�V�U�F �B�Q�S�Ò�T �M���B�T�Q�J�S�B�U�J�P�O�� �-�B �N�F�T�V�S�F
�F�T�U �S�Ï�B�M�J�T�Ï�F �F�O �F���F�D�U�V�B�O�U �V�O�F �E�Ï�U�F�D�U�J�P�O �E�V �D�P�O�U�P�V�S �	�T�F�M�P�O �M�F�T �N�Ï�U�I�P�E�F�T �E�Ï�D�S�J�U�F�T �Ë �M���B�O�O�F�Y�F�$�
 �Q�V�J�T �V�O
�B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �E�V �D�P�O�U�P�V�S �Q�B�S �V�O�F �D�B�M�P�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F�� �-�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�T �E�F�T �M�J�H�O�F�T �E�F �D�P�O�U�B�D�U �T�P�O�U �E�Ï�U�F�D�U�Ï�F�T �F�O
�V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�B �S�Ï���F�Y�J�P�O �E�V �T�V�C�T�U�S�B�U�� �*�D�J �P�O �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �V�U�J�M�J�T�F�S �M���B�K�V�T�U�F�N�F�O�U �E�V �Q�S�P���M �E�F �M�B �S�Ï���F�Y�J�P�O �Q�B�S �V�O�F
�D�B�M�P�U�U�F �T�Q�I�Ï�S�J�R�V�F �D�B�S �M�F �T�V�C�T�U�S�B�U �O���F�T�U �Q�B�T �U�S�Ò�T �Q�M�B�O �E�P�O�D �M�B �S�Ï���F�Y�J�P�O �F�T�U �E�Ï�G�P�S�N�Ï�F�� �4�F�V�M�F �V�O�F �S�Ï�H�J�P�O �Q�S�P�D�I�F
�E�F �M�B �M�J�H�O�F �E�F �D�P�O�U�B�D�U �F�T�U �V�U�J�M�J�T�Ï�F�� �-���J�O�E�Ï�U�F�S�N�J�O�B�U�J�P�O �E�F�T �B�O�H�M�F�T �F�T�U �F�T�U�J�N�Ï�F �T�V�S �R�V�F�M�R�V�F�T �N�F�T�V�S�F�T �F�U �S�F�O�E
�D�P�N�Q�U�F �E�F �M�B �E�J���D�V�M�U�Ï �E���P�C�U�F�O�J�S �V�O �B�O�H�M�F �E���B�W�B�O�D�Ï�F �P�V �E�F �S�F�D�V�M�Ï�F �Q�S�P�Q�S�F�N�F�O�U�
 �D�B�S �M�B �E�Ï�U�F�D�U�J�P�O �F�T�U �F�O
�D�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O �B�T�T�F�[ �Q�S�Ï�D�J�T�F��

� L = ������ � �� �L�H �N�¦�� : �	���������


�1�B�S �M�B �T�V�J�U�F�
 �O�P�V�T �B�M�M�P�O�T �Q�S�F�O�E�S�F �V�O�F �J�O�D�F�S�U�J�U�V�E�F �T�V�S �D�F�U�U�F �W�B�M�F�V�S �V�O �Q�M�V�T �H�S�B�O�E�F �E�F �� �L�H �N�¦�� �D�B�S �M�B �U�F�N�Q�Ï��
�S�B�U�V�S�F �M�P�S�T �E�F�T �F�Y�Q�Ï�S�J�F�O�D�F�T �Q�F�V�U �W�B�S�J�F�S �E�F �V�O �E�F�H�S�Ï�
 �D�F �R�V�J �N�Ò�O�F �Ë �E�F�T �W�B�S�J�B�U�J�P�O�T �E�F �M���P�S�E�S�F �E�V �Q�P�V�S���N�J�M�M�F�

�B�J�O�T�J �R�V�F �Q�P�V�S �Q�S�F�O�E�S�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�B �O�P�O���Q�V�S�F�U�Ï �E�F �M���F�B�V �F�U �E�F �M���B�M�D�P�P�M��

�&�O���O�
 �M�B �U�F�O�T�J�P�O �E�F �T�V�S�G�B�D�F �E�F �M���Ï�U�I�B�O�P�M �B �Ï�U�Ï �N�F�T�V�S�Ï�F �H�S�É�D�F �B�V �U�F�O�T�J�P�N�Ò�U�S�F�,�S�à�T�T �.�,�������R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T
�E�Ï�K�Ë �N�F�O�U�J�P�O�O�Ï �Ë �M�B�T�F�D�U�J�P�O �������
 �U�P�V�K�P�V�S�T �Q�P�V�ST = ����;�� � �$ �Ë �M�B �W�B�M�F�V�S �T�V�J�W�B�O�U�F ��


 �-�7 = ����;�� � ��;�� �N�/ �N�¦�� : �	���������


�'�L�V�S�R�V�L�W�L�I

�1�P�V�S �P�C�T�F�S�W�F�S �V�O �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F �E�F ������ �˜�N �E�F �E�J�B�N�Ò�U�S�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �N�P�O�U�F�S �V�O �T�Z�T�U�Ò�N�F �E���J�N�B�H�F�S�J�F
�R�V�J �Q�F�S�N�F�U�U�F �V�O �G�P�S�U �H�S�P�T�T�J�T�T�F�N�F�O�U�� �*�M �T���B�H�J�U �E�F �N�F�T�V�S�F�S �V�O �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U �S�F�M�B�U�J�G �E�F �M���P�S�E�S�F �E�V �Q�P�V�S���N�J�M�M�F
�T�V�S �V�O �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �E�F ������ �˜�N �E�F �E�J�B�N�Ò�U�S�F �F�U �Q�P�T�T�Ï�E�B�O�U �E�F�T �N�B�S�R�V�F�V�S�T �E���V�O�F �U�B�J�M�M�F �E�F ���� �˜�N�� �1�P�V�S �P�C�T�F�S�W�F�S
�D�F�U �F���F�U�
 �O�P�V�T �V�U�J�M�J�T�P�O�T �V�O �B�Q�Q�B�S�F�J�M �Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F �B�W�F�D �V�O�F �M�P�O�H�V�F �G�P�D�B�M�F �Q�P�V�S �B�U�U�F�J�O�E�S�F �M�F �H�S�P�T�T�J�T�T�F�N�F�O�U
�O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F�� �5�P�V�U�F�G�P�J�T�
 �J�M �F�T�U �O�Ï�D�F�T�T�B�J�S�F �E���B�W�P�J�S �B�V�T�T�J �V�O �H�S�B�O�E �D�I�B�N�Q �Q�P�V�S �Q�P�V�W�P�J�S �P�C�T�F�S�W�F�S �M���F���F�U �E�F �D�P�N��
�Q�S�F�T�T�J�P�O �T�V�S �M�B �Q�M�V�T �H�S�B�O�E�F �U�B�J�M�M�F �Q�P�T�T�J�C�M�F�� �4�V�S �V�O �D�B�Q�U�F�V�S �E�F �������� �Q�J�Y�F�M�T �E�F �I�B�V�U�
 �V�O�F �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F ��h
�D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �F�O �F���F�U �Ë �V�O �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U �S�F�M�B�U�J�G �E�F ���� �Q�J�Y�F�M�T �F�O�U�S�F �M�F�T �E�F�V�Y �C�P�V�U�T �E�F �M���J�N�B�H�F��

�%�F �Q�M�V�T�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �Ï�U�Ï �D�P�O�G�S�P�O�U�Ï�T �Ë �E�F �O�P�N�C�S�F�V�Y �Q�S�P�C�M�Ò�N�F�T �E�F �D�P�V�S�C�V�S�F�T �� �M�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �O���F�T�U �K�B��
�N�B�J�T �D�P�N�Q�M�Ò�U�F�N�F�O�U �E�S�P�J�U�� �0�S �M�B �N�P�J�O�E�S�F �D�P�V�S�C�V�S�F �P�V �B�O�H�M�F �E�V �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �Q�F�V�U �F�O �Q�S�P�K�F�D�U�J�P�O �T�V�S �M���J�N�B�H�F
�T���B�Q�Q�B�S�F�O�U�F�S �Ë �V�O�F �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �� �V�O �B�O�H�M�F �E�F ��° �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ë �V�O�F �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �B�Q�Q�B�S�F�O�U�F �E�F ��h �� �1�P�V�S
�J�O�U�Ï�H�S�F�S �D�F�T �F���F�U�T�
 �O�P�V�T �V�U�J�M�J�T�P�O�T �E�P�O�D �E�F�V�Y �B�Q�Q�B�S�F�J�M�T �Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�T �D�S�P�J�T�Ï�T�
 �Q�P�V�S �Q�P�V�W�P�J�S �S�F�D�P�O�T�U�S�V�J�S�F
�M�B �G�P�S�N�F �E�V ���M �F�O �U�S�P�J�T �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T��

�&�O�T�V�J�U�F�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �G�B�J�S�F �V�O�F �J�N�B�H�F �Ë �U�S�B�W�F�S�T �V�O�F �J�O�U�F�S�G�B�D�F �M�J�R�V�J�E�F �E�B�O�T �V�O �D�B�T�
 �F�U �Ë �U�S�B�W�F�S�T �M���B�J�S �E�B�O�T
�M���B�V�U�S�F�� �$�F �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�F �D�P�O���H�V�S�B�U�J�P�O �N�P�E�J���F �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �P�Q�U�J�R�V�F �F�U �E�P�O�D �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �E�F �N�J�T�F �B�V �Q�P�J�O�U��
�/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�P�O�D �C�P�V�H�F�S �M�F�T �B�Q�Q�B�S�F�J�M�T �Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�T �Q�P�V�S �S�F�G�B�J�S�F �M�B �N�J�T�F �B�V �Q�P�J�O�U�
 �D�F �R�V�J �Q�F�V�U �D�I�B�O�H�F�S
�M�F �D�P�F���D�J�F�O�U �E�F �H�S�B�O�E�J�T�T�F�N�F�O�U�
 �F�U �T���B�Q�Q�B�S�F�O�U�F�S �B�V�T�T�J �Ë �V�O �Ï�U�J�S�F�N�F�O�U �P�V �V�O�F �D�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O�� �/�P�V�T �E�F�W�P�O�T �E�P�O�D
�B�C�T�P�M�V�N�F�O�U �S�Ï�B�M�J�T�F�S �V�O�F �D�B�M�J�C�S�B�U�J�P�O �D�P�N�Q�M�Ò�U�F �E�V �E�J�T�Q�P�T�J�U�J�G �E�F �H�S�B�O�E�J�T�T�F�N�F�O�U�� �0�S �D�F�U�U�F �D�B�M�J�C�S�B�U�J�P�O �Q�S�Ï�D�J�T�F
�O���F�T�U �Q�P�T�T�J�C�M�F �R�V�F �T�J �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F�T �B�Q�Q�B�S�F�J�M�T �Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�T �F�T�U �D�P�O�O�V�F �B�W�F�D �M�B �Q�M�V�T �H�S�B�O�E�F �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O�� �*�M�T
�T�P�O�U �E�P�O�D �U�P�V�T �M�F�T �E�F�V�Y �N�P�O�U�Ï�T �T�V�S �E�F�T �Q�M�B�U�J�O�F�T �N�J�D�S�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T �E�B�O�T �M�F�T �U�S�P�J�T �E�J�S�F�D�U�J�P�O�T��



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Œ �� �4�B�/�@�A�?�.�A�@ �æ�9�.�@�A�6�>�B�2�@

�&�O���O�
 �M�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �F�T�U �M�V�J �B�V�T�T�J �N�P�O�U�Ï �T�V�S �Q�M�B�U�J�O�F �N�J�D�S�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�
 �D�B�S �M�B �D�B�M�J�C�S�B�U�J�P�O �E�F�T �B�Q�Q�B�S�F�J�M�T �Q�I�P��
�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�T �V�O�F �G�P�J�T �S�Ï�B�M�J�T�Ï�F �O�F �Q�F�S�N�F�U �Q�M�V�T �E�F �M�F�T �C�P�V�H�F�S�
 �D���F�T�U �E�P�O�D �M�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �R�V�F �M���P�O �B�N�Ò�O�F �E�B�O�T
�M�F �D�I�B�N�Q �E�F�T �B�Q�Q�B�S�F�J�M�T �Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�T�� �%���B�V�U�S�F �Q�B�S�U�
 �M�F�T �E�F�V�Y �B�Q�Q�B�S�F�J�M�T �Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�T �T�P�O�U �S�Ï�H�M�Ï�T �E�F
�T�P�S�U�F �R�V�F �M�F�V�S�T �B�Y�F�T �P�Q�U�J�R�V�F�T �T�F �D�S�P�J�T�F�O�U�� �%�F �Q�M�V�T�
 �Ë �D�B�V�T�F �E�F �M���F�O�D�P�N�C�S�F�N�F�O�U �E�F�T �P�C�K�F�D�U�J�G�T�
 �J�M�T �O�F �Q�F�V�W�F�O�U
�Q�B�T �Ð�U�S�F �Ë �Ï�R�V�J�E�J�T�U�B�O�D�F �E�V �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F�
 �J�M�T �Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �E�P�O�D �E�F�V�Y �G�B�D�U�F�V�S�T �E�F �H�S�B�O�E�J�T�T�F�N�F�O�U �E�J���Ï�S�F�O�U�T�
 �D�F �R�V�J
�O���B �B�V ���O�B�M �Q�B�T �E���J�O���V�F�O�D�F �D�B�S �M�B �E�Ï�U�F�D�U�J�P�O �E�F�T �N�B�S�R�V�F�V�S�T �T�F �G�B�J�U �T�V�S �V�O �B�Q�Q�B�S�F�J�M �Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�
 �F�U �M���B�V�U�S�F
�T�F�S�U �Ë �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�B�O�T �M���F�T�Q�B�D�F �E�V �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F��
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�N�F�O�U �N�J�D�S�P�N�Ï�U�S�J�R�V�F�T �R�V�J �D�P�O�U�S�Ù�M�F�O�U �M�F �D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F �Ï�M�B�T�U�J�R�V�F�� �4�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������
 �O�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�Q�F�S�D�F�W�P�J�S �M�F
�E�J�T�Q�P�T�J�U�J�G��

�'�6�4�B�?�2�������� �-�F �E�J�T�Q�P�T�J�U�J�G �E�F
�D�B�M�J�C�S�B�U�J�P�O �F�T�U �Q�M�P�O�H�Ï �E�B�O�T �V�O
�C�B�J�O �E���Ï�U�I�B�O�P�M�� �-�B �N�J�S�F �Q�P�T�T�Ò�E�F
�E�F�T �U�S�B�J�U�T �O�P�J�S�T �E�F ���� �˜�N �E�F
�M�B�S�H�F �F�U �F�T�U ���Y�Ï�F �T�V�S �V�O�F �M�B�N�F
�E�F �W�F�S�S�F �H�S�É�D�F �Ë �V�O �B�J�N�B�O�U �	�R�V�F
�M���P�O �B�Q�F�S�Î�P�J�U �B�V �G�P�O�E �E�F �M���J�N�B�H�F
�F�U �R�V�J �G�B�J�U �� �N�N �E�F �E�J�B�N�Ò�U�S�F�
��
�-�B �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S �E�F �D�I�B�N�Q �F�T�U
�E�F �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �N�J�M�M�J�N�Ò�U�S�F�T�
 �E�F
�T�P�S�U�F �R�V�F �M���P�O �B�Q�F�S�Î�P�J�U �M���F���F�U
�E�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S �T�V�S �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F
�M�B �N�J�S�F �J�D�J �M�P�S�T�R�V���F�M�M�F �F�T�U �Q�P�T�J��
�U�J�P�O�O�Ï�F �Ë ����° �G�B�D�F �Ë �M���B�Q�Q�B�S�F�J�M
�Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F��

�%�B�O�T �V�O �Q�S�F�N�J�F�S �U�F�N�Q�T�
 �O�P�V�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�O�P�O�T �M�B �N�J�S�F �G�B�D�F �Ë �M���V�O �E�F�T �E�F�V�Y �B�Q�Q�B�S�F�J�M�T �Q�I�P�U�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�T�

�M���B�V�U�S�F �M�B �W�P�J�U �E�P�O�D �Q�B�S �M�B �U�S�B�O�D�I�F �<�W�P�J�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
�>�� �0�O �E�Ï�Q�M�B�D�F �B�M�P�S�T �M�B �N�J�S�F �T�F�M�P�O �M���B�Y�F �P�Q�U�J�R�V�F �E�F
�M���B�Q�Q�B�S�F�J�M �R�V�J �M�V�J �G�B�J�U �G�B�D�F �B�W�F�D �V�O �Q�B�T �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ������ �˜�N�
 �F�U �P�O �F�O�S�F�H�J�T�U�S�F �M�F�T �J�N�B�H�F�T �T�V�S �M�F�T �E�F�V�Y �B�Q�Q�B�S�F�J�M�T��
�-�P�S�T�R�V�F �M�B �N�J�S�F �F�T�U �Q�S�P�D�I�F �E�F �M���B�Q�Q�B�S�F�J�M �R�V�J �M�V�J �G�B�J�U �G�B�D�F�
 �F�M�M�F �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�P�O�D �V�O�F �Ï�D�I�F�M�M�F �B�Q�Q�B�S�F�O�U�F �Q�M�V�T �H�S�B�O�E�F
�R�V�F �M�P�S�T�R�V���F�M�M�F �T���F�O �Ï�M�P�J�H�O�F�� �/�P�V�T �Q�P�V�W�P�O�T �B�J�O�T�J �D�P�O�O�B�Ô�U�S�F �M�F �G�B�D�U�F�V�S �E�F �H�S�B�O�E�J�T�T�F�N�F�O�U �E�F �M���B�Q�Q�B�S�F�J�M �R�V�J �M�V�J
�G�B�J�U �G�B�D�F �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�F �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �F�O �Q�J�Y�F�M�T �E�F �M�B �N�J�S�F �W�V�F �Q�B�S �M�B �U�S�B�O�D�I�F �T�V�S �M���B�V�U�S�F �B�Q�Q�B�S�F�J�M��



������ �$�5�.�=�6�A�?�2 �Œ �� �4�B�/�@�A�?�.�A�@ �æ�9�.�@�A�6�>�B�2�@

�/�P�V�T �Q�S�F�O�P�O�T �E�F �Q�M�V�T �T�P�J�O �E�F �G�B�J�S�F �B�Q�Q�B�S�B�Ô�U�S�F �M�F �D�Ù�U�Ï �E�F �M�B �N�J�S�F �T�V�S �M���B�Q�Q�B�S�F�J�M �R�V�J �M�V�J �G�B�J�U �G�B�D�F�
 �F�O �T�P�O
�D�F�O�U�S�F�
 �D�P�N�N�F �D���F�T�U �J�M�M�V�T�U�S�Ï �T�V�S �M�B�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
�
 �E�F �T�P�S�U�F �R�V�F �M�F �G�B�D�U�F�V�S �E�F �H�S�B�O�E�J�T�T�F�N�F�O�U �E�V �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U
�E�F �M�B �N�J�S�F �T�V�S �M�F �T�F�D�P�O�E �T�P�J�U �E�Ï�U�F�S�N�J�O�Ï �Q�B�S �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �D�F �D�Ù�U�Ï �T�V�S �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �B�Q�Q�B�S�F�J�M�� �/�P�V�T �U�P�V�S�O�P�O�T
�F�O�T�V�J�U�F �M�B �N�J�S�F �E���V�O �R�V�B�S�U �E�F �U�P�V�S �Q�P�V�S �R�V���F�M�M�F �G�B�T�T�F �G�B�D�F �B�V �E�F�V�Y�J�Ò�N�F �B�Q�Q�B�S�F�J�M �F�U �O�P�V�T �F���F�D�U�V�P�O�T �M�B �N�Ð�N�F
�Q�S�P�D�Ï�E�V�S�F��

�%�F �D�F�T �E�J���Ï�S�F�O�U�F�T �J�N�B�H�F�T �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �F�Y�U�S�B�J�S�F �M���Ï�D�I�F�M�M�F �F�U �T�B �W�B�S�J�B�U�J�P�O �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �E�V �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U �E�F �M�B
�N�J�S�F�� �1�P�V�S �F���F�D�U�V�F�S �D�F �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U�
 �O�P�V�T �O�P�U�P�O�T �U�P�V�U �E���B�C�P�S�E �V�O �D�P�V�Q�M�F �E���J�N�B�H�F�T �	�G�B�D�F�
 �D�Ù�U�Ï�
 �Ë �V�O�F �Q�P�T�J�U�J�P�O
�E�P�O�O�Ï�F �R�V�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�F �Ë �V�O�F �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�F�� �&�O�T�V�J�U�F�
 �O�P�V�T �D�P�N�Q�B�S�P�O�T �M�F
�H�S�B�O�E�J�T�T�F�N�F�O�U �E�F �M�B �N�J�S�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �D�F�U�U�F �J�N�B�H�F �F�O �U�S�B�W�B�J�M�M�B�O�U �T�V�S �V�O�F �D�P�M�P�O�O�F �E�F �D�I�B�R�V�F �J�N�B�H�F �E���B�C�T�D�J�T�T�F
���Y�F�� �-�B �D�P�M�P�O�O�F �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�F �F�T�U �E�P�O�D �V�O �T�J�H�O�B�M �D�B�S�S�Ïf 0(x)�
 �F�U �E�J�T�D�S�F�U �Q�V�J�T�R�V�Fx �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�B�O�U �M�F�T �Q�J�Y�F�M�T �E�B�O�T
�M�B �E�J�S�F�D�U�J�P�O �W�F�S�U�J�D�B�M�F �T�V�S �M���J�N�B�H�F �E�F �I�B�V�U�F�V�S2L �� �$�F �T�J�H�O�B�M �P�T�D�J�M�M�F �F�O�U�S�F �M�B �W�B�M�F�V�S �E�V �C�M�B�O�D �E�F �M�B �N�J�S�F�
 �F�U �M�B
�W�B�M�F�V�S �E�V �O�P�J�S �E�F �M�B �N�J�S�F�
 �F�U �Q�P�T�T�Ò�E�F �M�B �Q�V�M�T�B�U�J�P�Ok0 = 2 � / � 0�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �M�B �D�P�M�P�O�O�F �E�P�O�U �P�O
�T�P�V�I�B�J�U�F �N�F�T�V�S�F�S �M�F �H�S�B�O�E�J�T�T�F�N�F�O�Us �F�T�U �V�O �T�J�H�O�B�Mf s(x) �R�V�J �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �Q�V�M�T�B�U�J�P�Ok = sk0�� �"�M�P�S�T�
 �P�O
�D�P�N�Q�S�F�T�T�F �M�B �D�P�M�P�O�O�F �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�F �E���V�O �G�B�D�U�F�V�S �B�S�C�J�U�S�B�J�S�Ft �Q�P�V�S �D�P�O�T�U�S�V�J�S�F �V�O �T�J�H�O�B�Mf t (x) = f 0(tx ) �	�M�F
�T�J�H�O�B�M �Ï�U�B�O�U �E�J�T�D�S�F�U �O�P�V�T �F���F�D�U�V�P�O�T �V�O �S�Ï�Ï�D�I�B�O�U�J�M�M�P�O�O�B�H�F �M�J�O�Ï�B�J�S�F�
�� �1�P�V�St > 1 �M�F �T�J�H�O�B�M �F�T�U �D�P�N�Q�S�F�T�T�Ï �F�U
�Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �M�P�O�H�V�F�V�S �E���P�O�E�F �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�F�� �"�J�O�T�J�
 �P�O �N�F�T�V�S�F �M�B �D�P�W�B�S�J�B�O�D�F �E�F�T �T�J�H�O�B�V�Y �F�O �S�Ï�B�M�J�T�B�O�U �M���P�Q�Ï�S�B�U�J�P�O
�E�F �D�P�O�W�P�M�V�U�J�P�O �T�V�J�W�B�O�U�F ��

r (t) =

RL
� L dxf t (x)f s(x)

� RL
� L dxf t (x)2

RL
� L dxf s(x)2

� 1/2
: �	���������


�$�F�U�U�F �P�Q�Ï�S�B�U�J�P�O �Q�S�P�E�V�J�U �V�O �T�J�O�V�T �D�B�S�E�J�O�B�M �M�P�S�T�R�V�FL � k �F�U �T�J �M�F�T �T�J�H�O�B�V�Y �T�P�O�U �Q�B�S�G�B�J�U�F�N�F�O�U �T�J�O�V�T�P�Õ�E�B�V�Y �F�U
�E�F �N�Ð�N�F�T �B�N�Q�M�J�U�V�E�F�T ��

r (t) =
�T�J�O(( t � s)k0L)

(t � s)k0L
: �	���������


�*�M �Z �B �E�P�O�D �V�O �N�B�Y�J�N�V�N �M�P�S�T�R�V�Ft = s�� �4�J �M�F �T�J�H�O�B�M �Q�P�T�T�Ò�E�F �E�F�T �I�B�S�N�P�O�J�R�V�F�T �T�V�Q�Q�M�Ï�N�F�O�U�B�J�S�F�T�
 �M�F �N�B�Y�J�N�V�N
�C�B�J�T�T�F �M�Ï�H�Ò�S�F�N�F�O�U �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �V�O�
 �N�B�J�T �J�M �S�F�T�U�F �Q�B�S�G�B�J�U�F�N�F�O�U �E�Ï�U�F�D�U�B�C�M�F�
 �F�U �V�O �T�J�O�V�T �D�B�S�E�J�O�B�M �E���V�O�F �B�N�Q�M�J��
�U�V�E�F �Q�M�V�T �G�B�J�C�M�F �S�F�T�U�F �V�O�F �U�S�Ò�T �C�P�O�O�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �E�F�T �T�J�H�O�B�V�Y �R�V�F �O�P�V�T �P�C�U�F�O�P�O�T �<�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������	�E�
�>��
�/�P�V�T �P�C�U�F�O�P�O�T �B�J�O�T�J �Q�P�V�S �D�I�B�R�V�F �J�N�B�H�F �M�F �D�P�F���D�J�F�O�U �E�F �H�S�B�O�E�J�T�T�F�N�F�O�U �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �Ë �V�O�F �J�N�B�H�F �E�F �S�Ï�G�Ï��
�S�F�O�D�F��

�1�P�V�S �D�I�B�D�V�O�F �E�F �D�F�T �J�N�B�H�F�T�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �B�V�T�T�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F�S �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M�B �N�J�S�F �T�V�S �M�F �T�F�D�P�O�E �B�Q�Q�B�S�F�J�M��
�1�P�V�S �D�F�M�B�
 �O�P�V�T �V�U�J�M�J�T�P�O�T �V�O �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �E�F �E�Ï�U�F�D�U�J�P�O �E�F �M�J�H�O�F �E�Ï�U�B�J�M�M�Ï �F�O �B�O�O�F�Y�F�$�R�V�J �E�Ï�U�F�S�N�J�O�F �M�F �Q�P�T�J�U�J�P�O
�E�V �Q�P�J�O�U �E���J�O���F�Y�J�P�O �E���V�O �T�J�H�O�B�M �Ë �V�O�F �Q�S�Ï�D�J�T�J�P�O �T�V�C�Q�J�Y�F�M�M�B�J�S�F�� �%�F �M�B �N�Ð�N�F �G�B�Î�P�O�
 �O�P�V�T �E�F�W�P�O�T �B�V�T�T�J �E�Ï�U�F�S��
�N�J�O�F�S �Ë �R�V�F�M�M�F �B�C�T�D�J�T�T�F �T�V�S �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �B�Q�Q�B�S�F�J�M �M�B �M�J�H�O�F �B���U���F�M�M�F �Ï�U�Ï �E�Ï�U�F�D�U�Ï�F �Q�V�J�T�R�V�F �M�F �E�Ï�Q�M�B�D�F�N�F�O�U �F�O �Q�J�Y�F�M�T
�T�V�S �M�F �T�F�D�P�O�E �B�Q�Q�B�S�F�J�M �E�Ï�Q�F�O�E �E�F �M�B �Q�S�P�G�P�O�E�F�V�S �Ë �M�B�R�V�F�M�M�F �F�M�M�F �B �Ï�U�Ï �N�F�T�V�S�Ï�F �<�W�P�J�S�'�J�H�V�S�F ���������	�B�
�>��

�&�O���O�
 �M���Ï�D�I�F�M�M�F �E�F �M���J�N�B�H�F �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�F �F�T�U �R�V�B�O�U���Ë���F�M�M�F �N�F�T�V�S�Ï�F �F�O �S�Ï�B�M�J�T�B�O�U �V�O�F �B�V�U�P���D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �E���V�O
�T�J�H�O�B�M �E�F �M�B �D�P�M�P�O�O�F �E�F �S�Ï�G�Ï�S�F�O�D�Ff 0 ��

c(� ) =

RL
� L dxf 0(x + � )f 0(x)

RL
� L dxf 0(x)2

: �	���������


�-���B�V�U�P���D�P�S�S�Ï�M�B�U�J�P�O �F�T�U �N�B�Y�J�N�B�M�F �Q�P�V�S� = 0 �F�U �W�B�V�U �V�O�� �*�M �F�Y�J�T�U�F �F�O�T�V�J�U�F �E�F�T �N�B�Y�J�N�B �T�F�D�P�O�E�B�J�S�F�T �M�P�S�T�R�V�F
�M�F �T�J�H�O�B�M �Q�P�T�T�Ò�E�F �V�O�F �Q�Ï�S�J�P�E�F� 0 �Q�P�V�S �M�F�T �W�B�M�F�V�S�T� 0�
2� 0�y�-�B �E�Ï�U�F�D�U�J�P�O �E�V �Q�S�F�N�J�F�S �N�B�Y�J�N�V�N �T�F�D�P�O��
�E�B�J�S�F �T�F �G�B�J�U �B�M�P�S�T �H�S�É�D�F �Ë �V�O�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �Q�B�S�B�C�P�M�J�R�V�F �Q�S�P�D�I�F �E�F �D�F �N�B�Y�J�N�V�N�
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 �B�V �O�J�W�F�B�V �E�V �E�J�B�Q�I�S�B�H�N�F �F�U �T�P�O�U �Q�S�P�K�F�U�Ï�T �T�V�S
�M�F �D�B�Q�U�F�V�S�� �$�F�U�U�F �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �F�T�U �T�V���T�B�O�U�F �E�B�O�T �O�P�U�S�F �D�B�T �Q�P�V�S �E�Ï�D�S�J�S�F �M�B �Q�S�P�K�F�D�U�J�P�O �E�F �M���P�C�K�F�U �T�V�S �M�F�T �E�F�V�Y
�D�B�Q�U�F�V�S�T�� �0�O �O�P�U�F �B�M�P�S�T �Q�B�Sx i �F�Uyi �M�F�T �E�F�V�Y �D�P�P�S�E�P�O�O�Ï�F�T �F�O �Q�J�Y�F�M�T �T�V�S �D�I�B�D�V�O �E�F�T �D�B�Q�U�F�V�S�Ti = 1 ; 2�� �1�P�V�S
�E�Ï�D�S�J�S�F �M�B �Q�S�P�K�F�D�U�J�P�O�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �C�F�T�P�J�O �E�F �R�V�B�U�S�F �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T�
l i �F�Uf i �R�V�J �E�Ï�D�S�J�W�F�O�U �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �E�V �D�F�O�U�S�F
�E�F �M�B �D�J�C�M�FO �B�V �D�F�O�U�S�F �P�Q�U�J�R�V�F �E�F �D�I�B�R�V�F �B�Q�Q�B�S�F�J�MOi �F�U �M�B �E�J�T�U�B�O�D�F �E�V �D�F�O�U�S�F �E�V �D�B�Q�U�F�V�SCi �B�V �D�F�O�U�S�FOi

�D�P�N�N�F �D���F�T�U �J�O�E�J�R�V�Ï �T�V�S �M�B ���H�V�S�F�� �-���P�C�K�F�D�U�J�G �J�D�J �F�T�U �E�F �S�F�U�S�P�V�W�F�S �M�B �Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F �M�B �D�J�C�M�F(x; y; z) �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O



������ �$�P�N�Q�S�F�T�T�J�P�O �Ï�M�B�T�U�P���D�B�Q�J�M�M�B�J�S�F ������

�E�F(x i ; yi )��

�'�6�4�B�?�2�������� �/�P�U�B�U�J�P�O�T �Q�P�V�S �M�B �H�Ï�P�N�Ï�U�S�J�F �Q�S�P�K�F�D�U�J�W�F�� �-�F �Q�P�J�O�UM �F�T�U �S�F�Q�Ï�S�Ï �T�V�S �M�F�T �E�F�V�Y �Ï�D�S�B�O�T �Q�B�S
(x1; y1) �F�U(x2; y2)�� �-�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�T �T�P�O�Uf 1�
l1�
f 2 �F�Ul2��

�%���B�Q�S�Ò�T �M�B�'�J�H�V�S�F ���������
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T ��

x1 =
f 1x

l1 + z
�F�Uy1 =

f 1y
l1 + z

; �	���������


x2 =
f 2z

l1 � x
�F�Uy2 =

f 2y
l1 � x

: �	���������


�0�S �O�P�V�T �B�W�P�O�T �W�V �R�V�F �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �F�O�U�S�Fx1 �F�Uz �	�F�U �F�O�U�S�Fx2 �F�Ux�
 �F�T�U �M�J�O�Ï�B�J�S�F �B�W�F�D �M�B �D�B�M�J�C�S�B�U�J�P�O �R�V�F �O�P�V�T
�W�F�O�P�O�T �E�F �G�B�J�S�F�� �&�O �F���F�U�
 �M�F�T �E�J�T�U�B�O�D�F�Tz �T�V�S �M�F�T�R�V�F�M�M�F�T �M�B �D�J�C�M�F �C�P�V�H�F �T�P�O�U �U�S�Ò�T �Q�F�U�J�U�F�T �E�F�W�B�O�Ul �� �0�O �Q�F�V�U �E�P�O�D
�M�J�O�Ï�B�S�J�T�F�S �M�F�T �R�V�B�U�S�F �Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�F�T ��

x1 �
f 1

l1

�
1 �

z
l1

�
x �F�Uy1 �

f 1

l1

�
1 �

z
l1

�
y ; �	���������


x2 �
f 1

l1

�
1 +

x
l1

�
z �F�Uy2 �

f 1

l1

�
1 +

x
l1

�
y : �	���������


�-�P�S�T �E�F �M�B �D�B�M�J�C�S�B�U�J�P�O�
 �O�P�V�T �B�W�P�O�T �E�P�O�D �N�F�T�V�S�Ï �M�F�T �Q�B�S�B�N�Ò�U�S�F�Tf i / l i �F�Uf i / l2i �E�F �M���P�S�E�S�F �S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U �E�F
������ �Q�J�Y �N�N�¦�� �F�U �E�F �� �Q�J�Y �N�N�¦�� �� �&�O �F���F�U�
(x; y; z) �Q�P�T�T�Ò�E�F�O�U �E�F�T �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T �E�F �M�P�O�H�V�F�V�S�T�
 �E�P�O�Dl �S�F�Q�S�Ï�T�F�O�U�F
�M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �S�Ï�F�M�M�F �F�O�U�S�F �M�F �D�F�O�U�S�F �P�Q�U�J�R�V�F �F�U �M�B �D�J�C�M�F��f �F�T�U �N�F�T�V�S�Ï �F�O �Q�J�Y�F�M�T �Q�P�V�S �Q�P�V�W�P�J�S �G�B�J�S�F �M�B �D�P�O�W�F�S�T�J�P�O
�B�W�F�D �M�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�T �F�O �Q�J�Y�F�M�T(x i ; yi ) �T�V�S �M�F�T �D�B�Q�U�F�V�S�T�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �U�S�P�V�W�Ï �B�W�F�D �M�B �Q�S�P�D�Ï�E�V�S�F �Q�S�Ï�D�Ï�E�F�O�U�F �E�F
�D�B�M�J�C�S�B�U�J�P�O �E�F�T �M�P�O�H�V�F�V�S�Tl �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ������ �N�N�
 �D�F �R�V�J �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �F�O �F���F�U �Ë �M�B �M�P�O�H�V�F�V�S �F�O�U�S�F �M�B �D�J�C�M�F �F�U �M�F
�D�B�Q�U�F�V�S�
 �F�U �E�F�T �G�P�D�B�M�F�Tf �E�F �M���P�S�E�S�F �E�F ��� ������ �Q�J�Y�F�M�T�
 �T�P�J�U �F�O�W�J�S�P�O ������ �N�N �B�V�T�T�J��f �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E �Ï�H�B�M�F�N�F�O�U �Ë
�M�B �G�P�D�B�M�F �S�Ï�F�M�M�F�
 �F�U �D�F�M�B �K�V�T�U�J���F �M���B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �M�J�O�Ï�B�J�S�F �R�V�F �O�P�V�T �B�W�P�O�T �G�B�J�U�F �D�J���E�F�T�T�V�T �� �M�B �Q�S�P�K�F�D�U�J�P�O �T�V�S �M�F�T
�D�B�Q�U�F�V�S�T �F�T�U �V�O�F �Q�S�P�K�F�D�U�J�P�O �Q�M�B�O�F�� �'�J�O�B�M�F�N�F�O�U�
 �Q�P�V�S �N�F�T�V�S�F�S �M�F�T �Q�P�T�J�U�J�P�O�T �T�V�S �M�B �D�J�C�M�F�
 �P�O �J�O�W�F�S�T�F �M�F �T�Z�T�U�Ò�N�F
�E���Ï�R�V�B�U�J�P�O�T �O�P�O���M�J�O�Ï�B�J�S�F�T �	�T�B�O�T �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O �J�D�J�
 ��

x = x1
f 2l1 + l2x2

f 1f 2 + x1x2
; �	���������


y = y1
f 2l1 + l2x2

f 1f 2 + x1x2
; �	���������


z = x2
f 1l2 � l1x1

f 1f 2 + x1x2
: �	���������





































































































































































































































































































	Mouillage statique et dynamique : influences géométriques aux échelles moléculaires

