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Introduction générale

Dans cette étude, on s’intéresse a la recherchéaetonception de nouvelles méthodes non pollsante
et simples a utiliser, pour identifier la distrilut de tailles de pores d’un milieu poreux. En gffes
méthodes utilisées a ce jour sont basées suiidatitn du mercure, I'adsorption isotherme, I'asaly
calorimétrique, la résolution RMN, la diffusion deutrons ou rayons X et la stéréologie. Ces
techniques sont soit polluantes soit tres compéigué mettre en ceuvre. Géométriquement, les
matériaux poreux réels sont extrémement complexigsidre comme cela est mentionné dans tous les
ouvrages traitant de ce sujet. Les distributionsadkes de pores rencontrées dans les milieuxuypore
peuvent étre monomodales ou multimodales de typesign ou autre. Par conséquent, et dans une
premiere approximation, nous les modéliserons Eofsme d’un faisceau de capillaires paralléles de
rayonsr répartis selon une distributiom(r) . Ce modéle, introduit initialement par Purcell tione

d’étre utilisé dans de nombreuses études. Il et Base du modéle de Carman-Kozeny. Cette
construction de pores qui ne tient pas compte dertaosité, de la connectivité des pores, des bras
morts, de la forme et du changement de sectiorog d’'un pore parcouru par le fluide n’est
gu’'apparemment critiquable car des corrections ner@mpte de ces parametres peuvent étre
introduites par la suite pour complexifier la maskdtion. Dans notre étude on va donc supposer que
les pores ont des sections circulaires et on n¢ pias compte de la tortuosité qui n'affecte leltés

final que par une augmentation de la longueur adessp Dans ces conditions, nous proposons deux
nouvelles méthodes susceptibles d’étre utilisées lodétermination de tailles de pores. La pregniér
technique est basée sur I'injection d’un fluidesailsde type Bingham sous pression au sein du umilie
poreux (méthode invasive). L’esprit de la méthodgggrée est celle qui consiste a utiliser I'effet d
seuil présent a I'échelle d’'un pore pour scannelig&ibution de tailles de pores. Le concept génér
sur lequel est basée cette étude est qu’'un popeuteétre envahi par certains fluides que lorsgue |
gradient de pression qu’on lui impose dépasse afeur critique, qui dépend de la valeur du seuil
introduit par la loi de comportement du fluide. #iinon assiste a une invasion des pores de diamétre
de plus en plus petit avec l'augmentation du gratdie pression. De cette maniére tous les pores
peuvent étre « scannés » et par conséquent lemibdi®n déterminée. Ce travail consiste donc a
résoudre le probléme inverse qui se réduit a larahation de la distribution de la taille de pores
d’'un milieu poreux, par la simple mesure de I'étioln du débit volumique d’un fluide a seuil qui le
traverse, en fonction du gradient de pressioniquadt impose.

La deuxieme technique ayant le méme objectif, pgepsur le plan de la conception, I'analyse
fréquentielle de la réponse en débit & une petiorbasinusoidale en pression. Cette technique
consiste en [l'utilisation de la fonction de tramsfeydrodynamique d’'un milieu poreux, ou plus
précisément en la détermination de son admittakoeeffet, comme I'épaisseur de pénétration
hydrodynamique dépend de la fréquence d’oscillatiorgradient de pression imposée a un capillaire,
le comportement de sa fonction de transfert déplergbn diametre. L'utilisation du méme modele de
faisceau de capillaires dont la taille est disttéguivant une loi de probabilité p(r), permet aleuer

son admittance globale par le biais d'une sommatemndébits élémentaires pondérés par leur densité
de probabilité. L’équation qui en découle constituee équation intégrale de Fredholm dont la
solution permet de déterminer la distributipr) . Cette technique a été appliquée a plusieurs types

de distributions, dans le cas des fluides newtani@ette technique a été appliquée aussi au cas des
fluides en loi de puissance, dans les conditionseogysteme se comporte de maniére linéaire. Pour
rendre la résolution de ce dernier probleme passilolus introduirons la notion « d’'inconsistance
complexe ».

Ce travail sera présenté comme suit : au chapjttes2différentes techniques expérimentales citées
précédemment pour la caractérisation des miliewepo seront rappelées avec leurs limites de
mesure. Le troisieme chapitre traite de la méthmake sur I'utilisation de fluides non-newtoniens a
seuil. Le quatrieme chapitre décrit la seconde auithqui s'appuie sur I'analyse dynamique d'un
milieu poreux. Nous conclurons cette thése par edgsnsions et des perspectives possibles pour
poursuivre ce travail.
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Chapitre 1
Introduction

1.1 Les milieux poreux

Un milieu poreux est composé de petits espacesddeou de cavités appelgsres séparés par une
matrice solide. Ces pores peuvent étre connectésouCe milieu est caractérisé par deux critéres
essentiels : le premier définit une propriété géomée appelée la porosité. Celle-ci s’exprime canm
le rapport du volume de tous les pores sur le veluatal du matériau. Il existe deux sortes de
porosité : la porosité isolée et non-percolante riiparticipe pas aux écoulements. Elle peut étre
caractérisée par des méthodes d’'imagerie et desiiff aux petits angles [1, 2, 3]. Le second type d
porosité est la porosité connectée et percolamtesmond a des pores qui participent aux écouleanent
(il peut néanmoins exister des bras morts qui raytigipent pas). Dans ce travail de thése on
s'intéresse exclusivement a ce type de porositéofserte. Le second critéere est la perméabilité qui
représente aussi un aspect géométrique décrivanbrductivité du milieu poreux a I'égard de
I’écoulement du fluide en régime non inertiel. €adl est liée a la connectivité des espaces vitdas e
la taille des pores percolants et a été introduoitelement par Darcy [4].

Les applications technologiques des milieux porsa tres nombreuses et le seront encore plus dans
'avenir avec l'augmentation des colts de I'énergiela prise de conscience des problemes
environnementaux. lls jouent un réle primordial slé&s processus biologiques (végétaux, bois, peau
humaine, cartilage, os, ...), naturels (sols, rocheseuses...) et dans de multiples applications
industrielles (bétons, poudres, mousse métalligéeamique poreuse, ciment, tissu, ...) (fig. 1.1)
[5, 6, 7, 8, 9, 10]. Le génie des procédés estasrdbmaines qui fait appel aux milieux poreux
(catalyse, séchage, filtration, sédimentation,dffidation...). Ces diverses opérations se retrative
dans des secteurs tels que l'agro-alimentairgubitnie pharmaceutique, le traitement des eaux, la
filiere du bois... Ces milieux poreux permettentstiecker de grandes quantités de gaz (séquestration
de CQ, stockage de })i grace a leur grande surface par unité de voldriemobilisation et le
comportement de polluants dans les milieux poresteckage de déchets, bassin d'infiltration,
barriere de confinement, sites industrialisés, M@#ketal-Organic Frameworks-...) sont autant
d’exemples [11] ou la connaissance approfondiex dtonne caractérisation des milieux poreux sont
essentielles. Une autre application récente coaderstockage de chaleur en milieu poreux grareulair
provenant de collecteurs solaires [12]. Ce stockatgiéde chaleur est utilisé dans I'habitat pabikas

des matériaux poreux a changement de phase [18]magériaux isolants a base de fibres de bois
dans le batiment en sont une autre illustratiorj. [D&ns le domaine de I'acoustique, on utilise des
matériaux poreux artificiels comme les plaques dmusee pour les cloisons anti-bruit [15]. Le
transport dans les milieux poreux intervient awss I'industrie pétroliere ou la diminution des
réserves conventionnelles oblige a un fort investigent vers les techniques de récupération tertiair
notamment pour les sables ou les schistes bitumirlea présence de pores dans les céramiques
poreuses leur confére une importante résistaneceniipge [16]. Certaines céramiques poreuses sont
aussi employées pour les piles combustibles a osgtide.

La forte hétérogénéité des milieux poreux et landeadépendance de leurs propriétés de transport
avec la taille des pores qui les constituent ortiv@aun intérét notable pour une bonne caractéoisat

de ce type de matériaux. Il existe de nombreusé¢saués et notamment celles basées sur I'existence
d'un seuil en dessous duquel les pores ne peuwenigvahis. Celles-ci ont été développées pour
déterminer la distribution de tailles de pores (RTHrmi les plus employées, on peut citer :

(i) la porosimétrie par injection de mercure gupleite le caractére non mouillant du mercure, a@gsoc
a sa forte tension superficielle. Pour une presdimjection donnée, seule la fraction des porestdo
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le diameétre est supérieur a une taille critiquengenpar la loi de Laplace sera envahie par le mel
Quoique trés coante, cette technique est sujette a quelques ugiqmotammenvis-a-vis de la
nocivité des vapeuidu mercure

(i) la méthode de sorption ou adsorption isotherme forgl@ ['utilisation de la condensati
capillaire pour en extraire la distributioe tailles de pores.

Divers types de milieux pore ; (a) : mousse  Micrographie d’'un morceau de charbon de |
métallique, (b) : matériafibreux, (c) matéria (Source Best Energie:
céramique, (d) sable de Fontaineble[17] http://electronvert.blogspot.com

Exemple d’un milieu biologique : (a) couj Microstructure du ciment (Jennings and Par
transversale et (b) longitudinale des capillair J. Mat. Science[7]
I'intérieur d'un tournesol (courtesy of P. Cruiz
INRA) [7]

Figurel.1l Exemples de milieux poreux.

Dans la littérature, il existe d’'autres techniqgaspermettent de caractériser la distributionaiies
de pores [18]Par contre elles sont plus difficiles «ttre en ceuvre et onéreuses (thermoporom
diffusion aux petits angles, RMN,...) et parfois destives, notamment la technique de la stéréol
ou I'étude directe de la géométrie des sectionsagsla’un milieu porew

Dans les milieux poreux, lafe dépendance des transs diffusifs et convectifs av la distribution
de tailles des pores qui les constituent a motetfecétud [11, 19, 20, 21, 22, 2. En effet, la
convection prend place dareshilieux perméables dans lesquels les pores suffisamment larges
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et connectés. Quand ils sont inférieurs au micamn dans les bras-morts), c’'est le transport par

diffusion qui prend le relais. Dans tous les casgcdractérisation des propriétés géomeétriques des
milieux poreux, telles que la porosité, la surfapé&cifique, la distribution de tailles de pores est

essentielle pour toute modélisation et compréhendas phénomenes de transport dans ces milieux
poreux.

L'enjeu principal de ce travail est de proposerxdeouvelles méthodes qui permettent de déterminer
la distribution de tailles de pores d'un milieu @ax et qui présentent plus d’avantages : moindres
co(lts et plus grande facilité de mise en ceuvrgremiéere de ces méthodes utilise des fluides & seui
s'écoulant a travers I'échantillon poreux et laogele emploie une analyse fréquentielle qui explaite
fonction de transfert hydrodynamique du milieu poereonsidéré.

Dans une premiere approche, le modéle capillaireCdenan-Kozeny a été utilisé. Il permet de
modéliser le milieu poreux comme un faisceau deegutapillaires paralleles. Cependant, malgré
l'utilisation d'une telle simplification, la desgtiobn de la géométrie par ce modele reste valanlees
deux méthodes sont sensibles principalement aupgtis diamétre de chaque pore parcouru par le
fluide.

Comme nous le verrons par la suite, la premiérenigoe est stationnaire et la distribution de eaill

de pores peut étre obtenue a partir de la simpkuraede I'évolution du débit total en fonction du
gradient de pression imposé. Par contre la sedectiaique est instationnaire et permet d’accédier a
distribution de taille de pores a partir de 'impéde complexe du systéme soumis a une perturbation
harmonique de pression.

Ces approches proposées ont été testées avec saaBsiquement et numériquement pour
différentes distributions de tailles de pores dtpsss de type gaussien, unimodal ou multimodal.

1.2 Parametres géométriques caractérisant un poreux

Comme les propriétés de transport macroscopiquesnageriaux poreux sont gouvernées par le
nombre, la distribution de la taille et la formesdpores ainsi que par leurs connectivités,
« I'Internationnal Union of Pure and Applied Chetrnys> (IUPAC) a procédé a une classification des
pores en fonction de leur taille : celle-ci estméa sur le schéma ci-dessous [24] :

0.3 10 50 nm

[SS]

kA

Macropores

F
A J

Meésopores

F 3
L 4

Micropores

Figurel.2. Classement des pores selon IUPAC.

Cette classification définit les macropores comesedonduits dont le diamétre est supérieur a 50 nm.
A cette échelle, le transport diffusif prédominegkment sur le transport convectif car le nombre de
Péclet est tres petit. Les méthodes développéesatatravail nécessitant un transport convect, le
échelles de pores de 'ordre du nanomeétre ne speanaccessibles dans le cadre de cette étude. Pour
la méthode basée sur les fluides a seuil, on pmutet une estimation des tailles de pores qu'slie e

capable de scanner. En effet, le raygpml’'un pore envahi par un fluide de type Binghantadetrainte

seuil T, soumis a un gradient de presdidi est donné par la relation :



Introduction

_r,0P

7, >

(1.1)

La plupart des fluides a seuil ont une contrairiézallement de I'ordre d&, =100Pa. Pour une
différence de pression de 10 bars et un échantlliom centimétre d’'épaisseur, le gradient de posessi

vaut OP=1C0Pa/ . Avec ces valeurs classiques, on calcule queytenrdu plus petit pore qu'il est
possible d’envahir vaut 2 micrometres. Pour la sdeométhode, il est également possible d’estimer
gue la taille minimale qu’on peut espérer mesuesrsddes temps et des conditions expérimentales
acceptables est de I'ordre du micrometre. On rét@edonc le micrométre comme la taille minimale
des pores gu'il est possible de caractériser agsaméthodes. Malgré cette limite, il existe néamsoi
de nombreux matériaux dont la structure poralerésemte a des échelles de I'ordre du micromeétre et
au-dela.

D’'une maniere générale, les matériaux poreux saifinid principalement par des invariants
macroscopiques et microscopiques tels que la géroki perméabilité, la tortuosité, la surface
spécifique et la distribution de tailles de pores.

i)-Porosité :

La porosité est définie comme le rapport du voludes poresV, sur le volume totaV, de

I'échantillon. Autrement dit, c’est la fraction wwhique du matériau occupé par les pores (percolants
ou pas). Elle s’écrit :

b=

—P
Vt VS+VP

(1.2)

ou \ est le volume du solider varie entre O (solide plein) et 1 (volume quasimede comme les
aérogels).

Exemples : pour le sable et le gravigs< @ < 40% ; pour les argiles40< ® < 50% ; pour la craie
10< d < 40%.

ii)-Perméabilité :

La loi décrivant I'écoulement moyen, a faible nomlde Reynolds, d'un fluide visqueux de
viscosité dynamiqueu, de vitesse débitante de filtratiah, a travers une épaisseur L d'un

milieu poreux saturé soumis a un gradient de poas@iP est donnée par la loi de Darcy [25] :
__ k(= -
] =—;(DP—pg) (1.3)

ou p et g sont respectivement la masse volumique du flutd&aecélération de la pesanteur. Dans
cette expressiork est un parameétre qui a les dimensions du cardé t&lle moyenne des pores :
c’est la perméabilité du milieu. Elle indique I'éptle de ce milieu & étre traversé par un écoulemen
k est indépendant de la nature du fluide. Elle needé que de la structure du réseau de pores du
matériau.

Exemples : pour le grés.10™ <k < 3.10%cn? ; pour les sol8.10° <k < 10" cn?.
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iii)-Tortuosité :

Cette notion permet de rendre compte de la complexi chemin parcouru par le fluide dans le milieu
poreux. Pour un échantillon de longueur L, la langl. d’'un canal tortueux qui le traverse de part et
d’autre est généralement plus grande Qég. 1.3). On définit alors la tortuosité comneerhpport
de ces deux longueurs (ou du carré de ces longueurs

2
T=i ou Tz(ij (1.4)
L L
- L —
e~ -

Figure 1.3. Définition de la tortuosité.

Dans le cas ou les canaux sont rectilignes, noassav=1. Pour des canaux quelconques; 1.

Pour des matériaux faiblement poreux, la valeutadrtuosité peut étre tres supérieure a l'unité :
pour les mousses métalliques ou céramiques, desrgdégerement supérieures a 1, ont étés mesurées
[26].

iv)-Surface spécifique :

La surface spécifiqueest définie comme ['aire d’interfa@par unité de volume du matériu:
S=— (1.5)

L'interface est en général le lieu ou s’exprimeas Ipropriétés physico-chimiques du matériau
(mouillage, propriétés catalytiques,...). La surfapécifique est une mesure de la quantité de giies q
sont accessibles a des molécules traversant les.por

v)-Courbure moyenne et courbure gaussienne
Dans l'espace, la courbure d’'une surface suffisamiméguliere se définit par la donnée de ses rayons

de courbures principaux;Rt R. La courbure moyenne de l'interface sur I'ensenadd’échantillon
s’écrit sous la forme suivante :

(H):%<%+é> (1.6)

ou< ) désigne la moyenne de I'ensemble des points ¢oastil’échantillon.

La courbure gaussienne d'une surface est l'invehseproduit de ses deux rayons de courbure
principaux. C'est une grandeur topologique qui ciitdse la quantité de connexion entre les pores
dans le matériau. Elle s’écrit comme suit :
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o

On dit qu’un milieu poreux est ouvert qua{i@) >0 (les pores sont totalement isolés), c’est le cas pa

exemple d'un empilement de billes. <‘§K><0Ies pores du milieu sont connectés (sols, éponges,
bétons, poudres...) [27].

1.3 Caractérisation des milieux poreux

Différentes techniques expérimentales permettentcactériser la structure poreuse. On peut
distinguer deux catégories de mesure : la prengigtréntrusive (ou invasive), et n’est sensible gy'a
pores connectés et percolants du matériau ; efigiste a faire pénétrer un fluide (liquide ou gam)s
pression. Une simple mesure de la quantité dedlundroduite dans le milieu poreux permet de
déduire le volume poreux connecté et d’'en dédairedrosité effective. Les plus connues sont la
porosimétrie au mercure et l'adsorption isotheriiesage du mercure est délicat a cause de la
toxicité de ses vapeurs et le phénomene de cortiangapillaire qui intervient dans I'adsorption
isotherme demande généralement beaucoup de tengss.teChniques seront détaillées dans le
deuxieme chapitre. La deuxieme catégorie de caisati®n correspond aux méthodes non intrusives
(non invasives), basées sur la diffusion aux patitfes utilisant soit un rayonnement de neutrsmis,
des rayons X. Elles permettent une analyse degigté® microstructurales des milieux poreux. On
trouve enfin des méthodes stéréologiques qui sestruttives tels que la distribution des cordes ou
encore des méthodes d'imagerie qui s'intéressatmbigua la morphologie du milieu poreux et qui
utilisent les techniques de microscopie (microseomptique classique, a force atomique (AFM),
électronique a balayage (MEB) et électronique @strassion (MET)).

Dans sa these, Stéphane RODTS [28] a résumé césidees expérimentales visant a la
caractérisation géomeétrique des milieux poreux gjns leurs échelles d’application :

Technique Echelles sondées Information physiqueirées
Pycno_me;trl_e a I’hehurp 0.1nm - mm den3|t_e,de la matrice solide
Porosimétrie par pesée porosité
Porosimétrie au mercure 10nm - 300um diamétre d’entrée de pores
Sorption gazeuse 1nm - 100 nm surface spécifique

tailles de pores
Cryoporomeétrie 0,1nm - 100nm tailles de pores
Diffusion de rayonnement 0.1nm - 100nm en R> correlatl_ons volume-volume &
deux points
0,1nm- 1um tailles de pores
RMN 10um - 10Qum forme et connggﬂwte des
pores, tortuosité
Analyse image 2D 0,1nm - mm selon lg/— sco| | Stéréologie
Imagerie 3D (IRMtomoX) >1-10um géométrie 3D

Tableau 1.1. Principales techniques de caract@isgéométriqgue des milieux poreux et leurs
échelles d’application [28].
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1.4 Objectifs de la thése

Dans ce travail, on s’intéresse principalement éalactérisation de la distribution de tailles deep
constituant un matériau poreux. Les distributiomscontrées dans les milieux poreux peuvent étre
multimodales (bimodales par exemple) [29, 30], Weetgaussien, maxwellien [31], log-normal [32]
ou Rayleigh [30]. GEométriguement, les matériawepn réels sont extrémement complexes a décrire
comme cela est mentionné dans le livre de Schedld@fj Dans une premiere approximation, nous
les modéliserons sous la forme la plus simple daisceau de capillaires paralléles de rayons
répartis selon une distributiop(r) . Ce modéle, introduit initialement par Purcell][88ntinue d’étre

utilisé dans de nombreuses études, [34, 35, 36jmQdele est également a la base du modéle de
Carman-Kozeny [37, 38]. Cette construction de pessnaturellement critiquable par le fait que le
rayon de courbure de linterface solide/liquide &ssimilé au rayon du pore parcouru par le fluide.
Cette définition n’est pas exacte du point de vedadforme des pores (pore de forme quelconque)
constituant le milieu poreux. Ce modele ne tiers pan plus compte d'autres effets comme la
connectivité des pores, leurs changements de segtibse traduisent par I'effet bouteille d’encre
(important pour les écoulements a seuil), des im@ss [8]. Dans notre étude on va supposer que les
pores ont des sections uniformes circulaires etéghigera la tortuosité [8].

Dans ces conditions ; nous proposons dans ce ltrd@ak nouvelles méthodes susceptibles d’'étre
utilisées pour la détermination de tailles de poBes techniques sont basées également sur lioject
d’'un fluide sous pression (méthode invasive) an g&in milieu poreux en étudiant principalement
I'écoulement de ce fluide. La premiére est basééuilisation des fluides non-newtoniens a sealel
type Bingham. L'esprit de la méthode que nous stagyggici est d'utiliser I'effet de seuil présent a
I'échelle d’'un pore pour scanner la distributiontedle de pores. La deuxiéme approche que nous
nous proposons d'étudier sur le plan analytiquenemérique est celle qui utilise l'analyse
fréquentielle de la réponse en débit & une pettiorbasinusoidale en pression. La fréquence de
coupure de la fonction de transfert d’'un capillaiépend de sa taille (couche limite visqueuse) tHou
répercussion de la distribution de taille de parela coloration du spectre d’'une telle fonction de
transfert.

Le plan de ce travail sera présenté comme suit:clapitre 2, les différentes techniques
expérimentales citées précédemment pour la caisatién des milieux poreux seront rappelées avec
leurs limites de mesure. Le troisieme chapitredrde la méthode basée sur l'utilisation de fluides
non-newtoniens a seuil. Le quatrieme chapitre tiéecrseconde méthode qui s’appuie sur I'analyse
dynamique du systeme. Nous conclurons cette thaxsdgs extensions et des perspectives possibles
pour poursuivre ce travail.



Chapitre 2
Bibliographie sur les méthodes expérimentales poua
déetermination de la distribution de taille de pores

2.1 Introduction

Parmi les techniques expérimentales les plus égdispour déterminer la distribution de tailles de
pores (PSE) des matériaux poreux, on distingue les méthadestionnelles commda porosimétrie

au mercureet la technique déisotherme d’adsorptionainsi que les méthodes alternatives corfane
thermoporométriepar I'analyse calorimétrique (D&Cou par la résolution RMN la diffusion aux
petits angles (neutrons ou rayons X) et la stégéeldar la suite, nous allons exposer, les praxige
base de chaque technique, ainsi que leur domaappltation.

2.2 Porosimétrie au mercure
2.2.1 Principe

Parmi les techniques classiques, on distingue pol@simétrie au mercure » ou « l'intrusion du
mercure ». Pour cette méthode invasive, le fludeduit sous pression dans le milieu poreux est le

mercure qui a la particularite d'étre trés peu @i (0, =0,436N /m a20C). Les pores du

matériau sont généralement supposés étre cylirefigue matériau est préalablement séché puis
introduit dans une enceinte a la pression atmoapler On injecte ensuite le mercure sous une
pression croissante pour envahir les pores. D'arési de Laplace (éq. 2.1) les plus grands pores
seront les premiers a étre imprégnés par le merpure lorsqu’on augmente la pression, des pores de
plus en plus petits sont progressivement envabis figure 2.1) :

20,, co

r= B (2.1)

ou r est le rayon du pored, est la tension de surface entre le mercure et;|8i~140° est I'angle
de contact entre le solide et le liquide ; P egréssion exercée sur le liquide.

@Q 77\

P . r
échantilon |  \____. T ________________

Hg sous pression

—

Figure 2.1.Principe de la porosimétrie au mer¢2@g.

'Pore Size Distribution
“Differential Scanning Calorimetry
*Resonance Magnetic Nuclear
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La mesure du volume de mercure pénétré dans les porfonction de la pression donne une courbe
d’intrusion-extrusion qui présente un phénoméneténgque di a la forme des pores, a leur
interconnectivité et a la variation de l'angle dentact d’avancée a lintrusion et de reculée a
I'extrusion.

Un exemple d’'une distribution de tailles de poresre sur la figure 2.2 [5] est interprétée comme la
dérivée du volume de mercure par rapport a la jmressa la loi de Laplace. Autrement dit, c’est la
dérivée du volume dont les pores ont un rayon iexfiés ar par rapport au rayon de pores [39]. Elle
s’écrit sous la forme suivante :

_dv(r) _P(dV,,
R (r)=—, —7( dPJ (2.2)

Le volume des pores envahis par le merd{ygest égal a la différence du volume total des pyjes

et du volumeV (r) dont les pores sont inférieurs au rayonp, (r) est la densité de volume des
pores.
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Figure 2.2. Distribution de tailles de pores tidélivre de F. A. L Dullien [5] ou D est le diametde
pore.

2.2.2 Validité et limite

La porosimétrie au mercure reste I'une des seufgsusoir analyser des diamétres d’entrée de pores
allant de quelques nanomeétres jusqu’a quelquesioestde micrométres. Elle permet de déterminer
de maniére quantitative, la structure poreuse datenmaux. L’hypothese concernant la forme des
pores est plus ou moins contestée [8]. Bien queusitivation soit tres répandue, cette technique
comporte de nombreuses limites: i) elle peut dtuest par exemple un risque important sur la
microstructure de I'échantillon poreux (microfisgtion, déshydratation,...) a cause de I'opération
préalable de séchage du matériau (plus de 24huad'@u pompage sous vide) ; ii) pour étre capable
de scanner tous les pores et notamment les plits,peh est obligé d’augmenter la pression
d’intrusion ce qui peut introduire des déformatiaisune modification irréversible de la structure
poreuse allant méme jusqu’a la destruction de #athon ; iii) enfin, I'utilisation du mercure est
déconseillée a cause de la toxicité de ses vapeurs.
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2.3 Adsorption isotherme
2.3.1 Phénomenes d’adsorption/désorption

L’adsorption est un phénoméne consistant en ldidixale molécules de gaz a la surface d’'un solide.
Ce phénomene tire son origine des forces interratdi#ges de type dipolaire ou Van-der-Waals [40].
On distingue la chimisorption lorsque le phénoméaie intervenir des réactions chimiques et la
physisorption dans le cas contraire. Pour I'appliceaa la porosimétrie, le matériau poreux est en
présence d’'un gaz. Le phénomene inverse par léegieholécules se détachent est la désorption. On
appelle « adsorbat » le gaz qui s’adsorbe et «bhdsb» le solide ou I'adsorption a eu lieu.

2.3.2 Isothermes d’adsorption

Cette technigue consiste a mesurer la quantitéadécoies de gaz adsorbées (le gaz le plus utiisé e
'azote) dans un milieu poreux a température caomstdgénéralement il s’agit d’'une température
voisine de la température de liquéfaction du gaar exemple pour l'azotd =77K ), par

I'augmentation progressive de la pression dansemeeinte contenant I'échantillon parfaitement sec.
Il est possible d’en déduire la surface spécifigiuen solide (surface par unité de masse ou de
volume). Les modeles utilisés couramment sontmaséle de Langmuir [41] dans le cas d'une

adsorption monocouche et le modele B.E.T. [42] darsas de multicouches. Cette méthode permet
également de déterminer la distribution volumiqeetailles de pores. La méthode B.J.H. [43] est

basée sur la courbe de désorption. La relatioredatrpression imposée et le raygnd’un pore
cylindrique est donnée par I'équation de Kelvin-laap :

20V, cosfd
Ln( PJ:—L (2.3)

P, NKT

ol R est la pression de vapeur saturante a la températu, le rayon de Kelvin égal &, -t , out
est I'épaisseur de la couche des molécules adsorpae les parois du solide,, la tension

superficielle de linterface liquide-ga{ le volume molaire de la phase liquidd, le nombre

d’Avogadro, k la constante de Boltzmann. L'angle de mouill&entre I'adsorbat et 'adsorbant est
souvent considéré égal a 0. Cette relation perfegpdmer la courbe de désorption en fonction de la
pression. La distribution volumique de tailles degs est alors obtenue par la dérivée de cettdeour

2.3.3 Exemple expérimental pour I'alumine

Nous illustrons cette technique par un exemple typaésultats tirés de [44]. Sur la figure 2.3, la
quantité de gaz adsorbé sur les parois solidesessipn relative croissante (pression d'équilibre
divisée par la pression de vapeur saturante) ¢oeste qu’'on appelle la courbe d’adsorption du gaz.
Aux fortes valeurs de la pression relative, cetbeiribe montre un palier de saturation da a la
condensation capillaire ce qui signifie que tousgeres sont remplis et saturés par I'adsorbadnSi
diminue la pression relative, on observe un phémemehystérésis pour la courbe de désorption qui
rejoint la branche d’adsorption pour une presseative généralement comprise entre 0,4 et 0,5 pour
le diazote. L'exploitation de cette courbe de dggon va permettre de calculer le volume cumulé de
pores ainsi que la distribution volumique de taille pores par la méthode B.J.H. [31].
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Figure 2.3. Adsorption/ désorption isotherme [44].

Dans la méthode B.J.H., la courbe de désorptionpastourue a pression décroissante par sauts
discrets appelés « classes ». L'expression du wlporeux de la classe n s’écrit sous la forme
suivante [43] :

r_p,n _tn rp,i

a\/p'nz( Ton J lévn—dtnnidap{l—_t” J] (2.4)

avec

&V, : volume de liquide désorbé dans f8%¢tape de désorptioﬁcm3_ g’lJ

an L, 1 rayon de Kelvin calculé par I'équation de Kelywour la pression relative
(/Py),. [

t, . épaisseur de la couche multimoléculaire calca@légartir de I'équation empirique de
Harkins et Jura [45)[nm]

T, : rayon poreux moyen calculé entre les valayrstr, .,,[nm]

Jda

éVp’n : volume poreux des mesopores qui ont un rayoeysomoyenr [cm3_ g’lJ

r.k,n =r

o - aire de la¥™ classe égale ﬁé\/p,i/Tp'i , [cm3. gl nrﬁl]

n
Vo0 =20V, : volume poreux cumulatif,cnt. g
i=1

p,(r)=9V,,/or,, : distribution volumique de tailles de porfesn®. g™*.nm*] .

Un exemple de volume cumulé et de distribution notiue de tailles de pores sont représentés sous la
figure 2.4 ci-dessous :

11
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Figure 2.4. Volume cumulé et la distribution voiqoe de tailles de pores de I'alumine [44].

2.3.4 Validité et limite

Cette technique est généralement non destructinepet récupérer facilement I'échantillon mesuré
et refaire une autre mesure aprés séchage sousquidpermet d'extraire toutes les molécules
adsorbées afin que I'ensemble de la porosité sogssible. Le domaine d’étude des rayons de pores
est réduit a ceux inférieurs a 100 nm et la méthredée toujours précise pour les pores de rayon
inférieurs & 10 nm. Le temps pour réaliser un déaeilde condensation capillaire est tres lent,
l'isotherme demandant & peu pres 24h pour étreitdé@e plus, un séchage trop important peut
provoquer un endommagement de I'échantillon corazgrea microstructure (resserrement du réseau,
microfissures...). Cette méthode est invasive etdesic sensible aux effets de connectivités des
matériaux poreux (par exemple, effet bouteille dierj46]).

2.4 Thermoporométrie
2.4.1 Principe

Une autre technique de caractérisation des posgelsur I'analyse calorimétrique de la transitien d
phase liquide-solide du fluide dans un milieu parest appelée thermoporométrie. Cette approche
proposée par Kuhn [47] et plus tard développéeBpan, Eyraud et al. [48] permet également de
déterminer la distribution des tailles de poressdies milieux poreux. A la congélation, lorsqu’on
refroidit un matériau poreux rempli d’'un liquidea(eou benzéne généralement), ce liquide subit un

écariaT de la température du point triple par rapport gefapérature du point triple initialg. Cette
difference est inversement proportionnelle au rajwmoreR, ol la transition de phase se produit. La

relation thermodynamique reliant les deux pararsetst exprimée par I'équation de Gibbs-Thomson
(on la nomme également I'équation de Clapeyron-daeg)l [49] :

E :_20-'5 _ (2.5)

T, AH, R
ou g, est la tension superficielle du liquide-soliteJe volume molaire du liquidehdH, enthalpie
molaire de fusionR, le rayon du pore eAT =T -T,. ouT, est la température du point triple. On
peut généraliser cette équation par la formuleasue/[49] :

12



Bibliographie

R :—§+t (2.6)

ou A est une constante qui dépend du liquide utilisél'&paisseur de la couche du liquide qui ne
participe pas a la congélation mais qui reste &dsosur la surface du pore. La distribution déetail

de pores est mesurée a partir de I'équation dbregk (2.6) et de la mesure calorimétrique (courbes
de solidification et de fusion). Son expressiondesinée sous la forme suivante [50] :

de:dQ(T) dt  d(AT) 1

aR, ot daT) dg W(J

(2.7)

OuV, est le volume de porelQ/ dt est le flux de chaleur par gramme d'échantillomeps sec
donné dans le thermogramme de la figure dt5,d(AT) est l'inverse du taux de refroidissement,
d(AT)/ d( F%) est obtenu par I'équation de Gibbs-Thomson (Z.Wd(eT) I'énergie apparente définie
par Brun [48].

l .0 : T T T T T T T T T I T T T T T T T T T :
C L ] — Nitrogen adsorption
E '300]" ngi 3 - Thermoporometry: conventional scan
0 5 :_ ......... heatmg _: s —— Thermoporometry: step scan
5 /\ "
% E ..". .".‘ ’%
I pr
05F L = %
-1 .0 T N TRV T S SN N A T T N SO N S N S E
24 250 255 260 265

T[K]

Figure 2.5. Thermogramme pendant la congélation Etgure 2.6. Distribution de tailles de pores de
la fusion de I'eau dans les mésopores de SBA-15 SBA-15[52].
[51].

2.4.2 Validité et limite

La technigue de la thermoporométrie a été appliguuee succes a un grand nombre de matériaux
poreux, comme les gels de silice, d'oxydes de ditdaydrogels, élastoméres et de nombreux liquides
tests par exemple l'eau, le benzéne, le cyclohexamétrobenzene et le tétrachlorure de carbome. E
raison des différentes propriétés physico-chimiqies liquides, différentes tailles de pores peuvent
étre sondées, selon le solvant utilisé. La gammeagen des pores accessibles s’étend entre 2 a 150
nm. La mise en ceuvre de cette technique est méséen que plus rapide que I'adsorption isotherme
Cette méthode est moins utilisée que les technidreditionnelles (isotherme d’adsorption et
porosimétrie au mercure) a cause de la complenim@atériel qu’elle nécessite.

“Silices mésoporeuses de type SBA-15
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2.5 Autres méthodes
2.5.1 Stéréologie

La stéréologie edtétude directe de la géométrie par le biais déstios entre grandeurs mono, bi et
tridimensionnelles. Elle permet d’obtenir des infiations sur la structure tri-dimensionnelle despor
d'apres les caractéristiques bi-dimensionnellesioié®s. En particulier, la porosité et la surface
spécifique sont immédiatement obtenues. Pour déternstéréologiguement la distribution du
diamétre des pores, on utilise soit une analyseséetsons qui est basée sur la distribution déesail
des cercles soit une analyse des cordes (la distnibdes cordes) [5, 28]. Il est donc possibldaile

une mesure simple et directe de la courbure moydasearois des pores [53]. La stéréologie est la
seule méthode qui détermine les dimensions dess md’ordre du millimetre. Cette méthode est
destructive.

2.5.2 Diffusion aux petits angles

Parmi les méthodes non destructives qui permetterdéterminer la distribution de tailles de pores
d’'un matériau poreux, on distingue les techniquesliffusion aux petits angles, qui utilisent sait u
rayonnement de neutrons (appelée SANSiIt des rayons X (SAXP Ces techniques ne nécessitent
pas de séchage préalable. La mesure consistergyBa de la distribution angulaire de lintensité
diffusée par I'échantillon [54, 55, 56]. Elles ttienit une gamme de tailles de pores importante entre
Inmetlym . Ces méthodes sont assez complexes a mettre ere.ofilles utilisent une source
synchrotron de forte puissante et une taille d'éthan réduite. L'interprétation des mesures
effectuées sur des matériaux géologiques compkstesouvent délicate.

2.5.3 Cryoporométrie RMN

La cryoporométrie RMN permet également d'accédardistribution de tailles de pores (voir la figure
2.7) a partir de la mesure des températures derfuss fluides en confinement. Pour extraire la

densité de probabilité des rayons de pores, itsidgfdériver le signal de l'intensité (amplitudleQT)

obtenue par RMN par rapport a la tempérafuresia la loi de Gibbs-Thomson, dont I'expressiah e
donnée par [57] :

_2KaI(T)
p(d) = 7 ot (2.8)

ou, K=g VT,/AH,, dont les paramétres sont définis précéedemmerit feztion 2.4.1) et d le

diamétre de pore. Cette technique est égalemdigué® pour les difficultés d'interprétation de ses
résultats (forme des pores, connectivité...). Ellaitpétre destructive par effets du cycle de
congélation/fusion.

*Small Angle Neutron Scattering
®Small Angle X-ray Scattering
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Pore size distribution,
p(d), a. u.
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Figure 2.7. Amplitude RMN en fonction de la tengiére et distribution de tailles de pores pour un
CPG imbibé dans I'ea{57].

2.6 Récapitulatif des techniques de caractérisatiodes milieux
poreux

On récapitule sur le schéma ci-dessous (figurel@jlifférentes techniques caractérisant les milie
poreux en fonction de leurs tailles, ainsi que dedomaines d'étude. Chaque technique permet
d’étudier un caractére spécial de la géométrie dhifieu poreux, notamment les parameétres
géomeétriques et morphologiques (porosité, surfpéeiique, tailles de pores, rugosité de surface...).
On distingue sur ce schéma les techniqgues de éasmtion par imagerie et les techniques
porosimetriques [27].

IRM

-+ 4

Tomographle X

AFM / STM

Microscope optigue

MEB

Technigues d'imagerie

MET

Stéréologie

Cryoporométrie RMN h

< >

SAXS [SANS

Thermoporométrie
—>

Techniques de caractérisation

Adsorption isotherme

Porosimétrie au mercure

Technigues de porosimétrie

I I | I I 1 I I 1
A 1nim 10nm  100nm Tpm 10pm 100pm 1 onm | Nl

Taille de pore

Figure 2.8. Schéma des techniques caractérisantileux poreux.

Notons finalement que plusieurs de ces technigeasemt étre mises en ceuvre simultanément pour
caractériser un milieu poreux. C’est, par exemjge;as dans le travail de Eko et al. [58] qui ont

'Controlled Pore Glasses
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utilisé a la fois la diffraction de rayon X, la miscopie électronique a transmission (MET) et la
désorption isotherme de I'azote (figure 2.9).
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Figure 2.9. (a) : Diffractogramme de rayon X eage de MET deClpr-SBA-15, (b) : isotherme
d'adsorption/ désorption de I'azote et la distiitnutles tailles de pores de Clpr-SBA-15 calculée pa
la méthode BJHBS].

2.7 Conclusion

L'étude bibliographique précédente montre que texipales techniques de mesure de la distribution
de tailles de pores présentent un certain nomhreativénients comme la toxicité (mercure), la
destruction de I'échantillon (stéréologie ou lesitha pressions mises en ceuvre), la complexité de
l'interprétation des résultats (diffusion aux petiingles et thermoporomeétrie), la sophisticatiole et
prix des appareils (microscopie), la durée des egmps de mesure (adsorption isotherme et
thermoporométrie)... Dans ce travail, nous proposiaus nouvelles approches alternatives originales
susceptibles d'étre utilisées pour la déterminatierla distribution de tailles des pores : la pegmi
est basée sur I'exploitation du caractére non-neieio d'un fluide a seuil (Bingham, Casson,
Herschel-Bulkley...). L'idée générale est que pouttraeen écoulement un tel fluide, il faut imposer
aux extrémités d'un pore un gradient de pressigrérseur a une valeur critique dépendant de la
contrainte seuil du fluide et du rayon de ce pdamrsqu’on augmente la valeur du gradient de
pression, de plus en plus de fluide traverse I'étihan et la mesure du débit global permet, pag un
méthode inverse, de retrouver la distribution détes de pores. Son principe est donc similaire a
celui de la porosimétrie au mercure, dans le senia @ontrainte seuil des fluides de type Bingham
joue un réle analogue a celui de la tension deasarfiui engendre une pression capillairdinstar

du modéle de Carman-Kozeny [37, 38], le modéleaikeéaux de capillaires [33, 59] est adopté dans
cette étude. La densité de probabilité de trouvepare dont le rayon est compris enftret r +dr

dans un milieu poreux est alors obtenue comme onetibn des dérivées partielles successives du
débit total de fluide (traversant le milieu poreysdr rapport au gradient de pression imposeé.
L’inversion du probleme posé nous a permis de godes solutions analytiques pour différents types
de fluides & seuil. Cette approche sera développéehapitre 3. La deuxiéme méthode consiste a
étudier d'une maniere analytique et numérique Rgmfréquentielle de la réponse en débit a une

perturbation sinusoidale en pressﬁﬁiﬁ(t)=DPoexpGa)t) d'un fluide newtonien. La fonction de
transfert du systéme ou plus simplement son admitadéfinie comme le rapport de la réponse en
débit au gradient de pression sinusoidale imp&gw) = Q(t)/OR , est étudiée en fonction de la

pulsationw. Comme, I'admittance (complexe) de ce systemerd€ge la distribution de la taille de
pores, il nous a été possible de résoudre le prabi@verse que constitue la détermination de cette
distribution en taille de pores par une méthodealyse fréquentielle. Cette solution a été possibte

le probléme de linvasion de la couche limite hydjneamique est linéaire [60]. Pour justifier
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physiquement I'utilisation de cette technique, dutf se rappeler que la fréquence de coupure de
I'admittance d’un capillaire dépend de son ray@ar~v /r?) et que le spectre de I'admittance ainsi
que sa phase dépendent fortement de la distribdgotailles de pores. Cette approche originale est
développée dans le chapitre 4. En complément a n#ithode, nous avons étendu son utilisation aux
fluides en loi de puissance, car notre surprisééadé constater que le systeme reste linéaire dans
certaines conditions qui seront discutées dankdpite 4.
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Chapitre 3
Utilisation des fluides a seuil pour la déterminatn de la
distribution de tailles de pores d’'un milieu poreux

3.1 Modéle de Carman-Kozeny

L'analyse de Carman-Kozeny [37, 38] basé sur leateode Purcel [33], consiste a représenter un
milieu poreux réel comme un faisceau de tubes dgogecylindriqgue de diamétre moyehet de
longueurL (voir figure 3.1).

N
v

Figure 3.1. Modéle d’'un réseau de capillaires aralpele [61].

Le débit-volumique du fluide soumis & un gradieatpdession longitudinahP/ L, a travers un seul
capillaire de longueut,, est donné par I'équation de Poiseuille :

m* AP
Q =_ (31)
128u L,
Ce qui conduit & une vitesse débitante dans ldlaapiégale a :
2
v =4 24P (3.2)
16kout L,

ou k, est un facteur de forme. Cependant, la vitesseemuy de filtration a travers le milieu
poreux est donnée par la loi de Darcy :

U, =——— (3.3)
u

ou L est la longueur de I'échantillon. Carman [62, &3] a corrigé I'hypothese de Dupuit-
Forchheimer en y introduisant la tortuosié L,/ L :
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Méthode des fluides a seuil

u

v, =—
@

T (3.4)

La combinaison des 3 équations précédentes donne :

o’
16k, T?

Kok =

(3.5)

Cependant le diamétre moyen peut s’exprimer entfonale la surface spécifiqug, basée sur
le volume du solide et de la porosiggé:

d=— 2 (3.6)

St-¢)

Dans ces conditions, la perméabilité s’écrit :

4

koS

(3.7)

, N 2 . . , ;.
D’aprés Carman [5], la valeuk,T° qui correspond le mieux aux résultats expérimentau
concernant a des empilements de sphéres dureSvaans ce cas, comme la surface spécifique
est§ =6/d, on obtient I'expression d’Ergun classiquemenlisde :

gd’

Kee—m————= (3.8)

180(1-¢)’ |

Le modéle de faisceau de capillaires paralléldssatia notion de diamétres moyedsqu’il est
nécessaire de définir correctement. Dans le casnotiéglige la tortuosité, Scheidegger [59] a

proposé pour une distribution de rayons quelcordpielensité de probabilité(r) I'expression
de la perméabilité pour un milieu isotrope suivante

szjrzp(r)dr (3.9)

d? =jr2p(r)dr (3.10)
Limites du modeéle

Il est & remarquer que ce modele ne tient pas acohgsd autres effets comme : le changement de
section des pores, les bras morts et I'intercororexies pores sous la forme de branches.
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Méthode des fluides a seuil

3.2 Introduction aux fluides a seulil

On utilise le terme « fluides a contrainte seuilour designer la catégorie de fluides non newt@nien
viscoplastiques indépendant du temps. Il s'agifluides qui ne s’écoulent pas, avant qu'il ne sbien
soumis a une contrainte de cisaillement minimalgel® contrainte seuil d’écoulemagt En effet,

de nombreux matériaux industriels, tels que legrperes, gels de polymeére, produits alimentaires ou
cosmétiques, les suspensions minérales concentfiegdes électro-rhéologiques et magnéto-
rhéologique... ont un comportement rhéologique quiee entre un liquide purement visqueux et un
solide plastique. L’existence d’'une contrainte kesi essentiellement reconnue pour étre respansabl
de la transition complexe entre la phase solid§ @eiquide (sol). Pour une utilisation industiee
des fluides complexes viscoplastiques, la notiodadeontrainte seuil reste un paramétre important
dans leur caractérisation rhéologique. Cette cmi&racritique qui accompagne la transition entre le
comportement solide (plastique) et visqueux (liglicest liée a la structure interne du réseau du
matériau. Toutefois, cela se produit généralementise gamme de contraintes a partir de la limite
inférieure, correspondant a la transition progsessintre la déformation élastique et plastiqueleCel

ci se termine a une limite plus élevée correspandaa transition de la déformation plastique wars
écoulement visqueux. L'interprétation physique d#ectransition a une grande importance dans les
applications industrielles. La contrainte seuiliwagn fonction de la concentration des matériaux
(induisant un seuil) mis en solution, elle peutieaégalement avec le pH de la solution étudiée (pa
exemple, dans le cas de la bentonite, la contraiateisaillement décroit brutalement dans la zone
acide et augmente légérement dans la zone basigaesdlution [65]). La figure 3.2 montre des types
de rhéogrammes de fluides présentant une contragui, les plus utilisés dans la littérature. On
distingue deux types de fluides plastiques : uiddplastique idéal appelé fluide de Bingham (1922)
[66, 67] et un fluide non idéal du type Casson @9[8], qui a un comportement plastique
rhéofluidifiant (pseudoplastique). Ce dernier cstspdus répandu que les fluides de Bingham. Le plus
simple & modéliser est le fluide de Bingham qus'@eoule que lorsqu’un seuil minimal de contrainte

Tg est dépassé. Ce modéle ne permet que raremenga&edle comportement rhéologique

viscoplastique des matériaux. Cependant, le matiBllerschel-Bulkley (1926) [69] permet de décrire
la plupart des fluides viscoplastiques. En effet,rhéogramme de tels fluides finit par devenir
curviligne, a l'instar des fluides en loi de puisea rhéofluidifiants ou rhéoépaississants, au-dela

d'une certaine contrainte seuil appliqu?%‘e. Le tableau 3.1 récapitule les principales lois de

comportement rhéologiques utilisées pour les fliideseuil, ainsi que des exemples d’applications
industrielles. On peut noter également qu'il exides modéles de fluides a seuil avec des lois de
comportement régularisées par un exposant de anmiegle contrainte comme des fluides de type De-
Kee, de Yahia et de Khayat et al. (tableau 3.1aubks auteurs ont introduit certaines modification
aux lois de comportement classiques, on cite pamgle le modéle de Papanastasiou [70, 71], le
modéle de K-L, d'Ofoli et al. [72] ainsi que ceus @ostell ou Duran (1979) et al. [73].

(Pa)t Fluide de Herschel-
Bulkley

Fluide de Bingham

tw

Fluide de Casson

>7(s™)

Figure 3.2.Rhéogrammes caractéristiques des 8uypdésentent un seuil d’écoulement.



Méthode
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Modéle Loi de comportement Exemple Référence
Peintures a I'huile, laponites,
Bingham (1922) T= rg + LY extrait de viande, [25, 6%]67, 74,
suspensions agglomérées..
U pate dentifrice, pate a pain,
/2 c \1l/2 . . .
Casson (1959) r :(ro ) +(k.y) " | peintures dispersion, [68, 76]

suspensions de boues...

Carbopol, boues de forage

(Bentonite), polyacrylamide
(contrainte seuil trés faible),
creme et pommade basée s
la gelée de pétrole
(vaseline)...

Herschel-Bulkley (1926) ur [69, 75, 77, 78]

fluides de forage et boue de

ciment... [79, 80, 81]

Robertson-Stiff (1976) {

pates complexes a haute
teneur en solide insolubles,
jus d'orange concentré,
pulpes d’ananas et de
mangue, suspension de faripe
de mais cuits...

Mizrahi-Berk (1972) 2=+ (k) [73, 82, 83]

concentré de gomme
xanthane, gelée de pétrole
pour la formulation de la
creme...

Heinz-Casson (1959) r" =1 + (k)" [72, 84]

De Kee T=T7,+ e ciment et béton frais... [85]

T=T, + 2(T0ﬂy€_my)1/2

Yahia and Khayat coulis de ciment... [86]

Tableau 3.1. Exemples de modeles rhéologiquetutiet a contrainte seuil.

3.3 Mesure de la contrainte seuil

Les techniques développées pour mesurer la cotdraauil peuvent étre classées en deux
groupes : i) les méthodes indirect€elles-ci sont basées sur la confrontation eleserésultats
d’écoulements déterminés expérimentalement etdssltats basés sur les modeles rhéologiques

cités ci-dessug = f(y) . La contrainte seuil est alors déterminée par tizpolation du

rhéogramme a faible taux de cisaillement. Ces nughont trés sensibles aux modeéles utilisés
et a la précision de la mesure rhéologique danmgdéon de faible taux de cisaillement. ii) les
méthodes directedJne variété de techniques de mesure directeigetatou dynamique, a été
mise au point pour obtenir la contrainte critig@m distingue parmi ces techniques, la palette de
torsion, le pénétrométre cylindrique...Uhlherr et[8I7, 88]. En général, pour une caractérisation
directe du comportement rhéologique des fluideseails I'utilisation des rhéométres est
nécessaire. On distingue trois classes principdiesrhéometres :i) les rhéomeétres a régime
permanent (rhéometre de type Couette...), ii) lesomtres dynamiques (rhéomeétres a
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oscillations forcées) et iii) les rhéometres a mégitransitoire (rhéometres a fluage) [79]. Ces
deux derniers sont dédiés a la détermination dupootement viscoélastique des matériaux
linéaires.

3.4 Principe de la méthode

Cette méthode est basée sur I'exploitation du tamacnon-newtonien d'un fluide a seuil
(Bingham/Casson/Robertson-Stiff/Herschel-Bulkley)idée générale est que pour mettre en
écoulement un tel fluide a seulil, il faut imposex @&xtrémités d'un pore un gradient de pression

(OP) supérieur a une valeur critique dépendant deréraiate seuil du fluiddz,) et du rayon de ce

pore(r) a linstar de la technique de porosimétrie au m@rclLorsqu’on augmente la valeur du

gradient de pression, de plus en plus de fluideets I'échantillon. Le principe consiste a traleer
courbe d'évolution du débit en fonction du gradigl® pression imposé au milieu poreux (ou
l'inverse) et d’en extraire a partir de la formuénversion, la distribution de taille des poresuP
cela on mesure simultanément la pression d'injectible débit au travers d’un milieu poreux. Les
fluides utilisés sont des fluides a seuil plastgjidgals (fluide de Bingham) ou viscoplastiquedsrée
(fluides de type Herschel-Bulkley) qui sont cité®gedemment (voir le tableau 3.1) comme la
bentonite, le Carbopol, des émulsions... On reptéssur la figure 3.3 un dispositif expérimental
illustrant la méthode utilisée pour un échantilthnmatériau poreux constitué de capillaires pdeallé
placés entre un réservoir aval et un réservoir anoerdernier étant relié a un réservoir de chdeges
lequel serait placé le fluide a seuil. La pressiofamont est imposée par un gaz sous pression. La
différence de pression est mesurée par un capeepiredsion différentielle. Les prises de pression s
placées juste a I'amont et a I'aval de I'échantill8a longueur est de I'ordre de 20 fois le diaendtr
plus gros pore afin d’éviter les effets d’entré@etsortie. Ces écoulements sont effectués a bledai
nombres de Reynolds. Cette étape consiste a valeréquations de notre modéle basé sur
I'utilisation de faisceaux de capillaires commeliséi par Carman-Kozeny. A la suite de cette
validation, I'étape suivante consiste a remplaedrisceau de capillaires par un échantillon déemil
poreux réel dont la distribution de tailles seméterminée préalablement par d’autres méthodes
disponibles (par exemple par porosimétrie au mejcur

2 P

Manométre a
faible debit
faisceau de tubes capillaires

Réservoir aval Réservoir amont

Bouteille contenant le
fluide de Bingham

| \

- \ Capteurs différentielles de pression ‘ Bouteille d'air
| ] comprime

Balance !

AP

Chronomeétre

Q
Figure 3.3. Schéma explicatif de principe du d@gpbexpérimental.
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3.5 Objectifs de I'étude

Comme nous l'avons indiqué précédemment, L’objdatiidamental de cette méthode est basé sur
I'utilisation d’'un fluide non newtonien ayant unentrainte seuil pour extraire la distribution didea

de pores d'un milieu poreux. En effet, on suggeuélisation de l'effet de seuil qui permet de
n’envahir que les pores dont le diamétre est seped un diameétre critique, dépendant du gradient d
pression imposé. Ceci permet de scanner tous kes pdin d’obtenir leur distribution, qui constitue
une information importante sur le milieu poreux.eUanalyse théorique sur I'application de cette
méthode utilisant un fluide de Bingham a été effégtar Ambari et al (1990) [89]. L'objet de cette
étude est d'étendre cette technique aux diffénmtdeles de fluides a seuil et plus particulierenaent
modele de Herschel-Bulkley, qui constitue le congroent le plus réaliste d’'un fluide a seuil
viscoplastique. A I'occasion, nous avons Vérifiélgtiquement les différentes formules obtenues, qui
constituent les solutions inverses au problemeiét@ette vérification a été effectuée avec susaes

des densités de probabilité(r) gaussiennes mono ou multi-modales. En fait, desde probabilité
correspondent aux modeles les plus répandus danglleux poreux.

3.6 Modéle de Bingham

3.6.1 Formulation du probleme et solution

Rappelons que le modéle de milieu poreux utilisé cetui basé sur le modéle de faisceaux de
capillaires utilisé déja par Carman-Koseny. Dars aanditions, considérons des capillaires disposés

en paralléle (fig. 3.4) et dont les rayonssont distribués suivant une loi de probabirnt@'r).
L’expression du débit tota@(DP) a travers ce faisceau de capillaires, soumis @radient de
pressionJP , en fonction du débit éIémentaiqz(DP, r) de chaque capillaire et de la densité de
probabilité p(r) constitue une équation intégrale linéaire de typ#erra de premiére espece pour

déterminerp(r)

(3.11)

Figure 3.4. Modéle de faisceaux de capillairesritigés.

Pour cette méthode, nous avons besoin de I'expressialytique qui donne le débit élémentaire
q(DP, r) de I'’écoulement d’'un fluide a seuil de type Binghaans un capillaire dont la loi de
comportement s’écrit comme suit [90] :
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(3.12)
T:T
D=0 pour ,[===<7,
2

ou :
I, : est la contrainte seuil du fluide
T : le tenseur des contraintes viscoplastiques
D : le tenseur taux de déformation
M : le coefficient de viscosité plastique du fluide
Le noyau de I'équation (3.11) est alors donné 'paptession suivante [91] :

oyt 4r, 1, ) [Pr

q(OP,r) === 1———°+—(—°j pour r>r, et (ro =—2 j
Aury | 3r 3r 2 (3.13)

q(OP,r)=0 pour r<r,

ou r, est le rayon limite en dessous duquel le fluides’deoule plus. C’est aussi le rayon de la zone
centrale du fluide en écoulement « bouchon ».

Par la résolution de I'équation (3.11) nous obtsnbexpression dep(r) qui s’écrit comme suit
(Ambari et al. [89], [92]) :

(3.14)

Remarque :

La vérification de la formule dinversion présentéedessus nécessite une normalisation des
équations. Comme I'échelle de longueur naturellgphbleme est le rayon moyen des pores, nous
avons procédé avec succés a une normalisation ategidurs par cette échelle de longueur
caracteéristique (voir annexe A), mais du fait qakeeci est a priori inconnue, nous lui avons pré&fé

I'épaisseur de I'échantilloh . Méme si elle n’est pas naturelle, elle a I'avgatd’étre connue a priori

(il est a remarquer gque la premiére normalisatiester valable si on connaissait déja la densité de
probabilité déterminée au préalable par une auéthode comme celle de porosimétrie au mercure).

Par conséquent nous avons normalisé le raymm la longueulL et la différence de pression pgr

3.6.2 Inversion sous forme adimensionnelle et vahtion

On pose :

r'=r/L
(3.15)
O'P* =AP/ 1, = AP

Pour simplifier les notations on posdrdP* =[P", I'équation de Volterra sans dimension devient :
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Q' (oP) =

0=

2 q+(D P, r*)p*(r*)dr* (3.16)

op*

Ou, le débit élémentaire adimensionnel devientetgaht :

16 1
+
3 0OpP*

+ + +4 8 +3 + +
q(DP,r)zHe(DP*r —gr 3jpourr >, (3.17)

q*(DP*, r+)=0 pour r* <r;

Ou le nombre de Hedstrom [93] est donné par :

He:prol—zz L _To

/12 lu( Vj _T_V (3.18)

5

Quant aux débits élémentaire et global ils se watmormalisés par le débit caractéristique :
qC:—wL:Z_T(Kj LZ:Z_TUV L2 (3.19)
Ou 7, est la contrainte visqueuse engendrée par la itiase mouvement eti, sa vitesse de

diffusion.

Suite & cette normalisation, la densité de prolélae trouver un pore dont le rayon est compriseen
r'etr* +dr” est donnée par :

, (3.20)

oP* ==

6
DP+ 2+ 3t
p+(r+):( 8|-|) (56 Qz +0p* 26 QBJ
128He \ o0P* o0P*

A ce stade nous pouvons introduire une densité mbbapilité supposée connue, sous forme
normalisée, dans I'’équation 3.16. Celle-ci est sgpp étre une gaussienne qui s’écrit sous la forme

(3.21)

-L2(r* -m/ L)?
o TE )}

+ + L
plr)= Ex
( ) oN2m { 20°
Ou o est I'écart type et la valeur moyenne.

Pour vérifier I'applicabilité et I'efficacité de laolution de I'équation (3.20) donnant la densig d
probabilité, on considére un exemple réel du fluide seuil de type Bingham (vérifié
expérimentalement), dont la contrainte seuil eate2gr, = 20Pa (extrait de viande [75]), de viscosité
dynamiquey =10Pa.s, de masse volumiqup:logkg.m_s et un échantillon de longuelr=10°m.
Dans ces conditions le nombre de Hedstrom esoddré deHe=0,02.

Par ailleurs, on prend pour la moyenne des rayenpadesm= im et un écart typer = 0/2n.

Ces paramétres étant fixés on peut effectuer mukdlrect du débit total en fonction du gradiest d
pression. La courbe obtenue sera appelée courbetéastique « débit-gradient de pression ». La
deuxiéme étape consiste a oublier la densité dbapilité supposée et a utiliser I'expression de
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solution du probléme inverse (€q. 3.20) pour détenia distribution de tailles des pores de céemil
poreux. La comparaison de cette distribution caéleuét celle supposée initialement permet de
confirmer ou non la validité de la méthode proposée

Dans ces conditions, La figure 3.5 donne le déél par rapport au gradient de pression résuttant
I'écoulement du fluide de Bingham dans un tel mifiereux dont la distribution de taille des porsts e
gaussienne. Cette figure se caractérise par umgigne zone aux faibles gradients de pression dans
laquelle le débit est nul. Au-dela d’'un gradientptession critiquele débit varie linéairement en
fonction du gradient de pression. Ceci est draatare constante de la viscosité plastique. Quémt a
figure 3.6 elle est obtenue par inversion du prolel@ans le cas ode=0,02. Cette figure montre
une concordance parfaite entre la distribution g@aase supposée initialement et la distribution
calculée avec la relation obtenue a partir de Béign 3.20 d'ou la parfaite validité de la méthode
appliquée a une distribution gaussienne.

1910 1

1.5x10™ - .

1.4x10™ + .

—
Q.
0
—
—
1 -
E -4

= 7.5x10 =
«]

1 i
O 3.8x10™}F .

+

0.0 g

0 2x10°  4x10°  ex10°  8x10*  1x10°
+
VP =AP/T0

Figure 3.5. Débit total en fonction du gradientpttession dans le cas d’une distribution
gaussienne pour un fluide de Bingham.

2.0)(104 - ~O- Gaussienne imposée
— Gaussienne inversée
~~ 1.5x10°*
1S
S
Q2
T 1.0x10*
—
+I—
e 3
*a 5.0x10
0.0
0.0 5.0x10°  1.0x10*  1.5x10"  2.0x10*
r'=r/L
Figure 3.6. Restitution de la distribution supposaépartir de la courbe débit-gradient de
pression.

Comme beaucoup de distributions dans les miliewepo naturels sont bimodales, nous allons
vérifier l'efficacité de cette technique avec deistributions plus complexes. Ainsi soit une
distribution gaussienne bimodale, avec deux pigst m, = 2m et de méme écart-type telle que :
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N | ~(r-m/*|, L ~(r' -m/ )?
p(r) 3 a\/ZTEX 2(U/L)2 +J\/§T =X 2(J/L)2

(3.22)

dans laquelle les rayons et la DTP a été normafiaéda longueur du poreux. Le débit total en
fonction du gradient de pression est alors donnéadigure 3.7.

1.0x10™

T
1

7.5x10™"

-+
O 5.0x10™

2.5x10™" -

0.0 .

0 2x10°  ax10*  ex10*  8x10°  1x10°
vp*
Figure 3.7. Débit global en fonction du gradieatgiession dans le cas d’'une distribution
bimodale pour un fluide de Bingham.

Maintenant, si I'équation 3.20 est appliquée aecetiurbe caractéristique représentée ci-dessus, le
résultat est tracé sur la figure 3.8 ci-dessousoinune fois on peut remarquer le bon accord éantre
DTP initiale et celle calculée par inversion.

—O- Bimodale imposée
— Bimodale inversée

1.5x10"
1.2x10"

~ 9.0x10°
+

1 S
"

* 3
Q. 6.0x10

3.0x10°

0.0 papmm

0.0 1.0x10™ 2.0x10™ 3.0x10"
+

r
Figure 3.8. Restitution de la distribution origma partir de la courbe débit-gradient de pression

Pour confirmer encore ce résultat a toute autriilolision, une distribution bimodale a été utilisée

avec deux picsn et m, =2m et deux écart-type differents et g, =20,, cette distribution peut
s’écrire comme suit :
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e 1) L ~(r -m/ L)’ L ~(r' -m,/ L)’
p(r) 2 Q\/ZTEX{ 2(a,/L) }asz_nEx{ 2(a,/L)? } 3:23)

La courbe caractéristique non-dimensionnelle débial/gradient de pression est obtenue sur
la figure 3.9 ainsi que la figure 3.10 représeateékultat obtenu avec succes de la distributioerge
en utilisant I'équation 3.20 :

" O~ Bimodale imposée
1.0x10 | | == Bimodale inversée
1.56x10™
1.0x10™
+
¢ ]
5.0x10™ |
0.0
L al A 4 L 1
0 2x10°  4x10*  ex10°  8x10*  1x10° 0.0 1.0x10" 2.0x10" 3.0x10
+

VP r
Figure 3.9. : Débit total en fonction du gradient Figure 3.10. : Comparaison entre DTP initiale et
de pression pour une distribution bimodale avecelle calculée pour une distribution bimodale avec
m, = 2m, eto, = 20, en utilisant un fluide de  m, = 2m, eto, = 20, en utilisant un fluide de

Bingham. Bingham.

Enfin, la méthode d’inversion est bien valable quel que soit la distribution du milieu poreux. En
effet, considérons par exemple une distributioroemplus complexe de type gaussienne tri-modale,
avec trois picsm , m,=2m et m,=3m et trois écart-typeg,, o, =20,/3 et g,=20, . Cette
distribution peut s’exprimer comme :

o' )__ (r M/, L g (Comy P L omy )
01\/52' 2(a,/L)° 02\/57 2(0,/L) o2 2Ao,/L)
(3.24)
La caractéristigue « débit total/gradient de poassi est montrée sur la figure 3.11, ensuite si on

applique aux résultats la formule de I'équation03.@n retrouve encore la distribution initialement
choisie comme le montre la figure 3.12 ci-dessous :
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T T T T 3
ex10™ | R 310 - O~ Trimodale imposée
5!103 N = Trimodale inversée
3 -
ax10™ | i B0
— 4!103 u
o o
-~ 3
sigio™ *a 3x10
X I -
2x10° |
1x10° -
) | " ; : 1 0
4 4 4 4 5 L L 1
0.0 2.0x10° 4.0x10 i.0x10 8.0x10° 1.0x10 0.0 1.0x10" 2.0x10™ 3.0x10™ 4.0x10%
VP r

Figure 3.11.: Débit total en fonction du gradieftigure 3.12. : Comparaison entre DTP initiale et

de pression pour une distribution tri-modale axelle calculée pour une distribution tri-modale ou

m, =2m,, m, =3m,et ¢, =25,/3, 6,=20,€n on retrouve bienm, =2m , m, =3m, et

utilisant un fluide de Bingham. 6,=20,/3, o, =20, en utlisant un fluide de
Bingham.

Conclusion :

Les résultats obtenus avec le modéle de Bingharhte&s encourageants, mais comme il est trés
difficile de trouver un fluide ayant un comporternele Bingham idéal, nous allons généraliser notre
analyse, dans les paragraphes suivants, aux caffuiks a seuil visco-plastiques plus complexes
comme : les fluides de Casson, de Herschel-Buliteinalement les fluides de Roberston-Stiff. Ceci
en considérant les différentes distributions cigg&sédemment. Le choix de ces modeles est justifié
par le fait qu’ils sont plus courants que celuBilegham (voir tableau 3.1).
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3.7 Modele de Casson
3.7.1 Formulation du probleme et solution

Nous avons étendu notre étude aux cas d'un fluideud rhéofluidifiant (pseudo-plastique) appelé
communément fluide de Casson. En effet, lorsquetdrainte augmente la vitesse de déformation du
matériau devient plus lente que celle que donnaraftuide de Bingham (relation linéaire). Parns le
fluides qui se comportent suivant ce type de mqdefe peut distinguer certaines suspensions de
particules colloidales (les peintures par exempl#)e utilisation pratique des fluides de Casson
concerne les boues de forage (voir tableau 3.1).

La loi de comportement pour ce type du fluide stémymme suit :

r=2| 0 Mo

Y2
o g i) [ 229

D=0 pour TSTO

I~
I~

De la méme maniére que dans la section précédensaarée au fluide de Bingham, le débit total a
travers les pores capillaires en parallele dontdgens sont distribués selon une densité de piitdab

p(r) est obtenu par la méme équation intégrale de Wal{éq. 3.11). Dans le cas d’un fluide & seuil

de « Casson », le noyau de cette équation, comdsgo débit élémentaire a travers un seul cagillair
a été recalculé et est aussi donné par, [94, 95] :

4 1/2 4
q(OP,r)= il 1_1_6(r_0j +f(r—°j——1]£r—°j pour r >r, et (ro - j
4ur, 7\r 3\r 24 r 2 (3.26)

q(OP,r)=0 pour r<r,

La détermination de la fonction de densité de podit@ p(r) par la résolution de I'équation

intégrale de Volterra conduit & une nouvelle forendle la distribution de tailles de pores, son
expression, obtenue pour la premiére fois, est @@mm fonction des dérivés partielles successives d

débit totalQ(CIP) par rapport au gradient de pressioR :

(3.27)

gp=2%
r

2u(DP)2[15 92. 15 _ 9°. 2 a“.}
p(r)= +220P—— +(0P)* —— | Q
(") my* | 200P2 2 o0P? (OP) 35m7

3.7.2 Inversion sous forme adimensionnelle et vahtion

Comme effectué précédemment, le rayoat la densité de probabilitp(r) sont normalisés par la
longueurL , alors que le gradient de pression est normatiséJ L (r+ =r/L,0P" = DPL/TO). On

obtient ainsi la méme expression que celle de #&qn de Volterra (3.16), sauf que le débit
élémentaire adimensionnel s’écrit cette fois-ci owsuit :
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g (0P, r*)=H np pt 18V20 e e Be 16 L | pour 1>
7 3 210p* (3.28)

q*(DP+, r+) =0 pour r" <r;

ou He:,orol_2 /,Ll2 est le nombre de Hedstréom. Quant aux débits élgineret total ils sont encore
normalisés par le debit caractéristioge= 7L /8p .

Finalement, pour un fluide de Casson, la distridyutie taille de pores adimensionnelle s'écrit de la
facon suivante :

p(r)=

+\6 " +
(0F") (E’ 0Q | 154 9°Q +(op) 9 ] (3.29)

64He | 200P" 2 0P oOP”

2
s

Pour vérifier la validité de la solution de I'équeat (3.29), nous avons utilisé la méme démarche que
précédemment et les mémes parameétres mais adaptésdgle de Casson. Le nombre de Hedstrom
est encore pris &le=0,02. Nous présentons ci-dessous les différents résutaenus en supposant
gue les distributions sont gaussiennes, bi ou ddlades a lidentique de celles utilisées
précédemment :

1.9x10™" F S ——— L
——NModéle de Bingham
—©— Modéle de Casson
1.5x10™ -
1.1x10™" F -
+
O 14
7.5x10™ | -
3.8x10™ -
0.0 il
0 2x10°  4x10*  ex10*  8x10*  1x10°
+

VP
Figure 3.13. : Débit total en fonction du gradidatpression pour une distribution gaussiennedghui
de Casson et de Bingham).

A titre de comparaison, la figure 3.13 présentelefgent la caractéristique « débit/gradient de
pression » d'un fluide de Bingham. On remarque qake d'un fluide de Casson montre une
évolution moins rapide que dans le cas d'un flddeBingham. Dans le cas de Casson, la formule de

linversion de la densité de probabilitp’f(r*) (ég. 3.29) permet de retrouver la distribution
gaussienne initialement introduite (voir fig. 3.1Rpur les autres distributions gaussiennes briou t
modales, les caractéristiques « débit/gradientrdespn » sont obtenues sur les figures 3.15, 3.17,

3.19 et 3.21. Une fois de plus, I'application d&gliation de la DTP (éq. 3.29) récupere la densité d
probabilité originale comme indiquée dans les &gu8.16, 3.18, 3.20 et 3.22.
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2.0x1 04 - - O Gaussienne imposée
= Gaussienne inversée

0.0 5.0x10° 1.0x10*  1.5x10*  2.0x10™
+

P
Figure 3.14. : Distribution gaussienne obtenueipaarsion et comparée a la distribution imposée
pour un modele de Casson.

A2 [ — T 4 -
1.5x107" " modele de Bingham | 1 Faxto -O- Bimodale imposée
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9.0x10 —~
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o » < 6.0x10
6.0x10™ ‘o
3.0x10™ | 3.0x10°
0.0 4
0.0

00 2.0x10* 4.0;(10‘ ‘ s.o;no‘ . 8.0;(10‘ ' 1.0x10° ol ‘ —
o - 1.0x10 .
VP g
Figure 3.15. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.16. : Comparaison entre la DTP initiale
de pression pour une distribution bi-modale ou et celle calculée pour une distribution bi-modale

m, = 2m, et le mémeo (fluides de Casson et de ou m, = 2m, et le mémes pour un fluide de

1 i
2.0x10* 3.0x10™

Bingham). Casson.

.‘ ; ’ ; 4 —O- Bimodale imposée

T | ey . . — Bimodale inversee
4
2sx10” | | 1.2x10
. — 9.0x10°

O s.o0x10™} = -
:_-—
2. 6.0x10°
25x10™ 4 .
3.0x10
0.0 1 0.0
" 1 i 1 " 1 i 1 i
0 2x10°  ax10* i s y 4 4 4
X x10 6x10 8x10 1x10 0.0 1.0x10 2.0x10 3.0x10

+ +

VP r

Figure 3.17. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.18. : Comparaison entre la DTP initiale
de pression pour une autre distribution bimodale et celle calculée pour une autre distribution

ou m, =2m, etle mémes (fluides de Casson et bimodale oum, = 2m, et le mémes pour un
de Bingham). fluide de Casson.
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—Modile de Bingham I I 1 i O Bimodale imposée
1.6x10™2 |} -O Modéle de Casson 1.0x10 & — Bimodale inversée
8.0x10° |
1.2x10™ « I
" 7~ 6.0x10°
| %
O gox10™} 1 |
2 40x10°F
13 [
4.0x10™ i |
0.0 ) (Y —
i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 1
0 2x10°  4x10*  ex10°  8x10*  1x10° 0.0 1.0x10™ 2.0x10* 3.0x10"
+ +
VP r

Figure 3.19. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.20. : Comparaison entre la DTP initiale
de pression pour une autre distribution bimodale et celle calculée pour une autre distribution
oum, =2m, eto, = 2, (fluides de Casson etde bimodale olm, = 2m, eto, = 26, pour un

Bingham). fluide de Casson.

— ) L P + -
42| [ —Modéle de Bingham A ~O-Trimodale imposée
6x10 " & Modéle de Casson 7 = Trimodale inversée

6.0x10° |
410 45x10°
s S
(«) ~— 3.0x10°|
2x10™?
1.5x10°
0 Y] —
0.0  20x10° 4.0x10° 6.0x10*° 8.0x10° 1.0x10° 0.0 1.0x10*  2.0x10*  3.0x10*  4.0x10™
+ +
VP r

Figure 3.21. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.22. : Comparaison entre la DTP initiale

de pression pour une autre distribution tri-modaleet celle calculée pour une autre distribution tri-

olm, =2m, m, =3metos, =26,/3, 6,=25, modale olm, = 2m, m, = 3m,ét o, = 25,/3,
(fluides de Casson et de Bingham). o, = 20, pour un fluide de Casson.

Conclusion :

Cette méthode est donc aussi efficace pour unefld@lCasson que pour un fluide de Bingham, quelle
que soit la distribution de tailles des pores.

33



Méthode des fluides a seuil

3.8 Modele de Herschel-Bulkley
3.8.1 Formulation du probleme et solution

Ce modele de Herschel-Bulkley est étudié parcd dédrit le comportement rhéologique de la plupart
des fluides non-newtoniens a seuil de maniére ygakste. En fait, il s'agit d'une généralisation d
modele de Bingham, afin de tenir compte du compuete rhéofluidifiant ou rhéoépaississant des
fluides réels. Dans ce modéle, au-dela de la dotgraeuilz, , la linéarité du taux de cisaillement a
été remplacée par un comportement en loi de puiss#irs’agit donc d’'un modéle a trois parametres :
la contrainte seuir,, la consistance du fluidk et I'indice de fluiditén. La loi de comportement

rhéologique décrivant ce modéle est donnée par :

(3.30)

i)-Calcul du noyau :

Sachant que I'écoulement est en régime stationtammaire (faible nombre de Reynolds), I'équation
de Cauchy pour les fluides non-newtoniens se sfimglous la forme suivante :

div(g):ﬁP (3.31)
En utilisant les coordonnées cylindriques dansatedtun tube capillaire (3.31) se réduit a :
10
——(rr.)=0P 3.32
L (rr.) (332)

En y introduisant la loi de comportement du fluide la condition aux limites d’adhérence
(u,(R)=0) on obtient le champ de vitesse de cet ecoulement.

r (1+n)/n ror (En)/n
[1—%] —[—R——ORJ pour r >r,

nR O0PR 1/n r (1+n)/n
UZ_ :m(wj (1‘%} pourr < ry

. nR [D PR)”"

2k
(3.33)

En intégrant cette vitesse dans les deux domailte®uements on obtient les débits respectifs a
travers la conduite circulaire

q" =er2mu;dr pour r >,
° (3.34)

q =_|.0r° 27ru;dr pour r<r,
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Finalement, le débit élémentaire a travers un leagl de section circulaire qui constitue le noyau
recherché a pour expression :

(3.35)

rY 2 r
OPr 1/n r (n+1)/n (1_;)) ro(l— |’0)
q(OP,r,n)= nr[r?’(—) (l— Oj + +

2k

On peut également retrouver cette solution dansdesages suivants [94, 96, 97, 98, 99, 100, 101].
Une fois ce noyau introduit dans I'équation de ¥@tnous avons procédé a une inversion dans les
cas patrticuliers suivants :

ii)-solution dans le cas otin=1/q, qON’

Nous avons pu inverser ce probleme qui généralisgeplement cette étude a un modele de fluide
non-newtonien de type «Herschel-Bulkley» rhéofliigait. En effet, la densité de probabilité de &sill

de pores dans le cas o1/ q, qDN est obtenue sous la forme suivante :

29k (OP)?
0(r)= i)

- (3.36)
16(q!) 7, r@?

(a+4)

gp=2%
r

9L, 913,
o0p@ P |©

iii)-Solution dans le cas otnJQ

Dans le cas ou I'indice de fluidité est réel, il est toujours possible de trouver amibre N1 Q qui
représente avec une trés bonne approximation ldmoréeln’ car Q est dense. Dans ces conditions,

il est possible d’obtenir une relation généraleetd densité de probabilitp(r) [102] et les dérivées

partielles successives du déBﬁQ/ o0P qui peuvent étre fractionnaires [103] :

n (120
2Wsngain (p)? (1+ 4nj a["). ) )
f

. .
R

FoIm] = 0P '

p(r)= (3.37)

= 16((1/[]) !)mor(1+3n)/n

On vérifiera par la suite la validité de ces expimss (€q. 3.36 et éq. 37), aprés normalisation des
équations comme précédemment. Il est & noter quairees difficultés peuvent provenir du fait que
les dérivées sont de type fractionnaire et qu'alast difficiles a évaluer numériguement. Cependant

dans le cas ou n est fractionnaire, il est toujgassible d'identifier la distributiorp(r) obtenue a

partir de la relation précédente (3.37) et de mtecéu calcul direct en injectant cette solutionsda
I'équation intégral de Volterra (éq. 3.12) pouradiit la caractéristique résultante du calcul etade
comparer a celle introduite initialement.

3.8.2 Inversion sous forme adimensionnelle et vahtion

On pose comme précédemment®=r/L et OP"=AP/7,=AP . Le débit élémentaire
adimensionnel du fluide de Herschel-Bulkley devient
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R L1 1 1 4. e ,
q (DP,r ,n):Hé* lem (2n+1)(DP*)3(er_2)( l).[8rf+4r( n1) {0 F’+(r(2r+3+)f(D P)Z}

(3.38)
ou le nombre de Hedstrom dans le cas d'un fluideetschel Bulkley [104] :
He" 8 = prla 12/ K" (3.39)
Le débit caractéristique est alors défini comme :
LkYnz{ny/n
o :(3n+2)izn+])[ po J (3.40)

i)-Calcul direct

Le nombre de Hedstrém est toujours pris égileil ® =0,02. La densité de probabilité supposée est
une gaussienne dont la moyenne des rayons de gonme=€lym et I'écart type fixé est= 0/2n.

On effectue le calcul direct pour obtenir les cegrlzaractéristiques « débit-gradient de pression »
(fig. 3.23) pour différents indices de fluidi®5<n< 1,5.

N
w

(2]
>

-
o

—+—n=0.5
1—*—n=0.6
J—4—n=0.7

-
)

o
bl

-
o

—e—n=0.8
1—=—n=0.9
—n=1

1= n=1.1

N
w

=N
>

=S
o

“l——n=1.2
—&—n=1.3
J—*—n=1.4
—e—n=1.5

w
>
—
o,
]

0

0.0 5.0x10" 1.0x10° 1.5x10° 2.0x10° 2.5x10° 3.0x10°
+
VP =AP/r0

Figure 3.23. Evolution d&" en fonction de gradient de pressiai* pour différents indices de
fluidité.

Q"=Q/(nz/(3n+1)(n+1))(Lk"")"""/p)

Il est a remarquer que si on observe plus en détaibne de transition aux faiblésP* sur la figure
3.23 ci-dessus, on peut remarquer que les cougbemsent au voisinage déP™ =4,5.10 pour les

fluides viscoplastiques rhéofluidiants, et aux emvs deJP* =5.10' pour les fluides viscoplastiques
rhéoépaississants comme le montre la figure 3.24 :
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7.0x10™
6.0x10™ |
5.0x10™ |
+_ 4.0x10™ I

3.0x10™F

2.0x10™F

1.0x10™

0.0 alh -

0.0 10x10° 2.0x10° 3.0x10* 4.0x10* 5.0x10°
vp*
Figure 3.24. Evolution d&" en fonction de gradient de pressiai* pour différents indices de

fluidité au voisinage des faibles gradients.

Il est important de noter que pour les besoinsafeaalcul inverses pour retrouver notre distributio
initialement supposée, nous n'avons besoin que véésurs OP* <10’ . La valeur maximum
OP* =10 correspond au plus petit poré = 2.10° qui peut étre déterminé par I'inversion. Celui-ci
correspond en faita",, =(m-60)/L choisi au préalable.

ii)-Calcul inverse pour n=1/q, qON et validation

Nous avons également réussi a inverser ce prolp@omen=1/q , ou q est un nombre entier naturel

non nul, et & obtenir une expression littérale alelistribution de taille de porgxr). La formule

adimensionnelle de la distribution des tailles deep correspondant a un fluide de Herschel-Bulkley
(pour n=1/q) s’écrit sous la forme suivante :

(a+5)

q(0P")
16(q+3(q+ )(q) He'®

pr(r)= 2 (3.41)

r*

a(q+1) + N a(q+2) 4
(q+4)—+(%)+DP —(Q)
oadP o0pP

Pour confirmer la validité de cette expression wision de la densité de probabili(r") on
représente ici les différents résultats obtenusr ppa2 et q=3 appliqués aux trois types de
distributions utilisées précédemment (gaussiening, thi-modale).

« Pourn=1/2

L’expression de la densité de probabilité devidotsa

7
= 3+ 4~
p+(r+): ( Z_B 66Q3+DP+6Q4
240He oaP* oupP*

(3.42)

2
+—
Pt
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v' Distribution gaussienne

La courbe caractéristique de la réponse en délfdrartion de gradient de pression est représeniee s
la figure 3.25 ci-dessous :

-12
3.0x10 H-B (n=0.5)

2.5x10"% .

2.0x10™

1.5x10"
1.0x10"% | .

5.0x10™° | .

0.0 i

0.0 5.0x10* 1.0x10° 1.5x10° 2.0x10°
+

VP
Figure 3.25. Evolution d&" en fonction de gradient de pressi@R* pour une distribution
gaussienne en utilisant un fluide de Herschel-Bylkh=0.5).

A partir des valeurs données dans cette courbetéaisiique on peut remonter a la distribution de
rayons du milieu étudié, grace a I'expression 3l42figure 3.26 montre une parfaite concordance
entre les distributions supposée et celle calc@éepeut conclure que I'expression de I'inversiég. (
3.41) est validée pour n=1/2.

2.0)(1{)4 - H-B (n=0.5) —-O- Gaussienne imposée
| = Gaussienne inversée
1.5x10" |
— 4
* 1.0x10
“—
+
o
5.0x10°
0.0
0.0 5.0x10°  1.0x10*  1.5x10*  2.0x10"
+

r
Figure 3.26. : Comparaison entre la DTP initidleadle calculée pour une distribution gaussienme e

utilisant un fluide de Herschel-Bulkley po(m=0,5).

Le méme succes a été obtenu en utilisant leshiisitvhs de type gaussien bi ou tri-modal. Les figur
3.28, 3.30, 3.32 et 3.34 ci-dessous représentenésriltats obtenus :
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v" Distributions bimodale et tri-modale

T T T
. H-B (n=0.5)
ax10™ .
3x10™M | .
.
O ox10™} .
1x10™ .
0 i
0.0 5.0x10* 1.0x10° 1.5x10° 2.0x10°
+
VP

Figure 3.27. : Débit total en fonction du gradidat
pression pour une distribution bimodale avec
m, = 2m, etle mémes pour un fluide de Herschel-

Bulkley (n = 0,5) )
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Figure 3.29. : Débit total en fonction du gradidat

pression pour une distribution bimodale avec

m, = 2m, etle mémeos pour un fluide de Herschel-
Bulkley (n = 0,5) )
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+
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Figure 3.28. : Comparaison entre la DTP initidle e
celle calculée pour une distribution bimodale avec

m, = 2m, etle mémes pour un fluide de Herschel-

Bulkley (n=0,5).

O Bimodale imposée |
= Bimodale inversée

1.5u10 [ BB (n=0.5)
1.2x10*

~~ 9.0x10°
£
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3.0x10°
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2.0x10™ 3.0x10*
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Figure 3.30. : Comparaison entre la DTP initidle e
celle calculée pour une distribution bimodale avec

m, = 2m, etle mémes pour un fluide de Herschel-
Bulkley (n =0, 5) )

0.0 1.0x10*

[ O Bimodale imposée
| =——Bimodale inversée|

[ H-B (n=0.5)

1x10™ 2x10™ 3x10™

+
r

Figure 3.31. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.32. : Comparaison entre la DTP initiale
de pression pour une distribution bimodale avecet celle calculée pour une distribution bimodale

m, = 2m, eto, = 25, pour un fluide de
Herschel-Bulkley(n=0,5).
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T T — —_— =
—~O- Trimodale imposée

6.0x1 0-11 - H-B (n=0.5) B 6.0x103 L == Trimodale inversée |
H-B (n=0.5)
1 4.5x10°
4.0x10™ F 4 —
o =)
3
+g_ 3.0x10
2.0x10™ 4

0.0 g 0.0 =

00  20x10° 4.0x10° 6.0x10° 8.0x10* 1.0x10° 0.0 1,0,('104
ve' r'
Figure 3.33. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.34. : Comparaison entre la DTP initiale

de pression pour une distribution tri-modale aveet celle calculée pour une distribution tri-modale

2.0x10®  3.0x10*  4.0x10"

m, =2m,, m, = 3m,ets, = 20,/3, 6, = 20, avecm, =2m;, m, = 3m,eto, = 26,/3,
pour un fluide de HerscheI-BquIe()n =0, 5) , o, = 20, pour un fluide de Herschel-Bulkley
(n=0,5).
« Pourn=1/3

Dans ce cas, I'expression adimensionnelle de lisigae de la distribution de tailles de pores est
donnée par :

8
0P Qo 50
( X 76Q4+HT0Q5 2 (3.43)
768He" " oP* 0P )|7P=%

r

p(r)=

On illustre ci-dessous les différents résultatsrpdes distributions gaussienne, bi-tri-modale pour

n=13

l ‘ - I I 2.0x1 04  H-B (n=1/3) —~O—Gaussienne imposée
25x10™ H-B (n=1/3) B — Gaussienne inversée
2.0x10™} 1 1.5x10* -

12
4 —
. 1.5x10 = oot |
o e
1.0x10™ . o
43 5.0x10° |
5.0x10 " B

0.0 ~ 0.0 )OOOOOOOO SeS000006

0'0 4 4 4 4 5
2.0x10° 4.0x10 6;0x10 8.0x10" 1.0x10 0.0 5.0x10° 1.0x10* 1.5x10 2.0x10™
VP r
Figure 3.35. Evolution d&" en fonction de Figure 3.36. : Comparaison entre la DTP initiale
gradient de pressioRP* pour une distribution €t celle calculée pour une distribution gaussienne

gaussienne en utilisant un fluide de Herschel-  €n utilisant un fluide de Herschel-Bulkley
Bulkley (n=1/3). (n=13.
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Figure 3.37. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.38. : Comparaison entre la DTP initiale
de pression pour une distribution bimodale avecet celle calculée pour une distribution bimodale

m, = 2m, et le mémes pour un fluide de avecm, = 2m, et le mémes pour un fluide de
Herschel-Bulkley(n=1/3). Herschel-Bulkley(n=1/3).
6.0x10™" . . . . 1.5x10° | H-B (n=113) 0~ Bimodale imposée
H-B (n=1/3) ) = Bimodale inversée
4.5x10™ _ 1.2x10*
» ~ 9.0x10°
o 3ox107 1=
2 6.0x10°
1.5x10™ .
3.0x10°
0.0 7 0.0
0 2x10*  4x10* +sx1o‘ 8x10*  1x10° 0.0 1.0x10* . 2.0x10% 3.0x10”
VP r

Figure 3.39. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.40. : Comparaison entre la DTP initiale
de pression pour une distribution bimodale avecet celle calculée pour une distribution bimodale

m, = 2m, et le mémes pour un fluide de avecm, = 2m, etle mémes pour un fluide de
Herschel-Bulkley(n=1/3). Herschel-Bulkley(n=1/3).

i T i T T T H-B (n=1/3 - ~O- Bimodale imposée
1.2x10 oL H-B (n=1/3) 1 1.0x10* ( ) 7N = Bimodale inversée
9.0x10™ - 1

.
O 6.0x10™} 1
3.0x10™ 1
0.0 -
0.0 20x10° 4.0x10° 6.0x10° 8.0x10* 1.0x10° 0.0 1.0x10™ . 2.0x10™ 3.0x10"

+
vP , T -
Figure 3.41. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.42. : Comparaison entre la DTP initiale
de pression pour une distribution bimodale avec€t celle calculée pour une dlstrlbutlon_blmodale
m, = 2m, eto, = 26, pour un fluide de avecm, = 2m, eto, = 20, pour un fluide de

Herschel-Bulkley(n=1/3). Herschel-Bulkley(n=1/3).
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10 Il-IB 113I | 7X103 ~O- Trimodale i é
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Figure 3.43. : Débit total en fonction du gradientFigure 3.44. : Comparaison entre la DTP initiale
de pression pour une distribution tri-modale aveet celle calculée pour une distribution tri-modale

m, =2m,, m, = 3m,etos, = 20,/3, 6, = 20, avecm, =2m;, m, = 3m,eto, = 26,/3,
pour un fluide de Herschel-Bulkleyn =1/3). o5 = 20, pour un fluide de Herschel-Bulkley
(n=9/3).

Conclusion et remarques :

Nous venons de traiter les cas particuliers cooedant a des fluides de type Herschel-Bulkley dont
l'indice de fluidité s’exprime sous la forme proouen=],/q ou g est un entier. On constate dans ce
cas qu’il y a une bonne concordance entre la digidn calculée et celle imposée initialement.
Cependant, il faut signaler que dans tous leslaalistribution calculée est tronquée aux petitepo

En effet, a cause des bruits numériques introdaitl@ manque de points, nécessaires aux calculs
précis des dérivées successives d’ordres supédeudebit total par rapport au gradient de pression
(jusqu'a la dérivée cinquieme pour n=1/3). Cependéiallure de la distribution imposée est
parfaitement restituée, d’ou la validation de lenfole d’inversion (ég. 3.36). Néanmoins, dans tous
nos calculs inverses nous avons essayé d'élimenbruit numérique apparaissant dans la distribution

p"(r') dans la zone des petits rayons de pores, aveiofoge « Nintegrate », utilisée dans le calcul
direct par le code de calcul « Mathematica », qignaente la précision du calcul numérique. En
optimisant lintervalle de variation du gradient geession afin qu'il corresponde au domaine
d’évolution de la distribution de tailles de porsuhaitée nous augmentons aussi la précision de
calcul.

iii)-Calcul inverse pour n' réel

Comme un nombre rééh'DR) peut toujours étre approximé par un nombre frantﬁre(nD@),

dans ce cas la formule générale normalisée destabdition des rayons® peut étre calculée par
[105]:

(1+5n)/n

o n(0P")
P = L6 @) n)((1m) ) e

(1+ 4nj oo +DP+0("_

n

« Pour n=3/2

Le but ici, est de prouver que I'expression de TP¥éq. 3.44) appliquée a une distribution supposée
gaussienne est applicable.

H-B

On utilise toujoursHe™ ° =0,02. Dans ce cas :
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3(oP) (I(lg 0™Q" | yp- 07°Q° j

(r) = . 573 T
P 32(11/3(5/3( 0.0 2/B o0P* o0pP"

s (3.45)

+
oP*=<

Une fois calculée les valeurs de la fonction caéméstique correspondante a la distribution supposée
nous avons procédé au lissage de ses 1000 poimtsm@donction polynomiald, (x) du 25™ degré

(éq. 3.46), car ce polynbme est nécessaire auxilsattes dérivées fractionnaires définies par la
relation 3.47 citée ci-dessous définie par RienE968 [106] et utilisées par la formule 3.45 qui $i0u
permet de calculer la distribution inverse. La beucaractéristique calculée d’'une maniére directe a
partir de cette derniere distribution inverse, estmparée a celle obtenue initialement avec la
distribution supposée. La comparaison avec suceésddux courbes sur la figure 3.45 prouve la
validité de I'expression 3.45.

fi(x)=> aXx (3.46)

dV
() rime) . .
dx r(m-v+1)

ou : v est l'ordre de dérivation non-entier, la fonction de Gamma &t I'ordre du monbme a
dériver. Dans notre étude, la relation ci-dessua sélisée pour calculer les différentes dérivées
fractionnaires qui interviennent dans chaque castétr apres le lissage nécessaire discuté
précédemment.

1.4x10™° F 5 Calc[uldirec't l I I ' I
1.2 10_13 [ | == Calcul direct obtenu par la distribution inverse 1
LX i ]
1 ox0™ - H-B (n=1.5) 1
.0x B -
+ 8.0x10™} .
(¢ ) L J
6.0x10™ | .
4.0x10™ | E
2.0x10™ F E
0.0 |

" 1 " 1 " 1 " 1 "
0 2x10°  4x10* +sx1o“ 8x10°  1x10°
VP

Figure 3.45. : Comparaison entre la courbe catatitgie obtenue par la distribution supposée ke ce
utilisant la distribution inverse obtenue par I'étjan 3.44 dans le cas d’'une distribution gaussiastn
un fluide de Herschel-Bulkley (n=3/2).

Malgré les difficultés liées au calcul des dérivéestionnaires, nous avons essayé d'identifier la
distribution inverse pour la comparer a celle ing@omitialement. Pour cela nous avons lissé le§ 100
points de la caractéristique directe, par une foncpolynomiale d'ordre 40 afin d’augmenter la
précision des calculs. Par la suite nous avonsédé@u calcul des dérivées fractionnaires qui
interviennent dans le cas de=3/2 (i.e. les dérivées d'ordre§/3 et 8/3 ). Finalement, la
distribution est calculée par le biais de I'équatBo45. La figure 3.46 ci-dessous montre le résdlia
calcul inverse comparé a la distribution gaussiequpposée :
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—O— Gaussienne imposée
- Gaussienne inversée

2.0x10*  H-B (n=1.5)

1.5x10*

1.0x10*

p'(r)

5.0x10°

0.0 4 ‘::.::j"j-.‘—"f.‘f'“?f‘::C:Z:I

0.0 1.0x10*  1.5x10°  2.0x10™
+

r
Figure 3.46. : Comparaison entre la DTP initidleadle calculée par la relation d’inversion poaeu

distribution gaussienne et un fluide de HerschdkBy pour n=3/2.

Malgré le bruit qui apparait dans la zone des pgiires sur la figure (3.46), d0 au manque de
précision dans la détermination de la fonction tdlipolation de lissage nécessaire au calcul des
dérivées fractionnaires, la figure précédente cowfila possibilité d’obtenir la distribution suppes
par un calcul inverse via I'expression de I'équatdod5. Cette méthode reste donc toujours efficace.

Pour les raisons qui viennent d'étre évoquées, tlartas de la distribution bimodale, nous nous
contenterons de comparer la courbe caractéristigleulée d’une maniére directe a partir de la
distribution inverse, a celle obtenue initialemawéc la distribution supposée. Le méme succes que
dans le cas précédent est obtenu pour la diswibliimodale (fig. 3.47). La figure 3.48 montre eett
comparaison. Il est néanmoins a remarquer l'apparide bruit numérique aux grands gradients de

pression, qui correspondent aux petits rayons lgsuaisons citées ci-dessus.

4 T T T T T T T
1.5x10 —o— Calcul direct 00°
6.0x1 0'13 || == Calcul direct obtenu par la distribution inverse
4
1.2x10 H-B (n=1.5)
3 13
— 9.0x10° [ 4.0x10 " -
o N
= e/
Q 6.0x10
2.0x10™ - .
3.0x10°
0.0 0.0 4
n 1 " 1 2 n 1 n 1 n 1 " 1 "
0.0 1.0x10* 2.0x10™ 3.0x10™ 0 2x10*  4x10*  ex10*  8x10°  1x10°

r vp*
Figure 3.47. : Distribution bimodale imposée. Figure 3.48. : Comparaison entre la DTP initiale

et celle calculée par la relation d’inversion pour
une distribution bimodale avan, = 2m, et le

mémeoc et un fluide de Herschel-Bulkley pour

n=32.
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« Pour n=4/3
Pour (n=4/3), on voulait vérifier I'influence de I'ordre de ldérivée fractionnaire dans la
relation (3.44), sachant qu’on impose toujours ganper temps une distribution gaussienne.

o a(op )™ 19) 07Q" LMY
P )_48(15/3)( 713( 0,0 3/)4(!(7) w O J

o0P” o0P
La figure 3.49 représente la comparaison des @isiijues obtenues par la méme procédure que
précédemment. La caractéristique directe constitlggéel000 points a été lissée par un polyndme
d’ordre 25, pour le calcul des dérivées fractioremiDans ce cas la précision du polynéme n’est pa
suffisante pour permettre de récupérer toute ltiloligion initiale. Cependant, lorsqu’on augmente
'ordre du polynédme a 40, nous arrivons a mieuxcearir la distribution, mais les fluctuations
apparaissent encore pour les petits rayons commenmére la figure 3.51.

2 (3.48)

1.5X10'13 F 7ofcalclu| — T T T I H-B (n=4/3) o] Gaussienne i_mpos(?e
13 [ ‘ Calcul direct obtenu par la distribution inverse 2OX1 04 =——Gaussienne inversce
1.3x10" -
1ox10” | RESAREE) l 1.5x10°
b 14 - C 4
Q 7.5x10 1 = 1.0x10
[ o
5.0x10™ - 1 .
L 5.0x10
2.5x10™ 1
[ 0.0 &=
0.0 N
" Il L 1 L 1 " 1 N " 1 L 1 " 1 N
0 2x10*  4x10*  6x10° 8x10°  1x10° 0.0 50x10°  1.0x10*  1.5x10*  2.0x10™
+ +
VP r

Figure 3.49. : Comparaison entre la DTP initialeFigure 3.50. : Comparaison entre la DTP initiale
et celle calculée par la relation d’'inversion pour et celle calculée par la relation d’inversion pour
une distribution gaussienne et un fluide de une distribution gaussienne et un fluide de

Herschel-Bulkley poun=4/3. Herschel-Bulkley poun=4/3
(polynéme d’ordre 25).

—O— Gaussienne imposée
- Gaussienne inversée

2.0x10* | H-B (n=4/3)

1.5x10*

0.0 5.0x10°  1.0x10*  1.5x10*  2.0x10"
+

r
Figure 3.51. : Comparaison entre la DTP initidleadle calculée par la relation d’'inversion poaeu

distribution gaussienne et un fluide de HerschdkBy pour n=4/3 (polynéme d’ordre 40).
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Pour une distribution de type bimodale (voir figBel7), nous avons testé et confirmé encore
I'exactitude du résultat précédent a travers larBg3.52 qui donne les caractéristiques, mais sans
donner la distribution inverse qui n'est pas ags@&btenir numeériquement :

8.0X10-13 T T T T T T i T

—O— Calcul direct
Calcul direct obtenu par la distribution inverse

-13
SRl H-B (n=4/3)

‘O 4.0x10™
2.0x10™

0.0

0 2x10°  4x10°  ex10*  8x10*  1x10°
+
VP
Figure 3.52. : Comparaison entre la DTP initidleetle calculée par la relation d’'inversion poneu
distribution bimodale avem, = 2m, et le mémes et un fluide de Herschel-Bulkley poar=4/3.

Conclusion et constatation

Malgré les bruits rencontrés au voisinage des giiires, les résultats ci-dessus corroborent
parfaitement la validité de I'inversion du problegtadié dans le cas des fluides de Herschel-Bulkley
contenant une puissance fractionnaire de type [péms ce cas, nous avons essayé d'optimiser la
méthode d'interpolation polynomiale en procédaplusieurs lissages d’ordres différents. Nous avons

constaté que poun=3/2, l'ordre 25 du polyndme n’est pas suffisant pobteair la distribution

recherchée. Dans ce cas nous avons utilisé un 4€dpdus élevé. Celui-ci améliore les calculs mais
dans ce cas on assiste a une divergence des t®suikagrands gradients de pression. On remarque la

méme chose dans le cas & 4/3. Partant, on peut conclure que I'expression daidtibution de

tailles de pore généralisée (éqg. 3.37) reste effied pertinente malgré les difficultés introdupes le
calcul des dérivées fractionnaires.
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3.9 Modele de Robertson-Stiff
3.9.1 Formulation du probleme et solution

Robertson et Stiff ont introduit une autre généedion du modeéle de Bingham, pour décrire le
comportement rhéologique des fluides de forageesthibues de ciment. Ce type de fluide a seuil se
comporte comme (voir les références du tableau:3.1)

k(i) e
T, =k,

ou 7, représente la contrainte seuil de Robertson-&tit terme((ro/k)]/n + y) est considéré comme

le taux de cisaillement effectif. En raison de Eative complexité de I'évaluation des trois
parametres k , 7, et n, le modele de Robertson-Stiff a peu d'intérét damsiustrie du forage. Le

principal avantage de ce modeéle est le fait qumeerun meilleur ajustement de la courbe de
I’écoulement contrainte/vitesse de déformation.
L’écoulement élémentaire a travers un tube deaectrculaire est donné par :

3 1n /n 3+%
q(CP, r,n)=L(Ej n—(1+3n)[&J +£ir—°j pour r=r avec DPzzi
(1+3n)\ 2k 3 \r o

q(OP,r,n)=0 pour r<r,

(3.50)

Solution dans le cas onUR

Dans ce probleme, comme les dérivées qui interei@ndans la relation d’'inversion sont entiéres,
nous n'avons pas les mémes difficultés que cedlesantrées précédemment dans le cas de Herschel-

Bulkley.
25nk'" n-1) a. 6n— 1 0. 2 0°.
)= 4 * DP—_—— +(0P 3.51
P(r) 16nr(()l"“)’”r5{[ n jODP [ n j 0P ( )ODﬁ}Q(DP:% (3.51)

v

3.9.2 Inversion sous forme adimensionnelle et vahtion

Comme dans les cas précédents=r /L et OP"=AP/7,=AF . L’écoulement élémentaire
adimensionnel a travers un tube de section cineutigvient alors :
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3+l

1/n 1/n n 3+
q(DP*,r*,r\)zH(—:‘R'Sr+3(r+Dl:’+)ﬂn n—2 (1+3n)( 1 j +23( L jn pour r*>r/

3 ropP* r'opP*

Q(DP+,r+,n)=0 pour r* <r avec DP*:r‘Z—+
0

(3.52)

oul le nombre de Hedstrém s'écrit : He® S = prZ /™2 /1"

et le débit caractéristique est donné par :
_ ﬂLkllnT(()n_l)/n
qc,n 21’”(3n+]),0
La distribution sans dimension de la taille de patent le rayon est compris entreetr* +dr* est
pourneR :

ey n(OP) n-1\0Q" ,(6n-1) . °Q (. 0°Q
P (r )_16(1+ 7) 2’”HeR'S{4( n jODF* J{ n jDP +(0P) —}

(3.53)

(3.54)

On effectue le calcul direct pour une distributgaussienne et pour différents indices de fluidité
nous avons pris comme exempnil'.—'l(f6 m, 0=2.10" m, L=0,0In et HE¥*=0,02 comme
dans tous les cas précédents.

Le résultat est représenté sur la figure 3.53 ssdes :

1.8x10™"° e n=05
*— n=0.6

1.5x10™ ||+ n=07

—e—n=0.8

. a0 » o ‘c’;,_o-.
1 -ZXTO B n=1 o A o g iz e
L n=1.1 s
-14 = L
9.0x10™ || o n=12 ]
| 2 n=13 2o

= n=14

6.0x10™F o 45

3.0x10™

0.0 ¥ |

Q"=Q/((xLk """ (2""(3n+1)p))

2x10*  4x10*  ex10*  8x10*  1x10°
+
VP =AP1"1:0

Figure 3.53. Evolution d&" en fonction de gradient de pressia®* pour différents indices de
fluidité dans le cas d’une distribution gaussieanen fluide de Robertson-Stiff.
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Nous avons vérifié I'exactitude de cette expressiéq. 3.54) pourn=1/2 dans le cas d'une

distribution gaussienne mono et bimodale et p?bEr?JZ dans le cas d’'une gaussienne mono et tri-

modale. On montre ci-dessous les résultats obtaves succes des calculs directs et inverses de la
distribution de tailles de pores :

Pour n=1/2
l ‘ I I 2.0)(1()4 -R-S (n=0.5) -O- Gaussienne imposée |
1.2x10™ R-S (n=0.5) E 7\ | ——Gaussienne inversée |
1.0x10™ | ] 1.5x10*
8.0x10™ | E
5 o 1.0x10'F
C 6.ox10™} | =" =
o
13
4.0x10™ ] 5.0x10° |
2.0x10™ .
0.0 ] 0.0 poooeeeece® Seceecees
1 1 1 1 1 1 1
0 2x10°  4x10*  ex10*  8x10®  1x10° 0.0 5.0x10°  1.0x10*  1.5x10®  2.0x10"
vp' r

Figure 3.54. Réponse en débit en fonction deFigure 3.55. Distribution gaussienne obtenue avec
gradient de pression d’'une distribution gaussiennhexpression d'inversionp* (r) pour un modele

pour un fluide de Robertson-Stiff po=Y2.  ge Robertson-Stiff comparée avec la distribution
imposée poun=12.

1.8x10™" . . . 1.2x10* . —
R-S (n=0.5) —-O-Bimodale imposée

A1 ) < i
1.6x10 R-S (n=0.5) . ——Bimodale inversée

-11 < -

1.4x10
1.2x10™"
«_1.0x10™
8.0x10™

6.0x10™
4.0x10™

2.0x10™ | .
0.0 i

0 2x10*  4x10*  ex10*  8x10®  1x10° 0.0 1.0x10* 2.0x10™ 3.0x10™
vp* ¢
Figure 3.56. Réponse en débit en fonction de Figure 3.57. Distribution bimodale obtenue avec
gradient de pression d’une distribution bimodal¢expression d'inversionp* (r*) pour un modele

pour un fluide de Robertson-Stiff po=Y2.  ge Robertson-Stiff comparée avec la distribution
imposée poun=12.
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Pour n=3/2
1.0)(10-13 [= ! J 2.0x1 []4  R-S (n=1.5) o ~O- Gaussienne imposée
R-S (n=1.5) = Gaussienne inversée |
14
e 1.5x10*
6.0x10™ | S — )
Ke)} = 1.0x10
4.0x10™ 1 ta
3
- ] 5.0x10
0.0 | 0.0
i 1 n 1 i 1 n 1 n L L 1
0 2x10°  4x10*  ex10*  8x10*  1x10° 0.0 50x10°  1.0x10*  1.5x10*  2.0x10*
+ +
r

Figure 3.58. Réponse en débit en fonction deFigure 3.59. Distribution gaussienne obtenue avec
gradient de pression d’une distribution gaussienhexpression d’inversionp* (r) pour un modeéle

pour un fluide de Robertson-Stiff por=32. e Robertson-Stiff comparée avec la distribution
imposée poun=3/2,

T T T T

I 3[ R-S (n=1.5 | O Trimodale imposée
2.5x10"% | R-§ (n=1.5) i 710" ( ) | = Trimodale inversée
r 6x10°
2.0x10"2 F . )
’ I 5x10°
+c,1.5:(10'” - 1 a0’
5 S
* 3
1.0x10™ F i o 3x10
L 3
5.0x10™" . 2“03
I 1x10
0.0 i L
0 ‘ I 4 ’ ' 4 ‘ , 4 ’ I 4 ‘ 5 0.0 -4 -4 -4 -4
2x10°  4x10*  ex10'  8x10 1%10 . 1.0x10 2.0x10 3.0x10 4.0x10
vp* r

Figure 3.60. Réponse en débit en fonction de Figure 3.61. Distribution tri-modale obtenue avec
gradient de pression d’une distribution tri-modaléexpression d'inversionp* (r) pour un modéle

pour un fluide de Robertson-Stiff po=3/2.  ge Robertson-Stiff comparée avec la distribution
originale pourn=3/2.

Conclusion :

Dans ce cas, quoique le modéle rhéologique soitinéaire et semblable a celui de Hershel-Bulkley,
l'inversion du probléme associé ne fait interveaucune dérivée fractionnaire car les dérivées
successives ne dépendent pas de l'indice de #uiBlitur ces raisons l'inversion est simple et peci
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3.10 Protocole expérimental pour la détermination uine
distribution

3.10.1 Modéele de Bingham

Les résultats des analyses donnés ci-dessus oobtétéus analytiquement en résolvant I'équation de
Volterra (3.16). Pour le calcul direct, on utilis® fonction numérique « Nintegrate » du code
« Mathematica », cette fonction permet de calcul@mériquement le débit total en fonction du
gradient de pressioQ* = f(l] P*) avec une grande précision. Cette courbe cardmées est

composée de 1000 points, ceux-ci ont pour but dangtruction de la distribution via I'expression
(3.19) obtenue par la solution du probléme invarsestitué par I'équation intégrale de Volterra
(3.16). Cette expression fait intervenir les dées/éleuxieme et troisieme (dérivées entiéres) dit déb
total en fonction de gradient de pression. Or, #cu de la distribution inverse s'effectue
numeériqguement a l'aide au logiciel « Excel » etl660 point de la caractéristique. Cependant, Bans
cas des expériences courantes la courbe cardqiégistest souvent obtenue que pour un nombre tres
réduit de valeurs expérimentales. Avec un échantille peu de points (environ 20 a 40), le probléme
rencontré est que ce nombre de points est insoffjsaur calculer les dérivées d'ordre élevé et par
conséquent les résultats de la reconstruction dietesité de probabilité manqueront de précision.
Nous pouvons résoudre ce probleme pour les flddeBingham, en se basant sur une interpolation de
type polynomial des éventuels résultats expérimentBour une bonne utilisation de cette méthode,
on doit prendre en considération deux critéres mapds :

- L'optimisation du domaine de gradient de press{Qer* or,

in? max

} qui nous permet de

retrouver les gammes de rayo{rr * } , ces deux variables sont reliés par la relation

§in’rmax
suivanter* =2/0P* . Nous avons conclu par cette étude, dans le oaseddistribution
gaussienne qu'il suffit de prendre le domaine demaentre{(m— 30)/L,(m+30)/ I_} .

- L’optimisation de 'ordre de la fonction polynomgafiui permet de lisser au mieux la courbe
caractéristique est nécessaire. Par exemple :reirtdore de points expérimentaux est égal a
21, on peut lisser cette courbe par un polyndmeddcomaximum 20.

Comme nous ne disposant pas encore de résultagsiragptaux, nous avons construit une courbe
caractéristique* = f (D p+) dite « expérimentale » par un calcul direct wdifisles parametres déja

définis précédemment ; mais cette fois, nous n'avaoisi que 21 points uniformément répartis sur
les 1000 points initiaux. Le lissage est ensuiteatfié par une fonction polynomiale d’ordre 20. Ave
cette fonction polynomiale on recalcule les 100higonécessaires de courbe caractéristique. A cette
étape, on effectue le calcul inverse par le biaitadelation d’'inversion (3.19).

o Expérience

6.0x10™ | —Fit -
4.5x10™ g
+
3.0x10™ g
1.5x10™ .
0.0 i
1 1 1 1
2x10* 3x10* 4x10* 5x10*
+
VP

Figure 3.62. Comparaison entre la Courbe caratigue dite expérimentale (21 points) et son
lissage polynomial (d’ordre 20) dans le cas d'uisgrihution gaussienne pour un fluide de
Bingham.
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2.0x10* F O Gaussienne imposée
- Gaussienne inversée
4
1.5x10
4
*o 1.0x10°
L
o+
o
5.0x10°
000 0
0.0 pooooooo0 0000000(
1 1 1 1 1 1 1

0.0  4.0x10° 8.0x10° 1.2x10* 1.6x10* 2.0x10

+

r
Figure 3.63. Détermination de la distribution amigje a partir des 1000 points de la
caractéristique restituée par le lissage polynouhésl 21 points expérimentaux dans le cas d’'un
fluide de Bingham.

Cette figure montre une parfaite concordance elarelistribution initiale et celle obtenue par
inversion en lissant la courbe caractéristique exmntale de 21 points par un polynéme d’ordre 20.

Le domaine du gradient de pressifnp;, =2/r;, =1,25.10¢ OP;, = Zr;, = 5.1t} utilisé ici

correspond au domaine des rayofis;;, = (m-30)/L=4.10° 1, =(m+ ¥)/L= 1,6.10} .

max

Afin de comparer les résultats « expérimentaux thédriques, nous avons procédé a une inversion a
partir des 1000 points de la caractéristique iitign effet, comme nous I'avons effectué au (3,6.3
on peut donner les résultats du calcul direct\arse (1000 points) en ne considérant que le damain
du gradient de pression OP* qui correspond aux gammes de rayons
{r+ =(m-30)/L,1}=(m+30)/ L} . Les résultats sont présentés sur la figure 3.65.

min max

14 O— Gaussienne originale
6.0x10 B = Gaussienne inverse (analytique)
= Gaussienne inverse (21pts Exp.-Fit poly. d'ordre 20)
5.0x10™ . 3
2.0x10
4.0x10™| 8
. 1.5x10° -
O s0x10™} T
Fs
e 4
2.0X10-14 R | :-; 1.0x10
1.0x10™ - . 5.0x10" -
0.0 B @
1 1 1 0.0 booooooo@®
4 4 4 4
2x10 3x10 4x10 5x10

1 i 1 i
+ 0.0  4.0x10° 8.0x10° 1.2x10* 1.6x10* 2.0x10"
VP r

Figure 3.64. : Courbe caractéristique débit total Figure 3.65. : Restitution de la distribution
en fonction du gradient obtenue analytiquement originale & partir de la courbe caractéristique.
(1000 pts).

On remarque dans cette figure 3.64 que la distdbuinverse est parfaitement restituée dans le
domaine{r+ :(m_gg)/L,r+ =(m+ 30)/|_} . Par conséquent le calcul inverse reste toujours

min max

efficace et pertinent dans le cas d’une expériaeagisposant que de 21 points.
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Par ailleurs, si on augmente le nombre de pointa deurbe caractéristique expérimentale de 21 a 41
points, et qu’on utilise un polyndme d’ordre 30¢lsant qu’on garde toujours le domaine de rayons
entre {rr;in =(m-30)/L,r,.=(m+30)/ |_} , les résultats de ce calcul représentés ci-dessous

max

montrent que 21 points suffisent largement darssedu fluide de Bingham.

o mpurince e Sk
6.0x10™F —Fit | .0x
4
4.5x10™ 1.5x10
+ — .
1S
3.0x10™ | 1 = 10x10°r
o
3
1.5x10™ “ 5.0x10
OO
0.0 ] 0.0 pooooooo0® 0000000
; " g . 1 1 1 1
4 4 4 4
210 LI 5x10 0.0  4.0x10° 8.0x10° 1.2x10* 1.6x10* 2.0x10°
+

VP r
Figure 3.66. Comparaison entre la Courbe Figure 3.67. Restitution de la distribution
caractéristique dite expérimentale (41 points) originale & partir de la courbe débit-gradient de
et son lissage de 1000 points dans le cas d’'une pression expérimentale pour un fluide de
distribution gaussienne pour un fluide de Bingham.
Bingham.

Conclusion :

Suite aux résultats précédents, on constate que ldaras de I'expérience nous devons limiter les
bornes inférieure et supérieure du gradient despmmesqui correspond a la gamme de rayons
{r* = (m _30—)/|_,r+ = (m+ 30)/ |_} car au-dela de ces bornes le calcul inverse nagigras une

min max

bonne restitution. Il faut néanmoins optimiser dier de la fonction d’'interpolation polynomiale qui
dépend du nombre de points expérimentaux.
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3.10.2 Modéle de Herschel-Bulkley poun =0,5

Dans le cas d’un fluide de Herschel-Bulkley d'iredide fluiditén = 0,5 , nous nous avons procede a
la méme analyse que précédemment. On rappelle gifectue cette étude dans l'intervalle de rayons
égale é‘{fmﬂn :(m_30—)/|_,r+ =(m+ 30)/|_} correspondant au domaine des gradients de pression

suivan{DPm*in =2/t 0P = 2/r;qm} . On utilise, les mémes nombres de points expétamear(21 et

41) et on interpole les deux courbes caractérisiqespectivement par les polyndmes d’ordre 20 et
30. Les résultats direct et inverse sont donnékesuigures : 3.68, 3.69 et 3.70.

T T T T T T

8.ox10'14 L Analryt.ique M|

« Expérience (21 pts)

o Expérience (41 pts)
6.0x10™ - .

H-B (n=0.5)
'O s0x10™} 1
2.0x10™ | .
0.0 i
2x10* 3x10* 4x10* 5x10*
+
VP

Figure 3.68. Courbes caractéristiques analytiquexpérimentale (21 et 41 points) pour un fluide
de Herschel-Bulkley (n=0,5).

1o} Gaussienne ofiginale R —O— Gaussienne originale
i fnwtse (s que) ) i inverse {; jue)
— Gaussienne inverse (21pts Exp.-Fit poly. d'ordre 20) — Gaussienne inverse (41pts Exp.-Fit poly. d'ordre 30)

2.0x10* F H-B (n=0.5) 2.0x10*F H-B (n=0.5)
1.5x10% | 1.5x10* |
— —
+L 4 +L
~— 1.0x10" | = 1.0x10'}
o o
5.0x10° F 5.0x10° -
0.0 boooooco®®® \:‘:'""'" 0.0 booooooo 0000000]
0.0  4.0x10° 8.0x10° 1.2x10™ 1.6x10™ 2.0x10™ 0.0  4.0x10° 8.0x10° 1.2x10™ 1.6x10* 2.0x10™
+ +

r r
Figure 3.69. Restitution de la distribution Figure 3.70. Restitution de la distribution
originale a partir de la courbe débit-gradient deriginale a partir de la courbe débit-gradient de
pression expérimentale (21 pts) pour un fluidgression expérimentale (41 pts) pour un fluide
de Herschel-Bulkley (n=0,5). de Herschel-Bulkley (n=0,5).
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D’aprés les courbes des figures 3.69 et 3.70, oistate que la méthode de l'interpolation marche
toujours pour une distribution gaussienne dans denaine de rayons*:(mtSa)/L malgré
I'existence de bruits dans la gamme des petitsspdela est di a la fonction d’interpolation qui
permet d’augmenter les points de la courbe caiatitgre expérimentale. En effet, dans ce cas,
I'influence des dérivées effectuées dans le catadrse jusqu’a la4® dérivée est importante car elle
réduit le nombre de points obtenus pour ces dérd/éedre élevé. Cependant on constate que
laugmentation du nombre de points de 21 a 41 e& que la partie des grands rayons

r*=(m+30)/L.
3.11 Récapitulation
Le tableau 3.2 présente le noyau correspondantiii@entes lois rhéologiques des fluides a seuil,

ainsi que I'expression analytique de la densitgrdbabilité inverse correspondant a chacun dedkiid
viscoplastiques a seull

Modéle
et Loi de Ll 214 . — o ) o
comportement Débit élémentaire q(DP, r,n) en [m S ] Distribution de tailles de pores p(r) en [m ]
Bingham (. arg 1(ry) u(0OP)*[_ 9%Q 0°Q
— . q(OP,r) === 1———°+—(—°j p(r)= 5 + 0P
T=Ty+uy 4ur, 3r 3lr iyt oopP? oop?

Casson . X 2u(0P)’[15 9°Q _ 15__ 0°Q » 9°Q
_ U2 A _16(r 4ry)  1fr p(r): = + =P +(|]p)
M =r?+(up)" 1 a(OPr)= 4;”0 [1 = [TOJ +§(r—°j ZLOJ] myr* | 200P? 2 oOP® o0pP*

(1+ 4n] O(BTHJQ
Herschel - o (0P (1_%0]2 70(1_%0} (%OT = 2(1+3n)mklm(DP)2 " GDP[%”)
Bulkley q(0P,1,n)= mﬁ(?j (17] EE RTINS p(r) = 16(1/n) !mor(1+3n)/n (£2)
r=1, +kj" +opd 9
I op "

Robertson-Stiff

n-1) 9Q +(6n_1]DP 0°Q

T:k(%+y)n me (OPr Un (1+31) r ln r at 25nklln ( n JODP n ODF;
= =0 - R ) A o) p(r) = s

{rozkyg aor =gl ) [n &) 1) } O ot Lo 2

oopP

Tableau 3.2. Récapitulatif des expressions destesidlé de probabilité et de I'écoulement
élementaire pour différents fluides a seuil
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3.12 Conclusion

Le probleme inverse étudié consiste en la détermoinade la distribution de la taille de pores
d’'un milieu poreux par la simple mesure de I'évaatdu débit volumique d'un fluide a seuil
qui le traverse en fonction du gradient de pression lui est imposé. Cette technique qui
consiste a utiliser des fluides a seuil a été eestévalidée avec succés dans le cas de tous les
fluides testés. Cela concerne la presque total@é chodeles de fluides a seuil connus
actuellement. La difficulté de cette méthode régidecipalement dans le calcul des dérivées
d’ordre élevé (entiéres ou fractionnaires) du ddéitfonction du gradient de pression. Cette
difficulté a été levée par I'utilisation d'un lisga polynomial de degré élevé et par
I'augmentation de la précision. Cette facon deef@ionduit a de trés bons résultats sauf dans le
calcul des dérivées fractionnaires d’ordre tresy@lgui nécessitent un lissage encore plus soigné
et une tres grande précision dans les calculs.
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Chapitre 4

Utilisation d'une meéthode fréquentielle pour la
détermination de la distribution de tailles de pors d’'un
milieu poreux

4.1 Fluides newtoniens
4.1.1 Approche analytigue de Womersley

i)-Ecoulement instationnaire dans un tube capillaie

Dans cette partie de la thése nous allons nousacmrsa I'utilisation d’'une autre méthode basée sur
'analyse dynamique de la distribution de taillespmbres. Pour cela nous avons besoin de la régonse
fréquence du débit d’'un capillaire de section dara, de longueut et de rayorr a travers lequel
s’écoule un fluide newtonien de denspe, de viscosité dynamiqug et de viscosité cinématique

v =yu/p , soumis a une sollicitation sinusoidale en poessCette fois le gradient de pression n’est pas

constant comme dans la premiére partie de ce kréimieffet, nous imposons ici un gradient de
pression oscillatoire entre I'entrée et la sorgdube cylindrique (voir la fig.4.1) :

DP:E:Aé“‘:DPé“’ (4.1)
L 0

y !
L, P S
X -
=
AF = APye™
Figure 4.1. Ecoulement oscillatoire a travers wivet

Comme le probléme est linéaire la réponse du systemomis a une sollicitation sinusoidale reste

sinusoidale. Dans ces conditions I'équation de &ta%tokes se réduit a celle de I'amplitude de la
vitesse u(r',wt) =t(r',w)e“ ou w=2mf estla pulsation ef la fréquence d'oscillatior;' et r
sont respectivement le rayon courant dans le tulgerayon du tube :
0%0 . 100  ifw._-0R
+ +—(0=

il 4.2
o r'or' v U (4.2)

En coordonnées cylindrique(s,e,z) la solution de cette équation différentielle dpetyBessel a été

obtenue par Womersley [60]. De notre coté nous sivénifié cette solution en résolvant cette équatio
a l'aide de « Mathematica »:
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J (islzrlj
0
G(r‘,w)z_DPO 1- g

1pw Jo(is/zrj
o)

ou d =\/v/w est la profondeur de pénétration due a la diffusie la quantité de mouvement du fluide.
Ainsi, la vitesse en fonction du temps s’écrit :

(4.3)

J (i3/2rlj
0
u(a),r',t)z_DP" 1- 9) |ga (4.4)
1 pw J (islzrj
°n o

Soita =r /o (appelé nombre de Womersley) le rayon du tube alisén par I'épaisseur de diffusion
d=v/w. Il est & noter que si on normalise les longuas le rayon du tuber', =r'/r , on
obtient une expression pour la vitesse qui dépence nombre de Womersiey

u(e,r t)=DPO 1- Ylar.i*) g (4.5)
(RLE ipa) Jo(ai3’2) .

L’amplitude complexe du débit volumique calculé&&auit a :

e I
) 2‘]1('3/2)
(§(a),r)=ﬂ_r Dol 9 (4.6)
i pw 32l (-mr)
17 —=Jdy 17—
o) o)
Ou encore en fonction de :
. 0P, 2J1(ai3’2)
a,r)=— 1- 4.7
Q( ) Iﬂaz [ ais/zjo(mslz) ( )

Dans ces conditions le tube capillaire de rayose comporte comme une conductance complexe
d’admittanceG (w, 1) :

~ - - 4 2J,(ai®?
Q(a,r)=G(a,r)0R, = G(a,r):izra [1— ai3’23( (ai3)’2)] (4.8)

il)-Module et la phase de I'admittance complexe

On normalisant I'expression de I'admittance complégq. 4.8) par I'admittance aux trés basses
fréequences (TBF) :

Grge (1) =a (4.9)
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Cette admitance est celle que I'on peut calculparir de I'écoulement de Poiseuille dont on peut
rappeler le champ de vitesse et le débit :

2 N2
u(r)=" A%[l_(f_) }
4aul r
f mrt

Q=[2m(r)rdr=""0R=G,0R
‘([ ( ) 8/,[ 0 GTBF 0

En faisant intervenir le nombre de Womersley=r/./v/w I'expression normalisée de
'admitance est donnée par :

6o (a) = 220 =_£[1_M} (010

ai 3/2J . (ai 3/2)

Le module”éml(a)” et la phaseyﬁ(a') de I'admittance complexe sont représentés en fomau
nombre de Womersley sur la fig. 4.2 ci-dessous.sDancas la pente du module de I'admittance
normalisée est de-2) . Si on représente son évolution en fonctionadela pente sera dé-1)

caractéristique de la diffusion de quantité de mneowent dans la couche limite, et la fréquence de
coupurea’ est de l'ordre de 1.

1 T T o T
0.1 \
(O] -20
=
m" \
0.01
S s 40 \
(o]
o 1E-3f 3 -60
5
QZ 1E-4L . 80k 1
1E-5 -t v vvinad vl i il e 100 1
1E-3 0.01 0.1 1 10 100 1000 1E-3 0.01 0.1 1 10 100 1000

o o
Figure4.2. Module et phase de I'admittance complexe entfon de la fréquence réduite.
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4.1.2 Etude numérique

i)-Probleme de la longueur d’entrée

Analytiquement on est obligé d'imposer une diff@emle pression entre I'entrée et la sortie du tube
circulaire pour pouvoir calculer le débit corresgant a I'écoulement étudié. Par contre
numériqguement, nous avons la possibilité d'imposedébit a I'entrée du tube par le biais d’'unesgee
uniforme. Ceci fait que I'écoulement doit s’étaldlans le tube (voir fig. 4.3) et la longueur suuelle

le champ de vitesse finit par s’établir est appéégueur d’entrée, on la note (la méme situation se

produit si I'on impose un débit dans la sectiorsddie : il existe une longueur de sortie, a I'amnoe
cette section, le long de laquelle I'écoulementadilit). Cette longueur d’entrée peut étre estind@ms
le cas stationnaire, en premiére approximation,neeradgale a la distance sur laquelle I'épaissela de
couche limite atteint le rayon du tube.

u >
r >
L ’
z —
—>
=

Figure 4.3. Longueur d’entrée & travers une caatbn.

Nous avons étudié ce probleme stationnaire numgmieat a I'aide du code de calcule de type volumes
finis « Fluent », pour différents nombres de RegiaoNous avons utilisé un tube trés long de rayon
noté cette fois-ci paa et de longueurl =50a.

12 . T . T " T

10

Le/D

0 50 100 150 200
Re

Figure 4.4. La longueur d’entrée normalisée patiéenétreD = 2a , en fonction de nombre de
ReynoldsRe=UD/V calculée numériquement.

On observe que cette courbe est une droite doiei§ection avec I'axe des ordonnées est égak0a 0,
(quandRe - 0) et dont la pente est de lI'ordre de 0.056. Rappelpue cette étude a été réalisée
expérimentalement par Comolet [107] dont on rapgellles résultats :

=0.06Re pour Re 10
(4.11)
-1.2 pour Re- O

ol ol
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En comparant les deux résultats, on s’apercoita@waleur de la pente est presque la méme. Parecont
la valeur de I'ordonnée a l'origine obtenue numéeiment quandRe — 0 est a peu pres la moitié de la
valeur obtenue expérimentalement. En résumé, tedfanposer un champ de vitesse uniforme, nous
oblige a ne considérer que I'écoulement a I'avaladengueur d’entrée et a 'amont de la longuesir d
sortie. Une autre alternative pour éviter ces diffés consiste a introduire, par le biais d'urigD »
(User Defined Function), le vrai profil de vitesseselui-ci est déja connu.

Finalement, nous avons a notre disposition deuxemeyl'imposer I'écoulement au sein d'un tube : il
s’agit soit d'imposer un débit, soit d'imposer uradient de pression. Comme nous venons de le voir,
imposer le débit sans connaitre le bon profil desge a introduire a I'entrée du tube n’est pdmime
solution dans certaines situations de fluides ramtaniens. Ceci nous a conduits a choisir la deoeie
option car celle-ci évite la contrainte liee adadueur d’'entrée. En effet, les conditions auxtisien
pression dont dispose le logiciel « Fluent » s@ntldux types : «pressure inlet» et «pressure sutlat
premiere de ces conditions correspond a l'appticati’'une pression totale alors que la seconde
correspond a une pression motrice. Si I'on veutlgudifférence de pression entre I'entrée et ldiesor
soit constante il est donc nécessaire de corrigepréssion a l'entrée avec le terme de pression
dynamique. Ceci a été réalisé grace a la prograimmdiune UDF. Pour vérifier que notre calcul est
correct, nous avons déterminé en régime laminpoet différents nombres de Reynolee=u 2a /v

et pour différentes longueurs de tubds/2a=25; L/2a=1;L/2=10") , les débits

correspondants. En théorie le débit et la difféeede pression sont liés en régime stationnairdgpar
relation de Poiseuille. Sur la figure 4.5 nous mamé que les résultats numériques et théoriques
coincident parfaitement confirmant I'absence dtgueur d’entrée et I'efficacité de notre correuwti

En effet, sur cette figure nous avons tracé et emé@vec succes nos résulats numériques avec la
relation théorique suivante :

APa 1
— = (4.12)
16Lpu” Re
Courbe théorique (Mathematica)
m [ /2a=25 (Fluent)
A L/2a=1 (Fluent)
10" \
_—
N_I
=5 10"}
=18
©
=
—
T 102
> 10
o
<
3
10 3 N
t saal PR | R | PP | .
1 10 100 1000
Re

Figure 4.5. Evolution de la perte de charge nag@alen fonction du nombre de Reynolds calculée
numériqguement et analytiquement pour deux tubeameorts d'aspect 1 et 25.

Pour confirmer encore ces résultats nous avonsé tegorofil de vitesse normalisé par sa valeur au
centre sur la figure 4.6 polre=1. La théorie et le calcul numérique sont en bormtc
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—m— Courbe théorique (Mathematica)
—e—|/2a=25 (Fluent)
—A—L/2a=1 (Fluent)

u(r)/u(r=0)

r/a
Figure 4.6. Profil de vitesse normalisé p&e=1.

Conclusion

En conclusion pour tous nos calculs numériquess remons utilisé des conditions aux limites en
pression corrigées pour générer I'écoulement ¢stadiire ou instationnaire) d’un fluide (newtonian o
non-newtonien) en régime laminaire, en éliminamsiales effets de bord (longueur d’entrée et de
sortie). La comparaison des résultats numériques lavthéorie est trés bonne pour toutes les langue
de tube étudiées. Par conséquent, au lieu de premdtube de longueur trés long, il suffit juste de
prendre une longueur L égale a deux fois le rayotubde a. Cette procédure nous a permis de réduire
encore le temps du calcul numérique effectué dd'ale « Fluent », d’ou l'intérét de cette étudesdan
son application au régime oscillatoire (analysgudentielle).

if)-Solution numérique du probleme de Womersley

Afin de vérifier la validité de la méthode de cdloumérique utilisée par la suite, nous avons eéssay
retrouver une solution numérique au probleme de Welay. Comme effectué précédemment, nous
avons modélisé I'écoulement instationnaire en irapbsune différence de pression oscillatoire
AP=ARE" entre I'entrée et la sortie d’'un tube axisyméteigie rayona et de longueut. =2a (voir

fig. 4.7)

e

z

H AP=ARE ——————>

Figure4.7. Conditions aux limites du tube circulaire.

L’'étude stationnaire précédente nous a montré gpeut éliminer la contrainte liée a la longueur
d’entréel, si on impose une pression corrigée a I'entréeutte par le biais de 'UDF. Lorsqu’on
impose un gradient de pression oscillant dans erily, il faut bien définir les conditions aux
limites et faire en sorte que I'amplitude du gradide pression oscillant imposé soit constante.
Pour cela, a chaque demi-période, la pression entinlet) est corrigée par le biais d’'une UDF
implémentée par nos soins ; il s'agit en fait didggr alternativement une pression dynamique
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den.=%pU2 a l'entrée (pressure inlet) puis a la sortie (pues outlet) du tube lors du
changement du sens de I'’écoulement.

Numériquement, si on impose un gradient de presdiamplitude fixeOP,, on calcule un débit
complexeQ(w,t) = Q,(w) €, duquel on déduit une ampIitu@o(w)‘num et un déphasage numérique
¢a‘)‘m . Cependant, la correction de pressions et leutalamérique introduisent un déphasage de

pression@p qui se répercute sur le débit. En effet, initiad@mnous avons introduit un gradient de
pression de phase nulle. A la fin des itérationgréient de la pression se trouve affecté d’ureseh
@ décrit par la ligne (4.13)

[Jpinitial :D%ém S [pm :E]\%)@’ avec EIVB:[] g’iﬁﬂp (4.13)

Or, le débit calculé numériquement a bien été ussaaffécté par ce déphasage., donc :

(@) =0 (@ e - w)=| (o) & & (414
Dans ces conditions :
"=+ bop (4.15)

. 4Th : s : . . L
Ou ¢QJ est celui calculé a partir des résultats de Woragidiscutés ci-dessus.
L’'admittance complexe numérique s’écrit alors :

_— éo(a))_Qoei(@”’DP) _— Q)é?’&'}
Cl@)="5p, - Y- &)= OR,

Cela dit, nous devons avoir numériquement toujéeinméme déphasage entre le débit et la pression
imposée.

De bons résultats numériques s’appuient essemtiefiesur quatre critéres [108] :

* Le maillage

Généralement un maillage fin permet d’avoir deslltéss numériques plus précis, I'inconvénient c’est
que le temps de calcul devient trés long. Par cpres#, une grande capacité de calcul et de mémoire
sont nécessaires. Mais celles-ci ne peuvent étmnis que par un Cluster (ensemble d’ordinateurs
fonctionnant en paralléle). Par la suite, il faatter au cas par cas et affiner le maillage dasségions

qui sont le siege de forts gradients. Par exemgntes ¢ cas des fluides en loi de puissance, ldutéso
numeérique des équations de conservation est thffoer la viscosité apparente peut diverger sxel’'a
dans le cas ou n<1 et tend vers zéro dans le caslotlLe calcul du gradient de vitesse au voisirdge
I'axe est donc tres sensible a la qualité du ngalléon traitera ce cas dans le chapitre des fluides
newtoniens). Durant notre étude, nous avons utitif&rents maillages, les figures ci-dessous
représentent les cas traités :
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~
-

N
N

[=2a
Figure4.8. Maillage du tube dans le cas des fluides neets.

z (b)
(a)
Figure 4.9. (a) Maillage du domaine tubulaire densas des fluides en loi de puissance

(rhéofluidifiant\rhéoépaississant) en basse frégeerib) Maillage du tube pour les fluides en lei d
puissance en haute fréquence.

* Le pas de temps

Quand le pas de temps est trés petit on obtiemheileurs résultats ainsi dans toute notre étude
nous avons discrétisé la périodie par 1000, car cela nous permet d’obtenir des ta&sulqui
s’approchent de ceux donnés par les calculs analysi de Womersley. Par la suite le pas de

temps sera fixé égal At =10°T s.

Exemples :
On étudie ici I'influence du pas de temps sur lé&caglanumérique. Le maillage est celui de la

figure 4.8 et différentes valeurs de pas (T/100250 ; T/1000) sont testées. Le nombre de
Reynolds et le nombre de Womersley sont définismersuit :

_OR@’

Reg: = eta =

a
—_0= 4.16
4uv JVw (410

Données numériquesReg: =10° ;o= 4;w= 168" u= Pasy= 1M &

En comparant les profils de vitesse théoriques gfmid avec Mathematica) a ceux calculés
numériquement par Fluent & un méme ins{art7,854), on obtient la figure 4.10 qui représente

les profils de vitesse a I'entrée du tube :
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Courbe théorique (Mathematica)

—0O— At=T/100=3.927E-3s (Fluent)

—A— At=T/250=1.57E-3s (Fluent)

—O— At=T/1000=3.927E-4s (Fluent)
T T T T T

1x10™ | o BB 1
. o &
8x10” - .
? D/D///D/
= 6x10°F o oA 107> ]
é ],Dj A ReTBF 10
= - " ]
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Figure 4.10. Profils de vitesse calculés avecidéihts pas de tempX .

Quand le pas de tem@g est grand le profil de vitesse calculé a I'entréetdabe reste un peu a
I'écart par rapport & celui théorique a un instdahnét. Ce décalage n’est pas d0 au régime
transitoir car dans cet exemple il s’agit d’'un célde 20 périodes, c’est-a-dire que nous avons
déja dépasse le régime transitoire qui se limite geux premiéres périodes. Sur la figure 4.10 on
apercoit que lorsque le pas de temps est trés fgetitlcul converge tres bien vers la solution
théorique. On peut également remarquer ce résaltattravers du calcul de déphasage de
I'admittance par une FFT [109] (Fast Fourier Tramsf) réalisé sur le signal temporel du débit et
de la différence de pression. Le tableau ci-dess@sisme les résultats obtenus :

Pas de Déphasage de Déphasage de Déphasage Déphasage Erreur
temps (S) deébit (°) la pression (°) total (°) théorique (°) (%)
At =T/100 -60,599 3,599 -64,198 -65,568 2,089
At =T/250 -63,648 1,440 -65,088 -65,568 0,732
At =T/1000 -64,968 0,368 -65,336 -65,568 0,354

Tableau 4.1. Comparaison de déphasage théoriquengtrique pour différents pas de temps.

Si At est trés petit, le déphasage de la presgjgntend vers 0 et le déphasage de débit décroit jasqu
la valeur théoriqueﬁgg. On conclut que le pas de temps joue un réle pdrabdans le calcul
numérique étudié.

 Le nombre de périodes

Si on augmente le nombre de période®n améliore la précision du calcul lorsqu’on dégmle
régime transitoire (régime non accommodeé), c’edtra- qu’a partir d’'un certain nombre de
périodes I'écoulement devient stable et s’étalditfgitement. Nous avons principalement effectué
nos calculs suN=10période: et parfois jusqu’a 20 périodes. Par exemple, dgaunaillage de la

figure 4.8, le nombre de Reynolds égaRé- = 10°, le nombre de Womersley égala&11,21,

les mémes valeurs des paramétres du fluide newtanpie précédemment, on obtient sur la figure
4.11 les résultats suivants, sachant que tous &angetres du calcul (pas de temps, schéma
numeérique...) sont égaux par ailleurs :
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Courbe théorique (Mathematica
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Figure 4.11. Etablissement du profil de vitessermifférentes périodes.

On constate que le profil de vitesse converge kebonne solution des qu’on augmente le nombre

de périodes et par conséquent l'influence de cenidem’est pas a négliger dans les calculs
numeériques.

» L’algorithme numérique

Concernant le schéma numérique les meilleurs r@sulont été obtenus avec l'algorithme
« coupled » (pour le couplage vitesse\pression),lcaous permet de converger vers la solution
plus rapidement. Quant a la pression elle est éiis&e au second ordre.

iii)-Comparaison des résultats numeériques avec cewde Womersley

Pour vérifier nos résultats, nous avons comparé&d¢surs numériques du module de la fonction
de transfert et de sa phase en fonction de la éméepi réduite avec les résultats analytiques. La
figure 4.12 présente les résultats obtenus :

Courbe théorique (Mathematica)
O Fluent ‘

= Courbe théorique (Mathematica)

O— Fluent
T T T T T T T T T T
— 1F -~ . 0 = 4
M
m
’—
o 20 1
T
8
3 & 40} 1
ool 1
e -60 - J
(=]
=
o
pa— _80 L =
13 oo on TTTMYTT™o 1E3  0.01 0.1 1 10 100

o o
Figure4.12. Comparaison du module et de la phase de it&dmme complexe en fonction de la
fréquence réduiter calculé numériguement et analytiquement.
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Conclusion

La bonne concordance des résultats analytiquesne¢éniques confirme la validité de la méthodologie
numérique utilisée, pour I'analyse fréquentielldaleéponse en débit & une perturbation sinusoétale
pression, dans le cas des fluides newtoniens. @alitgation est trés importante pour son applicatio

la résolution des équations de mouvement, dansdedes fluides non-newtoniens de type loi de
puissance, dans un tube capillaire afin de détenmm distribution de tailles de pores d’'un milieu
poreux.

4.1.3 Détermination de la distribution de tailles @ pores d’'un milieu poreux
par une analyse fréquentielle.

i)-Introduction

Comme dans le cas des fluides a seuil, considdeonsodéle de faisseaux paralleles comme celui
utilisé par Carman-Kozeny. Dans ces conditions, sérée de capillaires paralleles dont les rayons
distribués suivant une loi de probabilipfr) sont soumis & une sollicitation sinusoidale esgioa. Le
systeme étant linéaire dans le cas des fluidesomésvts en régime laminaire, la réponse en débit est
parfaitement sinusoidale. Ainsi, 'amplitude conxgledu débit tota@(a)) a travers ce faisceau de

capillaires soumis a un gradient de pression asgite de pulsatiom s’écrit sous la forme intégrale
suivante :

Qe = [alear)p(r)ar @.17)

ou q(w,r) est I'amplitude complexe du débit élémentaire dansseul tube capillaire de rayaon.

C’est le noyau de cette équation intégrale de Fledlil10]. Le calcul direct permet de calculer la
fonction de transfert hydrodynamique du systenast-@-dire son admittance complexe définie comme

le rapport de la réponse en débit au gradient desfan impos& (w) = Q(w)/0R . Par la suite,
I'admittance complexe totale du systeme peut &tleutée par :

[ee]

G(w) :I (e r)p(r)dr (4.18)
0
ou g(a),r) est 'admittance complexe élémentaire qui représinnoyau de cette nouvelle équation

intégrale de Fredholm, e(r) est la fonction & déterminer.

if)-Calcul direct de I'admittance complexe du systie

A priori la densité de probabilit@(r) n'est pas connue. Pour vérifier notre méthode remmmes

amenés a effectuer un calcul direct de I'admittac@mplexe total en la supposant connue a priori.
Comme dans le cas des fluides a seuil cette disivibest supposée gaussienne et s’écrit :

=~ ¢ (4.19)

) 1 —(r—m)2/2c72
o\

ou mest la moyenne de la distribution @tson écart type. De la méme maniere que celleségilau
3*™ chapitre dans le cas des fluides a seuil, ondart exemple supposé, dont la taille moyenne de
pores est de I'ordre de la centaine de micromé@agrendm=100um et o= 2Qum.
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Figure 4.13. Distribution gaussienne supposeée.

0.0 5.0x10°

L’admittance complexe élémentaire peut se calculeartir de :

2\]1 I3/2
Vv
2
G(wr)=2|1- w (4.20)

i pw

32 r J, 32 r

v v

w w

Prenons comme fluide test l'eau (masse volumigoe10*kg.m?® , viscosité cinématique

v=10°m?.s'.). Pour obtenir 'admittance totale complexe dstége, on doit calculer l'intégrale
donnée par la relation 4.18. Analytiquement, onpeat pas avoir une expression littérale de cette
intégrale & cause des fonctions de Bessel de meragpéce et d’ordre O et 1. Pour cette raison,
lintégrale a été calculée numériquement a l'aide «Mathematica » en utilisant la fonction
« NIntegrate ». Par la suite on trace le moduléa gihase de I'admittance complexe du systeme en

fonction de la pulsatiom. La figure 4.14 représente les résultats obtenus :

-13

107 Ty

10™E
10"k

16

10 F

|IG(@) || (m®.s.kg™)

10"k
10-15 L
10-15 L

-20

10

.
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@ (rd)

.

10° 10° 10°
(s

o (s7)

Figure 4.14. Le module et la phase de I'admittarmaplexe totale en fonction de la pulsation peur |
cas d’'une gaussienne monomodale.
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iii)-Calcul inverse pour la détermination de la digribution de tailles de pores

Nous devons déduire(r) a partir de la fonction de transfert hydrodynareigu systéme, en utilisant

I'équation de Fredholm (4.21). Pour cela on utilise résolution basée sur une méthode matricielle
[111]. Rappelons que I'équation de Fredholm retativce probleme est inhomogéne et de premiére
espece. Elle est définie par la relation suivante :

G(w) =] g(wr)p(r)dr (4.21)
ou p(r) est la fonction de densité de probabilité qui‘@stdnnue que I'on souhaite déterminé(a})
est le terme source @(w,r) est le noyau de lintégrale. En nota®f = G(w, ), §; = 9(w 1) et
p= p(;) ou j est un indice variant de 1 a N (pulsationtd)um indice variant de 1 a M (rayon) o\
peut étre différent d&1 [111].
L’équation de Fredholm se réécrit alors comme:
~ N
Gi =28 RAY (4.22)
=
On peut également la réécrire sous une forme redkeic
C_§=(g._|c1)Ar (4.23)

Mathématiquement, si le noyay n’est pas singulier, la solution existe, est uaigtiest donnée par la

relation suivante :
[ :i(g‘l.iz) (4.24)

§ " est la matrice inverse .

En se basant sur les exemples précédemment tdaitésle cadre des fluides a seuil, pour obtenir
la densité de probabilite’p(r) , a partir de I'équation de Fredholm, nous allgrecéder a
I'adimentionnalisation des équations. La démarohealcul est donnée ci-dessous :

On pose :

+

r'=r/\m, (4.25)
W =wl(vim) '

Nous avons choisi de normaliser le rayon par lmeacarrée du moment d’ordre @112”2) car a priori

il est connu : si on connait la porositéet la surface latérale totale du milieu poretix’expression du
moment d’ordre 2 est :

m, = [} v p(r)dr =2 (4.26)

D’aprés cette normalisation, le noyau complexe efgvi

+3/2,. + +
g(w+’r+):77.nﬁr:2 . ZJl(I r \/;)
| T, [

On peut aussi exprimer cette relation en fonctiemrdet r*

(4.27)

69



Méthode fréquentielle

e 23,(i*a)

Q(a,ﬁ): = s (3/2 ) (4.28)
Avec a =rJwlv =r"Jw"
L’admittance complexe totale équivalente s’écriista forme suivante :
) 23, (i Vo)
Gy (') = L (4.29)

() dr
U 0w 1= 3/2+\/_J(3/%‘+\/E) p(r)r
avec p* (r*)=/m, p(r)

L’admittance caractéristique est alors donnée (&&r= m’rf/,u (son unité est”T / M) . Dans ce cas
I'admittance complexe totale équivalente non dinmmelle s’écrit sous la forme suivante :

i w2 312 +F
Cil@)=], 7| F(J (wﬂlg) pr(r)ar”

(4.30)

Remarque :
On peut également normaliser le rayon |()mi’4), 'argument de cette normalisation pouvant

s'expliquer par le fait que d’apres la loi de Daey régime stationnaire, I'expression de la vitesse
moyenne en fonction du gradient de pression s’écrit

-k
o=—220pP (4.31)
u
Elle introduit la notion de perméabilité, s qui s’exprime en fonction dé&y €t M, sachant que

'admitance TBF de tube élémentaire est donnédapadation (4.9) :

DS — I - p dr =2, (4.32)
Sj r’p(r)dr 8m
D’ou,
8k, .S
m, =DT'S (4.33)

Cependant la détermination @, qui nécéssite la mesure de la perméabilité,lastdifficile que celle
de m, qui ne nécessite que la mesure de la porosité.

» Cas d’'une distribution gaussienne

On reprend la distribution de I'exemple précédemdjs cette fois la gaussienne est utilisée sousefor
adimensionnelle (figure 4.15)
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2.0
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Figure 4.15. Distribution gaussienne adimensidaneiposée.

On calcule ensuite le module et la phase de I'ddnmie complexe équivalente adimensionnelle. La
figure 4.16 présente leurs évolutions en fonctiettadpulsation adimensionnelte” = w/ (V/ mz) :

0.0 R
0.1 -0.2
-0.4
-0.6

-0.8

[IG* (@) ||

-1.0
1.2

0.01 A4

. > on 6L ..“..1 — 10 — .....1‘00

Figure 4.16. Le module et la phase de I'admittaimraplexe adimensionnelle équivalente en fonction
de la pulsation (100 points).

A ce stade nous oublions la distribution suppogéeartir des valeurs (ici 100) du module et de la
phase données par ces deux courbes, on peut mtrizudistribution de tailles de pores initiale. En
effet, pour inverser numériquement I'équation dedfolm, nous avons besoin de discrétiser le hoyau

d en un méme nombre de points dans I'espace deatipuls (ici N=100) et en un méme nombre de
points (ici M=N=100) dans I'espace des rayons pgawonstruction la matrice. Apres cette étapestil e
possible aprés I'inversion de cette matrice conplg calculer la densité de probabilité inconnugeet

la comparer a celle supposée initialement. La &§ghil7 montre la parfaite concordance des résultats
obtenus et confirme la validité de la méthode.
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2.5

=0O==Gaussienne imposée
Gaussienne inversée

Figure 4.17. Restitution de la distribution supgima partir de la fonction de transfert hydrody i
(100 points).

On fait un lissage de la courbe de la distributiorerse sur un logiciel d’analyse de données phirdis
de la fonction suivante :

A e—z((x—xc)/w)2

4.34
Tl 2 ( )

Y=Y%t
Rappelons que dans la distributign (r*)supposée :

w=20/\lm, =0,392;x = m/\/m = 0,981;y= 0 et A= (ouﬁzl,oz.lo“m eto = 20.I6n)

Les résultats de ce lissage sont résumés danbl&atasuivant :

X w A
Valeur | Erreur relative (%)Valeur | Erreur relative (%) Valeur | Erreur relative (¢

0,981 0,002 0,393 0,2 1,001 0,1

~—

Tableau 4.2. Parametres de lissage de la disitvibmbrmalisée inverse.

D’aprés le tableau 4.2, on constate que la didtigbuinversée par la méthode matricielle a bien
les mémes caractéristiques que celle qui est ingpad@nc la résolution inverse pour extraire la
densité de probabilité est pafaitement efficace.

> Cas d'une distribution bimodale

Pour montrer I'efficacité de cette méthode dansds d’une distribution plus complexe nous
allons I'appliquer a une gaussienne bimodale carege par deux modes et m, =2m =200z m

et de méme écart typg=20um. On normalise cette distribution par la racineréardu moment
d’'ordre 2 comme précédemment. Tout d'abord on disse I'admittance complexe équivalente
é(a)) et le noyaug(a),r) (toujours sur 100 points), on obtient les résslEtdessous :
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/

< Bimodale supposée dans le calcul direct
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Figure 4.18. Distribution bimodale adimensionnéigosée.

% Module et la phase de la fonction de transfert
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Figure 4.19. Module et la phase de 'admittancemexe équivalente en fonction de la pulsation
(100 points) correspondant a la bimodale imposée.

/

«» Distribution inverse

1.4 | =O==Bimodale imposée‘
— Bimodale inversée‘ C@J
1.2
1.0
i_ 08
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0.4
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Figure 4.20. Restitution de la distribution sugma partir de la fonction de transfert pour une
distribution bimodale (100 points).
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On remarque de la figure 4.20 que la distributioveisée manque de précision, notamment en ce qui
concerne I'amplitude du second pic. On observeesgaht I'apparition de bruit pour les rayons tres
petits et trés grands. Pour I'améliorer on va dhois nombre de points égal a 1000. Les figure§ 412
4.22 présentent respectivement la fonction de fean@nodule/phase) adimensionnelles et la résmiuti
inverse de la distribution de tailles de pores :

% Module et la phase de la fonction de transfert

0.0 - .

-0.3

-0.6

-0.9

-1.2

-1.5

0.01 L - PR | PR | L s
1 10 100 1 10 100

+ #*

w (0]

Figure 4.21. Module et la phase de I'admittancemexe équivalente en fonction de la pulsation
(1000 points) pour une bimodale imposée.

«» Distribution inverse

1.4 | —O=—Bimodale imposée
—— Bimodale inversée
1.2+
1.0

+‘:_‘ 0.8 |-

*a 0.6

0.4 -
0.2

0.0 |- comemmsr®

-0.2
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2,5 3.0

Figure 4.22. Restitution de la distribution sugma partir de la fonction de transfert pour une
distribution bimodale (1000 points).

On constate qu’en augmentant le nombre d’élémensystéme, la solution converge parfaitement vers
la solution initiale.

» Cas d'une gaussienne tri-modale

Une seconde validation est effectuée dans le aaseddistribution tri-modale ave®,, m, =2m et
m, =3m avec le méme écart type=20¢m, nous avons retrouve parfaitement la densité diegtilite

p(r) supposeée comme dans les calculs précédents igaie f4.24) avec encore une discrétisation sur
1000 points :
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G (") ||

0.1 1 10 100 0.1 1 10 100

Figure 4.23. Module et la phase de 'admittancemexe équivalente en fonction de la pulsation
(1000 points) pour une tri-modale imposée.

=O=Trimodale imposée
- Trimodale inversée

Figure 4.24. Restitution de la distribution supgima partir du module et de la phase de la fond@on
transfert pour une distribution tri-modale.

Tous ces tests montrent que la méthode d'inversgirpertinente pour déterminer la distribution de
tailles de poresp(r) a condition de prendre un nombre de points sufisa

Conclusion

Nous avons pu effectuer la résolution inverse dblgme de I'identification de la distribution ddlles

de pores par une methode basée sur une analysmidyeautilisant un fluide newtonien. L'efficacité
de cette technique a été prouvée en I'applicaifférehtes distributions gaussiennes de taillepates.
Cette technique, une fois validée expérimentalenmmirrait constituer une méthode originale, simple
et peu chére pour l'industrie.
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4.2 Fluides en loi de puissance

4.2.1 Etude de I'écoulement stationnaire laminairé’un fluide en loi de
puissance dans un tube de section circulaire.

Rappelons que le modele de fluide newtonien dédeit la grande majorité des fluides composés de
molécules simples. Cependant, il existe des fluidiest le comportement est non-newtonien et qui
peuvent étre introduits dans les milieux poreuxinmPaceux la on peut citer les fluides en loi de
puissance (dits d’Ostwald). On distingue le comgrognt rhéofluidifiant poun <1 (polymeres) ou la
viscosité diminue au fur et @ mesure que I'on augmde taux de cisaillement auquel est soumis le
fluide, et le comportement rhéoépaississant (ditatpour n>1ou la viscosité augmente lorsqu’on
augmente le taux de cisaillement. Dans ce soustohamous présentons I'étude analytique et
numérique d’'un écoulement laminaire indépendantedups d’'un fluide en loi de puissance dans un
tube circulaire de rayon a et de longueur L.

i)-Solution analytique

Pour rappeler la solution analytique de ce probjameconsidére I'écoulement laminaire d'un fluide e
loi de puissance incompressible indépendant du dedams un tube circulaire du rayon a (voir fig.
4.25). Comme I'écoulement s'effectue par droitesaliees, I'équilibre des forces sur un élément
cylindrique liquide de rayon r :

P(77TZ)—(P+AP)m2 =1,.27mL (4.35)
Cela donne la relation :
AP\ r
T, :(TJE (4.36)

Trs
re
a
r P
L :

Figure 4.25. Ecoulement a travers un tube élénrenta

Or, la loi de comportement d’un fluide en loi dégsance est donnée par :

I, =k(_gfzj (4.37)

ou k est la consistance du fluide, n son indice delifiéietu, sa vitesse dans la direction axiale. Dans
ces conditions on peut définir un nombre de ReysgiEhéralisé [94] :

pu*™" (2a)"
k

Avec U la vitesse débitante gt la masse volumique du fluide.

Re, = (4.38)

En utilisant les équations (4.36) et (4.37), onestttl'expression du champ de vitesse suivant :

_ 1n (n+1)/n
u,(r)= LU g N ] P s (4.39)
n+1)\ 2kL a
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Le débit volumique est donné par :
n -0OpP Hr (3n+1)/n
_ 4.40
Q ”(3n+1]( 2k ] ( )

Il est & noter qu’on peut également exprimer, pesibesoin des calculs numeériques, la perte dgehar
en fonction du nombre de Reynolds généralisé sofine :

n 1/(2-n)

3n+1 k’R
j (Z”Zp”jmzj (4.41)

APZZL(
n

Le profil de vitesse normalisée par la vitesse makizu(r =O) est tracé sur la figure ci-dessous pour

différentes valeurs de n :
=0.3
1.0 ~g=Q 00~ 0-0-o_ i:=1
e ‘.
L Rty Oeo —e—n=1.7
. "o,
0.8} L o,
A Te. Q.
s LN \
= 06} . ?
= ., \
1 i ‘\ %
04} %
| \.\ \\
RN
0.2} D q\
L \
00 1 1 1 1 \
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
rla

0.0
Figure 4.26. Profils de la vitesse pour un fluételoi de puissance pour un écoulement
laminaire (Re=0,001) dans un tube.

(4.42)

La viscosité apparente a pour expression:
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il)-Etude numérique

Comme nous l'avons indiqué précédemment, pourlédels en loi de puissance, le calcul du gradient
de vitesse sur I'axe peut étre trés sensible aiddit§ du maillage. Pour cette raison nous avofiméa

ce maillage au voisinage de I'axe. Nous avons égaie resserré le maillage au voisinage de la plroi
tube ou le gradient de vitesse peut égalementnfariiement. Plusieurs maillages ont été testés50

ou 100 est le nombre de mailles suivant le raygab0l ou 100 est le nombre de mailles suivant I'axe
de tube, q=1,08 ou 1,09 est la raison du maillageogression géométrique pres de I'axe et préesade |
paroi (voir figure 4.27). D’aprés I'étude précéaede I'écoulement de Poiseuille un domaine de talcu
tel que L/2a=1 est suffisant pour éliminer la loagud’entrée. En effet, on imposant une différethee
pression entre I'entrée et la sortie du tube ort péminer le probléme lié a la longueur d’entrée e
utilisant une UDF. Concernant le schéma numériques ravons utilisé I'algorithme « coupled » dans
lequel la pression est discrétisée au second ordre.

N

I
T_) v

Figure 4.27. Maillage du tube 460, N=100 et g=1,09).

Pour Re= 102, nous avons fait varier I'indice de fluidité en@@ et 1,6. Les résultats sont visibles sur
la figure 4.28 ci-dessous. Pour chaque valeur deus avons comparé le profil de vitesse, le délé e
viscosité apparente calculés numériqguement etithdement. On observe un excellent accord quel que
soit n sur les profils de vitesse et les débits.d@atre, comme attendu la viscosité apparenteulégc
numériquement le long du rayon du tube s’écarteatitul théorique au voisinage de I'axe a causeade s
sensibilité au maillage. Le maillage construit aves50, N=100 et g=1,09 permet de calculer
correctement la viscosité apparente jusqu’a urtardie de I'ordre de 1/100 du rayon de tube.

» Cas des fluides rhéofluidifiants (n<1)

n=0,9
‘—l— Courbe théorique (Mathematica) | === Courbe théorique (Mathematica)|
I~ —N_=100. N =50, q=1.08 (Fluent) —o—N,=100, N, =50, g=1.08 (Fluent)
| —£—N,=50, N =100, q=1.09 (Fluent) | N,=50, N =100, g=1.09 (Fluent)
3 Ty LR | A | T T3
T — n=0.9 5F = E
My L/2a=1 3 . n=0.9 3
. a= E - ]
. | : L/2a=1
0.8} = = 4F :
e a E \ 3
i g E : ]
:‘g Q,=3,33 10°m’ls ‘\\ ] i ., \ ]
£ 0Ef Q,=3,34 10°mYs s = gk e\ E
= | \ g i Ly, 1
w ] - ey ]
0.4 b S, 2 r & ]
\\ 5 ]
0.2 & 2| ]
0.0 1 1 1 1 i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 RN 1 wul 1

0.01 0.1 1
rla

1E-3

ria
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n=0,7

—&— Courbe théorique (Mathematica) Courbe théorique (Mathematica)

lf‘,fN_=1OD‘ N,=50, g=1.08 (Fluent) —C—N =100, N =50, g=1.08 (Fluent)

|~ N =50, N,=100, g=1.08 (Fluent) =50, N =100, g=1.09 (Fluent)
T — T

n=0.7 [
1.0 pecam i A n=0.7
" L/2a=1

lg‘*-_\ 100 |

Q,=1,085 10°m’/s
Q,=1,0659 10°m’’s

0.4} \
0.2

rla

0.8

max

0.6

u(rjlu

Viscosité (kg/m.s)

10 |

n=0,4

—m— Courbe théorique
—;—N{=1BD‘ Nﬂ=50‘ q=1.08 (Fluent)
—£:—N,=50, N =100, g=1.08 (Fluent)

Courbe théorique (Mathematica)
N =100, N =50, q=1.08 (Fluent)

- =50, N,=100, g=1.08 (Fluent)
04 10 WY TREE] 5 L LY X L E N BT ¥ L0 20,1321 I
Lm : n=0. =
1.0 R n=0.4
W"’“"“‘*n\‘\ L/2a=1 10°F
0.3 o ) —GIT 105 n
= Q =3,52310"m’ls %,
s 06f & =3,528 107 = 10
-T:_ T 1 m/s ?-
E; ’ ‘
g 10
0.4 2 ]
> 2
10°
0.2}
10'F
0.0 L L 3
10 1 1 L 1
0 %A ¢ 4] 1E-3 0.01 0.1 1
. rla
* Cas des fluides dilatants (n>1)
n=1,1
—.— Courbg lhéu;igue (Mua;himahca)i = Courbe théorique (Mathematica)
—0=N=100, N, =50, g=1.08 (Fluent) ~0=N,=100, N =50, g=1.08 (Fluent)
£— N =50, N“:100‘ q=1.08 (Fluent) D s N_=100‘ g=1 09 (Fluen{l
. T rorrrrag T T T T T T T
1.0 " n=1.1 055E n=1.1
M‘.‘m& ﬂ 05k
0.8 | \ 045
.

04E

Q,=6.25 10“m’s hat

Viscosité (kg/m.s)
(=]
w
o

I 06f 8
B - 3
2 Q,=6,25 10°'m’ls . Y 5 ;
= E 5
> o4t 03f 3
0.2} 025 E

0.0 L 1 1 0.2 b 1 1 ! 1

0.0 0.2 0.4 0.6 1E3 0.01 o .

ria -
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n=1,3
—=— Courbe théorique (Mathematica)| —— Courbe théorique (Mathematica)
~0—N=100, N,=50, q=1.08 (Fluent) ~0=N,=100, N =50, g=1.08 (Fluent)
N =50, N =100, g=1.09 (Fluent) —£—N =50, N =100, g=1.09 (Fluent)
0'1 LULILILE 2| y 2 pinsie | % IR L | EINIIRLRE]
1.0 =13 n=1.3
L/i2a=1
L/2a=1
0.8 -
n
E
[=2]
E s Q, =449 10°m’s =
= o
= = m® =
£ IQN 4,49 10°m’/s 2
04} B
>
02k 0.01 |- .
o'o - 3 1 1 1 L
0.0 0.2 0.4 " 0.6 0.8 1.0 1E3 0.01 01 1
rla
n=1,6
—m— Courbe théorique (Mathematica)| Courbe théorique (Mathematica)
—&—N,=100, N, =50, =1.08 (Fluent) —~0=N=100, N =50, g=1.08 (Fluent)
—N,=50, N =100, g=1.09 (F\unl)_ N =50, N =100, g=1.09 (Fluent)
1.0 n=1.6 n=1.6
| L/2a=1 w0k L/i2a=1 ]
0.8 0
E
" g
_ff .8 Q,=6,209 10°m’/s 2
£ Q,=6,21 10"m’s g
0.4 L 5
0.2} 10° | .
0.0 L 1 1 L 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1E-3 0.01 0.1 1
rla rla
Figure 4.28. A gauche : profil de vitesse et débdroite : viscosité apparente.
Conclusion

En conclusion, ce sous-chapitre montre qu’aprés &liminé la contrainte liée a la longueur d’eetré
I'écoulement stationnaire laminaire d’'un fluide B3 de puissance peut étre parfaitement calculé
numeériqguement pour différents indices de fluidiatons que la viscosité apparente est sensible au
maillage et est délicate a calculer surtout auivage de I'axe du tube. En soignant le maillagestl
néanmoins possible de I'évaluer correctement jisagl¢s distances de 'ordre de 1/100 du rayon du
tube. Par concéquent, la méthode et le protocoigéuest parfaitement validé.
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4.2.2 Etude de I'écoulement instationnaire laminag d’un fluide en loi de
puissance dans un tube de section circulaire

Ce sous-chapitre traite le cas d’'un écoulemengtfiesinaire laminaire de fluides en loi de puissance
dans un tube de section circulaire de ragort de longueult.

i)-Possiblité d’'une solution analytique

Dans ce cas particulier, I'équation de Cauchy seitéen régime instationnaire a:

ou, _—0P 190
2= += " (r 4.43
p ot oz rar( <) ( )
Comme on impose une pression oscillatoire entrgiée et la sortie du tubAP:AFgé“‘ :
oP ;
— =-0Pe&“ 4.44
. 0 (4.44)
Alors I'équation (4.43) devient :
du ; 10
——Z=-OPe*+=—(17 4.45
p at 0 rar( rz) ( )
De I'équation (4.37) et (4.45) nous obtenons :
n-1 2
pauz :_D%ém + aUZ Eauz_‘_ na_ljz (446)
ot or ror a

Malheureusement, cette équation est non-linéaiepe@dant, d’autres travaux dans notre équipe
nous ont prouvés que dans certainnes conditiondréguences et d’amplitude, on pouvait
s'attendre a un comportement faiblement non liréaurtout si le fluides est faiblement non

newtonien(n~1) . Profitant de cette remarque nous avons tentéédeudre cette équation en
supposant qu’elle pouvait avoir un comportemenddine. Dans ces conditions on peut supposer :

u, (r.t,n,w)=0,(r,nw)e (4.47)
On obtient en fin du compte :
0%, |0c, ™ 1]00)" | e =P . OP
ne—z|2xz| 4 =8 |dYat = K 8o ——0 4.48
{ or® | or ra } K T 14.48)

Si le fluide est faiblement non-newtonien on peosgrn=¢+1 ou & est trés petii(s - O) :
doncn-1=¢ peut étre trés faible et I'équation d’amplitudeipse réduire a :

n

2 (1 —_
nd 8 10U, _ =P a5, - Do (4.49)
or® rfor k k
Si n=1 on retrouve I'équation d’amplitude de WomerslegifW'équation 4.2) :
2.~ ~
0%, 100, , pis - _OR (4.50)

o> ra k ’ K
Dans cette équation la consistanke joue le rbéle de la viscosité dynamique du fluide
newtonien /. Analytiquement, il est encore difficile de résoeid’équation (4.49) malgré les
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simplifications. Nous avons donc été obligé de uése I'équation non simplifiee (4.46)
numériquement ; soit en utilisant la méthode ddsimes finis (Fluent), soit avec la méthode des
différences finis. Pour cette derniére méthodedoih normaliser cette équation (4.46).

if)-Normalisation de I'équation d’amplitude

On normalise I'amplitude de la vites§e par une vitesse caractéristiqUg, le rayonr par le
rayon du tubea et le tempst par un temps caractéristiqug a définir. L’équation (4.46)
adimensionnalisée s’écrit sous la forme :
n-1
a, oa* att 100 0°U
p—~——=-0Pe*" + —— + N (4.51)
t ot r*or ort

C

kif [0
a™|or*

Il y'a deux fagon de définir le temps caractériggq soit par l'inverse de la pulsation=1/w ,

soit par I'inverse du temps de diffusion de la gitérde mouvement, = az/vapp.

> 1% cas: on prendt_=1/o
Si on normalise le temps par l'inverse de la putsat” =t/(]/a)), I’équation (4.51) devient :

N+l et n+l ~ |01 ~ 2~
pa)aN—_laL+=—DF{) d” g, |0U %au: s (4.52)
ko™ ot Kkt or ror ort

. . Yn :
Dans ce cas on peut prendre comme vitesse caisttiés U, =(DFg,d“+1/k) et en fin de compte
on obtient I'expression de I'équation adimensiohmgui s’écrit sous la forme suivante :

n+1 n ~+ ~4 |1 ~4 2~
oo — — 0L+=—e“+ +|6u+| 1+ 0u+ +n2 - (4.53)
KOR™ ) ot lor'| (rior o
On peut extraire de cette équation le nombre de &/skay généralisé, qu'il s’écrit comme suit :
a.n+:l_ 2n
12
a, =(pw Fr——— 4.54
n (’0 ) (kljpon—lj ( )

> 2°™cas : on prendt =a?/v
On sait que :

app

2

t—a _pa:_ pa® _ pd™?

c = _ \n-1 ~n-1
Vapp  Happ K Ue ki
a

: . ~ Yn : : ,
Ici on prend egalememC:(DPd“ﬂ/k) . On peut exprimet, en fonction deg, et I'expression
devient :t, = pd. /0P, . Alors I'équation adimensionnelle dans ce casritéc

~+ Ly |01 ~+ 2~
00" _ _gow (|00} (Lo 070 (4.55)
ot or r*or or*

Comme on vient de le dire, on peut résoudre ceajteaton par la méthode des différences finis
[112] en discrétisant le temdset I'espacer . On peut aussi résoudre cette équation sous forme
dimensionnelle (4.46), par la méthode des volunieis,fen utilisant le code de calcul Fluent et
c’est cette derniére méthode qui a été retenuepamagraphe ci-dessous montre les résultats
obtenus en déterminant la fonction de transferrdggnamique du systéme pour chaque indice de
fluidité n.
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iii)-Solution numérique

D’aprées les résultats de I'étude stationnaire d@edulement des fluides en loi de puissance a
travers un tube, nous avons utilisé le maillagelaldigure 4.27 dans les gammes des basses
fréquences (T.B.F) et un maillage uniforme trésd@ms le cas des hautes fréquences aye200
points suivant le rayon et ,N50 points suivant 'axe de tube. Nous avons dil&galement
I'algorithme « coupled » pour accélérer les cal@dsr chaque indice de fluidité.

« Module et phase de «l'inconsistance complexe »

Nous placons dans I'hypoythése ou le probleme d€panse de I'écoulement d’un fluide en loi de
puissance dans un tube, soumis a une oscillatiurssidale de la pression, n'est pas fortement non
linéaire.

Dans ce cas, on rappelle que I'écoulement en régtatmnnaire dans un tube circulaire de ragoat

de longueurl, donne le débit (4.40) :

n \(OR)"
QTBF (a): O,r’n):n(3n+1]( ZkOJ r(3n+1)/n (4.56)

Le gradient de pression a alors comme expression :
3n+1)" 1
OP, :ZK(F] r(S,Tl)QrBF(a):O,r,n) (4.57)

A partir de cette expression on constate que lanidién classique de I'admittance ne sera pas
pertinente pour l'identification de notre milieungeax. Ainsi, pour des raisons purement pratiques

nous allons définir une grande@;,- €gale a l'inverse d’'une pseudo-consistance glohalene
dépend pas du débit, mais uniquement de la consistdu fluide, de son indice de fluidité et du

rayon du tube. Dans ce cas aux trés basses frégaérégime stationnaire), celle-ci sera nommeée
« inconsistance » basses frégquences et est domanée p

_ Qrer (w: O,l’,n) :i( m jn ((an+)
UR, 2k\ 3n+1

Gge (w=0,r,n) (4.58)

Dans le cas instationnaire, on peut définir « binsistance complexe » par son expression généralisé
comme suit :

Q" (w,r,n)

G(w,r,n)= o5
0

(4.59)

Celle-ci peut étre normalisée par sa valeur TBF :
G(w,r,n) =G (w,r,n).8(a ,n) (4.60)
ou g(a, n) est « l'inconsistance complexe » normalisée cagcptéur un seul tube par « Fluent ».

Nous avons fait varier le nombre de Womersley défar la relation 4.54 entre 0,01 et 13 pour
différents indices de fluidité variant de 0,7 a.IN®us avons ensuite déterminé et tracé le module
et la phase de « I'inconsitance complexe », ensatit la F.F.T pour chaque indice n. Les résultats
numériques sont représentés ci-dessous :
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LS | ¥ R R | T L A LR | ¥ LA SRR |
1r ]
[ Théorie (Womersley)
— | | —4—n=0.7 (Fluent)
= | |—*— n=0.8 (Fluent)
g | | —=— n=0.9 (Fluent)
‘E x n=1 (Fluent)
o) [ |—=— n=1.1 (Fluent)
= —eo— n=1.2 (Fluent)
< [ | —2— n=1.3 (Fluent)
g
g
= o01f 1
2
o
2 s aaaal sl L i 32313l N a2 32313l
1E-3 0.01 0.1 1 10

o,-sart(po(a"" kVPI)'"")

Figure 4.29. Module normalisé de « l'inconsistacomplexe » en fonction de la fréquence réduite
dans le cas d’'un seul tube de rayon a.

LA | T L U LS Y LI LR LR |
0 L i
Théorie (Womersley)
[ |—4—n=0.7 (Fluent)
—o—n=0.8 (Fluent)
-30 || —=— n=0.9 (Fluent)
i * n=1 (Fluent)
°_ | |—=—n=1.1 (Fluent)
s —o—n=1.2 (Fluent)
60 1 —&—n=1.3 (Fluent)
-90 | ]
T | aal 2l
0.01 0.1 1 10

n+1

n-1,1/n

o =sqrt(po(a /kvP "))

Figure 4.30. Phase de « l'inconsistance complexe fonction de la fréquence réduite
dans le cas d'u seul tube de rayon a.

On peut remarqguer sur ces courbes que le modldepbiase de cette «inconsistance complexe» sont
rehaussés dans le cas des fluides rhéofluidifianteduit dans le cas des fluides dilatants.
Néanmoins, toute cette étude et ces résultats wersens que parce qu’une étude préalable sur la
linéarité du probleme fréquenciel a été menée.

iv)-Etude la non linéarité du systeme

Il est évident que la réponse de ce type d’écouleinetationnaire de fluide en loi de puissancenes
linéaire. A cause de cela, nous avons procédé anadgse numérique fréquentielle pour déterminer le
conditions dans lesquelles le systeme n’est qeddiglement non linéaire. Ces calculs ont étécaffes

a l'aide de deux codes de calcul numérique, damt €st en volumes finis (Fluent) et 'autre de type
différences finies développé dans notre laboratdies résultats concernant la valeur relative de
I'amplitude du premier harmoniqu&, par rapport a celle du deuxiéme du débit, obtenus avec ces
deux codes sont parfaitement confondus pour leisdadde fluidité compris entr@, 7<n<1:. Ces
amplitudes mesurées par une analyse spectraleramtépla prépondérance des modes fondamentaux
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par rapport aux harmoniques concluant a un comperte linéaire du filtre hydrodynamique non
newtonien pourn=0,7 , pour toutes les fréquences. La figure ci-dessoostre I'ensemble des
résultats obtenus :

£TT T T T T T T T T T L R |

[ |—*—n=0.6 (Fluent)
6| |—»—n=0.7 (Fluent)
E |—>—n=0.7 (C.N)
F |—v— n=0.8 (Fluent)
- |—v—n=0.8 (C.N)

10" g [—=—n=0.9 (Fluent)
E | —=a—n=0.9 (C.N)
&_ [ |—4—n=1.1 (Fluent)
> 10' L 2 =11 (CN)
< E | —*—n=1.2 (Fluent)
[ |—=—n=1.3 (Fluent)
10° : T
E X * *k
10°
:.Ilj sl PR | PR AR | MR T
1E-3 0.01 0.1 1 10

o =Sq rt(pm(a"+1/kVP2'1)1ln)

Figure 4.31. Rapport des amplitudes de la répensiebit d’'un fluide en loi de puissance en fomctio
de la fréquence réduite dans le cas d'un seuldebrayon a.

Ces résultats ont été obtenus en calculant la RFTébit aux basses et hautes fréquences. A titre
d’exemple, nous donnons sur les figures 4.32 et S résultats correspondant a la FFT du débit pou
n=0,9. En premier lieu on constate que seule les hampoesi multiples impaires de la fréquence

fondamentale, sont présents dans ce si(;fbah‘1 =3f,,f,= 5f0,..) . L’apparition d’harmoniques dans
la FFT est bien une preuve que le systtme est fioewok@alement non linéaire. Ces résultats
correspondent 4Ry = 0,00. . La figure 4.32 correspond a une valeur prise lsuplateau basses

fréquences(an =O,25) et la figure 4.34 correspond a une valeur prisessda domaine des hautes

fréquences(an =11, 2@. Finalement, ces courbes montrent bien que lalinéarité du systéme finie

par s’estomper aux hautes fréquences. Ces réssttatobtenus pour 20 périodes. Par ailleurs,ddin
vérifier I'harmonicité du signale de pression imgesiurant le calcul, nous avons tracé sur lesdgur
4.33 et 4.35 la FFT du signal de la pression. €allemontrent en effet que la pression est bien
sinusoidale. Le bruit gu’'on apercoit sur ces cosirde la pression est di a la discrétisation de la
pression qui est calculée au second ordre.
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1 T 1 T T 3
_ :
» 1E-3 1
E : 1
- ; 1
% 1E-6 1
T 3 E
o 1
b4 1
S 1E-9§ 5
2 ; E
s
.5 1E-12 1
1E-15¢E i il i R ] P S Ce, E i gl 3
1E-3 0,01 0,1 1 10

Fréquence (Hz)

Figure 4.32. Amplitude de la FFT du débit en famtde la fréquence pour n=0,9 aux trés basses

fréquences.
1 ] T T T T
2
© 1E-3} .
_o_ 3 3
0 r 2
w0 ]
o 1E-6 3
© E E
& . / 3
o 4
= J 3
S 1E-9f -
E 3 3
%
r 1
TE-120 i i i
1E-3 0,01 0,1 1 10

Fréquence (Hz)

Figure 4.33. Amplitude de la FFT de la pressioffiogiction de la fréquence pour n=0,9 aux trés lsasse
fréquences.
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0!01 ¥ LA L L O WEREN ¥ LA R T ¥ LA I RLARE §

1E-4 | 4

1E-6 = ]

Amplitude de débit (m’/s)

1E-8 | y

EA0 L i i e
10’ 10’ 10
Fréquence (Hz)
Figure 4.34. Amplitude de la FFT du débit en famtde la fréquence pour n=0,9 aux hautes

fréquences.
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Figure 4.35. Amplitude de la FFT de la pressiofiogietion de la fréquence pour n=0,9 aux hautes
fréquences.

Le résultat le plus important pour cette étudecetti de la figure 4.36 qui représente I'inverse du
rapport des deux premiers harmoniques aux treeddssquences (valeurs du plateau, voir la courbe
4.31) en fonction de l'indice de fluidité. En effet, on peut y constater que le systemei@nedte tres
faiblement non linéaire pour les fluides en loipdessance pour des indices de fluiditévoisins del

et qu'’il faut bien s’éloigner da =1, pour assister & un comportement fortement n@aiie aux basses
fréquences.
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Figure 4.36. Inverse du rapport des deux prenhignnoniques en tres basse fréquence en fonction de
l'indice de fluidité n.

4.2.3 Détermination de la distribution de tailles @ pores dans le cas des
fluides en loi de puissance

Ne disposant pas d’expression explicite pour le anoyonstituant «l'inconsistance complexe»
normaliséeg(a, n) nous l'avons calculé numériquement a I'aide defuPour un indice de fluidité n

fixé, apres avoir calculé la fonction de transferbdule\phase) de ce noyau, nous avons procédé a un
interpolation polynomiale des valeurs du modul@etceux de la phase, en fonction de la fréquence
réduite. A ce niveau, on peut effectuer un calérdad pour une distribution gaussienne par exemple.
Mais avant d’attaquer ce probléeme dédié aux fluateti de puissance, on doit vérifier tout d’ablad

validité de cette méthode en l'appliqguant aux fgichewtoniens qui ne sont qu’un cas particulier

(n=1).
i)-Vérification du calcul direct pour les fluides newtoniens(n = 1)

Théoriguement, on connait I'expression du noyad'@gation de Fredholm c’est-a-dire I'admittance
complexe du systéme qui se confond dans ce cas<ali@consistance complexe ». On importe les
données du calcul effectué par « Fluent » du modula phase de I'admittance complexe normalisée

g(a,n=1) d'un seul tube, en fonction de nombre de Womersleya,/w/v . Ensuite, on lisse ces

valeurs a I'aide d’'un polynébme d’ordre 10 (4.613r Bonséquent, on peut comparer ce module et cette
phase théoriques (Womersley) avec ceux calculégriguement par « Fluent ».

|lg(a)|=1,00044+ 8,11.10a~ 3,65.10r°+ 1,2610°- 1,740
+9,15.10°a° - 2,5.10a°+ 3,93.1&n’ (4.61)
-3,61.10°a® + 1,8.10a°- 3,78.1(n"°
Pratiquement, on remplaae par son expressioazr\/w dans I'expression de la fonction de
lissage deg(a) (contenant le module et la phase), ensuite onuliptie par G5 :m4/8,u puis
on normalise le résultat paBequBF:J.:GTBFp( r) dr (voir I'éq. 4.62). A ce stade nous pouvons

effectuer le calcul direct en utilisant I'intégradaivante qui s’écrit comme :
j:g(w, r).(7r*/8u)p(r)dr
[[ Grae p(r)

(4.62)

éeq, Nor. (CU) =
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Méthode fréquentielle

Enfin on peut tracer le module et la phase de litdnte complexe normalisée en fonction de la
fréquence réduiter pour une distribution gaussienne de valeur moyanmelOym et d'écart type

o =2um. Une comparaison est effectuée entre le calcealctithéorique (Womersley) et le calcul

obtenu par la fonction de lissage polynomiale d'erd0. La figure 4.37 montre que les résultats
obtenus se confondent parfaitement.

1 o ] 0.0 1
O Théorie (Mathematica) 0.3 O Théorie (Mathematica) y
= Interpolation polynomiale Interpolation polynomiale
3 T 06}
g =
0} =
: '0.9 -
1.2+
0.1} , -1.5 1 :
1 0.1 1
114
a=(m,)“sqrt(o/) a=(m,)"“sqrt(o/v)

Figure 4.37. Comparaison entre le module et Ia@lde 'admittance complexe équivalente théorique e
de celle calculée par la fonction de lissage entfon de la fréquence réduite.

Aprés avoir validé cette procédure dans le casargen, nous allons I'utiliser dans les cas desiéai
d’Ostwald.

if)-Calcul direct pour les fluides en loi de puissace

On suppose que la distributiqm(r) est une gaussienne de valeur moyemme M@t d’'écart type

o=2um. En appliquant la procédure validée ci-dessuspeut effectuer un calcul direct pour des
fluides en loi de puissance pour différents indices de fluidité
(n=0,7,n= 0,8,n= 0,9,n= 11n= 1 2r= 1):. On utilise également le nombre de Womersley
généralisé rappelé ici :

(4.63)

On récapitule les résultats sur la figure 4.38adgbus :

M : : 0.2 : :
1 , 0.0}
0.9 _ —a— n=0.7 .0.2 i n=0.7
— E |+ n=0.8 —<+—n=0.8
It E 04+t
$08F = n=09 < | n=0.9
s | n=1 =06} n=1
© 07t o n=14 B s n=1.1
— [ e n=12 1ol "j-z
06F —2—n=1.3 [ > n=1.3
[ 1.2
s 1.4} y
! 0'1( +1)/2n ! 1,1/n
- n n-
an:((m4)1’4)("+1)'Z"sqrt(pm(kaP; 1y o, =((m,)") sart(po(1/kVP ") )

Figure 4.38. Module et phase de «I'inconsistarmapexe» équivalente normalisée en fonction de la
fréquence réduite pour les fluides en loi de puissa
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Méthode fréquentielle

iii)-Calcul inverse de la distribution pour les fluides en loi de puissance
» Vérification du calcul pour les fluides newtoniens

Ici on souhaite vérifier I'efficacité de la méthoowerse en utilisant la fonction de lissage d'erdr
10 a travers la connaissance du module et la pthasysteme complexe. Pour effectuer ce calcul
inverse on doit impérativement rendre les équatmadisnensionnelles, pour cela on normalise le

rayonr par la racine carré du moment d’ordre{ré’ :r/\/mz) et la pulsation par 'inverse du

temps de diffusion de la quantit¢ de mouvenfefit=/(v/m,)). Comme dans le cas des fluides
a seuil, nos calculs doivent étre proches de l&téedour cela, nous supposons une distribution
gaussienne de valeur moyenne=10“m et d’écart typeo =2.10°m. L’équation intégrale de
premiere espece de Fredholm devient alors :

G(w):jog(w,r)p(r)dr (4.64)

Pour la distribution gaussienne, le calcul diresttreprésenté par son module et sa phase tracés sur
la figure 4.39 ci-dessous :

0.16 T i

| | G+(m+)l |
o

0.08

0.06 . :
1 v 10 1 i 10

(V] (O]
Figure 4.39. Module et phase adimensionnellesadiriittance complexe équivalente en fonction
de la fréquence adimensionnelle pour des fluidegtar@iens et une distribution gaussienne.

Au-dela o' =10 le module et la phase divergent, ceci est di fanation de lissage. L’inversion
s’effectue a travers le domaine de la pulsation-diomensionnelle étudié. Le calcul inverse de la
gaussienne est représenté sur la figure 4.40 :

Q- Gaussienne imposée
20} 5 = Gaussienne inversée
R

Figure 4.40. Comparaison entre la distributiotiahé et celle calculée par inversion (n=1).

Cette figure montre une concordance parfaite datdistribution gaussienne originale et la distfid
calculée avec la méthode matricielle d’inversioaurPvérifier I'efficacité de cette technique avess d
distributions plus complexes, une distribution gaersne bimodale est considérée, avec deuxmijcst
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Méthode fréquentielle

m, =2m et le méme écarts-types. Le module et la phase sont tracés sur la figudé et la figure
4.42 présente le résultat obtenu par inversiortisamt la méthode matricielle de Fredholm :

1.25F ’

1E

0.75F

0.5

Il 6*@"

0.25 -

0.1 1 10 4 0.1 1 10

o o
Figure 4.41. Module et phase adimensionnellesadiriittance complexe équivalente en fonction
de la fréquence adimensionnelle pour des fluidegaor@ens et une distribution bimodale.

1.4

O Bimodale imposée
12F - Bimodale inversée

1.0

—

+ 08F
S
I

Q. 0.6}
0.4}

0.2}

0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

r+
Figure 4.42. Comparaison entre la distributioiaé et celle calculée pour une distribution

bimodale avean, = 2m, et ¢ en utilisant des fluides newtoniens (n=1).

On peut constater encore le trés bon raccord EnPd P supposée et celle calculée par inversioar Po
finir cette vérification, nous avons testé une eudistribution plus complexe de type gaussienne tri
modale. Le module et la phase ainsi que la digtdbunverse sont représentés sur les figures ét43
4.44 ci-dessous :

3 i 0.0} 1
0.2

-0.4

|| 6"l

-1.0
-1.2

: L 1.4 . s
0.1 1 0.1 1

+ +
(0] [0)]

Figure 4.43. Module et phase adimensionnellesadiriittance complexe équivalente en fonction
de la fréquence adimensionnelle pour une distrdoutii-modale avean,, m, = 2m;, m, = 3m, et

o en utilisant des fluides newtoniens.
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| —o-Trimodale imposée'
= Trimodale inversée

Figure 4.44. Comparaison entre la distributioniahé et celle calculée pour une distribution
bimodale aveam,;, m, =2m,, m, = 3m, et ¢ en utilisant des fluides newtoniens.

On remarque une parfaite concordance entre les deurbes donc la méthode d’inversion est
robuste.

Remarque :

v" Pour cette analyse on prend toujours le momentddéo®? correspondant au premier « pic »
guelque soit la distribution choisie (gaussiennenmdi ou tri-modale). Dans le cas étudié
ci-dessus la racine carrée de ce moment d’ordist 2gale d,02.10"m.

v' Le domaine de variation de la pulsation, sur leqoglt calculés le module et la phase, est
celui indiqué sur les figures précédentes. Ce doenaiorrespond a celui qui permet
d'obtenir toute la courbe de la distribution. Lesriies minimum et maximum qui
permettent cette inversion sont calculées a I'diele relations suivantes :

rt= i+ et Aﬁ:M (4.65)
w N

Ou N est le nombre de points utilisés pour le calcil gn prendN =10%).

v On constate que dans le cas des distributions pdusplexes (bi ou tri-modale), pour
pouvoir inverser la distribution, on doit tenir cpta du domaine fréquentiel car
I'inversion doit se faire principalement dans lentine de la transition entre les basses et
les hautes fréquences. Comme la pulsation est dizgeapar le biais du moment du
premier « pic », le deuxiéme et le troisieme «pisont a calculer dans le domaine des
basses fréquences.

Conclusion :

Nous avons vérifié avec succes l'efficacité dedahnique d’inversion effectuée par la méthode
matricielle, en lissant les courbes du module ephHase de I'admittance complexe. Celle-ci est
calculée numériquement dans le cas d’'un écoulemstdtionnaire de fluides newtonien, a travers
un tube de section cylindrique. Ce lissage a éfécafé par une fonction d’interpolation
polynomiale d’ordre 10. A ce stade, la questionémosst la suivante : est-ce que cette méthode
d’inversion est encore efficace pour les fluidesl@nde puissance ? La réponse est donnée dans
les paragraphes suivants.
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e Calcul inverse pour les fluides rhéofluidifiants

On appligue la méme démarche et le méme paramétiegelistributions que précédemment aux
fluides rhéofluidifiants. En commencant par la natisation des paramétres géométriques,
physiques et dynamiques du probléme. Ainsi, on @adise le rayon par la racine carrée du

moment d’ordre 2 du premier «pic(>r+ :r/ﬂlmz) et la pulsation par l'inverse du temps de

diffusion de quantité de mouveme(kb+ :o)/(vapp/mz)). La viscosité cinématique apparente

caractéristique est définie par :
~ n-1
Vapp =—— avec ,uappzk(—cj (4.66)
Yo,

N 1/n . P P .
oud, = (D R, r”*l/k) est la vitesse caracteristique définie ci-dessus.
«L’inconsistance complexe » équivalente dimensitars&crit sous la forme suivante :

G,o(w' . n)= Gcnjo g(w,r.npg(r)dr (4.67)
avecG,, = m"'mi"™)"? /K est «l'inconsistance complexe » caractéristiqueyrpes fluides en loi

de puissance ey’ (af, r+,n) est «l'inconsistance complexe » adimensionnellémélntaire
reconstituée par la fonction polynomiale de lissdgs résultats numérique (module et phase).

Pour n=0,8

La technique d’inversion est alors testée dansake des fluides rhéofluidifiants pour l'indice de
fluidité n=0,8. On commence par une distributioruggienne, le module et la phase ont été
calculés numériquement puis lissés. Utilisant clttestion de lissage nous avons pu déterminer la
distribution recherchée. Les figures 4.45 et 4.4fhtrent respectivement les résultats obtenus :

0.18 — e —— —
n=0.8 0.0} n=0.8 |
0.16 F
-0.2
— 014}
s
& +o 04
ty 0.12F
— -0.6
0.1F 0.8
L -1.0 L
1 R 10 1 . 10
® (0]

Figure 4.45. Module et phase adimensionnellesl'decensistance complexe » équivalente en
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=@,8ne distribution gaussienne.
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n=0.8 | o Gaussienne imposée
20 — Gaussienne inversée

Figure 4.46. Comparaison entre la distributiorgiorale et celle calculée par inversion pour n=0,8
et une distribution gaussienne.

On constate ici sur la figure ci-dessus que la od¢hinverse est validée pour I'indice de fluidité
n=0.8. Nous avons testé également deux distribstid® type bimodal. Les figures ci-dessous
montrent les résultats obtenus :

1.2 . ——ey . T T
1 n=0.8 ’

08F

0.6F

|| 6" ")

04}

0.2 1 1 A4 . P | L P U i
0.1 1 10 0.1 1 10
+ +
@ ®
Figure 4.47. Module et phase adimensionnellesl'd&censistance complexe » équivalente en

fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=@,8ne distribution bimodale (méme écart
type).

1.4 |- O Bimodale imposée
| | ===Bimodale inversée

n=0.8

-
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<
T

p'(r’)

e
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O

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figure 4.48. Comparaison entre la distributiorgiorale et celle calculée par inversion pour n=0,8
et une distribution bimodale (méme écart type).
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Pour l'autre distribution nous avons choisi deuaréx types différents. La figure 4.49 illustre le
module et la phase. La figure 4.50 montre la distiibn inverse obtenue :

e - n=0.8 |
0.2+

Fa 0.4

& ‘e

iy

© 06}
08}
1.0}

0.1 1 0.1 1
+ +
w (0]

Figure 4.49. Module et phase adimensionnellesl'de&censistance complexe » équivalente en
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=@,8ne distribution bimodale (écarts types
différents).

n=0.8 g O Bimodale imposée

1.0 ——Bimodale inversée

p'(r)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

+

r
Figure 4.50. Comparaison entre la distributioryiordle et celle calculée par inversion pour n=0,8
et une distribution bimodale (écarts types diffésgn

Cette courbe montre une bonne concordance detidbdison inverse avec celle initiale d’'une part
et la non influence de la forme de la distributdbautre part.

Remarque
Les mémes types de distributions ont été testésr pes autres indices de fluidité
(n:0,7; n=11;n= 1,:). Nous avons donc tracé le module et la phase decahsistance

complexe » et calculé la distribution inverse cep@ndante pour chaque cas. Sachant que les
distributions gaussiennes multimodales seront ealsdsi celle bimodale I'est, nous avons choisi

de ne donner que les résultas relatifs a la moh@ és bimodale. Les résultats de calcul obtenus
avec succes sont donnés ci-dessous :
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Pour n=0,7

0.19E
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Figure 4.51. Module et phase adimensionnellesl'decensistance complexe » équivalente en
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=@,Wne distribution gaussienne.

n=0.7

—O— Gaussienne imposée
= Gaussienne inversée

Figure 4.52. Comparaison entre la distributiorgiorale et celle calculée par inversion pour n=0,7
et une distribution gaussienne.
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Figure 4.53. Module et phase adimensionnellesl'decensistance complexe » équivalente en
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=d,dne distribution bimodale (écarts types
différents).
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n=0.7 ’ O Bimodale imposée
- Bimodale inversée

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

+

r
Figure 4.54. Comparaison entre la distributiorgiorale et celle calculée par inversion pour n=0,7
et une distribution bimodale (écarts types diffésgn

e Calcul inverse pour les fluides rhéoépaississants

Pour n=1,1
0.14 ;

0.12F

0.1

0.08

|| G* ("]
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1 % 10 -1.2 L
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[0}
Figure 4.55. Module et phase adimensionnellesl'de&censistance complexe » équivalente en

fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=t,dne distribution gaussienne.

n=1.1 —O- Gaussienne imposée
2.0 = Gaussienne inversée

Figure 4.56. Comparaison entre la distributioryiordle et celle calculée par inversion pour n=1,1
et une distribution gaussienne.
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Figure 4.57. Module et phase adimensionnellesl'decensistance complexe » équivalente en
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=t,dne distribution bimodale (écarts types
différents).

1.0 ’ —O—Bimodale imposée
adl & ——Bimodale inversée

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
+

r
Figure 4.58. Comparaison entre la distributiorgiorale et celle calculée par inversion pour n=1,1
et une distribution bimodale (écarts types diffésgn

Pour n=1,3
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Figure 4.59. Module et phase adimensionnellesl'decensistance complexe » équivalente en

fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=t,@ne distribution gaussienne.
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n=1.3 O~ Gaussienne imposée
20} — Gaussienne inversée
\

Figure 4.60. Comparaison entre la distributioryiordle et celle calculée par inversion pour n=1,3
et une distribution gaussienne.
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Figure 4.61. Module et phase adimensionnellesl'decensistance complexe » équivalente en
fonction de la fréequence adimensionnelle pour n®t,@ne distribution bimodale (écarts types

différents).

1.0 n=1.3 ~-O- Bimodale imposée
I 1 = Bimodale inversée

Figure 4.62. Comparaison entre la distributioryiordle et celle calculée par inversion pour n=1,3
et une distribution bimodale (écarts types diffésgn

Conclusion

Dans le cas des fluides en loi de puissance, taetlg systéeme est linéaire, nous venons de
montrer que la méthode inverse basée sur un lispafgdmiale (d’ordre 10) des résultats
expérimentaux (ici calculé numériquement) est peafaent valide et prometteuse. Cette
résolution n'a été possible que par I'utilisatiom ld notion de la «l'inconsistance complexe » que

nous venons d’introduire pour la premiére fois.
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Conclusion génerale et perspectives

Dans cette étude, nous avons cherché a concevsirm@hodes innovantes qui soient non
polluantes, simples a utiliser, et pas chéres armen ceuvre pour identifier la distribution de
tailles de pores d’'un milieu poreux. En effet, leéthodes utilisées a ce jour sont basées sur
I'utilisation du mercure, I'adsorption isotherménalyse calorimétrique, la résolution RMN, la
diffusion de neutrons ou rayons X et la stéréolo@es techniques sont soit polluantes soit tres
chéres et trées compliquées a mettre en ceuvre.

Le concept général sur lequel est basée notre prentechnique est qu’'un pore ne peut étre
traversé par certains fluides que lorsque le gradie pression qu’on lui impose est supérieur a
une valeur critique qui dépend d’un seuil introdedtr 1a loi de comportement du fluide. Ainsi,
on assiste a une invasion progressive des poredgiamétre de plus en plus petit avec
I'augmentation du gradient de pression. Ceci pemheek scanner » leur distribution.

Ce concept a été adopté par I'utilisation de flgideseuil et étudié théoriguement dans le cas du
modeéle de faisceaux de capillaires a l'instar deiagtilisé par Carman-Kozeny pour modéliser
les milieux poreux.

Ce travail implique donc de résoudre le problemeige qui consiste en la détermination de la
distribution de la taille de pores d’un milieu poxe par la simple mesure de I'évolution du débit
volumique d’'un fluide a seuil qui le traverse, emdtion du gradient de pression qui lui est
imposé. Cette technique utilisant des fluides ailsauété testée et validée avec succes sur
plusieurs distributions, dans le cas de presqueesoles lois de comportement des fluides a seull
connus actuellement. La difficulté de cette méthoéside principalement dans le calcul des
dérivées d’'ordre élevé (entieres ou fractionnaidks)ébit en fonction du gradient de pression.
Cette difficulté a été levée par l'utilisation d'uissage polynomial de degré élevé et par
'augmentation de la précision des calculs. Cedtgh de faire conduit a de tres bons résultats et
est actuellement en cours de validation expérinlerdans le cadre d’'une collaboration avec le
centre ENSAM de Bordeaux (deux théses en cours).

Avec le méme objectif, une deuxiéme technique baséd’analyse dynamique de la distribution
de tailles de pores a été proposée et analyséée @athnique consiste en I'utilisation de la
fonction de transfert hydrodynamique d'un milieu rguox, ou plus précisément en la
détermination de son admittance (ou impédance)efiet, comme I'épaisseur de pénétration
hydrodynamique dépend de la fréquence d'oscillationgradient de pression imposée a un
capillaire, le comportement de sa fonction de trarisdépend de son diametre. L'utilisation du
méme modele de faisceau de capillaires dont leetadt distribuée suivant une loi de probabilité
p(r), permet de calculer son admittance globale lgambiais d’'une sommation des débits
élémentaires pondérés par leur densité de prob&ablliéquation qui en découle, constitue une
équation intégrale de Fredholm dont la solutionnpatrde déterminer la distribution p(r). Le
noyau de cette équation est préalablement calaldés que le terme source est obtenu a partir de
la réponse en débit mesurée parfaitement, en famate la fréquence d’oscillation du gradient
de pression imposé. Cette technique a été testdaligite avec succes en utilisant plusieurs
types de distributions, dans le cas ou le fluidiését est newtonien. Cette technique a pu étre
appliquée encore avec succes dans le cas desdlaiéoi de puissance, dans les conditions ou
ce systeme se comporte de maniére linéaire. Pouwreela résolution de ce dernier probléeme
possible nous avons introduit la notion « d’'incetance complexe ». Il est a noter que cette
technique fréquentielle est moins exigeante enigi@t dans les calculs que celle basée sur les
fluides a seuil.
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Conclusions et perspectives

Finalement, par ce travail, nous venons de foudeux techniques originales totalement
différentes, pour la détermination de la taille geses d’'un milieu poreux. Ces deux techniques
sont en cours de validation expérimentale. Elleso® pas polluantes, car la premiére peut se
contenter de I'utilisation d’un fluide a seuil corarta mayonnaise et la deuxieme de I'eau.
Comme perspectives, nous avons étudié le cas opoess ont une section aplatie (elliptique).
L'analyse dynamique que nous avons effectuée amdante I'introduction de la notion de rayon
hydrauliqgue rend possible la généralisation de enatrodele. D’autres généralisations sont
actuellement en cours d’étude. Elles devraientodhiire la notion de la tortuosité et de la
variation de section des pores...
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Annexe A
Compléments sur le chapitre 3

A.1 Modéle de Bingham

Rappelons que pour les fluides de Bingham, la fterdiinversion donnée dans le chapitre 3 (voir €q.
3.14), nécessite la normalisation des variabteSlP) . Dans le travail présenté ci-dessus, nous avons

utilisé la longueur de I'échantillon pour normatides rayons, car elle peut étre facilement mesurée
Cependant, il aurait été plus pratique de les nliserapar la valeur moyenne de la distribution des
tailles de poresn , car elle constitue une échelle naturelle du lerab, du fait qu’elle est du méme

ordre de grandeur que les dimensions des poresmésxamlalheureusement, celle-ci n'est pas

directement mesurable. Par ailleurs comme~ nf est mesurable par le biais de la surface de
I'échantillon et de sa porosité, nous pouvonsagilicette normalisation, afin de vérifier son iafiae

sur les bruits numériques rencontrés lors du cafieulla densité de probabilig{r) . Dans ces
conditions, on normalise le raydgnpar la valeur moyenne de la distributionet la différence de
pression paly:

r'=r/m
(A.1)
OP* =0Pm/ 27,

L’équation de Volterra adimensionnelle devient donc

Q+(DP+):L,: L q*(DP*,r*)p*(r*)dr+ (A.2)

opP*

ou le débit élémentaire adimensionnel est :

q*(DP+,r*)=He(DP“r+A —i"r+3+—1 3j pour r* >
3 30P* (A.3)
q*(DPﬂ r*)=0 pour r* <r;
avec :He=1,(2m)* / 42 / p : est le nombre de Hedstrém, {¢le=1).
Les débits élémentaire et total sont normalisésepaébit caractéristique suivant :
9. =7/um/16p (A.4)

L’expression de la densité de probabilité adimemsétie permettant de calcul@(r) , est donnée
par :

A.5
el (A.5)

6
op* 20 0
oy =4 20) [5"‘32 +0P* aQaj
4He | ooP’ oP*

Comme dans la méthode citée précédemment dansdgitich 3, on donne ci-dessous, les
différents résultats obtenus pour des distributimaso et bimodales.
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Annexe A — Compléments sur le chapitre 3

—O— Gaussienne imposée
= Gaussienne inversée

2.0

0 il

. 1 . % 3 4 § 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
_ _ VP _ _ +
Figure A.1.Débit global en fonction du gradient FigureA.2. Restitution de la distribution originale a

de pression dans le cas d’'une distribution partir de la courbe débit-gradient de pression.
gaussienne pour un fluide de Bingham.
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0 1 2 3 4 00 05 10 15 20 25 3.0
VvP" r
Figure A.3. Débit global en fonction du gradient Figure A.4. Restitution de la distribution
de pression dans le cas d’une distribution bimodale a partir de la courbe caractéristique.
bimodale pour un fluide de Bingham.

Les figures A.2 et A.4 montrent une parfaite codeoce entre les distributions supposées
initialement et celles calculées avec la formulel’dgquation (A.5). Cette nouvelle normalisation
n'apporte rien de plus sur le résultat précédena différence prés que celle-ci n'a pas besoin
d'utiliser une grande précision du calcul numérigeda fonction « Nintegrate » de « Mathematica ».

A.2 Modele de Casson

La méme normalisation que précédemment a été effecpour les fluides de Casson. Le débit
élémentaire et la distribution de tailles de p@@isnensionnels s’écrivent comme suit :

q'(OP",r")=He OP' 1" Logprprydee 1 (A.6)
7 3 210p*
(DF”)6 15 9°Q*  15__, 0°Q" 2 9°Q"
p(rt) = L_ -+ 0P —=— +(0OP') —J o (A.7)
2He \ 2 oO0P” 2 oOP* oOp " )|P ==

Les résultats obtenus sont :
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v J L T O- Gaussienne imposée
15F - 20 y | = Gaussienne inversée
1.0 b

L -
o
0.5 b
0.0 b
0 1 2 - & 2 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

+

VP +

. L Lo . r
FigureA.5. Réponse en debit en fonction de  gigyre A.6. Distribution gaussienne obtenue avec
gradient de pression d’une distribution gaussienne , _ ol 4 i
pour un fluide de Casson. I'expressionp (r ) comparée avec la

distribution imposée pour un modéle de Casson.

T T T T 1.25

1.00

O Bimodale imposée
—— Bimodale inversée
ol
d

10 - 4

0 1 0.00

1 L 1 s 1 L 1

0 . 1 2 3 4 . 5 0.0
vP* ¢
FigureA.7. Réponse en débit en fonction de gradientFigureA.8. Distribution bimodale obtenue avec

de pression d’un_e distribution bimodale pour un lexpression p*(r*) comparée avec la distribution
fluide de Casson.

imposée pour un modeéle de Casson.
La conclusion précédente est encore valable dacasce
A.3 Modéle de Herschel-Bulkley

Dans le cas des fluides de Herschel-Bulkley, létd#émentaire adimensionnel s’écrit :
g (0P ron)=pnee Lt 1 1 3(r*DP*—1)(“””).{2rf+ 2r(me ) FOP+( Y20 } 7 (O P)Z}

(n+1) (20+3 (p")
(A.8)
Dans ce cas le nombre de Hedstrém pour un fluidéedschel Bulkley est donné par :
He"® = pr&™" " nf / K" (A.9)
Alors que le débit caractéristique est donné par :
q. (OP,n) = (32]:1)[mwn;‘()n_l)mJ avec T, =D—F2’m (A.10)
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+ Solution adimensionnelle dans le cas od =1/q, qON

(DP+)Q+5 a(q+1)(?+ a(q+2)Q+
rr'y=—~_ 7 4)——= +[pF ——— .
P q!(q+3) He'® ((q+ )aDP*“”” Py [FEe i

» Solution adimensionnelle dans le cas o0LQ
Py Dy
(1+ 4nj 0'"’Q +0OP* 0 Q

2 ||oret

(1+5n)/n

(0P')
(1/n)((1+3n)/n) HE'®

pr(r)=

6DP+(1+THJ o0P

i)-Calcul direct

La densité de probabilité supposée ici est unesiguse normalisée dont la moyenme10um et
I'écart type eso=2um . La figure A.9 présente le calcul direct pouféhiénts indices de fluidité .

6 .
% n=1.4 JLS
52 n=13 * A o e
—o—n=1.2 **AA .o' A
a2 n=1.1 *‘A..' DDEEOOZZ&
. =1 **‘A .. DD(DDO &2 A@@@*‘W
Q 3F = n=09 **A v /e oy
o n=0.8
2F 4 n=0.7 é@
*— n=0.6
1F
0
0 1 2 3 4 5 6
vP"
FigureA.9. Evolution deQ" en fonction de gradient de pressiaR* pour différents indices de
fluidite.

ii)-Calcul inverse

On représente les différents résultats obtenus geu2 et =3 en utilisant les deux distributions
utilisées précédemment :

n=12

120 T T T T

H-B (n=1/2) O Gaussienne imposée
20 #2n | —Gaussienne inversée
100 \
80l 15}
+ -
O 60 = 1.0
Q
40
0.5
20 |
0 0.0 booodeeea@” SSe0e00000
0 2 4 6 8 10 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
vP* *

r
FigureA.10. Q" en fonction dd P pour une FigureA.11. Distribution gaussienne obtenue avec

distribution gaussienne et un fluide de Herschel-'€xpression p+(r+) du modele de Herschel-Bulkley
Bulkley (n:],/Z) . pour n::l/z
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1.5x10° | g

1.0x10° | .

5.0x10° | .

0.0 i

0 2 4 6 8 10
vP*
FigureA.12. Q" en fonction dd P’ pour une
distribution bimodale et un fluide de Herschel-
Bulkley (n=1/2).

n=13

1.2x10° —_ : :

1.0x10° .
8.0x10% - .
‘O 6.0x10°F .
4.0x10° .

2.0x10° | -

0.0 4

0 2 4 6 8 10
+
VP

1.25
H-B (n=1/2) —O—-Bimodale imposée

1.00

— 0.75

by

[

e d

+

2 0.50
0.25
0.00

0.0

r
FigureA.13. Distribution bimodale obtenue avec
I'expression p+(r+) du modéle de Herschel-

Bulkley pourn=1%/2.

H-B (n=1/3)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FigureA.14. Débit global en fonction du gradient da-igureA.15. Restitution de la distribution originale a
pression pour une distribution gaussienne et udelu partir de la courbe débit-gradient de pression pour

de Herschel-Bulklefn=1/3).

3x10*F J ;

2x10* .

1x10* .

0 2 4 6 8 10

+

fluide de Herschel-Bulkleyn=1/3).

1.25

H-B (n=1/3)

—O-Bimodale imposée
= Bimodale inversée

FigureA.16. Débit global en fonction du gradient deFigureA.17. Restitution de la distribution originale a
pression pour une distribution bimodale et un fuid partir de la courbe débit-gradient de pression pour

de Herschel-Bulklefn=1/3).
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On constate encore que dans le caisd/q, la distribution supposée coincide parfaitemercav

celle obtenue par inversion. Et on remarque égalemeavec cette normalisation (le rayon normalisé
par la valeur moyenne de la distribution) le bulit voisinage des petits pores est plus faible par
rapport aux résultats obtenus dans le chapitrey8di3.38. D’ou I'effet de la normalisation sur la

précision du calcul numérique qﬁ(f) .

A.4 Modele de Robertson-Stiff

On pose :

Dans le cas des fluides de type Robertson-Stitdulement élémentaire adimensionnel est alors :

1/n 3+1
CI(DP+,r+,n):HeR‘Sr+3(r+DP+)l/n n—(1+3n)( L j +—1( L jn pour r*>r;

3 \r'opP” 3Lr'opP”
q(0P*,r*.n)=0 pour r* <1/
(A.13)

ol le nombre de Hedstrome™ > est comme celui qui est défini dans le cas deldlide Herschel-
Bulkley : He®S = prl™"""nf/ /"

Le débit caractéristique s’écrit comme :

/n_(n-1)/n
q (OP, n)=—ﬂmkl L (A.14)

(3n+1p

La densité de probabilité adimensionnelle polrR
5
n(OP") n-1) 0Q" (6n-1)_ . 3*Q 2 9°Q

()= 4 + oP* +(0OP” A.15
A (1+3”)H6R'S{ ( n jamp ( n j oOP* (OF7) o0p* J|or =2 .

Dans le calcul direct pour différents indices deidité varient entre0,5<Nn< ZLE, pour une

distribution gaussienne, nous avons pris 10um, o=2um et He® °=1 . Le résultat est présenté sur
la figure A.18 ci-dessous :

0l i

o 1 2 3 4 5 s
VP’
FigureA.18. Evolution deQ" en fonction de gradient de pressiEF"+ pour différents indices de
fluidité et un fluide de Robertson-Stiff.
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On montre ci-dessous les résultats du calcul daedu calcul inverse de la distribution :

n=12

70 T T | RS (n=112)

2.0

60 - .
50 - ,
. 40f .
30} .
20} .

10 - B

0

0

2

4

6

VP

+

8

10

0.0

0.5 1.0 15 2.0

r
FigureA.19. Réponse en débit en fonction de  FigureA.20. Distribution gaussienne obtenue par
gradient de pression pour une distribution gaussien I'expression d'inversionp* (r*) pour un modele

et un fluide de Robertson-Stiff poir=1/2. de Robertson-Stiff comparée avec la distribution
imposée poun=12.

y J ' ' 1.2} RS (n=112) O Bimodale imposée
8x1 0Z r 1 = Bimodale inversée
6x10° .

* 2
O 4x10°} .
2x10° + .
0 il
0 2 4 6 8 10 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

vP* r
FigureA.21. Réponse en débit en fonction de FigureA.22. Distribution bimodale obtenue par
gradient de pression pour une distribution bimodalel’expression d’inversionp* (r) pour un modele

et un fluide de Robertson-Stiff polr=1/ 2. de Robertson-Stiff comparée avec la distribution

imposée poun=12.

n=32

R-S (n=3/2
20 RS2

3

vP*

0.0

r

2.0

FigureA.23. Réponse en débit en fonction de gradierftigureA.24. Distribution gaussienne obtenue par
de pression pour une distribution gaussienne et unl’expression d’inversionp* (r) pour un modeéle

fluide de Robertson-Stiff poun=3 2. de Robertson-Stiff comparée avec la distribution

initiale pourn=3'2.
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70F T T T o 0.75

R-S (n=3/2) O Trimodale imposée

2 = Trimodale inversée
60 [ 1
50 - .
. 40f .

(¢
30 B
20 - 1
10 | E
0 4
L ' ' L 1 L L I L L
0 1 2 3 4 00 05 10 15 20 25 3.0 35 4.0

+ +

VP r
FigureA.25. Réponse en débit en fonction de  FigureA.26. Distribution tri-modale obtenue par
gradient de pression pour une distribution tri-nleda I'expression d’inversionp* (r) pour un modele

et un fluide de Robertson-Stiff pot=3 2. de Robertson-Stiff comparée avec la distribution
initiale pourn=3'2.

Conclusion

Pour un fluide de Robertson-StifﬂFJ/Z et n:'3/2) I'expression de la distribution ne subit aucun
changement comme dans les autres cas.
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Compléments sur le chapitre 4

B.1 Etude de I’écoulement stationnaire laminaire din fluide
newtonien a travers un tube de section elliptique

Comme la forme de la section des pores n'est pagss@irement circulaire et qu’elle peut avoir
une forme aplatie, nous avons voulu étudier l'ieflue de cette forme sur notre analyse, en
considérant une section elliptique.

i)-Solution analytique

Nous présentons donc, I'étude d’un écoulement laménpermanent d’un fluide newtonien, dans
une conduite de section elliptique. L’écoulementeffgctue suivant l'axe z, la vitesse
d’écoulementu, (x, y)= w( x j) dépend de x et y. L'équation de continuité montnee

’écoulement s’effectue par droites paralléles. Obtient ainsi I'équation de mouvement
suivante :

O*w(x y) , 0*wW(x Y _10p

B.16
x> oy’ U0z (B.16)

Soit OP =AP/ L le gradient de pression AP est la différence de pression entre les deux
extrémités de la conduite &t sa longueur.

La résolution de I'équation B.16 s’écrit sous lanfie:
_d X,y
w(x, y)= C(¥+F— J (B.17)

Avec C est une constante a déterminer. Finalement notenobs I'expression de la vitesse qui
s’écrit comme suit [113] :

OP( &k’ X ¥
w =— 1-—-—= B.18
(X’y) Zﬂ[aZ_l_bZJ[ a2 bZJ ( )
Le débit volumique :
Q, = [[w(x y) dxdy (B.19)
En procédant au changement de variable des cooédsroartésiennes en coordonnées polaires :
X = arcosd
. (B.20)
y =brsiné@

L'aire de la section elliptique s’écrit comme suit
S:f”jlabrdroB:ﬂat (B.21)
0o Jo ’

Alors I'expression de débit volumique s’écrit sdagorme suivante :
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Q :J:”I:W( r) abrdrd@ (B.22)
avec :
OP( a’b’ )
—— |2~ 1- B.23
()= 50| 0 Jar?) (8.23
Finalement on obtient I'expression de débit qucstécomme [113] :
3 |3
4u (a“+b

Dans ce cas I'admittance TBFGg- est définie comme le rapport du débit volumidgeet le
gradient de pressioflP. Son expression est s’écrit comme suit :

m( a’b’
Grer :Tu(mJ (B.25)

On peut I'écrire également en utilisant la notianrdyon hydrauliqud,, de I'ellipse de la fagon
suivante :

Gror =$%(e+—ij @ (B.26)
ou [5] :
a+b (B.27)

e=—

et P le périmetre de I'ellipse approxim@é= 774/2(a2 + bz) .

il)-Solution numérique

Nous avons résolu numériquement ce probleme avdoent » en se basant sur deux maillages
3D différents. En effet, comme précédemment (veisdus-chapitre 4.1.2), nous avons imposé a
I'aide d’'une UDF une différence de pression ententrée et la sortie de la conduite afin

d’éliminer la contrainte liée a la longueur d’emré®our rendre le calcul plus rapide nous avons
réalisé un maillage en 3D d’un quart d’ellipse. lesillages utilisés sont représentées ci-dessous

pour deux rapports d’aspect de I’ellidee=2 ; e= O,]). On prend dans le premier c(aes= 2) la
longueur de la conduite =a=2m, dans le deuxiémée=0,1) L=2m; a=1m.

! -

FigureB.27. Maillages structurés en 3D avec un pas cohs{gad gauche = 2, a droitee=0,1).
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Aux faibles nombres de ReynoltﬂszerBF = 103) nous avons compare le profil de vitesse, le debit

volumique ainsi que l'admittance TBF du tube elljpie, a ceux obtenus analytiquement. Les
résultats sont regroupés sur le tableau ci-dessous

e=2 e=0,1 Théorie e=2 Théoriee=0,1

Débit volumique
Q, ( m.s 1) 0,0024838! 0,011154: 0,0024836! 0,011162¢

Admittance pure
Grgr ( m’.s kg 1) 1,25674 7,7703: 1,2566¢ 7,7762:

Tableau B.1. Comparaison des débits volumiqueggtadmittances TBF théoriques et
numériques pour les deux maillages.

Profiles de vitesse :

Théorie (Mathematica) Théorie (Mathematica)
1.0 O Numérique (Fluent) 1.0 —O— Numérique (Fluent)
e=2 | e=0.1

—~ 0.8 0.8 |
(=) —_
1] | (=)
s
2 06} S 06}
> =
o (=) |
[0 n
Z 041 % 0.4
s Y

0.2} 0.2}

00 . 1 . 1 N 1 N 1 2 00 s 1 N 1 s 1 i 1 .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y/b x/a

Figure B.28. Comparaison du profile de vitessetiygie (Mathematica) et numérique (Fluent)
pour les deux cas.

Conclusion

Comme on peut le constater d’aprés le tableau Bla fgure B. 28 que nous avons une parfaite
concordance entre les valeurs théoriques et lesiv@ihumériques. Cela nous confirme que notre
modeéle numérique est bien validé. Le paragraphe sgiti sera une étude instationnaire en

imposant une différence de pression oscillatoirkeatrée et a la sortie de tuw:’:Al%é“’.

Cette étude permet de déterminer 'admittance cergdu systéme ainsi que la détermination
de la distribution de taille de porp(r) en utilisant la notion de rayon hydraulique (vi@rmule
B.27) pour un rappore fixe.

B.2 Etude de I'écoulement instationnaire laminaired’un fluide
newtonien a travers un tube de section elliptique

i)-Solution analytique

Si on impose une différence de pression oscillata@ntre I'entrée et a la sortie d'un tube
cylindrique de section elliptique, I'’équation devi&x Stokes devient :

o'w(x y.f) W xy) powW xy}_1dp
ENG oy U ot M1 0Z

Analytiguement, la résolution de cette équationfaié uniquement & I'aide des coordonnées
elliptiques (&,n7) (voir [114, 115]) en utilisant le changement deiable suivant :

(B.28)
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. . (B.29)
y =dsinhé sim

ou 2d est la distance interfocaleLes courbes définies pag représentent une famille

{x = dcoshé cog

d'hyperboles confocales, tandis que les courbeisidéfparf représentent une famille d'ellipses

confocale, comme illustré dans la figure B.29varie de 0 sur la ligne interfocaled sur la
paroi du tube.

/2 /3

Figure B.29. Systéme de coorodonnées élliptiqu&S][

La solution est :
2

_or o e ATCe (6-9 e (7§ L
w(én,t)=—t—|1 277”2:;) Co, (Z=q) I e (B.30)

TH

~

ou :
A[(f”) . sont les coefficients associés aux solutions lalefonction de Mathieu ordinaire
ce,, (7,-q) [116] ;

Ce, (E,— q) est la fonction de Mathieu modifiée de premieneees [116] ;

|, est définie comme une sommation surde nombres caractéristiques de Mathieu de type
A [116].

et a, le nombre de Womersley défini par le rayon hydcpus.

a:\/iabﬁ)
"o Ja+pr Vv

L'expression du débit volumique (en coordonnéegpidlues) est donnée dans l'article de
« Haslam et Zamir » [115] . Elle s’écrit sous lanfie suivante :

~ o (2n) 26 C -
Q('[)=8—Q2V l—A—Ztanhfoz[A) ] Cen(&-9 "

arH Ia!rH n=0 CeZn (50’ _q) |2n

(B.31)

(B.32)

Ou Q, est le débit en régime stationnaire (TBF) exprita@is I'éq. B.24 eﬂéCe2n (EO,—q) est

la dérivée de la fonction de Mathieu modifié pgvpart ac.
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La solution donnée par ces auteurs semble diffictalculer avec « Mathematica », du fait qu’'ediie f
intervenir des fonctions spéciales de types « fonate Mathieu » solutions de I'équation de Mathieu
liée a la géométrie elliptique de ce tube [116,]106tre objectif ici est de déterminer le modutdae

phase de l'admittance complexe du systeme ét(LINEI(é;{)):éO/D PO) afin de les comparer a ceux
obtenues dans le cas d’'un écoulement d’'un tubesckon circulaire (approche de Womersley) i.e
(a=h).

ii)-Solution numérique

Le code de calcul volumes finis « Fluent» nous ernps de résoudre ce probléeme
numériquement en coordonnées cartésiennes, esantlia procédure effectuée dans le sous
chapitre 4.1.2. Cette étude est effectuée aveddes précédents maillages utilisés dans le cas

stationnaire (figure B.27) pou(rRerBF :103) et le nombre de Womersley construit avec

différents rayons a, b, r,.

* Module de I'admittance complexe

1% cas 2°™ cas

—Womersley (théorie)

5 : \‘
2 = Ellipse pour o (numérique) = K
O 0.1 Eli n 1 O o1} 1
= -o- Ellipse pour o (numérique) j—
-& Ellipse pour o (numérique) —Womersley (théorie) |
= Ellipse pour o, (numérique) Y
-o- Ellipse pour aa(numérique) A
- Ellipse pour o, (numérique)
0.01 P R BT R Ve 0.01 L L L
0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100

Figure B.30. Module de I'admittance complexe dineas d’un seul conduit, & gauc(”@z 2), a
droite (e=0,1).

* Phase de 'admittance complexe

1% cas 2°™ cas
T T T L T T T T
0 —ﬁ.g\ e=2 0 ——e”’iﬁ'“f\A e=0.1
\A L \\\ \\\
-20 | | B .20 Q A E
—
A
o 40} 4 5 \
% T 01 5 1
A
60 | - . A
—Womersley (théorie) ] -60 | —Womersley (théorie) 2 q
= Ellipse pour o, (numérique) = Ellipse pour o, (numérique) %
-80 | -o Ellipse pour aa(numérique) -o Ellipse pour o, (numérique) \
- Ellipse pour o, (numérique) 80 -& Ellipse pour o (numérique) |
_100 Al il A el R E T MR | L4 e el PR PRy
0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
o o

Figure B.31. Phase de I'admittance complexe damsa$ d’'une seule conduite, a gau(he 2),
a droite(e=0,1).
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Conclusion

Le principal résultat obtenu ci-dessus est queokéon du rayon hydrauligue permet de ramener
I'étude d’'un pore elliptique a celle d’'un condui¢ dection circulaire de rayon égal au rayon

hydrauliquel, en régime stationnaire et instationnaire. Dans amwditions, notre étude peut

s’appliquer a tout type de pores de section qu&uaena condition que celui-ci ne soit pas trop
applati.

iii)-Distribution de tailles de pores

e Calcul direct

On considere maintenant un faisceau de capillaleeglifférents rayons hydrauliqués et de

méme rappore= a/ b soumis & un gradient de pression oscillatoire wlsgtionw. L’admittance
complexe équivalente s’écrit sous la forme suivante

é(a)) :J.m g(a)’ rH) p( rH)drH

0

(B.33)

Pour déterminer la distribution de tailles de ponpa(er), on doit rendre I'équation (B.33)
adimensionnelle en posant :

(B.34)

{r,j:rH/\/m_2

w =wlvim,

Comme dans le sous-chapitre 4.2.3, nous avons a@éni@aalcul direct du module et la phase de
obtenus pour I'ellipse (dans le cas 8&2) avec les résultats de Womersley relatifs au tide
section circulaire de méme rayon hydraulique. Lésultats obtenus ci-dessous sont en bon
accord aux faibles et moyennes fréquences :

-
T

_I.I.
m
—
o 0.2+ |
= Womersley (cercle) [
= ~ o Ellipse (e-2) 04 1
3 P — ~~ Womersley (cercle)
6 -E -0.6 | —©—Ellipse (e=2)
- 2 k¢
AL k) 0.8}
5 % -
= k -1.0
g L

liG

=
-

1

0

1
14
a=(m,)

Sqrt(e/v)

a=(m,)"*Sqrt(w/v)
Figure B.32. Comparaison du Module et la phaskadinittance complexe normalisés en
fonction dea entre Womersley et I'ellipse aver=2.

e Calcul inverse

Nous allons procéder comme dans le sous-chapi®@ 4elatif aux fluides en loi de puissance

(résolution adimmensionnelle). La validité de lathugle d’inversion est appliquée a un faisceau
de capillaires cylindriques de sections elliptigués différents rayons hydrauliques et de méme
rapport d'aspect de l'ellipse . Pour cela on commence par une distribution gauss de

moyennem=1mﬁ et d’écart typea=2.105m, en prenan(/@ (& priori connu) comme échelle

de longueur caractéristique /M, comme échelle caractéristique de la pulsation On
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effectue le calcul direct en calculant le moduldaephase adimensionnels (éq. B.33). La figure
B.33 montre les résultats obtenus :

0,08

0,1 1 10 0,1 1 10
+ +
[Q)

(0]
Figure B.33. Module et phase adimensionnellesathbrittance complexe équivalente en
fonction de la fréquence adimensionnelle pouripsk avece= 2.

La distribution inverse est tracée sur la figur84ci-dessous :

e=2 O Gaussienne imposée
20+ N — Gaussienne inversée

Figure B.34. Comparaison entre la distributiori&ié et celle calculée pour I'ellipse avee 2.

On remarque de la figure B.34 que nous avons l@gouvé la distribution gaussienne supposée,
donc cette méthode inverse est valable égalemerst ldacas de I'ellipse en utilisant la notion du
rayon hydraulique pour un rappoet fixe donné. Par la suite une bimodale sera tesie

moyennesM et M, =2M et de méme écart type . Les résultats du module, phase de
I'admittance complexe équivaltente et la distribatinverse sont représentés ci-dessous :
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Figure B.35. Module et phase adimensionnellesathrittance complexe équivalente en
fonction de la fréquence adimensionnelle pouripsk dee=2 et une distribution bimodale.

1.4 || ©O Bimodale imposée e=2

| | = Bimodale inversée

1.2
1.0

r
Figure B.36.Comparaison entre la distribution orade et celle calculée par inversion pour
I'ellipse dee=2 et une distribution bimodale.

En effet, on constate que les deux densités deapibiés initiale et inverse se confondent
malgré le bruit au voisinage des grands pores,i-cél@tant di probablement au calcul
numérique de l'inversion, et au domaine de la pidsa

Conclusion

Cette étude montre que méme si la section des ;mmteaon-circulaire(a# b) a condition que le
rapport des deux demi-axes ne soit pas tres Qrandg/ b> 1) , pour les écoulements stationnaires et
instationnaires, on peut trouver les mémes résulfa¢ le cas d’'une section circulaire (Womersley) a
condition d’introduire la notion du rayon hydrauwlel, adéquat. Nous avons également réussi a
inverser la distribution de tailles de porpérH) pour un rappore donné. Ainsi nous pouvons trés

facilement appliquer cette démarche a des porssdins elliptiques de rapports d’aspects diségbu
suivant une autre loi de probabilité. La nouvelengité de probabilité dans ce cas sera de type

p(ry.€)-
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