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Introduction

Les objectifs de ces derniéres années dans l'industrie tendent vers une meilleure mai-
trise des colts de production par I'utilisation de nouveaux matériaux, des cycles de fa-
brications plus courts, un niveau de performance et de sécurité plus élevés et un meilleur
respect de I'environnement. Les cycles de fabrication plus courts sont obtenus par une
malitrise accrue, une optimisation des parametres de fabrication et une meilleure maitrise
de la qualité des piéces produites. De meilleurs niveaux de performance peuvent également
étre obtenus grace a la maitrise de la qualité des piéces et a l'utilisation de matériaux
innovants. En n, la gestion de l'impact environnemental est possible par l'allegement des
structures qui induit une réduction de la consommation énergétique des appareils, ainsi
gue par une meilleure gestion des colts matiere liés a la fabrication des pieces utilisées
pour I'assemblage de ces appareils. Il en est de méme pour les industries des secteurs
nautiques et éoliens.

Les matériaux composites répondent parfaitement a ces problématiques. lls permettent
bien évidemment d'obtenir des piéces dont les propriétés mécaniques et physiques sont
intéressantes. Leurs méthodes de fabrication permettent, de plus, l'intégration de fonc-
tionnalités nouvelles. Bien que les matériaux composites soient de plus en plus utilisés, et
dans un nombre grandissant de secteurs industriels, c'est principalement dans l'aéronau-
tique, le nautique et I'éolien que les évolutions sont notables par la nécessité d'utiliser des
pieces de dimensions de plus en plus grandes et de géométries de plus en plus complexes.
Cela provoque de profonds changements dans I'économie du matériau composite. Les sous-
traitants ne peuvent plus se contenter de seulement fabriquer des pieces composites, mais
doivent étre a méme de proposer de nouvelles solutions, de participer a la conception en
amont des pieces composites et de transférer rapidement les technologies issues de la re-
cherche a leurs lignes de production. De plus, concernant les enjeux environnementaux, les
matériaux composites sont sujet a des recherches poussées, visant a remplacer certaines
résines dangereuses et polluantes, par d'autres donnant au matériau nal les mémes pro-
priétés, tout en conservant les lignes de production existantes. De méme, la simpli cation
des méthodes de fabrication et une meilleure maitrise des parameétres procédés permettent
des économies d'énergie et la réduction des rejets de matieres polluantes.

La simulation numérique permet de réduire I'utilisation systématique de matériaux, de
tester la faisabilité d'intégration de nouvelles fonctionnalités et d'optimiser les méthodes
de fabrication. De plus, cela permet la prédiction de défauts et donc une meilleure qualité
de fabrication, réduisant ainsi la quantité de rebuts, de matériaux et d'énergie gaspillée.

L'apport de la simulation humérique se fait a la fois dans la partie structurale, avec
l'utilisation de méthodes numériques adaptées a la mécanique des uides et dans la partie
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mise en forme, par I'étude des déformations du réseau breux lors du drapage, par exemple.

Contexte

Cette thése est une composante du projeCM3M (Liquid Composite Molding, Micro-
Meso-Macro)Procédés LCM nouveaux - Analyse multi-échellggojet nancé par I'Agence
Nationale de la Recherche. Il regroupe des laboratoires et des industriels de compétences
diverses, dans une problématique de compréhension des mécanismes multi-physiques in-
tervenant dans la fabrication de matériaux composites par des procédés de type Liquid
Composite Molding.

Les objectifs de ce projet sont d'avoir une meilleure compréhension des couplages hydro-
mécaniques et thermo-physico-chimiques qui interviennent dans les procedeés de type LCM
et de proposer un modéle numérique multi-échelles et multi-physiques. Ce dernier étant
développé a n d'optimiser les procédés de fabrication des pieces composites et de mieux
maitriser les phénomenes physiques intervenant dans la qualité de la piéce.

La mise en place de démonstrateurs a I'échelle du laboratoire permet de visualiser les
écoulements dans le renfort breux et de visualiser les déformations de ce renfort lors
de la mise en place du moule. Ces démonstrateurs permettent également la visualisation
du phénomene de création de micro-vides et de macro-vides. Cela apporte une meilleure
compréhension de ces phénomenes et permet de valider le modéle numérique nal.

L'un des objectifs du projet est le développement de trois nouveaux procédés LCM
permettant d'obtenir :

des matériaux 3D non périodiques,

des formes non développables,

des formes axisymétriques et des matériaux ablatifs.
Les matériaux ablatifs sont des matériaux qui se décomposent sous I'e et d'une forte
température. Utilisés dans les tuyéres, leur décomposition permet d'évacuer la chaleur et
donc de garder un bon maintien du renfort réfractaire en carbone ou en silice [DC02]. Les
matériaux non développables sont des matériaux dont la forme ne peut étre étendue pour
former une surface plane sans qu'elle soit coupée. L'image la plus simple est une sphere, qui
ne peut étre étendue sans étre découpée, alors qu'un cylindre peut I'étre. Les matériaux
3D non périodiques sont de plus en plus courants, grace a la fabrication de renforts sur
mesure permettant, par exemple, de faire varier le nombre de couches de tissus le long de
la piece et ainsi de lui donner une épaisseur di érente sur toute sa longueur.

Les di érents partenaires industriels du projet sont les suivants : EADS France Innova-
tion Works, SNECMA, ROXEL, HEXCEL et TENSYL. Ills ont principalement pour réle
de dé nir les axes industriels du projet et les problématiques scienti ques a résoudre, de
contrdler l'industrialisation des outils développés et de fournir les matériaux utilisés pour
les études.

Les partenaires académiques du projet sont les suivants : ONERA, PRISME, LAM-
COS, LOMC et CEMEF (Armines). lls ont pour role d'étudier les di érents aspects des
problématiques industrielles, telles que l'identi cation expérimentale du comportement
mécanique des renforts complexes pour le PRISME, la simulation humérique du procédé
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et de la mise en forme des renforts pour le LAMCOS et la modélisation des couplages
thermo-hydro-mécanique des milieux breux pour le LOMC.

Le role du CEMEF est de mettre en place un Volume Elementaire Représentatif (VER)
numeérique a I'échelle microscopique, en utilisant la méthode des éléments nis, a n d'étu-
dier la perméabilité des renforts, ainsi qu'un VER a I'échelle mésoscopique, avec un cou-

plage Stokes-Darcy. Les écoulements non saturés sont également modélisés a I'échelle
microscopique.

Problématiques traitées dans cette these

Devant l'allongement des piéces composites et I'augmentation de leur complexité géo-
métrique, la maitrise empirique des parametres de fabrication pour controler les défauts
matiére deviennent insu sants.

Le probléme principal rencontré concerne l'apparition de micro-vides et de macro-
vides dans la piece nale. Il faut di érencier ces phénomeénes des problémes d'apparition
de zones seches, c'est-a-dire de grandes parties du renfort qui ne sont pas imprégnées lors
de l'injection. L'apparition de ces zones seches est bien prédite par les outils actuels de
simulation modélisant les écoulements a I'échelle macroscopique. L'ajout ou le déplace-
ment d'évents sur le moule permet souvent de s'a ranchir de ce probleme et la simulation
numérique permet de concevoir les moules de maniére tres e cace.

Ce que nous désignons micro-vide et macro-vide correspond a des bulles d'air res-
pectivement a l'intérieur des meches et entre les méches. Ces bulles sont piégées lors de
I'imprégnation et ne sont pas évacuées par I'écoulement du polymére. Ce ne sont pas des
bulles de gaz résiduels de la réticulation. Ces porosités sont principalement dues a l'ap-
parition de chemins préférentiels pour I'écoulement. La cause de ces chemins préférentiels
empruntés par le uide peut étre la modi cation de la perméabilité du renfort & cause
de la modi cation des taux de bres lors de la compaction a la fermeture du moule ou a
la modi cation du renfort lors de son placement dans le moule (déplacement relatif des
meéches les unes par rapport aux autres par cisaillement, par exemple) ou encore a cause
des mouvements relatifs des meches lors de I'écoulement.

A n de pouvoir prendre en compte ces modi cations a petite échelle, il est nécessaire
de connaitre les modi cations de la perméabilité gu'elles induisent. Ceci est indispensable
pour pouvoir estimer, lors de simulations macroscopiques, le taux de présence de ces dé-
fauts. Ainsi, la connaissance des déformations et des déplacements relatifs des meches, lors
du drapage du renfort dans le moule, ainsi que I'estimation du taux de bres permettraient
de simuler les écoulements a petite échelle a n d'obtenir la perméabilité résultante des
meéches. Cette derniére est utilisée a I'échelle mésoscopique pour simuler les écoulements
a lI'échelle des meches. Cela nous permet d'obtenir la perméabilité d'un VER du renfort
pour l'utiliser dans un code de simulation a I'échelle macroscopique.

Ce dernier point est I'un des sujets de cette these. Le calcul de la perméabilité a
I'échelle microscopique est fait grace a une méthode d'immersion de domaines. En e et,
les simulations d'écoulements utilisent de maniére trés générale des codes éléments nis
en formulation eulérienne ou de volumes nis. L'utilisation d'une méthode d'immersion
de domaines permet de représenter les di érents objets grace a des fonctions permettant
de repérer les interfaces entre les di érents sous-domaines.
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Le principal apport de cette thése réside dans la mise en place des méthodes d'ho-
mogénéisation pour le calcul de la perméabilité sur un VER a I'échelle microscopique et
a I'échelle mésoscopique. Les principaux résultats sont des validations de la méthode en
utilisant des arrangements réguliers, mais totalement di érents de la réalité, ou les bres
sont distribuées généralement trés aléatoirement dans une meche. Les méthodes mises en
place sont utilisables dans toutes les con gurations de bres et sont actuellement utilisées
dans des simulations contenant des distributions aléatoires.

La mise en place de modeles numériques permettant de calculer les écoulements a
I'échelle mésoscopique grace a un couplage entre les équations de Stokes (écoulements entre
les méches) et la loi de Darcy (écoulements a l'intérieur des méches) a été e ectuée. Les
premiers résultats prennent en compte une permeéabilité scalaire, méme si la permeéabilité
calculée sur les VER microscopiques est tensorielle.

Les problématiques de modi cation de la structure des méches et des taux de bres lors
de la mise en place du renfort dans le moule sont traitées par le LAMCOS, un partenaire
du projet.

L'apparition des micro-porosités semble se faire dans la zone de saturation partielle
du renfort en cours d'imprégnation. Apres leur formation, les écoulements dans la zone
saturée peuvent les évacuer. Ce n'est cependant pas toujours le cas. A n de comprendre
I'apparition de ces micro-vides, il est nécessaire de pouvoir simuler numériquement les phé-
nomenes auxquels les écoulements du uide sont soumis lors de l'imprégnation a I'échelle
microscopique. De plus, leur simulation permet de les prendre en compte lors de I'homo-
géneéisation, par les e ets qu'ils induisent sur les champs de vitesse et de pression.

Les travaux traités dans cette these se regroupent dans deux problématiques. Dans un
premier temps, nous nous intéressons au calcul de la perméabilité d'un VER a I'échelle mi-
croscopique, c'est-a-dire contenant uide et bres. Nous présentons également les premiers
travaux a I'échelle mésoscopique, c'est-a-dire pour des VER contenant uide et méches.
Dans un second temps, nous nous intéressons au cas non saturé, c'est-a-dire lorsque nous
prenons en compte la présence d'une troisieme phase (gazeuse) et les phénomeénes de ten-
sion de surface. Ces deux problématiques semblent disjointes mais se regroupent lorsque
I'on considere les phénomeénes physiques intervenant dans la formation des micro-porosités
dans la zone partiellement saturée du renfort. Cependant, ces deux problématiques n‘ont
pas été regroupées durant cette thése.

Tous les développements numeériques qui ont eu lieu lors de cette thése ont été faits dans
la librairie CIMLIB. Cette librairie regroupe une grande partie des développements du
laboratoire, mis en commun pour les autres études. Cette librairie est hautement paralléle
et permet de facilement implémenter de nouvelles fonctionnalités. L'utilisation du langage
objet C++ permet de segmenter les di érentes entités d'un calcul éléments nis an
de pouvoir ajouter de nouvelles fonctionnalités sans compromettre les développements
en amont. La librairie MPICH2 est utilisée pour le parallélisme et la librairie PETSC
pour la résolution numérique des systemes linéaires. Les maillages sont créés et adaptés
grace au mailleur topologique MTC, également développé au laboratoire et basé sur les
simplexes (triangles et tétraeédres). La méthode éléments nis utilisée pour résoudre les
écoulements est une méthode éléments nis mixtes linéaires en P1+/P1. Ainsi, que ce
soit les développements pour le calcul de perméabilité et le couplage Stokes-Darcy ou les
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développements pour la prise en compte de la tension de surface, tous deux utilisent et
sont inclus dans la librairie CIMLIB. L'utilisation commune des développements de ces
deux problématiques sera aisée pour les études futures.

Le manuscrit est déecomposé de la maniére suivante. Dans le chapitre 1, les renforts tissés
et le procédé de Resin Transfer Molding (RTM) sont présentés. L'apparition de porosités
dans la piece composite nale est illustrée par des photographies tirées de la littérature.
Des généralités théoriques sur les écoulements (Stokes et Darcy) sont développées, ainsi
gue la technique d’homogénéisation utilisée pour calculer la perméabilité. En n, I'aspect
multi-échelles des renforts breux est rapidement abordé.

Dans le chapitre 2, les méthodes numériques utilisées sont expliquées. Nous com-
mencons par détailler la méthode d'immersion de domaines utilisée pour représenter les
di érents milieux dans le domaine de calcul. Pour cela, nous présentons les techniques de
mélangedes grandeurs physiques de part et d'autre des interfaces di uses, puis les tech-
nigues d'adaptation de maillage pour une meilleure discrétisation des interfaces et enn
la technique d'immersion de maillage qui permet de calculer les interfaces a partir d'un
maillage. Cette derniére technique est illustrée sur un exemple de renfort. Nous expliquons
la méthode éléments nis utilisée pour la prise en compte de ces di érents domaines en
présentant la formulation et la technique de stabilisation utilisée. Nous développons une
modi cation de la méthode de stabilisation a n de contourner un probleme de stabilisation
spéci que a la technique d'immersion de domaines. Nous présentons ensuite le couplage
Stokes-Darcy que nous avons e ectué en implémentant un modéle numérique éléments
nis de I'équation de Brinkman. En n, nous présentons des résultats de validation de la
méthode d'immersion de domaines en 2D et en 3D sur des écoulements de Poiseuille et
de Couette dont nous connaissons les solutions analytiques. Cela nous permet également
de faire une étude de sensibilité aux parametres numériques. Nous présentons nalement
les résultats de validation du couplage Stokes-Darcy.

Dans le chapitre 3, nous détaillons des lois de la littérature concernant le calcul de
la perméabilité a di érentes échelles, puis nous présentons la méthode utilisée pour la
calculer dans nos modeles numériques. Aprés une présentation de validation des calculs
de perméabilité en utilisant des écoulements de Poiseuille et aprés avoir déterminé la
taille du VER, nous comparons notre méthode avec des lois analytiques de la littérature a
I'échelle microscopique en 2D et 3D, pour des écoulements paralléles et transverses a I'axe
des bres, en faisant varier le taux de bres. Nous exposons une premiere étude rapide sur
I'e et du facteur de forme des bres sur la perméabilité, puis nous montrons les premiers
résultats obtenus a I'échelle mésoscopique en comparant la perméabilité d'un renfort tissé
dont les meches sont imperméables avec celle obtenue pour des méches perméables dont
nous faisons varier la perméabilite.

Le chapitre 4 présente les phénomenes de capillarité pour deux phases non miscibles.
Dans un premier temps, nous présentons une étude bibliographique sur les méthodes de
modélisation des interfaces en mouvement, suivie d'une description de la méthode Level
Set, que nous utilisons au laboratoire. Nous présentons ensuite la physique intervenant
dans les phénomeénes de tension de surface avant de présenter deux méthodes de prise en
compte numeérique de ces phénomeénes que I'on trouve dans la littérature. Nous présentons
une étude bibliographique sur les courants parasites apparaissant dans la modélisation
eulérienne de la tension de surface, suivie du choix des temps caractéristigues associes
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aux phénoménes capillaires. Nous détaillons I'utilisation que nous faisons de ces méthodes
dans notre formulation éléments nis. Nous donnons, en n, des résultats de validation,
en commencant par une validation rapide de la résolution d'écoulements multi-phasiques
avec notre formulation. Nous validons notre utilisation de la méthod€ontinuum Surface
Force et montrons que la méthodéContinuum Surface Stresgjue nous avons implémentée

ne donne pas de résultats su samment précis.

Le chapitre 5 est consacré aux phénomeénes capillaires pour deux phases uides et
une phase solide, c'est-a-dire pour les phénomeénes de mouillage dont nous donnons une
introduction physique. Nous présentons la problématique de I'angle de contact et le dépla-
cement de la ligne de contact entre les trois phases. Nous faisons ensuite une étude biblio-
graphique sur la prise en compte de I'angle de contact dans les simulations numériques et
sur la modélisation des phénoménes de glissement de la ligne triple. Nous détaillons I'im-
plémentation d'une méthode de prise en compte de I'angle de contact et I'implémentation
de la condition aux limites de Navier sur une frontiere et sur une interface représentée par
une Level Set. Finalement, nous présentons des résultats de validation pour la méthode
de prise en compte de I'angle de contact et pour I'imposition de la condition aux limites
de Navier sur une frontiere et en volume.



Chapitre 1
Geénéralités

Ce chapitre nous permet d'introduire des notions de bases, comme par exemple le
principe du procédé Resin Transfer Molding (RTM) qui consiste a imprégner un renfort
tissé placé dans un moule et les modeles physiques des écoulements. Dans un premier
temps, nous présentons les renforts utilisés dans le procédé RTM avant d'introduire le
procédé lui-méme. Cela nous permet ensuite de mieux comprendre les phénomenes et les
di cultés d'imprégnation. Nous introduisons les équations qui permettent de modéliser
les écoulements entre et dans les meches, puis les techniques d'homogénéisation qui per-
mettent de passer de I'échelle microscopique a I'échelle mésoscopique ou macroscopique.
Nous nissons par une présentation de di érents modeles numériques développés dans la
littérature pour étudier les écoulements dans les renforts tissés.

1.1 Les renforts tissés

Les bres de verre, de carbone, ou de matériaux organiques sont assemblées sous forme
de méches. Ces méches peuvent contenir plusieurs milliers a dizaines de milliers de bres
dont le diametre est compris entre 10 €20 nmen général. Le tissage de ces meéches nous
donne le renfort qui est utilisé pour renforcer la matrice du matériau composite.

Di érents types de renforts peuvent étre utilisés, selon le colt et les propriétés méca-
nigues souhaitées pour l'application du matériau nal. Nous ne parlerons pas des mats
qui sont composés de bres orientées aléatoirement, puisque nous nous intéressons aux
tissus, donc aux bres longues tissées. Le plus simple des renforts est I'UD (unidirection-
nel) dans lequel les meches sont assemblées de facon a étre toutes paralléles. Ce renfort
n'est cependant pas un tisse, puisque les méeches, placées cote a cote, sont assemblées et
maintenues par un | de couture. Quelques fois, plusieurs couches d'UD sont superposés,
orientées di éremment et cousues ensemble (ce sont des renfdtSF pour non-crimp
fabrics).

Le tissage est une technigue ancienne pour fabriquer des textiles. Des Is paralléles sont
Xés sur le métier a tisser. Ce sont leds de chaine Ensuite, on insere lesls de trame
entre les Is de chaine perpendiculairement a ceux-ci. La maniére dont les Is de chaine
et de trame s'entrecroisent est appelée I'armure [Car06].

Le textile le plus simple que I'on obtienne dans ce type de tissage est le ta etas, pour
lequel les Is de trame passent alternativement au dessus puis en dessous de chaque |
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de chaine. D'autres types d'armures plus ou moins complexes peuvent étre créés, comme
les sergés et les satins par exemple (gure 1.1). Les di érentes armures vont donner aux
tissus des propriétés mécaniques di érentes. Les meches qui présentent dans le tissu une
ondulation due au passage successif au dessus et en dessous d'autres meches auront, dans
un premier temps, tendance a se déformer facilement, jusqu'a ce que les contacts entre
bres deviennent su samment importants pour rigidi er le tissu. De plus, on peut aussi

avoir un réarrangement des bres dans les méches.

Figure 1.1 Exemples d'armures de textiles 2D [Car06].

Il existe également des tissus 3D qui peuvent étre des tissus multicouches avec ondu-
lation des Is, ou interlocks (gure 1.2), ou encore du tissage orthogonal comme celui
développé par la société 3Tex [NemO03] ( gure 1.3). Dans ce dernier, les Is de chaine et
de trame sont droits et ou la premiére et la derniere nappe de | de chaine sont utilisées
dans la troisieme direction.

Il est également possible de faire varier le nombre de couches et donc I'épaisseur de la
préforme, an de l'adapter a I'épaisseur de la piece nale [DL09]. Ainsi, le matériau est
continu dans I'épaisseur.

Figure 1.2 Textiles 3D (Interlock) [Lon05].

Figure 1.3 Textiles 3D orthogonal de 3Tex [NemO3].
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1.2 Le procédé RTM

Le procédé RTM fait partie de la famille des procédés LCM. lIs consistent en l'impré-
gnation d'un renfort tissé par un polymére. Aprés réticulation, nous obtenons une piéce
composite dans laquelle la matrice est renforcée par les bres du renfort. Les procédés de
cette famille peuvent se diviser en deux groupes [MS10], celui pour lequel le polymére est
injecté sous pression et celui pour lequel le polymere s'écoule sous vide. Dans le premier
cas, nous retrouvons le procédé RTM dans lequel le renfort est placé dans un moule rigide.
Dans le second cas, nous retrouvons les procédés d'infusion dans lesquels le renfort est
placé dans un moule semi-rigide, c'est-a-dire que l'un des cbétés du moule est rigide et que
l'autre c6té du moule est une bache plastique souple qui vient se plaquer sur le renfort
lors de la mise sous vide.

Le procédé RTM permet d'obtenir des pieces composites ayant, en sortie de moule,
un état de surface et un aspect tres proches de la piece nale. Tres peu d'opérations
d'usinage sont nécessaires pour obtenir la piece nale en sortie de moule [DL09]. De plus,
il est possible d'ajouter des inserts dans la piéce et de maitriser les taux de bres. Enn,
les pieces obtenues peuvent étre de grande résistance, pour un poids trés faible. Le colt
de l'outillage nécessaire est relativement faible en comparaison avec d'autres procedes
[NTO3].

Le procédé se déroule de la maniéere suivante ( gure 1.4) :
mise en place du tissu dans le moule. Cette étape se fait a la main. Le tissu est soit
placé a l'intérieur du moule de facon a épouser la forme de la piece nale (drapage),
soit préformé puis placé tel quel dans le moule. Le drapage ou le préformage vont
modi er localement le taux de bres et 'orientation des meches les unes par rapport
aux autres par des e ets de cisaillement, de compression et de déformation;
le moule est ensuite fermé et une compression est appliquée au renfort. Cela va
encore une fois modi er le taux de bres, par compression du renfort;
le polymere est injecté dans le moule;
le moule est chau é a n de faire réticuler le polymére;
apres refroidissement, la piéce est éjectée.

Figure 1.4 Les trois étapes principales du procédé RTM [Lon05].
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Lors du drapage ou lors du préformage du renfort, des phénoménes qui vont modi er
les écoulements du polymeére peuvent apparaitre. Il peut se produire des ruptures de bres
lorsque les tensions sur les meches sont trop fortes ou la formation de plis lorsque les angles
de cisaillement sont trop importants. Ces modi cations du renfort vont entrainer des
variations plus ou moins grandes des taux de bres et donc des variations des écoulements
se produisant entre les meéches et dans les meches. Ainsi, l'imprégnation va également étre
modi €e.

Le principal probleme apparaissant dans I'utilisation du procédé RTM est la présence
de zones séches sur la piece nale, c'est-a-dire de zones dans lesquelles le polymeére ne
s'est pas écoulé. Ce probléme est trés bien prédit par les outils de simulation actuels tel
gue PAM-RTM par exemple. Ces outils permettent d'optimiser la position des points
d'injection et des évents a n d'éviter ces zones seches.

Un autre probléme particulier, apparaissant pendant la phase d'injection du polymeére,

est la création de micro-porosités et de méso-porosités ( gure 1.5, 1.6 et 1.7) dans la piéce
nale. Ces micro-porosités apparaissent entre les meches ou a l'intérieur des meches, selon
le régime d'écoulement dans lequel on se place. La présence de ces micro-porosités a
une in uence néfaste sur les qualités de tenue mécanique de la piece composite nale
[CESS06, CdAACRO1] (gures 1.8 et 1.9).

Figure 1.5 Section par microtomographie d'un renfort tissé avec la présence de méso-vides
en blanc [SDB 07].

Figure 1.6 Micro-porosité au niveau du contact entre deux méches d'orientation di érentes
[CAACRO1].
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Figure 1.7 Micro-porosités, de forme allongée, visibles entre les bres et méso-porosités, de
forme plus sphérique, visibles en dehors des meches [HAAOQ5].

Figure 1.8 Propagation de ssure due a la coalescence de micro-porosités. Les bres sont en
blanc et la matrice en gris clair [CESS06].

Figure 1.9 Fissure due a la fatigue s'initiant au niveau d'une porosité. Nous pouvons re-
marquer que les micro-porosités vont controler la propagation de la ssure. Les bres sont en
blanc, la matrice en gris clair et les vides en noir [CESS06].
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La présence de micro-porosités inter-méches ou intra-méche dépend principalement du
régime d'écoulement que I'on retrouve lors de I'imprégnation ( gure 1.10). Deux phéno-
menes sont en compétition. Le premier se produit lorsque le débit d'injection est rela-
tivement élevée. Dans ce cas, l'espace inter-meches représente pour le uide son chemin
préférentiel. Il va totalement remplir cet espace inter-meches avant de commencer a im-
prégner I'espace intra-méche. Cela va favoriser la présence de micro-porosités intra-méche.

Figure 1.10 Les deux types d'écoulement que I'on retrouve lors de l'imprégnation. En a) la
pression d'injection est élevée. En b) elle est plus faible [CESS06].

Lorsque le débit d'injection est faible, les phénomeénes capillaires deviennent impor-
tants. Ainsi, le uide va avoir tendance a imprégner les méches avant méme de remplir
I'espace inter-méches. L'écoulement de l'intérieur des méches vers l'extérieur va donc se
produire en retard par rapport a I'imprégnation et provoquer la présence de bulles d'air
entre les méches qui formeront ces porosités.

Il faut toutefois bien se rendre compte que les deux phénomeénes sont toujours présents
et qu'il n'est pas facile de les contrdler. Souvent, les deux défauts se retrouvent dans la
piece nale (gure 1.11).

Figure 1.11  Section polie d'une piéce composite fabriquée par RTM. Les bres sont en gris
clair et la matrice en gris foncé. Les zones noires sont les vides. On remarque ici la présence
a la fois de micro-porosités et de méso-porosités [FLJO3].
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1.3 Modélisation des écoulements

1.3 Modélisation des écoulements

L'imprégnation des renforts lors de l'injection est un probleme d'hydrodynamique.
Nous détaillons dans la suite les équations permettant de modéliser les écoulements.

1.3.1 Les équations de Navier-Stokes

L'application de la relation fondamentale de la dynamique [Bat67] permet d'écrire :

%:/+vrv= F+r (1.1)

ou v est le vecteur vitesse du uide, le tenseur des contraintes, est la masse volumique
et F la somme des forces volumiques. L'introduction de la loi de comportement dans
I'équation (1.1) permet de prendre en compte di érents types de comportements de uides.
Dans le cas d'un uide newtonien, la loi de comportement s'écrit :

=2 (v pl (1.2)

ou est la viscosité dynamiqueRa s), (V) = %(r ¥+ Tr %) est le tenseur des taux de
déformation, p est la pression et est le tenseur identité. On obtient donc I'équation de
Navier-Stokes pour la conservation de la quantité de mouvement :

(;;:+(vr)v = F+2r1r (Wr p (1.3)

Les vitesses d'écoulement étant trés faibles dans le cas des procédés d'injection RTM, les
termes d'inertie peuvent étre négligés. De plus, nous allons négliger les forces volumiques.
Nous pouvons ainsi écrire les équations de Stokes :

2r (W r p=0

r v=0 (1.4)

1.3.2 Loi de Darcy

La loi de Darcy a été déeveloppée empiriquement par Henry Philibert Gaspard Darcy
et publiée en 1856 dans un ouvrage traitant des travaux concernant la distribution d'eau
dans la ville de Dijon [Dar56]. Il est amusant de constater que dans cet ouvrage, Darcy
a placé sa loi dans une note de n d'ouvrage d'une quarantaine de pages traitant de
la Itration et que le développement de sa loi ne prend qu'une seule page. Pour autant,
Darcy aura amené une équation de base a la modélisation des écoulements dans les milieux
poreux, toujours utilisée de nos jours.

1.3.2.1 Développement de I'équation

Telles que présentées par Darcy dans son ouvrage [Dar56] en page 586, ses expériences
ont consisté a faire s'écouler de I'eau a travers une colonne de sable. Son montage ex-
périmental est présenté gure 1.12. Il a observé que le débit était relié linéairement a
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1. Généralités

Figure 1.12 Le montage expérimental [Dar56] utilisé par Darcy pour déterminer sa loi.

la di érence de pression entre les ori ces du tube de sable. De plus, le coe cient était
dépendant du type de sable utilisé. De ces observations, il obtient la loi suivante :

q= kZ(h +e (1.5)

avec e |'épaisseur de la couche de sabls,l'aire de sa section droite,k un coe cient
dépendant de la perméabilité du sable (et de la viscosité du uide) etle volume d'eau.
Cette loi empirique est unidimensionnelle.

Par la suite, la loi a été généralisée pour des écoulements tridimensionnels et pour des
milieux poreux anisotropes :

K
W= —rp (1.6)

ou W est la vitesse de Darcy, c'est-a-dire la vitesse moyenne sur la sectidrest le tenseur
de perméabilité m?) et la viscosité dynamique Pa.s). Pour des raisons de simplicité,
nous écrirons, dans la suitey pour la vitesse de Darcy.

1.3.2.2 Domaine de validité

Il a trés rapidement été observé par I'expérience que la relation linéaire entre la charge
hydraulique et le débit n'était pas valide lorsque le débit augmente. De nombreux auteurs
ont donc tenté de déterminer le domaine de validité de la loi de Darcy. Bear [Bea72],
consacre une section de son ouvrage au domaine de validité de la loi de Darcy.

En faisant I'analogie entre un écoulement dans les pores d'un milieu poreux et I'écou-
lement dans un tube, il est possible de donner une limite en nombre de Reynolds. Dans
le cas d'un écoulement dans un tube, le nombre de Reynolds est dé ni par :

Re= V9 (1.7)
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1.3 Modélisation des écoulements

ou v est la vitesse moyenne du uided le diamétre du tube et la masse volumique du
uide. Le nombre de Reynolds peut étre calculé de la méme maniére dans le cas d'un
milieu poreux, a la di érence prés quel est une dimension caractéristique de ce milieu
poreux. C'est le choix de cette dimension caractéristique qui est délicat. Toujours par
analogie aux écoulements dans les tubes, la grandelidevrait étre caractéristique du
canal dans lequel s'écoule le uide. Cependant, cette dimension n'est pas facile a obtenir
pour les milieux poreux (sauf dans le cas d'une structure réguliére parfaitement dé nie).
Pour des raisons de commodité, de nombreux auteurs utilisent le diameétre des grains (dans
le cas des milieux gbalmjlaires). D'autres préferent utiliser la perméabilité, en choisissant
d= K= oud= K, ouK estla perméabilité et la porosité du milieu (voir les
auteurs cités dans l'ouvrage de Bear [Bea72] section 5.3, page 125).

De maniére générale, il est accepté que la loi de Darcy soit valide jusqu'a un nombre
de Reynolds critique, basé sur la taille de grains, compris entre 1 et 10. Nous pouvons
considérer, étant donné les viscosités des résines utilisées pour les procédés RTM et les
vitesses d'injection, que le nombre de Reynolds sera toujours bien inférieur a l'unité.

1.3.2.3 Les extensions de la loi de Darcy

La loi de Darcy ne prend pas en compte certains phénomeénes physiques. Ainsi, plu-
sieurs extensions ont été développées dans la littérature.

Brinkman a développé une extension permettant de prendre en compte les e ets vis-
gueux qui apparaissent dans le cas d'écoulements con nés et les écoulements dans les
milieux de porosité élevée. Il a donc ajouté une contribution de dissipation visqueuse a
Darcy, sous la forme d'un Laplacien de la vitesse :

0 v (1.8)

rp= —wv+

P= K
ou Yest une viscosité modi ée. Cette loi permet notamment d'introduire la condition aux
limites de non-glissement aux parois grace a l'introduction du laplacien dans I'équation.

Forchheimer a ajouté la contribution des termes d'inertie dans I'équation de Darcy. En
e et, une déviation a la loi de Darcy est observée dans la zone de transition entre les
écoulements laminaires et turbulents. Cette déviation est prise en compte en ajoutant un
terme du second ordre en vitesse dans I'équation de Darcy :

r p= Av+ B¥? (1.9)

Le premier terme est similaire au terme de Darcy. Le second est le terme non linéaire.
Il'y a plusieurs méthodes pour déterminer les coe cient®\ et B de cette équation. Par
exemple, Ergun [Erg52] a donné les relations suivantes :

2
B = 1750 ) o (1.10)
75— &

ou d, est le diametre des particules solides et la porosité. Il faut préciser que ces lois
ont été au départ déterminées pour la physique des sols et ne sont donc pas forcément
adaptées a des écoulements dans les milieux anisotropes comme les milieux breux.
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1. Généralités

Certains auteurs ont développé des modeles incluant ces deux corrections. Nithiarasu
et al. [NSS02] ont formulé un modeéle généralisé pour I'écoulement dans les milieux poreux
guels qu'en soit la porosité et le nombre de Reynolds :

g r v=0
@v 1 v 175 i~ (1.11)
— =+ — = + — + — P
ot Yrv rp v+ g K p 1SOp_K =Y

D'apres les auteurs, ce systeme d'équations permettrait de résoudre facilement des pro-
blemes diphasiques uide/solide, comme par exemple des problemes de solidi cation, sim-
plement grace a la porosité. En e et, pour ! 0, on est dans une zone solide et pour

I 1 o0n est dans une zone de uide pur.

1.4 Dé nition d'un VER

Un milieu poreux, dé ni par la géométrie de ses pores, peut étre modélisé par un
milieu continu équivalent. Les équations régissant I'écoulement des uides doivent donc
étre modi ées a n de tenir compte de la présence d'un milieu continu solide a l'intérieur
du continu uide. Il sera donc nécessaire de dé nir des grandeunsacroscopiques partir
des grandeursmicroscopiques La méthode développée par Whitaker [Whi99] et Liu et
Masliyah [LM99] est une méthode de moyenne des grandeurs microscopiques. Les équa-
tions de Navier-Stokes sont moyennées pour modéliser les écoulements en milieux poreux,
sur un Volume Elémentaire Représentatif (VER). La di culté réside dans le choix de
ce VER, qui doit étre susamment grand pour représenter correctement la distribution
de la porosité et, en méme temps, doit étre susamment petit pour ne pas e acer les
variations a grande échelleRig. 1.13). La distribution des zones de uide dans le milieu
poreux peut étre exprimée mathématiquement [BB86] par une fonction caractéristique
exprimée ci-dessous :

1 (X) = 1s!x2 zone uu:_ie (1.12)
0six 2 zone solide
La porosité, dé nie mathématiquement par la moyenne sur un VER de la fonction carac-
téristique, est donnée par : 7

(x:)= = 1(x)d (1.13)

ou V est le volume du VER centré erxy. On peut maintenant théoriquement dé nir un
VER V, en posant :

@Xéo;) - -0 (1.14)
@) (x+h)
5 =0 (1.15)

- 0

ou ~(x) est la déviation dels (x) par rapport a sa valeur moyenne( x) et h est une petite
variation de la position. Cela signi e qu'un volume est un VER lorsque I'écart type et la
variance de la porosité sont indépendants de la taille du VER.

16



1.5 Technique d'homogénéisation

Figure 1.13 Variation de porosité au voisinage d'un point en fonction de la taille du volume
de prise de moyenne [BB86]U représente le volume du VER et UTV la porosité . Le
graphique montre que lorsque le volume de prise de moyenne est trop petit, on est trop proche
de I'échelle des pores, ce qui implique de fortes variations de la porosité, tandis que lorsqu'il
devient trop grand, on peut ressentir les e ets d'hétérogénéités a grandes échelle, le VER se
situant dans une zone de faible variation de la porosité.

Une notion a dé nir est la tortuosité. Elle traduit le fait qu'entre deux points, le uide
ne suit pas le chemin le plus court mais est contraint par la géométrie des pores. La

tortuosité est donc dé nie par :

_C
=T (1.16)

ou C est la distance réelle parcourue par le uide et la distance linéaire entre les
extrémités du chemin parcouru.

1.5 Technique d'homogénéisation

Les uides, s'écoulant a l'intérieur d'un milieu poreux, suivent des écoulements com-
plexes qui dépendent de la structure du squelette solide. Il est évidemment impossible,
excepté pour des structures particulieres du solide, de donner des solutions analytiques
de ces écoulements. Ainsi, pour prédire les écoulements dans les milieux poreux, deux
solutions sont possibles. La premiére nécessite la connaissance parfaite de la géométrie du
squelette solide et consiste a résoudre les équations de Navier-Stokes. La seconde consiste
a homogénéiserces équations sur un volume caractéristique du milieu poreux. Cette ho-
mogénéisation donne des lois permettant de modéliser ces écoulements, en utilisant des
parameétres caractéristiques du milieu poreux sur le volume d'homogénéisation. Ces para-
métres sont des grandeurs moyennes, ou des grandeurs modélisant des phénomeénes dont
I'échelle caractéristique est bien plus petite que I'échelle de I'écoulement homogénéisé.

Les équations de Navier-Stokes sont appelééguations microscopiquesar elles mo-
délisent I'écoulement d'un uide a l'intérieur des pores, qui sont trés souvent de dimen-
sions caractéristiques tres faibles. Ainsi, lorsque nous voulons connaitre I'écoulement d'un
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1. Généralités

uide a l'intérieur d'une structure solide, nous devons résoudre ces équations. L'équation
de Darcy est appelée&quation macroscopiquesar elle modélise I'écoulement d'un uide
homogene et équivalent a un uide s'écoulant dans un squelette solide. Elle résulte de la
prise de moyenne des équations microscopiques sur un volume d’homogénéisation, donc a
une échelle plus grande que I'échelle caractéristique de I'écoulement dans les pores.

Le coe cient de perméabilité présent dans I'équation de Darcy va modéliser les pertes
de charge dues aux interactions a petite échelle des parois du squelette solide avec le
uide. Les écoulements a I'échelle supérieure, modélisés par les équations macroscopiques,
peuvent donc étre vus comme des écoulements moyens a l'intérieur du volume élémentaire
représentatif qui lui est associé.

Les techniques d'homogénéisation permettent d'obtenir ces lois macroscopiques (Darcy,
Brinkman) a partir des lois microscopiques (équations de Navier-Stokes).

1.5.1 Dé nition des moyennes

L'utilisation d'un VER, pour moyenner les grandeurs microscopiques a n d'obtenir des
lois d'écoulement macroscopiques a partir des lois microscopiques est donnée par Whitaker
[Whi99]. La prise de moyenne est également donnée par Liu et Masliyah [LM99], Pillai
[Pil02] et Tucker et Dessenberger [TID92]. Pour commencer, il est nécessaire de dé nir les
di érentes moyennes qui seront utilisées.

La moyenne spatiale d'une quantitd8 dé nie dans tout le volume est donnée par :

y
Bi=1 Bd (1.17)

La moyenne de phase pour une quantit®; dé nie dans la phase uidef est donnée par :

V4
I'Bfi = 1 de f (118)

f

ou ¢ estle volume de uide dans le VER. C'est une moyenne sur le volume total. La
moyenne de phase intrinseque, c'est-a-dire la moyenne sur le volume uide d'une quantité
dé nie dans la phase uide, s'écrit :
z
- 1
I'Bfl = — de f (119)
f

f
La moyenne de phase du gradienB; scalaire) s'écrit :
1 Z
hr Bsi = rh Bsi + — B¢ 1dS (120)
@ ¢

ou dS est I'élément de surface du solide dans le volume et 11 est la normale a cette
interface dirigée du uide vers le solide. La moyenne de phase de la divergerige\ecteur)
est donnée par : D E D E , 7

r By =r B + — A B;dS (2.22)
Q@ ¢
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1.5 Technique d'homogénéisation

En n, la moyenne de phase d'une dérivation temporelle s'écrit :

@B @, . 1

—-— = =B — Bitd AdS 1.22

ot - off .. B (122)
ou H est la vitesse de la surface des por@). En général, une condition de contact
collant est imposée, ce qui impliquai = 0. Cependant, dans le cas de milieux poreux
multi-échelles Fig. 1.14), cette vitesse peut étre non nulle.

Figure 1.14 VER pour un milieu poreux a double échelles [Pil02].

1.5.2 Obtention des lois macroscopiques a partir des lois micro-
scopiques

Le principe est de moyenner les égquations microscopiques a n d'obtenir des relations
macroscopiques. Whitaker [Whi99], Pillai [Pil02] ainsi que Tucker et Dessenberger [TID92]
détaillent la prise de moyenne de ces équations.

Les hypotheses utilisées dans la suite sont les suivantes :
le squelette solide est statique et non déformable;
le uide est newtonien;
sa masse volumique est constante;
le milieu est saturée.
Les grandeurs physiques, telles que la densité et la vitesse, sont dé nies dans la phase
uide. En e et, les équations de Navier-Stokes, qui sont moyennées pour obtenir les équa-
tions macroscopiques, modélisent les écoulements du uide. Ainsi, la vitesse et la densité
qui interviennent dans ces équations sont celles du uide. Plus haut dans le texte, les
grandeurs dé nies dans la phase uide sont indicéds Pour alléger les notations et rester
cohérents avec les notations utilisées dans le reste du manuscrit, nous n'indiconsypas
qui sont bien dé nies dans le uide seulement.

Equation de continuité

L'équation de continuité microscopique s'écrit, de maniére générale :
@

—+r ¥)=0 1.23
o T (M (1.23)
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Nous prenons la moyenne de phase de cette équation :

%t +hr (v)i=0 (1.24)
En appliquant (1.22) au premier terme et (1.21) au second terme, nous obtenons :
@ 1 z 1 z
—hi+r h~vi — 4 AdS+ — A vdS=0 (1.25)
@t @ ¢ @ ¢

avect la vitesse du solide. En considérant un squelette non déformable, nous avars 0.
De plus, nous considérons une condition de contact collant, ce qui dormes +. Nous
obtenons nalement : @

@th i+r h vi=0 (1.26)

Nous remarquons ici que I'équation de continuité microscopique et I'équation macrosco-
pigue sont proches, les grandeurs utilisées étant simplement moyennées dans le second
cas. Pour un uide incompressible, I'équation devient :

r hv =0 (1.27)

Nous pouvons également remarquer que pour des milieux poreux a double échelles, c'est-
a-dire lorsque le squelette solide est lui-méme un milieu poreux dont les pores sont a une
echelle inférieure aux pores du milieu qu'on étudie, la vitesse du uide a la surface du
squelette solide n'est plus nulle et le quatrieme terme du membre de gauche de I'équation
(1.25) n'est pas annulé. Ce terme est pris en compte comme un tersmirce permettant

de modéliser lI'absorption de uide par la petite échelle de porosité [Pil02] en écrivant :

rhvi= S (1.28)

@, M vdS

avecS= 1
Equation de conservation de la quantité de mouvement

La méme méthode est appliqguée pour I'équation de conservation de la quantité de mou-
vement. Nous négligeons les e ets des forces volumiques. De plus, étant donné les vitesses
gue I'on rencontre dans les procédés RTM, nous pouvons considérer les termes d'inertie
négligeables et résoudre nalement I'équation suivante :

r =0 (1.29)

La prise de moyenne nous donne :
Z
o1
rh i+ — 7dS =0 (1.30)
@ ¢
Toujours en restant général pour la loi de comportement du uide, nous pouvons écrire la
contrainte en la décomposant en la somme de sa composante sphérique et de sa composante
déviatorique = s pl, oul est le tenseur identité. Nous obtenons nalement :
Z
: 1
rhsi rh pi+— ndS =0 (2.31)
@ ¢
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Etant donné que la pression mesurée expérimentalement est la pression du uide, nous
utilisons la moyenne dé nie sur le volume uide seulement, en employant la relation
suivante :

hpi = pif (1.32)
ou est la porosité. Nous pouvons ainsi écrire :

r h si rhpif f3=0 (1.33)
avecfy un terme de force que I'on peut assimiler a une force de trainée. Elle a I'expression
Suivante : 1 4

fa=hpi'r + = AdS (1.34)
@ ¢

Le terme de gradient de la porosité, provenant de l'introduction de I'équation (1.32) dans
I'équation (1.31) est bien évidemment nul dans le cas d'un solide indéformable. Cependant,
lorsque le squelette solide se déforme, ce terme doit étre pris en compte.

Nous considérons un uide newtonien incompressible, ainsi nous pouvons écrire :

r hsi= hvi (1.35)
L'équation macroscopique devient :
hvi rhpif f3=0 (1.36)

Il s'agit maintenant de donner une expression poufy qui prend uniquement en compte
les grandeurs moyennées et les parameétres matériaux. Les auteurs de [TID92] en utilisant
des hypotheses sur la nature dg; et l'indéformabilité du squelette, suivi d'une analyse
dimensionnelle, obtiennent I'expression suivante :

fa= ?hvi (1.37)
Ainsi, I'équation macroscopique devient nalement I'équation de Brinkman :

rhpi' + v i =0 (1.38)

En faisant I'hnypothése que l'e et de la viscosité sur I'écoulement est négligeable face a
la résistance imposée par le squelette lui-méme, nous obtenons I'équation de Darcy :

iz SK rh pi’ (1.39)

1.6 Aspect multi-échelles des renforts breux

La particularité des renforts considérés dans ce travail est la présence de plusieurs
échelles de porosité (gure 1.15). Ainsi, lorsque nous nous placons a I'échelle mésosco-
pique, il est nécessaire de prendre en compte des écoulements a I'échelle microscopique.
L'écoulement dans les meches est modélisé par la loi de Darcy. En revanche, entre les
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Figure 1.15 Les diérentes échelles associées a la description des renforts tissés [Bré97].

meéches, il est modélisé par les équations de Stokes. Nous avons donc un domaine conte-
nant a la fois un milieu poreux et une zone uide.

Ce probléme est étudié déja depuis longtemps puisque Beavers et Joseph [BJ67] étu-
dient les écoulements de Stokes au dessus d'un block poreux ( gure 1.16) et parlent déja
dans leur introduction d'uneextensive analytical literature lls montrent I'existence d'une
vitesse de glissement a la surface du milieu poreux et proposent une condition aux limites
de la forme suivante :

du _ Cg3
dy p?(VxB Vp) (1.40)

sur l'interface entre le uide et le milieu poreux, eny = 0 et ouvp est la vitesse de Darcy,
Vyg €st la vitesse de glissement a la surface du milieu poreudk,la perméabilité et Cg;
est un paramétre empirique, dépendant du milieu poreux.

Figure 1.16 Prol de vitesse d'un écoulement horizontal dans un canal composé d'une paroi
imperméable eny = h et d'une paroi perméable ery =0 [BJ67].

Par la suite, Sa man [Saf71] a justi € mathématiquement cette condition aux limite
et a montré que le terme de vitesse de Darcy pouvait étre négligé. Il a donc donné la
condition connue sous le nom de condition de Beaver-Joseph-Sa man :

C
A t= p%vB t (1.41)
ou f est la normale sortante au domaine de Stokesgst le vecteur tangent a l'interface
et v est la vitesse de glissement a l'interface. Certaines études numériques concernant

le couplage des équations de Stokes et de Darcy prennent en compte cette condition aux
limites, tandis que d'autres ne la considerent pas.
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1.7 Conclusion

De nombreux auteurs ont couplé les équations de Stokes pour la zone uide et I'équation
de Darcy pour la zone poreuse. Correa et Loula [CL09], les auteurs proposent un couplage
entre une formulation éléments nis de Stokes et une formulation mixte de Darcy utilisant
des éléments de Taylor-Hood.

Les auteurs de [UNGDO8] couplent une formulation éléments nis mixte de Stokes
avec une formulationP 1 ou P2 de I'équation de Darcy prise sous la forme d'une équation
de Poisson.

Les auteurs de [PBMD11] expriment la formulation faible de chacune des équations
en y intégrant la condition de Beaver-Joseph-Sa man. Une intégrale de surface pour la
prise en compte des conditions aux limites étant commune a chacune des formulation,
ils ont pu injecter I'équation de Darcy directement dans la formulation de Stokes, ce qui
a permit le couplage. Dans le principe, cela revient nalement a écrire la formulation
faible de I'équation de Brinkman. L'interface entre les deux domaine est représenté par
I'utilisation d'une Level Set.

Les auteurs de [GOS11] font également un couplage Stokes-Darcy en comparant plu-
sieurs types d'éléments pour obtenir une formulation stable. Cette fois encore, la for-
mulation résolue reviens nalement une formulation faible de I'équation de Brinkman.
Masud [Mas07] fait le méme type d'étude en résolvant clairement cette fois I'équation
de Brinkman, qu'il écrit sous sa formulation forte, en l'appelant toutefois I'équation de
Stokes-Darcy.

Les auteurs de [TP09] proposent également une formulation éléments nis des équa-
tions de Brinkman. lls proposent cependant une équations de Brinkman modi ée pour
prendre en compte un saut de contrainte a l'interface uide-poreux.

Le couplage entre les équations de Darcy et de Stokes (ou de Navier-Stokes) a été
largement étudié auparavant en utilisant la méthode des volumes nis en immersion de
domaines, du fait de nombreuses applications faisant intervenir les transferts thermiques
dans les milieux poreux et a l'interface entre le milieux poreux et le uide extérieur [AC84,
ACLB91]. La technique dimmersion de domaines utilisée a été par la suite améliorée
[VCLRO4, RPVCO05, SVCAO03].

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le procédé ainsi que les renforts que I'on place
dans le moule. Nous avons introduit les défauts que I'on retrouve dans le matériau com-
posite nal et apparaissant au cours de l'imprégnation.

Nous avons donné les équations qui régissent les écoulements ainsi que la technique
d'homogénéisation que nous utilisons pour modéliser les milieux poreux.

En n, nous faisons une rapide introduction a I'aspect multi-échelles des renforts breux
utilisés pour le procédé RTM.
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Chapitre 2

Methodes numeériques et immersion de
domaines

2.1 Immersion de domaines

2.1.1 La méthode d'immersion de domaines

La méthode d'immersion de domaines consiste a résoudre une équation sur tout le
domaine de calcul, quel que soit le type de phase qu'elle contient. Dans notre cas, nous
avons un écoulement de uide entre des bres solides. Les équations de Stokes sont résolues
dans le domaine de calcul complet, que la phase soit uide ou solide. Les di érentes phases
se di érencient uniguement par leurs propriétés physiques. Les champs correspondants,
comme la viscosité dans le cas de Stokes, varient dans le domaine de calcul en fonction
de la distance a l'interface entre les phases. Nous utilisons la fonction distance signée, qui
donne la distance par rapport a l'interface. C'est cette méme fonction qui, lorsqu'elle est
convectée, permet de modéliser des écoulements de uides non miscibles avec la méthode
Level Set.

Dans la suite, nous présentons plus en détail la méthode d'immersion de domaines utili-
sée pour résoudre des équations dans le cas de problemes multiphasiques. Nous présentons
ensuite la méthode de représentation des interfaces. Nous détaillons les techniques d'adap-
tation de maillage prés des interfaces pour nir par la méthode d'immersion de maillage,
qui nous permet de représenter des objets complexes dans un domaine de calcul global.

2.1.1.1 Méthode

Nous détaillons ici la méthode de résolution en immersion de domaines des équations
de Stokes, basée sur une méthode d'immersion de domaines. Nous nous placons dans le cas
d'une phase liquide contenant une phase solide. L'interface entre les phases est représentée
implicitement par une fonction distance signée. Cette fonction nous permet d'obtenir un
champ de viscosité dépendant de la position, ce qui nous permet de résoudre les équations
sur tout le domaine de calcul.

Si nous considérons un domaine de calculet une interface (gure 2.1) dé nis par :

= 4 et = 1\ (2.1)

la distance est dé nie par :
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Figure 2.1 Deux phases sur un maillage unique. L'interface, qui sépare les deux phases,
traverse les éléments et est représentée par une fonction distance

()= d(x;) (2.2)

oud(x; ) estla distance entre l'interface et le point de coordonnéesdé nie par [SE02] :

kd(x; ) k= mizn kx %k (2.3)

Le signe de la distance est automatiguement donné lorsque l'objet est issu d'une fonc-
tion analytique. L'interface discréte peut ensuite étre déterminée a partir de la fonction
distance par :

h=T1% (x)=0g (2.4)

Il faut remarquer que , 6 car lareconstruction de l'interface dépend de la discrétisation
choisie et donc de la taille de maille au voisinage de l'interface ( gure 2.2). De plus, la
formulation éléments nis étant linéaire, le champ distance est également choisie linéaire.

La fonction distance est utile pour dé nir les di érentes phases présentes dans le
domaine de calcul, notamment pour calculer la distribution de la viscosité. Les équations
résolues dans la méthode d'immersion de domaines sont les mémes que pour la méthode
classique, a la di érence pres que les grandeurs physiques ne sont pas constantes. Ainsi,
pour les équations de Stokes (2.5), nous écrivons la forme faible :

8 Z Z
3 pr wd 2()®: (wd =0

Z (2.5)
.B g vd =0

ou () est un champ de viscosité dépendant de la distance a l'interface de la maniéere
suivante :

()= s+ (1 I¢) (2.6)

26



2.1 Immersion de domaines

Figure 2.2 Comparaison entre , en trait plein rouge et , en pointillé noirs. L'e et de la
discrétisation sur la reconstruction de l'interface est nettement visible.

ou w et g sont les fonctions test pour la vitesse et la pression &t est la fonction ca-
ractéristique de uide, ou encore, une fonction de Heaviside valant 1 dans le uide et O
dans le solide. Le solide est traité comme étant un uide de viscosité tres grand devant

la viscosité du uide ¢, ce qui revient a imposer un comportement de corps rigide au
uide. Beaume [Bea08] montre I'équivalence avec une méthode de pénalisation du type
lagrangien augmenté, ce dernier permettant d'imposer le comportement de corps rigide
lorsque le solide est en mouvement.

2.1.1.2 L'interface di use

Comme expliquée précédemment, la viscosité varie, grace a I'équation (2.6), en fonc-
tion de la position dans le domaine. Plusieurs lois de mélange peuvent étre utilisées.
Certaines sont dé nies aux éléments, d'autres aux n+uds. La variation de viscosité n'est
pas réguliere. En e et, sur un méme élément traversé par l'interface, certains n+uds sont
uides et d'autres solides.

A n d'adoucir ces variations, le Heaviside peut étre lissé linéairement sur une épaisseur
2e autour de l'interface. Son expression est la suivante :

8 .
5 1 si >e
lf = 3 ° si k k<e (2.7)

0O si < e

Il est également possible de lisser uniguement dans l'une des deux phases. Pour cela, nous

écrivons : 8
3 1 si >e
= — si 0< < .
I¢ - Si e (2.8)
0 si < 0
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Dans le cas de ces mélanges, I'épaisseudoit étre susamment ne pour limiter les
erreurs dues au fait que l'interface est dé nie en volume, mais su samment large pour
gue la courbure de l'interface soit bien représentée, c'est-a-dire qu'une rugosité arti cielle
due au maillage n'apparaisse pas. Il est donc nécessaire de dé nir une épaisseur de meélange
qui soit de plusieurs tailles de maille. L'intérét d'utiliser des techniques d'adaptation de
maillage apparait pour mieux s'approcher d'une solution a interface exacte en gardant
une zone de transition douce la plus ne possible.

Dans le cas d'un mélang® 0 (dé ni aux éléments), la fonction de Heaviside est dis-
continue et vaut :
_J 1\K]

K] (9)

I+

ou ; représente le domaine occupé par l'une des deux phasegkgtest le volume de
I'élément K. Dans ce cas, I'équation de mélange (2.6) peut se réécrire sous la forme :

fj f\Kj + sj s\Kj

2.10
K] (2.10)

La gure 2.3 montre un exemple de deux lois de mélange. La premiere est la loi
de meélange discontinu R0) pour laquelle la variation ne se fait que dans les éléments
traversés par l'interface. La seconde loi de mélange illustrée est la loi continue linéaire, de
part et d'autre de l'interface. La gure 2.4 montre les lois de mélange le long d'une coupe
verticale de la gure 2.3. On voit bien le caractere discontinu de la premiéere loi puisque la
valeur intermédiaire du champ mélangé correspondant a I'élément traversé par l'interface.

2.1.2 Adaptation de maillage aux interfaces

Il semble évident que l'interface di use doit étre la plus ne possible a n de s'approcher
de la solution exacte. Or, il est nécessaire de conserver un certain nombre d'éléments dans
I'épaisseur de cette interface si on veut que la variation soit su samment douce. De plus,
nous pouvons avoir besoin d'une interface reconstruite la plus proche possible de l'interface
réelle (pour calculer une courbure par exemple). Ces deux situations sont des exemples
pour lesquels une adaptation de maillage au niveau de l'interface est nécessaire.

Une maniere simple d'adapter le maillage est de déterminer une taille de maille prés de
I'interface et d'adapter le maillage de maniere isotrope. Nous montrons dans la suite que
ce n'est pas forcément la méthode la plus e cace. En e et, le nombre de n+uds augmente
rapidement avec cette méthode. De plus, les résultats obtenus ne sont pas forcément aussi
précis qu'en utilisant la technigue de maillage anisotrope expliquée ci-dessous.

Cette seconde méthode consiste a adapter le maillage de maniére anisotrope, c'est-
a-dire que les éléments ont une forme allongée dans une direction particuliére donnée
par l'interface. Cela permet de ra ner le maillage lorsque I'on a besoin d'une précision
importante, sans ra ner inutilement lorsque ce n'est pas nécessaire. Nous présentons
rapidement dans la suite cette technique de remaillage anisotrope, qui est expliquée de
maniére détaillée dans la thése de Gruau [Gru04] et qui est utilisée avec un estimateur
d'erreur [MZD* 08, ZM10, Coull].
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2.1 Immersion de domaines

Figure 2.3 La loi de mélange discontinueP 0 (a gauche) et loi de mélange continu® 1 (a
droite) d'un champ de valeur 1 dans le domaine inférieur et 5000 dans le domaine supérieur.
La loi de mélangeP 0 permet d'avoir une variation du champ uniquement dans les éléments
traversés par linterface. La taille de maille moyenne est de 0.1 et I'épaisseur de la loi de
mélange linéaire est de 1.5.

Figure 2.4  Coupe verticale de la gure 2.3. Nous retrouvons bien la valeur intermédiaire
du champ mélangé pour la loi discontinue qui correspond a celle dans I'élément traversé par
l'interface. Les deux variations de pente pour la loi continue sont dues au maillage.
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

L'anisotropie du maillage est dé nie par un tenseur de métrique. Cette métrique est
une matrice symétrique dé nie positive. La norme associée a I'espace mesuré par cette
métrique s'écrit comme suit :

P

kxky =  TxM X (2.12)
La maniere la plus simple d'interpréter cette métrique se comprend en ['écrivant sous
forme diagonalisée : 0 1

M =R@®

ouU R est la matrice de rotation composée des vecteurs propresheet le aveci =1:::3,

la valeur proprei deM . Ainsi, la métrigue M nous donne un nouvel eépace dont le repére
de base a subi une rotatiorR par rapport au repére de I'espace réel et dont lés/ecteurs
de base ont une normglig. Par exemple, la métrique dé nie en 2D par :

o o
o= O

0
0% TR (2.12)

_ 100 O
M = 0 400 (2.13)
donne une taille de mailleh = 0:1 dans la directionx et h = 0:05 dans la directiony,

puisque ses vecteurs propres correspondent aux vecteurs de base du repere cartésien.

Nous choisissons d'adapter le maillage de fagcon anisotrope pour avoir une zone de
mélange des propriétés su samment ne a n de s'approcher de la solution exacte. Dans
le solveur choisi pour résoudre I'écoulement, l'interface est seulement connue a travers la
variation de viscosité. Nous cherchons donc a représenter au mieux cette zone de variation,
qui se fait dans la direction normale a l'interface. Pour cela, nous choisissons de diminuer
la taille de maille dans la direction normale a l'interface et de la garder constante dans la
direction tangente.

Il est bien évident que le maillage n'est pas anisotrope sur la totalité du domaine de
calcul. Nous le limitons a une certaine zone autour de l'interface. Nous gardons une taille
de maille isotrope sur le reste du domaine, que nous appelons taille de maille de fond.
A n d'obtenir ce maillage, la métrique est dé nie de la maniére suivante [ZSQ7] :

8 oL
< "? sijj>e
—_ T
M= g 2D T vy gijj<e (2.14)
Iro
ol " est l'inverse de la taille de maille de fond = L1, %est l'inverse de la taille de

ot
maille dans la direction perpendiculaire a l'interfac&bo= hl/ et | est le tenseur identité.

La direction normale a l'interface est donnée par . Lorsqu'on est loin de l'interface, la
métrique donne un maillage isotrope. Lorsqu'on est en dessous de I'épaissela maillage
devient anisotrope. Dans la direction de |, la taille de maille est calculée en utilisan®o

et dans la direction deé'r  elle est calculée avet et est donc égale a la taille de maille de
fond. Il n'est pas nécessaire que cette derniere soit constante. Sa valeur peut varier dans
le domaine de calcul et il est possible de dé nir une taille de maille de fond di érente
selon que I'on est dans le uide ou dans le solide et en dehors de la zone d'interface ou le
maillage est anisotrope.
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2.1 Immersion de domaines

2.1.3 Immersion des renforts

Pour l'application qui nous concerne, lorsque nous nous placons a I'échelle mésosco-
pique, nous souhaitons calculer les écoulements autour et dans les meches du renfort. Nous
disposons pour cela des maillages du renfort, déformé ou non. D'un autre c6té, nous uti-
lisons I'approche d'immersion de domaines pour résoudre nos équations d'écoulements. Il
nous est donc nécessaire d'avoir dans notre maillage global l'interface entre les méches et
le uide. Nous utilisons les maillages des méches pour obtenir cette interface en utilisant
une technigue d'immersion de maillage.

2.1.3.1 Techniqgue d'immersion de maillage

La technique d'immersion de maillage consiste a placer le maillage d'un objet a l'inté-
rieur d'un maillage global. Un maillage de la frontiére su t pour le calcul de la fonction
distance. Le principe est de calculer, pour chaque n+ud du maillage global, sa distance a
chaque élément de surface de la frontiere du maillage immergé (un triangle en 3D et un
segment en 2D) en déterminant le minimum. La méthode est décrite par Valette et al.
[VBD* 07] et l'algorithme est donné par Schneider et Eberly [SE02].

Dans le cas ou I'objet n'est pas issu d'une fonction analytique (un cube ou une sphere,
par exemple), il faut une technique particuliere pour déterminer si le noeud du maillage
global est a l'intérieur ou a I'extérieur de I'objet immergé car cela détermine le signe de
la fonction distance [BDCO09]. Le principe est d'utiliser le fait que I'élément de surface est
orienté et ainsi, la normale a I'élément de frontiere est orientée, ce qui nous permet de
donner un signe a la fonction distance.

La méthode est optimisée grace a un arbre hiérarchique [DBSC07, BDCO09]. Cette
méthode hiérarchique consiste a découper le maillage global en boites sur lesquelles sont
calculées les distances. La distance de I'objet immergé au n+hN¢gest calculée uniquement
pour les éléments de la frontiere de I'objet immergé qui sont dans la boite a laquelle
appartient N;. Apres calcul de la distance, on véri e la distance aux boites voisines. Si
l'une des distances est plus petite que la distance minimale a l'objet immergé, on refait
I'opération de calcul de distance sur les éléments de la frontiere qui se trouvent dans
la boite voisine et on prend le minimum entre la distance calculée précédemment et la
distance minimale dans cette boite. Cette méthode permet de limiter le temps nécessaire
au calcul de la distance puisqu'en chaque n+ud seule la distance aux éléments de la
frontiere de I'objet immergé les plus proches est calculée.

Bien évidement, lorsque nous avons obtenu le champ distance a la frontiere de I'objet
immergé, nous pouvons reconstruire l'interface correspondante. Le maillage de l'objet im-
mergé ne nous sert donc que pour ce calcul de distance et n'est pas utilisé pour des calculs
directs sur I'objet dans nos applications. Le maillage global sur lequel nous reconstruisons
l'interface n'est cependant pas forcément adapté a la géométrie de I'objet immergé. Nous
présentons ici la méthode que nous utilisons pour adapter le maillage autour de ces inter-
faces, en précisant certaines di cultés qui apparaissent dans le cas particulier des renforts
immerges.

Comme nous l'avons expliqué précédemment, une adaptation de maillage anisotrope
permet de représenter correctement les interfaces sans augmenter le colt de calcul de

maniere aussi importante qu'avec l'utilisation un maillage isotrope.
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Aprés une premiére immersion de maillage, nous avons une fonction distance qui peut
étre représentée de facon trop grossiere sur le maillage de fond. Nous calculons la normale
et dé nissons une anisotropie sur une certaine épaisseur. Apres adaptation de maillage,
il est nécessaire de mettre a jour la fonction distance. Nous calculons donc de nouveau la
distance du maillage immergé par rapport au maillage adapté. Nous obtenons nalement
une fonction distance plus précise.

Plusieurs itérations sont nécessaires pour obtenir un maillage correct. En eet, a
chaque adaptation, le nouveau maillage anisotrope est adapté a l'interface reconstruite
sur I'ancien maillage et qui était donc moins précise que la fonction distance recalculée sur
le nouveau maillage. Dans ce cas, il est possible que le maillage adapté ne soit pas opti-
mal par rapport & la nouvelle fonction distance. De plus, un maillage anisotrope nécessite
la dé nition d'une épaisseur sur laquelle se trouve l'anisotropie. Plus cette épaisseur est
ne et plus le nombre de n+uds sera faible. Cependant, si une épaisseur trop ne par
rapport & un maillage de fond est utilisée (c'est typiquement le cas lorsque I'épaisseur est
plus faible que la taille de maille de fond), le mailleur éprouve des di cultés a adapter le
maillage puisque en certaines zones autour de l'interface il n'y a pas de n+uds sur lesquels
appliquer I'anisotropie. Ce phénomeéne est illustré gure 2.5 ou, pendant 348 itérations,
le mailleur n‘arrive pas a adapter le maillage. A litération 348, des n+uds se trouvent
placés a lintérieur de la zone a adapter anisotropiquement. L'anisotropie apparait donc
a l'itération de remaillage suivante. De |a, I'anisotropie se propagera a chaque itération le
long de l'interface. L'obtention d'un maillage adapté correct est ainsi plus rapide, puis-
gu'en 55 itérations, la frontiere inférieure est nalement correctement maillée. Cependant,
le maillage n'est toujours pas adapté a la frontiere supérieure du maillage immergeé. Il faut
attendre, de la méme maniére que précédemment, que su samment de n+uds se cétoient
dans la zone ou la métrique est anisotrope. Cela se produit a l'itération 1244, ce qui nous
donne, a l'itération 1245, une zone anisotrope sur la frontiere supérieure. Il faut cependant
plus d'itérations pour obtenir une frontiere correctement maillée, principalement a cause
des courbures plus élevées que celles de la frontiere inférieure.

Pour synthétiser, l'algorithme correspondant a cette méthode de remaillage est le
Suivant :

1. dé nition de la métrique M (%;"; ¢;

2. immersion du maillage de I'objet a capturer et calcul de la distance;

3. adaptation de maillage et transport de la fonction distance sur le nouveau maillage ;
4. si le maillage n'est pas bon, retourner en 2.

Pour résoudre ce probléme qui impose un nombre d'itérations de remaillage tres impor-
tant, la méthode la plus simple est de prendre une épaisseur relativement importante pour
la zone anisotrope. Le maillage est ainsi ra né sur une zone plus grande que nécessaire, ce
qui augmente la probabilité qu'a la nouvelle immersion, l'interface soit bien reconstruite.
Une fois obtenue une interface convenable, nous pouvons diminuer I'épaisseur de la zone
anisotrope, a n de ne pas ra ner inutilement des zones loin de l'interface. Dans ce cas,

il n'est pas nécessaire d'immerger le maillage a chague nouvelle itération, mais seulement
lorsque I'épaisseur idéale est obtenue. Cela permet de limiter les erreurs apparaissant lors
du transport de la fonction distance de I'ancien au nouveau maillage et qui se cumulent
a chaque itération (gure 2.6). L'utilisation de cette méthode nous permet d'obtenir un
maillage similaire a celui de la premiére méthode au bout de seulement 9 itérations. Un
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2.1 Immersion de domaines

(a) itération 1 (b) itération 349 (c) itération 375
(d) itération 404 (e) itération 1245 (f) itération 1254
(g) itération 1320 (h) itération 1390 (i) itération 1453

Figure 2.5 Immersion d'un maillage 2D et remaillage anisotrope de sa frontiére par la
premiére méthode. Le champ de taille de maille nal est utilisé dés la premiére étape de
remaillage.
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(a) itération 1 (b) itération 5 (c) itération 9

Figure 2.6 Immersion d'un maillage 2D et remaillage anisotrope de sa frontiere par la
méthode douce Les parameétres de calcul du champ de taille de maille varient au cours des
di érentes itérations.

contrdle plus poussé du maillage, qui demande une mise en place plus longue, permet
cependant un gain de temps de calcul tres important.
L'algorithme correspondant a cette derniere méthode est le suivant :

dé nition de la métrique M o(%;"; @) ;

immersion du maillage de l'objet a capturer et calcul de la distance;
adaptation de maillage et transport de la distance sur le nouveau maillage ;
si le maillage n'est pas bon par rapport a la métriqud ;, retourner en 2;

a s~ wbd e

si le maillage n'est pas bon par rapport au maillage nal voulu, diminueg et mettre
a jour la métrique M ;, puis retourner en 2.

Comme expliqué plus haut, il n'est pas nécessaire d'immerger le maillage a chaque increé-
ment car le calcul de la distance, malgré I'utilisation d'un arbre hiérarchique, peut étre une
opération gourmande en puissance de calcul lorsque les maillages a immerger comportent
un nombre important de n+uds. On peut ainsi, a I'opération 5 de I'algorithme précédent,
retourner en 4. Il faut toutefois systématiquement immerger a nouveau le maillage et cal-
culer la distance a la n de la méthode pour continuer le calcul sur une fonction distance
la plus précise possible par rapport au maillage obtenu.

2.1.3.2 Exemples d'application sur des tissus

Nous présentons ici quelques résultats d'immersion de maillage pour des renforts tissés.
Nous montrons un premier exemple en utilisant un ta etas avec un enchevétrement des
méches qui est idéal, ce qui n'est bien évidemment pas le cas dans la réalité. Ce maillage
nous a éte fourni par le LAMCOS. Pour I'exemple, nous utilisons le maillage d'un cube
comme maillage de fond, dans lequel le maillage de chaque méeche composant le ta etas est
immergé. Les gures 2.7(a) a 2.7(d) montrent l'isovaleur zéro de la Level Set nous donnant
I'interface entre les méches et le milieu extérieur. La premiére immersion ne donne pas
de bons résultats, le maillage n'étant pas adapté a l'interface entre les méches et le uide
extérieur. Aux itérations suivantes, le maillage se ra ne pour permettre nalement une
bonne représentation de l'interface. La gure 2.8 montre un écorché du maillage dans un
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2.1 Immersion de domaines

(a) Immersion initiale (b) Immersion aprés 2 incréments de remaillage

(c) Immersion aprés 14 incréments de remaillagéd) Immersion aprés 33 incréments de remaillage
Figure 2.7 Immersion d'un motif de ta etas dans un maillage de fond arbitraire. Nous

remarquons ['épaisseur de la zone de maillage adaptée qui diminue au cours des itérations.
Nous représentons l'isovaleur zéro de la fonction distance au renfort.
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(a) (b)

Figure 2.8 Ecorché du maillage dans le plan orthogonal au tissu. a) les zones nes sont
celles ou se trouve l'interface entre les meéches et le milieu extérieur. b) l'iso-surface zéro de
la fonction distance est représentée en rouge.

plan orthogonal au tissu. Cela permet de bien visualiser les zones adaptées. Les gures
2.9(a) a 2.9(e) montrent un écorché du maillage dans des plans du tissu. Les frontieres du
maillage de chague méche peuvent se deviner par les zones plus ra nées du maillage. Les
gures 2.11(a) a 2.11(d) montrent la frontiere du maillage dans lequel on immerge cinqg
couches de tissus, comme illustré gure 2.10.

Les meches du renfort sont en contact étroit, surtout apres déformation. Nous avons
donc des zones ou linterface a des changements de direction francs (gure 2.12). Ces
zones sont diciles a représenter correctement, étant donné que si un angle droit se
trouve a l'intérieur d'un élément, il disparaitra a cause de l'interpolation linéaire de la
fonction distance (gure 2.13). De plus, au niveau de ces contacts, la normale, qui est
nécessaire pour le calcul de la métrique donné en (2.14), est mal calculée, puisqu'elle est
le gradient de la fonction distance. Cela provoque des di cultés a calculer une métrique
correcte. Pour remédier a ce probleme, plutdt que de calculer une métrique par rapport a
la distance a I'assemblage de méche, nous utilisons une méthode développée au laboratoire
pour d'autres applications [BLC11, BRCL09].

Cette méthode calcule une métrique en fonction de la distance a chagque méche. Dans
les zones ou deux méches sont proches, la méthode va choisir, en fonction des normales,
d'utiliser un maillage soit isotrope, soit anisotrope dans une direction, soit anisotrope dans
deux directions. Cela permet de mieux représenter les contacts au niveau des interfaces.
Un exemple est illustré sur un sergée (G896) (gure 2.14) avec un zoom sur une zone de
contact ( gure 2.15) qui permet de voir 'amélioration obtenue en utilisant cette méthode.
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2.1 Immersion de domaines

(@) (b)

(©) (d)

(e)

Figure 2.9 Ecorché du maillage dans des plans verticaux successifs du tissu. Chaque sous-
gure s'éléve d'un incrément de hauteur par rapport a la précédente. La coupe est centrée sur la
zone ou se trouve le tissu. En (e), nous représentons, sur le maillage donné en (d), l'interface
des bres.
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Figure 2.10 L'iso-surface de valeur zéro de la fonction distance correspondant a I'empilement
de cing couches du méme tissu (un ta etas).

(@) (b)

() (d)
Figure 2.11 Maillage dans lequel cing couches de tissu sont immergées. En a), le maillage

initial. Une zone de maillage n anisotrope a été utilisée pour initier le remaillage. Nous
trouvons l'itération 2 en b), I'itération 10 en c) et l'itération 20 en d).
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2.1 Immersion de domaines

Figure 2.13 Les structures plus petites

Figure 2.12  Zone de contact entre deux que la taille d'un élément disparaissent.
meches. L'interface est mal dé nie a cause En pointillés, linterface réelle . En tirets,
d'une diculté de calcul de la normale a l'interface représentée par lisovaleur =0
linterface. de la fonction distance.

Figure 2.14 Interface d'un sergé G986 im- Figure 2.15 Zoom sur linterface d'un

mergé avec = 0:1, %= 0:01ete = 0:1 sergé G986 immergé. Les zones de contact
Le domaine a une longueur et une largeur sont bien dé nies et les angles droits sont
€gales al10 et sa hauteur est égale 8:66. respecteés.
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

2.2 Reésolution numérique des écoulements

2.2.1 Formulation éléments nis classique des équations de Stokes

Nous développons la formulation éléments nis des équations de Stokes. La forme
faible s'écrit de la maniére suivante :

82 y4
3 pr wd 2 (W): (w)d =0

z (2.15)
3 g vd =0

avec(v;p 2 (H3()) °L %() et (v)= 3 r v+ Tr v . Lafonction testqpour la pression
est dé nie dansL?() , I'espace de Lebesgue des fonctions de carrés sommables sires

fonctions testw pour la vitesse sont dé nies suHj() qui est un sous-espace de I'espace
de Sobolev HY() ‘ (d étant la dimension de I'espace). Su3() , la fonction s'annule
sur les frontieres ou la condition aux limites de Dirichlet est appliquée. Les espaces énoncés
s'écrivent sous les formes suivantes :
Z
L*()= g qd <1
HY()= q2L%) ;rq2LY) (2.16)

Hi()= qg2HY);q=0 sur @

A n de résoudre le probleme, il est nécessaire d'approcher les espaces continus par des
espaces discret¥,, et P,,. Le probleme sera résolu sur un domaine discrétisé, décomposé
en simplexes, c'est-a-dire en triangles si le calcul est en 2D ou en tétraédres si le calcul
est en 3D. La formulation faible discrete du probléme (2.15) s'écrit alors :

8 Z Z
3 pr wd 2 (M): (w)d =0

VA (2.17)
.B Ghr »d =0

avec(¥h;pn) 2 (Vo P 1)

Nous utilisons une méthode d'éléments ni®;, c'est-a-dire que la vitesse et la pression
sont des fonctions linéaires continues par morceau (ou encore continues sur les éléments).
Il est bien connu que l'approximationP;=P; pour les éléments nis mixtes conduit a
une formulation instable car la condition de Brezzi-Babuska n'est pas respectée pour le
probleme de Stokes. Pour rendre la formulation stable, nous utilisons le MINI-élément
[ABF84] (gure 2.16) pour lequel I'espace des fonctions pour la vitesse est enrichi avec
une fonction bulle :

Vi=W W% (218)

Cette fonction bulle est une fonction valant 1 au barycentre de I'élément et O sur les bords.
Pour respecter ces conditions, la fonction bulle doit étre de degré élevé. Par exemple, en
2D, elle doit étre cubique. Cependant, dans le cas d'éléments linéaires, comme nous les
utilisons ici, il n'est pas intéressant d'utiliser une bulle cubique. En e et, il est nécessaire
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2.2 Résolution numérique des écoulements

Figure 2.16 MINI-élément P/ Ps.

d'utiliser une intégration numérique plus précise, ce qui engendre un co(t de calcul plus
important, simplement pour calculer un terme de stabilisation.

Le choix a été fait d'interpoler la fonction bulle par une fonction linéaire par morceau.
Dans I'exemple d'une bulle en 2D, elle sera approximée par une fonction linéaire sur
chacun des trois sous-triangles du triangle considéré ( gure 2.17). En numérotant les sous-

Figure 2.17 Représentation des sous-triangles d'un triangle de référence.

triangles de telle maniére que leur numéro corresponde a celui du n+ud opposé, comme
c'est le cas gure 2.17, nous pouvons exprimer la fonction de forme sur un sous-triangle

en utilisant les fonctions de forme du triangle de la maniere suivante :
st =N (2.19)

ou N est le nombre de n+uds de 'élément, sy, la fonction de forme de la bulle sur le
sous-trianglei et ; la fonctioré de forme du trianglei. Ainsi, pour le cas 2D, nous aurons :

2 p=3(1 ) sur ST,
p=3 sur ST, (2.20)

>
' pb=3 sur ST;
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Perchat, dans sa thése [Per00] justi e le choix de cette approximation pour la fonction
bulle.

La forme discrete (2.17) de I'équation (2.15) dans l'espace dé ni en (2.18), s'écrit donc :

8 Z Z
3 2 (W): (wh)d pnf whd =0

Z (2.21)
.B Ghr wd =0

avecw, 2 V. Ainsi, nous pouvons écrirer, = , + 3 avec+ la vitesse de bulle etw,
la vitesse linéaire. Nous pouvons écriney, = W, + WP pour la fonction test associée a la
vitesse. En remplagant I'expression de, et wy, dans I'équation précédente et en utilisant
les propriétés d'orthogonalité de I'espace de bulle, nous pouvons écrire :

8 Z Z
% 2 (wh): (wh)d P whd =0
Z Z
2 () (wh)d pr wid =0 (2.22)
Z Z
G W d Gt AMd =0
Sous forme matricielle, nous obtenons :
0 10 1 01
Ay O AI1P Ay 0
@0 Ay ALA @pA = @GOA (2.23)
Avp Abp 0 Pn 0

Les degrés de liberté associés a la bulle peuvent étre éliminés par une méthode de
condensation statique. Pour cela, nous allons exprimer le terme &f en utilisant la
deuxieme ligne du systéme matriciel. Du fait que la fonction bulle s'annule sur les frontiéres
de I'élément, nous pouvons écrire les relations suivantes pour chaque élément :

Appt = f ApgPn ) A = ApaAfPn (2.24)

et le remplacer dans la troisieme :

Avpth + Apg¥h =0)  Ayp¥h  AppAygAgPh =0 (2.25)
De maniére plus détaillée, nous pouvons écrire (2.22) sur I'élémént
Z Z
8K2 2 Vb (pd= I Phk bd (2.26)
K K

ou la vitesse de bulle sur I'élémenK s'écrit v , = vpc b En sortant la vitesse de
I'intégrale et en exploitant le fait que la fonction test est choisie arbitrairement [MKO06],

nous obtenons :
Z Z 4

Vhk . (r o r pl)d I+ ) (r oo r pJ)d = Ker b d (2.27)
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2.2 Résolution numérique des écoulements

En substituant v dans la derniére ligne du systéme (2.22) nous obtenons :

Z x Z
Chr vhd + kI ' h rpphd =0 (2.28)
K K
avec
z Z z L
K= I l:kd (r by r b,<)d | + (r by r bK)d (229)
K K K

en supposant que p, est constant sur chaque élément.
De cette maniére, la formulation stabilisée classique [Per00, NS98] est obtenue pour
un facteur de stabilisation scalairex = 2hZ avech la taille de maille de I'élémentK

et la matrice de stabilisationC = 2C;, avec
X Z

Ch(pnih)=  hi rpn T opd : (2.30)
K K

Pour cette formulation, le choix du facteur est tres important et la valeur optimale
habituellement choisie est 1=10 [NS98]. Avec notre formulation (2.29), x est un
tenseur évalué sur chaque élément pour lequel la forme de I'élément est naturellement
prise en compte. En pratique, il a été observé que les oscillations sur la pression deviennent
négligeables lorsque la matrice¢ est divisée parv,? ol Vi est le volume de I'élémenk.

Aprés condensation, le systeme obtenu est le suivant :

AW A\-Il-p Vh 0
= 2.31
Avp C Pn 0 ( )
avec
C= ApAyAL (2.32)

Nous avons ainsi obtenu un systeme stabilisé, avec une formulation linéaire, sans I'uti-
lisation d'éléments de degrés supérieurs, ce qui est un atout considérable pour des calculs
en trois dimensions sur des géométries complexes dont les maillages peuvent devenir ex-
trémement lourds.

2.2.2 Stabilisation de la pression

Dans cette partie, nous développons une étude sur la stabilisation de la méthode
éléments nis utilisée au laboratoire lorsqu'elle est appliquée a un probleme uide/solide
avec une approche d'immersion de domaines. En e et, des di cultés, dont nous parlons
dans la suite de ce chapitre, apparaissent et perturbent les résultats obtenus.

2.2.2.1 Problématique

Des oscillations de pression sont observées lorsque le calcul contient a la fois des zones
uides et solides. Dans I'exemple schématisé gure 2.18, une di érence de pression est
imposée sur les frontieres d'entrée et de sortie. La composagtele la vitesse est nulle
sur les faces d'entrée et de sortie pour imposer un écoulement setoet, sur les autres
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Figure 2.18 Représentation schématique de la géométrie et des conditions aux limites d'un
cas d'écoulement entre deux bres, pour un arrangement régulier.

faces frontieres, pour respecter des conditions de symétrie. La vitesse est imposée nulle sur
une zone intérieure aux bres. Grace a la forte viscosité qui leur est donnée, la condition
d'indéformabilité est propagée jusqu'a la surface des bres.

Dans ce cas, nous observons un écoulement tel que celui illustré par le champ de vitesse
de la gure 2.19 pour un maillage isotrope et de la gure 2.20 pour un maillage anisotrope.
Ce champ de vitesse est tout a fait acceptable pour ces simulations. En revanche, nous
observons de fortes oscillations du champ de pression (gures 2.21 et 2.22). Ce champ est
important pour nos applications, puisque la perméabilité est directement dépendante de
son gradient. Ainsi, de fortes oscillations peuvent étre extrémement problématiques pour
le calcul de la perméabilité Elles apparaissent a cause d'un probléme de stabilisation dans
la formulation, que nous détaillons dans la suite. De plus, les oscillations sont davantage
présentes dans la zone solide (gure 2.23). L'a chage du champ de pression en élévation
nous permet de bien repérer les oscillations qui ne seraient pas forcément autant visibles en
2D, avec une échelle de couleurs. La couleur a chée sur la surface représentant la pression
nous permet de bien repérer les zones uides et solides. Nous voyons que la zone uide
présente un champ de pression bien lisse. En revanche, en plus des oscillations au niveau
de la zone de mélange du champ de viscosité, nous remarquons de petites oscillations de
la pression dans la zone solide. Cela indique bien que la stabilisation n'est pas parfaite
dans la zone solide ou la viscosité est bien plus importante que dans le uide.

La cause du probléme est directement liée a la méthode utilisée pour la stabilisation de
la formulation éléments nis. En e et, l'utilisation du mini-élément nous amene a résoudre
le systeme donné en (2.22), que nous répétons ci-dessous :

8 Z Z
% 2 (%) (w)d pr whd =0
yd yd
g 2 (M) (wW)d prr whd =0 (2.22)
Z Z
i G W d Gt »d=0

44



2.2 Résolution numérique des écoulements

Figure 2.19 Champ de vitesse pour Figure 2.20 Champ de vitesse pour
un écoulement entre deux bres, pour un un écoulement entre deux bres, pour un
maillage isotrope. maillage anisotrope.

Figure 2.21 Isovaleurs du champ de pres- Figure 2.22 Isovaleurs du champ de pres-
sion, pour un maillage isotrope. sion, pour un maillage anisotrope.
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Figure 2.23 Pression, ramenée a l'intervalle[0; 1], donnée en axe. La zone bleue correspond
a la zone uide, la zone rouge a la zone solide.

Dans l'espace des fonctions bulle, nous retrouvons un terme qui fait intervenir la vis-
cosité, la sous-matriceC, permettant de stabiliser le systeme. Nous la retrouvons dans
I'expression matricielle de ce systéme condensé (2.31) :

Av A), M _ 0
A C o -0 (2.312)
Cette sous-matriceC est directement dépendante de ®. Ainsi, lorsque la viscosité aug-
mente, le terme de stabilisation diminue. Pour de grandes valeurs de la viscosité comme
celles que nous imposons dans le solide, le terme de stabilisation tend vers zéro. On se
retrouve ainsi avec une formulation non stabilisée, proche d'une formulatiéh P, dans

la zone solide.

2.2.2.2 Modi cation de la formulation stabilisée

Comme expliquée dans la littérature [Per00, NS98], une maniéere classique d'obtenir
une stabilisation globale pour une formulation éléments nis, est d'utiliser le coe cient
Cy suivant : X 7

Ca(p;d=  hi rprad (2.33)
i i
avech; la taille de I'élément ; et de résoudre :
Aw A}, M 0
= 2.34
Avp ZCh Pn 0 ( 3 )

Nous pouvons faire un lien entre le coe cientC obtenu en condensant la bulle et le
coe cient de stabilisation classique C . La principale di érence est que, dans le cas de
I'utilisation du MINI-élément, le paramétre est obtenu de maniére naturelle par la for-
mulation et est directement fonction de la forme de I'élément. Dans certaines formulations
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2.2 Résolution numérique des écoulements

stabilisées [NS98], ce coe cient et la taille de maille h; sont dé nis comme des constantes
dans tout le domaine de calcul. Ces méthodes permettent ainsi une sur-stabilisation locale
lorsque les paramétres sont trop grands pour la taille de maille locale. Cela nous améne
a modier le terme de stabilisation obtenu an de retrouver une stabilisation dans le
domaine solide.

Nous avons choisi, pour corriger le probléeme, de di érencier viscosité pour les termes
en vitesse linéaire et viscosité pour les termes de bulle. Le terme de viscosité intervenant
dans le terme en () : (W) du systéme (2.22) peut ainsi étre choisi di érent de celui
intervenant dans le terme en (w,) : (w,). La formulation faible discrete de I'équation de
Stokes s'écrit donc :

8 Z Z
% 2 (%)@ (wh)d pr whd =0
Z Z
é 25 (W) (wh)d pr whd =0 (2.35)
Z Z
; I W d Gt Md =0

Cela nous permet de choisir une viscosité pour la vitesse "bulle" du systéme d'équations
précédent qui est di érente de la viscosité du uide et donc de localement augmenter le
coe cient de stabilisation.

2.2.2.3 Validation de la stabilisation bulle modi ée

Les premieres modi cations ont consisté a donner a la viscosité de bulle la valeur de la
viscosité du uide partout dans le domaine. Ainsi, méme dans la zone solide, la viscosité
de bulle a la valeur de celle du uide et donc le terme de stabilisation garde une valeur
su samment importante pour stabiliser la formulation. Lorsqu'on applique ceci au cas
donné en exemple en 2.2.2.1 (page 43), gures 2.19 a 2.22, nous obtenons un champ de
pression beaucoup plus lisse, comme nous pouvons le voir gures 2.24 a 2.26.

Ces résultats montrent que la technique de modi cation de la viscosité de bulle est ef-
cace. Elle nous permet de limiter les oscillations de pression et donc d'avoir des gradients
de pression beaucoup moins grands localement, ce qui est tres important dans le calcul de
la perméabilité. Plusieurs choix peuvent cependant étre faits pour cette viscosité. Nous
comparons la solution donnée ci-dessus avec un autre choix de viscosité.

A n d'étudier I'e et du choix de la viscosité de bulle sur le gradient de pression calculé,
nous nous placons dans le cas de I'écoulement de Poiseuille entre deux plaques solides
(gure 2.29, page 53). Nous montrons ici que notre stabilisation modi ée donne de bons
résultats pour la méthode d'immersion de domaines ( gure 2.27).

La seconde modi cation consiste a ajouter une sur-stabilisation au niveau de la zone
de variation de la viscosité, tout en conservant une viscosité de bulle constante ailleurs :

8 .
< ¢ if < e

b=_ 103 if e< <e (2.36)
) f if >e
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2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Figure 2.24 Isovaleurs du champ de pres- Figure 2.25 Isovaleurs du champ de
sion, pour un maillage isotrope, avec , = pression, pour un maillage anisotrope, avec
¢ dans tout le domaine de calcul. b= ¢ dans tout le domaine de calcul.

La zone de mélange pour la viscosité de bulle est décentrée vers l'intérieur du solide, par
rapport a la zone de mélange de la viscosité. Cette méthode est possible car le solide est
a vitesse nulle. Si ce n'est pas le cas, la sur-stabilisation peut fausser le résultat.

Les calculs ont été fait pour les trois types de stabilisation, en utilisant un maillage
anisotrope, avec les parametres suivantsl= = 0:02, 1=%= 0:005 e=0:15 L =1 et
H =0:25

La gure 2.27 donne le champ de pression normalisé pour les trois méthodes. Il est
évident que la troisieme méthode diminue les oscillations de pression au voisinage de
l'interface uide-solide. De plus, comme indiqué dans le tableau 2.1, la précision des calculs
est meilleure dans ce cas. Il faut cependant préciser que d'un point de vue pratique, étant
donné que la derniere technique de stabilisation a été testée assez tard dans le déroulement
de la these, tous les autres calculs de la these sont faits en utilisant la seconde méthode,
c'est-a-dire l'utilisation de la viscosité du uide dans tout le domaine.

Table 2.1 Inuence de la viscosité de bulle sur la norme.? de l'erreur sur la pression.
K =0:020833333et ~p =100

| b | \ f | 1 (2.36) | Solide non immergd
fjen(Wji || 0.0525193 | 0.0523286 | 0.0512535 0.0012711
fien(r p)ii | 314135 | 158599 | 32.7383 19.415
e (i 1.5817 1.24925 | 0.304321 0.16379
jK  Kj | 0.008066533 0.006404133 0.001616533 0.000105333
(38.7%) (30.7%) (7.8%) (0.5%)
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Figure 2.26 Pression, ramenée a l'intervalle[0; 1], donnée en axez, avec ,= ¢ dans tout
le domaine de calcul. La zone bleue correspond a la zone uide, la zone rouge a la zone solide.

Figure 2.27 Champ de pression pour un maillage anisotrope. L'axe donne la valeur du
champ de pression normalisé en utilisanzmin et zmax. En haut a gauche, nous donnons le
champ de pression pour la méthode classique de stabilisation. En haut a droite, une stabilisa-
tion en utilisant une viscosité de bulle constante, = fige - EN bas, la viscosité de bulle est
dé nie par la relation (2.36).
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2.2.3 Résolution numérique du couplage Stokes-Darcy

Etant données les similitudes entre I'équation de Brinkman et I'‘équation de Stokes,
nous allons modi er la forme faible (2.15) en ajoutant la perméabilité et le terme de
Darcy, tout en restant sur les méme espaces que ceux utilisés dans I'équation de Stokes
(voir 2.2.1 p. 40). Ainsi, nous pouvons écrire :

8 Z h i z Z
% —h+2— (W) (W) d+  —wd pnf Whd =0
K K _
Z Zh i z
cwwhd + w2 () (W) d prowRd =0 (237)
g vd z
- G M d Gr »d=0
Sous forme matricielle, nous obtenons :
0 10 1 01
A, Al A$1P M 0
@Avb Abb Apr @‘\}ﬁA = @OA (238)
Avp Abp 0 Pn 0

Cette fois, I'élimination des termes de bulle par condensation est plus complexe que
pour I'équation de Stokes. Comme pour Stokes, nous sortopsde la seconde ligne du
terme matriciel. Cela nous donne |'expression suivante :

VR= A Al AbblAgpph (2.39)

Nous devons cette fois remplacef dans la premiére et la troisiéme équation du systéme
(2.38) :
Avv A\-/rbAbblAvb My A\-/rp AIbAbblA-tl)-p Pn = 0
A AppAusAvb ¥ AppApy Agn =0

La forme matricielle condensée des équations de Brinkman et de continuité stabilisées est
la suivante :

(2.40)

Av Ay % _ O
A-vp C Pn 0

ou C est le méme que pour le systéme de Stokes et est donné par la relation suivante :

(2.41)

C= ApAyAn (2.42)

et ou les termes de stabilisation interviennent cette fois dans tous les autres termes de la
maniére suivante :
Aw = Aw AIbAbblAvb
Avp = Ay AbPAbblAVb

Comme pour le cas des domaines immergés, ce terme de viscosité est proportionnel a l'in-
verse de la viscosité. Ainsi, plus la viscosité augmente, moins le schéma sera stable. Il faut
aussi remarquer que le terme est dépendant de la perméabilté Ainsi, les mémes pro-
blémes de stabilisation que ceux observés en 2.2.2 vont apparaitre pour des perméabilités
trop faibles. Dans un premier temps, en cas de probléme de stabilisation, nous modi ons
le terme de viscosité de bulle.

(2.43)
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2.3 Validation de la méthode d'immersion de domaines

A n de valider la méthode d'immersion de domaines, nous allons nous placer dans
le cas d'un écoulement de Poiseuille pour lequel la solution analytique peut étre calculée
facilement. Un écoulement de Poiseuille entre deux plaques in nies nous permet de valider
la méthode en 2D et 3D, et un Poiseuille dans un tube nous permet de la valider en 3D.

2.3.1 Ecoulements de Poisedille plan et de Poiseuille tube
2.3.1.1 Solution analytique pour un écoulement de Poiseuille

L'écoulement de Poiseuille étudié est représenté gure 2.28. Pour le cas 2D, le champ
de vitesse s'écrit sous la forme suivante :

y= WO (2.44)
0
L'équation de Stokes s'écrit :
¥yr p=0 (2.45)
En introduisant le champ de vitesse dé ni précédemment, nous obtenons :
@vx  @p
—=0 2.46
@y  @x (2.46)
En posant les conditions aux limites suivantes :
@y
— =0etu(ly= H)=0 (2.47)
@y,
nous obtenons le champ de vitesse suivant :
_ P 2 2
= — H 2.48
W)= 57 Y (2.48)

ou p=p(L) p(0).

Pour I'écoulement de Poiseuille 3D entre deux plans paralleles, étant donné que nous
ne considérons pas de dépendance enle champ de vitesse a la méme expression que
pour le Poiseuille 2D.

u=0 v=0

v=0 p=100
<
v=0 p=0

u=0 v=0

L

Figure 2.28 Schéma d'un écoulement de Poiseuille entre deux plans
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Pour I'écoulement de Poiseuille dans un tube, il faut se placer dans un repére cylindrique
(r; ;x ). Nous considérons que l'axe du tube est orienté dans la directian Pour des
raisons de symeétries, il n'y a pas de composantes sefoet de la vitesse. La composante
x de la vitesse s'écrit sous la forme suivante :

1@ @y _ »p (2.49)
ra@r @r L
Cela donne une vitesse de la forme :
p A
Vy = — T+ —+ B 2.50
= ST (2.50)
Nous posons les conditions aux limites suivantes :
@y
Ww(ir=H)=0 et — =0 251
«(r = H) ar (2.51)
ou H est cette fois le rayon du tube. Ainsi, le champ de vitesse s'écrit nalement :
Vo= P2 H (2.52)
4L

2.3.1.2 Le calcul d'erreur

Dans la suite, nous faisons des calculs d'erreurs, a n de tester la validité de nos mé-
thodes. Dans le cas de I'écoulement de Poiseuille, la solution analytique est connue. Nous
pouvons donc dé nir I'erreur e,(v) comme la di érence dans , entre la solution analy-
tique v et la solution calculéevy,, e (V) = v, v Nous dé nissons, de la méme maniére,
en(p) pour la pression. Nous pouvons calculer la norme? de I'erreur sur le domaine
discret | : S

-
L

oM = ev?d (2.53)
S Z i
@i )=~ e@?d (2.54)
h
De la méme maniere, l'erreur sur le gradient de pression est dé nie par :
S 1 Z
jien(r Piiz¢ )= —  L(rpnr p2d (2.55)

f;h h
Nous avons calculé l'erreur sur le gradient de pression pour la partie uide seulement,
seule partie qui nous intéresse. Il faut noter que dans le cas non-immefgé 1.
2.3.1.3 Reésolution avec la méthode d'immersion de domaines

Le domaine de calcul est représenté schématiquement sur la gure 2.29. Les interfaces
uide-solide sont placées ety = H. Le solide a une épaisseur dé, le domaine a donc
une hauteur de 4H. La condition aux limites de vitesse nulle n'est pas appliquée au solide
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Figure 2.29  Schéma d'un écoulement de Poiseuille avec la méthode d'immersion de do-
maines.

complet, mais seulement aux frontieres epm= 2H. La viscosité du solide étant dé nie
a s =5000, la condition de vitesse nulle est ainsi propagée a I'ensemble de la zone solide.
La méthode d'immersion de domaines est utilisée dans le cas ou les interfaces ne sont
pas maillées. Les analyses e ectuées dans la suite nous permettent de valider I'approche et
d'estimer les erreurs dues a |'étalement de l'interface et a la discrétisation prés de celle-ci.
Il semble correct de penser que le type de loi de mélange et I'épaisseur de celle-ci,
directement dépendante de la taille de maille au voisinage de l'interface, sont d'une grande
importance pour la précision des calculs. Une étude de sensibilité a ces parametres est
donnée dans la suite, dans le cas immergé ou l'interface uide solide est di use et n'est

pas maillée exactement.

2.3.1.4 Etude de sensibilité aux parameétres numériques

La maniere de mélanger les propriétés physiques des di érentes phases a une grande
importance pour le calcul. Mais son étude de sensibilité est relativement complexe. En
e et, I'épaisseur de la zone de mélange est directement liée a la taille de maille locale,
puisque cette épaisseur ne peut pas étre plus petite qu'une taille de maille. Ainsi, I'étude
de sensibilité a I'épaisseur de la zone de mélange et I'étude de sensibilité a la discrétisation
de l'interface ne peuvent pas étre faites séparément.

Il faut distinguer deux types de maillage : les maillages isotropes et les maillages ani-
sotropes. Pour ces derniers, l'anisotropie est calculée pour représenter au mieux l'interface
entre le solide et le uide, avec un nombre de degrés de liberté moindre pour le calcul.

Les résultats de calcul sont donnés gures 2.30 et 2.31 ou nous avons tracé l'erreur sur
la vitesse et sur la pression en fonction de=h. Chaque courbe des graphiques représente
I'erreur pour une épaisseur de mélange de la viscosité entre uide et solide exprimée en
taille de maille et pour un maillage qui est soit isotrope, soit anisotrope.
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Figure 2.30 Norme L2 de l'erreur sur la vitesse pour I'écoulement de Poiseuille immergé.
Nous avons fait varier I'épaisseur de mélange de la viscosité entre le uide et le solide, avec
e=1h, e=2h, e=4h ete=6h, pour un maillage isotrope et pour un maillage anisotrope.

Figure 2.31 Norme L2 de l'erreur sur la pression pour I'écoulement de Poiseuille immergé.
Nous avons fait varier I'épaisseur de mélange de la viscosité entre le uide et le solide, avec
e=1h, e=2h, e=4h ete=6h, pour un maillage isotrope et pour un maillage anisotrope.
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Nous voyons dans un premier temps une diminution de l'erreur lorsque la taille de
maille diminue. La précision du calcul est e®(h) pour la vitesse et proche d®©(h'?)
pour la pression. L'utilisation du maillage anisotrope ne permet pas un gain signi catif
en précision. En revanche, comme on le voit gure 2.32, le gain en co(t de calcul est loin
d'étre négligeable, puisque le nombre de n+uds est plusieurs fois plus faible dans le cas
anisotrope que dans le cas isotrope.

Figure 2.32 Norme L2 de I'erreur sur la vitesse en fonction du nombre de n+uds. Le passage
a une adaptation anisotrope permet un gain signi catif en terme de co(t de calcul, pour une
précision équivalente au maillage isotrope et poug = 2h.

Nous remarquons une trés légere augmentation de la précision des résultats lorsque
I'épaisseur augmente. Cela est di au fait que I'on fait disparaitre I'e et du maillage,
puisque plus I'épaisseur est grande, plus la transition est douce. Nous verrons cependant
plus loin que I'épaisseur a un e et sur la détermination de la perméabilité, puisque aug-
menter |'épaisseur de la zone de mélange va faire virtuellement varier les dimensions de
la zone uide.

2.3.1.5 Calculs éléments nis 3D

Ecoulement de Poiseuille entre deux plans
La solution analytique est la méme que celle donnée en 2.3.1.1. Nous avons e ectué des
calculs en utilisant la méthode d'immersion de domaines, avec un maillage isotrope homo-
gene (gures 2.33 et 2.34). Devant le colt de calcul nécessaire pour obtenir des tailles de
maille similaires aux calculs 2D, nous avons rapidement utilisé une adaptation anisotrope
pres de l'interface ( gures 2.35 et 2.36).

Les résultats sont donnés gures 2.37 et 2.38. Comme pour le cas 2D, la précision
sur la vitesse évolue e®(h) et la précision sur la pression e®(h'??). Il n'y a pas de
di érence notable entre les calculs en 2D et en 3D pour la vitesse. En revanche, nous
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Figure 2.33 Ecorché du maillage isotrope  Figure 2.34  Extraction de la zone uide
pour I'écoulement de Poiseuille plan 3D. La immergée pour un maillage isotrope if =
zone bleue correspond a la zone uide, la 0:05).
zone rouge a la zone solide.

Figure 2.35 Ecorché du maillage aniso- Figure 2.36 Extraction de la zone uide
trope pour I'écoulement de Poiseuille plan immergée pour un maillage anisotrope (prés
3D. La zone bleue correspond a la zone de linterface, he,= 0:0075.
uide, la zone rouge a la zone solide.
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Figure 2.37 Norme L2 de l'erreur sur la vitesse pour I'écoulement de Poiseuille plan en 3D,
pour une épaisseur de mélange de viscosié= 2h, e=4h et e = 6h. Le trait plein correspond
a la méme erreur obtenue sur le cas 2D.

Figure 2.38 Norme L2 de l'erreur sur la pression pour I'écoulement de Poiseuille plan en
3D, pour une épaisseur de mélange de viscosigg= 2h, e = 4h et e = 6h. Le trait plein
correspond a la méme erreur obtenue sur le cas 2D.
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observons que la pression est mieux calculée en 3D. En e et, pour le cas 3D l'erreur est
plus de deux fois plus faible que pour le cas 2D. Cela est di a la formulation éléments
nis utilisée au laboratoire qui se montre plus stable en 3D qu'en 2D.

Ecoulement de Poiseuille dans un tube cylindrique

Nous immergeons un cylindre dans un domaine global pour calculer un écoulement de
Poiseuille en utilisant la méthode d'immersion de domaines, comme indiqué gures 2.39
et 2.40, pour un maillage isotrope et, gures 2.41 et 2.42, pour un maillage anisotrope.

De la méme maniére que pour I'étude 2D et I'étude 3D de I'écoulement de Poiseuille
plan, nous calculons la normé. 2 de I'erreur sur la vitesse, la pression et le gradient de
pression. L'axe du tube est porté par I'ax&. Les plans d'entrée et de sortie du uide seront
donc les plans de normales,. Nous imposons sur ces deux plans une vitesse coplanaire
nulle et un di érentiel de pression. La composant& de la vitesse sera laissée libre. Toutes
les composantes de la vitesse sont imposées nulles sur les autres frontieres du domaine de
calcul. Comme pour les cas précédents, la forte viscosité dé nie dans la zone solide nous
permet de propager cette condition aux limites jusqu'a la surface du cylindre intérieur.

Les résultats des calculs d'erreur sont gure 2.43 et 2.44. L'erreur évolue de maniere
similaire au Poiseuille plan, avec une évolution de la précision é(h) pour la vitesse
et proche deO(h'™) pour la pression. La précision est proche entre les écoulements de
Poiseuille plans et de Poiseuille tube.
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Figure 2.39 Ecorché du maillage pour le  Figure 2.40 Extraction de la zone uide
Poiseuille tube. La zone bleue correspond a immergée pour un maillage isotrope i =
la zone uide, la zone rouge a la zone solide. 0:05).

Figure 2.41 Ecorché du maillage pour le  Figure 2.42  Extraction de la zone uide
Poiseuille tube. La zone bleue correspond a immergée pour un maillage anisotrope (pres
la zone uide, la zone rouge a la zone solide. de linterface, he,= 0:0075.
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Figure 2.43 Norme L2 de l'erreur sur la vitesse pour I'écoulement de Poiseuille dans un
tube de section circulaire, pour trois épaisseurs de mélange de viscosité.

Figure 2.44 Norme L2 de l'erreur sur la pression pour I'écoulement de Poiseuille dans un
tube de section circulaire, pour trois épaisseurs de mélange de viscosigg= 2h, e = 4h et
e=6h.
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2.3.2 Ecoulement de Couette cylindrique

Un écoulement de Couette cylindrique ( gure 2.45) est un écoulement qui se produit
entre deux cylindres coaxiaux, de rayoiRR; et R,, en rotation aux vitesses angulaires;
et ! .. Aucun gradient de pression n'est appliqué extérieurement. Nous considérons un
ecoulement newtonien a faible vitesse (a faible nombre de Reynolds).

Figure 2.45 Ecoulement de Couette cylindrique, représentation schématique du domaine de
calcul dans le cas de I'immersion de domaines.

2.3.2.1 Solution analytique pour un écoulement de Couette cylindrique

Etant donné qu'il n'y a pas de gradient de pression dans la direction de I'axe des
cylindres, nous avony, = 0. De plus, par symétrie, la vitesse est indépendante de l'angle
. Les seules composantes de la vitesse sont dopc) et v (r).
L'équation de continuité en coordonnées cylindriques, avec les conditions données pré-
cédemment, s'écrit :
@) (2.56)
r or
Avec cette équation, nous avons, = C=r ou C est une constante. Ainsi, puisque, = 0
sur les parois des cylindres, nous avons forcément 0. Nous obtenons ainsi un champ
de vitesse de la forme :

¥=(0;v (r);0) (2.57)
Le champ de vitesse est de la forme suivante :
v = Ar + B (2.58)
r
avec R2 R2 RZR2(! ')
A = Noro Miti B = i tol" i 10 2.59
R R R R (259
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Dans le cas ou le cylindre extérieur n'est pas en rotation, les coe cienfset B deviennent :

R, _ RZRY!,

A= _—t L - B=__1ol
RZ+ R2 ' RZ+ R?

(2.60)

Nous e ectuerons les mémes calculs d'erreur que ceux donnés section 2.3.1.2 (page
52), utilisés pour les écoulements de Poiseuille. Dans le cas que nous traitons par la suite,
nous choisissons; =1,! ;= 1, Ri=05etR,=1.

2.3.2.2 Reésolution éléments nis d'un écoulement de Couette cylindrique

Nous commencons par résoudre le probleme de maniére classique, en utilisant un
maillage de la zone uide uniquement, tel que présenté gure 2.46. Nous imposons les

Figure 2.46  Exemple de maillage utilisé pour le calcul éléments nis de I'écoulement de
Couette cylindrique ou seule la zone uide est maillée.

deux composantes de la vitesse sur les frontieres, calculées a partir de la vitesse angulaire
de chaque cylindre. Pour ce calcul, la di culté supplémentaire face au cas du Poiseuille
plan, concerne la discrétisation de la courbure. Nous avons fait varier la taille de maille
deh=0:1ah=0:0L1 Les résultats sont donnés gure 2.47.

Le champ de pression théorique est constant lorsque l'on utilise I'équation de Stokes
pour résoudre I'écoulement de Couette cylindriqgue. Dans la résolution de ce probleme
par éléments nis, la pression est dé nie a une constante pres. Nous avons observé que
la valeur moyenne de la pression dans le domaine pouvait varier relativement fortement
autour de zéro. Nous avons donc calculé, en plus de l'erreur sur la pression, l'erreur sur
le gradient de pression, puisque celui-ci est forcément nul sur le domaine.

Les courbes d'erreur en vitesse et en pression sont données gure 2.47. La précision
sur la vitesse évolue e®(h?). En ce qui concerne la pression, I'évolution de la précision
est enO(h'™?). Comme expliqué précédemment, nous avons calculé I'erreur sur le gradient
de pression. La précision reste presque constante, quelle que soit la taille de maille. Cela
montre d'importantes oscillations qui ne disparaissent pas avec le ra nement de maillage.
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Figure 2.47 Norme L2 de l'erreur sur les champs de vitesse, de pression et de gradient de
pression, pour I'écoulement de Couette cylindrique non immergé.

2.3.2.3 Résolution avec l'approche d'immersion de domaines

Nous présentons maintenant les résultats obtenus en utilisant la méthode d'immersion
de domaines. Cette fois, la géométrie du modele est celle représentée gure 2.48. Comme
pour I'écoulement de Poiseuille simple, les interfaces entre les cylindres et le uide sont
représentées par une fonction distance. Un champ de viscosité est calculé pour prendre en
compte les zones solides. Etant donné les résultats des calculs précédents, nous ne faisons
pas varier I'épaisseur de mélange, puisqu'elle n'a aucun e et sur la précision du calcul. La
condition aux limites sur la vitesse pour chacun des cylindres n'est pas imposée dans toute
la zone solide, mais dans une zone intérieure a chaque cylindre, c'est- a-dire les zones en
gris foncé sur la gure 2.48.

Dans un premier temps, l'erreur est calculée sur un maillage isotrope homogene, avec
une taille de maille moyenne ded:1 a 0:01 Ensuite, nous faisons les calculs avec un
maillage adapté anisotrope autour des interfaces. A n d'avoir une anisotropie marquée,
nous choisissons d'utiliser un maillage de fond avée = 0:02 et de faire varier la taille
de maille dans I'épaisseur anisotrope d®,= 0:02 a hy,= 0:001

Les résultats des calculs d'erreur pour les maillages isotropes sont donnés gure 2.49.
Nous voyons dans le cas immergé que la précision du calcul augmente moins vite que dans
le cas non immergé. Pour la vitesse, la précision évolue@th'?), au lieu deO(h?) comme
dans le cas non immergé. En ce qui concerne la pression, sa précision évolu@(bi?).

Le résultat intéressant concerne le gradient de pression puisque I'erreur augmente lorsque
la taille de maille diminue.

Pour le maillage anisotrope, les résultats sont donnés gure 2.50. En ce qui concerne la
vitesse, la précision est un peu meilleure par rapport aux cas isotropes, avec une évolution
en O(h*¥?). En revanche, pour la pression et le gradient de pression, la précision évolue
tres peu avec la taille de maille.
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Figure 2.48 Schéma de I'écoulement de Couette cylindrique dans le cas de la méthode d'im-
mersion de domaines. La zone bleue correspond a la phase uide, et les zones grises aux phases
solides. La vitesse est imposée uniquement dans les zones en gris foncé.

Figure 2.49 Norme L2 de l'erreur sur les champs de vitesse, de pression et de gradient de
pression, pour I'écoulement de Couette cylindriqgue immergé sur un maillage isotrope.
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Figure 2.50 Norme L2 de l'erreur sur les champs de vitesse, de pression et de gradient de
pression, pour I'écoulement de Couette cylindrique immergé sur un maillage anisotrope.
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2.4 Validation du couplage Stokes-Darcy

Comme indiqué en 2.2.3, le couplage Stokes-Darcy se fait en résolvant, sur tout le
domaine, I'équation de Brinkman. En faisant varier la valeur de la perméabilité, nous
nous retrouvons soit avec un milieu poreux soit avec une zone qui peut étre considérée
comme uide. Dans un premier temps, nous validons le solveur de Brinkman sur un
domaine poreux seulement. Ensuite, étant donné que la zone uide lors du couplage est
approximée par une zone de perméabilité tres élevée, nous véri ons la validité de notre
approche en comparant le calcul d'un écoulement a perméabilité élevée avec une solution
analytique de Stokes. En n, nous validons le couplage en comparant la solution pour un
écoulement dans un domaine contenant une zone uide et une zone poreuse, avec une
solution analytique.

2.4.1 Validation du solveur de Brinkman.

Pour valider le solveur de Brinkman, nous nous plagcons dans un domaine cubique de
hauteur H et de longueurL et nous résolvons I'équation de Brinkman seule. Un gradient
de pression est imposé entre les faces de normaleblne condition de contact collant est
imposée entre les faces de normalest les faces de normalessont des plans de symétrie
(vitesse normale nulle). Pour une telle con guration, la solution analytique de I'équation
de Brinkman est la suivante [Lec99] :

Vi (2) = KTp@l K A (2.61)

Il faut remarquer que, pour de faibles valeurs de la perméabilité, il apparait une couche
limite dont I'épaisseur diminue avec la perméabilité et qui rend la solution analytique de
plus en plus raide. Cela nécessite un ra nement de maillage au niveau de ces couches
limites ( gure 2.51). Cela peut également géner le calcul numérique par l'apparition d'in-
stabilités au niveau des couches limites, si celles-ci n'ont pas un maillage su samment n.
La présence de ces couches limites montre bien que I'équation de Brinkman a plutot été
développée pour les milieux de perméabilité élevée, a n de prendre en compte les phéno-
meénes visqueux qui se produisent a l'interface. Lorsque la perméabilité devient tres faible,
I'épaisseur de la couche limite devient tellement faible qu'elle peut étre négligée et I'équa-
tion de Brinkman peut tout simplement étre remplacée par I'équation de Darcy. Nous
rappelons toutefois que nous utilisons I'équation de Brinkman a n de conserver naturel-
lement la continuité des contraintes a l'interface uide-poreux et de faciliter le couplage
numeérique des deux équations.

Lorsque la perméabilité devient tres faible, le systeme est plus raide. Un moyen de
pousser plus loin la convergence de la solution numérique est de jouer avec les parametres
en écrivant :

r p+v+K v=0 (2.62)

oup= Kp.

Pour les résultats de validation, nous allons nous placer dans la con guration suivante.
Le domaine a les dimensions = H = 2 mm. La viscosité de la résine est dé Pa s.

66



2.4 Validation du couplage Stokes-Darcy

Figure 2.51  Ecoulement de Brinkman pourk = 0:1 et un maillage avech = 0:1 dans le
domaine eth = 0:03 au niveau des frontiéres, constante sur une épaisseur ée= 0:1 et variant
linéairement sur la méme épaisseur pour atteindre la taille de maille globale. Le domaine de
calcul est un cube de cbtésl = L =2.

La pression d'injection est choisie 4 bar, soit 10° Pa. Une perméabilité plus faible que
10 & m? est di cile a atteindre car la couche limite est di cile a capturer, ce qui nécessite
un maillage trés n. Nous montrons, gure 2.52, le pro | de vitesse calculé numériqguement
et la solution analytique de I'équation de Brinkman.

Nous montrons ainsi la validité du solveur de Brinkman, pour retrouver une solution
d'un écoulement de Brinkman. Etant donné que nous voulons ['utiliser pour un couplage
avec le solveur de Stokes, nous montrons dans la suite qu'il est possible d'utiliser le solveur
de Brinkman pour retrouver une équation de Stokes, puis pour retrouver la solution d'un
écoulement dans un domaine contenant a la fois un milieu poreux et un milieu purement
uide.

67



2. Méthodes numériques et immersion de domaines

Figure 2.52 Prol de vitesse analytique et numérique pour I'équation de Brinkman pour une
perméabilité de10 & m?.

2.4.2 Validation du couplage Stokes-Brinkman

An de prendre en compte a la fois le milieu Stokes et le milieu poreux, tout en
conservant la méme équation, nous allons jouer sur le coe cient de perméabilité. En
e et, pour les zones de uide libre, nous souhaitons retrouver un écoulement de Stokes a
partir de I'équation de Brinkman. Pour cela, il faut que le terme en vitesse s'annule, donc
que le coe cient - soit nul. Ce n'est possible que pouK tendant vers ['in ni.

Le probleme qui se pose au niveau numérique est d'utiliser un coe cient qui puisse
avoir une valeur tres grande an de le faire tendre vers l'in ni, sur certains n+uds du
maillage et des valeurs trés faibles. Typiquement une perméabilité de l'ordre die 1°
est courante pour des renforts a taux de bres élevés, en d'autres n+uds du maillage.
Cela conduirait & un conditionnement de matrice qui rendrait di cile, voire impossible,
la résolution du systeme linéaire.

2.4.2.1 Utilisation du solveur de Brinkman pour un écoulement de Poiseuille

Nous faisons varier le coe cient de perméabilité dans un milieu homogene pour déter-
miner la valeur deK a partir de laquelle nous retrouvons un écoulement de Stokes avec
une précision acceptable. Nous dé nissons un domaine cubique de @®tBlous imposons
une di érence de pression entre les faces &n= 0 et x = 2. Sur les autres faces, nous
laissons libre la composant& de la vitesse et nous imposons les autres composantes a la
valeur nulle. Cela nous permet d'obtenir un écoulement de type Poiseuille, donné gure
2.53. Nous résolvons les équations de Brinkman, en faisant varier la valeur de la perméabi-
lité, a n de s'approcher de la solution analytique d'un écoulement de Poiseuille. Le pro |
de vitesse est tracé gure 2.54, le long d'une ligne verticale sur le domaine présenté gure
2.53.
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Figure 2.53 Poiseuille obtenu sur le domaine 3D de validation du solveur de Brinkman. Les
faces d'entrée et de sortie ont pour normalex. Les faces de normalez sont a vitesse nulle
imposée. Les faces de normalg sont des plans de symétrie. Le domaine est un cube de cété
2. La taille de maille est deh = 0:1.

Figure 2.54  Comparaison des prols de vitesse, pour di érentes valeurs de la perméabi-
lité, obtenus en utilisant la loi de Brinkman. La ligne nommée Stokes correspond au champ
de vitesse obtenu en utilisant les équations de Stokes. Plus la valeur Kleaugmente, plus
I'écoulement obtenu par Brinkman s'approche d'un écoulement de Poiseuille.
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Avec les parametres choisis, la valeur maximale de la vitesse de Stokes esD:@B.
Nous voyons, gure 2.54, que nous obtenons un champ de vitesse relativement proche
d'un écoulement de Poiseuille pour un coe cient de perméabilité de 100. Pour cette
perméabilité, nous obtenons un écart dé:3% avec la solution analytique. Pour une per-
méabilité de 1000, I'écart relatif passe 8:05% puis a 0:004%pour une perméabilité de
10000. Nous pouvons ainsi donner a la perméabilité une valeur de 100 dans la zone de
uide de Stokes. Cela permet de modéliser un écoulement de type Stokes en utilisant un
solveur de Brinkman, avec une trés bonne précision.

Nous présentons, gure 2.55, la norme L2 de l'erreur en fonction de la valeur du
coe cient de perméabilité. Nous voyons qu'au dessus d€ = 104, la précision correspond
a la précision d'un calcul de Stokes. Nous rappelons que le maillage est relativement
grossier pour ces simulations. Nous pouvons donc conclure qu'une valeur de perméabilité
comprise entre 100 et 10000 permet de représenter un ecoulement régi par les eéquations
de Stokes.

Figure 2.55 Norme L2 de l'erreur sur la vitesse, en fonction de la valeur de la perméabilité,
pour une solution numérique d'un écoulement de Brinkman. La ligne en pointillé correspond
a l'erreur obtenue pour un écoulement de Stokes.

2.4.2.2 Couplage

Nous étudions maintenant le couplage Stokes-Darcy tel qu'il est présenté par Tan et
Pillai [TPQO9] et Chen et Zhu[CZ08]. Le domaine est représenté schématiquement gure
2.56. Un gradient de pression est imposé entre les faces d'entrée et de sortie. La face
supérieure et la face inférieure sont des parois. On impose donc que le uide ait une
vitesse nulle. Etant donné que les simulations ont été faites en 3D, les deux autres faces
sont des plans de symeétrie.

Nous pouvons comparer le champ de vitesse obtenu a son expression analytique [CZ08] :

H2
L 2 H H
oH? y ok h g (2.63)
= T i 2+ Z_
Vyb L7 t, sinh o v 1 cosh 0 0O y Hg

oU Vys €t vy, sont respectivement la vitesse dans le domaine uide et la vitesse dans le
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Figure 2.56 Représentation du domaine de calcul pour le couplage Stokes-Darcy grace a la loi
de Brinkman. Le domaine supérieur est un uide pur. Le domaine inférieur est un domaine
poreux. Les parois supérieures et inférieures ont des conditions de non-glissement.

domaine poreux et olt; et t, sont donnés par les expressions suivantes :

{ = 2K cosh( ) 1 (1 )sinh( ) N
'™ "H2sinh( )+ (I )cosh( ) sinh( )+ (1 )cosh( )
. 2K (1 )sinh(_ )+cosh( ) 1, (1 )2
2 HZ sinh( )+ (@ )cosh( )  sinh( )+ (1 )cosh( )
et avec = H:pf et = Hg=H. La gure 2.57 montre les proIs de vitesse pour le

couplage Stokes-Brinkman. Les parametres sont les suivants : une di érence de pression
imposée de 2, une viscosité de 1 et une perméabilitélde® pour le milieu poreux et de 100
pour la partie uide pur. Nous avons fait varier |I'épaisseur de la zone de transition de la
perméabilité de2h, 4h et 10h avec une taille de maille au niveau de l'interface de= 0:005

et une taille de maille de fond deh = 0:1. Cette premiére étude du couplage Stokes-
Brinkman nous montre la validité de notre méthode. Il serait bien entendu nécessaire
pour une étude ultérieure, de pousser plus loin la validation, en étudiant I'e et de la taille
de maille dans la zone de transition, ainsi que d'étudier la norme de I'erreur en fonction
de la taille de maille, pour donner une meilleure estimation de la précision du solveur.
Cependant, de ces premiers résultats, nous pouvons déduire que I'épaisseur de la zone
de mélange pour la perméabilité doit étre la plus ne possible et que le maillage doit
egalement étre ra né dans cette zone.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les di érentes méthodes numériques utilisées
pour la résolution des écoulements. Dans un premier temps, nous avons présenté la mé-
thode d'immersion de domaines. Elle consiste a représenter les interfaces dans le domaine
de calcul eulérien en utilisant des fonctions distance qui nous permettent de calculer un
champ pour les grandeurs physiques, comme la viscosité, dans le domaine de calcul global.
Les zones solides sont prises en compte comme étant des uides su samment visqueux
pour qu'ils ne soient pas déformables.

Nous avons présenté la méthode d'adaptation de maillages utilisée pour obtenir une
meilleure représentation de l'interface. Cette méthode nous permet de dé nir une meétrique
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Figure 2.57 Pro| de vitesse obtenu pour le couplage Stokes-Brinkman pour di érentes
épaisseur de mélange de la perméabilité.

en chaque n+ud du domaine, en utilisant la fonction distance a I'objet sur lequel nous
souhaitons adapter le maillage. L'utilisation du gradient de cette distance nous permet de
dé nir des directions particuliéres, sur lesquelles le maillage est plus n. Nous obtenons,
grace a cette méthode, un maillage anisotrope. Ainsi, la discrétisation est aussi précise
gu'avec un maillage isotrope adapté et le nombre de n+uds est beaucoup plus faible.

En n, nous avons présenté la technigue d'immersion de maillage, qui est un cas parti-
culier de la méthode d'immersion de domaines pour lequel, au lieu d'utiliser une fonction
analytique pour l'interface entre les domaines, nous utilisons un maillage.

La combinaison de ces méthodes nous permet de simuler les écoulements dans des géo-
métries complexes, comme c'est le cas lorsque nous simulons l'imprégnation d'un renfort.

Dans un second temps, nous présentons la méthode des éléments nis mixtes utilisée
pour calculer les écoulements. La prise en compte des di érentes phases se fait en utilisant
des champs variables dans I'espace, pour les grandeurs physiques des uides.

Le choix du MINI-élément implique que les paramétres de stabilisation soient auto-
matiquement calculés en fonction des parametres a résoudre et du maillage. Ainsi, l'utili-
sation de cette méthode dans le cadre de la méthode d'immersion de domaines a nécessité
guelgues adaptations au niveau de la stabilisation de la formulation. Ces adaptations
ont principalement consisté a modi er le parametre de viscosité pour la fonction bulle.
Deux choix de champs de viscosité utilisés dans le terme de bulle de la formulation sont
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donc présentés et nous montrons la validité de ces modi cations dans la résolution d'un
écoulement dans le cadre de la méthode d'immersion de domaines.

Nous présentons ensuite la formulation éléments nis mixte utilisée pour la résolution
de I'équation de Brinkman.

La derniére section de ce paragraphe contient une validation de la méthode d'immersion
de domaines. Nous avons choisi d'utiliser des écoulements de Poiseuille plan et tube,
ainsi qu'un écoulement de Couette cylindrique an de pouvoir comparer les solutions
numeériques obtenues avec des solutions analytiques simples. Les écoulements de Poiseuille
nous permettent de valider les écoulements pour le solveur 2D et le solveur 3D. Cependant,
les écoulements sont toujours unidirectionnels. L'écoulement de Couette cylindrique nous
permet d'avoir des écoulements plus généraux et de nous placer dans des situations ou les
frontieres des objets solides ont une courbure.

Nous observons que le choix de I'épaisseur de mélange pour le champ de viscosité a
trés peu d'in uence sur la précision du résultat concernant le champ de vitesse, que ce soit
en 2D ou en 3D. L'in uence est légerement plus importante pour le champ de pression,
mais les tendances sont toutefois les mémes. L'utilisation d'un maillage anisotrope adapté
autour de l'interface n'apporte pas de précision supplémentaire, mais réduit considéra-
blement la puissance de calcul nécessaire. Nous remarquons toutefois que la précision est
plus grande en 3D qu'en 2D, ce qui a déja été observé précédemment au laboratoire. Nous
remarquons également, sur les calculs de Couette cylindrique, que les résultats pour les
simulations avec la méthode d'immersion de domaines sont moins précis que les résul-
tats pour un cas classique, ou seul le domaine uide est représenté, ce qui est tout a fait
normal.

En n, nous validons notre approche pour le couplage Stokes-Darcy, qui consiste a
résoudre Brinkman sur tout le domaine, en faisant varier la perméabilité pour s'approcher
d'un écoulement de uide pur dans la zone uide et d'un écoulement de Darcy dans la zone
solide. Nous montrons dans un premier temps la validité du solveur avec un écoulement
de Brinkman. Puis, nous montrons que nous approchons d'un écoulement de Stokes avec
une bonne précision lorsque la perméabilité a une valeur susamment grande et que
I'épaisseur de la zone de transition entre un écoulement libre et un écoulement dans un
milieu poreux est su samment ne.
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Chapitre 3

Perméabilité des renforts breux a
I'echelle microscopique et a I'échelle
mesoscopique

3.1 Bibliographie

3.1.1 Echelle microscopique

De nombreux auteurs ont formulé des lois analytiques ou semi-analytiques de la per-
méabilité en fonction de l'arrangement des bres. Jackson et James [JJ86] donnent une
revue de la littérature jusqu'en 1984. lls ont sélectionné les travaux pour lesquels les écou-
lements sont a faible nombre de Reynolds et pour lesquels les bres sont susamment
longues pour que le rapport de forme ne soit pas un paramétre. Les di érentes relations
gu'ils ont récoltées sont ramenées a la porosité, pour pouvoir toutes les comparer. lls ont
relevé également les mesures expérimentales de di érents auteurs, lorsque su samment
d'informations étaient données pour pouvoir les comparer entre elles.

Nous présentons dans la suite certains des modéles analytiques qui ont été développés
pour prédire la perméabilité des milieux breux.

3.1.1.1 Les modéles capillaires

La principale hypothése des modéles capillaires est que le milieu poreux est équivalent
a un assemblage de capillaires paralléles. Carman [Car61] a e ectué une bonne revue des
di érents modeles capillaires développés a I'époque. Blake [Bla22] et Kozeny [Koz27] ont
travaillé indépendamment pour déterminer une relation liant perméabilité et porosité. lls
considérent que les capillaires ont pour rayon le rayon hydraulique des pores eux-mémes.
Kozeny a supposé que les capillaires avaient une forme de section droite représentative de
la forme moyenne d'une section de droite de pore. Il a de plus pris en compte la tortuosité
du milieu. Cette relation a ensuite été modi ée par Carman [Car61] pour obtenir la relation
Suivante :

1 3
“Tga e Gy

ol estlatortuosité, estla porosité kq est un facteur de forme dont di érentes valeurs
sont données tableau 3.1 €§, la surface spéci que. La surface spéci que est la surface
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3. Perméabilité renforts breux

Table 3.1 Valeurs dekg pour di érentes formes de sections de capillaires

Forme Ko
Cercle 2
Ellipse, demi-axesa, b:

(i) a=2b 2.13

(i) a=10b 2.45
Carré 1.78
Rectangle, cétés, b:

(i) a=2b 1.94

(i) a=10b 2.65
Fente parallele 3
Triangle équilatéral 1.67
Espace annulaire dans des tuyaux concentriques 2.0 - 3.0

exposeée au uide, par unité de volume. La tortuosité est le rapport entre la distance
réellement parcourue par le uide et la distance linéaire. La tortuosité est un parameétre
di cile & mesurer. Carman propose = 2 pour des milieux poreux isotropes ét, = 2:5.
On a ainsi une bonne solution pour une large gamme de porosité.

Certains scienti ques ont cherché a déterminer la valeur de la constante de Kozeny-
Carman pour des milieux breux, milieux pour lesquels la porosité est tres souvent bien
plus élevée que celle des milieux granulaires habituels en géologie et dont la structure du
squelette solide est tres di érente. Jaganathan et al. [JVTP08] ont comparé des calculs
numériques de perméabilité sur un volume digitalisé de mat ( gure 3.1) avec des résultats
de lois analytiques de la littérature. Rhali et al. [RTMS95] donnent une loi expérimentale

Figure 3.1 Volume digitalisé d'un mat avec une résolution dd:77 m par voxel [JVTPO0S8]

pour calculer la perméabilité d'empilements aléatoires de bres courtes en se basant sur
la relation de Kozeny-Carman :

625 Sd?
K= (1 ) 2(36+56:4)?2 (3.2)
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avecd le diametre des bres. Les expériences ont été menées avec des Is de cuivre ou
de bronze del36 m de diametre et des rapports d'aspect allant jusqu'a 80. Kyan et al.
[KWKT70] calculent la constante de Kozeny-Carman pour un lit de bres courtes arrangées
aléatoirement.

3.1.1.2 Les modeéeles de cellule

En 1959, Happel [Hap59] expose son modeéle de prédiction de la perméabilité. Les
équations de Stokes sont résolues sur un arrangement régulier de cylindres unidirection-
nels. Le motif de l'arrangement étant régulier, l'auteur dé nit une cellule élémentaire,
d'ou le nom demodéle de cellulePour simpli er son modele, il considére cette cellule
carrée comme une cellule circulaire autour de la bre. Il prendra la fraction volumique
de bre dans la cellule comme étant la méme que celle de l'arrangement de cylindres.
L'auteur considere qu'a une certaine distance du cylindre, la perturbation qu'il provoque
sur I'écoulement devient négligeable. En prenant comme condition aux limites une vitesse
radiale nulle a la frontiere de la cellule et un non glissement a la paroi du cylindre, les
cellules autour de chaque bre composant I'arrangement pourront étre considérées comme
indépendantes les unes des autres. Cela expliqgue que le modéle de cellule ne soit valable
gu'a faible taux de bres. L'auteur propose aussi une loi analytique pour la perméabilité
parallele et perpendiculaire aux bres.

En ce qui concerne I'écoulement paralléele a I'axe des cylindres, les équations de Stokes
sont écrites dans un repére cylindrique :
r@ar @r @x '
ou v, est la composante de la vitesse dans la direction de I'axe des bres. En imposant
une vitesse nulle a la surface de la bre et un gradient radial de la vitesse nul a la frontiére
de la cellule, la solution pour le champ de vitesse pour une pression variant linéairement
le long de I'axe du cylindre est la suivante :

1l@p 32
4 @x

ou a et bsont respectivement les rayons du cylindre et de la frontiere du domaine. A partir
de cette solution et de la loi de Darcy, la perméabilité longitudinale peut s'exprimer sous

forme adimensionalisée (par le rayon des bres au carré), en fonction du taux de bres
Vi =1

V, = r2+2b2In%l (3.4)

1 1 3
K= — 2 =V2 = InV, 3.5
Ty 7T 27 2 f (35)

En ce qui concerne I'écoulement perpendiculaire a I'axe des bres, l'auteur résout les
équations de Stokes en utilisant les fonctions de courant. En imposant les conditions aux
limites adéquates, il obtient, pour la perméabilité transverse sous forme adimensionnelle

et en fonction du taux de bres : |
K 1w 1 [ V. 3.6
= — —— In .
Tav 2+l f (3.6)
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3. Perméabilité renforts breux

3.1.1.3 Modeéles de lubri cation

Ces modeles sont basés sur l'application des approximations de la lubri cation hy-
drodynamique aux écoulements dans des arrangements réguliers de bres cylindriques
unidirectionnelles. Les équations de Stokes sont résolues analytiquement, en utilisant des
approximations plus ou moins fortes. A partir des champs de vitesse et de pression ana-
lytigues obtenus et introduits dans la loi de Darcy, une relation liant la perméabilité a
la porosité ou au taux de bres, pour les arrangements donnés gure 3.2, est obtenue.
Selon les auteurs, l'arrangement que nous nommons triangulaire s'appelle arrangement
hexaédrique.

°
le\
—

(a) Arrangement carré (b) Arrangement triangulaire

Figure 3.2 Représentation schématique des di érents arrangements sur lesquels des relations
analytiques pour la perméabilité ont été obtenues.

Gebart [Geb92] se place dans la con guration illustrée gure 3.3. Il utilise les approxi-
mations de la lubri cation hydrodynamique, qui reviennent a considérer que I'écoulement
se fait localement entre des plans paralléles, ce qui donne un gradient de pression constant
selonx. Cependant, la distance entre ces plans varie sel®nce qui nous donne un champ
de vitesse dépendant a la fois de et dey. Le champ de vitesse s'écrit ainsi :

s = Hx?@p y
X 2 @x H(x)?

3.7)

ou x est la direction de I'écoulement eRH (x) est la distance verticale entre les surfaces
de deux bres. En utilisant la loi de conservation du débitQ, il est possible d'en tirer la
relation suivante pour la pression :

Z

3 *o o dx
an pr = é Q

. A )3 (3.8)
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Figure 3.3  Application des approximations de la lubri cation hydrodynamique entre deux
bres.

En faisant une approximation sur la valeur de l'intégrale de I'équation (3.8), l'auteur

obtient : p_ oo
92 ° 3.9)
16 az2 a 3.
pour la di érence de pression entre deux bres successives (de centre a centre) dans la
direction de I'écoulement. En identi ant cette derniére relation avec la loi de Darcy, en
I'exprimant en fonction du taux de bres et en adimensionnalisant paa?, nous obtenons

la relation suivante pour un arrangement carre :

S ! 5=2

16 Vi
P e ] 3.10
3 Vi (3.10)

Kearre =

avec Vi, = z. Dans le cas triangulaire, Gebart considére que seules les dimensions de
la cellule élémentaire changent. Les expressions pour les champs de vitesse et de pression
sont donc les mémes que celles de l'arrangement carré, aux di érences pres dues aux
dimensions de la cellule. Dans ce cas, la relation est la suivante :

S I 5
1 V;
a0 fma 1 (3.11)

Kyi = =

9 6 Vi

avec, cette fois Vi, = 5.

Pour un écoulement paralléle aux bres, Gebart considéere que I'écoulement entre les
bres est équivalent & un écoulement dans un tube dont le diameétre hydraulique équivalent
est dépendant du taux de bres. Il obtient ainsi la relation suivante :

_8(L W)

v (3.12)

Nous pouvons ici y reconnaitre une équation du type Kozeny-Carman. Le facteur de forme
c prend pour valeur 57 dans un arrangement carré et 53 dans un arrangement triangulaire.
Gebart montre ainsi que la constante de Kozeny ne doit pas étre considérée comme une
constante (calculée en fonction de la forme du canal d'écoulement du uide) mais doit
dépendre du taux de bres.

79



3. Perméabilité renforts breux

Tamayol and Bahrami [TB09] procédent d'une maniére similaire a Gebart. lls utilisent
les équations de Stokes pour obtenir un écoulement avec un pro | de vitesse parabolique
de type Poiseudille :

(
v, = 2i%}‘g(H(x)2 y?) 0 x a (3.13)
“= 2SH(M? y)+g() XU a x a+ |
ol est la porosité,U est la vitesse de Darcyg() =1 :274(1 ) 0:274et
Po—ps
H= 2F & x 0 x a (3.14)

a+ a X a+t

pour un arrangement carré dont le motif élémentaire est donné gure 3.4. Pour les no-
tations, il faut se référer a la gure 3.2(a). La fonctiong() est obtenue en supposant
gue la vitesseu, a la frontiere de la cellule élémentaire est dépendante de la porosité
par la relation linéaire g() , ou g(0:215) = 0 (les bres se touchent) etg(1) = 1. Les
auteurs calculent ensuite le di érentiel de pression et, en lintroduisant dans la loi de
Darcy, obtiennent la relation adimensionnelle suivante pour la perméabilité transverse
d'un arrangement carré de cylindres unidirectionnels :

O p _ p _ h 1 L | 1 1
12 1o a() 18+12( ° 1) 18 0 tan i
K? = 4 @ e M + p - + 5 A
) 2 q1 02 (0 1)
(3.15)
ou %= g etg() =1 :274  0:274. On peut I'exprimer en fonction du taux de

bres, en prenant °= v et oa(Vi)=1 L1.274.

Les auteurs proposent aussi une relation pour la perméabilité longitudinale aux bres,
lorsque celles-ci se touchent. En se basant sur la relation de Darcy-Weisbach qui permet
de modéliser I'écoulement dans un tuyau, ils obtiennent la relation analytique suivante
pour la perméabilité :
22D
S _—ha?

f U
ou Dy, est le diamétre hydraulique équivalent ef est le facteur de friction de Fanning.

Il faut cependant remarquer que pour résoudre le probleme, il est nécessaire de connaitre

(3.16)

Kp w=

Figure 3.4 Cellule élémentaire utilisée par Tamayol pour obtenir sa loi analytique [TBO09].
Sur cette gure, S=d+2 , avecd=2a.
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le facteur de Fanning. Les auteurs [TB09] donnent quelques valeurs fdet du diamétre
hydraulique D, provenants de la littérature, comme par exemplé = 6:503 et D}, =
0:103 2R pour un arrangement triangulaire (dans ce cas= 0 :094) et f = 6:606 et
D, =0:274 2R pour un arrangement carré (dans ce cass 0 :215. Un modéle proposé
par Bahrami et al. [BYCO06] permet de calculer le facteur de frictiofi.

3.1.1.4 Le modele mixte de Bruschke et Advani [BA93]

Bruschke et Advani [BA93] proposent un modéle mixte qui est une combinaison d'une
relation analytigue donnée par une méthode de lubri cation, qui donne de bons résultats
a fort taux de bres et d'une relation analytique donnée par un modele de cellule, qui
donne de bons résultats pour de faibles taux de bres, pour la perméabilité transverse :

Khyp = 1Kub + 2K el (3.17)
avec 8
2 _ & Vi Vf maXVf +1
1=1 e (3.18)
> & _Vimax 41
) =1 e Vi

ou &est un parametre ajustable. Les auteurs proposefit= 0:8 comme une valeur correcte

en comparant les résultats donnés par leur loi analytique et des résultats issus de calculs
numériques. Les modeles de cellule et de lubri cation utilisés dans le modéle mixte sont
donnés dans la méme publication et développés par les auteurs [BA93]. Pour le modele
de lubri cation, la relation est la suivante :

0 q 1
11 v 2 2 arctan  (1+ V;)=1 V) 1,
Kb = A 5 %?M q > + EVF + 1§ (3.19)
Vi 1 v

avec Vi et A donnés table 3.2. Le modele de cellule, développé par les auteurs, est le

Table 3.2 Paramétres pour le modéle de lubri cation de Bruschke and Advani [BA93]

Arrangement A q Vi
Carré 3 , E4VA
[N B B s
Triangulaire 3p 3 KAV
suivant : 1 3 1
Keetl = — InVi+ = 2V + ZV2 3.20
cell 8V, it oM ( )

3.1.2 Echelle mésoscopique

Les lois analytiques de la littérature concernant la détermination de la perméabilité
de cylindres unidirectionnels sont utilisées pour prédire la perméabilité a I'échelle micro-
scopique car il est fait I'nypothése que les cylindres sont impermeéables, ce qui est le cas
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des bres composant les meches. En revanche, lorsque nous nous placons a I'échelle des
meéches, ces lois ne sont utilisables qu'a condition de considérer les méches comme des
solides imperméables. De plus, il est nécessaire de les supposer de formes géométriques
simples, comme des cylindres unidirectionnels. Ce n'est le cas ni pour l'unidirectionnalité

ni pour la forme, cette derniére n'étant pas constante le long de la méche.

Nous pouvons donc trouver dans la littérature des modeles permettant de prédire la
perméabilité a I'échelle mésoscopique. Les hypothéses sont souvent simpli catrices. Nous
trouvons, par exemple, I'hypothése d'imperméabilité des meches dans la these de Hoareau
[Hoa94]. En e et, 'auteur s'est fortement inspiré de la méthode utilisée par Gebart [Geb92]
pour déterminer sa loi analytique, en faisant de plus I'hypotheése de meches de section
lenticulaire.

La gure 3.5 montre la géométrie sur laquelle est donnée la perméabilité. En consi-

Figure 3.5 Géométrie sur laquelle on va déterminer la perméabilité [Hoa94].

dérant que la perte de charge en dehors de la zone d'entrefer minimal est négligeable
(c'est-a-dire entre les extrémités des meches et dans la zoneH{x) n'est pas dé ni), la
perméabilité est donnée par la relation suivante :

Vi 1 5=2
2 a+c B v
K=-p— 3.21
SP a2 + b2 I (a) Vf\r}wax ( )
f
avec ) )
h i h i
(@)= 3 2arctan 2= +sin 2arctan p— + ssin 4arctan P (3.22)
2
; b 24 1P 2 P
Vi = ;arcsin 22, . b 2 (3.23)
to (a+ o)(b+ d) '
_ a’+p?

et ou le rayon des meches s'écrR = %5 *. Il faut bien noter que pour les équations
(3.21), (3.22) et (3.23), les notations sont celles de la gure 3.5, c'est-a-dire gReest le
rayon des mechesa est leur largeur,2b est leur épaisseur?c la distance entre les meches
selonx et d = min( H (x)).

Aucune expression pou¥;, . n'est donnée. Celle-ci reste donc a calculer pour pouvoir
utiliser cette relation analytique.

Hoareau [Hoa94] ne donne pas de relation pour un écoulement dans la direction des
meches, n'ayant pas trouvé de valeurs du facteur de forngepour sa géométrie dans la
littérature.
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Une autre étude [PW96] fait I'hypothése d'une géométrie de méches plus simple puisque
les meches sont de section elliptique et cette fois poreuses. Les auteurs utilisent un arran-
gement régulier rectangulaire de ces meches elliptiques et dé nissent la porosité sous la

forme suivante :

ab

=1 Z I—x Ly (1 meche) (3-24)

ou a est le demi grand axe eb le demi petit axe de la section de la meché,, et L,
les dimensions du VER et eche |a porosité de la meche. De méme, ils dé nissent une
porosité nominale sous la forme suivante :

ab
=1 — 3.25
4L4L, ( )

Cette porosité nominale est basée seulement sur la section des meches et permet de com-
parer des méches de méme géométrie mais de propriétés internes di érentes.

Les auteurs résolvent numériquement la loi de Brinkman et comparent les perméa-
bilité obtenues pour di érentes perméabilités de meches. Ills montrent (gure 3.6 et 3.7)
l'importance de prendre en compte la perméabilité des méches lorsque le taux de bres
est tres important, ce qui est le cas lorsque la compaction du renfort est importante.

Figure 3.6 Comparaison entre le modéle Figure 3.7  Comparaison entre le modéle

développé par les auteurs de [PW96] et le développé par les auteurs de [PW96] et le
logiciel FIDAP, pour des méches elliptiques logiciel FIDAP, pour des meches elliptiques
2 : 1 et une porosité de méches d22% 2 : 1 et une porosité de méches d25%

Lundstrom [Lun00] considére une géométrie simple pour un renfort comprimé ( gure
3.8). L'auteur suppose que la permeabilité des méches est donnée par les lois de Gebart
[Geb92]. Il donne ensuite I'expression suivante pour la perméabilité d'une couche dont les
meéches sont paralléles a I'écoulement :

2
- ganal ganal + - Kr?1eche’6‘nmeche
K parall ele = = 2] nl::), (3.26)
Al + AN
1 n=1

canal meche

n=
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3. Perméabilité renforts breux

Figure 3.8 En a), la géométrie des méches non soumise a compression. En b), les méches
comprimées. La géométrie utilisée pour les calculs de perméabilité est celle de la con guration
b).

et I'expression suivante pour une couche dont les bres sont perpendiculaires a I'écoule-
ment :

L
K perpendiculaire = P oo (3.27)
Wm eche
n
n=1 K m eche

En n, I'expression suivante pour la perméabilité des zones entre les bres (c'est-a-dire la
perméabilité équivalente a la perte de charge dans ces canaux) :

2 3
KN = W_n3 41_6)4 1 exp (2 +1) \|,—IT: 1 N iiS . K r?qeier?#eele (3.2
Hn > -0 (2 +1)° exp (2 +1) Hn 41 12W, 1 Vi '

Wi

ou A est l'aire de la section de I'écoulementn est le nombre de méches ou de canaux,
L est la longueur de I'écoulement etV et H sont respectivement la largeur et la hauteur
de la meche ou du canal. La perméabilité globale du renfort est ensuite obtenue par une
moyenne de la perméabilité perpendiculaire et de la perméabilité parallele des couches,
pondérée par la section des couches.

La comparaison du modele avec les résultats expérimentaux montre que sa validité
est meilleure pour les faibles taux de bres que pour les forts taux de bres. De plus, les
auteurs concluent que la contribution des meches a la perméabilité globale du renfort est
tres faible, voir négligeable lorsque le taux de bres des méches est trés élevé.

Papathanasiou [Pap01] propose un modéle semi-empirique de la perméabilité transverse,
déterminé a partir de calculs numériques par une méthode d'éléments frontieres, pour
un arrangement triangulaire de méches cylindriques. Ces méches sont elles-mémes un
arrangement triangulaire de bres cylindriques (gure 3.9). lls proposent la loi suivante
pour la perméabilité transverse :

[

0:89°
K meche

K=Ks 1+267 (3.29)

S

ou K est la perméabilité mésoscopique pour des meches imperméables.
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Figure 3.9 Représentation de l'arrangement de méches et de bres et domaine de calcul
utilisé pour déterminer la perméabilité du renfort [Pap01].

3.1.3 Bibliographie sur le calcul numérique de la perméabilité

La détermination de lois analytiques n'est possible que pour des géométries simples. La
recherche s'est donc tournée vers la prédiction numérique de la perméabilité. Une littéra-
ture importante s'est développée sur le sujet depuis de hombreuses années. Nous pouvons
citer des études utilisant la méthode des éléments nis [LSM96, NTO1, NT03, WLCO03,
TCO04, SCKY04, GP07], la méthode Smooth Particles Hydrodynamics [JOS07], la méthode
des éléments frontiéres [CP07], les méthodes Lattice Boltzman Method [BL&84, PMLO7],
les méthodes de volumes nis [NLO5, NLFAO6] avec le logiciel CFX (Ansys), [WMVTP06]
avec le logiciel Fluent. Tous ces exemples montrent l'intéret porté a la détermination de
la perméabilité. Certains font ces études a I'échelle microscopique [WLC03, SY06, CP07,
GP07, JOS07], d'autres a I'échelle mésoscopique en considérant un milieu poreux simple
échelle [SCKY04, NLO5, NLFAO6] ou encore a I'échelle mésoscopique, en tenant compte
de I'échelle inférieure [NTO1, NTO3, BLV 04, TC04, WMVTPO06, PMLO7].

3.1.3.1 Echelle microscopique

Cette échelle correspond a la méche elle-méme, composée de bres dont le nombre peut
atteindre plusieurs centaines. Le uide s'écoule entre ces bres. Dans ce cas, |'écoulement
est simplement modélisé par les équations de Stokes.

Song et Youn [SY06] modélisent I'écoulement & une échelle microscopique a n de dé-
terminer la perméabilité des meéches. Pour ces simulations, des arrangements réguliers de
bres sont considérés. La gure 3.10 montre une cellule élémentaire pour un arrangement
carré et triangulaire.

Chen et Papathanasiou [CP07, CP08] et Jiang et al. [JOS07] simulent un écoulement
de polymeére entre des bres. Chen et Papathanasiou [CP0O7] utilisent un algorithme de
Monte-Carlo pour générer un ensemble de bres qui ne se recouvrent pas (gure 3.11)
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3. Perméabilité renforts breux

Figure 3.10 Maillage d'une cellule élémentaire pour un arrangement carré (a) ou triangulaire
(b) des laments [SYO06].

et dont les positions sont paramétrées par la porosité souhaitée du VER et par une
distance inter- bres minimale i, . Les conditions aux limites utilisées sont les suivantes :

pas de glissement a la surface des bres,

conditions de Neuman homogéne sw, aux frontiéres,v, étant la vitesse parallele

aux bres.
Un gradient de pression constant, soit dans la direction des bres soit dans la direction
transverse, est utilisé pour forcer I'écoulement. En utilisant la loi de Darcy, la perméabilité
dans la direction des bresKy [CPOQ7] et transverseK, [CP08] peut étre déduite. Les
auteurs proposent d'utiliser la distance inter- bres comme parametre supplémentaire.
En e et, comme le montre les gures 3.11 pour un écoulement parallele et 3.12 pour
un écoulement transverse a l'axe des bres, pour une méme porosité, une distribution
de bres di érente donne une perméabilité di érente. lls expliquent cela par le fait que
des agrégations se forment pour de faibles distances inter- bres, laissant de plus grands
espaces poraux, ce qui augmente la permeéabilité. lls proposent I'expression suivante pour
la perméabilité : ]

K - 2 (3.30)

Khex hex

ol n dépend de la porosité, ; une distance inter- bres moyenne eK e €t hex COIres-
pondent & un arrangement triangulaire des bres dans le VER. La relation est valable
pour un écoulement transverse [CP08] et longitudinal [CP07] & I'axe des bres et ainsi,
peut étre indi éremment Ky ou K, . Nous pouvons observer, gures 3.13 et 3.14, que les
calculs de perméabilité obtenus par les simulations suivent une loi puissance fonction du
rapport des distances inter- bres. En s'approchant de I'arrangement hexagonal des bres,
la perméabilité du VER diminue.

3.1.3.2 Echelle mésoscopique

Les meches sont assemblées sans tissage (mat) ou tissées. Le volume élémentaire a
représenter dépend des dimensions des meches et de l'architecture du renfort. A cette
échelle, I'écoulement du uide entre les meches est modeélisé en utilisant les équations de
Stokes. L'écoulement interne aux méches, lorsqu'il est modélisé, I'est souvent en résolvant
la loi de Darcy (1.39), c'est-a-dire que le milieu poreux qui représente la méche est consi-
déré comme un milieu homogene. La di culté que l'on peut rencontrer ici concerne la
dé nition du VER dans le cas de pieces nes. On peut dans ce cas se trouver en présence
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Figure 3.11 Distribution de la composante axiales,; de la vitesse. (&) =0 :70, min =0:1a,
Ky=a = 0:493; (b) =0 :70, min = 1:2a, K=& = 0:246; a étant le rayon des bres et
min la distance inter- bres minimale [CPO7].

Figure 3.12  Vitesse transverse. (a) = 0 :70, min = 0:la, K, =& = 9:427 10 ?; (b)
=0 :70, min =1:0a, K= =1:024 10 ! [CPOS].

Figure 3.14 Relation entre la perméabi-
Figure 3.13 Résultats de simulations pour lité et la distance inter- bres issue de si-
di érents arrangements de bres [CPO7]. mulations pour di érents arrangements de
bres [CP08]. L'équation (18) de la légende
du graphe correspond a I'équatiorn(3.30) de

ce manuscrit.
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d'un empilement de quelques tissus seulement. Le VER risque dans ce cas d'avoir des
dimensions proches de celles du moule, surtout dans I'épaisseur.

Ngo et Tamma [NTO3] utilisent une méthode des éléments nis stabilisés par une mé-
thode PSPG (pressure-stabilizing Petrov-Galerkin) pour calculer la perméabilité d'un
renfort. La permeéabilité locale des méches est calculée en utilisant la relation de Gebart
[Geb92]. A n de rester sur le repere global, le tenseur de perméabilité global est calculé a
partir de la perméabilité locale en utilisant la méthode suivante.

Pour un assemblage régulier de bres, nous pouvons dé nir une repére local dont
I'axe z, est aligné avec I'axe des bres. Dans ce cas, le tenseur de perméabilité s'écrit sous

la forme suivante : 0 1
K, 0 O
K.=@0 K, O0A (3.31)
0 0 Ky

Le tenseur de permeéabilité global, c'est-a-dire le tenseur de perméabilité dé ni dans un
repére quelconque et qui n'a aucune orientation particuliere avec les bres, peut étre
déterminé a partir deK_ en utilisant la matrice de rotation R :

0 1
XeXL XgYL XcZL

R= & [=@cx Yoy Yoz A (3.32)
ZgXL ZgYL Zci

ou ¢ estle repére global. La perméabilité globale s'écrit donc :

0 1
Kii Ko Ky

Ko=RK.RT = @K, Ky KpA (3.33)
Kai Kaz2 Kias

L'équation suivante de Brinkman est résolue :
0= ~r p lg K v (3.34)

ou Is vaut 1 si le point du domaine appartient a la meche (I'équation de Brinkman est ré-
solue) ou 0 si on est en dehors (I'équation de Stokes est résolue). Finalement, les moyennes
volumiques de la vitesse et de la pression sont calculées et introduites dans I'équation de
Darcy pour déterminer la perméabilité e ective du renfort.

Park et al. [PMLO7] et Belov et al. [BLV" 04], la micro-porosité est prise en compte
dans I'écoulement en résolvant le couple d'équations Stokes et Brinkman avec une mé-
thode LBM (Lattice Boltzmann Method), c'est a dire que I'écoulement est modélisé par
des particules qui vont interagir les unes avec les autres. Song et Youn [SYO06] utilisent
une méthode d'éléments nis. L'intérét d'utiliser I'équation de Brinkman est qu'elle ne
di ere de I'équation de Stokes que par I'ajout du terme de résistance au uide qui tient
compte de la perméabilité du milieu. Cela permet de résoudre plus facilement le probleme
multidomaines contenant des zones de uide pur dont I'écoulement est résolu par Stokes
et des zones de milieu poreux, dont I'écoulement est résolu par Brinkman. La gure 3.15
donne un exemple de géométrie ou les deux équations sont calculées.
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Figure 3.15 Cellule élémentaire du renfort utilisé pour la LBM (Lattice Boltzmann Method)
[BLV * 04].

Wang et al. [WMVTPO06] prennent en compte la double porosité de maniére directe,
c'est a dire que I'écoulement entre les meéches est toujours simulé par Stokes. L'écoulement
dans les meches n'est plus modélisé par Darcy mais également par Stokes, chaque bre
étant représentée individuellement ( gure 3.16). Une comparaison avec un modele utilisant
I'immersion de domaines y est faite, ou la meche est considérée comme un milieu poreux,
dans laquelle la loi de Darcy est résolue. Les calculs utilisent la méthode des volumes
nis avec le logiciel Fluent. La perméabilité utilisée dans ce cas est donnée par la relation
de Gebart [Geb92]. Les auteurs comparent la perméabilité nale calculée par les deux
modeles. lls concluent que la relation de Gebart sous-estime la perméabilité de 10 a 15%,
méme a haut taux de bres. On peut cependant se poser des questions sur la forme des
meéches, qui sont lisses et bien circulaires dans le cas poreux, mais qui ne le sont plus du
tout dans le cas direct, ou elles sont composées de 139 bres.

Figure 3.16 Cellule élémentaire du renfort (a) les méches sont considérées comme un milieu
poreux, (b) les 139 bres composant chaque méche sont modélisées [WMVTPO06].
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Figure 3.17 Comparaison entre |'expérience a gauche et la simulation humérique a droite
avec la loi de Darcy [NTHMOG6] lors de l'injection dans un moule de connection entre des
poutres et des colonnes.

3.1.3.3 Echelle macroscopique

Nous considérons maintenant I'échelle de la piece. En général, ses dimensions ne per-
mettent pas de modéliser le renfort par ses meches. La cavité du moule est remplacée par
un milieu dont les petites échelles ont été homogénéisées et qui est caractérisé par une
porosité et une perméabilité équivalentes au renfort, qu'il contienne ou non une double
échelle de porosité. On utilisera donc une loi de Darcy ou de Brinkman.

La perméabilité K (x;y; z) peut varier dans chaque élément ou en chaque n+ud en
fonction du renfort, de sa compaction, de sa déformation. Pour un milieu anisotrope, la
perméabilité, sous forme de tenseur pourra étre exprimée sous la forme donnée en (3.33).

La simulation du remplissage d'un moule RTM par Nakshatrala et al. [NTHMO6] ( -
gure 3.17) permet d'observer la présence de zones séches avec une bonne corrélation entre
I'expérimental et la simulation numérique. D'autres auteurs [SBLO1] comparent l'injec-
tion expérimentale de résine dans un mat avec la simulation numérique du code RTM3D
développé par Renault.

La gure 3.18 illustre le remplissage d'un capot automobile en utilisant la loi de Darcy
[RAS* 06]. L'écoulement et le déplacement du front de matiére sont calculés en utilisant la
méthode des éléments nis avec volumes de contréle (FE/CV). Cette méthode consiste a
considérer un volume autour de chaque n+ud et le milieu des arétes des éléments communs
a ce n+ud [NTO03]. La valeur d'un facteur de remplissage en chaque n+ud donne le taux
de remplissage du volume de contrdle correspondant. Les ux de matiere sont calculés sur
les faces du volume de contréle.

Les auteurs utilisent deux relations liant le taux de micro-vides et de micro-vides
au nombre capillaire, ce dernier étant obtenu a partir du champ de vitesse calculé et
des valeurs du coe cient de tension de surface et de I'angle de contact statique entre le
polymere et la surface des bres. La combinaison de ces deux lois leur permet d'optimiser
le débit d'injection en cours de remplissage an de minimiser le taux de vide. La gure
3.18 montre la position du front de résine au cours du temps en a chant le temps de
remplissage (temps pour lequel le volume de contrble est entierement rempli).

90



3.1 Bibliographie

Figure 3.18 Position au cours du temps du front de résine lors du remplissage d'un moule
de capot de voiture [RAS06]. En a) la pression d'injection est constante, en b) le débit
d'injection est constant et en c) le débit d'injection a été optimisé par la méthode de calcul
mise en place par les auteurs.
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Figure 3.19 Evolution du front de résine avec une méthode BEM/Level Set [ST06]. Chaque
ligne représente linterface a un temps donné.

Les auteurs de [STO6] utilisent la méthode des éléments frontieres (Boundary Element
Method) pour résoudre I'équation de Darcy et la méthode Level Set pour suivre le front
d'écoulement lors de l'imprégnation. La gure 3.19 montre la position du front de matiére
au cours du temps dans le cas d'un moule avec deux points d'injection et des obstacles.
Cela permet de repérer les zones de recollement des deux fronts et les possibles zones de
capture de bulles d'air.

3.2 Le calcul numérigue de la perméabilité

Le calcul de la perméabilité d'un VER numérique est basé sur I'équation (1.39) que
nous répétons ici :

: 1 .
hvi= =K rhPsi’ (1.39)
et qui nous permet d'écrire la perméabilité sous la forme suivante :
hvi
K= — .
hr pit (3.35)

En exprimant les grandeurs moyennes (la vitesse et le gradient de pression) en utilisant
les relations (1.18) et (1.19), la perméabilité peut s'écrire :
R

¢ de f
K= —R— (3.36)
T pd ¢
ou ; estle volume de uide et le volume total. Dans nos calculs, nous dé nissons
une fonction caractéristique de la zone solidg. De plus, l'intégration sur le domaine de
calcul peut s'écrire comme la somme de l'intégration sur chaque élément du maillage du
domaine de calcul. Ainsi, la perméabilité peut s'écrire nalement :

P R
o (1 19vd
i i(:I- Is)r pd i
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Nous voyons dans I'équation (3.37) que le gradient de pression est calculé sur chaque
élément. Du fait de la non régularité du maillage et de la précision de la formulation, des
uctuations arti cielles du gradient de pression, qui est une grandeur dé nie aux éléments
(section 2.2.2.1 page 43), apparaissent.

Etant donné la sensibilité de la perméabilité au gradient de pression, ces uctuations
vont détériorer la précision des résultats. Pour s'a ranchir de ce probléme (tout du moins
en grande partie), nous avons testé |'utilisation d'une pression lissée :

Ps*+ "k Ps=P (3.38)

ou"k ps estun terme de diusion. Le calcul de cette pression liss@ga partir du champ
de pression calculé s'ézcrit sous la fzorme faible suivantze :

Psth d "kI psr thd = pard (3.39)

ou "k dépend de la taille de maille.

Cette méthode a été testée dans la suite. Cependant, il ne s'agit que des premiers essais
qui méritent d'étre poursuivis. Nous avons choisi de prendrg 10 3. Cette valeur est
restée constante quelle que soit la taille de maille utilisée pour le calcul, alors que le terme
"k est un terme de diusion qui doit dépendre de la taille de mailldr. Des tests plus
poussés devraient étre faits a n de tester I'évolution de I'erreur de calcul en fonction de
ce parameétre”k et de la taille de maille. Les premiers résultats donnés dans la suite sont
néanmoins trés prometteurs, surtout dans le cas 2D, ou la formulation est moins précise
gue dans le cas 3D et ou les gains apportés par ce post-traitement sur la pression sont
loin d'étre négligeables. Des calculs supplémentaires ont été faits sur les cas de validation
utilisant un écoulement de Poiseuille mais cette méthode n'a pas été utilisée dans les
autres calculs.

3.3 Validation du calcul de perméabilité

3.3.1 Perméabilité equivalente a un écoulement de Poiseuille

Dans un premier temps, nous allons valider notre méthode de calcul de la perméabilité
sur un cas simple. Nous nous placons dans le cas d'un écoulement de Poiseuille entre deux
plans in nis pour les cas 2D et 3D et dans une conduite cylindrique pour le cas 3D, comme
présenté section 2.3.1 (page 51). Il existe dans ces cas une solution analytique du champ
de vitesse (voir section 2.3.1.1) que nous relions a la perméabilité. Nous pouvons donc
comparer nos calculs a une solution exacte. Cela a aussi l'intérét de ne pas nous donner de
dispersion dans les résultats qui nous servent de référence, comme ce serait le cas pour des
mesures expérimentales. Nous n'avons, dans ce cas, pas d'approximation, contrairement
aux relations analytiques dans le cas d'arrangements réguliers, ces dernieres étant basées
sur des approximations qui peuvent étre relativement fortes.

3.3.1.1 Perméabilité analytique

L'écoulement de Poiseuille étudié est détaillé section 2.3.1.1 (page 51). La gure 3.20
reprend cet écoulement et donne les notations utilisées dans les équations suivantes. Le
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Figure 3.20 Schéma d'un écoulement de Poiseuille dans un cas immergé.

champ de vitesse analytique est le suivant :

W)= o Y H? (2.48)

Le débit par unité de longueur s'écrit de la maniere suivante :

2 pH3

= A4
Q= (3.40)
La perméabilité s'exprime de la maniére suivante :
QL
K=— 3.41
s (3.41)

ou S = 4H puisqu'on est dans un cas 2D et que Darcy considere la section totale du
matériau poreux et non la section uide. Ainsi, dans le cas d'un écoulement de Poiseuille,
la perméabilité est donnée par :

H 2
K=— 3.42
5 (3.42)
Si nous prenondH = 0:25 mmet L =1 mm, pour un uide de viscosité =1Pa seten
imposant un di érentiel de pression p= 100 Pg nous trouvons une perméabilité de

0:01041665 mrh

De la méme maniére que pour I'écoulement de Poiseuille entre deux plaques in nies qui
nous sert a valider les calculs 2D de perméabilité, nous pouvons calculer la perméabilité
équivalente a un écoulement de Poiseuille dans un tube cylindrique pour valider les calculs
3D de permeéabilité.
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Pour le tube cylindrique, le débit s'exprime sous la forme suivante :

P 4
= ——d 3.43
Q 128 L ( )
ou d est le diametre du tube. Cela nous permet d'exprimer la perméabilité sous la forme
suivante :
d 4
K = 3.44
1285 ( )
Pour la méme raison que précédemment, la secti@n'est pas la section circulaire tra-
versée par le uide mais bien la section totale du matériau poreux. Nous allons nous
placer dans le cas d'un tube de longuedr = 1 mm et de diamétred = 0:5 mm. Le
matériau poreux est un cube de cot&. Cela nous donne une perméabilité analytique

Kanalytiqug = 0:001533981 mﬁ]

3.3.1.2 Les calculs numériques de la perméabilité en 2D

Dans un premier temps, nous faisons un calcul éléments nis classique, c'est-a-dire
gue le maillage correspond a la zone uide. Une condition de non glissement est appliquée
aux frontieres eny = H en imposant une vitesse nulle. Les frontieres en = 0 et
x = 1 sont imposées en pression. Nous prenons une taille de maille isotrope et homogéne
h =0:01 mm La perméabilité obtenue esK = 0:0103733 mrf, ce qui donne une erreur
de 0.42% par rapport a lI'analytique. La norme L2 de I'erreur sur la vitesse est de 0.02224
et la norme maximale est de 0.001186.

Nous allons maintenant résoudre le probleme en utilisant I'approche dimmersion de
domaines, décrite en 2.1.1 page 25. Le domaine de calcul est représenté schématiquement
sur la gure 3.20. Les conditions aux limites sont les mémes que pour le cas non immergé
précédent. Cependant, la condition aux limites de vitesse nulle n'est pas appliquée au
solide complet mais seulement aux frontieres gn=  2H. La viscosité du solide étant
dé nie a s =5000, la condition de vitesse nulle est ainsi propagée a lI'ensemble de la zone
solide.

Il semble correct de penser que le type de loi de mélange et I'épaisseur de celle-ci,
directement dépendante de la taille de maille au voisinage de l'interface, sont d'une grande
importance pour la précision des calculs. Une étude de sensibilité a ces parameétres est
donnée dans la suite.

3.3.1.3 Etude de sensibilité aux paramétres numériques

Les résultats des calculs de perméabilité sont tracés gure 3.21 en fonction de la taille
de maille prés de linterface et de I'épaisseur de mélange. Nous remarquons en premier
lieu que l'utilisation du lissage de la pression donne de meilleurs résultats qu'avec une
pression non-lissée puisqu'on s'approche de la valeur analytique de la perméabilité. De
plus, le lissage diminue fortement la sensibilité a I'épaisseur du mélange de viscosité.

En ce qui concerne l'adaptation anisotrope du maillage, nous pouvons remarquer que
les résultats sont beaucoup plus précis dans le cas anisotrope, lorsque la pression n'est
pas lissée. Par contre, avec une pression lissée, les résultats obtenus avec adaptation du
maillage anisotrope sont similaires au cas isotrope. L'avantage reste cependant le gain
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Figure 3.21  Ecart relatif entre la perméabilité calculée et analytique, pour un écoulement
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de Poiseuille plan en 2D, donné par la relation® K. Les maillages sont isotropes (iso) ou
adaptés anisotropiquement (aniso) autour de l'interface uide-solide. Di érentes épaisseurs

de mélange pour la viscosité sont testées, avee 1h, 2h, 4h et 6h. Nous remarquons tout de

suite que les courbes avec lissage de la pression sont toutes trés proches les unes des autres et
avec un écart a la perméabilité analytique plus faible. Les courbes sans lissage sont regroupées
dans la partie supérieure du graphigue, avec une di érence entre un maillage isotrope et un
maillage anisotrope.



3.3 Validation du calcul de perméabilité

Figure 3.22 Calcul de perméabilité pour un écoulement de Poiseuille plan en 3D. Di érentes
épaisseurs de mélange pour la viscosité sont testées, agec2h, 4h et 6h. Certains résultats
sont donnés avec un lissage de la pression

en codt de calcul puisque le nombre de n+uds est considérablement réduit dans le cas
anisotrope.

3.3.1.4 Les calculs numériques de perméabilité en 3D

Dans un premier temps, nous calculons la perméabilité d'un écoulement de Poiseuille
plan, en 3D. Cela nous donne une comparaison directe entre les calculs 2D et 3D puisque
la relation analytique donnant la perméabilité (3.41) est la méme.

Les résultats sont donnés gure 3.22. Nous remarquons que l'erreur sur la perméabilité
est beaucoup moins grande dans le cas 3D que dans le cas 2D puisque I'erreur passe de 50%
en 2D a un peu plus de 10% en 3D. Nous pouvons remarquer également que I'utilisation
du lissage de la pression donne des résultats trés similaires (voire presque égaux) entre les
cas 2D et 3D. Nous pouvons également observer que I'épaisseur de mélange de viscosité
joue un réle négligeable dans la précision du calcul. Cela peut étre d0 au fait que dans
le cas d'un mélange arithmétique comme utilisé ici, la di érence de viscosité devient
tres rapidement trés grande et que, de ce fait, la zone uide est sensiblement identique
guelle que soit I'épaisseur du mélange de viscosité. Tester ces calculs en utilisant un
mélange harmonique (qui favorise les faibles valeurs dans le mélange), pourrait apporter
des informations complémentaires et conduire a des conclusions di érentes sur I'e et de
I'épaisseur de mélange sur la précision des résultats.

Nous allons maintenant calculer la perméabilité équivalente d'un écoulement de Poi-
seuille dans un tube tel que présenté section 2.3.1.5 (page 58). Cela nous permet de valider
nos calculs de perméabilité en 3D car, de la méme maniere que pour |I'écoulement de Poi-
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Figure 3.23 Calcul de perméabilité pour un écoulement de Poiseuille dans un tube (3D). Les
maillages sont isotropes ou adaptés anisotropiguement autour de l'interface uide-solide. Les
courbes sans lissage sont confondues. Les courbes avec lissage également. Il y a assez peu de
di érence entre les deux groupes de courbes.

seuille plan, nous avons une relation analytique de la perméabilité donnée par I'équation
(3.44). De plus, nous verrons l'e et de la géométrie des interfaces puisque nous sommes
maintenant en présence de fortes courbures.

Les résultats de perméabilité sont donnés gure 3.23. Nous voyons tout de suite que
I'e et du lissage est beaucoup plus faible que dans les cas précédents. L'utilisation de la
pression classique donne une précision légerement moins bonne que dans le cas 3D plan,
les di érences pouvant étre uniquement dues a la prise en compte de la courbure qui est
peut-étre moins précise dans le cas de la méthode d'immersion de domaines.

3.4 Calcul de perméabilité pour un arrangement régu-
lier de bres

Nous nous placons ici dans le cas d'un arrangement régulier de bres cylindriques
unidirectionnelles. Cette géométrie simple nous permet de comparer nos calculs de per-
méabilité avec les relations analytiques de la littérature données dans la bibliographie en
3.1.1. Dans un premier temps, nous veri ons que notre méthode d'immersion de domaines
pour le calcul de perméabilité donne des résultats cohérents avec les calculs classiques pour
un milieu périodique. Il est admis que, pour les calculs éléments nis classiques (seule la
zone uide est maillée), le VER correspond au plus petit élément du motif périodique
(gure 3.24). Nous véri ons aussi cela pour notre approche en immersion de domaines,
en choisissant des volumes contenant des nombres de bres di érents a n de déterminer
lequel est un VER.
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Figure 3.24 Un arrangement régulier de bres. Les deux cadres représentent deux candidats
pour des VER possibles.

3.4.1 Choix du VER

Comme indiqué précédemment, nous allons véri er que, dans le cas d'un arrangement
périodique, le VER est le volume contenant le plus petit élément du motif. Pour cela, nous
allons faire varier la taille du volume de calcul, comme indiqué gure 3.24, en gardant le
taux de bres constant. La gure 3.25 donne les di érentes géométries. Nous choisissons un
maillage anisotrope autour des interfaces, a n de diminuer la sensibilité a la discrétisation
de ces derniéres, comme on a pu le voir dans les tests de validation précédents (3.3.1.3).
Les valeurs de la perméabilité adimentionnelle pour un taux de bre¥; = 0:46 sont
données tableau 3.3. Les écarts sont respectivement de 0.77% et de 1.99% entre (a) et (b)
et entre (a) et (c). On peut considérer que le motif de I'arrangement est bien un VER,
dans le cas d'un arrangement regulier.

@) (b) (c)

Figure 3.25 Etude de la sensibilité de la perméabilité a la taille du VER. Le rayon des bres,
en rouge, est constant. La taille du VER augmente et la taille de maille est la méme pour les
trois domaines.

Table 3.3 Calculs de perméabilité pour di érentes tailles de VER, pour un taux de bres
V; = 0:46.

(@) 4 bres | Kagim =0;01719232
(b) 9 bres | Kagim =0;01732464
(c) 16 bres | Kagim =0;01753368
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3.4.2 Variation du taux de bres

Dans cette partie, nous allons comparer nos résultats avec certaines lois analytiques
tirées de la littérature [Geb92, BA93, Hap59, TB09]. Nous nous placons dans le cas d'un
arrangement carré et dans le cas d'un arrangement triangulaire. Nous faisons varier le
taux de bres. Pour cela, nous choisissons de diminuer la taille du domaine de calcul, en
gardant le rayon des bres constant. Ainsi, pour conserver l'arrangement, |'écart entre les
bres doit varier. Cela nous a obligé a créer autant de maillages que ce que nous avons de
points sur la courbe et a déplacer le centre des bres d'autant de fois. Cependant, I'autre
méthode, consistant a faire varier le rayon des bres en conservant le domaine de calcul
et a conserver la position des bres, avait d'autres désavantages, notamment le fait de
devoir faire varier beaucoup d'autres parametres, comme la taille de maille locale prés de
I'interface, I'épaisseur sur laquelle on fait le ra nement, I'épaisseur sur laquelle on fait
varier la viscosité.

Le paramétre que nous avons choisi de faire varier pour cette étude est le rapport entre
la demi-distance inter- bres et le rayon des bresa tels que représentés gure 3.2. Nous
voyons sur les courbes de résultats ( gures 3.26 et 3.27) que ce choix n'était pas forcément
le plus judicieux car le taux de bres ne dépend pas linéairement du rappojt En e et,
si on écrit le taux de bres en fonction de ce rapport, on trouve pour un arrangement
carre :

Vi = 7

= (3.45)
4 1+

Nous faisons varier le taux de bres d'environ 0.2 jusqu'a environ le taux de bres maxi-
mum, obtenu lorsque les bres se touchent. Dans ce cas, le uide ne passe plus (pour un
écoulement transverse) et la perméabilité doit étre nulle. Le taux de bres maximum est
de 7854%pour l'arrangement carré et de90.:69%pour I'arrangement triangulaire. Encore
une fois, étant donné que nous faisons varier le rappggt nous avons conservé la méme
plage de valeurs pour les deux arrangements. Nous n'allons donc pas jusqu'au taux de
bres maximum pour l'arrangement triangulaire.

Les résultats des calculs 2D sont donnés gures 3.26 et 3.27. Nous remarguons im-
médiatement que nos résultats sont en bon accord avec la littérature. Dans les deux
con gurations, les résultats numériques sont proches du modéle hybride ou du modele
de lubri cation utilisé pour le modele hybride, pour les taux de bres élevés. Lorsque le
taux de bres diminue, on s'écarte des modeles de lubri cation. En revanche, contraire-
ment a ce qu'on pourrait attendre, I'écart entre les résultats numériques et les modéles de
lubri cation est peu di érent de I'écart entre les résultats numériques et les modéles de
cellules. On s'attendrait pourtant a ce qu'on s'approche des modéles de cellules, les hy-
potheses utilisées pour les obtenir supposant que I'écart entre les bres est important, ce
qui n'est pas le cas pour les modéles de lubri cation. On n'observe donc pas de tendance
particuliere en faveur d'un modéle plutét qu'un autre.

Nous faisons ensuite les méme calculs en 3D, a n de montrer la validité de nos méthodes.
Etant donné le colt de calcul supplémentaire, nous avons fait varier le taux de bres @&
a 0:754 seulement, pour l'arrangement carré. Nous avons choisi les mémes parametres de
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Figure 3.26 Perméabilité transverse en fonction du taux de bres pour un arrangement carré.
Comparaison entre les résultats numériques et plusieurs lois analytiques.

Figure 3.27 Perméabilité transverse en fonction du taux de bres pour un arrangement
triangulaire. Comparaison entre les résultats numeériques et plusieurs lois analytiques.
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maillage que pour le cas 2D et le domaine est un cube dont les arétes ont toutes la méme
dimension. Les résultats sont donnés gure 3.28. Nous remarquons immédiatement que les
tendances données par les calculs 3D sont les mémes que pour les calculs 2D. Les ordres
de grandeurs sont conservés. Cependant, les di érences vontld8opour le taux de bres

le plus élevé, jusqu'a presquB0% pour le taux de bre le plus faible, entre les calculs 2D

et les calculs 3D (en prenant les calculs 2D pour référence). Cela peut s'expliquer par le
fait que la formulation 2D est moins précise que la formulation 3D. Ainsi, pour les faibles
taux de bres, la zone uide est plus importante, ce qui augmente I'erreur globale par
rapport aux forts taux de bres ou les zones solides sont plus importantes.

Figure 3.28 Perméabilité transverse en fonction du taux de bres pour un arrangement carré
en 3D. Comparaison entre les résultats numériques 2D et 3D et des lois analytiques.

Nous avons également calculé la perméabilité longitudinale pour les mémes taux de
bres que le cas 3D transversal. Pour I'écoulement longitudinal, un di érentiel de pression
est imposé sur les faces perpendiculaires a I'axe des bres. Le maillage est identique a celui
utilisé pour I'écoulement transversal. Nous comparons ensuite les résultats numériques
avec ceux obtenus en utilisant les lois de Gebart [Geb92] et Happel [Hap59] pour les
écoulements paralléles a lI'axe des bres.

Les résultats sont donnés gure 3.29 et montrent une perméabilité du méme ordre de
grandeur que celle obtenue analytiquement. En revanche, I'évolution de la perméabilité
numérique en fonction du taux de bres est di érente de celle observée pour la perméabilité
analytique.

Cela peut s'expliquer par les hypothéses fortes qui sont prises pour les lois analytiques.
En e et, dans le cas de Gebart, nous avons I'hypothése de I'écoulement dans un tube. Pour
Happel, nous avons I'hypothése d'un écoulement cylindrique autour d'un cylindre solide.
Dans les deux cas, le pro| du champ de vitesse est bien di érent du pro | réel entre les
bres.
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Figure 3.29 Perméabilité pour un écoulement paralléle a I'axe des bres en fonction du taux
de bres pour un arrangement carré. Comparaison entre les résultats numériques et des lois
analytiques.

3.4.2.1 Inuence du facteur de forme

Dans les simulations numériques précédentes, la direction de I'écoulement est choisie
parallele ou perpendiculaire a I'axe des bres. Lorsque ce n'est pas le cas, la section vue
par I'écoulement n'est plus circulaire mais ellipsoidale. Dans ce qui suit, nous étudions
I'e et du facteur de forme sur la perméabilité transverse.

Le facteur de forme est dé ni pars = :—z our, est le rayon de la bre dans la direction
de I'écoulement etr, le rayon dans la direction orthogonale ( g. 3.30). Nous faisons varier
le facteur de forme entred:77 et 1:3. La perméabilité est adimensionalisée en utilisant le
facteur rpr, au lieu dea?. Ce choix s'explique simplement par le fait que la perméabilité
a la dimension d'une surface. Pour un cercle, la surface est proportionnell@?aPour une
ellipse, la surface est proportionnelle au produit du petit diamétre et du grand diamétre.

Il semble donc logique d'adimensionaliser par cette grandeur. Les résultats sont donnés

Figure 3.30 Di érentes sections de bres illustrant la variation du facteur de forme associé.
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gure 3.31. Nous gardons le taux de bres constant. Tous les résultats sont normalisés
avec la perméabilité calculée pour un cercle, c'est-a-dire pase 1.

La di érence tracée gure 3.31 est dé nie par(K(s=1) K(s))=K(s = 1). Nous
pouvons observer que la perméabilité augmente avec le facteur de forme. C'est un résultat
auquel nous pouvons nous attendre, étant donné que lorsguaugmente, l'aire de la face
d'entrée du uide augmente. Ainsi, la résistance a I'écoulement est moins grande, ce qui
augmente la perméabilité. Ces résultats montrent qu'une lIégére modi cation de la forme
des bres a une in uence trés grande sur la perméabilité.

Figure 3.31 Ecart, en pourcentage, entre la perméabilité pour une section circulaire et pour
des sections elliptiques de bres.

Cette derniere étude est une étude préliminaire sur I'e et de la forme des bres. Il
est utile, dans le cas mésoscopique, si I'on fait I'hypotheése que I'écoulement a l'intérieur
des meches est négligeable, bien qu'il soit fort probable que sans négliger les écoulements
intra-meches, la forme de la méche ait un e et que nous devons prendre en compte.
Cela nous montre que I'évolution de la forme de la section des méches, modi ée selon
gue les meches voisines se touchent, selon la compaction etc., doit étre pris en compte
pour une évaluation précise de la perméabilité. Bien évidemment, cette étude mérite
d'étre poursuivie, par exemple en se placant a I'échelle mésoscopique avec un couplage
Stokes-Brinkman, en modi ant la structure du milieu poreux (arrangement triangulaire,
ou aléatoire) ou encore en utilisant une distribution de facteur de forme dans le domaine,
par exemple.

3.4.3 Perméabilité multi-échelles d'un renfort

Dans cette partie, nous présentons des calculs de perméabilité pour le VER d'un renfort
de type G986, non déformé. Le maillage des meches est immergé dans un domaine global
correspondant a l'entrefer du moule qui le contient. C'est un cas simple qui nous permet
de montrer la faisabilité des calculs de perméabilité multi-echelles en utilisant a la fois la
méthode de calcul de perméabilité en immersion de domaines et le couplage uide-poreux.

Nous choisissons de prendre les dimensionsram. Ainsi, pour conserver un systeme
d'unité cohérent, nous prendrons une pression éiPa. Nous allons nous approcher des
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conditions du procédé RTM. Les dimensions du VER sont d& mm pour la largeur et
la longueur et de0:33 mm pour la hauteur. Nous injectons aved bar de pression, soit
0:1 MPa. La viscosité du uide est del Pa s. Nous faisons varier la perméabilité des
méches, qui prend les valeurK = 10 ?m?, K = 10 ¥ m? et K = 10 % m?. Nous
comparons ces résultats avec le calcul de perméabilité pour des meches imperméables.
Un maillage anisotrope est utilisé pour bien capturer l'interface. De plus, étant donné
gue la surface des meches peut étre trés proche de la frontiére du maillage, il est nécessaire
d'avoir un maillage trés n pour bien capturer la zone uide et ne pas provoquer d'écou-
lement bouchon, ce que I'on voit si on ne trouve qu'un seul élément entre l'interface solide
et la frontiere. Cependant, pour éviter d'avoir un maillage beaucoup trop lourd pour ce
calcul, un maillage anisotrope a également été utilisé sur les deux frontiéres correspon-
dantes aux parois avec le moule. La taille de maille locale dans les zones anisotropes est de
h =0:005 mm La gure 3.32 montre le maillage et l'isovaleur zéro de la fonction distance
utilisés pour cette étude. La gure 3.33 montre un détail du maillage. Les zones de contact
sont bien représentées grace a l'utilisation de la méthode de maillage anisotrope présentée
en 2.1.3 (page 31) utilisant une fonction distance a chaque méche immergée.

Figure 3.32 Maillage utilisé pour le domaine de calcul. En rouge, nous avons représenté les
meéches. En bleu, nous sommes dans la zone uide.

Figure 3.33 Zoom sur le maillage utilisé pour le domaine de calcul. Nous remarquons |'adap-
tation anisotrope du maillage autour des interfaces.
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La gure 3.34 montre le champ de vitesse pour le cas de Stokes pur, c'est-a-dire pour
des méches totalement imperméables. La porosité obtenue dans ce cas estde :47 et
la perméabilité est deK = 3:22 10 1 m?. La gure 3.35 montre le champ de vitesse dans
le cas perméable, avec une perméabili€ = 10 > m?. La gure 3.36 montre le champ de
vitesse uniquement dans les meches. La vitesse est a chéemam=s. Nous voyons que le
champ de vitesse a une amplitude plus importante dans le cas perméable. De plus, nous
remarquons également que le champ de vitesse dans les méches est le plus important au
niveau des interfaces meches- uide. Cela est simplement di a l'utilisation d'une zone de
mélange trop épaisse et a un maillage trop grossier pour s'‘approcher de la couche limite

Figure 3.34 Champ de vitesse pour des méches impermeéables.

Figure 3.35 Champ de vitesse pour des méches perméables akes 10 12 m2.
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Figure 3.36 Champ de vitesse dans les méches pdgr= 10 12 m?.

de Brinkman. Utiliser un maillage plus n pourrait modi er les résultats. Cependant, le
but de cette étude est de montrer la faisabilité de la méthode pour les écoulements a
I'échelle mésoscopique.

La gure 3.37 montre I'évolution de la perméabilité longitudinale mésoscopique en fonc-
tion de la perméabilité des meches. Nous pouvons voir une évolution notable de la perméa-
bilité lorsque la perméabilité des meches change. Nous remarquons que la perméabilité
est vraiment plus grande que la perméabilité de meches imperméables, ce qui semble
en désaccord avec certains auteurs qui montrent que la perméabilité mésoscopique est
indépendante de la perméabilité des meches lorsque celle-ci est trés faible. Cependant,
nous revenons sur la discrétisation de la couche limite au niveau de la transition Stokes-
Brinkman, que nous n'avons peut-étre pas prise assez ne. Nous montrons grace a cet
exemple, la faisabilité de la méthode.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par présenter di érentes lois analytiques,
issues de la littérature, pour le calcul de la perméabilité des renforts tissés, a I'échelle
microscopique et a I'échelle mésoscopique. Nous avons ensuite présenté des études sur le
calcul numérique de la perméabilité, cette fois aussi a di érentes échelles. Ces lois sont
basées sur di érentes hypothéses et di érentes méthodes, ce qui leur donne des domaines
de validités di érents qui sont cependant souvent di ciles a déterminer. Cela montre une
certaine complexité puisque la perméabilité est une grandeur moyenne qui doit contenir
toute la complexité géométrique du matériau solide qui compose le milieu poreux. En
e et, la perméabilité est dépendante a la fois de la porosité mais aussi de I'architecture du
solide. Dans le cas des renforts tissés, cela se traduit par la prise en compte de la forme
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Figure 3.37 Evolution de la perméabilité mésoscopique en fonction de la perméabilité des
méches.

géomeétrique des bres ou des méches, de leur arrangement les uns par rapport aux autres
et de leur orientation par rapport a I'écoulement.

Nous avons présente, dans un second temps, la méthode numérique mise en place pour
le calcul de la perméabilité, basée sur une méthode de prise de moyenne.

Nous avons ensuite validé les calculs de perméabilité sur des géométries et des écoule-
ments simples, pour lesquels il existe une expression analytique de la perméabilité. Nous
avons montré la faible sensibilité a I'épaisseur de la zone de mélange de la viscosité
lorsque ce mélange se fait dans la zone solide uniqguement. De plus, nous avons mon-
tré une meilleure précision lors de l'utilisation d'un lissage de la pression, ce qui montre
l'intérét de travailler sur une méthode de stabilisation e cace.

Nous avons également montré que l'utilisation d'un maillage anisotrope augmentait
légérement la précision du calcul, pour un domaine en deux dimensions (en 3D, le colt
de calcul étant bien plus important, nous avons utilisé systématiquement un maillage
anisotrope pour adapter le maillage prés de linterface). Nous avons également observé
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gue les résultats étaient plus précis en 3D qu'en 2D.

Nous avons ensuite comparé nos calculs numérigques de perméabilité avec des lois de la
littérature, pour des calculs 2D et 3D et pour des écoulements transverses et longitudi-
naux par rapport a I'axe des bres. Nous avons trouvé une bonne concordance entre les
résultats numeériques et les résultats analytiques pour les écoulements transverses. Pour les
écoulements longitudinaux, I'ordre de grandeur des résultats est respecté mais I'évolution
de la perméabilité en fonction du taux de bres est un peu di érent.

Nous avons montré l'importance de la géométrie dans la valeur de la perméabilité, en
étudiant sa variation en fonction du facteur de forme de bres initialement cylindriques.

En n, a I'échelle mésoscopique, nous avons comparé la perméabilité de meches imper-
méables a des meches de perméabilité di érentes et avons montré l'importance de prendre
en compte la perméabilité des meches pour une étude mésoscopique des écoulements.
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Chapitre 4

Les phénomenes de capillarité

Lors de l'imprégnation d'un tissu par la matrice polymere, les phénomeénes capillaires
peuvent avoir une importance capitale sur la santé matiére et les propriétés du matériau
composite nal. En e et, c'est dans la zone de saturation partielle que se produit I'appari-
tion des porosités. L'écoulement de la matrice peut étre di aux forces visqueuses lorsque
le débit d'injection est susamment important. Dans ce cas, le polymére s'écoule prin-
cipalement entre les méches. On trouve alors majoritairement des micro-vides entre les
bres qui composent les méches. En revanche, lorsque le débit d'injection est plus faible,
les e ets capillaires prennent le dessus et favorisent I'écoulement & l'intérieur des meches,
entre les bres. Ainsi, les porosités apparaissent plutét entre les méches.

Le but du travail présenté dans ce chapitre est de mettre en place les méthodes nu-
mériques utiles dans la prise en compte des phénomenes capillaires intervenant dans les
ecoulements a petite échelle. Ce chapitre est donc découpé de la maniéere suivante. Dans
un premier temps, nous présentons di érentes méthodes numériques de la littérature pour
la modélisation des interfaces. Nous présentons également la physique intervenant dans
les phénoménes capillaires et deux méthodes numériques pour modéliser la tension de
surface, que nous avons ensuite implémentées. Dans un second temps, nous validons notre
utilisation du solveur de Stokes pour les écoulements bi- uides. En n, nous validons les
méthodes numériques utilisées pour la prise en compte des phénomenes capillaires.

4.1 Modélisation numérique de l'interface

4.1.1 Introduction sur les méthodes multiphasiques numériques

La modélisation numérique d'écoulements multiphasiques est courante a I'heure ac-
tuelle, tant les applications dans lesquelles de tels écoulements ont lieu sont nombreuses.
Cela peut étre le cas pour les phénoménes géophysiques comme les vagues, pour la micro-
uidique, l'injection de pieces plastiques, le remplissage de moule en fonderie, etc.

De nombreuses méthodes numériques ont été mises en place pour modéliser de tels
écoulements. Comme c'est le cas pour une particule uide, une interface peut étre suivie
de maniere lagrangienne ou eulérienne. Nous aurons donc des méthodes basées sur une
représentation lagrangienne des interfaces par un maillage, ou des particules. Nous pou-
vons aussi utiliser des méthodes dites eulériennes. Cette fois, le repére du maillage est xe
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et l'interface va traverser les éléments. Il est nécessaire dans ce cas de pouvoir représenter
cette interface autrement que par un maillage. Nous nous attarderons dans la suite a ces
méthodes puisque la méthode Level Set utilisée dans ce travail est une méthode eulérienne.
Nous allons ainsi détailler les di érentes approches en fonction de la maniere d'obtenir
I'interface entre les di érentes phases. En n, la troisiéme classe de méthodes contient les
méthodes dites lagrangiennes-eulériennes. Il faut cependant remarquer que le classement
de ces méthodes peut di érer selon les auteurs. Par exemple, certaines méthodes basées
sur les techniques de suivi d'interfaces utilisant des particules seront classées comme des
méthodes lagrangiennes pour certains auteurs car les particules sont suivies de maniere
lagrangienne ou classées comme des méthodes eulériennes par d'autres car les écoulements
sont calculés dans un cadre eulérien et l'interface traverse e ectivement les éléments du
maillage de fond. De bonnes revues sur ces di érentes méthodes ont été faites par Smo-
lianski [Smo01] et Maitre [Mai06]. Hyman [Hym84] expose di érentes methodes de suivi

et de capture d'interface.

4.1.1.1 Les méthodes lagrangiennes et lagrangiennes-eulériennes

Les méthodes lagrangiennes paraissent, au premier abord, les plus naturelles et les plus
simples pour traiter les problemes de surface libre. Cette derniére correspond a la frontiere
du maillage. Il est facile d'imposer des conditions aux limites a l'interface (contrainte nulle,
tension de surface, etc.).

Il'y a cependant plusieurs inconvénients majeurs dans ces méthodes. Tout d'abord, le
maillage suit le champ de vitesse. Ainsi, les n+uds sont déplacés et peuvent introduire de
grandes distorsions des éléments. C'est la raison pour laquelle les méthodes lagrangiennes
ne sont pas utilisées pour simuler les écoulements en mécanique des uides. De plus, la
gestion des ruptures ou des connexions est trés complexe. Par exemple, lors du détache-
ment d'une goutte pendante, nous aurions deux maillages non connectés a partir d'un
seul maillage. Cela montre le genre de di cultés que nous aurons a résoudre.

Le premier inconvénient expose ici, a savoir la distorsion des éléments lors d'un calcul
uide en lagrangien, peut étre résolu en utilisant une méthode ALE (Arbitrary Lagrangian
Eulerian). Les méthodes ALE sont intermédiaires entre les méthodes lagrangiennes et les
méthodes eulériennes puisque les n+uds se déplacent mais que leur vitesse n'est pas
forcément la vitesse de la matiére. Le principe est souvent de donner aux n+uds de la
surface libre la vitesse du uide, ce qui permet de bien capturer les modi cations de forme
de celle-ci. Les frontieres ne correspondant pas a des surfaces libres ne sont pas déplacées
et les n+uds internes du maillage ont une vitesse arbitraire, calculée de fagcon a ne pas
introduire de distorsions des €léments.

41.1.2 Les méthodes eulériennes

Comme indiqué dans lintroduction de ce chapitre, de nombreuses méthodes eulé-
riennes sont disponibles, chacune di érant des autres par la maniére d'obtenir l'interface.
Nous allons donner ici les di érentes méthodes eulériennes qui sont les méthodes avec
suivi d'interface (interface-tracking) et les méthodes avec capture d'interface (interface
capturing).
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Les méthodes avec suivi d'interface

Ces méthodes consistent a suivre le déplacement lagrangien de l'interface, que ce soit
par l'intermédiaire de particules, ou par l'intermédiaire d'un second maillage de l'interface
elle-méme. Parmi elles, nous trouvons les méthodes de suivi de front, de volume tracking
et de frontieres immergées.

Les méthodes de suivi de front sont un suivi lagrangien de particules sur ou autour de
I'interface ( gure 4.1). Ces méthodes rendent le suivi d'interface facile puisque le transport
des particules est assez simple. Cependant, ces méthodes sont di cilement applicables
dans le cas d'interfaces tres complexes, avec de grands changements de topologie, comme
des reconnexions ou des ruptures d'interfaces. Cette approche a été introduite par Unverdi
et Tryggvason [UT92].

Les méthodes de type "volume tracking” consistent en I'utilisation de marqueurs pour
déterminer quel uide est contenu dans chaque élément ( gure 4.2). Les marqueurs sont
transportés de maniere lagrangienne. La plus célebre de ces méthodes est la méthode
marker-and-cell (MAC) [HW65].

Figure 4.1 La méthode de suivi de front. Figure 4.2  La méthode de type Marker-

La ligne bleue représente l'interface et les and-cell. La ligne bleue représente l'inter-
points sont les particules qui permettent de face et les points sont les particules qui per-
la suivre numériquement. mettent de marquer l'une des deux phases.

Les avantages de ces méthodes sont de pouvoir prendre en compte, sans aucune di -
culté, plus de deux phases. Les problémes sont qu'il est di cile d'imposer des conditions
aux limites a l'interface, que le colt de calcul est relativement important étant donné
la présence de particules lagrangiennes dans tout le volume et qu'il n'est pas possible
d'obtenir une représentation précise de l'interface et donc d'accéder a sa normale ou a sa
courbure. De plus, il est souvent nécessaire de redistribuer les particules a n d'éviter les
accumulations et les disparitions de ces derniéres a cause du champ de vitesse.

Il faut noter que cette méthode et la méthode Volume Of Fluid, présentée plus loin,
sont tres semblables et que cette derniére est souvent classée dans les méthodes de type
volume tracking.
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(a) SLIC (b) PLIC

Figure 4.3 Deux méthodes de reconstruction de l'interface utilisées dans la méthode VOF
[RKO8].

Les méthodes de frontieres immergées [Pes77, Pes02, PP93] consistent en |'utilisation
d'un maillage eulérien dans lequel un maillage lagrangien se déplace librement. L'inter-
action entre les deux maillages est possible par I'application d'une fonction Dirac lissée
centrée sur le maillage lagrangien. Les e ets de l'interface sur I'écoulement sont pris en
compte par un terme source dans les équations de I'écoulement.

Les méthodes avec capture d'interface

Dans ces méthodes, l'interface est reconstruite a partir d'une grandeur transportée par
I'écoulement. Ces grandeurs peuvent étre discontinues, c'est-a-dire dé nies aux éléments,
ou continues, c'est a dire dé nies aux n+uds. Parmi ces méthodes, nous trouvons la Level
Set, le Volume-Of-Fluid et le Champ de Phase.

La méthode Level Set est basée sur l'utilisation d'une fonction distance signée a l'in-
terface, c'est-a-dire qu'en chaque n+ud est donnée la distance a l'interface. Le signe de
cette distance nous permet de nous placer dans une phase ou une autre. L'interface est
donc dé nie par l'iso-valeur zéro de cette fonction distance. L'intérét de cette méthode est
de nous donner une reconstruction précise de l'interface. Son inconvénient est que la pro-
priété d'étre une distance n'est pas conservée lors de son transport et qu'il est nécessaire
de corriger cette fonction a intervalle régulier. Cela rend la méthode non conservative.
Nous détaillons cette méthode plus loin, en 4.1.2.

La méthode Volume-of-Fluid (VOF) [HN81] consiste a transporter un champ de pseudo-
concentration ou champ decouleur. Ce champ donne la fraction de phase dans chaque
elément. Cette méthode sou re principalement d'une di usion importante mais elle est
conservative. De plus, contrairement a la méthode Level Set qui nous donne précisément
la forme de l'interface, sa reconstruction dans la méthode VOF est plus complexe. En
e et, le champ utilisé pour la reconstruire est la fraction de phase. Elle ne nous donne pas
directement l'orientation de l'interface. Des méthodes ont été développées pour la recons-
truction de cette interface (la gure 4.3 en donne deux exemples). Une bonne revue des
méthodes de type VOF est présentée par Rudman [Rud97] et par Scardovelli et Zaleski
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[SZ99].

La méthode de Champ de Phase, comme la méthode Level Set, consiste a transporter
une fonction continue. La di érence est que cette fonction varie continlment a travers
l'interface et que sa forme et son épaisseur, autour de l'interface, sont obtenus par des
considérations thermodynamiques du probléme a modéliser. Ainsi, la fonction Champ
de Phase correspond a une grandeur physique et son équation d'évolution n'est pas une
simple équation de transport mais une équation énergétique basée sur les lois de la ther-
modynamique statistique [Jac99, Mai06].

4.1.2 Transport de la Level Set

Comme expliqué précédemment, la méthode Level Set est beaucoup utilisée aujour-
d'hui. Elle ne permet pas seulement de représenter des interfaces entre plusieurs phases
pour la simulation d'écoulements multiphasiques. En e et, elle est aussi utilisée en ima-
gerie médicale, par exemple, pour détecter des contours de topologie complexe en 2D et
en 3D, en optimisation de forme pour la mécanique des structures, en géophysique pour
I'estimation des vitesses des ondes sismiques, etc. Beaucoup d'applications peuvent étre
trouvées sur le site internet de Sethianhttp://math.berkeley.edu/~sethian/ et dans
[Set99].

La méthode Level Set a été développée par Osher et Sethian [OS88] sous le nom de
méthode PSC pourPropagation of Surfaces under CurvatureElle a ensuite été améliorée
par d'autres auteurs. La méthode est basée sur le transport d'une fonction distance signée
a l'interface. Cela signi e que la valeur de cette fonction nous donne la distance a laquelle
nous nous trouvons de l'interface entre les phases et le signe de cette valeur nous renseigne
sur la phase dans laquelle nous nous trouvons. Cette fonction distanceest convectée
par une simple équation de transport :

Q@.iv =0 (4.1)

@t
ou ¥ est la vitesse du uide. Nous écrivons la forme faible de cette équation sous la forme
Suivante : 7 7

@ _
@ 9t w  d=o (4.2)

avec et pris dansH() . Le terme temporel peut s'écrire :
@ _ (tn)  (tn 1)
@t t
Plus de détails sur les méthodes de résolution et de stabilisation de la méthode Level Set
peuvent étre trouvés dans la these de Basset [Bas06].

(4.3)

Le probléme principal du transport de est que la propriété de distance n'est pas
conservée au cours du temps. En e et, une fonction distance a la propriété suivante :

kr k=1 (4.4)
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Aprés un certain nombre d'itérations de transport, étant donné que le champ de vitesse
n'est pas forcément constant dans le domaine de calcul, cette propriété de gradient unitaire
n'‘est pas conservée, c'est-a-dire que les lignes de niveau vont se resserrer. Il est donc
nécessaire de corriger cette fonction pour lui donner de nouveau cette propriété sur le
gradient ( gure 4.4).

Figure 4.4  Modication de la propriété de distance de la fonction Level Set lors de son
transport. Le champ de vitesse indiqué par les vecteurs transporte la Level Set initialet@
en rouge gras. Les lignes rouges sont des iso-valeurs de la fonction distance. Au temps
les iso-valeurs de la distance sont indiquées par les pointillés bleus. La propriété de distance
est perdue. Une étape de ré-initialisation permet de retrouver les iso-valeurs de la distance en
vert.

La ré-initialisation consiste a corriger de maniére itérative la fonction distance tout en
conservant la position de l'iso-valeur zéro [Sus94]. L'idée est de résoudre une équation de
type Hamilton-Jacobi :

g ~(x;0) = (x;1)

@ _ N s .
s @ S(-)(1 jr ~) pourt2]0; ] (4.5)
(X;t) = ~(X; )

ou test un temps ctif et ~ est la fonction modi ée par I'équation de Hamilton-Jacobi.
Ainsi, on donne a~ la valeur de au temps ctif zéro. Puis on modi e ~ jusqu’'au temps
ctif nal t;i. A ce moment |4, on donne a la valeur de ~, qui est la fonction distance
réinitialisée. La fonction S(~) est une fonction signe [PMO99] :
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ou h est la taille de maille locale. En écrivant le terme temporel sous la forme :

@_- - 4.7)
@ t
nous pouvons exprimer I'équation de Hamilton-Jacobi sous la forme d'une équation de
transport similaire a (4.2) :

—+w ~= —+F (4.8)
r tr

OUF = S(~ )etw= S(~ )jrr —- L'équation pour la ré-initialisation sera ainsi résolue de

la méme maniére que I'équation de transport de la Level Set, simplement en ajoutant un

second membre et en utilisant un terme de vitesse de propagatircalculé en fonction du

champ transporté. Bien que l'iso-valeur zéro soit conservée en théorie, la pratique montre

gue les erreurs de calcul lors de la ré-initialisation nissent par déplacer l'interface.

4.2 La tension de surface

4.2.1 Introduction a la tension super cielle

Les e ets des forces capillaires sur les uides sont connus depuis des siécles, bien avant
d'en comprendre les causes. Poggendor [Pog83] donne des informations historiques sur
I'étude des phénomenes capillaires, reprises tres succinctement dans ce qui suit. Leonard
de Vinci, par exemple, a été le premier a mentionner le phénomene de remontée capillaire
dans sesCarnets Des tentatives d'explication des causes de ce phénoméne ont ensuite
été données par exemple axvii ¢ par Rohault, par Montanari ou par Boricelli qui serait
le premier a avoir donné la loi de remontée capillaire connue aujourd'hui sous le nom de
loi de Jurin. Par la suite, a la n de xvii ¢ et au début du xviii ¢, Hauksbee a étudié de
facon systématique la remontée capillaire, en observant qu'elle se produit quelle que soit
la géométrie (tube ou plagues paralléles) et quel que soit le solide et le liquide utilisés.
De plus il montre que la remontée ne dépend pas de I'épaisseur du tube. C'est nalement
Jurin [Jurl9a, Jurl9b] qui sera connu pour cette loi qui porte son nom. Cependant, toutes
ces études ne sont que des observations du phénoméne et les explications de la capillarité
ne sont pas satisfaisantes.

Des théories rendant compte des phénomenes de tension de surface sont apparues dées
le xix € siécle a n d'expliquer les observations de phénomeénes capillaires connues depuis
longtemps, comme l'ascension capillaire, par exemple, et qui n'était pas explicable par la
physique newtonienne, apparue moins d'un siécle auparavant.

Laplace, en 1806, [Lap12a, Lap12b] fut 'un des premiers a poser une théorie de l'at-
traction capillaire, presque simultanément a Young [You05]. Bikerman [Bik77] donne une
revue historique sur I'évolution des théories de la capillarité. La théorie de Laplace est
plus tard complétée par Gaussen 1830, qui démontre que l'angle de contact entre deux
uides sur une surface solide est constant.

La tension de surface est un phénomeéne se produisant a trés petite échelle et entre
plusieurs uides non miscibles. Les molécules d'un uide sont soumises aux interactions

1. Principia generalia theori+ gur+ uidorum in statu +quilibrii, 1830
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mutuelles des autres molécules. Ces forces peuvent étre des forces de Van Der Waals, des
forces de type électrostatique dues aux liaisons hydrogénes (c'est le cas pour I'eau par
exemple) ou ioniques ou des liaisons métalliques (comme on le trouve dans le cas du mer-
cure par exemple) [LGP06, GHPO1]. En moyenne, les forces d'interaction se compensent
dans le uide. Cependant, prés de l'interface, les molécules sont soumises aux interactions
de leurs voisines dans le méme uide mais aussi aux interactions dues aux molécules du
second uide. Cela introduit un déséquilibre dans la résultante des forces d'interactions.

La situation est similaire dans le cas d'une surface libre (g. 4.5). Ce déséquilibre est a
I'origine de la force de tension de surface et de I'énergie de surface associée.

Figure 4.5 Les interactions moléculaires dans un uide. La résultante des forces (vecteurs
rouges) est non nulle au niveau de la surface libre.

L'énergie de surface

On peut se représenter I'e et de la tension de surface dans le cas de I'expérience connue
du Im liquide supporté par un cadre dont I'un des c6tés est mobile [GHPO1] ( gure 4.6).
Le c6té mobile va se déplacer de telle sorte que la surface du Im soit minimale. De
plus, pour déplacer le c6té mobile, il faudrait dépenser une certaine quantité d'énergie,
correspondant a I'énergie résultante de la force de tension de surface.

A n de calculer I'énergie de surface, on peut adopter la représentation suivante [Qué03].
Le milieu condensé est un agglomérat d'atomes ou de molécules, qu'on représente comme
des cubes de cotéa. Chacun de ces cubes va interagir avec ses voisins. Le potentiel

Figure 4.6  Expérience du cadre mobile mettant en évidence le phénoméne de tension de
surface [GHPO1].
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d'interaction attractive entre deux atomes donne une certaine énergke,. L'énergie de
surfaceEs correspond a I'énergie nécessaire pour créer une interface, c'est-a-dire I'énergie
nécessaire pour séparer les atomes. Elle vaut donc :

Es = 2nsE, (4.9)

ou ng est le nombre d'atomes de la surface. On peut exprimer ce nombre d'atomes par le
rapport entre la surface libre et la surface du cube représentant I'atome. Ainsi, on peut
écrire :

S
a2
ou S est la surface de linterface et est le coe cient de tension de surface. On voit
donc ici que le coe cient de tension de surface a la dimension d'une énergie par unité de
surface. Il s'exprimera donc en)=m? ou en N=m.

E<s=2—-E,= S; (410)

La loi de Laplace

Comme expliguée plus haut, la force de tension de surface est due a un déséquilibre
dans les forces d'interactions moléculaires. Le systeme va donc se déplacer vers son état
d'équilibre énergétique. Pour cela, il va tenter de minimiser la surface de son interface.
Si on considere un liquide dans un second liquide, l'interface sera une surface fermée. La
forme qui minimise la surface pour ce volume est donc la sphére. Ainsi, lorsqu'on considere
une interface ou un Im en équilibre, il aura forcément la forme qui minimisera son aire
[GHPO1].

Laplace donne sa loi des 1805 en se penchant sur le phénoméne de remontée capillaire.
Il a pu montrer qu'il existait un saut de pression de part et d'autre de l'interface et que
ce saut était directement lié a la courbure de l'interface. Il donne la loi suivante :

1 1

p: r—0+ r_OO = (411)

ou r%et r%sont les rayons de courbure principaux sur l'interface locale etla courbure
locale. La gure 4.7 illustre la courbure d'une interface.

Figure 4.7 Représentation des rayons principaux d'un élément de surface.
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4.2.2 Prise en compte numérique de la tension de surface
4.2.2.1 La méthode Continuum Surface Force (CSF)

Dans le cas de méthodes lagrangiennes, l'interface est représentée par des n+uds du
maillage. Ainsi, il est aisé de calculer une force surfacique s'appliquant sur les faces du
maillage qui représentent l'interface. Par contre, dans le cas de méthodes eulériennes, le
probleme de la représentation de l'interface se pose, comme expliqué en 4.1 (page 111).
En e et, dans ce cas, l'interface n'étant pas appuyée par des n+uds du maillage, il n'est
pas possible de représenter directement une force surfacique.

Une solution a été apportée par Brackbill et al. [BKZ92], dans le cas d'une méthode
de type VOF et qui peut étre transposée simplement au cas d'une méthode Level Set.
Les auteurs considérent une force volumique, répartie sur une épaisseuh autour de
I'interface (gure 4.8). Cette force doit donner la force surfaciqud-s correcte lorsque

Figure 4.8 Principe de la méthode CSF, tirée de [BKZ92]

I'épaisseure tend vers O : 7 7
im F,= Fg (4.12)

el 0

ou est l'interface. Pour obtenir cette force volumique, il sut d'écrire qu'intégrer Fg
sur l'interface est équivalent a intégrer sur le volume le produifs , ou est un Dirac
centré sur l'interface. En prenant une fonction de Diradissée |, (gure 4.9) on peut
donc exprimer cette force surfacique en une force volumique. De plus, la fonction de
Dirac lissée peut étre écrite comme le produit scalaire de la normale a l'interface (dans
I'épaisseur autour de l'interface) avec le gradient d'une fonction caractéristique, que les
auteurs appellent une fonctiorcouleur c. En prenant c comme une fonction de Heaviside
lissée [BFD98], on peut écrire :

MA=rcC (4.13)

et ainsi la force volumique de tension de surface par unité de volume s'écrit :
F.=  (39r c (4.14)
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Figure 4.9 lllustration d'un Dirac lissé | et de la fonction caractéristiquec de la phase
(appelée fonction couleur dans la terminologie VOF utilisée par Brackbill [BKZ92] ou loi de
mélangedans ce manuscrit).

De plus, les auteurs de [BKZ92] donnent un moyen de calculer simplement la normale
et la courbure de l'interface :

rc
ir g
®= (@ %) (4.16)

La force calculée avec les relations (4.13) a (4.16) est ajoutée au terme de force volumique
de I'équation de Navier-Stokes ou de Stokes.

4.2.2.2 La méthode Continuum Surface Stress (CSS)

Cette méthode a été développée par Lafaurie et al. [LNS4] et aussi par [Jac96],
qui, a partir d'une considération thermodynamique lui permettant d'écrire la tension de
surface en fonction de la variation de I'énergie libre du systeme, obtient la méme relation.
Utiliser la thermodynamique pour ce genre de phénomeéne se retrouve davantage dans la
méthode de Champ de Phase, sur laquelle il a également travaillé [Jac99]. Béliveau et
al. [BFD98] développent en parallele cette méthode de calcul numérique de la tension de
surface.

Elle permet de ne pas avoir a calculer explicitement la courbure de l'interface, puisque
I'on peut diminuer d'un ordre les dérivations par l'intégration par partie que I'on utilise
pour écrire la forme faible du systéme a résoudre. Cette méthode est utilisée par Bruchon
et al. [BFBBO06] pour simuler I'expansion de bulles. Lorsqu'on écrit la formulation faible
de I'équation de conservation de la quantité de mouvement, on remplace le terme de force
de tension de surface (transformée en force volumique) de la maniére suivante :

Z Z

) 5
rcr c i ¢g-l
rc wd = . J J

r wd 417
i G (4.17)

ou w est la fonction test sur la vitesse.

Le fait de ne pas avoir a calculer explicitement la courbure présente un avantage
certain. En e et, pour notre formulation éléments nis linéaires, la Level Set est d'ordre 1
(dé nie aux n+uds). La normale, calculée a partir du gradient de la fonction distance ou
de la loi de mélange avec I'équation (4.15), est donc d'ordre 0 (dé nie aux éléments). Pour
utiliser cette normale, il est nécessaire de l'interpoler aux n+uds, ce qui est une premiére
source d'erreurs. Lorsqu'on calcule la courbure avec I'équation (4.16), il est nécessaire
de diverger cette normale. Les erreurs dues a l'interpolation sont donc ampli ées par la
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4. Les phénoménes de capillarité

divergence. Grace a I'équation 4.17, nous évitons ces interpolations en ne calculant qu'un
gradient. Nous résolvons donc I'équation suivante :
z z z z

2 (¥: (w) pr w= f w+ T:rw (4.18)

ou T est le tenseur d'extra-contrainte associé a la tension de surface, donné par :

rcr cijr g2l

T= —
raq

(4.19)

4.2.2.3 Le probleme des courants parasites

Le principal probleme rencontré, dans la simulation numérique d'écoulements multi-
phasiques lorsque la tension de surface est prépondérante sur I'écoulement, est I'apparition
de courants parasites au niveau de l'interface ( gures 4.10 et 4.11). lls se rencontrent dans
toutes les méthodes numériques basées sur une approche eulérienne avec prise en compte
volumique de la tension de surface, que ce soit dans les méthode de di érences nies ( gure
4.10), les méthodes d'éléments nis, ou dans les méthodes Lattice Boltzmann ( gure 4.11).
Ces courants parasites sont la plupart du temps négligeables lorsque I'écoulement est régi
par les forces visqueuses, puisque les vitesses mises en jeu sont bien plus importantes que
les vitesses parasites. Ce n'est bien évidemment pas le cas lorsque les phénomeénes capil-
laires sont les plus importants, puisque les vitesses mises en jeu sont faibles et que les pas
de temps associés aux phénomenes capillaires sont souvent trés faibles. Dans ce cas, les
vitesses parasites vont provoquer un écoulement qui va déformer l'interface.

Bien que certaines publications traitant de la simulation numérique de phénomenes
capillaires ne discutent pas de ce probleme particulier [CKM09, LSH08, XLLZ06], beau-
coup d'auteurs abordent de ce probléme, ou tout simplement, testent la stabilité de leurs
formulations en véri ant I'amplitude de ces oscillations.

La principale explication concernant I'apparition de ces courants parasites est un dés-
équilibre dans le calcul des contraintes [LN®4, SSA08, GFH09, MGCRO07, TWO07]. Ce
déséquilibre provient d'erreurs numériques [JTB02]. Selon certains auteurs, elles portent
sur la discrétisation de l'interface [Gun92, SSA08] et plus particulierement sur le calcul
de la normale et de la courbure [Bon05, Cou07, MGCRO0O7, WKP98, OKZ07, SO06].

Ces courants parasites apparaissent principalement dans la phase de faible viscosité
ou de plus faible densité. Ainsi, Couderc [CouQ7] observe que lintensité des courants
parasites est plus importante dans le gaz que dans le uide.

Ce probleme était déja connu pour la méthode Lattice Boltzmann [Gun92] et dans I'ar-
ticle traitant de la méthode CSF [BKZ92], les auteurs expliquent que les courants parasites
apparaissent a cause des changements discontinus dans la localisation et I'orientation de
I'interface, introduits par la méthode VOF.

Si beaucoup d'auteurs se contentent d'aborder le probleme et de montrer I'e cacité de
leurs méthodes pour diminuer les courants parasites, d'autres s'y sont plus attardés. Ainsi,
Lafaurie et al. [LNS 94] ont étudié, pour la formulation CSS, les variations d'amplitude
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4.2 La tension de surface

Figure 4.10 Courants parasites apparaissant avec l'utilisation d'une méthode VOF et CSF
[TWO7].

Figure 4.11 Courants parasites apparaissant avec l'utilisation d'une méthode lattice Boltz-
mann [LLPO7].

de ces courants parasites en fonction de la viscosité et du coe cient de tension de surface
et ont proposé une relation linéaire entre la vitesse max des courants et le rappocrt .
Dans sa these [CouQ7], Couderc a fait le méme travail pour la méthode Ghost- uid, qui
permet de prendre en compte les sauts en prolongeant de chaque coté de l'interface les
variables discontinues sur des n+uds fantomes. Il trouve la méme loi pour la norh@

de la vitesse des courants parasites :

kUkL2 =C- (420)

ou C est une constante.

De nombreuses tentatives ont été menées pour réduire l'intensité de ces courants para-
sites. Couderc [CouQ7] montre que l'utilisation de la méthode Ghost- uid pour imposer
les sauts au niveau de l'interface réduit de deux ordres de grandeur l'intensité des cou-
rants parasites par rapport a la méthode CSF appliquée a une Level Set. En e et, selon
lui, une grande partie des problémes viendraient de la di culté a imposer des sauts dans
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le repére de coordonnées local a l'interface, qui introduirait des erreurs sur le calcul du
champ de pression. De plus, il a observé que l'utilisation d'une courbure exacte (dans le
cas d'un cas test de validation dont la courbure peut étre connue analytiquement) per-

mettait de réduire l'intensité des courants a l'ordre de grandeur des erreurs d'arrondis du

calcul numérique.

Certains auteurs préferent travailler sur la précision de l'interface. Ainsi, Sussman et
Ohta [SOO06] utilisent une technique d'ordre élevé pour calculer la normale et la courbure.
Seifollahi et al [SSAO08] travaillent sur la reconstruction de l'interface dans la méthode
VOF-. lIs observent une diminution de deux ordres de grandeur de la précision des résultats
par rapport aux méthodes classiques. Olsson et al. [OKZ07] utilisent une méthode Level
Set quadratique et calculent la courbure en utilisant la relatio- " ~ = . Cela permet
d'améliorer la précision des résultats. L'ajout d'une di usion sur le calcul de la courbure
est également utilisé par Marchandise et al. [MGCRO7].

Brackbill et al. [BKZ92] proposent de pondérer la force de tension de surface par le
rapport (x)= ] ou[ ] est la di érence de densité entre les deux phases. Cela permet de
diminuer l'intensité des courants parasites dans la phase |égere. Cependant, méme si cela
diminue I'erreur sur la vitesse, le saut de pression est moins bien calculé, puisque la force
est diminuée par ce facteur de densité. Ce coe cient n'est pas pris en compte par les
auteurs utilisant la méthode CSF.

Jamet et al. [JTB02] ajoutent une équation de conservation de I'énergie dans leur
formulation. Cette équation vient du fait que les auteurs utilisent une approche thermo-
dynamique pour obtenir une formulation semblable a la formulation CSS pour la tension
de surface. lls obtiennent donc naturellement une conservation de I'énergie. Sa prise en
compte permet de diminuer fortement I'apparition de ces courants parasites. Cependant,
la résolution de cette équation supplémentaire est colteuse et alourdit la formulation.

Tong et Wang [TWO07] introduisent la méthode PBM (Pressure Boundary Method),
ou un gradient de pression est imposé au niveau de linterface pour la résolution des
éqguations de Navier-Stokes. Ce gradient de pression est dépendant du gradient de pression
capillaire. La pression est ensuite calculée, puis nalement la vitesse temporaire obtenue
de la résolution de Navier-Stokes est corrigée avec le nouveau champ de pression. Cette
méthode de projection en deux passes montre une importante réduction des courants
parasites. Cependant, la formulation utilisée est lourde.

4.2.3 Les temps caractéristiques

Le choix du pas de temps dans les simulations numériques est tres important. Ce choix
dépend a la fois de la physique du probleme et des limitations numériques. Pour détermi-
ner les temps caractéristiques apparaissant dans la simulation numérique, il est nécessaire
d'utiliser certains nombres sans dimension qui font intervenir les dimensions caracteéris-
tiqgues du probleme. Smolianski [Smo01] donne une rapide introduction aux principales
échelles de temps qui interviennent dans les phénomenes capillaires.

Nous allons présenter, dans la suite, quelques nombres sans dimension qui nous per-
mettent de déterminer les temps caractéristiques correspondants aux phénomenes phy-
siques que ces nombres représentent. Nous considérerons que le temps caractéristique est
obtenu lorsque les di érentes forces intervenant dans ces nombres sans dimension s'équi-
librent, donc lorsque le nombre caractéristique vaut 1. Il est important de choisir un pas
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de temps numérique inférieur au pas de temps caractéristique du phénomene physique
que l'on souhaite considérer, sans quoi, il sera impossible de capturer les phénoménes qui
y sont associés. En revanche, le non respect de ces pas de temps ne conduit pas forcément
a un résultat erroné si I'on souhaite étudier les phénomenes ayant une échelle de temps
caractéristique supérieure.

Lorsque la gravité entre en jeu dans la physique du probléme considéré, nous pouvons
utiliser le nombre de FroudeFr = pU—T ou U est une vitesse caractéristiqueg est l'ac-
célération de la pesanteur et une %ongueur caractéristique. Nous pouvons dé nir un
temps caractéristique di aux phénomeénes de gravitéty = 5. Cela nous permet d'écrire
le temps caractéristique aux phénomenes de gravité sous la forme suivante :

S __
ty = % (4.21)

En ce qui concerne les phénomeénes de tension de surface, c'est le nombre capillaire qui
intervient. Il s'écrit Ca= L, ou est la viscosité dynamique, le coe cient de tension
de surface etJ la vitesse caractéristigue des phénomeénes considérés. Nous pouvons ainsi

déterminer le pas de temps caractéristigue des phénomeénes capillaires :
tCa = — (422)

Pour les e ets visqueux, nous pouvons utiliser le nombre de Reynolee = Y- qui
donne le rapport entre les forces d'inertie et les forces visqueuses. De la méme maniére
que précédemment, en prenarRe = 1, nous pouvons déterminer un pas de temps carac-
téristique des phénomenes visqueux :

LZ

t = (4.23)

Le choix du pas de temps ne dépend pas que de la physique du probleme. Des phéno-
meénes d'instabilités numériques peuvent apparaitre pour des pas de temps trop élevés. Il
y a donc des conditions de stabilité sur les méthodes numériques utilisées. La plus connue
est la condition CFL [CFL67] qui apparait lorsque le schéma temporel est explicite. Cette
condition doit étre respectée lorsque la méthode Level Set est utilisée.

Brackbill [BKZ92] donne une condition sur le pas de temps dans le cas d'un écoulement
modélisé par les équations de Navier-Stokes sous la forme suivante :

S

hih?
fen = 2' (4.24)

Les auteurs de [GV08, GV07] donnent la condition de stabilité suivante :

0 S 1
2

1 h3
tca = E @Cz—h + c—h + 4C1—A (4.25)
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ou ¢; et ¢, sont des coe cients indépendants de la taille de maille. Lorsqu'on ne résout
gue I'équation de Stokes, nous pouvons utiliser :

t.‘caswkes = C2—h (426)

Les auteurs montrent quec, = 4 est la limite au dessus de laquelle les instabilités appa-
raissent.

Le choix du pas de temps maximal pour la simulation sera ensuite simplement le mi-
nimum des di érents pas de temps caractéristiques dé nis plus haut. Les phénoménes de
tension de surface vont introduire des pas de temps trés faibles. En pratique, il n'est pas
toujours nécessaire de respecter strictement ce pas de temps critique.

4.3 Prise en compte de la tension de surface dans notre
formulation éléments nis

Nous présentons dans cette partie la prise en compte des phénomenes de tension
de surface dans nos calculs numériques. Dans un premier temps, nous détaillons notre
utilisation de la méthode CSF et, dans un second temps, de la méthode CSS. Pour chacune
d'entre elles, nous donnons les algorithmes d'un calcul en éléments nis.

4.3.1 La méthode CSF

Cette méthode consiste a calculer la force de tension de surface d'un systéme a un
tempst et a l'introduire en second membre des équations de Stokes pour obtenir une
solution at+dt. L'expression pour cette force est donnée par les relations (4.14) et (4.13)
rappelées ci-dessous :

F.=  (39r c (4.14)

M=rc (4.13)

Cette fonction ¢ nodale, valant 0 ou 1 selon que le n+ud est dans une phase ou dans
I'autre, peut étre choisie lissée, en utilisant une méthode similaire a celle utilisée pour la
viscosité dans la méthode d'immersion de domaines (section 2.1.1).

Il est ensuite possible de calculer le gradient de ce charmopdé ni aux n+uds, pour
obtenir un champ de normales dé nies aux éléments. Ensuite, une interpolation des élé-
ments vers les n+uds permet de pouvoir diverger ce champ pour obtenir la courbure.
Cette derniere, également dé nie aux éléments du fait de la divergence, peut ensuite étre
interpolée aux n+uds pour étre introduite dans le calcul de force. Cependant, cette mé-
thode apporte des erreurs numérigues suite aux multiples interpolations entre les éléments
et les n+uds.

En choisissant une loi dse mélange pour cette fonctiansous la forme suivante :

E Osi <e

c= 1 1+ —+ Esin — sij j<e (4.27)
§2 e e
' 1si >e
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Nous pouvons naturellement calculer analytiquement sa dérivée. En e et, puisquelé-
pend de , nous pouvons écrire :

r o= 3¢, (4.28)
d
En utilisant les équations (4.15) et (4.13), nous pouvons en déduire la relation suivante :
dc
()= q (4.29)
et ainsi : 8
< 0 si < eou >e
= 4.30
) : 1 }+}cos — sij j<e ( )
2 e e e

ou e est la demi-épaisseur du Dirac et est la fonction distance a l'interface sur laquelle
le Dirac est centrée.

Le calcul de la normale et de la courbure se fait de la maniere donnée par Brackbill
[BKZ92], en utilisant les équations (4.15) et (4.16). Nous ne pouvons ainsi pas échapper
aux deux interpolations des n+uds aux éléments.

Une fois obtenu le Dirac lissé,, les normalesa et la courbure , nous pouvons calculer
la force de tension de surface.

L'algorithme d'un calcul d'écoulement avec tension de surface prise en compte avec la
méthode CSF est le suivant :

1. Calcul du champ de normales:i a l'interface a partir de la fonction Level Set au
tempst ;

(a) Calcul du gradient de la Level Set;
(b) Interpolation du champ obtenu (dé ni aux éléments) sur les n+uds;

(c) Normalisation des vecteurs normaux (au cas ou la levet-set ait perdue sa pro-
priété de distance, notamment lorsque |'étape de réinitialisation n'est pas assez
fréquente).

2. Calcul du champ de courbure de linterface a partir du champ de normalesn
calculé;

(a) Calcul de la divergence du champ de vectedr et multiplication par 1;
(b) Interpolation du champ obtenu (dé ni aux éléments) sur les n+uds;
Calcul du Dirac lissé | en utilisant I'équation (4.30);

Calcul de la force de tension de surface en utilisant I'équation (4.14) ;
Calcul du champ de viscosité en utilisant la Level Set;

o gk~ w

Résolution des équations de Stokes en utilisant le champ de viscositalculé et en
introduisant la force de tension de surface en second membre;

Calcul de la Level Set au temps+ dt avec le champ de vitesse au tempscalculé ;

© N

. Retour en 1.
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4.3.2 La méthode CSS

La méthode CSS consiste a calculer un terme tensoriel contenant l'information de
courbure, donné par I'équation (4.19), que nous rappelons ci-dessous :

o
r=rercir g (4.19)
ird

et que nous introduisons dans la formulation faible de Stokes :
Z Z Z Z

2 (v): (w) T:rw pr w= " w (4.31)

Nous avons donc un terme supplémentaire dans le terndg, de la forme matricielle
(présentée section 2.2.1) donnée par l'équation (2.23). Le détail de I'implémentation est
donnée en annexe A.

Ce terme ajouté doit également étre pris en compte dans la stabilisation. Une étude
rapide a montré que la formulation stabilisée que nous utilisons impliqgue que le terme
de stabilisation associé a ce tenseur soit nul si ce dernier est dé ni aux éléments. Il y a
toutefois toujours des incertitudes concernant la stabilisation de ce terme. Une étude a ce
sujet est en cours au laboratoire [FHC10].

Le déroulement d'un calcul d'écoulement avec prise en compte de la tension de surface
par la méthode CSS est illustré par I'algorithme suivant :

1. Calcul du champ de normales & l'interface a partir de la fonction Level Set au
tempst;

(a) Calcul du gradient de la Level Set;
(b) Interpolation du champ obtenu (dé ni aux éléments) sur les n+uds;

(c) Normalisation des vecteurs normaux (au cas ou la levet-set ait perdue sa pro-
priété de distance, notamment lorsque I'étape de réinitialisation n'est pas assez
fréquente).

2. Calcul du Dirac lissé | en utilisant I'équation (4.30);

3. Calcul der c= |#n;

4. Calcul du tenseurT en utilisant r c;

5. Calcul du produit T;

6. Calcul du champ de viscosité en utilisant la Level Set;

7. Résolution des équations de Stokes en utilisant le solveur avec extra-contraifte
8. Calcul de la Level Set au temps+dt avec le champ de vitesse au tempscalculé ;
9. Retour en 1.

4.4 Validation du solveur de Stokes avec plusieurs phases

Nous souhaitons valider l'utilisation du solveur de Stokes avec un champ de viscosité
variable dans I'espace. Pour cela, nous allons utiliser un écoulement de Poiseuille constitué

128



4.4 Validation du solveur de Stokes avec plusieurs phases

de deux couches de viscosités di érentes et dont la vitesse est parallele a l'interface, comme
présenté gure 4.12. Etant donné qu'il existe une solution analytique & ce probléme, nous
pourrons calculer I'erreur que nous faisons en fonction du maillage et de I'épaisseur de
mélange de la viscosité

Les problémes de transport d'interface ne sont pas traités ici, le transport de la Level
Set ayant été validé a de nombreuses reprises dans I'équipe de recherche [Vill1l].

Le cas traité ici est di érent du cas utilisé en 2.3.1 pour la validation de la méthode
d'immersion de domaines. Ici, la loi de mélange est centrée sur l'interface, et les deux
phases sont en mouvement. Etant donné que nous sommes en présence de deux uides,
il n'y a pas de probleme de stabilisation, et la viscosité de bulle correspond au champ de
viscosité du domaine de calcul. Bien évidemment, nous pourrions simuler un écoulement
diphasique dans la méthode d'immersion de domaine, avec les zones solides représentées
par une seconde fonction distance. Dans ce cas, la viscosité attribuée a la bulle sera
modi ée de la méme maniere que pour le cas a une seule phase, et correspondra a la
viscosité du uide au contact de chaque zone solide.

4.4.1 Solution analytigue de I'‘écoulement de Poiseuille dipha-
sique

Nous considérons un écoulement entre deux plans paralléles in nis ( gure 4.12). Cela
nous permet de nous placer dans un cas 2D. Les plans sont placég enH ety = H.
L'interface est située eny = 0. Le uide 1, de viscosité dynamique ; est situé dans les
y positifs et le uide 2, de viscosité ,, dans lesy négatifs. Un di érentiel de pression est
imposé entrex =0 et x = L.

Du fait de la géométrie et des conditions aux limites, le champ de vitesse peut s'écrire :

= Vxéy) (4.32)

Ainsi, en utilisant les équations de Stokes, le probléme s'écrit :
@w _ @p
@y @x
Ainsi, le probléme de Poiseuille diphasique s'écrit :
8 Y

1
Vg1 = 2_1Ty2+ A1y + By

(4.33)

V2 = 2—12pr2 + Ay + B>
Ve1(H) = veo( H)=0
Vxl(o) = VXZ(O)

@y , @y,

La condition de continuité de la vitesse nous permet d'écrire :

(4.34)

Bl = Bz =B (435)
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Figure 4.12 Schéma de I'écoulement de Poiseuille diphasique considéré.

La condition de continuité de la contrainte tangentielle nous permet d'écrire :
1A1 = 2A; (4.36)

Les deux autres conditions (non-glissement aux parois), nous permettent d'écrire :

H p 1
A = 4.37
! 2L (1t ) ( )

1 H2p 1 1
- ~+ = +H(A; A )
> . Lt tHAL A (4.38)

Nous avons ainsi parfaitement déterminé les équations des vitesses dans les deux uides.

Les résultats des calculs e ectués sont donnés dans la suite. Nous avons fait des tests
de sensibilité au maillage, ainsi qu'a I'épaisseur du mélange de viscosité. Cette fois, pour
le mélangeP 1 (c'est-a-dire pour un champ dé ni aux n+uds), nous rappelons qu'il n'y a
pas de réelle raison de mélanger seulement d'un cété de l'interface. Nous avons donc fait
un mélange linéaire de part et d'autre de l'interface.

4.4.2 Les résultats numériques

Le domaine de calcul est un domaine carré de c6té 1 (nous avons done2H). Sur
le plan d'entrée, une pressiomp = 100 est imposée. En sortie, elle est imposée nulle. Sur
ces faces, la composante verticale de la vitesse est nulle. Sur les parois, la vitesse est nulle.
Nous dé nissons une interface horizontale entre les deux uides gn=0. Le uide 1 sera
placé au dessus de linterface, le uide 2 en dessous. Nous prendrons 10 et , = 1.
Avec ces parametres, nous aurons les parametres suivants pour la vitesse du Poiseuille

diphasique : 45 - Eo5
A = —— = B= ——

YT 22 T 1 44
La gure 4.13 montre la vitesse le long d'une section verticale du domaine de simula-

tion. Bien que pour un maillage tres grossier le champ de vitesse calculé est trés di érent
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du champ de vitesse analytique, nous voyons que trés rapidement, une diminution de la
taille de maille donne un résultat acceptable.

De plus, nous avons e ectué des calculs pour des épaisseurs de mélange di érentes. La
gure 4.14 montre I'écart entre la vitesse analytique et la vitesse calculée, en pourcentage,
pour trois épaisseurs de melange.

Nous voyons que l'erreur se concentre au niveau de l'interface. Nous pouvons déduire
de ce graphique que plus I'épaisseur du mélange est petite, plus I'erreur est faible. De
plus, nous voyons que l'utilisation d'un mélangd0, c'est-a-dire pour un champ dé ni
aux éléments, permet de diminuer fortement I'erreur obtenue sur la vitesse. Cependant,
comme nous le verrons ensuite, I'erreur sur la pression est plus grande dans le cas d'un
mélange discontinu. Nous observons que l'erreur sur la vitesse est principalement centrée
sur son maximum et sur la zone de transition entre les uides.

Nous remarquons également des oscillations de I'erreur. Ces oscillations sont dues a
la di érence entre discrétisation du probléme et échantillonnage de la section. En e et,
le nombre de points pris pour tracer la courbe est bien plus grand que le nombre de
n+uds sur la verticale du domaine. Nous avons un rapport 100 entre ces deux valeurs.
Ainsi, sur un élément, la solution calculée est linéaire entre deux points alors que la
solution analytique a une forme quadratique. Ainsi, I'écart entre la solution numérique et
la solution analytique est maximal au centre de I'élément. Ceci explique les cloches qui
apparaissent a fréquence réguliére sur le graphique. Nous devons également préciser que
I'erreur augmente erny = H ety = H. Ce sont des artefacts uniquement dus a la division
par zéro dans le calcul de I'écart a la solution analytique, qui s'exprime p%ﬁ%]

En ce qui concerne la pression, comme nous pouvons le voir sur la gure 4.15, I'erreur est
principalement centrée sur la zone de transition entre les uides.

Nous présentons maintenant les résultats sur I'étude de sensibilité au maillage et a
I'épaisseur de mélange de la viscosité. Les résultats sont présentés gure 4.16. Nous avons
compare les résultats pour des épaisseurs de mélange respectivement égales a une, deux
et trois fois la taille de maille. Nous avons également calculé I'erreur pour un mélange
discontinu PO. La taille de maille varie deh = 0:1 a h = 0:004 Pour l'adaptation aniso-
trope, nous avons conservé une taille de maille de fond lde: 0:02 et nous avons créé une
bande de 20 éléments anisotropes autour de linterface. La taille de maille donnée dans
ce dernier cas correspond a la taille de maille locale au niveau de l'interface et dans la
direction normale a cette derniére.

Les interprétations concernant la vitesse sont bien en accord avec les premiéres qui ont
ete faites préecédemment, a savoir que l'erreur diminue avec I'épaisseur de la zone de mé-
lange de la viscosité. De plus I'utilisation d'une adaptation anisotrope du maillage n'amé-
liore pas la précision, mais le gain en codt de calcul permet d'avoir des maillages beaucoup
plus ns localement. Cependant, pour la pression, les conclusions sont en contradiction
avec la vitesse. En e et, l'erreur sur la pression est d'autant plus grande que I'épaisseur
de la zone de mélange est petite. L'utilisation d'une loi de méland®0 donnera l'erreur
maximale. De plus, l'utilisation d'un maillage anisotrope va Iégerement diminuer la pré-
cision du calcul. Cela montre la grande sensibilité du champ de pression a la qualité du
maillage. Nous pouvons également ajouter que dans le cas du maillage anisotrope, la di-
rection de l'anisotropie est donnée en fonction de l'interface. Dans notre con guration,
cette direction donne un maillage plus n dans la direction de la variation de vitesse. Ce
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4. Les phénoménes de capillarité

Figure 4.13  Vitesse, extraite d'une section verticale de I'écoulement de Poiseuille a deux
couches, tracée pour plusieurs tailles de maille et pour un mélange de viscosité e ectué sur
une épaisseur d'une taille de maille.

Figure 4.14 Ecart & la vitesse analytique Wj pour di érentes épaisseurs de mélange.
La taille de maille esth = 0:02.
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4.5 Validation de la prise en compte de la tension de surface

Figure 4.15 Ecart a la pression analytiquejpanaly  Pcalcj pouUr une épaisseur de mélange de
3h et une taille de maille deh = 0:01. L'interface entre les deux uides est représentée par la
ligne pleine et les limites de la zones de mélange par les lignes en tirets.

n'est pas le cas pour la pression. On le voit également par le fait que les courbes d'erreurs
semblent un peu plus chahutées pour la pression.

4.5 Validation de la prise en compte de la tension de
surface

Le cas test de la loi de Laplace consiste a placer une bulle ou une goutte dans un uide
au repos. Il s'agit ensuite simplement de résoudre les équations de Stokes avec la force de
tension de surface. La goutte ayant une forme circulaire (2D) ou sphérique (3D), elle doit
étre a I'équilibre et le résultat devrait donner un uide au repos, avec une bulle statique
et un saut de pression a l'interface.

La loi de Laplace (4.11) nous donne la relation suivante :

8
2 Pt Pext = B en 2D
A (4.39)
>
* Pint Pext = E en 3D

A n de nous placer dans une con guration proche de notre centre d'intérét, nous
choisissons une bulle d& mm de diametre dans un domaine global d&@ mm de longueur.
Nous choisissons; =10 ° Pa set ,=5:10 ? Pa spour la viscosité du uide intérieur
et du uide extérieur respectivement et un coe cient de tension de surface = 0:03 N=m.
Nous imposons une vitesse nulle sur toutes les frontieres. D'aprés la loi de Laplace, nous
devons obtenir p =60 Pa. Nous nous placons dans le systéme d'unité suivant : longueur
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4. Les phénoménes de capillarité

Figure 4.16 Norme L2 de I'erreur sur la vitesse (en haut) et la pression (en bas) en fonction
de 1=h et pour di érentes épaisseurs de mélange. Les données pour des maillages isotropes et
homogénes sont données par les traits. Les données obtenues sur des maillages adaptés de
fagon anisotrope autour de l'interface sont en points seulement avec une épaisseur 2i&h
pour la bande anisotrope autour de l'interface et un maillage de fond de= 0:02
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4.5 Validation prise en compte tension de surface

en mm, temps ens, masse ery, force en N, pression enPa, vitesse enmms=s et masse
volumique eng=mm?,

45.1 La méthode CSF

Certains parametres des simulations ont une grande in uence sur les calculs. Dans un
premier temps, I'épaisseur du mélange de viscosité peut avoir un e et non négligeable sur
la précision du calcul. Nous montrons section 4.4 page 128, que la meilleure précision sur
la vitesse est obtenue pour une épaisseur de mélange de la viscosité la plus faible ou pour
une viscosité discontinue. En revanche, les tendances sont opposées pour la pression.

Nous montrons, dans la suite, que les conclusions sur les résultats que nous obtenons
dans le cas diphasique simple ne s'appliquent pas tout a fait lorsqu'on prend en compte
les forces de tension de surface. En e et, il est couramment observe, dans la littérature,
la présence de courants parasites (illustrés gures 4.17 et 4.18) autour de l'interface entre
les deux phases. Ces courants parasites sont principalement dues a la discrétisation de
cette interface. Lorsque I'épaisseur de la zone de mélange de viscosité augmente, le uide
de plus forte viscosité va donc avoir plus d'importance. Ainsi, les courants parasites vont
diminuer puisque globalement le uide sera plus visqueux.

Un autre parametre a prendre en compte est I'épaisseur du Dirac lissé. En e et, une
épaisseur trop faible va conduire a un Dirac mal discrétisé et ainsi a une mauvaise distri-
bution volumique de la force. Nous obtenons ainsi des zones de l'interface sur lesquelles
la force est plus importante qu'ailleurs et donc I'amplitude de ces courants parasites aug-
mente. Dans la suite, en plus de I'étude de sensibilité a la taille de maille, nous étudions
la sensibilité a I'épaisseur de mélange de la viscosité et a I'épaisseur du Dirac.

Le grand nombre de calculs e ectués rend di cile sa représentation graphique. Tous
les résultats sont donc présentés en annexe B et seule une sélection de quelques points
est représentée dans la suite, gure 4.19 pour la vitesse et 4.20 pour la pression. Nous
donnons cependant les conclusions que nous pouvons tirer de ces résultats.

En ce qui concerne la normé& 2 sur la vitesse, l'utilisation d'un mélange de viscosité
dé ni aux éléments n'est pas souhaitable, car I'erreur obtenue dans ce cas est supérieure
a un meélange dé ni aux n+uds. Pour ce dernier type de mélange, I'erreur minimale est
obtenue lorsque I'épaisseur du mélange de viscosité est la méme que I'épaisseur du Dirac.
Pour un mélange de viscosité de demi-épaiss@;, 4h et 6h, I'erreur minimale est obtenue
respectivement pour un Dirac de demi-épaissefin, 4h et 6h. Pour un mélange de viscosité
de 10h, les conclusions sont plus di ciles a donner.

En ce qui concerne la pression, I'épaisseur du mélange de viscosité a peu d'e et. Cela
semble normal, car la pression ne doit pas dépendre de la viscosité. Nous remarquons tout
de méme que l'erreur minimale en pression est obtenue pour une épaisseur de Dirac la
plus faible. C'est tout a fait normal, étant donné qu'en augmentant I'épaisseur du Dirac,
on augmente la zone de variation sur la pression, qui analytiquement est d'épaisseur nulle.
Ainsi, la discontinuité est de plus en plus lissée, ce qui augmente l'erreur.

Les courants parasites sont des phénoménes numériques locaux qui vont déstabiliser
I'interface tres localement. Il est donc judicieux d'étudier I'erreur maximale obtenue sur
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4. Les phénoménes de capillarité

la vitesse. Il ne sut pas que la normeL, de l'erreur soit faible. En e et, si peu de
courants parasites apparaissent, mais que tres localement une vitesse parasite trés forte
est créeée, l'interface peut étre tres deformée lors de son transport dans le cas de simulations
non-stationnaires.

Les conclusions sur la norme maximale de I'erreur en vitesse sont les mémes que celles
sur la normeL 2. Pour la pression, aucune conclusion ne peut étre donnée.

Nous pouvons donc conclure que les résultats les plus précis seront obtenus pour une
épaisseur de Dirac égale a I'épaisseur de la zone de mélange de viscosité, et véant
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4.5 Validation prise en compte tension de surface

(a) Champ de pression (b) Champ de vitesse

Figure 4.17 Un résultat de calcul pour une bulle statique, en 2D, pour une taille de maille
prés de l'interface h = 0:02 et pour une épaisseur déh pour le Dirac et la viscosité.

(a) Champ de pression (b) Champ de vitesse

Figure 4.18 Un résultat de calcul pour une bulle statique, en 2D, pour une taille de maille
prés de l'interface h = 0:006 et pour une épaisseur déh pour le Dirac et la viscosité.
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4. Les phénoménes de capillarité

Figure 4.19 Norme L, de I'erreur sur la vitesse pour di érentes demi-épaisseurs de mélange
et demi-épaisseurs de Dirac, avec la méthode CSF.

Figure 4.20 Norme L, de l'erreur sur la pression pour di érentes demi-épaisseurs de Dirac
et a demi-épaisseur de mélange de la viscosité dle, avec la méthode CSF.
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4.5 Validation prise en compte tension de surface

4.5.2 La méthode CSS

Nous allons maintenant e ectuer les mémes tests en utilisant la méthode développée
par Béliveau et al. [BFD98]. Pour cela le calcul de la force de tension de surface est
remplacé par le calcul d'un tenseur, que nous pouvons rajouter comme un terme d'extra-
contrainte a I'équation de Stokes. Cette méthode nous permet d'éviter le calcul explicite
de la courbure et donc diminue I'erreur que I'on fait sur I'estimation de la force de tension
de surface. Les résultats sont donnés dans les graphiques C.1 a C.4 de l'annexe C.

Les calculs de la normé.2 de I'erreur pour la vitesse sont donnés gure C.1. Les
résultats montrent que l'erreur est minimale lorsque I'épaisseur du Dirac est égale ou
legerement inférieure a celle de la zone de mélange de viscosité, comme illustré sur la
gure 4.21. Lorsque I'épaisseur du Dirac est plus grande, I'erreur devient plus importante.
De plus, I'erreur minimale est globalement obtenue pour une épaisseur de mélange de
viscosité tres grande. Cela implique donc d'avoir un maillage trés n pres de l'interface.

Les résultats pour la pression sont donnés gure C.2. Comme pour la méthode CSF,
I'erreur n'est pas sensible a la viscosité mais seulement a I'épaisseur du Dirac ( gure
4.22). Plus le Dirac est faible, plus I'erreur est faible, avec une limite inférieuredh pour
la demi-épaisseur du Dirac.

Figure 4.21 Norme L, de I'erreur sur la vitesse pour di érentes épaisseurs de Dirac et pour
une demi-épaisseur de mélange de la viscosité 6le, avec la méthode CSS.

En ce qui concerne I'erreur maximale ( gure C.3 et C.4), les conclusions sont di érentes
de la méthode CSF. En e et, I'erreur varie peu avec la taille de maille, et peut méme
augmenter dans certains cas lorsque la taille de maille diminue. De méme, pour la pression,
I'erreur augmente lorsque la taille de maille diminue. Ce probléme est probablement du
a des di cultés de stabilisation que nous avons rencontré lors de nos calculs, et que nous
n‘avons pu eviter.

Dufour [Duf99] a observé, lui aussi, que I'amplitude des oscillations ne dépend ni de
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4. Les phénoménes de capillarité

Figure 4.22 Norme L, de I'erreur sur la pression pour di érentes demi-épaisseurs de Dirac
et a demi-épaisseur de mélange de la viscosité dle, avec la méthode CSS.

la taille de maille ni de I'épaisseur de la zone de transition. De plus, il précise que cette
méthode est e cace dans les cas instationnaires et que la pression se stabilise au bout de
guelques pas de temps. Nous n'avons pas eu le temps de tester plus profondément cette
hypothese.

4.6 Conclusion

Ce chapitre nous permet d'introduire les phénomeénes de tension de surface. Nous avons
présenté une recherche bibliographique sur les méthodes de modeélisation des interfaces
en mouvement nécessaires pour représenter les interfaces entre deux uides non miscibles
dans le cas des méthodes numériques de type eulériennes.

Nous avons exposé deux méthodes permettant de modéliser les phénoménes capillaires,
en prenant en compte ces forces surfaciques sur des interfaces di uses. Elles consistent a
transformer ces forces de surface en des forces réparties sur un volume de part et d'autre
de l'interface.

Nous avons ensuite exposé la maniere dont nous utilisons ces méthodes en donnant, pour
chacune d'entre elles, I'algorithme d'une simulation d'écoulement avec prise en compte de
la tension de surface. La méthode CSF consiste a calculer la normale et la courbure a
partir de la fonction Level Set et de calculer le Dirac par I'expression analytique de la
dérivée d'une loi de mélange d'un champ valant 1 dans une phase et 0 dans l'autre. La force
de tension de surface est calculée en utilisant ces di érentes grandeurs et est introduite
en second membre de la formulation. La méthode CSS remplace le calcul de la courbure
par la prise en compte dans la formulation d'un tenseur utilisant seulement la normale
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et le gradient de la loi de mélange. Sans le calcul de la courbure, une partie des erreurs
numériques est éliminée. Cependant, la stabilisation de cette méthode n'a pas été clari ée
lors d'une premiere étude dans cette thése et les travaux se sont poursuivi par le travail
d'une doctorante au laboratoire [FHC10] sur une autre application.

Nous avons nalement donné les résultats d'une étude de validation et de sensibilité
aux parametres numériques pour chacune de ces deux méthodes. Cette étude nous a
permis de donner les valeurs des parameétres principaux a utiliser pour mettre en place
les simulations, a savoir I'épaisseur de la zone de mélange de la viscosité et I'épaisseur du
Dirac lissé permettant d'étaler en volume la force surfacique de tension de surface.

Nous avons également montré qu'en I'état actuel de nos formulations, ['utilisation
de la méthode CSS est a éviter. En e et, les erreurs maximales observées ne sont pas
négligeables et perturbent fortement les écoulements.

Il existe d'autres méthodes qui n'ont pas été exposées dans ce travail et qui permettent
de prendre en compte des sauts au niveau des interfaces, comme la méthode Ghost-
Fluid par exemple. Il serait intéressant d'en étudier les possibilités car elle permettrait
probablement de réduire les erreurs dues aux mélanges des di érentes grandeurs physiques
autour des interfaces et a l'utilisation d'un Dirac lissé pour la prise en compte des forces
de tension de surface.

Un travail sur la stabilisation d'une formulation avec un terme d'extra-contrainte est
mené au laboratoire et il serait intéressant de reprendre la méthode CSS avec ce type
de formulation stabilisée a n de Vvéri er si la stabilisation est bien a l'origine des erreurs
observées et si la méthode donne de meilleurs résultats que la méthode CSF.
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Chapitre 5

Angle de contact et déplacement de la
ligne triple

Cette partie traite des phénomenes qui apparaissent lorsque une phase solide vient
s'ajouter aux deux phases uides. Nous commencons par introduire le phénomeéne de
mouillage. Nous faisons une étude bibliographique sur sa prise en compte numérique avec
I'angle de contact et le déplacement de la ligne triple. Nous présentons ensuite les méthodes
numeériques que nous avons implémentés, pour nir par une validation de ces méthodes.

5.1 Bibliographie

5.1.1 Introduction au mouillage
5.1.1.1 Le mouillage

Lorsque I'on place une goutte de liquide sur une surface solide, on se trouve en présence
de trois phases. Il existe donc trois interfaces : l'interface uide-solide, l'interface uide-
gaz et l'interface solide-gaz. Au niveau de la ligne de contact, qui est la ligne séparant
les trois phases, nous devons tenir compte des énergies de surface de chacune des phases.
Nous dé nissons donc un parametre d'étalemer8, dépendant de ces énergies de surface :

Se = o sl g (5.1)

ou les indicess, | et g renvoient respectivement aux phases solide, liquide et gaz. Lorsque
ce parametre d'étalement est positif, I'énergie super cielle de l'interface solide-gaz est plus
faible que I'énergie des deux autres interfaces (liquide-solide et liquide-gaz). Le uide va
donc s'étaler sur toute la surface pour diminuer I'énergie totale du systéme. On est dans
le cas d'un mouillage total. En revanche, si le paramétre d'étaleme8t est négatif, on est
dans un cas de mouillage partiel (gures 5.1(a) et 5.1(b)) et une goutte se forme. Il faut
cependant préciser que de maniere générale, il est énergétiguement peu intéressant de créer
deux interfaces, ce qui fait que la situation de mouillage total se rencontre beaucoup moins
fréquemment que la situation de mouillage partiel. Il en est de méme pour le mouillage
nul, c'est-a-dire que l'angle de contact est trés proche de30, situation que I'on peut
retrouver sur les matériaux dits super-hydrophobes des surfaces texturées particulieres
(gure 5.2).
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5. Angle de contact et déplacement de la ligne triple

(a) Goutte d'eau immergée dans de I'huile et po-(b) Goutte d'eau immergée dans de I'huile et po-
sée sur une plaque de cuivre. sée sur une plaque de verre.

Figure 5.1 [lllustration du mouillage partiel et e et du substrat. Auteur : Guro Aspenes, SIN-
TEF Petroleum Research, Source : Research at SINTEF Petroleum Research, Bergen, Norwattp:
/I en. wikipedia. org/ wiki/ File: Water_droplet_in_oil_on_brass_surface. JPG et http:
/I en. wikipedia. org/ wiki/ File: Water_droplet_in_oil_on_glass_ surface. JPG , acces le 7
décembre 2010. Fichiers sous licence Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Figure 5.2 Goutte sur un réseau régulier de plots micrométriques qui rend la surface super-
hydrophobe. L'angle de contact de la goutte est de 1§Que08].
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Nous allons donc nous concentrer sur le mouillage partiel. Dans ce cas, une goutte (ou
une bulle) se forme a la surface du solide. Il est évident que l'interface entre le liquide et
I'air, au niveau de la ligne de contact, va faire un angle avec la surface solide. Selon la
valeur de cet angle, la courbure locale au niveau de la ligne de contact va étre di érente,
ce qui va in uer sur la valeur de la di érence de pression de part et d'autre de l'interface
et ainsi modi er la dynamique de I'écoulement [DV79]. C'est, par exemple, la valeur de
cet angle de contact qui va modi er la hauteur de remontée capillaire dans la cas de
I'expérience du tube de Jurin. Il est donc important de comprendre pourquoi cet angle se
forme.

Il semble évident que les tensions interfaciales des trois phases vont intervenir dans la
valeur de l'angle de contact . Ce dernier peut étre déterminé par la relation de Young :

cos = 9o (5.2)
Ig

Cette relation est obtenue en équilibrant les composantes tangentielles a la surface du
solide des forces capillaires entre chacune des phases. A I'équilibre, il faut également que
les composantes normales a la surface du solide s'annulent mutuellement. On a donc une
force de traction du solide au niveau de la ligne de contact. La déformation qu'elle induit
est en général négligeable pour un solide. Cependant, si on est dans le cas d'une goutte
de uide posée sur un autre uide, la déformation n'est plus négligeable et on obtient une
lentille plutét qu'une goutte ( gure 5.4).

Figure 5.3 Représentation des forces capillaires agissants sur la ligne de contact. Les forces
par unité de longueur sont les tensions interfaciales entre chacun des couples de phases (inspiré
de [DGBWQO02]).

5.1.1.2 La dynamique du mouillage

L'hystérésis de lI'angle de contact

Comme il est expliqué préecédemment, pour chaque ensemble de deux phases uides posées
sur une phase solide, nous pouvons calculer un angle de contact théorique. Cependant,
une surface posseéde des défauts chimiques et une certaine rugosité. L'angle de contact est
tres dépendant de I'état de surface du support. Il n'y a donc plus une valeur unique de
I'angle de contact mais plutot une plage de valeurs. Par exemple [Qué03], si nous posons
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5. Angle de contact et déplacement de la ligne triple

une goutte sur une surface solide et que nous lui ajoutons du liquide, son volume va varier
mais la ligne de contact va rester xée sur le solide. L'angle de contact va donc augmenter,
jusqu'a une certaine valeur ,, a partir de laquelle la ligne de contact va se déplacer. Cet
angle est appelangle d'avancéeDe méme, si on retire du uide de la goutte, I'angle de
contact va diminuer jusqu'al'angle de reculée . C'est ce que I'on appelle Rystérésisde
I'angle de contact.

C'est I'existence de cette hystérésis qui explique qu'une goutte puisse rester xe sur
un plan incliné (gure 5.5). En e et, soumise a la gravité, elle devrait se déplacer sur
la paroi. En réalité, la goutte est déformée, ce qui modi e les angles de contact tout le
long de la ligne de contact. Tant que ces angles gardent des valeurs comprises entre les
angles d'avancée et de reculée, la goutte ne se déplace pas sur le solide. D'aprés [Qué03],
il n‘existe pas aujourd'hui de théorie compléte qui permette de prédire, pour une surface
réelle donnée, quelle sera I'hystérésis que I'on y observera.

L'angle de contact dynamique
Lorsque la variation de I'angle de contact devient plus grande que I'hystérésis, la ligne de
contact est mise en mouvement. L'angle dynamique formé alors par l'interfacgest lié a
la vitesseU de la ligne de contact. Une relation simple[DV79] permet de calculer I'angle
en fonction de la vitesse :

a s=H(U) (5.3)

ou ¢ est l'angle de contact statique etH est une fonction de la vitesse déterminée ex-
périmentalement. Dans [HLWO04], les auteurs utilisent la relation suivante, obtenue par la
littérature :

¢ s=GCU (5.4)

ou C; = est un paramétre de friction dépendant de parametres moléculaires du systéme.
Plusieurs relations entre la vitesse de la ligne de contact et lI'angle de contact ont été

données dans la littérature. Les auteurs de [JOS79] proposent de lier I'angle de contact

dynamique 4 au nombre capillaireCa et a I'angle statique s par la relation expérimentale

suivante :
COS s COS g

coss+1
Xiao et al. [XYPO6] expriment I'angle de contact sous la forme suivante :

=tanh 4:96Cd "% (5.5)

cosSg=cos s 1 e ©M (5.6)

Figure 5.4 A gauche, goutte posée sur un substrat solide (la déformation du solide due a
la composante verticale de force de tension de surface est négligeable). A droite, goutte posée
sur un autre liquide (la composante verticale de la force de tension de surface va déformer la
surface du substrat liquide).
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Figure 5.5 Goutte posée sur un plan incliné. Sans gravité, la goutte serait a I'équilibre (ce
qui est représenté par la ligne en tirets). La gravité va provoquer la déformation de la goutte
(en trait plein). La ligne triple restera xe tant que l'angle de l'interface natteindra pas les
angles d'avancée , et de reculée ;.

ou est la viscosité dynamique etM une constante empirique dépendant du couple
solide- uide.

Les conditions limites

En général, lorsque lI'on modélise un écoulement, on impose une condition de non-
glissement a la surface du solide. Cependant, I'imposition d'une telle condition aux limites
empéchera le déplacement de la ligne de contact, puisque le uide au contact de la surface
solide a une vitesse nulle. On se trouve alors en présence d'une singularité au niveau de
la ligne de contact.

En fait, la nature des conditions aux limites a appliquer aux écoulements est un point
débattu au xix € [Gol69] et de nombreux scienti ques tres importants dans le monde de
I'hydrodynamique ont donné leur avis sur ce point. Bien que les expériences ont été en
faveur de la condition de non-glissement, qui est aujourd'hui généralement acceptée, les
applications en micro- uidiques, qui deviennent de plus en plus importantes, nécessitent
gue l'on s'attarde un peu plus sur ce probleme de glissement au niveau de la ligne de
contact. De nombreux auteurs ont observés expérimentalement I'existence de phénomenes
de glissement comme par exemple [NCWO03] qui montre l'existence d'un phénomeéne de
glissement, pour les uides newtoniens, qui dépend de la viscosité et du taux de cisaille-
ment, et d'autres que I'on retrouve cités dans [LBS07, NEBS)].

Dans la littérature relevée par Dussan [DV79], la plupart des auteurs suppriment cette
singularité en modi ant la condition de non-glissement. Loin de la ligne de contact, une
condition de non-glissement est imposée, tandis qu'au niveau de la ligne de contact, elle
est transformée en une condition du type glissement de Navier, introduite par Navier en
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1823 [Nav22] :
1@v
vV = ~@n (5.7)
ou v est la vitesse tangentielle a la surface solide etun coe cient de glissement qui a
la dimension de l'inverse d'une longueur ( gure 5.6).

Certains auteurs proposent une explication physique a l'utilisation de cette condition
aux limites. Au niveau de l'interface gaz-liquide, lorsque les molécules de liquide entrent
en contact avec la surface solide, elles ont besoin d'un certain tentpspendant lequel
elles ne subiront pas d'interaction avec la surface solide. Au bout de ce tentps elles se
sont orientées et s'attachent a la paroi. A partir de ce moment, elles sont en condition de
non-glissement. Ainsi, la condition de non-glissement sera valable a partir d'une distance
| & la ligne de contact dé nie parl = Ut [DV79].

Figure 5.6 Schématisation de la condition de glissement de Navier, en comparaison avec le
glissement total et le non-glissement (inspiré de [LBSO07]).

Les auteurs de [LBSO7] donnent une bonne revue de nombreuses expériences visant a
mesurer des longueurs de glissement, dont le coe cient de glissemenest directement
dépendant. lls introduisent également rapidement la simulation numérique par dynamique
moléculaire qui permet d'obtenir des informations sur les parameétres intervenant dans le
mouvement de la ligne triple.

Le coe cient de glissement dépend de nombreux paramétres et les mécanismes phy-
sigues intervenant dans le glissement ne sont aujourd'hui toujours pas entierement déter-
minés. Nous pouvons toutefois donner certains de ces parametres ([LBS07, N&EH) qui
sont les propriétés de mouillage du uide sur la surface et I'angle de contact, les propriétés
thermodynamiques et chimiques de la surface (présence d'especes adsorbées, homogénéité
chimique de la surface) et du uide (gaz dissous, présence de charges électrostatiques
dans le uide ou sur la surface, polarité des molécules du uide), la stabilité des micro-
gouttelettes et des micro-bulles sur la surface (la super-hydrophobicité peut étre due a la
capacité des milieux trés rugueux a capturer des couches de gaz sous la goutte de uide)
et surtout a la rugosité de la surface.
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La rugosité de la surface est importante car elle intervient dans de nombreux para-
métres dont dépend le glissement. En e et, comme expliquée plus tét, la rugosité permet
de piéger des micro-bulles dans les cavités de la surface, ce qui inuence a la fois la
mouillabilité du uide (dont le coe cient de glissement peut dépendre) et le coe cient
de glissement lui-méme. La rugosité joue également sur les écoulements locaux au niveau
de la surface. Elle provoque une dissipation de I'énergie mécanique, ce qui modi e loca-
lement la viscosité du uide. Elle modi e également le taux de cisaillement local, ce qui
in uence le glissement puisque la condition de Navier en dépend. Les auteurs de [LBSO07]
et de [NEB' 05] citent ces phénomeénes et donnent de nombreuses références pour chacun
d'entre eux.

Les auteurs de [NEBO5] dé nissent deux types de glissement, un glissement réel, a
I'échelle moléculaire, ou les molécules du uide glissent sur les molécules du solide et un
glissement apparent, ou une couche de uide est accrochée a la surface du solide et le
uide glisse sur cette couche qui peut avoir une épaisseur d'échelle moléculaire.

En ce qui concerne le glissement réel, plusieurs e ets interviendraient. Si la friction
visqueuse entre les molécules des uides est plus importante que celle entre les molécules
de uide et de solide, un glissement apparait. De plus, si la dimension des molécules est
de l'ordre de la rugosité, il n'y a pas de glissement, alors que si elles sont plus petites ou
plus grosses, un glissement apparait.

En ce qui concerne le glissement apparent, la formation de la couche de uide pourrait
étre la conséquence de plusieurs phénomeénes. Lorsque le taux de cisaillement devient
localement tres important (par exemple a cause de la rugosité), de la turbulence pourrait
apparaitre, ce qui modi erait la viscosité de la couche et permettrait un glissement entre
les deux uides. De plus, le contact entre les molécules du uide et la surface du solide
induirait un arrangement des molécules, ce qui faciliterait le glissement des couches de
molécules entre elles. En n, les forts taux de cisaillement pres de la surface pourraient
entrainer un phénomene de cavitation des gaz dissous dans le uide, ce qui produirait des
micro-bulles qui adhéreraient a la surface et formeraient une couche sur laquelle le uide
peut glisser.

Cela montre a quel point la détermination de ce coe cient de glissement peut étre
di cile, puisque la physique intervenant dans le glissement peut étre di érente selon la
con guration et I'échelle du probleme. De plus, on peut citer [EPL90] qui ajoute une
dépendance du coe cient de glissement a la courbure de la surface solide.

5.1.2 La prise en compte numérique de l'angle de contact

La prise en compte de I'angle de contact dans les modeles numérigues n'est pas simple.
Tout d'abord parce que cet angle dépend de nombreux parametres, les premiers étant les
matériaux qui composent les trois phases et I'état de surface du solide. Ainsi, I'angle
de contact est une condition aux limites de la simulation puisque les phénoménes qu'il
faudrait prendre en compte dans les modeles de prédiction de l'angle de contact ont
une échelle trés inférieure a celle que I'on étudie généralement. L'utilisation de méthodes
SPH (Smooth Particle Hydrodynamics) [DD10] ou de dynamique moléculaires [HHBO09]
permettent de calculer ces angles de contact. Cependant, I'échelle étudiée est celle de
I'atome, ce qui rend impossible ['utilisation de ces méthodes pour des écoulements a
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I'échelle nanométrique ou supérieure.

5.1.2.1 L'angle statique

Comme nous l'avons vu en 5.1.1.1 et 5.1.1.2, I'angle de contact est déterminé a la
fois par les propriétés interfaciales de chaque couple de phase et par I'état de surface
(en termes de rugosité et de chimie) du substrat solide, s'il est présent dans le systeme.
L'une des méthodes utilisées pour tenir compte de cet angle de contact est de I'imposer
au niveau de la ligne de contact. C'est ce qui est fait dans le logiciel Fluent [FIuO6] ou
I'orientation de la normale est imposée dans la premiére couche d'éléments touchant la
paroi, en utilisant :

A= A, CoS + t,sin (5.8)

ou f, et t, sont respectivement la normale et la tangente a la surface solide. Ainsi,
la normale calculée tient directement compte de l'angle de contact et la courbure est
correctement calculée. C'est également le cas dans [AB08a, AB08b, BKZ92, SM09]. Pour
ces premiers articles cités, c'est une méthode VOF qui est utilisée. C'est ce qui rend simple
I'imposition de lI'angle de contact. En e et, dans cette méthode, l'interface est reconstruite

a partir du champ de pseudo-concentration, mais sa position n'‘est pas précisément dé nie
et dépend du modeéle de reconstruction utilisé. De plus, il n'est pas forcément nécessaire
de connaitre précisément l'interface pour calculer sa normale, puisque cette derniére peut
étre calculée directement en prenant le gradient de la fonction de pseudo-concentration.

C'est plus compliqué lorsque l'on utilise une méthode Level Set. En e et, dans ce
cas, la position de l'interface est dé nie par la fonction distance. Ainsi, I'angle e ectif
de l'interface avec la paroi n'est pas forcément le méme que l'angle de contact que I'on
souhaite imposer. Calculer une normale en tenant compte de cet angle de contact ne
permet pas de modi er directement la fonction distance localement et donc la position de
I'interface.

L'une des méthodes est I'imposition de I'angle de contact directement dans I'équation
de transport de la Level Set, lorsque celle-ci est d'ordre 2 [CS08, LADO7, SHO5] en utilisant
I'équation suivante en condition aux limites :

Ar =cos (5.9)

La plupart des articles traitent cependant de cas 2D et aucune explication n'est donnée
en ce qui concerne le probleme de l'orientation par rapport au repere global (voir en 5.2.1,
p.152).

5.1.2.2 L'angle dynamique et I'hystérésis

Huang et al. [HLWO04], en plus de la force de tension de surface agissant sur l'interface
modeélisée par une Level Set, ajoutent une force agissant sur la ligne de contact. Elle
dépend de l'angle de contact statiqgue et de la vitesse de la ligne de contact. Lorsque
I'angle de contact atteint I'angle de contact dynamique, on est en situation d'équilibre
dynamique et ainsi, cette force devient nulle. Cela permet d'imposer l'angle de contact
dynamique, en le calculant a partir de la vitesse de la ligne de contact. Il ne semble pas
y avoir de prise en compte d'un hystérésis de I'angle de contact statique.
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Van Mourik et al. [vMVDO05] testent di érents modéles pour lI'angle de contact dy-
namique avec une méthode VOF. Chen et al. [CMKO09] n'expliquent pas comment ils
imposent la condition aux limites en angle de contact, mais ils le calculent en fonction de
la vitesse de l'interface :

8 .
< r SIVc < Vig;max
- Vic + Vig;max :
= *t(a “ems S Vie < Vigmax (5.10)
a Sl Vic = Vig;max

ou Vi et Vicmax SONt respectivement la vitesse de la ligne de contact et une vitesse max que
la ligne de contact ne peut dépasser. Dans ce modég.x est un parametre indéterminé

du probléme et il est nécessaire de faire des hypotheses sur sa valeur. Une méthode similaire
est utilisée par Dupont et Legendre [DL10] sur une méthode VOF ou les auteurs calculent
I'angle de contact, puis en fonction de sa comparaison avec les angles d'avancée ou de
reculée, vont annuler la vitesse ou la calculer en utilisant une relation entre l'angle de
contact et la vitesse de la ligne de contact. Son et Hur [SHO5] utilisent également un
modéle similaire avec une méthode Level Set.

Saha et Mitra [SM09] comparent di érents modeles d'angles de contact dynamiques sur
une méthode VOF pour simuler le remplissage de canaux micro- uidiques. lls observent
des structures di érentes dans la formation des vides selon les angles de contacts et les
uides choisis. Choi et Son [CS08] font une étude similaire pour des micro-canaux utilisés
dans les piles a combustible, en utilisant une méthode Level Set.

L'étude bibliographique concernant l'angle de contact dynamique n'est pas plus déve-
loppée car nous n'avons pas eu le temps d'aborder ce point au niveau des développements
numériques. Cependant, tous les ingrédients sont mis en place pour étre capable de simuler
des écoulements a angles de contact dynamiques.

5.1.3 Simulation numérique du déplacement de la ligne de contact

Comme expliquée dans la partie 5.1.1.2, la condition de non-glissement imposée a la
paroi implique qu'une force in nie est requise pour déplacer la ligne de contact [DV79].
Plusieurs méthodes sont utilisées dans la littérature. Dans des méthodes de volumes -
nis [ABO8a, AB0O8b], il est possible d'imposer une condition de non-glissement sans pro-
bleme, puisque les vitesses normales sont calculées aux faces des éléments. On impose donc
implicitement une longueur de glissement d'une demi-taille de maille sur les frontieres
ayant un contact collant. Il n'est ainsi pas nécessaire de s'occuper de l'implémentation de
cette condition aux limites. Cependant, étant donné que le coe cient de glissement est
directement lié a la taille de maille, le seul moyen de le contréler est de modi er la taille
de maille locale au niveau de l'interface. Cependant, la taille de maille locale nécessaire
pour le calcul peut étre bien plus faible que la taille de maille désirée pour donner la
valeur choisie au coe cient de glissement, ce qui peut poser probleme. Certains auteurs
ont cependant choisi d'implémenter cette condition limite avec la méthode VOF pour
I'écoulement a plusieurs phases [AZB09].

Une méthode est d'utiliser la condition de glissement de Navier [DV79] donnée par
I'équation (5.7). Huang et al. [HLWO04] remplacent completement la condition de non-
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glissement sur le substrat solide par cette condition de Navier et font une étude de sen-
sibilité a ce parameétre inconnu. Aucun de leurs résultats n'est comparé a une valeur
analytiqgue ou expérimentale. Les résultats sont simplement analysés de maniere qualita-
tive.

Yokoi et al. [YVHHO09] utilisent une méthode couplée VOF et Level Set pour repré-
senter l'interface dans le cas d'écoulements avec prise en compte de l'angle de contact
dynamique. lls proposent de relaxer la singularité au niveau de la ligne de contact en
dé nissant une longueur de glissement qui leur permet de calculer la vitesse au niveau
du solide. Cependant, ils précisent ensuite qu'ils n'utilisent pas la longueur de glissement
puisque la méthode VOF implique que la ligne de contact va se déplacer malgré I'impo-
sition de la condition de non-glissement.

Madasu [Mad05] applique la condition de Navier sur deux éléments autour de l'in-
terface et une condition de non-glissement loin de l'interface. Cela lui permet de faire se
déplacer la ligne de contact dans le cadre d'une formulation ALE. Gerbeau et Leliévre
[GLO9] introduisent une condition aux limites de Navier généralisée, c'est-a-dire qu'un
terme supplémentaire intervient, contenant le coe cient de tension de surface et l'angle
de contact statique. John [Joh02] détaille la prise en compte de la condition de Navier en
éléments nis sans jamais dire qu'il s'agit de la condition de Navier. Il parle simplement
d'un glissement avec résistance.

Les auteurs de [REO07] ont utilisé la dynamique moléculaire pour véri er la validité
des conditions aux limites a appliquer dans le cas du déplacement de la ligne de contact.
Leurs calculs montrent que la condition de Navier doit étre appliquée sur les frontiéres
loin de la ligne de contact et qu'une condition s'approchant de la condition aux limites
de Navier généralisée doit étre appliquée au niveau de la ligne de contact. Cela peut
sembler étrange, néanmoins, il faut quand méme garder a l'esprit que les simulations en
dynamigue moléculaire concernent plutbt les systémes a I'échelle moléculaire et qu'a plus
grande échelle, il n'est pas évident que ce type d'application de conditions aux limites soit
correct.

5.2 Meéthodes numériques implémentées

Nous présentons dans ce qui suit les méthodes numériques que nous avons implémenté
concernant le probléme de mouillage. Dans un premier temps, nous décrivons la méthode
gue nous avons mis en place pour imposer l'angle de contact. Cependant, cela ne su t pas.

Il est nécessaire que la ligne triple puisse se déplacer sur le substrat solide. Nous décrivons
donc, dans un second temps, l'implémentation que nous avons faite de la condition aux
limites de Navier.

5.2.1 Prise en compte de I'angle de contact statique dans Cimlib
5.2.1.1 Le calcul de l'angle de contact

En ce qui concerne l'imposition de l'angle de contact, nous choisissons la solution la
plus simple, qui est d'imposer la direction de la normale a l'interface aux noeuds de la
frontiere, prés de la ligne de contact. Ainsi, localement, la normale imposée ne correspond
pas a la vrai normale de la Level Set. On utilise cette normale modi ée pour calculer
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la force de tension de surface, qui ainsi va déplacer l'interface de telle maniére que sa
normale soit égale a la normale imposée. L'imposition de I'angle de contact se fait donc
de maniere explicite et non de maniere implicite en modi ant directement la valeur de
la Level Set localement. Ainsi, contrairement a la méthode VOF ou l'interface calculée
prenait immédiatement en compte l'angle de contact imposé, l'interface dé nie par la
level-set a une normale réelle di érente de la normale modi ée pour imposer l'angle de
contact. Il faut attendre le calcul des forces de tension de surface pour déplacer la Level
Set et ainsi avoir un angle avec la surface qui corresponde a I'angle imposeé.

La normale que l'on va imposer sera calculée a partir de la normale a la frontiére. En
e et, nous connaissons l'angle entre l'interface et le substrat solide, donc I'angle entre la
normalef a l'interface et la normalefs au solide. Ainsi,A au niveau du point triple sera
obtenue par rotation dens. L'un des problemes a résoudre est de s'orienter par rapport
au uide. En e et, I'angle est mesuré a l'intérieur d'un des deux uides. Dans le cas d'une
bulle 2D, si on est a gauche ou a droite, la normale aura un angleu dans le repére
global (gure 5.7).

Figure 5.7  Schéma illustrant le probléme de I'orientation pour I'imposition de l'angle de
contact. Dans le repére global, I'angle de contact est donné para gauche de la bulle et par
= a droite. On voit donc la nécessité de se placer dans le repére 10€aloc; Vioc; Zioc)-

Le moyen le plus simple au niveau du code, valable a la fois en 2D et en 3D, est de se
placer dans un repére local ( gure 5.8). On utilisera donc des matrices de rotation pour
obtenir la normale modi ée a l'interface en fonction de la normale a la surface solide.
Dans un premier temps, il est nécessaire de déterminer I'axe de rotatiorde la normale
a la surface solide. On le calcule de la maniere suivante (gure 5.9) :

-~ A A
= — 5.11
kas M A k ( )
On calcule ensuite la matrice de rotatiorR a partir de I'axe ~ et d'un angle
3
P e xy@ 9 s ok (1 O+ s
R=3 . ,@ 9+ .5 2+@ 2c .04 O b (5.12)
x 2(1 © ys y Al O+ «s 2+l e

avecc = cos ets=sin . Il faut bien remarquer qu'ici n'est pas l'angle de contact

mais l'angle de rotation. Etant donné que l'angle de contact est I'angle de la tangente a
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Figure 5.8 Schéma illustrant le probléme de l'orientation pour l'imposition de l'angle de
contact. Le repere local(Xoc; Yioc; Zioc) €St placé en plusieurs points de la ligne de contact 3D.

l'interface par rapport a la surface solide, on a = . Dans le cas d'une géométrie 2D,
pour faire les calculs, on va ajouter une troisieme composante nulle aux vecteurs normaux
aux interface. Ainsi, I'axe de rotation calculé sera toujours orienté selonZ.

Cette méthode décrite ci-dessus nous donne un champ vectoriel correspondant a la
normale a l'interface, dont la direction est localement modi €e pour correspondre a l'angle
de contact imposé. Dans la suite, nous donnons l'algorithme d'un calcul avec angle de
contact imposé.

5.2.1.2 Algorithme de calcul avec angle de contact imposé

Comme expliqué précédemment, nous possédons un champ de vecteur nodal correspon-
dant a la normale a l'interface localement modi ée pour avoir I'angle de contact imposé.
Ainsi, dans ces zones de contact, la direction du vecteur normal n'est pas la direction de
la normale e ective a l'interface, mais elle correspond a la direction qu'aurait le vecteur
normal si l'interface respectait I'angle de contact imposé (vecteur rouge sur la gure 5.10).

Cette variation locale de la normale va entrainer une variation locale de la courbure
de linterface, puisque cette derniere est obtenue par divergence du champ de vecteur
modi €. Le calcul de la force de tension de surface va donc donner un champ de force
dont I'e et est de diminuer cette variation de courbure. Aprés résolution des équations de
Stokes contenant les forces de tension de surface, le champ de vitesse obtenu va déplacer
I'interface pres de la ligne de contact de maniere a ce que son angle de contact s'approche
de l'angle de contact imposé.

Ainsi, lorsque l'angle de contact n'est pas respecté, une force va déplacer l'interface
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Figure 5.9 Schéma illustrant le calcul de l'axe de rotation utilisé pour calculer I'angle de
contact. C'est la normale a la surface du soliden , a laquelle la rotation est appliquée, qui
donnera la normale modi ée a l'interface.

pour que I'écart a cet angle diminue. Lorsque cet écart devient su samment faible pour
gue la force gu'il provoque soit quasiment nulle, l'interface ne se déplace plus et lI'angle de
contact est respecté. Cette méthode est donc une méthode itérative, ce qui implique de
controler le pas de temps, de maniere a ce que la force provoquée par I'écart entre I'angle
réel et I'angle imposé ne donne pas des déplacements de l'interface trop importants.

L'algorithme d'utilisation de cette méthode est le suivant :

1.
2.

© N o 0

9.

Calcul du champ de normaless a la frontiere ;

Calcul du champ de normales a linterface a partir de la fonction Level Set au
tempst ;

Modi cation de la normale 1 en fonction de lI'angle de contact et de s sur les
n-+uds frontieres;

Calcul du champ de courbure de l'interface a partir du champ de normales
modi é;

Calcul du Dirac lissé | en utilisant I'équation (4.30);

Calcul de la force de tension de surface en utilisant I'équation (4.14) ;

Calcul du champ de viscosité en utilisant la Level Set;

Résolution des éequations de Stokes en utilisant le champ de viscosit&alcule,

en introduisant la force de tension de surface en second membre, et en imposant
les conditions aux limites adéquates pour que linterface puisse se déplacer sur la
frontiére ;

Déplacement de l'interface pour obtenir l'interface eh+dt;

10. Retour en 2.

L'implémentation de cette méthode est validée en 5.3.1 pour les cas 2D et 3D, pour
plusieurs angles de contact (c'est-a-dire pour un uide a forte mouillabilité avec= 30
et pour un uide a faible mouillabilité avec =120 ).
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Figure 5.10 Interface entre deux uides, avec un angle de contact inférieur ®0 avec la
surface solide. L'angle de contact imposé est supérieur 20 . La normale a l'interface est
représentée par les vecteurs. Le vecteur rouge correspond a la normale modi ée pour tenir
compte de l'angle de contact. L'interface rouge correspond a l'interface équivalente a la cour-
bure correspondant au champ de vecteurs modi é localement. Cela fait apparaitre une force de
tension de surface ( éche rouge épaisse) qui va déplacer l'interface pour donner celle en tirets
gris.

5.2.2 Implémentation de la condition de Navier

A n d'introduire la condition aux limites de Navier dans la formulation éléments nis,
nous allons revenir a I'équation d'équilibre mécanique suivante :

(5.13)

ou le tenseur des contraintes s'écrit = pl+2 (v) et (v) = % rv+ 'rv etFestla

somme des forces volumiques. Des conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann
s'écrivent :
veo9 s (5.14)
A= h sur y
ol p et y sontrespectivement la frontiere sur laquelle la condition aux limites imposée
est de type Dirichlet et la frontiere sur laquelle elle est de type Neumann.
En écrivant la formulation faible de ce probleme et en intégrant par partie, sans sup-
primer les termes de surface, nous obtenons :
8 Z Z Z Z
3 2 (W): (wd or wd= F wd+ ( f) wd
z (5.15)
3 g ~d =0

156



5.2 Méthodes numériques implémentées

La contrainte normale, dans le dernier terme du membre de droite de la premiere équation
du systeme (5.15) se développe de la fagon suivante :

A= #N) AA+t ( AN t°t (5.16)

La condition aux limites de Navier (5.7) est une condition aux limites de type Robin,
ou encore, une combinaison des conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann. Elle
permet d'imposer un glissement avec un frottement qui dépend de la valeur de

La condition de Navier donnée par I'équation (5.7) peut se réécrire sous la forme
suivante :

vor= [( A Ot (5.17)
En la réintroduisant dans I'équation (5.16), nous obtenons nalement :
A=[( A) AnA (v Ot (5.18)

Il est aisé de déterminer le vecteur tangenten 2D. Cependant, cela I'est beaucoup moins
en 3D. A n d'éviter d'avoir a déterminer ce vecteur, nous allons écrire :

(v Dt=wv (v B)A (5.19)

De plus, il faut ajouter a la condition de Navier, qui nous donne le glissement a la
paroi, la condition de non pénétration. Celle-ci est donnée par :

¥ A=0 (5.20)

Etant donné que nous avons une condition aux limites sur la vitesse normale, nous ne
pouvons appliquer de condition aux limites sur la composante normale de la contrainte
normale. Nous pourrons donc supprimer le term¢ .11 )a]n de la formulation faible.

La prise en compte de la condition de non pénétration pourrait se faire de maniere
forte, en imposant directement la composante normale de la vitesse. Cependant, dans le
cas ou la normale a la frontiére n'est pas colinéaire a I'un des axes du repére, l'imposition
de la condition aux limites n'est plus triviale. Une méthode simple est d'utiliser une
méthode de pénalisation pour imposer notre condition de Dirichlet [ESG82, Joh02]. Cela
nous évite d'avoir a opérer des rotation a nos matrices locales pour l'imposition de notre
condition. Ainsi, l'application de cette pénalisation et I'utilisation des équations (5.18) et
(5.19) dans le second membre surfacique de (5.15), nous obtenons :

Z Z Z
( A wd = Ap[(v n)]1 wd (v [v Aln) wd (5.21)
slip slip slip

ou A, est le coe cient de pénalisation qui permet d'imposer la condition de non pénétra-
tion. Lorsque A, ! 1, le dernier terme de (5.21) donne la condition (5.20), puisque la
composante normale de la contrainte normale doit rester nie sur la frontiére.

En supposant que nous n'avons que des conditions de Dirichlet et de Navier dans notre
probleme, la premiére équation du systéme (5.15) s'écrit nalement :
Z Z Z Z z

2 (v): (wd pr wd+ ¥ wd (Apt )[(v n)]A:wd = F:wd

slip slip

(5.22)
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Dans la pratique, nous faisons I'évaluation de la condition aux limites sur les éléments
de la frontiere. Nous ajoutons ensuite cette contribution aux n+uds correspondants de la
matrice globale, avant la résolution du systeme linéaire.

5.3 \Validations numeériques

Dans cette partie, nous validons les deux méthodes décrites précédemment. Nous com-
mencgons par valider la prise en compte de I'angle de contact. Pour autoriser le déplace-
ment de la ligne triple, nous imposons, sur la frontiére correspondante, une condition de
glissement total.

Nous validons ensuite la condition de Navier sur un écoulement monophasique. Cela
nous permet de comparer nos résultats avec la solution analytique de I'écoulement cor-
respondant.

5.3.1 \Validation de la prise en compte de l'angle de contact sta-
tique

Nous allons, dans cette partie, donner les résultats de validation de la méthode d'im-
position d'un angle de contact. Nous allons nous inspirer de la validation proposée pour
une formulation lagrangienne, donnée par Bellet [BelO1]. Nous allons calculer la hauteur
d'une bulle en fonction de son angle de contact. En e et, étant donné que nous considérons
des écoulements incompressibles, le volume de la bulle doit étre conservé entre sa forme
initiale et sa forme aprés modi cation de I'angle de contact. Nous commencerons toujours
nos simulations avec une bulle hémisphérique (en 3D) ou avec un demi-disque (en 2D),
donc avec un angle de contact =90 .

5.3.1.1 Le cas 2D

Calcul analytique de la hauteur
Dans un premier temps, nous considérons le cas 2D. La surface initiale est donnée par :

R i
5.23
] (5.23)

La surface de la portion grisée du schéma donné gure 5.11 s'écrit :

Sinit =

=B ) (5.24)

Lorsque l'angle de contact est inférieur &= 2, nous avons =2 . Nous pouvons écrire
I'aire de la goutte en fonction de I'angle de contact :

S<- ,=R?*  sin cos) (5.25)

Pour un angle de contact supérieur a= 2 nous avons = 2 2 et ainsi l'aire de la
surface grisée s'écriR?( +sin cos ). La surface de la bulle s'écrit :

S.- 2= R? R¥% +sin  cos ) (5.26)
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Figure 5.11 Calcul de l'aire S et de la hauteurHy de la section grisée d'un cercle.

ce qui donne
S>: 2: S<: 2 (527)

Nous souhaitons calculer la hauteuHy de la bulle. Pour cela, nous écrivons I'égalité des
volumes entre la goutte initiale et la goutte nale pour exprimemR = f (Rj, ). Elle nous
donne :
2 R %it 5.28
R® = . :
2(  sin cos) ( )

Nous avonsHg = R(1 cos ). Nous pouvons ainsi donner une expression pour la hauteur
de bulle en fonction de I'angle de contact et du rayon initial de la bulle :

1
R & :
. 5.29
2(  sin cos) ( )

H<->,=(1 cos)

Les résultats numériques

Nous présentons maintenant les résultats numériques issus de l'imposition de I'angle de
contact. Pour cela, nous avons pris un domaine carré de dimensidhs 5 mm ( gure
5.12). Une bulle circulaire de rayorRy = 2 mm est centrée sur le point inférieur gauche
du domaine de calcul. Le substrat est placé gn= 0. C'est sur cette frontiere que sera
imposé l'angle de contact, qui a pour valeur initial®0 (étant donné la forme de la Level
Set initiale). Nous imposons un glissement ep = 0, une condition de symétrie (ce qui
est équivalent au glissement) er = 0 et une vitesse nulle sur les autres frontiéres. Nous
allons donc, pour di érents angles de contact, comparer la hauteur de la bulle obtenue
par simulation numérique et la hauteur analytique.
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5. Angle de contact et déplacement de la ligne triple

Figure 5.12 Représentation schématique du domaine de calcul pour la validation de I'impo-
sition de l'angle de contact, a I'état initial.

Les résultats sont donnés gures 5.13 et 5.14 et les calculs d'erreurs sont donnés gure
5.15. Nous voyons que l'erreur diminue fortement lors des premiers pas de temps, puisque
nous imposons brusquement un angle de contact a une interface qui avait au départ un
angle de contact d90 . Nous trouvons ensuite une évolution réguliére de I'erreur, qui est
due principalement aux problemes de conservation de la masse inhérente a la méthode
Level Set. Les oscillations de I'erreur sont dues aux étapes de ré-initialisation de la Level
Set.

Les gures 5.13 et 5.14 montrent l'interface pour di érents temps. La Level Set initiale
forme toujours un angle de90 avec la surface solide. Nous voyons que l'amplitude de la
vitesse est la plus forte pour les premiers pas de temps, car c'est a ce moment que l'interface
respecte le moins l'angle de contact imposé. Ainsi, le systéme va tendre a s'approcher de
I'angle de contact imposé. C'est pour cela que la vitesse va progressivement diminuer au
cours du temps. Ensuite, a I'équilibre, c'est-a-dire lorsque I'angle de contact ne varie plus,
les vitesses que nous observons sont les courants parasites, systématiquement observés
lors de simulations eulériennes de phénoménes capillaires.

5.3.1.2 Le cas 3D
Nous considérons maintenant le cas 3D. Le volume initial est donné par :

2
Vi = 3 R 3 (5.30)
Le volume de la calotte sphérique grisée (dont la gure 5.11 peut représenter une section)
est donnée par :

V = §Hg2(3R Hg) (5.31)

En exprimant R en fonction deH, et en faisant I'égalité des volumes, nous obtenons
I'expression de la hauteuH, de la bulle en fonction de I'angle de contact et du rayon
initial : S

4R 3,
Nl . 2
3(1 cos )?2+cos ) (5.32)

Hg=(1 cos)’
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(@t=0 (b) t=0:015s (c)t=0:05s

Figure 5.13 Evolution de l'interface pour une goutte dont on a imposé un angle de contact
de 60 (calcul 2D). Les vecteurs vitesse sont donnés pour illustrer I'e et de l'imposition de
I'angle de contact sur I'écoulement. L'échelle de couleur des vecteurs est xée en fonction des
minimum et maximum pour la simulation complete. La vitesse maximale est d&26 mms.
L'échelle de taille des vecteur varie a chaque temps.

(@t=0 (b) t=0:01s (c)t=0:05s

Figure 5.14 Evolution de linterface pour une goutte dont on a imposé un angle de contact
de 120 (calcul 2D). Les vecteurs vitesse sont donnés pour illustrer I'e et de l'imposition de
l'angle de contact sur I'écoulement. L'échelle de couleur des vecteurs est xée en fonction des
minimum et maximum pour la simulation compléte. La vitesse maximale est d&25 mmes.
L'échelle de taille des vecteur varie & chaque temps.
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Les résultats sont donnés gures 5.16 et 5.17 et les calculs d'erreurs sont donnés gure
5.18. Comme pour le cas 2D, nous voyons une forte diminution de I'erreur lors des premiers
pas de temps. Les oscillations de I'erreur sont dues aux étapes de ré-initialisation de la
Level Set.
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Figure 5.15 Erreur sur la hauteur analytique d'une bulle en fonction de I'angle de contact
pour un calcul 2D.

@t=0 (b) t=0:01s (c) t=0:05s

Figure 5.16 Evolution de l'interface pour une goutte dont on a imposé un angle de contact
de 60 (calcul 3D). Les vecteurs vitesse sont donnés pour illustrer I'e et de l'imposition de
I'angle de contact sur I'écoulement. L'échelle de couleur des vecteurs est xée en fonction des
minimum et maximum pour la simulation compléete. La vitesse maximale est d&17 mms.
L'échelle de taille des vecteur varie a chaque temps.
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@t=0 (b) t=0:01s (c) t=0:05s

Figure 5.17 Evolution de l'interface pour une goutte dont on a imposé un angle de contact
de 120 (calcul 3D). Les vecteurs vitesse sont donnés pour illustrer I'e et de I'imposition de
I'angle de contact sur I'écoulement. L'échelle de couleur des vecteurs est xée en fonction des
minimum et maximum pour la simulation compléte. La vitesse maximale est d@17 mes.
L'échelle de taille des vecteur varie a chaque temps.

Figure 5.18 Erreur sur la hauteur analytique d'une bulle en fonction de I'angle de contact
pour un calcul 3D.
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5.3.2 Validation de la condition de Navier
5.3.2.1 Cisaillement simple

Dans le but d'évaluer la précision et la validité de l'implémentation de la condition
de Navier telle qu'elle est donnée en 5.2.2 (p.156), plusieurs calculs d'erreurs vont étre
e ectués. Etant donné que la solution analytique du cisaillement avec condition de Navier
est connue, nous dé nissons la quantité suivanteg, = ¢ Uy SUr  qui est la di érence
entre la solution analytiquett et la solution calculéeu;,, ou u est soit la vitesse soit la
pression. La normel_? discréte est calculée sur , de la maniére suivante :

S 1 Z

jiendicz ) = . ed (5.33)
h

La norme max est donnée par la relation suivante :
jienjj1 = max ey (5.34)
h

Nous dé nissons un domaine de calcul carré de c@té. La vitesse est imposée sur la
frontiére supérieure tandis qu'une condition de Navier est dé nie sur la frontiére inférieure.
Dans ce cas, la normale a l'interface, sur laquelle le glissement de Navier est imposé, est
donnée parn= (0 ; 1) et la condition aux limites s'écrit :

Ve(X;H) = v (5.35)
@y
—(x;0) = v 5.36
@y( ) x (5.36)
La solution analytique est la suivante :
Vo
W)= g7 Y 1 (5.37)

Si !'1 , nous retrouvons un écoulement de Couette classique.

Pour les parametres suivants, =1, =1,up=1etH =1, la vitesse analytique sur
la frontiere de Navier vautv,(0) = 0:5. La gure 5.19 montre la solution numérique sur
un maillage simple. Nous trouvons une valeur d&5 pour la composantex de la vitesse,
sur la frontiére de Navier. La composantg a une valeur proche de0 8.

Pour ce cas de validation, la frontiére est plane. De plus, la solution de ce probléme
est linéaire. En la résolvant en utilisant des éléments ni® 1, nous pouvons trouver une
solution exacte, aux erreurs d'arrondis pres. Ainsi, les résultats de calculs d'erreurs donnés
gure 5.20 montrent une erreur tres faible, qui varie de moins d'une décade en fonction de
la valeur de . Nous remarquons une augmentation réguliére de I'erreur avec l'inverse de la
taille de maille. Cela est simplement dd au fait qu'en diminuant la taille de maille, la taille
du systéme a résoudre augmente. Pour des matrices relativement petites, une itération
sut pour converger et la convergence se fait avec un résidu trés faible, de l'ordre de
10 *2. Lorsque la taille du systéme augmente, le nombre d'itérations nécessaires pour
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5. Angle de contact et déplacement de la ligne triple

Figure 5.19 Champ de vitesse calculé pour = 1.

Figure 5.20 Norme L2 de l'erreur sur la vitesse pour un écoulement de Couette avec glisse-
ment de Navier.

le résoudre augmente. Le systeme itératif ayant un critére d'arrét correspondant a une
valeur de résidu minimal, il s'arréte lorsque ce dernier est veéri €. Ainsi, il peut s'arréter
pour un résidu plus grand, alors qu'une itération supplémentaire aurait probablement
permis de diminuer le résidu. Cette augmentation de I'erreur n'a donc pas d'importance
signi cative. Etant donné que la composantey de la vitesse est imposée nulle sur toutes
les frontieres autres que celle possédant la condition de Navier, la composante verticale est
nulle dans tout le domaine. Ainsi, dans le cas de I'écoulement de Couette, la pénalisation
de la composante de la vitesse normale au solide est inutile. Ainsi, il n‘est pas pertinent
d'étudier I'e et du coe cient de pénalisation sur le calcul, puisque la pénalisation agit sur
une grandeur qui est toujours nulle (ou tout au moins d'une valeur proche de la valeur
du résidu).

166



5.3 Validations numériques

5.3.2.2 Ecoulement de Couette cylindrique avec une condition de Navier

Le cylindre intérieur tourne avec une vitesse angulaire. La condition de Navier est
appliguée sur le cylindre extérieur. L'écoulement est purement axisymeétrique, ce qui nous
permet d'écrire, dans le systeme de coordonnées cylindriques (0;v (r);0) etA = €.
Plus précisément, la forme générale deest donnée par :

B B
v = Ar + — A= 0, 2 —;0 (5.38)

Les constantesA et B sont données par :

RMi(Ro+2 )  _ _ R21R3
R:3 R, R? 2R2'~  R23 R, R? 2R?

A= (5.39)

Pour !1 nous obtenons la solution de I'écoulement de Couette cylindrique classique :

R2!; RZR2! |
A = il . g= 1ol 5.40
RZ+ RZ RZ+ RZ (5.40)
alors que =0 nous donne un mouvement de corps solide :
A=1;; B=0 (5.41)

Nous avons cette fois une frontiere courbe. Dans ce cas, la discrétisation de la frontiere
est importante pour la précision des résultats. Nous pourrons donc étudier I'e et de la
taille de maille sur I'erreur de calcul.

Comme pour I'écoulement de Couette, I'imposition de la vitesse angulaire en condition
limite va naturellement donner pour solution un champ de vitesse angulaire. Ainsi, il n'y
a pas de composante normale de la vitesse, et le terme de pénalisation est inutile.

Nous n'avons donc maintenant plus a étudier I'e et du coe cient de pénalisation pour
I'écoulement de Couette cylindrique. Les résultats de I'évolution de I'erreur en fonction de
la valeur de pour un coe cient de pénalisation nul sont présentés gures 5.21 et 5.22.
Les résultats montrent que I'erreur augmente avec. Cela peut s'expliquer par le fait que
plus est grand, plus la vitesse de glissement est faible. Ainsi, plus la vitesse est faible,
plus I'erreur rapportée a la vitesse est grande.

La normeL 2 de I'erreur sur la vitesse est faible. Cela montre la validité de la condition
aux limites de Navier, lorsque celle-ci est appliquée a une frontiere du domaine. Il manque
toutefois une validation du terme de pénalisation, que nous n‘avons pas eu le temps de
mener.

167
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Figure 5.21 Norme L2 de l'erreur sur la vitesse pour un écoulement de Couette cylindrique
avec glissement de Navier pouA, =0.

Figure 5.22 Norme L2 de l'erreur sur la pression pour un écoulement de Couette cylindrique
avec glissement de Navier pouA, =0.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le phénoméene de mouillage en débutant par une
rapide introduction bibliographique. Les di cultés concernant le déplacement de la ligne
de contact ont été présentées aprées avoir donné quelques références sur la prise en compte
des angles de contact.

Les méthodes numériques implémentées ont ensuite été présentées. La premiéere est la
prise en compte des angles de contact. Etant donné que nous utilisons une méthode Level
Set linéaire, il n'est pas possible d'imposer directement son gradient en condition limite.
La normale a linterface étant calculée a partir du gradient de la Level Set, cela nous
aurait permis d'imposer I'angle de contact. Nous avons donc choisi de xer l'angle de
contact en modi ant la normale locale a l'interface, sans modi er l'interface elle-méme.
Lorsque sa normale est di érente de la normale imposée, une force due a la tension de
surface va apparaitre. Sa prise en compte dans I'écoulement va provoquer un déplacement
de l'interface a n qu'elle respecte I'angle prescrit. Cette méthode a été validée par la suite,
en imposant un angle de contact a une interface faisant initialement un angle d&0
avec la frontiére.

La seconde méthode implémentée est la prise en compte de la condition aux limites
de Navier. Cette condition correspond a un glissement, contr6lé par un coe cient, sur
l'interface et a une non-pénétration a travers cette interface. Nous avons imposé cette
vitesse normale nulle par une méthode de non pénétration, que nous n'avons pourtant
pas eu le temps de valider.

Ces deux méthodes n'ont pas été utilisées simultanément durant cette thése. Cependant,
elles sont totalement compatibles entre elles, puisque la premiére est utilisée pour obtenir
un terme de force qui est ajouté au second membre de I'équation de Stokes et la seconde
est une condition aux limite.

Concernant l'angle de contact dynamique que nous avons présentés dans la biblio-
graphie, il est étroitement lié a la vitesse de glissement de la ligne triple. Un travail est
actuellement en cours au laboratoire concernant le couplage de la prise en compte de
I'angle de contact dynamique avec la condition de Navier. Pour cela, la condition de
Navier est remplacée par la condition de Navier généralisée [GL09], qui s'écrit sous la
forme :

v 5+( A) G+ (cos(q) cos())(fs"te) 1=0 (5.42)

ou R et tg sont la normale et la tangente a la surface solide,et 4 sont I'angle de contact
e ectif et I'angle de contact dynamique, ettp est le vecteur tangent a l'interface au niveau
de la ligne de contact, et dans le plan de la surface solide.

L'angle de contact intervenant directement dans la condition de Navier, il aura une
in uence directe sur la vitesse de la ligne triple, et inversement, la vitesse de la ligne triple
aura une in uence sur l'angle de contact dynamique. De plus, cette méthode ne nécessitera
pas l'utilisation de la méthode d'imposition de l'angle de contact statique, décrite dans
ce chapitre.
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L'objectif visé au laboratoire est de pouvoir imposer I'angle de contact et le glissement
de Navier sur une interface décrite par une level-set. Grace a ce travail, nous avons posé
les premieres briques des méthodes qui seront implémentées et utilisées.

Dans le cas de limposition d'un angle statique (pas de prise en compte d'un angle
dynamique), la méthode exposée dans ce chapitre est directement utilisable sur une in-
terface oue. En e et, les n+uds de la frontiere sont marqués par un champ qui vaut 1 ou
0, selon que I'on veuille modi er ou non la normale a l'interface. Si ce champ prend une
valeur intermédiaire, la normale modi ée a l'interface sera une moyenne pondérée entre la
normale e ective de linterface, et la normale que I'on souhaite imposer. Ce champ peut
prendre une valeur non nulle sur des n+uds n'appartenant pas a la frontiere. Dans ce
cas, l'imposition de I'angle de contact peut étre appliqué sur une couche de n+uds autour
d'une interface di use.

Dans le cas de limposition d'une condition de Navier sur une interface oue, un
premier travail a déja été e ectué, inspiré de la méthode CFS, en utilisant une fonction
Dirac lissée pour imposer la condition sur un volume. La condition aux limites est ainsi
prise en compte par un terme supplémentaire, introduit dans la formulation faible des
éguations de Stokes. Cependant, la formulation éléments nis utilisée ne nous permet pas
d'obtenir un saut de vitesse entre le uide et le solide, et nous ne pouvons qu'obtenir un
déplacement de corps rigide dans le solide. Pour cette méthode, des travaux sont également
en cours au laboratoire. lls consistent a dé nir une zone de transition, dans laquelle la
viscosité tend vers zéro, entre le liquide et le solide, qui permet de passer linéairement de
la vitesse dé nie par la condition de Navier a une vitesse nulle pour le solide. En pratique,
cette méthode permettrait d'imposer également un saut de vitesse entre deux uides.
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Ce travail de theése est centré sur deux problématiques. La premiére est la détermina-
tion de la perméabilité des renforts breux pour des écoulements aux échelles microsco-
pigue et mésoscopique. La seconde est la prise en compte des phénomeénes de tension de
surface et de mouillabilité, dans les écoulements a petite échelle, qui interviennent dans
la partie non saturée du renfort en cours d'imprégnation.

Le calcul de perméabilité est un point tres étudié a I'heure actuelle. En e et, les logiciels
disponibles sur le marché permettent de simuler les écoulements en considérant la cavité
du moule, contenant le renfort, comme un milieu poreux. Mais ces logiciels nécessitent
la connaissance de la perméabilité du renfort, qu'il n'est pas aisé d'obtenir. Les mesures
expérimentales sont parfois complexes et les lois analytiques permettant de calculer cette
perméabilité n'existent que pour des con guration particulieres. Il est di cile de les ob-
tenir pour des méches tissées, dont la géométrie est trés complexe. En e et, elles sont
déformées lors du tissage, cisaillées et compressées lors de la mise en place dans le moule.
De plus, le taux de bres varie le long de chaque meche.

Cette thése se place dans la thématique d'estimation de la perméabilité par la simu-
lation numérique qui permet de calculer la perméabilité d'un renfort quelle qu'en soit
la géométrie, pour peu que I'on soit capable de la représenter numériquement. Elle est
également capable de calculer la perméabilité d'une meche par la représentation des bres
gu'elle contient.

L'apparition de micro-vides et de macro-vides dans le matériau composite nal se
produit principalement entre la zone séche et la zone saturée du renfort en cours d'im-
prégnation. La compréhension des phénomeénes physiques qui interviennent dans cette
Zzone est nécessaire pour maitriser les parametres procédés qui permettraient de diminuer,
voir d'empécher, l'apparition de ces défauts. La simulation numérique est un moyen de
comprendre ce qui se passe au niveau de la zone partiellement saturée, dans laquelle les
ecoulements sont soumis aux phénomeénes capillaires. Cette thése apporte les premiers
éléments pour simuler ces phénomenes avec la méthode des éléments nis.

En ce qui concerne le calcul de perméabilité, nous avons développé une méthode d’homo-
généisation des champs de vitesse et de pression dans le cadre d'une méthode d'immersion
de domaines, ce qui est nouveau pour les simulations d'écoulement dans les milieux po-
reux. Cela rend plus simple la mise en place des modeles, en permettant I'utilisation des
méthodes d'immersion de maillage. Cela permet également de plus facilement gérer la dé-
formation, induite par I'écoulement, des meéches ou des bres, si I'on souhaite complexi er
le modéle en donnant une loi de comportement mécanique aux objets solides. Des tests
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ont été faits au laboratoire pour explorer les possibilités o ertes par ce type de calcul pour
les thématiques d'interaction uide-struture.

La méthode de calcul développée a été validée en comparant la perméabilité calculée a
la perméabilité analytique pour des arrangements réguliers de bres unidirectionnelles et
cylindriques. Ainsi, la comparaison des calculs de perméabilité transverse a été faite en 2D,
puis en 3D et a montré une trés bonne corrélation avec les di érentes lois de la littérature,
bien que les résultats pour les calculs 3D aient été moins nombreux, étant donné le colt
de calcul plus important que pour le cas 2D. Apres avoir montré la validité du modéle en
3D, des comparaisons ont été faites pour des calculs de perméabilité longitudinale. Cette
fois la corrélation avec les lois analytiques est moins bonne, mais elle peut étre due a une
importante di érence entre le pro | de vitesse supposé dans le cas analytique et le champ
de vitesse réel. Bien que les tendances d'évolution de la perméabilité en fonction du taux
de bres soient Iégérement di érentes, les ordres de grandeur sont bien les mémes, ce qui
conforte la validité du modele.

Avant cela, les premieres validations de la méthode ont consisté a introduire, dans
la loi de Darcy, les champs de vitesse et de pression correspondants a un écoulement de
type Poiseuille, an de relier la perte de charge au terme de perméabilité. Il a été ainsi
possible d'obtenir une loi analytique sans hypothese forte, comme c'est le cas pour les lois
de calculs de perméabilité d'arrangements réguliers de bres. Cela nous a permis d'étudier
les di érents parametres numériques entrant en jeu dans la simulation, a savoir la taille
de maille et I'épaisseur de la zone de mélange des viscosités. Cette épaisseur de mélange
est directement liée a la taille de maille locale au voisinage de l'interface. Le principal
résultat est que la perméabilité est assez peu sensible a I'épaisseur de la zone de mélange
des viscosités choisies. Cela est principalement di au fait que la di érence de viscosité
étant trés importante, la viscosité su sante pour représenter un solide est obtenue tres
tot sur I'épaisseur du mélange.

Nous avons également fait une premiéere étude rapide de I'in uence de la forme des
bres sur la permeéabilité, en faisant varier le facteur de forme. La variation de permeéabilité
est assez importante lorsque le facteur de forme évolue. Cela peut également montrer
I'in uence de la direction de I'écoulement, puisqu'une ellipse est la section de la bre vue
par un écoulement qui ne serait pas transverse, mais décalé d'un certain angle par rapport
a l'axe de la bre.

Cette méthode de calcul de perméabilité est par la suite destinée a des calculs a I'échelle
meésoscopique, c'est-a-dire a I'échelle du motif du renfort. Une premiére étude a été faite,
en n de these, sur le calcul de la perméabilité a I'échelle mésoscopique. Elle a consisté
a calculer la perméabilité d'un VER contenant le motif d'un renfort de type G986 non
déformé, en faisant varier la perméabilité des méches. Cette étude a nécessité le développe-
ment d'un couplage entre les équations de Stokes, modélisant I'écoulement libre du uide,
et des équations de Darcy, modélisant I'écoulement dans le milieu poreux, qui représente
les meches.

Nous avons choisi de résoudre la loi de Brinkman pour faire ce couplage. La loi de
Brinkman correspond en fait a I'équation de conservation de la quantité de mouvement
présente dans les équations de Stokes mais avec un terme supplémentaire en vitesse. Ainsi,
en jouant sur le coe cient lié a ce terme de vitesse, il est possible de modéliser soit un
écoulement libre, soit un écoulement en milieu poreux. De plus, l'utilisation de cette loi
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permet de prendre en compte directement la continuité des vitesses et des contraintes. Cela
évite donc d'avoir a ajouter des conditions aux limites supplémentaires, de type Beaver-
Joseph-Sa man, qui sont diciles a imposer dans le cas de limmersion de domaines,
puisque les interfaces ne sont pas maillées mais représentées par la fonction Level Set. Il
faut cependant préciser que la condition citée précédemment permet de prendre en compte
un glissement entre le uide et le milieu poreux, ce qui estimpossible dans le modele tel que
nous l'avons créé. Une solution serait de s'inspirer de la condition aux limites de Navier,
codée pour la prise en compte du glissement de la ligne triple en tension de surface et qui
a nalement la méme forme que le terme de glissement de la condition BJS. Mais ceci est
simplement une ouverture pour des études futures.

Ce solveur pour I'équation de Brinkman a été validé en comparant la solution nu-
mérique avec la solution analytique. Nous avons également compareé les résultats avec la
solution des équations de Stokes, pour déterminer la valeur de la perméabilité qui permet
de représenter un écoulement de Poiseuille. En n, nous avons modélisé un cas contenant
a la fois un domaine uide et un domaine poreux et nous avons comparé les résultats
numeériques avec une solution analytique. Cela nous a permis de montrer la validité de
l'utilisation de cette équation pour représenter le couplage Stokes-Darcy. Cependant, il
faut tout de méme garder a l'esprit que cette étude fait partie des dernieres études ef-
fectuées durant cette thése et que le temps nous a manqué pour faire une validation
beaucoup plus sérieuse, en faisant varier les di érents parameétres numériques comme la
taille de maille, I'épaisseur de la zone de mélange et d'autres parameétres numériques pour
déterminer la précision du solveur.

Le calcul numérique de perméabilité est fait dans le cadre d'une méthode d'immersion
de domaines. Ainsi, les interfaces ne sont pas directement représentées par le maillage,
mais sont représentées a travers une fonction distance qui permet de se positionner dans le
domaine en fonction de cette interface. C'est une méthode nouvelle pour ce type d'étude.
De plus, dans le cas mésoscopique, nous avons utilisé la méthode d'immersion de maillage
pour représenter le milieu poreux. Ce dernier nous est donné sous forme de maillage des
meéches, que nous introduisons dans le domaine de calcul. Ces maillages ne sont utilisés
gue pour nous permettre de déterminer les di érentes zones dans le domaine de calcul et
aucun calcul n'est e ectué dessus. Tous les calculs sont faits sur le domaine global dans
lequel les maillages des bres ont été immergeés.

Pour cette technique d'immersion de domaines, nous avons donné quelques conseils
d'utilisation a n d'accélérer I'adaptation du maillage. D'autres techniques existent, comme
I'adaptation par estimateur d'erreur a posteriori qui permet de bien contréler la taille de
maille et son anisotropie en fonction de I'erreur calculée sur une grandeur donnée. Cette
méthode est en cours de développement au laboratoire.

Nous avons dd travailler sur la stabilisation de la formulation. En e et, cette formu-
lation éléments nis est utilisée depuis des années au laboratoire pour des simulations
de remplissage, d'injection, etc. Cependant, pour tous ces procedes, le champ de pression
a une importance assez relative dans les études numeériques. Ainsi, le laboratoire s'est
concentré sur le champ de vitesse obtenu par éléments nis et la stabilisation utilisée
permettait d'avoir de bons champs de vitesse. Dans cette étude, le champ de pression est
de premiére importance, puisque son gradient est utilisé pour le calcul de la perméabilité.
Ainsi, un bon champ de pression permet d'obtenir de bons résultats, tandis qu'un champ
de pression légerement perturbé par des problémes de stabilisation conduira a des varia-
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@) (b)

Figure 5.23 Champ de vecteurs vitesse (en vert) pour un écoulement a travers des arran-
gements aléatoires de bres. La porosité est la méme pour les deux gures et vaut 0 :7.
L'arrangement en (a) est plus ordonné qu'en (b). Figures de K. Hitti.

tions importantes de son gradient qui vont énormément perturber les résultats obtenus
pour le calcul de la perméabilité.

Nous avons donc nalement mis en place une méthode e cace et simple a mettre en
+uvre pour le calcul de la perméabilité, moyennant quelques précautions sur la stabilisa-
tion de la formulation éléments nis, a n d'obtenir un champs de pression correct. Nous
avons validé cette méthode dans des calculs a I'échelle microscopique, en comparant les
résultats numériques avec des résultats analytiques pour des arrangements simples. Nous
avons également montré que cette méthode fonctionne a I'échelle mésoscopique, en |'uti-
lisant avec un couplage Stokes-Darcy. Ce travail a donc permis de mettre en place une
méthode de calcul de perméabilité, maintenant utilisée dans une autre étude au labora-
toire, qui consiste a calculer la perméabilité d'un arrangement aléatoire de bres (gure
5.23) dont le nombre peut aller jusqu'a plusieurs milliers. Cet arrangement aléatoire est
généré de maniére automatique, sans recouvrement et avec une distribution de taille et
une porosité maitrisées. Les bres sont représentées par une fonction distance et utilisent
la méthode d'immersion de domaines. Cela permet d'étudier I'e et du nombre de bres
et de leur distribution sur la perméabilité. L'exemple donné gure 5.23 correspond au
champ de vitesse obtenu pour une méme porosité mais pour des distributions de bres
di érentes.

La seconde thématique de cette thése concerne la modélisation de la tension de surface.
Nous avons cependant mis en place des méthodes dont les études sont poursuivies actuel-
lement au laboratoire, notamment en ce qui concerne le déplacement de la ligne triple et
la prise en compte des angles de contact.
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Nous avons commencé par une étude bibliographique montrant la complexité physique
du phénomene de tension de surface. De nombreuses di cultés sont apparues aux scien-
ti ques qui ont étudié les phénomenes de tension de surface, notamment le probléme de
déplacement de la ligne de contact qui provoque un paradoxe avec la condition de non-
glissement pourtant acceptée par la majorité. Les phénomenes moléculaires conduisant a
ce déplacement et a la formation des angles de contact ne sont pas encore complétement
compris. Cela explique la grande quantité de papiers disponibles dans la littérature. De
plus, il est impossible de découpler les di érents milieux du systeme, puisque les phéno-
menes capillaires sont directement dépendant de la nature des trois phases uides ou des
deux phases uides et de la phase solide ainsi que de I'état de surface de cette derniere.
Cela a donc grandement augmenté les di cultés concernant I'étude de ces phénoménes.

Leur simulation numérigue est également tres complexe. En e et, il est habituel, en
simulation de mécanique des uides, de se placer du point de vue eulérien de la méca-
nique, ce qui conduit naturellement & utiliser un maillage dit eulérien pour la résolution
du probleme numérique. Ce maillage eulérien implique la nécessité de représenter les in-
terfaces autrement que par des n+uds du maillage. L'utilisation de la méthode Level
Set permet de représenter ces interfaces et de les déplacer en fonction du champ de vi-
tesse de I'écoulement. C'est une méthode utilisée depuis maintenant quelques années au
laboratoire.

Une autre di culté, et peut-étre la di culté principale, est la représentation, sur ces
interfaces non maillées, des forces surfacigues introduites par les phénomenes capillaires.
Nous avons comparé deux méthodes qui consistent a appliquer cette force sur une zone
d'une certaine épaisseur, centrée sur l'interface. L'utilisation d'une fonction Dirac lissée
permet de faire tendre cette force vers zéro pres des limites de cette zone et de la rendre
maximale sur l'interface. La premiére méthode nécessite d'avoir les normales et les cour-
bures des interfaces, ce qui pose également une di culté, puisque ces champs sont calculés
a partir de la fonction distance linéaire et nécessitent jusqu'a deux ordres de dérivation.
Leur représentation sur les n+uds nécessite donc un traitement particulier. La seconde
méthode permet de ne dériver qu'une fois, en évitant de calculer la courbure qui est
obtenue directement dans la formulation faible du probleme. Cependant, cette méthode
nécessite d'ajouter un terme d'extracontrainte a I'équation de conservation de la quantité
de mouvement. Des incertitudes sur la stabilisation de la formulation avec extracontrainte,
ainsi que les tests de validation ont montré que la premiere méthode donnait des résultats
plus satisfaisants. Il est cependant possible que la seconde méthode soit privilégiée dans le
futur, étant donné que I'utilisation d'un solveur de Stokes avec extracontrainte est étudiée
dans le laboratoire dans une autre thése et pour une autre problématique ne concernant
pas les problemes de tension de surface.

Dans un premier temps, les phénomeénes de tension de surface n‘ont concerné que deux
uides. Cela a permis de mettre en place les méthodes de prise en compte de ces forces.
La célébre loi de Laplace a été utilisée pour valider la méthode de tension de surface pour
des écoulements a deux phases. Cette validation nous a permis d'étudier I'e et de la taille
de maille, de I'épaisseur de la zone de mélange de la viscosité et de I'épaisseur de la zone
volumique, sous la forme d'un Dirac lissé. Ces deux épaisseurs sont directement liées a la
taille de maille et sont surtout liées entre elles, puisque la force appliguée dans cette zone
de Dirac est appliquée dans une zone ou la viscosité du uide varie. Nous avons ainsi pu
montrer que l'erreur est minimale lorsque I'épaisseur de la zone de mélange de viscosité
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et I'épaisseur du Dirac sont égales l'une a l'autre et sont égalegiia, h étant la taille de
maille locale prés de l'interface. Cela montre la nécessité d'adaptation de maillage e cace,
pour que cette zone soit la plus ne possible par rapport aux dimensions du systéme.

La prise en compte de l'angle de contact, lorsqu'une phase solide est présente, a néces-
sité le développement de deux modeéles. Etant donné que I'angle est dé ni en fonction du
milieu dans lequel on se trouve, pour un angle de contactdonné, cet angle, exprimé dans
le référentiel du domaine de calcul, aura pour valeur d'un coté de la bulle et de
I'autre c6té de la bulle, si on est en 2D. En 3D, la chose est encore plus complexe, puisqu'il
faut connaitre l'orientation de l'interface par rapport au repére global. Une méthode de
calcul de cette orientation a été développée

Une fois I'angle de contact dé ni, il faut I'imposer. Nous nous sommes inspirés de la
technigue couramment employée dans la méthode VOF. Elle consiste a modi er directe-
ment la position et l'orientation de l'interface calculée. Etant donné qu'avec la méthode
Level Set, l'interface n'est pas reconstruite a chaque incrément mais convectée par le
champ de vitesse, nous avons décidé d'imposer de maniere un peu plugsiquel'orien-
tation de cette interface en calculant la force nécessaire pour que l'interface, une fois
déplacée, respecte cet angle de contact. Nous avons montré la validité de cette méthode
par les calculs de validation. Cependant, il est nécessaire d'avoir un pas de temps su -
samment petit pour que l'interface respecte I'angle de contact avec cette méthode.

Le glissement des gouttes ou des bulles est un point important qu'il est dicile de
modéliser, étant donné ['utilisation courante de la condition de non-glissement sur les
surfaces solides. L'implémentation de la condition de glissement de Navier permet de
prendre en compte le déplacement de la ligne de contact.

Par ces deux méthodes précédentes nous avons pose les premiéres briques de la prise
en compte de la mouillabilité dans la librairie CIMLIB. Des travaux sont actuellement
poursuivis au laboratoire sur ces problématiques. L'utilisation d'une condition de Navier
généralisée qui contient un terme contenant les angles de contact statique et dynamique,
est utilisée pour prendre en compte les angles de contact dynamiques. De plus, cela per-
mettrait de coupler directement I'angle de contact et la vitesse de la ligne triple.

Des travaux sont également e ectués pour appliquer la condition de Navier sur une
interface di use. La principale di culté est que la formulation éléments nis utilisée n'au-
torise pas de saut de vitesse a l'interface. L'idée est de créer une zone de transition la plus
ne possible a n d'obtenir une variation linéaire entre la vitesse obtenue par la condition
de Navier sur l'interface et la vitesse du solide.

Ce travail de thése a donc nalement permis de mettre en place une grande partie des
méthodes nécessaires aux calculs d'écoulement dans les renforts et au calcul de la perméa-
bilité a I'échelle microscopique et a I'échelle mésoscopique, pour nourrir respectivement
des codes de simulation mésoscopiques et macroscopiques. Un travail est nécessaire an
d'obtenir un champ d'orientation des bres dans la méche pour pouvoir prendre en compte
correctement le tenseur de perméabilité dans le solveur de Brinkman qui doit étre modi €
en conséquence. Ce travail ouvre ainsi des perspectives intéressantes pour entrer dans le
domaine de la simulation numérique d'injection dans les renforts tissés, ou PAM-RTM est
actuellement I'un des logiciels leader sur le marché. La prise en compte des phénoménes
capillaires permettrait de prédire I'apparition de défauts dans la piéce et ainsi d'optimiser

176



Conclusion

le procédé an de les éviter.

De plus, la simulation des phénoménes de tension de surface ouvre vers |'étude de
nouveaux procedeés, centrés sur les technologies microscopiques et nanoscopiques, de plus
en plus courantes.
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Annexe A

Formulation éléments nis et
stabilisation de la méthode CSS

A.1 Formulation éléments nis

La formulation éléments nis de Stokes a déja été développée précédemment (sec-
tion 2.2.1 page 40). Nous allons donc seulement développer ce terme de second membre
tensoriel sur I'élément dezréférence :

Tirwd= Tirw 4 Jjd” (A.1)
ou " est I'élément de référence el est le jacobien de la transformation de I'espace de
référence vers l'espace réel.

Dans la suite, nous écrivon§, @, @ et @ pour respectivement@@; @@y @@ et @@. Nous
n'utilisons pas la notation d'Einstein. Ainsi, lorsque nous écrivon3;;.3 cela signi e que
nous prenons la valeur au n+ud 3 de la composanig; du tenseurT.

Le produit doublement contracté s'écrit de la maniére suivante :

T'r w= T Tz . QW QW
' T Tz @wy @wy (A.2)
= T11@Wy + To@Wy + To1@wy + Too@Wy,
en I'exprimant par composante, nous devrons calculer :

T11@wy + T12@Wy

T@wy + Too@wy (A-3)
Nous allons nous concentrer, dans la suite, sur la premiére composante :
T11@Wy + T12@Wy (A.4)
gue nous écrivons sous forme discrete, en utilisant les fonctions de formes :
DQne
Wy = j (A-S)

i=1
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ou nbneest le nombre de n+uds par élément. On obtient donc :
T @ j + T2 @ (A.6)

ou encore : 0 1
T11.1@ 1+ T121@ 1

@T11,@ »+ T122@ A (A.7)
T113@ 3+ T123@ 3

Etant donné que nous utilisons le gradient c, le tenseur d'extra-contrainte est constant
sur I'élément. Dans ce cas, nous avons :

0 1
Tu@ 1+ T12@ 1

@r,@ ,+ T12@ A (A.8)
Tu@ 3+ T1@ 3

La forme faible de ce terme s'écrit donc :
Z Z
Tll@Wx+T12@Wx d= . -I-llc@WxJ;L]_:L + Tll@Wxle:L + TlZ@Nlezl + TlZ@WxJzzl jJjd

(A.9)

N

Sous sa forme discrete :

D{)nez
= X Tii@ (Jyt + Tii @ (dpt + T @ 1J 5t + Ty @ 1,50 jJjd”™  (A.10)

Et en approximant les intégrales :

DQne rkple . 1 . 1 . 1 . 1 . . N
= Ve Tiig @ ilgdar + Taai @ ijgdar + Tizi @ ijgdip + Tazj @ ijgdp JJ1 d
i=1 g=1
(A.11)
ou nbpie est le nombre de points d'intégration par éléments.
A.2 Stabilisation de la formulation
Le second membre de I'équation (4.18) s'écrit :
Z Z
mw+ Tirw (A.12)
Pour le terme de bulle, nous aurons donc :
Z Z
fwldv +  T:rw (A.13)

C'est ce second terme que nous allons développer. Lorsqu'on integre le terme d'extra-
contrainte sur la bulle : Z Z

T:rwl= T:rwhd Y (A.14)
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Comme précédemment, on écrit pour une composante :
Z

T @N Jyt+ @N Iyt + T @N I+ @N 3y ] (A.15)

La bulle est P1 sur chaque sous-triangle. Sa dérivée est donc PO. Etant donné que
ne dépend que des coordonnées des noeuds de I'élément, on peut donc écrire (pour la
premiére partie de l'intégrale) :

z
CTi @N I+ @N 3y I
x Z
= ~ Tu @N i+ @N L ot ] (A.16)
Kk k
X Z
= @N ,Ji' + @N I, . T1ujJj
k k
On peut écrire : 7 R
T1d T — (A.17)
~ D
ou D = 3 dans notre cas (2D). Ainsi :
X " Tud R T
@N Jii'+ @N 3, JJJ% = @N ,J;;'+ @N 1Jy JJJ%
‘ R T d
+ @N ,J;' + @N 2Jy JJJF\:+
~Typd
+ @N 3\]111"' @N 3‘]211 JJJ%
1 1 .4 ~Tnd
= (@N 1+ @N 2+ @N 3)‘J11 +(@N 1+ @N 2+ @N 3)‘J21 JJJT
(A.18)
Si on calcule les dérivées de ces fonctions de forme, on trouve que :
N;=1 @N;= 1 @N;= 1
N2: ! @N2:1 @N2:0 (Alg)
N3 = @N3 =0 @N3 =1
On obtient donc :
R
1 1 ... ~Tud
( 3+3+0)J;;7+( 3+3+0) I, jJJTZO (A.20)

Nous voyons donc que I'emploi du MINI-élément avec une approximation de bulle li-
néaire par sous-triangle conduit & un terme de stabilisation nul pour cette extra-contrainte.
Cependant, cela ne signi e pas forcément que ce terme n'a pas a étre pris en compte dans
la stabilisation. Un travail est actuellement en cours au laboratoire pour traiter ce pro-
bléme de stabilisation d'une formulation de Stokes avec extra contrainte.
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Annexe B

Résultats de validation de la méthode
CSF avec la loi de Laplace

Cette annexe regroupe les résultats de validation de la méthode CSF. Ces résultats
montrent également I'étude de sensibilité aux parametres numériques que sont I'épaisseur
de mélange de la viscosité, I'épaisseur de lissage du dirac et la taille de maille.

Les graphiques des gures B.1 et B.2 montrent les normés normalisées des erreurs
en vitesse et en pression pour la bulle statique. Les graphiques des gures B.3 et B.4
donnent les erreurs max obtenues. Chacun des six graphiques d'une gure correspond a
une épaisseur de la zone de mélange de la viscosité. Nous avons tracé I'erreur en fonction
de la taille de maille pour di érentes épaisseurs du Dirac.

Les résultats sont donnés pour une viscosité dé nie aux éléements (viscost® et pour
cing épaisseurs de mélange pour une loi de mélange linéaire de la viscosité dé nie aux
n+uds. La fonction de Dirac est toujours dé nie aux n+uds. Les épaisseurs sont données
en taille de maille h. Ainsi, une Iégende indiquantDirac 2h signi e que les résultats
sont donnés pour une fonction de Dirac dont le lissage se fait sur une épaisseur de deux
éléments.

Les sigles sont constants pour chaque graphique. Ainsi, le Dirac d'épaiss2arsera

toujours représenté par un losange, un Dirac d'épaissedit par un rond et ainsi de suite.

B.1 Norme L2 de l'erreur

B.1.1 La vitesse

Les résultats pour la vitesse sont donnés gure B.1. Le champ de viscosité dé ni aux
éléments donne l'erreure maximale. Ce n'est donc pas un bon choix lorsque I'on souhaite
prendre en compte les phénomenes de tension de surface.

Les résultats pour I'épaisseur du dirac déh et 2h sont les plus chahutés. Cela tra-
duit une mauvaise représentation de ce dirac, qui introduit des erreurs numériques. Les
résultats sont beaucoup plus lisses pour un Dirac d'épaisseur minimdle

Les quatre derniers graphiqgues montrent que l'erreur augmente beaucoup lorsque le
Dirac a une épaisseur supérieure a celle du mélange de viscosité. En e et, pour les gra-
phique a viscosité2h, 4h et 6h, les courbes pour des Diracs plus larges que le mélange de
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Figure B.1 Norme L, normalisé de l'erreur sur la vitesse pour di érentes épaisseurs du
mélange de viscosité et du Dirac (méthode CSF).
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B.1 NormelL 2 de l'erreur

Figure B.2 Norme L, normalisé de l'erreur sur la pression pour di érentes épaisseurs du
mélange de viscosité et du Dirac (méthode CSF).
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viscosité sont nettements a |'écart des courbes a Dirac de méme épaisseur que la viscosité.

Les courbes pour des diracs plus ns que le mélange de viscosité sont également au
dessus des courbes a Dirac de méme épaisseurs, mais I'écart est beaucoup plus faible. Cela
meéne a la conclusion que la loi de mélange de viscosité et le Dirac doivent étre de méme
épaisseur pour obtenir une précision maximale.

B.1.2 La pression

Les résultats pour la pression sont donnés gure B.2. Elle ne montre aucune sensibilité
a lI'épaisseur de la loi de mélange. En revanche, elle montre que le Dirac doit étre le plus
n possible.
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B.2 Norme max de l'erreur

L'étude de la norme maximale de I'erreur est importante, car si le champ de vitesse
est tres localement de trés forte amplitude, il risque d'avoir un e et non négligeable sur
le déplacement de l'interface au cours du temps, pour des simulations instationnaires.

B.2.1 La vitesse

Les résultats pour la vitesse sont donnés gures B.3. Il est clair que I'erreur est plus
importante pour un mélange de viscosité dé ni aux éléments. Nous remarquons, sur les
courbes pour les champs de viscosités dé nis aux n-+uds, que l'erreur maximale est la
plus faible lorsque le Dirac a la méme épaisseur que le mélange de viscosité. La méme
observation a été faite pour la normd.2 de I'erreur sur la vitesse. Pour le mélange de
viscosité d'épaisseuflOh, les conclusions sont plus di ciles a porter.

Sur les 6 graphiques, nous voyons que l'erreur maximale est la plus faible pour une
épaisseur de mélange de la viscosité et de lissage du Dira®lle

B.2.2 La pression

Pour la pression, les résultats sont donnés gure B.4. Il est clair, sur ces graphiques,
gue l'erreur maximale sur la pression est trés peu sensible a I'épaisseur de mélange de la
viscosité et a I'épaisseur du Dirac. Nous remarquons également qu'elle ne dépend pas de
la taille de maille.
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Figure B.3 Erreur maximale de la vitesse pour di érentes épaisseurs du mélange de viscosité
et du Dirac (méthode CSF).
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B.2 Norme max de l'erreur

Figure B.4  Erreur maximale de la pression pour di érentes épaisseurs du mélange de vis-
cosité et du Dirac (méthode CSF).
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Annexe C

Résultats de validation de la méthode
CSS avec la loi de Laplace

Cette annexe regroupe les résultats de validation de la méthode CSS. Ces résultats
montrent également I'étude de sensibilité aux parametres numériques que sont |'épaisseur
de mélange de la viscosité, I'épaisseur de lissage du dirac et la taille de maille.

Les graphiques des gures C.1 et C.2 montrent les normes normalisées des erreurs
en vitesse et en pression pour la bulle statique. Les graphiques des gures C.3 et C.4
donnent les erreurs max obtenues. Chacun des six graphiques d'une gure correspond a
une épaisseur de la zone de mélange de la viscosité. Nous avons tracé I'erreur en fonction
de la taille de maille pour di érentes épaisseurs du Dirac.

Les résultats sont donnés pour une viscosité dé nie aux éléments (viscost@®) et pour
cing épaisseurs de mélange pour une loi de mélange linéaire de la viscosité dé nie aux
n+uds. La fonction de Dirac est toujours dé nie aux n+uds. Les épaisseurs sont données
en taille de maille h. Ainsi, une Iégende indiquantDirac 2h signi e que les résultats
sont donnés pour une fonction de Dirac dont le lissage se fait sur une épaisseur de deux
éléments.

Les sigles sont constants pour chaque graphique. Ainsi, le Dirac d'épaiss2arsera

toujours représenté par un losange, un Dirac d'épaissedit par un rond et ainsi de suite.

C.1 Norme L2de l'erreur

C.1.1 La vitesse

Les résultats pour la vitesse sont donnés gure C.1. Comme pour la méthode CSF
dont les résultats sont présentés annexe B, I'utilisation d'une viscosité dé nie aux éléments
donne la précision la plus faible sur la vitesse.

Si nous nous attardons sur les courbes de viscosités dé nies aux n+uds, nous voyons,
contrairement a la méthode CSF, une nette di érence entre les courbes pour un Dirac
d'épaisseur plus grande que le mélange de viscosité et les courbes pour un Dirac d'épaisseur
égale ou plus faible. Nous avons toujours une erreur bien plus forte lorsque le Dirac est
plus large. Par contre, la précision la plus basse est toujours obtenue pour un Dirac
d'épaisseur légérment plus faible que le mélange de viscosité. Par exemple, lorsque ce
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dernier est d'épaisseu6h, prendre un Dirac d'épaisseudh donnera des résultats plus
précis que pour un Dirac d'épaisseush.

Pour le cas a viscosité d'épaisseurOh, les conclusions sont plus diciles a faire. Il
semblerai qu'un Dirac trop large conduira forcément a un résultat tres peu précis.

C.1.2 La pression

En ce qui concerne la pression, les résultats sont donnés gure C.2. Comme pour
la méthode CSF, l'erreur sur la pression est indépendante de I'épaisseur de mélange de
la viscosité. Nous pouvons observer que l'erreur minimale est obtenur pour un Dirac
d'épaisseursh.
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C.1 NormelL2 de l'erreur

Figure C.1  Norme L, normalisé de l'erreur sur la vitesse pour di érentes épaisseurs du
mélange de viscosité et du Dirac (méthode CSS).
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Figure C.2 Norme L, normalisé de l'erreur sur la pression pour di érentes épaisseurs du
mélange de viscosité et du Dirac (méthode CSS).
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C.2 Normemax de l'erreur

C.2 Norme max de l'erreur

Les résultats pour la vitesse sont donnés gure C.3. Les conclusions sur I'évolution de
I'erreur en fonction de I'épaisseur de mélange de la viscosité et de I'épaisseur du Dirac
sont les méme que pour la normie2, a savoir que l'erreur est minimale pour une épaisseur
de Dirac un peu plus faible que I'épaisseur de mélange de la viscosité.

En revanche, un point important a remarquer est que la précision reste relativement
constante en fonction de la taille de maille. En ce qui concerne la pression ( gure C.4), la
précision diminue énormément avec la diminution de la taille de maille.
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Figure C.3 Erreur maximale de la vitesse pour di érentes épaisseurs du mélange de viscosité
et du Dirac (méthode CSS).
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C.2 Normemax de l'erreur

Figure C.4  Erreur maximale de la pression pour di érentes épaisseurs du mélange de vis-
cosité et du Dirac (méthode CSS).
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Simulation numérique des écoulements aux échelles microscopique et
mésoscopique dans le procédé RTM

Résumé : Le procédé Resin Transfer Molding consiste & injecter un polymére thermodurcissable &
travers des bres de renfort, qui polymérise ensuite pour former une piéce composite. L'objectif est
de modéliser numériquement I'écoulement & différentes échelles, celle des méches composants le
tissu (mésoscopique) et celle des bres composants les méches (microscopique). Cette thése se dé-
compose en deux parties. La premiére concerne le calcul de perméabilité d'un volume élémentaire
représentatif par prise de moyenne des champs de vitesse et de pression, dans le cadre de la mé-
thode d'immersion de domaines. A I'échelle microscopique, le calcul de perméabilité a été validé en
utilisant des lois analytiques. A I'échelle mésoscopique, un couplage entre les équations de Stokes
et de Darcy, pour les écoulements entre les meches et a l'intérieur des meches a été effectué. La
seconde partie aborde I'étape d'imprégnation du renfort a I'échelle microscopique, ce qui inclut la
modélisation de I'avancée du front de matiére entre les bres avec prise en compte de la tension de
surface. Nous avons implémenté des méthodes pour prendre en compte les phénomeénes capillaires.
Une méthode d'imposition de I'angle de contact statique de l'interface avec une surface solide, et la
condition aux limites de Navier permettant d'imposer un glissement a la ligne triple, ont été implé-
mentées et validées. Tous les développements ont été effectués dans une méthode éléments nis
mixtes linéaires en vitesse pression, stabilisée par une fonction bulle (MINI-élément), et en utilisant la
méthode d'immersion de domaines.

Mots clés : RTM, Imprégnation, Composite, Renfort tissé, Milieu Poreux, Darcy, Tension de surface,
Eléments nis, Immersion de domaines, Level Set, Homogénéisation

Numerical simulation of ows at microscopic and mesoscopic scales in RTM
process

Abstract: In the Resin Transfer Molding (RTM) process, a thermoset resin is injected into a brous
woven reinforcement. This resin polymerises to form a composite part. The goal is to model the
ow at different scales: the tow scale (mesoscopic) and the bre scale (microscopic), using numerical

simulation. This thesis is divided in two parts. The rst one is about permeability computation of
a representative elementary volume (REV), applying an averaging method on pressure and velocity
elds in the frame of the immersed domains method. At microscopic scale, permeability computation
is validated using analytical laws. At mesoscopic scale, Stokes and Darcy equations, for the ows
between and into yarns, have been implemented. The second part concerns the impregnation of
the reinforcement at microscopic scale. It's includes modelling of the ow front movement between
bres with surface tension forces. We have implemented methods to take into account for the capillary
phenomenon. We have implemented and validated methods to impose static contact angle and slip
of the contact line. All developments are made using nite elements method with a velocity pressure
formulation stabilised by a bubble function (MINI-element), and using the immersed domains method.
Keywords: RTM, Impregnation, Composite, Woven reinforement, Porous media, Darcy, Surface
tension, Finite elements method, Immersed volumes method, Level Set, Homogenisation



