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Chapitre 1Introduction



6 Chapitre 1. Introduction.



1.1 Etat de l'art 71.1 Etat de l'art1.1.1 La fonderieLe procédé de transformation des métaux par méthode de moulage est parmi les plus anciens.Il n'a cessé d'évoluer et de se perfectionner depuis sa découverte et même au cours de ces dernièresdécennies. De nos jours, il existe pratiquement un mode de moulage par type de pièce. Lesfondeurs se sont spécialisés dans certaines méthodes, guidés en majorité par le tonnage de lamatière transformée. On trouve par exemple des fonderies spécialisées dons le moulage de petitespièces dont le poids va de quelques grammes à quelques dizaines de kilos. Elles sont destinéesà l'automobile ou l'aéronautique. D'autres produisent des pièces de plusieurs tonnes à plusieursdizaines voire centaines de tonnes (cf. Fig. 1.1), destinée à des industries lourdes telles que lasidérurgie, la construction navale ou les industries nucléaires ou pétrolières.
Fig. 1.1 � Roue de turbine hydraulique de type FRANCIS fabriquée par CLI. La pièce �nale aun poids de 231 tonnes.Mais les fonderies se sont aussi spécialisées dans les types de matériaux mis en forme. Ainsi,certaines fonderies ne traitent que des alliages d'aluminium, d'autres que des aciers. D'autressont spécialisées dans la transformation de métaux rares et de leurs alliages. Ces spécialités fontappel à des techniques aussi diverses que variées.Elles ont cependant toutes en commun de réaliser les pièces en partant de l'alliage métalliqueà l'état liquide, de le verser dans un moule préalablement étudié avec soin et d'en extraire lapièce �nale une fois le matériau solidi�é.Les pièces de fonderie peuvent être des produits �nis comme pour l'industrie de la méca-nique automobile ou des demi-produits qui seront ensuite mis en forme de manière dé�nitive pard'autres procédés, comme les lingots de forge.



8 Chapitre 1. IntroductionLe processus industriel se décompose donc en deux parties principales:� La phase de remplissage� La phase de refroidissementchacune faisant appel à des techniques très précises.1.1.1.1 La phase de remplissageLa première étape du processus de fonderie est très importante et demande une attentiontoute particulière. C'est en e�et elle qui conditionne la suite du procédé, la phase de solidi�ca-tion. Elle demande par conséquent d'être parfaitement maîtrisée. Une phase de remplissage malappréhendée peut provoquer un refroidissement prématuré d'une partie de la pièce avant rem-plissage complet provoquant un mauvais remplissage de certaines régions du moule. Des bullesou des inclusions, des replis de métal peuvent se former, fragilisant ainsi la pièce �nale.1.1.1.2 La phase de solidi�cationL'objectif majeur du fondeur est de créer une pièce saine dont la forme �nale s'éloigne le moinspossible de celle désirée. Il souhaite également connaître les contraintes résiduelles résultant durefroidissement. Ceci implique par conséquent, une parfaite connaissance des phénomènes ther-miques mais aussi mécaniques qui interviennent au cours du refroidissement. Cette connaissancelui permettra de prévoir les retraits de la pièce et de déterminer quelle partie se solidi�era endernier. Il sera alors à même d'anticiper les éventuels défauts et de dimensionner les masselottes(parties non utiles à la pièce, destinées à concentrer les défauts associés à la �n de la solidi�cationet qui sont chutées).Ces objectifs de maîtrise, compréhension et optimisation des procédés sont ceux de tous lesfondeurs, quelles que soient leurs spécialisations. Ils re�ètent les exigences sans cesse plus grandesde l'économie industrielle. C'est à ce stade qu'intervient l'utilisation de la simulation numérique.1.1.2 La simulation numérique dans le monde de la fonderieDe nos jours, une pièce automobile doit être conçue et produite en quelques semaines auplus. Ces délais imposés par l'obligation de rentabilité nécessitent une étude très courte maise�cace de la pièce avant mise en production. Ceci signi�e que la campagne d'essais, autrefoisindispensable et longue, est quasi inexistante. Pourtant les erreurs ne sont pas permises et lapièce doit satisfaire tous les critères de qualité du premier coup.Une pièce aéronautique, pour satisfaire les exigences des compagnies aériennes qui vont tou-jours plus loin et toujours plus vite mettant les machines à rude épreuve, doit être légère, résis-tante et inusable. Elle doit être produite dans des matériaux appropriés. Elle demande donc uneétape de mise en forme parfaitement maîtrisée pour ne pas avoir de défaut et une connaissancede ses caractéristiques mécaniques sans faille. De plus le prix de revient doit être le plus baspossible.L'évolution spectaculaire des moyens informatiques et la diminution de leur coût ont faitque le monde industriel a vu dans la simulation numérique une opportunité pour optimiser sestechniques de production. Les industriels de la fonderie en font partie.Le rôle de la simulation numérique est donc de donner les moyens au fondeur de répondreà ces exigences. Elle doit lui permettre de concevoir plusieurs types de moule à moindre frais,



1.2 Thercast3 9de prévoir les temps de refroidissement, d'établir la forme �nale et une carte des contraintesrésiduelles de la pièce. La simulation numérique permet aussi d'optimiser la quantité de matièrepremière pour une rentabilité maximum et dans un délai minimal. Il maîtrisera ainsi plus faci-lement la santé interne de la pièce et anticipera les éventuels défauts. Les campagnes d'essaisréels seront ainsi réduites à leur minimum évitant du même coup les frais importants qu'ellesreprésentent.1.1.2.1 Les logiciels de fonderieDevant la demande des fondeurs, des logiciels sont apparus sur le marché au cours de cesdix dernières années. Ainsi, les premiers programmes consacrés à la fonderie donnaient unique-ment accès à une carte thermique de la pièce et des moules. Puis, ils se sont naturellementcomplexi�és en proposant des modélisations de la phase de remplissage du moule, puis en don-nant accès à l'analyse métallurgique des procédés (modélisation des phénomènes de micro etmacro-ségrégation des éléments d'alliage) et à l'analyse mécanique (modélisation des contrainteset déformations). Concernant ce dernier point, qui constitue notre sujet de thèse, on présentedans le tableau 1.1 les principaux logiciels thermo-mécaniques actuellement commercialisés.Nom du code Loi de Méthode numérique Thermo-mécanique Convectionde calcul comportement employée multi-domaines naturellePHYSICA [92] THEVP Volumes �nis 3D oui ouiMAGMA [45] THEVP Di�érences �nies non enElements �nis 3D développementVULCAN [19] THEVP Eléments �nis 3D oui nonANSYS [21] THEVP Di�érences �nies/ non nonElements �nis 3DCASTS [98] THEVP Eléments �nis oui nonPROCAST [17] THEVP Eléments �nis oui nonTab. 1.1 � Présentation des principaux logiciels tridimensionnels de simulation thermo-mécaniquede fonderie. THEVP: Thermo-Elasto-ViscoPlastiqueNotre travail se situe dans le cadre d'un Grand Projet Innovant (G.P.I.) du Ministère de l'In-dustrie qui réunit des industriels (Creusot Loire Industrie, Aubert & Duval, GIE P.S.A. PeugeotCitroën, Ascometal), di�érents laboratoires de recherche (Ecole des Mines de Nancy, Ecole Na-tionale Supérieure d'Art et Métiers, INPG-Laboratoire Sols Solides Structures, Géodynamiqueet Structure, Centre de Mise en Forme des Matériaux de l'Ecole Nationale Supérieure des Minesde Paris) et deux sociétés de valorisation (Sciences et Computers Consultants, Transvalor) char-gées de rendre conviviaux les outils scienti�ques. Entre autres choses, ce projet a pour but ledéveloppement et la commercialisation d'un logiciel de simulation numérique du refroidissementde pièces de fonderie Thercast3. Notre travail s'organise alors autour de ce logiciel.1.2 Thercast3Le logiciel Thercast3 fait partie des codes industriels de fonderie. C'est un logiciel de simula-tion numérique tridimensionnel par méthode éléments �nis des phénomènes thermo-mécaniquesassociés à la phase de refroisissement, post remplissage des moules. Son évolution logique l'afait passer par di�érentes phases. Il est en e�et apparu sous une version purement thermique



10 Chapitre 1. Introductiondonnant accès à la prévision de l'évolution du champ de température dans la pièce et l'ensembledes composants du moule. Ensuite, dans le souci de prévoir de manière plus �dèle les di�érentsphénomènes intervenant au cours de la solidi�cation, il a été doté d'un module thermo-mécaniquelui permettant de prévoir les mouvements de la pièce ainsi que ses contraintes internes. Les lamesd'air se produisant entre la pièce et le moule suite à la contraction de la pièce, sont prises encompte dans la résolution thermique, réalisant par là un couplage thermo-mécanique. C'est surcette version que nous avons e�ectué l'ensemble du travail de cette thèse.La particularité multidomaine du logiciel était déjà présente dans sa première version pure-ment thermique. En e�et, Thercast3 est basé sur une décomposition multidomaine du systèmede refroidissement. Ainsi, chaque constituant du moule et la pièce correspond à un sous-domaine(SD) représenté par un maillage éléments �nis indépendant. C'est sur chacun des SD que sontrésolus les problèmes physiques que sont le problème thermique et le problème mécanique. Lefait que les maillages soient indépendants implique entre qu'ils peuvent être non coïncidents auxinterfaces.Dans sa version de départ, le problème mécanique n'était résolu que sur la pièce, selon unehypothèse de moules rigides et immobiles. Cela est souvent légitime dans le cas de petites piècesoù les déformations des moules peuvent être négligées. Dans le cas de pièces massives (plusieurstonnes), cette hypothèse tombe puisque les interactions pièce/moule sont dans ce cas bien plusimportantes. Les fondeurs de ce type de pièce remarquent par exemple que les encadrementsmétalliques destinés à maintenir les moules solidaires au cours de la solidi�cation se déforment(de manière irréversible) sous l'e�et des pressions imposées par les moules, surtout dans le cas demoule en acier ou en fonte. Ces déformations ont une in�uence sur les transferts thermiques entreles composants et donc sur toutes les caractéristiques mécaniques et métallurgiques ainsi que surla forme �nale de la pièce. Dans le cas de très grosses pièces (plusieurs dizaines voire centainesde tonnes), les moules sont généralement faits de sable pour des raisons de coût. Dans ce cas lesinteractions sont telles qu'elles peuvent aller jusqu'à rupture d'un ou plusieurs composants dumoule. L'intérêt d'une nouvelle version du logiciel intégrant ces e�ets est donc évident.Une autre caractéristique de Thercast3 est la loi de comportement utilisée pour la repré-sentation de la pièce. La loi élasto-viscoplastique permet de représenter le comportement d'unmétal sur une large gamme de température. C'est pour cette raison qu'une loi de ce type a étéimplantée dans le logiciel. Le tableau 1.1 montre que c'est un choix partagé par de nombreuxcodes. Nous verrons qu'une partie de nos travaux a consisté à améliorer la formulation éléments�nis pour ce type de loi.Par ailleurs, les résultats numériques obtenus par Thercast3 ne rendaient pas compte dela convection naturelle. Ce phénomène d'origine thermo-mécanique intervient au cours de lasolidi�cation de la pièce et conditionne toute son évolution. Il se manifeste par des recirculationsau sein de la partie liquide de la pièce générées par les gradients thermiques qui s'y intaurent. Ilest d'une importance cruciale dans l'obtention des caractéristiques de la pièce �nale et constitueun pré-requis à tout calcul de ségrégation d'élément d'alliage. Nous avons entrevu la possibilitéd'une modélisation de la convection naturelle en 3D au cours de nos travaux et nous verronscomment nous l'avons traitée.1.3 La thèseNotre travail de thèse s'est donc articulé autour de Thercast3 et de son évolution vers unlogiciel de plus en plus �dèle à la réalité et performant.



1.3 La thèse 11Ainsi, cette étude se décompose principalement en trois phases:� Première partie: La mécanique (Chapitre 2).� Nous allons montrer comment, à partir de travaux déjà développés au laboratoire,nous avons amélioré la résolution mécanique du logiciel en la rendant moins coûteuseen temps de calcul et en espace mémoire informatique. Cette amélioration est baséesur une gestion particulière de l'élément �ni tétraèdre P1+=P1 utilisé dans Thercast3.Cette évolution permettra au logiciel de résoudre des problèmes thermo-mécaniquessur des maillages éléments �nis toujours plus importants.� Nous allons ensuite poursuivre par le développement d'un algorithme de couplagemécanique entre corps déformables basé sur une méthode de gestion du contact parpénalisation. Cette importante innovation du logiciel permettra de prendre en compte,au cours du refroidissement, les actions du moule sur la pièce et les actions retour de lapièce sur le moule. Nous montrerons qu'elle interagit aussi au niveau de la résolutionthermique du problème.� Nous présenterons une application de ces développements sur un cas de refroidissementen confrontant de nos résultats avec des résultats expérimentaux.� Deuxième partie: La thermique (Chapitre 3).� Dans le souci de représenter le plus �dèlement la réalité, nous avons développé unalgorithme de résolution du problème thermique en condition de contact parfait. Ilapparaît en e�et, que dans le cas du refroidissement de pièce en acier dans des moulesen sable, les transferts thermiques sont tels que la résistance entre les domaines peutêtre considérée comme nulle ou quasi nulle. Cet algorithme est basé sur les méthodesde décomposition de domaines.� La résolution du problème thermique en condition de contact parfait met en jeu deforts gradients thermiques. Les méthodes éléments �nis nécessitent un ra�nementimportant des maillages a�n d'absorber ces gradients thermiques, sans quoi les solu-tions obtenues présentent des oscillations non physiques. Dans le souci de ne pas nuireaux temps de calculs par de tels ra�nements, nous avons développé une gestion despas de temps de la résolution thermique tenant compte des tailles de mailles et de ladi�usivité du matériau considéré. Cette gestion consiste à désynchroniser les pas detemps réels incrémentaux des pas de temps de calcul du problème thermique. Cetteméthode permet de parfaitement absorber les chocs thermiques sans avoir recours àun ra�nement des maillages.� Toujours dans le souci d'e�cacité numérique, nous avons, à partir de travaux de lalittérature, adapté une méthode d'optimisation du pas de temps réel de la simulationbasée sur les variations de température incrémentales. Nous montrerons comment avecune telle gestion, nous avons considérablement diminué les temps de calcul à précisiondonnée.� Nous proposerons une application de ces développements sur plusieurs cas industrielsque nous a fournis Creusot Loire Industrie. Les résultats numériques sont confrontésà des relevés expérimentaux a�n de valider nos travaux.� Troisième partie: Amélioration de la gestion de la phase liquide lors du refroidissement(Chapitre 4).� Comme présenté plus haut, il est un phénomène crucial qui intervient au cours durefroidissement des pièces de fonderie: le phénomène de convection thermique. Cephénomène n'était pas représenté par les versions antérieures de Thercast3. Nous ex-pliquerons pourquoi dans la première partie de ce chapitre. Nous développerons en-suite une méthode de gestion spéci�que de la phase liquide, couplant ainsi deux lois



12 Chapitre 1. Introductionde comportement au sein d'un même domaine et permettant de représenter la convec-tion naturelle. Notre gestion spéci�que de la phase liquide permet de plus d'avoiraccès à un autre phénomène important en fonderie, la formation de la retassure pri-maire qui consiste en un a�aissement de la surface libre de la pièce, dû au retrait à lasolidi�cation.� L'introduction de la loi de comportement spéci�que à la représentation de la phaseliquide de la pièce entraîne une gestion particulière du maillage éléments �nis qui sanselle ne supporterait pas les recirculations induites par la convection. Nous présen-terons alors la méthode eulérienne lagrangienne arbitraire (ALE) qui nous a permisd'e�ectuer cette gestion.� Nous avons validé notre gestion de la phase liquide et notre représentation de laconvection naturelle sur un cas classique de la littérature, le test de la cavité carrée.� En�n, nous présentons une application des divers développements sur des cas acadé-miques et industriels.
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Chapitre 2La mécanique
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2.1 Introduction 152.1 IntroductionComme il vient d'être présenté, le logiciel Thercast3 est un logiciel de simulation tridimen-sionnel du refroidissement de pièces de fonderie. Dans ce cadre, nous nous sommes intéressés àla modélisation des interactions mécaniques entre pièce et moule au cours du refroidissement.Plus généralement, ce problème relève de l'analyse du contact mécanique entre plusieurs corpsdéformables.La première partie de ce chapitre est consacrée à la résolution numérique de l'équilibre mé-canique d'un domaine soumis à des conditions aux limites données. Typiquement dans le cadrede la fonderie, et du logiciel Thercast3 dans la version dont nous sommes partis, on considèrela résolution des équations mécaniques de la pièce sans prendre en compte son interaction avecles moules. Une présentation du modèle de comportement mécanique implanté dans le logicielconstitue un rappel des précédents travaux déjà e�ectués sur le logiciel. Nous présentons ensuiteune méthode de résolution par éléments �nis originale, à savoir l'adaptation du mini-élémenttétraèdre au comportement élasto-viscoplastique, qui à contribué à la diminution des temps decalcul.La seconde partie de ce chapitre sera consacrée au couplage thermo-mécanique entre tous lesSD, la pièce et les di�érents composants du moule. Nous résoudrons ainsi l'équilibre mécaniqueglobal entre tous les sous-domaines (SD) en tenant compte des e�orts appliqués sur la pièce parles moules et des e�orts en retour de la pièce sur les moules.Ceci sera e�ectué en deux étapes.� La gestion du contact entre un corps déformable et un corps rigide par application d'e�ortsdu corps rigide sur le corps déformable.� La gestion du contact entre deux corps déformables, par prise en compte des e�orts retourdu premier corps déformable sur le second.Nous présenterons deux méthodes di�érentes de réalisation de l'équilibre mécanique globalentre corps déformables. Nous verrons que ceci sera réalisé par une méthode de gestion ducontact originale par rapport aux précédents travaux e�ectués sur les versions antérieures thermo-mécaniques du logiciel Thercast3.En�n, nous verrons que la prise en compte des interactions pièce/moule in�ue non seulementsur l'équilibre mécanique mais aussi sur l'équilibre thermique des SD.Des exemples d'application agrémentent chacune de ces parties.2.2 Le problème thermo-mécaniqueDans un premier temps nous nous restreignons donc à l'étude du matériau mis en forme.Typiquement dans le cadre de la fonderie, ce sera la pièce. Nous ne considérons donc qu'unseul domaine soumis à des conditions aux limites exprimées en termes de vitesses imposées oucontraintes imposées. Les conditions plus précises du contact seront discutées ultérieurement à lasection 2.4.



16 Chapitre 2. La mécanique2.2.1 La dynamique des milieux continus2.2.1.1 L'équation d'équilibreSoit 
 � IR3 le domaine représentant la pièce. 
 est généralement en contact avec le ou lesmoules et soumis à son propre poids. Ce ne sont donc principalement que les forces de masse etd'inertie qui gèrent son mouvement sous contrainte des parois du moule. L'équilibre du domaine
 s'écrit donc de manière locale: r:� + �f = �
 (2.1)où � est le tenseur des contraintes de Cauchy, � la masse volumique, f est la densité massiquede forces et 
 l'accélération.Les conditions aux limites étant de deux ordres:en vitesse: v = vimp sur @
v (2.2)et en contrainte: � = �:n = � imp sur @
� (2.3)où @
 = @
v [ @
� .2.2.1.2 Forme faible ou Principe des Puissances Virtuelles (PPV)La multiplication de (2.1) par un champ de vitesse virtuelle quelconque (mais possédant lespropriétés d'intégrabilité et de dérivabilité ad hoc) v� 2 V0 = fv;v 2 (H1(
))3;v = 0 sur @
vg,puis une intégration par parties sur le domaine 
 aboutit à la forme faible de l'équation d'équilibreautrement appelée le Principe des Puissances Virtuelles que nous désignerons par la suite parPPV: Z
 �f :v�dV + Z@
� � imp:v�dS � Z
 � : _��dV = Z
 �
:v�dV 8v� 2 V0 (2.4)où � imp représente le vecteur contrainte appliqué à 
 par l'intermédiaire de sa frontière @
._�� est le tenseur des vitesses de déformation associés à v� (partie symétrique de son tenseurgradient), : signi�ant le produit doublement contracté de deux tenseurs. Le champ de vitessesolution doit aussi être cinématiquement admissible, c'est-à-dire satisfaire les conditions auxlimites imposées au vecteur vitesse sur la partie @
v de la frontière @
, v 2 V = fv;v 2(H1(
))3;v = vimp sur @
vg.2.2.2 Le formalismeRésoudre un problème thermo-mécanique nécessite l'instauration d'un formalisme, eulérienou lagrangien. Le processus de fonderie met en jeu de faibles déformations puisque les transfor-mations linéaires de la pièce sont de quelques pourcents. Une décomposition du temps [t0; tfin]en intervalles su�samment petits [tn; tn+1], nous permet de représenter ces déformations par unformalisme lagrangien réactualisé. Ce formalisme, contrairement au formalisme lagrangien total,actualise à la �n de chaque incrément de temps (en tn+1), la position du domaine 
 et son étatde contrainte (i.e. 
n+1) , par rapport à la con�guration du début de l'incrément (en tn, i.e.
n) et non pas par rapport à la con�guration initiale (en t0, i.e. 
0). Le principe du formalismelagrangien réactualisé du problème thermo-mécanique est donc le suivant: l'équilibre est supposéen début d'incrément, on détermine la variations des grandeurs physiques induites par le champde vitesse au cours de l'incrément, de manière à retrouver l'équilibre en �n d'incrément.



2.2 Le problème thermo-mécanique 17A�n de décrire l'évolution dans le temps des champs inconnus, la position x, la vitesse v oula température T, des schémas incrémentaux sont appliqués. Ainsi, au temps tn, xn, vn et Tn, etleur variations _xn, _vn et _Tn, sont connus et véri�ent l'équilibre thermo-mécanique du problème.On cherche à déterminer leur variations _xn+1, _vn+1 et _Tn+1 telles que les champs inconnus xn+1,vn+1 et Tn+1 véri�ent aussi l'équilibre themo-mécanique au temps tn+1. Les schémas de typetrapèze généralisé peuvent par exemple être utilisés.Tn+1 = Tn + [(1� �1) _Tn + �1 _Tn+1]�t; 0 < �1 < 1vn+1 = vn + [(1� �2) _vn + �2 _vn+1]�t; 0 < �2 < 1xn+1 = xn + [(1� �3) _xn + �3 _xn+1]�t; 0 < �3 < 1Cette écriture permet d'obtenir des schémas bien connus selon les valeurs de �: le schémad'Euler explicite quand � = 0, le schéma d'Euler implicite quand � = 1.Résoudre le problème thermo-mécanique au temps tn+1 sous entend résoudre un système, quien toute généralité, est non linéaire.( T (Tn+1;vn+1) = 0M(Tn+1;xn+1;vn+1;
n+1) = 0avec� 
n+1 déduit de vn+1 par un schéma temporel (Chapitre 4).� formulation petites déformations: les deux problèmes, écrits sous forme intégrale, sont poséssur 
n.T représente le problème thermique (Chapitre 3),M est le problème mécanique.La résolution couplée de ces deux problèmes est possible mais est compliquée par la présencedes termes croisés. C'est pourquoi de nombreux auteurs suggèrent de découpler les problèmes enconsidérant que les termes couplés sont d'ordre supérieur.La résolution du problème thermo-mécanique incrémental se fera donc selon le schéma sui-vant:� Boucle sur les incréments de temps� 
n est connu� Résolution du problème T� Tn est connu� Détermination de Tn+1solution de T (Tn+1) = 0� Résolution du problèmeM� Détermination de vn+1 et �n+1solution deM(Tn+1;vn+1) = 0� Actualisation de 
 selon le schéma:xn+1 = xn + �tvn+1 + �t22 
n+1où 
n+1 = 
(vn+1).



18 Chapitre 2. La mécanique� �n boucle sur les incréments de tempsLes paragraphes suivants traitent plus particulièrement de la résolution du problème méca-nique. Tout d'abord en se préoccupant uniquement de la résolution d'un seul domaine. Par lasuite, le traitement du problème mécanique en tenant compte des interactions pièce/moule estprésenté. La résolution du problème thermique est alors présupposée. C'est-à-dire que Tn+1 ainsique fsn+1 , la fraction volumique solidi�ée, sont connus.Pour l'instant, nous nous plaçons dans le cadre d'une analyse quasi statique du refroidisse-ment des pièces, initialement liquides, en négligeant la convection naturelle. Les termes d'inertiepeuvent alors être négligés. Le problème à résoudre, issu du PPV, s'écrit donc dans ce cas comme:Trouver v 2 V véri�ant:Z
 �g:v�dV + Z@
� � imp:v�dS � Z
 � : _��dV = 0 8v� 2 V0 (2.5)où f = g est le vecteur gravité.Nous verrons au Chapitre 4 qu'il n'en va pas de même en présence de convection à l'intérieurdes régions liquides.2.3 Résolution numérique du problème2.3.1 La loi de comportementDu fait de la large gamme de température que le processus de fonderie met en jeu, le compor-tement du matériau change au cours de la solidi�cation. Celui-ci passe en e�et de l'état liquideà l'état solide via l'état pâteux.La traversée de ces états a pour e�et des variations non négligeables des coe�cients rhéolo-giques apparaissant dans la loi de comportement du matériau considéré [9], [96], [5]. Par consé-quent la loi de comportement choisie pour la simulation d'un matériau se solidi�ant doit prendreen compte ces variations a�n de parfaitement représenter les phénomènes de la solidi�cation.C'est dans cette optique que la loi de comportement choisie pour le logiciel Thercast3, estun modèle élasto-visco-plastique (EVP) avec seuil de Perzyna [79], [60]. Ce modèle présente ene�et la capacité de représenter le comportement d'un alliage métallique sur une large gamme detempératures (nous verrons au Chapitre 4, jusqu'à quel point). A�n de mieux capter la variationde volume intrinsèque à la solidi�cation d'un alliage métallique, un terme spéci�que y est rajouté.La base du modèle est une décomposition additive du tenseur de vitesses de déformation _�.Dans le cadre des petites déformations telles que nous les trouvons en fonderie, et a fortiori pourun incrément de temps, nous avons: _� = _�el + _�vp + _�th (2.6)où _�th = (�(T ) _T + _fs(T )��tr3 )I (2.7)est la somme du tenseur sphérique des vitesses de dilatation thermique, _T étant la vitesse devariation de la température et �(T ) le coe�cient de dilatation linéaire du matériau, et du tenseursphérique additionnel caractéristique de la solidi�cation de certains alliages, _fs(T ) étant la vitessed'évolution de la fraction volumique solidi�ée et ��tr la variation relative de volume imputable à la



2.3 Résolution numérique du problème 19totalité du changement de phase liquide/solide (en général négative). Elle est supposée constantesur tout l'intervalle de solidi�cation. Le calcul mécanique suit le calcul thermique au cours d'unincrément. Par conséquent, _T est connu, de même que _fs.D'autre part, la partie élastique de _� est reliée à la dérivée temporelle des contraintes par laloi de Hooke, sous sa forme hypoélastique:_� = IE _�el = E1 + � _�el + E�(1 + �)(1� 2�)Tr � _�el� I (2.8)IE est le tenseur d'élasticité d'ordre 4 dont les composantes dépendent de E, le module d'Young,et de �, le coe�cient de Poisson. Etant donné le contexte petites déformations, nous utilisonsune dérivée particulaire du tenseur des contraintes de Cauchy, �, et non une dérivée objectivetelle que celle de Jaumann par exemple. Le tenseur � se décompose en une partie déviatoire s etune partie sphérique �pI de la manière suivante:s = � + pI = � � 13Tr(�)I (2.9)En�n, nous écrivons la partie viscoplastique de _� sous la forme:_�vp = p32�eq * �eq � �sK(T )p3+ 1m(T ) s (2.10)K(T ) est la consistance du matériau tandis que m(T ) est la sensibilité de la contrainte d'écou-lement à la vitesse de déformation. Nous adoptons de plus la convention < x >= x+ jxj2 . L'ex-pression entre < : > signi�e donc qu'il n'y a écoulement plastique que si la contrainte équivalentede von Mises excède �s, le seuil d'écoulement statique.�eq = r32s : s (2.11)La contrainte d'écoulement s'exprime alors:�0 = �eq = �s +K(T )p3m(T )+1 _��m(T )où _�� = r23 _�vp : _�vp. Thercast3 est un code lagrangien réactualisé incrémental. Son principe est dedéterminer l'état de contrainte de chaque point matériel en �n d'incrément de temps [t; t+ �t]selon la loi de comportement, connaissant l'état initial à l'instant t. Pour ce faire, la décompositiondu tenseur des vitesses de déformation (2.6) est elle-même décomposée en une partie déviatoireet une partie sphérique. Les tenseurs _�th et _�vp étant respectivement purement sphériques etpurement déviatoires, en notant _e les parties déviatoriques des tenseurs _�, on obtient:( _e = _eel + _evpTr( _�) = Tr( _�el) + Tr( _�th) (2.12)Dans (2.8), IE dépend de E et de �. Or E=E(T ). Comme T varie au cours du temps, E aussi.Par conséquent nous n'écrivons pas la dérivée de la loi de Hooke (2.8) sous la forme:_�el = IE�1 _� (2.13)



20 Chapitre 2. La mécaniquemais plutôt sous forme: _�el = IE�1 _� + _T @IE�1@T � (2.14)où la deuxième partie de l'expression représente la prise en compte de la variation pendant l'in-crément de temps, des coe�cients rhéologiques de la loi de comportement. Ceci constitue uncouplage plus prononcé entre les phénomènes thermiques et les phénomènes mécaniques que dans(2.13).Ainsi l'expression de la variation des termes déviatoires et sphériques élastiques, _eel et Tr( _�el)n'est plus 8>>>><>>>>: _eel = _s2� où � = E2(1 + �)Tr( _�el) = � _p� où � = E3(1� 2�) (2.15)mais 8>>>><>>>>: _eel = _s2� � _T 12�2 @�@T sTr(�el) = � _p� + _T 1�2 @�@T p (2.16)La partie visco-plastique du comportement est intrinsèquement incompressible, d'où Tr( _�vp) =0. Le déviateur des termes visco-plastiques s'exprime alors selon (2.10) ou bien sous forme:_evp = _�(s; T )s (2.17)en posant pour _�, le coe�cient de plasticité:_�(s) = p32�eq * �eq � �sK(T )p3+ 1m(T )et �eq = �eq(s) d'après (2.11). Tr( _�th) = 3� _T + _fs��tr (2.18)En introduisant (2.16), (2.17) et (2.18) dans (2.12), les parties déviatoriques et sphériqueslocales du comportement se présentent comme un système d'équations non linéaires d'inconnuesle déviateur des contraintes s et la pression p.8>><>>: _s = 2�( _e� _�(s)s) + _T 1� @�@T s_p = ��(Tr( _�)� 3� _T � _fs��tr) + _T 1� @�@T p (2.19)La résolution de ce système d'équations à chaque incrément de temps donne l'état de contraintelocal en �n d'incrément.2.3.2 Discrétisation temporelleLa résolution du système (2.19) passe par le choix d'un schéma d'intégration temporel. Cecise faisant aux points d'intégration du maillage, des méthodes lourdes comme Runge-Kutta ne



2.3 Résolution numérique du problème 21sont pas adaptées pour des raisons évidentes de coût de calcul. C'est pourquoi, on aura plutôtrecours à des méthodes de type point milieu généralisé ou �-méthode.Le problème se pose alors en ces termes:Connaissant sn, pn, _en et _�n à l'instant tn, trouver sn+1, pn+1, ��n et _�n+1, où _en+1 (vn+1)est supposé connu sous l'hypothèse de déformation constante au cours de l'incrément, véri�ant:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>: sn+1 � sn�tn = �2�n+1( _en+1 � _�n+1sn+1) + (1� �)2�n( _en � _�nsn)+ �n+1 � �n�n�tn snpn+1 � pn�tn = ���n+1(Tr( _�n+1)� 3� _Tn+1 � _fsn+1��tr)� (1� �)�n(Tr( _�n)� 3� _Tn � _fsn��tr)+ �n+1 � �n�n�tn pnsn+1 : sn+1 � 23�20(��n+1; Tn+1) = 0 (2.20)où �n+1 = �(Tn+1), �n+1 = �(Tn+1) et fsn+1 = fs(Tn+1), Tn+1 étant la solution incrémentaledu calcul thermique précédant le calcul mécanique. De plus 0 < � < 1. tn+1 = tn + �tn et�tn = tn+1 � tn.La question du choix de la valeur de � peut se poser. Néanmoins, dans un objectif de minimi-sation des coûts de calcul, le choix de � = 1 semble un bon compromis. En e�et, des valeurs de� inférieures à 1=2 engendrent des schémas qui ne sont pas inconditionnellement stables et quinécessitent le calcul d'un pas de temps approprié. D'autre part, des valeurs de � di�érentes de1, aboutissent à des calculs supplémentaires dans la construction du module tangent. Le choix� = 1 correspond au cas purement implicite. C'est aussi la représentation de la résolution dusystème (2.20) par un algorithme de prédicteur élastique-retour radial [66],[39].La deuxième équation de (2.20) est linéaire en p. Par conséquent, une fois la valeur de vn+1connue, pn+1 est immédiatement accessible.La première équation de (2.20) est quant à elle, non linéaire en s. Pour la résoudre, écrivonsla simplement en reportant � = 1 dans (2.20). Après simpli�cation, et en notant �t = �tn, ilvient: 8>><>>: sn+1 = 2�n+1�t _en+1 +Gn+1sn1 + 2�n+1�t _�n+1sn+1 : sn+1 � 23�20(��n+1) = 0 (2.21)où Gn+1 = �n+1�n .On se retrouve donc avec un système d'inconnues s et _�. Pour le résoudre, la première équationde (2.21) est introduite dans la seconde, ce qui aboutit à une équation scalaire en _�.F ( _�n+1) = 2�n+1�t�0(��n+1) _�n+1 + �0(��n+1)�r32(2�n+1�t _en+1 +Gn+1sn) : (2�n+1�t _en+1 +Gn+1sn) = 0 (2.22)Dans la première équation de (2.21), _� = 0 implique que sn+1 = 2�n+1�t _e+Gn+1sn. Ce quisigni�e que 2�n+1�t _e + Gn+1sn n'est autre qu'une estimation élastique de sn+1 que l'on notesprn+1 (en e�et, dans ce cas on a _evp = 0 et _eel = _e).Soit B0 = r32sprn+1 : sprn+1 (2.23)



22 Chapitre 2. La mécaniqueLa fonction F ( _�n+1) donnée par (2.22) a les caractéristiques nécessaires et su�santes pourassurer l'existence et l'unicité de la solution de F ( _�n+1) = 0 pour tout écrouissage positif si�0(��n) < B0. On pourra s'en persuader en se reportant à la démonstration dans [15], [11]. Cetteinégalité nous permet de déduire le type de transformation locale pour tout écrouissage linéaire.En e�et� Si �0(��n) > B0 la déformation est purement élastique.� Si �0(��n) < B0 la déformation est EVP.Un écrouissage quelconque entraîne une dépendance de ��n+1 par rapport à _�n+1. L'équationscalaire (2.22) est alors non linéaire. Sa résolution est e�ectuée via une méthode de Newtonlocale.En pratique, la résolution qui est faite est quelque peu di�érente. En e�et, �� et _� sont reliéspar l'équation suivante: _�� = 23 _��0(��) (2.24)L'introduction de (2.24) dans (2.22) nous permet de l'écrire sous une forme ne dépendantuniquement que de ��. Ainsi, il reste3�n+1�t_��n+1 + �0(��n+1)� B0 = 0 (2.25)C'est (2.25) qui est réellement résolue donnant _��n+1 (se reporter en annexe pour le détail dela résolution). _�n+1 est alors déduit de (2.24) et sn+1 est en�n calculé à partir de la premièreéquation de (2.21).2.3.3 Le module tangentLa loi de comportement étant non linéaire, la résolution du problème mécanique s'e�ectue viaune méthode itérative nécessitant le calcul d'un module tangent du style méthode de Newton-Raphson (voir plus loin).Ce module tangent peut s'obtenir de di�érentes façons. D'une part, il peut être déduit deséquations continues (2.7)-(2.11). Mais il peut aussi être dérivé des équations discrétisées (2.21).Il a été montré que l'utilisation du module tangent continu dans les méthodes itérativesn'amenait pas forcément à convergence ou très di�cilement. De plus, la présence des termesde couplage avec la thermique dans (2.19), entraîne que le module tangent n'est pas immédiatà obtenir. Il apparaît donc que l'utilisation du module tangent discret est plus appropriée auxméthodes itératives [39].Par conséquent, le module tangent utilisé est dé�ni par:ICn+1 = @sn+1@ _�n+1 (2.26)où sn+1 et _��n+1 sont issus de l'algorithme de retour radial. L'expression comprend la possibilitéd'un écrouissage non linéaire ainsi que le terme de couplage thermique.Ainsi, le module tangent a pour expression:ICn+1 = 2�n+1�[I� 13I
 I]� 
sn+1 
 sn+1; (2.27)� = �0(��n+1)B0 et 
 = 2�n+123�20(��n+1) 24 11 + 13�n+1 d�0(��n+1)d��n+1 + �� 135 (2.28)



2.3 Résolution numérique du problème 23où � = 1 et 
 = 0 dans le cas d'un comportement élastique.Le détail du cacul du module tangent peut se trouver dans [39], [71].2.3.4 Forme faible du problèmeLe problème thermo-mécanique, que l'on peut désormais appeler le problème thermo-élasto-visco-plastique (THEVP), à résoudre s'écrit donc sous la forme mixte vitesse/pression:Trouver (v; p) véri�ant l'équation d'équilibrer:s( _�( _e(v)); _e(v))�rp+ �g = 0 (2.29)où � est décomposé selon (2.9) et s et p véri�ent (2.19).et l'équation d'incompressibilité de la partie viscoplastique des déformationsr:v = �( _p� � _��2 p) + 3�(T ) _T + ��tr _fs (2.30)Ce qui sous forme faible et compte tenu de (2.7)-(2.10), s'écrit:Trouver (v; p) 2 V � P tels que:8>>>>>>>><>>>>>>>>: Z
 s(v) : _��dV � Z
 pr:v�dV � Z@
� � imp:v�dS � Z
 �g:v�dV = 0Z
 p�(�r:v� _p� + _��2 p+ 3�(T ) _T + ��tr _fs)dV = 08(v�; p�) 2 V0 �P (2.31)où s véri�e (2.19). V est l'espace déjà dé�ni au paragraphe 2.2.1.2 et P = L2(
), (où L2(
) estl'espace des fonctions de carré sommable sur 
).2.3.5 Discrétisation spatialeLa variable espace du problème est discrétisée par la méthode des éléments �nis. Cela consisteà découper le domaine 
 en une somme d'éléments simpliciaux. C'est-à-dire, dans le cas tridi-mensionnel, des cubes ou des tétraèdres linéaires ou non. Cette décomposition sera appelée parabus de langage, une triangulation du domaine 
. Ainsi
 = [e
e; e 2 E � INoù 
e est un simplicial de IR3.A�n de parfaitement prendre en compte les phénomènes de dilatation thermique et les trans-formations dues au changement de phase au cours du refroidissement, le choix de la classe d'élé-ments �nis et le type d'interpolation de la variable pression est primordial. Le choix d'un élémentmixte vitesse/pression avec une interpolation continue de la pression semble approprié pour biencapter la quasi-incompressibilité pendant la résolution du problème THEVP. De plus, dans lesouci de minimiser les temps de calcul, le degré d'interpolation de la pression ne devra pas êtretrop important. Cependant, inversement, un trop faible degré d'interpolation aboutirait à un



24 Chapitre 2. La mécaniquemanque de précision dans les résultats. Par conséquent, le choix de l'élément mixte P1+=P1semble un bon compromis entre précision et coût de calcul. Il est en e�et moins lourd qu'unélément mixte tel que le P2=P1cont ou le P2++=P1disc et plus précis que l'élément Q1=P0 parexemple.La �gure 2.1 présente une illustration de l'élément P1+=P1. Il a d'abord été introduit pourdes calcul bidimensionnels d'écoulements de Stokes par Arnold et Fortin (Michel et André) [4],[34]. Au laboratoire, Coupez [24] l'a étendu au cas tridimensionnel pour des calculs sur descomportements non linéaires visco-plastiques incompressibles en grandes déformations. Puis, ila été repris par Gay [39] dans le cas de comportements élasto-plastiques. En�n, Ménaï [71] l'aadapté au comportement THEVP.
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Fig. 2.1 � Représentation de l'élément P1+=P1.C'est un élément tétraèdrique linéaire. La vitesse et la pression sont interpolées linéairementen fonction des valeurs de chacun des sommets du tétraèdre.L'exposant + signi�e le rajout d'un degré de liberté supplémentaire pour l'interpolation de lavitesse, au centre de l'élément. Ce degré de liberté supplémentaire permet à l'élément P1+=P1de satisfaire la relation de compatibilité de Brezzi-Babuska [7] entre les espaces de discrétisationde la vitesse et de la pression. Si cette relation n'était pas respectée par l'élément utilisé pour larésolution numérique du problème THEVP, la condition de quasi-incompressibilité pourrait nepas être satisfaite dans toutes les con�gurations.La fonction d'interpolation des degrés de liberté additionnels en vitesse au centre vaut 1 aucentre de l'élément et 0 sur sa frontière (d'où son appellation courante de bulle).Le champ de vitesse interpolé wh sur l'élément P1+=P1 se décompose alors de manière uniquesuivant: wh = vh + bh; où wh 2 Wh = Vh � Bh (2.32)où vh est la partie linéaire du champ de vitesse et bh est la partie relative au champ bulle.Vh = nvh;vh 2 (C0(
))3 et vhj
e 2 (P1(
e))3; 8e 2 Eo (2.33)où (C0(
))3 est l'espace des fonctions continues sur le domaine 
 � IR3. (P 1(
e))3 est l'espacedes fonctions linéaires sur l'élément 
e � IR3.Bh est l'espace des fonctions bulles. A première vue, d'après la dé�nition de la fonction bulle,ci-dessus, Bh � P4(
e), où P4(
e) est l'espace des polynômes de degré 4. En 3D, la gestion detels polynômes devient vite titanesque. C'est pourquoi, Coupez [24] a introduit la fonction bulle



2.3 Résolution numérique du problème 25comme étant linéaire par morceaux sur 
e. Ainsi la dé�nition de Bh est:Bh = nbh;bh 2 (C0(
))3;bh = 0 sur @
e; 8e 2 E ;bh=
ei 2 (P1(
ei))3; i = 1; ::; 4o (2.34)où 
ei ; i = 1; ::; 4 représente, dans tout tétraèdre 
e de la triangulation, les sous-tétraèdres dontle centre du tétraèdre est un sommet commun. Ce qui signi�e que la fonction bulle est continuesur l'élément 
e, mais pas dérivable.Par conséquent, le champ de vitesse s'écrit, en un point x de l'espace, sous forme élément�ni, comme wh(x) = NbnoeXk=1 N lk(x)Vk + NbeltXj=1 N bj (x)Bj (2.35)où wh 2 Wh, N lk 2 Vh; k = 1; ::; Nbnoe sont les fonctions d'interpolation de l'élément linéaireassociée au noeud k et N bj 2 Bh; j = 1; ::; Nbelt la fonction bulle associée à l'élément j. Nbnoeet Nbelt sont respectivement le nombre de noeuds et le nombre d'éléments de la triangulationspatiale de 
.(2.35) s'écrit, compte tenu des supports des fonctions d'interpolation N l et N b:wh(x) = 4Xk=1N lk(x)Vk +N b(x)B (2.36)sur l'élément contenant le point x. On dira que wh 2 P1+(
e).Le champ de pression est linéaire et continu.Ph = nph; ph 2 C0(
) et phj
e 2 P1(
e); 8e 2 Eo (2.37)La pression s'exprime donc en un point x de l'espace comme:ph(x) = NbnoeXk=1 N lk(x)Pk (2.38)De même, sur l'élément contenant le point x, la pression s'exprime comme:ph(x) = 4Xk=1N lk(x)Pk (2.39)Munis de ces espaces, il nous est maintenant possible d'écrire le problème THEVP discret.Trouver (wh; ph) 2 Wh � Ph tels que:8>>>>>>>><>>>>>>>>: Z
 s(wh) : _�(w�h)dV � Z
 phr:w�hdV � Z@
� � imp:w�hdS � Z
 �g:w�hdV = 0Z
 p�h(�r:wh � _ph� + _��2 ph + 3�(T ) _T + ��tr _fs)dV = 08(w�h; p�h) 2 W0h �Ph (2.40)où W0h = V0h � Bh, V0h = nvh;vh 2 (C0(
))3;vhj@
v = 0 et vhj
e 2 (P1(
e))3; 8e 2 E ;oL'équilibre du problème THEVP incrémental sera alors satisfait en résolvant (2.40) à chaqueincrément de temps [tn; tn+1].



26 Chapitre 2. La mécanique2.3.6 Formulation P1+=P1Les dé�nitions ci-dessus des espaces utilisés pour la discrétisation du problème THEVP, nouspermettent d'écrire (2.40) sous la forme:Trouver (vh;bh; ph) 2 Vh � Bh � Ph tels que:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>: Z
 s(vh + bh) : _�(v�h)dV � Z
 phr:v�hdV � Z
 �g:v�hdV � Z@
� � imp:v�hdS = 0Z
 s(vh + bh) : _�(b�h)dV � Z
 phr:b�hdV � Z
 �g:b�hdV = 0Z
 p�h(�r:(vh + bh)� _ph� + _��2 ph + 3� _T + ��tr _fs)dV = 08(v�h;b�h; p�h) 2 V0h � Bh � Ph (2.41)où Z@
� � imp:b�hdS = 0 d'après la dé�nition de Bh. Le problème (2.41), après application d'unschéma d'intégration temporelle sur l'incrément de temps [tn; tn+1], forme un ensemble d'équa-tions non linéaires d'inconnues vh, bh et ph.8><>: Rl(vh;bh; ph) = Rll +Rlb +Rlp + Rl = 0Rb(vh;bh; ph) = Rbl +Rbb +Rbp +Rb = 0Rp(vh;bh; ph) = Rpl +Rpb +Rpp +Rp = 0 (2.42)oùRll = Z
 s(vh) : _�(v�h)dV ; Rlb = Z
 s(bh) : _�(v�h)dV Rlp = � Z
 phr:v�hdV ;Rbl = Z
 s(vh) : _�(b�h)dV ; Rbb = Z
 s(bh) : _�(b�h)dV Rbp = � Z
 phr:b�hdV ;Rpl = � Z
 p�hr:vhdV ; Rpb = � Z
 p�hr:bhdV ; Rpp = � Z
 p�h( _ph� � _��2 ph)dV ;Rl = � Z@
� � imp:v�hdS Rp = Z
 p�h(3� _T Rb = � Z
 �g:b�hdV� Z
 �g:v�hdV ; +��tr _fs)dV (2.43)où _ph = pn+1 � pn�t .L'ensemble d'équations non linéaires (2.42) est résolu par une méthode itérative de typeNewton-Raphson. La matrice de raideur est assemblée à partir des matrices locales de la forme:Kxy = @Rxy@y (2.44)où (xy) = f(ll); (lb); (lp); (bl); (bb); (bp); (pl); (pb); (pp)g et y = fvh;bh; phg. Cette matrice estsymétrique.Le module tangent (2.27) intervient dans les matrices Kll, Kbb et Klb.Ainsi, à chaque itération n de la méthode de Newton-Raphson, le système linéaire à résoudrea la forme suivante:264 Kll Klb KlptKlb Kbb KbptKlp tKbp Kpp 3750B@ �v�b�p 1CA = �0B@ Rl(vn;bn; pn)Rb(vn;bn; pn)Rp(vn;bn; pn) 1CA (2.45)



2.3 Résolution numérique du problème 27où l'indice h est dorénavant volontairement omis pour des raisons de lisibilité.�v, �b et �p sont les corrections itératives des champs v, b et p:8><>: vn+1 = vn + �v;bn+1 = bn + �b;pn+1 = pn + �p; (2.46)De par la nature des espaces dans lesquels sont construits les éléments �nis utilisés pourla discrétisation spatiale, les matrices élémentaires Kxy de (2.45) sont assemblées à partir de 4contributions par élément. 4 points de Gauss en ce qui concerne les matrices relatives à la partielinéaire de la vitesse et à la pression. Le centre des 4 sous-tétraèdres pour les matrices relativesau dégré de liberté bulle. C'est le nombre minimum de données par élément, nécessaires au calculdes intégrales où intervient le déviateur des contraintes s.D'après la dé�nition de l'espace B (2.34), la bulle est un degré de liberté interne à l'élément.Il est en e�et nul sur le bord. Par conséquent, il peut être localement éliminé du système (2.45).La deuxième ligne de (2.45) s'écrit ainsi:�b = � �Kbb��1 �Rb + tKlb�v+Kbp�p� (2.47)En introduisant (2.47) dans les première et troisième équations de (2.45) il vient :264 Kll �Klb �Kbb��1 tKlb Klp �Klb �Kbb��1KbptKlp � tKbp �Kbb��1 tKlb Kpp � tKbp �Kbb��1Kbp 375 �v�p ! =�0B@ Rl �Klb �Kbb��1RbRp � tKbp �Kbb��1Rb 1CA (2.48)A chaque itération de la méthode de Newton-Raphson, la résolution de (2.48) permet d'ac-céder aux corrections nodales �v et �p de manière à déterminer vn+1 et pn+1 avec (2.46). Ladétermination de bn+1 sur chaque élément, se fait en recalculant (2.47). Ces opérations sonte�ectuées jusqu'à convergence.De cette manière, le problème THEVP est parfaitement résolu et des phénomènes complexestels que la contraction thermique ou la génération de contraintes résiduelles sont accessibles.Cependant, il apparaît que les calculs de chaque itération de la méthode de Newton-Raphson sontchers en temps de calcul. Le post-traitement de �b par (2.47) sur chaque élément, spécialementquand les matrices élémentaires sont à recalculer, est très coûteux. Ceci est d'autant plus vraique la taille des maillages utilisés est importante.2.3.7 Formulation mini-élémentIl a été montré [24] que dans le cas d'un comportement purement visco-plastique, il est pos-sible de considérablement diminuer les temps de calcul. En e�et, des matrices locales peuventêtre négligées et l'assemblage de la matrice de raideur est alors simpli�é. Ceci est réalisable parun traitement original de la bulle qui permet d'éviter son post-traitement. Dans ce paragraphe,nous montrons le principe de cette simpli�cation que nous avons adaptée au problème THEVP



28 Chapitre 2. La mécaniqueet qui est basée sur les observations suivantes relatives aux propriétés de la bulle.Premièrement, on montre que le tenseur gradient du vecteur des corrections de vitesse estorthogonal à tout tenseur constant. Ceci resulte de l'égalité (2.49) que nous allons démontrerci-dessous. Z
e(rbh)ijdV = 0 (2.49)En e�et, d'après (2.34),Z
e(rbh)ijdV = Z
e @bhi@xj dV = Z
e Bi@N b@xj dV =4Xk=1 Z
ek Bi@N b@xj dV = Bi 4Xk=1 Z
ek @N b@xj dVSoit le vecteur �i dont les composantes sont nulles exceptée la ie égale à N b:On a alors @N b@xi = r:�i; 0B@ :N b: 1CA  ie coordonnéeAinsi Bi 4Xk=1 Z
ek @N b@xj dV = Bi 4Xk=1 Z
ek r:�jdV = Bi 4Xk=1 Z@
ek �j :nkdS = 0par le fait que N b s'annule sur @
e et est continue sur 
e, donc nk = �nl; k 6= l.Ceci démontre l'égalité (2.49) et par conséquent, pour tout tenseur constant sur l'élémentC 2 P 0(
e), on a: Z
e C :rbh dV = 0 (2.50)Ce qui nous amène au second point: pour toute composante linéaire de la vitesse vh 2 Vh,on a Z
ervh :rbhdV = 0 8bh 2 B (2.51)puisqu'alors rvh est constant par élément 
e.Ce résultat, très important, permet de démontrer que même si le déviateur des contraintes sdépend de wh par l'intermédiaire de la loi de comportement, le système linéaire (2.45) peut êtreconsidérablement simpli�é. En e�et, considérons le problème THEVP sous une forme quelquepeu di�érente de (2.29)-(2.30). Introduisons une variable supplémentaireD prenant partiellementla place de _e(v) dans: 8>><>>: r:s( _�(D); _e(v))�rp+ �g = 0r:v = �( _p� � _��2 p) + 3�(T ) _T + _fs(T )��trD = _e(v) (2.52)où s et p véri�ent (2.19).A�n de résoudre (2.52) par la méthode des éléments �nis, la variable discrète Dh est choisiedans l'espace d'interpolation P 0(
e), wh et ph étant toujours respectivement interpolées dansP 1+(
e) et P 1(
e). Ce choix donnera évidemment une solution du premier ordre.



2.3 Résolution numérique du problème 29La troisième équation de (2.52) s'écrit sous forme faible, comme suit:Z
e D�h : (Dh � _e(wh))dV = 0 8D�h 2 P 0(
e);où wh = vh + bh 2 Vh � Bh.En utilisant (2.50), il vient:Z
e D�h : (Dh � _e(vh))dV � Z
e D�h : _e(bh)dV| {z }=0 = 0 8D�h 2 P 0(
e);etDh = _e(vh) au sens faible. Ceci explique pourquoi la variableD ne remplace que partiellement_e(v) dans (2.52). Un remplacement total entraînerait l'utilisation de l'élément �ni P1=P1 pourrésoudre le problème THEVP. Or le P1=P1 ne satisfait pas la condition de Brezzi-Babuska.Ce résultat entraîne que le coe�cient de plasticité peut être pris seulement dépendant de vh_�(Dh) = _�( _e(vh))En incluant (2.32) dans la première équation de (2.21), le déviateur des contraintes prend alorsla forme suivante:8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: swh ( _�(wh); _e(wh)) = svh( _�(vh); _e(vh))| {z }partie non linéaire+ sbh( _�(vh); _e(bh))| {z }partie linéairesvhn+1( _�(vhn+1); _e(vhn+1)) = 2�n+1�t _e(vhn+1) + Gn+1svhn1 + 2�n+1�t _�(vhn+1)sbhn+1( _�(vhn+1); _e(bhn+1)) = 2�n+1�t _e(bhn+1)1 + 2�n+1�t _�(vhn+1) (2.53)où swh est alors constant par élément. sbh peut être considéré comme une correction pseudo-élastique du déviateur de contraintes.Cette décomposition s'applique aussi au module tangent (2.27). Ainsi,ICvn+1 = @svhn+1@ _�(vhn+1) = 2��[I� 13I
 I]� 
sv 
 sv;ICbn+1 = @sbhn+1@ _�(bhn+1) = 2��[I� 13I
 I]; (2.54)Par conséquent, en introduisant (2.54) dans (2.41) et compte tenu de (2.53) et (2.50), leproblème THEVP s'écrit sous forme faible comme:Trouver (vh;bh; ph) 2 Vh � Bh �Ph tels que:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>: Z
 s(vh) : _�(v�h)dV � Z
 phr:v�hdV � Z
 �g:v�hdV � Z@
� � imp:v�hdS = 0Z
 s(bh) : _�(b�h)dV � Z
 phr:b�hdV � Z
 �g:b�hdV = 0Z
 p�h(�r:(vh + bh)� _ph� + _��2 ph + 3� _T +��tr _fs)dV = 08(v�h;b�h; p�h) 2 V0h � Bh �Ph (2.55)



30 Chapitre 2. La mécaniquepuisque, comme svh et sbh sont constants par élément et avec (2.51) on a:Z
 svh : _�(b�h)dV = Z
 sbh : _�(v�h)dV = 0Cette fois-ci l'ensemble des résidus engendré par (2.55), après application du schéma d'inté-gration temporelle sur [tn; tn+1], est de la forme:8><>: Rl(vh; ph) = Rll +Rlp + Rl = 0Rb(bh; ph) = Rbb +Rbp +Rb = 0Rp(vh;bh; ph) = Rpl +Rpb +Rpp +Rp = 0 (2.56)De même que (2.42), (2.56) est résolu par une méthode de Newton-Raphson. Les matriceslocales sont aussi calculées selon Kxy = @Rxy@y (2.57)mais cette fois (xy) = f(ll); (lp); (bb); (bp); (pl); (pb); (pp)g.Le système à résoudre à chaque itération de la méthode itérative, prend alors la forme:264 Kll 0 Klp0 Kbb KbptKlp tKbp Kpp 3750B@ �v�b�p 1CA = �0B@ Rl(vh; ph)Rb(bh; ph)Rp(vh;bh; ph) 1CA (2.58)L'élimination de la bulle peut aussi se faire mais cette fois�b = � �Kbb��1 �Rb +Kbp�p� (2.59)Par conséquent, le système à résoudre est:24 Kll KlptKlp Kpp � tKbp �Kbb��1Kbp 35 �v�p ! = �0@ RlRp � tKbp �Kbb��1Rb 1A (2.60)Comme du fait que dans (2.53), sbh est linéaire en bh, il vient: Rpb = tKbpbn, Rbb = Kbbbnet Rbp = Kbppn, par conséquent, Rp et Rb sont de la forme:Rb = Kbbbn +Kbppn +Rb;Rp = Rpl +Rpp + Rp +tKbpbn;On posera par la suite C = tKbp �Kbb��1Kbp. Ainsi, �nalement, le système résolu s'écrit:" Kll KlptKlp Kpp �C # �v�p ! = �0@ RlRpl +Rpp + Rp �Cpn � tKbp �Kbb��1Rb 1A (2.61)Contrairement à (2.48), les degrés de liberté bulle n'apparaissent plus dans (2.61). Ils sontcependant présents de manière sous-jacente par l'intermédiare du produit matriciel C. La rela-tion de Brezzi-Babuska est donc toujours satisfaite. Par conséquent, la nécessité de reconstruirela bulle à chaque itération de la méthode de Newton-Raphson n'apparaît plus ici, puisqu'elleest désormais inutile pour l'évaluation du second membre. Ceci représente un gain de tempsconsidérable par rapport à la résolution du système initial (2.48). D'autre part, le fait que le



2.3 Résolution numérique du problème 31déviateur des contraintes s soit, dans la formulation présentée ci-dessus, constant par élément,implique une diminution supplémentaire des coûts de calcul. En e�et, les intégrales où intervients sont dorénavant calculées au moyen d'une seule contribution par élément et non plus 4 commedans la formulation initiale P1+=P1. Ceci entraîne par conséquent, une diminution de l'espacemémoire de stockage de s d'un rapport 4.En plus de cet apport, la gestion de la bulle, telle qu'elle est faite ici, ressemble à uneméthode de stabilisation de système au moyen de la matrice C. Cependant, dans le cas présent,la stabilisation est optimale car locale et non arbitraire.La résolution du système linéaire (2.61) est e�ectuée par une méthode itérative de typerésidu minimal préconditionné par une matrice bloc diagonale dé�nie positive. Une présentationcomplète et détaillée de cette méthode peut être trouvée dans [67].2.3.8 Expression après discrétisation et changement de variablesLes fonctions d'interpolationN l etN b de (2.35) et (2.38) sont sans dimension. Par conséquent,les di�érents résidus de (2.56) ne sont pas homogènes. En e�et, introduire (2.36) et (2.39) dans(2.55) aboutit à:Trouver (vh;bh; ph) 2 Vh � Bh �Ph tels que:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
NbeltXe (Z
e s(vh) : Bl�kdV � Z
e PmN lm@N l�@xk dV � Z
e �gkN l�dV � Z@
Te �imp;kN l�dS) = 0NbeltXe (Z
e s(bh) : BbidV � Z
e PmN lm@N b@xi dV � Z
e �giN bdV) = 0NbeltXe (Z
e N l� "�@N ln@xk Vnk � @N b@xi Bi � ( _Pm�m � _�m�mPm)N lm + 3� _TmN lm + ��tr _fs# dV) = 08(�; �) 2 [1; ::; 4]� [1; ::; 4];8(i; k) 2 [1; 2; 3]� [1; 2; 3] (2.62)où _Pm = Pm � Pnm�t , et où nous avons noté ponctuellement Pnm la pression au noeud m à l'incré-ment précédent (temps tn). Les coe�cients Bl et Bb sont des tenseurs d'ordre 4 respectivementdé�nis par: Blijnk = @N ln@xj �ik et Bbijl = @N b@xj �ilPar convention d'écriture nous posons xiyi =Xi xiyi.Les deux premières et la troisième équation de (2.62) n'ont pas les mêmes dimensions. Cecisigni�e que la comparaison des résidus éléments �nis engendrés par ces équations, nécessaire àla méthode de Newton-Raphson, passe d'abord par leur homogénéisation. Pour ce faire, nousintroduisons la variable q dé�nie comme suit:q = �l��t�p; (2.63)�l est une longueur caractéristique et ��t un temps caractéristique. On a ainsi transformé lespressions en variables homogènes à des vitesses. Ce changement de variables est similaire à celui



32 Chapitre 2. La mécaniquesuggéré par C. Gay [39] en élastoplasticité. Cependant, eu égard aux fortes variations de �rencontrées au sein de 
 lors de la simulation d'un refroidissement, il est pratiqué élément parélément, en prenant une valeur locale de �.En introduisant (2.63) dans (2.62), il vient:Trouver (vh;bh; qh) 2 Vh � Bh �Ph tels que:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
NbeltXe (Z
e s(vh) : Bl�kdV � Z
e ��t�m�l QmN lm@N l�@xk dV � Z
e �gkN l�dV � Z@
Te �imp;kN l�dS) = 0NbeltXe (Z
e s(bh) : BbidV � Z
e ��t�m�l QmN lm@N b@xi dV � Z
e �giN bdV) = 0NbeltXe (Z
e ��t���l N l� "�@N ln@xk Vnk � @N b@xi Bi � ( ��t�m�l _Qm�m � _�m�mPm)N lm+3� _TmN lm +��tr _fsidV o = 08(�; �) 2 [1; ::; 4]� [1; ::; 4]; 8(i; k) 2 [1; 2; 3]� [1; 2; 3] (2.64)où _Qm = Qm �Qnm�t .Les résidus engendrés par (2.64) sont alors homogènes à des forces.Le changement de variables ci-dessus n'a�ecte pas la symétrie de la matrice. En e�et dériverla première équation de (2.64) par rapport à Qm donne le terme:� Z
e N lm ��t�m�l @N l�@xk dV;alors que dériver la troisième équation de (2.64) par rapport à Vnk donne le terme:� Z
e N l� ��t���l @N ln@xk dV;donc deux termes identiques.De même, dériver la deuxième équation de (2.64) par rapport à Qm aboutit à:� Z
e N lm ��t�m�l @N b@xi dV;et dériver la troisième équation de (2.64) par rapport à Bi aboutit au terme:� Z
e N l� ��t���l @N b@xi dVdonc encore deux termes identiques.Ce changement de variable est e�ectué pour toutes les opérations décrites ci-dessus maisn'apparaît pas pour des raisons de lourdeur d'écriture.A�n de comparer les deux méthodes de résolution du problème THEVP, P1+=P1 et mini-élément, nous les avons essayées sur un même cas numérique.



2.4 Le couplage mécanique entre corps déformables 332.3.9 Test comparatifLe test sur lequel nous avons comparé les deux formulations est un cas de trempe d'untronçon de barre cylindrique dont nous avons simulé un secteur angulaire. La �gure 2.2 illustrela con�guration du test. Le matériau considéré est un alliage d'aluminium et a un comportement
external flux

R=50mm

core

validation points

surfaceFig. 2.2 � Représentation de la con�guration du test de trempe.de type thermo-élasto-plastique. L'in�uence de la gravité est négligée. Le test consiste à refroidirviolemment la pièce, ce qui crée des contraintes par contractions thermiques.Les calculs ont été e�ectués avec les deux formulations. A�n de comparer les résultats, lacomposante verticale de la contrainte a été relevée au centre de la barre et sur sa surface latéralelors des deux simulations. Les courbes qui en ressortent sont présentées sur la �gure 2.3.En plus des contraintes, les pressions ainsi que la composante verticale de la vitesse obtenuesa l'aide des deux formulations ont été comparées. Les résultats sont présentés sur les �gures 2.4et 2.5.Il apparaît donc que, bien que beaucoup moins lourde, la formulation mini-élément permetd'obtenir des résultats quasi identiques à la formulation P1+=P1. De plus, il semblerait que surla �gure 2.4, les isovaleurs de la formulation mini-élément soient bien plus lisses que celles de laformulation P1+=P1. Ceci vient du fait qu'il n'y a qu'une seule contribution par élément pour lecalcul des contraintes. Là où les calculs sont identiques pour les deux formulations, les isovaleursont la même apparence (Fig. 2.5).Ces résultats nous permettent donc de valider la formulation mini-élément adaptée à la loide comportement THEVP.2.4 Le couplage mécanique entre corps déformablesDans cette deuxième partie de chapitre, nous introduisons la présence des moules dans l'équi-libre mécanique de la pièce. Nous considérons de plus que les moules sont eux mêmes déformables.Cette hypothèse constitue une importante évolution par rapport aux versions thermo-mécaniquesprécédentes du logiciel Thercast3. Ainsi, l'équilibre mécanique ne sera plus seulement satisfaitsur la pièce mais aussi sur l'ensemble des constituants du moule.
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Fig. 2.3 � Comparaison de l'évolution temporelle de la composante verticale de la contraintecalculée avec les deux formulation au centre de la barre et sur la surface sur le test de trempe.
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(a) mini élément
Time=   3.010
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(b) P1+=P1Fig. 2.4 � Présentation des champs de pression obtenus par les deux formulations.
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(a) mini élément
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(b) P1+=P1Fig. 2.5 � Présentation des champs de vitesse (composante verticale) obtenus par les deux for-mulations.Pour ce faire, nous débutons l'exposé par une présentation des méthodes de traitement ducontact mécanique entre di�érents corps déformables. Nous discuterons sur les di�érents algo-rithmes permettant de réaliser soit le couplage mécanique global, consistant à calculer l'équilibremécanique de tous les SD en même temps, soit le couplage alterné, consistant à e�ectuer lescalculs sur les SD les uns après les autres.Nous continuerons par le développement de la méthode de pénalisation, qui sera celle utiliséepour notre gestion du contact entre les di�érents corps, la pièce et les composants du moule.Cette méthode introduit des termes supplémentaires dans les équations d'équilibre mécaniquepermettant, par exemple, à la pièce de reconnaître la présence des moules.Le couplage mécanique entre tous les SD sera e�ectué en calculant l'équilibre mécanique surles moules et en permettant à leur tour, aux composants du moule de voir la pièce et de se voirentre eux. Ceci sera réalisé par transfert d'e�orts appliqués par la pièce sur les moules et sur lesmoules entre eux.Nous proposons deux stratégies di�érentes de mise en place du couplage mécanique. En e�et,nous verrons que le premier algorithme que nous avons développé donnait satisfaction quant àl'équilibre mécanique entre corps déformables. Cependant, il est des cas de �gure sur lesquelsil est mis en échec. Ceci nous a donc amenés à développer un second algorithme de couplagemécanique.Ensuite, nous étudierons plus en détail les valeurs à a�ecter au coe�cient de pénalisation.En�n, nous verrons que notre couplage mécanique permet de renforcer aussi le couplagethermo-mécanique de Thercast3 entre corps déformables.2.4.1 Présentation des méthodes de résolutionCe paragraphe traite de la résolution du problème de contact entre corps déformables ou non.Ce problème étant très largement répandu dans la littérature scienti�que, nous ne rappelons icique les principales méthodes de résolution du traitement du contact par méthode éléments �nis.On pourra se reporter à [97] ou [36] pour une revue exhaustive de l'histoire et des méthodes derésolution de ce type de problème.



36 Chapitre 2. La mécanique2.4.1.1 Equilibre d'un corps en situation de contactNous étendons maintenant l'analyse du paragraphe 2.2.1 à un corps soumis à des vitessesimposées sur @
v, des contraintes imposées sur @
� est des conditions de contact, que nous allonsdétailler, sur @
c. Le problème (2.5) devient donc (en négligeant toujours les e�ets d'inertie):Trouver v 2 V véri�ant:Z
 � : _��dV � Z
 �g:v�dV � Z@
� � imp:v�dS � Z@
c � :v�dS = 0 8v� 2 V0 (2.65)et les conditions de contact sur @
c, qui s'écrivent:8><>: �n = (�:n):n � 0�vn = (v� voutil):n � 0�n:�vn = 0 (2.66)où @
 = @
v [ @
� [ @
c. Les conditions (2.66) sont appelées les conditions de Signorini, latroisième étant fréquemment dénommée condition de Kuhn-Tucker. Elles s'interprètent en termesd'événements comme:- Le point n'est pas en contact (surface libre): �n = 0 et �vn indi�érent- Le point est en contact et le reste: �n < 0 et �vn = 0- Le point est en contact et se décolle: �n = 0 et �vn < 0Les conditions de contact de Signorini sont aussi appelées condition de contact unilatéral. Onconsidère en e�et qu'il n'y a pas d'adhésion et que le contact entre deux corps peut être rompusous l'action de tractions in�nitésimales.Le problème du contact se présente donc comme un problème d'optimisation sous contraintes.Il s'agit de trouver un champ de vitesse véri�ant les équations d'équilibre sous la contrainte de(2.66). Dans notre cas, en adoptant une formulation vitesse/pression:Trouver (v; p) 2 V � P solution de (2.65) tels que (2.66) soit véri�é.Pour ce faire, la littérature regorge de solutions. Pourtant, on peut extraire trois principalesméthodes des travaux sur le sujet.� La méthode directe.� La méthode par pénalisation.� La méthode des multiplicateurs de Lagrange.2.4.1.2 La méthode directeCette méthode, très classique tend à être de moins en moins employée.Son principe consiste à supposer constant l'état d'un noeud -en contact ou non- au cours d'unmême incrément de temps. tout noeud en contact se voit alors imposé la condition �vn = 0.On doit alors résoudre à chaque incrément de temps le problème suivant (la forme faible de lacondition d'incompressibilité n'apparaît pas ici, ni dans la suite, pour des raisons de lourdeurd'écriture):



2.4 Le couplage mécanique entre corps déformables 37Trouver (v; p) 2 Vc �P véri�ant:8>><>>: Z
 � : _��dV � Z
 �g:v�dV � Z@
� � imp:v�dS � Z@
c � :v�dS = 08(v�; p�) 2 V0c �P (2.67)où Vc = fv;v 2 V ;�vn = 0 sur @
cg et V0c = fv;v 2 V0;v:n = 0 sur @
cg.Le problème s'exprime encore:Trouver (v; p) 2 Vc �P véri�ant:8>><>>: Z
 � : _��dV � Z
 �g:v�dV � Z@
� � imp:v�dS � Z@
c � t:v�dS = 08(v�; p�) 2 V0c �P (2.68)où � t est le vecteur contrainte tangentielle.Le traitement de l'arrivée de nouveaux noeuds en contact est e�ectué par la méthode dereprojection qui consiste à ramener un noeud qui aurait pénétré le corps rigide à sa surface et àlui attribuer la composante normale de la vitesse du corps rigide. Cette procédure qui engendredes variations de volume est e�ectuée à la �n de chaque incrément de temps.Une variante [10] consiste à ne pas immédiatement projeter le noeud ayant pénétré maisà lui a�ecter une composante normale de vitesse qui le ramène à la surface du corps rigide àl'incrément suivant. Les pertes de volume sont ainsi limitées.La gestion du pas de temps permet aussi de limiter les variations de volume. Ainsi, BarataMarques [68] détermine le pas de temps optimal permettant l'arrivée en contact du noeud maispas sa pénétration. Une conséquence immédiate est la diminution signi�cative des pas de temps,entraînant des temps de calcul importants.Le décollement des noeuds en contact doit être e�ectué à la �n de chaque incrément de temps.Cela suppose le calcul d'un vecteur contrainte nodal, ce qui est une des di�cultés majeures dela méthode.2.4.1.3 La méthode de pénalisationLa résolution du problème de contact par méthode de pénalisation est très souvent rencontréedans la littérature [20], [18]. Elle consiste à résoudre le problème (2.65) sous contrainte desconditions de contact via une pénalisation. Ainsi, si le problème d'équilibre est E et le problèmede contact est C, la méthode consiste à résoudre:E + �C = 0où � est le facteur de pénalisation. La condition de contrainte est d'autant mieux respectéeque � est important. Dans le cas du contact, la condition de contrainte est la condition denon-pénétration: �vn = (v� voutil):n � 0En partant de (2.68), mais en exprimant la condition d'admissibilité cinématique par péna-lisation, le problème devient:



38 Chapitre 2. La mécaniqueTrouver (v; p) 2 V � P véri�ant:8>><>>: Z
 � : _��dV � Z
 �g:v�dV � Z@
� � imp:v�dS � Z@
c � t:v�dS + Z@
c �2 < �vn > n:v�dS = 08(v�; p�) 2 V0 � P (2.69)Ainsi, les champs de vitesse ne respectant pas la condition de non-pénétration sont-ils pénalisés.Par comparaison de (2.69) avec (2.67), on a� = � t � �2 < �vn > nLa contrainte normale de contact �n est donc donnée par:�n = � :n = ��2 < �vn >Cette méthode donne donc accès au vecteur contrainte normale �n:n, ou encore à la contraintenormale de contact �n, négative en cas de contact.D'un point de vue physique, on peut interpréter la méthode de gestion du contact par péna-lisation, comme adjonction d'une force répulsive a�n de prévenir la pénétration.L'avantage de ce type de méthode est qu'elle ne nécessite pas l'introduction d'équationssupplémentaires par rapport à une méthode directe tout en gérant le contact de manière auto-matique et satisfaisante. Il faut une connaissance a priori de la zone de contact. Contrairementà une méthode de gestion du contact par reprojection, cette méthode permet de s'a�ranchir dela gestion des décollements et retours en contact. En e�et, cette procédure est réalisée automa-tiquement puisque tout réside dans les < : > de (2.69). Ainsi, si localement, le corps étudié, atendance à vouloir se décoller, le terme �vn est alors négatif, rendant les < : > nuls. Il est alorslibre localement de bouger selon son bon vouloir, n'étant soumis à aucune force. Par ailleurs, s'ilveut reformer le contact, le terme ci-dessus est alors positif, et par là même les < : >. Il seraalors soumis à une force répulsive lui permettant de rentrer en contact avec l'outil mais pas dele pénétrer. Il est à noter que le terme supplémentaire issu de la méthode de pénalisation neconsidère que les mouvements normaux: le corps en contact peut glisser sur l'outil.En contrepartie, la présence du facteur de pénalisation �2 est gênante d'un point de vuerésolution numérique. Nous verrons plus loin en quels termes. Cette méthode fait l'objet d'undéveloppement plus approfondi dans les paragraphes suivants.2.4.1.4 La méthode des multiplicateurs de LagrangeLe principe de cette méthode est de résoudre les mêmes équations que la précédente mais enintroduisant des inconnues supplémentaires, multiplicateurs de la contrainte de non-pénétration,les multiplicateurs de Lagrange [35]. Ainsi, le problème s'écrit:Trouver (v; p; �)2 V � P �H 12 (@
c) véri�ant:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Z
 � : _��dV � Z
 �g:v�dV � Z@
� � imp:v�dS � Z@
c � t:v�dS + Z@
c �H(< �vn >)n:v�dS = 0Z@
c �� < �vn > dS = 08(v�; p�; ��) 2 V0 �P �H� 12 (@
c) (2.70)



2.4 Le couplage mécanique entre corps déformables 39où H(x) est la fonction de Heaviside: H(x) = 1 si x � 0 et H(x) = 0 sinon. Dans ce cas,toujours en comparant (2.70) avec (2.67), on en déduit l'expression de la pression de contact:��n = �H(<�vn >)Lorsque le contact est maintenu, les multiplicateurs de Lagrange fournissent donc des valeurs dela contrainte normale de contact.Cette méthode permet donc, de résoudre parfaitement le problème du contact. Elle nécessitecependant plus de calculs du fait d'un champ supplémentaire de variables, dont le nombre vavarier au gré de l'évolution de la zone de contact au cours des incréments de temps.L'e�cacité de cette méthode fait qu'elle obtient un grand succès auprès de la communautéscienti�que [97], mais on peut noter que son application en con�guration tridimensionnelle estencore à son stade initial [77]. On peut penser que l'évolution des machines de calcul aidera àson développement dans ce domaine.Citons aussi la méthode du lagrangien augmenté [35], dont le principe est de pénaliser lesmultiplicateurs de lagrange. Elle permet de résoudre le problème du contact sans augmenterle nombre d'équations telle la méthode de pénalisation avec la précision de la méthode desmultiplicateurs de Lagrange [84].2.4.1.5 Résolution de l'équilibre mécanique entre corps déformablesLa résolution de l'équilibre mécanique global entre corps déformables fait l'objet de nombreuxtravaux. Cependant, nous pouvons dégager deux méthodes de la littérature, chacune utilisantindépendamment les méthodes de traitement du contact présentées ci-dessus.� Une méthode de résolution globale qui nécessite le calcul d'une matrice de raideur compre-nant les équations mécaniques de tous les SD, plus des termes de couplage témoignant desinteractions entre eux. Le calcul de l'équilibre total s'e�ectue alors en un seul calcul d'ungros système mécanique.� Une méthode de résolution alternée qui consiste à calculer l'équilibre de chacun des SD entenant compte des interactions de ses voisins. L'équilibre global du système s'obtient doncpar résolution d'autant de petits systèmes mécaniques qu'il y a de SD avec d'éventuellesboucles de point �xe.2.4.1.5.1 Résolution globale� La résolution directe est di�cilement applicable au cas de contact entre corps déformables.En e�et, la vitesse des deux corps dans la zone de contact étant une inconnue du problème,elle ne peut être appliquée comme condition aux limites.� Les méthodes de pénalisation et des multiplicateurs de Lagrange s'étendent parfaitementau cas du contact entre corps déformables. Dans ce cas�vn = (vA � vB):noù A et B sont les corps en contact.Les méthodes de type maître/esclave sont généralement utilisées. Elles consistent à privilé-gier un des deux corps et lui appliquer l'analyse comme si le vis-à-vis était rigide [56]. Uneinversion des rôles peut être e�ectuée. La méthode �two-pass� de [58] en est un exemplecélèbre. Depuis, [78] a proposé la méthode �new-one-pass� qui se veut faire la même choseque la méthode �two-pass� mais sans inversion des rôles. Il est aussi possible de symétriser



40 Chapitre 2. La mécaniqueimmédiatement le problème pour ne pas privilégier un des deux corps [44]. Notons que cesméthodes s'appliquent dans le cas de maillages coïncidents ou non. Récemment, [47] pro-pose l'application de la théorie des éléments de raccord pour traiter le contact entre corpsdéformables et maillages non coïncidents. Il s'agit cependant d'une application bidimen-sionnelle. Notons que dans le domaine de la fonderie, [83] a appliqué la méthode préconiséepar [58] dans son logiciel.La méthode du complément de Schur est une extension de la méthode de résolution globaleavec multiplicateurs de Lagrange. Elle consiste à ramener le problème sur l'interface decontact. La solution du problème global s'obtient ensuite par extension de la solution àl'interface sur tous les domaines. Cette méthode est notamment appliquée dans le cas deméthode de décomposition de domaines ou de calcul sur machines à architecture parallèle[82].En�n, citons la méthode classique des éléments de contact, largement utilisée en calcul desstructures. Elle nécessite cependant l'utilisation de maillages coïncidents et la générationd'éléments volumiques d'interface, ce qui en fait à notre avis une méthode peu convaincanteen tridimensionnel [59],[57], [46].2.4.1.5.2 Résolution alternéeLes calculs de faisant de manière alternée toutes les méthodes précitées s'appliquent ici aveccependant une adaptation spéci�que au transfert des e�orts entre les domaines que nous dé-taillons plus loin. La condition de maître ou d'esclave est alors naturellement dé�nie selon que lecorps est calculé ou non. De plus, les maillages peuvent être coïncidents ou non. Les travaux de[99] sont une illustration de l'utilisation de résolution alternée appliquée au problème de contact.[72] �gure aussi parmi les travaux que l'on peut trouver dans cette catégorie. [36] propose cetteméthode dans le cas d'un contact entre corps déformables lorsque l'un des deux corps est bienplus mou que l'autre.2.4.1.5.3 Application à Thercast3Pour e�ectuer notre choix, nous avons fait les constatations suivantes: Thercast3 est un logicielqui, à chaque incrément de temps, e�ectue une résolution thermique suivie d'une résolutionmécanique. D'un point de vue programmation, la gestion de l'espace mémoire est faite selon leschéma suivant:� La résolution thermique� 1 degré de liberté par noeud: la température.� 4 noeuds par tétraèdre.� 15 voisins en moyenne pour un maillage de tétraèdres.� Soit en octets, 8 � 15�Nbnoe = 120:Nbnoe pour la taille de la matrice thermiquelocale par une méthode de stockage morse, en double précision.� La résolution mécanique� 4 degrés de liberté par noeud: la vitesse et la pression.� 4 noeuds par tétraèdre.� 15 voisins en moyenne pour un maillage de tétraèdres.� Soit en octets, 8�15�4�4Nbnoe' 2000:Nbnoe pour la taille de la matrice mécaniquelocale par une méthode de stockage morse, en double précision.Cette étude montre l'importante di�érence de taille entre une matrice de raideur thermique etune matrice de raideur mécanique. Cette di�érence de taille a une in�uence notable sur les coups



2.4 Le couplage mécanique entre corps déformables 41de calcul du problème thermique par rapport au problème mécanique qui aura son importancedans l'orientation de notre travail.Par conséquent, dans les versions précédentes de Thercast3, lors d'un incrément de temps, unespace mémoire était réservé pour le stockage de toutes les matrices locales thermiques, les uneà la suite des autres. Ce même espace mémoire servait pour le stockage de la matrice mécaniquede la pièce seule (moule rigide). Ce qui représente une économie non négligeable de l'espacemémoire.Une résolution globale de l'équilibre mécanique nécessite maintenant l'augmentation de l'es-pace mémoire réservé pour le stockage des matrices mécaniques d'autant de fois qu'il y a deSD. Ce qui représente une augmentation considérable et peut limiter la taille des maillages desdi�érents SD ou le nombre de SD a�n de pouvoir éxécuter le programme sur certaines machines.De plus, Thercast3 est un logiciel e�ectuant des calculs sur plusieurs SD en contact dont lesmaillages ne sont pas coïncidents. Ce qui n'est pas très pratique pour une résolution globale.Les matrices de couplage entre les corps nécessitent, en e�et, des procédures de projection nonévidentes à déterminer.Nous avons donc décidé d'e�ectuer notre algorithme de couplage mécanique selon la deuxièmeméthode, la méthode alternée. Ceci nous permet de ne pas augmenter l'espace mémoire de sto-ckage des matrices puisqu'à chaque résolution mécanique, la matrice de raideur du SD considérésera stockée au même endroit déjà réservé pour la pièce et la résolution thermique.Ce choix peut être discutable en termes de temps de calcul, si un point �xe mécanique doitêtre e�ectué a�n d'obtenir l'équilibre entre les SD. Nous verrons plus loin ce qu'il en est. Lesparagraphes suivants présentent en détail notre algorithme de couplage mécanique par méthodede résolution alternée.2.4.2 Couplage mécanique nodalLes premières versions thermo-mécaniques du logiciel Thercast3, avaient une gestion ducontact par reprojection. Comme nous l'avons vu ci-dessus, cette méthode est limitée pour letraitement du contact uniliatéral avec décollement et pour l'application au contact multicorps.Une première partie de nos travaux a donc consisté à implanter la méthode de pénalisation.Déjà utilisée dans Forge3 [23], [73], cette méthode est robuste dans le cadre des fortes contraintesde contact caractérisant le forgeage et semble donc adaptée à notre problème, pour lequel lespressions de contact sont moindres. Nous verrons cependant qu'elle a été mise en défaut dans lecontexte multicorps, ceci justi�ant une amelioration de la méthode.2.4.2.1 Méthode de pénalisation nodale, [53]Nous commençons par présenter l'implantation de la méthode de pénalisation nodale tellequ'elle est e�ectuée dans Forge3.Considérons pour simpli�er l'exposé, deux corps A et B en contact, B étant rigide (Fig. 2.6).Dans notre cas, nous ne considérons pas les frottements, le contact entre A et B est alors glissant.L'application d'une force répulsive aux noeuds de A tentant de pénétrer B se traduit dansl'équation d'équilibre incrémental de A (cf. équation (2.69):
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A

B

Force répulsive
Noeud frontièreFig. 2.6 � Illustration de la force répulsive appliquée à un noeud frontière ayant pénétré le SDen vis-à-vis.Trouver (v; p) 2 V � P tels que:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: Z
A s : _��dV � Z
A pr:v�dV � Z@
A� � imp:v�dS � Z
A �g:v�dV � X@
Ac AF:v� = 0Z
A p�(�r:v� _p� + _��2 p+ 3�(T ) _T + ��tr _fs)dV = 08(v�; p�) 2 V0 �P (2.71)où 
A représente le SD A et @
Ac constitue la partie de la frontière de 
A en contact avec 
B.L'expression de la force AFk appliquée au noeud frontière k 2 @
Ac du SD A a pour expres-sion: AFk = ��2 Xfac2@
Ac=k2fac*(vk � vB) :nfac � �kAB�t + :nfac (2.72)où �2 est un facteur de pénalisation, < x >= (x + jxj)=2 et vB est la vitesse locale du SD 
Ben vis-à-vis du noeud k. �kAB est la distance entre le noeud k et 
B à l'instant tn. nfac est lanormale extérieure à la face fac sortante de 
A (entrante pour 
B).La présence des < : > dans l'expression de AFk implique que le noeud frontière k sera soumisà la force AFk s'il est tenté de pénétrer 
B à la �n de l'incrément tn+1 même s'il ne le pénètrepas à l'instant tn.Ainsi, en chaque noeud frontière du SD, a�n d'appliquer éventuellement la force répulsive depénalisation, il est nécessaire de déterminer:� Le SD en vis-à-vis.� La face du SD en vis-à-vis.� Les coordonnées barycentriques du vis-à-vis du noeud frontière dans la face en vis-à-vis.� La distance euclidienne entre le noeud frontière et son vis-à-vis.� Le trièdre de pénalisation correspondant au nombre de directions de pénalisation permettantde gérer, si besoin est, un noeud se trouvant sur une arête ou un coin.



2.4 Le couplage mécanique entre corps déformables 43Ces éléments permettent d'écrire en chaque noeud frontière k la force AFk (2.72).La présence du terme supplémentaire X@
Ac F:v� dans (2.71), puisqu'il dépend de l'inconnuev, est une source supplémentaire de non-linéarité des équations d'équilibre mécanique. Par lamême, ceci implique une modi�cation des termes de la matrice locale de raideurKll pour chaquenoeud frontière intervenant dans le contact.Ainsi, le terme: �2 Xfac2@
Ac=k2facnfac 
 nfacvient se retrancher aux termes constituant déjà des matrices locales Kll. C'est dans ces termesque le facteur �2 de la méthode de gestion du contact par pénalisation est gênant.En e�et, s'il est trop important, il a tendance à détériorer le conditionnement de la matricede raideur globale du système linéaire de chaque itération de la méthode de Newton-Raphson.La convergence des méthodes itératives de résolution de l'équilibre mécanique peut alors en êtrea�ectée. Cependant, ces termes sont sur la diagonale de la matrice. Un simple préconditionneurpermet donc de compenser ces méfaits. Par ailleurs, si �2 est trop faible, la condition de contactn'est pas su�samment respectée, permettant aux SD en contact de s'interpénétrer. La di�cultéde la méthode réside ainsi dans le choix judicieux de sa valeur.Via cette procédure de gestion du contact, l'équilibre mécanique est donc réalisé sur le corpsdéformable A en tenant compte de la présence de B. A�n de réaliser l'équilibre mécanique surles deux corps déformables A et B, il faut résoudre les équations mécaniques sur B en tenantcompte des e�orts que A applique à B.2.4.2.2 Transfert des e�ortsA l'interface entre deux corps A et B, les vecteurs contraintes A� et B� (densité surfaciquesde force) sont opposés par le principe de l'action et de la réaction (Fig. 2.7).
τA

τA

B

BFig. 2.7 � Les densités surfaciques d'e�orts appliquées au SD A sont aussi appliquées au SD Bà l'interface entre A et B (principe de l'action et de la réaction; �gure établie en l'absence decomposante tangentielle de frottement).Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que le contact mécanique entre A et B estréalisé par une méthode de pénalisation. Ce qui signi�e que pour empêcher A de pénétrer B,celui-ci lui induit des forces répulsives normales, les forces de pénalisation.Nous réaliserons l'équilibre mécanique entre A et B, si en résolvant l'équilibre mécanique de



44 Chapitre 2. La mécaniqueB, nous lui appliquons des e�orts normaux équivalents à ceux appliqués à A via ces forces depénalisation.Il s'agit donc de développer un algorithme de transfert d'e�orts entre A et B, c'est-à-dire deconstruire à partir des forces nodales de pénalisation appliquées à A, des densités surfaciquesde force, qui pourront être transférées à B a�n de réaliser l'équilibre mécanique entre les deuxcorps.Pour ce faire, nous partons de l'observation suivante. En vertu du PPV, on a:Z@
Ac A� :v�dS = X@
Ac AF:v�; 8v� 2 V0 (2.73)où AF sont les forces de pénalisation appliquées à A. A� sont des densités surfaciques de forceéquivalentes qui pourront être transférées à B.La discrétisation éléments �nis des densités surfaciques de forces s'écrit:AT = Xn2@
Ac ATnNn (2.74)où Nn sont les fonctions d'interpolation surfacique de A et où ATn représente la densité surfaciquede force au noeud n.En introduisant (2.74) dans (2.73) et compte tenu de (2.35), il vient:Z@
Ac ATniNnNmdS = AFmi; 8i;mce qui sous forme matricielle s'exprime:"Z@
Ac NnNmdS# fATg = fAFg (2.75)où fATg est le vecteur inconnu de densités surfaciques de force à transférer au SD B.Le théorème de l'action et de la réaction permet alors d'exprimer le vecteur contrainte devantêtre appliqué à un noeud n de B en contact avec A:BTn = � 3Xm=1Nm(�)ATm (2.76)Dans cette expression, les Nm sont les fonctions d'interpolation surfacique de A. � est levecteur des coordonnées barycentriques du vis-à-vis, sur une facette triangulaire de @
A, dunoeud frontière n de B, issu de l'analyse de contact.Les forces appliquées à B réalisant l'équilibre mécanique des deux corps sont alors obtenues,par analogie avec (2.75), par le produit matrice/vecteur:fBFg = "Z@
Bc NnNmdS# fBTg (2.77)Le système d'équations mécaniques de B est alors:



2.4 Le couplage mécanique entre corps déformables 45Trouver (v; p) 2 V � P tels que:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: Z
B s : _��dV � Z
B pr:v�dV � Z@
B� � imp:v�dS � Z
B �g:v�dV � X@
Bc BF:v� = 0Z
B p�(�r:v� _p� + _��2 p+ 3�(T ) _T + ��tr _fs)dV = 08(v�; p�) 2 V0 � P (2.78)Via cette procédure, la résolution alternée des équations mécaniques de A (2.71) en tenantcompte du contact avec B par méthode de pénalisation puis résolution des équations mécaniquesde B (2.78), incluant les forces issues de (2.77), aboutit à l'équilibre mécanique global de A et B.On peut noter que les forces issues de (2.77), n'induisent pas de terme non linéaire supplémentairedans le système d'équations mécaniques de B. Les e�orts appliqués à B n'interviennent ainsiqu'au second membre du système linéaire des itérations de la méthode de Newton-Raphson. Ondira alors que B est contraint, A étant pénalisé.Bien que résolvant correctement l'équilibre global mécanique des deux corps, cette procédureest relativement lourde. Notamment, le transfert des e�orts demande l'assemblage de deux ma-trices surfaciques, et la résolution d'un système linéaire et d'un produit matrice vecteur. A�nd'éviter ces calculs coûteux, nous avons quelque peu modi�é, la procédure de transfert des e�orts.Ainsi, nous avons modi�é l'écriture de (2.72) en faisant apparaître la force nodale comme leproduit d'un vecteur contrainte par une surface locale au noeud frontière:AFk = �Sc(k)�2 Xfac2@
Ac=k2fac*(vk � vB) :nfac � �kAB�t + :nfac = Sc(k)ATk (2.79)où Sc(k) est la surface locale relative à k. Sc(k) a l'expression suivante:Sc(k) = Xfac2@
Ac=k2fac surfpondk(fac)où surfpondk(fac) est une surface de pondération calculée à partir de l'aire de la face fac desommet k. Les surfaces de pondération surfpondk sont calculées de manière à ce que:Xk=k2@
Ac Xfac2@
Ac=k2fac surfpondk(fac) = j@
Acjoù j@
Ac j est l'aire totale de @
Ac. Les Sc(k) représentent en fait des surfaces de contrôle àl'instar des volumes �nis. La �gure 2.8 propose une illustration de leur calcul.C'est donc l'expression (2.79) des forces de pénalisation qui est alors introduite dans (2.71).Elle nous permet d'accéder directement aux contraintes AT, sans passer par la procédure coûteuse(2.75) puisqu'alors ATk = 1Sk AFkAinsi, AT = ��2 Xfac2@
Ac=k2fac*(vk � vB) :nfac � �kAB�t + :nfac (2.80)De même, les forces appliquées à B, intervenant dans (2.78), s'obtiennent, après la projection(2.76), en remultipliant BT par les surfaces de contrôle locales des noeuds frontière de B. Cette
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Surfpond

Noeud

Point de GaussFig. 2.8 � Surface de contrôle a�ectées aux noeuds frontière pour l'expression des vecteurscontraintes.procédure revient en fait à e�ectuer le transfert des contraintes via (2.75)-(2.77) où les matricesseraient réduites à leur diagonale. Comme les matrices pleines de (2.75) et (2.77) sont à diagonaledominante, les deux solutions sont équivalentes, la seconde étant bien sûr plus économique.La �gure 2.9 illustre la procédure de transfert des e�orts via les densités de force (ou lescontraintes).
Force nodale 

B contraint

A pénalisé

transférée
Densité de force

Densité de force  

pénalisation nodale

appliquée

Noeud frontière

Force de

Fig. 2.9 � La résultante des forces appliquées à B via les densités de force est du même ordreque la résultante des forces appliquées à A. L'équilibre mécanique entre A et B est alors établi.La généralisation à plusieurs SD est immédiate dès que l'on suit ces deux règles:� D'après notre algorithme de couplage, une partie pénalisée de la frontière d'un corps encontact, a en vis-à-vis une partie contrainte de la frontière du corps en vis-à-vis.� La pièce, parmi tous les composants du système de refroidissement, est toujours le premierSD sur lequel la résolution des équations mécaniques est e�ectuée et est pénalisée.Le schéma de la �gure 2.10, illustre la mise en place de ces règles sur un exemple simpli�é.



2.4 Le couplage mécanique entre corps déformables 47
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

Frontière
pénalisée

Frontière
contrainte

SD 2

Pièce SD 1SD 3SD 5SD 3 SD 5

SD 4 SD 4

SD 2

Pièce SD 1

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

SD 3 Pièce SD 1

SD 4

SD 3

SD 4

Pièce SD 1

SD 2

SD 5

SD 4

SD 5SD 5SD 3

SD 2

Pièce SD 1

SD 2Fig. 2.10 � Représentation simpli�ée de l'algorithme de couplage mécanique entre SD déformables.La résolution des équations mécaniques s'e�ectue sur chacun des SD les uns après les autres entenant compte des e�orts des voisins par pénalisation du champ de vitesse ou par transfert descontraintes selon la règle: �La frontière en vis-à-vis d'une frontière pénalisée est contrainte�.L'actualisation des con�gurations respectives de chacun des SD se fait selon une méthode deGauss-Seidel. Une fois que les équations mécaniques sont résolues sur un SD, sa con�guration(position, champ de vitesse et des contraintes) est actualisée. l'analyse de contact et les e�ortsappliqués sur les SD suivants tiendront alors compte de cette actualisation. De plus, le champde vitesse considéré pour les SD dont l'équilibre mécanique n'a pas encore été résolu (le champde vitesse qui intervient dans l'expression (2.79)) est pris à l'incrément de temps précédent. Cecicorrespond à une approximation de leurs mouvements par un schéma de type Euler explicite(Fig. 2.11). De ce fait, les conditions aux limites pour les équations mécaniques du SD i sonthomogénéisées au temps t + �t. Cette procédure est moins coûteuse en espace mémoire qu'uneméthode de Jacobi, où il faut garder toutes les données des SD de l'incrément précédent.A l'aide de cet algorithme, le contact est correctement géré et les pénétrations entre la pièceet les moules et entre les moules sont évitées. De plus, le transfert des contraintes permet d'ac-céder à l'équilibre mécanique global entre les di�érents SD. Le couplage mécanique entre corpsdéformables est ainsi opérationnel.Par ailleurs, les déformations incrémentales et les incréments de temps étant faibles, la néces-sité d'un point �xe ne se fait pas sentir. Nous e�ectuons un unique tour sur chacun des SD sansboucler. A chaque incrément de temps, le couplage est donc faible entre les di�érents SD. Cettedécision est bien entendue cohérente avec notre choix de couplage mécanique par méthode alter-née en terme de coût de calcul. Un point �xe aurait e�ectivement nécessité le calcul des matricesde raideur de chaque SD à chaque boucle du point �xe, augmentant ainsi considérablement letemps de calcul.Inconvénients du contact nodalCependant, il est des con�gurations pour lesquelles, l'algorithme précédent de gestion du
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SD i-1

SD i+1SD i 

Calcul de V  
i-1
n+1n+1

i-1
T = f(v    )

n+1

i
i+1

∆X   = X   + V     t 
i+1

nn+1

i+1

nFig. 2.11 � Expression des conditions aux limites à l'incrément n pour la résolution des équationsmécaniques du SD i:� Contraint par le SD i-1 déjà calculé.� Pénalisé par rapport au SD i+1 non encore calculé (coordonnées estimées ~x = f(vn)).contact est mis en échec.Le premier de ces cas, est la présence dans les moules de coins ou d'angles fortement pro-noncés comme présenté sur la �gure 2.12a. L'algorithme de contact, face à cette situation réagitselon ses critères et peut répondre de la manière présentée sur la �gure 2.12b. Selon le critèrede pénétration, aucun noeud n'est fautif, l'algorithme a positionné les noeuds de la pièce sur lafrontière des moules. Cependant, la face entre les noeuds a entièrement pénétré dans le moule.Cette situation n'est pas acceptable pour des raisons de non conservation du volume. De plus,par l'absence de remaillage, cette con�guration n'évoluera pas de manière à ressortir la face dumoule. Par ailleurs, le moule ne voit pas ce qu'implique la pénétration de la face d'un point devue contrainte, d'où un défaut dans l'équilibre mécanique.
Noeud frontière de A

B

A(a) Noeud frontière de A

B

A(b)Fig. 2.12 � (a) Con�guration initiale du contact entre A et B, A étant pénalisé par rapport à B.(b) Con�guration à l'issue de la gestion du contact par méthode de pénalisation nodale.Un second cas de �gure où l'algorithme répond correctement selon ses critères mais de manièrenon acceptable pour nous est la situation où un noeud de la pièce se trouve en face d'une interfaceentre deux moules comme présenté sur la �gure 2.13a. L'algorithme n'empêchera pas le noeud depasser dans l'interface comme présenté sur la �gure 2.13b. En e�et, aucun noeud n'est �pénétrant�.
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frontière de A

A

B

C

Noeud

(a)
frontière de A

A

B

C

Noeud

(b)Fig. 2.13 � (a) Con�guration initiale du contact entre A, B et C. (b) Con�guration à l'issue dela gestion du contact par méthode de pénalisation nodale.Cette situation a généralement tendance à mal se terminer lorsque le comportement de A estbeaucoup plus �mou� que celui de B. Le noeud continue son chemin entre les deux moules jusqu'àdégénérescence complète des éléments adjacents, simulant en quelque sorte une �fuite� arti�cielle.Face à ces cas pathologiques, mais fréquents en fonderie, nous avons quelque peu modi�él'algorithme de contact et par la même le couplage mécanique. Ceci fait l'objet des paragraphessuivants.2.4.3 Couplage mécanique intégré, [54]2.4.3.1 Méthode de pénalisation intégréeLa version vers laquelle nous avons fait évoluer notre traitement du contact par pénalisationest basée sur l'observation suivante: si l'analyse de contact n'était pas e�ectuée aux noeudsfrontière mais aux points de Gauss des faces, les cas de �gure pathologiques n'auraient plus lieud'être.En e�et, les situations décrites ci-dessus surviennent parce que l'algorithme ne considère pasqu'il y a pénétration. En lui faisant faire l'analyse sur les points de Gauss des faces, il détecteraitla pénétration.C'est donc selon cette idée, que l'algorithme de gestion du contact a évolué vers une analyseaux points de Gauss des faces frontière. Ainsi, les équations d'équilibre mécanique de la piècesont de la forme:



50 Chapitre 2. La mécaniqueTrouver (v; p) 2 V � P tels que:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Z
A s : _��dV � Z
A pr:v�dV � Z@
A� � imp:v�dS � Z
A �g:v�dV � Z@
Ac A� :v�dS = 0Z
A p�(�r:v� _p� + _��2 p+ 3�(T ) _T +��tr _fs)dV = 08(v�; p�) 2 V0 � P (2.81)Notre gestion du contact se réalise donc dorénavant par méthode de pénalisation intégrée. Cequi consiste en fait à appliquer la méthode de Galerkin y compris sur les termes issus du contact.Dans ce cas, le terme de pénalisation s'écrit:Z@
Ac A� :v�dS = Z@
Ac ��2 �(vA � vB) :n� �AB�t �n:v�dS 8v� 2 V0: (2.82)Sous forme discrète, (2.82) s'écrit:RnA = Z@
Ac AT:NndS = Z@
Ac ��2 ��viANi � vjBNj(�)� :n� �AB�t �n:NndS 8n: (2.83)Ainsi, l'analyse de contact se base toujours sur 5 informations pour chaque point de Gauss:� Le SD en vis-à-vis.� La face du SD en vis-à-vis.� Les coordonnées barycentriques � du projeté du point de Gauss traité dans la face en vis-à-vis.� La distance euclidienne entre le point de Gauss et son projeté �AB.� La normale externe n à la face à laquelle appartient le point de Gauss.La gestion des arêtes et des coins est ici automatique.Tout comme pour la pénalisation nodale, (2.83) est introduit dans le chargement relatif auxnoeuds de A ayant pénétré dans B. Cependant, ceci génère des termes quelque peu di�érentsdans la matrice de raideur.Ainsi pour un noeud frontière m de A, les termes de raideur relatif à m sont:@RnAk@vml = Z@
Ac ��2H((vA � vB) :n� �AB�t )NnNmnknldS (2.84)où H est la fonction de Heaviside.Ce qui veut dire que, contrairement à la méthode de pénalisation nodale, la méthode depénalisation intégrée génère des termes de raideur extra-diagonaux. Ceci a pour conséquence delégèrement détériorer le conditionnement de la matrice par la présence de �2. Les calculs de larésolution du système linéaire se faisant avec un préconditioneur par blocs nodaux [67], cet e�etn'est pas entièrement annulé mais il est relativement contrôlé. L'utilisation d'un préconditionneurplus recouvrant tel qu'une factorisation imcomplète de Choleski, pourrait par exemple améliorerencore la convergence de la méthode itérative. Pour des calculs éventuellement e�ectués avec unpréconditioneur diagonal, on pourrait penser à procéder à un type de condensation de la matricedu contact a l'instar de la condensation thermique.Cette modi�cation de la gestion du contact, a une in�uence logique sur le transfert descontraintes. C'est ce que nous exposons dans le paragraphe suivant.



2.4 Le couplage mécanique entre corps déformables 512.4.3.2 Le transfert des contraintesL'expression du vecteur contrainte normale en chaque point d'intégration de @
A découledirectement de (2.82): A� = ��2 �(vA � vB) :n� �AB�t �n (2.85)Il convient donc d'en déduire un chargement externe aux points d'intégration de @
Bc. @
Acet @
Bc n'étant pas coïncidents, on se doit de construire un opérateur de projection de @
Ac sur@
Bc (cf. Figure 2.14).
Point de Gauss

A pénalisé

B contraint

containte appliquée

Noeud frontière du  

à un noeud

Noeud frontière du
corps pénalisé

corps contraint

à un point de Gauss

Contrainte appliquée Fig. 2.14 � Transfert des densités surfaciques de forces de A vers B de point de Gauss à pointde Gauss via une procédure de lissage de type moindres carrés.De par la con�guration des maillages, une première possibilité consiste à e�ectuer d'abordun lissage des contraintes aux noeuds frontières de A. Pour ce faire, une méthode des moindrescarrés peut être utilisée. Une fois les vecteurs contraintes normales connus aux noeuds de @
Ac ,il ne restera plus qu'à les interpoler sur @
Bc aux points d'intégration.� 1e étape: lissage nodal.Ceci consiste à trouver le champ nodal A ~T sur @
Ac qui minimise:minA ~T = Z@
Ac �A ~TmNm �A ��2 dS (2.86)où A� sont les densités connues (issues de (2.85)) et A ~T est la distribution nodale inconnuesur @
Ac qui doit être transportée sur @
Bc. Les A ~Tmk sont donc solution de:Z@
Ac A ~Tmk NmNndS = Z@
Ac A�kNndS 8n (2.87)qui sous forme matricielle s'écrit:"Z@
Ac NmNndS#nA ~To = (Z@
Ac A�NndS) : (2.88)La solution du système (2.87) donne les densités nodales A ~T aux noeuds de @
Ac .



52 Chapitre 2. La mécanique� 2e étape: interpolationPour calculer les contraintes BT appliquées à la frontière @
Bc de B, on e�ectue l'interpo-lation B� = �NnA ~Tn sur @
Ac , le signe � venant du principe d'action/réaction.Par conséquent, la procédure de transfert est relativement coûteuse, si on suit toutes cesétapes. Nous avons penché pour une solution plus directe pour obtenir B� . Etant donné unpoint de Gauss d'une facette de @
Bc, nous calculons la facette de @
Ac en vis-à-vis ainsi que leprojeté du point de Gauss sur cette facette. Le vecteur contrainte B� est alors simplement priségal à l'opposé du vecteur contrainte A� calculé au point de Gauss le plus proche du projetédans la facette.Les équations mécaniques résolues sur B sont donc:Trouver (v; p) 2 V � P tels que:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Z
B s : _��dV � Z
B pr:v�dV � Z@
B� � imp:v�dS � Z
B �g:v�dV � Z@
Bc B� :v�dS = 0Z
B p�(�r:v� _p� + _��2 p+ 3�(T ) _T +��tr _fs)dV = 08(v�; p�) 2 V0 �P (2.89)Nous présentons dans la suite des résultats numériques obtenus avec ce nouvel algorithmede couplage mécanique pénalisé intégré sur di�érents cas de simulation. Ils seront agrémentés decomparaisons avec des résultats expérimentaux et issus d'un autre logiciel.2.5 Gestion des lames d'air et du contact, in�uence sur la réso-lution thermiqueDans les premières versions thermo-mécaniques de Thercast3, le calcul de la lame d'air, néces-saire au calcul des résistances de contact thermiques, était e�ectué en sommant les déplacementsnormaux successifs incrémentaux d'un noeud frontière (Fig. 2.15).� =Xinc �xinc:nCe calcul était e�ectivement licite puisque les moules étaient considérés indéformables etimmobiles.Dans le cas du couplage thermo-mécanique entre tous les SD, cette hypothèse n'est plusjusti�able et amène même à des erreurs importantes quant à la détermination de la lame d'airlocale.C'est pour ces raisons que le calcul de la lame d'air est dorénavant e�ectué en même tempsque les distances de pénétration nécessaires à la gestion du contact mécanique. L'analyse decontact détermine la distance locale de chaque point de Gauss de chaque SD avec son vis-à-vis. Les distances positives constituent la lame d'air locale tandis que les distances négativesconstituent les pénétrations locales. De cette façon la lame d'air vue d'un SD sera la même quela lame d'air vue de son vis-à-vis. Les mouvements respectifs des SD et de leurs vis-à-vis sont
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xFig. 2.15 � Calcul de la lame d'air par additions successives des déplacements incrémentaux.donc pris en compte, les lames d'air calculées correspondant aux vrais espaces qui se créententre les SD au cours du refroidissement de la pièce. De plus, pour éviter les éventuelles erreursde CAD, mauvaises connections initiales entre les SD dues par exemple à la discrétisation desurfaces courbes, les lames d'air numériques initiales sont prises en compte. Ainsi, la résolutionthermique s'e�ectue correctement, avec les bonnes résistances de contact.2.6 Le cas de SvenssonNous avons repris un cas d'application déjà présenté dans [71] et [27] mais, dans notre cas,les moules sont considérés déformables.Rappelons que le test consiste à refroidir une pièce en aluminium entourant un noyau en acieret entourée d'un moule en acier lui aussi (Fig. 2.16). Toutes les données rhéologiques du test sontdétaillées dans [71].
Fig. 2.16 � Illustration du cas de Svensson et de l'instrumentation de la pièce et des moules(thermocouples, capteurs de déplacement de la surface solidi�ée de la pièce et le déplacement dela paroi du moule a�n d'en tirer une mesure de l'évolution de la lame d'air). Cette �gure est tiréede [27].
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Fig. 2.17 � Illustration des maillages utilisés pour la simulation du cas de Svensson. Les interfacessont maillées pour absorber les gradient thermiques.

Fig. 2.18 � Comparaison des déplacements calculés et mesurés de la pièce et du moule.
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Fig. 2.19 � Comparaison des contraintes et pression calculés par Thercast3 et le programmeunidimensionnel dans la pièce et les moules.

Fig. 2.20 � Illustration de la continuité des contraintes radiales �rr entre le noyau et la pièce.



56 Chapitre 2. La mécaniqueLa con�guration initiale du test présentait des isolants en dessous et au dessus de l'ensemblenoyau/pièce/moule. Pour notre part et pour des raisons de coût de calcul, nous ne prenonspas en compte ces isolants. Les faces inférieures et supérieures des noyau/pièce/moule seront enconditions aux limites thermiques adiabatiques a�n de simuler leur présence. De plus, a�n deparfaitement absorber les gradients thermiques aux interfaces pièce/noyau et pièce/moule (cf.chapitre 3), nous utilisons des maillages ra�nés en noeuds sur les bords des SD (Fig. 2.17).En plus des résultats expérimentaux utilisés pour la validation de Thercast3 dans [71], nouscomparons nos calculs avec ceux obtenus via l'utilisation d'un logiciel unidimensionnel en di�é-rences �nies déjà présenté dans [27].Tout d'abord, nous reprenons une comparaison déjà présentée dans [71] entre des résultatsexpérimentaux et nos calculs (Fig. 2.18). Nous comparons le déplacement de la face externe dela pièce et la face interne du moule a�n de calculer la lame d'air entre pièce et moule. Les calculset les mesures ont été e�ectués à mi-hauteur de l'ensemble pièce/moule. Nous constatons ici quele logiciel prédit parfaitement le déplacement de chacune des faces. La lame d'air est donc trèsbien rendue par l'écart des deux faces.A�n de valider notre couplage mécanique, nous avons comparé les résultats de Thercast3 avecceux obtenus par un logiciel unidimensionnel di�érences �nies [27]. Ce programme donne accèsaux contraintes et à la pression dans tous les SD. La �gure 2.19 présente une comparaison descontraintes radiales et de la pression calculées par Thercast3 et le programme 1D sur un rayon àmi-hauteur de l'ensemble noyau/pièce/moule. Une fois encore la correspondance est très bonne.De plus, nous véri�ons la continuité des contraintes en condition de contact comme illustrésur la �gure 2.20.2.7 Le facteur de pénalisation, [55]2.7.1 DéveloppementAu cours de tous les essais que nous avons e�ectués, il est apparu que le facteur de pénalisation�2 avait une importance capitale pour la gestion du contact entre corps déformables. En e�et, sidans le cas d'un contact entre un corps déformable et un corps rigide, la valeur de ce facteur n'aque peu d'importance, il n'en va pas de même dans le cas d'un contact entre corps déformables,en particulier lorsque la raideur d'un des deux varie. Ceci se montre facilement sur un exemplesimple 1D.
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A BFig. 2.21 � Con�guration initiale de cas 1D. A est un corps thermo-élastique, B est élastique. Aest chau�é de �T .La déformation des deux corps peut s'écrire de la manière suivante:( �A = �elA + �thA�B = �elBSoit x le déplacement de l'interface entre A et B dû à un chau�age de A de �T . L'équilibremécanique entre les deux domaines est donné par:



2.7 Le facteur de pénalisation, [55] 578>><>>: �A + EA�A�T = EAxlA�B = �EBxlBComme �A = �B, on a:x = EA�A�TEAlA + EBlB et � = �EBlB EA�A�TEAlA + EBlBEn utilisant une méthode de pénalisation, la même équation devient:8>><>>: ��2xA +EA�A�T = EAlA xA��2xA = �EBlB xBD'où xA = EA�A�TEAlA + �2 ; xB = �2EBlB EA�A�TEAlA + �2 ; � = ��2EA�A�TEAlA + �2 :Par conséquent �2 = EBlBdonne la solution.Cela veut dire que le facteur de pénalisation ne doit pas être beaucoup plus grand que EBlBdans le cas d'un contact entre deux corps déformables. Au contraire, dans le cas d'un contactentre un corps rigide et un corps déformable, le module d'Young du corps rigide peut être consi-déré comme in�ni et (2.7.1) montre qu'une valeur arbitrairement grande de �2 importe peu.D'autre part, on peut montrer que dans le cas d'une méthode de pénalisation associée àun algorithme de couplage fort (résolution A et B alternée jusqu'à convergence), le facteur depénalisation �2 doit satisfaire l'inégalité suivante:�2 > EAEBEAlA +EBlA (2.90)2.7.2 TestsNous avons testé, la validité de notre hypothèse en relevant la distance de pénétration maxi-male enregistrée sur le cas 3D du 'faux arbre à cames' (présenté au Chapitre 4) en la comparantà l'évolution de (2.90) au cours du temps. Les premiers calculs sont e�ectués avec un facteur depénalisation constant.Les résultats sont éloquents puisqu'il apparaît que tant que le facteur de pénalisation satisfaitl'inégalité (2.90), la pénétration de la pièce dans le moule est bornée et relativement faible. Alorsque dès que le facteur de pénalisation ne satisfait plus l'inégalité (2.90), en l'occurrence vers500oC, la pénétration augmente spectaculairement (cf. Fig. 2.22a et Fig. 2.22b).Il faut préciser que ces calculs ont été e�ectués avec un pas de temps variable (voir plus loin).L'augmentation de celui-ci se ressent sur l'évolution de la pénétration.�t intervient en e�et dans
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2.7 Le facteur de pénalisation, [55] 59l'expression de la pénalisation du contact (2.82).Ces résultats conduisent directement à deux conclusions. La première est qu'avec une tellevariation de pénétration de la pièce dans le moule, la conservation de l'équilibre mécanique doitêtre altérée puisque les e�orts transmis au moule ne re�ètent pas les e�orts réels qu'occasionne-rait la pièce sans cette pénétration et réciproquement. Par conséquent, la deuxième conclusionévidente, est qu'il faut contrôler cette augmentation de la pénétration issue de l'augmentationdu module d'Young de la pièce au cours du refroidissement.2.7.3 Essai de gestion automatiqueOn vient de voir que le facteur de pénalisation joue un rôle important dans la gestion ducontact entre corps déformables. D'après notre critère, il doit varier en fonction de (2.90) pourque la méthode de pénalisation assure un contrôle e�cace de la pénétration.Nous avons donc testé une méthode de gestion automatique du facteur de pénalisation.Cependant, pour des raisons de coût, nous avons commencé par tester une méthode que l'onpeut quali�er d'intuitive. Nous la développons ici.Le principe, simple, est basé sur l'idée que si un noeud frontière d'un SD A continue depénétrer son vis-à-vis, c'est que la force répulsive qui lui est appliquée n'est pas assez importantepour le repositionner sur la frontière de A. Par conséquent, le facteur de pénalisation doit varieren fonction de la distance de pénétration du noeud et ceci de manière locale.Les maillages étant non coïncidents, nous autorisons une pénétration seuil pour prendre encompte les erreurs qui peuvent être d'origine numérique ou simplement dues au fait que les sur-faces facettisées des maillages initiaux ne sont pas confondues aux interfaces. Ainsi, l'algorithmede gestion du pas de temps est mis à contribution seulement si la pénétration issue des calculsdépasse la pénétration seuil.Ainsi si � est l'erreur admise (� � 0) et si nous notons d la pénétration calculée à l'issue dela résolution des équation mécaniques avec le facteur de pénalisation courant, alors:� Soit d > � auquel cas on ne change rien,� soit d < � on doit donc augmenter le facteur de pénalisation pour diminuer la pénétration.Cette augmentation est calculée comme suit.d < � =) �2(�v:n� d�t) > �2(�v:n� ��t)Par conséquent le nouveau facteur de pénalisation �02 doit véri�er:�02 > �2�v:n� d�t�v:n� ��tCette méthode à l'avantage d'être très simple et peu coûteuse à la fois en temps de calculet à l'implémentation. Nous l'avons testée dans les mêmes conditions que pour le cas ci-dessus.On présente les résultats obtenus sur la pénétration maximale comparés à ceux obtenus avec unfacteur de pénalisation constant (Figure 2.23).On voit sur la Figure 2.23 que tant que le pas de temps n'a pas de variations trop brutale,la distance de pénétration obtenue avec un facteur de pénalisation géré par notre méthode est
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Fig. 2.23 � Comparaison des distances de pénétration maximale obtenues par un facteur depénalisation constant en un facteur de pénalisation adapté à la pénétration.inférieure à celle obtenue avec un facteur de pénalisation constant. La pénétration est alorsdivisée par 2 environ. Mais dès que le pas de temps augmente d'une manière brutale, la courbeprésente un pic qui est ensuite rattrappé. Ceci est probablement dû au fait que notre méthoden'a été testée que sous une forme d'estimateur a posteriori. On peut penser que transforméeen forme d'estimateur a priori, elle permettra d'anticiper ces fortes variations. Malgré tout, ladistance de pénétration est globalement bien inférieure par notre méthode de gestion du facteurde pénalisation. L'équilibre mécanique est par conséquent d'autant mieux respecté.De plus, le facteur de pénalisation a une in�uence notable sur la convergence des méthodesitératives (résidu minimal et Newton-Raphson), utilisées pour la résolution de l'équilibre incré-mental. Ce contrôle de �2 nous permet de commencer la simulation avec un facteur relativementfaible, non pénalisant pour la convergence, et de l'augmenter en fonction de la pénétration quisuit l'évolution de la rhéologie des matériaux considérés. Nous avons donc développé une gestiondu facteur de pénalisation qui suit le même principe que ce que préconise l'inégalité (2.90) sansêtre aussi lourde que ce que l'implémentation scrupuleuse de (2.90) suppose.Ainsi, nous pouvons limiter la pénétration des SD les uns dans les autres de manière auto-matique en fonction de l'évolution de la situation géométrique des uns par rapport aux autres.Notre méthode de gestion du contact entre corps déformables munie de cette gestion dufacteur de pénalisation peut alors s'apparenter à une méthode de lagrangien augmenté telle quel'utilisent Laursen-Simo [58].
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3.1 Introduction 633.1 IntroductionDans le chapitre précédent, nous avons vu qu'une partie très signi�cative de nos travaux dethèse, a consisté en l'amélioration de l'approche mécanique dans Thercast3, à travers l'étude ducouplage mécanique pièce-moule. Cependant, nous nous sommes également intéressés au voletthermique de ce type de simulation. Et ce pour trois raisons:� Dans certains cas de �gure, la réponse du modèle thermique initialement implanté dansThercast3 n'a pas donné entière satisfaction. Les températures obtenues présentaient uncaractère non physique dans certaines conditions de refroidissement, impliquant notammentdes conditions de contact thermique parfait ou quasi parfait.Dans une première partie, nous expliquerons les causes de ce dysfonctionnement, puisnous décrirons une nouvelle version de la résolution thermique permettant de résoudre ceproblème.� Dans le souci de diminuer les temps de calcul, sans pénaliser les résultats de la simulation,nous avons implanté d'une part une désynchronisation entre les pas de temps de la réso-lution thermique et les pas de temps réels des incréments de calcul. Ce sera l'objet de ladeuxième partie du chapitre.� D'autre part, la troisième partie de ce chapitre sera consacrée à la présentation d'un algo-rithme de gestion automatique du pas de temps réel des incréments de calcul. Cet algo-rithme permet de déterminer un pas de temps optimal selon un critère précision/coût descalculs.En�n, l'ensemble de ces développements ont été validés sur des cas test dans un premiertemps puis sur des cas industriels dans un deuxième temps.



64 Chapitre 3. La thermique3.2 Algorithme de contact thermique parfait3.2.1 PrésentationEn règle générale, les con�gurations de refroidissement des pièces de fonderie sont telles qu'auxinterfaces des SD en contact, il existe une résistance de contact thermique. En particulier, il n'estpas rare que les fondeurs appliquent des traitements de surface aux di�érents composants desmoules. Ces traitements de surface, tels le poteyage, ont justement entre autres, pour objectifsla modi�cation des transferts thermiques entre les moules et la pièce. De plus, les porosités,l'évolution de l'état de surface et l'apparition éventuelles d'une lame d'air entre les corps sontautant de facteurs favorisant les résistances thermiques de contact et donc un contact non parfait.De manière générale, les méthodes de résolution par point �xe sont applicables à l'obtentiond'un équilibre global dans le cas de con�gurations multidomaines lorsque l'interaction entreles di�érents domaines n'est pas trop importante. Typiquement, dans le cas d'une résolutionthermique, lorsque le �ux de transfert entre les corps est relativement faible.La présence de résistance de contact, entre les di�érents domaines du procédé de fonde-rie permet par conséquent l'utilisation d'une méthode de point �xe pour résoudre le problèmed'équilibre incrémental thermique.De plus, l'un des avantages de la méthode de résolution par point �xe, est le faible espacemémoire qu'elle nécessite. Les di�érents systèmes locaux de résolution thermique occupent ene�et le même espace mémoire les uns après les autres. D'autre part, ces systèmes étant de taillerelativement faible, leur résolution est rapide. L'équilibre thermique entre les di�érents domainesest ainsi rapidement obtenu.Toutes ces constatations ont naturellement amené à la résolution du problème thermique deThercast3 par une méthode de point �xe.Cependant, lorsque la résistance de contact entre les corps devient très faible, voire nulle,cela implique une interaction entre les domaines beaucoup plus importante. Dans une telle con�-guration fortement couplée, la méthode de point �xe présente des di�cultés pour l'obtention del'équilibre global du système.Par conséquent, simuler le refroidissement de SD issus d'une division arti�cielle d'un mêmedomaine matériel se fait très di�cilement à l'aide d'une telle méthode. En e�et, dans un tel cas,le contact entre les SD est parfait et ne peut donc être modélisé dans le cadre d'un point �xeque par un coe�cient de transfert très grand (résistance de contact quasi nulle).De même, le refroidissement de SD de matériaux di�érents mais en condition de contactparfait est di�cilement accessible par une telle méthode.Pourtant, certaines conditions d'utilisation de Thercast3 entrent dans ces deux cas patholo-giques. Ainsi, les fondeurs, et plus particulièrement, les aciéristes, produisent des lopins refroidisdans des lingotières en sable. Le contact thermique entre les deux matériaux peut être considérécomme parfait ou quasi parfait lorsque l'acier est à l'état liquide. Les coe�cients de transfertentre les deux matériaux dépassent les valeurs de h = 106 W:m�2:K�1.Un autre cas de �gure est l'élaboration des moules de grande taille tels que ceux construitspar Creusot Loire Industrie pour couler des pièces de grande dimension. Ces moules peuvent êtreconstitués pour partie de ciments ou bétons di�érents mais coulés les uns sur les autres et entre



3.2 Algorithme de contact thermique parfait 65lesquels il semble que les résistances de contact soient e�ectivement faibles.Ainsi, les températures obtenues par l'algorithme de résolution thermique initial, dans la si-mulation du refroidissement de ce type de con�gurations, présentent des artefacts inacceptables.A�n de pallier ce problème, un algorithme de résolution thermique en condition de contactparfait ou quasi parfait a été développé. C'est ce que présentent les paragraphes suivants.� Un bref rappel des équations du problème thermique et de leur résolution initiale débutel'exposé.� Une explication sur la mise en di�culté de cet algorithme poursuit la présentation, suiviede la proposition de solutions de rechange.� En�n le développement de la méthode choisie est exposé.3.2.2 Rappel de la résolution par éléments �nis du problème thermique dansThercast3La résolution thermique de Thercast3 a été initialement développée par Bay [?], dans le cadred'une version purement thermique. Par la suite, Brioist [15] l'a reprise pour une première versionthermo-mécanique du code, puis Ménaï [71], dans une deuxième version thermo-mécanique.Rappelons brièvement les équations du problème thermique. Nous renvoyons aux auteurs citésci-dessus et à la référence [11] pour toute information qui viendrait à manquer dans cette section.Le problème thermique de Thercast3 consiste à résoudre l'équation de la chaleur:Trouver le champ de température T du SD i tel que:�cdTdt = r: [krT ] + _Q dans 
 (3.1)où k est la conductivité thermique, �c est la capacité calori�que du matériau, _Q est un termesource interne de chaleur due au changement de phase [11] et dTdt est la dérivée particulaire dela température. Le terme source dû à la dissipation de chaleur est négligé ici du fait des faiblesvitesses de déformation rencontrées.Les conditions aux limites résultant des interactions avec l'extérieur sont les suivantes:� Une condition de type �ux imposé, provenant d'une source de chaleur extérieure s'il estpositif, ou extrait du SD i s'il est négatif.�krT:n = �imp sur �1 (3.2)où n est le vecteur normale extérieure au SD i étudié.� Une condition de type convection et/ou rayonnement avec l'extérieur:�krT:n = h(T � Text) sur �2 (3.3)où h = hcv + �r�r(T + Text)(T 2 + T 2ext) est le coe�cient d'echange thermique. hcv est lecoe�cient de transfert par convection. �r est l'émissivité du corps (0 < �r < 1). �r =5:66961 10�8W:m�2:K�4 est la constante de Stefan. Text la température extérieure.



66 Chapitre 3. La thermique� Une condition de type échange thermique entre corps en contact:�krT:n = 1Rij (T � T sj ) sur �ij (3.4)où 1Rij est le coe�cient de transfert thermique entre les SD i et j, également noté hij(W:m�2:K�1). Rij peut dépendre de l'épaisseur d'une éventuelle lame d'air entre les corpsi et j ou de la dégradation des surfaces respectives. T sj est la température de surface du SDj en vis-à-vis.� Une condition de type température imposée, issue du contact avec un corps parfaitementcontrôlé thermiquement. T = Timp sur �3 (3.5)La �gure 3.1 propose un exemple de notation des di�érentes surfaces pour l'application desconditions aux limites (3.2), (3.3), (3.4) et (3.5).Mis sous forme faible, (3.1) devient, compte tenu de (3.2)-(3.5):Trouver le champ de température T 2 V tel que:Z
 �cdTdt T �dV + Z
 krT:rT �dV + Z�2 hTT �dS + Z�ij 1RijTT �dS =Z
 _QT �dV � Z�1 �impT �dS + Z�2 hTextT �dS + Z�ij 1Rij T sj T �dS 8T � 2 W (3.6)où V = �T; T 2 H1(
); T = Timp sur �3	 et W = �T; T 2 H1(
); T = 0 sur �3	 sont des es-paces de fonctions-test correctement choisis.
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SD 2 SD 1

SD 3Fig. 3.1 � Exemple de répartition de conditions aux limites sur un ensemble pièce/moules. SD1 est la pièce, SD 2 et SD 3 représentent des moules. La notation �i signi�e l'imposition deconditions aux limites de type (3.2), (3.3) ou (3.5). La notation �ij signi�e l'imposition deconditions aux limites de type (3.4) entre le SD i et le SD j.



3.2 Algorithme de contact thermique parfait 67Le problème (3.6) est résolu sur tous les SD i (pièce et composants du moule). Pour desraisons de lourdeur, nous ne notons pas Z
i (ni Z�i=j ; où j = 1; 2; 3 ou ij), mais le lecteur legardera à l'esprit.La discrétisation par élément �nis de (3.6) se fait selon la méthode de Galerkin. Les variablesinconnues sont interpolées à un instant t donné. On écrit alors:Th(x) = NbnoeXi=1 Ni(x)Ti (3.7)où l'indice h signi�e variable discrète, Nbnoe étant le nombre de noeuds de la discrétisationspatiale du SD i et Ni désigne la fonction d'interpolation associée au noeud i déjà présentée dans(2.38). Le type d'élément utilisé est en e�et le même que pour l'interpolation de la pression duchapitre précédent, à savoir le tétraèdre P1.De plus, (3.6) doit être véri�ée 8T � 2 W , en particulier, pour Ni, 8i 2 [1; Nbnoe].Ainsi, en introduisant (3.7) dans (3.6), il vient:Trouver le champ de températures nodales T = fT1; � � � ; TNbnoeg 2 Vh tel que:NbnoeXi=1 (Z
 �cNkNidTidt dV + Z
 krNk:rNidV + Z�2 hNkNidS + Z�ij 1RijNkNidS) =Z
 _QNkdV � Z�1 �impNkdS + Z�2 hTextNkdS + Z�ij 1Rij T sjNkdS 8k 2 [1; Nbnoe] (3.8)où Vh est l'approximation au sens des éléments �nis de V .L'assemblage de ces équations sur tout le maillage conduit à un système di�érentiel, d'inconnule vecteur T = fT1; � � � ; TNbnoeg, qui peut s'écrire sous la forme:CdTdt +KT = Q (3.9)C est la matrice de capacité, K est la matrice de conductivité et Q est le vecteur chargement.Cki = NbeltXe Z
e �cNkNidV (3.10)Kki = NbeltXe (Z
e krNk:rNidV + Z�2e hNkNidS + Z�ije 1RijNkNidS) (3.11)Qk = NbeltXe (Z
e _QNkdV � Z�1e �impNkdS + Z�2e hTextNkdS + Z�ije 1RijT sjNkdS) (3.12)où Nbelt est le nombre d'éléments du maillage.�, c et k dépendant de l'inconnue T , le système (3.9) est non linéaire.Thercast3 étant un code incrémental, un schéma de discrétisation temporelle est utilisé. Ils'agit d'un schéma de type di�érences �nies à trois niveaux proposé par Hogge [49] et dont une



68 Chapitre 3. La thermiqueanalyse détaillée a été faite par Soyris [86].Ce schéma consiste à écrire l'équation (3.9) au temps t� dé�ni par:t� = �1tn�1 + �2tn + �3tn+1où tn�1, tn et tn+1 sont trois �niveaux de temps� successifs séparés par les pas de temps �t1 =tn � tn�1 et �t2 = tn+1 � tn. Les coe�cients �1, �2 et �3 sont a priori choisis arbitrairement,leur somme étant égale à 1.On écrit alors le champ de température au temps t� comme:T � = �1Tn�1 + �2Tn + �3Tn+1 (3.13)et la dérivée par rapport au temps, au temps t�, comme:dT �dt = �1Tn�1 � �2Tn�t1 + 
1Tn � 
2Tn+1�t2 (3.14)Sous les hypothèses d'ordre, de stabilité et de consistance, il est montré que le schéma peutêtre caractérisé par uniquement deux des paramètres de (3.13) et (3.14) (dans notre cas, �1et 
2). Il permet ainsi d'écrire plusieurs schémas inconditionnellement stables. Parmis lesquels�gurent les schémas de Lees, Dupont, implicite et Crank-Nicolson.En particulier, (3.14) s'écrit alors comme:dT �dt = (1� 
2)Tn � Tn�1�t1 + 
2Tn+1 � Tn�t2 (3.15)où 
2 est choisi en fonction du schéma considéré.Cette formule n'est néanmoins pas d'une manipulation aisée, puisque les matrices du sys-tème (3.9) dépendent de l'inconnue température. Le système n'est donc pas linéaire et nécessitel'utilisation de méthodes telles que Newton-Raphson pour être résolu. A�n d'éviter cela, unetechnique de linéarisation proposée par Zlamal [100] est utilisée. Ainsi, le système (3.9), aprèsplusieurs transformations détaillées dans [71], peut s'écrire:AT � = B (3.16)où A = f(Cn�1;Cn;Kn�1;Kn; �1; 
2;�t1;�t2) etB = f(Cn�1;Cn; Tn�1; Tn; �1; 
2;�t1;�t2; Qn�1; Qn)Ces opérations sont e�ectuées pour chaque SD appartenant au système considéré, la solutionincrémentale d'équilibre thermique étant obtenue par point �xe. La prise en compte des inter-actions entre SD se fait par l'intermédiaire de (3.4) selon une méthode de type Gauss-Seidel, lesvaleurs de températures nodales les plus récemment calculées étant utilisées pour exprimer les�ux échangés.3.2.3 Contact quasi parfait: conséquences sur conditionnement et précisionC'est donc cet algorithme de résolution thermique qui a été utilisé pour simuler le refroidis-sement de pièces de fonderie en condition de contact quasi parfait. Le coe�cient de transfertthermique 1Rij = hij prenant alors des valeurs élevées.



3.2 Algorithme de contact thermique parfait 69Or, on peut remarquer, que dans le système (3.16), le coe�cient de transfert thermique hijest présent non seulement dans le chargement B par l'intermédiaire de Q (3.12), mais aussi dansla matrice A par l'intermédiaire de la matrice de conductivité K (3.11). Et c'est dans cettedernière que son in�uence a le plus d'importance puisque pour simuler un contact quasi parfait,il prend des valeurs très grandes et détériore donc le conditionnement de la matrice du système.La résolution du système (3.16) s'e�ectuant par une méthode itérative de gradient conjuguépréconditionné par la diagonale, il s'ensuit que la convergence est rendue di�cile par la présencede hij sur les termes extra-diagonaux. De plus, la précision de la solution trouvée pour chaqueSD peut être mise en doute.3.2.4 Contact quasi parfait: limitation de l'algorithme de point �xe originelCe paragraphe a pour but d'expliquer pourquoi l'algorithme de résolution thermique initia-lement implanté dans Thercast3, ne peut donner satisfaction dans le cas d'un contact thermiquequasi parfait entre di�érents SD.Plaçons nous dans le cas du refroidissement d'un cylindre d'acier entouré d'un moule consti-tué de deux SD dont les matériaux sont peu conducteurs (typiquement du sable). C'est unereprésentation simpli�ée du refroidissement d'un lingot de fonderie. Cette con�guration peutêtre représentée monodimensionnellement par trois corps de la manière suivante:Un SD1 en acier d'une taille de 1 m en contact avec un SD2 en sable d'une taille de 0:1 men contact avec un SD3 en sable d'une taille de 1 m (cf. Figure 3.2). Pour des raisons qui serontexpliquées plus loin, le SD2 n'est maillé que par deux éléments.
DSD1 SD3

1 1
0.1

SD2

Interface 1/2 Interface 2/3

A

B CFig. 3.2 � Cas test sur lequel l'algorithme de point �xe 'classique' de Thercast3 a été mis endéfaut. Masse Volumique Chaleur Massique Conductivité Température InitialeSD1 7800 700 40 1595SD2 1700 935 1 40SD1 1700 935 1 40Tab. 3.1 � Données thermiques de chacun des SD pour le cas test. La densité est en kg:m�3,la chaleur massique en J:kg�1:K�1, la conductivité en W:m�1:K�1 et la température initiale enoC Comme coe�cient de transfert thermique permettant de simuler le contact quasi parfait,prenons h = 106 W:m�2:K�1.



70 Chapitre 3. La thermiqueE�ctuons les calculs selon l'algorithme de Thercast3 à chaque incrément de temps.1. Le SD1 en acier est résolu normalement. Il reçoit un �ux � = h (T2 � T1) dont la valeurest négative (perte de chaleur du SD1). Sa température de surface Tint(1=2) en B va dimi-nuer d'un certain nombre de degrés �T1. Le pro�l de sa température sera régulièrementdécroissant de T 1init en A à Tint(1=2) en B.2. Le SD2, quant à lui, reçoit un �ux � = h �Tint(1=2) � T2� positif (gain de chaleur) en Bet un �ux nul en C. Mais plus précisément, la valeur élevée de h va imposer à Tint(2=3)d'être égale à Tint(3=2) en C, c'est-à-dire T 3init. h, de par sa valeur importante, joue, en e�etici, le rôle d'un facteur de pénalisation dans le système (3.16) et ce d'autant plus que laconductivité est faible. Par conséquent, sa température de surface 2/1 Tint(2=1) en B vamonter d'un certain nombre de degrés �T2 et sa température de surface en C ne va pasvarier. Il en résultera un pro�l de température de la forme indiquée à la Figure 3.3.3. La température du SD3 ne variera pas puisqu'il n'est soumis à aucun �ux et toujours dufait de la valeur élevée de h, Tint(3=2) = Tint(2=3) = T 3init en C. Par conséquent T 3 � T 3init.
T

T

T

x

int(1/2)

int(3/2)

Interface 1/2 Interface 2/3Fig. 3.3 � Pro�l de la température au terme de la résolution thermique dans le SD2.Ce schéma se poursuit à chaque incrément de temps et le pro�l de température de SD2 restele même ainsi que celui de SD3. Il peut même apparaître des instabilités numériques amenantla température de SD3 à diminuer. Ce qui ne représente évidemment pas l'évolution réelle del'ensemble. Les instabilités numériques, apparaissent en fait pour des valeurs de h de l'ordre de105 W:m�2:K�1. Des valeurs inférieures permettent d'avoir une résolution correcte du système,c'est-à-dire un réchau�ement progressif de l'interface Tint(3=2) et donc du SD 3. Cependant, l'éta-blissement de la continuité des températures n'y est jamais atteint. La condition de contact quasiparfait n'est donc pas satisfaite: l'algorithme de point �xe est mis en échec.Il s'agit donc de résoudre le problème occasionné par les valeurs élevées de h issues du contactparfait, associées à la faible di�usivité de certains matériaux.3.2.5 Un algorithme de contact parfaitUne première solution envisagée pour permettre de traiter du contact thermique parfait avecThercast3 a été une méthode de relaxation sur h. A savoir, un premier calcul avec une valeur de



3.2 Algorithme de contact thermique parfait 71h relativement faible est opéré. Ceci permet d'obtenir une première solution. De cette solution,on relance le calcul en augmentant progressivement h jusqu'à la valeur souhaitée.Cette méthode avait l'avantage de ne nécessiter que très peu de développements et a donnédes résultats sur des cas simples. Cependant, dès qu'elle a été appliquée à des cas complexes 3D,elle s'est avérée décevante. Cette méthode est coûteuse puisqu'elle nécessite plusieurs résolutionsavant d'obtenir la réponse escomptée. De plus elle fait encore intervenir un coe�cient de transferth. Nous nous sommes donc tournés vers des méthodes bien di�érentes ne mettant pas en jeuun coe�cient de transfert h. En fait, le problème posé relève de la décomposition de domaines àl'intérieur d'un corps aux paramètres thermiques non uniformes. Cette thématique est communeaux méthodes de parallélisation des calculs, pour lesquelles on cherche à décomposer un corps enplusieurs domaines, chaque sous-domaine étant calculé par un processeur d'une machine parallèle.On pourra trouver des exemples de décompositions de domaines dans [85], [16].De manière générale, elles consistent à résoudre un problème sur un maillage, initialementunique, découpé en plusieurs parties. Le principe est donc de respecter aux interfaces la continuitédes champs inconnus. Les interfaces peuvent être coïncidentes ou non [89], [90], [88]. La continuitédes champs inconnus est assurée par l'imposition de conditions aux limites de type Dirichlet(valeur imposée) et/ou Neumann (gradient imposé) sur chacun des domaines.Ainsi le problème originel peut être énoncé comme suit:Trouver X 2 X tel que: R (X) = 0 sur 
 (3.17)X = Ximp sur �D (3.18)@X@n = g sur �N (3.19)où 
 est un domaine donné, (3.18) est une condition aux limites de type Dirichlet et (3.19) estune condition aux limites de type Neumann. X est un espace correctement choisi en fonction desconditions aux limites imposées (Fig. 3.4a).La méthode de décomposition de domaines consiste à diviser 
 en sous-domaines. Cette di-vision peut être une partition (Fig. 3.4b), c'est-à-dire telle que 
 = [Ii=1
i où I est le nombrede parties et 
i \ 
j = ; pour i 6= j et fi; jg 2 [1; I ]2 [88]. Elle peut aussi être un recouvrement(Fig. 3.4c), c'est-à-dire que 
 = [Ii=1
i où I est le nombre de parties d'intersection non videentre elles. Cette dernière méthode est appelée la méthode de Schwarz [28], [91].Le cas de l'ensemble des SD qui nous intéresse, entre dans la première catégorie de dé-composition. En e�et, les SD forment une partition du domaine complet puisqu'il n'y a pasd'interpénétration des maillages des di�érents SD. La suite de ce paragraphe ne traitera doncque des méthodes de résolution appliquées à des partitions de domaines.On se place dans le cas d'une partition à deux domaines pour simpli�er le développement.La généralisation à plusieurs domaines est immédiate.Dans ce cas, 
 = 
1 [ 
2 et 
1 \ 
2 = ;.La méthode consiste à résoudre le problème global (3.17)-(3.19) restreint à chaque domainesous contrainte de continuité de la solution et de son gradient aux interfaces.
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Ω Ω21 Ω(c) RecouvrementFig. 3.4 � a) Représentation d'un domaine et de ses conditions aux limites. b) et c) Exemples dedécompositions de domaines.



3.2 Algorithme de contact thermique parfait 73Ainsi, (3.17)-(3.19) s'écrit:Trouver X1 2 X1 tel que: R (X1) = 0 sur 
1 (3.20)X1 = Ximp sur �D \ @
1 (3.21)@X1@n = g sur �N \ @
1 (3.22)X1 = X2 sur @
1 \ @
2 (3.23)@X1@n12 = @X2@n12 sur @
1 \ @
2 (3.24)Trouver X2 2 X2 tel que: R (X2) = 0 sur 
2 (3.25)X2 = Ximp sur �D \ @
2 (3.26)@X2@n = g sur �N \ @
2 (3.27)X2 = X1 sur @
2 \ @
1 (3.28)@X2@n12 = @X1@n12 sur @
2 \ @
1 (3.29)où n12 = n1 = �n2 par exemple. X1 et X2 sont des espaces correctement choisis en fonction desconditions aux limites imposées.Pour ce faire, les algorithmes itératifs suivants sont mis en place (i désigne le numéro del'itération):Trouver X1 2 X 01 tel que: R �X i+11 � = 0 sur 
1 (3.30)X i+11 = Ximp sur �D \ @
1 (3.31)@X i+11@n = g sur �N \ @
1 (3.32)et X i+11 = (1� !1)X i1 + !1X i2 sur @
1 \ @
2 (3.33)et = ou@X i+11@n12 = (1� �1) @X i1@n12 + �1 @X i2@n12 sur @
1 \ @
2 (3.34)Trouver X2 2 X 02 tel que: R �X i+12 � = 0 sur 
2 (3.35)X i+12 = Ximp sur �D \ @
2 (3.36)@X i+12@n = g sur �N \ @
2 (3.37)



74 Chapitre 3. La thermiqueet X i+12 = (1� !2)X i+11 + !2X i2 sur @
2 \ @
1 (3.38)et = ou@X i+12@n12 = (1� �2)@X i+11@n12 + �2 @X i2@n12 sur @
2 \ @
1 (3.39)où X 01 et X 02 sont des espaces correctement choisis en fonction des conditions aux limites imposées.Les quatre paramètres !1, !2, �1 et �2 ainsi que l'association ou non des di�érentes conditionsaux limites o�rent plusieurs possibilités quant aux algorithmes de résolution.Un problème auquel on applique des conditions aux limites de type Dirichlet sera appelé 'D'.Un problème auquel on applique des conditions aux limites de type Neumann sera appelé 'N'.On peut ainsi construire des algorithmes de type N/N [65], [74], qui consistent, au cours d'uneitération, à résoudre (3.30)-(3.32) avec des conditions aux limites (3.34) puis (3.35)-(3.37) avecdes conditions aux limites (3.39). Les algorithmes de type N/D consistent à résoudre (3.30)-(3.32)avec des conditions aux limites (3.34) puis (3.35)-(3.37) avec des conditions aux limites (3.38).Mais il est aussi possible de construire des algorithmes D/N [16], [41], [28] ou N/D [13] et mêmeN/N D/D ou D/D N/N [43] ou N/D D/N selon que l'on change de stratégie d'une itération àl'autre.Les di�érents auteurs ont développé tous ces algorithmes en vantant leurs mérites. Les algo-rithmes de type N/N ou N/D (D/N) sont cependant les plus souvent rencontrés.Associées à tous ces di�érents problèmes, il existe des méthodes de résolution. Une des plusconnues est la méthode du complément de Schur [88], [90], [33] qui consiste à se ramener à unproblème à l'interface des domaines. On peut aussi citer la méthode du lagrangien [89] ou laméthode d'Uzawa [74], [85].Parmi toutes ces méthodes, il restait à trouver celle qui correspondait le plus à Thercast3.Nous en avons essayé plusieurs, notamment des algorithmes N/D, D/N , D/D N/N et N/ND/D. Mais il s'est avéré que les algorithmes de type N/N donnaient les meilleurs résultats.En fait, toutes ces méthodes sont utilisées principalement dans la littérature pour des calculsstationnaires, c'est-à-dire que le test d'arrêt des itérations estkT i+11 � T i+12 k � � sur @
1 \ @
2Or, Thercast3 est utilisé pour des cas non stationnaires; il a donc fallu adapter ces algorithmesau cas non stationnaire. Les méthodes N/N nous ont semblé les plus adaptables à cette con�gu-ration. La conservation de l'énergie, problème sur lequel nous avons particulièrement porté notreattention, était en e�et le plus facilement respectée. D'autre part, pour des raisons de rapiditéde mise en oeuvre, il était préférable de conserver la méthode de point �xe. Nous avons doncchangé le critère d'arrêt.L'algorithme qui a été mis en place dans notre cas, c'est-à-dire la résolution de l'équation dela chaleur, est donc le suivant:Pour chaque incrément [tn; tn+1],



3.2 Algorithme de contact thermique parfait 75trouver Tn+1 sur 
1 [ 
2 véri�ant pour chaque itération:Trouver T1 2 T 01 tel que:�1c1dT i+11dt = r: hk1rT i+11 i+ _Q1 sur 
1 (3.40)T i+11 = Timp sur �D \ @
1 (3.41)k1rT i+11 :n = g sur �N \ @
1 (3.42)k1rT i+11 :n12 = (1� �1)k1rT i1:n12 + �1k2rT i2:n12 sur @
1 \ @
2 (3.43)Trouver T2 2 T 02 tel que:�2c2dT i+12dt = r: hk2rT i+12 i+ _Q2 sur 
2 (3.44)T i+12 = Timp sur �D \ @
2 (3.45)k2rT i+12 :n = g sur �N \ @
2 (3.46)k2rT i+12 :n12 = (1� �2)k1rT i+11 :n12 + �2k2rT i2:n12 sur @
2 \ @
1 (3.47)où pour des raisons de clarté, l'indice incrémental n + 1 est volontairement omis- dans chacundes deux domaines.L'indice i+1 de rT i+11 :n12 dans le second membre de (3.47) signi�e que la prise en comptede �ux pour l'imposition de la condition de Neumann est faite selon un algorithme de typeGauss-Seidel. Nous avons en e�et conservé cette caractéristique de l'algorithme originel pour desraisons d'homogénéité et de performances. Il a été con�rmé que l'actualisation des conditions deNeumann selon une telle méthode permettait d'accéder plus rapidement à l'équilibre incrémentalque selon une méthode de Jacobi.Nous avons fait plusieurs tests sur des con�gurations de maillages di�érentes, à savoir desmaillages coïncidents ou non, maillages structurés ou non, etc. �1 = �2 = 0:5 nous a semblé êtrele choix le mieux adapté à toutes ces con�gurations. Le critère d'arrêt choisi étant:kT i+11 � T i+12 k � � sur 
1 [ 
2où � est une majoration donnée par l'utilisateur.On peut déjà remarquer que dans ce genre de con�guration, le coe�cient de transfert h n'in-tervient plus.D'un point de vue discret, les gradients thermiques surfaciques de (3.43) et (3.47) sont calculésaux points de Gauss des triangles des surfaces des SD en contact. Ainsi, rT1:n12 est obtenu surune face f1 de l'interface @
2 \ @
1 en un point de Gauss g1 via la procédure suivante illustréeFig. 3.5):� Détermination de l'élément volumique e1 auquel appartient la face contenant le point deGauss g1.� Calcul du 4e sommet n'appartenant pas à la face f1.� Cacul de la distance c1 entre ce 4e sommet et la face f1.
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2Fig. 3.5 � Représentation du calcul de (3.48) et (3.49).� Calcul des températures T1@
1\@
2 du point de Gauss g1 et T2 du 4eme sommet (par inter-polation des températures des trois sommets de f1 pour la première, directement pour laseconde).Ainsi, on a rT1:n12 = T1@
1\@
2 � T2c1 (3.48)rT2:n12 est obtenu par une procédure quasi analogue. Le projeté du point de Gauss g1 surla face f2 du SD en vis-à-vis est déterminé. Les opérations précédentes sont alors reéxécutées surl'élément e2 du SD en vis-à-vis contenant ce projeté. La température T2@
1\@
2 du projeté de g1est obtenue par interpolation des températures des trois sommet de f2. La température T4 du4e sommet de e2 est obtenue directement. c2 la distance entre ce 4eme sommet et f2 ayant étédéterminée, on a accès à rT2:n12 en posant:rT2:n12 = T4 � T2@
1\@
2c2 (3.49)Il faut remarquer que comme les maillages ne sont pas coïncidents, les points de Gauss de f1n'ont pas forcément tous leur projeté sur la même face f2. De même, une face f1 peut être envis-à-vis de faces n'appartenant pas au même SD. Cette situation est régie par (3.43) et (3.47)comme le montre la �gure 3.6.Toutes ces procédures ont donc été implantées dans Thercast3.Après les premiers essais, nous avons trouvé opportun de modi�er (3.43) et (3.47), d'une part,pour lancer l'algorithme. En e�et, dans le cas où les corps voisins ont chacun une températureinitiale uniforme, celui-ci ne démarre pas. D'autre part, il nous a semblé opportun d'accélérer laconvergence du point �xe. Nous avons ainsi ajouté à (3.43) le terme suivant:k1 + k2c1 + c2 �T i2@
1\@
2 � T i1@
1\@
2�et à (3.47) le terme analogue:k1 + k2c1 + c2 �T i+11@
2\@
1 � T i2@
2\@
1�
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Points de Gauss (b)Fig. 3.6 � (a): Calcul de (3.43), (b): Calcul de (3.47) dans la situation où les projections despoints de Gauss d'une face ne se trouvent pas sur le même élément.Ce terme supplémentairecorrespond à un �ux additionnel qui est le rapport de la di�érence detempérature à l'interface à la taille moyenne de la discrétisation spatiale locale. Il présente l'avan-tage de permettre d'accéder plus rapidement au contact parfait, puisque son rôle est de forcerl'établissement de la continuité des température d'interface. Ainsi, il tend à disparaître quand lecontact parfait est établi (à convergence) et n'a donc pas d'in�uence néfaste sur les �ux transférés.Finalement, à convergence, l'algorithme assure bien, d'une part la continuité des températuresà l'interface, et d'autre part, l'égalité des �ux thermiques de part et d'autre, ce qui correspondau contact parfait. Une représentation simpli�ée de l'évolution de la température de 2 SD encontact aux pro�ls de température schématisés par la �gure 3.7, est proposée par la �gure 3.8.
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Fig. 3.7 � Représentation 1D de l'état initial de 2 SD en contact.
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78 Chapitre 3. La thermiqueIl faut préciser que la possibilité d'une résistance de contact a bien sûr été conservée dans lelogiciel. Il est même possible de commencer un calcul en condition de contact thermique parfaitet de le poursuivre au gré de l'apparition de lames d'air avec une résistance dépendante de cettelame d'air.3.2.6 Tests de validation3.2.6.1 Le problème du murEn guise de première validation, nous avons testé l'algorithme sur un cas que l'on peut trou-ver dans la littérature sous l'intitulé 'problème du mur'. Le test est une succession de couchesplanes parallèles d'épaisseurs di�érentes et de caractéristiques thermiques di�érentes en contactparfait les unes avec les autres (cf. Fig 3.9). La température des deux plans externes est imposée.La température ne dépendant que de la variable d'axe transversale x, le cas est assimilable à unproblème monodimensionnel.
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1l 2l 3Fig. 3.9 � Le problème du mur.Il est possible d'établir des solutions analytiques pour ce test.En situation stationnaire, l'équation de la chaleur devient, avec des paramêtres indépendantsde la température: �T = 0:Ce qui signi�e que la température est une fonction linéaire de x, dans chacun des sous-domaines.Le �ux qui traverse les sous-domaines est le même pour tous, donc donné par:� = kirTi = kiTi�1=i � Ti=i+1li où i 2 [1; n] (3.50)où n est le nombre de corps, Ti=i+1 est soit une température imposée, soit une températured'interface. Les relations (3.50) permettent d'écrire un système tridiagonal symétrique de n� 1



3.2 Algorithme de contact thermique parfait 79équations linéaires, dont les n� 1 inconnues dont les températures d'interface.Pour simuler ce test, nous nous plaçons dans la situation où le mur est constitué de troiscouches planes de même épaisseur. Ce qui se représente par trois cubes dont les faces de nor-males orthogonales à x sont de symétrie, donc thermiquement adiabatiques (cf. Fig. 3.10). Lestempératures des faces libres des cubes externes sont �xées et constantes. Nous choisissons de tes-ter l'algorithme sur l'obtention des températures d'interface entre les corps à l'état stationnaire.Les variables du test sont les caractéristiques thermiques des di�érents corps.
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Fig. 3.10 � Con�guration utilisée pour simuler le problème du mur.Ainsi, (3.50) devient: � = k1T1 � T1=2l (3.51)� = k2T1=2 � T2=3l (3.52)� = k3T2=3 � T2l (3.53)(3.51), (3.52) et (3.53) permettent d'écrire:�lk1k2 + k2k3 + k1k3k1k2k3 = T1 � T2 (3.54)d'où T1=2 = T1 � kk1 (T1 � T2) (3.55)et T2=3 = T2 + kk3 (T1 � T2) (3.56)où k = k1k2k3k1k2 + k2k3 + k1k3 .Nous avons posé T1 = 1 et T2 = 0. La température initiale des SD est 0.



80 Chapitre 3. La thermiqueLe tableau 3.2 montre les résultats obtenus par notre algorithme comparés aux résultats cal-culés à l'aide de (3.55) et (3.56) en fonction des di�érentes caractéristiques des corps.k1 400 500 500 500k2 400 300 10 10k3 400 100 500 10T1=2 obtenu avec (3.55) 0:667 0:870 0:980 0:99notre T1=2 0:667 0:870 0:981 0:99T2=3 obtenu (3.56) 0:333 0:652 0:019 0:495notre T2=3 0:333 0:652 0:020 0:495Tab. 3.2 � Comparaison des températures d'interfaces obtenues par simulation et avec (3.55) et(3.56)Ces résultats montrent que l'algorithme est capable d'atteindre l'état stationnaire entre corpsde caractéristiques thermiques très di�érentes. Ce test, bien que simple, permet de véri�er qu'iln'y a pas de perte d'énergie et que les transferts de �ux se font correctement.3.2.6.2 Test de décomposition de domaine en condition instationnaireA�n de valider le contact parfait, nous nous plaçons dans la con�guration d'une décompositionde domaines. Ainsi, un corps de paramètres thermiques homogènes et décomposé en trois partiesest considéré. Sa température initiale est nulle et nous lui appliquons des conditions aux limitesexprimées en température imposée aux extrémités (T1 = 0 et T2 = 1, cf. Fig 3.11).Nous avons comparé l'évolution temporelle de la température en chacun des points centrauxdes trois sous-domaines, au cours de l'établissement de l'état stationnaire.
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1er Point 2eme Point 3eme Point

2P1Fig. 3.11 � Position des points où les températures sont comparées.Nous avons utilisé, pour chacune des parties, des maillages de �nesse très di�érente dans lebut de déterminer l'in�uence que ceux-ci ont sur le calcul. Ces maillages sont présentés sur la�gure Fig. 3.12.L'ensemble des courbes de la �gure Fig. 3.13 montre l'évolution de la température de cesdi�érents points en fonction de la �nesse des maillages des corps 1, 2 et 3.On remarque que l'évolution temporelle du pro�l de températue est quasiment la même pourles trois points considérés, les trois températures atteintes étant respectivement 16 , 12 et 56 . Cecisigni�e que d'une part, notre algorithme est quasi indépendant du maillage et d'autre part, ilreproduit de manière très correcte la condition de contact parfait en regime transitoire.
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(a) (b)Fig. 3.12 � Représentation des maillages utilisés pour les calculs.
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82 Chapitre 3. La thermique3.2.7 ConclusionEn conclusion de cette partie consacrée au contact thermique parfait, nous rappelons que nousavons montré pourquoi l'algorithme originel de résolution thermique de Thercast3 ne donnait passatisfaction sur le cas de refroidissement de pièces en acier dans des moules en sable en conditionde contact quasi parfait.En conséquence, nous avons développé un algorithme di�érent permettant de résoudre ceproblème toujours sur la base d'un alogorithme de point �xe. L'algorithme proposé, basé sur lesméthodes de décomposition de domaines, semble donner des résultats très satisfaisants sur descas tests. Nous verrons des exemples d'application sur des cas complexes à la section 3.5.3.3 Thermique asynchrone3.3.1 PrésentationDans le cas du refroidissement en condition de contact parfait, tel que présenté au paragrapheprécédent, les di�érents corps en contact, sont soumis à de forts gradients thermiques. En e�et,dans le cas de grosses pièces comme celles de CLI, les moules en sable ne peuvent pas être pré-chau�és au delà de 40oC sans surcoût important. La pièce en acier est coulée à une températurede l'ordre de 1595oC. Le gradient thermique à l'interface est donc très important. La di�usivitéde l'acier est relativement élevée et celle du sable très faible. Par conséquent, les gradients ther-miques restent très importants très longtemps au cours du refroidissement d'une telle pièce.Il est bien connu que les méthodes d'éléments �nis peuvent absorber d'importants gradientsthermiques par l'utilisation de maillages très �ns aux interfaces. La réalisation de tels maillagesne pose pas de problème dans le cas de petites pièces simples. En revanche, une pièce de fonderieindustrielle est généralement tridimensionnelle, massive et/ou très complexe, associant parties�nes ou élancées avec parties épaisses droites, bombés ou angles.Par conséquent, la réalisation de maillages de telles pièces, optimisés pour le calcul thermique,dans des conditions aussi sévères que le refroidissement d'un acier dans du sable, nécessite uneadaptivité toute particulière. En e�et, les chocs thermiques peuvent être pris en compte parla présence de mailles �nes en surface. Cependant, la capacité des mailleurs tridimensionnelsactuels ne permettent de réaliser de tels maillages qu'à gros renforts de noeuds et d'éléments nonseulement en surface mais aussi dans le volume du maillage.Or, il faut se rappeler que les maillages servent pour les calculs thermiques et les calculsmécaniques. Et comme présenté précédemment, les temps machines des calculs mécaniques sontautrement plus importants que les temps machines des calculs thermiques (cf. chapitre 2, lacomparaison de la taille des matrices de raideur thermique et mécanique). Ainsi l'utilisation demaillages adaptés au calcul thermique seraient au détriment du temps de calcul total, du fait descalculs mécaniques.Des méthodes de maillages adaptatifs permettraient de réaliser de tels maillages, qui ne soientpas trop gourmands en temps de calcul pour la mécanique. C'est à dire des maillages anisotropesdont les éléments volumiques internes sont bien plus grands que les éléments surfaciques. Mais



3.3 Thermique asynchrone 83on sait ce que représentent les travaux actuels sur les maillages adaptatifs 3D.En outre, les fondeurs et utilisateurs de Thercast3 ne sont pas encore formés à ce genre deréalisations.A l'heure actuelle, les maillages utilisés pour les calculs thermo-mécaniques sont donc réalisésde manière à ne pas trop pénaliser les temps de calcul mécanique, ce qui peut entrainer une nonadaptivité au calcul thermique dans certaines conditions.A�n d'éviter les oscillations thermiques que des maillages non adaptés pourraient occasionner,nous avons implanté dans Thercast3, une desynchronisation entre les pas de temps des incrémentset les pas de temps réels de calcul. Il s'agit plus précisément de calculer l'évolution de la tem-pérature sur un pas de temps de durée �ctive, puis d'en déduire l'évolution sur le pas de tempsréel. Cette technique, appelée thermique asynchrone, fait l'objet de ce paragraphe.3.3.2 La relation de profondeur de pénétrationMénaï [71], au cours de son travail, a déjà étudié l'e�et du maillage éléments �nis sur lesrésolutions numériques thermiques et notamment sur les calculs de propagation de fronts dechaleur, à l'intérieur de massifs. Il s'est basé sur les travaux de Tronel [94]. Il détaille comment lepas de temps dépend de la taille de maille en surface selon la loi de profondeur de pénétration:�x � s k�c�t (3.57)où k�c = a est la di�usivité thermique du matériau.(3.57) indique que, pour une taille de maille donnée, plus le corps est di�usif, plus le pasde temps d'un incrément peut être petit. Réciproquement, pour un pas de temps donné, plus lecorps est di�usif, plus la taille de maille peut être grande.A partir de là, Ménaï [71] préconise donc de ra�ner les maillages au voisinage des interfacessubissant des chocs thermiques, a�n de satisfaire la relation (3.57).En plus de cette relation de profondeur, Ménaï a aussi étudié l'e�et de la condensation. C'estune technique fréquemment rencontrée dans les études de la dynamique des structures, qui,dans le contexte de la thermique, consiste à diagonaliser la matrice de capacité C (3.9). Celle-cis'exprime alors comme: Cij = Z
e �cNi�ijdV (3.58)La condensation joue le rôle d'un lisseur, capable d'atténuer les éventuelles oscillations queprésente la courbe de température obtenue sur un maillage non adapté.Ménaï [71] a alors trouvé que l'utilisation de la condensation, avec les éléments tétraédriques,permettait d'obtenir des résultats satisfaisants quant à l'absorption des chocs thermiques sanspour cela satisfaire entièrement (3.57). Il a en e�et montré que sur un maillage dont la taille de



84 Chapitre 3. La thermiquemaille satisfait �x � 2s k�c�t (3.59)le choc thermique peut être correctement géré.Ses conclusions, quant à l'application à des maillages tétraédriques non structurés, sont que,selon la di�usivité du matériau étudié (de type aluminium, acier ou sable) et la taille globale despièces, l'utilisation cumulée du ra�nement partiel de maillage satisfaisant (3.59) et de la conden-sation s'avère e�cace. Les oscillations générées par les chocs thermiques sont ainsi limitées sansdégradation notable de la précision des calculs.Cette proposition est e�ectivement applicable dans le cadre de calculs thermiques. Cependant,son application directe à des calculs thermo-mécaniques couplés est discutable. En e�et, le calculmécanique peut ne pas accepter les pas de temps donnés par (3.59) d'un point de vue convergenceet un ra�nement de maillage satisfaisant (3.59) peut ne pas être acceptable d'un point de vuetemps de calcul dans le cas où les deux résolutions -thermique et mécanique- sont e�ectuées surle même maillage.Une alternative pourrait consister en l'utilisation de maillages di�érents, de pas spatial dis-tinct, pour les calculs de thermique et de mécanique. Dans le cadre de ce travail, nous avonspréféré agir sur le pas de temps en fonction de (3.57), selon la méthode exposée au paragraphesuivant.3.3.3 DésynchronisationLe maillage étant unique, et les calculs sans remaillage, nous avons implanté le calcul du pasde temps minimal accepté par le maillage selon (3.57), pour absorber les chocs thermiques. Cepas de temps minimal �t est donné par la formule:�tasyn = maxe (�ck �x2e) (3.60)où �xe est une dimension caractéristique des tétraèdres situés dans les zones a�ectées par leschocs thermiques.Ainsi, c'est avec le pas de temps optimal �tasyn véri�ant (3.60), qu'est e�ectuée la résolutionthermique. Les chocs thermiques sont alors absorbés par le maillage même si celui-ci n'est pasadapté au départ. Une interpolation linéaire au pas de temps réel de l'incrément est ensuitee�ectuée pour obtenir les températures souhaitées de l'incrément.Ainsi, Tn+1asyn est calculée au temps optimal via (3.16-3.13).Tn+1 est alors déduite de Tn+1asyn parTn+1 = Tn + (Tn+1asyn � Tn) �t�tasyn (3.61)En introduisant l'expression de Tn+1asyn en fonction de Tn+1 donnée par (3.61) dans l'expres-



3.3 Thermique asynchrone 85sion de la dérivée temporelle du schéma à deux pas (3.15), on a dans ce cas:dT �dt jasync = (1� 
2)Tn � Tn�1�tn�1 + 
2Tn+1asyn � Tn�tasyn =(1� 
2)Tn � Tn�1�tn�1 + 
2Tn+1 � Tn�t = dT �dt (3.62)La résolution de la thermique au pas de temps optimal est donc consistante avec une résolutionau pas de temps réel.Le calcul mécanique peut alors se dérouler en utilisant ces températures avec le pas de tempsréel �t.La relation (3.60) est une relation monodimensionnelle. En trois dimensions, �xe n'est pasfacilement accessible puisque les éléments sont des tétraèdres.Intuitivement, on choisit de calculer �xe dans le sens du gradient thermique.Pour les éléments proches de l'équilatéralité, �xe peut être le diamètre de la sphère contenantl'élément tétraèdre (Fig. 3.14a). Dans le cas contraire, cela peut être la longueur de la plus grandearête dans le sens du �ux thermique (Fig. 3.14b) ou bien la hauteur du tétraèdre de base laface externe (Fig. 3.14c). On voit que ces di�érents moyens de calculer �xe ne donnent pas lamême distance. De plus, il est di�cile de retrouver la même notion de distance que dans un casmonodimensionnel.On comprend que cette recherche devient alors coûteuse dans le cas de maillages de tailleimportante. Pour ne pas la réaliser au détriment du temps de calcul, nous avons agi autrement.
x∆ (a) -k    T

x∆(b) x

-k    T

∆

Normale externe à la face(c)Fig. 3.14 � Représentation 2D de di�érents moyens de calculer �x.Les maillages actuels sont quasi isotropes. Par conséquent la taille de maille ne di�ère pasénormément d'un élément à l'autre. Par suite, la taille moyenne d'un élément représente donc demanière correcte la taille des éléments frontières où le choc thermique est situé.La taille moyenne que nous avons choisie est obtenue par:�xmoyen = 3sV olmailNbeltoù V olmail est le volume du maillage et Nbelt le nombre d'éléments le composant.C'est donc cette taille moyenne, facilement accessible, qui est utilisée pour le calcul du pasde temps �tasyn par (3.60).



86 Chapitre 3. La thermiqueIl est évident que lorsque les maillages pourront être adaptés aux calculs thermomécaniques,la taille moyenne des éléments ne sera plus représentative de la taille des éléments frontières. Larecherche du maximum de (3.60) sur les tétraèdres frontières sera alors inévitable.3.3.3.1 Test de validationA�n d'asseoir notre choix de l'utilisation de la désynchronisation du pas de temps de résolutionthermique, nous avons comparé les champs de température obtenus sur une barre semi-in�nie,par les di�érentes méthodes.La cas est assimilable à un test monodimensionnel. Il représente l'évolution de la températured'une barre semi-in�nie en acier dont la température initiale est de 800oC et la température del'extrémité est imposée à 25oC.La barre étant considérée semi-in�nie, dans le cas linéaire, une solution analytique de l'évo-lution de la température en un point existe et est donnée par la fonction [1]:T (x; t) = Ts + (T0 � Ts)erf( x2pDt)où erf(x) = 2p� Z x0 e�u2du. T (x; t � 0) = T0, T (1; t) � T0 et T (0; t � 0) = Ts.Les calculs ont été e�ectués avec di�érents maillages. Un maillage structuré et �n (maillage1), véri�ant la loi de pénétration (3.57) en son extrémité, donc adapté à l'absorption du chocthermique, a servi de référence. Un maillage structuré (maillage 2) ne véri�ant pas (3.57) et unmaillage non structuré (maillage 3) ont été utilisés en condition de thermique asynchrone ou decondensation (Fig 3.15).Nous avons observé l'évolution de la température de 2 points de la barre. Un premier pointsitué à 10mm de l'extrémité et un second situé à 20mm.La �gure Fig. 3.16 montre la comparaison de l'évolution de la température des deux pointsobtenue sur le maillage 1 par rapport à la solution analytique dans un cas linéaire. Ceci nous per-met de véri�er que la résolution thermique du code se comporte parfaitement dans des conditionsidéales de fonctionnement. De plus, nous prendrons comme référence dans le cas non linéaire, lescourbes obtenues sur le maillage 1.La �gure 3.17a présente la comparaison de l'évolution de la température des deux pointsobtenue sur le maillage 2, avec l'utilisation de la condensation et de l'asynchrone par rapport àla solution de référence (obtenue sur le maillage 1) dans un cas non linéaire. On peut remarquerque les courbes obtenues par les deux méthodes sont très proches, les courbes de l'asynchroneétant très légèrement plus proches des courbes de référence. Cependant aucune ne parvient àcapter le changement de courbure observé en tout début de refroidissement. Elles rejoignent lescourbes de référence néanmoins rapidement.La �gure 3.17b, montre les résultats obtenus sur le maillage 3. Dans ce cas, les deux méthodesne captent toujours pas le changement de courbure, mais les courbes de la condensation sont net-tement moins bonnes que les courbes de l'asynchrone. On peut même observer un réchau�ementnon physique pour le deuxième point sur la courbe de la condensation.
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(a) maillage 1

(b) maillage 2 (c) maillage 3Fig. 3.15 � Représentation des maillages utilisés pour le test de la barre semi-in�nie. La tem-pérature est imposée sur la face gauche des maillages. D'où le ra�nement important sur la facegauche du maillage 1 pour satisfaire (3.57).
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(a) sur maillage 2
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(b) sur maillage 3Fig. 3.17 � Comparaison de l'évolution de la température des deux points entre la solution deréférence et le calcul dans le cas non linéaire.
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Fig. 3.18 � Comparaison de l'évolution de la température des deux points obtenue en asynchronesur les maillages 2 et 3 dans le cas non linéaire.



3.3 Thermique asynchrone 89Il faut noter que la méthode asynchrone donne des résultats quasi identiques sur les maillages2 et 3 comme le montre la �gure 3.18. Il semble donc qu'elle soit peu sensible au maillage.3.3.3.2 ConclusionLes méthodes de condensation et de désynchronisation des pas de temps sont utilisées pourfaire face aux forts gradients thermiques que subissent les interfaces en fonderie. Il semble ce-pendant que la deuxième méthode citée soit plus générale et plus robuste que la première. Elledonne notamment de meilleurs résultats sur des maillages non structurés et non adaptés à l'ab-sorption des chocs thermiques. Cette con�guration étant la plus fréquente, il semble raisonnabled'utiliser dans notre cas la méthode de désynchronisation des pas de temps pour gérer les chocsthermiques.3.3.4 Le transfert des �uxUne conséquence de l'utilisation de la thermique asynchrone dans Thercast3 a été une gestionparticulière des �ux transférés d'un SD à un autre en condition de contact parfait. En e�et, larésolution se faisant toujours par point �xe, si on ne tient pas compte des importants �ux mis enjeu alors, une non-convergence de l'algorithme peut en découler. Et ceci pour la raison suivante:A chaque pas de temps, l'établissement de l'équilibre entre les SD est obtenu par échanges de�ux successifs au cours du déroulement de l'algorithme de point �xe. En première approximation,on peut dire que si un �ux est extrait d'un SD, il est supposé l'être pendant la durée de l'incrément(en négligeant l'in�uence de la discrétisation temporelle). En situation de thermique asynchrone,il en va de même. Or la di�usivité de certains matériaux, comme le sable, est telle que suivant lemaillage du corps considéré, le pas de temps �tasym calculé par (3.60) est bien supérieur au pasde temps réel �t de l'incrément. Comme le calcul se fait avec le pas de temps asynchrone, celasigni�e que le �ux est extrait du SD pendant toute la durée �tasym. Ceci signi�e que si l'énergieinitiale du SD n'est pas su�sante pour absorber cette extraction de chaleur, la température duSD résultante de ce calcul ne sera pas physique au temps t+�tasym . Réciproquement, dans le casd'un �ux positif très important, la température issue du calcul sera beaucoup trop importante.Pour le point �xe, ces températures sont assez dramatiques, puisqu'elles produisent des os-cillations de type résonances qui �nalement amènent à la divergence de l'algorithme comme lemontre la �gure 3.19.
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90 Chapitre 3. La thermiquePour éviter cette dégénérescence éventuelle, nous avons instauré une gestion des �ux en nousappuyant sur les constatations suivantes:A l'interface de deux SD en contact, l'énergie transférée de l'un à l'autre pendant un temps�t, vue d'un des deux matériaux, peut s'écrire en première approximation comme suit:�c�Tint�V ' �Sint�t (3.63)où �Tint est la di�érence de température engendrée par le �ux � dans un volume élémentaire�V du matériau considéré, concerné par la variation d'énergie. Sint est la surface d'échange.De (3.63), on déduit une estimation du �ux échangé:� ' �Tintsk�c�t (3.64)où l'on a posé �V ' Sintpa�t d'après (3.57).Soit �T ti=j, la di�érence de température de surface entre les deux SD à l'instant t. On a�Tint � �T ti=jOn peut remarquer de plus qu'une inversion des pro�ls de température (le corps le plus chauddevient le plus froid et réciproquement) est physiquement impossible à l'interface des deux SD.On en déduit par conséquent que: � � �T ti=jsk�c�t = �max (3.65)représente le �ux maximum échangeable entre les deux SD au cours de l'incrément de temps �t.Au cours des itérations du point �xe, les valeurs brutes des �ux peuvent donc être systèma-tiquement bornées par la valeur �max ainsi calculée.Nous avons appliqué cette méthode en la modi�ant quelque peu pour l'adapter à une situationlocale.Les �ux sont calculés au points de Gauss des triangles de la surface des SD en contact. Un �uxmoyen sur toutes les interfaces d'un SD ne serait pas adapté à notre algorithme. En e�et, Dans lecas de SD massif, les échanges de chaleur ne se font pas de manière uniforme sur l'ensemble de lafrontière. Ainsi, une interface de fort gradient thermique serait trop contrainte par le �ux moyen.La condition de contact parfait ne serait plus respectée. D'un autre côté, une interface à faiblegradient thermique pourrait ne pas être su�samment bornée. Des températures non physiquesseraient alors possibles. On voit donc que c'est avec un caractère local que cette notion de �uxmaximal doit être considérée. Par conséquent, un calcul de �ux maximal local est e�ectué enchaque point de Gauss en tenant compte de la di�usivité respective des matériaux en contactainsi que des écarts de température locaux.De plus, le calcul des �ux maximum locaux doit se faire en utilisant le pas de temps réel del'incrément. Les établir avec le pas de temps asynchrone est une erreur dont pourrait résultersoit le non respect de la condition de contact parfait comme montré sur la �gure Fig. 3.20, soitdes températures non physiques comme montré sur la �gure Fig. 3.21.
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Fig. 3.20 � Représentation 1D du non respect de la condition de contact parfait résultant du choixde l'écart de températures d'interface au temps asynchrone pour le calcul du �ux maximum.
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Fig. 3.21 � Représentation 1D de l'obtention de températures non physiques résultant du choixde l'écart de températures d'interface au temps asynchrone pour le calcul du �ux maximum.Au moyen de cette procédure, tout en évitant des explosions de température dues aux éven-tuels importants pas de temps de la désynchronisation, la condition de contact parfait est res-pectée.3.3.5 ConclusionNous avons vu dans ce paragraphe comment par l'utilisation de la formule de profondeur depénétration, nous avons pallié le problème des chocs thermiques mal absorbés par des maillagesnon adaptés. L'utilisation de cette formule permet d'éviter le ra�nement des maillages si néfastepour les temps de calcul résultant de la résolution mécanique. Nous avons également vu commentnous avons appréhendé les conséquences que l'utilisation de cette formule avaient sur les transfertsde �ux entre SD en contact. Le recours à des �ux maximum locaux permet de mener à bien larésolution thermique en condition de contact parfait en évitant les divergences de l'algorithme.Des exemples d'application à des pièces de complexité industrielle sont donnés à la section 3.53.4 Une gestion automatique du pas de temps3.4.1 IntroductionIl apparait que l'origine de la quasi totalité des phénomènes mécaniques qui entrent en jeu lorsdu refroidissement d'une pièce de fonderie résultent des phénomènes thermiques. Phénomènesque sont la di�usions des forts gradients thermiques entre la pièce et les moules, le passage du



92 Chapitre 3. La thermiqueliquidus, de l'eutectique, du solidus. Puis, viennent les changements de phases de l'état solide.C'est pour cela, en particulier qu'un incrément de Thercast3 commence par le calcul ther-mique avant d'e�ectuer le calcul mécanique.Or, certaines pièces de fonderie sont si conséquentes que leur temps de solidi�cation totaleatteint parfois plusieurs heures, voir plusieurs jours. Traduit en termes de temps de calcul, lasimulation thermomécanique du refroidissement de telles pièces, par Thercast3 pouvaient alorsdevenir prohibitive.Diminuer ces temps de calcul faisait partie des objectifs du présent travail.La solution la plus e�cace à l'heure actuelle, pour minimiser ces temps de calcul, est l'utili-sation du parallèlisme. Néanmoins, d'autres solutions moins radicales sont à notre disposition.A�n de diminuer notablement les temps de calcul sur ce genre de pièces, nous nous sommesintéressés à l'implantation dans Thercast3 d'un algorithme d'optimisation du pas de temps.L'objet de ce paragraphe est de présenter cet algorithme de gestion du pas de temps robuste,qui devra permettre de simuler, avec Thercast3, le refroidissement de ces mêmes pièces, en untemps considérablement moins important. Ceci en obtenant les mêmes résultats.Cette dernière remarque entraîne que l'algorithme de gestion du pas de temps devra êtrecapable de traiter les nombreux phénomènes thermiques qui interviennent au cours du refroidis-sement.Ainsi, c'est pour cela que l'agorithme de gestion du pas de temps est basé sur la résolutionthermique et les variations incrémentales de températures.3.4.2 Présentation théoriqueL'algorithme est basé sur le principe d'estimateur d'erreur a posteriori appliqué à des pro-blèmes paraboliques non linéaires, dont l'équation de la chaleur fait partie. Eriksson et Johnson[32] le présentent sous la forme:Trouver u = u(t; x) tel que: @u@t �r:(a(u)ru) = f sur 
, t > 0,u = 0 sur �, t > 0,u(0; �) = u0 sur 
, (3.66)où 
 est un domaine borné de IRd de frontière � régulière, f et u0 des fonctions données,a : IR �! IR+ une fonction donnée satisfaisant:c0 � a(r) � C, ja0(r)j � C 8r 2 IR, (3.67)où c0 et C sont des constantes positives et ru = (@u=@x1,� � �,@u=@xd).Le problème (3.66) peut s'écrire sous la forme équivalente faible suivante:Trouver u : IR �! H10 (
) tel que:( _u(t); v) + (a(u(t))ru(t);rv) = (f(t); v) 8v 2 H10(
), t > 0,u(0) = u0 (3.68)



3.4 Une gestion automatique du pas de temps 93où H10(
) est l'espace de Sobolev usuel et _u = @u=@t.Pour discrétiser le problème (3.68) en temps, on considère la méthode de Galerkin dé�niecomme suit:Soit 0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � � < tN une partition de IR+ en intervalles In =]tn�1; tn].On dé�nit un ensemble de polynômes continus par morceaux de degré au plus q à valeurs dansH10 (
) par W = fv : vjIn = qXi=0 ai;nti; ai;n 2 H10 (
); i= 0; � � � ; q; n = 1; � � � ; Ngoù q;N 2 IN+.On peut remarquer que les fonctions de W peuvent être discontinues en t aux points tn. Onprendra donc des fonctions v de W continues à gauche en tn et on écritvn = v(tn) = limt!t�n v(t)et v+n = limt!t+n v(t):Avec les notations ci-dessus, la méthode de Galerkin discontinue appliquée au problème (3.68)donne : Trouver U 2 W tel queZInf( _U; v) + (a(U)rU;rv)gdt + (U+n�1; v+n�1)= (Un�1; v+n�1) + ZIn(f; v)dt 8v 2W , n = 1; � � � ; NU0 = u0 (3.69)En ce qui nous concerne, nous nous intéressons au cas où q = 0. Dans ces conditions, leproblème (3.69) s'écrit :(Un � Un�1; v) + �tn(a(Un)rUn;rv)= ZIn(f; v)dt 8v 2 H10(
), n = 1; � � � ; NU0 = u0 (3.70)où �tn = tn � tn�1 est la longueur de l'intervalle In. On reconnaît dans le problème (3.70) unschéma d'Euler implicite, dont le membre de droite est remplacé par une moyenne sur In.A�n de dériver les estimateurs d'erreur en un temps donné tN , on suppose que la solutionexacte u a un certain degré de régularité sur [0; tN ]. On supposera, de plus, que la partition a lapropriété suivante: �tn�1 � ��tn pour 1 < n � N: (3.71)Moyennant quelques démonstrations supplémentaires d'appartenance des di�érentes variablesaux espaces adéquats (notées 'Prop', voir [32]), on est à même de traiter les transitions de phases.Ici k � k = k � k2.Ainsi, on peut exprimer l'estimateur d'erreur comme suit:



94 Chapitre 3. La thermiqueSoit u la solution de (3.68) et U 2 W celle de (3.69) et supposons 'Prop' satisfait. Erikssonet Johnson démontrent alors qu'il existe une constante C dépendant uniquement des bornes dea et de a0, de 'Prop' et de �, telle quemaxt�tN ku(t)� U(t)k � C �ln tN�tN + 1� 12 infv2W maxt�tN ku(t)� v(t)k: (3.72)(3.72) donne un estimateur d'erreur. De là, on déduit le résultat suivant qui sera la base del'algorithme de contrôle du pas de temps.Sous les hypothèses ci-dessus, on a (avec la même constante C)maxt�tN ku(t)� U(t)k � C �ln tN�tN + 1� 12 maxn�N (�tnmaxt2In k _u(t)k): (3.73)3.4.3 Contrôle automatique du pas de tempsNous pouvons maintenant mettre en place un algorithme de contrôle automatique de pas detemps naturellement suggéré par (3.73). Supposons donc � > 0 une tolérance donnée entre lasoution exacte u et la solution approchée U , et supposons que l'on veuille que la solution discrèteU de (3.70) satisfasse : maxt�tN ku(t)� U(t)k � �:En utilisant (3.73) et en négligeant le facteur logarithmique avec (3.71), on est amené à choisirun pas de temps �tn tel que pour n = 1; � � � ; N;C�tnmaxt2In k _u(t)k � �; (3.74)où, pour commencer, C est connu approximativement. Comme la solution exacte u(t) n'est pasconnue, on ne peut évidemment pas directement utiliser (3.74) pour déterminer le pas de temps.Cependant, il semble raisonnable d'essayer de remplacer (3.74) par la conditionkUn � Un�1k � �C (3.75)Pour prouver la validité de cet algorithme, on doit prouver que l'on peut e�ectivement rem-placer (3.74) par (3.75). Il est en fait nécessaire de montrer que l'on a un estimateur d'erreur quiremplace (3.73) de la forme :maxt�tN ku(t)� U(t)k � C �ln tN�tN + 1�12 maxn�N kUn � Un�1k: (3.76)La preuve de (3.76) n'est pas immédiate et est présentée en référence [32]. Cependant, cetteinégalité a des conséquences très intéressantes. Elle permet en e�et de contrôler le pas de temps,mais elle permet surtout de le contrôler de manière à ce que la solution approchée soit prochede la solution exacte.L'algorithme s'écrit donc de la façon suivante, Un�1 ayant déjà été calculé:(1) Choisir �tn = �tn�1.(2) �tn étant donné, calculer la solution Un correspondante.



3.4 Une gestion automatique du pas de temps 95(3) Si �
C � kUn � Un�1k � �Calors �tn est accepté, passer au pas de temps suivant,sinon �tn est augmenté ou diminué, retourner à (2).Le paramètre 
 > 1 est introduit pour permettre au pas de temps d'augmenter quand lecritère n'est pas véri�é pour sa borne inférieure. Il gère le taux d'augmentation ou de diminutiondu pas de temps. Nous verrons, ci-dessous, que nous avons pour notre part amélioré l'étape(3). En pratique, l'utilisateur entre un paramètre qui sera plutôt �C que �. La détermination del'erreur � n'est pas immédiate mais est néanmoins possible en utilisant (3.67). On peut cependantsupposer que C > 1, par conséquent, l'erreur � sera inférieure au paramètre �C .3.4.4 Mise en place dans Thercast3Lors de l'implémentation de cet algorithme dans Thercast3, nous l'avons modi�é pour l'adap-ter à l'algorithme de discrétisation temporelle implicite à deux pas utilisé dans la résolution dusystème thermique. Dans notre cas, � s'exprimera en oC.Si (3.66) est l'équation de la chaleur, (3.73) s'écrit :maxt�tN kTexacte(t)� T (t)k � C �ln tN�tN + 1� 12 maxn�N kTn � Tn�1koù Texacte est la solution exacte du problème et Tn la solution calculée à l'incrément n par (3.61).Tout d'abord, à l'instar de Ouyang et al [75] qui s'est largement inspiré de [32], nous n'avonspas utilisé la norme k � k2, mais la norme k � k1. Ensuite, nous avons développé un traitement de�tn plus sophistiqué que l'original. En e�et, les auteurs cités ci-dessus multiplient ou divisent�tn par un facteur prédé�ni, en pratique � 2 ou 3. Pour notre part, nous avons fait l'observationsuivante:Si kTn � Tn�1k1 ne satisfait pas le critère de l'étape (3), c'est quesoit kTn � Tn�1k1 < �
C , soit kTn � Tn�1k1 > �C :Par conséquent,soit C�tnmaxt2In k _T (t)k1 < �
 , soit C�tnmaxt2In k _T (t)k1 > �:Doncsoit �tn < �
Cmaxt2In k _T(t)k1 , soit �tn > �Cmaxt2In k _T (t)k1 :Il faut alors, pour satifaire le critère, que �t0n, le nouveau �tn, satisfassesoit �t0n > �
Cmaxt2In k _T(t)k1 , soit �t0n < �Cmaxt2In k _T (t)k1 :



96 Chapitre 3. La thermiqueQue l'on réécritsoit �t0n = � �
Cmaxt2In k _T(t)k1 , soit �t0n = ��Cmaxt2In k _T (t)k1 :où 1 < � < 
 pour ne pas que, si �tn était trop petit (respectivement trop grand), �t0n soit tropgrand (respectivement trop petit).Ou encoresoit �t0n = � ��tn
CkTn � Tn�1k1 , soit �t0n = ��tn�CkTn � Tn�1k1 :où 1 < � < 
.En remarquant d'autre part que l'algorithme de discrétisation temporelle appliqué à un re-froidissement donne des résultats qui ont la propriété suivante:kTn � Tn�1k1 � kTn�1 � Tn�2k1; (3.77)il est préférable d'optimiser le choix de �t0n. Ceci pour diminuer les appels à l'algorithme, mêmesi son coût est faible. Nous avons opté pour le calcul de �t0n de la manière suivante:�t0n = �C (1� (1� 1
 )x) �tnkTn � Tn�1k1 (3.78)où 0 < x < 1. En pratique, on pose x proche de 0.La fonction donnée par (3.78) est une interpolation linéaire permettant de calculer �t0n de ma-nière à ce qu' un choix de x tendant vers 0 engendre un �t0n �optimisant�. A savoir, kTn�Tn�1k1alors calculé sera proche de �C . Par conséquent, compte tenu de (3.77), l'appel à l'algorithme degestion du pas de temps se fera beaucoup moins souvent que si x était proche de 1 (puisqu'alorskTn � Tn�1k1 serait proche de �C
 ).Ainsi, nous avons changé l'étape (3), pour la remplacer parSi �
C � kTn � Tn�1k � �Calors �tn est accepté, passer au pas de temps suivant,sinon �tn = �C (1� (1� 1
 )x) �tnkTn � Tn�1k1 (3.79)retourner à (2).Il est possible d'optimiser la variation du pas de temps en calculant�t+n = �C (1� (1� 1
 )x+) �tnkTn � Tn�1k1si le critère n'est pas satisfait par sa borne inférieure, ou�t�n = �C (1� (1� 1
 )x�) �tnkTn � Tn�1k1



3.4 Une gestion automatique du pas de temps 97si le critère n'est pas satisfait par sa borne supérieure. x+ et x� peuvent être des paramètresentrés par l'utilisateur. Ils peuvent être aussi calculés par le programme suivant un critère àdé�nir.En plus de cette amélioration, nous avons borné le pas de temps que peut calculer l'algo-rithme. De cette manière, le pas de temps reste dans des quantités acceptables pour la partiemécanique. Les bornes sont variables en fonction du déroulement des calculs. En e�et, le faitd'empêcher le pas de temps de prendre des valeurs très petites ou très grandes peut faire que lecritère ne soit pas respecté. Il a donc été mis en place un traitement de ces bornes tel que:Si le critère n'est pas véri�é un nombre de fois nb_ext de suite alors que le pas de temps estégal à une des bornes, on augmente la borne supérieure de mult_sup ou on diminue la borneinférieure de mult_inf .Il faut remarquer que cette gestion du pas de temps peut être associée sans di�culté aucalcul des pas de temps asynchrones que nécessiterait la résolution thermique. D'un côté, lepas de temps est calculé en fonction des températures réelles de l'incrément. De l'autre, lestempératures réelles, issues de (3.61), sont calculées à ce pas de temps.3.4.5 Application à di�érents casA�n de tester cet algorithme, nous l'avons appliqué à des cas de simulation de complexitécroissante.3.4.5.1 Un cas d'écoleL'algorithme de contrôle du pas de temps a d'abord été testé sur un cas d'école très simple,assimilable à un cas monodimensionnel. Nous avons repris l'exemple du mur (Section 3.2.6).Le mur est toujours constitué de trois plans. Il s'agit de simuler le refroidissement thermo-mécanique du plan central entre les deux plans externes. Le plan central est de type aluminium.Les plans externes sont de type acier. La face externe d'un des deux plans en acier est en �uxnul. L'autre plan en acier est en convection avec l'air ambiant supposé à 20oC.Nous avons e�ectué deux simulations thermomécaniques sur tous les SD.La première s'est e�ectuée à pas constant de 0.5 seconde sur 1000 secondes.La seconde s'est e�ectuée en utilisant l'algorithme de gestion du pas de temps avec les para-mètres suivants: 7:5 � kTn � Tn�1k � 15;x = 0:15;le pas de temps n'est pas borné.Dans notre exemple, �C = 15:



98 Chapitre 3. La thermiquePour déterminer la valeur exacte de �, il faut étudier les bornes de la di�usivité thermique a, ainsique ses variations qui doivent être bornées d'après (3.67). Il n'est donc pas a priori immédiat, enchoisissant une valeur de la borne supérieure du critère, de déterminer l'erreur maximum exigéesur la solution approchée par rapport à la solution exacte. Toutefois, c'est possible.Alors que la première simulation s'est logiquement déroulée sur 2000 incréments, la deuxièmesimulation n'a duré que 47 incréments.Nous présentons la comparaison de la température obtenue à l'interface entre le plan en acieren convection et le plan en aluminium côté aluminium, lors des deux simulations ainsi que lavariation du pas de temps (Fig. 3.22 et Fig. 3.23).
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100 Chapitre 3. La thermiquenb_ext = 5, mult_inf = 0:75 et mult_sup = 1:5.Toutes les simulations ont été e�ectuées avec un pas de temps initial de 0.5 seconde. Onprésente dans le tableau Tab. 3.3, la comparaison des temps de calcul pour chacun des cas.1er cas 2e cas 3e cas 4e casTemps de calcul 100 10:36 8:29 3:89Tab. 3.3 � Comparaison des temps de calcul obtenus lors des 4 simultationsIl apparaît évident que l'algorithme de pas de temps permet de diminuer considérablementles temps de calcul. Il reste à véri�er que cette diminution du coût ne s'obtient pas au détrimentdes résultats.Nous présentons une comparaison de la température obtenue à mi-hauteur de l'interfacepièce/moule dans les di�érents cas (Figure 3.24), ainsi que la variation du pas de temps dechaque simulation (Figure 3.25, Figure 3.26 et Figure 3.27).
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102 Chapitre 3. La thermiquevoire même presque identiques. Le tableau (3.4) montre que l'erreur maximale commise sur latempérature est de 8oC et ce résultat est obtenu avec le 4e cas qui a nécessité 24 fois moins detemps que le cas de référence. Ces résultats sont donc très satisfaisants.On remarque malgré cette parfaite concordance des courbes de la Figure 3.24, que les pa-ramètres ont quand même une in�uence sur les changements de pas de temps, comme on peutle voir sur les �gures 3.25-3.26-3.27. Les courbes ne sont pas identiques. Le pas de temps évo-lue cependant, dans tous les cas, suivant le même schéma. Cette in�uence était attendue et secon�rme. On l'explique par le fait que, l'erreur demandée dans les di�érents cas implique unnombre d'appels plus ou moins important. Les pas de temps suivent cette erreur. Ainsi, plusl'erreur permise par l'utilisateur sera importante, plus le pas de temps résultant de l'algorithmesera lui-même important. C'est alors le choix de l'erreur permise qui déterminera la bonne tenuedes résultats par rapport à une référence.Au regard de ces résultats, il semble aussi que notre choix d'optimisation du calcul du pas detemps (3.78) soit une bonne option puisque, après chaque diminution, le pas de temps reprendtrès vite la pente ascendante qu'il avait avant la diminution. Toutes les courbes d'évolution dupas de temps suivent ainsi, la même pente que la courbe d'évolution du pas de temps du casdu mur. Ceci vient du fait que dans tous les cas, x = 0:15. Une valeur de x plus proche de 1,engendrerait une pente moins importante dans l'évolution des pas de temps.Dans l'évolution du pas de temps, une chose assez remarquable ressort. Si on représentel'évolution du minimum et maximum de la température de la pièce en fonction du temps ainsique la température du solidus, la température du liquidus et la température de transformationeutectique (Figure 3.28), on constate que l'algorithme agit en fonction d'événements précis.
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3.4 Une gestion automatique du pas de temps 103� passage du solidus par le noeud le plus froid, à t ' 250s� passage du solidus par le noeud le plus chaud (�n de solidi�cation) , à t ' 500sA l'inverse, l'augmentation se fait dans une phase établie. Cette évolution est remarquable etcon�rme la très bonne tenue de l'algorithme face aux changements de phases.Au vu de ces résultats, nous pouvons maintenant nous poser la question du comportement dela partie mécanique face aux changements parfois brutaux du pas de temps. Il est en e�et possibleque la partie thermique du code se comporte parfaitement tandis que la partie mécanique soitaltérée. Pour le véri�er, nous avons comparé l'évolution de la lame d'air de chacun des cas.Nous présentons sur la �gure 3.29, le tracé de l'évolution de cette lame d'air à mi-hauteur del'interface pièce/moule. Les courbes sont dans l'ensemble très proches. Les courbes obtenues enutilisant l'algorithme de gestion du pas de temps s'écartent cependant légèrement de la courbe deréférence en fonction de chacun des cas. L'écart est malgré tout très faible. Aucune anomalie n'estconstatée, les résultats convergent vers la solution de référence lorsque l'erreur demandée décroît,ce qui est parfaitement normal. On remarque également que le temps critique d'apparition de lalame d'air est très peu sensible à la gestion du pas de temps.
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104 Chapitre 3. La thermiquex = 0:2;Notons que dans ce cas test, le pas de temps maximal n'évolue pas. Nous avons volontairement�xé mult_sup à 1.Les conditions aux limites thermiques du test sont de type convection avec l'extérieur. Lecoe�cient d'échange thermique est variable selon la température de surface. La températureextérieure est prise à 20oC. La �gure 3.30 présente ses valeurs.
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couléeFig. 3.33 � Schéma simpli�é de coulée continue.Les di�érentes zones de refroidissement sont représentées par des conditions aux limites évo-lutives sur les faces latérales de la tranche.� Dans la première zone, la billette est soumise à un �ux négatif de 1:84 MWm�2.� Les 4 zones suivantes sont représentées par une condition de convection dont les coe�cientsh respectifs sont: 1090, 460, 380 et 260 WK�1m�2. La température de l'eau étant prise à25oC.� Dans la dernière zone la chaleur est dissipée par rayonnement, pour lequel nous prenons�r = 1:35:10�12, Text = 25oC.Pour ce cas, le maillage a été fabriqué de telle sorte que les mailles frontières suivent un pro�ladapté à l'absorption des chocs thermiques (Fig. 3.34b).La température initiale est de 1540oC, la température de liquidus est de 1528oC et la tem-pérature de solidus est de 1494oC. La vitesse de coulée est de �3:33:10�2m:s�1.On présente (Fig 3.35a), l'évolution de la température minimale (située aux 4 coins de labillette) et maximale (au centre de la billette) au cours de la descente de la tranche. On remarquequ'à chaque passage de zone, la température minimale remonte, tandis que la température maxi-male suit une évolution régulière. Ceci s'explique par le fait que l'extraction de chaleur de la 1erezone est très importante, la température minimale chutant brutalement en surface. Au passagede chaque zone suivante, l'extraction de chaleur diminue et c'est l'énergie interne de la billettequi réchau�e le bord d'où les remontées successives de la température minimale.La �gure 3.35b montre l'évolution du pas de temps au cours du refroidissement de la billette.On remarque qu'à chaque changement de zone, le pas de temps diminue alors qu'à l'intérieur dechaque zone il remonte. Là encore, on note donc bien la capacité de l'algorithme à augmenter�t alors que la pièce est loin d'être complètement solidi�ée. Les variations du pas de tempscorrespondent aux changements de zone et captent parfaitement les sauts de conditions auxlimites.
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symétrie(a) (b)Fig. 3.34 � Représentation de la portion de la tranche de la billette utilisée pour le test de lacoulée continue. a: Les conditions aux limites, b: Le maillage.On remarque de plus une variation importante du pas de temps qui ne correspond à aucunchangement de zone en �n de procédé. Cette variation correspond en fait au passage du fond dupuits de solidi�cation qui s'e�ectue ici aux environs de 16 mètres comme on peut le voir sur la�gure Fig. 3.35a.Ces résultats montrent la parfaite tenue de l'algorithme de gestion du pas de temps y comprisdans des conditions sévères de refroidissement. Il apparaît ici que la résolution mécanique accepteles variations importantes du pas de temps, ce qui est de bonne augure pour l'utilisation del'algorithme pour la simulation du refroidissement thermomécanique de cas complexes industriels.3.4.6 ConclusionIl semble donc que l'algorithme de gestion du pas de temps réagisse très bien aux di�érentesphases du refroidissement. Chaque changement de régime thermique (premier et dernier pointssolidi�és, changement de conditions aux limites) est marqué par une diminution notable du pasde temps tandis qu'une situation établie entraîne une augmentation de ce dernier.Il ressort de la comparaison des résultats, que l'algorithme de gestion du pas de temps permetde diminuer considérablement les temps de calcul, tout en obtenant des résultats très similairesaux résultats obtenus avec un pas constant. Il apparaît aussi qu'il est possible de choisir entree�ectuer une simulation rapide au prix d'une petite erreur sur les résultats et e�ectuer une simu-lation moins rapide mais en obtenant des résultats précis. Dans tous les cas, les calculs, e�ectuésavec l'algorithme de contrôle du pas de temps, se feront beaucoup plus rapidement et de manière
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110 Chapitre 3. La thermiqueplus �able qu'une simulation à pas constant, ou à variation de pas de temps pré-programmée parl'utilisateur.Nous avons dorénavant un estimateur a posteriori mais aussi a priori, puisque �tn est calculéde manière à ce que le critère soit véri�é et non plus seulement après avoir regardé la validité ducritère. Cette étude a priori permet de contrebalancer l'inconvénient d'avoir à recalculer certainsincréments thermiques lors d'un changement de pas de temps. Elle permet en e�et de calculerun pas de temps su�samment grand pour que le critère soit respecté le plus longtemps possiblea�n d'éviter les appels à l'étape (2) de l'algorithme.D'autre part, le fait de gérer le pas de temps suivant les variations de la température estrelativement bien accepté par le calcul mécanique qui suit. En e�et, comme les phénomènes mé-caniques sont engendrés par les phénomènes thermiques, et que le pas de temps est calculé enfonction des phénomènes thermiques, les phénomènes mécaniques sont anticipés par les varia-tions du pas de temps. D'importants mouvements résultants de forts gradients thermiques sontdonc bien représentés par des faibles pas de temps alors que de faibles mouvements résultant d'unétat thermique quasi stationnaire ne sont pas perturbés par des pas de temps plus importants.3.5 Application à des cas industrielsMunis des algorithmes de gestion du contact parfait, de gestion du pas de temps et de ther-mique asynchrone, nous avons simuler thermiquement le refroidissement de pièces industriellesde fonderie.Ces pièces industrielles nous ont été fournies par CLI. Il s'agit de trois pièces en acier serefroidissant dans des moules de type sable ou fonte. Un lingotin de 4 tonnes, un plafond deturbine hydraulique, et un lingot de 65:5 tonnes.3.5.1 Le lingotinCette pièce est une petite pièce de CLI. Il s'agit d'un lingotin de 0:5m au cube de 4 tonnes quia spécialement été coulé pour étudier sa solidi�cation avec le logiciel Thercast3. Le modèle qui apermis de faire le moule en sable est celui utilisé pour les lingotins �industriels�. Lors de la couléede certaines pièces industrielles, des lingotins �industriels� sont coulés en même temps et sontfournis aux clients a�n d'e�ectuer des tests de soudure ou de caractérisations très particulières.Le moule était instrumenté ce qui a permis de relever l'évolution de la température à di�érentsendroits du moule, lors du refroidissement de la pièce. La pièce a été découpée à l'issue de sontotal refroidissement. Sa santé interne à été analysée par ressuage a�n de déceler d'éventuellesporosités. La forme de la retassure primaire a été relevée.La �gure 3.36 présente une vue d'ensemble de la pièce dans son moule. On remarque unedisymétrie due à la présence d'un élément de moule en chromite sur l'un des côtés (cet élémenta été placé pour observer son in�uence sur l'évolution du refroidissement de la pièce). Le canalde coulée est entouré d'un réfractaire destiné à minimiser les échanges de chaleur avec le moulelors du remplissage. La pièce est recouverte d'une poudre isotherme et sa partie supérieure,la masselotte, est entourée d'un garnex (isolant thermique). Leur rôle est de permettre à lamasselotte d'être la dernière partie de la pièce à se solidi�er. L'ensemble des composants du
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(a) pièce seule

(b) pièce dans son moule 1
(c) pièce dans son moule 2Fig. 3.36 � Représentation du cas du lingotin.



112 Chapitre 3. La thermiquemoule et la pièce représentent un nombre total de 7 SD. Les caractéristiques de chacun des SDsont présentées dans le tableau 3.5.Nbre de Noeuds Nbre éléments Nbre facesPièce 16259 65441 17592Chromite 3296 13765 3242Ciment1 18231 87669 9482Ciment2 16906 79540 10418Refract 16316 60675 22278Garnex 3412 13240 4600Poudre 2550 11096 2328Total 76970 331426 69940Tab. 3.5 � Caractéristiques des maillages utilisés dans le cas du lingotin.La �gure 3.37 présente l'évolution de la température au cours du refroidissement de la piècedu cas du lingotin. Il apparaît immédiatement que la chromite a e�ectivement une in�uence surle champ de température de la pièce, in�uence qui se manifeste sous forme de disymétrie parrapport au plan médiant. On peut noter aussi que la coulée, en dépit de la présence du réfractaire,est la première portion de la pièce à se solidi�er. De plus, le rôle de la poudre et du garnex estvéri�é puisque la partie supérieure de la pièce est bien la dernière à se solidi�er, comme montrela �gure 3.38 qui représente l'évolution de la fraction solide dans la pièce.La �gure 3.39 propose l'évolution du champ de température dans l'une des deux parties prin-cipales du moule et dans l'élément en chromite. Le refractaire, ainsi que le garnex n'apparaissentpas sur ces illustrations. Les performances de l'algorithme de résolution thermique en condi-tion de contact parfait sont illustrées ici de manière très claire. En e�et, la �gure 3.39 montreune parfaite continuité des isovaleurs de température à l'interface moule/chromite malgré lesmaillages non coïncidents et les di�érences de paramètres thermiques des deux SD. De même,cette continuité des isovaleurs se véri�e autour du canal de coulée en dépit de la présence duréfractaire.Par ailleurs, on remarque que malgré la faible di�usivité des matériaux mis en jeu ici, lesfaces externes des moules et de la chromite se réchau�ent de manière non négligeable.Nous avons comparé nos résultats aux relevés expérimentaux e�ectués au cours de la cam-pagne d'essai sur ce cas. Ces résultats expérimentaux ont été relevés sur des capteurs positionnésà des distances di�érentes de la pièce dans les moules et la chromite et à des hauteurs di�érentes.La �gure 3.40a propose les relevés de la température de di�érents capteurs positionnés dans lesmoules par rapport au temps. Nous présentons ici les températures de capteurs situés en positionbasse de la chromite et en position haute toujours sur la chromite. Nous ne comparons les résul-tats que sur une période de trois heures, notre simulation étant ici purement thermique. En e�et,au-delà, les phénomènes thermo-mécaniques interviennent et ne sont par conséquent pas prisen compte sur les résultats numériques. Ces phénomènes thermo-mécaniques sont, entre autres,la détérioration de la paroi des moules à l'interface pièce/moule créant ainsi des résistances decontact thermique. Cette détérioration se manifeste par une désagrégation du sable provoquéepar la disparition du liant sous l'e�et de la chaleur. La condition de contact parfait n'est alors plusde mise. Un autre phénomène n'est pas pris en compte par les résultats numériques. Thercast3étant un code de refroidissement, l'évolution de température des moules au cours du remplissagen'intervient pas dans les calculs.On remarque que la courbe la plus haute des résultats numériques (qui correspond au capteur
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Time=   3600.

X
Y

Z

 >   1.168E+03

 >   1.193E+03

 >   1.217E+03

 >   1.242E+03

 >   1.267E+03

 >   1.291E+03

 >   1.316E+03

 >   1.341E+03

 >   1.366E+03

 >   1.390E+03

 >   1.415E+03

 >   1.440E+03

 >   1.464E+03

 >   1.489E+03

 >   1.514E+03

Maximum :  1.538E+03

(a) 1 heures
Time=  1.0800E+04

X
Y

Z

 >   8.658E+02

 >   9.081E+02

 >   9.503E+02

 >   9.926E+02

 >   1.035E+03

 >   1.077E+03

 >   1.119E+03

 >   1.162E+03

 >   1.204E+03

 >   1.246E+03

 >   1.288E+03

 >   1.331E+03

 >   1.373E+03

 >   1.415E+03

 >   1.458E+03

Maximum :  1.500E+03

(b) 3 heures
Time=  3.6000E+04

X
Y

Z

 >   4.606E+02

 >   5.287E+02

 >   5.968E+02

 >   6.649E+02

 >   7.329E+02

 >   8.010E+02

 >   8.691E+02

 >   9.372E+02

 >   1.005E+03

 >   1.073E+03

 >   1.141E+03

 >   1.210E+03

 >   1.278E+03

 >   1.346E+03

 >   1.414E+03

Maximum :  1.482E+03

(c) 10 heuresFig. 3.37 � Représentation de l'évolution du champ de température dans la pièce du lingotin aucours de son refroidissement.
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Time=   3600.

X
Y

Z

 >   0.000E+00

 >   6.667E-02

 >   1.333E-01

 >   2.000E-01

 >   2.667E-01

 >   3.333E-01

 >   4.000E-01

 >   4.667E-01

 >   5.333E-01

 >   6.000E-01

 >   6.667E-01

 >   7.333E-01

 >   8.000E-01

 >   8.667E-01

 >   9.333E-01

Maximum :  1.000E+00

(a) 1 heures
Time=  1.0800E+04

X
Y

Z

 >   0.000E+00

 >   6.667E-02

 >   1.333E-01

 >   2.000E-01

 >   2.667E-01

 >   3.333E-01

 >   4.000E-01

 >   4.667E-01

 >   5.333E-01

 >   6.000E-01

 >   6.667E-01

 >   7.333E-01

 >   8.000E-01

 >   8.667E-01

 >   9.333E-01

Maximum :  1.000E+00

(b) 3 heures
Time=  3.6000E+04

X
Y

Z

 >   4.146E-01

 >   4.536E-01

 >   4.926E-01

 >   5.316E-01

 >   5.707E-01

 >   6.097E-01

 >   6.487E-01

 >   6.878E-01

 >   7.268E-01

 >   7.658E-01

 >   8.049E-01

 >   8.439E-01

 >   8.829E-01

 >   9.219E-01

 >   9.610E-01

Maximum :  1.000E+00

(c) 10 heuresFig. 3.38 � Représentation de l'évolution de la fraction solide du cas du lingotin.
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 >   2.370E+01

 >   1.160E+02

 >   2.084E+02

 >   3.007E+02

 >   3.931E+02

 >   4.854E+02

 >   5.778E+02

 >   6.701E+02

 >   7.625E+02

 >   8.548E+02

 >   9.472E+02

 >   1.040E+03

 >   1.132E+03

 >   1.224E+03

 >   1.317E+03

Maximum :  1.409E+03

(a) 1 heures
Time=  3.6000E+04

 >   2.233E+01

 >   1.098E+02

 >   1.972E+02

 >   2.846E+02

 >   3.721E+02

 >   4.595E+02

 >   5.469E+02

 >   6.344E+02

 >   7.218E+02

 >   8.092E+02

 >   8.967E+02

 >   9.841E+02

 >   1.072E+03

 >   1.159E+03

 >   1.246E+03

Maximum :  1.334E+03

(b) 3 heures
Time=  6.1200E+04

 >   2.387E+01

 >   1.014E+02

 >   1.790E+02

 >   2.566E+02

 >   3.341E+02

 >   4.117E+02

 >   4.892E+02

 >   5.668E+02

 >   6.444E+02

 >   7.219E+02

 >   7.995E+02

 >   8.770E+02

 >   9.546E+02

 >   1.032E+03

 >   1.110E+03

Maximum :  1.187E+03

(c) 10 heuresFig. 3.39 � Représentation de l'évolution de la température dans un des deux principaux compo-sants du moule et la chromite dans le cas du lingotin.
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(b) position hauteFig. 3.40 � Comparaison des températures calculées et relevées sur les capteurs de l'élément enchromite sur le cas du lingotin pendant une durée de trois heures.



3.5 Application à des cas industriels 117le plus proche de la pièce) est en accord avec la courbe expérimentale, signi�ant encore une foisici, la bonne tenue de notre algorithme de résolution thermique. Les courbes inférieures montrentaussi une bonne correspondance entre les résultats numériques et expérimentaux. Cette tendancese manifeste aussi sur la �gure 3.40b qui présente la température des capteurs situés en positionhaute. La di�usivité des moules étant faible, leur réchau�ement au cours du remplissage ne seressent pas trop sur ces résultats.3.5.2 Le plafond de roue FRANCISLe plafond est une pièce entrant dans la composition d'une turbine hydraulique de typeFRANCIS (chutes de 10 à 60 m). Le plafond est une pièce de 5:88 m de diamètre pour unehauteur de 1:994m, destinée à être soudée à une ceinture de roue et à être équipée des aubes. La�gure 3.41a, fournie par CLI, présente le plafond seul inversé et le plafond travaillé pour recevoirles aubes placé sur la ceinture de roue. La roue complète est présentée en introduction de la thèse(Fig 3.41b), le plafond étant la partie supérieure.
(a) Plafond seul (b) Plafond sur ceinture de roueFig. 3.41 � Plafond de roue FRANCIS.La pièce est en acier. Les matériaux des di�érents composants du moule sont de type sable.La �gure 3.42 illustre l'assemblage de la pièce et de s composants du moule. Une chromite defaible épaisseur entoure presque intégralement la pièce (seule la masselotte n'est pas en contactavec la chromite). La masselotte est recouverte d'une poudre isothermique destinée à limiter leséchanges de chaleur de cette partie de la pièce avec l'extérieur. De plus, entre le moule et lamasselotte sont situés des garnex dont le rôle est le même que celui de la poudre. Par ailleurs,dans la partie supérieure du moule, sont positionnés des refroidisseurs en matériau très di�usif,type acier (à droite sur la �gure 3.42), a�n d'accélérer le refroidissement de la partie de la pièceen contact avec eux. Ces refroidisseurs rendent le cas réellement tridimensionnel.Seule une portion du plafond a été simulée. La �gure 3.42 montre les maillages (réaliséspar CLI) utilisés pour la simulation du refroidissement de la pièce. Le tableau 3.6 donne lecaractéristiques de ces maillages. Cet exemple type montre clairement la complexité de certainespièces avec leurs parties massives et leurs parties très �nes. C'est sur ce genre de con�guration queles mailleurs pèchent. La �nesse de la couche de chromite est source d'éléments traversants, c'est-



118 Chapitre 3. La thermique

Fig. 3.42 � Représentation de la portion de la pièce et des moules utilisée pour la simulation durefroidissement du plafond. Nbre de Noeuds Nbre éléments Nbre facesPièce 27938 136720 18392Ciment1 6683 30680 5824refroi 13955 63232 12320Ciment2 7824 31276 8540Ciment3 5344 22400 5152Garnex inter 1358 5440 1560Garnex exter 1281 4635 1712Poudre 1166 4776 1204Chromite 30226 130816 30800Total 95775 429975 85504Tab. 3.6 � Caractéristiques des maillages utilisés dans le cas du plafond.



3.5 Application à des cas industriels 119à-dire un seul élément dans l'épaisseur (les 4 sommets de l'élément sont des noeuds frontières).Ces éléments sont évidemment inaptes à la représentation correcte des gradients thermiques. Deplus, le moule principal de ce cas a du être divisé en trois parties, pour des raisons de capacitémachine. Cet exemple est par conséquent très sévère pour l'algorithme de résolution thermique.Il présente des parties �nes et des parties épaisses, des matériaux très di�usifs en contact avecdes matériaux très peu di�usifs, des décompositions de domaines et une condition de contactparfait. Par ailleurs, on remarque des maillages fortement non coïncidents aux interfaces des SD.

Fig. 3.43 � Distribution de la température dans l'ensemble de la pièce et des composants du moulesur le plafond au bout de 6 heures de refroidissement.La �gure 3.43 présente l'état de la distribution du champ de température dans l'ensembledes SD du cas du plafond au bout de 6 heures de refroidissement. On peut remarquer que lapièce est encore très chaude par rapport aux ciments, tandis que la chromite est le siège d'unfort gradient. Il est à noter que malgré le découpage des moules et les maillages non coïncidents,les isovaleurs sont continues et ne semblent pas perturbées par la non coïncidence des maillages.Ceci montre l'e�cacité de notre algorithme en condition de contact parfait.On peut voir l'in�uence du refroidisseur sur la face externe du moule. En e�et celle-ci seréchau�e de manière signi�cative en dépit de la faible di�usivité du matériau qui constitue lemoule.La �gure 3.44 représente l'évolution du champ de température de la pièce tout au long deson refroidissement. Le temps de solidi�cation est de 27 heures. On remarque sur la �gure 3.44al'in�uence des refroidisseurs sur l'évolution de la pièce. Une alternance de parties chaudes et departies froides apparaît sur la portion de la pièce en contact avec les refroidisseurs. De plus, auvoisinage de cette région, une tache plus chaude indique la probabilité d'une poche plus liquidedans cette partie de la pièce à un moment donné du refroidissement. On peut penser que les
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que
  THERCAST3  - V4.0 - , DataFile=  plafond.don

Time=  5.4000E+04

 >   4.644E+02

 >   5.326E+02

 >   6.007E+02

 >   6.689E+02

 >   7.370E+02

 >   8.052E+02

 >   8.733E+02

 >   9.415E+02

 >   1.010E+03

 >   1.078E+03

 >   1.146E+03

 >   1.214E+03

 >   1.282E+03

 >   1.350E+03

 >   1.419E+03

Maximum :  1.487E+03 (a)15heures
  THERCAST3  - V4.0 - , DataFile=  plafond.don

Time=   3600.

 >   7.524E+02

 >   8.045E+02

 >   8.565E+02

 >   9.086E+02

 >   9.607E+02

 >   1.013E+03

 >   1.065E+03

 >   1.117E+03

 >   1.169E+03

 >   1.221E+03

 >   1.273E+03

 >   1.325E+03

 >   1.377E+03

 >   1.429E+03

 >   1.482E+03

Maximum :  1.534E+03 (b)1heure
  THERCAST3  - V4.0 - , DataFile=  plafond.don

Time=  9.6200E+04

 >   4.496E+02

 >   5.170E+02

 >   5.844E+02

 >   6.518E+02

 >   7.193E+02

 >   7.867E+02

 >   8.541E+02

 >   9.215E+02

 >   9.889E+02

 >   1.056E+03

 >   1.124E+03

 >   1.191E+03

 >   1.259E+03

 >   1.326E+03

 >   1.393E+03

Maximum :  1.461E+03 (c)27heures

  THERCAST3  - V4.0 - , DataFile=  plafond.don
Time=  1.0800E+04

 >   6.364E+02

 >   6.945E+02

 >   7.526E+02

 >   8.107E+02

 >   8.688E+02

 >   9.268E+02

 >   9.849E+02

 >   1.043E+03

 >   1.101E+03

 >   1.159E+03

 >   1.217E+03

 >   1.275E+03

 >   1.333E+03

 >   1.391E+03

 >   1.450E+03

Maximum :  1.508E+03 (d)3heures
Fig.3.44�Représentati

ondel'évolutionducham
pdetempératuredelap

ièceaucoursdu
refroidissementduplafond

.
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  THERCAST3  - V4.0 - , DataFile=  plafond.don

Time=  5.4000E+04

 >   2.726E-01

 >   3.211E-01

 >   3.696E-01

 >   4.181E-01

 >   4.666E-01

 >   5.151E-01

 >   5.636E-01

 >   6.121E-01

 >   6.606E-01

 >   7.091E-01

 >   7.575E-01

 >   8.060E-01

 >   8.545E-01

 >   9.030E-01

 >   9.515E-01

Maximum :  1.000E+00 (a)15heures >   0.000E+00

 >   6.667E-02

 >   1.333E-01

 >   2.000E-01

 >   2.667E-01

 >   3.333E-01

 >   4.000E-01

 >   4.667E-01

 >   5.333E-01

 >   6.000E-01

 >   6.667E-01

 >   7.333E-01

 >   8.000E-01

 >   8.667E-01

 >   9.333E-01

Maximum :  1.000E+00 (b)1heure
 >   8.423E-01

 >   8.528E-01

 >   8.633E-01

 >   8.738E-01

 >   8.843E-01

 >   8.949E-01

 >   9.054E-01

 >   9.159E-01

 >   9.264E-01

 >   9.369E-01

 >   9.474E-01

 >   9.579E-01

 >   9.685E-01

 >   9.790E-01

 >   9.895E-01

Maximum :  1.000E+00 (c)26heures >   0.000E+00

 >   6.667E-02

 >   1.333E-01

 >   2.000E-01

 >   2.667E-01

 >   3.333E-01

 >   4.000E-01

 >   4.667E-01

 >   5.333E-01

 >   6.000E-01

 >   6.667E-01

 >   7.333E-01

 >   8.000E-01

 >   8.667E-01

 >   9.333E-01

Maximum :  1.000E+00 (d)3heures
Fig.3.45�Représentatio

ndel'évolutiondelafra
ctionsolideaucoursdu

refroidissementdu
plafond.



122 Chapitre 3. La thermiquerefroidisseurs, en activant le refroidissement de la partie de la pièce qui leur est en vis-à-vis,ont créé cette poche. Cette tendance persiste sur la �gure 3.44b. La partie qui reste la pluschaude est située immédiatement sous la poudre, dans la masselotte (Fig. 3.44d). Cette tendanceest con�rmée par la �gure 3.45 qui représente l'évolution de la fraction solide dans la pièce. Ilapparaît que le dernier endroit encore liquide se situe bien immédiatement sous la poudre.3.5.3 Le lingot1800Il s'agit d'un lingot de forge de diamètre moyen 1800mm. Sa forme est donnée à la �gure3.46b. Il est conique munis de pans à l'intérieur. Ce sont des ondulations situées sur la périphériedu lingot dont le rôle est d'éviter la formations de criques. La conicité de la géométrie permetd'orienter la solidi�cation vers le haut de la pièce, la masselotte. Le pied dont la forme est par-ticulière, n'a d'autre rôle qu'une manipulation aisée sous la presse lors des premières opérationsde forgeage.Cette pièce a aussi été instrumentée, totalement découpée et caractérisée.

(a) (b)Fig. 3.46 � a: Représentation de la portion de la pièce et des moules utilisée pour la simulationdu refroidissement du lingot1800. b: Représentation des pans de la pièce du lingot1800.



3.5 Application à des cas industriels 123Nbre de Noeuds Nbre éléments Nbre facesPièce 12424 58758 8878Lingotière 11535 48506 11060Plaque 5301 24886 3256Base 3451 14942 3050Fausse Base 3520 15826 2632Rehausse 3605 14313 3978Garnex 21413 88151 22170Poudre 1884 8969 1388Sable 4394 17619 4882Refract 791 2909 988Total 68318 294879 62282Tab. 3.7 � Caractéristiques des maillages utilisés dans le cas du lingot1800.La �gure 3.46a propose une vue d'ensemble des maillages de la portion utilisée pour lasimulation. On remarque la complexité du moule qui est composé de 8 parties. La �gure 3.46bprésente les pans sur la pièce.Tout comme les cas précédents, la pièce est couverte d'une poudre et la masselotte est entouréede garnex. Mais, contrairement aux cas précédents, à part le garnex et le joint en sable, les moulessont ici en fonte. Ils sont donc relativement di�usifs (du même ordre que l'acier et de l'ordre de10 fois plus que le sable).La �gure 3.47 présente l'évolution de la température dans la pièce et l'ensemble des compo-sants du moule du cas du lingot1800. Il apparaît que les éléments en sable (le garnex et le joint)forment de vrais remparts à la di�usion de la chaleur dans le moule, par rapport au reste descomposants en fonte. Ceci se manifeste par une brusque variation des isovaleurs de la tempéra-ture à leur niveau. Tout comme les cas précédents, la partie la plus chaude de la pièce est lamasselotte.La �gure 3.48 présente une comparaison des résultats numériques avec les résultats expé-rimentaux. Ces courbes sont celles des capteurs placés en position basse dans le moule. Onremarque une bonne concordance en début de refroidissement, ce qui valide encore une fois notrealgorithme de contact thermique. Par contre, les résultats de la �gure 3.48b montrent un déca-lage entre les résultats numériques et expérimentaux. Ce sont les résulats de capteurs placés enposition plus haute. La di�usivité des moules étant dans ce cas relativement importante, leurréchau�ement se fait sentir. On remarque cependant que la tendance de la courbe des résultatsnumériques est bonne par rapport à l'expérience.La �gure 3.49 illustre la variation du pas de temps sur une des simulations du refroidissementdu lingot1800. Les paramètres de l'algorithme sont:10 � kTn � Tn�1k � 10:5;1:10�4 � �t � 500;x = 0:8;On remarque que les premiers pas de temps de la simulation sont relativement faibles (del'ordre de 0:2 s). Ceci est dû à la condition de contact parfait thermique qui impose des transfertsde chaleur très importants dans les premiers instants du refroidissement. L'allure de la courbe
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(a) 1 heures (b) 3 heures
(c) 10 heures (d) 20 heuresFig. 3.47 � Représentation de l'évolution du champ de température de l'ensemble des SD du casdu lingot1800.
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(b) position hauteFig. 3.48 � Comparaison des températures calculées et relevées sur les capteurs du moule en fonteen position basse et position haute sur le cas du lingot1800.
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Temps (s)Fig. 3.49 �Variation du pas de temps au cours d'une simulation du refroidissement du lingot1800.présente une forte pente, preuve de la diminution très rapide des transfert thermiques dû àl'établissement de la continuité des températures entre les di�érents SD. Ceci est en parfaitaccord avec les résultats de la �gure 3.48. Comme le pas de temps a été �xé à 500 s et ne peutmonter au delà, la courbe stagne aux alentours de cette valeur. On remarque cependant unelégère diminution du pas de temps vers 18000 s. Elle correspond au passage de la dernière partiede la pièce sous le liquidus.3.6 ConclusionNous avons vu dans ce chapitre un algorithme de résolution thermique en condition de contactparfait. Cet algorithme couplé à une gestion du pas de temps en fonction de la formule de pro-fondeur de pénétration a donné des résultats tout à fait satisfaisants non seulement sur des castests mais aussi sur des cas industriels de fonderie. Nous avons de même instauré une gestionautomatique du pas de temps en fonction de l'évolution du refroidissement du matériau étudié.Cette gestion a permis un gain de temps considérable sur des cas simples, en résolution thermiquetout comme en résolution thermomécanique. De plus, les résultats montrent une très bonne tenuedu calcul mécanique vis-à-vis des variations du pas de temps.Les champs de température obtenus ont été confrontés à des relevés expérimentaux. Malgrédes maillages non adaptés à l'absorption des chocs thermiques, la correspondance est très bonne.Notons de plus que les fondeurs qui ont étudié ces résultats d'un point de vue qualitatif (empla-cement des points chauds, temps de solidi�cation) les ont trouvés en accord avec leurs prévisions.On peut cependant relativiser les résultats obtenus sur les cas industriels en thermique. Lesmaillages à notre disposition ne satisfaisaient pas toujours le critère des deux éléments dansl'épaisseur. Un ra�nement systématique a par suite été nécessaire pour mener à bien le calcul. Ila permis d'avoir au minimum 2 éléments dans l'épaisseur, a�n de calculer les gradients. Or cette



3.6 Conclusion 127opération a multiplié par 8 le nombre d'éléments originel du maillage. Bien qu'ayant été faiblepour le calcul thermique, on imagine ce que cette augmentation brutale aura comme conséquencessur les temps de calcul mécanique.Il en découle qu'une méthode de découplage des maillages thermique et mécanique sembleêtre une option à envisager. Cette procédure consisterait à résoudre le problème thermique surun maillage et le problème mécanique sur un autre maillage. On peut penser à une résolution detype multigrilles à grilles emboitées. Le maillage �n de la résolution thermique serait un maillageadapté. Celui de la résolution mécanique serait beaucoup moins fourni en noeuds et élémentsde manière à ne pas pénaliser les coûts. Cette résolution mécanique se ferait à la suite d'uneprojection des températures du maillage �n thermique sur le maillage grossier mécanique.Cette méthode permettrait de résoudre parfaitement le problème thermique sans nuire aucoût de calcul de la résolution mécanique.Une autre alternative serait de traiter localement le maillage quand celui-ci ne présente pasles qualités minimales requises pour le calcul thermique. Cela supposerait de déterminer les élé-ments potentiellement génants pour le calcul, et de leur administrer un traitement approprié. Ils'agirait donc d'un ra�nement local.



128 Chapitre 3. La thermique



129
Chapitre 4Vers une modélisation plus précise de laphase liquide
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4.1 Les objectifs 1314.1 Les objectifsLe logiciel Thercast3 est un code de simulation thermomécanique tridimensionnel du refroi-dissement de pièces de fonderie dans des moules déformables. Nous avons vu qu'il est capablede représenter des phénomènes complexes de retraits de matière dus à la contraction thermiquelors du refroidissement. Nous avons vu qu'il est possible d'appréhender correctement les inter-actions thermomécaniques entre les di�érents composants des moules et de la pièce. Malgré cesintéressantes capacités, un phénomène très important aux yeux des fondeurs, n'est pas capté parle code.En e�et, au vu des résultats obtenus par Thercast3, il apparaît que le code ne représente pascorrectement l'état de la phase liquide de la pièce au cours de la solidi�cation. Les mouvementsinternes de matière, en particulier, n'apparaissent pas clairement. Pourtant, un phénomène im-portant, cher aux fondeurs, qui se produit dans le processus de solidi�cation, est le phénomènede la convection naturelle. Les gradients thermiques qui s'instaurent dans la pièce en cours desolidi�cation, donnent lieu à des recirculations dans le liquide et le semi-liquide. Ces mouve-ments internes de la pièce ont des e�ets importants. Premièrement, ils in�uent sur l'évolutiondes champs de températures internes. En e�et, les recirculations sont issues des gradients ther-miques mais en retour les modi�ent par e�et de convection. Une évolution de la températurenon adaptée, gradient thermique trop important ou vitesse de refroidissement trop élevée, peutaboutir à la formation de défauts tels que criques ou porosités. Ne pas prendre en compte ces re-circulations aboutit donc à une fausse estimation des champs de température de la phase liquideet par conséquent de l'ensemble du refroidissement de la pièce. Deuxièmement, ces recirculationsont pour e�et de générer des ségrégations. La prévision de ces ségrégations est très importantepour le fondeur, a�n de déterminer les caractéristiques micro et macroscopiques ainsi que méca-niques de la pièce. Par conséquent, pour qu'un code puisse prévoir correctement les ségrégations,il doit d'abord parfaitement simuler le phénomène de convection naturelle.On comprend alors pourquoi pour le fondeur, il est indispensable qu'un logiciel de simulationdu refroidissement puisse prévoir correctement le phénomène de la convection naturelle.L'objectif de ce chapitre est de présenter les travaux e�ectués dans Thercast3 a�n de capturerce phénomène.Une brève description du phénomène de la convection naturelle débute ce chapitre. Suitalors l'exposé de l'insu�sance de la formulation élasto-visco-platique de Thercast3. En�n, nousproposons l'utilisation d'une nouvelle loi de comportement associée à l'état liquide de la pièce encours de refroidissement. Cette nouvelle loi, ainsi que le phénomène de la convection naturelledéboucheront tout naturellement vers un traitement spéci�que des maillages de la partie liquidede la pièce.Il est à noter qu'un autre phénomène lié au refroidissement n'est pas correctement représentépar Thercast3. Le phénomène de la retassure primaire n'apparaît en e�et pas sur les résultatsnumériques. On peut penser que cette non-représentation des mouvements de surface libre estliée au défaut de représentation des mouvements internes de la phase liquide de la pièce.4.2 La convection naturelleLa convection naturelle au sein d'un �uide est générée par les di�érences de masse volumique.Les particules les plus légères ont alors tendance à avoir un mouvement ascendant, dû à la poussée



132 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquided'Archimède, tandis que les plus lourdes tendent à descendre.En condition de solidi�cation, l'origine des gradients de densité au sein d'un alliage métalliqueliquide se refroidissant est double. Tout d'abord, les gradients thermiques qui a�ectent le liquideprovoquent des di�érences de densité, cette dernière dépendant de la température (convectiond'origine thermique). D'autre part, il existe des hétérogénéités de composition du liquide qui sontdues à l'enrichissement ou à l'appauvrissement de la phase liquide en éléments d'alliage lors de lasolidi�cation. Ces gradients de composition chimique entraînent donc des di�érences de densitéet constituent une seconde source de convection (convection d'origine solutale). Lorsqu'un régimede convection s'établit, il in�ue sur la distribution de température et des solutés à l'intérieur duliquide. Ainsi, le phénomène de convection thermo-solutale résulte d'un couplage étroit entremécanique, thermique et transport de solutés. Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommesseulement intéressés à la convection d'origine thermique car elle est la plus marquée et nous nerésolvons pas dans Thercast3 les équations de transport des éléments d'alliage.L'importance de la convection naturelle d'origine thermique est mesurée par un nombreadimensionnel, le nombre de Rayleigh, qui établit un ratio entre e�ets déstabilisants (moteurs)et stabilisants (freins) pour la convection:Ra = �3�g�TVmoy�aDans cette expression, � est la masse volumique, � le coe�cient de dilatation linéraire duliquide, g est la norme du vecteur gravité,�T est l'écart caractéristique de température a�ectantle volume concerné par la convection Vmoy , � la viscosité dynamique du liquide et a sa di�usivitéthermique (= k�c).Rayleigh a montré, et il a été véri�é expérimentalement, que la convection naturelle apparaîtlorsque le nombre de Rayleigh dépasse un seuil critique , Rac = 1700. Ce nombre met en évi-dence l'in�uence du volume a�ecté: pour un alliage donné, le phénomène de convection naturelleapparaît lorsque le volume moyen de la partie liquide dépasse un seuil critique, Réciproquement,elle disparaît lorsque ce volume se réduit du fait de la solidi�cation de la pièce jusqu'à cette taillecritique.Les pièces massives telles que les lingots masselottés sont donc relativement propices à l'appa-rition de la convection naturelle. Dans ce cas, la partie la plus chaude est généralement au centrede la pièce, la partie la moins chaude à la périphérie, au contact des moules. Par conséquent, lamatière la plus légère est au centre tandis que la plus lourde se trouve à la périphérie. Les bouclesde recirculation sont donc orientées dans le sens ascendant au centre de la pièce et descendantsur la périphérie. Le transfert de chaleur entre la partie liquide et la partie solide de la pièce estalors modi�é. Au début du refroidissement, la baisse de température se fait plus importante. Cequi in�ue sur l'évolution de la taille des parties respectives, liquide et solide.La �gure 4.1 propose une représentation simpli�ée de la convection naturelle.4.3 Les insu�sances de la formulation élasto-visco-plastique4.3.1 Insu�sance du modèle rhéologiqueJusqu'à présent, dans le logiciel Thercast3, le phénomène de convection naturelle était négligéet la phase liquide était considérée au repos. Sa modélisation était e�ectuée grâce à la loi decomportement EVP présentée au Chapitre 2, en adoptant un choix aussi judicieux que possible
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Boucles de convection naturelle

Thermiques
Gradients 

Fig. 4.1 � Représentation simpli�ée de boucles de convection naturelle issues des gradients ther-miques entre la paroi et le coeur de la pièce.des coe�cients de façon à ce que la région liquide ne soit pas a�ectée de mouvements provoquantla distorsion du maillage et transmette correctement la pression hydrostatique aux régions solides.Cette approche quelque peu arti�cielle d'un �uide newtonien au repos était réalisé en prenant:- m = 1 : caractéristique du comportement newtonien.- �s = 0 : pas de seuil d'apparition de déformations viscoplastiques.- K = � : viscosité dynamique du liquide (en pratique � limité à 100 Pa:sm)- E et �E3(1� 2�) : module d'Young et module de compressibilité ayant des valeurs élévéesDans ces conditions, on véri�e e�ectivement que les équations du modèle EVP (2.6)-(2.11)se réduisent à: _� = _�vp + _�el|{z}'0 +_�th_�vp = 12K sOr, la dernière condition sur E et � pose problème dans le cadre de l'utilisation d'un modèlerhéologique unique pour traiter les états solide, pâteux et liquide de l'alliage. En e�et, si onse réfère aux mesure rhéologiques e�ectuées à l'état solide à haute température [27] et à l'étatpâteux, sous la température de cohérence [95], le module d'Young voit sa valeur décroître enfonction de la température jusqu'à des valeurs de l'ordre de 104 Pa entre la température desolidus et la température de cohérence.Dans le cadre d'un modèle unique continu, on est donc conduit à prendre des valeurs dumodule d'Young inférieures à 104 Pa en phase liquide. Ceci impose donc des valeurs de � prochesde 0:5. En e�et, la partie sphérique des vitesses de déformation s'écrit:Tr( _�) = 3� _T + _fs��tr � _p3(1� 2�)EPour que la contraction du matériau au cours du refroidissement soit bien calculée, il estnécessaire que le dernier terme soit négligeable. Dans le cas inverse, une partie du retrait de



134 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquidel'alliage pourrait être masquée dans une déformation élastique arti�cielle. Ainsi, nous avonse�ectué un test sur la solidi�cation d'un cube d'aluminium (0:1�0:1�0:1 m3) pour lequel on avaitpris � = 0 (a�n de simpli�er) et��tr = �0:05 (retrait volumique de 5%),E = 104 Pa et � = 0:33pour le liquide. Dans ces conditions, le volume �nal est de 0:98V0 au lieu de 0:95V0 attendu. Ladéformation élastique explique le 3% manquants. On remarque que la variation de pressionassociée �p = �E3(1� 2�)Tr(�el) = �300 Pa est e�ectivement négligeable en comparaison de lapression hydrostatique �gh ' 8000 Pa. On en déduit donc que le coe�cient de Poisson � doit êtrechoisi très proche de 0:5. L'inconvénient de la formulation se traduit alors sur le plan numérique,car la convergence de la résolution de la loi de comportement incrémentale est alors fortementralentie.Nous noterons pour �nir que dans l'exemple précédent, une conservation correcte du volumen'a pu être obtenue que pour des valeurs de E de 108 Pa (avec � = 0:33), ce qui a d'ailleurs donnélieu à un a�aissement assez marqué, au centre de la surface du cube. Mais dans ces conditions,comment raccorder ces valeurs à celles caractéristiques du voisinage du solidus (104 Pa)?Devant ces di�cultés, tant physiques que numériques, nous avons décidé de traiter les zonespâteuses et liquides avec un modèle rhéologique carrément distinct, à savoir purement viscoplas-tique (VP). Dans ce chapitre, nous exposerons le traitement numérique d'un tel modèle ainsi queson couplage avec le modèle EVP que nous conservons pour les régions solides.4.3.2 Insu�sance de la formulation lagrangienneA l'évidence, une formulation lagrangienne réactualisée n'est pas adaptée à la modélisationde la convection naturelle. Les mouvements de matière issus des recirculations entraîneraient unerapide dégénérescence des maillages.Une première idée pour passer outre les dégénérescences du maillage au cours du refroidis-sement, serait d'implanter une procédure de remaillage dans Thercast3. Cette opération est toutà fait réalisable en se basant sur la grande expérience dans le domaine de Forge3. Cependant,dans le cas de la convection naturelle, les mouvements sont tels que la fréquence du remaillagerisquerait d'être importante et le temps de calcul en pâtirait. Le temps de remaillage peut ene�et atteindre près de 80% du temps total d'un incrément de calcul thermo-mécanique dans lecas de pièces complexes. La solution serait d'avoir un remaillage local, là où les éléments seraientles plus dégradés. Le déclenchement des remaillages se ferait suivant un critère donné, de typequalité minimale d'élément ou déformation généralisée maximale.L'autre possibilité est d'implanter une gestion du maillage de la partie liquide telle que lefont les codes traitant la mécanique des �uides, c'est-à-dire une formulation eulérienne. En fait,une formulation eulérienne-lagrangienne-arbitraire (ALE) serait plus appropriée. Cette méthodepermet de gérer le maillage indépendamment de la matière, excepté à la surface libre. Par ce biais,les mouvements internes à la pièce ne sont pas perturbateurs pour le maillage. Les mouvementsdu maillage sont calculés de manière à ce que la surface libre suive la matière et à ce quel'intérieur soit le plus régulier possible. Cette caractéristique est en complet accord avec ce que lerefroidissement de la pièce implique sur les mouvements de matière. En e�et, les recirculations dela convection naturelle en début de refroidissement ne sont plus perturbatrices pour le maillagepuisque la formulation peut être eulérienne dans le puits liquide (Fig. 4.2a). De plus, les retraitsde matière de type lame d'air ou retassure, qui apparaissent plus tard dans le refroidissement, sonttout aussi bien gérés qu'avec une formulation en lagrangien réactualisé, puisque la formulationpeut être lagrangienne dans les régions solidi�ées (Fig. 4.2b).
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(b) Solidi�cation déjà avancéeFig. 4.2 � (a):Représentation des boucles de convection dans la zone liquide (la formulation y esteulérienne) et du début des lames d'air dans la zone solide (la formulation y est lagrangienne).(b): La pièce est presqu'entièrement solidi�ée, les décollements sont plus prononcés et la retassureprimaire apparaît clairement (la formulation est alors lagrangienne presque partout).A l'heure actuelle, et compte tenu de l'expérience de Forge3 et de R3, il semblerait que lesremaillages soient très coûteux en temps de calcul. De plus, les remaillages locaux ne sont pasencore su�samment robustes pour être béné�ques. Ajoutons que le critère de remaillage dansThercast3 n'est pas forcément évident à trouver. Des travaux plus approfondis dans le domainedevront être menés.C'est pour ces raisons que nous avons choisi, dans un premier temps, la deuxième méthode(ALE), d'autant qu'elle est souvent utilisée dans la littérature pour modéliser de nombreux pro-cédés. Dans la suite nous exposerons l'implantation de cette méthode dans Thercast3.Notons cependant qu'à terme le remaillage sera sans doute indispensable, car l'ALE ne pourravraisemblablement pas venir à bout de tous les mouvements de maillage. Mais nous préféronsretarder son implantation pour des raisons de coût de calcul et d'e�cacité.Avant de passer à l'exposé de notre nouvelle formulation �VP-EVP-ALE�, e�ectuons une der-nière remarque suggérée par la �gure 4.2. Si nous parvenons à mettre au point une formulationrendant compte de la contraction thermique dans le liquide, de la contraction au changement dephase liquide-solide et assurant un suivi correct de la surface libre de l'alliage, alors nous seronsen mesure de modéliser l'apparition de la retassure primaire, ou retassure débouchante. Dans lespièces de fonderie, il s'agit d'un défaut a�ectant les masselottes, c'est-à-dire les parties adjointesà la partie utile de la forme coulée et dans lesquelles le fondeur fait en sorte que survienne ladernière solidi�cation (cf. résultats sur les cas industriels au Chapitre 3). Ainsi, les ségrégationset porosités marquées qui sont associées à cette dernière solidi�cation n'a�ectent pas la partieutile de la pièce. Ces masselottes sont chutées après refroidissement total et représentent souventune part importante du poids de matière coulée. Par conséquent, se donner les moyens de prévoirla forme des retassures et ainsi d'optimiser le masselottage est un objectif premier des fondeurs.Notre problème consiste donc� dans un premier temps à coupler deux comportements pour un même matériau, dans le



136 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquidetraitement de la phase liquide et de la phase solide,� dans un deuxième temps, à modéliser de l'écoulement de l'alliage dans les régions liquidessous l'e�et de la convection naturelle. Cela sera e�ectué grâce à la formulation eulérienne-lagrangienne.Ceci fait l'objet des paragraphes suivants.4.4 Un nouveau modèle rhéologique4.4.1 La loi de comportementUne pièce de fonderie, par dé�nition, lors de son refroidissement, passe par toutes les étapesde la solidi�cation: liquide, pâteux et solide. La loi de comportement initialement implantée dansThercast3 est une loi de type EVP. Le matériau est donc considéré comme tel tout au long de lasolidi�cation de l'état liquide à la température ambiante.La littérature, dans le domaine de la simulation numérique du refroidissement des pièce defonderie, ne propose pas vraiment d'autre solution. Tous les logiciels d'analyse thermo-mécaniqueprocèdent selon ce type d'approximation à notre connaissance (cf. Tab. 1.1).Pourtant, dans le domaine expérimental, Decultieux ([27]) et Vicente ([95]) associent lesdi�érents états de la pièce lors de son refroidissement à di�érentes lois de comportement (cf. Fig.4.3). En particulier, ils introduisent une fraction solide de cohérence pour laquelle le matériauchange de loi de comportement.
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Fig. 4.3 � Description des di�érentes lois de comportement suivant les di�érents états du métalselon Decultieux et Vicente.On remarque, que le matériau est considéré newtonien dans sa phase liquide et visco-plastiquesous le liquidus, à l'état �semi-liquide�. Ce n'est qu'une fois �semi-solide�, c'est-à-dire pour unetempérature inférieure à la température de cohérence, qu'il devient élasto-visco-plastique. Cepoint est d'ailleurs controversé, d'autres auteurs, selon Vicente [95], signalant l'apparition d'uneréponse élastique pour des températures inférieures à l'état de cohérence, voire inférieures à latempérature de solidus. On rappelle également qu'il est d'usage, dans les calculs de mise en formeà chaud à l'état solide de négliger l'élasticité en utilisant des lois de comportement visco-plastiquede type Norton-Ho�. Dans tous les cas, cela ne correspond donc pas à l'hypothèse de Thercast3.En nous basant sur ces considérations, nous avons décidé de traiter les régions liquides etsemi-liquides de la pièce avec une loi de comportement de type visco-plastique (VP) avec unmodèle de Norton-Ho�. Les régions semi-solides et solides seront toujours traitées par la loi de



4.4 Un nouveau modèle rhéologique 137comportement de type EVP.Plusieurs questions se sont alors posées. Comment introduire la loi VP dans un code uni-quement voué à une loi EVP? Comment passer d'un comportement à un autre? Le couplage neposera-t-il pas de problème de convergence numérique pour les éléments de transition? Ceci faitl'objet du paragraphe suivant.4.4.2 Le couplage VP-EVP4.4.2.1 Les équations de l'écoulement (Thermo-)viscoplastique de la phase liquideLa loi de comportement VP est dérivée de la loi de comportement EVP (2.6)-(2.11), enannulant la contrainte seuil �s et en faisant tendre vers l'in�ni le module de compressibilité�E3(1� 2�) , ou ce qui revient au même, en négligeant la contribution élastique du tenseur desvitesses de déformation. Les équations de la loi de comportement VP sont alors les suivantes:_� = _�vp + _�th (4.1)_�vp = 12K(T ) �p3_���1�m(T ) s (4.2)_�th = (�(T ) _T + _fs(T )��tr3 )I (4.3)Le problème est donc de résoudre:Trouver (v; p) véri�ant l'équation d'équilibre:r:s�rp+ �g = �dvdt (4.4)et l'équation de continuité, traduisant ici l'incompressibilité de la partie viscoplastique desdéformations: r:v = 3�(T ) _T + _fs(T )��tr (4.5)où s véri�e (4.2).On remarque dans (4.4) la présence du terme d'inertie au second membre. Ce terme est ene�et indispensable à la résolution de la convection naturelle, compte tenu des faibles viscositésdes alliages métalliques à l'état liquide.En supposant pour simpli�er dans un premier temps que toute la pièce est à l'état liquide ousemi-liquide, le problème s'exprime sous forme faible:Trouver (v; p) 2 V � P tels que:8>>>>>>>><>>>>>>>>: Z
 s(v) : _��dV � Z
 pr:v�dV � Z@
 � :v�dS = Z
 �g:v�dV � Z
 �dvdt :v�dVZ
 p�(�r:v+ 3�(T ) _T +��tr _fs)dV = 08(v�; p�) 2 V0 �P (4.6)où s est relié au champ de vitesse v par les équations (4.1)-(4.3).



138 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquideToutefois, tout comme les équations du problème (2.31) de la loi de comportement EVP,les équations du problème (4.6) ne sont pas homogènes dans leurs unités. Nous avons donc eurecours à un nouveau changement de variables. La variable q est ainsi créée, son expression est :q = �l��tm(T )K(T )p (4.7)en utilisant les mêmes notations qu'au Chapitre 2.Le problème réellement résolu est alors :Trouver (v; q) 2 V � P tels que:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Z
 s(v) : _��dV � Z
 ��tmK�l qr:v�dV � Z@
 � :v�dS = Z
 �g:v�dV � Z
 �
:v�dVZ
� ��tmK�l q�(�r:v+ 3�(T ) _T + ��tr _fs)dV = 08(v�; q�) 2 V0 �P (4.8)où 
 = dvdt désigne le vecteur accélération, dérivée particulaire (totale) du champ de vitesse.Pour des raisons de lourdeur d'écriture, le changement de variables ne sera pas opéré dansla suite et nous traiterons plutôt le problème (4.6) que le problème (4.8). Le lecteur garderacependant en mémoire qu'à toutes les opérations qui vont suivrent, le changement de variablesdoit être ajouté.A�n de résoudre le problème (4.6), introduisons en plus du troisième champ D de (2.52),un quatrième champ z, prenant partiellement la place de v dans (4.4). Le problème fort devientalors:Trouver (v; z; p;D) solution de8>>>><>>>>: r:s(D(v))�rp = ��g+ �dzdtr:v = 3�(T ) _T + _fs(T )��trz = vD = _�(v) (4.9)Sous forme faible, le problème s'écrit:Trouver (v; z; p;D)2 V � V � P �D tels que:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Z
 s(D(v)) : _��dV � Z
 pr:v�dV � Z@
 � :v�dS = Z
 �g:v�dV � Z
 �dzdt :v�dVZ
 p�(�r:v+ 3�(T ) _T + _fs(T )��tr)dV = 0Z
(D� _�(v)) :D�dV = 0< z� v; z� >= 08(v�; z�; p�;D�) 2 V0 � Z � P � D (4.10)



4.4 Un nouveau modèle rhéologique 139Ces équations sont discrétisées par la méthode des éléments �nis. Le même élément mixteP1+=P1 que pour le problème (2.40) est utilisé. Les espaces d'interpolation de v, p, D sontles mêmes que pour (2.52). Comme espace d'interpolation de la variable z, nous choisissonszh 2 P 1(
e) et zh = vh sur @
e. Nous nous intéressons à la quatrième équation de (4.10).Rappelons que (2.49) équivaut à: jjrbhjj0 = 0;c'est-à-dire jjrvh �rzhjj0 = jvh � zhj1;0 = jjvh � zhjj1Par conséquent jjvh � zhjj1 = 0 (4.11)Ce qui signi�e que, comme on a toujours Dh = _�(vh) d'après (2.50), résoudre le problèmefaible (4.10) équivaut à résoudre le problème fort (4.9) donc le problème fort initial (4.4)-(4.5).Le problème (4.10) s'écrit alors, sous forme discrète:Trouver (vh;bh; ph) 2 Vh � Bh �Ph tels que:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: Z
 s(vh) : _�(v�h)dV � Z
 phr:v�hdV � Z@
 � :v�hdS = Z
 �g:v�hdV � Z
 �dvhdt :v�hdVZ
 s(bh) : _�(b�h)dV � Z
 phr:b�hdV = Z
 �g:b�hdVZ
 p�h(�r:(vh + bh) + 3�(T ) _T +��tr _fs)dV = 08(v�h;b�h; p�h) 2 V0h � Bh � Ph (4.12)où 
h = dvhdt = vn+1 � vn�t et les notations du Chapitre 2 sont conservées.Les équations de Navier-Stokes quasi-incompressible (4.4)-(4.5) sont donc une généralisationdes équations de Stokes sur lesquelles Coupez [24] a développé ses travaux sur l'élimination dela bulle. Tout ce qui est présenté au Chapitre 2, s'applique ainsi naturellement au problème VP.Après application du schéma d'intégration temporelle sur [t; t+�t], les équations du problème(4.12) forment un ensemble de résidus.8><>: Rl(vh; ph) = 0Rb(bh; ph) = 0Rp(vl;bh) = 0 (4.13)Le coe�cientm(T ) de (4.2) pouvant être di�érent de 1, (4.13) est un ensemble de résidus nonlinéaires. Une autre source de non-linéarité provient de la gestion du contact, toujours e�ectuéepar l'algorithme de pénalisation présenté au Chapitre 2. Par conséquent la méthode de Newton-Raphson utilisée pour résoudre (2.56) est encore de mise ici.



140 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquideLe système mécanique qui en découle a pour forme:0B@ Kll 0 Klp0 Kbb KbptKlp tKbp 0 1CA0B@ �v�b�p 1CA = �0B@ Rl(vh; ph)Rb(bh; ph)Rp(vh;bh) 1CA (4.14)où les di�érentes matrices s'expriment de la même manière que pour le système (2.58).Après les opérations de substitution (2.59), le système �nalement résolu est: Kll KlptKlp �C ! �v�p ! = �0@ RlRpl + Rp �Cpn � tKbp �Kbb��1Rb 1A (4.15)4.4.2.2 Le couplageOn voit donc que, bien que le code n'ait pas été prévu pour une telle loi, l'implantationde la loi de comportement VP dans Thercast3 a été facilitée par les travaux sur l'éliminationde la bulle présentés au Chapitre 2. Ainsi, le tétraèdre dans sa version mini-élément permet-il de traiter de la même manière un problème EVP et un problème VP, donnant lieu à unerésolution de type problème de Stokes dans les deux cas. Dès lors, il devient possible d'adopterune unique formulation éléments �nis pour calculer le champ de vitesse dans les pièces en coursde solidi�cation où se trouvent d'une part des régions solides EVP et d'autre part des régionsliquides VP.A�n de parfaitement fondre le comportement VP dans le code, nous avons écrit le calculet l'assemblage du système à l'image de celui du comportement EVP. La première étape aainsi consisté à écrire un module tangent pour la loi VP (4.2), à l'instar du module tangent ducomportement EVP (2.27). De cette façon, le passage d'un comportement à un autre se résumeà l'appel du module tangent de l'un ou de l'autre, les parties communes restant inchangées, ceque nous verrons plus loin à la �gure 4.6.Le module tangent de la loi de comportement VP s'obtient en dérivant l'équation (4.2) parrapport à _�vp.Ainsi le module tangent VP s'exprime, sous forme discrète, comme suit:@svpij@ _�vpkl = 4K(m� 1)(p3_��)m�3 _�vpkl _�vpij + 2K(p3_��)m�1�ik�jl (4.16)où m = m(T ) et K = K(T ).La principale di�érence entre les deux comportements se situe au niveau de la matrice Klldes systèmes mécaniques (2.58) et (4.14). Elle s'exprime de la même manière dans les deux cas(2.44), mais la nature du module tangent les di�érencie.Notons que l'autre di�érence importante entre les deux comportements est l'absence de termesdiagonaux en pression dans la matrice du système (4.14) du fait de l'absence de composanteélastique. L'élimination de la bulle permet cependant de combler ce vide (4.15) et de résoudre lesystème par une méthode itérative.La seconde étape a été l'implantation d'une règle selon laquelle le matériau est VP ou EVP.A l'image de la �gure 4.3, il a été instauré une fraction solide de cohérence, déterminée à partird'une température de cohérence donnée, et qui délimite les deux lois de comportement. Ainsi unélément de matière sera considéré VP si sa fraction solide est inférieure à la fraction solide decohérence. Inversement, il sera considéré EVP si sa fraction solide est supérieure à la fraction



4.4 Un nouveau modèle rhéologique 141solide de cohérence. Cette gestion des lois découle logiquement de la �gure 4.3. Une di�cultépersiste cependant d'un point de vue numérique. En e�et, toute l'originalité de la gestion del'élément bulle, telle qu'elle est présentée au Chapitre 2, engendre un traitement di�érent pourles quantités déviatoires et les quantités sphériques. Les contraintes et la pression, ne sont pastraitées de la même manière, au sens de l'interpolation élément �ni à l'échelle de l'élément.Le déviateur des contraintes est constant par élément sh 2 P 0(
e) (2.53). Les intégrales où ilintervient, sont calculées au centre de l'élément. Les intégrales où intervient la pression sontcalculées aux 4 points de Gauss puisque ph 2 P 1(
e) (2.37). Par conséquent, la partie déviatoiren'aura qu'une contribution par élément, à la matrice de raideur du système mécanique (au centrede l'élément). La partie sphérique en aura quatre (aux points de Gauss de l'élément).
Limite de comportement

EVP

VP

Point de Gauss

Centre de l’élément

Fig. 4.4 � Con�guration 2D où un élément est traversé par la limite de comportement, son centreet certains points de Gauss n'ont pas a priori le même comportement.Cette con�guration pose un problème quant à la gestion de l'élément par rapport à la loi decomportement à adopter. En e�et, les points de Gauss ne sont pas au même endroit que le centrede l'élément, donc n'ont pas la même température, donc pas la même fraction solide. Or la loide comportement appliquée à un élément de matière dépend de sa fraction solide. Ainsi, lors del'avancée du front de solidi�cation, il peut arriver qu'un point de Gauss soit VP et que le centrede l'élément soit EVP (ou inversement) (cf. Fig. 4.4). Cependant, cette con�guration n'est pastrès saine du point de vue élément �ni et aboutit à un traitement respectif des lois EVP et VPnon consistant.Par conséquent, a�n d'éviter d'éventuels con�its dus à la contribution des deux lois au seind'un même élément, nous avons décidé de traiter les di�érents points de l'élément d'une manièreunique. C'est-à-dire qu'un élément �ni n'aura donc qu'une seule loi de comportement. Pour cela,la transition VP/EVP est gérée en fonction de la température du centre de l'élément. Ainsi,la loi de comportement de tous les points d'un élément dépend de celle de son centre (cf. Fig.4.5). Ceci permet d'avoir la même contribution à la matrice de raideur, pour tous les points del'élément, lors de l'assemblage.On présente sur l'organigramme de la �gure Fig. 4.6, l'algorithme de couplage de ces deuxlois de comportement.



142 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquide
Limite de comportement

EVP

VP
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Centre de l’élément

(a) Limite de comportement

EVP Point de Gauss

Centre de l’élément

VP (b)Fig. 4.5 � (a): Le centre est VP, tout l'élément est VP. (b) : le centre est EVP, tout l'élémentest EVP4.4.3 Test de validationA titre de validation de l'implantation de la loi de comportement VP et de la prise en comptedes e�et d'inertie dans Thercast3, le test de l'écroulement de barrage, très fréquemment dans lalittérature, a été e�ectué.Ce test bidimensionnel consiste en une colonne parallélélipédique d'un �uide newtonien dehauteur initiale H et de largeur initiale L = H2 , maintenue entre deux parois et initialementau repos. Le mouvement du �uide est engendré par la disparition brutale d'une des parois quiprovoque l'écroulement de la colonne sous son propre poids. Le principe du test est alors de suivrela position adimensionnelle horizontale Z=L de l'extrémité du front de matière qui s'écroule, enfonction du temps adimensionnel t̂ dé�ni par:t̂ = tr2gL :Les résultats obtenus sont présentés sur la �gure 4.7. On compare les résultats expérimentauxde Martin et al [69] ainsi que des résultats du logiciel de remplissage de moules R2 [38] avec nosrésultats.Il apparaît que les résultats de Thercast3 sont tout à fait comparables aux deux référencespré-citées. Ceci signi�e que non seulement les équations de la loi de comportement VP sont bienrésolues (au moins pour le cas m = 1), mais aussi que les termes d'inertie sont correctement prisen compte.Le pas de temps semble avoir une in�uence sur les résultats mais qui reste faible.Nous présentons sur la �gure 4.8, des maillages du cas à deux incréments de temps di�érents.On notera, qu'à l'inverse de R2, le calcul de Thercast3 n'a fait l'objet, à ce stade, d'aucuneprocédure de remaillage.Au vu de ces résultats, nous pouvons donc considérer que Thercast3 est dorénavant apte àsimuler les mouvements de �uide visco-plastique.
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Fig. 4.8 � Présentation du maillage à deux instants di�érents de la simulation.



4.5 Désynchronisation maillage/matière: formulation ALE 1454.5 Désynchronisation maillage/matière: formulation ALETel que présenté ci-dessus, le couplage des lois VP/EVP permet de simuler le refroidissementd'une pièce de fonderie, à la condition de savoir traiter l'évolution du maillage induite par lesmouvements de recirculation de la phase liquide. Ceci est réalisé par la méthode ALE que nousprésentons ci-après.4.5.1 Présentation de la méthode ALELa méthode ALE est à mi-chemin entre une méthode purement eulérienne, où le maillagede calcul est �xe, et la méthode de type lagrangien réactualisé ou le maillage est convecté avecl'écoulement de la matière. Son principe est de déconnecter la matière et le maillage: contraire-ment à une méthode lagrangienne réactualisée, la vitesse du maillage vmay est di�érente de cellede la matière vmat. Pour conserver le recouvrement de la matière, on impose cependant la condi-tion de conservation de �ux de matière en surface. Le fait que vmay 6= vmat permet de conserverune qualité de maillage correcte dans le volume tout en gardant une parfaite description de lasurface libre par l'imposition de la condition de recouvrement.Traditionnellement, les méthodes purement eulériennes ont été associées aux �uides et lesméthodes lagrangiennes aux solides. Les méthodes ALE voient le jour dans les années 70 oùelles sont naturellement appliquées à des problèmes d'interaction entre �uide et structure. Ellessemblent en e�et parfaitement adaptées à ce type de problème, les méthodes pré-citées étantintrinsèquement limitées.C'est dans un premier temps au traitement des écoulements de �uides parfaits que ce typede méthode a été appliqué. Notamment, Hirt [48], en di�érences �nies présente ce que l'on peutconsidérer comme la première véritable formulation ALE. Suivi de très près par Pracht [81] quil'étend au cas tridimensionnel. Les problèmes d'interaction �uide/structure sont alors abordésà l'aide de telles méthodes. Notons Belytschko [12], Donea [30], dans les cas de �uides parfaitsqu'ils résolvent en éléments �nis. Par la suite, c'est à des �uides de complexité croissante que laméthode ALE est adaptée. Hughes et al. [52] s'intéressent à des �uides visqueux incompressibles,ainsi que Donea [29] ou Huerta et al.[50]. Les matériaux, dits à mémoire, comme les solidesélasto-plastiques [62], les �uides visco-élastiques [6] sont aussi traités. On notera les approchesde Huétink [51] pour le cas thermo-élasto-plastique ou de Ghosh [40] pour le cas élasto-visco-plastique.En mise en forme des matériaux, les méthodes ALE ont aussi été utilisées. On pourra trouverune revue assez détaillée des di�érents procédés ayant eu recours aux méthodes ALE dans [22].Il est à noter qu'aucun cas d'application tridimensionnel de fonderie n'est cité dans cette revue.On peut aussi noter Pantale et al [76] pour l'application de l'ALE à l'usinage de métaux.Un des problèmes centraux de l'ALE concerne l'intégration temporelle des variations devariables aux noeuds du maillage. Une manière de procéder consiste à intégrer la dérivée de grille(variation temporelle d'un champ scalaire, noté par exemple B aux noeuds de la grille). Du faitde vmay 6= vmat, cette dérivée de grille est reliée à la dérivée particulaire par l'intermédiaire d'unterme d'advection faisant intervenir rB et le di�érentiel de vitesse:dgBdt = dBdt � (vmat � vmay):rB (4.17)On peut remarquer que si vmay = 0, l'ALE devient une méthode eulérienne classique. Si



146 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquidevmay = vmat, l'ALE devient une méthode lagrangienne réactualisée.L'introduction de (4.17) dans les équations mécaniques, équilibre et continuité, amène àl'écriture d'un problème d'advection/di�usion.La résolution d'un problème incrémental en formulation ALE consiste donc, à déterminer,vt+�tmay , vt+�tmat , Bt+�t et 
t+�t solution du problème d'advection/di�usion, connnaissant vtmay,vtmat, Bt et 
t.Deux problèmes principaux se posent alors.� La résolution du problème de convection/di�usion.� La détermination de la vitesse de maillage vmay.4.5.1.1 Le problème d'advection/di�usionLe premier problème se résout principalement via deux méthodes. Une méthode directe quiconsiste à résoudre le problème dans son intégralité. Une méthode de splitting qui consiste à dé-composer le problème en deux problèmes, un problème d'advection et un problème de di�usion.La première et la plus di�cile est la moins fréquente. Elle fait cependant l'objet de quelquestravaux parmi lesquels �gurent [52],[63], [8] qui utilisent des méthodes de type Galerkin ou SUPG,ou bien [64] qui penchent pour des méthodes de type caractéristiques/Galerkin.La seconde et la plus répandue peut s'interpréter comme une simpli�cation du problèmeintégral par une séparation du calcul des vitesses vmay et vmat à chaque incrément de temps.Un premier calcul lagrangien est e�ectué puis un transport. Le calcul lagrangien permet dedéterminer vmat qui à son tour permet de déterminer vmay utilisé pour le transport. Elle afait l'objet de nombreux travaux comme [30], [14] [80] ou [93]. Elle a l'avantage de rendre aiséel'adaptation d'un code lagrangien qui ne nécessite que l'ajout du calcul de vmay et le transport.Elle est citée sous l'appellation �U_ALE formulation� par Baaijens [6].4.5.1.2 La vitesse de maillageDans le cas de résolution directe du problème d'advection/di�usion, la vitesse de maillageest calculée en même temps que le reste des inconnues.Dans le cas d'un splitting, elle doit être déterminée en fonction de la vitesse vmat. La vitessede maillage est calculée sous contrainte de la condition de recouvrement vmay :n = vmat:n. Troisméthodes principales sont utilisées pour le calcul de vmay.� Par imposition directe.� Par un calcul de type laplacien.� Par barycentrage.La première méthode est applicable lorsque le déplacement de matière est connu par avance.Elle est appelée méthode d'Euler-Lagrange. Elle consiste à prendre au noeud i vmayi = (1 ��i)vmati ou �i est scalaire. Elle généralise les méthodes eulérienne (�i = 1) et lagrangienne



4.5 Désynchronisation maillage/matière: formulation ALE 147(�i = 0).La seconde méthode consiste à résoudre le problème:�vmay = 0 sur 
vmay:n = vmat:nLa troisième est celle que nous avons choisie et est décrite plus loin.4.5.2 Application à Thercast3. Calcul de la vitesse de maillageThercast3 étant un code de calcul incrémental, la méthode ALE est appliquée à chaqueincrément de temps (Fig. 4.9).La méthode que nous avons appliquée est celle dite de splitting. A savoir, le champ de vitessematériel est d'abord calculé de manière classique comme solution des équations mécaniques (4.2)et (4.3) sur la con�guration de début d'incrément 
t. En reprenant les notations du Chapitre2 et en notant vt+�tmat ce champ de vitesse, l'actualisation lagrangienne de la con�guration estdonnée par: xt+�tmat = xtmat + �t:vt+�tmat + �t22 :
t+�tmatCompte tenu du fait que dans le phénomène de la convection naturelle, l'inertie est relativementfaible, nous avons décidé de négliger, dans l'actualisation de la con�guration en �n d'incrément,les termes du second ordre. Nous écrivons donc:xt+�tmat = xtmat + �t:vt+�tmatvmay est ensuite déduite de vmat.Dans notre cas, la régularité du maillage est obtenue par le calcul de vmay, minimum d'unefonction aux moindres carrés J à partir de vmat. Cette méthode est communément appeléebarycentrage, et a été proposée par Magnin [64], puis reprise pour la simulation du remplissagede moule en dimension 2 par Gaston [38]. Nous l'avons adaptée au cas tridimensionnel. Elleconsiste donc a minimiser, sous la contrainte de recouvrement que nous présenterons plus loin lafonction de vmay: J = Xi2�vs �vimay � �vimay�2 (4.18)où �vs est l'ensemble des noeuds du maillage volumique. �vs = �s [ �v avec �s = �vsn ��vs l'en-semble des noeuds frontières du maillage et �v =��vs l'ensemble des noeuds purement volumiquesdu maillage. �s \ �v = ;.�vmay est la vitesse moyenne de barycentrage qui pour un noeud i vaut:� si i 2 �v �vimay = 1j
vs(i)j Xj2
vs(i)vjmayoù 
vs(i) est l'ensemble des noeuds topologiquement adjacents à i et j
vs(i)j son cardinal.� si i 2 �s �vimay = 1j
s(i)j Xj2
s(i)vjmay



148 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquideoù 
s(i) est l'ensemble des noeuds frontières topologiquement adjacents à i et j
s(i)j soncardinal.En fait cela revient à calculer: �vmay = 0c'est-à-dire à utiliser une méthode de laplacien. En e�et, en di�érences �nies bidimensionnellessur un maillage structuré de pas de discrétisation h, �v s'écrit:@2v@x2 + @2v@y2 = (vi�1;j � 2vi;j + vi+1;j) + (vi;j�1 � 2vi;j + vi;j+1)h2où vi;j = v(ih; jh) et h = xi+1 � xi = yj+1 � yj .Ainsi, la relation �v = 0 fait-elle bien apparaître vi;j la moyenne de v aux quatre noeuds voi-sins. Nous voyons donc que les méthodes de barycentrage et de laplacien peuvent être confonduesen une seule et même catégorie.D'autre part, on impose à la surface du maillage de suivre la surface libre de la matière parle biais de la condition aux limites, dite condition de recouvrement:vmay:n = vmat:n: (4.19)où n est la normale discrète externe à la surface. Cette normale discrète est notamment utiliséedans la gestion du passage des coins. En e�et, la première idée qui vient à l'esprit pour déterminerla normale d'un noeud en coin est de prendre la moyenne des normales des faces adjacentes.Cependant, cette normale moyenne amène à des pertes de volume [38]. La notion de normalediscrète a été introduite par Gray [42] et formalisée par Engelman et al [31]. Elle est baséesur l'idée de consistance vis-à-vis de l'incompressibilité. On trouvera dans [38] une présentationsimple mais claire des développements qui ont amené à l'écriture de la normale discrète au noeudi que nous utilisons: nij = 1�ni ZSupp(Ni) @Ni@xj dV pour j = 1; 2; 3où �ni =vuuut 3Xj=1 ZSupp(Ni) @Ni@xj dV!2.La minimisation de (4.18) sous la contrainte de (4.19) est e�ectué par une méthode de Gauss-Seidel.Ainsi, connaissant vt+�tmat , nous sommes en mesure d'en déduire un champ de vitesse d'actua-lisation du maillage vt+�tmay . La nouvelle con�guration du maillage est obtenue par:xt+�t = xt + vt+�tmay :�t (4.20)et la distinction des schémas d'actualisation des particules de matière et des noeuds du maillageest résumée par la �gure 4.9Vient ensuite, l'opération de transport des variables de la con�guration 
t à la nouvellecon�guration 
t+�t dé�nie par la relation (4.20) ci-dessus.L'actualisation se fait alors comme suit:Bt+�t = Bt + dgBdt :�t (4.21)
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Fig. 4.9 � Schéma de séparation des deux champs de vitesses4.5.3 Le transportEn règle générale, la phase de transport de variables constitue une résolution à part entière deséquations de transport. Di�érentes méthodes existent telles que les méthodes de résolution spatio-temporel. Elles consistent en un traitement simultané des dérivées spatiales et temporelles. Leurprincipal inconvénient est une gestion de système de très grande taille. On peut aussi e�ectuer letransport en gérant les dérivées spatiales à l'aide de schémas de type éléments �nis et les dérivéestemporelles par di�érences �nies.Pour notre part, nous avons fondé l'actualisation des variables vitesses et températures (notéegénéralement B) sur l'intégration temporelle directe de (4.17). Ceci est e�ectué en écrivant unediscrétisation de type di�érences �nies dans le temps de la dérivée de grille sur l'incrément decalcul: dgBdt = Bt+�t(xt+�t)�Bt(xt)�t (4.22)Ainsi, l'actualisation de B sur le nouveau maillage régularisé s'écrit-elle simplement:Bt+�t = Bt + dgBdt :�t (4.23)Les problèmes mécanique et thermique ayant été résolus sur l'incrément de temps, vt+�tmat etBt+�t sont connus et on est à même d'exprimer la dérivée particulaire dBdt dans (4.17), égalementpar un schéma de di�érences �nies. Il reste alors à appliquer un schéma implicite temporel à (4.17)pour obtenir: dgBdt = Bt+�t(xt+�tmat )� Bt(xt)�t| {z }discrétisation de dBdt �rBt+�t:(vt+�tmat � vt+�tmay ) (4.24)En injectant (4.24) dans (4.23), on obtient:Bt+�t(xt+�t) = Bt(xt) + (Bt+�t(xt+�tmat )� Bt(xt))�rBt+�t:(vt+�tmat � vt+�tmay )�t= Bt+�t(xt+�tmat ) +rBt+�t:(vt+�tmay � vt+�tmat )�t (4.25)qui apparaît bien comme un développement spatial au premier ordre du champ B à t + �t.En pratique, l'actualisation résulte donc de (4.23)-(4.24) ou bien directement de (4.25), sansexprimer la dérivée de grille intermédiaire.Concernant la relation (4.25), elle peut être écrite soit sous forme faible, soit directementau noeud à la condition de pouvoir exprimer un gradient nodal de B. Par souci d'économie de



150 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquidetemps de calcul, c'est cette dernière solution que nous avons privilégiée. La méthode choisie pourson calcul est celle dite de l'élément upwind [22], [87]. Cela consiste à déterminer, pour chaquenoeud du maillage, quel est l'élément amont au sens de l'advection des particules vmay � vmat(Fig. 4.10). C'est dans cet élément qu'est alors calculé rB.
mat

B

V   - VmayFig. 4.10 � Détermination de l'élément upwind pour le calcul du gradient.Dans le cadre de Thercast3, les variables concernées par le transport sont, pour la thermique,la température en début et �n d'incrément - nécessaires au schéma d'intégration temporel - et lafraction solide. En ce qui concerne les variables mécaniques, les termes d'inertie demandent detransporter la vitesse. Nous présentons l'application des étapes (4.20)-(4.25) aux variables vitesseet température.4.5.3.1 transport de la vitesse- résolution en vt+�tmat- calcul de vt+�tmay fonction de vt+�tmat- actualisation: xt+�t = xt +�tvt+�tmay- calcul de vt+�tmat (xt+�t); vitesse qui sera nécessaire au pas de temps suivant, (4.26)sur lequel on écrira: 
mat = vt+2�tmat � vt+�tmat�tOn écrit: vt+�tmat (xt+�t) = vtmat(xt) + dgvmatdt �t (4.27)qui est une discrétisation de type di�érences �nies de la dérivée de grille. On a alors l'expressionde la dérivée de grille: dgvmatdt = dvmatdt �rvmat:(vmat � vmay)Appliquons lui un schéma temporel implicite:dgvmatdt = vt+�tmat (xt+�tmat )� vtmat(xt)�t �rvt+�tmat (vt+�tmat � vt+�tmay ) (4.28)En injectant (4.28) dans (4.27), on obtient:vt+�tmat (xt+�t) = vt+�tmat (xt+�tmat ) +rvt+�tmat :(vt+�tmay � vt+�tmat )�t (4.29)où rvt+�tmat est calculé sur 
t, là où on résout en vt+�tmat . Ceci réprésente bien un développementau premier ordre du champ de vitesse matériel à l'instant t +�t (cf. Fig. 4.11).
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Fig. 4.11 � Représentation du transport du champ vitesse.4.5.3.2 transport de la températureOn écrit: T t+�t(xt+�t) = T t(xt) + dgTdt �t (4.30)On a alors l'expression de la dérivée de grille:dgTdt = dTdt �rT:(vmat� vmay)Appliquons lui un schéma temporel implicite:dgTdt = T t+�t(xt+�tmat )� T t(xt)�t �rT t+�t(vt+�tmat � vt+�tmay ) (4.31)En injectant (4.31) dans (4.30), on obtient:T t+�t(xt+�t) = T t+�t(xt+�tmat ) +rT t+�t:(vt+�tmay � vt+�tmat )�t (4.32)qui réprésente bien un développement au premier ordre du champ de température à l'instantt +�t.Le schéma de discrétisation temporelle du problème thermique nécessite d'exprimer T t(xt+�t).T t��t(xt) est supposé connu sur 
t. On peut alors écrire de même que pour (4.30):T t(xt+�t) = T t��t(xt) + dgTdt �t (4.33)où cette fois la dérivée de grille s'exprime:dgTdt = T t(xt+�tmat )� T t��t(xt)�t �rT t(vt+�tmat � vt+�tmay )on a alors: T t(xt+�t) = T t(xt+�tmat ) +rT t:(vt+�tmay � vt+�tmat )�tqui constitue bien un développement au premier ordre du champ de température à l'instant t.



152 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquideEn ce qui concerne le transport un autre problème se pose. En e�et, la pièce est toujourstraitée par une loi de type EVP dans sa partie solide. Or, la loi EVP est une loi à histoirecontrairement à la loi VP. Il faut donc transporter toutes les variables d'histoire pour menerà bien le calcul. Ainsi, �� et s sont concernés par le transport. Ce qui pose problème dans ladétermination de leur gradient spatial. En e�et le tétraèdre, dans sa formulation mini-élémentfait que s et �� sont constants par élément. Les transporter nécessite donc d'employer une autreméthode que (4.17). Une méthode de type Taylor-Galerkin, donc (4.25) sous forme faible, peutdans ce cas être utilisée. Toutefois, dans le cadre de la coulée statique, telle que nous la considéronsdans cette thèse, il n'est pas nécessaire d'entrer dans ces considérations. En e�et, comme nousle disions en introduction de cette section, la technique de maillage mobile concerne les seulesrégions liquides, répondant à une loi viscoplastique pure. Les régions solides de comportementEVP seront traitées en lagrangien réactualisé.Une ambiguité subsistait cependant sur les éléments du maillage en phase de transition deloi de comportement. En e�et, un élément traversé par la ligne de cohérence, a dorénavant desvoisins purement lagrangiens ainsi que des voisins concernés par l'ALE. Ils peuvent donc êtresujets à des déformations importantes, en particulier s'ils sont situés sur la surface libre de lapièce.Pour pallier cette situation à risques, nous avons décidé de ne traiter par l'ALE que les noeudsdont tous les éléments adjacents sont des éléments VP. De ce fait, les éléments transitoires sontpurement lagrangiens réactualisés et donc moins sujets à des déformations importantes (Fig.4.12). De plus, les viscosités mises en jeu au voisinage des températures de cohérence sont tellesque déjà, les mouvements du liquide sont ralentis puisqu'elles sont de l'ordre de 105 à 106 Pa:s.
Noeud purement lagrangien réactualisé

Limite de cohérence

Centre des tétraèdres

Noeud concerné par l’ALE

Fig. 4.12 � Gestion des noeuds concernés par l'ALE.



4.5 Désynchronisation maillage/matière: formulation ALE 1534.5.4 Traitement de la convection thermique et validationMunis de la formulation ALE, il nous est maintenant possible d'envisager de simuler les re-circulations de la convection naturelle puisqu'elles ne sont plus dorénavant dommageables aumaillage.Comme il est présenté plus haut, la convection naturelle est générée par les variations dedensité du matériau se solidi�ant. Nous avons donc implémenté la gestion de la variation de ladensité au cours du refroidissement dans Thercast3.La loi d'évolution de la masse volumique � est bien sûr l'équation de conservation de la masse:d�dt + �r:v = 0 (4.34)On considère � = �(T; fs). Ainsi l'intégration de (4.34) donne, pour chaque particule maté-rielle: � = �0e��R t0 r:vdt�Comme r:v = 3�(T ) _T + ��tr _fs;il vient �(T; fs) = �0e��R TT0 3�(T )dT+��tr R tt0 _fsdt� (4.35)A l'issue de la résolution thermique, la masse volumique est donc actualisée, en fonction dunouveau champ de température et de la variation de fraction solide. Les équations du problèmemécanique (4.12) sont alors résolues en tenant compte de (4.35). A titre de validation de cesdernières modi�cations, nous avons testé le code sur un cas mettant en jeu les termes d'inertieainsi que la formulation ALE. Dans la littérature, il existe un test classique de validation ducouplage thermique/mécanique. C'est le test de la convection naturelle dans une cavité carrée.4.5.4.1 Le test de la cavité carréeCe test, en plus de l'écriture des termes de gravite et d'inertie, permet de valider une fois deplus l'implantation de la loi VP, mais aussi notre gestion du maillage par l'ALE et le transportdes variables.Ce problème est bidimensionnel, mais nous l'avons extrapolé en 3 dimensions par l'utilisationde faces de symétrie. Il ne possède actuellement pas de solution analytique mais a fait l'objet denombreuses études scienti�ques depuis 1979 (on pourra consulter une revue bibliographique dusujet dans [25] ou [26]).Le problème se résume à l'étude de l'écoulement laminaire d'un �uide dans une cavité carréede côté L. Les conditions aux limites thermiques sur les parois sont, pour les parois verticales,une température constante , respectivement Th et Tc (Th > Tc), les parois horizontales étantadiabatiques. En outre, le vecteur vitesse est identiquement nul en tout point des parois de lacavité (Fig 4.13).



154 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquide
=0

δT
δn

=0
δT

L

δn

T = Tc
T = Th

Fig. 4.13 � Con�guration du test de la cavité carrée.Les hypothèses mécaniques du problème sont: un comportement newtonien avec une ap-proximation de type Boussinesq (on résout les équations de Navier-Stokes en imcompressible, lavariation de � n'intervenant que dans le terme sources de gravité, �g).La température initiale est T0 = Th + Tc2 . Les caractéristiques physiques �, �, k, c et �, éva-luées à T0, restent constantes tout au long du calcul.Le matériau étant complètement �uide, l'expression (4.35) est simpli�ée puisque _fs = 0.Ainsi, la masse volumique est de la forme:�(T ) = �e�3�(T�T0)ce qui donne sous forme linéarisée (modèle d'évolution généralement retenu dans la littérature):�(T ) = �(1� 3�(T � T0))Rayleigh a montré que la convection naturelle apparaît au delà d'une valeur critique Rac '1700.Le problème étudié est aussi caractérisé par le nombre adimensionnel de Prandtl:Pr = �a = �ckoù � = �� est la viscosité cinématique du �uide.Dans le cas présent, Pr = 0:71 et Ra varie de 104 à 106. Les données du test sont présentéesdans le tableau 4.1.Il est à noter que la littérature présentant ce test est essentiellement tournée vers des codesbidimensionnels dont les méthodes de discrétisation sont d'ordre 2. A titre d'exemple, les codeséléments �nis utilisent des éléments P2 pour les termes de vitesses. Par conséquent, ce testpermet de valider en plus du reste, l'élément P1+=P1 tridimensionnel dans des conditions très



4.5 Désynchronisation maillage/matière: formulation ALE 155� � k c �T L1kg:m�3 0:71 10�2Pa:s 1W:m�1:K�1 100J:kg�1:K�1 1oC 1mTab. 4.1 � Données physiques utilisées pour le test de la cavité carrée.sévères.
(a) (b)Fig. 4.14 � Représentation des maillages utilisés pour le test de la cavité carrée. (a) 31 � 31noeuds sur la section 2D avec une maille minimale normale à la frontière de 0:01m. (b) 50� 50noeuds sur la section 2D avec une maille minimale normale à la frontière de 0:005m.Ce test présente, à partir d'une certaine valeur du nombre de Prandtl, une couche limite entempérature ainsi qu'en vitesse. A�n de capter ces couches limites, nous avons e�ectué le testsur 2 maillages di�érents (Fig. 4.14) pour étudier l'in�uence de la �nesse de maille.Les résultats obtenus sont comparés à ceux de la littérature et plus particulièrement à ceuxde Médale [70]. La �gure Fig. 4.15a,b,c,d présente les isothermes obtenus sur le maillage le moinsra�né pour di�érents nombres de Rayleigh.Il apparaît que les isothermes sont tout à fait comparables à celles de la littérature. La �gureFig. 4.15e,f,g montre des champs de vitesses obtenus pour les di�érents nombre de Rayleigh. Lacomparaison avec la littérature n'est pas aisée dans le sens où ce ne sont pas les lignes de courant(les noeuds ne sont pas alignés selon les lignes de courant). Néanmoins, elle est possible et onpeut remarquer que nos résultats présentent la bonne tendance.Le calcul des champs de vitesses n'a pas donné satisfaction sur le maillage (a) de la �gureFig. 4.14 pour un nombre de Rayleigh Ra=106. De plus, les champs de vitesses ne sont pas trèsclairs sur les résultats de la �gure Fig. 4.15, correspondants au nombre de Rayleigh Ra=105.C'est pourquoi les calculs ont été relancés sur le maillage (b) de la �gure 4.14. Les résultats sontsur la �gure 4.16.Les champs de vitesses apparaissent plus précisément sur la �gure Fig. 4.16 pour le nombrede Rayleigh Ra=105. On peut remarquer que la tendance est encore une fois bonne. Par contre,
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(a) Ra=103 (b) Ra=104 (c) Ra=105 (d) Ra=106

(e) Ra=103 (f) Ra=104 (g) Ra=105Fig. 4.15 � Présentation des isothermes et de schamps de vitesse obtenus dans le cadre du testde la cavité carrée. La ligne du haut correspond aux résultats de Médale [70]. Les calculs ont étée�ectués sur le maillage (a) de la �gure Fig. 4.14.
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(a) Ra=105 (b) Ra=106Fig. 4.16 � Présentation des champs de vitesses obtenus dans le cadre du test de la cavité carrée.La ligne du haut correspond aux résultats de Médale [70]. Les calculs ont été e�ectués sur lemaillage (b) de la �gure Fig. 4.14.



158 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquidedans le cas d'un nombre de Rayleigh Ra=106, les résultats ne sont pas si évidents. En dépit del'apparition de la couche limite attendue, il semblerait que le maillage ne soit pas encore suf-�samment ra�né pour capter correctement les multiples mouvements qui apparaissent dans cecas. Toutefois, on peut penser que l'utilisation d'un maillage de ra�nement comparable à ceuxque l'on trouve dans la littérature, compte tenu de l'ordre de l'élément �ni utilisé dans notre cas,nous permettrait d'accéder à ces mouvements.4.5.5 ConclusionAu vu des résultats ci-dessus, nous pouvons considérer que les di�érentes étapes de la méthodeALE sont validées. Le transport se fait correctement et les termes convectifs sont parfaitementtraités. Il apparaît de plus que les termes de gravité et d'inertie sont bien implantés et pris encompte.Muni d'une loi de comportement spéci�que aux �uides et d'une gestion particulière dumaillage de la phase liquide, ainsi que de la prise en compte de la variation de la densité lo-cale du matériaux, Thercast3 semble apte à simuler le refroidissement thermomécanique d'unepièce de fonderie. Le code doit maintenant donner accès à des phénomènes complexes tels quela convection naturelle et la formation de la retassure primaire par l'intermédiaire du suivi de lasurface libre.4.6 Exemples d'applicationLe premier est le cas de Svensson déja présenté, que nous avons simulé avec toutes les nouvellescaractéristiques de Thercast3, pour une comparaison avec les anciens résultats.Le deuxième, est un cas que nous appelons le pseudo arbre à cames.Nous nous sommes construit deux cas purement numériques pour valider principalement lecouplage rhéologique et l'ALE. Ces deux cas sont des creusets de taille di�érente.Nous reprenons le cas du disque de frein de PSA [71], que nous avons simulé en acier dansdu sable.En�n, le cas du lingot1800 est repris en thermo-mécanique.4.6.1 Le test de SvenssonComme nous l'avons expliqué plus tôt, les données rhéologiques de l'AS7GO3 pour ce castest ont été quelque peu modi�ées. En e�et, les données qui jusqu'à présent étaient utilisées pource cas, provenaient des résultats expérimentaux des thèses de Decultieux et Vicente.Les données concernaient le solide et le pâteux. Cependant, les données de la phase liquideavaient été extrapolées pour permettre le calcul.Nos derniers développements nous ont permis de ne pas utiliser ces extrapolations dont on avu qu'elles étaient contestables.Nous avons déduit des tests, une fraction solide de cohérence, en l'occurence 0:72, en deçà delaquelle, le matériau est considéré VP.



4.6 Exemples d'application 159Globalement, les résultats sont proches de ceux obtenus précédemment. Il apparaît cependantune di�érence assez nette en ce qui concerne la surface libre. En e�et, la nouvelle version préditune surface libre beaucoup plus basse que l'ancienne. De plus, on remarque un pro�l de la surfacelibre légèrement di�érent de l'ancien. Il est un peu plus creux sur les derniers résultats. N'ayantpas de données expérimentales correspondant à la forme �nale de la pièce du cas de Svensson,nous ne pouvons pas a�rmer que ces résultats sont meilleurs que ceux obtenus avec l'ancienneversion. Cependant, nous pouvons dire que l'abaissement de la surface libre est le résultat de laprise en compte de la contraction thermique de la partie liquide.En ce qui concerne l'évolution de la lame d'air, nous n'avons pas noté de di�érence signi�ca-tive.Ces résultats sont très encourageants puisqu'ils montrent que les derniers développementsapportés à Thercast3 permettent de rendre compte de la contraction du liquide mais ne modi�entpas le comportement global des pièces par rapport à l'ancienne version. La simulation du cas deSvensson n'a pas donné lieu à des recirculations de convection naturelle. Les gradients thermiquesmis en jeu dans ce cas ne sont probablement pas su�sants pour induire une di�érence de massevolumique signi�cative.4.6.2 Le cas du pseudo arbre à camesCe cas test est purement académique. Il a été créé pour mettre à contribution l'algorithme decouplage mécanique dans toutes les con�gurations géométriques susceptibles d'être rencontréesen fonderie. Il présente en e�et des bombés, des angles droits, une succession de parties �nes etde parties massives (d'où le nom de la pièce). Il ne présente aucune face de symétries. La �gure4.17 propose une illustration de la pièce et des moules du cas du pseudo arbre à came.Nous avons utilisé la rhéologie du cas de Svensson.Les parois externes des moules sont à vitesse normale nulle. Cette condition permet de simulerun co�rage dans lequel se trouverait l'ensemble pièce/moules. Les températures initiales sontde 800oC dans la pièce et 200oC dans les moules. Les conditions aux limites thermiques sontconvection avec l'air ambiant pris à 20oC pour les moules et adiabatique pour la surface libre dela pièce a�n de simuler la présence d'une poudre isothermique.
(a) La pièce (b) La pièce dans les deux parties du mouleFig. 4.17 � Illustration de la pièce et des deux parties du moule du cas du pseudo arbre à cames.La �gure 4.18 représente l'évolution de la fraction solide au cours du refroidissement du casdu pseudo arbre à cames. On remarque que sur chacune des cavités se forme en surface une
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(a) 30 s (b) 60 s
(c) 90 s (d) 150 sFig. 4.18 � Représentation de l'évolution de la fraction solide (0 pour le violet à 1 pour le noir)au cours du refroidissement du pseudo arbre à cames.
(a) 2 min (b) 4 min
(c) 7 min (d) 35 minFig. 4.19 � Représentation de l'évolution de la lame d'air sur une coupe longitudinale au coursdu refroidissement du pseudo arbre à cames.
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(a) 10 s
(b) 2 min
(c) 4 min
(d) 7 minFig. 4.20 � Représentation de l'évolution de la composante axiale des contraintes dans une sectionlongitudinale d'un des deux moules du pseudo arbre à came (les isovaleurs sont en Pa).
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(a) 10 s
(b) 2 min
(c) 4 min
(d) 7 minFig. 4.21 � Représentation de l'évolution de la composante axiale des contraintes dans une sectionlongitudinale de la pièce du pseudo arbre à came (les isovaleurs sont en Pa).



4.6 Exemples d'application 163partie plus chaude que sur le reste de la pièce. Ce phénomène se manifeste aussi en surface libre.La �gure 4.19 montre l'évolution de la lame d'air qui se crée entre la pièce et les moules sur unecoupe longitudinale. On remarque que là où se situent les parties plus chaudes des cavités, seforme une lame d'air. Ces deux phénomènes sont évidemment en accord puisque la lame d'air apour e�et de créer une résistance de contact thermique diminuant ainsi les échanges de chaleurentre la pièce et les moules. La pièce reste donc plus chaude là où se créent les lames d'air.La �gure 4.20 montre l'évolution de la composante axiale des contraintes dans un des deuxmoules du pseudo arbre à cames. On peut remarquer que là où les lames d'air sont les plusmarquées, les contraintes sont les moins importantes dans le moule. Ceci est une conséquencelogique des plus faibles transferts de chaleur entre pièce et moules dûs à une plus importanterésistance de contact locale.La �gure 4.21 montre l'évolution des contraintes au sein de la pièce du pseudo arbre à cames.On peut remarquer que le centre des cavités est en traction, ce qui peut indiquer une éventuelleformation de porosités à cet endroit.
X

Y

Z(a) Con�guration initiale X
Y

Z(b) Con�guration intermé-diaire X
Y

Z(c) Con�guration �naleFig. 4.22 � Représentation des déformations que subit l'un des moules au cours du refroidissementde la pièce (l'échelle est exagérée de 50 fois).La �gure 4.22 montre les déformations que subit l'un des deux moules lors du refroidissementde la pièce du cas du pseudo arbre à cames. La �gure 4.22a propose la con�guration initiale. La�gure 4.22b montre la position du moule au moment où il est le plus chaud. Ses parois externesétant contraintes, il ne peut se dilater que vers l'intérieur. On remarque que les cavités ne sontplus cubiques comme à l'état initial. La �gure 4.22c montre la position du moule en �n decalcul. La température est aux environs de 80oC,signi�cativement plus basse que la températureinitiale. Le moule s'est contracté sur lui-même. Ceci se manisfeste par un écartement des paroisdes cavités.En�n, on remarque un phénomène que l'on n'a jamais vu sur les anciens résultats, c'estl'a�aissement d'un noeud de la surface libre. On peut dire que c'est une retassure. Elle n'est pastrès prononcée, mais elle est présente (cf. Fig. 4.23). On peut essayer d'expliquer pourquoi ellen'est pas plus prononcée. D'abord, ce que nous disions plus haut en ce qui concerne le remaillageet l'ALE s'est véri�é ici. A savoir, l'ALE ne résout pas tous les mouvements de la pièce. Ici,sous l'e�et de la contraction de la partie basse de la pièce, la partie haute a tendance à coulerdans la partie verticale. On remarque très clairement les vitesses verticales négatives dans lapartie de la coulée sur la �gure 4.23. Cependant, le maillage étant grossier dans cette partie etnotre couplage VP/EVP se faisant par élément, il ne doit plus rester de veine viscoplastiquesusceptibles d'alimenter la pièce et de créer une retassure.
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Fig. 4.23 � Représentation d'une coupe de la coulée du pseudo arbre à cames.4.6.3 Les creusetsLes creusets sont au nombre de deux. ce sont des cas purement académiques. Ils ont lesdimensions suivantes.Le petit mesure 0:5m de hauteur x 0:3m de diamètre. Le grand mesure 1:0m de hauteur x0:3m de diamètre. Ils sont représentés sur la �gure 4.24.La partie simulée en un secteur angulaire de 22:5 degrés.Des essais avec deux rhéologies di�érentes ont été e�ectués. L'une correspond aux donnéesdu test Svensson (aluminium dans un moule en acier). L'autre correspond à un acier dans unmoule en sable.Ces cas nous ont permis de mettre en valeur di�érents phénomènes comme la retassure et laconvection naturelle.Ils ont été simulés uniquement en moules rigides. La déformation des moules ne nous auraitrien apporté de plus quant à la forme de la surface libre de la pièce.La �gure 4.25 illustre le phénomène de convection naturelle qui se produit au cours durefroidissement du creuset de 50 cm. On remarque qu'en début de refroidissment (Fig. 4.25a),la boucle de convection ne s'e�ectue pas sur toute la hauteur du creuset. Par contre, lorsquela solidi�cation de la surface en contact avec le moule a déjà commencé (Fig. 4.25b), la boucles'étend sur toute la hauteur du creuset. De plus, elle se déplace vers le centre.La �gure 4.26 présente l'évolution du creuset de 50 cm au cours de son refroidissement. Onpeut remarquer un a�aissement de la surface libre de la pièce sur la �gure 4.26b, représentantla contraction thermique du liquide. Cet exemple con�rme le fait qu'une bonne représentationde la phase liquide de la pièce couplée à un suivi de la surface libre, permet de représenter lephénomène de la retassure que la �gure 4.26d montre parfaitement.La �gure 4.27 montre l'évolution de la convection naturelle dans le grand creuset. En toutdébut de refroidissement, la convection n'est pas encore établie puisqu'il n'y a pas encore degradient thermique su�samment importants dans la pièce (Fig. 4.27a). Puis la paroi de la pièceen contact avec le moule se refroidit, créant ainsi un gradient thermique avec le centre qui estencore à température de coulée (Fig. 4.27b). La température dans la pièce est descendue, laboucle de convection se déplace vers le centre de la pièce avec l'avancement de la solidi�cation dela pièce (Fig. 4.27c). En�n, la partie de la pièce encore liquide n'est plus su�sante pour que la
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(a) Petit creuset (b) Grand creusetFig. 4.24 � Les deux creusets.

(a) 4 s (b) 10 sFig. 4.25 � Représentation de la convection naturelle à deux instants di�érents du refroidissementdu petit creuset.
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(a) (b) (c) (d)Fig. 4.26 � Représentation de l'évolution du petit creuset au cours de la simulation.

(a) (b) (c) (d)Fig. 4.27 � Représentation de l'évolution de la convection naturelle dans le grand creuset aucours de la simulation.
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Fig. 4.28 � Illustration du cas du disque de frein.convection s'établisse. La partie solide de la pièce ne bouge presque plus par rapport à la partieliquide (Fig. 4.27d).4.6.4 Le cas du disque de freinLe disque de frein a déjà été simulé par M. Ménaï [71] avec la précédente version du logiciel.La �gure 4.28 représente le disque et les trois composants du moule. Un noyau central et deuxparties de moule qui viennent se plaquer l'une contre l'autre.Cependant, nous l'avons calculé dans des conditions di�érentes, à savoir, en condition decontact parfait thermique. La pièce est en acier. Les moules sont en sable. Ils sont déformables.Et la pièce est considérée VP en phase liquide. La loi de comportement des moules est de typeélastique qui est, en première approximation, un comportement proche du comportement dessables. Les parois externes des moules sont en vitesse normale imposée nulle pour simuler leprésence du co�rage.Ce cas nous a aussi permis de véri�er plusieurs phénomènes. Il apparaît une retassure auniveau des deux masselottes. Là encore elles ne sont pas très prononcées. L'explication est lamême que pour le cas du pseudo arbre à cames en ce qui concerne la masselotte de la pièce. Ene�et, au niveau du goulet, le métal a tendance à combler l'espace laissé libre par la pièce quise contracte autour du noyau. Cependant, si on le laisse faire, le maillage dégénère. Nous avonsdonc eu recours à la même solution que pour le cas précédent. A savoir une température initialede la pièce proche du liquidus. C'est en partie pour cette raison que la lame d'air proche dugoulet a cette forme. Le disque n'est plus rond.Pour ce qui est du haut de l'attaque de la coulée, la raison est di�érente. En e�et, le canal decoulée est la partie de la pièce qui se refroidit la première. Ainsi, il n'y a pas d'appel de matière



168 Chapitre 4. Vers une modélisation plus précise de la phase liquidedans l'attaque et donc pas de retassure. A tout cela, il faut rajouter le fait que les maillagesdes deux masselottes ne sont pas très fournis en noeuds. Plus de �nesse du maillage aurait sansdoute permis de mieux capter la retassure.La �gure 4.29a présente une distribution de la pression sur l'ensemble pièce/noyau/moule dudisque de frein. Le centre du noyau est en traction tandis que sa périphérie est en contraction.Ce phénomène est expliqué par la distribution de la température de la �gure 4.29b. Les gradientsthermiques étant concentrés sur une faible épaisseur, dû à la faible di�usivité du sable, le noyaua tendance à se dilater, mais est contraint par la pièce.Pour ce qui est du couplage mécanique entre les di�érents sous-domaines, on peut remarquerque la continuité des contraintes est relativement bien respectée entre la pièce et le noyau (Fig.4.30) une fois que la solidi�cation est bien avancée.4.6.5 Le cas du lingot1800Nous avons repris le cas du lingot1800 présenté au Chapitre 3. Nous avons e�ectué lescalculs en thermo-mécanique en considérant toujours les moules indéformables.La forme de la pièce répond aux critères de la convection naturelle énoncés en introduction.Nous avons donc relevé les champs de vitesse calculés en début de solidi�cation. Les résultatssont présentés sur la �gure 4.31. On note qu'en tout début de refroidissement, lorsque les gra-dients thermiques ne sont pas encore établis dans la pièce, les champs de vitesse présentent denombreuses recirculations (Fig. 4.31a). On peut remarquer qu'elles se situent juste en dessousdes décrochages de la paroi verticale de la pièce, à l'instar d'une recirculation derrière une marchedescendante. De plus, les pans semblent e�ectivement jouer un rôle, puisque les tourbillons vi-sibles en début de solidi�cation, disparaissent et un écoulement laminaire s'établit (Fig. 4.31d).Par ailleurs, comme les résultats obtenus sur le cas des creusets le montrent, les boucles deconvection naturelle ne se forment sur toute la longueur de la pièce qu'au bout d'un certaintemps (ici environ 1 min). Ces résultats nous permettent de dire que Thercast3 est capable degérer de la convection naturelle tridimensionnelle.
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(a) pression (Pa)
(b) température (oC)Fig. 4.29 � Représentation du champ de pression (a) et de la température (b) en début de refroi-dissement du disque de frein.
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Fig. 4.30 � Représentation des contraintes verticales sur le cas du disque de frein en cours desolidi�cation.

(a) (b) (c) (d)Fig. 4.31 � Représentation de l'évolution du champ de vitesse en tout début de solidi�cation ducas du lingot1800.
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5.1 Conclusion 1735.1 ConclusionA travers cette étude nous avons illustré le fait que l'analyse thermo-mécanique de la solidi-�cation d'une pièce de fonderie nécessite la prise en compte de nombreux phénomèmes a�n deparfaitement rendre compte de l'état �nal. Notre travail a ainsi permis de complèter signi�ca-tivement le logiciel en levant quelques une des hypothèses simpli�catrices et restrictives émisesinitialement.5.1.1 D'un point de vue physiqueNous avons ainsi traité thermo-mécaniquement la pièce et les di�érents composants du mouledans leur ensemble, permettant à chacun une contribution personnelle dans le rendu de l'état�nal de la pièce. Ce traitement a été possible via l'implantation d'un algorithme de couplagemécanique entre corps déformables basé sur une gestion du contact entre les SD à l'aide d'uneméthode de pénalisation intégrée. Les moules ne sont donc plus considérés indéformables. Lesinteractions entre pièce et moule sont alors prises en compte au cours de la solidi�cation de lapièce, agissant ainsi d'une part sur le calcul thermique par un calcul exact des lames d'air, d'autrepart sur le calcul mécanique par interaction mutuelle entre les SD.L'implantation d'un algorithme de résolution du problème thermique en condition de contactparfait constitue un apport important de notre étude dans l'appréhension du refroidissement. Cetravail, basé sur des méthodes de décomposition de domaines, permet de concevoir le refroidisse-ment de la pièce sans résistance thermique avec les moules. Nous avons vu que cette hypothèsen'était pas erronée en début de solidi�cation dans le cas du refroidissement de pièces en acierdans des moules en sable. Notre algorithme permet de gérer les forts gradients thermiques misalors en jeu.En�n, une des hypothèses importante des études précédentes a été supprimée. En e�et, nousne considérons plus ici la phase liquide du refroidissement comme un état statique. Les mouve-ments internes du liquide sont pris en compte. Nous avons ainsi permis, par l'implantation d'uneloi de comportement purement visco-plastique, de traiter d'une part la contraction thermique dela phase liquide de la pièce et d'autre part le phénomène de la convection naturelle. Ceci a étépossible par la prise en compte des termes d'inertie. Les mouvements de matière peuvent alorsêtre calculés permettant ainsi une analyse plus précise de l'évolution de la température avec quinous avons vu qu'ils sont intimement liés. Cette évolution du traitement de la phase liquide aaussi montré la possibilité, par un suivi précis des mouvements de surface libre, de simuler lephénomène de la retassure primaire. Nous avons donc une gestion de la pièce par deux lois de com-portement di�érentes: ViscoPlastique pour la partie liquide et pâteuse et Elasto-ViscoPlastiquepour la partie solide.5.1.2 D'un point de vue numériqueUne part importante de notre travail a été guidée par l'optimisation des temps de calculqu'implique un traitement thermo-mécanique du refroidissement. Il est en e�et apparu que larésolution du problème mécanique est très coûteuse surtout quand on considère l'ensemble desSD déformables.



174 Chapitre 5. Conclusion et perspectivesLe premier travail e�ectué dans ce sens, a été une diminution des opérations dans le traitementde la loi élasto-viscoplastique d'un point de vue éléments �nis. Le tétraèdre P1+=P1, danssa version mini-élément, a permis de ne pas reconstruire le degré de liberté bulle, opérationindispensable dans sa version classique, réduisant ainsi les temps de calcul et l'espace mémoirede stockage. Une comparaison sur un cas sévère de trempe, nous a permis de con�rmer la trèsbonne tenue de la version mini-élément par rapport à la loi de comportement thermo-élasto-viscoplastique. Nous avons montré que sous cette version, les résultats sont non seulement aussibons que dans la version classique, mais aussi plus lisses.Dans la conception de notre algorithme de couplage mécanique, nous avons considéré l'aspectcompromis temps de calcul/espace mémoire. Ceci nous a permis de le construire sans augmenterde manière signi�cative la taille nécessaire au chargement du logiciel. De plus, les temps de calculsont minimaux puisqu'il n'y a pas de couplage fort.D'un point de vue résolution thermique, nous avons optimisé les calculs de deux manières.Premièrement, une desynchronisaition entre le pas de temps réel et le pas de temps de cal-cul a permis de gérer les forts gradients thermiques imposées par le refroidissement de l'acierdans le sable. La thermique asynchrone rend ainsi possible le traitement thermo-mécanique tri-dimensionnel du refroidissement sans augmentation dramatique (au sens des coûts de calcul) dunombre de noeuds des maillages traditionnellement escompté par les méthodes éléments �nisdans l'absorption des forts gradients thermiques.Deuxièmement, une optimisation du pas de temps réel de calcul a été implantée dans Ther-cast3. Elle est basée sur le contrôle de la variation incrémentale de la température, permettantainsi de parfaitement capturer les changements de phase au cours du refroidissement et donc lesphénomènes thermo-mécaniques qui en découlent.En�n, la capture de la convection naturelle a amené à gérer le maillage éléments �nis de laphase liquide de la pièce de manière à ce qu'il ne soit pas perturbé par les recirculations. Unformulation ALE nous a ainsi permis de parfaitement rendre compte des boucles de convectionau sein du liquide tout en ayant un suivi de la surface libre. Cette formulation a été implémentéede façon à ce qu'elle concerne la partie de la pièce de comportement VP, la partie de la piècesolide de comportement EVP restant en formulation classique lagrangienne réactualisée. Cetteformulation ALE nous a permis d'éviter l'implantation de la coûteuse phase de remaillage quenécessitait la gestion des boucles de convection en formulation lagrangienne réactualisée.Nous avons montré la très bonne tenue du logiciel Thercast3 sur des cas industriels de fonderie.Des comparaisons avec l'expérience, la littérature et d'autres logiciels ont validé nos travaux enthermique et en mécanique d'un point de vue physique et numérique. Ceci montre toute l'étenduedes aptitudes du logiciel dans la prédiction des phénomènes issus du refroidissement des piècesindustrielles de fonderie.5.2 PerspectivesMalgré tout, il reste à l'évidence des points pour lesquels il est nécessaire d'améliorer ou dedévelopper le comportement du logiciel.



5.2 Perspectives 1755.2.1 D'un point de vue physiqueLe comportement mécanique du sable a, dans notre cas et en première approximation, étéconsidéré comme simplement élastique. Il existe dans la littérature des modèles de comportementplus �dèles dans leur représentation du sable, au premier rang desquels �gure, par exemple, lemodèle de CAM CLAY [3]. Implanter un tel modèle pour la représentation du comportementdes moules en sable constituerait un plus dans l'évolution du logiciel.Nous avons vu que la convection naturelle était issue des gradients thermiques existant entrele puits liquide et les parties solides de la pièce. Mais nous avons aussi vu qu'il existait uneconvection naturelle d'origine solutale. Cette dernière ne peut être simulée par le logiciel tantque les équations relatives au soluté ne sont pas résolues. Une étape supplémentaire dans lasimulation du processus de refroidissement devrait être la gestion de ces équations en prenanten compte le couplage entre micro-ségrégation (à l'échelle de la dendrite) et macro-ségrégation(transport à l'échelle de la pièce) [61]. Une étude bidimensionnelle de ce type d'équation dansle logiciel de remplissage R2 est actuellement en cours au CEMEF. L'extension au cas tridimen-sionnel semblerait possible.Toujours pour aller plus loin dans le respect des phénomènes réels, la simulation des chan-gements de phases à l'état solide peut aussi être envisagée dans Thercast3 a�n d'accéder à uneestimation plus précise des contraintes résiduelles. Actuellement, ils ne sont pas considérés, lecomportement de la pièce une fois solidi�ée, est monophasé. Une étude de ce genre est déjàe�ectuée dans une version du logiciel Forge3, [2]. Son extension à Thercast3 ne semble pas poserde problème.5.2.2 D'un point de vue numériqueNous avons vu que l'un des inconvénients de la simulation du refroidissement des pièces in-dustrielles massives de fonderie réside dans l'obtention de maillages adaptés à la résolution ther-mique. Une des solutions possibles a�n de parfaitement capter ces gradients est de désynchronisermaillage thermique et maillage mécanique. Le maillage thermique serait élaboré a�n d'absorberles forts gradients thermiques, c'est-à-dire qu'il serait ra�né aux interfaces. Le maillage méca-nique serait, quant à lui, plus grossier, dans la mesure du possible, de manière à ne pas pénaliserles temps de calcul mais à rendre compte des mouvements de surface libre par exemple. Cettegestion des maillages peut très bien être couplée à la thermique asynchrone et peu être e�ectuéepar une méthode de type multigrille avec grilles emboitées ou non. Une étude est actuellement encours dans le cadre d'une thèse sur l'application de ce type de méthode au forgeage au CEMEF,[37].Le couplage des lois de comportement pour la gestion des di�érentes phases du refroidisse-ment de la pièce ralentit la convergence de la résolution du système linéaire des itérations deNewton-Raphson. En e�et, l'avènement des premiers éléments EVP parmi les éléments VP, faitque le conditionnnement de la matrice de raideur est fortement modi�é par les di�érences d'ordrede grandeur des quantités physiques. Une étude sur les préconditionneurs serait la bien venue a�nd'accélérer la convergence de la méthode itérative. On peut penser par exemple qu'un précondi-tionneur de type Choleski incomplet pourrait s'avérer plus performant que les blocs diagonauxde la version actuelle.



176 Chapitre 5. Conclusion et perspectivesNous avons vu que la formulation ALE nous a permis de gérer les mouvements de matièreissus de la convection naturelle sans dégénérer le maillage. Mais nous avons vu que, malgré tout,il est des mouvements qu'elle ne peut absorber. La phase de remaillage est alors indispensable.L'implantation d'un remailleur consiterait donc une autre amélioration du logiciel permettantainsi l'automatisation du traitement des dégénérescences des maillages. Ce mailleur devra ce-pendant être adapté et local, à savoir qu'il ne devra traiter que les zones touchées par cettedégénérescence et non pas tout le maillage, au risque d'être très coûteux en temps CPU.Maintenant que la phase liquide de la pièce est gérée de manière correcte, il semblerait que lafusion de Thercast3 et du code de remplissage R3soit parfaitement possible. Cette fusion trans-formerait ainsi Thercast3 en un logiciel apte à simuler le procédé de fonderie de la phase deremplissage à la phase de démoulage, ce qui constituerait une avancée très importante dansl'évolution du logiciel au sein du GPI.En�n, malgré les gains que nous avons pu obtenir, les temps de calcul lors de l'applicationdu code à des pièces industrielles complexes demeurent très élevés de l'ordre de plusieurs jourssur un processeur d'une machine SUN 4000. La parallélisation du code doit donc être envisagée.Cependant, il apparaît que l'idée d'un SD par processeur ne semble pas optimale surtout dansle cas de SD de taille très di�érente. Il faut donc envisager une méthode di�érente, qui peutpar exemple passer par une résolution globale du problème thermo-mécanique avec un partition-nement de l'ensemble des SD considéré comme unique. Compte tenu des temps de calcul quela résolution globale induit, une parallélisation sera béné�que seulement si elle compense cetterésolution.
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RésuméLe présent travail se situe dans le cadre de l'analyse thermo-mécanique de la solidi�cation par éléments�nis des pièces coulées. Il fait suite à de précédentes études ayant donné lieu à l'écriture d'un premiermodèle tridimensionnel permettant déjà de simuler le refroidissement d'une pièce de fonderie d'un pointde vue thermique dans l'ensemble des composants du système et mécanique dans la pièce. Cependant,au vu des phénomènes macroscopiques intervenant lors de la solidi�cation, il apparaît que l'hypothèsepréliminaire des moules rigides est mise en défaut notamment dans le cas de pièces massives. Une partiede notre travail a donc consisté en l'implantation d'un couplage entre la pièce et les di�érents composantsdu moule permettant ainsi de prendre en compte leurs interactions. Ce couplage est basé sur une gestiondu contact par méthode de pénalisation intégrée avec transfert des contraintes par interpolation. Il a étévalidé par rapport à des résultats expérimentaux et semi analytiques. D'autre part, l'hypothèse de quasistaticité de la partie liquide de la pièce est elle aussi mise en défaut par le phénomène de convectionnaturelle. A�n de parfaitement capter ce phénomène, l'implantation d'une loi de comportement visco-plastique dans la partie liquide de la pièce a été e�ectuée amenant à un couplage de loi de comportementau sein de la pièce. Ceci a été possible par une gestion particulière de l'élément �ni P1+=P1 adapté auxdeux lois, viscoplastique et élasto-viscoplastique. Par ailleurs, les mouvements de matière, mettant à malla formulation lagrangienne réactualisée, ont été traités par une formulation eulérienne-lagrangienne. Lesmouvements du maillage sont ainsi dissociés de ceux de la matière permettant la modélisation des bouclesde convection tout en assurant un suivi des mouvements de surface libre. A�n de diminuer les temps decalcul, une gestion du pas de temps basée sur un estimateur a posteriori de l'équation de la chaleur a étémise en place et a permis un gain de temps signi�catif. Les développements ont été validés sur des casacadémiques et industriels, montrant une bonne corrélation qualitative et quantitative.Mots clés : Fonderie, Refroidissement, Modélisation éléments �nis 3D, Lagrangien-Eulérien, Couplagethermo-mécanique, Couplage mécanique, Viscoplastique, Elasto-Viscoplastique, Mécanique des �uidesAbstractThis work is within the framework of the thermomechanical analysis of solidi�cation by �nite ele-ments of the cast parts. It follows upon preceeding studies having given place to the writing of a three-dimensional model already making it possible to simulate the cooling of a casting from a thermal pointof view in the whole of the components of the system and the development of stresses and deformationsin the part. However, with the sight of the macroscopic phenomena intervening during solidi�cation, itappears that the preliminary assumption of rigid moulds is put at fault in particular in the case of mas-sive parts. Part of our work thus has aimed at establishing a coupling between the part and the variouscomponents of the mould thus allowing to take into account their interactions. This coupling is basedon a treatment of the contact by integrated penalty method with transfer of stresses by interpolation.It was validated compared to experimental and semi-analytical results. In addition, the assumption ofquasi staticity of the liquid part of the part is also put at fault by the phenomenon of natural convection.In order to perfectly catch this phenomenon, the establishment of viscoplastic constitutive equation intthe liquid part of the piece was carried out leading to a coupling of constitutive equations within thepart. This was possible by adapting the �nite element P1+=P1 to the viscoplastic and elastic-viscoplasticlaws. In addition, the material motion which were impossible to model with the actualized lagrangianformulation, have been treated an eulerian-lagrangian formulation. The evolution of the grid is thus dis-sociated from the one of the material, allowing to model of natural convection loops while ensuring afollow-up of the free surface movements. In order to decrease the thermomechanical computation times,an optimization of time step based on an a posteriori estimator on the heat equation has been installed. Itallows a considerable saving of time. The developments were validated on academic and industrial cases,showing a good qualitative and quantitative agreement.Keywords : Foundry, Cooling, 3D Finite Elements, ALE, Thermomechanical Coupling, MechanicalCoupling, Viscoplastic, Elastic-Viscoplastic, Fluid Mechanics


