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Avant-Propos

Le problème des plaques, joie des mathématiciens, est le type du problème di�cile dont les solu-

tions n'avancent pas nos connaissances sur les propriétés des solides[...] Malgré quoi je parlerai des

plaques pour que le lecteur ait une idée de la complexité mathématique du problème et parce qu'il

fut un temps, antérieur à la constitution de la Théorie de l'Élasticité, où leur importance théorique

semblait énorme. Cela tenait à la réputation de ceux qui s'en étaient occupés, à l'étrangeté et à la

beauté des phénomènes auxquels les plaques donnent lieu.(Bouasse, 1927).

Si Henri Bouasse ne semble montrer guère d'enthousiasme dans son paragraphe introductif aux

déformations des plaques, il décrit néanmoins de manière claire ce à quoi nous devons nous attendre

à faire face lorsque nous nous intéressons à la théorie des plaques, à savoir lacomplexité mathéma-

tique du problèmemais égalementl'étrangeté et la beauté des phénomènes. Et c'est d'ailleurs à la

vue des �gures de Chladni représentant les modes de vibrations des plaques que l'empereur Napo-

léon, impressionné, demandera à ce que soit développée une théorie pour décrire ces phénomènes.

Ainsi naît au cours du 19ème siècle et au début du 20ème siècle la théorie des plaques minces que

nous connaissons actuellement, associée aux noms de Kirchho�, de Föppl et de von Kármán (Timo-

shenko, 1983). Poussées par les applications industrielles telles que la conception et la construction

de ponts, de navires et d'avions - consommatrices de plaques métalliques permettant d'allier rigi-

dité et légèreté - les recherches permettront de décrire en détail les faibles dé�exions des plaques

(Timoshenko & Woinowski-Krieger, 1959) ainsi que les instabilités de �ambement (Timoshenko &

Gere, 2009) dans de nombreuses con�gurations. Le problème des grandes dé�exions - typiquement

supérieures à l'épaisseur de la plaque - est plus complexe, les équations non-linéaires ne permettant

que dans de rares cas d'obtenir des solutions analytiques. Le développement de dispositifs technolo-

giques utilisant des plaques de plus en plus minces - jusqu'à une couche atomique pour le graphène -

permettant de protéger des surfaces, ainsi que l'application des théories mécaniques à des systèmes

biologiques nécessitent la description des grandes dé�exions des plaques minces. Ceci a orienté les

recherches vers la localisation de l'énergie élastique que nous retrouvons par exemple dans le papier

froissé (Witten, 2007) ainsi que vers la description de l'évolution des motifs de �ambement au-delà

du seuil.

Cette thèse s'inscrit dans ce cadre, à savoir la description des instabilités et des motifs post-�ambe-

ment de plaques minces, sur des expériences macroscopiques modèles. Ces expériences sont inspirées

des nombreux exemples de déformations de plaques minces qui abondent tout autour de nous, illus-

trés sur la �gure 1. Ainsi, les cloques que nous observons lorsqu'une a�che a été mal collée sur

un mur (Fig. 1a) et que nous retrouvons également pour une feuille d'or déposée à l'eau sur un

substrat d'argile (Fig. 1e) seront décrites dans le chapitre 2 en se demandant quelles informations

nous pouvons obtenir de ces images. Le drapé d'une éto�e sur une sphère sous l'e�et de la gravité

(Fig. 1b) amène à se poser la question de l'enrobage d'une surface courbée par une plaque mince.

Cette question sera abordée dans le chapitre 3 en s'intéressant aux motifs de contact entre une
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plaque et une sphère adhésive. En�n, l'emboutissage d'une tôle métallique (Fig. 1f) par un poinçon

sphérique peut conduire à l'apparition irréversible de plis en périphérie de la tôle. En restant dans

le domaine élastique, nous pouvons reproduire cette expérience et nous intéresser au nombre de plis

et à la force nécessaire pour emboutir une plaque mince, ce qui sera l'objet du chapitre 4.

Figure 1 � Di�érents exemples de déformations de plaques minces qui seront abordés dans cette
thèse : (a) Cloques apparaissant sur une a�che mal collée (b) Plissement d'une éto�e sur une sphère
(c) Déploiement d'une feuille de muguet (d) Flambement d'un nénuphar à la surface de l'eau (e)
Cloques apparaissant sur une feuille d'or et (f) Plissement d'une tôle métallique emboutie.

Si ces sujets peuvent sembler très di�érents notamment quant à l'échelle à laquelle ils se produisent,

ils ont comme point commun de mettre en ÷uvre des plaques en grandes dé�exions, pour lesquelles

la géométrie va jouer un rôle prépondérant. Les plaques seront contraintes dans nos expériences soit

grâce aux e�ets d'une énergie de surface, soit mécaniquement. L'approche sera commune aux di�é-

rents sujets : nous utiliserons des expériences macroscopiques simples qui permettent de faire varier

les di�érents paramètres sur une large gamme. Nous nous appuierons sur des résultats analytiques

lorsque cela est possible ainsi que sur des simulations. En�n, des descriptions approchées en termes

de lois d'échelle seront utilisées pour décrire les situations complexes.

Avant de passer à la description de ces expériences, nous commençons dans le premier chapitre par

une brève synthèse concernant l'élasticité des plaques minces et la fracture interfaciale. Ce chapitre

introductif sera illustré au travers de deux problèmes modèles. Le premier (Fig. 1c) consiste à se

demander sur quelle longueur une plaque mince courbée à une extrémité reste courbée, le second

s'intéressant aux déformations d'une plaque à la surface de l'eau (Fig. 1d).
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1.1 Modélisation des plaques minces

1.1.1 Élasticité tridimensionnelle

La théorie de l'élasticité (Timoshenko, 1970) s'intéresse à la façon dont les solides se déforment

de manière réversible sous l'e�et de chargements extérieurs, en posant comme hypothèse initiale

que le matériau est continu à l'échelle de l'étude, chaque point macroscopique regroupant beaucoup

d'atomes. Le caractère réversible, qui correspond au fait que le solide retrouve son état initial en l'ab-

sence de sollicitations, limite l'application de la théorie de l'élasticité pour la plupart des matériaux

- à l'exception notable des élastomères - aux déformations su�samment faibles pour ne pas engen-

drer de phénomènes irréversibles type plasticité, endommagement ou rupture (Françoiset al., 1993).

Un modèle 1D

D'un point de vue physique, nous pouvons modéliser les interactions entre les atomes par des ressorts

de raideur k (Fig. 1.1). Lorsque nous déformons un solide, cela revient donc à déformer un réseau

en parallèle et en série dem branches den ressorts. La force totaleF nécessaire pour obtenir un

déplacementu est la somme des forces de chaque branche, elles-mêmes valant simplementk(u=n).

La force totale est telle que :

F
m

= k
� u

n

�
(1.1)

L'équation 1.1, connue sous le nom de loi de Hooke, est la relation fondamentale de la théorie de

l'élasticité. Elle stipule que la contrainte - la force divisée par la surface - varie linéairement avec

la déformation - le ratio du déplacement sur la longueur déformée - le coe�cient de proportion-

nalité étant une constante dépendant du matériau. Il est ici facile d'imaginer qu'une telle relation

ne soit valide dans le cas général que pour de faibles déformations, c'est-à-dire tant que la réponse

des ressorts est linéaire. L'énergie totale du système est la somme des énergies des ressorts et vaut
1
2k(u=n)2mn = 1

2(F=m)(u=n)mn, soit la moitié du produit de la contrainte avec la déformation,

multiplié par le volume déformé.

Figure 1.1 � Modélisation d'un solide (de longueur L , largeur l et d'épaisseur unité) comme un
ensemble d'atomes reliés par des ressorts de raideurk.
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Généralisation à trois dimensions

De manière plus rigoureuse, la première étape de la modélisation consiste à décrire géométriquement

comment le solide se déforme (Audoly & Pomeau, 2010). Pour cela, il est nécessaire d'introduire

une con�guration de référence et de comparer la géométrie du solide déformée à cette con�guration,

c'est-à-dire de décrire le mouvement des points matériels du solide. SoitX i
1 un point matériel en

con�guration de référence. Après déformation, ce point se retrouve enx i = X i + ui (X i ), où ui (X i )

est le vecteur déplacement au pointX i . Cela implique qu'un petit vecteur dX i se retrouve après

déformation endxi tel quedxi = Fij dX j , avecFij = � ij + ui;j , le symbole de Kronecker étant noté� ij .

Toute l'information nécessaire pour décrire le mouvement du solide est contenue dansFij , mais nous

nous intéressons uniquement aux déformations dans le solide, c'est-à-dire aux variations d'angles

et de longueurs. Il faut donc regarder les variations de produit scalaire. Soit deux vecteursA i et

B i qui, après déformation, deviennentai et bi , tels que ai bi � A j B j = [ Fik Ak ] [Fip Bp] � A j B j =

A i [Fki Fkj � � ij ] B j . L'information concernant la variation des angles et des longueurs est comprise

dans 2eij = Fki Fkj � � ij qui se réécrit sous la forme :

eij =
1
2

(ui;j + uj;i + uk;i uk;j ) (1.2)

Pour comprendre le sens de ce tenseur, nous pouvons regarder le cas particulier d'une dilatation

ux = u x=L , toutes les autres composantes du déplacement étant nulles. L'équation 1.2 donne

exx = u=L et nous retrouvons le second membre de l'équation 1.1,eij en étant la généralisation

en trois dimensions. Notons ici que le fait de considérer une con�guration de référence n'est pas

évidente. Ainsi, la plasticité dans les métaux (Françoiset al., 1993) ou la croissance chez les plantes

(Ambrosi et al., 2011) changent continuellement cette référence.

Énergie et équations d'équilibre

Que vaut l'énergie élastique du solide ? Nous nous restreignons au cas où le solide est isotrope

(pas de directions privilégiées), où le comportement du matériau est local (pas d'in�uence d'un

point matériel sur son voisin) et à température constante. Alors la densité volumique d'énergie 

ne doit dépendre que du tenseur des déformations, et plus spéci�quement que de trois invariants

que sont la traceeii , e2
ij et le déterminant (respectivement d'ordre 1, 2 et 3) du fait de l'isotropie

(Salençon, 2005a). En se restreignant aux faibles déformations, nous nous limitons aux termes

d'ordre inférieur ou égal à 2 pour l'énergie élastique. De plus, il ne peut pas y avoir de termes

d'ordre 1 : une dilatation ou une contraction d'égale magnitude doivent donner la même énergie.

La densité volumique d'énergie élastique s'écrit alors :

 (eij ) =
�
2

[eii ]2 + �e 2
ij (1.3)

Les coe�cients � et � sont appelés coe�cients de Lamé. Si le matériau est inhomogène, ces coe�-

cients dépendent de la position dans le solide. Connaissant l'énergie élastique d'un solide déformé,

comment dès lors caractériser son état d'équilibre ? Soit un solideV soumis sur toute sa surfaceS à

1. Nous notons X i = ( X x ; X y ; X z ) les coordonnées du point X, et nous utiliserons la convention de sommation
d'Einstein ai X i = ax X x + ay X y + az X z . Les dérivés sont écrites sous la forme@X=@i= X ;i .
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une force surfaciquef i . Formellement2, l'énergie totale s'écrit comme la somme de l'énergie élastique

et de l'énergie potentielleE =
R

V  (eij ) �
R

S f i ui . À l'équilibre, pour tout petit mouvement �u i , la va-

riation d'énergie doit être nulle, d'où � E = E(ui + �u i ) �E (ui ) =
R

V �e kk �u i;i +2 �e ij �u i;j �
R

S f i �u i =

0. Par intégration par parties (Allaire, 2005), � E = �
R

V([�e kk � ij ];j +2 �e ij;j )�u i �
R

S(f i � �e kk � ij nj �

2�e ij nj )�u i = 0 en notant nj la normale extérieure à la surface. En introduisant le tenseur� ij

(Eq. 1.4a), les équations d'équilibre s'écrivent alors :

� ij = �e kk � ij + 2 �e ij (1.4a)

� ij;j = 0 (1.4b)

� ij nj = f i (1.4c)

L'équation 1.4c nous indique que� ij est une force par unité de surface, donc une contrainte. L'équa-

tion 1.4a est alors la généralisation en trois dimensions de la loi de Hooke (Eq. 1.1). L'équilibre

mécanique est en�n donné par l'équation 1.4b. Pour être complet, en présence de forces volumiques

f v et d'e�orts d'accélération, l'équilibre s'écrit � ij;j + �f vi = �a i , où ai et � sont respectivement

l'accélération et la masse volumique. La densité volumique d'énergie élastique peut s'écrire sous la

forme  = � ij eij =2.

Constantes élastiques

Dans le cas d'un essai de traction simple d'une barre de sectionS soumise à une forceFx , à

l'équilibre la seule composante non nulle des contraintes est� xx = Fx=S = 2 � (exx � eyy ). Par

dé�nition du module de Young E et du coe�cient de Poisson � , eyy = ezz = � �e xx et � xx = Eexx ,

d'où l'expression des coe�cients de Lamé :� = E=[2(1 + � )] et � = E�= [(1 + � )(1 � 2� )]. La loi de

Hooke peut s'inverser pour se mettre sous la forme :

eij =
(1 + � )

E
� ij �

�
E

� kk � ij (1.5)

Notons en�n que pour s'assurer du fait que l'énergie d'un solide déformé soit toujours supérieure à

celle du solide non déformé, il faut que (eij ) � 0 pour toute déformation, d'où (�; � ) � 0, ce qui

conduit à E � 0 et � 1 � � � 0:5.

1.1.2 Énergie d'une plaque mince déformée

Une plaque mince est un solide dont l'une des dimensions - l'épaisseur notéeh - est petite devant

les deux autres dimensions. Cette géométrie particulière a des conséquences sur la manière dont cet

objet se déforme. En e�et, pour une plaque de longueurL encastrée à une extrémité et qui �échit

d'une longueur u sous l'e�et d'une pressionp exercée sur l'une des faces (Fig. 1.2), nous pouvons

envisager deux réponses possibles de la plaque.

2. Nous nous plaçons dans la limitee � 1, en assimilant la géométrie du solide déformé à sa con�guration initiale,
voir (Salençon, 2005a; Salençon, 2005b) pour une discussion complète de ce sujet.
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En lois d'échelle

Si les sections restent verticales (Hyp. 1 dans Fig. 1.2), la �exion de la plaque correspond à un ci-

saillement dans l'épaisseur, d'où une déformation d'ordree � u=h d'après l'équation 1.2, et l'énergie

élastique est proportionnelle àE1 � Eh(u=h)2S d'après l'équation 1.3, oùS désigne la surface de

la plaque.

Figure 1.2 � Plaque encastrée à une extrémité et �échissant sous l'e�et d'une pression sur l'une
des faces. Les agrandissements montrent deux cinématiques possibles. Nous dé�nissons une �bre
moyenne (en pointillés) à laquelle sont reliées des sections initialement perpendiculaires à celle-ci.

Si les sections restent perpendiculaires à la �bre moyenne (Hyp. 2 dans Fig. 1.2), la �exion correspond

dans ce cas à des tractions-compressions de part et d'autre de cette �bre d'ordree � h=� en notant

� � L 2=u le rayon de courbure de la plaque, d'où une énergie proportionnelle àE2 � Eh(h=� )2S �

Eh3(u2=L4)S. Le rapport de ces deux énergiesE2=E1 est d'ordre (h=L)4 � 1. Dans la limite qui nous

intéresse, le mécanisme 2 est donc énergétiquement favorable pour la �exion de la plaque. Cela nous

indique que, pour une plaque mince, les contraintes de cisaillement dans l'épaisseur sont négligeables

devant les contraintes de traction-compression de part et d'autre de la �bre moyenne. En�n, comme

à l'équilibre, l'énergie potentielle est du même ordre que l'énergie élastique,E2 � puS. La pression

p esr alors proportionelle àEh3u=L4. En plus d'être courbée, la plaque est également comprimée

dans son épaisseur, ce qui correspond une énergiep2hS=E négligeable devantE2. L'énergie de �exion

d'une plaque mince peut donc se résumer àE2 :

Ef �
Eh3

� 2 S (1.6)

En ce qui concerne les déformationsem qui ne déforment pas la �bre moyenne, ils correspondent

à un cas particulier de l'élasticité tridimensionnelle (Timoshenko, 1970). L'énergie d'extension ou

membranaire est d'ordre :

Em � Ehe2
m S (1.7)
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Une cinématique particulière

De manière quantitative, nous cherchons à décrire la cinématique d'une plaque mince. Le raisonne-

ment en lois d'échelle nous amène à considérer que les contraintes� �z
3 sont petites devant les autres

termes,z étant l'axe à travers l'épaisseur (Fig. 1.2). En première approximation nous pouvons faire

l'hypothèse que :

� �z = 0 (1.8)

En développant l'expression du déplacement dans l'épaisseuruz suivant z, nous obtenons :

uz(x; y; z) = w(x; y) + O(z) (1.9)

en notant w la dé�exion. En conséquence de la loi de Hooke (Eq. 1.4a), l'équation 1.8 implique que

2e�z = u�;z + uz;� = 0 , ce qui avec l'équation 1.9 donne :

u� (x; y; z) = u� (x; y; 0) � zw;� (x; y) (1.10)

où nous négligeons les termes d'ordre supérieur enz. Cet état dit de contraintes planes (Eq. 1.8)

permet d'écrire la loi de Hooke sous la forme :

� �� =
E

1 � � 2 [�e  � �� + (1 � � )e�� ] (1.11)

Pour obtenir les déformations en fonction des déplacements, il su�t de reporter les expressions

1.9 et 1.10 dans l'équation 1.2. Pour simpli�er les expressions, nous ne conservons que les termes

non-linéaires quadratiques enw, d'où, au premier ordre enz :

e�� = � �� + z� �� avec

(
� �� = 1

2(u�;� + u�;� + w;� w;� )

� �� = � w;��
(1.12)

où � �� et � �� correspondent respectivement à la déformation dans le plan de la plaque et à la

courbure. La signi�cation physique de cette simpli�cation se déduit de l'exemple de la �gure 1.3.

Nous faisons coulisser librement une barre d'un angle� , sans changer sa longueur, d'oùexx = 0 , ce

que l'utilisation de la formule générale 1.2 permet de retrouver. En revanche, l'équation 1.12 donne

exx =
p

1 � (sin � )2 + (sin � )2=2 � 1 � � 4.

Figure 1.3 � Rotation d'une barre d'un angle � entre les deux axesx et z, transformation conservant
sa longueur.

La simpli�cation permettant d'obtenir les équations 1.12 est donc valide pour� � 1, ce qui corres-

pond à de faibles pentes.

3. Les indices � et � désignent les coordonnées le long de la plaque non déformée.
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Énergie d'une plaque mince

Finalement, l'énergie totale de la plaqueE =
R

V � ij eij =2, en combinant les équations 1.8, 1.11 et

1.12, peut se mettre sous la forme :

E = Em + Ef avec

(
Em = 1

2

RR
S n�� � ��

Ef = 1
2

RR
S m�� � ��

(1.13)

où nous intégrons à travers l'épaisseur.Em et Ef correspondent respectivement à l'énergie d'extension

et de �exion de la plaque. Nous avons introduit la somme des contraintes selon l'épaisseur qui

donnent les tensionsn�� et les momentsm�� :

n�� =
Eh

1 � � 2 [��  � �� + (1 � � )� �� ] =
Z h=2

z= � h=2
� �� (� �� ) (1.14a)

m�� =
Eh3

12(1� � 2)
[��  � �� + (1 � � )� �� ] =

Z h=2

z= � h=2
z2� �� (� �� ) (1.14b)

Notons en�n que les énergies d'extension et de �exion sont respectivement proportionnelles au

module d'extensionEh=(1� � 2) et au module de �exion qui sera noté dans la suiteB = Eh3=(12[1�

� 2]).

1.1.3 Équations d'équilibre et conditions aux limites

Pour obtenir les équations d'équilibre d'une plaque mince ainsi que les conditions aux limites, comme

dans le cas de l'élasticité tridimensionnelle, nous regardons comment varie l'énergie (Eq. 1.13) autour

d'une position (u� ; w) en imposant des variations(�u � ; �w ). Si (u� ; w) est une position d'équilibre,

alors � E = 0 . En l'absence de chargements extérieurs :

� E = E(u� + �u � ; w + �w ) � E (u� ; w) =
ZZ

S
(n�� �� �� + m�� �� �� ) (1.15)

où nous avons utilisé le fait que� (n�� e�� ) = 2 n�� �e �� et � (m�� � �� ) = 2 m�� �� �� . De plus,

n�� �e �� = n�� (�u �;� + �w ;� w� ) (comme n�� = n�� ) et �� �� = � �w ;�� (Eq. 1.12), d'où par

intégration par parties :

� E = �
ZZ

S

�
[n��;� ] �u � + [( n�� w;� );� + m��;�� ] �w

�

+
Z

@S

�
[n�� ] �u � + [ n�� w;� + m��;� ] �w � m�� �w ;�

�
n� (1.16)

avecn� la normale au bord@S. Les équations d'équilibre s'écrivent alors :

n��;� = 0 (1.17a)

m��;�� + n�� w;�� = 0 (1.17b)

L'équation 1.17a correspond à l'équilibre de la plaque dans le plan : nous retrouvons la même

équation d'équilibre que pour l'élasticité tridimensionnelle (Eq 1.4b). L'équation 1.17b correspond

à l'équilibre de la plaque par rapport aux mouvements hors de son plan initial. Les chargements
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extérieurs apparaissent lorsqu'il y en a au second membre des équations 1.17 (voir (Audoly &

Pomeau, 2010)). Classiquement, ces équations sont réécrites en introduisant une fonction� pour

obtenir les équations de Föppl-von Kármán (Landau & Lifshitz, 1986) :

B � 2w = p + 2h[�; w ] (1.18a)

� 2� = � E [w; w] (1.18b)

avec p la pression s'appliquant sur la plaque,� une fonction telle que � xx = � ;yy , � yy = � ;xx et

� xy = � � ;xy ce qui permet de satisfaire l'équation 1.17a, et2[f; g ] = f ;xx g;yy + f ;yy g;xx � 2f ;xy g;xy en

coordonnées cartésiennes. Cette réécriture a l'avantage d'être compacte mais est d'une interprétation

di�cile en termes de forces. En ce qui concerne les conditions aux limites (deuxième terme de

l'équation 1.16), il faut faire attention avec le dernier termem�� �w ;� n� = mnn �w ;n + mnt �w ;t (n

et t étant la normale et la tangente au bord). Il faut donc intégrer une nouvelle fois le terme en�w ;t

pour obtenir sur @S :

n�n = 0 (1.19a)

mnn = 0 (1.19b)

mnn;n + 2mnt;t = 0 (1.19c)

En résumé, une plaque mince (dé�nie telle queh=L � 1) sous l'hypothèse de :

� Petites déformations e � 1, impliquant notamment par l'équation 1.12 que le rayon de courbure

en tout point � soit grand devant l'épaisseur� � h

peut se décrire de manière énergétique par les équations 1.13 et 1.14 si nous pouvons mesurer loca-

lement les valeurs des déformations et des courbures. Cela ouvre la voie à des simulations de type

minimisation de l'énergie (Seung & Nelson, 1988).

Sous l'hypothèse supplémentaire de :

� Faibles pentes w;� � 1, qui permet de simpli�er grandement les équations obtenues,

il est possible de décrire les mouvements de la plaque mince par les équations de Föppl-von Kármán

1.17 ou 1.18 avec les conditions aux limites 1.19.

Notons en�n que la démonstration des équations des plaques présentée ci-dessus enchaîne une série

d'hypothèses qui paraissent raisonnables mais nous pouvons nous demander si les équations de

Föppl-von Kármán permettent e�ectivement de décrire les plaques minces. En fait, il a été montré

qu'il est possible de retrouver ces équations en partant de l'élasticité tridimensionnelle en utilisant

comme petit paramètre le rapport d'aspecth=L (Ciarlet, 1980; Frieseckeet al., 2006).

1.2 Caractéristiques des plaques minces

1.2.1 Instabilité de �ambement

Les structures élancées ont la propriété particulière de �amber lorsqu'elles sont chargées dans leurs

plans. Le �ambement est une instabilité élastique : le système préfère se courber perdant ainsi la
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symétrie par rapport au chargement, l'archétype étant le �ambement d'une poutre en compression

étudié par Euler (Timoshenko & Gere, 2009). Un système simple permettant de dégager les prin-

cipales caractéristiques du �ambement est représenté sur la �gure 1.4 : une barre inextensible de

longueur L est attachée par un ressort de torsion de raideurk.

Figure 1.4 � Une barre inextensible de longueurL reliée à un ressort de torsion de raideurk est
soumise à une force verticaleF .

Si la barre s'écarte d'un angle� � 1, le ressort exerce un moment de rappelmr = � k� qui

tend à faire revenir la barre dans sa position initiale. Cependant, le moment créé par la force

mf = F L tan � � F L� tend à écarter encore plus la barre. Le moment total s'écrit donc :

mr + mf = ( � k + F L )� (1.20)

Tant que la force est petite F < k=L , le moment total tend à ramener la barre dans sa position

initiale. Il existe cependant une force critique :

Fc =
k
L

(1.21)

pour laquelle la barre ne subit pas de moment de rappel si elle s'écarte de sa position initiale : il

y a une autre position d'équilibre que la position� = 0 . La moindre perturbation - inévitable -

va entraîner la barre dans le chemin d'équilibre à� 6= 0 : elle �ambe. Le seuil de �ambement est

proportionnel à la raideur initiale du système et inversement proportionnel à la longueur du système,

d'où sa grande importance dans les structures élancées. Cet exemple montre aussi clairement que la

rigidité totale du système est la somme de deux termes : l'un dû au matériauk et l'autre dû aux forces

extérieures et à la géométrie� F L . Le �ambement intervient quand la rigidité totale devient nulle.

Cela correspond en fait à une pulsation propre nulle. En e�et, la pulsation propre d'une structure

varie comme (K=M )1=2, où K et M sont respectivement la raideur et la masse du système. Le

�ambement peut être vu comme un phénomène vibratoire de fréquence nulle. Cet exemple montre

bien aussi la méthode pour détecter une instabilité de �ambement : il faut chercher des états

d'équilibre à proximité d'un état d'équilibre initial, ou de manière équivalente des fréquences propres

nulles.

1.2.2 Post-�ambement

Que se passe-t-il juste après le �ambement (Stolz, 2004) ? En l'état actuel, l'exemple précédent nous

dit que l'angle va augmenter jusqu'à ce que la barre touche le sol. Pour un matériau élastique, le fait

que la force varie linéairement avec la déformation n'est qu'une idéalisation valable pour de petites
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déformations. De même, dans le moment dû à la force, il faut prendre en compte les termes suivants

du développement en� . Si nous gardons l'hypothèse d'une réponse linéaire du ressort, l'équilibre

post-�ambement s'écrit :

mr + mf = 0 ) k� = F L tan � � F L
�

� �
� 3

3

�
(1.22)

En utilisant l'équation 1.21, nous obtenons :

� = �

r

3
F � Fc

F
(1.23)

Proche du seuil de �ambement, la dé�exion évolue donc comme la racine carrée de l'écart au seuil.

Si maintenant la barre est naturellement décalée d'un angle� 0, nous pouvons réécrire tout ce qui

précède avecmr = � k(� � � 0) pour obtenir :

F
Fc

=
� � � 0

� + � 0 � (� + � 0 )3

3

(1.24)

0

0:5

1

1:5

2

� 1 � 0:5 0 0:5 1

F=Fc

�
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� 0 = 0 :001
� 0 = 0 :01
� 0 = 0 :05

Figure 1.5 � Branches d'équilibre pour di�érentes imperfections initiales. La présence d'une im-
perfection peut rendre di�cile la détermination du seuil de �ambement.

Les équations 1.21, 1.23 et 1.24 sont représentées graphiquement sur la �gure 1.5. PourF � Fc

et � 0 = 0 , il existe trois branches d'équilibres - bifurcation de type fourche -, la branche� = 0

étant instable d'après l'équation 1.20. En présence d'une imperfection initiale, le chemin d'équilibre

peut s'écarter signi�cativement du cas parfait, rendant la détermination du seuil délicate. Notons

que la bifurcation décrite est super-critique : l'amplitude croît de manière in�nitésimale proche du

seuil. En fonction du signe du terme cubique dans l'équation 1.22, d'autres types de bifurcations

peuvent se produire. Dans les cas plus complexes, l'analyse de post-�ambement faiblement non-

linéaire suit le même schéma qui consiste à développer les équations d'équilibre au voisinage du

seuil de �ambement.

1.2.3 Localisation de l'énergie et géométrie

Les modules de �exion et d'extension d'une plaque mince sont respectivement d'ordreh3 et h

(Eq. 1.14). Nous pourrions nous dire que l'énergie prépondérante dans la limite oùh ! 0 est alors

l'énergie d'extension. Cela n'est pas vrai si la plaque peut se déformer de telle sorte à avoir une
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énergie d'extension rigoureusement nulle, c'est-à-dire en se déformant de manière isométrique (Wit-

ten, 2007), et qui ne coûte alors que l'énergie de �exion. Une déformation isométrique est telle que

les distances et les angles à la surface de la plaque sont conservés (Fig. 1.6). Ce qui nous serait

utile est une caractéristique de la plaque déformée qui nous indique que la déformation a été ou

non isométrique, et ce sans avoir à connaître les mouvements de la plaque de sa position initiale

à actuelle. Cette propriété recherchée est énoncée par Gauss dans sonTheorema Egregium: une

déformation localement isométrique conserve le produit des courbures principales,i.e. la courbure

de Gauss (Struik, 1988).

(a) (b)

Figure 1.6 � Les origamis sont des surfaces presque partout développables et sont de bons exemples
de transformations isométriques de plaques. (a)Stanford Bunny Model, (b) Motif en selle de cheval
(extrait de (Koschitz et al., 2008)).

La courbure de Gauss d'une plaque étant nulle, elle va chercher à se déformer en une surface de

courbure de Gauss nulle, appelée surface développable, pour ne pas générer d'énergie d'extension,

ce qui est équivalent à minimiser son énergie élastique totale dans la limiteh ! 0. Si, du fait de

contraintes géométriques, la plaque ne peut adopter une forme développable régulière, alors elle

adopte une déformée développable par morceaux, l'intersection entre ces surfaces focalisant à la

fois énergie de �exion et d'extension, comme le montre l'exemple des origamis (Fig. 1.6). Ainsi, la

surface en forme de selle de cheval 1.6b n'est pas développable, et il est donc nécessaire de faire des

plis localisés pour que la plaque s'approche de cette forme. Cette description reste valide pour des

plaques d'épaisseurs �nies, à la di�érence que nous pouvons alors dé�nir une taille de ces zones de

localisation de l'énergie élastique qui équilibre à la fois �exion et extension (Witten, 2007).

Ce lien entre la géométrie et les déformations d'une surface que constitue leTheorema Egregium

se retrouve en cartographie. Il est impossible de tracer un planisphère de la Terre sans changer

localement les distances et les angles, d'où le développement des nombreuses projections cartogra-

phiques, prenant le parti soit d'étirer les continents (Fig. 1.7a), soit d'introduire des discontinuités

(Fig. 1.7b). Nous en verrons également les conséquences dans les chapitres 3 et 4 où nous chercherons

à contraindre une plaque à prendre une forme de calotte sphérique.
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(a) (b)

Figure 1.7 � (a) Carte du monde de Ptolémée reconstituée à partir des informations de saGéo-
graphie (b) Projection de Goode introduisant des discontinuités a�n de limiter les distorsions.

1.3 Deux exemples de déformation de plaques minces

Deux problèmes de déformation de plaques sont traités dans cette partie pour illustrer les di�érentes

notions présentées dans les paragraphes précédents, à savoir principalement énergies et équations des

plaques. Ces deux études ont été partiellement réalisées au cours de cette thèse, en collaboration

avec Yoël Forterre (IUSTI) et Catherine Quilliet (LIPhy) pour la première, et avec Pedro Reis

(MechE, MIT) pour la seconde.

1.3.1 Raccord courbé/plat

Une longueur de persistance

L'état d'équilibre naturel d'une plaque est de rester plane. Si nous lui imposons une courbure à

l'une de ses extrémités, nous pouvons nous demander au bout de quelle longueur la plaque va être

de nouveau plane (Fig. 1.8). Cette longueur de persistance se retrouve dans tous les problèmes de

déformations de plaques et résulte de l'équilibre entre les deux seules énergies en présence, à savoir

�exion et extension.

�� ����

������ ����

������ ����

������ ����

������ ����

������ ����

�	���� ����

�
���� ����

������ ����

(a) (b)

Figure 1.8 � Visualisation de la longueur de persistance par pro�lométrie ou par projection de
franges : (a) lors de la montée d'un liquide entre deux plaques �exibles (extrait de (Cambauet al.,
2011)), (b) en imposant un rayon de courbure à une extrémité (extrait de (Forterre, 2010)).

Cette longueur de persistance a été décrite par (Lobkovsky & Witten, 1997) théoriquement et

numériquement. Pour une plaque élastique (de module de YoungE, de coe�cient de Poisson � et
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Figure 1.9 � Plaque élastique (de module de YoungE, de coe�cient de Poisson � et d'épaisseur
h) de largeur D soumise à une courbure imposée� à une extrémité, ce qui correspond de manière
équivalente à une dé�exionw. La section enx = 0 reste dans le planyz. Si nous suivons la ligne
médiane (en rouge) ou du bord (en vert), celles-ci font un angle� avec l'horizontale après la longueur
de persistance.

d'épaisseurh) de largeur D , à laquelle nous imposons un rayon de courbure� à une extrémité, soit

de manière équivalente une dé�exionw, la longueur de persistance vaut :

L p � D
� w

h

� 1=2
(1.25)

En lois d'échelle

Nous pouvons retrouver ce résultat par analyse dimensionnelle (Barenblatt, 1987). En e�et, de

manière générale :
L p

D
= F

�
D
h

;
w
h

�
(1.26)

Les deux paramètres sans dimensionsD=h et w=h ont une signi�cation physique di�érente : le pre-

mier nous renseigne sur la géométrie de l'objet considéré, le deuxième sur le chargement mécanique.

Nous nous intéressons au casD=h � 1, l'objet considéré étant une plaque, et ce quel que soit le

chargement mécanique. Ainsi, nous faisons l'hypothèse que :

L p

D
= G

� w
h

�
(1.27)

Il nous reste à déterminer la fonctionG. Nous nous plaçons tout d'abord dans le cas où la longueur

de persistance est grande devant la largeur. La plaque va chercher à accommoder l'extension -

nécessaire du fait duTheorema Egregium- pour redevenir plane de la façon qui lui coûte le moins

cher, c'est-à-dire en s'étirant selon l'axex, d'où une déformation typique de l'ordre de� � (w=Lp)2

(Eq. 1.12). Cela conduit à une énergie d'extension d'ordre :

Em � EhDL p� 2 � EhDL p

�
w
L p

� 4

(1.28)

Cette dernière favorise donc les grandes valeurs deL p et compense l'énergie de �exion :

Ef � Eh3 DL p

� 2 (1.29)
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qui favorise au contraire une courte longueur de persistance. En écrivant quew � D 2=� , le compro-

mis entre ces deux termes nous donne �nalement :

L p

D
�

� w
h

� 1=2
(1.30)

De plus, nous observons expérimentalement que, si nous imposons que l'extrémité courbée enx = 0

reste dans le planyz (Fig. 1.9), la partie plane après la longueur de persistance fait un angle� avec

l'horizontale. En e�et, ce degré de liberté supplémentaire permet de diminuer l'énergie d'extension

nécessaire pour la transition. Géométriquement, cet angle est tel que :

� �
w
L p

(1.31)

Puisque cette longueur caractéristique se retrouve dans tous les problèmes de déformations de

plaque, nous aimerions la déterminer de manière plus précise. En particulier, connaître le préfacteur

de l'équation 1.30, mais aussi de regarder ce qui se passe lorsque la dé�exionw est petite devant

l'épaisseur de la plaque. Dans cette limite oùw � h, l'énergie d'extension est négligeable, la plaque

minimisant simplement son énergie de �exion qui peut se mettre sous la forme :

Ef � Eh3DL p

�
1
� 2

x
+

1
� 2

y
� 2�

1
� x � y

�
(1.32)

avec � x � D 2=w et � y � L 2
p=w. Minimiser cette énergie revient à distribuer la courbure dans les

deux directions, d'où � x � � y , pour arriver à :

L p � D (1.33)

Simulations numériques : w � h

Il nous reste à déterminer les préfacteurs des équations 1.30 et 1.33. Pour cette dernière, les dé-

�exions de la plaque étant petites, nous faisons une simulation par éléments �nis en utilisant le

logiciel Castem (Cast3M, 2010) en imposant à une extrémité d'une plaque longue une dé�exion de

la forme w(y) = y2=2� (Fig. 1.10a), avec� � D 2=h pour se placer dans la limitew � h.

Il est alors possible d'extraire de cette simulation la longueur de persistance que nous dé�nissons

en ajustant la di�érence de dé�exion entre le bord de la plaque et le centre (Fig. 1.9) par une

exponentielle � w(x) � w exp (� x=Lp). En toute rigueur, cette expression n'est pas valable au

voisinage de l'extrémité puisque nous imposons une pente nulle au bord. Cela étant, cela permet

d'ajuster de manière très satisfaisante les données. Il existe une légère dépendance en� (Fig. 1.10b).

Pour � = 0 :3, nous obtenons :

L p = 0 :46D (1.34)
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Figure 1.10 � (a) Visualisation de la dé�exion de la moitié (par symétrie) d'une plaque soumise à
un rayon de courbure à une extrémité (w=D = 0 :0001, h=D = 0 :001). (b) Évolution de la di�érence
de dé�exion entre le bord de la plaque et le centre pour di�érentes valeurs du coe�cient de Poisson.
Le trait plein correspond à un ajustement des données� w(x)=w = exp ( � x=0:46D)

Simulations numériques : w � h

Dans la limite w � h, pour déterminer le préfacteur de l'équation 1.30, nous utilisons le modèle

unidimensionnel développé par (Guinotet al., 2011) pour décrire les déformations d'un mètre ru-

ban, c'est-à-dire une portion de coque cylindrique (Fig. 1.11). Les sections sont modélisées par des

arcs de cercle rigides de rayon variable. L'énergie élastique totale incluant �exion et extension est

intégrée dans la largeur pour obtenir un modèle de poutre à section variable dont les inconnues sont

celles d'une poutre de Bernoulli, à savoir dé�exion (ou angle) et déplacement le long de la poutre,

avec en plus le rayon de la section, en tout point.

Figure 1.11 � Simulation de la déformation d'un mètre ruban avec un modèle unidimensionnel
(extrait de (Guinot et al., 2011)).

Pour s'adapter au cas d'une plaque, il su�t d'imposer une courbure naturelle nulle au mètre ruban.

Nous pouvons alors simuler, pour di�érentes valeurs dew=h, la variation du rayon de courbure des

sections le long de la poutre. Pour les simulations, nous discrétisons notre poutre enn éléments, les

inconnues étant recherchées à chaque n÷ud et interpolées sur les éléments par une spline cubique.

L'énergie totale est minimisée par un algorithme de Nelder-Mead avec Matlab pour obtenir la forme

d'équilibre.

23



Nous nous limitons au cas où� = 0 (Fig. 1.9) pour obtenir a priori une borne supérieure de la

longueur de persistance. Ici, il faut bien noter que cette dernière ne peut plus être dé�nie comme

dans la limite w � h par ajustement avec une exponentielle. En e�et, un tel ajustement signi�e

que, quel que soit l'endroit où nous nous trouvons le long de la ligne médiane de la plaque, le taux

de décroissance du rayon de courbure est toujours le même, ce qui n'est compatible qu'avec l'équa-

tion 1.33 et pas avec l'équation 1.30. Pour pallier ce problème, nous extrayons des simulations la

longueur L 3% à partir de laquelle la courbure est inférieure à3% de la courbure imposée au bord.

Pour pouvoir superposer sur le même graphique ces résultats avec celui de la limitew � h, nous

dé�nissons alorsL p = � L 3%=ln (0:03). Les résultats sont présentés sur la �gure 1.12.

Expériences

Dans la limite w � h, nous avons réalisé des expériences qui consistent à imposer une �exion quatre

points selon la largeur d'une plaque longue, ce qui est équivalent à imposer un rayon de courbure.

En utilisant une technique de pro�lométrie par transformée de Fourier (Maurel et al., 2009), nous

remontons à la dé�exion en tout point (Insert Fig. 1.12), donc à la longueur de persistance. Nous

trouvons un très bon accord entre ces résultats et la prédiction de l'équation 1.34. Dans la limite

w=h � 1, il nous reste à comparer la prédiction aux résultats expérimentaux (Forterre, 2010) et

numériques (Catherine Quilliet). Ce travail est en cours.

0:1

1

10

0:1 1 10 100 1000

Lp=D

w=h

Exp. 1
Exp. 2

Figure 1.12 � Longueur de persistance adimensionnée par la largeur de la plaqueL p=D en fonction
de w=h. Les carrés et cercles correspondent aux résultats expérimentaux obtenus avec une plaque
de polystyrène (h = 3 mm, D = 75 mm, déformée en insert). Le trait plein correspond aux résultats
du modèle de mètre ruban, le trait en pointillés horizontal à l'équation 1.34, valable pourw=h � 1,
le trait en pointillés incliné au comportement asymptotique du modèle de mètre rubanL p=D =
0:19 (w=h)1=2.

Apparition de singularités

Nous avons détaillé dans cette partie la longueur de persistance d'une plaque déformée à une extré-

mité. Si la loi d'échelle de celle-ci a été décrite il y a déjà quelques années (Lobkovsky & Witten,

1997), une connaissance plus précise semble nécessaire puisque cette longueur se retrouve dans tous

les problèmes de déformations de plaques.
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Figure 1.13 � Pour des épaisseurs de plaque su�samment petites, des singularités apparaissent qui
diminuent la longueur de persistance (extrait de (Forterre, 2010)).

En guise de perpective, nous pouvons noter que tout ce que nous avons décrit précédemment corres-

pond au cas où la plaque redevient plane de manière régulière. Pourtant, il a été observé (Forterre,

2010) que, toutes choses égales par ailleurs, le fait de diminuer l'épaisseur de la plaque conduit à

l'apparition de localisations (Fig. 1.13) qui diminuent la longueur de persistance. Nous pouvons alors

nous demander par exemple à partir de quelle valeur du rapportw=h apparaissent ces localisations,

ainsi que ce qui �xe leur nombre.

1.3.2 Élastopipette

Article relatif à cette partie en Annexe A

Une expérience biomimétique

Les �eurs dites hydrophytes �xées vivent à la surface de l'eau et sont enracinées dans le sol, comme

les nénuphars ou les nymphoïdes (Fig. 1.14a). Lorsque le niveau de l'eau monte, ces �eurs pourraient

être submergées (Fig. 1.14b). Pourtant, pour les nymphoïdes, la courbure de leurs pétales empêche

l'eau d'atteindre le centre de la �eur, allant même jusqu'à emprisonner une bulle d'air. Ces dernières

(Fig. 1.14a) se sont d'ailleurs adaptées à ce scénario en développant des franges sur leurs pétales

(Armstrong, 2002) dont nous verrons l'utilité par la suite.

Il est possible de reproduire ce phénomène en laboratoire en découpant un motif en pétales dans une

plaque d'élastomère (VinylPolySiloxane,E � 1MPa, h � 100� m). Ces �eurs peuvent être entrai-

nées sous l'eau, les pétales se refermant et emprisonnant une bulle d'air (Fig. 1.15a). La situation

symétrique consistant à tirer la �eur de la surface de l'eau permet au contraire de capturer une

goutte d'eau (Fig. 1.15b).

Trois ingrédients sont à l'÷uvre lors de la fermeture de la �eur (Fig. 1.15) : l'élasticité des pétales

qui tend à limiter la déformation de ceux-ci, la pression hydrostatique qui pousse sur les pétales,

et la capillarité qui empêche l'eau (ou l'air) de passer entre les pétales. Expérimentalement, nous

remarquons qu'à une taille de �eur donnée, il faut un certain nombre de pétales pour pouvoir com-

plètement refermer la �eur sans que l'eau (ou l'air) n'envahisse le centre de la �eur. De même, pour
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(a) (b)

Figure 1.14 � (a) Nymphoïde : la présence de franges le long des pétales est une adaptation
permettant à la �eur de mieux survivre en période d'inondation. (b) Pâquerette dont les pétales se
déforment lorsque nous la tirons sous le niveau de l'eau.

(a) (b)

Figure 1.15 � (a) Une �eur en élastomère emprisonne une bulle d'air une fois entraînée sous l'eau.
La situation symétrique (b) permet de capturer une goutte d'eau (N = 6 pétales, E = 0 :8MPa,
h = 150 � m).

une épaisseur de pétale donnée, la �eur doit être su�samment grande pour se refermer complète-

ment. A�n de comprendre ces deux propriétés, nous commençons par étudier un seul pétale, en une

dimension.

En lois d'échelle

Une plaque élastique (de module de YoungE, de coe�cient de Poisson � et d'épaisseurh) de lon-

gueur 2L et de largeurb est poussée sous le niveau de liquide d'une hauteurH (Fig. 1.16). La plaque

�échit et son extrémité remonte d'une longueur zL .

Comment pouvons-nous déterminerzL ? L'énergie élastique de la plaque se résume à son énergie de

�exion et s'écrit Ef � BLb=� 2 (Eq. 1.6), avec� � L 2=zL le rayon de courbure typique de la plaque

et B = Eh3=[12(1 � � 2] le module de �exion. Le liquide a une masse volumiquemv . Une pression

s'applique sur la plaquep � mvgH avec g l'accélération de la pesanteur. L'énergie associée à la

pression hydrostatique s'écrit doncEp � pzL Lb � mvgbHzL L. Si nous supposons que la forme de

la plaque est donnée par un équilibre entre ces deux énergies, en négligeant l'in�uence de la tension

de surface, cela nous conduit à :
zL

H
�

�
L
L g

� 4

(1.35)
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Figure 1.16 � Une plaque élastique (de module de YoungE, de coe�cient de Poisson � et d'épais-
seur h) de longueur2L et de largeurb est poussée sous le niveau de liquide d'une hauteurH .

en notant L g = ( B=mvg)1=4 (Föppl, 1897) la longueurélastogravitaire qui est la longueur caracté-

ristique du système comparant la rigidité en �exion de la plaque à la poussée du �uide. Ce calcul

fait l'hypothèse que l'énergie capillaire, liée aux ménisques présents selon la longueur et la largeur

(en bleu Fig. 1.16) de la plaque - qui peut permettre à certains animaux de marcher sur l'eau (Bush

& Hu, 2006) - est négligeable. Cela est valide si, dans le premier cas,LH � mvgbH2L, c'est-à-dire

Hb � l2c , où lc �
p

=m vg est la longueur capillaire (valant typiquement 2mm pour l'eau), et dans

le deuxième cas,Hb � mvgbH2L, c'est-à-dire HL � l2c . Nous retiendrons donc que dans la limite

où la plaque est très grande devant la longueur capillaire, l'énergie capillaire est négligeable devant

l'énergie potentielle du liquide, et qu'alors l'équation 1.35 régit la dé�exion de la plaque.

A�n de véri�er que L g est bien la longueur caractéristique du système, des plaques longues sont

posées à la surface de l'eau. Pour une dé�exion au centre imposée deH = 2 :3mm, la longueur

D sur laquelle la plaque se déforme est mesurée (Fig. 1.17a) en utilisant le fait que la présence

de ménisques liquides déforme l'image d'un quadrillage de lignes peint au fond du récipient. Les

expériences réalisées (Fig. 1.17b) avec des plaques de di�érentes épaisseurs et modules de Young

con�rment que la longueur élastogravitaire L g est bien la longueur caractéristique du problème. Cela

nous donne aussi la signi�cation physique deL g comme étant la longueur sur laquelle est déformée

une plaque à la surface de l'eau.

Modélisation de la déformation des pétales

Pour décrire plus quantitativement la forme de la plaque à la surface de l'eau, nous partons de

l'énergie totale du système qui s'écrit :

E =
Z L

0

(
Bb(s)

2

�
d�
ds

� 2

+
mvgb(s)

2
(H � z)2 cos�

)

ds (1.36)

où par symétrie selon l'axez (Fig. 1.16) nous ne considérons que la moitié de la plaque. De plus nous

envisageons une largeur de plaque variableb(s). Le premier terme de l'équation 1.36 correspond à

l'énergie de �exion (Eq. 1.13), le deuxième à l'énergie potentielle hydrostatique qui peut se retrouver

comme suit. La pression qui s'applique sur une longueurds de plaque s'écritp = mvg(H � z), d'où

une force verticaleFz = mvg(H � z)b(s) cos (� )ds et une énergieEp =
RH

z Fzdz. Pour obtenir les
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(a) (b)

Figure 1.17 � (a) Mesure de la taille de déformationD d'une plaque posée à la surface de l'eau
à laquelle est imposée une dé�exion centraleH = 2 :3mm. Les ménisques déforment le motif de
lignes situé sous le récipient contenant le liquide. (b) Longueur de déformationD en fonction de la
longueur élastogravitaire L g, les caractéristiques des plaques sont données en Annexe A.

équations d'équilibre, il faut regarder les variations de l'énergie par rapport à� de telle sorte que :

� E = E(� + �� ) � E (� ) = 0 (1.37)

Nous décomposons l'énergie en deux termes, le terme élastiqueE1 et le terme hydrostatique E2. La

variation du premier terme donne classiquement :

� E1 =
Z L

0

�
�

d
ds

�
Bb(s)

d�
ds

�
��

�
ds + [ Bb(s)

d�
ds

�� ]L0 (1.38)

Quant au deuxième terme, en utilisant le fait quez� + �� � z� = � z =
Rs

0 sin (� + �� ) � sin (� ) =
Rs

0 cos (� )�� , nous obtenons :

� E2 =
Z L

0

�
�

mvgb(s)
2

(H � z)2 sin (� )�� � mvgb(s)(H � z) cos (� )
Z s

0
cos (� )��

�
ds (1.39)

En introduisant les deux fonctions dF
ds = � mvgb(s)(H � z) cos (� ) et G = � mv gb(s)

2 (H � z)2, nous

obtenons par intégration par parties :

� E2 =
Z L

0
f [G sin (� ) � F cos (� )] �� gds + [ F (s)� z]L0 (1.40)

À l'équilibre, l'énergie reste stationnaire pour toutes perturbations �� , ce qui donne l'équation

d'équilibre ainsi que les conditions aux limites :

d
ds

�
Bb(s)

d�
ds

�
= � F (s) cos (� ) + G(s) sin (� ) y(0) = � (0) = 0 (1.41a)

dF
ds

= � mvgb(s)(H � z) cos (� )
d�
ds

(L ) = 0 (1.41b)

G = �
mvgb(s)

2
(H � z)2 F (L) = 0 (1.41c)

Nous retrouvons l'elastica qui gouverne les déformations d'une poutre en grands déplacements (Au-
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doly & Pomeau, 2010). Pour être complet, nous pouvons remarquer que le choix de l'énergie 1.36

conduit à la présence d'une force horizontaleG(L). L'extrémité de la plaque ne pouvant être à

une distance supérieure à la longueur capillaire en dessous (ou au-dessus) de la surface de l'eau,

cette force est d'ordremvgbl2c � b . Cette force correspond alors à une approximation du ménisque

présent à l'extrémité induite par le choix de l'énergie 1.36. Nous pourrions tout aussi bien prendre

G(L) = 0 dans le système d'équations 1.41 puisque nous avons vu précédemment que l'énergie du

ménisque est négligeable devant l'énergie hydrostatique pour déterminer la forme de la plaque.

Déformés des pétales

Nous avons maintenant deux méthodes pour trouver les formes d'équilibre d'une plaque à la surface

de l'eau : résoudre le système d'équations 1.41 ou minimiser directement l'énergie totale (Eq. 1.36).

Les deux méthodes sont équivalentes. Dans un premier temps nous nous intéressons aux solutions

analytiques dans les cas où la plaque est faiblement déformée, c'est-à-dire dans le cas où la pente

reste faible � � 1. Pour une largeur de plaque constante, le système 1.41 se linéarise en :

d4 �z
d�x4 � �(1 � �z) = 0 (1.42)

en notant �z = z=H, �x = x=L et � = ( L=L b)4. Nous retrouvons l'équation des faibles dé�exions

d'une poutre sur un substrat (Timoshenko & Woinowski-Krieger, 1959). La solution générale de

l'équation 1.42 s'écrit :

�z = 1 + A1 exp (� ! g �x) cos (! g �x) + A2 exp (� ! g �x) sin (! g �x)

+ B1 exp (! g �x) cos (! g �x) + B2 exp (! g �x) sin (! g �x) (1.43)

en posant! g = � 1=4=
p

2. Les constantes s'obtiennent en utilisant les conditions aux limites linéari-

sées�z(0) = �z0(0) = 0 , �z00(1) = �z000(1) = 0 . La �gure 1.18 montre l'évolution de la forme de la plaque

pour di�érentes valeurs de ! g.
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Figure 1.18 � Évolution de la forme de la plaque pour! g = 1 et ! g = 10.

Pour ! g = 1 (L � L g), toute la plaque est déformée, alors que pour! g � 1 (L � L g), la déformation

se localise (Fig. 1.18), con�rmant la signi�cation physique deL g que nous avons vu précédemment.

29



Dans les cas où la pente n'est plus négligeable, il n'existe plus de solutions analytiques. Les équations

1.41 peuvent se résoudre par exemple par une méthode de tir. Nous choisissons ici de minimiser

directement l'énergie totale 1.36. La plaque est discrétisée enn éléments de longueurL=n, ayant

chacun un angle� n par rapport à l'horizontale, les dérivées sont approximées par leurs di�érences

�nies. L'énergie totale est minimisée en utilisant un algorithme de Nelder-Mead à l'aide du logiciel

Matlab. Cet algorithme, moins classique que des méthodes de type gradient, a l'avantage d'être

rapide et robuste.

� 0:05

0

0:05

0:1

0:15

0:2

0:25

0:3

0:35

0:4

0:45

� 0:6 � 0:4 � 0:2 0 0:2 0:4 0:6

z=2L

x=2L

Figure 1.19 � Comparaison des formes observées expérimentalement et obtenues numériquement,
avec E = 0 :22MPa, h = 1 :20mm, L = 18:65mm et b = 6 :35mm, pour di�érentes valeurs de H .
Les traits pleins correspondent aux simulations, les points aux expériences.

Le modèle permet avec un très bon accord de retrouver les formes observées expérimentalement

(Fig. 1.19). Si nous poursuivons les simulations pour des hauteursH plus grandes que celles impo-

sées dans les expériences, il est possible d'obtenir une forme refermée (Fig. 1.19) pour une valeur

critique du rapport H=L g (ou de manière équivalente du rapportL=L g).

In�uence de la tension de surface

Ce cas où la plaque se referme complètement n'est pas observé expérimentalement car les ménisques

latéraux vont céder et l'eau va envahir la plaque. En e�et, même si le ménisque n'intervient pas dans

la forme de la plaque, il est nécessaire pour contenir l'eau. Le ménisque correspond à un équilibre

entre la tension de surface et pression hydrostatiquep, par la loi de Laplace (de Genneset al.,

2005) :

p �

a

(1.44)

où a est le rayon de courbure typique du ménisque. Pour une plaque rectangulaire,a est supérieur

ou égal àH dans les ménisques latéraux, d'où une condition nécessaire pour que le ménisque résiste :

p � mvgH �

H

) H �
�


mvg

� 1=2

(1.45)

Pour une plaque rectangulaire, il faut donc queH soit inférieure à la longueur capillaire pour éviter

que l'eau n'envahisse la plaque. Pourtant, dans le cas de �eurs (Fig. 1.15), il est possible de leur
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imposer d'être à une distance supérieure à la longueur capillaire sous le niveau de l'eau sans pour

autant qu'il n'y ait de rupture du ménisque (Fig. 1.20). En e�et, dans ce cas, l'équation 1.45 devient :

p � mvgH �


� (s)
) � (s) �


mvgH

(1.46)

où � (s) est la distance entre deux pétales successifs (Fig. 1.20). L'inégalité 1.46 est moins restric-

tive que l'inégalité 1.45 : si la �eur possède beaucoup de pétales, l'écart entre ceux-ci peut rester

petit tout au long de la fermeture même pour des valeurs deH grandes devant la longueur capillaire.

Figure 1.20 � Visualisation du ménisque présent entre deux pétales pendant la fermeture de la
�eur.

Une �eur optimale ?

Avec ce que nous avons appris des paragraphes précédents, nous cherchons maintenant à trouver la

forme optimale d'une �eur qui se referme complètement lorsque nous la poussons (ou tirons) de la

surface de l'eau. Il nous faut donc trouver la forme des pétalesb(s), leur nombre, ainsi que le ratio

L=L g critique qui permette à la �eur de se fermer complètement. Nous imposons trois contraintes :

toutes nos �eurs ont au centre, pour une raison pratique évidente, un disque central de rayon�L .

Nous cherchons des formes qui se referment de telle sorte que, au moment de la fermeture, l'extrémité

des pétales soit au niveau de la surface de l'eau. En�n nous souhaitons que deux pétales voisins

ne poussent pas l'un sur l'autre au cours de la fermeture. Cette dernière condition vient du fait

que nous cherchons à maximiser le volume dans la �eur fermée. Nous ne voulons donc pas que les

pétales soient en compression. Cela nous amène à la méthode suivante pour optimiser la forme des

pétales de la �eur : partant d'un pro�l de pétale de longueur unité (ce qui revient à adimensionner

les longueurs parL ), de largeur constante, nous calculons les paramètresH et L g nécessaires pour

obtenir une forme refermée avec l'extrémité au niveau de la surfacezL = H , comme sur la �gure

1.19. La forme 3D obtenue par révolution du pro�l précédent est coupée enN pétales, donnant

une nouvelle largeurb(s). La procédure est répétée jusqu'à convergence deb(s) et permet d'obtenir

le pro�l de largeur de pétales qui permet d'avoir une �eur qui se referme sans que ses pétales ne

poussent l'un sur l'autre (Fig. 1.21). Pour � = 5%, la fermeture complète nécessite :

L = 2 :72L g (1.47)

Il faut bien remarquer la forme optimale (Fig. 1.21) est telle que quel que soit le nombre de pétales,

la forme refermée est la même. Le nombre de pétales est dicté par la condition d'espacement entre

les pétales (Eq. 1.46) qui doit être véri�ée pendant toute la phase de fermeture. Plus précisément,

31



(a) (b)

Figure 1.21 � (a) Forme optimale de �eur refermée pour di�érents rayons de disque central. (b)
Patron de �eurs, obtenu en coupant la forme (a) en 8 pétales.

la pression que peut soutenir un ménisque dépend de sa forme :

p(s) = �g (H � z(s)) = 
�

1
r1

+
1
r2

�
(1.48)

Même si nous ne connaissons pas la forme exacte du ménisque, nous pouvons envisager deux cas, à

savoir cylindrique r1 � � (s), r2 = 0 ou sphériquer1 = r2 � � (s) qui nous donne l'inégalité suivante :

� (s) �
�

�g (H � z(s))
(1.49)

avec � = 1 pour le cas cylindrique et2 pour le cas sphérique. Satisfaire cette équation pour une

�eur de longueur donnée �xe le nombre de pétalesN minimum.

Réalisations expérimentales
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Figure 1.22 � (a) Comparaison d'une �eur refermée avec la forme prédite (E = 0 :8MPa, h =
0:8mm, L = 22:5� 1mm). (b) Nombre de pétales nécessaire pour refermer une �eur de tailleL , les
croix rouges correspondent à une rupture du ménisque, les ronds verts à une fermeture complète. Les
lignes en trait plein et en pointillés correspondent respectivement à� = 1 et � = 2 dans l'équation
1.49.
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Des �eurs (véri�ant l'équation 1.47) sont coupées avec di�érents nombres de pétales. Pour un nombre

de pétales su�samment grand, nous observons une fermeture complète de la �eur comme l'illustre

la �gure 1.24. La �eur la plus grande que nous ayons obtenue fait22:5mm de rayon, soit dix fois la

longueur capillaire (Fig. 1.22a). Concernant le critère pour déterminer le nombre de pétales, nous

remarquons que le fait de considérer le ménisque comme étant sphérique donne une meilleure es-

timation (Fig. 1.22b). En�n, nous trouvons un très bon accord entre la forme de la �eur fermée

expérimentalement par rapport à la forme prédite (Fig. 1.22a) ainsi que sur le volume de liquide

que permet de prendre la �eur (Fig. 1.23).
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Figure 1.23 � Volume de liquide prélevé par la �eur en fonction de sa tailleL véri�ant l'équation
1.47. Le trait plein correspond à la prédiction théorique.

Cette élastopipette constitue donc un moyen purement mécanique de prélever un liquide de manière

robuste et reproductible basé sur un équilibre entre le poids du liquide qui tend à fermer les pétales

et l'élasticité des pétales. Cet équilibre fait que ce dispositif n'est pas limité en ce qui concerne sa

taille par la longueur capillaire, celle-ci n'intervenant que pour dé�nir le nombre de pétales : une

�eur plus grande nécessitant plus de pétales.

Figure 1.24 � Fermeture complète d'une �eur (E = 0 :2MPa, h = 0 :75mm, L = 15:3mm).

Avant de passer au chapitre 2 qui s'intéresse aux cloques de délamination, nous décrivons brièvement

le cadre théorique de la mécanique de la délamination, à savoir la notion de fracture interfaciale.

Cela nous permet de discuter comment nos expériences s'insèrent dans cette description.
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1.4 Fracture interfaciale

1.4.1 Description générale

Dans de nombreuses applications industrielles, des plaques très minces - que nous appellerons �lms

minces par la suite - sont déposées sur des substrats. Sous l'e�et de contraintes résiduelles compres-

sives, le �lm peut délaminer du substrat et former des cloques. La délamination peut être vue et

décrite comme la propagation d'une �ssure le long de l'interface, d'où le terme de fracture interfaciale

(Hutchinson & Suo, 1992). Ce problème peut sembler plus simple que le cas de la propagation d'une

�ssure dans un milieu élastique pour lequel il est nécessaire d'avoir un critère indiquant la direction

de propagation (comme le principe de symétrie locale (Goldstein & Salganik, 1974)). Pourtant, le

seuil de chargement nécessaire pour la propagation va dépendre du mode de chargement.

Figure 1.25 � Une plaque mince comprimée délamine d'un substrat. Agrandissement au niveau du
front de délamination.

Considérons une plaque mince délaminant d'un substrat épais et formant une cloque et regardons

plus précisément ce qui se passe à l'endroit où la plaque et se détache du substrat (Fig. 1.25). La pre-

mière quantité qui nous intéresse est la variation de l'énergie élastique du système plaque/substrat

lorsque le front de délamination avance, c'est-à-direG le taux de restitution de l'énergie. Une mé-

thode pour déterminerG est de calculer l'intégrale de Rice (Rice, 1968) sur un contour fermé autour

du front de délamination (en rouge sur la �gure 1.25).

G =
Z

Contour
 dy � � �n u�;x ds (1.50)

avec  la densité volumique d'énergie élastique,u� le déplacement et� �n la contrainte, l'indice n

désignant la normale au contour. En utilisant l'énergie de la plaque (Eqs. 1.13, 1.14), nous obtenons

(Audoly, 2000b) :

G =
1

2B

�
m2 +

h2� n2

12

�
(1.51)

en notant m le moment appliqué à la plaque,n = h � xx l'e�ort de tension dans la plaque, et

� n2 = ( n1 � n2)2. Par dé�nition, lorsque le �lm délamine d'une longueur �l , son énergie élastique

diminue de G �l . Suivant le critère de Gri�th (Gri�th, 1921; Obreimo�, 1930), cette délamination

est possible lorsque :

G � � (1.52)

où � est la quantité d'énergie nécessaire par unité de surface pour la délamination. Que vaut� ? En

négligeant tous les phénomènes dissipatifs dépendant du temps,� vaut au moins l'énergie néces-

saire pour créer deux nouvelles surfaces, ce que nous notons2 . À cela s'ajoutent des phénomènes

dissipatifs indépendants du temps, comme la plasticité pour les métaux (Françoiset al., 1992).
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En supposant que le �lm conserve un comportement élastique, une autre source de dissipation est

le mode de chargement (Fig. 1.26) : en mode 2, la friction (Newby & Chaudhury, 1998; Audoly,

2000b) est alors une source de dissipation et s'ajoute à l'énergie2 . L'énergie de l'interface� va donc

Figure 1.26 � Modes de chargement d'une �ssure dans son plan.

dépendre du mode de propagation de la �ssure, notamment du rapport de ces modes�(  ), avec

tan  = K II =K I , K I et K II décrivant la singularité des contraintes en pointe de �ssure associée aux

modes I et II. Le paramètre représente la mixité modale. Si les surfaces se séparent normalement,

K II = 0 , d'où  = 0 . À l'opposé, K II � K I conduit à  ! 90�. Hutchinson et Suo (Hutchinson &

Suo, 1992) ont proposé la formule empirique (Eq. 1.53) pour décrire la fonction� :

� = 2  [1 + (1 � � ) tan2  ] (1.53)

ce qui a été véri�é expérimentalement par exemple sur une interface verre/époxy par (Liechti, 1992)

et (Banks-Sills et al., 1999).

Pour décrire la délamination d'une plaque d'un substrat, il reste à relier le paramètre de mixité

modale  au moment m et à la discontinuité de tension� n, qui se met sous la forme (Hutchinson

& Suo, 1992) :

tan  =

p
12m cos! + h� n sin !

�
p

12m sin ! + h� n cos!
(1.54)

où ! est un paramètre qui dépend des coe�cients élastiques de la plaque et du substrat. L'équation

1.54 montre notamment que du fait de la dissymétrie de l'interface, même si nous appliquons seule-

ment un moment pour peler un �lm d'un substrat, nous exerçons au niveau du front de délamination

également du mode II (tan  = � 1=tan ! ).

Nous pouvons regarder ce qui se passe quand! = 60� (correspondant à un �lm rigide sur un sub-

strat mou, et de coe�cients de Poisson identiques), et tracer en fonction de l'énergie interfaciale

ainsi que le taux de restitution de l'énergie normalisés par2 , pour une discontinuité de tension

h � n constante. Lorsque nous augmentons le momentm, nous nous déplaçons sur la courbe en

pointillés de la �gure 1.27 vers la gauche. Lorsque cette courbe de taux de restitution de l'énergie

passe au-dessus de celle de l'énergie interfaciale, la �ssure se propage.
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Figure 1.27 � Évolution de l'énergie interfaciale (Eq. 1.53) avec� = 0 :15 (trait plein) et du taux
de restitution de l'énergie (Eq. 1.54 et Eq. 1.51) (trait en pointillés avec(h� n)2=B = 64, ! = 60�).
Augmenter le momentm revient à se déplacer de la droite vers la gauche sur le trait en pointillés.

1.4.2 Adhésion capillaire

Dans cette thèse (Chapitres 2 et 3) et sauf indication contraire, l'adhésion entre le substrat et la

plaque mince se fera en utilisant un �lm liquide en situation de mouillage total. Dans la limite

où nous pouvons négliger les phénomènes dissipatifs dépendants du temps, il n'y a pas d'énergie

associée au mouvement parallèle de la plaque sur le substrat, et nous prendrons donc� = 1 dans

l'équation 1.53. Cette situation modèle revient à considérer que l'énergie nécessaire pour créer une

surfaceS vaut 2 S, et permet de faire un raisonnement énergétique global (voir paragraphe 2.2.2)

(Kendall, 1971; Kendall, 1976). Cela implique également� n = 0 : le taux de restitution de l'énergie

s'écrit simplement G = m2=2B .

L'équation 1.52 se réduit donc à :

m2

2B
� 2 ) � �

1
2

s
B


=
L ec

2
(1.55)

où � est le rayon de courbure - ou plus précisément le saut de rayon de courbure - de la plaque

au niveau du front de délamination. Nous introduisons ainsi la longueurélastocapillaire L ec qui

compare module de �exion et énergie interfaciale (Cohen & Mahadevan, 2003; Pyet al., 2007).

Dans ce cas, comme la propagation du front de délamination entraîne la création de deux interfaces

liquide/air,  sera égale à la tension de surface du liquide LG . En résumé, pour décoller une plaque

en adhésion capillaire, il faut appliquer un momentm � 2
p

B .

Ce cadre théorique va nous servir de base pour l'étude de la délamination de plaques minces en

adhésion capillaire sur un substrat plan dans le chapitre suivant.
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2.1 Introduction

2.1.1 Quelques exemples

Le revêtement d'un substrat par un �lm mince est très utilisé industriellement pour compléter les

propriétés en volume du substrat par celles du �lm qui peut par exemple jouer un rôle de protection,

d'isolant, de conducteur ou encore de �ltre optique (Gioia & Ortiz, 1997). Cependant, les contraintes

résiduelles - provenant par exemple de dilatation thermique di�érentielle - générées dans le �lm par

le procédé de déposition peuvent engendrer sa délamination par formation de cloques (Fig. 2.1),

celles-ci permettant de relâcher la compression tout en générant un coût en énergie de �exion et

d'adhésion. Une telle délamination entraînant la ruine du dispositif, ce phénomène a été très étudié

en vue de prédire le seuil de délamination (Hutchinson & Suo, 1992).

(a) (b)

Figure 2.1 � Délamination d'un �lm mince engendrée (a) lors d'un test de rayure (extrait de
(Le Houérou et al., 2010)), (b) en comprimant le substrat (Vella et al., 2009)).

Des recherches plus récentes se sont également tournées vers la compréhension des motifs de cloques

de délamination observées dans le cas où la compression initiale est biaxiale. Si nous considérons

une plaque biaxialement comprimée, les di�érents motifs de �ambement - unidimensionnel, axisymé-

triques et sinueux (que nous pouvons voir comme un �ambage secondaire d'un motif unidimension-

nel) - sont bien décrits théoriquement (Audoly & Pomeau, 2010) et observés expérimentalement. En

revanche, la prise en compte de l'adhésion sur le substrat ainsi que la dynamique de délamination

restent encore des sujets d'actualité (Faouet al., 2012) (Fig. 2.2).

Cependant, ces cloques de délamination peuvent être vues non pas comme un mode de ruine d'un

dispositif mais comme une potentialité. Ceci est utilisé notamment pour élaborer des composants

électroniques sur un substrat déformable (Koet al., 2008) : les liaisons entre les composants �ambent

lorsque le substrat est mis en compression, laissant le dispositif opérationnel. Cette technique per-

met ainsi de développer de systèmes électroniques souples (Fig. 2.3a).

L'étude de la géométrie de ces cloques de délamination est également un moyen de mesurer les

propriétés d'adhésion entre le substrat et le �lm, ainsi que les propriétés mécaniques de ce dernier

(Sta�ord et al., 2004). Une technique de métrologie connue sous le nom deBlister Test (Dannenberg,

1961; Williams, 1969) consiste à créer une cloque axisymétrique en injectant un �uide sous pression

entre le �lm et le substrat. La forme de la cloque nous renseigne sur les propriétés recherchées.
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(a) (b)

Figure 2.2 � Observation et simulation numérique de la propagation d'une cloque en forme de
cordons de téléphone (extrait de (Faouet al., 2012)).

(a) (b)

Figure 2.3 � (a) Flambement des connections entre composants électroniques déposés sur une
calotte sphérique (extrait de (Ko et al., 2008)). (b) Cloque de délamination obtenue par simulation
moléculaire (Ru�ni et al., 2012).

Cette technique a été notamment utilisée récemment (Fig. 2.4) pour mesurer l'énergie d'adhésion et

l'élasticité de couches de graphène déposées sur un substrat de silicium (Koeniget al., 2011). À cette

échelle, il peut devenir nécessaire de se placer au niveau de l'atome (Fig. 2.3b) a�n de déterminer

les conditions e�ectives au niveau du font de délamination (Ru�ni et al., 2012).

Figure 2.4 � Blister Test de couches de graphène déposées sur un substrat de silicium (extrait de
(Koenig et al., 2011)).
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2.1.2 Deux types de cloques

Jusqu'à présent, lesBlister Test consistent à imposer une pression contrôlée à une géométrie contrô-

lée pour obtenir les propriétés élastiques et d'adhésion. Dans ce chapitre, nous cherchons à faire de la

métrologie sur des défauts, ceux-ci étant facilement observables car la plupart du temps inévitables.

Nous nous intéressons plus spéci�quement à deux types de cloques de délamination (Fig. 2.5), la

première étant quasi-unidimensionnelle, la deuxième proche d'une cloque axisymétrique. La �gure

2.5a est obtenue en déposant de manière non contrôlée un �lm mince de polypropylène (E � 2GPa,

h � 0:1 � m) sur un substrat rigide adhésif. De multiples cloques allongées se forment et interagissent.

La �gure 2.5b correspond à une couche de graphène (E � 1TPa, h � 1nm) délaminant du fait

d'un volume de gaz emprisonné entre celle-ci et le substrat de silicium. Curieusement, ces cloques

ne sont pas axisymétriques mais anguleuses et nous nous attacherons à modéliser leur forme.

(a) (b)

Figure 2.5 � Pro�lométrie de cloques obtenues (a) en déposant un �lm de polypropylène sur un
substrat adhésif (b) par un volume de gaz emprisonné sous une couche de graphène déposée sur un
substrat (Image Konstantin Novoselov (Université de Manchester)).

Dans les deux cas, nous pouvons espérer remonter aux propriétés mécaniques du �lm à partir du

pro�l des cloques. Nous nous intéressons tout d'abord au cas des cloques rectilignes.

2.2 Cloques quasi-unidimensionnelles

Article relatif à cette partie en Annexe B

Cette étude a été réalisée avec Yuko Aoyanagi (Université Ochanomizu).

2.2.1 Expérience modèle

Lorsque nous déposons un �lm mince sur un substrat adhésif, de nombreuses cloques quasi-unidi-

mensionnelles (Fig. 2.5a) apparaissent. A�n d'étudier les propriétés de ces cloques allongées, nous

considérons l'expérience modèle suivante. Un �lm mince (d'épaisseurh, de module de YoungE et de

coe�cient de Poisson � ) est déposé sur une plaque en plexiglas préalablement recouverte d'éthanol

qui assure l'adhésion du �lm sur le substrat. Un déplacement est ensuite imposé sur l'un des bords

du �lm, engendrant une cloque allongée de longueurL , de largeur et de hauteur respectivement

� (x) et d(x) (Fig. 2.6). Cette expérience complète l'étude de (Chopinet al., 2008) qui considérait

également la délamination d'un �lm sur un substrat recouvert de liquide.
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(a) (b)

Figure 2.6 � (a) Cloque obtenue en imposant un déplacement� � lo=2 sur l'un des bords du �lm.
(b) Utilisation d'une nappe laser pour déterminer le pro�l de la cloque.

L'éthanol a une tension de surface = 22 mN:m� 1 peu sensible à la présence d'impuretés. Les

plaques utilisées dans toute la suite, et sauf mentions contraires, sont des �lms de polypropylène

(Innovia Films) dont les caractéristiques sont données dans le tableau 2.7.

Dénomination Épaisseurh (mm) Module de YoungEL (MPa) Module de YoungET (MPa)

CG90 0.090 2675� 30 2630� 30
WG90 0.090 2250� 30 2150� 50
W58 0.058 2375� 60 1950� 90
RH50 0.050 2750� 30 2475� 50
RB30 0.030 2300� 150 2000� 150

RGN30 0.030 2875� 100 2800� 30
RGP15 0.015 2700� 80 2500� 80

Figure 2.7 � Caractéristiques des �lms de polypropylène,EL et ET correspondent respectivement
aux modules de Young (sécant à1%) longitudinal (dans le sens de la bobine) et transverse et sont
déterminés suivant la norme ASTM D882 (ASTM, 2010).

Nous retiendrons que les �lms sont légèrement anisotropes, jusqu'à10% selon le sens de découpe

de l'échantillon. Nous prendrons comme valeur du module de Young la moyenne deEL et ET . Le

coe�cient de Poisson est pris égal à0:4, valeur typique pour le polypropylène.

Figure 2.8 � Vue du dispositif expérimental : la peinture mouchetée du �lm permet de mesurer
les déplacements dans le plan, la nappe laser les dé�exions. Nous notons également la présence de
cloques secondaires à proximité de la pointe de la cloque principale.
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Nous utilisons trois techniques di�érentes pour caractériser les déplacements du �lm et la forme de

la cloque. L'intersection entre une nappe laser inclinée (Fig. 2.6 et 2.8) et la cloque permet, après

calibration, de déterminer le pro�l de la cloque en regardant la dé�exion de la nappe vue du dessus

(Fig 2.9a). Un mouchetis de peinture est déposé sur le �lm (Fig. 2.8) et permet, par corrélation

d'images (en utilisant le logiciel DaVis - LaVision), de mesurer les déplacements du �lm dans le

plan x0y et d'obtenir le déplacement transverse� l dont résulte la cloque. En�n, nous utilisons de

manière complémentaire une technique de pro�lométrie par transformée de Fourier (Maurelet al.,

2009) dont l'image de la �gure 2.5a est issue.
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Figure 2.9 � Résultats expérimentaux typiques, obtenus pourh = 30 � m et � l0 = 0 :97mm, en
notant X edge = L � x. (a) Champ de déplacements du �lm nécessaire pour la création de la cloque.
(b,c,d) Déplacement transverse� l , hauteur d et largeur de cloque� le long de la cloque. Les traits
pleins correspondent à un ajustement par une loi de puissance des données, les trait en pointillés à
une approximation conique de la cloque. (b insert) Le déplacement transverse observé correspond
à une rotation du �lm autour de la pointe de la cloque.

Les résultats de la �gure 2.9 montrent les caractéristiques suivantes obtenues sur une expérience.

Le déplacement transverse est linéaire� l (x) � X edge. Cela permet de déterminer précisément la

longueur L de la cloque pour dé�nir la coordonnéex = L � X edge. La hauteur et la largeur de la

cloque suivent quant à elles des lois de puissance avec des exposants2=3 et 1=3 respectivement :

� l (x) � x (2.1a)

d(x) � x2=3 (2.1b)

� (x) � x1=3 (2.1c)
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Si nous traçons les pro�ls obtenus le long de di�érentes cloques en utilisant des �lms d'épaisseurs dif-

férentes, tous ces pro�ls se superposent en utilisant les changements d'échelle indiqués par les équa-

tions 2.1 (Fig. 2.10), c'est-à-dire en représentant[z=d0]=(x=L)2=3 en fonction de[y=� 0]=(x=L)1=3. Ce

résultat peut paraître étonnant, puisqu'il implique que la cloque n'est pas une surface développable.

En e�et, si nous calculons la courbure de Gauss au niveau de la crête,� g(x) � (d(x)=� (x)2)d00(x) �

x � 4=3, celle-ci est non-nulle, ce qui implique la présence d'énergie d'extension dans la cloque.

0
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0:8

1

1:2

� 1 � 0:5 0 0:5 1

z=d0
(x=L)2=3

y=� 0
(x=L)1=3

Figure 2.10 � Pro�ls obtenus le long de cloques en utilisant des �lms d'épaisseurs di�érentes, en
utilisant les changements d'échelle indiqués par les équations 2.1, et normalisés par la hauteur et la
largeur pour x = L . Le trait plein correspond à l'équation z = 1=2[1 + cos 2�x ].

La longueur des cloquesL varie d'une expérience à l'autre dans notre protocole. Nous observons

l'apparition de plis émanant de la pointe de la cloque (Fig. 2.8) qui tendent à bloquer l'avancée

de la pointe. Ceci est cohérent avec le mouvement de la plaque de part et d'autre de la cloque

� l(x) � x qui correspond à une rotation par rapport à la pointe de la cloque (Fig. 2.9b). Cette

rotation engendre en amont de la cloque de l'étirement selon l'axey, et de la compression selon

l'axe x, d'où l'apparition de plis secondaires transverses.

A�n de comprendre la forme de ces cloques allongées, nous reprenons tout d'abord les résultats

pour une cloque unidimensionnelle.

2.2.2 Cloque unidimensionnelle

En lois d'échelle

Considérons une cloque unidimensionnelle de longueur� , de hauteur d (Fig. 2.11a). Si nous assimi-

lons grossièrement celle-ci à un arc de cerclez � x2=� , nous pouvons obtenir le rayon de courbure

typique de cette cloque, d'ordre� � � 2=d. L'énergie de �exion par unité de largeur est d'ordre :

Ef �
B�
� 2 �

Bd2

� 3 (2.2)

Cette énergie est d'autant plus petite que la taille de la cloque est grande. Il y a également un

coût énergétique en termes d'adhésion, puisque la délamination crée, dans le cas d'une adhésion
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capillaire, deux nouvelles interfaces liquide/air (en bleu sur la �gure 2.11a) :

Ea � � (2.3)

qui est quant à elle d'autant plus petite que la cloque est petite.

Figure 2.11 � (a) Un �lm délamine du substrat, créant deux nouvelles interface liquide/air dans le
cas d'une adhésion capillaire (en bleu). Le �lm peut également se coller sur lui-même (b), formant
une raquette (Py et al., 2007) dont la forme ne dépend que d'un seul paramètreL ec.

Un équilibre peut donc exister entre ces deux coûts pour minimiser le coût global, soit :

Ef � E a )
� 2

d
�

s
B


= L ec (2.4)

Nous retrouvons la prédiction 1.55 obtenue par l'intégrale de Rice : le rayon de courbure au point

de décollement est proportionnel à la longueurélastocapillaire L ec.

Description théorique

Figure 2.12 � Une plaque de longueur� est soumise à des déplacements axiauxux (� �= 2) = � � =2.

Quantitativement, pour une plaque de longueur� soumise à des déplacements axiauxux (� �= 2) =

� � =2, les équations d'équilibre 1.17 se simpli�ent du fait de l'invariance selon l'axey et s'écrivent :

nxx;x = 0 (2.5a)

Eh3

12(1� � 2)
w;xxxx � nxx w;xx = 0 (2.5b)
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avec nxx = [ Eh=(1 � � 2)](ux;x + w2
;x =2) 1. Initialement, la plaque reste plane, la dé�exion w est

nulle en tout point, et en utilisant les conditions aux limites ux (0) = 0 et ux (�= 2) = � � =2, nous

obtenons :

ux = �
�
�

x (2.6a)

nxx = �
Eh

1 � � 2

�
�

(2.6b)

Nous recherchons maintenant d'autres solutions autour cet état d'équilibre, comme dans la section

1.2.1. Cela revient à trouver des solutions à l'équation :

Eh3

12(1� � 2)
w;xxxx +

Eh
1 � � 2

�
�

w;xx = 0 (2.7)

Les conditions aux limites w(0) = d et w0(0) = w(�= 2) = w0(�= 2) = 0 impliquent que la solution

de l'équation 2.7 s'écrive :

w =
d
2

[1 + cos (�x )] avec
��
2

= (1 + 2 n)� (2.8)

en posant� =
p

12� =�h 2. Nous retrouvons le seuil de �ambement (pourn = 1 ) que nous pouvons

écrire en termes de déformation� c = � c=� = � 2h2=3� 2 (Hutchinson & Suo, 1992). Il est possible

de pousser plus loin cette étude pour décrire ce que vaut l'amplituded qui reste une inconnue du

problème en faisant l'analyse de post-�ambement (Audoly & Pomeau, 2010). Celle-ci montre en fait

que la déformation reste constante dans la cloque� = � c.

De ce calcul, nous retiendrons les caractéristiques suivantes. La déformation le long de la cloque est

d'ordre � � (h=� )2. Nous pouvons dès lors déterminer l'amplituded par un argument géométrique :

�
2

+
�
2

=

R�= 2
0

q
1 + w2

;x

(1 � � c)
�

R�= 2
0 1 + 1

2w2
;x

1 � � c
=

�
2

+
� 2d2

4�
(2.9)

dans la limite où h � d � � , ce qui implique que :

d =

p
2

�
�

r
�
�

(2.10)

Le moment à l'extrémité x = �= 2 de la cloque vaut :

mxx = �
Eh3

12(1� � 2)
w;xx = � 2� 2 Bd

� 2 (2.11)

Si nous supposons maintenant que la forme de la cloque correspond à un équilibre avec une énergie

d'adhésion provenant d'un liquide de tension de surface (Eq. 1.55), nous pouvons écrire (Kendall,

1976) :

m2

2B
= 2  )

� 2

d
= � 2

s
B


= � 2L ec (2.12)

ce qui permet de décrire la forme de la cloque en fonction de la longueurélastocapillaire L ec. Nous

1. Ici, nous supposons pour simpli�er que � yy = 0 . Cette hypothèse ne change pas quantitativement les résultats
obtenus par la suite.
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rappelons également ici que cela est équivalent à dire que la courbure de l'extrémité de la cloque

(Majidi & Adams, 2009; Majidi & Adams, 2010) vaut :

� (x = �= 2) =
2

L ec
(2.13)

Retour aux expériences

Pour nos cloques allongées, nous traçons la largeur� en fonction de la hauteurd, pour di�érentes

expériences conduites avec des �lms d'épaisseurs di�érentes. Nous trouvons (Fig. 2.13a) une varia-

tion en � � d1=2, avec un préfacteur dépendant uniquement de l'épaisseur. Si nous traçons cette

fois-ci �=L ec = F (d=Lec) comme le suggère l'équation 2.12, toutes les expériences se superposent

sur une courbe maîtresse (Fig. 2.13b).
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Figure 2.13 � (a) Largeur de la cloque en fonction de sa hauteur. Les traits pleins correspondent
à des ajustements des données par une loi de puissance1=2. (b) Largeur adimensionnée�=L ec en
fonction de la hauteur adimensionnéed=Lec. Le trait plein correspond à un ajustement des données :
�=L ec = 7 :3 (d=Lec)1=2. L ec a été déterminé à la fois à partir des propriétés physiques des matériaux
et en utilisant la méthode de la raquette (Pyet al., 2007) (voir Fig. 2.11), les deux méthodes donnant
des résultats identiques.

Chaque tronçon de cloque allongée se comporte donc comme une cloque unidimensionnelle et véri-

�e l'équation 2.12. Notons que le préfacteur obtenu expérimentalement est légèrement inférieur au

préfacteur théorique. Nous pouvons imaginer soit que l'épaisseur du �lm liquide n'est pas su�sante

et qu'alors du frottement solide sur le substrat ait pu modi�er l'équilibre de la cloque, soit que nous

n'avons pas attendu assez longtemps pour atteindre l'équilibre (du fait de la viscosité du liquide)

(Kim & Mahadevan, 2006).

Nous avons déjà remarqué (Fig. 2.9) que le déplacement transverse� l est linéaire par rapport à

l'abscisse le long de la cloque, ce qui nous a permis dans nos expériences de déterminer précisément

la pointe de la cloque. Cette observation est con�rmée par la �gure 2.14 sur laquelle nous traçons� l

normalisé par la valeur imposée au bord� l0, en fonction de la distance à la pointe adimensionnée

par la longueur de la cloquex=L.
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Figure 2.14 � Déplacement transverse� l normalisé par le déplacement imposé� l0 en fonction de
la distance à la pointex=L. Le trait plein correspond à une droite de pente unité.

Cette distribution de déplacement, qui correspond à une rotation rigide par rapport à la pointe de

la cloque du �lm (Fig. 2.9a), est la seule qui permette de ne pas générer d'énergie élastique sur les

parties du �lm de part et d'autre de la cloque 2. En combinant le fait que � l (x) = � l0x=L avec les

équations 2.10 et 2.12, nous obtenons :

d

� l2=3
0 L 1=3

ec

�
� x

L

� 2=3
(2.14a)

�

� l1=3
0 L 2=3

ec

�
� x

L

� 1=3
(2.14b)

Ces équations sont également véri�ées expérimentalement sur presque deux ordres de grandeurs,

comme le montre la �gure 2.15. Ces résultats montrent que nous pouvons considérer ces cloques
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Figure 2.15 � (a) Amplitude adimensionnée d en fonction de la distance à la pointe de la cloque
x=L. Le trait plein correspond à un ajustement des donnéesd=� l2=3

0 L 1=3
ec = 1 :29 (x=L)2=3 (b) Largeur

adimensionnée� en fonction de la distance à la pointe de la cloquex=L. Le trait plein correspond
à un ajustement des données�= � l1=3

0 L 2=3
ec = 2 :99 (x=L)1=3.

allongées comme des cloques unidimensionnelles. De part et d'autre de la cloque, le �lm a un mou-

vement de corps rigide, et l'équilibre entre adhésion et �exion fait que chaque tronçon de la cloque

2. Ce mouvement génère néanmoins de l'énergie d'extension devant la cloque.

47



se comporte comme une cloque unidimensionnelle. La connaissance de la hauteur et de la largeur

de la cloque permet d'évaluer la longueurélastocapillaire L ec, qui caractérise la compétition entre

�exion et énergie interfaciale.

Cloques sur substrat mou

Dl /2

ld

0Dl /20

(a) (b)

Figure 2.16 � (a) Compression d'un bloc d'élastomère (E � 200kPa) sur lequel adhère un �lm
mince. (b) Visualisation de la cloque formée (h = 30 � m) lors de la compression.

Ces résultats obtenus avec une adhésion sans frottement fournie par un �lm liquide s'étendent

également au cas d'une adhésion avec frottement. Pour cela, nous déposons un �lm mince sur un

substrat épais en élastomère (E � 200kPa). Ce substrat est comprimé à une extrémité (Fig 2.16a),

donnant naissance à une cloque allongée (Fig 2.16b) qui ne s'étend pas sur tout le substrat car la

compression n'est imposée que d'un côté.

Nous retrouvons dans ce cas également une évolution de la largeur de la cloque comme la racine

carrée de l'amplitude (Fig. 2.17), et l'utilisation de l'équation 2.12 permet d'obtenir L ec = 9 :6mm,

en bon accord avec l'utilisation des propriétés physiques (L ec =
p

B= � 7mm), le léger écart

pouvant venir d'une énergie d'adhésion légèrement di�érente de (Vellaet al., 2009).
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Figure 2.17 � Largeur de la cloque en fonction de sa hauteur. Le trait plein correspond à un
ajustement des données :� = 9 :75d1=2.
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Dans ce cas d'adhésion solide/solide, le taux de restitution de l'énergieG et l'énergie interfaciale �

dépendent a priori de la mixité modale (voir paragraphe 1.4.2). Il faudrait d'ailleurs ajouter dans le

calcul deG la contribution due au substrat qui se déforme sous la cloque (Eq. 1.51). Le résultat de

la �gure 2.17 qui con�rme ceux de (Vella et al., 2009) est en fait étonnant : il indique que la forme

de la cloque ne dépend pas de la façon dont le substrat se déforme, quand bien même l'énergie

stockée dans celui-ci est grande devant l'énergie de la cloque. Ce point reste à explorer.

Notons en�n que dans ce cas il existe un autre type d'instabilité (Fig. 2.18), dite de plissement, que

nous observons ici avant ou coexistant avec des cloques de délamination (Meiet al., 2007; Meiet al.,

2011). Lorsque l'adhésion est su�samment forte, le �lm ne délamine pas et ces motifs de plissement

peuvent évoluer vers des états localisés (Liet al., 2012).

(a) (b) (c)

Figure 2.18 � Lorsque nous augmentons la compression (a), de nouvelles cloques apparaissent (b,c),
celles-ci étant précédées de plis (cercle noir).

Nous avons vu que chaque tronçon de ces cloques allongées se comporte comme une cloque unidimen-

sionnelle. Cependant, comme nous l'avons déjà remarqué, la forme globale n'est pas développable,

et il y a donc de l'énergie d'extension dans ces cloques.

2.2.3 In�uence de l'énergie d'extension

Forme globale de la cloque

En utilisant les équations 2.14, la courbure de Gauss de la crête de la cloque peut s'écrire :

� g(x) �
d
� 2 d00(x) �

d(x)
L ecx2 (2.15)

Si nous nous plaçons su�samment loin de la pointe de la cloque, cette courbure de Gauss tend

vers zéro, ainsi donc que l'énergie d'extension et nous retrouvons une cloque 1D. Négliger l'énergie

d'extension n'est pas possible proche de la pointe. Il existe une distance caractéristique par rapport

à la pointe à partir de laquelle nous pouvons négliger l'énergie d'extension. Pour déterminer cette

longueur, nous pouvons utiliser le fait que la deuxième équation de Föppl-von Kármán (Eq. 1.18)

s'écrit en loi d'échelle � � � � g, où � représente la déformation typique. À une section donnée de

cloque, la longueur sur laquelle a lieu la déformation est� , d'où �=� 2 � � g qui se réécrit sous la

forme :

� �
�

d(x)
x

� 2

(2.16)

où nous avons utilisé le fait queL ec � � 2=d. L'énergie d'extension d'une section vautEm � Eh� 2� .
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Pour que celle-ci soit négligeable par rapport à l'énergie d'adhésion (ou de �exion), il faut donc que :

x �
�

Eh


� 1=4

d(x) (2.17)

Dans nos expériences, nous avons typiquement(Eh= )1=4 � 50. Ainsi si nous considérons l'expé-

rience de la �gure 2.9c, l'inégalité 2.17 n'est pas satisfaite pour la plupart des points, et même pour

les points les plus éloignés de la pointe de la cloque, l'inégalité n'est satisfaite que d'un facteur

d'ordre 1. Nous pouvons dès lors nous demander pourquoi nous avons réussi à décrire les cloques

allongées comme une succession de pro�ls 1D. Il doit exister un grand préfacteur numérique dans

l'inégalité 2.17 que nous ne pouvons pas obtenir par ce raisonnement en loi d'échelle et qui conduit

à une énergie d'extension négligeable dans nos expériences. Pour véri�er cette hypothèse, nous

réalisons une simulation avec le logiciel Surface Evolver avec des valeurs caractéristiques de nos

expériences (Fig 2.19). Ce logiciel développé par (Brakke, 1992) est utilisé couramment pour dé-

crire les déformations des surfaces élastiques (voir par exemple (Quillietet al., 2008)). Il permet de

minimiser l'énergie (par des méthodes de type gradient) d'une surface qui pour cela est discrétisée

en éléments �nis. Les énergies de �exion et d'extension d'une plaque mince sont implémentées dans

Surface Evolver.

(a) (b) (c)

Figure 2.19 � (a) Cloque (E = 2000MPa, h = 50 � m, � = 0 :4 et  = 22 mN:m� 1) formée en
imposant un déplacement transverse� l0 = 1 mm. (b,c) Densités d'énergie de �exion et d'extension,
respectivement (enmJ:mm� 2).

Cette simulation montre que, même pour les points ne véri�ant pas l'inégalité 2.17, l'énergie d'exten-

sion dans la cloque reste encore négligeable, ce qui conforte notre description des cloques allongées.

Dans l'autre limite où x �
�

Eh


� 1=4
d(x), l'énergie d'extension n'est plus négligeable et la forme de

la cloque change notablement pour minimiser l'extension. Celle-ci est alors conique (Chopinet al.,

2008), ce serait le cas de la cloque de la �gure 2.20 si nous n'avions pas découpé des tronçons.

Pointe de la cloque

Mais que se passe-t-il près de la pointe, là où il n'est plus possible de négliger l'énergie d'extension ?

En première approximation, nous supposons que la forme de la pointe de la cloque (Fig. 2.6) est

semblable à une portion de cloque axisymétrique de rayonR et de hauteur d. Nous avons vu que

l'équilibre entre énergies de �exion et d'adhésion conduit àd=R2 � 1=Lec (Eq. 2.12). Nous supposons

de plus que l'énergie d'extension est du même ordre que les deux autres énergies, soitEh(d=R)4 �  ,
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Figure 2.20 � Cloque ne véri�ant pas l'inégalité 2.17 et ayant une forme de cône. Une fois découpée
en tronçon : l'amplitude croît alors de manière non-linéaire suivant l'équation 2.14a.

ce qui conduit à d � h. Le rayon de courbure de la pointe vaut ainsi :

R �
p

hL ec (2.18)

Nous testons cette prédiction en déposant des �lms de di�érentes épaisseurs sur un substrat en

élastomère (adhésion par forces de van der Waals) et en mesurant le rayon de courbure de la pointe

des cloques. De manière étonnante, les résultats expérimentaux (Fig. 2.21) semblent conforter cette

description de la pointe des cloques. Même grossière, l'équation 2.18 est intéressante, puisqu'elle
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Figure 2.21 � Rayon de courbure de la pointe des cloques en fonction de
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hL ec.

permet, en s'ajoutant à l'équation 2.12, de pouvoir accéder simplement à deux informations en

voyant une cloque allongée sur un substrat, par exemple la longueurélastocapillaire et l'épaisseur

du �lm. A�n de tester cela, nous nous intéressons maintenant au cas de cloques multiples.

2.2.4 Cloques multiples aléatoires

Nous cherchons �nalement à savoir ce que nous pouvons obtenir comme information dans les cas

où nous avons plusieurs cloques allongées aléatoirement disposées. Cette situation de cloques ac-

cidentelles se retrouve par exemple sur la �gure 1a sur laquelle est représentée une a�che collée

sans précautions sur un substrat plan. Pour cela, nous déposons comme précédemment des �lms sur
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un substrat adhésif sans faire trop attention. De nombreuses cloques se forment (Fig. 2.22a). Nous

mesurons le pro�l des cloques grâce à une technique de pro�lométrie par transformée de Fourier

(Maurel et al., 2009). Les pro�ls (Fig. 2.22b) ont été obtenues avec l'aide de Pablo Cobelli (PMMH).

(a) (b)

Figure 2.22 � (a) Projection de franges sur un réseau de cloques pour en déterminer le pro�l. (b)
Pro�l des cloques.

(a) (b)

Figure 2.23 � (a) Pro�l de cloques obtenues par la technique de pro�lométrie par transformée de
Fourier. (b) Courbure moyenne� m = ( � 1 + � 2)=2, avec � 1;2 les courbures principales.

A�n de déterminer la longueur élastocapillaire correspondant à ces cloques, il su�t de mesurer, pour

une section de cloques, la largeur et la hauteur et d'utiliser l'équation 2.12. Nous pouvons tout aussi

bien calculer la courbure moyenne en tout point, et nous savons par l'équation 2.13 qu'à l'extrémité

de la cloque celle-ci vaut� m = 1=Lec. En utilisant cette équation sur les deux cloques allongées

que nous voyons sur la �gure 2.23, nous obtenonsL ec = 25 mm, en bon accord avec la valeur que

nous obtenons en réalisant une cloque 1D (L ec = 22 mm). Nous voyons aussi une cloque courbée sur

cette �gure. Elle ne semble pas avoir les mêmes caractéristiques que les deux autres pour lesquelles

la courbure moyenne est à peu près constante au niveau de la crête. En e�et, la courbure engendre

également de l'énergie d'extension, et a priori nous ne pouvons plus appliquer l'équation 2.12 dans

ce cas, de la même manière que nous ne pouvons pas l'appliquer pour les cloques trop courtes pour

lesquelles l'inégalité 2.17 n'est pas satisfaite.
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Nous avons vu dans cette première partie de chapitre les informations que nous pouvons obtenir de

défauts se présentant sous la forme de cloques de délamination allongées. Nous poursuivons dans

cette voie de métrologie de défauts d'un système �lm sur substrat en nous intéressant maintenant

à des cloques quasi-axisymétriques.

2.3 Cloques quasi-axisymétriques

2.3.1 Des cloques pointues

Quand un volume d'air se retrouve emprisonné entre un �lm mince et un substrat rigide, nous

observons en général, si l'interface est homogène, des cloques axisymétriques. Celles-ci sont visibles

par exemple aux très petites échelles (Georgiouet al., 2011) pour des couches de graphène déposées

sur un substrat de silicium (Fig. 2.24).

Figure 2.24 � Cloque formée lors du dépôt d'une couche de graphène sur un substrat d'oxyde de

silicium SiO2 (extrait de (Georgiou et al., 2011)).

(a) (b)

Figure 2.25 � (a) Cloques pointues obtenues lorsqu'une couche de graphène (h � 1nm) est déposée

sur un substrat d'oxyde de silicium (Image Konstantin Novoselov (Université de Manchester)). (b)

Dorure à l'eau : une feuille d'or (h � 1 � m) est déposée sur une surface recouverte d'argile.

Ces cloques axisymétriques produites de façon contrôlée permettent de déterminer l'élasticité du

�lm et/ou l'adhésion de l'interface (Dannenberg, 1961; Koeniget al., 2011). Cependant nous ob-

servons également des cloques non axisymétriques, qui présentent des pointes (Fig. 2.25a). Il est

possible d'observer de telles formes de cloques macroscopiquement lors du procédé de dorure à l'eau

(Perrault, 1988). Une feuille d'or est dans ce cas déposée sur une surface préalablement recouverte

d'argile puis aplanie pour faire disparaître les plis. Pendant le séchage, des cloques pointues appa-

raissent (Fig. 2.25b).
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Ces cloques pointues sont ainsi observées à di�érentes échelles et présentent la caractéristique que

des structures linéaires émanent de leurs pointes, comme nous l'observons sur la �gure 2.25. Nous ne

connaissons pas exactement les caractéristiques de ces structures dans le cas du graphène mais pour

la feuille d'or nous observons le scénario suivant. Lorsque la feuille touche le substrat, elle y adhère

et le glissement est empêché du fait de la friction. Des cloques allongées se forment, du même type

que celles étudiées précédemment. Le doreur aplanit ensuite ces cloques avec son pinceau. Si un

volume d'air vient à traverser l'argile et se placer entre le substrat et la feuille d'or, des cloques de

délamination se forment, mais il existe alors une direction privilégiée pour accommoder le volume,

celle des anciennes cloques allongées. Puisqu'il y a une direction privilégiée, les cloques ne sont pas

axisymétriques. Ces cloques ne sont pas sans rappeler la géométrie de gouttes sur des �ls (Gau

et al., 1999), où il existe également une direction privilégiée. Nous cherchons à modéliser ces cloques

pointues pour en extraire des informations sur les propriétés du système.

2.3.2 Un modèle analytique

Solution de Hencky

Avant de modéliser ces cloques pointues, nous rappelons la solution de Hencky qui décrit une

membrane élastique (de module de YoungE, de coe�cient de Poisson � et d'épaisseurh) circulaire

de rayon R, encastrée sur son bord, et soumise à une di�érence de pression� p (Fig. 2.24). Le

volume V sous la membrane ainsi que l'énergie élastiqueE de celle-ci peuvent s'écrire (Koeniget al.,

2011) :

V = � (� )�R 2H (2.19a)

E = � (� )�
EhH 4

R2 (2.19b)

avec H la hauteur de la cloque (qui dépend de� p), � et � des fonctions dépendant du coe�cient

de Poisson. Pour� = 0 :3, � = 0 :67 et � = 0 :32. Ce calcul (voir par exemple (Williams, 1997)) fait

l'hypothèse que la plaque a une rigidité en �exion nulle (Eh3 ! 0 d'où le terme de membrane).

Cela correspond au cas où la hauteurH de la plaque est grande devant son épaisseurH � h,

ce qui permet de négliger la contribution de l'énergie de �exion qui n'est comparable à l'énergie

d'extension que dans une couche limite au niveau de l'encastrement (Wan & Mai, 1995). L'équilibre

membranaire est alors résolu de manière approchée par un développement en série.

Énergie d'adhésion et tension de ligne

Nous proposons le modèle suivant pour décrire de manière quantitative ces cloques pointues, en ne

regardant par souci de simplicité que celles qui ne présentent que deux pointes (Fig. 2.25a) à partir

desquelles émanent des structures linéaires. Nous modélisons la forme vue du dessus - c'est-à-dire

la surface délaminée - de ces cloques (de longueur2L et de largeur 2l) par deux arcs de cercle de

rayon R. Pour x � 0 et y � 0, la forme est ainsi donnée par l'équation :

y(x) = ( l � R) +
p

R2 � x2 avec R =
L 2 + l2

2l
(2.20)
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Figure 2.26 � Modélisation de la forme d'une cloque angulaire à deux pointes.

Pour un certain volume d'air sous la cloqueV, il y a trois coûts énergétiques : l'énergie d'adhésion,

et les énergies élastiques de �exion et d'extension. Comme pour la solution de Hencky, dans la

limite où la hauteur de la cloqueH est grande devant l'épaisseur,H � h, l'énergie de �exion est

négligeable (sauf au niveau d'une couche limite au front de délamination).

En l'absence de direction privilégiée de délamination, l'énergie d'adhésion s'écritW S, avecS l'aire

de la cloque. Notons ici qu'a priori, du fait de la mixité modale (Eq. 1.53),W n'est pas égal à deux

fois l'énergie requise pour créer deux interfaces substrat/air. Pour tenir compte de cette direction

privilégiée, nous ajoutons un terme proportionnel à la longueur de la cloque�L , avec � � 0.

Ce terme de tension de ligne oriente la cloque de telle sorte à avoirL � l . Physiquement, nous

pouvons imaginer qu'avant l'apparition de la cloque pointue il y ait soit une cloque unidimensionnelle

(Fig 2.27a) et dans ce cas la tension de ligne� représente alors le fait que la cloque pointue permet

de faire disparaître une portion de la cloque initialement présente, soit une rainure (Fig. 2.27b) pour

laquelle alors� � � W a.

Figure 2.27 � Forme possible du défaut initial générant la tension de ligne : (a) Cloque unidimen-
sionnelle, (b) rainure dans le substrat.

L'énergie d'adhésion totale s'écrit alors :

Ea = W S + 2 �L (2.21)
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avec l'aire de la cloque pointue donnée par :

S = 4
Z L

0
y(x)dx =

(
�Ll si L = l
8
3Ll si L � l

(2.22)

Le ratio S=Ll est tracé sur la �gure 2.28 en fonction du rapport d'aspectl=L. Cette fonction peut

être approximée par la formuleS=Ll = 2 :67 + 0:48 (l=L)2 que nous utiliserons dans la suite.
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Figure 2.28 � Aire de la cloque S=Ll en fonction du rapport d'aspect l=L

Énergie élastique

Nous devons maintenant estimer l'énergie élastiqueE et le volume sous la cloque en fonction des

paramètres géométriquesL; l; H . Dans la suite, nous prenons� = 0 :16 qui correspond à une valeur

typique pour le graphène (Koeniget al., 2011), les résultats n'étant de toute façon que peu sensibles

au coe�cient de Poisson. Dans la limite H � h, l'énergie d'extension est prépondérante dans la

cloque qui se comporte alors comme une membrane sous pression. Pour le volume, nous avons par

analyse dimensionnelle :

V = � 1LlH (2.23)

Dans le casL = l, nous devons retrouver les résultats de la solution classique de Hencky qui décrit

la forme et l'énergie d'une cloque axisymétrique pourH � h (Koenig et al., 2011; Wan & Mai,

1995) VHencky = 1 :65L 2H . Nous en déduisons :

V = 1 :65LlH (2.24)

A�n de véri�er que l'équation 2.24 est valide pour L 6= l, nous réalisons des simulations avec le

logiciel Surface Evolver (Brakke, 1992). Ces simulations con�rment la validité de l'équation 2.24

(Fig. 2.29).

En ce qui concerne l'énergie d'extension, toujours par analyse dimensionnelle, la déformation ty-

pique est donnée par� � (H=L )2 pour une cloque axisymétrique. L'énergie élastique vaut dans ce

cas axisymétriqueEm � Eh� 2L 2 � EhH 4=L2. En utilisant le fait que V � HL 2, cela conduit à

Em � EhV4=L10, ce qui correspond à la loi d'échelle de la solution de Hencky (Koeniget al., 2011;

Wan & Mai, 1995).
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Figure 2.29 � (a) Simulation d'un quart de membrane sous pression avec le logiciel Surface Evolver,
avec l=L = 0 :5. (b) Comparaison de l'équation 2.24 avec les simulations.

Pour les cloques pointues, nous faisons l'hypothèse que l'énergie élastique se met sous la forme :

Em = Eh
V4

L 10 f
�

l
L

�
(2.25)

où f est une fonction inconnue dépendant uniquement du rapport d'aspect. Pour déterminer la

forme de cette fonction, nous considérons l'équilibre transverse de la membrane :

h� x

� x
+

h� y

� y
= p (2.26)

Les contraintes s'écrivent respectivement� x � E (H=L )2 et � y � E (H=l )2, les courbures étant

d'ordre 1=� x � H=L 2 et 1=� y � H=l 2. La pression sous la cloque s'écrit donc :

p = Eh
�

C1
H 3

L 4 + C2
H 3

l4

�
; (2.27)

où C1 et C2 sont des coe�cients numériques. L'énergie élastique s'écrit �nalement :

Em � pV � Eh
V4

L 10

�
� 2

�
L 3

l3
+ � 3

L 7

l7

��
; (2.28)

Nous en déduisons la dépendance enr = l=L de la fonction f :

f (r = l=L) = � 1

�
1
r 3 + � 2

1
r 7

�
; (2.29)

où � 1 et � 2 sont des coe�cients numériques. Les simulations avec Surface Evolver permettent

d'estimer ces coe�cients � 1 = 0 :033 et � 2 = 4 :21, ces valeurs étant quantitativement consistantes

avec la solution de Hencky pourL = l (Fig. 2.30). Notons que les points de simulations ne se mettent

pas exactement sur une courbe maîtresse après avoir adimensionné l'énergie parEhV4=L10. Cela

provient du fait que cette loi d'échelle correspond à l'approximation de faibles pentes (H � L; l ).

Les paramètres d'ajustement de l'équation 2.29 sont obtenus pour les points pour lesquels cette

approximation est véri�ée (enveloppe haute des points de la �gure 2.30)
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Figure 2.30 � Énergie d'une cloque pointue en fonction du rapport d'aspectl=L, obtenue par
simulation avec Surface Evolver. Le trait plein correspond à l'équation 2.30.

Modèle complet

Nous avons donc, pour une cloque pointue :

Em = 0 :033Eh
V4

L 10

�
1
r 3 + 4 :21

1
r 7

�
; (2.30)

ce qui conduit à une énergie totale de la cloque :

E = Eh
V4

L 10 f
�

l
L

�
+ W S

�
l
L

�
+ 2 �L (2.31)

Puisque nous travaillons à volume �xé, nous dé�nissons les paramètres sans dimensions suivants :

la longueur lv = L=V1=3, le rapport d'aspect r = l=L, l'énergie d'adhésion� = W=Eh et l'énergie

de ligne T = �=Eh V1=3. L'énergie adimensionnée s'écrit :

E
EhV2=3

=
f (r )
l10
v

+ � l2v(2:67r + 0 :48r 3) + 2 T lv (2.32)

L'équilibre de la cloque correspond à@E=@lv = 0 et @E=@r= 0 , ce qui conduit à :

� = �
f 0(r )

l12
v (2:67 + 1:44r 2)

(2.33)

T =
5f (r )(2:67 + 1:44r 2) + f 0(r )(2:67r + 0 :48r 3)

l11
v (2:67 + 1:44r 2)

(2.34)

Nous pouvons tracer les équations 2.33 et 2.34 sous la formejW l=� j (qui correspond au ratio des

deux énergies d'adhésionW lL et �L ) en fonction du rapport d'aspect r (Fig. 2.31). Pour r ! 1, la

cloque est presque axisymétrique, ce qui implique queW l � � : l'énergie de ligne n'est pas su�sante

pour in�uencer la forme de la cloque. Pour les cloques très allongéesr ! 0, nous obtenonsW l � � :

l'énergie de ligne devient non négligeable.
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Figure 2.31 � Évolution du ratio W l=� en fonction du rapport d'aspect de la cloquer = l=L.

Est-il possible qu'une rainure sur le substrat (Fig. 2.27b) puisse être à l'origine de ces cloques poin-

tues ? Dans ce cas,� � W a, avec a la largeur de la rainure. Cela donneW l=� = l=a. Il faut donc,

d'après la �gure 2.31 une largeur telle quea > l= 4 pour observer un rapport d'aspect inférieur à

0.8, soit pour le cas de l'image 2.25a, une rayure sur le substrat de l'ordre du micron, ce qui semble

invalider cette hypothèse.

Il nous reste à valider notre modèle en utilisant les données de l'image 2.25a. Les dimensions de la

cloque sontL = 4 :0 � m, l = 1 :8 � m, H = 0 :26� m, un volume V = 3 :09� m3 d'après l'équation 2.24,

d'où r = 0 :45 et lv = 2 :74. Nous obtenons une valeur de l'énergie interfaciale :

W
Eh

' 1:1 10� 3 (2.35)

Nous ne connaissons pas le nombre exact de couches de graphène de la cloque de la �gure 2.25a,

mais ce résultat est tout à fait cohérent avec les résultats de (Koeniget al., 2011) obtenant

W=Eh = 1 :3 10� 3 pour une monocouche de graphène. Cela semble valider au moins qualitative-

ment la description que nous avons faite de ces cloques quasi-axisymétriques. En ce qui concerne

la tension de ligne, nous obtenons�=Eh V1=3 = � 3:8 108, valeur qu'il est di�cile d'interpréter sans

en savoir plus sur l'origine physique de cette tension de ligne. Ce travail doit bien évidemment se

poursuivre en obtenant de nouvelles données pour valider quantitativement le modèle. Notons que

l'intérêt de cette approche est qu'elle ne nécessite pas de réaliser une expérience contrôlée mais

utilise les défauts qui sont la plupart du temps inévitables.
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2.4 Conclusions et perspectives

Nous avons étudié dans cette partie deux types de cloques - allongées et pointues - pour lesquelles

il n'existe pas de descriptions analytiques ou tabulées. Ces cloques peuvent être vues comme des

défauts à éviter mais nous avons montré qu'elles permettent d'accéder à des informations sur les

caractéristiques du �lm et du substrat. En ce qui concerne les cloques allongées, la courbure typique

de la cloque (ou sa courbure au front de délamination) est, comme pour le cas d'une cloque unidi-

mensionnelle, inversement proportionnelle à la longueurélastocapillaire, qui compare les modules de

�exion et d'adhésion. La forme de la pointe des cloques semble également fournir une information

supplémentaire, à savoir le produit de l'épaisseur par la longueurélastocapillaire. Ces résultats ont

été validés sur des expériences modèles et véri�és sur des cas plus complexes. En ce qui concerne les

cloques pointues dont nous supposons qu'elles apparaissent du fait de structures préexistantes sur

le �lm, nous avons montré qu'une modi�cation de la solution de Hencky valable pour des cloques

axisymétriques permet d'obtenir un modèle simple et qui semble prédictif. Dans ce dernier cas, il

est nécessaire d'e�ectuer des expériences complémentaires pour valider notre description.

Figure 2.32 � Di�érents motifs de délamination d'une couche de graphène sur un substrat d'oxyde
de silicium (Image Konstantin Novoselov (Université de Manchester)).

Cette étude des cloques de délamination peut se poursuivre vers des motifs plus complexes comme

ceux que nous pouvons voir sur la �gure 2.32. Une couche de graphène délamine de son substrat en

silicium et forme di�érentes structures. Une description et une modélisation �ne de ces cloques com-

plexes doit permettre d'obtenir, comme nous l'avons vu dans des cas plus simples, de nombreuses

informations à la fois sur l'élasticité du �lm et sur l'énergie interfaciale. Dans le cas du graphène

adhérant sur un substrat de silicium, il peut être intéressant de déterminer l'énergie interfaciale en

fonction du paramètre de mixité modale.

Nous avons vu au paragraphe 1.2.3 la relation forte entre la géométrie et les déformations des plaques

minces qui relie surface non développable et énergie d'extension. A�n d'explorer plus en détail ce

point, nous reprenons l'expérience modèle des cloques allongées, mais cette fois-ci sur un substrat

courbé.
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3.1 Introduction

3.1.1 Quelques exemples

Nous avons vu dans le paragraphe 1.2.3 les conséquences duTheorema Egregium de Gauss avec

l'exemple des projections cartographiques. Quelles en sont les conséquences sur la mécanique des

plaques et des coques ? La résistance aux distorsions provient alors de l'élasticité de la surface qui

se répartit en deux parties : une énergie de courbure mais également de l'énergie d'extension qui

correspond aux modi�cations locales des distances et des angles. Les exemples de telles situations

sont nombreux. Schématiquement, nous pouvons séparer ceux-ci en deux catégories. La première

concerne les déformations des surfaces ayant une courbure de Gauss non nulle, soit le plus souvent

des coques sphériques. Nous trouvons notamment des études sur l'adhésion de vésicules sur des

substrats plans (Seifert & Lipowsky, 1990; Seifert, 1991) ou courbés (Das & Du, 2008). Du fait

des contraintes membranaires générées par le changement local de courbure de Gauss, ces coques

peuvent également �amber (Komura et al., 2005; Springman & Bassani, 2008) et faire apparaître

des structures localisées (Fig. 3.1).

(a) (b)

Figure 3.1 � (a) Flambement d'un globule rouge, relâchant ainsi des parasites responsables du
paludisme (extrait de (Abkarian et al., 2011)). (b) Déshydratation de grains de pollen (extrait de
(Katifori et al., 2010)).

Une problématique industrielle proche est par exemple la conception de lentilles de contact dont

l'analyse de confort d'utilisation nécessite la prise en compte des e�orts membranaires dus au fait

que la courbure initiale de la lentille est di�érente de celle de la cornée (Funkenbusch & Benson,

1996). Si nous ne nous restreignons pas à l'adhésion, nous pouvons également mentionner les études

s'intéressant au �ambement de coques par indentation (Pogorelov, 1988; Pauchardet al., 1997;

Vaziri & Mahadevan, 2008) ou sous pression (Quillietet al., 2008; Knoche & Kierfeld, 2011) qui

peuvent servir de modèles pour des applications allant d'un fuselage d'avion pressurisé aux grains

de pollen (Katifori et al., 2010) (Fig. 3.1b), de la propagation de parasites (Abkarianet al., 2011)

(Fig. 3.1a) en passant par la compréhension de la rigidité géométrique des coques (Audoly, 2000a).

Dans les cas où une surface plane est déformée, il existe cependant des transformations isométriques

qui permettent de ne pas générer de contraintes membranaires, comme celles qui conduisent aux

cylindres et aux cônes. Si celles-ci ne sont pas géométriquement accessibles, nous retrouvons des

problématiques de �ambement et de plissement, comme dans le cas du papier froissé, de l'encapsu-

lation de solides (Demaineet al., 2009) ou de la cristallographie sur substrat courbé (Vitelliet al.,

2006) (Fig. 3.2).
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(a) (b)

Figure 3.2 � (a) Plissements d'une feuille d'aluminium empaquetant un solide sphérique (extrait
de (Demaineet al., 2009)). (b) Défauts cristallins induisant une courbure de la surface (extrait de
(Vitelli et al., 2006)).

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons plus particulièrement au contact entre une surface élas-

tique plane et un substrat courbé, le contact étant induit par adhésion, et ce au moyen de l'expérience

modèle décrite dans le paragraphe suivant.

3.1.2 Expérience modèle

Nous cherchons à décrire les caractéristiques de l'adhésion d'une plaque mince sur un substrat

courbé, a�n d'étudier les e�ets du Theorema Egregium. Pour cela, nous proposons l'expérience

modèle suivante : un �lm mince est déposé sur une sphère rigide préalablement recouverte d'un �lm

de liquide mouillant (Fig. 3.3). L'e�et de la capillarité est de rendre la sphère adhésive, c'est-à-dire

que le système diminue son énergie totale en mettant en contact le �lm et la sphère.

Figure 3.3 � Une plaque élastique (de module de YoungE et de coe�cient de Poisson � ), de taille
caractéristique L et d'épaisseurh est posée sur une sphère de rayon� .

Les expériences sont réalisées avec des �lms de polypropylène (Tab. 2.7) sur des calottes sphériques

dont le rayon est compris entre25mm et 500mm. Le liquide utilisé est de l'éthanol, de tension de

surface égale à = 22 mN:m� 1, qui a l'avantage d'être en mouillage total avec les sphères rigides

et le polypropylène, ce qui nous permettra d'écrire que l'énergie d'adhésion par unité de surface est

directement proportionnelle à  . De plus, la tension de surface de l'éthanol est peu sensible aux

pollutions diverses. En�n, son évaporation rapide nous sera utile comme expliqué par la suite.

Di�érents motifs de collage sont observés en fonction des paramètres du système (Fig. 3.4). L'utili-

sation de colorant dans l'éthanol permet de distinguer deux zones : une zone où le �lm et la sphère
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(a)

(b)

����

(c)

����

(d)

����

(e)

Figure 3.4 � Motifs de collage observés lorsqu'un �lm mince (d'épaisseurh et de module de Young
E � 2:6GPa) est placé sur une sphère rigide (de rayon� ) recouverte d'éthanol (de tension de
surface  = 22 mN:m� 1). Un colorant jaune permet d'identi�er les zones de contact (région plus
claire) entourées d'un ménisque liquide (en jaune). (a)h = 90 � m, � = 60 mm, (b) h = 15 � m,
� = 200 mm, (c) h = 30 � m, � = 25 mm, (d) h = 15 � m, � = 25 mm, (e) h = 15 � m, � = 60 mm.

sont en contact entourée par le ménisque liquide coloré (en jaune) et une zone où le �lm est décollé.

Nous pouvons distinguer plusieurs caractéristiques :

� Il existe di�érentes formes de motifs de collage, allant d'un disque (Fig. 3.4a) à une simple bande

droite (Fig. 3.4c) ou oscillante (Fig. 3.4d) jusqu'à des motifs branchés (Fig. 3.4b, e) lorsque nous

faisons varier la rigidité de la plaque ou le rayon de courbure de la sphère.

� Il existe une largeur caractéristique de la zone de contact, c'est-à-dire que si les branches peuvent

être longues, leur largeur est approximativement la même sur toutes les branches pour une rigidité

et un rayon de sphère donnés.

� Les branches ne se reconnectent jamais. Nous n'observons pas une zone de contact entourant une

portion de �lm décollé.

Dans la suite, nous nous intéressons à la limite où le volume de liquide est nul, ce qui revient à

considérer que la présence de liquide est équivalente à une adhésion sans frottement. En fait, plus

le �lm de liquide est mince, plus il y a de frottement entre le �lm et le substrat. Cela étant, nous

remarquons que, si le détail des motifs peut dépendre de la friction du �lm mince sur la calotte

sphérique, les caractéristiques principales - forme, largeur de contact - n'en dépendent pas. Dans la

suite, nous laissons donc évaporer l'éthanol dans les expériences jusqu'à disparition du ménisque.
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3.2 Aspects analytiques et numériques

3.2.1 Quelques résultats analytiques

Dans cette section, nous prenons comme origine de l'énergie l'état où la plaque est plane et sans

contact avec le substrat courbé. L'énergie d'adhésion, qui favorise le contact entre la plaque et le

substrat, sera donc comptée négativement.

Cas d'un cylindre

Avant de s'intéresser au contact d'une plaque sur une sphère adhésive et de voir les implications du

Theorema Egregium, nous considérons le cas d'une plaque sur un cylindre, les deux ayant la même

courbure de Gauss.

Figure 3.5 � Une plaque mince de surfaceS est en contact total avec un cylindre de rayon� .

Pour une plaque élastique de surfaceS en contact avec un cylindre de rayon� , l'énergie de �exion

vaut (Eq. 1.13) :

Ef =
Eh3

12(1� � )� 2 S (3.1)

L'énergie d'extension est nulle puisque les courbures de Gauss du cylindre et de la plaque valent

toutes deux zéro. L'énergie d'adhésion liée au contact s'écrit :

Ea = � 2 S (3.2)

Le contact total entre la plaque et le cylindre devient énergétiquement favorable lorsque :

Ef + Ea � 0 ) � �

r
1 + �

2
L ec (3.3)

Le contact total peut avoir lieu lorsque le rayon de courbure du cylindre est plus grand que la

longueur élastocapillaire, et ce indépendamment de la taille de la plaque, puisque les énergies de

�exion et d'adhésion sont toutes deux proportionnelles à la surface de contact. Nous retrouvons que

L ec est le rayon de courbure typique qu'imposent les forces capillaires à une plaque.

Ce résultat a été testé (Batot, 2008) en déposant des plaques carrées de Mylar (E = 4 GPa, h =

30; 50� m, L = 2 cm) sur des cylindres, en utilisant25� L d'huile de silicone ( = 21 mN:m� 1) pour

promouvoir l'adhésion. La zone de contacta a été mesurée en fonction du ratio�=L ec (Fig. 3.6a).

Ces expériences con�rment qu'il existe un ratio critique pour lequel toute la plaque est en contact
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Figure 3.6 � (a) Longueur de contact a adimensionnée par la taille de la plaque en fonction du
ratio �=L ec. (b) Rayon du cylindre critique � c au-delà duquel la plaque adhère complètement sur le
cylindre. Le trait plein correspond à � c = 0 :48L ec (extrait de (Batot, 2008)).

avec le cylindrea=L = 1 . Expérimentalement nous trouvons� c = 0 :48L ec (Fig. 3.6b). L'équation 3.3

nous indique que le rayon critique est tel que� c � 0:84L ec. Le préfacteur expérimental est presque

deux fois plus petit que le préfacteur théorique. Mais il faut cependant noter que les expériences ont

été réalisées avec un volume de liquide non nul, d'où la di�culté de distinguer la zone de contact

avec la présence du ménisque liquide.

Expérimentalement, la situation est tout à fait di�érente lorsque nous posons une plaque sur une

sphère adhésive : la taille de la zone de contact est �nie (Fig. 3.4a, b, d) même si le rayon de courbure

de la sphère est grand devant la longueurélastocapillaire. Avant de passer au cas de l'adhésion d'une

plaque sur une sphère, nous commençons par regarder le cas d'une couronne, une plaque pouvant

être vue comme une succession de couronnes.

Cas des couronnes

Découpons une plaque en une série de couronnes de rayonL et de largeurb de telle sorte queb � L

(Fig. 3.7a). Ces couronnes sont ensuite déposées sur une sphère de rayon� . Celles-ci adhèrent sur la

sphère complètement selon leur largeur mais pas selon leur périmètre et forment une cloque unique

(de hauteur d et de longueur� ) comme le montre la �gure 3.7b.

A�n de ne pas générer d'énergie d'extension, la transformation de la couronne doit être isométrique.

La partie collée (en gris sur la �gure 3.7a) repose ainsi sur une portion de cône tangent à la sphère,

ce qui est équivalent au contact dans la limite oùb � L . Nous en déduisons la position qu'occupe

la couronne sur l'anneau,� cos� = L sin � , d'où tan � = �=L . Dans cette con�guration, le périmètre

de la couronne est cependant trop long� l = 2 � (L � � cos� ). Si nous nous restreignons à des petits

rayons de couronnesL � � , cela donne� l � L 3=� 2. Une cloque apparaît pour reprendre cet excès

de longueur, ce qui donne par l'équation 2.10,d2=� � L 3=� 2. Cette cloque peut être vue comme

une cloque unidimensionnelle telle que nous l'avons décrit au chapitre 2. À l'équilibre, l'énergie
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(a)

10 mm

(b)

Figure 3.7 � (a) Une plaque élastique en forme de couronne de rayonL et de largeurb est déposée
sur une sphère de rayon� . La couronne n'adhère pas complètement sur la sphère (b) et une cloque
unique se forme.

d'adhésion est du même ordre que l'énergie de �exion (Eq. 2.12), d'où� � B� (d=� 2)2 :

d �
L 2L 1=3

ec

� 4=3
(3.4)

Nous trouvons un très bon accord entre les résultats expérimentaux et la prédiction théorique

(Fig. 3.8), con�rmant la description que nous en avons faite. La position des couronnestan � = �=L

implique également un recouvrement des couronnes successives que l'on peut observer sur la �gure

3.7b. Si nous pouvons mettre des couronnes sur une sphère sans avoir à générer d'énergie d'exten-

sion, tenter de réunir toutes ces couronnes pour former une plaque ne pourra se faire sans en générer.
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Figure 3.8 � Hauteur de la cloque d en fonction de L 2L 1=3
ec =� 4=3 (� = 100 mm, L ec = 18 mm,

16:5 mm � L � 44:5 mm).

Intéressons-nous maintenant aux résultats simples pouvant être obtenus en se restreignant au cas

d'un contact total entre le �lm mince et une calotte sphérique. Deux cas limites se présentent pour

la géométrie du �lm, à savoir un disque - pour lequel il n'y a qu'une seule longueur caractéristique

- et une bande dont la largeur est petite devant sa longueur. Le cas du disque a été traité dans

(Majidi & Fearing, 2008a), nous en rappelons les résultats dans le paragraphe suivant.
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Cas du disque

Figure 3.9 � Une plaque circulaire élastique de rayonL est posée sur une sphère de rayon� .

Pour un disque de rayonL complètement en contact sur une sphère de rayon� , dans la limite où

L � � , l'énergie élastique à l'équilibre s'écrit (Majidi & Fearing, 2008a) :

E = Em + Ef =
�

384
EhL 6

� 4 +
�

12(1� � )
Eh3L 2

� 2 (3.5)

Cette énergie correspond à l'énergie élastique minimale pour mettre complètement en contact une

plaque sur une sphère. Le calcul de l'énergie de �exionEf est direct en utilisant les équations

1.13 et 1.14 car nous connaissons la dé�exion de la plaquew(r ) = � r 2=2� . Pour obtenir l'énergie

d'extension Em , il faut résoudre l'équation d'équilibre dans le plan de la plaque (Eq. 1.17). Ce calcul

fait l'hypothèse que les points de la plaque sont libres de se déplacer à la surface de la sphère, et donc

qu'il n'y a pas de frottements. Nous montrons au paragraphe 3.3.1 comment retrouver l'expression

de ces énergies en lois d'échelle. L'énergie d'adhésion quant à elle s'écrit :

Ea = � 2�L 2 (3.6)

Pour qu'il soit énergétiquement favorable de mettre complètement en contact la plaque et la sphère,

il faut que :

E + Ea � 0 ) L � �
� 

Eh

� 1=4 4

s

768� 384(1 + � )
�

L ec

�

� 2

(3.7)

Cette approche énergétique nous donne une taille maximale de plaque pouvant être complètement en

contact avec une sphère (Fig. 3.10a). Nous notons aussi qu'à l'équilibre, les contraintes orthoradiales

sont négatives dans la partie externe de la plaque (Fig. 3.10b). Les plaques ayant la particularité

de �amber sous compression, nous pouvons déjà entrevoir ici la cause de l'adhésion partielle. Nous

reviendrons sur ce point en détail dans la suite. Nous regardons maintenant en termes de forces les

implications du calcul précédent. Puisque nous imposons la déformée de la plaque dans ce calcul,

nous pouvons calculer la pression nécessaire à maintenir la plaque dans cette forme, en utilisant la

première équation de Föppl-von Kármán (Eq. 1.18)B � 2w = p + 2h[�; w ] pour cette distribution

de contraintes membranaires, ce qui conduit à :

p = �
Eh
8� 3

�
2r 2 � L 2�

(3.8)

Ce qui est intéressant dans ce résultat est que pour forcer un disque à être en contact avec une
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Figure 3.10 � (a) Rayon L max du plus grand disque pouvant adhérer sur une calotte sphérique
(Eq. 3.7). (b) Contraintes dans une plaque complètement en contact avec une calotte sphérique, le
trait plein correspond à la contrainte radiale � rr , en pointillés à la contrainte orthoradiale � �� .

portion de sphère, il faut exercer une pression positive près du centre (de la sphère vers la plaque)

et négative à l'extrémité (de la plaque vers la sphère).

Cas d'une bande

Le cas d'une plaque de forme rectangulaire a été partiellement traité dans (Majidi & Fearing, 2008a)

en postulant un champ de déplacement. A priori, l'énergie élastique obtenue surestime la valeur à

l'équilibre. Nous montrons qu'il est possible d'obtenir néanmoins une solution exacte dans la limite

où la largeur de la plaque2L est petite devant sa longueur.

Figure 3.11 � Une plaque rectangulaire élastique de largeur2L est posée sur une sphère de rayon
� .

En coordonnées cartésiennes, la bande étant complètement en contact avec la sphère, la dé�exion

s'écrit :

w(x; y) = �
x2 + y2

2�
(3.9)

Du fait de l'invariance selon l'axex, les contraintes ne dépendent pas de cette coordonnée� ��;x = 0 .

La fonction d'Airy (voir paragraphe 1.1.3) � admet donc la forme générale :

� (x; y) = f (y) + ( a2x + a3)y + b1x2 + b2x + b3 (3.10)

De plus, nous notons que la fonctionf est paire du fait de la symétrie du système selon l'axey.

69



En réinjectant les équations 3.9 et 3.10 dans la seconde équation de Föppl-von Kármán� 2� =

� E [w; w], nous obtenons l'équation di�érentielle pour la fonction inconnuef (y) :

f ;yyyy (y) = �
E
� 2 ) � (x; y) = �y 2 �

Ey4

24� 2 + a2xy + b1x2 (3.11)

en omettant les termes linéaires puisque la fonction� est dé�nie à une fonction a�ne près. Les

constantes (a2; b1) sont égales à zéro car� �y (L ) = 0 . Il nous reste à déterminer la valeur de la

constante � , qui s'obtient en considérant que la force moyenne appliquée dans la directionx est

nulle, soit : Z L

� L
� xx = 0 ) � =

Ea2

12� 2 (3.12)

Les contraintes dans la bande s'écrivent donc :

� xx =
E

6� 2 (a2 � 3y2) � yy = � xy = 0 (3.13)
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Figure 3.12 � (a) Largeur L max de la plus grande bande pouvant adhérer sur une calotte sphérique
(Eq. 3.15). (b) Contraintes dans une plaque complètement en contact avec une calotte sphérique,
le trait plein correspond à la contrainte � xx , en pointillés à la contrainte � yy .

Nous obtenons �nalement l'énergie élastique par unité de longueur nécessaire pour mettre en contact

une bande et une sphère, et qui prend la même forme que l'équation 3.5 :

E = Em + Ef =
EhL 5

45� 4 +
Eh3L

6� 2(1 � � )
(3.14)

L'énergie d'adhésion vaut dans cette géométrieEa = � 4L . Comme pour le cas du disque, cela

implique une taille maximale de contact total entre la bande et la sphère adhésive :

Ea + E � 0 ) L � �
� 

Eh

� 1=4 4

s

180� 90(1 + � )
�

L ec

�

� 2

(3.15)

Nous retrouvons comme dans le cas du disque (et du cylindre) qu'il existe un seuil de�=L ec en

deçà duquel l'adhésion n'est pas énergétiquement favorable (Fig. 3.12a), ainsi que la présence de

contraintes compressives (Fig. 3.12b) au bord de la plaque.
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En Résumé

Les résultats analytiques précédents, même s'ils ne pourront pas s'appliquer directement aux cas

de motifs de collage complexes que nous étudierons par la suite, nous permettent d'estimer les dif-

férentes énergies à l'÷uvre, à savoir extension, �exion et adhésion. Ils permettent de distinguer les

cas où l'adhésion totale est favorable. Les �gures 3.10 et 3.12 peuvent alors être vues comme un

diagramme de con�gurations qui indique si la plaque est complètement ou partiellement en contact

avec la sphère (Fig. 3.13). La partie grisée correspond au cas de contact partiel, la partie blanche

au contact total, pour une plaque de taille caractéristiqueL .
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Figure 3.13 � Diagramme de con�gurations délimitant les tailles de plaques pour lesquelles le
contact total est énergétiquement favorable (zone blanche) ou défavorable (zone grise).

Nous retiendrons par la suite les cas limites suivants :

� � � L ec : Les équations 3.7 et 3.15 montrent que, dans ce cas, il n'est pas énergétiquement favo-

rable de mettre en contact une portion de plaque et la sphère : l'énergie d'adhésion ne compensant

même pas le coût énergétique de la �exion. La longueurélastocapillaire correspond donc au rayon

de sphère critique en deçà duquel il n'y a pas de contact entre une plaque et une sphère adhésive.

� � � L ec : Dans cette limite, les équations 3.7 et 3.15 se simpli�ent et indiquent que la taille

maximale de contact vaut :

L max � �
� 

Eh

� 1=4
(3.16)

Le gain en énergie d'adhésion dû au contact est très supérieur au coût de l'énergie de �exion, tous

deux étant proportionnels à la surface de contact. L'énergie de �exion est donc négligeable et la

taille maximale est �xée par un équilibre entre adhésion et extension. Dans le cas d'un collage

partiel, la loi d'échelle 3.16 sera précisée au paragraphe 3.4 sur une géométrie particulière qui

permet d'obtenir un résultat analytique.

3.2.2 Simulations avec Surface Evolver

Pour avoir des informations sur la répartition des contraintes et de l'énergie d'extension pour des

motifs de contact partiel, nous procédons à des simulations en utilisant le logiciel Surface Evolver
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(voir paragraphe 2.2.3). A�n de modéliser l'énergie d'adhésion dans notre cas, nous prenons la

densité d'énergie surfacique suivante :

dEa = � 2 exp
�

�
r � �

�

�
dS (3.17)

où r et � désignent respectivement la position d'un point de la plaque en coordonnées sphériques

et le rayon de la sphère. Lorsque tous les points de la plaque sont sur la surface de la sphère, cette

formule permet bien de retrouver une énergie d'adhésion égale à� 2 S. Le paramètre � correspond

à une distance d'attraction. Dans les simulations, ce paramètre est initialisé avec une valeur grande,

typiquement de l'ordre de la taille de la plaque, puis diminué progressivement jusqu'à ce que le motif

de collage n'en dépende plus. De même, nous diminuons la taille du maillage dans nos simulations

jusqu'à ce qu'elle n'ait plus d'in�uence sur les résultats. Notons en�n que comme tout logiciel basé

sur la minimisation de l'énergie, rien n'assure que le résultat de la simulation ne soit pas bloqué dans

un minimum local. A�n d'éviter cela, nous imposons régulièrement des déplacements aléatoires des

n÷uds pour sortir de ces minima locaux.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.14 � Comparaisons expériences (a,c) / simulations (b,d) de l'adhésion d'une plaque mince
sur une calotte sphérique. Sur les expériences, les zones plus sombres correspondent aux endroits
où la plaque n'est pas en contact avec la sphère. (a,b)h = 50 � m, L = 20 mm et � = 200 mm. (c,d)
h = 15 � m, L = 15 mm et � = 100 mm.

Les comparaisons entre les motifs observés sur les expériences et les simulations montrent un très

bon accord (Fig. 3.14) en ce qui concerne le nombre et la forme des cloques (même dans ses ca-

ractéristiques �nes comme la pointe). Ces simulations semblent donc prédictives, au moins pour les

motifs simples.

Ces simulations permettent également de remonter au champ de contraintes dans la plaque (Fig. 3.15)

en utilisant les déplacements de chaque n÷ud ainsi qu'aux densités d'énergie de �exion et d'exten-

sion (Fig. 3.16). La présence des cloques brise la symétrie du champ de contraintes. Nous notons
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(a) (b) (c)

Figure 3.15 � Visualisations des contraintes (a) radiales� rr (b) orthoradiales � �� et (c) et de
cisaillement � r� d'une plaque adhérant sur une calotte sphérique (h = 50 � m, L = 20 mm et � =
200mm).

que celles-ci permettent de relâcher presque complètement les contraintes orthoradiales. Nous pou-

vons aussi remarquer que les cloques ne sont pas semblables à des cloques unidimensionnelles mais

qu'elles sont étirées à leur sommet et comprimés à leur base, ce qui n'est pas surprenant après

l'étude des cloques allongées au chapitre 2.

(a) (b)

Figure 3.16 � (a) Densités surfaciques d'énergie d'extension (a) et de �exion (b) (enmJ:mm� 1)
d'une plaque adhérant sur une calotte sphérique (h = 50 � m, L = 20 mm et � = 200 mm).

Tous les paramètres étant constants, nous pouvons par exemple visualiser la forme du motif de

collage en fonction de la taille de la plaque (Fig. 3.17). La façon dont les cloques se terminent est en

très bon accord avec ce que nous pouvons observer expérimentalement (Fig. 3.4). Nous voyons no-

tamment l'apparition de nouvelles cloques à mesure que la taille de la plaque augmente et pouvons

également entrevoir sur la �gure 3.17c le début d'un motif complexe branché comme sur la �gure

3.4e.

Les simulations à l'aide de Surface Evolver permettent de reproduire les caractéristiques des formes

de collage observées expérimentalement. Elles con�rment également que, dans la limite� � L ec,

l'énergie d'extension est prépondérante devant l'énergie de �exion dans les zones collées.
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(a) (b) (c)

Figure 3.17 � Évolution du motif de collage en fonction de la taille de la plaque, avec (a)L = 40 mm,
(b) L = 60 mm et (c) L = 80 mm (h = 50 � m et � = 500 mm).

3.3 Sur les motifs de collage

Article relatif à cette partie en Annexe C

3.3.1 Lois d'échelle

La section 3.2.1 nous a permis de dégager les deux paramètres sans dimensions qui gouvernent les

caractéristiques concernant l'adhésion sans frottement d'une plaque mince sur une sphère, à savoir :

�
L ec

�
L

� 
Eh

� 1=4
(3.18)

Le théorème� (Barenblatt, 1987) montre qu'il existe en réalité 4 nombres sans dimensions pour

décrire le système étudié. Nous pouvons choisir par exemple le coe�cient de Poisson� ainsi qu'un

ratio géométriqueL=h. Dans la suite, nous ne ferons pas varier� dans de grandes proportions. En ce

qui concerne le ratio géométriqueL=h, celui-ci sera toujours très grand et nous faisons l'hypothèse

que les caractéristiques du système n'en dépendront donc pas. Physiquement, lorsqueL=h � 1, le

solide étudié peut être considéré comme une plaque mince, et cela permet d'utiliser la théorie des

plaques minces pour décrire les énergies de �exion et d'extension.

Nous pouvons également retrouver les paramètres�
L ec

et �
L

� 
Eh

� 1=4 par un raisonnement en lois

d'échelle. Lorsqu'une plaque en forme de disque de rayonL adhère complètement sur une sphère de

rayon � , l'énergie d'adhésion est d'ordreL 2. L'énergie de �exion s'écrit simplement [Eh3=� 2]L 2.

En ce qui concerne l'énergie d'extension, qui provient du fait que nous forçons la courbure de Gauss

de la plaque à être non nulle, nous faisons l'hypothèse que lorsque la plaque a été déposée sur la

sphère, l'opération a été e�ectuée en conservant les longueurs de tous les périmètres (Fig. 3.18).

Ceci ne traduit pas ce qui se passe réellement à l'équilibre mais est su�sant pour déterminer la loi

d'échelle de l'énergie d'extension. Conserver le périmètre conduit cependant à augmenter le rayon.
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Figure 3.18 � Une plaque de rayonL est déposée sur une sphère de rayon� en gardant constante
la longueur de son périmètre.

Par le théorème de Pythagore, la variation peut être estimée à :

� L
L

=
l � L

L
�

q
L 2 + L 4

4� 2 � L

L
�

L 2

� 2 (3.19)

L'énergie d'extension s'écrit donc :

Em � Eh
�

� L
L

� 2

L 2 �
EhL 6

� 4 (3.20)

Les ratios de l'énergie d'adhésion avec les énergies de �exion et d'extension conduisent respective-

ment aux paramètres�=L ec et �
L

� 
Eh

� 1=4.

3.3.2 Taille de la zone de contact

Dans la limite � � L ec, les équations 3.7 et 3.15 nous indiquent la signi�cation physique du produit

� (=Eh )1=4 comme étant le rayon de la plus grande plaque circulaire pouvant être en contact avec la

sphère. Nous pouvons alors imaginer que, pour les motifs de collage partiel, la zone de contact entre

la plaque et la sphère puisse avoir pour taille caractéristique� (=Eh )1=4. Pour véri�er cela, nous

dé�nissons la taille caractéristique du contact comme étant le rayon du plus grand disque pouvant

être inscrit dans la zone de contact (Fig. 3.19).

Figure 3.19 � Dé�nition de la taille caractéristique du contact a comme étant le rayon du plus
grand disque pouvant être inscrit dans la zone de contact. La zone blanche correspond au contact
entre la plaque et la sphère, la zone grise aux endroits où la plaque délamine.

Nous mesurons cette taille caractéristique pour des motifs de collage obtenus avec di�érentes épais-

seurs de plaques et rayons de sphère (Fig. 3.20). Nous trouvons un bon accord entre la prédiction

théorique et les résultats expérimentaux, le préfacteur étant proche du cas d'une bande complè-

tement en contact avec une sphère (paragraphe 3.2.1). Ces résultats permettent de con�rmer la

signi�cation physique du paramètre � (=Eh )1=4 comme étant la taille caractéristique de collage
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