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Chapitre 1

Introduction

Cette these s’organise en 4 chapitres. Le premier est un chapitre introductif dans
lequel on présentera tout d’abord les problemes de minimisation de périmetre, les
ensembles & périmeétre fini et les fonctions & variation bornée. Puis nous présenterons
la notion de solution de viscosité, et les principaux résultats de cette théorie qui nous
seront utiles. Ensuite, je présenterai un résultat lié a la recherche de minimiseurs
globaux dans le cadre d’un probleme de type :

min J(F) := Per(E) +/ g(x)dx
E
avec g une fonction périodique & moyenne nulle.
On appellera E un minimiseur global de J un ensemble tel que, pour tout ouvert
borné 2, et pour tout ensemble F' C RY tel que FAE = (E\ F)U(F\E) € Q:

Per(E, Q) + /

g(x)dx < Per(F, Q) +/ g(x)dz.
ENQ

FNQ
Ceci revient a dire que toute perturbation compacte de ’ensemble E augmente
Pénergie J. Un résultat de Caffarelli et De la Llave [CdILO1] montre que selon
toute direction v € RY il existe des minimiseurs globaux quasi-plan. C’est & dire
que 'ensemble E vérifiera en outre le fait d’étre proche d’un hyperplan : il existe
un réel a et une constante M, indépendante de v, telle que :

EC{xERN:x.Vz—Mh/H—a}
ED{xERN:x.V§M|1/|—|—a}

Nous donnons une démonstration un peu plus simple de ce résultat, basée sur la
théorie de 'homogénéisation périodique. Ces ensembles sont en effet les “correcteurs”
qui permettent d’établir la I'- convergence de I’énergie :

€ €

E(E) =Per(E;Q) + = /Erm g(f)dx.

Nous lierons ensuite cela a d’autres résultats de I'-convergence pour cette fonction-
nelle. En outre, ces ensembles permettent de construire des solutions stationnaires
pour des problemes d’évolution d’interface ou la vitesse normale est donnée par :

V=K+g (1.1)

ou K est la courbure moyenne. L’intérét ce ces surfaces stationnaires est qu’il existe
des principes de comparaisons pour cette équation. Ainsi, on construit des surfaces
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bloquantes pour ces équations, ce qui permet de localiser les solutions : tout en-
semble reste contenu dans une “quasi-enveloppe convexe”.

Ensuite, nous étudierons ce qu’il se passe lorsque que 1'on ajoute une constante
€ au probleme, c’est & dire, lorsqu’on étudiera :

min(Per(E) + / g(x) + edzx).
E
On voudra savoir si les mémes résultats d’existence de minimiseurs globaux quasi-
plan existent lorsque 1’on perturbe une peu la fonction, et s’il existe un phénomene
de pinning et depinning identique & celui étudié dans [DY06].

Dans le chapitre suivant, on construira un algorithme permettant de calculer
I’évolution d’un ensemble ou la frontiere de ’ensemble qui suit une lui du type :
V = f(K), avec f une fonction croissante, et K la courbure de la frontiere de
I’ensemble. Pour cela, on voudra utiliser le fait que les ensembles qui minimisent un
probléme de périmetre vérifient : I 4+ g = 0 sur le bord de ’ensemble. Cette fois
ci, on ne travaillera plus dans en milieu périodique, et le but sera de bien choisir la
fonction g pour pouvoir calculer le mouvement. Etant donné un ensemble initiale
Ey, on va prendre pour g la fonction f~! (%sdist(-,an)), avec sdist(-,0Fp) =
dist(-, Ep)—dist(-, 2\ Ep), on va donc résoudre le probléeme de minimisation suivant :

mEin <}"h(E;E0) Per(E /f —sdist(- 3E0))>

Il faut voir h comme la discrétisation en temps de notre probleme. Cette énergie a
en outre une attache aux données de part la présence dans le terme d’énergie de la
distance signée Ey. Ainsi en presque tout point du bord d’un minimiseur du pro-
bleme la courbure moyenne vaut : K = — f~!(+sdist(-, 0Ep)). Ainsi #sdist(-, dEj)
apparaitra comme une approximation de la vitesse normale du bord.

On va construire la suite E}’ :

E} = argming {/ |IDxE| +/ ! Sdlst( (“)E,?l))XE}. (P)

qui va étre une approximation de I’évolution par courbure moyenne de I’ensemble
Ey. Ceci est une variante d'un schéma du & Luckhauss-Sturzenhecker [LS95] et
Almgren-Taylor-Wang [ATW93]. Cette étude va étre menée dans le cadre des solu-
tions de viscosité, et on fera le lien entre ses évolutions d’ensembles et les solutions
de I’équation :

ug + |Dul f(div (|gu|>)

u(0,x) = up(x).

En fait, si on prend une fonction ug telle que : {z,uo(z) > 0} = Ey, alors
on a, avec u solution de viscosité de I’équation précédente, que pour tout temps
t >0, {z,u(x,t) >0} = E; avec E; I’évolué de Ey par le mouvement par courbure
moyenne.

L’opérateur de courbure moyenne |Du|div (53\) est l'opérateur 1-laplacien,

Ay il est dégénéré dans la direction orthogonale aux surfaces de niveaux . Dans le
chapitre suivant on s’intéressera & un autre opérateur, le laplacien infini, A, qui
lui dégénere le long des surfaces de niveaux. Ces deux opérateurs sont liées par la
formule suivante :

A=A — A,
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Le laplacien infini est défini par :
1
As = W Z%c%:] Ug,z; -
4,J

Le but de cette derniere partie sera de trouver un algorithme approchant les solu-
tions de viscosité du probléeme suivant :

—Agou =0 sur Q

u = ¢ sur 0f)

avec ¢ une fonction donnée. Le principe de construction de cet algorithme reposera
sur les équations de Aronsson, en effet, si on regarde les équations d’évolutions
suivantes :

v+ |Dv| =0 (t>0)
[Principe de décomposition] ¢ w¢ — |[Dw| =0 (t>0) (1.2)
v=w =ug (t=0),

Alors, si on suppose avoir des solutions suffisamment régulieres, on obtient :

v(.,t) = u — t|Dug| + ngouo + o(t?)
w(.,t) = u+ t|Dug| + %Aoouo +o(t?)

D’ou :

t2
“J;w = o + 5 Boctio + oft?), (1.3)

Ainsi, par un procédé itératif on tombera sur un point fixe qui vérifiera A u = 0.
On verra par la suite qu’on pourra étendre le procédé a d’autres fonctionnelles

H(x,p). En effet, si on remplace, dans les équations d’évolutions, |Dv| par H(x, Dv)
on trouvera que v vérifie :

v(.,t) =u—tH(x, Dug) + gAH[UO] + o(t?)

ou Apg est I'opérateur de Aronsson, donné par la formule suivante :

AH[’U,] = Hlepl + Hpinjuziz]..

1.1 Probleme de minimisation de périmetre :

Une partie de cette theése reposera sur 1’étude de probleme ou I'on cherchera a
minimiser des énergies de la forme : Perimetre(E) + [, g. Nous allons donc d’abord
définir le périmetre, les ensembles a périmetre fini et certaines propriétés de ces
ensembles et des solutions de ces problemes.

1.1.1 Fonctions a variation bornée et ensembles de Cacciop-
poli :

Définition 1.1.1. Soit N > 0, soit £ un ensemble inclu dans RV, soit Q € R¥.
Nous noterons Per(E, ) le périmetre de I'ensemble E dans 2, et on le calculera
selon la formule suivante :

Per(E, ) = sup { [ divtgtansig € C(@).lol < 1} (1.4)

Un ensemble est dit de Caccioppoli (ou de périmetre fini) si Per(E, Q) < oco.
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Cette notion de périmetre est cohérente, en effet, si 'ensemble est C? alors :
Per(E,Q) = H" Y(OE N Q). Elle est a lié a la notion de variation totale pour le
fonctions.

Définition 1.1.2. Soit f € L*(£2). Nous appellerons variation totale la quantité :

/Q\Df| = sup{/ﬂfdiv(g(m));g € C} et |g(z)| <1 pour z € Q} (1.5)

On dit que f est a variation bornée dans € si fQ |Df] < 0.
On définit BV (Q) I'espace constitué des fonctions L!(2) & variation bornée.

Remarque 1.1.1. Soit E un ensemble & frontiere C?, soit ¢ la fonction caracté-
ristique de F, c’est a dire :

1 sizel
?E(@) _{ 0 sizeRN\E. (16)

Alors, par définition [, |[Dep| = Per(E,Q).

On munit BV () de la norme définie par

|unva>:|ule+/Quzﬂ. (L.7)

Muni de cette norme c’est un espaec de Banach.

Nous allons maintenant rapidement rappeler quelques résultats importants sur
ces ensembles. Pour étre précis, nous allons regarder des propriétés de semi-continuité,
de compacité et de densité.

Théoréme 1.1.1 (Semi-continuité). Soit Q un ouvert et { f;} une suite de fonction

BV () qui converge dans L}, .(Q) vers une fonction f, alors :

[ 1A < timin [ Dl
Q J=o0 Jq

Cela implique bien str un résultat équivalent pour les périmetres d’ensembles,
la, convergence des ensembles étant vu comme la convergence L' des fonctions ca-
ractéristiques.

Nous allons maintenant voir deux autres propriétés de ces espaces.

Théoréme 1.1.2. Soit f € BV (), alors il existe une suite de fonctions {f;} €
C> () qui converge vers f dans L' et dont la variation totale converge vers celle
de f, c’est a dire :

lim /Q|fj—f\dx:0

j—o0

hm/wmw=/Wﬂ

1l existe un résultat équivalent pour les ensembles : Soit E un ensemble de Cac-
cioppoli, alors il existe une suite d’ensemble {E;}, a frontiere C* dans Q, qui
converge vers E dans L' et dont le périmétre converge vers celui de E, c’est a dire :

lim [ |¢g, — ppldr=0
j—oo Jq

lim Per(E;,Q) = Per(E,Q)

J]—00
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Ce théoreme dit que 1'on peut approcher les fonctions BV (ou les ensembles de
Caccioppoli) par des fonctions régulieres (ou des ensembles réguliers), ce résultat est
important car il veut sire que I’on peut en partie travailler sur des fonctions régulieres
et voir si les propriétés désirés passes a la limite. De plus, pour les ensembles, on
peut aussi approcher un ensemble E par une suite d’ensembles polynomiaux.

Théoréme 1.1.3 (Compacité pour les fonctions). Soit Q un ouvert de RN a fron-
tiere Lipschitz. Alors toute emsemble de fonctions uniformément bornées dans la
norme BV est relativement compact dans L*(£2).
Théoréme 1.1.4 (Compacité pour les ensembles). Soit E; une suite d’ensemble de
Caccioppoli dont le périmétre est uniformément borné. Alors, il existe une sous-suite
qui converge vers un ensemble de Caccioppoli E.

Nous allons maintenant présenter deux inégalités importantes pour ces fonctions,
ces inégalités permettent de contrdler les normes L' par rapport aux variations de
la fonction

Théoréme 1.1.5 (Formule de la co-aire). Soit f € BV (Q), soit

F,={zeQ; f(x) >t}

[ si= [t [ Dol

Alors :

Et:

Théoréme 1.1.6 (inégalité de Sobolev). Soit f € BV (RY), alors il existe c; ne
dépendant que de N tel que :

([ 117500 < [ 101
Soit p positif, soit :

1
P / fde,
"Bl JB,

alors il existe co ne dépendant que de N tel que :

N—-1

(/B |f_fp|%dx)T§c2/B |Df].

Ce théoreme a un équivalent pour les ensembles :

Théoréme 1.1.7 (inégalités isopérimétriques). Soit E un ensemble borné de Cac-
ctoppoli, alors :

No1
|E| < ‘D@Elv

et :
) N N1
mln(|EﬂBp|,|(R \E)ﬂBpD N SCQ/ |Dyg|.

By
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1.2 Solutions de viscosités :

1.2.1 Définition :

Nous utiliserons aussi régulierement la notion de solution de viscosité, nous allons
donc rappeler rapidement la définition de solution de viscosité, et les principaux
résultats concernant ces solutions.

Soit H(x,t,p, X) : 2 x R x RY x RV*N _ R un Hamiltonien elliptique, c’est &
dire que :

H(z,t,p,X) < H(z,t,p,Y) siX>Y

Nous souhaitons résoudre I’équation :
H(z,u,Du,D*u) =0 VY ecQ (1.8)

avec Q un ouvert borné de RV,

Considérons tout d’abord que cette équation & une solution réguliere u. Soit ¢
une autre fonction réguliere, alors si xg est un point de maximum local de u — ¢,
on a que Vu(xg) = Vo (xo) et D*u(xg) < D?¢(z0). Ceci implique que :

0 = H(zo,u(x0), Du(xo), D*u(x0)) > H(xo,u(xo), Dp(20), D> (0)).
On a, de méme, si zg est un point de minimum local de u — ¢ :
0 = H(xo,u(x0), Du(xo), D*u(x0)) < H(xg,u(xo), Dp(20), D*¢(10)).
L’idée des solutions de viscosité est d’utiliser cette propriété des solutions régu-

lieres pour pouvoir caractériser des solutions irrégulieres (car on regardera I’'Hamil-
tonien pour des solutions réguliéres).

Définition 1.2.1. — wu est une sous-solution de viscosité de (1.8) si et seulement
si pour toute fonction ¢ réguliere, et tout point £y minimum local de u — ¢,
ona:

0 < H(zo,u(xo), Do(x0), D*¢(x0)). (1.9)

— wu est une sur-solution de viscosité de (1.8) si et seulement si pour toute fonction
¢ réguliere, et tout point xy maximum local de u — ¢, on a :

0> H(xg,u(xo), Do(x0), D*¢(x0)). (1.10)

— u est une solution de viscosité de (1.8) si et seulement si u est une sous-solution
et une sur-solution de viscosité.

On peut donc voir que dans la définition de solution de viscosité, les dérivées de
u n’entre pas en compte, on n’a donc pas besoin d’avoir de régularité sur u. Bien
évidement, cette définition est cohérente, c’est a dire qu'une solution réguliere de
I’équation est aussi une solution de viscosité.

1.2.2 Conditions au bord :

La facon dont on traite les conditions aux bord est elle méme modifiée, en effet,
supposons que ’on veuille résoudre un probleme du type :

us + H(z,u, Du, D?u) =0 Vax € Q,
u=g on 9Qx][0,T], (1.11)
u=up on Qx{0}.
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Dans le cadre des solutions de viscosité on ne demande pas a ce que la condition
au bord soit vérifiée point par point, on ne demande pas a ce que u = g en tout
point de 99Q). On relaxe les conditions et elles deviennent :

0
min{a—? + H(z,t,Du),u—gt <0 sur 9Qx]0,T] (1.12)
et 5
max{a—ltt—kH(x,t,Du),u—g} >0 sur 90x]0,T] (1.13)
On retouve donc le principe de comparaison dans ces équations.
Au temps ¢t = 0 la condition devient :
0
min{a—z + H(z,t,Du),u — g,u —up} <0 sur 90x]0,T] (1.14)
et P
max{a—? + H(z,t,Du),u —g,u—up} >0 sur 902x]0,T (1.15)

Ainsi, avec une telle condition il n’est pas nécéssaire que g et ug coincident sur 0f.
Un exemple ou la condition au bord n’est pas vérifié de facon exacte mais ou il
existe une solution au sens de viscosité, par exemple la solution de :

|u'| =1 sur [0,1],

u(0) =0,
u(l) =2.

Un avantage qui apparait lors de la formulation au sens de viscosité, c’est qu’il
n’est plus nécessaire que la condition initiale corresponde a la condition au bord au
temps 0, c’est a dire que 'on peut avoir g # wug sur ).

1.2.3 Stabilité et principe de comparaison :

Un autre résultat important de la théorie des solutions de viscosité est un résultat
de stabilité.

Théoréme 1.2.1. Soit H, une suite d’Hamiltoniens convergeant vers I’Hamiltonien
H dans C (Q x R x RN x SN). Soit ue solution de viscosité de :

H(x,uc, Duc, D*u.) = 0.
Alors, st ue — u, u est solution de viscosité de :
H(z,u, Du,, D*u) = 0.

Ce résultat permet d’obtenir des résultat par perturbation de ’équation initiale.
Une application classique de ce résultat et la méthode de viscosité évanescente (d’ou
les solutions de viscosité dirent leur nom), elle correspond a étudier le probleme :

—eAuc + H(x, ue, Du.) = 0.

On a des résultats d’existences et d’unicité pour les u.. Si de plus on peut montrer
que u. est borné dans L™ et dans un espace de Holder W%, alors on peut, en
utilisant le théoreme d’Ascoli, montrer la convergence d’une sous-suite vers une
fonction u solution de :

H(z,u,Du) =0.
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L’unicité de la solution a cette derniere équation ne peut pas étre montrée par
une telle méthode, mais si on connait 'unicité par un autre résultat, on peut alors
montrer la convergence de toute la suite vers u.

La plupart des résultat de la théorie de viscosité tiennent sur ’existence d’un
principe de comparaison. Ces principes consistent a dire que si u et v sont deux
solutions de viscosités de la méme équation (ou respectivement une sous et une
sur-solution), et que les conditions aux bords (ou initiales) de u sont plus petites
que celles de v, alors u est plus petit que v.

C’est a dire que I'on veut trouver des conditions sur H pour que si ujpq < vjaq
avec u une sous-solution et v une sur-solution, alors u < v.

De méme, si on essaye de résoudre :

ug + H(z,u, Du, D*u) =0 Vo RN, (1.16)

on aimerait avoir que si u est une sous-solution et v est une sur-solution, avec
u(z,0) < v(x,0) pour tout z € RV, alors u < v.

Le but de ce principe est de pouvoir comparer les solutions entre elles, de plus
c’est principes sont utiles pour essayer de montrer I’existence et 'unicité de solutions
de viscosités.

1.2.4 Méthode de Perron :

L’un des méthodes traditionnellement utilisée pour montrer ’existence de so-
lution de viscosité est la méthode de Perron, cette méthode consiste a définir une
sous-solution u et une sur-solution v avec u < v. Puis, on regarde la fonction

w(x) := sup{u(x) telles que @ sous-solution et & < v}.

Ensuite, on montre que cette fonction est une sous-solution (comme borne supérieure
d’un ensemble de sous-solution) et une sur-solution (ceci se montre par contradiction
en montrant que sinon on pourrait construire une sous-solution supérieure a w), ce
qui implique que c’est une solution de viscosité.



Chapitre 2

Planelike minimizers

2.1 Introduction

In this section, we consider the homogenization of a periodic interfacial energy,
such as studied in a recent paper of L. Caffarelli and R. de la Llave [CdIL01]. We will
show that after appropriate rescaling into e-periodic energies, and sending ¢ to zero,
we get convergence to an anisotropic perimeter (in the sense of I'-convergence), with
an interfacial energy simply characterized by the energies of plane-like minimizers in
balls of large volume. In [DLNO06], a similar study has been performed, however there
the perimeter itself is replaced with a two-phase singular perturbation problem (as in
the seminal papers of Modica and Motorla [MM77a, MM77b]), with some parameter
0 > 0 representing the width of the interface. Then, § and € are sent simultaneously
to zero, however, also the ratio é/¢ — 0 so that in spirit the problem is the same as
ours, and the limit is of course the same. See also [BZ08].

We provide here a direct proof of this homogenization result. It is quite standard.
It turns out, though, that in most cases it is “useless” (and probably in all cases),
in the sense that thanks to the coarea formula for BV functions, our problem can
be cast into a more standard homogenization problem in the space of functions
with bounded variation [Bou87, Ama98, BCP95]. An interesting point, though, is
the fact that the interfacial energy in both point of views is not given by the same
formula : so that we deduce an equality between two problems, which is at first
glance not completely obvious (however this identity is already observed, in some
cases and up to minor changes, by Braides and Chiadd Piat in [BCP95]).

Another interesting consequence is that we can use the cell problem in [Bou87,
Ama98, BCP95] in order to derive a new proof of Caffarelli and de la Llave’s re-
sult, with a quite different construction. This approach can probably generalized to
other, similar problems where quasi-periodic sets satisfying some kind of maximum
principle are to be built (such as minimizers for nonlocal or degenerate perimeters,
which are restrictions to sets of a functional satisfying some co-area formula, see for
instance [CGL]), although, in some sense, the situation here is among the simplest.

In what follows, @ = [0, 1)%, and by Q* we denote the d-dimensional torus R?/Z?.
Functions or measures over Q* will implicitly be identified with @-periodic functions
or measures in R? (some care though has to be taken with periodic measures which
weigh 0Q). We consider here g € L4(Q¥) with ng =0, and F(z,p) : Q' x R —
[0, +00), continuous (periodic) in z, convex and one-homogeneous in p, with

clpl < Fz,p) < cpl (2.1)
for any p, for some positive constants c,, c*.

9
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We assume the existence of § > 0 such that for any F C @ with finite perimeter, !

To(B) = /Q L Pp@) i @) + /Q a@)de > 5Per(B.Q). (22

where here and in the whole paper, vg is the inner normal to 9*E. Here Per(E, Q) =
HI~L(O*E N Q) is the part of the perimeter of E inside @, including the possible
trace on 0Q N Q. The inequality (2.2) holds (as observed in [DLNO06]) for instance
if |glla = llgllL4() is small enough, indeed, we have in this case

/ g(x)dx = —/ g(x) dx
QNE Q\E
< |lglamin{|Q N EL,|Q\ E[}T < ClgllaPer(E,Q) (2.3)

for some constant C' depending only on the dimension (see for instance [AFP00]),
hence as soon as ||g||¢ < ¢./C we can find 6 > 0 such that (2.2) holds.

Let us observe that a quite deep result of Bourgain and Brézis [BB02, BB03|
shows that if g € L4(Q), there is a vector field o € C°(Q* R?) (we can assume
moreover that o = 0 on Q) with divo = g, hence

/Q P i @) + / o(z) dz

QNE

= [ Pe) - ofe) - ve(e) M0 @)
QnoE

We see that letting F'(z,p) := F(x,p) — o(x) - p, we can get rid of the external
field g (and F’ will satisfy (2.1) if ||g||4 is small enough). We discuss this in detail
in Section 2.4 : in fact, we actually show that (2.2) yields the existence of such a
o. We also show that (2.2) can be a bit weakened, thanks to the results in [BB02,
BBO03]. There exist other works on the subject. Some recent results can be found on
[DPT11].

We consider in this paper a first problem, quite standard, which regards the
I'-limit of the energies

&(E) = /E)*EQQF(g,I/E(:E)) del(xHi/ng(j) de,  (2.4)

defined on finite perimeter subsets £ C Q where € is a bounded open subset of R?,
with Lipschitz boundary. Here €2, is the union of all cubes ¢(k + Q), k € Z9, which
are contained in 2. Considering also the integral of g over Q \ Q. would produce
annoying boundary effects.

The result we show (which is not new, see [DLN06] where a similar issue is
addressed in the framework of a singular perturbation problem, and the discussion
below, but we give a direct proof for the reader’s convenience) relies on a theorem of
L. Caffarelli and R. de la Llave [CdILO01], that we now quote. Consider the functional

J(E) = /B*EF($7VE)de_1($) + /Eg(sc)dac (2.5)

(which is a priori finite only for sets E with compact boundary). Following [CdILO01]
we introduce the following definition of a global minimizer in R? :

1. We refer for instance to [Giu84a, EG92] for the definition and properties of sets of finite
perimeter (a.k.a. Caccioppoli sets), and of their reduced boundary 0*E.
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Definition 2.1.1. We say that £ C R? with locally finite perimeter is a class A
minimizer for J if for any bounded set B C R? and any E' C R? with EAE' =
(E\E")U(E'\ E) € B, we have

/Bﬁ@*E F(z,vg)dH (z) + / g(x)dx

BNE

d—1
< [ Fawp)aw@ + [ g

BNE
The theorem of Caffarelli and De La Llave [CdILO1, Theorem 4.1] is as follows.

Theorem 2.1.1. For any v € R?\ {0}, we can find a connected set E, (depending
only on v/|v|) such that
(i) For some M independent of v, depending only on c.,c* and g, we have

8E,,C{x€Rd oy < My},
E,o{zeR':z-v>Mp|},
E,c{zeR:2-v>-Mp|}.

(ii) E, is a class A minimizer for J .

(i1i) OF, is “quasi-periodic”.

(For practical reasons we choose here to have v pointing towards the interior of
the set E, rather than the exterior.) The point (i) of Theorem 4.1 in [CdILO1],
which claims that the projection of E, onto QF laminates the torus, also follows
from the new proof (quite different from Caffarelli and de la Llave’s—though relying
essentially on the same properties) which we will give in Section 2.3, however we
did not particularly investigate this point, so that we prefer not to mention it. In
general, we do not expect this lamination to be a foliation (i.e., to be dense in the
torus), see Remark 2.3.1 below. This is clearly not the case, for instance, when the
direction is “rational”, that is, if v = p/|p| for some p € Z<, since in that case the set
E, can be shown to be periodic, which improves statement (7). When the direction
is not rational, the set is “quasi-periodic” in the following sense : for any integer p
with p-v > 0, then E, +p C E,, whereas if p-v < 0, E, +p D E,. If p, is a
sequence of integer vectors with p,, - v — 0, then E, + p,, converges (locally in L)
to E,. These statements are true provided F, is in minimal or maximal in some
sense, we will not discuss this issue in this paper anymore since the proofs would
be the same as in [CdILO1].

A fundamental point in this result is the fact that M is independent on the
direction : letting I, = {x € R? : z-v > 0}, the theorem provides given any
direction v € S 1 a minimizer E, such that the Hausdorff distance between the
surfaces OF, and 0I, = {x - v = 0} is bounded by the uniform bound M.

Another important result in [CdILO01] is Proposition 10.1 (and Equation (10.2))
which states that for any v € %=1, the limit

1
o(v) = lim ——— / F(z,vg, d’Hd_l—i—/ g(x)dx
2 L—oo wg—1 L1\ Jp(0,0)n0E, ( ) B(0,L)1NE, (@)

(2.6)
exists and defines, after one-homogeneous extension, a convex function in R?. Here
wq—1 is the volume of the unit ball in R4~ and B(0,L); = U{z+Q : = €
ZN 2+ Q C B(0,L)} so that g is integrated only on “complete” cells. The result,
in our case, needs be a bit more precise, see section 2.5.

Using these results, we show in Section 2.2 the I'-convergence of the energies &,
of (2.4), as ¢ = 0, to the anisotropic perimeter

E(E) = 8*E¢(VE(x))de—1(x). (2.7)
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defined for any finite-perimeter set £ C ).

Using the coarea formula for functions with bounded variation [EG92, AFP00], it
is easy to relate this I'-convergence to more classical results on the homogenization
of functionals with growth 1 (see [Ama98, BCP95]), for which the limit density
¢ is known to be given by a cell problem. This observation actually leads us to
consider the cell problem for functional 7, and give (in Section 2.3) a new proof
of Theorem 2.1.1, which might be not simpler than the one in [CdILO1] (it shares
some common steps), but we believe has its own interest.

Eventually, in Section 2.4, we discuss the possibility of integrating out the ex-
ternal field g in the surface tension F', and show that the results in this paper still
hold under coercivity assumptions that are slightly milder than (2.2).

2.2 Homogenization of the interfacial energy

Our goal in this section is to show the following. We assume here that the
functionals £ and & are extended to all Borel sets in €2 by letting £.(F) = E(E) =
400 if E does not have finite perimeter. It will be also convenient to introduce the
“localized” version of &, denoted by E.(F, A) for A an open set, which is given
by (2.4) with Q replaced with A. In this localized version the second integral is also,
by convention, on the set A, which is the union of the cubes z + €Q, z € £Z, such
that z + eQ C A. Then, we have (assuming, still, that 0 is Lipschitz) :

Theorem 2.2.1. & T'-converges to £ as € — 0, where the convergence is in the
space of Borel sets endowed with the topology of the L'-convergence of their charac-
teristic functions.

This means that given €, | 0, for any Borel set £ C {2 we have :
— for any (E,)n>1 sequence of Borel sets with |E,AE| — 0,

liminf & (E,) > E(E); (2.8)

n— oo

— there exists (E,)p>1, with |E,AE| — 0 as n — oo, and

limsup &, (E,) < E(E). (2.9)

n—oo o
Here, E,AE = (E, \ E)U(E\ E,) (the symmetric difference).

Remark 2.2.1. We also prove the following compactness property : if (E,,),>1 is
a sequence of sets such that sup,, &, (E,) < 400, then, up to a subsequence, E,
converges to a finite-perimeter set £ C €2, in the sense that |E,AE| — 0.

Remark 2.2.2. We used here an argument of homogenization by blow up. This is
also done by Braides Maslnenikov and Sigaloti in [BMSO08].

2.2.1 Proof of (2.8)

Consider (E,),>1 a sequence of sets. Up to the extraction of a subsequence
we may assume that liminf, ,o & (Ey,) = lim, . &, (E,), and without loss of
generality we assume it is finite (otherwise, there is nothing to prove). We will show
both (2.8) and the statement in Remark 2.2.1, that is, that E,, converges (up to a
subsequence) to some set F if the energies &, (E,) are uniformly bounded.
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Let us define the measures p,, by

X
Yy = E / F<,un:v>d?-ld_1x
< B*Enﬂfn(k‘i‘Q) €n " ( ) ( )

kezd
en(k+Q)CQ

1
+ = g (I) do |6, v, (2.10)
En JE,.Ne, (k+Q) En

It is actually defined as a sum of Dirac masses on the points €,k of €,Z¢ N Q, such
that ,(k + Q) C Q. It is important here that @ is defined as [0,1)¢ (containing 0
and not 1), as the first integral is on a singular measures that might weight (d — 1)-
dimensional surfaces, and we do not want some to be counted twice (or never) in
the sum.

We have &, (E,) > un(Q). By (2.2) and the definition (2.10) of u,,, we have that
Un () > dPer(Ey,, ). By (2.1), we also get a bound on Per(E,,Q2\ )., ) : hence
we have that (xg, )n>1 is equibounded in BV (), and that the p,, are nonnegative
measures, which are uniformly bounded. Hence, up to a subsequence we may assume
there exists some measure p and some finite-perimeter set E such that p, — u as
measures, and that yg, — xg (in L'(2) : hence the compactness property in
Remark 2.2.1 is shown). We have

p(2) < liminfp(Q,) < liminf &, (Ey)
so that (2.8) follows if we show that u > ¢(ve)H4 1L 0*E.

A way to show such an inequality is to estimate the Radon-Nikodym derivative
of the measure p with respect to H?~'_0*E, and to show that it is actually lar-
ger than ¢(vg). By the Besicovitch derivation theorem (see for instance [AFP00,
Theorem 5.52)), it is given for H¢ -a.e. x € 9*F by

)
r—=0 HA=1(B(z,r) N O*E)

In particular, at a regular point g (where 9*F has (d —1)-density 1, a normal vector
vg(xo), and the blow-up sequences of E converge to {(z — z¢) - vg(xo) > 0}) the
limit becomes

(B(xo,1))

¢ = lim "

lim S (2.11)

where wy_1 is the volume of the unit ball in R4-1.
Let us now show that ¢ > ¢(v), where v = vg(z¢) is the inner normal to O*E at
xo. Notice that since x is regular, we also have

lim fB(zO}Qr) |X{(w—wo)-VE(:co)>O} —xe(r)|dz _ 0
r—0 rN o

For a.e. r > 0 (small), we have

w(B(zg,r)) = lim pn(B(zo,7)),

n—oo

and
/ ‘X{(asf:ro)»VE(zo)>0} - XE(J")‘ dz
B(zo,27)

= lim |X{(ZL’7£E())'VE(I(])>O} (.’L‘ — CL‘()) — XE, ($)| dx .

"% J B(o,2r)
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Hence, using a diagonal argument, there exist subsequences n,, and r,, such
that e/, = ey, /Tm — 0,

fin,,, (B(20,7m))

{ = lim 2.12
m— o0 C 7d717«d71 ( )
zo.2r ) IX{(z—z0)-v 0 XE,,, \Z)|ax
i B(z0,2r,,) IX{(z—z0) Ed(ﬂco)> } 0. (2.13)
m—oo r

We let as before I, = I, () = {# € RN ,z - vg(zo) > 0}. We now make for
each m the change of variable © = zg + r,,y, and we define E!,, = (E,, —0)/rm C
(Q — z0) /7. It follows from (2.13) that

lim Ixz;, (y) = x1, (W) dy = 0. (2.14)
m=° JB(0,2)
Letting B,,, = U{en,, (k+Q) : en, k € en,, ZNB(x0, )} and B!, = (Bpm—20)/Tm.,
we have, on the other hand :

pin (B(20,7m))

rﬁf 1

L )0 o= L o(5)
— F|—,vg, (z)|dH r)+ — gl — ) dx
Tt < 8*En, NBm \Enm () (@) € JE,, NBym \Enm

Zo Yy — 1 Zo Yy
= / F 7+f,l/E;n(y) de 1(y)+f/ qg 7+f dy
O"El,NB,, \fnm  Em €m JE B, \€npm  Em

Let now 6,, € [0,1)? be the fractionary part of o/e,,, , that is, the vector ((6,,):)%,
whose ith component is (6,,); = (x0)i/en,, — [(Z0)i/€n,,] (Where [-] is the integer
part, and (zg); is the ith component of z(). By periodicity, we may clearly replace
the argument xo/e,,, + y/e), in the two last integrals above with (e},,0,, + vy)/el,.
Alternatively, we can change again variables and define E/ = E! + ¢/ 0,, and

B! =B/, +¢&! 0, : we find

H m(B(l‘o,T'm)) Yy _ 1 Y
Chm A AT M7 -1 = F - Z/E’:'/L (y) de ! (y) + - g - dy
m o*EI Bl \&m E€m JEINBY, \€m

and it follows from (2.12) that

1
wg—1¢ = lim F (y Z/E,;,;(y)> dH (y) + */ g (%/) dy,
E

’
m

m=0 JoE! NBY, Em’ €m JErABY \Em
(2.15)
moreover, it also follows from (2.14) that
lim IXEy () = X1, ()| dy = 0. (2.16)

m=0 JB(0,3/2)

Since By, = (B(zo,7m) N €n, Z%) + en,, Q, the sets B!, , B! above are given
exactly by,
B, = (BONN{eh—2 s kezt}) +2,Q
Tn
and
B! = ((B(O,l)—&—s’QO)Oand) +e.Q, (2.17)

Observe that for any s < 1, B(0,s) C By, for m large enough.
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Let n > 0. Let E, be the set provided by Theorem 2.1.1, and for s € (1—2n,1—n)
which will be choosen later on, define

E, = (¢ E,\ B(0,s)) U (E" NnB(0,s)) .

Then, by the minimality of E,, we have

Yy - 1 Yy
/ . F = vs (v) dH*(y) + T/ gl = )dy,
o E,nBl \€m 7" €m JE.NBY \&m

Yy , 1 Yy
> / F (,W(a;nEV)(y)) dH (y) + T/ g (,> dy,
(e, E,)NB!,  \Efm €m J(e!, E,)NB! \Em

which converges (see (2.6), and details in the appendix) to H4~1(91, N B1)d(v) =
wd—1¢(v) as m — oco. Hence the inequality ¢ > ¢(v) will follow from (2.15) if we
show that (for a suitable choice of s) the difference

€, (B, By) = oy, (En, By)

Y - 1 Y
= / F (,vVE;,a(y)) dH " (y) + T/ g (,> dy
O*E!NBy, \Em Em JEINBY \Em
Yy - 1 Yy
- / R F <,’V1:3m(y)) dH*(y) + T/ g <,) dy (2.18)
BBl \€m €m JE.NBY \€m

is bounded from below, as m — co, by some quantity which modulus is arbitrarily
small.

Call R,, the region made of all cubes z + ¢/,Q, z € ¢}, Z% which intersect
9B(0, s) (we denote by N, the number of such cubes), S,, = (B!, \ B(0,s)) U R,
R! =5, \ Ry, (sothat S,, = R,, UR., ). In B”\ S,,, the sets E/. and E,, coincide,
so that the difference in (2.18) is also given by

Er (BN, Sm) —Eer (B, Sm)-

m m

If we develop, we find

ga;n (E:.,/I, Sm) - gsﬁn (Em; Sm)

Y - Y
= / F </7VE:,@(?J>> dH’ 1(y)+/ g <,) dy
O*E!" N(RmUR.) \€m E” N(RmUR’) \€m
- s;n(dnElem)

i d—1
. F ’”’E,,(y)d’H y
/a*(s;,bEum(Rm\B(o,s)) (5’m (e, 8,) (Y) (y)
y —
B /aB(o —— (gfaVEm(y)> dH ()

y - y
_/ F(,vVE;:L(y)> dH (y) —/ g </) dy (2.19)
OB}, N(RmNB(0,5)) \Em EpmNRm \€m

which is larger than (using (2.1) and (2.2))

- gE/m(E;nElMR;n)
— ¢ Per(el, By, R \ B(0,5)) — c*HIH(0B(0,5) N (B A(e), E)))
1 X
A (*) (xey, — X, ) (@) dz. (2.20)
R 3

!/
Em m
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Denote respectively by —A! . i = 1,2,3,4 the four terms of this expression.
By (2.53),

limsup AL < ¢(v)yHI (I, N (B(0,1)\ B(0,s))) < C(1 —s) <2Cn. (2.21)

m—0
Observe that the number A, of cubes z+¢/, Q, z € €/, Z%, which compose the set R,
is (at most) of order (1/¢/,)*"*. (Indeed, R,, C B(O,s++/de!,)\B(O,s—+/de!,) so
that /4N, < Ce!,.) Moreover, the number of such cubes which intersect d(¢/,, E,)

(which is at distance M from 9I, by Theorem 2.1.1) is at most of order (1/e, )42
(using the same argument). Since the perimeter of ¢/, E, in each such cube is of

order /¢=1 A2 is of order £/, hence
lim A%, = 0. (2.22)
m—0

Since both sets E! and £/ E, converge to I, as m — 0o, up to a subsequence we
know that for a.e. choice of s € (1—2n,1—n), HI"1(0B(0,s)N(E! A(e),E,))) — 0.
Hence, if we choose well s,

Jim A3 = 0. (2.23)

It remains to bound A% . We have, for any cube z + €/, @ which intersects dB(0, s)
(z € €,79),

) 1-1/d
xr

T/ g (*) (xey, —xp, )(@)dr < [glla / IxEr — xg, |dz

€m Jzte,,Q € 24el Q

so that (summing on all such cubes and recalling N, is the number of cubes which
constitute R,,)

1-1/d
A< NYYglla </ Xz, —XEmdf”)

Rm

< C

i 1-1/d
7 / IXEr — Xxp, |dv (2.24)
€m J B(0,s+Vde!, )\B(0,s—/de!,)

where we have used the fact that A, < Ce’L=¢ and R,, C B(0,s+/de’,)\ B(0,s—
Vde!,). Since (by Fubini’s theorem)

1—n 1
/ — / IXEy — X, | do ) di
1—2n \ €m J B(0,t+Vde!, )\ B(0,t—/de,))

B(O,1—n++de!, )\ B(0,1—2n—/de" ) ' "

as m — 00, up to a subsequence we find that for almost any choice of s € (1 —
2n,1 —n), the right-hand side of (2.24) goes to zero, hence :
lim A2 = o0. (2.25)

m—roo

Collecting (2.21), (2.22), (2.23) and (2.25) we deduce that

liminf &, (E;,,By,) — &

m— o0

(Emngz) 2 _2C77

/
m

for some constant C. It follows (from (2.6) and (2.15)) that £ > ¢(v) — 2Cn/wg—1,
and since 7 is arbitrary we get £ > ¢(v), which was our claim. Hence (2.8) holds.
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2.2.2 Proof of the inequality (2.9)

The proof of (2.9) in the particular case of polyhedral limit set is given in the
section 2.5 (Corollary 2.5.3), where several “simple” limits of & are investigated.
We deduce here (2.9) in the general case.

Let E C Q is an arbitrary set with finite perimeter. Here we need to assume
that 02 is Lipschitz. In this case, it is standard that it is possible to approximate
E with sets E,, which are the intersection of {2 with a polyhedron, and such that
lim,, o HI"YH(OE, N Q) = Per(E,Q). The Reshetnyak continuity Theorem (see
[AFP00, Theorem 2.39]), together with the continuity of ¢ (Corollay 2.5.4) show that
lim, o E(E,) = E(E). By corollary 2.5.3 and a diagonal argument, we therefore
can find sets (E.).>o such that |[E.AE| — 0 as e — 0 and limsup,_,( & (F;:) <
E(E). We deduce (2.9).

2.3 A new construction for the plane-like minimi-
zers

The coarea formula for BV functions shows that if u € BV(Q) (the space of
functions with bounded variation in Q [EG92, AFP00]), then

Fo(u) = /QF(g,Du) n /Qg(:) u(z)de = /+0085({u>3})ds

oo

and it is not difficult to deduce from Theorem 2.2.1 that F. (extended by the value
+00 to functions u € L*(Q) \ BV(Q2)) I'-converges to

]:(u) L fQ ¢(Du) ifue BV(Q) ,
T +oo if we LN(Q)\ BV(Q).

See for instance [CGL, Prop. 3.5].

On the other hand, it is well-known (at least when g = 0, see [Ama98, BCP95])
that F. I'-converges, as ¢ — 0, to F if the convex one-homogeneous function ¢ is
replaced with the solution 1 of the following cell problem : for each p € R,

Y(p) = ue}gn‘ir(lm)/@n F(z,p+ Du) + /Qg(x)(p.:chu(z))d:c (2.26)

where BV (Q¥) denotes the space of BV functions which are integer-periodic in
R? Here, the important result is that the I-limit is independent of the class A
minimizer define in the theorem 2.1.1.

It is a priori quite important in the first integral here to consider the variation
of the (periodic) measure F(z,p + Du) on QF (rather than just @, since it may be
positive on 9Q)), however, for a given p and a minimizer v for (2.26), if | Du|(8Q) > 0,
we might translate slightly v and g (v — u(-—7), g = u(- — 1), or equivalently 7 —
T+Q, 7 € R?) to get a new problem with the same value and such that | Du|(0Q) =
0. Hence in what follows we will not bother about this issue and implicitly consider
that the derivatives of our functions do not charge 9Q (and by periodicity, k +
0Q, k € Z%). Observe also that by standard regularization arguments [Giu84a], the
min in (2.26) is also the infimum over smooth, periodic functions u — for which
integrating over Q or Q% does not make any difference.

It is clear that (2.26) defines a convex, one-homogeneous function . Letting
u = 0 in the problem yields

Y(p) < (" +llglla)lpl- (2.27)
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On the other hand, provided as before that assumption (2.2) holds (for instance,
if ||g||4 is small enough), we have that the functional which is minimized in (2.26) is
coercive in BV, so that the problem is well-posed and admits actually a minimizer.
Indeed, given a function u and letting v(z) = p -z + u(x), we have (using fQ g=0)
in view of (2.2)

+oo
/ F(z,p+Du) + / g patu@) > [ Jolfv>shds > 8Dv|(Q),
v ¢ - (2.28)

in particular we deduce that
U(p) > dlpl. (2.29)

Fix now p € R?, and let u be a minimizer in (2.26). Let v(x) = p-x+wu(x) (which
is in BVi,.(R?)). For any s > 0, let E5 = {v > s}. Then we show the following :

Proposition 2.3.1. The set Ey is a class A minimizer for J.

Proof: The proof relies on convex duality and a calibration argument.

Step 1. Euxistence of a “calibrating field”. First of all, we have that for any p € R¢
and u € BV (Q%),

Hy(u) = F(z,p+ Du)

Q!
= sup {p/ o(x) das—/ u(z)divo(z)dx :
Q Q
o e C®(QLRY) ,o(x) € O(x) Va € Qﬁ} (2.30)
where for each z, C(x) is the convex set
C(z) = {qeR’: q-p< F(a,p) p R},

such that sup,e () ¢'p = F(2, p). This representation is found for instance in [BV88,
BV89], and is not too difficult to show. The key point is the fact that — thanks
to the continuity of FF — for any 6 < 1, there exists n > 0 such that |z —y| < 7@
yields 8C(y) C C(z), so that building fields satisfying the constraint at each point,
or regularizing these fields, is relatively easy. Given u € BV (Q¥), a Besicovitch co-
vering argument allows to build a measurable field o, constant in balls, and such
that o(z) € C(z) a.e. and fQﬁ o (p+ Du) ~ fQu F(z,p+ Du). Then for any 6 < 1,
a mollification of Ao will provide a C*° field with the same properties.

On the other hand, if v € L¥@=D(Q%) \ BV(Q*), then the right-hand side
of (2.30) is +o0, and we also set H,(u) = 400 in this case.

Let Ky be the convex subset of L(Q*) :

Ky = {—divo : 0 € C®(Q%R"),0(z) € C(x) Yz € Q*}.

it
and K = KL @ its closure in L?. For h € Ky, let

Gy(h) = inf{—p-/@o(x)dw o€ C°(QLRY),

o(z) € Ox) Vo € Q¥ ,h = —diva} ,
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and let G,(h) = +oo if h € LY(Q*) \ Ky. One checks that this defines a convex
function of h, so that, in particular, its lower semicontinuous envelope (in L%) is a
convex function with domain K, which coincides with its convex lower semiconti-
nuous envelope G7*. Then (2.30) expresses that

Hy(u) = Gy(u) = sup (h,u)papa/a- — Gp(h)
heL4(Q?)

is the Legendre-Fenchel conjugate of G, (in the duality (L%, LY/ (4=1)) see [ET99])
so that and H; = G*. Now, u is a minimizer for (2.26) if and only if

—g € OHy(u)

(this is obvious from the definition of the subdifferential 9H,(u), which is the set
of h such that Hy(v) > Hp(u) + fQ h(v — u) dx). The Legendre-Fenchel’s identity
shows that it is equivalent to

_/Qg(a:)u(w) de = Hp(u) + G;*(=9).

Since there must exist h, € Ko such that h, — —g and G*(—g) = lim, G,(h,,)
(

)

it shows the existence of a sequence o,, € C*(Q*), such that dive, — g in L?
—p- fQ ondr — G3*(—g) and

—/ div o, (2)u(z) de + p-/ on(z)de — Hpy(u) (2.31)
Q Q

as n — 00. Observe that since v has bounded variation (and is periodic), and o, is
smooth and periodic, the integrals can be written fQﬁ on(z) - (p+ Du).

Step 2.  Proof of the minimality of E,. The sequence o, built in the previous step,
seen as a periodic field over R?, is now used to show the minimality of the level sets
E,. Consider a large ball B and denote B’ = Uy gnp.ok + Q where k € 7%, Let
v(xz) = u(z) + p - x, where u is as before. The co-area formula for BV functions
yields

“+o0
/ / Fla, vm, (2)) dH(z) ds
—00 B'NO*E
—+oo

= lim / on(x) - vp, (x) dH " (x) ds
'NO*E

n—oo [_

and since o, (x) - vg, () < F(z,vg, (x)) we deduce that up to a subsequence, we
have for a.e. s € R

lim on(x) v, (x) dH Y z) = /B/ma*E F(z,vp, (x)) dH" (z).

n=0 JBrno*E,

Fix s such that this is true, and let now E’ be a set with E'AE; € B. We have, as
On — g

/ F(x,vg)dH™! —|—/ gdz

B'NO*E’ B'NE’

> / on-DwaL/ gdx =/ Un'DXE5+/ Un'D(XE’_XES)+/ gdx
!’ B/mEl 1 B/ B/mEl

= / on - Dxg, —/ divo,(xer _XES)“"/ gdx
!’ ’ B/nEl

— F(z,vp,)dH¥ lds + / gdz
B/NO*E, B'NE,
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as n — oo, showing the minimality of E,. We deduce easily that for a.e. s, F is
a class A minimizer for J. The proof that E, is a minimizer for all s follows from
the fact that Ej is the limit of any sequence E, with s; | s (s; > s), s; such
that F, is a class A minimizer, and the stability of class A minimizer, see [CdILO1,
Sec. 9].2 O

The next lemma is classical, and shown for instance in [CdILO01]. For the reader’s
convenience we include a very quick proof of the first inequality, the second being
analogous.

Lemma 2.3.2. There exists 1o > 0 and v > 0 such that for any v € R :
— if |B(z,7) N Es| > 0 for any r > 0 then for r < rq, |B(x,r) N Eg| > yrd,
—if |B(z,7) \ Es| > 0 for any r > 0 then for v <ro, |B(z,7)\ Es| > yr.
where Eg is a minimizer.

Proof: This is quite standard : letting B, = B(x,r), the idea is to compare the
energy of E and the energy of E¢\ B, for r > 0, small. The minimality of F yields
for a.e. 7> 0 :

/ F(z,vg)dH®! +/ g(z)dx < / F(z,—vp,)dH!
B.N&*E, E.NB, aB,NE,

hence, using (2.1) and Holder’s inequality,
e H B, NOE,) < SHENOB, N Ey) + |9l as,) | Bs 0 BT

Letting f(r) = |Es N B,| > 0 for all » > 0, and using the isoperimetric inequality in
R4, we find

caf ()T < Per(EsNB,) = H"Y(B, NOE,) + H (0B, N E,)
cy +¢* 1 d—1
< Ciﬂd '(0B, NE,) + ;HgHLd(BT»)f(T) a .

Since HYY(OB, N E;) = f'(r) for all » but a finite or countable number, and
choosing 7o such that if » < ro, ||gl|L(p,)/c+ < cq/2 (which is possible since g is
periodic and |g|? € L'(QF) is equi-integrable), we deduce that if r < r,

cy +c*

Cx

Cd _1

L pryh < 7).

Then, the conclusion follows from Gronwall’s lemma, and the constant v depends
only on ¢4, c*, and the dimension d — while 79 depends on ¢, and g. The proof of
the second inequality is done in the same way, comparing this time F; with the sets
E, U B,. O

It follows that F (which a priori is “just” a Caccioppoli set) is a closed set with
rectifiable boundary.

Corollary 2.3.3. The sets of points of Lebesgue density, respectively, 1 and 0 of E
are both open, hence we may consider Es as a closed set (the complement of points of
density 0), whose topological boundary coincides with the measure-theoretical boun-
dary (which is the set of points of density neither 0 nor 1), hence, up to a HI!-
negligible set, to the reduced boundary O*FE [AFP00, EG92, Giu84a].

2. Although the proof there is only sketched, but taking any competitor E’ with E;AE’ @ B,
for B a big ball, one easily shows that one finds competitors E} — E’ (of the form (E' N (1 +
t)B) U (Es; \ (1+1t)B) for a well-chosen t € (0,1/2), such that HI=L(O(1+t)BnN (Es; AES)) — 0)
with Es; AE’ € 2B and Per(E},2B) — Per(E’',2B) as j — oo, from which the minimality of E;
is easily deduced.
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The density estimates, together with the coarea formula, yield an estimate on
the oscillation of v (where v is define by : v(x) = u(x) + p.x with p is a given vector
and v is the minimizer in (2.26)) :

Corollary 2.3.4. There exists C > 0 (depending on c*,cy,g, but not on p) such
that oscg(v) < Clp|. (Equivalently, osco(u) < C|pl.)

(Here oscq(f) = ess supg f — ess infq f.)

Proof: If x € OEj, it follows from Lemma 2.3.2 that |B(z,79) N Es| > yrd and
|B(z,70) \ Es| > ~rd. In particular, if z € 0E, N Q, we have (assuming 79 < 1)
min{|(—1,2)% N E,|,|(—=1,2)¢ \ Es|} > yrd. We deduce that Per(Es,(—1,2)%) >
C'yd%l rg*1 for a constant C' depending only on the dimension. Hence,

/ IDv| > Cri'[{s €R : OE,NQ # 0},
(—1,2)4

and we observe that [{s € R : 0E, N Q # 0}| = ess supgv — ess infgv. On the
other hand, using (2.27) and (2.28),

/(12)d |DU‘ B 3d/6;|DU| : C|p‘

where C depends on d, ¢* and ||g||4 (and 0, which depends on the properties of g).
We deduce that there exists C' > 0, depending on c,, ¢* and g such that |ess Supg v—
ess infg v| < C|p|, which shows the corollary. Of course the oscillation of u = v—p-x
on Q is bounded by (C + V/d)|p|. O

Corollary 2.3.5. There exists M which does not depend on p such that, if s is
such that OEsNQ # O : then OEs C {x : |x-p| < M|p|}, more precisely {z : -p >
Mlpl} € Es c{z : z-p > —M|p[}.

Proof: Just let M = C + 2v/d where C is the constant in the previous proof.
Indeed, if z € E,, that is, v(z) = u(z) +p-z > s, we have p-x > s —u(z). But since
OE,NQ # B, there is 2’ with |2/| < v/d and u(z')+p-2’ < s, hence s > u(z") —|p|Vd.
We deduce p -z > —oscou — Vd|p| > —(C — 2/d)|p|. O

To get a full proof of Theorem 2.1.1, it remains to show that the sets E; are
connected. In fact, we would just repeat here arguments similar to what is found
in [CdILO1] (see in particular Proposition 7.3), which show that not only E, but
also R \ Es, must be connected if E; is a class A minimizer. Hence we admit this
point, and this achieves our new proof of Theorem 2.1.1.

Remark 2.3.1. If v is a rational direction, that is, if v = p/|p| with p € Z%, then
the corresponding set F is clearly periodic : indeed, assuming for instance pg # 0
and denoting by (ei)le the canonical basis, there exist d — 1 independent integer
vectors q; = pge; — pieq such that ¢; - p = 0 so that Es + ¢; = {v(- — ¢;) > s} = F.
In particular, it is expected that v is, in general, flat with a concentrated gradient.
On the other hand, if v is irrational, one could expect that Dv is not singular and
OE; might foliate the torus (i.e., its nonintersecting leaves might be dense in the
torus), but this is not always true : for instance, if g = 0, F'(z,p) = a(z)|p| with a
continuous, @ = 1 outside of a ball in @ and a >> 1 in the ball half smaller, then
the region where a is large will be avoided by 0F; for any direction v, including
irrational. See [Ban87] for similar results in the classical context of KAM theory.

A consequence of this analysis is the following identity, which is already proved
in [BCP95, Theorem 5.1] (at least for g = 0 but if g # 0, we refer to the discussion
in the next section where it is shown how to “eliminate” g).

Corollary 2.3.6. ¢ = : the limits in (2.6) and (2.26) coincide on S~ 1.
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2.4 Elimination of the external field and weaker
coercivity

We show in this section that, thanks to a recent result of Bourgain and Bré-
zis [BB03], the external field g can be removed in our formulation, in the sense that
it can be integrated by part into the surface tension as soon as the global energy
is coercive. Pushing further this remark (Sec. 2.4.2) allows then to weaken a lit-
tle the coerciveness assumption which is necessary for Theorems 2.1.1 and 2.2.1.
A simple two-dimensional example illustrates the differences between these va-

rious hypotheses, see Section 2.4.3. A similar result was also prove by De Pauw
in [DPT11, DP09]

2.4.1 The coercive case is equivalent to the case g =0

Proposition 2.4.1. Assume (2.2) holds : then there exists F'(x,p), continuous and
periodic in x, convexr and one-homogeneous in p, with

dlpl < F'(z,p) <cpl (2.32)

(c*' > c. > 0) for any p € R? and such that for any E C Q with finite perimeter,
Jo(B) = / F'a, vi(2)) dH (). (2.33)
QNO*E

Proof: Since (2.2) holds and g € L4(Q) with ngdz = 0 we have (2.3), so we can
find € € (0,1), small, such that for any finite-perimeter set £ C @ (using Holder’s
inequality and the relative isoperimetric inequality in @),

0
_E/Eg(x)dx = E/Q\Eg(x) dx < §Per(E,Q)
so that 5
/F(:L’,Du) + /(1+e)g(:z:)u(:c) dx > §|Du\(Q)7 (2.34)
Q Q

for any u € BV (Q).
Thanks to (2.34), the problem

min /Q F(o, Du) + / (14 O)g(z)ulz) d

wEBV(Q) Q

has a unique solution (u = 0). As in the previous section (but now we consider
a functional defined for functions v € BV(Q), and not as in (2.26) for periodic
functions defined on the torus Q*), there is the representation

/QF(I,Du) = sup{ - /Q u(z)dive(z)dr : o € C(Q;RY) ,o(x) € C(x) Va € Q}

Hence, using similar convex analysis arguments, we deduce the existence of a se-
quence of compactly supported vector fields o,, € C°(Q; R?) such that as n — oo,

dive, — (1+e€)g

in LY(Q), while o,(z) € C(x) for any = € Q. Letting o/, = 7,/(1 + ¢), we find
smooth, compactly supported vector fields with dive!, — g as n — oo, while o/, €
C(z)/(1+¢) for all .
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Now, thanks to [BB03, Theorem 3] and the fact that [ o9 —divoy, dx =0, there
exist o/, € CON Wol’d(Q) with dive]! = g — divo],, and

lonlle < Cllg—divoylla — 0
as n — o0o.

Choose n large enough, in order to have ||} ||cc < ci€/2, and let o = o}, + ol..
We have dive = g, and 0 = 0 on 9Q, so that

/Q F(z, Du) + / g(z)u(z) dz = /Q F(z, Du)—o(z)-Du = / F'(z,Du), (2.35)

Q Q

where we have let F'(z,p) = F(x,p) — o(z) - p for any * € Q and p € R%. The
function F', extended by periodicity to R? x R9, is still continuous in z (since o
vanishes on 9Q)), 1-homogeneous and convex in p. Moreover we have for any x

1 Cy€
o(x)-p = o,(x)-p+op(x)-p < Tl @p) + bl
so that
/ 1 C4€
Flap) = Flap) +o(@) (-p) < Flap)+ —F-p) %l

IN

2+¢€ 1) e*lp)
+ c
1+e Pl

and

1—€)\ cue
ol - r _ p > S F _SC > &€
(z,p) (z,p) —o(z)-p = e (z,p) = = lpl 2 T Ip|,

hence the new F' satisfies (2.32) with new constants ¢, < c,,c*’ > c¢*. Observe
that (2.35) is equivalent to (2.33). O

Returning to the functional & in (2.4), we see that it is expressed as

E(B) = /8 *EQ(Q\QE)F(g,uE(x)) M () + /6 o (L vp(@) dn' @)

and its I'-limit can be deduced from classical results.

2.4.2 Weaker coercivity

Let us now assume that, instead of (2.2), F, g are such that for any finite-
perimeter set E in the torus Qf = R?/Z4,

/ F(x,vg(z)) dH* (x) +/ g(x)dz > §Per(E,Q"). (2.36)
QINO*E QINE

This assumption is weaker than (2.2) — it is simple to see that it is implied by (2.2),
see Section 2.4.3 for an example where it is not equivalent. On the other hand, it is
much more natural, since it does not depend on the “origin” of the periodicity cell.
Now, the same proof as above (still using convex duality and the result of Bourgain
and Brézis, this time in the torus [BB03, Theorem 1’]) shows the existence of a
periodic field ¢ € CONW4(Q*) such that dive = g, and F'(x,p) = F(z,p) —o(z)-
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p > c.|p| for any (x,p) € Q% x R?, for some constant ¢, > 0. In particular, for any
p € R? and u € BV (Q*),

/ F(a,p+ Du) + / g(@)(p- o +u(z)) de
Qﬁ

Q

~ | - 2)o@) - no(@)dH' @) + [ Fle.p+Du)
9Q QH

Qt

where the vector & € R? is defined by

6 = / i) AH ()
QN {zi=1}

for i = 1,...,d. Here, ng = —vg denotes the outer normal to (). Hence the cell
problem (2.26) can be restated as

= 6-p+ min F'(xz,p+ Du), 2.37
vo) = oop min [ Pyt Dw (237)

and, again, it admits a solution. Clearly, again, one can construct the plane-like
minimizers as before : it is enough to build them considering only the surface energy
F’, then, if E, is such a minimizer and £ C R” is such that E,AF € B,

/ F(z,vg, (z)) d?-ldil(x) + / g(z) dx
BNOE,

BNE,

- / F(z,ve(@) dH*™ (@) + / o(z) - np(x) dHI (x)
BNOE,,

O0BNE,

/ d—1 ez dflx
< [ Pt @+ [ o) e @)

:/ F(x,yE(x))defl(xH/ g(z)dz.
BNO*E

BNE

so that F, is also a class A minimizer for 7. We have shown the following :

Proposition 2.4.2. Theorem 2.1.1 still holds under assumption (2.36). Moreover,
the limit (2.6) also exists (and the more precise results in Section 2.5).

Hence, one could expect again the I'-convergence of the energies &, defined
in (2.4), to [, ¢(Dxe) = [o¢¥(Dxg). The situation is slightly more complicated.
In the limit case § = 0 in (2.2), we can still conclude :

Proposition 2.4.3. Assume (2.36) holds. Assume moreover that for any E C Q,
Jo(E) = / Fla, ve(z) dH (z) + / g@)de > 0. (2.38)
QNO*E QNE
Then the thesis of Theorem 2.2.1 still holds : E. T'-converges to &.
We will discuss in the end what happens whenever (2.38) is not satisfied.

Proof: In fact, there is almost nothing to prove. The proof of Theorem 2.2.1 only
uses (2.2) for essentially two purposes : (i) to show that the measures u,, defined
in (2.10) are nonnegative, or, similarly, when one needs to know that the energy
decreases if computed on “less cubes”, and (ii) to show that if (E,) are sets with
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sup,, &, (Fn) < 400, then they are uniformly bounded in BV(Q). In cases (i),
assumption (2.38) is enough. To show (ii), that is, that the (E,) converge up to a
subsequence to a finite-perimeter set E, one just notices that, after integrating by
part (1/en)g(z/en) = div (o(z/ey)), we have

E...(En) > cuPer(E,,Q\Qe,) + c.Per(E,, Q) +/

X _
XE, 0| — | -na. dH? 1,
0., € "

n

however, the last boundary integral is uniformly bounded as n — oo (by some
constant times H9~1(9Q)), so that still, the perimeters Per(E,, ) are uniformly
bounded. O

Now, what happens if (2.36) still holds but not (2.38) 7 The example in Sec-
tion 2.4.3 shows that the I-limit of £, could be strictly lower than £. However, it is
not a very natural counterexample. In fact, it still holds :

Proposition 2.4.4. Assume (2.36) holds. Let E,, E be finite perimeter sets such
that
E, — E, that is, |E,AE| =0 asn — oo,

lim sup (hm sup Per (E,,{z € Q : dist(z,00Q) < 5})) =0, (2.39)
6—0 n—00
that is, the measures HY"'|_0FE, do not accumulate on the boundary as n — oo.
Then, there holds (2.8).

On the other hand, (2.9) holds under the weaker assumption (2.36), see sec-
tion 2.5. A consequence (which in fact is simpler to prove that Proposition (2.4.4))
is that if B € 2 is a subdomain of €2, then & still I'-converges to £ on the res-
tricted class of finite-perimeter sets with support in B. A more general result is a
I'-convergence of &, to £ with “well prepared” Dirichlet boundary conditions :

Corollary 2.4.5. Let E° C Q) be a finite-perimeter set, and B € Q2 an open set. Let
E? be a recovery sequence for E°, as provided by (2.9). Let EX(E) := E(E) if E is
a finite-perimeter set in Q with EAE? C B, and +oo else, and let EO(E) := E(E)
if EAE® C B and +cc else. Assume (2.36) holds. Then E9 T-converges to E°.

Of course, the “most natural” convergence result in this paper is this one, since
both Theorem 2.2.1 and Proposition 2.4.3 treat the boundary of the integral on g
in a quite arbitrary way, which in particular depends on the “origin” of the cell of
periodicity, see the discussion in Section 2.4.3. All these results should coincide for
compactly supported sets.

Proof of Proposition 2.4.4 We first show that the identity ¢ = ¢ (Cor. 2.3.6) still
holds under (2.36). Denote respectively ¢’ and ¢’ the interfacial energies corres-
ponding to F'(z,p) = F(x,p) — o(x) - p, given by equations (2.6) and (2.26). By
Corollary 2.3.6, ¢’ = ', and by (2.37), ¥(p) = ¢'(p) + 6 - p. Hence we must just
show that for any v € S~ 1,

o(v) = ¢'(v) +6-v. (2.40)

Let E, be a class A minimizer (for J or the surface tension F’, it is of course
equivalent) as provided by Theorem 2.1.1. We have

/ F(z,vp,)dH'! —|—/ g(x)dx
B(0,L)NE, B(0,L),NE,

= / F'(z,vg,)dHe! +/ XE, (z)o(x) -npo,r), (z)dr  (2.41)
B(0,L)NIE, dB(0,L):



26 Chapitre 2. Planelike minimizers

but since, by definition, B(0,L); = J{z+ Q : z € Z%, 2+ Q C B(0, L)}, the last
integral is an integral on a finite union of facets of translated unit cubes, and in
particular the unit normal np( 1), is at each point an element of the canonical
basis (e;)%_, of R? (or its opposite). We denote by (xg,) the function on dB(0, L),
which is equal, on each facet of a cube z + @, z € Z9 to the average of Y, on the
same facet (and, more precisely, of the trace of xg, on the boundary of B(0, L);).
Then, we observe that since this new function is constant on each facet, we have

/ (xE,) (@)0(@) - n(o.0, (2) da
8B(0,L):
= [ @)oo, (a)da
9B(0,L):

= / XE, ()6 - npo,L), (z) dx = / 6-Dxg, . (2.42)
9B(0,L); B(0

Combining (2.41) and (2.42), we find

/ F(z,vg)dHY ! + / g(x)dz
B(0,L)NIE, B(0,L):NE,

= / F(z,vp,)+ 6 vg, AT
B(0,L)NIE,

+/ (xE, (z) = (xB,)(2))o(x)  npo,1), (x)dr. (2.43)
9B(0,L)1

The last integral in (2.43) is zero except in a M-neighborhood of I, on the
boundary 9B(0, L)1, hence on a set of measure of order ~ CML%~2. Hence, di-
viding (2.43) by wg_1 L% ! and sending L to infinity, we find (2.40), which shows
that ¢ = 1.

Now, let F,,, E be as in the thesis of Proposition 2.4.4. We have

T

enm) 2 [ (@) )

En

+f (@) (£) o, @ a0, @24

En

By Theorem 2.2.1 (or standard results [Bou87, Ama98, BCP95]),
liminf/ F’ (x,uE” (SL‘)) dHT N (z) > ¢ (ve(z)) dH " (z). (2.45)
n— 00 Q., NO*E, En O*E

On the other hand, introducing as before the functions (xg,), average of xg, on
the faces of the cubes e, (z + Q), z € Z¢ which constitute 9., (while £6; is still
the average of o(z/e,) - nq., on the facets with ng_ = +e;), we find

/aQ Xe, (z)o (;) ng,(z)dH ()

En

~ [ @) - e )eho (£) - na, @) + [ D,

S
En n

We claim that assumption (2.39) yields

im [ (e () — (s (@)o ().%@d%m@ — 0, (246

n—00 0.,
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so that we deduce from (2.44) and (2.45) that

liminf & (E,) > ¢ (vp(x)) dHz) + / 6-Dxg,

which reduces to (2.8) by (2.40). Hence the proposition holds if we show (2.46). In
fact, let z € Z? such that €,(z + Q) C ., and assume &,(z + 9Q) N N, # 0.
Standard estimates show that there exists C' > 0 (depending only on d) with

X, (2) = (xE,) (@) dH"}(z) < C|Dxp,|(en(z +Q)),

En

/En(sz)maQ

so that

/ Ixg, (x) — (xg, ) (@) dH ) < CPer(E,,{z € Q : dist(z,dQ) < 2Vde, }).
.,
Hence we deduce (2.46) from (2.39). O

2.4.3 A simple example

Consider now the two-dimensional case (d = 2). We consider F(x,v) = 1 and
define g € L4(Q%) as follows : for a > 0 we let g(x) = —a if 0 < z; < 1/2 and
g(x) =aif 1/2 < zq < 1. Observe that g = div o, where for any = = (x1,22) € Q,

() (—axy,0)T fo<a < % ,
o =
(a(z1 —1),00T if L <2 <1.

Hence if £ C Q,

Per(E,Q) —|—/
E
Hence we see that if a < 2, (2.2) holds, while if a = 2, (2.38) holds. On the other
hand, as soon as a > 2, neither (2.2) nor (2.38) do hold, as shown by the set
E={zxeQ :z <1/2}: wehave Per(E,Q) + [,g(x)dr=1—-a/2<0.

Now, what about (2.36)? If we show that it holds for some a > 2, then, for
instance, Proposition (2.4.2) applies and & T'-converges to & also when a = 2.
Notice, in this case, that ¢(—1,0) = 0, the class A minimizer corresponding to this
direction being given by E(_q0) = {z1 <1/2} C R%

We have the following relative isoperimetric inequality in the torus Qf = R2?/Z? :

g(x)dr = /B*E(l — o vp(r))dH(z) > (1 - %)Per(E7Q).

Lemma 2.4.6. For any E C Q% with |E| < 1/2,
1 #\2
|E| < gPer(E,Q ) (2.47)
and the constant 1/8 is optimal.
Hence : one has for any E C Q*

Per(E,Qﬁ)—&-/ g(x)dx

E
> Per(E,Q%) —amin{|E|,|Q*\ E|} > (1 - %Per(E,Qﬁ)) Per(E, Q%)

If a < 4, choosing a’ with a < a’ < 4, we can find § > 0 such that Per(E, Q%) —
amin{|E|,|Q* \ E|} > Per(E,Q%) — a/2 > §Per(E, Q") whenever Per(E,Q*) >
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a’/2. On the other hand, if Per(E,Q%) < a’/2, we have (1 — aPer(E,Q%)/8) >
1 —aa’/16 > 0, hence possibly choosing a smaller § we get that (2.36) holds. If
a = 4, it clearly does not hold since the set E = {0 < x1 < 1/2} has zero energy,
while if a > 4, its energy is 2—a/2 < 0. Hence the bound 4 is optimal. In particular,
we can conclude that actually for a = 2, Proposition (2.4.2) is true.

Proof of Lemma 2.4.6 Let E,, be a minimizing sequence for Per(FE, Qﬁ)/\/@ un-
der the constraint |E| < 1/2. If |E,,| — 0, also Per(E,, Q%) — 0, however in this
case one can check for instance after an appropriate blow-up that the limit set should
satisfy the isoperimetric equality in R?, hence it is a disc, and the ratio goes to 2/7.
If |E,| does not go to zero, we may assume E,, converges to some set E (in L) and
we find that Per(E, Q%)/ \/@ is optimal (in particular, standard regularity results
show that OF is analytic). Assume there exists s,¢ € (0,1) such that OF does not
cross neither {z; = s} nor {zo = t}. Then, (E — (s,t)) N Q is a subset of R? which
is optimal for the isoperimetric ratio, hence a disc. In the other case, we have for
instance that {1 = s} N OF for any s, and for a.e. s, this contains at least two
points. Hence, integrating over s € (0,1) we get Per(E, Q) > 2. But in this case,
the optimal set is a strip of width 1/2 (for instance F = {0 < x; < 1/2}), and the
ratio is 2v/2 (which is less than 27). This proves the Lemma. O

Now, we consider the case where 2 < a < 4, so that (2.36) holds and not (2.2).
Let us explain why the I'-limit of & might be strictly below £ in this case. In fact,
this is very simple : let = (0,1)? and E C Q a finite perimeter set with smooth
boundary. Let &, = 1/n and E,, be the recovery sequence in (2.9). In this case, we
can choose Q. = Q for each n (although strictly speaking, with our definition, it
should be [1/n,1) x [1/n,1)). Set now E, = E, U ((0,1/(2n)) x (0,1)) : we add to
E,, a little strip where g = —a. Then, each time a cube (0,1/n) x (k/n,(k +1)/n)
does not meet F,,, the additional energy is 1/n — n x (a/(2n?)). Hence, if we let
Y ={s€(0,1) : (0,s) € E}, we get for n large enough

Eo,(Bn) ~ E,(E) + (1—[2) (1-3)

So that limsup,, .. &., (E,) < £(E) as soon as |S| < 1. Of course, in some sense
our sets E, now converge to EU{0} x (0,1) rather than E : this shows that in order
to get still the convergence of & to &£, one actually needs to impose some kind of
Dirichlet boundary conditions on the sets (Cor. 2.4.5).

Of course, all this is a bit artificial : if we translate now g by (1/4,0) : g(x) = a if
0<zy<1/dor3/d <z <1,and —aif 1/4 < z; < 3/4, and let now o = (azy,0)”
if0 < a1 < 1/4, (—a(z1—1/2),00T if 1/4 < 21 < 3/4, (a(x1—1),0)T if 3/4 < 21 < 1,
then again g = diveo, but now if £ C @

Per(Q, E) + / o(z) dz = / (1-0(2) -ve(e) dH' (@) > (1-2) Per(Q. B)

E QNO*E 4
so that now the optimal a is the same for (2.2) and (2.36) (the latter is of course
more natural, since independent on the (arbitrary) origin of the period which is
chosen for defining &.).

A question which is natural, is whether there exists (still for F'(x,p) = |p|) a per-
iodic g € L4(Q*) such that (2.36) holds, while (2.2) never holds for any translation
g(-—v), y € Q : that is, whether there is really a difference between conditions (2.2)
and (2.36). We do not know the answer, although it is likely to be true.
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2.5 Proof of (2.6) and some more general state-
ments

In this section, we prove (2.6), under the assumption that the set E, (which
in fact may vary with L) is a class A minimizers whose boundary is contained in
a strip of width 2M. In fact, neither (2.1) nor (2.2) are really necessary for this
section : as long as the minimizers exist and satisfy 0E, C {|z-v| < M}, we just
use the fact that F(z,p) < ¢*|p| for any = and p, and g € L4(Q) with fQ gdx = 0.
(Hence (2.6) also holds with the milder assumption (2.36), see Section 2.4.2.)

For each v € S?71, we let Q¥ be the unit open cube (—1/2,1/2)¢ rotated in a
way such that v is orthogonal to one face, and @Y, as before, is the union of all
cubes z 4+ eQ C Q¥ with z € £Z4. As before, I, = {x € R? : z-v > 0}.

Let us first show the following lemma, which is quite standard (a variant is
proven in [CdILO1]) :

Lemma 2.5.1. We consider g € L4(Q) with fQ gdx =0, and F(z,p) an interfacial
energy (continuous, periodic in x and convex, one-homogeneous in p) with F(x,p) <
c*|p| for any x,p € RY. We assume that for each v € ST, there exists a class A
minimizer E, for J which satisfies point (i) of Theorem 2.1.1.

Then, there exists ¢(v) a bounded function, such that for any e | 0 and any
sequence of class A minimizers E¥ for J with OE% C {|z -v| < M} for each k (so
that, in particular, e, E¥ — I, as k — o0),

o(v) =
1
klim o (z,y(EkEﬁ)(x)> dH () + —/ g <$> dx .
0 Jox(er EE)NQY €k €k JQy, N(erBE) €k
(2.48)

Proof: We follow [CdILO01] and a similar proof in [CGL]. Observe first that for any
E C R? which is a class A minimizer of 7, by definition if @’ is any translate of
Q = [0,1)? we have, comparing F with E\ Q’,

S(EQ) < [ Flng@)di ) < P,

aQ'NE
(where here, ng: = —vg is the outer normal to Q') so that
/ F(z,vg(z))dH (z) < 2dc* + ||glla (2.49)
Q'NO*E

is bounded by a universal constant which depends only on g and the dimension.

We first prove that the limit (if it exists) must be bounded. The integrals in (2.48)
can be written as a sum of integrals on small cubes e;(z + Q), z € Z% of volume &¢.
Most of these contributions are zero, the only which may have a positive or negative
contribution lie in the strip S, = {z € R? : dist(x, Q,NIL,) < e (M ++/d)}. When
non zero, the contribution is (by (2.49)) between —ei!||g||4 and £{~*(2dc* + ||g||4)-
Hence,

— lim £ lgllalSk| < é(v) < lim et (2de™ + [|gla)|Sk|
k—o0 k—o0
and since |Sy| = 2ex(M + V/d) + o(ey) as e, — 0, we deduce

—2|glla(M +Vd) < é(v) < 2(2de" + ||glla)(M + V). (2.50)
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Now, consider £ > & > 0 such that ¢’ << e, and let F,, E/ be two class A
minimizers of £ with FE, UOE!, C {|x-v| < M}. We make the following construction.
First of all, we can cover 91, N (1/¢")Q¥ with N = [(¢/¢')/(1 + 2e/d)]¢~" disjoint
translates of (2v/d 4+ 1/£)Q", each centered on 91, (here, [-] denotes the integer
part). Strictly inside each of these cubes (meaning at positive distance from the
boundary), there is at least a translate of (1/¢)Q" which is centered on an point
of Z%. We denote by (Q;)X, these translates. We also denote by E; C Q; the
corresponding translate of E, N (1/¢)Q", and let

N N
E = (E{,\U@) U (UE) .
i=1 i=1
Then (observing that E/, and E’ are identical on all cubes z + Q, z € Z%, which are
not contained in (1/¢")Q"), we have by class A minimality of & :
/ 1 v / 1 v
gl(Euv QQ ) < Sl(E ) ;Q )

That is, denoting R = vazl Q; and S the union of the cubes z + Q, z € Z%, with
24+ Q C(1/¢)Q" and 24+ Q € R,

£, 2Q") < N&E(E, 1)

uv?
+ / Fla, v (z)) dHO () + / o(x)dz. (2.51)
OE'N(1/e)Q\R SNE’

Let us decompose the “rest” in the previous estimate as follows :

Fla, v (2)) A1 () + / o(x) da

/E?E’ﬁ(l/e’)Q“\R SnE’

<

/ F(z,vg () dH" (z) + ¢HIH(ORNOE')
dE,N(1/e"Q*\R

+/ g(x)dz = (I)+ (1) + (II1). (2.52)
SNE!

By (2.49), () is bounded by a constant (C') times the number of cubes z + @,
z € 74, which intersect OF!, C {|x - v| < M}. Hence,

s awea-{(tond) o)

— C(]:‘IT—:\/&) {(1 + Qslx/g)d_l - <€5/ [EE/H;&/&} (1— 2sﬁ)>d1}

_Aq(ee)
- gld—1

where Aj(e’,e) - 0ife -0, = 0 and €'/e — 0.
On the other hand, (II) is bounded by the total surface of OR N {|z - v| <
M +2Vd}

(H)SC*NM+2\/E< . M+2\/E<e’[e 1 Dd-l _ An(ee)

- < e~ - | = —
5d72 Eld—l e |e 1—&-28\/& gld—l

where again, As(e’,e) = 0if e - 0, —» 0 and ¢'/e — 0.
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Then, (I11) = [q.p 9(x) dz is bounded by ||g||4 times the number of cubes z+Q
(2 € Z%) in S which meet OE’ : again, since by construction dE’ C {|z-v| < M++/d},
all these cubes lie in the strip {|z - v| < M + 2v/d} and since they must not meet
R=UY, Q; we find

(1) < |glla(M +2Vd) {g/dl— - Nl}

1 cd—1
_ llglla(M +2Vd) 1_ ele 1 -t _ Arri(e,e)
crd—1 s 911244 cd—1

where as before, Ajrr(e’,¢) goes to zero if €,&’, &' /e go to zero.

Hence, letting A(e’,e) = Ar(e’,e) + Arr(e',e) + Arr(€',¢), we find that the
“rest” in (2.51), that is, (2.52), is less than A(e’,¢)/e’®~! where A(¢’,€) goes to zero
ife,e',¢’' /e go to zero.

Consider now two possible limits a and o’ of (2.48), along two different sequences
e and €}, (and E¥, E/¥ the corresponding sequences of minimizers). Upon extracting
a subsequence (and relabelling appropriately), we may assume that ¢}, /e — 0 as
k — oo. Then, after an appropriate rescaling, (2.51) shows that

/

d—1
£ (hEN.QY) < (:) Niboy (05, Q) + Alcher)

where Ny, = [(ex/e},)/(1 + 26xV/d)]*~ . As k — oo, we deduce a’ < a. This shows
the lemma. O

It then follows :
Corollary 2.5.2. Let A C R? be an open set and let I, = lim. ,o(cE,) = {x :
x-v > 0}. Then,
HEY(OI, N A)p(v)

T 1 T
= lim F (7,1/ , (z)) dH () + f/ g(f> dxr (2.53)
€20 Jox(eE,)nA g’ ) € JA.n(eE,) \€

Observe that after a suitable rescaling, (2.6) follows from (2.53) taking A =
B(0,1) and e = 1/L.

Proof: For any n > 1, we simply cover 01, N A by finitely many disjoint translates
of (1/n)Q", centered on 01, so that (denoting by R,, the union of all these cubes),
HA=1OI, N (A\ R,)) — 0 as n — oco. Then, we estimate the error as in the proof
of boundedness of ¢ in the previous lemma, to deduce from (2.48) show that both

liminf & (cE,, A) > p(W)H YOI, N R,) — CHITY(AL, N (A\ R,))
e—>

and
limsup & (eE,, A) < ¢(W)HI (AL, N R,) + CHY(IL, N (A\ R,))
e—0
for any n, where C' is some constant. Sending n — oo, we deduce (2.53). O

Corollary 2.5.3. Let E C Q be a polyhedral set, that is, such that 0E N is made
of finitely many subsets of x; + 0I,,, for x; € RY, v; € S¥1 i =1,...,N (and
where v; coincides with vg). Then, there exist sets E. — E such that

limsup&.(E.) < E(FE) (2.54)

e—0
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Proof: We sketch the proof. First, for any n > 0, we can cover OF with disjoint
cylinders 4; = w; + (=n',7)v; € Q, ' > 0 small, where w; C (z; + 0I,,) N OE,
vi = vg on w;, and HH QN (OB \ UY, wi)) <.

Then, we let for £ > 0 small enough (in particular, than »'/M)

N N
b= (210) o (e emna)
i=1

=1

where each E,, is a class A minimizer of J which satisfies (7) in Theorem 2.1.1.
Then, an accurate estimate of the error as in the previous proofs will show that

N
limsup&.(E:) < Zqﬁ(ui)}ld_l(wi) + Cn

e—0 i—1
so that Corollary 2.5.3 follows from a diagonal argument. O

If we assume that (2.2) holds, it now follows from Corollary 2.5.3 and the es-
timate (2.8) that & T-converge to £ in the class of polyhedral sets (in particular,
the limsup in (2.54) is a limit). We deduce in particular (using quite standard
semicontinuity arguments) the following :

Corollary 2.5.4. The function ¢, extended to R? by one-homogeneity, that is letting
o(p) = |plo(p/Ip|) if p # 0 and ¢(0) = 0, is convex (hence Lipschitz-continuous).

In fact, still assuming “only” the same assumptions as in Lemma 2.5.1, Corol-
lary 2.5.4 still holds. The proof is identical to the proof of [CdIL01, Lem. 10.2] whose
idea is as follows : we choose v1,vs, v = (11 + 12)/|v1 + 12|, and for any § > 0 we
compare the energy in @, of the “plane” e0F,, with the energy of the approxima-
tion E. provided by Corollary 2.5.3 of a polyhedron E such that OF C {|z-v| < ¢}
and vg = v; on half of 0E N Q,, and v, on the other half. Letting ¢ — 0 we find
o(v) < (¢(v1) + o(12))/|v1 + vo| + C6, and letting 6 — 0 we deduce the convexity
of the one-homogeneous extension of ¢.

2.6 A pinning result for planelike minimizer

This existence of planelike minimizer also gives us the existence of stationary
solutions to the problem

V(z)=H(z)+g(x) ze€l (2.55)

where I is the evolving hypersurface, V' is the normal speed, H is the mean curva-
ture, and g is a periodic, of mean zero, potential.
This evolution is given by the solution of viscosity of :

()

Indeed, if ug is such that {z,ug(x) < 0} = E,, then, the level set 0 will not
move, that is to say, for all ¢ > 0, {z,u(z,t) < 0} = E,. Then, some blocking
interface will appear. Indeed, the equation (2.56) have a comparison principle. So,if
the initial condition ug is such that : {z,uo(z) < 0} C E,,then, for all ¢ > 0,
{z,u(z,t) <0} C E,. We have a similar result if the level set contains E,,.

Our goal is to know if there is a pinning-depinnning effect, as the one study in
[DY06]. We will look for the solutions of :
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H(z)4+g(x)+n=0 VzedE". (2.57)

We first want to know if for each direction v there is a constant 7. such that,
for all § < 7., there is a planelike minimizer in the direction v solution of (2.57).
This constant will give the existence of blocking interface for :

up = |Vul|div (é%) +g+n
u(z,0) = ug(z)

In a first part, we give a sufficient condition for which that the result is true.

2.6.1 A sufficient condition

Theorem 2.6.1. Let v € RY, suppose there is a ball B, € Q, with p > 0, such that,
for all planelike minimizer on the direction v, E, OE/Z N B, =0, then, there is
Ne > 0 such that for all 0 < n < 7. there is a planelike minimizer for the function
g+ n in the direction v.

Remark 2.6.1. This condition can be difficult to establish. We can give an exemple
in the next section.

Proof: First, suppose that v is rational, so, we can suppose that F is periodic.
The idea is to construct a function g, satisfying the conditions of 2.1.1 :

glx)+nifxe @\ Be
gn(z) = () + . \ B (2.58)
g(z) —cnifx € By
With ¢ such that fQ g =0
Let J,, the energy :
B = [ Plawe)ani @) + [ gfa)do (2.59)
OB E

So, for n small enough, there is some planelike minimizer in the direction v for
the potential g,,. Now, we show that for  small enough there is a planelike minimizer
E, such that : 0E, N Bg = (), and to prove this we will argue by contradiction.

Let E,, a periodic minimizer for the functional 7. We have : |7, (E) — J (F)| <
Cn|Q)|, so the sequence E,, is a minimizing sequence for the functional 7. Moreover,
the perimeter is bounded so, thanks to 1.1.4, there is a subsequence F, which goes
to a Caccioppoli set £ in norm L', with E a minimizer of J.

The sets E), have to ensure the density inequality 2.3.2 and this fact will gives
us the contradiction in our proof. Suppose there is =, € 0E, N B 5. So there is
0 <r < § such that

|B(xy,7) N Ey| > Ccrt

and
|B(@y, 1)\ Ey| 2 Cre.

However |E N B(x,,r)| =0 or 1 which implies :
|EAE,| > Cre. (2.60)

So, this is in contradiction with E, — F in L'. Which implies that there is
a planelike minimizer in the direction v for g, if 7 is small enough. Moreover, as
0E, N B, = (), we have that E, will give a stationnary solution for 2.6.

Now, suppose that v is irrational.
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The argument will be slightly different, as the minimizer won’t be periodic, so
we’ll have to localize the intersection between the boundary of £, and Bg.
Suppose there is a subsequence 7, — 0 such that, for every n, :

aEﬂn/Zd N B% # Q)'

That is to say, 0F,,

Moreover, if E,  is a planelike minimizer, every integer translation is also one,
that is to say, for every p, {z,x —p € E, } is a planelike minimizer. So, for every
7, there is an integer translation 7, such that :

intersects Bg in the torus.

Tp OE,, N Bg # 0.

Now, the intersection is between E‘nn and By in the plane (and not the torus). So
we can work on a compact set.

Indeed, the sequence E, is convergent in Llloc, let be E the limit. E is also a
planelike minimizer, so :

n

E'fln N Bg = 0.

Moreover, as previously, the convergence in L} . implies, thanks to the density

estimate, a local convergence for the Hausdorff distance. This imply that for 7,
small enough :

OF

nn (1 Bg = 0.

This is a contradiction.
O

Unfortunately, this theorem is based on a hypothesis which is difficult to check.
We will exhibit some functions were the hypothesis is false, and then, we will exhibit
some which verify the hypothesis. Let :

1if0<z<i
) = S¥S 2.61
9(x,y) {4ﬁ§§x§1 (2.61)

Let v = e9, and E°? a planelike minimizer in the direction es, son for all a € R,
E°2 + aey is also a plane-like minimizer (at distance M + a of the hyperplane
reference). So, for the direction ey there is no ball such that every planelike minimizer
avoids it.

2.6.2 An example

We will now construct a function g satisfying the previous hypotheses. Let
F(z,p) = Ip|-
Denote B, a ball of radius p. Given A > 0 we will look for a g such that :

1.Vee B, g(xz)> A

2. IQ g=0.

3. g€ L™.

4. For every Caccioppoli set F on the torus Q% = R?/Z,

Per(E, Q%) + /Q)i Eg(:z:) dx > 6Per(E, Q). (2.62)
n
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Hypothesis 4 ensures the existence of a plane-like global minimizer ([CT09]) for
every direction v. Remark that

TR\ B,) = dwap®™" — dwap?,

And if A > % then J(R?\ B,) < 0 which contradict the coercivity hypothesis.

Therefore we must choose A < 4. We will show that for any 0 < A\ < <, such a
g can be built. The reminder of the construction of g will be organized as follows.
First, lemma 2.6.1 will guarantee the existence of the exclusion ball of theorem 2.6.1
under conditions on A and p. Then, we will prove in lemma 2.6.4 that for p small
enough the condition to have coercivity is A < %. And so, we can find (A, p) such
that lemma 2.6.1 and lemma 2.6.4 are true.

Lemma 2.6.1. For any p > 0 sufficiently small there exists A\, such that for every
Ap <AL %, for every v € R and for every plane-like minimizer E,), (OE,,/Zd) N
Be =10.

(M)

Proof: Let v € R%. Let ¥ be a global minimizer such that SN B, # 0 and B,\% # 0.
Our aim is to find a condition on A to know that |B, N X| is small. To do that, we
will find a condition on A and |B, N X| that implies :

J(E\B,) < J(¥), (2.63)

which will contradict the global minimizer condition.
We rewrite this inequality as :

HYHOB,NE) + HYH (SN BY) +/20Bcg(x) <HTHOENB,) + HTHENBY)

+ [ CE / e

That is :

HITL (OB, NY) <3f11d—1(azmgp)+/2 . g(z).
NB,

Since g > Axp,, we will have this if we find a condition on A such that :
HITL OB, NY) < HHOS N B,) + A\|X N B,|. (2.64)
First, we will prove the following lemma :

Lemma 2.6.2. Let X a global minimizer, let 0 < A < %. There is 0 < ry < 1 such
that |X N B,| =0 or |¥N By| > ra|B,|. Moreover ry goes to 1 when X\ goes to %.

Proof: Let V = |XN B,|.
Using the isoperimetric inequality on B, \ ¥ gives us :

IB,| - V|& < C(H* 1 (0% N B,) + |0B,| — H (0B, N %)) (2.65)

with C' = —. This implies :

T-
dwd

(1B,| - V)T < C(HHOT N B,) — HIY (0B, NE)) + [B,|T  (2.66)
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Hence,

d—1
d
1

HIL(OB,NY)

IN

HITH O N B,) + dwi (|B,|T = (|By| = V)
d

IA

1%
Hd_l(az N Bp) + d(Udpd_l (1 — (1 — |B|)d> (267)
p

So we must find A such that :

V o4
dwap®=? (1 —(1— )dd) <AV (2.68)
| Byl
Dividing by |B,| and denoting r = |E‘;‘, we get
1-0-nT) <Al (2.69)

We can check that for all 0 < A < % there is 7y < 1 such that for all 7 > 7y :

(1-(-n") <L,

and for r smaller than r) we have the opposite inequality. Moreover the function
A — 7y is continuous and ) — 1 when X\ goes to 4
Thus if r < r\ we have (2.69). Putting together (2.67) and (2.68) gives us a
sufficient condition for (2.64) which implies (2.63). Thereby there is a contradiction
with the fact that ¥ is a planelike minimizer of our problem, which conclude the
proof of lemma 2.6.2.
O

We have proved that in order to be a planelike minimizer, ¥ must satisfy
XN B,| >r\|By| or XN B, =0.

Now we will prove this implies, for A high enough, that : Be N % = 0.
This result is given by the following density estimate, similar to the lemma 2.3.2.

Lemma 2.6.3. There exist a constant v depending on the dimension d and ||g|c,
such that for every global minimizer 3.

1. If|B(§) NX| > 0 then [B(p) N X[ > yp*,

2. If |B(§) \ 2| > 0 then |B(p) \ B| = 7p.
Proof of lemma 2.6.3 Let f(r) = |B(r) \ X|. Define p such that ||g|lcc < p. As in

lemma 2.3.2 we compare the energy of F, and the energy of E \ B, for r > 0 and
find :

d—1

dw f(r)T < 2f'(r) + uf (r)
Define h(r) by :

h(r) = f(r)ets. (2.70)
Then :
W) = (f)+ 5 fm)ers

d = — r

> gwg}f(T)dTleui
d % d-1 rl-d ¢

> iwdh(r)de2de2
d 1 1 e

> iw(%h(r)%ew
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So :

So :

Which implies :

fo) o (d>d [1 _e—urzr. (2.71)

O

Suppose that 0¥ N Be # (). Then, we have (2.71). The second term of the
equation is independent of \ wich implies a contradiction, indeed, by lemma 2.6.2,
/(o) goes to 0 when A goes to 1. This completes the proof of lemma 2.6.1.

wap?

O

Proof of the coercivity : We have constructed a class of functions g where
OF/Z°N By =0
2

for all planelike minimizer, we now have to prove that, in this class of functions, there
is a least one which respects the coercivity hypothesis which implies the existence
of those planelike minimizers.

Lemma 2.6.4. Let 0 < X\ < ¢ Let 0 < p < 1/2, B, C [5,1] and B, C [0, 5]°.

Define g by : : ’2
Xifx € B,
g(z) =4 -Nifr € B,
0 else.

Then if p is small enough, g respects the coercivity inequality.
Proof: The isoperimetric inequality in the torus gives us Cy such that :
HIYOE) > Cy|E| T (2.72)

for all sets E.
We are looking for a constant o < 1 such that :

aHHOE) + / g(z) >0

E
Which is implied by :
A
d—1
HH(OFE) > ElEm B|

So, using (2.72), a sufficient condition is that :

— A
GlEIT = Z|EN B,
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Suppose that this isn’t true, then :
a1 A
ElT <—|ENB
BT < olBNB,

So |E| can be as small as we want. In [Kir07], the author proves that for small
volume, the minimizer of the isoperimetric problem is the ball, so, for small volumes,
1

the constant Cy is equal to dwj . Then :

[ENB,| < |E|

< HITHOE)TT ————
dattwd
HIL(OE)] T
< o) [X0)
d—1 P a7
< HIYIE) {)\(CJ }
So : p
AMENB)| <HTHOE) if A < =, (2.73)

p
which gives us the desired result. Indeed, suppose now that : A < %, then, there
is 0 > 0 such that A+ 9 < %. Apllying 2.73 to A 4+ § gives us :

(A\+0)|ENB,| < H*"'(OE).

So : )
EnB|< ———HY9E
NENB)| < 1= H"H(9E),

[ o) < 555 0m).

O

So, we have constructed a function of mean curvature zero, which respects the
coercivity inequality. Hence, for p small enough and for all A < ¢, we can apply
proposition 2.4.2. Moreover, the hypotheses of lemma 2.6.1 are satisfied, so there
exists p and A < ¢ such that there exists an exclusion ball. At last, we can apply

lemma 2.6.1.

Proposition 2.6.5. Let g built as in lemmas 2.6.1 and 2.6.4. Then, there exists
N > 0 such that for any direction v and any n < 1., there is a planelike stationnary
solution of || = g +n in the direction v.

Indeed, we can construct these surfaces by perturbing g. Define :

N {M@+Uﬁx€Q\Bg

g(x)—‘B—lgln if z € By

This function is of mean value zero. Moreover, there is 79 such that, for every n <
M0, gn(x) > A, for every x € B, and such that g, verifies the coercivity inequality.
So, we can apply proposition 2.4.2 and lemma 2.6.1 to prove the existence of global
minimizers whose boundary avoids Bg. So we have proved the same result but,
moreover, on this example, the limit constant 7. for the pinning effect is independent
of the direction v.
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Mean curvature motion

3.1 Introduction

In this section, we want to build an algorithm for motions depending on the
mean curvature of F. A way to do this is to use a level set approach. We construct
a function ug such that {u = 0} = OF and we calculate the solution of :

. Du
ut + |Dulg <d1v <Du|>) =0

u(0,2) = up(x)

and, for each ¢t > 0, {z,u(x,t) = 0} = OF; where E; is the evolution of E by the
motion (g here will be an increasing function, the others properties need for this
function will be given later). The mean curvature motion (g(z) = z) is well known,
and there are numerous way to calculate it. We can mention finite difference scheme
([Obe04], [MBO92], [Wal96]). Another method is to used a variational approach (see
[ATW93, Cha04, LS95]) . We will here extend this method to another cases, and
made the link between the mean curvature motion and some perimeter minimization
problems.

We will work here with the viscosity solution theory. Indeed, the equation is well
defined with this theory, moreover, our approach will be based on comparison with
test function. A reference for this theory is [CIL92a]. The level set method for the
mean curvature motion was for present in [OS88] and [MBO92]. Later, some work
was done to study the viscosity solution of the equation [ES91, ES92a, ES92b, ES95]
(in which they present results on the existence of the viscosity solution of the mean
curvature motion, moreover they establish the link between this movement and the
PDE for the level set), [GG92]. Moreover, in [IS95] we have a result which prove
that the level set approach will be relevant in our case :

Theorem 3.1.1. Let uy and ug such that {u1 > 0} = {uz > 0} and {u1 < 0} =
{ua < 0} Let vy, vo € BUC(R) be the solutions (3.13), respectively, with u; and usg
in place of ug. Then {v; > 0} = {ve > 0} and {vi < 0} = {ve < 0}

This is relevant because we want to characterize the evolution of a surface (re-
presented by the level set of a function). This result proves that this evolution is
independent of the value of the function outside the level line. This article give us
existence and uniqueness for our equation. Moreover, the equation written above is
not well define when |Du| = 0. Before this article, previous results were assuming

that g was small enough (when the term on | Du| control the term g(div (%) ). The

39
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works in [IS95] change the definition of viscosity solution (there is others condition
to be a test function) and, with this, we can consider more function g, for exemple
g(x) = xP with p > 0.

Our method will consist to construct a function ug and then, in a theoretical
point of view at least, to move all the level set of the function independently. We
will minimize the energy :

FE:By) = [ 1Vxsl+ [ F(Gsdise.080)xe (3.1
= PeT(E)+/Ef(%sdist(-,3Eo)) (3.2)

where h will a parameter wich will correspond to the time discretization of our
algorithm. Moreover sdist(-, 0Fp) is the signed distance to the boundary of Fy :

sdist(-, OF) = dist(-, ) — dist(-,Q \ Ep).

We know that a property of a minimizer F of this problem is that for all point of
the boundary of E have for mean curvature : — f (+sdist(-, 0Ep)). And +sdist(-, 0Ep)
is an approximation of the normal speed of the boundary.

We will construct the set sequence E}

E; = argming {/Q |Dxg|+ /Q f(%sdist(-, 8E}?1))XE} . (Pr)
this permits to construct a function wy such that for n € N
un (-, hn) = xgp ()
and this will be an approximation of the mean curvature motion. In some sense,

this algorithm is an Euler semi-implicit algorithm where the variable is the level
line. The first part of the article will be on the equivalence of two problems

)i (L [ PO - duea@)) 63
and
(P)  min {Per(E:0)+ /E F(s — dy (2))da}.

This will be useful because the algorithm is based on the resolution of mini-
mization problems on sets. And this equivalence will permit to solve problems on
functions. Then, in a second part, we’ll study the fundamental properties of the
solutions of the minimizing perimeter problems. Some references on these issues
are [Giu84b] wich present in this book some properties of perimeter minimization
problems, [CRS10] wich study the regularity of minimal sets, [LS95] wich study the
case describe above with f = Id. Then, we’ll present our algorithm and a special
case which will be useful to the proof of convergence of the algorithm. At last, we’ll
present some numerical tests.

3.2 Assumptions

(H1) The function F is C! symmetric with respect to the origin : F(—s) =
F(s), Vs > 0. (and so, the function f = F’ is odd)
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(H2) There exist some constants p,q > 0 and Cp,é’p, C, and C’q such that :
Cpr? + C, < f(r) < Cyri + C,

where f(z) = F'(x).

(H3) F is convex.

Moreover, we’ll used the concept of viscosity solution. The problem is that the
equation is not well define if V() = 0. Indeed we can’t be sure that [V¢| could
control f _l(div%) depending on f~!. To do that, we’ll used the definition gived
on [IS95]. In fact, we can used specific test function :

¢ is an admissible test function if there is [ and g such that :

|0(x, 1) — ¢(w0, to) — dr(20)(t = to)| < Ul — 2ol) + g(t —to)

e (i) 7o)
p p —1(q:, (P
F(p,I) = Pl (div (=) = 0.
Pl ol [P
Définition 3.2.1. — wu is a viscosity sub-solution of (1.8) is and only if for all

regular function ¢ anf for all local minimizer zy of u — ¢, we have :

(0, to) = [Vl f~H(divigg) (zo, to)  if [Vg| # 0,
¢+(x0,t0) > 0  otherwise.

— u is a viscosity super-solution of (1.8) is and only if for all regular function ¢
anf for all local maximizer xg of u — ¢, we have :

(0, t0) < [Vl f~H(divigg)(zo, to) i [Vo| # 0,
¢¢(ro,t0) <0  otherwise.

— u is a viscosity solution of (1.8) if and only if w is a sub-solution and a super-
solution

Then, u is a super-solution if for all admissible function phi

3.3 Function minimization problem

Consider 2 € RY a bounded domain with Lipschitz boundary (we’ll need here
this regularity,nowever, we will work then in RY see 3.4.2) and denote by P(Q2)
the family of subsets of Q) with finite perimeter. We are interested in the level set
minimization problem

(Ps) min {Per(E; Q) —&-/Ef(s — dp, (z))dz}

EcP(Q)

where Ej is a closed set of finite perimeter, h > 0 and dg, is the signed distance
function to the set Ej :

dg, (x) = dist(z, Ey) — dist(x, 2\ Ep).

In the following we denote the energy functional by
F*(E; E°) = Per(E; Q) + / f(s —dg,(z))dz.
E

We show that the variational problem (Pj) is equivalent to the total variation
minimization problem

) e L9 [ ) - dusa @)
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in the sense that the level set of the minimizer u of (P) are minimizer of problems
(Ps), and conversely.

Theorem 3.3.1 (Equivalence of problems). Suppose F' satisfy the assumption (H1)
and that F is strictly convex. The function u € BV (Q) is a minimizer of the strictly
convex problem (P) if and only if for any s € R the level set {u > s} minimizes
(P).

The proof of this result will be done in two part. First, we will prove that if we
create a function with all the minimizer, then it will be a minimizer of our problem.
And, then, we’ll conclude of the equivalence by using the uniqueness of the solution
on the functional problem.

Lemma 3.3.1 (Existence of minimizer). Suppose F satisfy the assumption (H1)
and that F is strictly convex, so f is continuous and strictly increasing then, for
every s € R, there exists a minimizer Es of problem (Ps).

Proof: Fix arbitrary s € R. Consider a minimizing sequence of sets E7' C €2

F(E" E°) = min F*(E;E°), as n — oc.
EEP(9)

Then sets E7 have finite perimeter, uniformly bounded : there exists some ' € P ()
such that for n large

EN(EY) < () < Per(Q5Q) +[1f(s — dp, ()| (0r) < 0.
which implies

) = Per(E7;Q) <E°(Q) +(If(s — di, ()l (e

From Rellich’s compactness theorem it follows that up to a subsequence (x B Ve>1
Xgre — w, in LY(Q) as k — oc.

with w € BV/(£2). Subtracting, if necessary a sequence we actually have x prr —
w, a.e. in © and therefore there exists E; such that w = xg., Es C Q.
We show in the sequel that

E%(E,) < liminf £5(E™) = min F*(E; E).
k—o0 EeP(Q)

in order to conclude that £5(E;) = mingep o) F*(F; E®). Since total variation is
lower semi-continuous

Per(xg,; Q) < liminf Per(xgr; Q).
—00 s

and from Lebesgue’s dominated convergence theorem

/ f(s —dpo(x))dx <hm1nf f(s—dpgo(x))dx.

k—o0 Ek
s

Summing up the two inequalities we obtain the inequality for the energy.Consequently,
we have prove there exists a minimizer F; of the problem (P;). O

Lemma 3.3.2 (Minimal solution). Let Ey a set of finite perimeter. let E and L
two minimizer of F(.,Eq). Then, ENL and EU L are also minimizer.
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Proof: As :

Per(E; Q) 4+ Per(L; Q) > Per(E N L; Q) + Per(E U L; )

1. 1.
/EmLf <hsdlst(-,8Eo)> +/EULf (hsdlst(-,8E0)> =

/Ef<}1lsdist(~,8Eo)> +/Lf<illsdist(',8E0)>.

There is the inequality :

and :

FENLE})+ F(EUL;E}) < F(E; Ep) + F(L; E}Y)
So, EN L and E U L are minimizer. L]

Remark 3.3.1. This lemma allows to define the minimal and maximal solutions.
Indeed, E. =) Eminimizer 22 15 also a minimizer. This intersection is well defined if
we identify the sets with their set of point of density 1.

Remark 3.3.2. Clearly, this result is true for all level line s.

Lemma 3.3.3 (Comparison Principle).
Vs’ > S, E, C Es.

Proof: The sets E; and Ey are minimizer of the problems (P;) and (Py ), therefore

Per(Eg; Q) + /E f(s —dgo(x)) < Per(Es U Ey; Q) + /E f(s —dgo(x))dx

JUE,,

Per(Ey: Q)+ [ F(s' — dpo(x)) < Per(Es A By Q) + / (5" — dgo(x))dz
E, EsNE

Adding the two terms and using that
Per(EsU Eg;Q) + Per(Es N Eg; Q) < Per(Es; Q) + Per(Ey; Q)

we get that

(s ~dpo(@)- |

EsNE,,

£/ ~dpo(a))do < [

E;UE

f(s—dgo (x))dm—/E f(s—dgo(x)).

E

The latter inequality is actually

/ F(5' — dpo(2))dz < / (5 — dpo(2))da
B\B,

E /\Es

Since f is increasing we get that |Ey \ Fs| = 0 which further implies Ey C F
almost everywhere. O

Lemma 3.3.4. Let E; be the smallest solution (with respect to the geometrical
inclusion) of (Ps). The function u defined by

u(z) = sup{slz € E; }

is a minimizer of (P) in the space BV ().



44 Chapitre 3. Mean curvature motion

Proof: In order to deduce the minimality of u we consider any v € BV (Q) and
show that £(u) < £(v). To this end, we write down the perimeter inequalities for
the minimizer F; = {u > s} (almost everywhere) and integrate on [—M, M]

M M
/ Per({u > s}; Q)ds + / / f(s = dpyy>sy(w))dads <
—M —M J{u>s}

M M
/ Per({v > s};Q)ds + / / f(s = dpuy>sy(v))dads.
-M —M J{v>s}

From the co-area formula, we have for M — oo

/ A; Per({u> s} @ds = [~ Per({u> s}:ds = [ [Vute)las

For the second integral we apply Fubini’s theorem to see that

M M
[ ; /{ oy T i @)dads = / / X (5 = g () =

= /Q (F(min(u(w), M) — diyy>sy(2))dr — F(min(u(z), —M) — d{uO>S}(aj)))dx.
_ / F(min(u(z), M) — dguyss (@))dz — / F(-M — sy (2))dz + Rlu, M),
Q Q
with R(u, M) given by

Riu, M) = /Q (F(—M — djuysey (2)) — F(min(u(@), ~M) — dguyss) (2)))da.

Aswisin LP, R(u, M) — 0 when M — oo. Inserting the previous relation into the
energy inequality we have

M
/ Per({u > s} Q)ds + / F(min(u(z), M) — dguyse; (@))dz + R(u, M) <
—M Q

M
[  Per({o> s} s + | Plmin(u(@). M) = sy (@)de -+ Ro, 1)

and letting M — oo we obtain
[ 1vut@lde + | Fute) = s (@)ds <
/ |Vo(z)|de + / F(v(x) — dyy>sy(7))da.
Q Q

O

Lemma 3.3.5. Let ug be a a BV function,let F be a strictly convex and C? function.
Then there exist only one minimizer to the problem (P).

Proof: The energy :

[ vul+ [ Pula) = dpugsa @)

is strictly convex by the strict convexity of F. Which implies the uniqueness of the
minimizer. O
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Equivalence of problems The equivalence is given by the uniqueness of the solution
of the problem (P). Let be u the solution of problem (P). Indeed, by lemmas 3.3.1
and 3.3.4, we can construct a function @ which is a minimizer of problem (P), so, by
uniqueness of the solution, & = u and the levelsets of the function u are minimizer
of (Ps). O

Remark 3.3.3. In this proof, we don’t prove directly that the {u > s} is a solution
of the problem of minimization (Ps). We have this result only because we can
construct a solution of (P) with solutions (Ps), and using the uniqueness result by
the strict convexity of F. So, which is important here to have the equivalence is the
uniqueness of solutions of (P). But, in fact, we can show a similar result if F' is not
strictly convex.

Theorem 3.3.2 (Equivalence of problems). Let F' be a convez function. Let uw € BV ()
be a minimizer of the convex problem (P) if and only if for any s € R the level set
{u > s} minimizes (Ps).

Proof: We only have to prove that u is a minimizer of (P) implies that {u > s} is
a minimizer of (Ps). The reciprocity is proved by precedent lemmas. The proof will
consist to change the problem (P) and apply the precedent result.

Let u be a solution of (P). As u is in (BV), u is in L7-1. We will introduce the
minimization problem :

P a7 0t )
(3.4)

Then, this problem is strictly convex and the solution is u. So, over-level lines
of u are solutions of the minimizing problem :

(P) min {Per(E; Q)+ /f (s—dg,(x ))dx—i—e 1/sgn(s—u(ac))(s—u(x))ﬁdx}

EcP(Q)

and this, for all € > 0. Therefore, for every set E and for every € > 0 :

Per({u > s}; Q) +/{ N }f(s —dg,(z))dz < Per(E; Q) + /E f(s—dg,(z))dz

n
+ €

1 /Esgn(s —u(z))(s — u(m))ﬁdaz

n—
So, for each s € R, {u > s} minimize :

(Ps) Eggnﬂ) {Per(E; Q) /Ef(s —dg,(x))dz

To prove this, we only have to use a reductio ad absurdum proof. Indeed if we
suppose that {u > s} doesn’t minimize (Ps), then let be F this minimizer. Then,
we have that :

Fi({u > s}, By) < FE(E, Ey)
FLE, Ey) < Fo({u > s}, Ey).

As [(s —u(x))dx and f{ u > s}(s —u(z))dz are bounded, F¢({u > s}, Ey) goes to

Fs({u > s} Ey) when € goes to zero. We have the same thing for F$(E, Ey), which
implies a contradiction. O
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3.4 Perimeter minimization problem

The aim of this part is to present some results on the solutions of the minimizer
problem. This result will be on regularity and on localization. This will permit to
control the evolution, and have some bounds one the velocity of the evolution.

The underlying setting is the space of functions of bounded variation. Therefore
we consider equivalence-classes of sets and hereafter we deal only with sets £ which

satisfy

[EN B,(x)]

E:{xGQ; >Of0rallp>0}.

This ensures that the sdist-term in the definition of the energy functional is well
defined.

Lemma 3.4.1 (Equivalent energy functional). An equivalent definition of the energy
functional (3.1) is

F(B: Ey) = /Q \Dys|+ /E " f(% dist (-, 0Eo)) (3.5)

which agrees up to a constant with (3.1).

Proof: Let E be a minimizer of the energy functional F, starting from Ey. Remark
that by (H1)

[EAEO f(%sdist(-,@Eo)) /Q|XE - XE0|f(|%sdist(~,8Eo)|)

/EO(1 —xe)f(— %sdist(~,8Eo)) +/

O\ Eo

XEf(%sdist(-,an))

- /Q i (st (,0E0) — [ (il 08).

Ey
]

Now, we’ll give some properties of those minimizers, and prove first at all that
this sequence is define.

Now, we will prove some geometric properties of those minimizers. First at all, we
will give some localization principles. Then, we’ll seek some bounds and properties
on the solution.

Proposition 3.4.2 (A priori estimates). Let Ey C RN and E be minimizer of
Problem (P), starting at Ey. Then E is included in the convexr hull of Ey.

Proof: The convex hull of a set is given as the intersection of all halfspaces containing
the set. Therefore it is enough to show that the minimizer E lyies in all halspaces II
containing the intial set Ey. Cutting the set E by halfspaces II containing Fy and
comparing the energy of F with that of NIl we have that

1
/ f(=sdist(-, 0Ey) < Per(E NII;RY) — Per(E;RY).
E\ENIL h

On one hand Per(E;RY) > Per(ENIL;RY). At the same time sdist(x, 9FEg) > 0 for
all x € E'\ II which implies by the monotonicity of OF that

0< f(lsdist(~,8Eo) = / f(lsdist(-,an).
mu’ h E\ENT

Therefore equality holds and |E \ II| = 0, thus E C II. O
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Remark 3.4.1. This result ensures that the boundedness of 2 has no effect on the
geometry of the minimizing sets. One can solve the minimizing problem either on
RY or locally in Q = B(0, diam(Ep)), with the diameter of Ey defined as diam(FEy) =
Supz,yeﬂ |IL‘ - y|

We can prove that, of 2 is large enough, the boundedness has no effect on the
geometry of the minimizing sets. Indeed, suppose dist(Eg, 02) > ¢ > 0, then, if h is
small enough we can prove that dist(E,9Q) > 0. For the simplicity of the argument,
we assume that ( is a ball B(0, R). We will take the ball B(0, R — ). We have that
E € B(0O,R — g) Moreover, we can compute the evolution of this ball (it will be
done in the next section). We will prove that the solution is radial. Moreover, if h
is small enough,

dist(z, B(O,R — 2
/ sdist(z, B 2)) < per(B(0,R— ).
B(0,R)\B(0,R—3 h

2
This imply that the minimizer is not B(0, R), so, ENdB(0, R) = 0.
Now, if we suppose that Q D B(0, R) we also have that the minimizer does’nt
touch the boundary of . Indeed, let be F' the minimizer of :

minPer(E,Q)+/ f(lsdist(~,8Eo))
E ene” h

Let be G the minimzer of :

1
i Per(E,Q —sdist (-, OF,
o PerB) 4 [ g (i 08)

Indeed, we have that :
F(F,Ep) < F(G, Eyp)

. Moreover :

Per(E,B(O,R))+/ f(lsdist(-,ﬁEo)) < Per(F,Q)—i—/ f(%sdist(~,8Eo))

ENB(0,R) FNQ
and :
1 1
Per(G,B(O,R)H—/ F(Ssdist(-, 0Ey)) < Per(G,Q)—i—/ F(Esdist(-, 0Ey))
GNB(0,R) h GNO h
So F'is a minimizer of :
1
min Per(E, B(0, R)) +/ f(—sdist(-, 0Ey))
E ENB(0,R)
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By the previous result, we have that F N dB(0,R) = (), and then, we have that
FNnQ\ B(0,R) =0.

Lemma 3.4.3 (Inclusion Principle). Let Ey, Ejj be two sets of finite perimeter or-
dered by inclusion :

1. If Ey € E)) then E C E'.

2. If Ey C E| then the minimal solution E is include in the minimal solution E’
(we have the same inclusion for mazimal solutions).

Proof: Consider as comparison sets for the minimizers E and E’ respectivelly ENE’
and E U E’. Then

Per(E; Q) + /Ef(%sdist(',ﬁEo)) <Per(ENE;Q)+ /EOE’ f(lsdist(~,3Eo))

Per(E'; Q) + f(lsdist(',ﬁE('))) <Per(FUE;Q) + / f(lsdist(o, IEy))
o h BUE’

Adding the two terms and taking into account that
Per(E; Q) + Per(E’; Q) > Per(E N E'; Q) + Per(E U E'; Q)

we are further lead to the following inequality

1 1
| s om) < [ s 08)
On the other hand, since the initial sets are ordered we have sdist(-, 0Ep) > sdist(-, OE}).
This implies by the monotonicity of the subgradient of a convex function that

f(%sdist(-,@Eo)) > f(%sdist(-,aE{)))

Hence we have |E \ E'| = 0 and subsequently F C E' if Ey € E|. O

Remark 3.4.2. This lemma will be important. Indeed, this permit to bound the
evolution, knowing as each step only some bounds on the minimizing set.

Lemma 3.4.4 (Uniform bound on the perimeter). Let E}' the iterative minimizers
of the energy functional F, starting at Eyg. Then

Per(E}; Q) < Per(Eo; Q).

Proof: Take E;'~! as comparison set for the minimization problem (P). Then

1. n—
[l [l [ st B ) < [ Dl
Q Q ErAERT? Q m

which by induction implies Per(E}; ) < Per(Ep; ). O

The minimizing sets Ej} satisfy a strong geometric property, namely that their
density volume in small balls is uniformly bounded. This property is extremly useful
for many comparison arguments, because it gives estimates of the changes in the
energy functional when we cut out or fill up minimizers. We state the result in the

next lemma. Denote by
1
XE = N XE-
B, () WNP JB,(z)
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Lemma 3.4.5 (Density estimate of minimizing sets). Let g € L () and assume
E C Q minimizes the functional F(E) among all measurable subsets of Q. Then the

density estimate
o<f xe<1-0
BP(I)

holds for all x € OF and for oll 0 < p < W = po with 6 = (5)V.
wy Lo

Proof: We show in the following the lower density bound. Similar arguments hold
for the upper bound, replacing F by its complementary E°.

For any p < pg and = € OF, take as comparison set for the functional energy
E’ = E\ B,(x). Then As before, we obtain

WY O ENB@) S HY OB @ N E) +Ifli- [ e (30)
By(z)
Denote by V(p) = |B,(z) N E| and recall that V'(p) = HN~1(0B,(z) N E) for a.e
p. From the isoperimetric inequality for

Per(E N B,(x); Q) = HYN"H0*E N B,(x)) + HY~1(8B,(x) N E)

we get equivalently

N-—1

WV(p) ™ <2V'(p) + [IfllL=V(p)- (3.7)

But

N
N N
Vie) < plun < <2|f||L°°>

which implies that

1f]lze < =V (p)™ ¥y

1
2
Therefore equation (3.7) can be translated into the following differential inequality

N-1
N .

V/(p) 2 3wV ()

for which we apply Gronwall to further get

WAY N N
xe=Vp)z (1) P =00 wn.
[ )

O

Remark 3.4.3. Proceeding as before, one sees that the density estimates hold for
interior and exterior points

0 < ][ XE, forze F
Bp(l')
][ xg <1-—6, foraxe E°.
Bp(ﬁ)

Remark 3.4.4. For x € Eor x € OF and p > 0, if f > 0 in B,(z) then

0 < ][ XE
BP(I)

without any restriction on p. In addition, f may not necesarily be in L>().
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Our aim is to pass to the limit A — 0. For this, it is necessary to get estimates
on the discrete velocity

fi(x) = f(% sdist(z, 0E;1)). (3.8)

Lemma 3.4.6 (Estimate on the discrete velocity). Assume f satisfies (H1) and
(H2). For h small, there exists a large constant C' > 0 such that the following holds
uniformly with respect to n

R Lo (gpap-1) < fF(ChTY, (3.9)

where o = ﬁ, with p given by (H2).

Proof: We use the standard technique of cutting out balls to exclusively treat regions
1
of high discrete velocity, i.e. regions where |f7’| > f(Ch™»+T) holds.

We argue by contradiction. Suppose (3.9) does not hold and let zg € E,’;AE;}‘l
such that

dist(zo, E} 1) > 2Ch™.

for which, by the lower semicontinuity of f, the following would hold

@) = £ dist(r, B 1)) 2 F(CR).

for all x € B,(xg), with p = Ch®, for a fixed n and C a constant yet to be
determined. Assume that zg € E}' \ E,’f_l, a similar argument being true on the
complementary set.

From a comparison of E} with the cut out set E/ = E}' \ B,(zo) we obtain

Per(E’;Q) — Per(E}; Q) > / fi-
EP\E’

Since the left hand side term can be rewriten as
Per(E'; Q) — Per(Ej; Q) = HN 10" B, (2); Ef) — HN (0B} B, (a)).

we have

Nup® 1 = f(Che ) [ et
Bp o

The density lemma gives us a lower estimate for the right hand side term and hence
Nwnp™ =1 > f(Che Hbwnp™.

Since f}' is positive on the considered set, no bound is required on the radius p.
Hence, by (H2) the following inequality would hold

N > 0Ch f(Che™t) > goPTLpep+l)—p — gortl

leading thus to a contradiction, if C' is sufficiently large. O
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3.5 Study of a radial problem

We will now study the evolution of a ball by our algorithm, and look at the hypo-
thesis giving us some control on this evolution. This study will be useful, combined
with the comparison principle, to control the evolution of more general sets.

Lemma 3.5.1 (radial solution). If E° is radial, then, the problem :

mEin (Per(E) +/ f(w)dx)

E

have a radial solution.

Proof: To prove the existence of a minimal solution, we will apply rotations to the
minimal solution of the problem. Let be E the minimal solution of the problem (as
seen in the lemma 3.3.2). Let be R a rotation. We clearly have that R(E) is also
a solution of the minimization problem. Moreover, as, F is the minimal solution,
E C R(F), and this, for all rotation R. This imply that E is radial as £ = (), R(E).
Indeed, if E is not radial, there exist x and y such that |z| = |y|, x € E and y ¢ E.

O

Now, we want to study the evolution of a cone. For that, it suffices to know the
evolution of all balls which compose the cone.

Lemma 3.5.2. If E° = By, the solution of the minimization problem is B, with r
satisfying : v — R € hf_l( — b)

T

Proof: We will now consider that E° = Br. We want to find the evolution of the
ball. As the solution is a ball, the problem is equivalent to :

min(NriNfl—ﬁ—/ NszNflf(¥)ds).
" 0

Let g be :
g(r) = FN-1 +/ stlf(S ;R)ds.
0

If the function is differentiable, the minimizer satisfies :

-R
(N—1)rN-2 4 erlf(rT) ~0.
O
The evolution of a ball by our algorithm consist consequently at studying a
sequence 7, defined by :

N -1

Tn+1

)

Tn+1 € Tn + hf_l(—

But, this sequence is not necessarily unique, so we’ll have to find another condi-
tion to choose 7,,41.

Lemma 3.5.3. let be R > 0 There exist v such that :
s—R

—)ds), (3.10)

min(NriN*1+/ NuwnsV1Hf(
T 0

N -1
T

r:R—i-hf*l(— )

and r > 1y, where r, is the solution of the problem with f, = Cz|z|97t.
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To prove this result, we have to check before the result for f, = Cz|z|97.
Lemma 3.5.4. Let f be f = Cx|x|?7t, then

rq = max (r,r = R—l—hf_l(—LT_ 1))

is the argument of the following problem :

min(NriNflJr/ NszNflf(ﬂ)ds),
>0 0 h

or the minimizer 0.

Proof: We clearly have that r, < R because ffl(—¥) <0 As, —# <0, we

have that : f~1(—&=1) = — 1| - 2= |% We will now prove that r, is the minimizer
q

of our problem. The equation becomes :

N-—-131

rq —R+h|— |1 =0

q

1

1 1
rq+q —rd R+ h|— N+ 1|% =0=g'(ry)
We derive again this equation and find

1 ] 1_
§'(rg) =+ Vi = Rri

This function have only two zero, and one is zero (if 0 < ¢ < 1, there is only one
1

zero for ¢ > 1) and the other %Hrn. So, the function ¢’ have only two positive
q

zero, and only one greater than quR. Moreover, the function is increasing on 0 and

on R, so the minimizer of the problem is effectively r, for R large enough, and 0

otherwise. O
Lemma 3.5.5. Suppose that |f(x)| > C|z|?, then r > r, with 1,

Proof: Let 7, the minimizer of the problem. Then, for each 0 < s < r, (as we have
t—R<0):

s t—R a t—R
N-1 N-1 N-1 N-1
t C 4 + t Cl——17>0
s /0 | h |9 =7, /0 | i |7 >

SN—l_rN—1+/ tN—lclt_thf]Zo

q
s

And we obtain, if —f({55) = |f(158)| > Clz|?,

Tq t—
Vgt [T 20

So :
sN*1+/ g By 2r§V*1+/ "By vecn,
0 h 0 h

Then, the minimizer of our problem is greater or equal to 7 O



3.6. Convergence of the discrete scheme 53

We are interested in estimating the discrete velocity for a given ball of radius
R. Thus in finding a necessary condition on the number of iterations n and the ap-
proximation step h such that the evolution stays inside the ball Bg/>. The precedent
result prove that we will only have to work with polynomial function. Therefore, we
consider the implicit discrete scheme :
Tns1 = sup{r € [R/2,r]; (r — hfq_l(—Lr 1)) <rg} =max (r,r €y, + hfq_l(—Lr 1))

starting at R.

Lemma 3.5.6. Let R > 0. If n, h satisfy nh < —WRQ(%_H) then there exist a
sequence {ri}r such that ri € [R/2, R], for k <mn.

Proof: Denote Cr = fq_l(—z(NiR_l)). We claim that for 7, > R/2— Cgrh there exists

Tr+1 € [R/2,71) such that
N-—-1

Tht1 <7k +hf (= ™
11

Indeed, one can take

= swp(r e [R/2,n; (= hfy (-2 ) < i)

> sup{r € [R/2,r]; (r — hC’R) <ri} =1k + hCr.

Tk+1

One can check by recurrence that for k < n, r, > R/2 — crh.
O

Lemma 3.5.7. Let be R > 0, if h is small enough the minimum of the problem
(3.10) is not achieve at 0. That is to say there is 0 < r < R such that :

r" —/ sNﬁlf(iR_S)ds <0
O h

Proof: This proof proof consist in fact to say that f (R;S

goes to 0. Let be 0 < a < b < R, then :

b _ b _
b”f/ RS < b”f/ N1 g
0 h . h
R—b
h )

) goes to infinity when h

< b= (b—a)a T f(

which is negative for h small enough. Moreover, if R > R, and if r is such that
r— [ sNTHf(E2)ds < 0, then v — [ sV f(E22)ds < 0. O

3.6 Convergence of the discrete scheme

In this section, we will give the proof of convergence of the algorithm moreover,
we will prove that the function built by the algorithm is a solution of the mean
curvature motion.

Let 2 c RN be an open, bounded domain, with Lipschitz boundary. Denote by
B(§2) the family of all subsets of € with finite perimeter. For h = T'/n, with n € N
we define the monotone set operator

Tn:B(Q) — BQ)
E° — EI
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with )
Eh:argmin{/ |DXE\+/ f(=dist(-, E°))}. (3.11)
Q EAE° h

A real valued function is completely described by its level sets (see Appendix A).
This allows one to process a function ug by processing separately its level sets { ES } .
The function ug is thus decomposed into the stack of its level sets. Each level set is
then processed independently by the monotone set operator 7;. This yields a new
stack of level sets, preserving the geometrical inclusion and a new function can be
defined by the superposition principle :

Thuo(z) = sup{\ : z € EL}. (3.12)
We have thus a monotone function operator

T, :BV(Q) — BV(Q)
ug +—  Thug

In addition, the operator T' is translation invariant and commutes with constants
(T'c = ¢ for any constant function c.)

Given a function uy € BV () and some parameter h > 0, we can construct
a time-discrete family of functions by minimizing iteratively the energy functional
given by (3.11) and reconstructing at each step n, up(nh,-) by formula (3.12)

up : (AN) x Q@ = R
up(nh,z) = (T7up)(x).

The functions wuy, are only defined on (hN) x Q. However, we are interested in their
limit on [0, 00) x €.
In the following we show that the discrete evolutions converge to a viscosity

solution of : D
us = (| Duldiv( |DZ )). (3.13)

Before stating the main result, let us give some useful definitions and lemmas.
We start with several properties of the function operator Tj, that will basically
establish the uniform continuity of the time discrete approximations uy,(nh, ).

A straightforward consequence of the monotonicity and translation invariant
properties of Ty, is the fact that Lipschitz constants might decrease with time.

Lemma 3.6.1 (Continuity in space). Assume that ug is L-Lipschitz continuous.
Then Thug is L-Lipschitz.

Proof: Suppose that @ = RY and that {ug > s} is bounded for all s. For any
x,y € RV and z such that = + z,y + z € RY we have

uo(y +2) — Llz —y[ S uo(x + 2) < woly + 2) + Lz — y|
Since T}, is a monotone operator we have
Ti(uo(- +y) — K|z —y|) < Th(uo(- + x)) < T(uo(- +y) + Lz —y).
In addition, T}, is translation invariant and commutes with constants and hence
(Thuo)(- +y) — Llz — y[ < (Thuo)(- + ) < Thuo(- +y) + Llz — y|.
Taking the values of these functions at 0 yields

Thuo(y) — Llz — y| < Thuo(x) < Thuo(y) + Lz — yl,
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which is exactly the L-Lipschitz condition for uy (h, z). Arguing by induction we get
the desired result.

Now, we have prove that for all level lines wich does’nt touch the boundary of
09, the evolution of this level line is same in  and in RY for h small enough. [

Monotonicity is actually a strong tool in establishing the converging result, as
it allows comparison of the solutions with cones.

Lemma 3.6.2 (Continuity in time). Assume there exists a time discrete-modulus
of continuity w : [0,00) — Ry with w(0) = 0 such that for nh <t

(Ti)(Llz)(0) < Lw(t) and (T3)(—L|z[)(0) = —Luw(t).
Then for every L-Lipschitz function uy one has
—Lw(t) < Tjug(z) — up(x) < Lw(t).

Proof: Since the operator T} is translation invariant, it is enough to check the
statements for = 0. For ug a function L-Lipschitz continuous

—L|z| < ugp(z) — up(0) < Llx|

we apply iteratively the operator Tj and use its invariance properties to get for
nh <t

—Law(t) < Ty (=L|z[)(0) < Tj(u0)(0) — uo(0) < Ty (L|z[)(0) < Lw(?).
O

It is thus enough to control the speed of evolution for cones in order to obtain
bounds of the iterated filters acting on Lipschitz functions.

Lemma 3.6.3. Let ug(x) = L|z|. Then, if nh <t
(T}u0)(0) < Luo(t) and (T} (—u0))(0) > —Luw(t)
with w(t) = CtT+s.
To prove this, we’ll use the study on the evolution of cones.

Proof of lemma 3.6.3 Lemma 3.5.6 give us that : if R is such that nh < fﬁw,
then the evolution of the ball of radius R include the ball of radius %.
So, when nh — ¢ and, using the hypothesis (Hz), the evolution is bounded by all

ball of radius R satisfying t < C.R™? with C = 55577+ So, (Tfu) (0) < Ct75

(which is a convex function). O

Remark 3.6.1. In reality, here, the hypothesis (Hs) is too strong, there is only the

necessity that WRQ(NR_”) is defined and bounded.

Definition 3.6.1. We say that the time-discrete functions u;, converge uniformly
on compact sets to a function u defined on 2 x [0, T if for every compact subset K
of Q x [0,T] and every & > 0 there exists hg such that

|u(z,t) — up(x,t)| < e for all h < hy and all (¢,z) € K N (hAN) x Q.
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Lemma 3.6.4. Let ug € Lip(Q2). Then the time discrete functions uyp, are uniformly
equicontinuous on (hN) x Q, i.e. for all n,m € N and for all z,y €

|up (nh, x) — up(mh,y)| < Lz — y| + Lw(ln — m|h).

where w is a continuous real function, concave near the origin and w(0) = 0. Mo-
reover, we can extend wup into functions U on [0,00) X Q which are uniformly
equicontinuous.

Proof: The result is a direct consequence of the two continuity lemmas.

|un(nh, x) — up(mh, y)| |un(nh, x) = up(nh, y)| + lun(nh, y) = up(mh, y)|

<
< Llz —y|+ Lw(j]n — m|h).

We extend the time discrete functions uy, into functions %, defined on the whole
space by linear interpolation

_ Dh —
t hnhuh((n—&-l)h,x)-i-i(n_‘_h)h t

ap(t, x) = up (nh, x).

O

Lemma 3.6.5. There is a subsequence of {up}r which converge uniformly to u.

Proof: This is a consequence of the previous result. As the function 4y are equicon-
tinuous on a compact and bounded, we can apply the Arzela-Ascoli theorem. And
then, there is a uniformly convergent subsequence.

Moreover, as {up }, by construction, we have that :

t—nh

fin (b 2) — wn(nh, )] = "= g (0 + 1), @) — un(nh, @)| < Lo(h)
with h > nh —t > 0. So, we also have that u; converge uniformly to w.
O

Lemma 3.6.6. Let {up}y be a family of time discrete continuous functions conver-
ging uniformly on compact sets to a function u. Assume that (x,t) is a strict global
mazimum of u. Then there exists a subsequence {up }n of the sequence {up}p, and a
sequence of points (xp, h'np)p such that for all b’ the point (xp, h'np ) is a global
mazimum of up:, (xp, A'np)p converges to (x,t) and up (xp, h'np ) — u(zx, t).

Proof: Let be (xq,tp) such that u reaches a maximum here. We can suppose that
u(xo,to) = 0. Moreover, let be R > 0, there is A < 0 such that u(x,t) < A V(x,t) €
B((zo,t0), R)°. Using the uniform convergence of @y, we can extract the desired
subsequence.
indeed, let be —A/2 > € > 0. By the convergence of %, we have that, for h small
enough, @, < A+ e < 0 on B((xo,t0), R)¢. Moreover, as u is continuous, there is
a ball B((zg,to),r) such that @, > € on B((x,t9),r) for h h small enough. Thus,
the function @y, reaches is maximum in B((xo, %), R). Thereby we construct the
sequence (xp, t) by iterations with R tending to 0.
O

Theorem 3.6.1. Let ug € Lip(Q)NBV(Q). Consider all the level sets Es of ug and
for each s solve the perimeter minimization problem with initial data Es.Construct
then as a stack filter a sequence of time -discrete evolutions up(x,nh) and assume
it converges uniformly on every compact set to a function v as h — 0. Then u is a
viscosity solution of (3.13).
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Proof: Let ¢ be an admissible test function touching u from above at some point
(Io,to) €N x (O,t)

We distinguish two cases.

Case 1 : V¢(:v0,t0) 7& 0.

From Lemma 3.6.6 we can find a sequence of maximum points for uj, — ¢ (where
up, are the discrete evolutions). By continuity Ve (zp,tn) # 0. Consider then the
upper level sets of u, and ¢.

E" = {z € Qu(z, hny) > u(zn, hnp)} (3.14)

and
F ={z € Q;¢(x, hnp) > ¢(zp, hnp)} (3.15)

From the maximum condition :
w(z,t) — u(xp, tn) < o(a,t) — ¢p(zn, tn), for all (x,t) € [0,00) x Q. (3.16)
it follows that the sets are ordered by inclusion :
E"CF (3.17)

Since the time discrete evolutions have been reconstructed as stack filters of
level sets whose topological boundaries are essential boundaries (in the BV sens),
we have :

x, € O*E™. (3.18)

On the other hand,z;, € F as ¢ is continuous and, hence, z;, € OF. Since in addition,
Vé(xn,ty) # 0, x, € 0*F, OF being locally a C! graph. Translate there the level
set F' in the normal direction % with a small amount €. Namely, define the set :

Fe={z+ egz(xh,hnh);x € Ey}. (3.19)

Take then the set set B/ = E™ N F* as a comparison set for the energy functional.
We thus have :
E(E™) < E(E)

or, equivalently :

1
Per(E™; Q) — Per(E; N E™; Q) < / f(ﬁsdist(x, OE™ M) (XFenpn — XEn)
Q

-/ f(%sdist(a:,8E}’Z_1))(XE77,\F5). (3.20)

From the generalized Gauss-Green formula for sets of finite perimeter in Q) we
have :

Per(E™; Q) — Per(E'; Q) = HV7ITy) — HY7H(Ty).

where : ,
Iy :=0"E"N(F°)  and Ty := 0"F° N E".

Let vy, vy be respectively the generalized inner normal vector fields with respect
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B}
to E™ and F*.
By the Besicovitch derivation theorem
Dxgn = v1|Dxgn
as |Dxgn| is concentrated on the reduced boundary
suppDxgn C O*E™.
Therefore, we have
\Y%
HNN(Ty) > / ¢ (-, hnp v dH™ (3.21)
r, Vol
At the same time, for ¢ small enough I'; is locally a graph around z;. Hence vo =
~2 and :
Vol v
HN(Ty) = / O (o b vadHY ! (3.22)
r, Vo]
Plugging (3.21) and (3.22) into (3.21) we got that :
Vo Vo

Per(E™; Q) — Per(E'; Q) > / (-, hnp ) v dH™ 1 / (zp, g )vodHN 1.
r r

. Vel . IVl
Remark now that I'y and I's are the boundaries of E™\ Eg . In addition v is
the inner normal of I'; with respect to E™ \ F'® and v, the outer normal of 'y with
respect to E™ \ F©.
Applying Gauss-Ostrogradski’s formula to E™ \ F¢ we get that

V(b ,1 / v¢ N-1 /
—— (-, hnp)(—v1)dH" h, hnp )vadH div zn, hng).
/pl vy =) IVl e - (|V¢|)( )
(3.23)
From (3.20), (3.23) and (3.23) we deduce that :
Vo 1. -1
div( / f(=sdist(z,0E} "))
/X'E”\FE |v¢|) En\Fe h ( h
Letting € — 0 in (3.6) we get the pointwise inequality :
le(|§¢‘)(th,hnh) > f(= Sdlst(ach,aE”h ™). (3.24)
We then need to pass to the limits as h — 0. Consider 3, € 0*E" ! s.t
yn = x5, + sdist(z, OE" ). 4 o(h%) (3.25)

for some unit vector v.
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Remark 3.6.2. Note that sdist(x;,, 0E"~1).v is always pointing in the same direc-
tion as V.

From Lemma 3.8 we have an upper bound of the discrete velocities which gives

—_ __ p
fora—a—m_l

lyn —zn| < |dist(zp, OE™)| + C|h|* (3.26)
< 2C|h|* (3.27)

We take into account that y, € OE™! implies up(yn, (n — 1)h) = up(xp, nh)
and evaluate the inequality (3.16) at point (yn, (n — 1)h). Therefore :

0 < é(yn, h(nn — 1)) — d(wn, hng).

Using Taylor expansion at point (z,,n — h) we have :

G(yn, h(nn—1))=¢(zn, hny) = =i (zh, hnp)h+Né(zn, hny) (yn—zn)+0(h?)+O(lyn—zn|?).

We then use (3.25) and (3.26) to get that

1
¢e(xp, hng) < Esdlst(mh,aEZ" MV (xn, hng)v 4 o(h?) + O(|h|>*). (3.28)

Since sdist(xy,, 9E"~1).v is pointing inwards, sdist(xy,, 0E" 1) 1.V (xp, nh) changes
sign, but v.Vo(xp,nh) > 0.
Therefore, (3.28) gives :

di(xn, hng) < *bdlbt(xh,aEnh MV (zn, hny)| + Che} + o(h). (3.29)

Remark that for h small enough, |V¢(xp, hng)| + Ch® — [Vé(xg,10)| > 0. On the
other hand, from (3.24) and the monotonicity and regularity of f we get :

%sdist(a:h,ﬁE”’l)gf Ldiv-o2 )z, ). (3.30)

IVl
Plugging (3.30) into (3.29) we further have :

Gelan, tn) < [VolF (divo2

Vol )(wh,th){|V¢(xh, hnp)| + Ch®} + o(|h]).

Letting now h — 0 we get :
Bu(zo.to) < V6|~ (div s
0,t0) > W=7
t Vol
Now, we will assume that Vé(zp, tr,) = 0 As before, we can construct a sequence

(zp,ty) of maximum of uj, — ¢ going to (xg, %) when h goes to 0. We suppose that
Vé(zp,ty) # 0. Using what we have done before, we have that :

)(zo,t0)-

sp < fT (dlv( Vo

|V¢‘ )(:Eh, hnh))

And then, we obtain that :

ulan.tn) < V0l AviZS

)(@n,th).
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Moreover, we can use a function ¢ (as done in [IS95] such that there is a function
f such that :

|9(x,t) — d(z0,t0) — dt(20)(t — to)| < |z — z0]) + gt — t0)

and :

U(lpl)
Ip|

Moreover, we have that :

|¢(, 1) — p(wo, to) — Pi(w0)(t — to)| < [Vlsdist(z,t) + o(sdist(x,1))

U (lpD)

p
Ip

F(p,I) =

So, using this equations, we found that :

¢t(z0at0) S 0

Now, we will assume that Vé(zp,tn) = 0 for h small enough. Then, let 8 > Bo,
and :
Yp(@,t) = d(x,t) + & — zo|”. (3.31)
This function is C*°, moreover v — ¢g have a maximum in (zo, t9). We also have
that : D’(ﬁ/@(l‘o,to) = V¢($0, to) = 0 and D21/)ﬂ($0,t0) = D2¢($0,t0).
At last :

[p(2,t) — d(20,t0) — ¢e(x0)(t — to) + |z — 20|”| < U(|2 — mo]) + |2 — m0|” + g(t — to)

Then, if we take I(r) = (1) + 7%, we have that :

~

I(r) =1U'(r) 4 prP=1

And then, if g > é, :

A1 Ydiv (£ > op|f~(div (2% = 0.
Ipl” =" f( (‘p|)_ |7 ( (|p|) -
So :
PAPD et ( 2oy 2 BIPP Tt (P o

We can construct a sequence (2 p, tg,n) of maximum of uj, — 3. There is, now,
two possibilities, or Dyg(zgn,ts,n) # 0 for, at least, a subsequence and then we
can use the previous result, or Dyg(zg p,ta,,) = 0 for h small enough. In this case,
we can construct the function psig4; then we will have the same possibilities.

Then, by iteration, we have two possible cases. Whether there exist § > S
such that there is a subsequence a (zg,ts,) of maximum of uy — g such that
Dig(zs,n,ts,n) # 0. By applying the previous result to 13, we found that ¢, (o, to) =
g (xo,to < 0.

Whether for all 8 > By, the sequence of (xgp,ts,) is such that :

Dipg(wp,n,ts,n) = 0.

So :
Dw(xgﬁh,tg’h) = ﬁxg’h‘xg’h — x()\5_2, (3.32)
and this, for all 8 > Bo.
This will imply a contradiction with the fact that phs is regular. Let kg the

first non zero differential of . That is to say D1, 4 # 0, and for all k < ko,
D¥4, 1, = 0. Then, using the Taylor formula, we have that :
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aa
Z ];) ad)) (l‘o,to) +O($—Z‘0,t—t0).

a,|al=ko

Then, we will have a contradiction using 8 > k. Indeed, we then have :

Vé(xsn ten) = Brgnlrsn —xol’ >

and :
Bag.nlesn — xol’

02 (V
Za;m\:ko kio!%(antO) + 0(33 —x9,1 — tO)

So, for all k, Dkwwmto = 0, and then (also by the Taylor formula) :

— 0

Voé(z) = o(|lx — xo|*) VE > 0.

61

Let k high enough, and 8 = k+2, then for (zg 1, ts,) we have (3.32), and then :

T
|z — zo|P—2

_>6|$0|a

which imply a contradiction.

3.7 Numerics

I implement this algorithm for the motion of set. In order to implement the

algorithm, one need to implement successively :

1. the computation of the signed distance function to the level set 0 of a function

w

2. The resolution of problem P.

The first part is done by using the fast marching method. I take the algorithm

developed by Gabriel Peyré.
The second part is based on an algorithm written in [CP11].
Our problem is :

(P) min {90+ [ (o) = dpuga ()}

weBV(Q)NL2(Q)

By definition, we have that :

/Q Du| = sup{/@udiv (©):1¢(@)] < 1Va Q}

So, we have to resolve :

uergivr}m{gllg{/ﬂudiv (5)}+/§2F(U(fﬂ)d{uo>s}(w)}'

this is a primal-dual formulation of a non-linear problem.
This problem is a generic saddle point problem :

minmax < Kz,y > +G(x) — H*(y)
¢y

(3.33)
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FIGURE 3.1 — Evolution for F' = z2, for small times on the first figure, and long
times for the second one

The idea of this algorithm is to alternate gradient decrease in the two spaces
(that is to say, alternatively search the minimimum and the maximum). In fact, a
step is define like this :

& = (I +o0H*) " (" + oKu") (3.34)
u"t = (I +70G) H(u™ — TKE™) (3.35)
"t = w4 QT — ™) (3.36)
Let : ~
E=¢"+oKu"
and :
u=u"—TKE"
The algorithm is :
_ éw
E@,j B max(l,f}-’j)

(I +70G)~*(¢) = argmin {/F(u —&)— < u,divé >}

So, this minimization can be done by a simple Newton algorithm. We will represent
now some images os those evolutions.
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FIGURE 3.2 — Evolution for F =22, F =23, F =24
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Chapitre 4

Un schéma numérique pour
le Laplacien Infini

4.1 Introduction

Le but de ce travail est de construire un algorithme de résolution du problemes
du Laplacien infini. Le laplacien infini est un opérateur qui apparait dans différentes
application en mécanique ou en imagerie. Il est défini comme suit :

—Asou = Z Uy, Uy, Uz - (4.1)

ij=1

pour une fonction u C? ol u,, représente la dérivée premiere dans la direction x;
et ug,; est la dérivée seconde.

Certains auteurs donnent une definition légerement différente, dans laquelle ’ex-
pression est divisée par |Du|?. C’est & dire qu'ils écrivent :

1 n
—Asu = W i;I Uz Uz U,z - (4.2)

Dans la mesure ou on cherche a résoudre des équations du type :
—Asou =0, (4.3)

les deux équations sont équivalentes, mais dans le cas de problemes non-homogene
la définition utilisée aura une importance particuliere. Dans le cadre de cet article
nous utiliserons la premiere définition.

Les propriétés du Laplacien infini ont commencé a étre étudié par Aronsson a
la fin des années 1960. Les études sont motivés par des applications variées. Par
exemple, le laplacien infini intervient dans le calcul des variations, et plus précisé-
ment dans le relevement de fonctions Lipschitz. En effet, un probléme classique est
d’étendre une fonction Lipschitz & un domaine plus grand sans pour autant changer
sa constante de Lipschitz. Ce probleme a de nombreuses solutions, on peut alors
essayer de caractériser une solution “optimale”. Aronsson [Aro67, Aro68, Aro84] a
cherché 1’ extensions qui “minimise” la constante de Lipschitz, c’est a dire, si on
consideére U un ouvert, et g une fonction défini sur QU, on cherche la fonction u
définie sur U, qui étend g et telle que || Dul| gy < [|[Dvl[ () pour toute exten-
sion v de g. la détermination de la solution optimale & cette extension revient a la

65
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résolution d’un probléme de laplacien infini.

—Agu =0 sur 2 (4.4)
u = g sur 0f) (4.5)

Un autre domaine d’application ou l'utilisation de cet opérateur est pertinente
est I'imagerie, et plus précisément dans la détection des bords des images. un réfé-
rence sur ce sujet peut étre trouver dans [CCMS00]. Enfin citons des applications
du laplacien infini dans la modélisation de certains probleme de calcul des forces
dans les matériaux.

Dans ce chapitre, nous allons étudier le probléme suivant : Soit 2 un ouvert
borné de R"™, soit g une fonction : 92 — R. On cherche une fonction u : R — R
solution de (4.4,4.5).

Comme dans la plupart des problemes d’EDP, la difficulté majeure vient du fait
que ce probléme n’a pas forcément de solution classique. La théorie des solutions de
viscosité permet d’avoir un cadre théorique pour étudier I'existence et 'unicité des
solutions de (4.4). Ceci a été introduit et étudié par Jensen [Jen93]. Puis par Barles
et Busca [BBO1] et par Aronsson, Crandall et Juutinen [ACJO04].

Le but de ce travail est d’étudier une nouvelle approche de la résolution du pro-
bleme de Dirichlet (4.4). Papproche que 1'on proposera ici est basée sur I'utilisation
de l'opérateur de Aronsson Ap. Si on considére un hamiltonien régulier H(z,p),
alors 'opérateur de Aronsson associé est donné par :

AH[U’] = Hpinj U,z + HIiHPj (46)
par exemple, dans la cas ou H(p) = [p| alors opérateur de Aronsson coinci-
2
derait avec le laplacien infini (Ag[u] = Asu), si H(p) = % alors A@[u} =

| Dul?ug, U, g, 0; = |Dul? Au.
Or, si on se place dans R™, qu’on se donne une fonction ug € C*°(R™) et qu’on
introduit les équations eikonales :

vy + H(z,Dv) =0 (t>0)
[Principe de décomposition] { wy — H(z, Dw) =0 (t>0) (4.7)
v=w=ug (t=0),

ou H est un hamiltonien régulier. Alors, si on suppose avoir des solutions suffisam-
ment réguliéres, on obtient (voir larticle de Barron, Evans et Jensen [BEJ08]) :

v(.,t) = u — tH(Dug) + %AH[UO] + o(t?)
w(.,t) = u+ tH(Duo) + 5 A ue] + o(t?)
D’ou :

2

t
VEY e S Anluo] + o(t), (4.8)

2
ce qui permet de calculer le laplacien infini.

Cette approche qui a été introduite dans [BEJ08] pour traiter de problemes sans
conditions aux bords va étre analysée dans ce papier pour un probleme de Dirichlet
associé au laplacien infini. Nous allons construire un algorithme basé sur le principe
de décomposition et on va vérifier la convergence de 1’algorithme global.

On va étudier deux cas, tout d’abord on va analyser ce qui se passe dans un cadre
périodique homogene. Dans ce cas le principe de décomposition est déja donné dans
[BEJ0S8] et notre objectif sera d’étudier et d’analyser les algorithmes numériques qui
s’en suivent.

Ensuite on va étendre le formalisme précédent (théorique et numérique) pour
étudier le cas de Laplacien infini avec des conditions de type Dirichlet.
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4.2 Notations

Nous allons introduire ici quelques notations qui nous seront utiles pour plus
tard. nous dirons qu'une fonction u est Q—périodique si pour tout x € R”, et tout
z € Z", u(x + z) = u(x). Nous noterons BUC(2) 'espace des fonctions bornées et
uniformément continues dans 2. De plus, la norme infini que nous utiliserons sera
toujours une norme infini en espace, c’est a dire que :

ulloo = ||U||Loo(Q

Nous noterons B(z, t) la boule de centre z et de rayon ¢. De méme que précédem-
ment, nous allons faire des recherches de minimum et de maximum dans la suite.
Nous noterons alors :

Ma,tth = ze%l%?,w u(z)
M, u= max u(z)
z€B(xz,t)

De plus, on cherchera les enveloppes convexe supérieure et inférieure des fonc-
tions, nous noterons alors :

¢" () = limsup ¢(2)

Z—T

« = liminf ¢(2)

Z—T

4.3 Cas périodique

Soit u € C(R™) et Q-périodique . Considérons les problémes suivants :

v+ |Dv|=0 (t>0) sur@

{ t v=u (t=0) sur@ (4.9)
wy — |Dw| =0 (¢t >0) sur@

{ tw:u(t:O) sur @ (4.10)

La théorie des solutions de viscosités fournit un cadre théorique complet pour
I'existence et I'unicité de solutions de viscosités continues et périodiques a ces deux
problémes, voir par exemple [CILI2b]

On sait que si u € BUC(Q), alors les solutions de viscosité v et w des problemes
(4.9) et (4.10) sont définies de manieres uniques et sont continues. De plus, elles
sont données par la formule suivante :

v(z,t) = (u(y)) zeR™, t>0 (4.11)

min
{y/ly—=|<t}

w(zx, t) (u(y)) zeR™ t>0 (4.12)

max
{y/ly—=|<t}

Cette formule montre la continuité de v et w. De plus, les fonctions v et w sont
définies de manieére unique ce qui va nous étre utile pour plus tard.
Introduisons les semi-groupes non linéaires suivants, pour t > 0,

R(t) : BUC(Q) — BUC(Q)
u— R(t)u=v(z,t) =

(u(y))

min
{y/ly—=|<t}

v(x,t) est donc ici la solution du probleme (4.9) pris au temps ¢.
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et :

S(t) : BUC(Q) - BUC(Q)
u— S{t)u=w(z,t) =

(u(y))

max
{y/ly—=|<t}

ou, cette fois ci, w(z,t) est la solution du probléme (4.10) pris au temps ¢.
Dans la suite nous serons amenés aussi a utiliser 'opérateur suivant :

F(t): BUC(Q) — BUC(Q)
. R(t)quS(t)u'

u D

4.3.1 Rappels :

Dans toute cette section nous allons fixer une fonction ug € BUC(Q) et nous
allons examiner des algorithmes itératifs de la forme :

Upt1 = F(ty)u, n>0 (4.13)

avec t, une suite qui sera précisée ultérieurement.
Dans [BEJ08], on a la démonstration du résultat suivant :

Théoréme 4.3.1. Soit u, une fonction continue, alors : v = lim F(%)”uo existe
et u est 'unique solution de viscosité de :

ur — Aoou =0 sur [0,T] x Q
w(z,0) = ug(z) sur@

4.3.2 Extension du résultat :

Dans le théoreme 4.3.1 nous avons considéré la limite de la suite d’opérateur
2 2
F(%)" Pour illustrer I'importance du terme en % on va étudier la convergence de
F(T)™ et on va voir que la limite obtenue est trés différente de la précédente.

Théoréme 4.3.2. Soit ug une fonction Q™-périodique et continue. Soit T > 0. Soit
Uy, la suite de fonctions Q™ -périodiques et continues définie par :

Up = F(Tup—1 = F(T)"ug n>1. (4.14)
Alors il existe une constante, notée u’ telle que : u, — u' dans L.

Pour ¢ > 0, introduisons les suites de fonctions v,, et w,, suivantes :

val@t) = = R(t)(un)
wp(z,t) = =S5(t)(un) (4.15)
Un_t,_l(l') — R(t)(“n);‘s(t)(“n) — F(t) (un)

Remarque 4.3.1. Nous pouvons remarquer que les fonctions constantes sont in-
variantes par l'algorithme présenté.En effet, si la fonction ug,est constante, alors
|Dug| = 0, d’ott v; = w; = 0 donc rien ne bouge. De plus, si on décale la fonction
ug d’une constante a, c’est & dire on pose ug = ug + a. Alors on trouve R(t)(ug) =
R(t)(up) +a et S(t)(@g) = S(t)(ug) +a , ot F(t)(tg) = F(t)(uo) + a(l’algorithme
est invariant par rapport aux translations).

Sans perte de généralité on peut considérer que la fonction ug est positive (dans
le cas contraire on peut la décaler d’une constante C' qui la rend positive).
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Avant de donner la preuve du théoreme 4.3.2 nous avons besoin de quelques
lemmes préliminaires. Tout d’abord nous savons que par définition des opérateurs
Ret Sona:

vp(x,t) = un(y)) z€R" (4.16)

min  (uy,
{y/ly—z|<t}

un(y)) = €R” (4.17)

n 7t - n
wn(@t) = max i

u, étant périodique, la notion de maximum et minimum de la fonction est bien
définie (et ils sont atteints dans ). Ceci permet d’affirmer que :
Ce résultat permet facilement d’avoir les lemmes suivant :

Lemme 4.3.3. Soit ug une fonction continue, alors R(T)(ug) et S(T)(uo) le sont
aussi.

De plus on a :

Lemme 4.3.4. Soit ug une fonction continue, alors on a pour tout n € N,

A

lon (- t)llLe@) < lluollLe=(q)
lwn( )Ly < lluollLe ()
<

[unll Lo (@) luoll L= (@)

Démonstration. Ce résultat découle de la définition de R et S. En effet, pour n > 0,
on a :
minu,(y) <  min
Q {y/ly—c|<t}
Ce qui implique que : ||[op|loc < [|tn]|oo- On applique le méme raisonnement pour
avoir le résultat pour la fonction w,. Enfin, une simple inégalité triangulaire nous
permet de conclure pour u,1. En effet :

(un(y)) < max(un(y)).

Uy + W 1
tunt1lloo = ||%Hoo < §(||vn||oo + lwnlloo) < lunloo-

Un raisonnement par récurrence nous permet alors d’avoir le résultat désiré. [

Du lemme précédent on voit que les opérateurs R et S sont contractants. En
général on peut aussi se convaincre que R et S ne sont pas strictement contrac-
tants, comme le prouve ’exemple suivant : prenons ug une fonction qui vaut zéro sur
0B(0,2), 1 sur B(0,1), qui est C™ et borné pas 1, on s’apercoit que pour ¢ suffisam-
ment faible (t < 1), v(0,¢) =1 = w(0,¢) et ainsi : ||R(¢)ullco = ||t = |5 (#)t|00,
méme si on a : R(t)ug # up.

Supposons que ug ne soit pas une fonction constante (sinon il est clair que ug
est de laplacien infini nul).

Lemme 4.3.5. Pour toute fonction ug non-constante, pour tout T > 0 il existe
np > 0 (indépendant de ug) tel que, si ug n'est pas constante,

mQaX(unT) < mgx(uo) V0 < e<er

Démonstration. Soit T > 0, soit © € Q tel que ug(r) = my(up) < maxgn(uy).
Alors, on a :
w(.,t) = myg(ug) < My (uo) sur B(z,t),

d’ou :
ui(.) < Hﬁ%X(UO) sur B(z,T).
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En réitérant on obtient : us(.) < maxgn (ug) sur B(z, 2T). Et donc, pour ny tel que
npT > diam(Q) :

max(Un,)Q = Max(Un, ) Bener) < Max_ (ug) < max(ug).
B(xz,nrT) Q

O

Remarque 4.3.2. De la méme fagon on peut justifier que min(u,,. )qo. > min(ug).
Ce qui induit une propriété de contraction stricte dans €. en norme L* (et ceci
pour tout € > 0).

Remarque 4.3.3. Soulignons ici que le résultat précédent repose sur la notion
d’ensembles atteignables. Si on appelle X* = {x/uy(z) < max(ux)} et si on appelle
VE = {x/vp(x,T) < max(up)} on a la relation suivante entre les deux ensembles :
VE C (X* + B(0,T)). Ce qui implique que X* C (X*~! + B(0,7)), d"ou : X* C
(X% + B(0,kT)). Ainsi, pour k tel que kT < diam(Q), ||uk|lco < |[10]|oo-

Ainsi, on obtient une propriété de type “contraction stricte”, mais on ne peut
pas trouver une constante C' < 1 tel que |un, ||z (0.) < Clluollco pour tout u (ce
qui aurait permis, en utilisant le théoréme de point fixe de Banach de conclure a
la convergence de l'algorithme vers un point fixe). En effet, il suffit de regarder des
fonctions u comme précédemment, mais qui ont comme valeur au bord 2 — €. Le
fait que la transformation borne u entre son maximum et son minimum montre que
lexistence du C' est impossible. Mais nous avons tout de méme le résultat suivant :

Lemme 4.3.6. Soit ny défini dans le lemme précédent, alors :

(2™ — 1) max(ug) + min(ug)

max(F™ (t)ug) < o

et
min(F™ ()ug) > o = 1)m1n2(zo) + max(uo)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. Soit x € @) tel que ug atteint son
minimum en z. Alors, sur B(t, ), on a wo(y) = my(uo) et vo(y) < max(ug) d’out
ul(y t) < maxq (uo)+ming (ug)

) —_ 2 .

Montrons maintenant que :

+ maxq (uo)+ming (ug) 3 .
us(z,t) < maxq(uo) 5 2 = maXQ(u)4—|— ming () pour z € B(x,2t).

Soit z € B(x,2t). Il existe y € B(x,t) tel que |y — x| <t. Or:

maxg(uo) + ming (up)
2

ui(y) <

maxq(ug) + ming (ug)
5 :

On a de plus v1(z) < max(ug) d’ou le résultat sur us. Ainsi, par récurrence, on a le
résultat annoncé.

wy(z) <

O

Preuve du théoréme 4.3.2. Dans la suite, fixons np comme défini dans le lemme
4.3.5 Nous allons maintenant étudier la suite (ug ), et montrer la convergence de
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cette suite vers une constante (ce qui entrainera la convergence de 'intégralité de
la suite.) Soit :

My, = gleag(uk.m(x))
my = ggg(uk.m(z))

Nous avons déja montré que les suites My et my sont respectivement décrois-
santes et croissantes et bornées respectivement par mg et My (et méme My > my,).

Ce qui implique la convergence de My, et my vers M et m qui vérifient M > m
De plus, le lemme precedent donne que :

(27“ — 1)]\4}€ + mg

M1 < ome
et ( )
2™ — 1)my, + My,
M1 = s
Nous avons donc que les limites M et m vérifient :
M < 2™ —1)M +m
S T
M<m
Dou M =m.

Ainsi, les fonctions uy ., convergent vers une fonction constante, HT, dans L°.
Ceci implique donc que, quel que soit € > 0, il existe k& > 0 tel que :

al —e< ngn Uk oy < mgxukinT <ul +e

Ensuite, les propriétés de contraction de l'opérateur F'(T') permettent de conclure
que u, — " . En effet pour tout n > k.np, on a :

c—e< ngnuk,nT < Irgnun < mgxun < mgxuk,nT <c+e.

11 est clair que la fonction constante est & Laplacien infini nul. Ainsi, pour chaque
T, F(T)"(up) — u”. O

4.3.3 Résultats sur les u”

On peut se poser plusieurs questions sur @’ :

(i) Quel est la dépendance en T de up 7
(ii) Que se passe t-il lorsque T'— 07
(iii) Existe t-il des fonctions périodiques et de laplacien infini nul non constante ?
)

(iv) Que se passe t-il lorsqu’on se place non pas dans un milieu périodique, mais
dans un ouvert borné € avec une donnée au bord g pour les équations d’évo-
lutions ?

Lemme 4.3.7. Soit ug une fonction K — Lipschitz, alors la fonction :

10,00[— R

7oy (4.18)

est continue.
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Démonstration. La démonstration de ce résultat se base sur des arguments directs.
Cela repose sur le fait, que toutes les fonctions u,, donnés par I’algorithme sont
K —Lipschitz. En effet, étant donné que R(T")ug(z) = minp, 1)(uo(2)), il y a conser-
vation du caractére Lipschitz. Il en est de méme pour I'application S(T'), et donc
pour F(T).
D’autre part, pour tout 7 > 0 et § > 0. Sit < 2 alors | F(T)ug—F(T—t)ug||oc <
0. O

On peut alors se demander si on peut calculer u”" a priori et si limp_o(ul)

existe. (On a facilement qu'il existe une sous suite de u? qui converge car ce sont
des fonctions constantes et bornées). De plus, si la limite existe, comme limite de
fonction constante elle est constante

Pour répondre a la derniere question on énonce le Lemme suivant :

—Au=0 sur Q (4.19)

Lemme 4.3.8 (Les fonctions a laplacien infini nul et périodiques sont les fonctions
constantes). Les solutions Q-périodique du probleme :

—Agu = 0. (4.20)
sont les fonctions constantes.

Démonstration. En effet, la caractérisation des fonctions a laplacien infini nul dans
[ACJO04] dit que la fonction g,(r) = maxp(, ) u(z) est convexe pour tout z. Ceci
implique que la fonction u est constante. En effet, soit zg un point de maximum
de u sur @ et soit yp un point de minimum. Alors pour r suffisamment grand
(r > |zo — yo|) on a g constante. Or, la seule fonction croissante et constante a
I'infini est la fonction constante. On a donc que g,,(r) = u(xg) pour tout r > 0.
ce qui implique, par la continuité de u que u(yg) = u(xg). Donc u est une fonction

constante.
O

On peut alors se dire que si on travaille dans un ouvert borné, et que ’on donne
des conditions aux bords aux équations d’évolutions, et qu’on arrive de nouveau a
construire des points fixe a notre algorithme et si ces points fixes convergent vers
une fonction u, alors cette fonction est & laplacien infini nul, en effet, formellement,
dans ce cas on trouve, en utilisant (4.8) et le fait qu’on construit v comme étant la
limite de notre algorithme :

U+ u
2

=u+ Asu.

Soit, Asou = 0.

4.4 Probleme stationnaire avec données au bord

Considérons maintenant le probleme suivant :

(4.21)

Au=0 sur Bg
u=g¢g sur OBg

ou g va étre une fonction Lipschitz sur Bg. Pour adapter le travail précédent, on va
considérer les équations eikonales avec des données au bord suivantes :

v+ |Dv|=0 zeR"(t>0) .
v(.,0) =u(.,0) =€ Bg(t=0) (R)
v(z,t)=g(x) z€0Brt>0
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“ wy—|[Dw| =0 xeR"(t>0) .
w(.,t) =u(.,t) x€Br(t=0) (S)
w(z,.)=g(x) z€IBrt>0

Il est connu que ces équations n’admettent pas nécessairement des solutions
de viscosité continues. On s’interesse donc & ’existence et 'unicité de solutions de
viscosités discontinues. Selon [Bla01], on a que si (ug). = (ug)«, alors R admet une
unique solution s.c.i (et toutes les solutions de viscosités ont la méme enveloppe
s.c.i). Avec la condition inverse ((ug,)* = u}) on a un résultat similaire pour S.

Ceci prouve clairement qu’on ne peut pas espérer I'unicité de solution pour (R) et

(S)
Ceci dit, les travaux d’Alain-Philippe Blanc [Bla01] nous permettent de caracté-
riser les solutions de la maniere suivante, considérons les fonctions valeurs suivantes :

t) = (T +ty); +1

w(z,t) max({lyrlréaltiim gy (T + ty) {|y\r£%)r<waﬂg(x y))
v(z,t) = min min  wuj(x +ty); min T+t
(1) ({Iylﬁl}ﬁﬂ of ) {Iylﬁl}ﬁaﬂg( y))

v est solution de (R) et w est une solution de (S). De plus, toute solution de R
admet une enveloppe sci égale a v, et toute solution de S admet une enveloppe scs
égale a w.

On peut alors définir, pour linstant de facon simplement formelle, des semi-
groupes comme on 'avait fait précédemment.

R(t :u—>]~%tu:vm,t = min min  u*(r+ty); min T+t
(t) (t)u = v(,t) ({|y|51}rm( y); i o Y))

et :

g(t):uﬁg(t)u:w(x,t):max( max  u.(x + ty)

* ; ty)).
e (2 0 9+ 1)

Je n’indique pas pour 'instant dans quels espaces ces opérateurs sont définis (cela
sera précisé plus tard). Il faut simplement remarquer que, comme précédemment,
R(t)u est une fonction ne dépendant que de l'espace (¢ est fixé).

Pour wug Lipschitz et T' > 0 considérons la suite : (pour n > 1) :

Définition 4.4.1.

vp(z,T) = =R(T)(un)
wp(z,T) =

Unii(z) = =: F(T)(un)

On veut établir le lien entre la limite d’un tel algorithme (quand elle existe) et

la solution du probleme (4.21).
Tout d’abord, on établit que :

Lemme 4.4.1 (Régularité par rapport aux résultats). Soit u Lipschitz et soit u(.) =

u(.)+6(.) avec § une petite perturbation réguliére. Soit o = R(T)(@) et w = S(T)(4

etv=R(T)(u) et w=S(T)(u). Alors, ||[v—7]|cc < [|d|loc €t ||w — Do < ||0]|co

Démonstration. Les arguments sont directs et se basent sur les definitions de Ret
S O
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4.4.1 Démonstration de la convergence

Dans cette partie nous allons montrer les résultats suivants : Pour tout T > 0
et pour ug Lipschitz.
1. La suite de fonctions F(T)"ug converge vers une fonction u? lorsque n tend
vers I'infini.

2. uT converge uniformément vers une fonction @ lorsque 7" tend vers 0.

3. @ est solution de viscosité de (4.21)

Existence de la limite u”

Rappelons que nous placons dans le cas ou le domaine est une boule. Signalons
des a présent que cette hypotheése est importante dans notre étude. En effet, les
solutions de R et S sont discontinues est nous avons besoin de localiser ces discon-
tinuités. Cette localisation est plus compliqué pour des domaines quelconques.

Définition 4.4.2. Soit Vr 'ensemble de fonctions suivant :

Vi ={v:Br = Rtelle que v, . p i € CBr—kT)\B(r—(k+1)T)),k € N}

(4.22)
Ainsi, Vr est ensemble des fonctions continues sur les couronnes de taille T'. Nous
allons noter le temps de la démonstration :

Cvvr=B(r—kI)\B(r— (k+1)T) pour k> 1. (4.23)

Lemme 4.4.2. Soit T positif. Soit K > 0, soit ug € Vr telle que pour tout k > 0,
Ug|e, . st K—lipschitz .
Soit uy,, v, et w, définis par :
Vy, = R(T)un
wy, = S(T)uy, ~ ~
Unp = F(T)un _ R(T)un;-S(T)un

On a alors que uy,, v, et w, sont dans Vr. De plus, pour tout k > 0, Up)e, . €St
K —lipschitz.

Démonstration. On peut montrer ce résultat par récurrence. Supposons que u,, Soit
un element de V. Soit x € Q. Alors il existe k tel que = € Cokg". Supposons que x
ne soit pas sur le bord de cet ensemble.

Or, nous savons que :

Up = min (B(f%i)r?wck(”"(z)); poin  (un(2)); B(m’gl)imncm(un(Z)))

De plus, on a que tous les ensembles de minimisations sont de taille non nulles
et évoluent de maniere ”continues” par rapport a z. Ainsi, la fonction v, prend
le minimum de trois fonctions continues sur des ensembles qui bougent de fagon
continue, donc la fonction v, est continue. On peut I’écrire de facon propre :

Soit € > 0, soit y € Ci Soit 2z, et z, les points du minimum. Il existe [ tel que :
zy € Cy, alors, il existe un point a € C; tel que : |a — z,| < n et a € B(y,T). Or,
la fonction u,, est continue sur C; et & la constante de continuité voulue, donc :
|un(2z) — un(a)| < e. De méme, on peut trouver b € B(x,T') tel que : |uy(zy) —
U (b)] < e. Or, comme up(a) > un(zy) et uy(b) > uy(2;) on obtient :

Un(a) —un(ze) <€ = up(zy) —un(zz) <€
Un(b) —un(zy) <e = up(2zz) —un(zy) <e
= |un(22) — un(zy)| < e
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De plus, on garde le méme module de continuité!
Les fonctions sont alors localement K —lipschitzienne. O

Remarque 4.4.1. Ce résultat permet de démontrer que les applications R(T)7 S (T)
et F(T') envoient des fonctions de Vp dans Vp

Lemme 4.4.3. L’application F(T) est une application contractante en norme L

de Vi dans V.

Démonstration. Ce résultat vient de la définition de R(T)(u) (qui est une recherche
de minimum) et de S(T")(u) (qui est une recherche de maximum). O

Lemme 4.4.4. Il existe une fonction u € Vy telle que F(T)u = u.

Démonstration. F (T) est une application contractante de Vp dans Vp. On peut
alors appliquer le théoréeme de point fixe de Schauder. O

Remarque 4.4.2. Nous n’avons pas montré ici 'unicité de ’existence d’un point
fixe, mais cela ne sera pas nécessaire dans la suite de la preuve.

Nous pouvons maintenant montrer que la suite de fonction u,, est convergente
et qu’elle converge vers un point fixe de ’algorithme.

Lemme 4.4.5. Il existe une fonction ul € Vp telle que u,, — u? uniformément et
uT est un point fize de Ualgorithme.

Démonstration. La preuve se base sur 4 arguments :

(i) F(T) admet un point fixe (pas forcément unique).

(ii) La suite u, admet une sous-suite qui converge vers une fonction u’.

(iit) u” est un point fixe de F(T').

(iv) La suite u,, converge vers ul.

La preuve se divise en 4 points. Tout d’abord on montre I’existence d’au moins un
point fixe a I’algorithme. Ensuite on montre qu’il y a une sous-suite u,, qui converge
vers une fonction u”. Puis on montre que u” est point fixe de I’algorithme, et enfin
on montre qu’alors toute la suite u,, converge vers u”.

(i) Ceci est donné par le lemme 4.4.5

(#1) Comme montré dans le lemme précédent, les fonctions u, sont équi-continues
sur Ck. Donc, en appliquant le théoreme d’Ascoli-Arzela ,on peut faire un procédé
d’extraction diagonale et extraire une sous-suite qui converge vers une fonction u”
sur chaque Cy.

Explicitons ce procédé diagonal. Les fonctions w, sont équicontinues sur Cp,
et elles sont bornées. Ainsi, on peut appliquer le théoreme d’Ascoli-Arzela, et il
existe donc une sous-suite () qui converge uniformément vers une fonction fj
dans Cp. Maintenant, les fonctions u, ()| o, sont équi-continues et bornées, donc en
appliquant & nouveau le théoreme d’Ascoli-Arzela on peut extraire une sous-suite
Ug, () (de Uy, (n)) qui converge vers une fonction fi dans C (et toujours vers fo dans
Co). En réitérant ce processus R/T fois. Soit u’ la fonction défini par uchk = fi.

On a donc que la sous-suite u,, ,, qui converge uniformément vers u’.
T

(i1i) Cette assertion s’obtient en utilisant exactement les mémes arguments que
dans [[LGA98], Th 3.5] (il suffit d’adapter les constantes qui apparaissent dans cette
preuve).

Le principe de la démonstration est le suivant :

— Les suites A} = sup,,(un(z) — un_1(z)) et A, = sup, (un_1(x) — uy(z)) sont

décroissantes.



76 Chapitre 4. Un schéma numérique pour le Laplacien Infini

— Il existe § > 0 tel que pour tout n et pout tout p > 0 :

AE <277 ((20 — p)AE +9).
Ceci implique que At — 0.
— Si up, tend vers u”, alors u,,,, tend lui aussi vers u
est point fixe de ’algorithme.
(iv) On veut maintenant montrer que toute la suite converge vers ur, et pas
seulement une sous-suite bien choisie. Ce résultat repose que le fait que 'application
F est contractante. On a donc que :

T T

, ce qui montre que u

[ns1—u" oo = HF(T)Un_“THoo = ”F(T)un_F(T)uT”oo < lup —u" oo (4.24)

Donc, la suite A,, = ||u, — u”|| est décroissante. Or, il y a une sous-suite qui

converge uniformément vers u”, d’ot1 pour tout € > 0, il existe N suffisaient grand
T

tel que, A“"%(N) < €, et pour tout n > @z ), | — u' oo < e O

Convergence des u”

Théoréme 4.4.6. Avec les hypothéses précédentes, la suite de fonctions u” converge

uniformément vers une fonction T solution du probleme (4.21) lorsque T tend vers

0.

Démonstration. Pour cette preuve, comme précédemment, on commence par mon-
trer qu’une sous-suite converge vers la fonction u. Puis on montre que la fonction u
est solution de viscosité du probleme (4.4), et on utilise 'unicité de la solution pour
montrer que toute les fonctions convergent.

Etape (i) : Les difficultés proviennent du fait que les fonctions u' sont des
fonctions continues par morceaux sur les couronnes Cj, 7, donc, principalement, elles
ne sont pas continues sur le méme support. On ne peut donc pas espérer appliquer
les arguments basés sur le théoréme d’Ascoli-Arzeld aux fonctions u”. Notre but
va donc de créer des fonctions @7 qui sont continues et méme équi-continues et qui
sont proches de u” dans un sens qui sera défini. On appliquera alors le théoréme
d’Ascoli-Arzela sur la famille @7 et on obtiendra ainsi la fonction u recherchée.

T

Pour cela, on va construire la fonction %’ de la facon suivante : Soit x € €,
alors il existe k tel que z € Cy 7, alors on pose @7 (z) = d(z,Cva)uT(l"fc—‘(Rf kET))+
A, Coprr T (& (R — (k + 1)T)).

Cette fonction est elle aussi lipschitzienne. Cela provient du fait que les sauts
sont de tailles CT avec C' > 0 indépendant de T et de la couronne k dans laquelle
on se trouve.

Ainsi, soit la "pente* d’une droite est :

T

|uT(m(Rf(k+1)T)) - uT(m(RfkT))l
< |l£g1(uT(%(R_zT>)_uT(%(R—kT))HCT
< KIR—(k+1)T - R—-KT|+CT
< (K+4+O)T.

Les pentes des droites étant toutes bornées par C + K on peut en déduire le
caractere Lipschitz. Donc une sous-suite converge vers u. Et, comme ||[u” — a7 || <
CT on a le résultat désiré.

O



4.4. Probleme stationnaire avec données au bord 7

Remarque 4.4.3. On voit apparaitre ici la principale différence entre cette dé-
monstration et celle de A. Oberman avec son algorithme [Obe05]. En effet, il se
contente d’interpoler une fonction sur une grille, ce qui fait qu’il peut prendre des
fonctions continues. Ici, on travaille avec des fonctions définies totalement, et il se
trouve qu’elle ne sont malheureusement pas continues. Bien qu’elles soient proches
de fonctions continues et Lipschitz.

Etape (ii) : Nous allons maintenant montrer que la fonction u est solution du
probleme 4.21. Nous allons tout d’abord présenter une preuve adaptée de I’article de
[BEJ0S8], cette démonstration utilisera simplement les formules de représentations
des solutions de R et S.

Soit z € ER, nous savons que pour T suffisament petit, B(z,T) € Bg, donc la

fonction u” vérifie (dans un voisinage de z) :
1
u” = - (max(u” (z + Ty)) + min (u” (z + Tz)) (4.25)
2 yl<t |2]<1

Démonstration. Posons

H(e,2,p, M,w) = (w,p) + 5w, Muw) (4:26)
Et soit :
H(T,z,p, M) = max H(T, z, p, M, w) (4.27)

Soit wy € argmax H(T,x,p, M,w), alors :

1
DpH = wTr, DTH = §<wT,MwT>.

Soit ¢ une fonction réguliere telle que u — ¢ a un maximum strict en xg € Q.
Alors, uT — ¢ admet un maximum en z7. On obtient alors que :

1

o(zr) < = (max(p(zy + Ty) + min (p(zr + Tz)) (4.28)
2% yl<1 ES

Or, en utilisant la formule de Taylor, on obtient :

1 T
0 < 3 myax(T(y,D@ + =y, D*¢y))

2
1 : T2 2 2
+5 min(=T(y, Dp) + —(y, D¢y)) + o(T7)
1
< 5 (TH(Tv xr, Do, D290) - TH(fTa zr, Dy, D290)) + O(Tz)
< T2 H(Tv xT, DQDa Dzsﬁ) - H(_Tv xT, D@? DZSD)

2T
Or,

1 T
o | DrH(s.ar, De(er), Dplar))ds
=T
1 T
=ar T(w%,chpw%)ds > o(1)

En faisant tendre T vers 0 on obtient donc que :

<’lf}, DZ()O(:EO)@) >0



78 Chapitre 4. Un schéma numérique pour le Laplacien Infini

Ou:we argmax{(w Do(zg)/|w| < 1)}

Soit, w = |D , dott: —Asop(x0) <0

Nous savons de plus que les sauts des fonctions sont plus petits que CT', donc,
pour z € dBg, |g9(z) — v’ ()| < CT. Donc Ujpp, = g. O

4.4.2 Une nouvelle preuve

Nous allons ici présenter une autre preuve, qui découle directement de 1’idée de
I’équation de Aronsson, qui utilisera cette fois ci directement le fait qu’on calcule
les solutions exactes de R et S, et qui n’utilisera pas les formules de représentations
de ces solutions.

Soit ¢ une fonction C'*°. Soit g un point de maximum de u — ¢. Alors, il existe
une suite x7 — zg telle que 7 soit un maximum de u” — . Donc, on a :

ul(z) = p(z) < u’(27) — (7). (4.29)

Or, u” est un point fixe de F(T), donc :

WTar) = S(RT)w)+ S(T)(w)

T(ar) - plar) + 5 (RT)(p) + ST)())

IN

u

On a donc que :

plaer) < %(R(T)(tﬂ) +8(T)(9) = p(ar) + T*Ascip(r) + o(T?).

D’ou :
~Auplar) +o(1) <0 (4.30)

En faisant tendre T" vers 0 on obtient le résultat voulu.
On a la méme chose en regardant des minimums.

Nous remarquons que cette démonstration de convergence n’utilise que les ré-
sultats sur les équations de Aronsson, on peut alors se demander ce qui se passe
lorsque 'on change les équations d’évolution. C’est a dire, que se passe t-il si lors
de 'algorithme on résout plutot le systeme :

v+ H(Dv) =0 (t>0)
wy — H(Dw) =0 (t>0) (4.31)
v=w=u (t=0),

avec un Hamiltonien H plus général. C’est ce que 'on va étudier dans la partie
suivante.

4.5 Cas convexe

4.5.1 Démonstration de la convergence

Dans cette partie nous allons étudier les problemes suivants :

v+ H(Dv)=0 (t>0)

v(.,0) = u() (t=0) (R)
v(z,.)=g(x) z €N
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« wy — HDw)=0 (¢t>0)
w(.,,0)=u(.) (t=0) (S)
w(z,.) =g(x) = €N

dans le but de calculer une solution au probleme :

{ Apglu] =0 sur Q (4.32)

u=g sur 0}

ou Ap[u] est Popérateur d’Aronsson. Il est égale a :
Aplu] = Hy Hy, + Hy Hy i,

Comme précédemment, on va résoudre les deux problemes d’évolutions, puis
faire la moyenne et recommencer et montrer que 1’on converge vers un point fixe du
probléme.

Il va y avoir quelques modifications a la preuve précédente. En effet, cette fois-ci
on va tout d’abord prouver que I’on peut bien définir les fonctions v,, et w,, de facon
unique (et trouver des conditions sur H pour avoir ce résultat). Ensuite, on va encore
utiliser les formules de représentations des solutions des équations d’évolutions pour
obtenir la convergence. Cependant, cette fois-ci, la formule sera :

ol T) = i (1)) + 1) i) + 1 55)).

ou H* est la transformée de Legendre de 'opérateur, c’est a dire que :

H'(p) = sup (p.o— H(z))). (4.33)
z€RN

et :

) = mox (max((a,-0).(2) — 0G5 smastal) - 7))

Maintenant le minimum sur tout l’espace et non sur simplement une petite
boule, ce qui ajoutera des propriétés de continuité des solutions (sauf sur le bord
de 'ensemble). En outre, le controle de la fonction H*(p) permettra a nouveau de
chercher le minimum dans une boule dont le rayon sera fixé seulement par la fonction
ug de départ, et nous aurons toujours un controle sur la constante de Lipschitz des
solutions.

La démonstration de la convergence de ’algorithme se déroulera selon les étapes
suivantes :

1. Les fonctions v, et w, sont bien définis (de maniere unique).

. La suite de fonction F(T)"uq converge vers une fonction u”.

2
3. u” converge uniformément vers une fonction w.
4. wu est solution de viscosité de (4.21).

Nous allons avoir les hypothéses suivantes :

(H1) Le domaine € est Lipschitz.

(H2) La fonction g définie sur 02 est Lipschitz.

(H3) La fonction p — H(p) est une fonction convexe. De plus, Hp)

Iz(fl) ) 5 50 quand
Ip| = oo.
(H3) La croissance de H est bornée, c’est & dire que :

dH (p)
dp

< Clp|™.
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(He) |GE] < O+ [p).

(H5) La fonction distance au bord du domaine, notée d(.), est C1'! dans un
voisinage de 0f.

(H6) La fonction A — H(z,p— An(x) est croissante des que A > A(1+ |p|) pour
tout (z,p) € 90 x RN, avec n(z) = —Dd(x) le vecteur normal extérieur a 95

Unicité des enveloppes s.c.i des solutions des équations d’évolutions

Nous voulons démontrer le résultat suivant : Si u et v sont respectivement sous-
solution et sur-solution du probleme : Etant donné ug et g et 2, trouver une fonction
telle que :

v+ H(Dv)=0 (t>0)
v(.,,0) =up(.) (t=0) (4.34)
v(z,.)=g(x) z €N

alors
uy < v, dans Qx]0,T7. (4.35)

Pour cela, nous allons reprendre une démonstration donné par Alain-Philippe
Blanc.
Cette démonstration repose sur le principe de solution de Barron-Jensen.

Définition 4.5.1. Une fonction u bornée est une solution de Barron Jensen de :

0
8—? + H(z,t,Du) =0 dans Qx]0, 7], (4.36)
si elle satisfait la condition suivante :
V¢ € C1(2x]0,T]), en tout point de minimum (x¢,ty) € 2x]0,T[ de u, — ¢, on
a:

g—f(:ﬂmto) + H(z,t,Dd)(xg,t9) =0 dans Qx]0, T,

Ces solutions sont aussi appelés solutions bilaterales.

La principale différence entre ces solutions et les solutions de viscosités classiques
est la disparition de la condition de sous-solution au profit d’un renforcement de la
condition de sur-solution.

Nous allons alors démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 4.5.1. Supposons que les hypothéses (H1) a (H6) soient vérifiées. Soit
u une solution de Barron-Jensen du probléme (4.36) telle que :

liminf w(y,s) < g«(z,t) (z,t) € 002x]0,T],
(y:5) = (1)

liminf wu(y,s) < min{g.(z,0),(uo)«(z)} (z,t) € 0N
(y,5)—=(x,0)

liminf wu(y,s) < (ug)s«(z,t) €

(y,5)—=(x,0)

Soit v une sur-solution de (4.34). Alors :
Uy < Uy
Nous pouvons alors avoir en corrolaire que :

Corollaire 4.5.2. Soit u une sous-solution de (4.34) et soit v une sur-solution
de (4.34), alors :
Us < Vs
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La démonstration de ce lemme reposera sur l'introduction de la fonction sui-
vante :

|t — s[?

B

u P (1) = inf {u.(y,5) + e 6a(@,y) + C(d(2) - d(y)) +

Y,

} (4.37)

Avec :

ulg) = = I ) — a4 0 )40

(4.38)

et d la fonction distance a 0€). Nous avons pour cette fonction les propriétés sui-
vantes :

Lemme 4.5.3. Il existe des constantes C, K, L, M telles que, pour o suffisament
petit :
1. Les fonctions u®? sont Lipschitz dans Qx]0,T].

2. Les fonctions u™? sont sous-solution de viscosité de :

%—f + H(z,Dw) — Fia=0 (4.39)
ou F est une constante indépendante de « et 3.
3. u*P < g, sur 9 x [0,T] et u®? < (up)s sur Q x {0}.

Pour démontrer ce lemme, on va passer par I’étude de la fonction suivante :

_ o2
w2 t) = inf (i 0:5) + ¢ nlnn) + Clata) = dl) + " 4 T
(4.40)

Le but va étre d’obtenir des résultats similaires pour u®?7 (les résultats sont
écrits dans le lemme suivant), puis de faire tendre v vers zéro pour obtenir les
résultats voulus pour u®?.

Lemme 4.5.4. 1. Les fonctions u®?7 sont Lipschitz dans Qx]0,T].

2. Les fonctions u®P7 sont sous-solution de viscosité de :
ow y
— + H(Dw) — F\/E,(z,t)va — 4C =0 4.41

avec E-(x,t) = \/2||u||oo +2Cdlloe + I + 75

Pour montrer cela, nous allons avoir besoin de deux lemmes :

Lemme 4.5.5. Pour L suffisament grand, et pour M > L et pour tout (x,t) €
0x]0,T], nous avons les propriétés suivantes :

1w (2, t) < w2, t) + gy + 7
2. Si (yy, Sy) est un point tel que :

ua,ﬁ,'y(.%t) = U*(ym 57) + e_Kt(ba(x,y'y) + C(d(l‘) - d(y’y))
It — 5v|2 s Y
TTE TS Tl

alors nous avons :
@ =y < 5By (2, t) Va
et
[t —sy| < Ey(x,t)\/g.
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3. Six est dans un voisinage du bord, si on écrit : Du®P7(x,t) = p, — Ayn(z)
avec n(x) = —Dd(x) est la normale au bord 98, et si on a en plus que :
d(z) > d(yy) alors :

Ay 2 C(1+ |py ).

4. 1l existe une constante K ne dépendant que de o et de K telle que :
| DuP (@, )| =y | < K|l —yo| + e hal@,y5))-
Nous allons démontrer les lemmes les uns apres les autres dans le sens inverse.
Lemme 4.5.5. La démonstration de ce lemme ne repose que sur des calculs. O

Lemme 4.5.4. Preuve du point 1 : Nous avons que :

w7 (@, 8) —u®0 (2,8) < e sup{da(@,y) — Palz y)} + Cld(z) — d(y)).
y€eN

Or, on se trouve sur un compact et on travail avec des fonctions Lipschitz, on trouve
donc que :

C
uo"ﬁ”(a:,t) _ u“’B”Y(z,t) <~z — 2|
Q
On obtient donc que u®?7 est une fonction Lipschitz en espace (et la constante de

Lipschitz ne dépend pas de 7). On a de méme qu’elle est Lipschitz en temps.
Preuve du point 2 :

Le théoreme de Rademacher permet alors de dire que les fonctions u®#7 sont
differentiable presque partout et que si (y,, s,) vérifie :

t=s> v, 7

U (2,) = (g 8) + e~ Kb (2, 3,) + O(d(z) — d(y-)) + 5 o Ty

alors on a :
Duaﬁﬁ(l‘a t) = e_KtDw¢a('ra y’y) - C’I’L(Z‘)
et 5
ou™ P 2(t—s
7(1-’ t) — u
ot I6;
Nous allons maintenant fixer (z,t) et chercher des résultats sur les dérivées de
cette fonction par rapport a ., s, ).
Soit (zg,ts) € 2x]0,T[ un point olt u®#7 est différentiable. Soit (v, s,) tel que
défini précédemment, alors (y-, ) est un point de minimum de la fonction : u, — ¢
avec :

- Ke—Kt(ba(m? y’y)

by, 5) = e K04 (w0,y) — Cld(wo) — d(y)) — 2 T T

e s d(y)
Or, u est une solution de Barron-Jensen, d’ou :
N
E(y'w 8y) + H(Yy, sy, D(yy,54)) = 0. (4.42)

Avec, comme n(y) = —Dd(y) :

D(yy, sy) = *eiKtODy‘ba(fEOv Yy) — Cn(yy) — d(; )2 n(y)
Y
ot 0 2ty — 5,)
ot (4:87) = Oﬂ o+ !2
H

Nous allons alors avoir besoin du lemme suivant :
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Lemme 4.5.6. Nous avons que :

65D, ~Ct) < D054 (257)

Grace a ce lemme nous obtenons, en utilisant en outre le lemme 4.5.5 et I’hypo-
these (H4) :

Hu B

ot (mo,to) + H(Z‘o,to,Dua’ﬁ”y(l‘o,to))

< O+ |Du™ (2o, t0))llz0 — | + CIA lIn(z0) — n(ys)]

Enfin, le lemme 4.5.5 donne que :
IAlln(zo) = n(ys)| < |Dnlloo| DuP7|z0 =y,

On obtient alors :

Du B
at

(ZEo,to) =+ H(.To,to,Dua’B”y(antO) < B\/ E7%+4C <d/(:: )2>
0

Donc u®#7 vérifie 'équation (4.41) en (zo,to. u®?7 étant différentiable presque
aprtout, ’équation (4.41) est vérifiée presque partout, donc dans le sens de viscosité.
Donc u®#7 est une sous-solution de viscosité de notre probleme, les conditions au
bord étant vérifié. O

Lemme 4.5.6. L’hypothese (H3) donne que :

.,
Hys57,07 = An()) S H (v, 53,0y = Aanly) = getsnln)

Y
,}/ n
v (a5 -
d(y)?
Si on a d(zg) < d(y,) alors on a le résultat désiré. Supposons maintenant que :

d(xo) > d(y)
On remarque que les hypotheses (H5) et (H6) sont vérifiés dans un voisinage
de 90 qui est inclut dans :

Qs = {r € Q tel que : d(x) < &}
pour J suffisament petit. Pour simplifier les notations, on va supposer que :

max(d(z)) < 26
e

en redéfinissant la fonction distance en dehors de Qs si nécessaire.
Si y, ¢ Qs alors d(y,) > 0 et d(zg) < 2§ d’ou :

1 < 1 < 1
dyy) — 6 7 d(zo)
Et si y, € Qs, alors, par le lemme 4.5.5, on a que : Ay > C(1 + |py|) d’ot, par

(4.5.1) :

y
H(ym Sys Dy — Ayn(Yy) — FONE )271(3”)) > H(Yy, 5y, 0y — Myn(yy))
Yy
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Lemme 4.5.3. Nous avons que : u®?7 tend vers u®? quand v tend vers 0. (en
norme infini), ce qui implique que u®# est Lipschitz. De plus, comme on a que :
u®BY < u®P siy <4/, ona que:

limsup u®?7 (y, s) = u®?(x,t)

Ainsi, par des résultats de stabilité pour la théorie de viscosité on a que u®? est
une sous-solution de viscosité de (4.39). O

Maintenant, on va comparer u®? a une sur-solution au probleme d’évolution
(R) v. Nous avons que :

uP — v, < FYaT dans Qx]0,T).
En faisant tendre « et 8 vers 0 on obtient :

Uy < Vs

Corrolaire 4.5.2. La démonstration repose sur la proposition suivante :

Proposition 4.5.7. Supposons que u est une sous-solution scs de (R), alors u,

est une sur-solution de : 5
in

5 H(Du) =0. (4.43)

Ceci impliquerait que (u*), est presque une solution de Barron-Jensen du pro-
bleme (au lieu d’avoir 1’égalité pour les points de minimums, on a inférieure ou égale
dans 1’équation (4.42), ce qui suffit pour la démonstration), qui nous permettrait
d’avoir le principe de comparaison (les autres conditions du théoreme étatn assuré
par la notion de sous-solution de viscosité). O

Proposition 4.5.7. La proposition repose sur une démonstration présente dans le
livre de Guy Barles. Elle va consister & approcher la fonction u par des inf-convolutions
(ou assimilé) et des noyaux de régularisation pour travailler avec des fonctions C*
et ainsi pouvoir travailler directement sur les fonctions.

Nous avons précédemment montrer que les fonctions u®? sont solutions de vis-

cosités de : 5
ai: + H(Dw) — FY/a =0 (4.44)

Soit alors p un noyau de convolution (c’est a dire une fonction C'* & support dans
la boule unité et telle que : [, p(y)dy = 1).0n pose : pc(z) = € "p(%) et :

wte) = [ u )l - iy (4.45)

Nous travaillons sur les u®# car ce sont des fonctions Lipschitz, et donc continue,
ce qui nous permet d’avoir plus de régularité pour les u®?. On obtient principale-
ment que :

oub
ot

+ H(z,u®”, Du®P) < o(1) (4.46)

dans 'ouvert 2,
Or, u®? est une fonction C, ainsi, c’est une sur-solution de viscosité de :

ouP

T H(z,u™? Du®?) > o(1) (4.47)
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H(z,u®?, Du®P) < o(1) (4.48)
On obtient alors que u®” est une sur-solution de :

f% — H(Du) + F{/a=0 (4.49)

On fait alors tendre « et 8 vers 0. Et en utilisant le fait que :

. . Dz,ﬁ .
lim (L 0™ (1)) = . (2)

On obtient que : u, est une sur-solution de viscosité de :

—% — H(Du) = 0 dans 2x]0,T7. (4.50)

Existence de u”
Lemme 4.5.8. Soit T positif. Soit ug K-Lipschitz.

Soit uy,, v, et w, définis par :

vp = R(T)uy,
wyp, = S(T)up,
Un+1 = F(T)un = R(T)un;rS(T)un

On a alors que uy, vy, et w, sont K—lipschitz (avec K dépendant de T ).
La fonction v,, est donné par la formule suivante :
z—x -

ol T) = min (i (,0)+(2) 4 G5 i o)+ 10 0) ) (0)

Or, on a clairement que min. cq ((un—1)«(2)+H*(*3%)) est une fonction Lipschitz
si un—1 l'est. De plus, comme on cherche un minimum, on sait que si H*(%:%)) est
supérieur a 2||g|| alors on obtient pas le minimum en ce point z, ainsi, on cherche le
minium non pas sur 2, mais dans une boule. H* étant convexe, on peut ne regarder
que dans une boule centré en x. Il se trouve alors que H est Lipschitz dans cette
boule, avec une constant de Lipschitz K'(T). On a alors que w,, est max(K, K'(T))-
Lipschitz. On peut alors procédé par itération pour prouver le caractere Lipschitz
de toute les fonctions, avec une constante de Lipschitz ne dépendant que de ug, g
et T.

Lemme 4.5.9. L’application F(T) est une application contractante en norme L™
des fonctions K -Lipschitz.

Démonstration. Le caractére contractant vient du fait que ’on cherche des minima
et des maxima de la fonction plus un terme pénalisant. O

Lemme 4.5.10. Il existe une fonction u” telle que F(T)u” = u”.

Démonstration. F(T) est une application contractante de Vi dans V. On peut
alors appliquer le théoreme de point fixe de Schauder. O

Nous pouvons maintenant montrer que la suite de fonction u,, est convergente.
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Lemme 4.5.11. Il existe une fonction ul € Vp telle que u, — ul uniformément
et uT est un point fize de Ualgorithme.

Démonstration. La preuve se divise en 4 points. Tout d’abord on montre ’existence
d’au moins un point fixe a l’algorithme. Ensuite on montre qu’il y a une sous-suite
Uy, qui converge vers une fonction u”. Puis on montre que u” est point fixe de
l'algorithme, et enfin on montre qu’alors toute la suite u,, converge vers u” .

Ezistence d’un point fixe :

On se place sur I'ensemble des fonctions {v € Vr; ||v|_co}. L'opérateur F(T') est
contractant, c’est & dire que : ||F(T)u—F(T)v]|oo < |[u—2||0o- De plus, || F(T)ul 0o <
max(]|g|co, [|u|loc). Alnsi, par le théoréeme du point fixe de Schauder, il existe un
point fixe a I'opérateur F(T').

Convergence d’une sous-suite de ., :

Comme montré dans le lemme précédent, les fonctions u,, sont équi-continues sur
C}. Dong, on peut faire un procédé d’extraction diagonale et extraire une sous-suite
qui converge vers une fonction u7 .

Je vais maintenant expliciter ce procédé diagonal. Les fonctions u,, sont équicon-
tinues sur Cy, et elles sont bornées. Ainsi, on peut appliquer le théoreme d’Ascoli-
Arzela, et il existe donc une sous-suite u,,(,) qui converge uniformément vers une
fonction fo dans Cp. Maintenant, les fonctions g, ()| o, sont équi-continues et bor-
nées, donc en appliquant a nouveau le théoreme d’Ascoli-Arzela on peut extraire
une sous-suite g, (n) (de u%(n)) qui converge vers une fonction f; dans Cy (et tou-
jours vers fo dans Cp). En réitérant ce processus R/T fois. Soit u” la fonction défini

par u‘TC = f1. On a donc que la sous-suite u, , qui converge uniformément vers u”.
k T

uT est point fize de Ualgorithme :
La démonstration de ce point est longue est fastidieuse. Il faut la réécrire, mais
il faut et il suffit de reprendre la démonstration écrite dans [LGA98] (Harmonious
extension par Le-Gruyer et Archer). L’idée de la démonstration est qu’en appliquant
le méme résultat que précédemment, une sous-suite de uy, , 41 converge vers une
T

fonction @”. Il faut alors montrer que @’ = u’. Pour montrer cela il suffit que

montrer que : |[tn+1 — Un||oo tend vers 0 (on a déja facilement que c’est une fonction
décroissante).

Plusieurs pages de calculs permettent d’avoir ce résultat.

u, converge vers ul :

Ce résultat repose que le fait que I'application F' est contractante. On a donc
que :

[unt1=u" oo = [F(T)un —u" oo = [|F(T)un — Ft)u" [loo < [lun —u” 0. (4.52)

Donc, la suite A,, = |lu, — u” || est décroissante. Or, il y a une sous-suite qui

converge uniformément vers u’', donc, pour tout € > 0, il existe N suffisaient grand
T

tel que, A@%(N) < ¢, donc, pour tout n > PR(N) |un — u' oo < e O

Convergence des u”

Supposons pour U'instant que u” — w.

4.5.2 une nouvelle preuve

Soit ¢ une fonction C'*°. Soit xg un point de maximum de u — . Alors, il existe
une suite 7 — xg telle que z7 soit un maximum de u? — . Donc, on a :

u”(z) = p(z) <’ (27) = (7). (4.53)

Or, u” est un point fixe de F(T'), donc :
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WTar) = S(R()w) + S(T)w)

IN

u"(wr) ~ pler) + 5 (RT)(@) + S(T)())

On a donc que :

plar) < 3 (RIT)(9) + S(T)(9)) = elor) + T Aulel(er) + olT).
D’ou :
~Anlel(ar) + (1) <0 (4.54)

En faisant tendre T vers 0 on obtient le résultat voulu.
On a la méme chose en regardant des minimums.

4.6 Méthodes numériques

Le but de cette section va étre de parler des schémas numériques pour résoudre

les équations (R) et (S). Pour cela, étant donné Az > 0 et At > 0, nous allons
considérer le maillage suivant :

G = {iAx,i e Z%}.

Les points seront notés (z;,t,) avecr; = iAx et t, = nAt. L’approximation de
la solution de I’équation au point (z;,t,) sera notée v(z;,t,) ou vP'. O va se donner
un hamiltonien numérique H : R% x R? x R — R (une approximation consistante
de H). On va alors considérer les schémas suivants :

ot n — (2T
it = ’H(xi,D“'(v (), D™ (v (a:,))) =0 (4.55)
’U,? = ﬁo(ﬂ?z)
ol g (x;) est une approximation de ug et :
D* (0" (2:)) = (DA™ @), s DE 0" (22)
D~ (v"(z;)) = (D v™ (), ..., Dy, v" (%))
sont les gradients discrets de la fonction v™ au point x;, définis, pour une fonction
w, par :
w(Tmx) — w(z;)
Az

DZ (w(a,)) = +

ot iFF désigne : (i1, ..., ip_1,ip £ 1,051, iq)
Nous allons tout d’abord supposer les hypotheses suivantes :
(H1) Il existe une constante C; > 0 telle que pour tout z; € G, (P*,P7) €
R? x R? :
[H(zi, PT, P7)| > Co(|PT]+ |P7])
(H2) 11 existe Cy > 0 telle que pour tout z; € G, PT,P~,Qt,Q~ € R%:
|H($i,P+,P_) - H(xinJ’_aQ_)' > 02(‘P+ - Q+| + |P_ - Q_D

(H3) H vérifie 'hypothese de monotonie suivante : Pour tout (z, PT,P~) €
R? x R x R? :

oH (z,Pt,P7)<0et OH

Pt P7) >0
oP; aP (z )z

(H4) Consistence : Il existe C3 > 0 telle que, pour tout z; € G, z € RY, P € RY :
|H(z;, P, P) — H(z, P)| < Cs|z; — x|
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Théoréme 4.6.1. Supposons (H1) a (H4), et que les fonctions ug et g sont Lip-
schitz continues et bornées. Soit T > 0, il existe une constante K telle que si on
choisit Ax et At suffisament petit, et telle que la condition CFL tienne, et :

1
(\/T(Am—i—At)% + sup |uo —110\)? <1
g

Alors, Uerreur entre la solution de l’équation et la solution discréte du schéma
satisfait :

sup sup |v(.,t,) — 0" < K(max(T7 VT)(Az + At)% + sup |ug — ﬁo\)
0<n<Nr ¢ g

L’un des schémas que 1'on peut utiliser, en deux dimensions, respectant ses
conditions est le schéma de Lax-Friedrich, dans lequel :

P++P7 Cl(l')

)G g pry - G

2

H(z, P+, P~) = H(x, (Py — Py). (4.56)

Ot C;(x) sont choisis tels que max |2E | < Cy(z). Alors, sous la condition CFL

ﬁ—i max, (C1(x) + Co(x)) < 1 le schéma est monotone et satisfait (H1) — (H7).
Dans le cas ot H(x, P) = |P|, on peut prendre Cy(z) =1 = Ca(x).
Nous pouvons sinon travailler dans le cadre de la théorie de Barles et Souganidis
[BS90]. Sans changer les notations, on obtient que :

Théoréme 4.6.2. En considérant que les hypothéses sont réalisées, alors lorsque p

tends vers 0, les solutions u” du systéme discret convergent vers la solution de (S)

Dans D'article original, ils ont besoins de la régularité de la continuité de la
solution, en fait, il me semble que ce n’est pas réellement nécessaire.

Démonstration. Soit T(x) := limsup u”(y) et u(z) := liminf u”(y). O

Nous allons montrer que u et u sont respectivement sous-solutions et sur-solutions
de viscosité.

Nous allons montrer le résultat que pour @. Soit zg un point de maximum local
du uw — ¢ avec ¢ une fonction réguliere. On peut supposer que c’est un maximum
local strict et que u(xg) = ¢(xp).

Il existe une suite p,, yn tels que : p, = 0, y, — o et uP~(y,) — u(xp). ou
ynest un maximum global de uP~ — ¢. De plus, en notant &, = v (y,) — ¢(yn), on
a que &, = 0 et um(x) > ¢(x) + &,. Par la définition de u”, on obtient que :

H(pns Yn, @(Yn) +Ens @ +En) <0

En passant a la limite on obtient que :

0> F, (D¢($0), ¢($0), xo)

4.7 Exemple :

4.7.1 Algorithmes :

Dans cette partie, on va utiliser deux algorithmes différents pour approcher les
équations d’évolutions. Nous allons regarder I'algorithme LLF et I’algorithme LLF2,
le deuxieme étant censé étre plus précis mais plus long a calculer, et un peu moins
stale.
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Mouvelle solution; t=501

FIGURE 4.1 — La solution approchée pour N = 31 et T' = 0,03 lorsque la fonction
4 4
au bord vaut 3 — y3

4.7.2 Dans le cadre non-périodique :

Nous allons nous placer en deux dimension. Nous voulons trouver un exemple
de fonction a Laplacien infini nul dans le carré. Il faut donc trouver une fonction u
telle que :
2 2
Uy Ugg + Uy Uyy + 2UgUyUgy = 0.

Pour vérifier cela, il existe tout d’abord des fonctions simples tels que u, = 0 et
uy = 0, c’est & dire des fonctions constantes, on peut aussi prendre des fonctions
lindaires (u(z,y) = ax + By) (ou les dérivées secondes sont nulles).

Il existe d’autres fonctions vérifiant cette équation. Par exemple, la fonction
u(z,y) = z*/3 — y*/3. Nous prendre une fonction v dans le cube tel que :

v(z,y) = 23 — y** pour (x,y) € 0Q.

et appliquer ’algorithme pour regarder le taux de convergence.
Nous allons ensuite regarder le méme algorithme pour v(z,y) =z +y

Schéma LLF et g(z,y) = 2*/°>—y*3 Nous allons tout d’abord fixer le temps 7', et
regarder la convergence de ’algorithme vers la solution du probleme. On va prendre
g(z) = %3 — y*/3. On va nommer N = ﬁ I'inverse du pas de discrétisation en
espace de ’algorithme, dans un premier temps on va utiliser I’algorithme LLF pour
calculer les solutions des équations d’évolutions, on étudiera ensuite les résultats
avec LLF2.

En étudiant les tableaux on peut s’apercevoir de plusieurs choses, tout d’abord,
pour tout N on s’apercoit que la convergence se fait au début, avant de stagner. De
plus, & T' constant, plus on affine la discrétisation de ’espace, plus 'erreur commise
est importante si T est relativement grand. On va donc vouloir regarder ce qu’il se
passe lorsque T tend vers 0.

En outre lorsque I'on regarde ’erreur commise par l'algorithme, on remarque que
Perreur se situe principalement au bord, ce qui indique que les principales raisons
de lerreur se situe du fait que I'on commet trop d’imprecision dans la gestion du
bord du domaine, sans doute du au fait que les solutions v,, et w, des problemes
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solution exacte; t=546

FIGURE 4.2 — La solution exacte, z3 — y%

erreur; t=5301

FIGURE 4.3 — Erreur par rapport a la solution exacte quand N = 31 et T' = 0, 03.
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N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L>® | Erreur L' | T cpu
10 1 5.43 2.2 0.53 0.09

51 0.017 9.8%1072 [ 2.2%1072 | 0.37
101 1.45% 1073 6.8%x1072 | 1.5%x1072 | 0.58
151 131077 6.6x107% | 1.5x10~% | 0.76
201 10=° 6.6+1072 | 1.5x1072 | 0.94
251 2%107° 6.6%1072 | 1.5 1072 | 1.11
N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur L' [ T cpu
31 1 11.4 2.6 0.23 0.10
101 2.3%1077 0.10 9.7x1073 | 1.76
201 2.3%1073 871072 [ 8.9%10"3 | 3.40
301 2.4% 1077 87%1072 [ 8.9x1073 | 5.01
401 3x107° 861072 | 89102 | 6.58
501 2%x10°° 86x10°% | 89x10°% | 8.21
Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L>® | Erreur L' | T cpu
61 1 19.8 2.8 0.12 0.17
101 6.0 1072 0.14 6.2x107° | 8.08
201 1.2 1072 0.10 571077 [ 15.93
301 2.5%1073 9.8%1072 | 5.6%x10°° | 23.69
401 5.3%107% 9.8%1072 | 5.6%10°3 | 31.53
501 1.1%1071 9.8%1072 | 5.6+ 103 | 39.49
601 2x107° 9.8%x10°% | 5.6 1077 | 47.31
701 10°° 9.8%x10°% | 5.6« 1077 | 55.13
801 107° 9.8%1072 [ 5.6 %1073 | 63.08

FIGURE 4.4 — Estimation d’erreur pour différentes discrétisation de 'espace (N)
lorsqu’on utilise le schéma LLF (Local lax Friedrich).

10 I I I

o 100 200 300

400 S00 =] Fo0

00 a00

FIGURE 4.5 — Evolution de 'erreur en fonction du nombre d’itération pour N = 10,
N=3let N=61etT =0,03.
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que 'on cherche & résoudre ne sont pas continues au bord de ’ensemble. Enfin, le
programme tourne en moins d’une minute dans ces cas.

N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur L' | T cpu
10 1 5.4 2.2 0.57 0.11
101 7.8%1073 0.25 5.0%1072 | 1.91
201 1.7%1073 0.23 5.6« 1073 | 3.67
301 31x1071 0.22 5710727 | 5.43
401 5% 1077 0.22 57x107% [ 7.21
501 1%107° 0.22 571072 | 9.00
601 1%107° 0.22 5.7% 1072 | 10.80
N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur L' | T cpu
31 1 11.4 2.7 0.24 0.13
201 1.1%1072 0.11 1.1x1072 | 6.19
401 3.1%1073 55%1072 | 4.7+1073 | 11.87
601 4.4 %1077 5.3%1072 | 481072 | 17.52
801 5% 1077 53%10°% | 481072 | 23.34
1001 1x107° 53x107% | 4.8x107% | 29.04
1101 107° 5.3%1072 | 481072 | 31.90
N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur LT [ T cpu
61 1 20.8 2.9 0.13 0.19
151 4.1%1077 0.16 6.6 x107° | 16.01
301 6.8% 102 54%1072 [ 23%1073 | 31.81
451 4.3%1073 461072 [ 1.7x1073 | 47.41
601 1.4%1073 421072 [ 2.0%1073 | 62.96
751 321071 4.1%1077 [ 2.0%x10°% | 78.68
901 6*107° 4.0+%1077 [ 2.0%x1077 | 92.24
1051 1%107° 401072 [ 2.0%1073 | 109.80
1201 10°° 401072 [ 2.0x1073 | 125.74

FIGURE 4.6 — Estimation d’erreur pour différentes discrétisation de Pespace (N)
lorsqu’on utilise le schéma LLF2.

Schéma LLF2 et g(x) = %3 — y4/3 Dans le cas de LLF2 on remarque que,
comme précédemment, la convergence se fait au début. Dans le cas N = 10 l'erreur
entre la solution exacte et la solution approchée est tres grande, dans les autres cas,
on a tendance a obtenir une meilleure convergence. De plus, cette fois ci, plus N
augmente, plus le schéma est précis, ce qui semble logique.
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4.7. Exemple :
N | T horizon | Nombre d’itération total | Erreur L | Erreur L' | T cpu
31 0.5 68 0.470 0.101 7
0.1 545 0.0864 0.0240 10
0.05 1217 0.0565 0.0137 13
0.03 2286 0.0514 0.00949 8.97
0.01 5905 0.0522 0.00571 72.44
0.005 11220 0.0518 0.00475 153.53
0.001 47093 0.0517 0.00401 458

FIGURE 4.7 — Evolution de erreur lorsque le parametre T' (temps auquel on arréte
les équations d’évolutions) diminue.
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Schema LLF et g(x,y) =z —y :

Chapitre 4. Un schéma numérique pour le Laplacien Infini

On va maintenant faire les mémes tableaux,

mais avec la fonction g(z,y) = x — y, on peut remarquer que la plupart que l'on a
des résultats équivalents, si ce n’est que lorsque T' tend vers 0 on a lerreur infini
qui est vraiment tres proche de zéros, ce résultat est lié au fait que l'erreur est lié
a des imprécisions au bord, qui sont beaucoup moins importante si la fonction est

linéaire.

N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur L' [ T cpu

10 1 4.6 1.7 0.49 0.09
51 0.012 501072 | 1.4%1072 | 0.35
101 9.0%10°% 321072 | 1.1x1072 | 0.57
151 6.3%107° 3.2%1072 | 1.1x1072 | 0.77
201 4.4%107° 32x107% | 1.1x107% | 0.97

N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur L' | T cpu

31 1 10 2.2 0.19 0.08
101 2.2%107? 6.7x1072 [ 6.2x1073 | 1.26
201 2.0% 1073 54%1072 | 541073 | 2.42
301 1.9% 1077 54x107% | 54%107% | 3.63
401 1.8 % 107> 54%1072 | 531073 | 4.90
501 1.7+ 1070 54%1072 | 531073 | 6.23

N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur L' | T cpu

61 1 17.2 2.3 0.10 0.10
101 5.7 %1072 0.12 521073 | 3.78
201 1.0%1072 6.7—10"2 [ 3.5x1073 | 7.50
301 1.9 1073 6.7%x1072 | 3.5%10°3 | 11.11
401 3.7x1077 6.6%x10°% | 3.4%107°% | 15.13
501 7.2%1072 6.6%1072 | 3.4%1073 | 19.04
601 1.3%10°% 6.6%1072 | 3.4%10°° | 23.80
701 2.6%107° 6.6%1072 | 3.4%10°3 | 27.64

FIGURE 4.8 — Estimation d’erreur pour différentes discrétisation de Pespace (IN)
lorsqu’on utilise le schéma LLF (Local lax Friedrich).

Schéma LLF2 et g(z,y) =2z —y
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N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur L' | T cpu
10 1 4.8 1.8 0.50 0.11

201 1.5+ 1073 0.14 3.3%1072 | 2.35
401 74%107° 0.13 3.4%1077 [ 4.51
601 3.6%x107° 0.13 3.4%107° [ 6.67
N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L> | Erreur L' | T cpu
31 1 10.1 2.3 0.20 0.13
201 1.0 1072 77x107% | 72%x107% | 5.97
401 1.5% 1073 4.4%1077 [ 431077 | 11.95
601 2.4%107% 43%1072 | 44%1073 | 18.08
801 3.6%107° 43%1072 [ 44%1073 | 24.15
1001 5.3%107° 43%1072 | 4.4%1072 | 29.74
N | Nombre d’itérations | Erreur point fixe | Erreur L™ | Erreur L' | T cpu
61 1 17.9 2.4 0.11 0.20
301 7.7%1073 561072 [ 2.9%10°3 32
601 6.8%10~2 53%1072 | 3.0x10~3 65
901 6.2%107° 52%1077 [ 3.0x107° | 97
1201 5.6 1070 521072 | 3.0«107% | 128

FIGURE 4.9 — Estimation d’erreur pour différentes discrétisation de I'espace (N)
lorsqu’on utilise le schéma LLF2.

4.7.3 Cadre périodique

Dans le cadre périodique, pour toute fonction ug initiale, ’algorithme devrait
tendre vers une constante, on va vérifier ce résultat numériquement, et essayer de
trouver empiriquement vers quelle constante on converge.

N | T horizon | Nombre d’itération total | Erreur L | Erreur LT | T cpu
31 0.5 65 0.34 0.86 7
0.1 526 0.055 0.0205 6
0.08 698 0.039 0.0163 6
0.05 1198 0.020 0.0102 7
0.03 2286 0.015 0.00615 9
0.01 5927 0.0035 0.00210 43
0.008 7299 0.0027 0.00169 45
0.005 11243 0.0017 0.00106 65
0.003 17836 0.0010 0.000635 95
0.001 47078 0.00048 0.000209 250

FIGURE 4.10 — Evolution de lerreur lorsque le parametre T' (temps auquel on arréte
les équations d’évolutions) diminue pour la fonction g(x,y) =z — y.
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Mowvelle solution; t=40001

FI1GURE 4.11 — La solution approchée pour N = 31 et T' = 0,03 lorsque la fonction
au bord vaut x — y

-+ erreur; t=47075

FIGURE 4.12 — Erreur par rapport a la solution exacte quand N = 31 et T'= 0, 03.
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N | T horizon | max(u) — min(u) | Valeur moyenne
31 0.8 3.6 %107 0.30

0.5 81x1077 0.34

0.3 2.0%107° 0.37

0.1 9.3%10°° 0.43

0.08 1.3%107° 0.45

0.05 2.3%x107° 0.48

FIGURE 4.13 — Convergence vers une constante dans le cadre périodique avec 1’al-
gorithme LLF.

4.7.4 Lorsque H(p) = p*:
Si on prend H(p) = p?. Alors :

AH[U]

Z Hy, (DU)Hpj (Du)uwwj
k,j

E 2Ug;, Du2uy ; Dutig, o
k.j

ZZluxkumjurkxj|Du|2
k.j
= 4|Dul*Asu.

Nous trouvons donc a nouveau le méme opérateur, et nous allons essayer avec
les mémes fonctions l'algorithme.

4.7.5 Dépendance de H par rapport a ’espace :
Nous allons maintenant regarder le cas ot 'hamiltonien est de la forme :
H(z,p) = Ip| + B(z),

avec B un champs extérieur.
Dans ce cas, I'opérateur de Aronsson est le suivant :

1 1
Aglu] = 7\%45 Bmiu$i+7|Vu|2§ Uz, Uz U,
i ,J

Vu 1
v A
V|~ [Vupp e

Pour pratiquer les tests numériques nous allons utiliser une solution particuliere
adéquate. En effet, si on se place en 2 dimensions, et que l'on pose B(x,y) =

V2 +y? et u(z,y) = zy (avec x et y positifs), alors on a :

Nous avons utiliser un schéma LLF pour faire les test numériques dont les ré-
sultats sont maintenant présentés :
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N | T horizon | Nombre d’itération total | Erreur L* | Erreur L' | T cpu

31 0.01 216 201073 [ 46%1073 [ 170
0.005 409 1.2%107°% | 2.4%10°° 140
0.001 1787 1.25% 1073 | 5.3 %107* 180
0.0005 3355 1.3x1073 | 2.7%1071 115
0.0001 14238 1.3%1073 | 7.7%107° | 1024

FIGURE 4.14 — Evolution de l'erreur lorsque le parametre 7' change.

Mouvelle solution; =401

FIGURE 4.15 — Représentation de la solution approchée lorsque B = /22 + 2
H(p) = Ipl et g(x,y) = zy.
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Résumé

Cette these comporte deux parties. Dans un premier temps, nous allons faire
un lien entre des solutions stationnaires de problémes d’évolutions de frontieres par
courbure moyenne avec des champs extérieurs et l'existence de minimiseur globaux
d’un probleme de minimisation de périmetre avec une énergie. Ces solutions station-
naires permettent en outre de fournir des bornes pour les solutions non stationnaires
du probléeme. De plus, en modifiant I’énergie, on montre que les résolutions succes-
sives des probleme de périmetre permettent de calculer I’évolution d’un ensemble
par courbure moyenne. Enfin, on présentera un algorithme permettant de calculer
les solutions de viscosité d’un probleme de Dirichlet portant sur le Laplacien Infini
grace aux équations d’Aronsson.

Abstract

This thesis is about two topics. In a first part, we look at the existence of
stationnary solutions of mean curbature problem with an external fields thanks
to the existence of global minimizers to some perimeter problem. This problem is
the minimization of an energy on sets with a term of perimeter, and an external
energy. Those stationnary solutions give bounds to the evolution of others solutions.
Moreover if we change the external energy of the perimeter problem we can approach
a solution of the evolution of an interface by mean curvature. In a second part, we
present an algorithm wich calculate the solution of a Dirichlet problem for the
Infinity Laplacian thanks to Aronsson’s equation.






