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Final position of i locator in machine coordinate

Unit vectors of calculated nal planes of baseplate
Vertical distance of each plane from origin

Initial and nal angle along x-axis

Initial and nal angle along y-axis

Initial and nal angle along z-axis

Initial position of point P of the workpiece

Final position of point P of the workpiece

Precision of axial positions of" locator
Precision/uncertainty of workpiece-baseplate position
Precision/uncertainty of workpiece-baseplate orientabn
Dot/scaler product of vectorsA and B

Cross product of vectorsX and B. In French it is denoted by

ANB

List of arrows

=>: Direction of motion of the locator relative to previous poiion

<>: Locator is free to move in both directions unless it make ctact

with the workpiece surface

<>:  Locatoris xed or position of locator is same as for earliexorkpiece






Nomenclature for chapter 4

List of symbols

U Potential energy, Nm
T Kinetic energy, Nm
w Work done, Nm
M] Mass Matrix of the system, kg
K] . Stiness matrix, N/m
[1] . Inertial matrix of mass elements kg?
fFg External applied force vector,fFy;Fy;Fzg" N
fTg . External applied torque vector,f Ty ; Ty;Tzg" Nm
f Xg : Linear displacement vectorf X; Y; Zg' m
f g . Angular displacement vectorf ; g’ rad
: Angle of the baseplate-workpiece along Z-axis, rad
Angle of the baseplate-workpiece along X-axis, rad
: Angle of the baseplate-workpiece along Y-axis, rad
Angle between the surface normal and the locator axis, rad
Gamma function

B . Beta function
:  Equivalent contact surfaces roughness, m
Vv . Linear velocity of the mass element, m/sec

! :Angular velocity of the mass element, rad/sec
. Deformation under load, m

Ks . Flexure sti ness of the locators, N/m

Ks . Shear sti ness of the locators, N/m

E . Modulus of elasticity, N/m?

G . Shear modulus of elasticity, Nfm?

A . Cross sectional area of the locatom?

L . Total length of the locator, m

f Point of action of external force

q

i,»hb,c : X, Y and Z components of the normal vector
al : Non-dimensional contact area
P3 :  Non-dimensional pressure distribution on the contact
XL . Representation of dynamic to static linear displacementatio
for bode diagram
Xia . Representation of dynamic to static angular displacemema-

tio for bode diagram



List of subscripts

Number of locator

Number of clamps

Locator

Clamp

Baseplate

External applied parameters

E ect of external force

Point P, center of mass of the baseplate
Final position of locator contact after the load
Axial component

Radial component

Plucker

Sphere

Hertz

:  Normal to surface

New : Calculated value after the iteration

Stat . static component

Dyn : Dynamic component
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Glossary

Repositioning

Repositioning is the placement of the workpiece from initley
wrong position to the nal required one. In our work, the repe
sitioning is performed through the axial advancement of 6 &&-
tors.

Optimal position

It is the position of the rough part in the xture so that the
volume of the nal part is fully included in the volume of the
rough part. In addition, the machining allowances are unifonly
distributed all around the part at optimal position.

Optimal balancing
The repositioning of the workpiece at the optimal positiond
called optimal balancing.

Optimal sti ness

It is the minimum sti ness of the xturing elements required to
hold the workpiece at the speci ed position under load withhe
displacement within the required limit.

Small displacement hypothesis

Small displacement hypothesis are performed if the dispkec
ments are very small as compared to the dimensions of the ob-
ject. In this hypothesis, it is assumed that the deformed doain
is a little di erent from the un-deformed domain, thereforethe
approaching values are used; The following assumptions che
made;



Fixture stability

The ability of the xture to withstand the machining forces with
least possible deformation ({F}=[K].{X}). More sti xturi ng
system can hold the workpiece under large machining forces a
compared to less sti .
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectif

'objectif de cette thése est de proposer un montage d'usirg@u d'assem-

blage de pieces complexes qui peut e ectuer un repositiomnent des 6

DDL dans les coordonnées machine sans I'utilisation de la one a 4
ou 5-axes ceci a partir de la mesure de la position réelle depiace. Ce systeme
de montage de piece sera capable de;

Déterminer I'erreur de positionnement entre la piéce a usn et I'outil (ou
entre les deux pieces en cas d'assemblage)

Assurer le déplacement axial des 6 appuis de facon a mettre dage de la
piece dans la position optimale

1.2 Contexte

La qualité d'une piece est inuencée par la capacité d'un méege a tenir et
a positionner correctement la piece en tenant compte des drentes conditions
fonctionnelles lors de la fabrication. La conception de mtage est importante
pour tenir la piece correctement et compenser les erreursigm en position, ef-
forts..), que la piece peut aronter, lors de l'usinage ou aemblage pour assurer
la qualité du produit.
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La nécessité de la production de haute qualité, a colt comjitét a accéléré les
e orts de recherche dans la conception de montage pour la jgiction de produits
rentable sans compromettre la qualité. Pour faire face a leethande actuelle du
marché, Ryll et al. (2009 insistent sur la nécessité de montages intelligents
qui seront capables de répondre aux besoins de réduction & compensation
des erreurs dimensionnelles ; assurance de la stabilité daptation des forces de
bridage pour garantir des performances optimales.

Deux pieces de la méme famille peuvent avoir de faibles vdigas dimension-
nelles a I'état brut (avant usinage). Apres mise en positionalla piece brute sur
des appuis xes compte tenu des erreurs géometriques, lagaéenie peut ne pas
étre compléetement incluse dans la piéce brute ce qui conddéitun rébus. An
d'éviter ce probleme, une surépaisseur importante est ajée a la piéce brute et
des passes d'ébauche dont certaines hors matiére sont pamgmées. A n d'éviter
la perte de temps et de matiére il est nécessaire de mettre gha nouvelle piece
en position mais cette opération mobilise la machine. Le sgme proposé a pour
objectif de réaliser cette opération de mise en position die facon automatique
eventuellement en dehors de la machine pour assurer un présjiionnement de
piéce complexe pour des opérations d'usinage précision.

Le mécanisme étudié doit assurer la transformation cinématie pour mettre
la piece a la position optimale a n de compenser l'erreur deogitionnement entre
celle-la et la machine-outil. Ceci peut étre réalisé sur umeachine avec un grand
nombre de degrés de liberté et un nombre élevé de transforioats géométriques.

Si une opération (usinage ou d'assemblage) n'a besoin querdfaible nombre
d'axes, ou simplement de petits déplacements, le choix demachine 5 axes n'est
pas rentable économiquement. Le systeme étudié peut égademnétre utilisé sur
les lignes de fabrication automatisées sur lesquelles lentwe d'axes reste limité
par station, il permet de mettre au mieux en position la pieceur son montage
et de limiter les surépaisseurs.

A cet e et, un systéeme de montage ayant la capacité de satigfa ces besoins
ainsi que les modeélisations géométriques, cinématiquesrecaniques nécessaires
pour son dimensionnement est présenté dans cette these.



1.3 Proposition

1.3 Proposition

Ce systeme est capable de calculer les erreurs de positionaet entre la piece
et 'outil soit apres identi cation des erreurs de positionsoit en prenant en plus
en compte les forces de bridage et d'usinage. Le systeme dentage est capable
d'e ectuer la compensation d'erreur suivant les 6 degrés diberté par l'avance-

ment/rétraction au niveau de chacun des six appuis. Pour larige en compte des
e orts les appuis et les brides sont considérés comme lesw@dts élastiques dont
la rigidité est supposée connue.

Le systéme étudié est constitué d'un plateau cuboitisur lequel est xé la
piece, dont les surfaces sont supposés parfaitement plapesrthogonales, il est
posé sur 6 appuis dans une con guration de type 3-2-1r. Chag@ppui possede
un seul degré de liberté en translation a n de mettre la piecdans la position
souhaitée, il est xé (liaison rigide parfaite) a un supportconstitué de trois faces
orthogonales qui constitue un montage d'usinage mobile. limttement entre le
plateau et les appuis est considérer nul.

La thése se compose de deux parties indépendantes analyséadpect ciné-
matique seul puis prise en compte des aspects mécaniqueshia modélisation
cinématique, tous les éléments du systeme de montage sonpmusés rigides.
En supposant que la position initiale inconnue de la piece pait impliquer de
grands déplacements lors de la phase de correction, le medéinématique est
construite en utilisant des matrices de transformation hoogéenes (MTH) avec
de grands déplacements. La position initiale de la piece fgeétre mesurée en
utilisant un MMT, la position nale est connue par le programme piéce. Un al-
gorithme calculant I'avancement unique de chaque appui podéplacer la piéce
a la position souhaitée est développé.

Dans le modéle mécanique, le déplacement de la piece estuélen tenant
compte des forces d'usinage et de bridage en utilisant la thrée de petit déplace-
ment et les méthodes énergétiques en prenant en compte ladig et la masse du
systeme de montage. On considére les appuis comme des élé&wastiques ayant
des masses négligeables, la zone de contact du plateau aganivde I'appui est

LCuboide : Parallélépipéde rectangle avec tous les anglesdits et les faces opposées égales



1. INTRODUCTION

considérée comme élastique, I'ensemble plateau-piéce asisidéré comme par-
faitement rigide. Le modele analytique développé permetabtenir les matrices
de rigidité et de masse rapidement quelle que soit la con gafion et la position
des appuis et l'orientation du plateau.

L'énergie potentielle de tous les éléments élastiques,niékgie cinétique des
éléments de masse et le travail des I'e ort externe sont forafisés, Le déplacement
de I'ensemble plateau-piece en est déduit, il est ensuitarsformé compte tenu de
la déformation de chacun des appuis selon leurs rigiditése déplacement calculé
dans le modéle mécanique peut étre compensé en utilisant ledale cinématique
développé.

1.4 Plan de la these

Ce document de theése est structuré en 4 chapitres. Apres le mier chapitre

d'introduction, le chapitre 2 présente une revue de la liti@ture détaillé a la

conception de montage de fabrication, y compris les causésrreurs, les forces
appliquées sur le montage et la déformation au niveau des tawts des appuis.
Le modele cinématique est présenté dans le chapitre 3, tamdjue le modéle
mécanique est présenté dans le chapitre 4. Les deux modet@sématiques et
mécaniques, sont illustrés par des exemples. A la n du docemt une synthése
de conclusion est présentée ainsi que des perspectives mmufutures recherches.



Chapitre 2

Etat de I'Art

e montage d'usinage est un dispositif permettant de positiner et de

maintenir la piece dans le référentiel de la machine outil evue de son

usinage. Les constituants élémentaires d'un montage d'nage qui as-
surent son positionnement, son orientation et le maintienalla piéce sont les
appuis et les brides. Le choix de ces éléments a un grand réensl la qualité
nale du produit. Les fonctions principales de montage d'usage sont,

Positionner la pieéce précisément dans I'espace de travalil
Maintenir la piéce a n qu'elle ne bouge plus en fonction desifces externes

Soutenir la piéce pour éviter les déformations et/ou les wiitions indési-
rables de la piece durant son usinage

2.1 Les defauts géométriques et dimensionnels

De nition 2.1.1. La géométrie réelle d'une piéce peut étre dé nie par la suda
qui sépare le matériau de son environnemenB@urdet & Mathieu, 1998).

Une surface peut étre mesurée a l'aide d'une MMT La surface est dé nie
par les 'h" points mesurés sur la surface réelle. Pour un élément, pld$nfor-
mations peuvent étre obtenues en augmentant le nombre™'de points mesurés.

IMMT : Machine & Mesurer Tridimensionnelle
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En utilisant les informations des points mesurés, la surfaextraite de la surface
réelle est appelée surface associée a la surface théorigdiaissant la piece. Le
nombre de points mesurés doit étre au moins égal au nombre d@nts minimum
permettant de dé nir la surface. Le tableau 2.2 présente leambre minimum de
points a mesurer en fonction de I'entité théorique et les daits de forme associés..
La référence de I'association mathématique des élémentemétriques est appelé
EGRM?.

De nition 2.1.2.  Un EGRM est composé des trois eléments géométriques simples
que sont le point, la droite et le plan. Il est associé a chaqaksse de surfaces
et il permet le positionnement univoque de la classe de sgds a laquelle il est
rattaché(Lesage 2002

En général tous les éléments mécaniques peuvent étre regregien sept classes
d'invariants en fonction de la forme invariante DDL dans I'space. Le tableal2.3
indique ces éléments. Sur la base de ces sept classes, leepbrie SATT 2 est
développé parClément et al. (1999 pour l'association mathématique des surfaces
en particulier dans les logiciels de CAO.

La géométrie idéale, dé nie par n points mesurés, ne passe pas par tous les
points, donc il y'aura un écart entre les points mesurés et farface idéale associée.
Ces écarts sont évalués de deux fagcons di érentes : au nivedel chaque point
mesuré ou au niveau global de la surface de substitutioBqurdet & Schneider
2007.

Dans le cas de nombre nis de points mesurés : I'écart de chaqgoioint mesuré
est la distance entre ce point et le pied de la normale a la sack idéale passant
par le point mesuré (g. 2.5(a)). La surface idéale est dé nie en utilisant des
criteres d'optimisation existants. Par exemple : le critér de moindre carré. Dans
le cas de la dé nition d'une surface de substitution, |'écarest exprimé par un
torseur de petit déplacement appelé dans ce cas torseur dgc( g. 2.5(b)). Il
est encore nécessaire de dé nir le critére d'ajustement de $urface idéale par
rapport a la surface réelle.

1EGRM : Elément Géométrique de Référence Minimum
2SATT : Surfaces Associées Technologiquement et Topologigment
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Depuis le développement du concept en 1970, le torseur deipeéplacement
a été largement utilisé dans le IogiFieI ge MMT et l'analyseedla tolérance. Le
torseur de petit déplacement To =] ;Doj) est le torseur obtenu a partir du
couple de vecteur de translation et de rotation lorsqu'on gpose que les dépla-
cements sont petits. Le déplacement d'un solide dans un sgste de coordonnées
peut aussi étre représenté par MTHcontenant un vecteur de translation et une
matrice de rotation. Cette derniére peut étre exprimée pamrois anqles' G | )
représentant des rotations successives du solide autourtdais axesf Z; X; Yg
visibles dans la gure2.6.

Comme mentionné précédemment, la géométrie idéale asseaié passe pas
par tous les points mesurés. Lorsque la piéce est placée & &ppuis dans un
état d'equilibre statique, les petites déviations des coatts provoquent la dé-
viation globale (déplacement des corps rigides) de la piesar les appuis. Cet
écart global peut étre représenté en terme de déviation noate a chaque point
de contact a l'aide de la matrice de PluckerHalevi & Weill, 1995. Un exemple
est détaillé dans la sectior2.2.6 expliquant le calcul de la matrice Plucker pour
une con guration spéci que des appuis.

2.2 Conception du montage d'usinage

En général, la conception de montage d'usinage comporte tygaétapes princi-
pales, comme indiqué dans la gure.14 (Boyle et al., 2011, Kang et al., 2003
Wang et al., 2010. Ces étapes sont :

Plani cation de con guration : il s'agit de l'identi catio n des con gura-
tions d'usinage sur lequel une combinaison d'opérationsudinage peut étre
e ectuée

Plani cation de montage d'usinage : elle dé ni le placementes éléments du
montage d'usinage pour bloquer 6 degrés de liberté de la mgmour chaque
con guration

IMTH : Matrice de Transformation Homogéne
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Conception de l'unité : elle porte sur la conception et la s&ttion des appuis
et les brides appropriés pour le montage d'usinage

Veéri cation : elle permet de valider si le montage satisfaiaux besoins cor-
respondant aux conditions de service (tal®2.4)

Cette thése se concentre sur le processus de plani cation thontage de la
piece a partir d'une con guration d'appuis connue. L'objetif de la plani cation
du montage d'usinage est d'assurer avec précision le pla@ide la piece par
rapport au référentiel de la machine-outil. Pour cela, touwts les erreurs possibles
entre la piece et la machine-outil doivent étre éliminées mompensées. Les causes
principales des erreurs pendant le montage ou l'usinage poguant un défaut
d'alignement de la piéce sont les suivantes :

Erreur due au placement des appuis
Défaut de forme de la piece liée a I'élaboration du brut

Erreur de déformation du montage d'usinage due aux forcesudinage et de
bridage

Erreur cinématique ou a la déformation de la machine-outil

Au lieu de chercher a éliminer les erreurs de positionnememles peuvent
étre compensées. La compensation peut étre e ectuée par umapsgement de
trajectoire de l'outil, le déplacement de l'outil ou le dé@cement de la piece dans
les coordonnées machine. Un choix approprié des éléments cantage permet de
réduire considérablement les erreurs de positionnementi,Inous indiquons une
breve revue de la littérature pour déterminer et compenseed causes des erreurs.

2.2.1 Le balancage et le placement optimal des appuis

SelonMarin & Ferreira (2007, la conception du montage d'usinage contient deux
étapes. La premiere étape est le choix de la con guration dappuis. Nous obte-
nons un placement optimal des appuis dans cette premiere géa

10
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La deuxieme étape implique le choix des brides qui assureimimobilisation
compléte de la piéce sous l'action des forces extérieureshdiglage et de l'usi-
nage. Dans cette sous-section, une bréve revue de la littér@ est réalisée sur
le placement des appuis pour réduire le déplacement de lag@elLa sous-section
suivante porte sur la prévision d'erreur de positionnemerde la piéce due aux
éléments de montage.

Pour le développement de la con guration des appui§omashekar R(2002
a proposé un modele systématique pour la sélection des scefprimaires, secon-
daires et tertiaires ; le numéro des éléments nécessaireanmEoutenir, positionner
et brider la piece; et les faces sur la piece en contact aves é&&ments basés sur
les forces et couples externes.

Roy & Liao (2002 ont déplacé les supports sur un systeme de montage ayant
la con guration 3-2-1r des appuis en tenant compte de la stdié de la piece
lors de I'application d'un torseur de force virtuel sur le sstéme de montage. Le
systéme est plus stable par une augmentant de la surface diatrgle formé par
trois appuis sur le plan principal de la piéce (g.2.18. Zirmi et al. (2009 ont
proposé le placement des appuis sur le plan primaire d'un ntage a con guration
3-2-1r des appuis qui tient compte des contraintes de qualitd'accessibilité, de
stabilité et de comportement mécaniqueMenassa & Devrieg199]) ont étudiés
le probleme de détermination des plans secondaires et taites et les positions
respectives des appuis en supposant que la surface prin@pet les positions des
appuis sur cette surface sont connus.

Li & Melkote (1999 ont proposé un modéle d'optimisation de la con guration
d'appuis et de brides a n d'améliorer la précision de positnnement de la piece
aux contacts supposés élastiques linéaires. Tandis quee ket de la séquence de
bridage sur la précision de positionnement de la piéce eshugntré expérimenta-
lement par Raghu & Melkote (20049.

2.2.2 Erreur de positionnement de montage d'usinage

La con guration des appuis est choisie et la piece brute estgzée sur ces appuis.
La piece peut avoir I'erreur de positionnement a cause degdions au niveau des
contacts entre la piéce et les appuis. De plus, la piéce étdmidée sur ses appuis

11
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se déplace de sa position d'origine sous l'action des fordassinage et de bridage.
Cette section présente brievement la revue de la littératarsur la détermination
de l'erreur de positionnement de la piéce a cause de défauéoétriques ainsi
que les déformations des appuis.

Comme mentionné précédemment, le torseur de petit déplacenh est large-
ment utilisé dans l'analyse de la tolérance. La prédiction'écart géométrique de
la surface de la piece, faite par le torseur de petit déplacent, est réalisée par
Villeneuve et al. (200]), Zhu et al. (2012 and Lego et al. (2009. L'approche
analytique du torseur de petit déplacement est lourde, maislle fournit un mo-
dele détaillé par rapport au modele numérique de CAMAsante (2009 a calculé
I'erreur global de positionnement de la piece comme la somme : I'erreur géo-
métrique de la piéce, I'erreur géométrique des appuis etrfeur de bridage par la
matrice de transformation homogéne et I'hnypothese de petitéplacement.

La raideur ou la conformité du montage a une grande importaacdans la
conception du montage d'usinage, ceci nous aide a détermina stabilité du
montage sous des charges externdswyaram et al. (2000 ont établit la relation
entre les rigidités de la piéce et celles des appuis. La raid®ptimale des appuis
est déterminée pour limiter la déformation globale de la pie.

En considérant que les brides sont en contact élastique aviecpiéce, une
raideur optimale des appuis est calculée paturtado & Melkote (200]) pour une
con guration 3-2-1r comme montré sur la gure2.24 Pour la méme con guration
des appuis sur le montageRaghu & Melkote (2009 ont calculé la position nale
et l'orientation de la piéce, apres serrage mais avant l'usge, dues a des erreurs
géométriques du montage a l'aide du

Tableau des charges de la piece présenté paighu & Melkote (2009

Par linéarisation de la raideur de contact présenté pdr & Melkote (2001J).

Asante (2010 a examiné I'e et de la conformité du montage et les conditius
de coupe sur la stabilité de la piece en réponse a toutes lesés externes. Les
contacts entre les éléments du montage et la piéce sont colésé élastiques. Il en
conclut que la force de coupe a un impact plus important sur ldéformation de
la piece que le changement des positions des appuis.

12
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La valeur optimale de la force de bridage est également impamte pour limi-
ter le déplacement de la piéce sur le systtme de montage. Lehexche comprend
le calcul des forces optimales de bridage en considérant destacts élastiques
en stabilité statique (Li & Melkote, 2003 Li et al., 2000 ainsi que la stabilité
dynamique d'une piéce pendant son usinag®¢ng & Melkote, 2009.

La détermination de la rigidité de contact du montage d'usiage est I'obstacle
principal dans l'analyse de la rigidité du montage en raisode sa nature non-
linéaire selon la théorie de contact d'Hertz. Dans la littétare, la FEA/FEM
est également utilisé pour déterminer le déplacement de lé&pe en prenant en
considération le comportement non-linéaire du contacZhenget al. (2007 ont
étudié I'e et de la densité du maillage et le frottement du cotact de la piece et
des appuis sur la déformation globale de la pieceiao & Hu (2001 ont prédit
la qualité de la surface d'usinage en prenant les brides eslappuis comme les
éléments élastiques. En raison de leur comportement nondaire, les contacts
ont été modalisés par les éléments nis.

2.2.3 Erreur de machine-outil

La précision de la piéce usinée est in uencée par l'impréics de la machine-outil
qui existe toujours Par conséquent, il est nécessaire de gmmser ces erreurs dues
aux e ets thermiques et mécaniques ainsi qu'au défaut géotrique de construc-
tion comme de mouvement de la machine. La compensation deré&ur la plus fa-
cile est e ectuée par la prise en compte dans le systeme de coamde des défauts
de la machine apreés une phase d'identi cationRameshet al., 200Q. L'augmen-
tation des axes de la machine provoque la diminution de la iijté de la machine
(Hsu & Wang, 2007. Choi et al. (2009 ont utilisé les matrices de transformation
homogénes pour évaluer rapidement l'erreur de positionnent d'une machine-
outil, par une mesure sur la machine (OMM) a l'aide d'un systae de montage
appelé eight cube array artifact . Jha & Kumar (2003 et Zhu et al. (20129 ont
calculé I'erreur dans le chaine cinématique utilisant lesatrices de transforma-
tion homogenes et la compensation est réalisée en modi a®t programme sur
une machines 5-axes. Une compensation complete ne peut étexteiée sur une
machine a 3 axes en raison de la limitation d'orientation deolutil.

13
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Lin & Shen (2000 ont proposé un modele générique pour l'erreur cinéma-
tigue d'une machine 3 axes a l'aide des matrices de transfation homogénes.
Martin et al. (2011 ont simulé l'usinage sur une fraiseuse a trois axes, pendan
la phase de conception du produit, pour prédire I'erreur géwetrigue due aux;

Défauts géométriqgues des mises en position

Erreurs géométriques de la machine-outil

Les défauts géométriques sont calculés en mesurant I'écpdur chaque mise
en position au pire des cas (g2.32, pour la réalisation d'une piece en plusieurs
sous-phases, on obtient nalement la précision globale de pieéce. De plus, l'er-
reur due a la chaine cinématique de la machine-outil est calée en utilisant les
matrices de transformation homogeénes et les hypothéses d#its déplacements.
Raksiri & Parnichkun (2009 ont proposé un modéle pour la compensation d'er-
reur pour les erreurs géométrigues et les erreurs due a lactrd'usinage sur
une machine de fraisage a 3 axes en utilisant une modélisatipar réseaux de
neurones.

2.3 Forces sur le systeme de montage

L'une des taches principales du montage d'usinage est de t&mir la piece contre
les forces et les couples d'usinage pendant les opératiohssithage. Le montage
doit étre capable de supporter les forces maximales d'usggavec une déforma-
tion minimum possible de la piéce, donc I'e et des forces deupe doit étre pris
en compte lors de la phase de conception.

La force de coupe, agissant sur I'outil de coupe lors de I'apéon de fraisage,
peut étre caractérisée comme les forces axiales, radialesamgentielles ou de
coupe (g. 2.34. La mesure directe des forces tangentielles et radiales dg-
cile parce gu'elles oscillent rapidement pendant la coupdJn certain nombre
de modeles pour les prédictions de force et le calcul de laegse de coupe
(Araujo & Silveria, 1999 Ber et al., 1988 Kim & Chu, 2004 Mativenga & Hon,
2009 ont été développés pour les outils spéci ques, matériauxeda piece ou
conditions de coupe. Dans notre cas, seule la force maximaggssant n'importe
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quel point sur la piece nous concerne, donc les forces d'agja sont calculées en
utilisant des équations mathématiques classiques obtemsug partir de Sandviken
(1997, Sandviken(201) et Pruvot (1993 détaillées dans la sectior2.4 et I'an-
nexeB.

2.4 Meécanique des contacts

Remark 2.4.1. La capacité de positionner une piece précisément dans un mon
tage d'usinage est fortement in uencée de plus par les dém@eents de la piece
due a la déformation de contacts élastique du montage et deikece sous charge
(Li & Melkote, 1999

Il s'agit a la fois des déformations (axiales, cisaillemeet exion) des appuis,
et de la surface de contact au niveau de la piece qui se déeforameis e et des
forces externes.

La théorie du contact de Hertz a été établie pour prédire le cqgortement
mécanique des surfaces idéalement lisses en supposant gumitact est parfait.
Hertz a utilisé un modéle de contact prenant en compte deux gaces sphériques
élastiques ramené au contact d'un plan ayant une élasticitéquivalente%) =
1515 + % et d'une sphére rigide ayant un rayon équivalent = il + iz La
formalisation de la théorie du contact de Hertz peut étre rettuvée danslohnson
(1987.

Deux surfaces réelles en contact ne sont pas idéalementdssgdonc le contact
est établi par leurs aspérités qui provoquent une zone de tact plus petite que
celle calculée par Hertz. Par similarité a I'hypothese d'Hert le contact de deux
surfaces rugueuses se simplie par le contact d'ung surfaick®alement lisse et
d'une une surface ayant une rugosité équivalente= 2+ 2 (Johnson 1987
ou, est la rugosité moyenneR,) de la surface en contact.

La premiéere analyse analytique basée sur la déformation desntacts sphé-
riques rugueux a été e ectuee patGreenwood & Tripp (1967 en supposant que
la déformation est élastique. lls ont montré que la zone derttact est directement

proportionnelle a la rugosité de contact, tandis que la pre®n est inversement
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proportionnelle a celle-ciMikic & Roca (1974 ont proposé une solution alterna-
tive numérique qui prend en considération la déformation abtique au contact.
Greenwoodet al. (1989 ont généralisé les résultats des deux modéles précédents
en proposant un seul parametre adimensionnel de rugosité lls ont conclu que
la pression de contact est gérée par, si la valeur de est inférieure a 0,05, I'e et
de la rugosité devient négligeable et la théorie de Hertz peétre appliquée.

Bahrami et al. (2009 ont conclu que la distribution de pression maximale est
le parametre principal dans les calculs de contacts rugueakils ont proposé une
expression généralisée pour la distribution de pressioralale pour I'ensemble des
contacts rugueux. Leur modeéle généralisé donne des résigdtanalytiques trés
proches des valeurs expérimentales d&reenwoodet al., 1984 Kagami et al.,
1983 Tsukada & Anno, 1979. Comme mentionné précédemment, la raideur de
contact a un comportement non-linéaire. Le comportement nolinéaire de la
raideur de contact, quelgue soit le contact rugueux ou ligs est montré dans
I'équation 2.37.

2.5 Piece support pour la validation

Pour illustrer et véri er les modeles développés, un type di@gce complexe qui
nécessite un usinage précis , avec des possibilités de vames dimensionnelles
d'une piéce a l'autre a été choisi Il s'agit d'une prothése deanche fabriquée en
une seule piéce, mettant en +~uvre un procédé d'usinage et wsteme de montage
précis et rentable.

Pour la plupart des patients, les hanches standards dispbies dans le marché
sont utilisables mais, pour certains cas les protheses pmraalisées sont fabriquées
pour satisfaire aux besoins. La fabrication d'une prothespersonnalisée donc
unique et chere comprend un modele RP (prototypage rapideppr la véri cation
du programme piece realisé par dans un matériau standard, ipua piéce est
réalisée par fraisage CNC dans un matériau biocompatible paxemple le Titane.
la con guration de fabrication est présentée gure2.4Q

Il ya un certain nombre de fabricants de protheses autour du ende par
exemple Johnson & Johnson, Zimmer Holdings, Inc., Implex Guretc. (Brewster,
2009. Parmi tous les fabricants, la base de données de la proteésest disponible
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que sur le site de Zimmer. Donc, pour la validation du modélenématique, le
CPT" 12/14 Prothese de hanche par Zimmerz{mmer, 201J) est choisi.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, le contexte théorique de la conception duomtage a été pré-
senté. Commencgant par le concept fondamental d'associatides surfaces réelles
avec des surfaces théoriques en utilisant MMT (machine a nuesr tridimension-
nelle) la conception des montages et leurs e ets sur la qualidu produit ont
été détaillés. L'erreur de positionnement de la piece peutré transformée en
déformation des appuis par le biais de la matrice de Plucker.

Une revue de la littérature des travaux de recherche existansur l'erreur de
positionnement de la piéce pendant l'usinage est décriteibvement. Elle com-
prend les erreurs suivantes : géometrique de la piece bruptacement des ap-
puis, positionnement du montage, de la machine-outil (géatrie et cinématique).
Cette thése a pour objectif I'erreur de positionnement de lpiece a la fois due a la
variation de la géométrie de la piece brute, et sous I'e et deforces d'usinage et
de bridage. Les déformations peuvent étre calculées grack digidité de chaque
elément élastique du montage. La déformation de contact asbn-linéaire selon la
théorie de I'Hertz et donc ne permet pas d'avoir une solutiorirsple. A la n, une
prothése d'hanche par ZimmerZimmer, 2011, nécessaire a une opération d'usi-
nage precis, est choisie comme une piece de démonstrationlalenéthodologie
développée.

Quant au chapitre 3, il présente un modéle analytique cinérique d'un sys-
teme ayant une con guration 3-2-1r des appuis pour le posithnement précis de
la piece dans les coordonnées machine. Tous les éléments comsidérés rigides
et sans frottement au niveau du contact. Un modele mécaniquel gystéme du
montage est présenté dans le chapitre 4 en considérant I'emible piece- support-
piece comme les éléments rigides, cet ensemble est placéusgr palette (sup-
port) par l'intermédiaire d'appuis considérés comme deséshents élastiques. Le
plateau (support-piéce) est aussi considéré comme locadnélastique au niveau
des contacts. Ce modele mécanique calcule le vecteur de dépiment de la piece
dans les coordonnées machine. Le déplacement est trans#®en une déformation
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au niveau de chaque appui en utilisant les équations d'énarcet la matrice de
Plucker. La compensation d'erreur peut étre e ectuée sur lpiece en utilisant le
modéle cinématique.

Pour lillustration et la véri cation, le modéle cinématique de repositionne-
ment sera présentée sur un type d piéce complexe dont les disiens changent
d'une piece a l'autre et qui nécessite l'usinage précis sun matériel colteux. A
cet e et, une prothése de hanche est choisie comme une piééendnstrative.
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Chapitre 3

Modele cinématique de montage
d'usinage

es petites variations dimensionnelles entre deux piécesldenéme famille

de pieces peuvent causer le mauvais usinage ou assemblagepifces.

Pour un usinage précis, ces variations doivent étre compées par une
opération de pré-positionnement. Il est nécessaire d'avoin mécanisme a n d'ef-
fectuer la transformation cinématique pour mettre la pieca la position requise
compensant l'erreur de positionnement entre la piece et laachine outil. Le
nombre d'axes nécessaires sera d'autant plus important qlee piéce est com-
plexe. Cette modi cation de position de la piece ou de l'outiest habituellement
faite en utilisant des machines a quatre ou cinq axes. Si legpgllacements restent
faibles ou si I'on ne dispose que de machines 3 axes ou biensdarcas d'une piece
devant subir plusieurs opérations sur di érentes machingdigne de fabrication),
il est économiguement intéressant de mettre en +~uvre un syshe de reposition-
nement de la piece qui peut étre ajouté a n'importe quelle maioe ou déplacer

entre machines.
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3. MODELE CINEMATIQUE DE MONTAGE D'USINAGE

3.1 Systeme de montage d'usinage proposé

Dans ce chapitre, un modéle cinématique d'un systeme de magé de reposi-
tionnement a 6 DDL' capable de compenser des erreurs de positionnement de la
piéce par la réorientation de la piece dans la position rege dans les coordonnées
machine par l'avancement axial des six appuis est proposé.

Comme il y a une incertitude sur la position des points de caatts des appuis
avec la piece a cause des irrégularités de la piece brute guir@ine une incerti-
tude sur la position nale de la piece par rapport a la machinen plateau mobile
sur lequel est xé rigidement la piéce est introduit. Ce platau cuboidé est fa-
briqué de telle maniére que ses surfaces peuvent supposefgi@ment plane et
orthogonales est posé sur 6 appuis possédant un degré deriédben translation
axiale (posage de type 3-2-1r) sur la machine ou sur une p#detLe systéme de
montage d'usinage est proposé montré sur la gui@7, ou une prothése de hanche
est utilisée comme piéce a usiner.

Pour le modéle cinématique, tous les éléments du systeme dentage sont
supposés étre rigides avec un frottement nul au niveau destaxts entre le pla-
teau et les appuis. Les positions et les orientations des ajip sont prédé nies,
I'ensemble piece, porte-piéce, palette plateau est plaadr $es appuis et la posi-
tion de la piece est mesurée par la MMT. Un algorithme basé suwesl matrices
de transformations homogenes avec grands déplacements asteloppé. Il cal-
cule l'avancement de chaque appui nécessaire au déplacendenla piéce vers la
position requise.

3.2 Formalisation du modele cinématique

Une formalisation mathématique nous permettant de réorieat la piece par I'avan-
cement axial de six appuis, a partir de la position initiale fhesurée par exemple
sur MMT) et jusqu'a la position nale (requise) est dévelopge. Les positions du
plateau et de la piéce seront calculées dans les coordonméashine.

1DDL : degrés de liberté
2Cuboide : Parallélépipéde rectangle avec tous les anglesadits et les faces opposées égales
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3.2 Formalisation du modele cinématique

La position et l'orientation du plateau peut étre calculé pales positions de
I'ensemble des six appuis. La position du plateau est dé napartir de la cuboide
formé par les centres des sphéres des six appuis en contaecde plateau, avec
un o set égal au rayon de sphére comme indiqué dans la guf®8. Les avance-
ments des appuis sont la di érence entre la position initial et nale de I'ensemble
piece-plateau. Par conséquent, les centres des spheresagiact peuvent étre di-
rectement utilisés pour les calculs sans prendre en compés kayons des spheres
(tous identiques). Le plateau est posé sur les appuis suitame con guration de
type 3-2-1r. En ce qui concerne les trois appuis en contactrda plan principal,
les trois centres des ces trois appuis forment deux lignesndde plan qui donnent
un vecteur normalN; au plan principal du plateau. Deux points de contact sur
le plan secondaire ainsi que la normale au premier plan formeine normale N,
sur le plan secondaire. Comme toutes les surfaces du platesunt orthogonales,
la normale N3 au troisieme plan peut étre directement calculée par le prad
vectoriel deN; et N,. Les vecteurs unitaires des trois normales sont calculésna
d'obtenir la matrice de transformation homogene (MTH) des awdonnées pla-
teau dans le repére machine. Le calcul des vecteurs unitairest détaillé dans la
section3.3.1et la MTH nale de l'origine de la machine ©) a plateau (b) est
indiqué dans I'équation3.13

Les coordonnées de la piéce sont ainsi dé nies a n qu'elleipse subir a RTL
transformation. La MTH de la piéce a un point P dans les coordonnées de la
machine O est représentée parPop] et écrite dans I'équation3.15

La transformation des références du systeme de montage estiuée dans la
gure 3.1Q Les avancements naux des six appuis peuvent étre trouvésrame
les fonctions des trois matrices de transformation homoges,

La position initiale de la piece connue et mesurée par le MMT

La position nale de la piéce considérée comme la positionut@itée de la
piece

La position initiale du plateau comme fonction des positiades six appuis

IRTL :Roulis( ), Tangage( ), Lacet( )
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3. MODELE CINEMATIQUE DE MONTAGE D'USINAGE

Toutes les MTHs ci-dessus sont connues. Par conséquent, Ipldéement nal
des six appuis, calculé par l'algorithme, et qui permettrael repositionnement de
I'ensemble piece-plateau, peut étre obtenue comme un MTH #&tdiquée dans
I'équation 3.18 Mais, les appuis ne peuvent avancées que dans leurs diratsi
axiales et ne peuvent pas se déplacer vers les positions wéles par le MTH, un
calcul supplémentaire est nécessaire

Ici, nous avons l'avantage de faire I'hypothese d'un plateaavec les surfaces
planes de haute qualité. Les centres des sphéres en contaetde plateau forment
un cuboide avec trois surfaces planes. Les positions naléss appuis forment
également un cuboide. Une formalisation d'avancement despajis axialement est
réalisée de telle maniére que leur cuboide vienne s'aliga®ec le cuboide formé
a partir des positions nales des appuis calculés par I'éqtian 3.18 Le point de
contact de chaque appui est calculé a partir des positiongdaales identi ées. La
méthode est expliquée en gure8.1let 3.12

La matrice de Plucker peut étre utilisée pour relier la présion ou l'incertitude
des appuis a la précision globale ou l'incertitude de la pieclLa matrice Plucker,
pour le systeme du montage proposeé, est calculée dans laisecB.3.5qui donne
la précision du deplacement de la piede g = f Xp; Yp; Zp; ;5 g" ala
précision de chacun des six appuis g = f 1; 2, 3, 4; 5, 69". La qualité des
appuis et leur précision de positionnement peut étre choésien fonction de la
précision de la pieéce requise.

3.3 lllustration sur une étude de cas

Une étude de cas a été e ectuée an de simuler et valider le regthonnement
d'une prothése de hanche bridée sur le plateau. L'ensemblege-plateau est situé
sur les appuis ayant la con guration de type 3-2-1r. Le modelest créé sous
CATIA" en utilisant les données réelles de la prothese de hancheuPsimuler
l'opération d'usinage, un demi modeéle d'empreinte (semtdée a un moule) de

la piéce (gure 3.15 est créé avec les dimensions d'origine de la prothése de
hanche. Cette empreinte (moule) est placée sur une positioxe par rapport

a l'origine de la machine. Le matériau de la piéce, est enlee@ utilisant une
opération booléenne pour simulé l'usinage. Apres l'usinade la premiere moitié,
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3.3 lllustration sur une étude de cas

la piéce est retournée et xée au plateau pour l'usinage de teuxieme moitié.
Deux supports sont également ajoutés de chaque c6té de lathese pour xer
la piece et mesurer sa position pendant le positionnement Bedeuxiéme moitié.
Une autre empreinte est crée en CATIA pour simuler l'usinage de la deuxiéme
moitié.

La piece est placée et xée sur le plateau avec tous les élémsetie bridage
sur le plateau. Comme on suppose que la position initiale de piece est mesurée
par MMT, l'orientation de la piéce et la position d'un point de référenceP de la
piece sont mesurées sous CATIA Les positions initiales des six appuis sont déja
connues. Elles permettent a I'algorithme de calculer la pitisn du plateau dans
le référentiel de la machine. La position nale souhaitée da piece et le point de
référenceP sont également connues. Les avancements de tous les six @&ppant
les seuls six parameétres controlables dans le modéle CATIA

Pour la simulation et la visualisation, une grande erreur itiale est induite
dans la position souhaitée de la piéce avant de la xer sur légbeau. La position
initiale du point P et l'orientation de la piece sont données dans la tab&1 L'al-
gorithme calcule les positions nales de tous les appuis fkeau 3.4) pour placer
la piece a la position souhaitée en utilisant les avancemsraxiaux de I'ensemble
des six appuis. La méme procédure est appliquée pour le raposnement de la
deuxiéme face de la piéce.

Les positions des appuis sont dé nies avec deux chires sigratifs aprés

la virgule en CATIA" donc une erreur de positionnement est constatée entre
les positions requises et réelle de la piece. Comme expliquécédemment, la
précision de repositionnement de la piéce dépend de la psémn ou l'incertitude
des déplacements axiaux des appuis. Plus la piece aura ureeititude de position
faible plus les appuis devront étre précis. Pour des positi® données des appuis
(tableau 3.2), la précision ou l'incertitude de la piéce est calculé enrotion de
I'incertitude axiale en utilisant I'équation 3.36 A n de mettre en évidence la
robustesse de la méthode, I'e et de la précision des appuisrda précision ou
incertitude de la position de piece est présentée dans le kadu 3.7.
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3.4 Conclusion

Ce chapitre présent un modéle cinématique analytique pous Fepositionnement

de la piece dans le repere machine par les avancements axides six appuis ayant

une con guration de type 3-2-1r. Dans le systeme de montageoposé, un plateau

est introduit entre la piece brute et les appuis pour éviter &s erreurs locales a
cause des variations au niveau des contacts entre le plateaules appuis. Le

plateau est réalisé de telle maniére que ses surfaces sougmes et orthogonales
entre elles. Tous les éléments du systéeme sont considérégdegs. De plus, le

frottement au niveau des contacts est considéré comme ngghble et les grands
déplacements sont pris en compte.

Pour le repositionnement, les matrices en coordonnées ha@aoes sont uti-
lisées pour la transformation des coordonnées depuis la imae a la piece et
au plateau. La position initiale de la piece peut étre mesueésur une MMT. La
position du plateau est calculée en termes de normales auxfages grace aux
positions des 6-appuis en contact avec le plateau. Les pasis nales de tous les
appuis, sont calculées en réorientant le cuboide formé paslsix appuis a celui
formé par les positions calculées. Le modéle cinématiqueibgstré et validé par
la simulation en CATIA" , e ectuée sur une prothése de hanche. De plus, I'e et de
la précision des repéres sur la précision de positionnemestla piéce est discuté.

Dans le chapitre suivant, les appuis et les brides seront dérés comme
des éléments élastiques et en plus les forces de bridage esidage seront intro-
duites. En prenant en compte les hypotheses de petit déplacent de la piece, la
déformation de chaque appui est calculée La compensatiomase ectuée par un
repositionnement des appuis en utilisant le modele cinénigtie développé dans
ce chapitre et en considérant tous les éléments de montaggides.
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Chapitre 4

Déformation des éléments
élastiques

ans le chapitre précédent, un modele cinématique du systemeété pré-

senté en considérant tous les éléments indéformables. Cedgle est

donc capable de corriger I'erreur de positionnement si leggitions ini-
tiale et requise de la piéce sont connues. En réalité, les apppeuvent se déformer
sous I'e et du poids du plateau, des forces statiques et dymaques agissant sur la
piece ou sur d'autres piéces du montage. Le plateau, rep@siné par modele ci-
nématique, doit en e et étre bridé pour rester dans la positin préalablement cor-
rigée et pouvoir supporter les forces d'usinage, par exerapCes forces impliquent
les déformations du systeme donc des déplacements de l'enisle plateau-piece.
A n que la position précédemment corrigée, soit encore au pyres de la posi-
tion souhaitée, il est nécessaire de connaitre les déformat engendrées par les
e orts, pour en tenir compte dans le calcul de la position cogée.

Dans ce chapitre, un modéle mécanique du systéeme du montagedonc for-
malisé pour calculer le déplacement de la piéce sous l'aatides forces externes.
Pour construire le modele, on suppose que, de par la conceptil'essentiel des
déformations se produisent dans les zones de contact, daes appuis et dans
les brides, I'ensemble piece-plateau étant réputé indéfieable. Du point de vue
des masses, on considére que la masse du plateau et de la péstdres su-
périeure a celles des appuis sphériques. Par le formalismelLadgrange, résolu
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dans Mathematica , on obtient la matrice de rigidité qui dépend de tous les pa-
rametres mécaniques (positions des appuis, orientationjriensions, matériaux).
L'hypothése des petits déplacements peut étre appliquéeipgue les déformations
doivent rester faibles pour la abilité et la précision du sgtéme.

Ce chapitre se décompose comme suit : D'abord, le modéle nmégae du sys-
teme du montage proposé est construit en considérant I'ags@e pieéce-plateau
rigide et les appuis élastiques linéaires. Ensuite, I'émge globale du systeme com-
posée de I'énergie potentielle contenue dans tous les aygpeii les brides, I'énergie
cinétique d'éléments de masse et le travail accompli par lEsces externes appli-
quées sont calculés. La formalisation de Lagrange permeta@culer les matrices
de rigidité et de masse du systéme de montage dans une conafion choisie. On
peut alors en déduire le déplacement de I'ensemble piecatpau sous charge et la
déformation de chaque appui. Le frottement de contact appyilateau est négligé.
Puis, pour le contact hertzien, la déformation est calculgsour chaque appui avec
la formalisation modi ée qui nous permette d'obtenir la dérmation globale de
chaque appui et le déplacement d'ensemble piéce-plateaun fEon terminera le
chapitre par une discussion sur le champ d'application de ceodéle mécanique.

4.1 Représentation et formalisation du modele
meécanique

Le modele mécanique du systeme de montage de base, c'est a dans brides
ni forces externes, est illustré dans la gurel.l Dans un premier temps, on
considere les appuis comme étant des éléments élastiqueédires sans masse,
représentés chacun par une matrice de rigidité propre. L&mntiel de la masse en
mouvement du systéme se trouvant sur le plateau massif, cerier est supposé
indéformable et représenté par sa seule matrice de masse.eAstade, on néglige
les déformations des contacts entre les appuis sphériquetes surfaces planes du
plateau.

La transformation des repéres du systeme du montage est m@# dans la -
gure 4.2 ou les positions corrigées dans le modéle cinématique spnses comme
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les positions initiales. Les forces d'usinage et de bridagevoquent un déplace-
ment de I'ensemble piéce-plateau sur les appuis élastiqugs peuvent étre com-
pensés par une modi cation de I'avancement des appuis, calés par le modéle
cinématique. On renseigne préalablement les informatiossir la con guration
du systeme (positions et orientations des appuis, des brgjenatrices de rigidité,
matrice de masse du plateau) et sur le cas de chargement (eaggment et am-
plitudes des forces et des moments appliqués). Le calcul doaele mécanique du
systeme (rigidité et masse) du montage est e ectué en utitiat I'hypothese des
petits déplacements et le formalisme de Lagrange (ed).

4.1.1 Formalisation

Pour le systeme représenté gurd.l, L'énergie potentielle totale du systeme est
donc la somme des énergies potentielles de chaque appuis|sséléments élas-
tiques considérés a ce stade. L'énergie potentielle totales appuis peut s'écrire
comme le suggere I'équatiod.2 Une transformation géomeétrique est e ectuée
pour calculer les vecteurs de déformation des appuis en foon du vecteur de
déplacement de I'ensemble piece-plateau en utilisant I'hgthése des petits dépla-
cements. L'Energie cinétique totale, correspondant aux pcements linéaires et
angulaires, de tous les éléments de masse du systeme du mymtast calculée en
utilisant la formalisation de Lalanneet al. (1986. L'énergie cinétique totale est
peut s'écrire sous la forme.11

Le travail e ectué par les forces externes est calculé pougsoudre la formali-
sation Lagrangienne. Le torseur des forces externes comptée vecteur des forces
d'usinage et le vecteur des couples d'usinage. Le travaibphl sera la somme des
travaux des forces et des moments (e4.12. Le vecteur-déplacement du point
d'appui de chaque action mécanique est calculée pour en diédu'ensemble de
travail e ectué par le torseur de force externe sur le systeandu montage en
fonction du vecteur déplacement de I'ensemble piéce-plate

Une fois I'ensemble piéce-plateau positionné sur ses 6 agpiiest maintenu en
position pendant I'opération d'usinage, par le serrage deibdes. Cela provoque une
déformation des appuis élastiques, et un déplacement addiinel de I'ensemble
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piece-plateau dans le repere machine. Ces brides peuvene&onsidérées de deux
maniéeres;

Les brides sont remplacées par des forces statiques contsret peuvent
étre considérées comme les forces externes. Le travail desds de bridage
sera calculé en utilisant I'équatiord.14 et le travail total fera la somme des
travaux accomplis par les forces externes et les forces delage.

Si les brides sont considérées comme des éléments élassigaeec une ex-
trémité en contact avec le plateau et une autre déplacée d'ewvaleur connue
(précontrainte) comme illustré dans la gure4.6, I'énergie potentielle conte-
nue dans chaque bride sera calculée et sera ajoutée a I'éreemptentielle

totale du systéeme.

Dans notre cas, nous considérons les brides comme des élé&nélastiques
dont on connait les déplacements externes. Le déplacement gbint d'appui de
la bride sur le plateau est calculé a partir du vecteur-dépte@ment de I'ensemble
piece-plateau. L'énergie potentielle globale de toutesslérides peuvent étre cal-
culées en utilisant I'équation4.17.

L'énergie potentielle globale des appuis et des brides,n&gie cinétique du
systéme du montage et le travail e ectué par chacune des fesc externes sont
formulées en fonction du méme vecteur- déplacement de lagae contenant les
coordonnées généralisées de déplacement. Le formalismeadgdnge permet alors
de trouver les équations du mouvement associée a chaque pa¥te, puis d'en
déduire les matrices de rigidité et de masse. Aprés appliaati des hypotheses
de petits déplacements, certains termes contenant encoresdparametres se sim-
pli ent. Le modéle mécanique étant établi, il est alors podisle de I'exploiter en
étudiant les déformations dues a des forces statiques applkes (a des ns de
compensation) ou la réponse vibratoire & une excitation foge (schéma de la
gure 4.9).

4.1.2 Deéformation des appuis sans frottement

La déformation de chaque appui sous les forces de bridage &tsthage peut
étre calculée a partir du déplacement de I'ensemble pieciafeau en utilisant la
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matrice pluckérienne du systeme du montage. La déformatiafiun appui sous

les forces externes est représenté dans la guded ou le plan du plateau, en
contact avec l'appui est déplacé a partir de la position iniale jusqu'a la position

nale sous charge. En l'absence de frottement, I'appui, m@tisé par une raideur
axiale (direction de réglage) et radiale, ne se déforme paécessairement suivant
la normale au contact, mais il subit des déformations axialet radiale dans une
proportion correspondant au minimum d'énergie de déform@an minimale. La

direction de la normale avec I'axe de réglage de l'appui, éitdui aussi déterminant

(équation 4.25).

4.1.3 L'énergie potentielle des appuis sans frottement

L'absence de glissement des appuis sur le plateau peut coinea une suresti-
mation de la rigidité du systeme, puisque les appuis contulent a la stabilité du
plateau avec une méme e cacité quelle que soit leur orientiin spatiale.

Les déplacements radial et axial déduit précédemment derientation de I'ap-
pui, de ses di érentes rigidités en fonction du déplacemenbrmal a I'appui, sont
utilisés pour formuler I'énergie potentielle totale via l§formalisme de Lagrange.

4.2 Les contacts élastiques non linéaires

Dans la section précédente, la déformation des appuis solmrge est calculée
en considérant I'ensemble pieéce-plateau comme rigide e$ lappuis étant élas-
tiques sans déformation au niveau du contact entre les apguét le plateau. La
déformation d'un appui était uniguement dépendante de la ntace de rigidité du
volume-matiere. En réalité, le contact d'appui-plateau ésdéformable et subira
une déformation locale sous les forces appliquées. La cimition de la déforma-
tion de contact au déplacement total devient plus importard, lorsque les appuis
sont plus rigides.

Dans cette section, de petites déformations localisées pent se produire
sur le plateau et sur les sphéres d'appuis, en, chacun desnp®ide contact. Le
reste du plateau étant toujours considéré comme indéformablLe contact appui-
plateau est montré dans la gure4.11len considérant que le contact entre les deux
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4. DEFORMATION DES ELEMENTS ELASTIQUES

corps élastiques est assimilable & un contact entre un platerigide et une sphere
d'élasticité équivalente ; conformément a la théorie de HextPour le contact entre
un plateau plan et I'appui sphérique, la déformation maxima sera localisée au
centre de la zone de contact formalisé p&ahrami et al. (2009 et détaillé dans
la section2.5.3

En considérant que les surfaces en contact pourraient prass des rugosi-
tés, contrairement aux hypothéses de Hertz, le modéle Bahrami et al. (2003,
essentiellement basé sur une étude adimensionnel a parte groduits sans di-
mensions, est appliqué, pour calculer, a partir des formglele Hertz, les aires et
pressions de contacts, ainsi que les déformations . Pourtévie recours au calcul
numeérique et aux tests, proposé padahrami et al. (2009, les équations de I'aire
adimensionnellea? de contact ont été ajustées par le critere des moindres cagré
an de proposé une seule expression analytique (eg.1) quelle que soit sur la
valeur deP{ (eq. 2.34).

L'équation, d'estimation d'aire non-dimensionnelle de gdact, proposé est
comparée avec celle proposée pBahrami et al. (2005 dans les guresC.1 et
C.2. Pour l'estimation de la déformation au centre de l'aire deantact, détermi-
nante pour connaitre la raideur du contact, Bahrami utilisda fonction numeérique
beta (B), qui n'a pas de formulation analytique (eq2.36. La fonction beta (B)
est en plus une fonction de la fonction gamma () (eq.C.2). Ces fonctions nu-
mériques ont tendance a ralentir les calculs itératifs, dbla nécessité de trouver
des approximations explicites de leurs formules.

Les modeles d'estimation existants pour la fonction de X), I'approximation
de Stirling (Abramowitz & Stegun, 1972 et I'approximation de Gergo (Nemes
2008, entre autres, donnent des erreurs importantes lorsque farameétre est
petit, zone qui nous intéresse tout particulierement dansatre application sur le
contact (faible valeurs de )

Une expression analytique pour I'estimation de la fonction (eq. C.3) est
choisie, et, par lI'ajustement de la fonction approchée sugd résultats numériques
exacts pour un grand nombre des valeurs de parametre

Une comparaison des erreurs parmi les estimations existasmtde gamma et
béta fonctions et I'estimation proposées est montré dans lgure C.3. L'expres-
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sion proposée pour la fonction gamma, donne des meilleursukats pour les
petites valeurs de , intéressants dans le cadre de notre travail.

Une fois la déformation de contact est connue, la raideur dergact peut étre
calculée. Pour les valeurs réalistes de la rugosité du coctta'e et de la rugosité
du contact sur ses rigidité et déformation sont indiquées da les gures4.15
et 4.16 On observe que l'augmentation de la rugosité de surface pogue la
diminution de la raideur du contact par rapport a celle donné par la théorie de
Hertz.

La qualité des surfaces en contact doit étre choisie en foroet des conditions
fonctionnelles; une surface de trés bonne précision n‘auypas nécessairement
d'in uence sur I'écart géométrique. Si la raideur minimaledu contact, dont ré-
sulterait une déformation acceptable sous les e orts d'usage, est connue, une
rugosité économique peut étre dé nie an de ne pas réaligede super nition
inutile fonctionnellement.

4.3 La déformation totale des appuis

Les déformations globales de chaque appui seront la somme diéformations
non-linéaires au point de contact et des déformations du qw de l'appui. Le
comportement non linéaire des contacts dépend des e orts @entact, qui deé-
pendent du déplacement du plateau, qui est calculé par la mate de rigidité
du systéme. Cette derniere est, nous l'avons vu, une conseqgoe de la rigidité
des appuis, partiellement liée aux propriétés des contactdn calcul itératif est
nécessaire a n de déterminer le point de fonctionnement et déplacement exact
a compenser pour positionner le plateau, comme il faut.

Un processus itératif est e ectué pour la convergence de lafdémation des
contacts non-linéaire des six appuis et pour obtenir les démations nales linéa-
risées de chaque appui comme montré dans le diagramme de largy4.14 La
position d'initialisation suppose les contacts indéforntdes. A chaque itération,
on modi e la position du plateau en fonction de la déformatio calculée, on en
déduit les déplacements imposés aux appuis, la rigidité deagjue appui et en n
la matrice de rigidité.
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L'algorithme, stable, présente des oscillations nuisantla convergence rapide :
On applique un gain d'atténuation dans I'‘équation4.33 sur la variation de la
position, a n de amortir les ondulations.

4.4 Etude de cas

Une étude de cas est réalisée pour présenter le fonctionnetregries résultats du
modeéle mécanique proposé. La piéce étudiée est une prothésdanche en acier
M30W. Un systeme de montage est considéré ( ¢.17) ayant; 6-appuis, avec des
matrices de raideur K ];; [K ]2; :::[K ]e, et deux brides élastiquest X g; et f Xg g
sont les vecteurs de déplacement externes, correspondara grécontraintes des
brides de serragef Fg et f Tg sont les vecteurs de la force et le couple d'usinage,
respectivement.

Les positions initiales des appuis sont choisies arbitrament (tab. 4.4) pour
placer le plateau a une position aléatoire. Les trois anglestiaux d'inclinaison, du
plateau suivant la transformation RTL, sont calculés, viads positions initiales des
appuis, par calcul des normales aux surfaces du plateau, eilisant I'équation
4.34 Les positions initiales des appuis et l'inclinaison iniéle du plateau nous
permettent de calculer la position du point de contact de cltae appuis avec le
plateau par rapport au point P du plateau comme indiqué dans le tablead.7.
La position du point P a été mesurée en utilisant la modélisation volumique sous
CATIA " .

La matrice de raideur du premier appui est calculée par sesdaurs axiales,
raideur de cisaillement et raideur de exion. Les matricesalraideurs pour le reste
des appuis sont obtenues par leurs avancements et leurs atdions relatives par
rapport au premier appui (tab.4.8). Les matrices de masse et d'inertie du systeme
du montage, au pointP, sont mesurées directement a partir du modele volumique
sous CATIA" , la matiere choisie étant de l'acier. Les positions des bdd sont
également mesurées a partir du modele sous CATIAet leur positions relative
par rapport au point P sont calculées. Les brides sont modélisées comme des
ressorts unidirectionnels. Dans I'étude, une opération deaisage en bout sur une
piece médicale, est choisie et les vecteurs des forces et dum@ant sur un point
def sont calculés en utilisant les équations dans la secti@¥ et I'annexe B.
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Toutes les données sont introduites dans Mathematicaqui calcule I'éner-
gie potentielle totale de tous les brides et les appuis, dériergie cinétique des
éléments d'inertie et le travail e ectué par les forces extaes. La formulation
de Lagrange calcule la matrice de raideur globale du systérde montage, les
modes propres et le vecteur de déplacement de l'ensembleceiplateau sans te-
nir compte du contact et également aprés la convergence duptBcement tenant
compte l'e et de la raideur du contact. Les valeurs dans la m#ce de rigidité,
avec contacts indéformables, est plus grande d'ou des dégments plus grands
en nal, que ceux utilisés pour la premiére itération.

Les paramétres de déplacement de I'ensemble pieéce-platdauléformation de
chaque appuis et les modes propres du systeme de montage poésentes dans le
tableau4.12 table 4.13et I'équation 4.39respectivement. Comme le modéle ciné-
matique peut étre utilisé pour compenser les erreurs de piiminement calculées
par le modele mécanique, la compensation peut étre e ectupar I'avancement
de chaque appui comme indiqué dans le tabledul4

Le systéme du montage est moins rigide dans la directidh sans tenir compte
de la raideur du contact tandis que dans la directiolY aprés la convergence. Un
changement important dans la rigidité globale du systeme sur le déplacement
calculé pour la piece sous charge est remarqué. Il souligfimportance de la
raideur de contact sur le calcul d'erreur de la piéce.

La convergence de chaque paramétre du déplacement de la @iédeurs erreur
de convergence sont présentées dans la gute0et gure 4.21respectivement,
pour le gain de 1. La convergence est atteinte dans 47 ité@ts pour la limite
d'erreur prédeé nie de 0,01%, Pour voir I'impact du gain de laconvergence, le
parameétre et ses erreurs sont présentés dans les guré?2 et 4.23 respec-
tivement. En e et, ce parameétre est celui qui converge le ptulentement dans
I'exemple. Les oscillations des résultats sont bien attééas par un gain réduit.
La vitesse de convergence est peu sensible.

Pour avoir une estimation du comportement dynamique du sysine, l'analyse
dynamique est aussi réalisée utilisant les détails de I'aexe D. Un diagramme
de Bode est tracé pour présenter le rapport entre les défores¢dynamique et
statique en fonction de la vitesse angulaire de la broche gadi érentes valeurs
de bridage. Il a été remis en évidence que les modes de vilmatpeuvent étre
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déplacées vers des valeurs supérieures ou inférieures eraseou desserrant les
brides.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un modéle mécanique du systeme est conistaun de calculer
les petits déplacements de la piéce et son comportement scharge en fonction
de la con guration choisie et de la position initiale avant gplication des forces.
Le calcul de la raideur et la masse de I'ensemble de systéme rdantage est
réalisé en tenant compte des appuis élastiques de masse igégble alors que
I'ensemble piéce-plateau est pris comme élément rigide sgiesant. Les contacts
sont considérés de type hertzien. Les brides sont considg&r@€omme des éléments
élastiques et précontraints.

Mathematica® est utilisée pour résoudre le modéle mécanique en utilisdes
équations de Lagrange. La formulation de Lagrange nous pestrd'établir les
équations des mouvements associés aux 6 DDL du plateau, etrddéduire les
matrice de raideur et de masse du systeme. L'exploitation peet ensuite d'éva-
luer le déplacement du plateau sous l'action d'une chargetéreure. L'avantage
du formalisme de Lagrange est qu'il est insensible aux variahs de con guration
du systeme.

Le comportement non-linéaire de la déformation de contacbss charge est
intégré dans le modéle, et permet par un calcul itératif stalisé de donner les
déformations des appuis, avec une précision prédeé nie avace (0,01% ici). Le
modele mécanique proposeé peut étre appliqué aux probleméasspcomplexes avec
plusieurs forces externes et des orientations di érente®sl appuis et des brides.
Le probléme de la perte de contact sur un appui est traité damss itérations pour
éviter de recherche une convergence sur une piece désdués.
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Chapitre 5

Conclusion and Perspectives

5.1 Conclusion

ette thése est positionnée dans le domaine de la conceptidnlae mo-

délisation d'un montage de fabrication recon gurable. A pdir de la

géomeétrie des piéces du montage, de leur qualité dimensiela et de
la con guration choisie pour I'assemblage, le travail coistait en |'établissement
d'un modele géométrique, permettant un repositionnement@cis de la piece, puis
la construction d'un modele mécanique permettent de coreg cette position, en
tenant compte des e orts appliqués, par le bridage et par lerpcessus de fabrica-
tion. Le tout permettant la mise en position de la piéce, avaeane précision prévue
de 10 m.

La position de la piéce par rapport au repére machine, ou paapport a la
palette de transport, étant mesurée, le décalage sur les 6eaxpar rapport a
la valeur demandée par le processus de fabrication est cééca n d'en déduire
les réglages en translation a apporter a chacun des 6 appuisdirectionnels .
Ensuite, en suivant un protocole de bridage, les e orts apiglués étant connus,
la déformation imposée au montage est prédite par le modele€oanique, ce qui
permet de déduire les avancements additionnels a apporten@appuis, pour qu'a
l'issue du bridage, la piéce soit placée conformément au trah de fabrication ou
d'assemblage, avec la précision requise.

Pour atteindre cet objectif de modélisation du systeme de pesitionnement,
la thése se décompose comme suit :

35



5. CONCLUSION AND PERSPECTIVES

Une étude bibliographique sur les erreurs de positionnemsngt leur ori-

gines rencontrées au cours de la conception du montage est@uée. Les
principales causes des erreurs de positionnement sont cdié de la géomé-
trie de la piece brute par rapport a la géométrie nominale, deerreurs de
placement des appuis, les erreurs de posage du montage paqpmt a la

machine et les erreurs dues a la précision de machines-aubili les erreurs ci-
nématiques. L'étude se focalise sur les erreurs de positiement de la piece
dans le repéere de fabrication, due aux variations de dimeonss, auxquelles
s'ajoutent les déformations provoquées par les e orts apglées a un sys-
téeme déformable. On utilise la théorie de contact de Hertz pounodéliser

la comportement non-linéaire des contacts entre appuis elapeau.

Un modeéle analytigue cinématique pour le repositionnementedla piéce
dans la machine, est proposé. Le modéle cinématique est dapale réorien-
ter la piéce vers la position désirée par le mouvement axiaksl 6 appuis,
disposés suivant un dispositif de type 3-2-1r. Dans cetteugte purement
cinématique, tous les éléments mécaniques du systéme ps#psont consi-
dérés indéformables et aucun frottement n'est pris en comgau niveau des
contacts. La correspondance entre les déplacements des pupet la trans-
formation géométrique associée est donnée. La transforioatnécessaire au
bon positionnement de la piece est calculée a partir de la @ initiale
de la piece sur la palette, mesurée par un dispositif de typeachine a me-
surer tridimensionnelle, et de la position nale, imposéegy le processus
de fabrication et d'assemblage. De cette transformationg$ avancements
nécessaires sont déduits en tenant compte de la précisionrdglage.

An de corriger les petites déformations dues aux e orts appjués, un
modele analytique mécanique est proposé en supposant lEmble piece-
plateau rigide. Les appuis sont alors des éléments élasiguet I'hypothese
de petits déplacements est appliquée ici. Au niveau des caats entre appui
et plateau, des déformations locales se produisent et le nébelconsidéré est
celui d'un contact hertzien sphere-plan. Pour pouvoir aiséent tenir compte
des variations dimensionnelles ou du changement de con @ition du sys-
teme, les calculs analytiques réalisés utilisent le fornwihe de Lagrange
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pour établir les équations du mouvement. Pour tenir comptealla non-
linéarité des lois de contact, un calcul itératif est nécesise. La position
qu'aurait le plateau avec des contacts indéformables estigg comme posi-
tion d'initialisation de I'algorithme. La matrice de rigidité est réactualisée,
a chaque itération, au gré des modi cations des raideurs dentact puisque
les déformations évoluent. De nouveaux déplacements somiotilés pour
initier un nouveau cycle de calcul. Compte tenu des couplaget des non-
linéarités, la convergence vers le résultat nal se fait acedes oscillations.
Pour limiter leur amplitude, un gain de calcul a été utilisé.Les résultats
obtenus sont satisfaisants, et ont été validés sur deux expi®es.

Finalement la position nale de I'ensemble plateau-piece &té déterminée
par la somme des corrections des écarts du aux erreurs géeagigaes et aux
déformations mécaniques (cf guret.31).

Le modéle mécanique proposé peut étre appliqué aux problé&rmus com-
plexes avec plusieurs forces externes et des orientation®€mntes des appuis
et des brides. Ce modéle résout le probleme en utilisant degthodes énergé-
tiques. Cette méthode est plus exible par rapport au pringge fondamental de
la statique, car elle est insensible aux modi cations de cauration du systeme
(appuis supplémentaires ou déplacés). De plus, le modéleega perte du contact
d'un des appuis, provoqué par un déséquilibre des e orts aliguées, a n d'éviter
I'absence de convergence du modéle.

Le systeme du montage proposé permet ainsi un positionnerhgmécis de
la piece sur la machine-outil spécialisée sans la nécesdit&es supplémentaires
de la machine ou sur la ligne de la production sans que cellertai besoin de
machines multi-axes. La piece peut étre individuellementlgcée sur les palettes
spéciales dédiées et équipées avec le systeme de positroenea 6-DDL proposé.
Cela assure un positionnement précis de la piéce sur la maghilLe réglage peut
facilement étre réalisé en ligne ou hors ligne de production

Le systeme proposeé permet la réduction des surépaisseurssitiage en limi-
tant les erreurs dimensionnelles par le balancage optimat ¢k piéce. Le systeme
contribue a la réduction d'enlevement de matiere, d'usure'alitil et @conomisant
le temps d'usinage. Cela peut étre fort appréciable quand taatiere transformée
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est onéreuse et di cile a usiner. Le positionnement de la pi& devient répétable,
rentable et plus able.

5.2 Perspectives

Le systéme mécanique doit étre realisé, dans un premier tesn@avec un action-
nement manuel, a n de valider les modeles. Par la suite, un @pcessus de recon-
guration automatique du systeme pourra étre développé paLle ectuer le repo-
sitionnement de la piece apres la mesure par MMT et le calcuésl corrections
nécessaires.

Une autre application du systéme est le positionnement optah des grandes
pieces, complexes ou exibles lors d'opération d'assemipg ou la précision de pré-
sentation d'une piéce par rapport a lI'autre est cruciale (astements, déformabilité
ou pieces fragiles ou friables). Ces piéces peuvent étrerigatés ou repositionnés
dans une position optimale pour une opération d'assemblagatomatique.

Le processus de mesure sur MMT a souvent besoin d'un pré-piosinement
pour placer la piece a mesurer sur un endroit convenable samharbre de mesure,
avant le palpage. Le systeme proposé permet le positionnemde la piece, aug-
menter la précision de mesure en utilisant le principe de Abpeu d'obtenir une
meilleure orientation de la piéce pour assurer au mieux l'eessibilité des capteurs
de mesure.

Une compensation dynamique des vibrations, se produisantrm@ant opéra-
tion d'usinage, peut étre e ectuée en utilisant des actiorgurs rapides comme les
actionneurs piézoélectriques et capteurs de position. @etcompensation serait
consacrée a des opérations de super nition avec les conalits de coupe peu va-
riées, des e orts de coupe limités, des volumes de copealblies ou la prévision
des modes vibratoires ne seraient pas trop in uencés par laowh cation de forme
de la piece usinée.
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Chapter 1

Introduction

1.1 Objectives

parts, which is capable of performing a 6-DOF repositioningp the ma-
chine coordinates without the use of 4 or 5-axis machine. Thgoposed
xturing system will be capable of :

T he objective of this thesis is to propose a xturing system,of complex

Determining the relative positioning error (due to geometcal defects or
due to deformation of elastic elements under load) betweehe workpiece
and the machine-tool before and during machining or betwedhe two parts
during assembly process,

Insuring the error compensation by reorientation of the wdpiece at an
optimal position through the axial displacement of 6-locairs.

1.2 Context

There is a competition in the manufacturing industry to degin and deliver a
variety of high quality products to their customers in shoréer time. Due to rapid

change in production technology and customer demand, the maacturers need
to develop exible manufacturing practices to achieve a rag turnaround in prod-

uct development Boyle et al., 2011J).
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Among other factors, the use of feasible xtures is one of thadtors in u-
encing the nal part quality. Fixtures are devices used to spport, locate and
hold a workpiece at a desired position and orientation in mame space during
manufacturing. This positioning and orientation is achiegd by the locators and
the clamps. The quality of a part is in uenced by the capabily of a xture
to precisely hold and locate it on the machine considering drent functional
conditions during fabrication. According to an estimate, bout 10-20% of to-
tal manufacturing cost is associated with the xtures in traditional FMS systems
(Zhang 200]. The design of xtures is important to precisely hold the wokpiece
and compensate the errors that the workpiece can encountearthg machining
or assembling operation to ensure high quality of the prodtc

The need of high quality production, at low cost, acceleratethe research
e orts in xture design for production of cost e ective products without com-
promising on quality. To cope with current market demand,Ryll et al. (2009
emphasize on the need of intelligent xtures which shouldbe capable of self-
con guring; reducing and compensating dimensional errgrgroviding stability
and adapting clamping forces to guarantee optimum performae. The intelli-
gent xture should be generic and should be able to adopt to icerent workpiece
con gurations. Besides locators and clamps, intelligent xturing system have
micro-actuators for repositioning of mechanical elemengsd a computer support
which manages the repositioning of the workpiece at each geathrough actuators.
The rough workpiece, placed on the locators, may not be coreply included in
the required position of the workpiece due to these geometal variations, which
cause the workpiece to be waste. To avoid this problem, allances are added to
the part body and its supports which needs the programming a@bol path other
than the part body. To avoid the loss of time and the materialjt is necessary
to place each new part precisely but this operation needs thmobilisation of
machine.

The machine mechanism should assure the kinematic trangfioation to place
the workpiece at an optimal position by compensating the pamning error be-
tween the workpiece and the machine-tool. This compensatias possible on a
machine having a large number of degrees of freedom and highmber of geo-
metric transformations. If a processing operation (maching or assembling) only
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needs a low number of axes or simply the small displacementBgtchoice of a
5-axis machine is not an economically feasible choice. Theposed system aims
to realize that workpiece repositioning operation automatally without the mo-
bilization of the machine tool avoiding the need of high DOF rchines. It insures
a prepositioning of complex parts for precise machining ofaions.

The studied system can also be used on the existing automagpecoduction
lines on which the number of axis are limited for each stationThe proposed
xturing system gives high product quality at low cost due toits exibility to be
added to any existing machine unit of production/assemblyihe. The proposed
system allows better positioning of the workpiece on the xire and hence limiting
the allowances. The necessary geometric, kinematic and aucical modelling of
the proposed xturing system are presented in this thesis.

1.3 Proposition

The proposed xturing system consists of a set of six axiallgontrollable locators
placed on the machine table or pallet, a cubotdbaseplate controlled through six
locators and a workpiece (hip prosthesis) xed rigidly on tk baseplate as shown
in gure 1.1 Friction at the contact between the baseplate and the locats is
negligible. The 6-locators are assumed to be in a 3-2-1 loioat con guration and
their positions are de ned through locating holes. The lodars possess only one
axial DOF to position the workpiece at desired place. The pd®n of each locator
is chosen by considering the constraints of accessibiligtability of the workpiece
and manufacturing knowledge. It is also assumed that the wkpiece is mounted
rigidly on the baseplate and no additional deformation oces between workpiece
and baseplate except those caused during clamping the workge. The system
to rigidly mount the workpiece on the baseplate depends updhe complexity of
the workpiece.

In case of rough contacting surfaces, it is impossible to aih the precise po-
sitioning of the baseplate/workpiece through the axial diglacement of 6 locators
due to uncertainty of the contacting points caused by the Iat geometrical defect

1Cuboid: Rectangular box, rectangular hexahedron, right retangular prism, or rectangular
parallelepiped
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3-2-1 Axial Locating Configuration

Figure 1.1: Proposed xturing system

at the rough contact between the locators and the rough xtued part (or base-
plate in our case). To avoid this positioning uncertainty, abaseplate is added
in between the locators and the rough workpiece. The positimg surfaces of
the baseplate are considered to be perfectly plane and ortfunal. Because of
this assumption, the surface normals always remain pardll® the contacts' nor-

mals enabling us to predict the exact location of the workpee by the locators'
positions.

The proposed system is capable of identifying and calculag the relative po-
sitioning errors between the workpiece and the machine-tboThis positioning
error can be due to geometrical defects of the workpiece oretlerrors caused by
the elastic deformation of the xturing elements under maciming and clamping
forces. The proposed system is also capable of performing #+DOF error com-
pensation by the advancement/retraction of six axial locairs. All the elements
are considered rigid for workpiece repositioning calcuiahs or error compensa-
tion. To calculate the error due to deformation of xturing dements under ex-
ternal applied forces, the locators and clamps are considdras elastic elements
with known sti ness.
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1.3 Proposition

The thesis consists of two independent parts; analysis of lgrkinematic as-
pects and then also considering the mechanical aspects. ndmatic modeling,
all the elements of the xturing system are assumed to be rigi Assuming that
unknown initial position of the workpiece could imply largedisplacements (LD)
during correction phase, the kinematic model is built usin(pomogeneous trans-
formation matrices (HTM) and LD formulation. Using the geometical properties
of the baseplate, exact position of the baseplate can be adkted from the six
positioning locators. The initial position of the workpiee can be measured using
a CMM which can be compared to the nal required position of te workpiece.
If the di erence is more than the allowed tolerance, the algahm calculates the
unique relative position of each locator to relocate the whkpiece at the required
position. The precision of the workpiece placement dependpon the precision
of locator which will be detailed under the robustness of theinematic model.

In the mechanical model, the displacement of the workpiece calculated due
to the deformation of elastic xturing elements under maching and clamping
forces. This is performed by calculating the sti ness and nss matrices of the
whole xturing system considering the locators being elagt elements with negli-
gible masses, the baseplate is also considered elastic a tdontacts with the lo-
cators while the workpiece-baseplate assembly is consefgito be perfectly rigid.
Friction at the contacts between the locators and the basegtle is also taken as
negligible. The clamps also assumed to be elastic and themeoends are xed
to the baseplate, with no slippage, while their other ends ardisplaced exter-
nally at a known displacement. As the deformation must remaismall for the
system reliability, therefore, small displacement (SD) hypthesis may be used. A
computational tool is necessary to obtain the quick resultsf the developed ana-
lytical mechanical model, for that purpose, Mathematic has been chosen. This
developed analytical mechanical model allows obtaining ¢hmass and sti ness
matrices quickly for any con guration and position of locabrs as well as for any
orientation of the baseplate.

As compared to the static equilibrium conditions method, widly used in
literature, the mechanical model is developed using energyethod. Potential
energy of all the elastic elements, kinetic energy of inestielements and the work
done by the external load are formalized. The rigid body dispcement of the
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workpiece-baseplate assembly is obtained using Lagrangimrmalization. This
rigid body displacement is then transformed to the deformain of each of the
locator depending upon the sti ness of each locator. In palial, the mechanical
behavior of the xturing system is also obtained. The sti ness of the xturing
system can be changed using the controllable external diapement of the clamps.

The displacement of the workpiece, calculated under the ntaiaing and clamp-
ing forces, will be the workpiece positioning error due to fmation of elastic
xturing elements under machining and clamping forces. Tl error has to be
compensated in order to place the workpiece at the desiredgition under load.
This compensation can be performed by the axial advancemsnif the six loca-
tors using the proposed kinematic model. As the kinematic metlis developed
assuming all the elements to be rigid, the positioning errsrcan again be veri ed
with the new axial positions of the locators using the mechaal model.

1.4 Thesis organization

This thesis document is structured in 4 chapters and conchas. Following the
rst introductory chapter, chapter 2 details the basic conepts of geometrical and
dimensional defects of the part and reviews the existing march in the eld of
the xture design. A brief literature review on the locators placement errors,
xture positioning error and machine tool error followed bythe machining force
calculation is presented. The existing work on the deformi@in of the elastic
contact is also detailed. The chapter concludes with the deanstration of a
sample hip prosthesis used for the model validation.

Chapter 3 presents an analytical kinematic model of a 3-2-Ixturing system
for precise positioning of the workpiece in machine coordite system with the
hypothesis of all the elements being rigid and having no ftion at contacts.
The formalization includes HTM from machine to di erent parts of the xturing
system giving the advancement of each of six locators to reption the workpiece
to the required position. The formalization is followed by aase study performed
on a hip prosthesis workpiece and veri ed in CATIA .

A mechanical model of the xturing system is presented in cter 4 by taking
the workpiece-baseplate assembly as rigid and the locatdrsing elastic elements.
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1.4 Thesis organization

The baseplate is assumed to be elastic at the contacts. The d®b calculates
the displacement of the workpiece in machine coordinate $gm using energy
equations. The workpiece displacement is then transforméato the deformation
of each locator though the plucker matrix of the xturing sysem. The error
compensation can be performed on the workpiece through then&matic model.

Chapter 5 is the last chapter of the document. It presents a geral discourse
on the research work carried out with discussion on the capidity and limita-
tions of the proposed approach as well as future avenues ofvelepment and
improvement in the work presented.
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Chapter 2

State of the Art

his chapter provides the literature review in the eld of xture design,

xture positioning error, workpiece defects etc.. First the basic concept

of associating real surfaces with theoretical surfaces migiscanning ma-
chine in metrology for manufacturing is discussed, then theesign of xtures and
its e ects on the product quality is presented. Di erent corstraints and require-
ments of xture design are characterized and the existing &dions are presented.
The main sources of workpiece machining errors are placernerror of xturing
elements, geometrical or form defect errors, error due to fdemation of elastic
elements under load, machine tool kinematic error and ermdue to temperature
and tool wear. Machining forces cause rigid body motion of ¢hworkpiece and
induce the deformation at workpiece-locator contact. Thefore, contact defor-
mation under load is detailed before introducing a demonsitive workpiece which
will be used in this thesis for model validation. The chapteconcludes with a
discussion on the pertinence of the existing tools and metti® to the research
objectives of this work.

2.1 Fixtures

Fixtures are devices used to support, locate and hold a worilege at a desired
position and orientation in machine space during manufacting. The xturing

elements, assuring the positioning and orientation of a wkpiece and hold it,
are the locators and the clamps. The quality of the nal prodat in machining

49



2. STATE OF THE ART

and assembly is highly dependent upon xture's location acecacy and choice of
clamps. About 10-20% of total manufacturing cost is assoced with the xtures
in traditional FMS? systems Zhang, 200). The main functions of the xture
are detailed in the following subsections,

2.1.1 Locating a workpiece

A workpiece has a total of 12 linear and rotational movementalong x,y and z
axes(lrappey & Liu, 1990 as shown in gure2.1 These 12 movements are also
referred to as 6 degrees of freedom. Usually, nine movements eestricted by
locators while the remaining three are constrained by clansp

e

/

Figure 2.1: Possible movements of a workpiece in machine coordinate dgsn
(Trappey & Liu, 1990

Locators enable the precise positioning and stability of #hworkpiece in ma-
chine coordinate systemParis (1999 de ned three possibilities of locating prin-
ciples (3-2-1c, 3-2-1r & 4-1-1) depending upon the type of wpiece which are
shown in gure 2.2 The technological representation of locators and clamps
(Halevi & Weill, 1995 Trotignon et al., 1999 is shown in table2.1 (French Stan-
dard NF 04-013, 8.85), where black arrows represent the exauisitioning while
white arrows represent the element opposing against the védiion or deformation.

LFMS: Flexible Manufacturing System
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2.1 Fixtures

(a) 3-2-1r (b) 3-2-1c (c) 4-1-1
Figure 2.2: Dierent locating principles ( Paris, 1995

Table 2.1: Symbolization of technological elements Halevi & Weill , 1995

2.1.2 Holding a workpiece

During machining operation, the workpiece has to be held prisely on the locators
so that it does not move due to machining forces, weight of theorkpiece or
inertial forces. This can be done by adding appropriate clgps to the workpiece.
Paris (1999 proposed three clamping principles depending upon the drction
and type of clamps.

2.1.3 Supporting a workpiece

The xture should be able to support the workpiece during themachining oper-
ation. A xed or adjustable support can be used to support thevorkpiece when
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2. STATE OF THE ART

(a) Clamp type (b) Vice type (c) Chuck type
Figure 2.3: Clamping principles (Paris, 1995

the workpiece is expected to deform or displace signi cagtlunder the clamping
or processing forcesNeeet al., 2009.

2.2 Geometrical and dimensional defects

The objective of this section is to introduce the theoretidabasis of surface repre-
sentation during fabrication. A real workpiece geometry t®to be associated to
an ideal geometry by certain optimization criteria. The kirmatic model proposed
in chapter 3 includes,

Measuring the positioning errors of the workpiece on xture
Calculating the locators' advancements for compensation

Relocates the workpiece in machine reference frame

where, the real surface may be measured using a CMMvhich gives a theo-
retical surface associated with the real one. Before goingto the details of the
surface association, di erent types of surfaces are detdl.

2.2.1 Types of surfaces

De nition 2.2.1.  The real geometry of a workpiece can be de ned by the surface
which separates the material from its environmentBourdet & Mathieu, 1998.

LCMM: Coordinate Measuring Machine
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2.2 Geometrical and dimensional defects

A surface is the separation between the material and its swunding. Mea-
surement of an object is performed on its limiting surfacesp it is necessary to
have an understanding of the surfaces used in metrology. Ineasurement by a
CMM, the following surfaces can be de nedQursapt, 2009;

2.2.1.1 Theoretical surface

For practical reasons, the designer will determine the forwf surface which would
represent the actual surface theoretically, so that its belvior gives satisfaction
to the end user. The theoretical forms might be simple (planephere, cylinder),
complex mathematical form functions (conic, torus, surfa of revolution), pro-
les de ned by complex mathematical functions using physie (vane blade pro le
realized considering the uid and heat transfer e ect, progller pro le etc. ) or

aesthetic surfaces with indi erent pro les (car body, objets of art, etc. ). In addi-

tion to these, a theoretical surface can always be de ned bycantinuous function.

2.2.1.2 Real surface

The manufacturer will do the best to achieve the required thaetical surface us-
ing appropriate means of fabrication depending upon the glig and dimensions
of the surface to be obtained, materials used, availabilitgf the industrial equip-
ments and economic situation. Despite of all the care takerylbhe manufacturer,
the real surface would have an indi erent form which would beery close to the
theoretical surface. The real surface would always haveagularities at any scale.

2.2.1.3 Extracted surface

Extracted surface is obtained by tracing the scatter point®n the real surface.
Practically, the extracted surface can be de ned byn measuring points (Mr ;)

of real surface by any scanning equipment e.g. CMM machineoran element,
more information can be gathered by increasing the number ofeasuring points

(9. 2.4(a).
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Mr;= (X, Y., Z;)

" Plane associated with
the scatter points Mr;

Y,

X

(a) Extraction of theoretical surface (b) Plane associated with extracted element

Figure 2.4. Extracted and Associated Surface Dursapt, 2009

2.2.1.4 Associated surface

The associated surface is a theoretical surface which is@sated with a real sur-
face and is placed in a manner that it de nes the real surface the best possible
way. The associated surface is acquired froom measured points followed by
a given mathematical algorithm. The surface extracted in gre 2.4(a) can be
associated with an ideal surface as in gur@.4(b).

2.2.2 Association of geometrical elements

Real surfaces are never perfect. Mathematical optimizatiois performed under
certain constraints to obtain an associated ideal geometdyom n measured
points. For the de nition of a real element, the measured pais should be equal
to or more than the points necessary for de ning the mathematal geometry (tab.
2.2). Bourdet (1999 and Coorevits & David (1991 presented the ISO standards
of real geometrical elements associated with the ideal geetmes in Coordinate
Measuring Machine (CMM). Table 2.2 also presents vector representation and
the form defects that might be encountered during associath of geometrical el-
ements. The reference of the mathematical association obgeetrical elements is
referred to as DATUM or EGRM ! (in French) and it is de ned as,

LEGRM: Elément Géométrique de Référence Minimum
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2.2 Geometrical and dimensional defects

Table 2.2 Association criteria (Bourdet, 1999 Coorevits & David, 1997

Geometric Min. Points
Measured | Vector Representation Form Defect
Element
Suggested
Point
Point 111 i -
°
Point + Vector Distance between
] two lines
Line 213
M u
Point + Vector Distance between
u two planes
Plane 314
Point + Vector + Radius Distance between
. — two circles
Circle 314 u
Point + Radius Distance between
two spheres
Sphere 419
Distance between
. two concentric (§ -
Cylinder 518 cylinders V)
Point + Vector + 2 angle 7
Cone 618 \\V = U
De nition 2.2.2. DATUM or EGRM is a mathematical element composed of

three simple geometric elements; point, line and plane. k& iassociated with each
invariant class and enables an univalent positioning of treurface of the class it
is attached (esage 2002

Generally, all the mechanical elements, depending upon tHierm invariant
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DOF in the space, can be regrouped in to seven classes as showtable 2.3
These classes are called Invariant ClassesBurdet & Mathieu, 199§. On the
basis of these seven classes, TTREATT ? in French) model is developed by
Clementet al. (1999 for mathematical association of surfaces specially in CAD
software.

De nition 2.2.3. It is a pair of surfaces or TTRS, or a pair composed of a
surface or a TTRS belonging to same solid and associated fdretfunctional
reasons Clémentet al., 1994

The union of two classes gives one class, depending upon tlegree of invari-
ance and EGRM. For the union of two classes, the reference okoclass should be
de ned in the other one. This constraint gives a total of 28 pssible combinations
of SATT. All the possible combinations are detailed irClément et al. (19949.

2.2.3 Association with real surface or points

The ideal geometry, de ned from n measured points, does not pass through all
points and hence the measured points will have deviation frothe ideal associated
surface. There could be two cases of deviations: deviatioheach measured point
and global deviation of substitute surfaceBourdet & Schneidey 2007, which are
discussed further:

2.2.3.1 Case 1. Finite measured points

In case of nite measured points, the deviation of pointi is the distance between
measured pointM; and point P; on the ideal surface corresponding the normal
passing through the measured point ( g.2.5(a)). The deviation of each mea-
sured point depends upon the position of the ideal surfacend it changes with
the position of the surface. It is therefore necessary to dee the ideal surface
precisely to minimize the surface deviation using existingptimization criteria
for example root mean square criterion.

ITTRS: Topological and Technological Related Surfaces
2SATT: Surfaces Associées Technologiquement et Topologigment
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Table 2.3: Invariance Classes Bourdet & Mathieu, 1998 Bourdet & Schneider,
2007 Clément et al., 1999

Class IMustration | Dim | EGRM Examples sSDT
Plane | - Ellipse Boox
Complex 0 Point - Surface with T,y ¥
Line reference to poles o
plane | - Prism with elliptic Boox
Prismatic E— 1 Line base T,|¥ ¥y
- Prism with @ ind z
Line - Circle B *
Revolution 1 . - Cone T,| v ¥
Point
- Tore ind @ z

N -Helix
M I'I“Y‘\ Oriented | -Helicoids from p *

" T
Helicoids AJ‘!"&.’J" ! line development of o|¥ J
circle 21 pYy
-Line Jil x
. . . - Cylinder fi
Cylindrical E_ 2 Line revzll;]ti; ot?m T, ¥ ¥
surface ind @ ind z
£ ind x
Plane 2 Plane - Plane T,| v ind y
ind z
ind § x
Spherical 3 Point :ggﬁ;e T, |ind ¥ ¥
ind @ z

2.2.3.2 Case 2: Substitute surface

In case of deviation of substitute surface, the deviation bheeen each substituted
and ideal surface is expressed by a SBDBr deviation torsor as shown in gure
2.5(b). In the gure, the surface is invariant in X, y and directions while
the remaining components are small displacements or small atibns for the

1SDT: Small Displacement Torsor
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a Indx
B Indy

Indy =z %
T
01 Zl
Yl
0) 1

1

T,

Mi
I (Measured Point)

Deviation
of Point “i”

l Ideal Surface

Measured Point/

% Ideal Surface

Substituted Surface

(a) Association of measured points (b) Association of substituted surface

Figure 2.5: Association of real surface Bourdet & Schneider, 2007

transformation from substitute to ideal surface.

Like in the rst case, it is necessary to precisely de ne therieria to adjust
ideal surface with respect to real surface. Before explang the optimization
criteria, It is important to detail SDT concept.

2.2.4 Small Displacement Torsor (SDT) and Homogeneous
Transfer Matrix (HTM)

Since the development of the concept in 1970, SDT has widelgdn used in the
CMM!? softwares and tolerance analysis. Generally, the displacent torsor can
be de ned as,

De nition 2.2.4.  When a solid is displaced in a coordinate systefhiO4X % Y% 7%,
the displacement can be| characterized in original coorditgasystem fOjX;Y;Zg

by a translation vectorDo and a rotation matrix R . This rotation can be
expressed by threle alnglles; ( ) representing successive rotations of the solid
around three axed Zo; X1; Y%

|
Using the YPR? transformation, from gure 2.6, the displacementDy, is
expressed in equatior2.1 (Bourdet & Schneider 2007 while its HTM 2 form is

1CMM: Coordinate Measuring Machine
2YPR: Yaw ( ), Pitch ( ), Roll ( )
3SHTM: Homogeneous Transformation Matrix
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Figure 2.6: Displacement of a solid

shown in equation2.2

"Dy = !Do+(R 1)!0|v| (2.1)

2 9
() L) 5 OMx 5
1 1 3 OM:z 3 '
0O 0 0 1 o1

where, R is the rotation matrix obtained after YPR transformation.

COS CO0S sin sin sin sin cos  cos sin + sin sin cos
R = 2 sincos + cossinsin coscos  Sinsin COS sin cos
COS Sin sin COS C0S

(2.3)
In case of small rotations, the matrixR from equation 2.3 can be written in

reduced order form as in equatior2.4,
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R=$ 1 £ (2.4)
1
The vectorial representation of displacement of any pointrosolid can be obtained
from equations2.1and 2.2,

| | | |
Dy = Do+ MO (2.5)

Where,!Do(u;v;W) is the translation vector amlj ( ;; )isthe rotation vector.
SDT is the 'gorsqr obtained from the couple of translation andotation vectors.
SDT (To = ;Doj) can be de ned for each invariant class as shown in table
2.3 where,ind represents indeterminate or invariant of the surface class

2.2.5 Optimization criteria

Figure 2.7: SD deviation of i™" measured point Bourdet & Schneider, 2007

Real surface can be described by all the measured deviationson normal
from the point P; of the ideal surface which is initially placed close to measad
points. For a majority of surfaces,P; can be found from the measured poin#;
if the surface form is known Bourdet & Schneidey 2IOOD.

Classically, the position ofM; can be de ned byOM; = OP; + i!:ni, where

! n; is the unit vector normal to the surface and; is the deviation in the normal
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direction. In case of small displacement with the|SD'ITo = !j ;!Doj, the point
P; will move to point P due to small displacemenD;. The optimized deviation
e at a point P;, projected on the normal to the surfac'eni, can be written by the
equation 2.6 (Bourdet & Schneider 2007 Dursapt, 2009;
I

e = ;+ Din; (2.6)
whereg D; can be calculated from equatior2.5. If n is the number of measured
points de ning surface andp is the number of unknown parameters. In case when
n = p, the small displacements obtained by solution of equationsvg the surface
which passes through all the n points and deviation becomesra. In the other
case whem > p, all the deviation cannot be equal to zero and it is necessaty
satisfy the constraints by the optimization criteria. For this purpose, two types
of criteria are mostly used: Root Mean Square(RMS) criterioand Chebyshev
criterion (Bourdet & Schneider 2007).

2.2.5.1 Association by Gauss criterion (Root Mean Square(R MS) cri-
terion)

The objective of RMS criterion is to minimize the sum of squares of errors or
deviations i.e. W = _Fn e 2. For W to be minimum, derivatives of W with respect
to each componentlzéf SDT is equated to zero and the solution dbtained by
resultant linear equations.

. @W_

. @W_
0 “Gu”

. @w
0 “gv-

0; %W: 0; @v: 0; etc:

Here the optimized surface will pass inside all the points arttie distribution
Is not necessarily Gaussian but depends on the surface tesdu RMS method can
be explained by a 2D example ( g.2.9).

In gure 2.8 a surface is measured along X-axis through a CMM, the height
of the point is along Y-axis. For the ease of calculation, therst point is taken
as the reference point. Straight lineD, associated with measured point$/; is
calculated from equationy = a:x + b, where,

@w_
@

% @

IRMS: Root mean square
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Figure 2.8: Association of measured points by RMS criteria Dursapt, 2009

Xit ¥Yi  NIOXli
( x)? nox?
Xii XilYi Y Xi?
( x)? nox?

a=

Hence here, there is no need to calculate the deviation of eadeasured point.

2.2.5.2 Chebyshev criterion

Chebyshev criterion minimizes or maximizes the relation lbgeen two unknowns
of the problem. In the case of optimization, the aim of Cheby®v criterion is
to minimize the deviation of two unknownsen., and ey, , which are the maxi-
mum and minimum optimized deviations respectively, and thenagnitude of these
deviations should never be less than any of the optimized dation ;.

Besides RMS criterion and Chebyshev criterion, the surfagean be optimized
by imposing constraints on SDT and/or intrinsic parameterdor example by im-
posing diameter of cylinder, cone angle, orientation/pason of two surfaces etc.

For the same measured points, in gure.9, the aim of Chebyshev criterion is
to nd two parallel lines so that all the measured points comen between these

two lines and the lines are apart at the least possible distaas.
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Figure 2.9: Association of measured points by Tchebytchev criteria Dursapt,
2009

2.2.6 Positioning error due to locators' geometric errors

When the workpiece is positioned on the xture locators, dugo geometrical
error of workpiece and locators, the real position of the wikpiece can deviate
from theoretical one. The locator's position error is veryraall but still it has the
in uence on the overall positioning error of the workpieceTherefore the precision
of the workpiece is limited due to inaccuracy or precisionrtiit of the locators.
In gure 2.1Q the theoretical workpiece and locator are shown with dastidines
and their contact point is M;. Due to small displacement ; of the locator in
normal direction, the workpiece moves on the locator and theontacting point
M; is moved toM 2.

Here the displacement of the workpiece can be described by SDhe total
motion of the solid is composed of a translation vecto?V = fX;Y;Zg" and a
rotation vector ™= f ; ; g'. The displacement of pointM; of the workpiece
can be written as in sectior2.2.4which is given below,

! P !
MM°="V + OM; (2.7)

Here the projection ofM;M Cis estimated on the normah, which is equal to ;,
the positioning error of the locator:

I ! I I I ! P
= Vin +( OM;):n; = V':n; + (OM; " n;): (2.8)
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2. STATE OF THE ART

Workpiece

Figure 2.10: Position error due to locator deviation (Halevi & Weill , 1995

The displacement ; is a function of six parameters (Three translation and
three rotation), therefore six locators are necessary to mpletely de ne the rigid
body motion of the workpiece as the function of locators' eor. A given workpiece
which is positioned through six locators is shown in gure.11

Reference

Figure 2.11: Error of a workpiece on a isostatic xture (Halevi & Weill , 1995

The position error of each of six locators will be the functioof six parameters
called twist and Plucker coordinates for normalsy,, wherei = 1; 2;:::6. Here six
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2.2 Geometrical and dimensional defects

locators form six linear equations, which can be written in @trix form as;

8 9 2 38 9
1 ag bhoc ki I3 my Xp
% 2 % au b o k I, my % Yp %
3 ag by ¢ ka Iz ms Zp ~
= 2.9
4 as by ¢ kg 14 my (2:9)
5 as b5 & ks |Is ms
6 a bs c ke lg mg ° '

where,a;, b and ¢ are the X, Y and Z components of the™ unit vector n; with
a?+ ¥ + ¢ = 1, while k;, I; and m; are the components of vecto!OMi ! n;.
For the displacement to be statically determinate, the pluer matrix has to be
a non-zero matrix. If [Plu] is the Plucker matrix of normalsr, and is the small

twist of the workpiece, the equation2.9 can be written as;

f.g=[PIulf g (2.10)

The above equation2.10gives the positioning error of locators if the Plucker
matrix and the twist of the workpiece is known. In other caseif the precision of
the locators is known, we can nd the uncertainty in the posibn of the workpiece

using equation2.11

f g=[Plu] i ig (2.11)

The calculation of Plucker matrix for a con guration of locaors and the e ect
of positioning error of locators on the precision of the wopiece is explained
through an example found inMéry (1997. The workpiece of gure2.12is located
through six locators (M1-M6). Locators M1, M2 and M3 are in wical direction
along z-axis, M4 is along y-axis while M5 and M6 are inclineadtangles s and ¢
with the y-axis (g. 2.13. The contact normals (1, to ng) of all the six locators

are shown in equation2.12
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