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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Pendant ces derniéres années, on constate un développement intensif des logiciels de
simulation numérique de problémes industriels complexes, ayant comme principal objectif la
description de plus en plus précise de I'évolution thermo-mécanique des matériaux pendant les
procédés de mise en forme. Ces codes de calculs numériques sont ainsi utilisés dans la
conception optimale des nouveaux produits et gammes de fabrication, afin de permettre
l'augmentation de la qualité des pieces obtenues et la diminution du cofit de production.

Pour avoir des résultats de simulations fiables et conformes a la réalité, il faut connaitre
précisément les données physiques liées aux phénoménes rhéologiques, thermiques et
tribologiques. Plus particuliérement, on remarque le besoin en équations de comportement
capables de décrire la rhéologie des matériaux dans des conditions proches des conditions
réelles: grandes déformations, forte thermo-dépendence, vitesses de déformation €levées. La
caractérisation de la rhéologie d'un matériau est devenue ainsi un probléme scientifique a part
entiere. Elle repose sur une formulation adéquate de la loi de comportement, sur une
détermination plus précise des paramétres rhéologiques intervenant dans ces lois, et surtout sur
une meilleure compréhension des essais rhéologiques de laboratoire. C'est pourquoi nous
proposons dans ce document une modélisation plus précise des tests rhéologiques, en utilisant
la simulation par éléments finis, permettant une description réaliste des essais, notamment en ce
qui concerne la possibilité de prendre en compte les phénomeénes d'auto-échauffement et la
localisation de la déformation, qui caractérisent les conditions sévéres dans lesquelles le
comportement doit &tre étudié.

A partir de cette modélisation nous avons développé une approche de type inverse,
résultant du couplage entre le modéle de calcul de l'essai et un module d'identification de
paramétres. Le principe de l'identification est de déterminer les coefficients de la loi de
comportement qui minimiseront une fonction cofit, exprimant I'écart entre le calcul et
l'expérience. L'utilisation des algorithmes de minimisation de type gradient nous a amené a
développer un calcul de sensibilité paramétrique, en utilisant la méthode de différentiation
analytique des équations discrétes définissant Ie modele de simulation.
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Afin de comprendre les limites des analyses rhéologiques classiques, on consacre le
premier chapitre & la présentation des principaux essais rhéologiques et & une analyse critique
des modeles de dépouillement classiques, Pour mieux metire en évidence 1'utilisation de ces
méthodes dans 1'étude du comportement rhéologique, on synthétise par la suite 1'état de l'art
actuel en ce qui concerne la formulation des lois de comportement pour les alliages métalliques.

Dans le deuxiéme chapitre on présente la stratégie générale de la formulation et de la
résolution d'un probléme d'identification de parametres rhéologiques, partant d'une approche
de type inverse. Les trois éléments de base seront ainsi définis: 1'espace expérimental, le
modele direct de calcul et le module d'optimisation de 1a fonction objectif.

Le troisiéme chapitre est dédi€ au développement de l'analyse rhéologique inverse dans le
cas particulier ol le modele direct est un code de simulation par éléments finis du test
rhéologique. Nous présentons les équations du modéle thermo-mécanique, ainsi que leur
discrétisation. Le calcul de sensibilité paramétrique est ensuite détaillé,

Dans le quatriéme chapitre nous validons notre approche pour les essais de torsion,
traction et traction-torsion. On présente ainsi des analyses numériques concernant le calcul des
dérivées paramétriques, la convergence et la stabilité du modele d'identification, ainsi que des
comparaisons avec des modéles classiques de calcul des paramétres rhéologiques.

Enfin, dans le cinquiéme chapitre on présente des applications concernant I'analyse
rhéologiques des principaux alliages métalliques et des polymeres solides.
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CHAPITRE 1

ESSAIS RHEOLOGIQUES ET LOIS DE
COMPORTEMENT

1. INTRODUCTION

Pour améliorer la qualité prédictive d'une mod€lisation numérique de procédés de mise en
forme des matériaux, il faut bien connaitre le comportement rhéologique dans des conditions de
déformations aussi proches que possible des conditions industrielles (grandes déformations,
fort gradient thermique, vitesses de déformations élevées). D'un point de vue quantitatif ceci
implique une formulation numérique de la loi de comportement associée & 1'écoulement
plastique. Si on suppose le matériau isotrope, une équation minimale, au sens de son aptitude
décrire, a I'échelle macroscopique, le comportement rhéologique, doit s'écrire sous la forme
suivante:

oc=0(P g, E,7T) (1.1)

ol O est la contrainte équivalente, P représente les paramétres scalaires intervenant dans

la description analytique, € la déformation cumulée, £ la vitesse de déformation généralisée et
T la température. L'état de contraintes est défini avec le tenseur des contraintes de Cauchyo,
écrit comme la superposition d'un terme déviatorique ou de "cisaillement” s, et d'un terme
sphérique représenté par la pression hydrostatique p, sous la forme:

o=-pl+s (1.2)

Pour exprimer l'intensité de la partie de cisaillement, on définit la contrainte équivalente

& =2 (s:5) (1.3)

La déformation équivalente s'exprime & l'aide du tenseur des vitesses de déformation

avec la relation;

déterminé A partir du champ de vitesse v par:

6 = Grad(v) -5 Grad(v)T (14)

ol1 le symbole 7 signifie ici la transposée.
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On calcule alors la vitesse de déformation généralisée et la déformation équivalente avec

.
£ =\/%(a’:a’)

4 ‘ (1.5)

les relations suivantes:

L'introduction d'une loi rhéologique dans un code de calcul numérique nécessite la
détermination de tous les coefficients intervenant dans sa formulation. Il est donc important de
souligner que, pour avoir des prédictions correctes en ce qui concerne la simulation de Ia
déformation, il faut obtenir une précision suffisante sur les valeurs de ces parametres.

La littérature étudiée montre que plusieurs auteurs ([KOPP, 1988], [HIRT, 1989],
[KOPP, 1992], [FORCELLESE, 1992]) ont mis en évidence l'influence de la rhéologie du
matériau sur la qualité€ des prédictions obtenues par la simulation numérique. Par exemple,
dans la Figure 1.1 nous voyons l'influence d'une variation de la rhéologie sur le calcul de la
force de laminage [KOPP, 1988].

50 141
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200+ 80

700

& 150 = 6
F 4 - —

=B B

g g
= 1007 -
z

F X0
o=

200

50
w0
ﬂ' o W 20 ®» b S & 10
2 R 2 3 K 5 B {ima) 1
STRALN {Frent) (rear)
Figure 1.1: Influence de la rhéologie sur la force de laminage ([KOPP, 19881
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L'influence de la précision d'estimation de la contrainte équivalente d'écoulement est
claire: une variation de 15% de cette contrainte conduit A une variation de la force du méme
ordre de grandeur,

On propose d'‘étudier l'influence de la rhéologie & I'aide du logiciel FORGE2® développé
au CEMEF. Ainsi, on considére la simulation d'une opération de compression partir d'une
loi classique de type Norton-Hoff, définie par:

G = Koﬁ(é+50)nexp(¥)(\/§ gy (1.6)

On constate que pour des valeurs rhéologiques assez proches (Tableau 1.1), la force
d'écrasement peut avoir des valeurs différentes (écart d'ordre de 30% en fin d'opération),
surtout si la déformation du lopin est importante (> 100%) (Figure 1.2).

Tableau 1.1: Valeurs des parametres rhéologiques pour une loi de type Norton-Hoff sans seuil

G [MPa]
Ko [MPas™] n B [K] m o
(& =1¢=0I1s5!T=1073 [K])
cas 1 1.50 0. 4500. 0.25 111.1
cas 2 1.25 0.1 5000. 0.30 135.1
g0 b Force de forgeage [en Tonnas] }l |
COMPRESSION (H/2=50 mm, D100 [mmi), w2 = § mnvs) }/30%
/
4000 | / .
/i
@ /
2o |- / ]
_,"'
20 “25 0 40 é|5 50

as
doeplacement/2 [mm}

Figure 1.2: Sensibilité de la force d'écrasement 2 Ia rhéologie

On observe des effets similaires pour les distributions de la déformation équivalente
(Figure 1.3) et de la température (Figure 1.4).
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Eb < .300 '

.300<Eb < .500

||

.500<Eb < .700

.700<Eb <1.100

1.100<Eb <1.300 a) cas 1 (Emax = 2.670)

1.300<Eb <1.500

. 1.500<Eb <1.700
. 1.700<Eb <2.000
B oo

|

b) cas 2 (Emax = 2.611)

Figure 1.3: Sensibilité de la déformation équivalente en fonction de la loi rhéologique

- Tem<805.0

A

a) cas 1 (Trax = 857.5 °C, Trin = 803 °C)

. 820.0<Tem<825.0

825.0<Tem<835.0

b) cas 2 (Tmax = 870.2 °C, Tryin = 804.6 °C)

Figure 1.4: Sensibilité de la température en fonction de la loi rhéologique
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C'est la raison pour laquelle, parallélement aux améliorations récentes des techniques de
résolution des codes de calcul numérique, les efforts scientifiques se tournent vers
l'accroissement de la fiabilité des lois de comportement.

Le schéma présenté sur la Figure 1.5 montre les principaux éléments du dialogue calcul-
expérience, nécessaire non seulement pour valider le modele numérique, mais aussi pour
mieux comprendre l'interdépendance existant entre la simulation par éléments finis, la
formulation d'une loi rhéologique et la méthodologie de dépouillement d'un essai rhéologique.
Partant des deux structures de base: l'expérience et la simulation numérique, on cherche
généralement & valider le modéle de calcul (validation du calcul de simulation éléments finis:
VS), et & vérifier la pertinence des valeurs des paramétres ntilisés comme données du logiciel
(validation des paramétres rhéologiques VP).

La premiére catégorie de validation consiste 3 comparer directement les mesures
expérimentales (forces, énergies), obtenues 4 1'aide des tests caractéristiques du procédé de
mise en forme (un laminoir 4 échelle réduite par exemple), avec les résultats de calcul de
simulation dans des conditions similaires, Si les comparaisons ne sont pas satisfaisantes, les
principales questions reposent sur la précision du module de simulation (v1), ou sur la
pertinence de la loi de comportement choisie (v2), Dans ce dernier cas, on doit passer au
deuxiéme type de validation (VP), qui cherche a vérifier la pertinence de la loi constitutive
choisie et la fiabilité du calcul des paramétres intervenant dans l'expression de la loi choisie.
Cette démarche nécessite évidemment une analyse rigoureuse des essais rhéologiques et de la
méthode de dépouillement qui a permis I'obtention des courbes contraintes - déformations. La
maniére la plus systématique consiste en une simulation par éléments finis de l'essai, pour les
méme conditions opératoires que l'expérience, et dans une confrontation des grandeurs
globales directement accessibles par la mesure (les forces par exemple). Si on constate des
écarts importants, on tente de déterminer la cause des erreurs en étudiant trois possibilités:

1° 1a mise en cause de la méthode de dépouillement (m1). Dans la mesure du possible, on
cherche 2 corriger la géométrie d'éprouvette, les conditions d'essais ou le schéma de calcul.

2° Tlintroduction d'une méthode d'identification plus performante capable de prendre en
compte la complexité de I'essai, par un couplage automatique entre le module de simulation et
l'expérience (m2). C'est le principal but de ce travail.

3° la mise en cause de la loi constitutive, donc l'introduction d'autres formulations (m3).
Dans ce cas, il faut refaire le calcul d'identification des paramétres, soit en utilisant les modeles
classiques de dépouillement, soit 4 l'aide du module d'identification automatique.

Cette analyse montre la nécessité d'amélioration des études rhéologiques. Avant de
développer la procédure automatique d'identification de parametres, on consacrera ce chapitre a
un apergu des analyses rhéologiques classiques.
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Figure 1.5: Interdépendance dépouillement - loi de comportement - simulation éléments finis
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Aprés un bref rappel des principaux essais rhéologiques et des méthodes de
dépouillement classiques, on présentera l'état de I'art actuel en ce qui concerne la formulation
d'une loi de comportement de type viscoplastique caractéristique des grandes déformations.

2. ESSAIS RHEOLOGIQUES

La compréhension du comportement rhéologique d'un corps solide passe par une analyse
systématique de Ia réponse du matériau & des conditions de sollicitations bien précisées. Le but
principal est de trouver une relation mathématique intrinséque permettant d'exprimer la liaison
entre le niveau de contrainte moyen g, et les principales variables d'écoulement comme la

vitesse de déformation généraliséeé., la déformation cumulée £ et la température T.
L'expérimentateur doit prendre soin de mettre en évidence les propriétés rhéologiques du
matériau par le choix d'un mode de déformation adéquat, permettant le découplage entre le
comportement et les autres phénoménes tels que le frottement, 1'instabilité mécanique,
'apparition des fissures et de la rupture, le changement de la structure ou les phénomenes
chimiques (oxydation). Ainsi les essais mécaniques doivent-ils respecter les critéres suivantes:

(i) mode de déformation aussi proche que possible du mode de déformation du procédé.

(i1) géométrie d'échantillon choisie de telle sorte que les grandeurs mécaniques puissent
étre déterminées en tout point.

(iii) possibilité de conserver constantes le plus de variables possible durant l'essai (par

exemple d'avoir des tests A€ =creetT = cte).

(iv) possibilité de conserver la stabilité mécanique pour des déformations aussi grandes
que possible.

(v) pour des méthodes d'analyses classiques, la nécessité d'avoir un dépouillement
simple avec un minimum d'hypothéses simplificatrices.

Sion s'intéresse aux propriétés liées aux mécanismes de déformations & chaud, les essais
théologiques conventionnels ([AVENAS, 1976], [CAILLET, 1994]) sont l'essai de torsion
simple, I'essai de traction uniaxiale et l'essai de compression. Sur la Figure 1.6 sont présentés
d'une fagon schématique les principaux tests mécaniques utilisés pour la description du
comportement. On voit bien que I'interdépendance sollicitation-comportement-réponses est
forternent liée au choix des variables opératoires P¢ et des observations expérimentales M~
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Figure 1.6: Tests théologiques classiques

(1, 1' - outils (mors); 2 - inducteur; 2' - four; 3 - éprouvette)
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Chapitre 1 Essais rhéologiques et lois de comportement

Les observations expérimentales sont, dans le cas du test de torsion, les couples C¢*

mesurés en fonction du nombre de tours N, pour différentes vitesses de rotation N et
températures initiales 77, Pour le test de traction ou de compression, on mesure la force F&* en
fonction du déplacement Al, pour différentes vitesses de traction V et différentes températures
initiales 79.

Le choix d'un test rhéologique est principalement fait en fonction des ordres de grandeur
de la déformation et de la vitesse de déformation qui caractérisent le procédé de mise en forme
que 1'on veut étudier. Ainsi sur la Figure 1.7 on présente la correspondance entre le type
d'essai et les valeurs des principales variables de déformation.

€4 [Jl| torsion == compression
= al iTuttuthntnmin e e———
| | |
2 | | |
2 | | 1
Ls | | I
| i l
! |
: .
10° 10° %

Figure 1.7: Caractéristiques des tests rhéglogigques

Pour une analyse du comportement aux trés grandes déformations (€ — 3) et dans des
conditions plus proches d'un cisaillement, le test de torsion est le mieux adapté, puisqu'il
impose un mode de trés faible triaxialité. La seule limitation est imposée par la vitesse maximale
de rotation admissible par la machine (par exemple 20 s™! ou 100s™) et par d'éventuelles
instabilités thermiques qui se traduisent par une localisation de la déformation. Pour des études
a grandes vitesses de déformations (500 1), Ie test le plus utilisé est le test de compression (&
la presse ou au pilon). Les principaux inconvénients sont liés au phénomeéne d'amorcage des
fissures sur la surface extérieure et au frottement, qui influencent considérablement
I'écoulement et rendent plus difficile le dépouillement classique. A petite vitesse de
déformation, on utilise en général le test de traction, mais la variation de la géométrie, et
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Chapitre 1 Essais rhéologiques et lois de comportement

notamment I'apparition de la striction, empéchent d'atteindre des déformations importantes.
Pour mieux maitriser I'évolution géométrique pendant l'essai, la solution est de suivre
dynamiquement le profil de l'éprouvette. Une telle méthodologie expérimentale a été
développée 4 I'Ecole des Mines de Nancy, permettant la mise au point d'un systéme vidéo-
métrique.

Des besoins particuliers dans Ja connaissance des matériaux (chemins de déformation
plus proches de ceux qui caractérisent les procédés industriels, sollicitations complexes), ont
conduit au développement de nouveaux essais de caractérisation rhéologique. Ainsi le CEMEF
a-t-il mis au point le test multiaxial de traction-torsion avec un pilotage mixte qui permet
d'imposer simultanément une vitesse de rotation et une vitesse de traction ([BAUDIN, 1988]).

Une fois que les conditions opératoires et les mesures expérimentales sont bien définies,
J'objectif prioritaire est d'établir un modele de calcul permettant de connaitre I'état de contrainte
et de déformation en tout point de l'éprouvette. C'est ce que nous appellerons une
méthodologie de dépouillement.

3. METHODES DE DEPOUILLEMENTS CLASSIQUES

La plupart des dépouillements rhéologiques sont basés sur des modéles simples d'analyse
de la cinématique d'essais et de la distribution des contraintes, des variables de déformation et
de la température. Généralement on utilise des hypothé&ses simplificatrices comme par exemple:

* conservation de la symétrie de 1'éprouvette pendant la déformation.

* choix d'un champ de vitesse suivant une analyse cinématique simple.

* distribution longitudinale (axiale) homogéne de la déformation dans la partie utile de
'éprouvette.

* conditions de déformation isothermes (T = cte ou homoggne).

Le Tableau 1.2 synthétise les principales étapes de calcul de I'analyse mécanique des tests
présentés sur la Figure 1.6. Avec les hypothéses simplificatrices, on arrive 2 exprimer

globalement la déformation équivalente € et la vitesse de déformation généralisée &

directement en fonction des variables opératoires P¢:

E = £(P%), € = £(P°) (1.7)

Par des calculs analytiques simples, on définit le tenseur de contrainte ¢ en fonction des

mesures expérimentales et des variables opératoires seulement, sous la forme:

12
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o = o(M%*, P°) (1.8)
Tableau 1.2: Schéma général de dépouillement pour les tests rhéologiques classiques
TORSION TRACTION COMPRESSION
V = cte V = cte
Pilotage N = cte ou ou
é = cte:#V(t)=loé'exp(é:t) € = ctemV(t):-hOEexp(-ét)
vr= 0 v, = - 4 r Vv, = A4 r
Hypotheses 2mr 4 21 T 2h
sur la v VB-TO“N vyvg=10 ye4vg =0
cinématique v, = 0 v, = % . v, = - % z
s 2mr . ; .
£ ="=—N s 1 s _h
Variables V3l €71 €=h
de
déformations . 2mr N ‘= ln(li) = ln(%Q)
3y 0
- . r -
o (s3
) Srr=S%00= "3 Ser= Se0 =73
o - -
Sz = 520 T 5 o _ 29
S,, = 25 §,, = -2=
Contraintes o '\/_5 0'< zz 3 0‘< zz ) 3
p=20 . _c
p=-3 P =73
- .
__dinC® _  JInC™
RETOInN T R
dlnN
- - [Fe* - hFex
Calcul de ¢ . ex g=0,=—75— 0‘:(}}:
6= \BC3 (3+n +m el nrgthy
21?0
(Fields et Backofen)
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Un premier niveau de dépouillement suppose l'enregistrement des valeurs de la contrainte
€quivalente ¢ en fonction de la déformation, de la vitesse de déformation et de la température.
Pour déterminer la contrainte correspondant aux autres conditions de déformations ou en
dehors du domaine étudié, il faut utiliser des techniques d'interpolation ou d'extrapolation. Les
erreurs induites peuvent étre assez importantes, limitant la capacité prédictive de l'analyse.

Cest la raison pour laquelle les théologues cherchent 4 établir une relation analytique qui

exprime la dépendance o(P, €, €, T). Pour trouver une telle expression, les analyses
classiques s'appuient en général sur trois catégories de méthodes: graphique-analytique, calcul
direct de paramétres et régression (linéaire ou non-linéaire).

3.1 Analyse graphique-analytique

Les analyses graphiques-analytiques cherchent a établir une forme analytique de la
dépendance de o en fonction de €, £ et T, partant d'un ensemble de courbes exprimant les
variations suivantes: & = 0(€) pouré = cte,T = cte, G = G( £) pour € =cte,, T = cte et

0 = 0(T) pour € = cte , € = cte. Une technique classique repose sur une représentation des
courbes en coordonnées logarithmiques. On suppose par exemple qu'on obtient les variations
présentées dans la Figure 1.8.

- -
Ing Ing
a) calcul du coefficient de sensibilité A 1a vitesse m b) calcul du coefficient d'écrouissage n

Figure 1.8: Analyse graphique-analytique de la variation de la contrainte (T = cte.)
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La forme linéaire des courbes permet de définir la relation de comportement & l'aide d'une
loi de type Norton-Hoff:

G=Ke" &" (1.9)

ol les valeurs des coefficients m et n s'expriment simplement par: m = tgo et n = 1g¥.

La plupart des études rhéologiques utilisent ce type de dépouillement. II est également
employé dans des études récentes sur l'adoucissement des matériaux. On citera Cingara et al.
([CINGARA, 1992]), Mc QUEEN et al. ((Mc QUEEN, 1993]) qui ont déterminé les
coefficients d'une loi de type "sinus hyperbolique" & partir des essais de torsion & chaud. On
peut remarquer que le calcul des paramétres devient trés délicat si le nombre de parameétres
augmente, car il faut définir une stratégie de découplage de I'influence de chaque coefficient, et
déterminer successivement la valeur de chacun. La propagation d'erreur peut €tre assez
importante et la méthode devient alors trop approximative.

3.2 Méthode de calcul direct de parameétres
Pour des lois simples, définies par un nombre réduit de parametres, on peut utiliser un

modele de calcul direct des paramétres. On suppose par exemple que le matériau ob€it & une loi
de la forme (1.9). Dans ce cas les coefficients » et m s'expriment par:

Alno :
n= - pour € = cte.
Alns_ (1.10)
Alno -
m= — pour € = cle.
Alne

Pour un test de traction piloté € = cte, on exprime la valeur de la contrainte par la

exp(é't)
g

relation ¢ = F* (voir Tableau 1.2) et on obtient:

Aln(Fe%) + § & :
n= (AlnD pour € = cte.

_ (1.11)
. _ AIn(F®%) + Alné

Alné

pour t = cte.

Pour un test de torsion, en tenant compte de la formule de Fields et Backofen (Tableau
1.2), les relations (1.10) conduisent a :
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Aln(3 +n + m)
AlnN

- Aln(3 + n+ m)
=m + 0
AlmN
Le calcul reste valable si le matériau respecte rigoureusement une Ioi de comportement de
type (1.9). Dans le cas contraire, les valeurs des coefficients rhéologiques dépendent du choix
de l'incrément de temps At ou du nombre de tours AN, et respectivement, de la vitesse de

n=n+
(1.12)

déformation A ou de rotation AN, et compliquent alors sérieusement ['expérience
(augmentation du nombre des essais, diminution du pas d'acquisition). De plus, on dispose de
valeurs différentes de n et de m , ce qui rend plus difficile la définition de la loi.

L'extension de cette méthodologie aux autres lois de comportement, plus complexes et

sophistiquées, est pratiquement impossible, car un calcul direct de parametres s'avére trés
difficile.

3.3 Méthode de régression

Pour éviter les erreurs induites par les méthodes de calculs successifs et pour avoir une
analyse quantitative plus précise on utilise la technique de régression des courbes ((GRABER,
1990] - pour le test de torsion, [PUCHI, 1995] - pour le test de compression). Ainsi, & partir

des études qualitatives sur la dépendance G(P, &, é » T) (avec une méthode graphique par
exemple), on choisit une forme analytique pour &, et on cherche les valeurs des parametres
pour lesquelies on obtient le meilleur ajustement par rapport aux courbes "expérimentales”
contrainte-déformation.

Par exemple, dans le cas d'une loi de type (1.9), on détermine les coefficients K, n et m
qui minimisent I'expression quadratique:

N, N '
% 5; [k &™) £™()- 66, )F (1.13)
j: I=

olt N représente le nombre de courbes expérimentales et N p» le nombre de points
d'acquisition par courbe. Dans ce cas la précision du calcul de parametres est fortement liée 4 1a
précision d'évaluation de la contrainte équivalente.

3.4 Synthése et conclusions

L'analyse de ces méthodes de dépouillement classiques montre que les coefficients sont
toujours déterminés a partir d'un calcul préalable de la contrainte. On a besoin, dans tous les
cas, d'¢tablir une correspondance étroite entre la valeur de & d'une part, et les valeurs de la
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déformation cumulée, de la vitesse équivalente de déformation et de la température d'autre part.
De ce point de vue, les conditions de pilotage du test expérimental deviennent trés importantes.

Ainsi, pour le test de torsion, la condition N = cte conduit & une vitesse de déformation

quasi-constante en temps, et on peut alors envisager assez facilement des tests & £ =cre.La
principale restriction est 'apparition d'une localisation de la déformation, due & un phénoméne
d'adoucissement du matériau. Ce phénomene de localisation est d'autant plus prononcé que la
température d'essai est plus petite, et la vitesse de rotation plus grande ([BENSAHA, 1994]).
Dans ces conditions, les hypothéses permettant le calcul de la contrainte ne sont plus valables,
et 'application d'une méthodologie de dépouillement classique est impossible.

Pour les tests de traction ou de compression le pilotage peut &tre fait:

- soit pour des vitesses de traverse constantes (V = cte), et dans ce cas, il faut remonter
aux courbes correspondant & une vitesse de déformation constante, ce qui impose une

connaissance a priori sur la dépendance vis-i-vis de&,

- soit pour une vitesse de traverse V = V(z) de telle sorte que l'on a é =cte (régulation en
vitesse). Dans ce dernier cas il faut déterminer précisément la valeur de la vitesse de
déformation, notamment lorsqu'il y a une localisation importante induite par le changement de
la forme géométrique de 1'éprouvette (épaule de striction par exemple, ou apparition d'un
bombé). L'hypothése d'homogénéité de la déformation n'est pas respectée et un calcul
analytique devient difficile, voire impossible.

Du fait de 1'échauffement dii 3 la déformation plastique, les essais sont généralement
anisothermes. Des corrections doivent donc &tre utilisées afin d'obtenir des courbes de
contrainte approximativement équivalentes aux courbes correspondant 3 une déformation
isotherme. Comme ces corrections nécessitent déja une quantification de l'influence de la
température, il faut contrdler le régime thermique dans I'éprouvette de telle facon que les tests
soient quasi-isothermes. Ceci montre 1'importance qu'il faut donner au phénomene d'auto-
échauffement, notamment lorsqu'il s'agit d'essais de torsion et de compression & grande
vitesse de déformation ([LUIG, 1990], [KASPAR, 1993]).

Une premiére conclusion concernant les méthodes de dépouillements classiques est donc
la nécessité d'utiliser un pilotage de grande précision afin de maintenir constantes la vitesse de
la déformation et la température. Souvent ces conditions expérimentales sont trés difficiles &
réaliser, surtout si I'on s'intéresse an comportement d'un matériau soumis 2 une déformation
plastique complexe et sévére.

La deuxieme remarque porte sur l'utilisation d'hypothéses de calcul simplificatrices (par
exemple la distribution homogene de la déformation et de la température), qui peuvent conduire
4 une mauvaise estimation de contraintes, et implicitement, 2 des valeurs imprécises des
coefficients rhéologiques.
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On peut donc conclure que, du point de vue quantitatif, les modeles de dépouillements
classiques restent trop approximatifs. Par contre, ils permettent d'avoir une premidre idée sur
l'allure des courbes contraintes-déformations. Parfois cela se réveéle quand méme insuffisant
lorsque le comportement est complexe. Pour illustrer ceci, dans le paragraphe suivant, on
présente quelgues exemples de lois de comportement pour les alliages métalliques.

4. FORMULATION DES LOIS DE COMPORTEMENT

4.1 Approche phénoménologique

Pour les alliages métalliques, la majorité des lois rencontrées dans la littérature sont
€tablies & partir d'observations physiques et microstructurales. Partant d'une étude semi-
empirique concernant le phénoméne de fluage, Sellars et Tegart ((SELLARS, 1966]) ont
exprimé quantitativement la liaison entre la contrainte et la vitesse de déformation sous la forme:

Afsinh(ag)]iim = 7
: (1.14)
Z = Eexp(R%)

ol Z représente le paramétre de Zener-Hollomon, R est la constante thermodynamique, Q
représente I'énergie d'activation et A, ¢, m, sont des paramétres caractéristiques du matériau.

Ainsi un comportement viscoplastique peut étre défini par la relation:
- - - I - ﬁ
o = K'sinh I[Z emexp(-i.-:)] (1.15)

ou m représente la sensibilité par rapport & la vitesse de déformation, K’ = — est une
«

constante, et § = mQ/R représente le coefficient thermique définissant l'influence de la
température.

A partir de cette expression on peut vérifier que, dans certaines conditions, on retrouve
les lois classiques utilisées fréquemment dans la modélisation de la viscoplasticité. Ainsi pour
00 < 0.8 (=6 < 100 MPa), on a sinh(o0) = ad, et on obtient la loi viscoplastique de type
Norton-Hoff:

c= f é:mexp(-g) (1.16)

Pour ac 2 0.8 (=6 2100 MPa), on a sinh(oo) z% exp(00), et en conséquence la loi

s'écrit sous une forme additive:
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&= [§ ' [-InA + miné) +-§] (1.17)

Pour établir la dépendance de o vis-a-vis de la déformation, on utilise classiquement une

étude phénoménologique de 1'évolution de 6( £ ) pour £ =cteet T = cte. D'aprés Shlomchack
([SHLOMCHACK, 19941}, on peut classer le comportement en grandes déformations en
quatre types de courbes contraintes-déformations (voir Figure 1.9).
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Figure 1.9: Les principaux types de courbes contrainte-déformation ([SHLOMCHACK, 19941)

Les deux premiers types de courbes sont caractérisés par un accroissement de la
contrainte avec la déformation, et éventuellement 1'apparition d'un niveau de saturation (courbe
2). On attribue souvent cette variation au phénoméne de consolidation du matériau
(écrouissage). Dans certains cas, on remarque la présence d'un pic de contrainte (Opax) SUIVI
d'une décroissance de la contrainte (adoucissement) jusqu'au point de rupture (courbe 3). Pour
des matériaux ductiles, la compétition entre la consolidation et 1'adoucissement conduit & un
régime stationnaire, mis en évidence par la présence d'un palier de contrainte (courbe 4).

L'analyse des évolutions microstructurales (Figure 1.10) révéle la correspondance entre
I'allure de la courbe o( €) et les principaux mécanismes de déformation: 1'écrounissage, la
restauration et la recristallisation dynamique. Ainsi, l'étape de consolidation (écrouissage) est
mise en évidence par le développement continu d'une structure en sous-grains, principalement
due 2 un accroissement progressif de Ia densité totale de dislocations & I'intérieur des grains.
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Parallelement, si la mobilité des dislocations est grande, les phénomenes d'annihilation
provoquent la destruction des cellules intragranulaires (restauration) et en conséquence
conduisent A une diminution progressive du taux d'écrouissage.
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Figure 1.10: Couplage comportement-évolution de la structure métallurgique pour Al - 0.65 Fe et I'acier 317
{IMcQUEEN, 1993])

L'équilibre entre la production et l'annihilation des dislocations permet de définir la
saturation en contrainte. Lorsque I'énergie interne associée anx mouvements et interactions des
différents défauts cristallins (dislocations, paroi de cellules, sous joints, joints de grains ...)
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devient importante, on constate l'apparition et la croissance de nouveaux grains: c'est I'étape de
la recristallisation. Ensuite, la compétition entre les zones écrouies et les zones recristallisées
conduit a un état stationnaire définissant le palier de la contrainte.

Pour établir une description analytique d'un tel comportement, on cherche généralement
des expressions empiriques en concordance avec les allures des courbes contrainte-
déformation. Notre recherche bibliographique montre que les lois de comportement de type
viscoplastique peuvent étre classifiées en quatre catégories principales: lois multiplicatives
simples (voir I'équation (1.16)), lois avec couplag e en Z (parametre de Zener-Hollomon) (voir
I'"tquation 1.15), lois avec couplage microstructural, et lois complexes.

4.1.1 Lois multiplicatives simples

Les lois les plus simples s'écrivent sous la forme suivante:
ar (1.18)

o chaque terme multiplicatif représente successivement la dépendance par rapport 4 la

déformation €, 2 la vitesse de déformation€ et & la température T.
La plus connue est la loi de Norton-Hoff avec un écrouissage de type Krupkowski
(relation 1.6). Les termes multiplicatifs sont définis dans ce cas par :

6, = Ki(é+ g‘o)", o; = é.m, o= exp(g) (1.19)

Ce type de loi modélise bien les courbes de type 1. Pour des grandes vitesses de
déformation, si 1'énergie d'activation thermique est importante (valeur élevée de f3), le terme
d'adoucissement thermique permet de décrire une allure décroissante.

En ce qui concerne la détermination des coefficients rhéologiques, Kj, n,met 3, la
littérature montre qu'en général on applique des méthodes de dépouillements classiques:

a) analyse graphique-analytique: voir l'analyse des alliages de Titane proposé par
Vandecastelle (VANDECASTELLE, 1988] & partir des tests de torsion).

b) méthode de calcul analytique direct partant de la variation de £ sur une géométrie
cylindrique avec saut de diamétre ([HUILIN, 1994] en utilisant un test de traction).

¢) description analytique du test et régression linéaire ((KHODDAM, 1995}, [GRABER,
1990] pour des éprouvettes de torsion tubulaires).

Des études concernant les courbes de type 3 ou 4 (Fig.1.9) montrent qu'on a besoin
d'une formulation permettant de prendre en compte la compétition entre I'écrouissage et le
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phénoméne d'adoucissement dynamique. Ainsi dans [SHLOMCHACK, 1994], 'auteur
propose une loi de type:

& = Al1+b€ exp(- —_é—) | émexp(-pr) (1.20)

€x

en accord avec la théorie de Maxwell pour la relaxation. Le calcul des parametres 4, b,
€ m et 3 intervenant dans la formulation mathématique, utilise des critéres de similitude.
La comparaison calcul-expérience (Figure 1.11) montre qu'il y a un accord qualitatif
satisfaisant, mais que du point de vue quantitarif I'écart est significatif.
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iﬁsﬁll 45 s/ lMgul C{t=1000°C, £=100s")
| 5 i""- 1
320 A({t=900°C, £=150s") L/ /,:' _.___:_\ ‘é
A ol T RON
- I A N A‘
/ 2 . N
/'/I /, f"‘.;-‘ ;.’ 3....._\,,_\ L1
240 - v N
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Y T 2%0
f ;';"/ D(=1100°C,E=85"};
/// =/ 4
oL AL TR
0'7 60 1"14 ‘__--—.‘f%\ '—‘
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B(t=1000C,£=0,085") ,
e 'S
& i &
/J ./P.—___,.r-\\—m—q
o ‘_,"‘” &
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10 20 30 40 T 2 ¥ L 5
£1%) ALY

Figure 1.11: Comparaison calcul-expérience pour la loi (1.15) ((SHLOMCHACK, 1994], 1 - courbes
expérimentales, 2, 3 - des modeles différents issues de Ia littérature, 4 - modele proposé par l'auteur)

Pour €viter de formuler analytiquement la variation de la contrainte en fonction de Ia
déformation équivalente, certains auteurs proposent d'utiliser une loi de la forme:
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G = Gy(£) (f—)MEXP[—ﬁ(T-To)] (1.21)
0

oll Gp(€) est considérée identique A la courbe (&) obtenue par un essai de

compression dans des conditions correspondant & é=é petT =Tp.

Ainsi dans [HIRT, 1989] un modéle éléments finis de simulation de l'essai de
compression utilise une loi de la forme (1.21). Les valeurs de m et B, ainsi que certains
coefficients thermiques sont déterminés par une méthode de type essai-erreur appliquée jusqu'a
ce que I'accord calcul-expérience soit satisfaisant. Pour tester la capacité prédictive d'une telle
approche, les auteurs ont choisi de vérifier le calcul de la force de compression.

La Figure 1.12 montre que, pour de petites déformations (€ < 0.7), les prédictions sont
assez précises, mais que, pour des déformations plus importantes, si on utilise une
extrapolation de la loi expérimentale (par exempleGp(€) = 04(0.7) pour € > 0.7 ), on obtient
un €cart important entre le calcul et 'expérience. Cette méthodologie apparait donc comme
restrictive.

.uu&wim! ”~
§5@ e LAZSTEAN  @20) 1 5000045
2
S
50y
o 88 10 |e x X B g 3 H 12 18 24 20 Y,
@) STROKE b [na] STROKE [mm]

Figure 1.12: Comparaison calcul-expérience pour la loi (1.16) en utilisant l'extrapolation pour & > 0.7 i.e.
Ah > 20 mm ([HIRT, 1989]) (ici n représente le coefficient de sensibilité 2 Ia température que nous appelons
pour notre part B)

4.1.2 Lois avec couplage en Z

Ces lois ont été développées pour décrire les phénoménes de restauration et de
recristallisation en fonction du parametre de Zener-Holomon Z sous la forme générale:

& =6p(£, Z) (1.22)
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Ainsi McQueen et al. ({McQUEEN, 1993}, [McQUEEN, 1995]) et Cingara et al.
([CINGARA, 1992]) ont étudié, grace au test de torsion, l'interdépendance comportement-
microstructure, notamment en ce qui concerne la description quantitative de I'adoucissement
dynamique.

Le dépouillement des courbes de torsion est fait par la méthode de Fields et Backofen en
utilisant des analyses graphiques et des techniques de régression.
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Figure 1.13: Comparaison 4.5 pour € < £, ([CINGARA, 1992])

En utilisant la loi de Sellars et Tegart pour décrire la dépendance du pic de contrainte en

fonction de la vitesse de déformation généralisée et de la température, le comportement est
décrit par:
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G = d_p[_"e_]c exp[-c_i]
wee P £p (1.23)

- - - Y Y
€, =ad, + b, G, = Ksinh [XZ]

Sur la Figure 1.13 on voit que l'accord calcul-expérience est bon pour des courbes de
type (2) (voir Figure 1.9), car la comparaison se fait seulement pour la partie croissante, c'est i
dire pour € < & p- Les auteurs ne donnent pas la prédiction du modéle pour la partie

descendante. Une loi similaire est utilisée dans [ADAMCZYK, 1695], avec une relation de type
£ p= az’ pour calculer la déformation correspondant au pic. Les paramétres sont dans ce cas

déterminés par une méthode de régression linéaire.

Medina et al. ((MEDINA, 1991]) proposent un modele plus complexe sous la forme:

0 = 0, = B[l-exp(-c€)]” pour € < ag,

46 =T0,- B’{I—exp[—k(m)n’]} pour € 2 aé (1.24)
£

7

p

avec
- 2 B 2 pn v B2
€y =piZ%° B =BZ"% c=c;2° B = B"|Z

oll G, représente la composante de restauration dynamique. Tous les paramétres sont
déterminés par une régression non-linéaire des valeurs "expérimentales” de 6% obtenues par
la méthode de Fields et Backofen.

La principale difficulté consiste  éviter Ia discontinuité de 1a dérivée de contrainte pour le
point définissant le début de la recristallisation dynamique (€ = ag p)- Les auteurs ont choisi de

corriger la courbe de durcissement afin d'obtenir une courbe conforme.

La Figure 1.14 montre qu'il y a une bonne concordance entre le calcul et l'expérience,
surtout pour les petites vitesses de déformations. Pour de grandes vitesses, on observe un écart
important qui peut étre dii au fait que l'auto-échauffement, assez important dans ce cas, est
négligé.
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220 220
200
160
\“.
'; T bl 4 -
e 120 ol
3 il S
E 80
40
0 1
2 25 3
¢) Courbes contrainte - déformation expérimentales (—) d) Courbes contrainte - déformation expérimentales )
et calculées (- - ) pour 1.45 s*! et 900, 1000 et 1100°C. et calculées (- -) pour 5.08 571 et 900, 1000 et 1100°C

Figure 1.14: Comparaison courbes expérimentales - courbes calculées {IMEDINA, 1991

Pour un alliage d'aluminium, Roucoules et al. [ROUCOULES, 1994] ont introduit la
composante de restauration dynamique par une relation de type:
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f
o = \/ 0%, + (07 - 0 )exp[-2B(E - &)]

R 0;=Ké",B= K'&g"™ (1.25)
05, = Asinh™ (K &™)
.
et le terme de recristallisation dynamique par:
6 =0"-(0" - o ){l-exp[-B(€ - €*)"]} pour € > &*
(1.26)

O = Asinh (K &™)

oit 6" correspond 2 I'état non recristallisé défini par exemple 2 I'aide de la relation (1.25).
La Figure 1.15 donne les résultats de la comparaison calcul-expérience. L'introduction de la
recristallisation dynamique permet d'avoir I'allure décroissante de la courbe correspondant A un
adoucissement.

4] 0.2 04 0.6 0.8 1
True sirein

Figure 1.15: Comparaison calcul-expérience ((ROUCQULES, 1994])
(les valeurs "expérimentales” des contraintes ont &€ obtenues 3 partir d'un test de compression)

Un écart significatif est observé pour & =015 car la variation expérimentale est plus
proche d'une restauration. Il faut avoir donc une meilleure description de la compétition
existant entre la restauration et la recristallisation. De plus, on remarque que le probléme de
discontinuité de la dérivée reste non résolu.
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4.1.3 Lois avec couplage microstructural

On utilise généralement des modgles 2 variables internes pour relier I'évolution de la
structure pendant la déformation, a la valeur de la contrainte d'écoulement. Le principe est de
définir un ensemble de variables représentant la structure du matérian, par exemple la taille de
grain, la densité de dislocations, la fraction recristallisée, et d'exprimer leur évolution dans le
temps, soit par des expressions analytiques, soit 4 I'aide d'équations cinétiques ((MECKING,
1981]).

Une premiére catégorie d'études repose sur la corrélation existant entre le palier de
saturation en contrainte (05 ) et I'état structural d'équilibre (taille de grain d; = constante).
Quantitativement on peut exprimer cette corrélation par une loi de type ((McQUEEN, 1993)):

Os = e+ fldP

(1.27)
dg = ¢ + dplogZ

ol p = I pour larestanration et p = 0.75 pour la recristallisation.

Ensuite, si on suppose le matériau constitué de deux phases distinctes: la phase
recristallisée (caractérisée par la fraction volumiquey ) et la phase non-recristallisée (1-% ), on
peut exprimer la contrainte par une loi de mélange:

O =0, (I-x)+ G x% (1.28)

oll 0, représente le niveau de contrainte caractéristique de la fraction non-recristallisée
(exprimé par exemple par des lois d'écrouissage ou de restauration), et 6, est le nivean de
contrainte associ€ a la fraction recristallisée y (exprimé par exemple 4 I'aide de 6 dans le cas
de la recristallisation statique).

Pour des phénomeénes d'adoucissement statique, la loi d'évolution de la fraction
recristallisée s'écrit, d'aprés Avrami ([FUENTES, 1993]), sous la forme suivante:

=1 exp[—0.693(é)s] (1.29)

ol fy 5 Teprésente le temps pour lequel 50% de la structure a recristallisé, et dépend de 1a
déformation, de la vitesse de déformation, de la température et des variables liées 2 la structure
(taille de grain initiale par exemple).

En ce qui concerne les phénomenes d'adoucissement dynamique, il reste a trouver des
relations fiables concernant la liaison entre le niveau de contrainte de chaque phase et
I'évolution de la microstructure. La principale difficulté réside dans le fait que le changement de
la structure pendant la déformation résulte d'une compétition continue entre I'écrouissage, la
restauration et la recristallisation. C'est la raison pour laquelle 1a deuxizme classe de modgles
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([SCHMITT, 1995]) s'appuie sur une modélisation plus phénoménologique. Une étude de
l'allure de la courbe (4), représentée sur la Figure 1.9, permet de définir une loi similaire avec
(1.28) par:

G =Cpep (1-W }+ Oy W (1.30)

ol W représente un taux d'adoucissement global (variable qui peut &tre liée a des
observations métallurgiques, par exemple & la fraction recristallisée), o,,, est la contrainte
associée & la phase écrouie et 0y, représente la contrainte associée au palier de saturation.

On considére généralement 1'état d'écrouissage i€ & la densité de dislocations 8, suivant
I'expression ([JONAS, 1975]):

0, =K\8 (131)

D'aprés Estrin et al. (ESTRIN, 1984]), la cinétique d'évolution de la densité des

dislocations doit tenir compte simultanément du processus de formation des dislocations
(exprimé par 6,) et de leur annihilation (exprimé par 8 ). Ainsi, on peut écrire:

da - -
T =0,(86,T)-88(E,T) (1.32)

car, & un moment donné, la fonction d'annihilation est supposée proportionnelle i la
densité de dislocations. L'article cité donne les expressions suivantes:

8, =n6"E et 6. =ng (1.33)

Ainsi pour ny = 0 (écrouissage sans restauration) et n'<1/2, si on suppose que 8 = 3
relatif & £ lorsque t = 0, l'intégration de I'équation (1.32) donne l'expression classique de

Krupkowski:
0

-1

ta

Oper = OplE€ + Ep)t avec n= "= (1.34)

oy

Pour n, # 0 (écrouissage avec restauration) et n' = 0 ({LAASRAOQUI, 1991]), on obtient
l'expression (1.25) utilisée par Roucoules et al. ((ROUCOULES, 1994)):

Oeer =N G + (65 - Jexp(-nyé) (1.35)

Si on suppose que 0y = 0, on trouve la loi classique de Voce ([VOCE, 1948]):

Oper = Oy I-exp(-ny€) (1.36)
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En ce qui concerne le taux d'adoucissement W , on propose de définir une loi cinétique

sous la forme suivante:

aw

L= (IWY(E, £, T) (1.37)

Si on considére que la vitesse d'adoucissement est proportionnelle i Ia vitesse de

déformation généralisée f, = re ), on obtient une loi de type Avrami:

W=1-exp(-re) (1.38)

Si on parle de fraction recristallisée dynamiquement, on peut choisir une expression

similaire & (1.29), mais écrite en fonction de la déformation équivalente:

W= 1- exp[-0.693(—=—Lr )] (1.39)
€9.5 - &

oll £y s représente la déformation correspondant & 50% de structure recristallisée
(exprimée en fonction des conditions de déformations) et £ , est le niveau de la déformation
définissant le début de la recristallisation dynamique (généralement exprimée en fonction du
parametre de Zener-Hollomon et de la taille initiale de grain). On peut vérifier facilement que

cette relation peut étre obtenue & partir de (1.37) si on choisitf,, = c€* Ig
Cette analyse montre que du point de vue du couplage avec la microstructure, la

modélisation du phénomene d'adoucissement dynamique doit comporter au minimum deux
variables internes supplémentaires, ici représentées par la densité de dislocations & et le taux

d'adoucissement global W. De plus nous avons montré que si les équations cinétiques
permettent une intégration analytique, on peut exprimer le niveau de contrainte directement en

fonction des variables principales de la déformation (g, e T).

4.1.4 Lois complexes

Partant d'une analyse purement mathématique de la variation générale de o( €, g, T)
(Figure 1.16), Ingolf ((INGOLF, 1991)) écrit la contrainte €quivalente sous la forme (1.30) en
associant & chaque domaine de la courbe des fonctions caractéristiques: de consolidation Cocr
pour la partie ascendante, de couplage W pour la transition et de saturation & ¢, pour le palier.

Généralement ces fonctions sont définies par:
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W=W(E £ T)etWe [01], W— I pour € — oo

. ) (1.40)
Oper = Opel€, €, T), Ogqr = Ogqif€, T)

6- :éecr (.I'W)+ (imt W

§
% "

Figure 1.16: Description générale d'une courbe contrainte - déformation

11 propose un choix semi-empirique de la forme analytique de ces fonctions rhéologiques.
Ainsi pour la composante d'écrouissage, on a:

" . .
Gper = A(E, T)(E+E)BET)

- I - 1 2
{A(e, T)=ag+ a; 5+ ay In€ + a3 5ilné (1.41)

B(E,T)=bg+ by o+ by Iné + b3 =iné

.
En ce qui concerne le palier de saturation, il propose I'expression suivante:

& gar = Cp exp(-c T)Ec2+e3T (1.42)

La fonction de couplage W est introduite d'une maniére classique, similaire 2 une loi de
piag q

type Avrami, mais avec une dépendance non-linéaire en€ et T:
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(W =1 - exp(-RES)

J R(E,T) = Roexp(%.I—) gR2+R3T

S(E,T) = Soexp(%i) g52+83T

\.

La Figure 1.17 montre que I'allure des courbes calculées est assez proche de celle
expérimentale.
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Figure 1.17: Confrontation calcul-expérience ({INGOLF, 1991]

(courbe a: € = 0.365"/, T = 1050 °C , courbe b:€ = 1.8 5, T = 950 °C)

-

L'auteur explique I'écart par le fait que les paramdtres ont été déterminés par une
régression des courbes correspondant aux expériences faites sur une nuance métallurgique
différente. Il faudrait aussi ajouter la nécessité de définir plus rigourensement la résolution du
couplage thermo-mécanique, afin de pouvoir utiliser un principe de régression non-linéaire
pour trouver les parametres rhéologiques.
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4.2 Synthése et modele rhéologique proposé

Une synthése globale de toutes les lois présentées montre que, dans la plupart des cas,
elles dérivent d'une expression de type (1.30), ce qui permet de conclure que cette formulation
généralise I'expression semi-empirique d'une loi de comportement en grandes déformations.
De plus une loi simple de type (1.6), utilisée dans la simulation du forgeage a chaud, ne peut
pas représenter correctement le comportement du matériau sur un large domaine de
déformation, des températures initiales et des vitesses de déformation. On propose donc
l'introduction dans un code élément finis d'une loi de type (1.30).

Partant du fait que la plupart des matériaux rencontrés dans l'industrie de la mise en
forme & chaud obéissent & une loi de type Norton-Hoff, on écrit la contrainte équivalente sous
la forme:

G = K(P,T) + V3K(E, T)N3 &)"& D) (1.44)

ol K représente le seuil de contrainte et X la consistance.

En concordance avec la loi de mélange, on propose d'écrire la consistance sous la forme
généralisée suivante:

K(P, €,T)=K,,, [I-W] + K W (1.45)

cr

ot les fonctions rhéologiques K., W et K, sont définies en corrélation avec les

ecr?
mécanismes de déformations plastiques qui caractérisent le matériau:

r -
Kecr = Keer(P €, T)

{W=WP, e T) (1.46)

Koy = Kool P, T)

sat

\

Ainsi pour un écrouissage classique, on peut choisir:
Koer = Kp(€+ éo)"exp(g) (147)

ou K représente la consistance de référence. Dans ce cas, la loi classique (1.6) est
obtenue pour W =1et K =0.

Pour les matériaux caractérisés par la restauration dynamique, on peut choisir une loi de
Voce (1.36):

K, = Ko\ I-exp(-né) exp(g) (1.48)
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Si on veut modéliser globalement le phénoméne d'adoucissement, on définit la fonction
de couplage W et la composante de saturation par:

W=1-exp(-reé’) etK ,, = KOsrexP()%) (1.49)

ot les coefficients d'adoucissement r et s peuvent dépendre de la température, et, pour
des lois plus complexes, de la vitesse de déformation.

Pour l'approche associant le taux d'adoucissement 2 la fraction recristallisée
dynamiquement, on part de l'expression (1.39) et on exprime W par:

0, € < g,
W:{ o s i (1.50)
I-exp[-r(e - €,)], € > &,

olt >0 et >0 sont soit constantes, soit fonctions de la température et de la vitesse de
déformation. La déformation critique €, a partir de laquelle commence le processus de

recristallisation peut &tre considérée comme un paramétre du modéle. Le probléme de continuité
des dérivées de la consistance au point critique est résolu (Annexe 1) si on choisit s > 1, ou
pour s < 1, si on définit le palier de saturation par:

Koy =K, AP.€,,T) (1.51)

L'avantage principal de cette formulation par rapport aux lois proposées par d'autres
auteurs ([MEDINA, 1991], [ROUCQULES, 1994]) est la cohérence de la transition entre la
phase de durcissement et 'adoucissement du 2 la recristallisation,

5. CONCLUSIONS

Pour conclure sur cette analyse bibliographique, on peut souligner qu'une analyse
théologique suppose deux étapes fondamentales:

I une approche phénoménologique permettant la formulation d'une loi de comportement
en corrélation avec les observations expérimentales.

II une approche quantitative qui suppose:

- la construction d'un modele décrivant le test rhéologique et
- la détermination des paramétres intervenant dans la description mathématique de la loi
constitutive.
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Partant des conclusions établies sur les limites d'application des méthodes classiques de
dépouillement, et si on ajoute la complexité des mécanismes de déformation traduite par des
lois rhéologiques plus sophistiquées, on voit apparaitre la nécessité de développer une nouvelle
stratégie d'analyse des tests mécaniques. Une des voies consiste & améliorer la modélisation du
test, en utilisant des hypothéses raisonnables et en accord avec les équations fondamentales de
la thermo-plasticité. On doit aussi tenir compte de I'apparition des phénomeénes de localisation
et d'autoéchauffement, donc d'une distribution non-homogéne de l1a déformation et de la
température.

Plus le modele devient complexe, plus l'identification des parametres rhéologiques sur la
loi elle-m@me devient difficile, car un calcul direct de la contrainte, A partir des grandeurs
mesurées est impossible. C'est la raison pour laquelle on doit identifier la loi en utilisant ces
réponses, donc les grandeurs mesurées. D'oll la nécessité d'une approche de type inverse, que
I'on définira et détaillera dans le chapitre suivant.

35



Chapitre 1 Essais rhéologiques et lois de comportement

36




Chapitre 2 L'analyse rhéologique: une approche de type inverse

CHAPITRE 2

L'ANALYSE RHEOLOGIQUE: UNE APPROCHE DE
TYPE INVERSE

1. INTRODUCTION

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les modéles de dépouillement classique
présentés ne sont valables que dans des conditions expérimentales restrictives. Ces restrictions
sont nécessaires pour justifier les approximations d'analyse quantitative utilisées pour
transformer les valeurs expérimentales en courbes contrainte-déformation. Pour des
sollicitations plus sévéres qui conduisent  un fort autoéchauffement et & une importante
localisation de la déformation, 1'analyse du comportement doit tenir compte du couplage
thermo-mécanique et de la compétition existant entre les phénomenes de durcissement et
d'adoucissement caractéristiques des grandes déformations. De ce point de vue, les tendances
actuelles des €tudes rhéologiques ont montré qu'il faut introduire des lois capables de décrire
simultanément l'influence de I'histoire de la déformation, de la température, de la vitesse de
déformation et de 'évolution de la stracture. Ainsi la description quantitative du comportement
devient de plus en plus complexe et un dépouillement classique est trés difficile, voire
impossible & appliquer.

II est donc évident qu'il faut développer des modeles d'analyses rhéologiques plus
rigoureux, plus systématiques et flexibles. C'est 'objectif que nous nous sommes fixés dans
ce travail, en proposant un modgle rhéologique basé sur une analyse inverse.

2. PROBLEMES INVERSES

Les sciences de l'ingénieur (mécanique des solides et des fluides, thermique, . . .)
permettent la description du comportement des systtmes physiques grice 3 des modeles
mathématiques. Le but principal est de pouvoir exprimer la réponse du systéme (M) en
fonction des différentes conditions (paramétres opératoires, coefficients des matériaux,
variables caractéristiques du modele, . . .) qui perturbent I'état initial ou de référence. Cette
relation de type cause-effet représente un probléme direct qui s'exprime formellement sous la
forme condensée suivante (voir figure 2.1);
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M = 5(x) (2.1)

ol X représente l'ensemble des variables ou parametres qui définissent le systéme étudié.

variables d’entrées

variables de sorties

Modele direct
S

variables de sorties

variables d’entrées

Figure 2.1: Probléme direct Figure 2.2: Probléme inverse

Une fois précisé le modéle associé au systéme, le but principal est d'améliorer ou de
déterminer les conditions d'état ou de fonctionnement x pour lesquelles on obtient des réponses
qui satisfassent a certaines exigences imposées par I'environnement. C'est le cas de tous les
problémes d'optimisation classiques ou de contrSle de processus, définis par la forme standard;

min Q(x,M°)
g (2.2)
g(x) =0

ol Q) représente la fonction objectif choisie en fonction du type de probléme i résoudre et
g sont les fonctions qui définissent les restrictions imposées.

Pour des études expérimentales, il faut déterminer les valeurs de x telles que la réponse
du systeme reproduise les mesures expérimentales, c'est & dire que I'on doit avoir M€ = M*

Dans ce cas on doit résoudre un probleme de type inverse (voir figure 2.2). Pour des
modeles tr€s simples, cela revient & inverser directement I'équation (2.1), et on obtient;

x= S (ME) (2.3)
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Ce type de formulation est trés ancien, car il correspond 2 la résolution d'une équation
standard. L'augmentation continue du degré de complexité des modéles a nécessité le
développement de techniques plus complexes comme la théorie matricielle, l'analyse spectrale,
la théorie des équations différentielles et intégrales, etc. En utilisant le concept d'opérateur
mathématique, on peut transformer le probléme a résoudre en une résolution de type (2.3). Par
exemple, pour un calcul en dynamique de structure, Cottin et al. ((COTTIN, 1984]) utilisent
l'inversion d'un opérateur de type Laplace pour déterminer les coefficients de pondération de
sous-matrices qui définissent lc modele matriciel de 1'équation d'équilibre. Chau et al.
(ICHAU, 1991]) déterminent la température de la paroi intérieure d'une tuyauterie par
I'inversion d'une équation spectrale définie avec des fonctions de transfert de type Fourier en
utilisant des mesures dans la paroi extérieure, soit sur la température (avec des thermocouples),
soit sur les contraintes (avec des jauges).

La plupart des applications actuelles sont décrites par des modgles trés complexes et une
inversion directe de type (2.3) est pratiquement impossible. L'étude bibliographique montre
que dans ce cas l'analyse inverse est basée sur le principe de régression. On cherche alors les
variables X pour lesquelles les valeurs prédites par le modile de calcul M€ seront les plus
proches possible des valeurs mesurées ou connues M*. L'utilisation de ce genre d'analyse est
assez ancienne. Ainsi un exemple classique est celui de Halley qui en 1704 a calculé les
parametres d'orbite d'une comete 2 partir des observations faites en 1531, 1607 et 1682. 11 a
ainsi pu prédire son passage en 1758. Des études systématiques concernant la formulation et la
résolution générale des probleémes inverses ont débuté vers les années 1960-1970. Les
premi¢res approches concernent la théorie du contrdle des systimes développée pour le
domaine €lectronique ([NORTON, 1986]), et en particulier 1'identification des parametres
intervenant dans la description des modgles par des équations différentelles ([GOODSON,
1974]). Du point de vue mathématique, une contribution importante sur la description
d'opérateur associ€é & la solution d'un probléme inverse et sur l'analyse de la stabilité et de
l'unicité est apportée par Tikhonov et al. ((TIKHONOV, 1974]). Ces dernidres années, on
constate un intérét important des ingénieurs pour l'analyse inverse. Ainsi Beck et al. ((BECK,
1974]) synthétisent les principaux aspects d'une identification paramétrique dans le domaine
thermique. Collins et al. ((COLLINS, 1974]) présentent le principe d'identification des
parametres liés i la structure en dynamique en utilisant la modélisation par éléments finis.
Macqueene et al. (MACQUEENE, 1981]) appliquent I'analyse inverse pour déterminer le flux
de chaleur en surface & partir des mesures de températures en certains points de la piéce, Yeh et
al. ([YEH, 1983]) utilisent la technique d'identification pour trouver les coefficients de
transmission de 1'eau dans le sol.

L'augmentation des performances des modeles numériques utilisant des méthodes de
différences finies ou d'éléments finis a conduit, vers la fin des années '90, au développement
intensif de cette méthodologie. La plupart des applications concernent;
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a) la détermination des paramétres de conception: par exemple l'optimisation de la masse
d'une structure par un algorithme de type simplex ((OUDSHOORN, 1991]) ou des parametres
de sollicitations optimales: par exemple le calcul de l'amplitude et de la vitesse initiale d'une
contrainte pulsatoire appliquée sur une plaque circulaire de telle sorte que la déformation
thermo-élastique du point central soit minimale ({(MANOACH, 1989]).

b) le calcul des parametres structuraux ou extrinséques liés a 'amélioration des valeurs
des matrices de rigidité, de masse et d'amortissement pour des systémes dynamiques
([ZHANG, 19871, [WEI, 1989], [LEE, 1991}) ou liés au procédé de recalage de modéles de
simulation ([LALLEMENT, 1991].

¢) 'identification des régions mal modélisées, en postulant que les erreurs de calcul avec
éléments finis sont localisées 14 oll l'erreur en relation de comportement est la plus importante
(ILADEVEZE, 1991], [REYNIER, 1996)).

d) 'optimisation de la forme par: Ia conception d'une structure de volume minimale pour
laquelle c £ o ([YATHEENDHAR, 1993}), l'identification des parameétres liés 2 la
description géométrique d'une structure ((OBLAK, 1993]), I'optimisation d'épaisseur de
structures composites avec non-linéarités géométriques ([ABID, 1993]), I'optimisation de la
forme d'une poutre ((MYSLINSKI, 1993}), d'un outil ([LEGAT, 1993] pour optimiser la
forme d'une filiére d'extrusion) ou d'une barre prismatique sollicitée en torsion ((SCHRAMM,

max

1993]) pour que la rigidité soit maximale et la masse soit minimale.

e) l'identification d'une géométrie de forme inconnue ((BONNET, 1991] en utilisant des
mesures acoustiques sur la surface et un modéle linéaire de Helmotz), d'une interface liquide-
solide en solidification avec la condition supplémentaire que T = T? sur la surface isotherme
(TALEXANDROU, 1989], [ALEXANDROU, 1990]) ou que la surface du cristal soit plane
([DANTZIG, 1993]).

f) le calcul des grandeurs sur la surface en utilisant des conditions limites surabondantes:
par exemple le calcul des forces de frottement par des mesures sur le déplacement en surface
([RODIC, 1992]), le calcul de la variation de température & la surface d'un moule tel que les
distributions des contraintes résiduelles et des températures dans la piece aient des valeurs
optimales ([KANG, 1993]).

g) I'identification des caractéristiques physiques ou des paramétres intrinséques liés aux
matériaux €tudiés. Ainsi des modeles d'identification ont ét€ développés pour déterminer les
parametres de diffusion de l'eau dans le sol (ransmissivité, conductivité, dispersivité, porosité,
[SUN, 1990], [XIANG, 1991], [CHENG, 1992]), pour trouver la distribution spatiale de la
diffusivit€ de 1'air qui décrit la pollution atmosphérique ((OMATU, 1991]), pour déterminer le
coefficient de transfert thermique ({MEHTA, 1990)), les coefficients intervenant dans la
description des réactions chimiques (énergie d'activation, de réactivité - [KRISHNAN, 1993]
ou dans la description d'évolution du systéme immunitaire ((BOCHAROQOYV, 19941).
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Les €tudes sur le comportement rhéologique des matériaux métalliques ou des polymeres
industriels utilisent généralement des modéles d'identification développés sur des modeles
analytiques. On cite dans ce sens le calcul des parametres d'une loi viscoélastique a partir des
essais de choc sur des polymeres solides ((TRANDAFILOVA, 1993]) et l'identification d'un
modele viscoélastique qui décrit le comportement de tampons d'accostage de TGV
((BONEILL, 1993]). Récemment ont démarré des études sur des modeles éléments finis:
caractérisation des matériaux en sollicitations cycliques ou de fatigues ((CAILLETAUD, 1993])
ou des matériaux avec inclusions (JCONSTANTINESCU, 1993]). Dans le chapitre 3 on
détaillera l'analyse bibliographique sur l'application d'une procédure d'identification des
parametres rhéologiques en utilisant la modélisation par éléments finis.

predlction

correction

n
min QS(), M) |
a

variables de sorties

"““"'”" valeurs connues
A oy
NON AAAAAAAAAAAAA Bl

\"“\_

test de comgaralson S
Q(S(x) M )<e A5#F

Figure 2.3: Schéma général de résolution d'un probléme inverse

Toutes ces études montrent que le point essentiel d'une approche d'identification est la
définition quantitative du probléme inverse. On utilise généralement la formulation suivante:
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trouver Xtel que Q(S(X), M%¥) = min Q(S(x), M%) (2.4)

ou O représente une fonction objectif qui exprime la distance ou 1'écart entre les valeurs
calculées et celles mesurées. Cette formulation permet de réduire I'analyse inverse a la
résolution d'un probleme classique d'optimisation (Figure 2.3).

Des études plus récentes (LUND, 1990], [REPACI, 1990] et [ELYUKHIN, 1991])
concernent la résolution d'un probléme d'identification appliqué 4 des modgles physiques
décrits par des équations différentielles. Les auteurs concluent en décomposant le probléme
inverse comme suit:

1 définition du vecteur réponse ou des mesures expérimentales M~
Il définition d'un modéle direct de calcul S et le choix des variables inconnues X.
I formulation de la fonction objectif et description de I'algorithme de minimisation.

On propose de détailler ces étapes dans le cas d'une étude rhéologique faite 3 partir
d'essais mécaniques. Dans ce cas, on doit résoudre un probleme d'identification paramétrique,
car on cherche les valeurs des coefficients théologiques P d'une loi de type (1.1) pour
lesquelles on obtient la meilleure concordance entre le modele de calcul et l'expérience.

3. MESURES EXPERIMENTALES

Généralement, les érudes d'identification des paramétres utilisent comme données
expérimentales des mesures brutes issues d'une observation directe et fiable. Ces grandeurs
doivent étre sensibles aux variations des paramétres & identifier. Pour des essais rhéologiques
classiques, on choisit comme grandeurs expérimentales brutes:

- les couples C** mesurés en fonction du nombre de tours N, pour différentes vitesses de

rotation N et températures initiales TO, dans le cas d'un test de torsion.

- les forces F** mesurées en fonction du déplacement Al, pour différentes vitesses de
traction V et températures initiales d'essai TC, dans le cas du test de traction et compression.

- les variations des couples et des forces pour un test multiaxial de traction-torsion.

- I'évolution des forces et de la géométrie pour un test de traction de 1'éprouvette entaillée
avec des mesures vidéo-métriques.

On décrira par la suite I'ensemble des grandeurs expérimentales par le vecteur
M = (M}, M, ..., M®}}, oli s représente le nombre maximal d'acquisitions de points
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mesurés. Chaque essai étant représenté par une courbe expérimentale, on détermine s par le
produit entre le nombre d'essais effectués et le nombre de points par courbe,

Certains auteurs proposent d'utiliser comme grandeurs "observables” les courbes
contrainte-déformation. Comme les mesures locales avec des jauges spécifiques limitent
'analyse aux petites déformations, il faut utiliser des calculs intermédiaires & partir des mesures
globales. Si le modgle est complexe, le passage direct entrefM*} — {0} devient impossible

ou trop approximatif en raison des hyphothéses simplificatrices.

4. PROBLEME RHEOLOGIQUE DIRECT

Pour un essai rhéologique, un modéle direct de calcul doit permettre d'évaluer les
distributions des contraintes et des déformations dans I'éprouvette, et d'exprimer les réponses
du matériau correspondant aux différents niveaux de sollicitations imposés. On doit par
exemple étre capable de déterminer un couple ou une force pour différentes valeurs des
parametres opératoires et en fonction des différentes conditions initiales: température, gradient
thermique, état microstructural, etc. Nous avons ainsi besoin d'une description quantitative de
I'€coulement du matériau pendant la déformation plastique.

On dispose généralement d'un ensemble d'équations différentielles qui définissent
I'équilibre mécanique et thermique, d'une loi de comportement associée a l'écoulement, des
lois de frottements, des conditions de contact avec les outils et des conditions limites.

En ce qui concerne la loi de comportement, si on utilise I'expression (1.1) on peut écrire:

fAP, G, €, E,T)=0 (2.5)

Pour exprimer 1'équilibre mécanique d'un corps quelconque({2) soumis a un processus

de déformation, on considére les conditions générales qui décrivent 1'état d'un systéme picce-
outil: contact avec l'outil (mors, poingon, matrice) sur 8526, vitesse imposée sur la partie B.QV et
force imposée sur d€2, (voir Figure 2.4). Le matériau étant supposé parfaitement

incompressible, la formulation d'équilibre mécanique conduit aux équations suivantes:
(div(o) =0

o(x,t)n(x,t) = THx,1) pour x € 98y
! div(v) = 0 (2.6)

v(x,t) = vd(x,t) pour x € dQ2,

.

ol » représente la normale 2 la surface au point x considéré.
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Figure 2.4: Configuration mécanique d'une systéme pidce-outil

Du point de vue thermique (voir Figure 2.5), le systéme piéce-outil est caractérisé par des
conditions aux limites spécifiques comme la conduction avec les outils sur EC = 082, (flux de

chaleur défini par Q) , la convection et la radiation sur la surface libre de la pigce ZI (flux de

chaleur défini par @, +0,). Pour une description compléte, il faut tenir compte de la présence
des sources d'énergie volumique générées par la déformation plastique w = ré € (ol r

représente la fraction de travail plastique convertie en chaleur, généralement comprise entre 0.9
et 1), et des sources surfaciques représentées soit par le frottement: 9= —'L'j(v—vd) (ot T

représente le cisaillement dfi anx frottements), soit par des sources externes définies 2 1'aide
d'un flux imposé g o

Figure 2.5: Configuration thermigue d'une sysidme pigce-outil
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Finalement, 1'équation thermique s'écrit sous la forme:

4 .
peLD  iy(kgradT (x,0)) - rw = 0 avec T(x,=0) = T(x)

) Qg+ 4p= h f(T-T,, )+ qp = -kgrad(T)n pourx & X

out

(2.7)
Qe + Q, = (h,+h )T-T ) = -kgrad(T)-n pour x € X,

\-4,= -k-graa'(T)-ne pour x € Ee

ot p est 1a densité du matériau, ¢ représente 1a chaleur massique, & est la conductivité, A od
est le coefficient de conduction avec les mors, hcv est le coefficient de convection avec l'air, A .
représente le coefficient de radiation, T o ©St 12 température des outils (ou des mors) et T 4
représente la température ambiante. Le coefficient de radiation s'exprime & partir de la relation
de Stephan-Boltzman par:

b= £,0,(T+ TT+T,) (2.8)

ot g, représente I'émissivité et o, est la constante de Boltzman.

En conclusion, I'évolution du systéme rhéologique est décrit par le vecteur ¢ = {0, p, v,

€, € T, T}, qui contient toutes les principales variables internes intervenant dans la
formulation quantitative. Ainsi I'ensemble des équations (2.5), (2.6), (2.7) peut s'exprimer
formellement sous la forme condensée suivante:

F(P, g xt)=0 (2.9)

Evidemment, Ia résolution de ces €quations permet de déterminer les variables internes g,
et donc d'évaluer les grandeurs globales M (forces ou couples) avec une relation de type:

M =f(P, g, x ¢ (2.10)

Finalement, on représente le modéle direct d'analyse rhéologique par le schéma décrit sur
la Figure 2.6.

Dans la littérature, on trouve peu d'analyses rhéologiques s'intéressant vraiment 2 une
résolution compléte des équations thermo-mécaniques. On distingue les démarches suivantes:

* classiques, en utilisant des hypothéses et des approximations qui permettent
d'exprimer une contrainte équivalente moyenne et de calculer ainsi les forces et les couples
(littérature des années 1930-1970). Des corrections thermiques sont effectuées 2 partir d'un
€quilibre établi entre I'énergie dissipée par la déformation et 1'élévation d'énergie interne.
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DONNEES D’ENTREES

conditions opératoires [ parametres rhéologiques
P

PC
MODELE DE CALCUL
DU TEST RHEOLOGIQUE

Résolution des équations
caractéristiques

F=0

DONNEES DE SORTIES
évolution des variables [|évolution des grandeurs
de déformation q globales M°

Figure 2.6: Schéma du modele direct d'analyse d'un test rhéologique

* résolution de I'équation de la chaleur par Ia méthode des différences finies. On cite
Lahoti et al. ([LAHOTI, 1975]) qui, partant d'une analyse mécanique simplifiée d'un test de
compression et de torsion, calculent la distribution radiale-axiale de la température et prédisent
'auto-échauffement adiabatique dans I'éprouvette.

* résolution de I'€quilibre mécanique et thermique par la méthode des tranches, partant
d'une hypothése de distribution radiale uniforme de la déformation, de la contrainte et de la
température. Pour le test de torsion et traction, on cite Rauch et al. ((RAUCH, 1985]) et
Semiatin et al. ([SEMIATIN, 1985], [SEMIATIN, 1986]).

* résolution locale de 1'équilibre mécanique en utilisant la méthode des différences finies
([FONTAINE, 1992] - pour les tests de torsion et traction, [DWIVEDI, 1992] - pour un test de
torsion).

* résolution locale compléte des équations d'équilibre et du couplage thermo-mécanique
par la méthode des éléments finis.

Dans le chapitre 3 on détaillera une méthode éléments finis capable de résoudre
précisément 'ensemble des équations d'équilibre mécanique et thermique.
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5. PROBLEME RHEOLOGIQUE INVERSE

5.1 DEFINITION

Le but d'une étude rhéologique est de connaitre le comportement du matériau, donc
d'établir la relation de comportement f et déterminer les valeurs des parameétres

P={P,P, .., P} intervenant dans sa description. Les relations présentées au paragraphe 4

sont insuffisantes pour ce type de résolution qui nécessite alors des équations ou des
informations supplémentaires. On utilise pour cela les réponses du systeme rhéologique M**

correspondant a des conditions opératoires P¢ bien définies. On obtient un probléme inverse,
car il faut trouver la relation constitutive [, et ces parametres P tels que:

M® = MS(P) = f(P, ¢, %, 1) (2.11)

Les méthodes de dépouillement classiques sont généralement basées sur ce type de
formulation. Comme nous I'avons vu dans le chapitre 1, des hypothéses simplificatrices

»

permettent de découpler 1'équation d'équilibre et la loi rhéologique. On arrive ainsi & exprimer
la contrainte équivalente & uniquement en fonction des variables opératoires PC et des mesures

expérimentales. Ensuite, par une étude qualitative sur la variation de & en fonction de & , £ et
T, on peut définir la loi, et pour des expressions simples, on peut déterminer les coefficients
théologiques par une inversion directe de la relation (2.11) c'est A dire :

P =flmex, pe) (2.12)

En général ce type de résolution est valable uniquement pour des modgles rhéologiques
développés a partir d'analyses mécaniques simplifi€es. Pour des modgles plus complexes
intégrant une résolution plus précise des équations thermo-mécaniques (2.6) et (2.7), une
inversion du modeéle direct de calcul est trés difficile, voire impossible. I faut dans ce cas
utiliser la méthode d'identification paramétrique. Le principe est le choix a priori d'une certaine
forme analytique pour la loi de comportement et la détermination des paramétres rhéologiques
correspondants P pour lesquels on obtient la meilleure superposition entre les enregistrements
expérimentaux M* et les valeurs calculées par le modele direct MC.

La superposition entre calcul et expérience est quantifiée 3 1'aide d'une fonction objectif
Q(M(P), M®*) respectant deux conditions principales:

(i) érre définie semi-positive : Q >0

(if) O = 0 si et seulement si M®= M®*
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Ainsi la fonction Q admet un minimum global nul qui définit la superposition parfaite des
courbes expérimentales et calculées. Le probléme inverse se réduit alors a un probléme de

minimisation qui s'écrit sous la forme:

trouver P tel que Q(MS(P), M%) = J?éré Q(ME(P), M¥)

(2.13)
P = {PlhiminShi(P’ q,x,t) <h, i=1,..,7r}

Imax’

L'espace paramétrique 2P permet de définir l'ensemble des valeurs physiquement
admissibles en tenant compte des contraintes introduites par les inégalités fonctionnelles 4, on

h; " représente la valeur minimale et himax la valeur maximale. Par exemple pour une loi de
m

type Norton-Hoff, la consistance doit toujours Etre positive et avoir une limite supérieure de
fagon a €viter les valeurs aberrantes, par exemple 0 £ K, <1000 MPas™. La sensibilité 2 la
vitesse de déformation doit respecter la condition de pseudo-plasticité: 0 <m(P, €, T, x, t) < 1.

La non-linéarité du modéle direct rend non-linéaire la fonction objectif et il faut utiliser
une procédure itérative pour trouver le jeu optimal de coefficients théologiques.

Des méthodes moins systématiques utilisent une résolution de type interactif (Figure 2.7)
avec une recherche manuelle des valeurs paramétriques et une confrontation graphique entre les
courbes expérimentales et les courbes calculées. Dans ce cas il est trés difficile de trouver le jeu
optimal des parametres, surtout lorsque le nombre de paramétres est assez grand (= 3).

Pour avoir un contrdle plus rigoureux de 1'évaluation quantitative des coefficients qui
minimisent la fonction cofit, on préfere utiliser une méthode automatique de type itératif (Figure
2.8). Le point essentiel de cette méthodologie réside dans le module d'identification des
paramétres, défini par:

* ]le choix de la fonction objectif.
C

* ]la minimisation (algorithme, calcul de sensibilité % )

* )'estimation des parametres.

A partir de ce principe d'identification on peut établir des critéres en ce qui concerne le
choix d'une loi rhéologique. Ainsi en utilisant la valeur minimale de la fonction coiit, on
qualifiera volontairement comme modgle rhéologique le plus adéquat, celui qui conduit 4 1a plus
petite valeur de Q. La stratégie d'une étude rhéologique sera représentée dans ce cas par le
schéma suivant:
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1) choix du modele rhéologique i. fr (P, &, £:, g, T)=0

2) identification paramétrique = P’ et QY(ME(P'), M%)

3) sii<n (nombre maximal de modeles) continue 2 partir de 7

4) sélection du modele j pour lequel & <O Vi=1,.., n.

PC

conditions opératoires

5

l &

\

valeurs identifiées

parametres rhéologiques MESURES
estimation initiale EXPERIMENTALES
PO
¥
MODELE DE CALCUL
DU TEST RHEOLOGIQUE
i
calcul des grandeurs
M
{Nombre de tours)
&(Couples) ﬁx
| comparaison graphique I
MC
ajustement manuel | NON M OUI
LI des paramétres -
P P +AP (Nombre de tours)

QP, M M™) <

min Q ?

Figure 2.7: Méthode d'identification interactive-graphigue
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conditions opératoires
PC

s

|

A

parameétres rhéologiques
estimation initiale

PO

l

-.I

MESURES
EXPERIMENTALES

I
MODELE DE CALCUL
DU TEST RHEOLOGIQUE

i

calcul des grandeurs

M

calcul de sensibilité

dM’/dp

(Nombre de tours)

o

minimisation itérative
de la fonction coiit O
P— P +AP

NON Q, M;M™) <¢g,

min Q ?

_|valeurs identifiées

P

Figure 2.8: Méthode d'identification automatique

5.2 FORMULATION DE LA FONCTION OBJECTIF

La technique d'identification paramétrique est souvent considérée comme une procédure
de régression des courbes expérimentales. On cherche ainsi les valeurs des paramétres pour
lesquelles les grandeurs calculées avec le modele direct M© définissent les valeurs moyennes
des points expérimentaux M®*. Dans ce cas on peut écrire:
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M‘?:M?+ g .,i=1,..,5 (2.14)

ol g; représente les erreurs de calcul et de mesure (on néglige ici les erreurs dues au
modele rhéologique lni méme).

Le but est de minimiser 1'écart entre le calcul et l'expérience, donc de minimiser les
erreurs €, De ce point de vue, pour exprimer la fonction coft, on utilise une expression de type

moindres carrées (MC) qui conduit A la formulation suivante:
s 5
O (ME(P), M%) =), €2 =3, [M°F - M (2.15)
i=l i=l
On adimensionalise souvent cette expression par une pondération uniforme et on obtient:

g
2
2;, [MF - MY

% [MEP

Q (M“(P), M™) = (2.16)

Si les erreurs de mesures sont supposées proportionnelles aux valeurs expérimentales,
cestadiresilonag =M eix, on exprime O en fonction des valeurs relatives £ et on obtient:

5 S [MEF. Mc.]‘?
0 (M(P), M“):i_z], e;2=i§ W (2.17)
o — I

D'une fagon plus générale, nous avons la forme quadratique pondérée (MCP) définie par:
§
0=2, BIM-M] (2.18)

ol les {3, représentent les coefficients de pondération.

On vérifie simplement que pour toutes les expressions présentées, les conditions
imposées dans § 5.1 sont entiérement satisfaites.

Si les grandeurs mesurées sont de type différent (couple et force pour un test de traction-
torsion, force et diamétre minimal pour un test de traction), il faut introduire une fonction multi-

objectifs. Dans ce cas on écrit:
nobs s

0= 2 2 BiM -MT (2.19)

=] i=]

51



Chapitre 2 L'analyse rhéologique: une approche de type inverse

ou nobs représente le nombre de types d'observables (par exemple, pour un test de
traction, si on mesure la force et le diamétre minimal, nobs = 2). Ceci permet de tenir compte
simultanément, de l'influence des paramétres sur plusieurs types de grandeurs expérimentales.

Dans les analyses théoriques concernant les problémes d'identification on rencontre des
formulations plus générales faites & partir d'une approche statistique ((NORTON, 1986],
[BONNET, 1992]). On cherche alors les parametres qui maximisent la probabilité de prédiction
des grandeurs mesurées. Pour des distributions de type Gauss cette fonction s'exprime en

. X . P -
fonction des valeurs moyennes de mesures ,rr:(jl/I’I.‘“z ) (supposées égales aux valeurs calculées

C P . 2 A
M;‘." ) et des déviations quadratiques dues aux erreurs de mesures: O‘k De méme, on peut
prendre en compte l'estimation initiale de certains paramétres, par des valeurs moyenne P“ et
leurs déviations standards correspondantes 0‘2 Finalement le probléme est réduit a la

minimisation de la fonction suivante:

nobs s

0= Z} Zj BE M - M 2+Z ¥IP; - PP (2.20)
=] =

oll [)”z.c = Iloi.‘z pour chaque k = 1, . . ., nobs et Y= I/oﬁj.

Le terme quadratique en P permet ainsi de limiter la recherche des parametres dans le
voisinage des valeurs initiales ou moyennes P

5.3 RESOLUTION DU PROBLEME INVERSE

Pour résoudre un probléme d'optimisation de type (2.13) on dispose de plusieurs
méthodes ([GILL, 1981], [BATES, 19881, [MINKOWYCZ, 1988]) que I'on classifie dans les
catégories suivantes:

- méthode de régression linéaire si l'expression de MS(P) est linéaire en P ou permet la
linéarisation.

- méthodes d'évaluations successives de la fonction objectif pour différents jeux de
parametres choisis avec des critéres de recherche linéaire (algorithme de type Simplex),
génétique ou statistique (par exemple la méthode de type Monte-Carlo).

- méthodes de type gradient qui permettent la détermination des coefficients P par une
méthode d'approximations successives faites & partir du calcul des parametres de
descente (direction et amplitude) en utilisant la valeur du gradient défini par grad(Q) =
dQ/dP. Cette méthode nécessite une évaluation simultanée de la fonction coiit et de son
gradient.
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Le choix d'une méthode ou d'une autre se fait par l'expérience et surtout en fonction du
type de modele direct de calcul, du degré de complexité lié 4 1a résolution et des caractéristiques
de 1a fonction cofit: convexité, existence de plusieurs minima locaux ou présence de paliers.
Pour des modeéles non-linéaires il est en général préférable d'utiliser des méthodes itératives de

type gradient.

5.3.1 Algorithme

Le schéma général d'un algorithme de type gradient est présenté sur la Figure 2.9.

de minimisation

OUI

Calcul de AP et ol

initialisations
1=0

estimation initiale
po

évaluation de la Jonction
objectif

0 @' M M%)

| évaluation du gradient de

1.1
[p-PyPl<s la fonction objectif

dQ/dP

P« Pl + ()\EIAPi
QP) < Q@)

y OUI

_{valeurs identifiée

P

Figure 2.9: Algorithme de minimisation de type gradient

Pour amorcer la procédure numérique de recherche du minimum, on a besoin d'une
estimation initiale des paramétres: Pl - {PO, PO, - Pe}. Les différences entre les ordres de

grandeurs des paramétres sont éliminées en remplacant les paramétres P par piP0. Si Pl = 0,
on remplace P par I-P. Ainsi tous les paramétres ont une valeur initiale égale & 1. On calcule
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ensuite une variation de paramétre AP', et le choix d'un paramétre de descente of nous permet

PI+]

d'obtenir la valeur pour laquelle Q est le plus faible, c'est & dire:

- I, iaphi _ pl
alergmm[Q(PA;a’AP)} P, P01, ..
(2.21)
P+ = pliolap!

Généralement le calcul de AP et de a peut étre fait par différentes méthodes parmi
lesquelles: la méthode dun gradient conjugué et les méthodes de type Newton (ou Newton-
Raphson). Des détails sur chaque type de résolution sont présentés dans [GILL, 1981].

Les expériences numériques en ce qui concerne la résolution des problémes
d'identification paramétriques montrent que I'on utilise fréquemment les méthodes de type
Newton, ce qui permet d'avoir une convergence quadratique. Dans ce cas, on a besoin de
calculer les dérivées secondes de la fonction coiit afin de permettre la résolution d'équations
non-linéaires: dQ/dP = 0 qui définissent la condition nécessaire d'existence d'un point optimal.
Compte tenu de la difficulté i estimer avec précision les valeurs de d2Q/dP?, on utilise des
techniques d'approximation. Ainsi nous avons les méthodes de type quasi-Newton (BFGS par
exemple), la méthode de type Gauss-Newton ou l'algorithme de type Marquardt.

Dans ce travail on a utilisé une méthode de type Gauss-Newton avec des améliorations
numeriques pour atteindre un compromis satisfaisant entre le nombre d'itérations et la stabilité.

5.3.2 La méthode de type Gauss-Newton

Un développement en série de Taylor d'ordre 1 permet d'écrire le gradient de la fonction
cofit sous la forme récursive suivante:

&0

dQ(P+AP) dP(P)+ (P) AP + 0(AP?) (2.22)

dP

Une approximation pertinente de la variation AP est obtenue si on impose %IQ; (P+AP) =0

et si on néglige les termes de degré supérieur a 1. On obtient ainsi le systéme linéaire:

FAAP + B =0
a’Q
A=%%(p)
< dp? (2.23)
B =% )
\.
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Sans restreindre la généralité, on considere une fonction coiit de la forme (2.18). Ainsi
les composantes du gradient s'expriment alors par:

MC
B, %(P) 2Z]ﬁ(MC M) g (2.24)
=

et les €léments de la matrice qui contiennent les dérivées secondes par:

EM 3 dME M
Ag = dgi%’ (P)= 22 BAMS - M) s—k- PP, +22 B, =5 &, dP (2.25)

La méthode de type Gauss-Newton néglige les dérivées d'ordre 2 qui correspondent aux
C

grandeurs calculées par le modele direct, c'est-a-dire qu'on suppose "&“Pd—lg’ =(.Dans ce cas il
ik

C

suffit de déterminer les dérivées premires qui définissent la matrice de sensibilité S "= EFL
k
et nous avons:
& dMS aM¢
- il Siel §
A= 2; B; dP; P, (2.26)
Par a résolution du systéme linéaire (2.23) on obtient:
— 5¢l -1 T
AP = [S"WST* [S*W] AM (2.27)

ou W représente la matrice diagonale définie par W, = B, et AM est le vecteur déviation
expﬁméparAMI.:Mf-M"f (i=1...:3).

L'avantage principal de cette méthode par rapport 4 une méthode de gradient simple, est
qu'elle donne en méme temps la direction et 'amplitude de la descente.

5.3.3 Traitement des contraintes

Généralement les contraintes sont introduites soit par la méthode des multiplicateurs de
Lagrange, soit par une méthode de pénalisation, soit en introduisant des transformations
caractéristiques permettant d'éviter le domaine inadmissible. Dans tous les cas, le but principal
est d'obtenir un probléme de minimisation sans contraintes. Par la suite on propose I'utilisation
des méthodes de transformation du domaine paramétrique.

La stratégie la plus simple consiste & projeter les fonctions de restriction # sur les
hyperplans qui définissent les valeurs limites. On définit ainsi l'opérateur de projection Pr par:
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Pr( hy) = oo SER < By (2.28)

Pour le cas général, si les restrictions sont définies en fonction des variables internes du
modéle de calcul (déformation, température), le principal inconvénient est que grad(h;) peut

devenir nul si 4, est partout égal a la valeur extréme. Si par exemple nous avons une sensibilité
& la vitesse de déformation qui dépend d'une fagon linéaire de la température (m = mg + m; T),

la condition 0 < m £ 1 peut se tranformer partout en m = 1 ou m = 0 et donc les dérivées de la
fonction cofit Q par rapport 4 my et m; seront nulles, ce qui empéche l'identification de ces

coefficients. Pour éviter ce genre de probléme, on peut utiliser la transformation définie par:

h-h .
am w72_}'_ + - _mm y
max min
h h ) (2.29)
T ~ P
= 2max Pmin  max” Tmin gresinsinghy]
T

qui annule le gradient de la restriction pour une série discréte de points (dans I'exemple
précédent définis par T = -mg/m, ), la probabilité d'€tre confondus avec tous les arguments des

restrictions étant faible.
Plus particulierement, si par exemple z, . = Oeth, = oo on utilise la transformation:

FAY
h=

hsih=20
{ (2.30)

-hsih<0
5.3.4 Techniques de régularisation

La convergence de l'algorithme de minimisation est fortement liée au choix des

parametres 3 identifier et de leurs valeurs initiales. On peut parfois avoir des solutions

différentes a cause de 'existence éventuelle de plusieurs minima locaux de Q . I existe aussi
des situations dans lesquelles la matrice du systéme lin€aire A = [ FQ (P) ] a des valeurs
propres nulles (nombre de conditionnement cond(A)} pratiquement infini), ce qui rend

impossible le caicul de variation parametrique AP. Dans tous ces cas on dit que le probléme est
mal posé.
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Le probléme d'unicité de solution est parfois résolu par un choix adéquat de valeurs
initiales, en concordance avec les connaissances rhéologiques obtenues par des analyses
classiques.

En ce qui concerne le conditionnement de 1a matrice A, les premiéres analyses doivent
étre orientées vers le choix de la loi de comportement et principalement vers le nombre de
parametres choisis pour l'identification. Dans ce dernier cas, il faut vérifier si les observables
sont sensibles 4 tous les paramétres, et s'il existe une combinaison linéaire des lignes de la
matrice de sensibilité S (on peut montrer que pour des fonctions cofit écrites sous la forme
(2.18), cette condition est équivalente au fait que le cond(A) est infini [BECK, 1977]).

De fagon plus systématique, on résout un probléme mal posé en utilisant des techniques
de régularisation qui limitent la zone de recherche des paramétres autour d'une valeur de
référence. La solution sera ainsi définie par le jeu de paramétres qui se trouve le plus proche
possible d'une valeur de référence représentée par l'estimation initiale ou précédente.

Les méthodes les plus utilisées sont celles de Tikhonov, Levenberg et Levenberg-
Marquardt qui introduisent le terme de régularisation Q, par:

Q*=(1-) 0+ A0, (2.31)

ou Ae{0,1] représente le paramétre de régularisation.
a) La méthode de Tikhonov

La méthode de Tikhonov ([TIKHONQV, 1974]) utilise la forme générale de 1a fonction
colit établie par la formulation statistique (2.20) avec Y= 1et ij = P?. La fonction cofit

régularisée s'écrit sous la forme:

0* = (I- A)Z BIMF- M + /‘LZ [P, POJ (2.32)
i=1

Dans ce cas le gradient et les dérivées secondes sont définis par:

= (P =2(1 A,)Z BME - Mex)—‘-+22(Pk PY) (2.33)
Zo* dM¢ aMe
dPgP (P)=2(1I- '1)2 bi ap. P, (2.34)
. . . A :
ol Sjk représente le symbole de Kronecker. Si on note §' = ﬁ— on obtient :
AP = [STWS + 811 {[STW] AM + 81(P-P%)} (2.35)
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[ étant la matrice unité.

Cette méthode est adaptée aux cas ot la fonction  présente des oscillations multiples. La
convergence est trés lente et dépend du choix du paramétre de régularisation A. Généralement il
faut faire un compromis entre l'accélération de la convergence et la stabilité induite par le terme
de régularisation.

b) La méthode de Levenberg

L'idée de cette méthode est d'introduire le terme de régularisation en P d'une maniére
itérative ((MINKOWYCZ, 1988]). Ainsi 4 chaque itération 1 de Gauss-Newton, on cherche les
valeurs P’ dans le voisinage des valeurs obtenues aux pas précédents P*! | et on définit la
direction de descente comme un compromis entre la direction classique de Gauss-Newton
(A = 0) et la direction du gradient (A = 1).

La fonction objectif régularisée, le gradient et les termes des dérivées secondes s'écrivent
a chaque itération / sous la forme:

o+ = (1. A)Z BIMEF - MC’JZM’LZ[P P (2.36)
J=i
d cl
40+ Py =201 WY, Bmet. e (2.37)
=]
sz [n] dMCl dMCI
ap gp, (P =21 1)2 B, dP e+ 208, (2.38)

Le calcul de la variation paramétrique s'exprime dans ce cas par:

= 1sTwst + &' 157wy am! (2.39)

Cette méthode permet une convergence plus rapide que dans le cas d'une régularisation
par la méthode de Tikhonov, mais le probléme en ce qui concerne le choix du paramétre A reste

encore ouvert.

¢) La méthode de type Levenberg-Marquardt

Marquardt propose une méthodologie de calcul de paramétre A & chaque itération, de telle
sorte qu'a l'approche du minimum, le facteur de régularisation devient nul. L'idée est d'utiliser
une direction de descente proche de celle du gradient pour des valeurs éloignées du minimum et
une direction de type Gauss-Newton dans le voisinage du minimum. On utilise ainsi la fonction
colit écrite sous la forme :
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5 r
o = (1-M)X, BIMeF-MOP + X' ), o, (P, -PHP (2.40)
i=] J=1

Les algorithmes classiques de type Marquardt utilisent des techniques empiriques pour
définir le parameétre de régularisation & chaque itération de minimisation (par exemple la
division ou la multiplication par 10 [SCHNUR, 1992]). Levenberg propose de déterminer le

o
paramétre de régularisation par A= 0 , Oll:
1+&
i LT

\/Ez

Les coefficients de pondération des parametres sont estimés a partir des termes diagonaux
de la matrice STWS ([BECK, 1977]). On obtient ainsi l'expression:

S dM
ﬂzz ﬁi[Fj‘]Z (2.42)

i=

On peut vérifier (Annexe 2) que si@ — Q,,. ou Q — 0 (M® - M*?®) on obtient F -0

min
et donc la régularisation devient pratiquement nulle au voisinage du minimum. Pour éviter
d'avoir une valeur de régularisation trés grande au début de la minimisation et pour accélérer la

convergence vers 0 on propose d'estimer A par:

-1
AL = min (A, TTAY) (2.43)
i=I

ol A représente ici une valeur de référence de 'ordre del 034107
5.3.5 Amsélioration du conditionnement de la matrice A

11 est €rabli que la précision de la résolution du systéme linéaire (2.23) dépend fortement
du nombre de conditionnement de la matrice A, notamment s'il dépasse l'inverse de la
précision de la machine, c'est a dire lorsque:

Cond(A) gy 2 1 (2.44)

ou g, =1 o’ pour une station RISC 6000 par exemple.

L'expérience numérique montre que pour les problémes qui nous intéressent, on obtient
cond(A) = 10™PP _ 10PBPAT ot on en conclut que si le nombre des paraméires est supérieur A
8 , la matrice peut devenir mal conditionnée. 11 est vrai que les sous-itérations de recherche des
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parametres permettent dans certains cas de diminuer l'imprécision de 1a solution primaire AP.
Mais pour des estimations initiales trés éloignées de la solution, on peut avoir soit une
convergence trés lente, soit une divergence de la procédure numérique. Une premigre solution
consiste dans une initialisation des paramétres & identifier & / pour chaque itération de
minimisation. Ainsi on choisit de remplacer les paramétres P par P/P! (1 étant I'itération de
résolution du systeme de Gauss-Newton).

La littérature montre que pour améliorer sensiblement le conditionnement d'un systéme
linéaire, il faut utiliser des méthodes basées sur des techniques de factorisation et de
préconditionnement. On propose de diminuer cond(A) par la méthode qui consiste A réaliser
une factorisation diagonale (([SCHNUR, 1992]). Ainsi on résout le systéme défini par:

A¥AP* = B* (2.45)
avec:

-172

A% = M pp 12 pr = ppil2p (2.46)

oll M est une matrice diagonale telle que diag(M) = diag(A). AP est obtenu A partir de AP*
par la relation:

AP = M7 AP (2:47)
5.3.6 Calcul de sensibilité paramétrique

Le point essentiel de la méthode de Gauss-Newton est le calcul de la matrice de sensibilité
S, car elle permet de déterminer le gradient B et la matrice A du systéme linéaire. I faut donc

connaitre les dérivées des grandeurs M par rapport i tous les paramétres qui doivent étre
identifiés.

L'étude bibliographique menée systématiquement par Tortorelli et al. ((TORTORELLI,
1991]) montre que I'analyse de sensibilité paramétrique peut étre faite:

a) par différences finies,
b) par un calcul analytique direct,
¢) par la formulation du probléme adjoint,

d) ou avec une évaluation semi-analytigue.

Chaque méthode est caractérisée par la précision du calcul, le temps de calcul
supplémentaire et le degré de complexité.
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a) La méthode des différences finies

Le principe est de déterminer, avec le modele direct de description du test théologique, les
valeurs M°(P) et M6(P+8P), ot SP représente une petite perturbation de paramétres. La
définition d'une dérivée au sens de Giteaux permet d'écrire:

- pour une dérivée a droite (6P > () ou & gauche (6P < 0):

dMt MS(P+8P ) - MS(P
L= i P Ml )or)izl, oS j=1, ., (2.48)

daP i 6Pj

- pour une dérivée centrée:

am; ~Mf(P+ oP ) - M‘I?(P—&’i)
ZcSPj

avec 6Pj = {0,..., 0, 6P, 0,..., 0}

Il est facile de constater qu'il faut passer par le modele direct de calcul pour r+1 valeurs
différentes des coefficients rhéologiques (si les dérivées sont A droite ou & gauche) ou pour

oni=1 ., sj=1,..r (2.49)

2r+1 (si les dérivées sont centrées).

Du point de vue numérique, il faut choisir les niveaux de perturbations de telle fagon que
la précision soit la plus grande possible. On a besoin de plus d'accroitre la précision sur les Mf.
En ce qui concerne le temps de calcul, il faut savoir que plus le modgle direct est complexe,
plus le temps de calcul supplémentaire devient grand. L'avantage principal de cette méthode
réside dans.la simplicité d'application et dans sa modularité.

b) La méthode analytique directe

Dans ce cas, le calcul des termes de sensibilité se fait par la différentiation directe de
l'expression de calcul de M. Ainsi 4 partir de (2.10) on obtient:

aM: _ of i of 44
=iy —=£ (2.50)
dP ~ dP P! a&\k dP

m étant le nombre des variables internes § = {g, x}.

Le calcul de g}é et % est fait analytiquement, et il reste donc & déterminer les sensibilités

7A)
paramétriques des variables internes %qs Si on tient compte du modéle de résolution
rhéologique (§4), on peut différencier 1'ensemble des équations fondamentales (2.9), et on
obtient un systtme de sensibilités paramétriques représenté par m xr équations:

F N oF dj,

S+ Yy Lk (2.51)

oP = t%l\k dP
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LAY
On doit donc résoudre un systéme linéaire en%,-. La complexité de calcul est liée

seulement au calcul de % et g—g— L'effort de calcul est établi en fonction du rapport entre le

nombre des expressions de type (2.10) et le nombre des paramétres. Ainsi si le nombre des
observables dépasse Ia taille du vecteur paramétrique (nobs = r), cette méthode est la plus
adaptée.

c¢) La méthode adjointe

Il existe des cas ol le nombre de paramétres est plus grand que celui des grandeurs
mesurées (nobs < r). Le systéme de sensibilité écrit sous la forme (2.51) a alors une taille plus
importante. Pour diminuer l'effort de calcul, on utilise la formulation du probléme adjoint.

Soit la fonctionnelle adjointe définie par:

G=f+AF (2.52)

ol A est un vecteur de dimension égale au vecteur des variables internes 4. Le modele
direct donne F = 0 ce qui implique f = G.
La différentiation exacte de G par rapport aux paramétres P conduit a:

%:%+l%+%f¢“ (2.53)

Si on tient compte du fait que F = 0, le développement des autres termes dans (2.53)
permet d'écrire:

dG _of  OF N O ,oF di 2 54
e AT ADNE STk 254

of  oF . . . .
Les termes 3% et 5p sont calculés analytiquement et pour éviter de déterminer les m xr

valeurs de sensibilité %, on €limine ces termes dans (2.54) par la condition:

G _of 4 F _
a&\—a&\+la&\—0 (2.55)
On obtient un systéme linéaire en A d'ordre m xnobs. Pour résoudre ce systéme on
calcule analytiquement % et %

Ainsi avec la relation (2.54) on exprime ﬁnalementgr—q et donc g}i) .
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d) La méthode semi-analytique ou mixte

Certains auteurs proposent dutiliser une méthode mixte qui consiste a calculer certains
termes de sensibilité par la méthode de différentiation directe et d'autres par la méthode des
différences finies. On peut imaginer plusieurs variantes. Par exemple, dans le cas de

l'expression (2.50), on détermine analytiquement % et % Pour le systéme de sensibilité, les

termes %;— sont calculés analytiquement et les termes %g- le sont par différences finies.

Finalement par la résolution du (2.51), on obtient les valeurs des ;ﬁ;

5.3.7 Procédure itérative de minimisation

On rencontre dans la littérature plusieurs variantes des algorithmes numériques de type
Gauss-Newton ou Levenberg-Marquardt. La procédure que l'on a développée utilise des
recherches linéaires sur la direction de AP issues de la résolution du systéme (2.23). Le
principe est la recherche du minimum de la fonction coiit dans le sens initial indiqué par
I'algorithme de Ganss-Newton et, si ceci ne permet pas d'améliorer la valeur de Q, on effectue
une recherche dans le sens opposé (situation probable dans le cas oi: l'on est trés proche du
minimum, ou quand le gradient est mal calculé).

On détaillera par la suite la procédure itérative de minimisation:

1) choix d'un jeu initial des parametres Plet initialisation de [ ({ = I).

-1 2ot
. 11 . [ dQ . l Q r
2) calcul de Ia fonction cofit 0™, du gradient B, = P l: etdelamatricc A = ___dpj P,

- on peut introduire les variantes de régularisation et d'amélioration du conditionnement.
3) calcul de AP! par la résolution du systéme AlaP = B (principe de Gauss-Newton).
4) recherches de type linéaire:

4.1) si AP' B! > 0 on choisit AP' = - AP! (car il faut trouver un minimum).

4.2) initialisation du paramétre d'amélioration; 00 = 1;i = 1.

4.3) caleul de P = P ¢ o 1 AP

4.4) test sur la diminution de la fonction cofit Q (on doit calculer seulement Q).
- st Q(Pi) 2 QH on réactualise of = /12 et on continue 2 partir de 4.3) avec i = i+1.
- sl Q(Pi) < Ql'I on garde P! = P! et on continue 2 partir de 5).
-s5ii 220 ou lP*- PP < § (stagnation) on continue & partir de 7)

5) essais d'amélioration par sous-itérations.
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5.1)si Q(P)) < g, on arréte,
5.2) sii2 2 continue & partir de 6)
5.3) initialisation du parametre de descente: ol = 2,i=1.
5.4) calcul de P* = P + o1 aP,
5.5) test sur les valeurs de la fonction Q.
- 8i Q(Pi )< QI on réactualise of = 20/ , Pl = Plet on continue a partir de 5.4) avec
=i+l
- si Q(Pi) > Ql on garde Pl

6) test de stagnation:

- si IP* - PHjIPH | < 8, Te minimum est approximativement atteint en P’ et on arréte.
-si Pl pHpty s &, on continue les itérations de Gauss-Newton & partir de 2).

7) on utilise des sous-itérations dans le sens inverse.

7.1) initialisation du parametre de descente: o = 1,i = 1.
7.2) caleul de P¥ = PH - of L AP,
7.3) test sur la diminution de Q.
- si Q(Pi) > Ql on réactualise ¢ = 2112 et on continue & partir de 7.2) avec i = i+1.
- si Q(P') <0, P! = P" et on continue 2 partir de 6).
- si Q(Pl ) > Ql et IP' - PML 1Pty < § on arréte car 1a méthode diverge.

5.4 ESTIMATION DES PARAMETRES

Du point de vue statistique, les valeurs des parametres obtenues avec la procédure de

minimisation sont des valeurs moyennes P, Comme les mesures expérimentales sont des
variables perturbées de fagon aléatoire, il faut déterminer l'intervalle de confiance associé aux
valeurs des parameétres identifi€s. Généralement on caractérise les propriétés statistiques des
données expérimentales par une matrice de covariance V¢* = cov(M®*) qui contient les
coefficients de dispersion (termes diagonaux) et les valeurs des corrélations (termes extra-
diagonaux). De la méme fagon, on définit la matrice de covariance des parametres V7 = cov(P).
Si la fonction coiit est de la forme (2.18), on pent exprimer V¥ & partir de la relation (2.27) qui
définit le calcul de AP 4 la fin de la minimisation. Ainsi on obtient ((BECK, 1977]):

VP = [STwsy ! 1sTwy vex rwsy isTwsy-! (2.56)

ol § représente la matrice de sensibilité correspondant aux valeurs moyennes P obtenues
a la fin du procédé de minimisation.
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Les déviations et les coefficients de corrélations paramétriques s'expriment par:

0, = \/Vp j=1,

P (2.57)
=—k  i=171 .., k=1, ..

Poik

pi
1/ Py P
VJJka

Dans la plupart des cas, les distributions sont supposées de type Gaussien et pour 95%
de confiance, on estime les valeurs paramétriques par:

Fal —_
P:Pi].980’p (2.58)
Cependant les mesures expérimcntales sont considérées comme indépendantes et la
matrice V¥* est alors diagonale: V% 02 i=1,.. s Siles termes diagonaux sont égaux,

c'est-d-dire sion a of o

o On esttme la déviation expérimentale par:

Z [Mex MC]Z
ol =5 (2.59)

Si les erreurs de mesures sont proportionnelles aux valeurs mesurées, on considére:

o = EMEP (2.60)

ol g représente le niveau d'erreur.

6. CONCLUSIONS

Le principal avantage de cette approche inverse est Ia possibilité d'intégrer des modgles de
calcul plus complexes et plus sophistiqués. Ceci permet également de définir une méthodologie
générale de dépouillement qui peut s'appliquer a un ensemble des tests théologiques, en évitant
ainsi les particularités du calcul classique des contraintes, induites par les hyphothéses
simplificatrices utilisées pour décrire chacun de ces tests. On peut donc conclure que du point
de vue quantitatif, la méthode est trés performante.

La seule limitation de cette méthode est la nécessité d'avoir une formulation a priori de la
loi de comportement. Le schéma d'identification séquentielle pour différents types de lois
permet d'envisager une stratégie évolutive, qui consiste 3 introduire successivement des
parametres supplémentaires, en analysant la valeur de la fonction objectif obtenue & chaque
nouvelle boucle d'identification.

Dans le chapitre suivant on présentera l'application de cette stratégie d'analyse
rhéologique inverse en utilisant un modele de calcul par éléments finis.
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CHAPITRE 3

IDENTIFICATION DES PARAMETRES
RHEOLOGIQUES PAR L'ANALYSE INVERSE D'UN
MODELE ELEMENTS FINIS

1. INTRODUCTION

1.1 GENERALITES

On a vu dans les deux premiers chapitres que pour une analyse plus précise du
comportement des matériaux, on a besoin d'intégrer la complexité de I'écoulement lide aux
phénomenes thermo-mécaniques comme: I'écrouissage, I'adoucissement, la localisation due 2
un fort gradient thermique, le frottement. Ainsi I'ensemble des équations d'équilibre présentées
dans le chapitre 2 (paragraphe 4), doit &tre résolu d'une manigre plus précise afin de permettre
des prédictions fiables en ce qui concerne I'évolution des grandeurs mécaniques et thermiques.

La résolution par la méthode des éléments finis est un outil numérique performant capable
de satisfaire le besoin d'une analyse plus rigoureuse d'un test rhéologique. Son principal
avantage est de pouvoir envisager des études plus fines, non seulement sur des aspects
macroscopiques qui caractérisent les phénomenes de déformation, mais aussi en ce qui
concerne le couplage microstructural Iié par exemple 2 l'influence de la taille de grain et 2
l'évolution d'une anisotropie ou d'une texiure.

Pour la validation d'une telle approche on se propose de concentrer nos efforts vers un
modele de calcul développé pour le cas d'un écoulement thermo-viscoplastique.

1.2 ETAT DE L'ART

Les développements des logiciels éléments finis ont permis A partir des années '70 - '80
une analyse du comportement des matériaux en utilisant une confrontation systématique entre le
calcul et 'expérience. Les premiéres études ont été consacrées aux problémes de calcul d'une
structure dynamique. Ainsi dans [COLLINS, 1974], [BRONOWICKI, 1986] (code EF
NASTRAN), [SCHWIBINGER, 1986], [ZHANG, 1987|, [WEIL, 1989] on applique un
schéma d'identification automatique pour un calcul des paramétres de rigidité ou des
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coefficients adimensionnels de correction pour les matrices de rigidité qui caractérisent la
vibration d'une structure.

Des études sur la détermination des caractéristiques élastiques des matériaux (module
d'élasticité E, coefficient de contraction transversale v etc.) ont démarré vers le début des
années '90. Par exemple Hendriks et al. ((HENDRIKS, 1990]) présentent une approche de
type inverse dans le cas d'une étude sur les propriétés élastiques d'un matériau composite.
Shnur et al. ((SHNUR, 1992]) présentent une étude sur la caractérisation d'un matériau avec
des inclusions. Hoshiya et al. ((HOSHIYA, 1993]) appliquent la procédure d'identification
pour des matériaux hétérogenes.

Pour un comportement non-linéaire, les premitres études d'identification sont liées & une
procédure interactive-graphique de confrontation entre le calcul éléments finis et les mesures
expérimentales. Ainsi une succession de simulations est utilisée dans [KOPP, 1992] pour
obtenir des coefficients thermiques ou de frottement en passant par des abaques. Pour
améliorer les valeurs des coefficients rhéologiques intervenant dans une loi viscoplastique de
type Norton-Hoff, Hirt et al. ([HIRT, 1989]) utilisent cette technique & partir des valeurs
expérimentales des forces issues d'un test de compression d'éprouvettes tubulaires.
L'expérience est simulée avec des logiciels €léments finis (ALPID ou LARSTRAN) et par des
comparaisons graphiques avec les résultats expérimentaux, les paramétres rhéologiques sont
ajustés afin d'obtenir une meilleure concordance. Une méthode similaire est présentée dans
[KHODDAM, 1995]. Dans ce cas, par des simulations éléments finis d'un test de torsion on
cherche la géométrie d'éprouvette de torsion (longueur et rayon de la partie utile, rayon
maximal etc.) qui permet de diminuer l'erreur faite par une identification analytique.

L'application d'un principe d'identification automatique est relativement récent dans ce
domaine. Ainsi Ledesma et al. ((LEDESMA, 1991]) utilisent cette procédure pour identifier les
coefficients d'un modele hyperbolique caractéristique de matériaux géologiques. En ce qui
concerne la viscoplasticité on peut citer Jordan et al. ((JORDAN, 1993]) pour la détermination
des paramgtres décrivant le comportement d'un monocristal avec un modéle microstructural qui
définit le glissement dans un systéme cristallographique. L'analyse est faite en petites
déformations (max.0.4%) avec des tests cycliques de traction-compression ou de torsion.

Pour des grandes déformations, les études sont trés récentes. On cite Gelin et al.
([GELIN, 1994]) sur 1'étude du comportement de 1' aluminium 3 partir des tests de
bipoingonnement et Mahnken et al. ((MAHNKEN, 1994]) en ce qui concerne l'identification
d'une loi de Steck pour aluminium 2 partir d'un test de traction plane.

Notre travail est basé sur un logiciel éléments finis capable d'identifier les paramétres
rhéologiques d'une loi de type viscoplastique A partir de la simulation des tests axysimétriques
de torsion, traction, traction-torsion ou compression. Le calcul d'identification intégre 2 la fois
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un modele direct, Ia simulation éléments finis de l'essai, et un modgle d'identification
représenté par le calcul de sensibilité et d'optimisation.

1.3 FORMULATION DU PROBLEME D'IDENTIFICATION

On considére, par exemple, un essai de torsion congu pour des éprouvettes
axisymétriques. Les informations expérimentales permettent de définir la variation des
grandeurs globales (les couples) en fonction du temps et des différentes conditions opératoires
(vitesse de rotation N, température initiale TO) choisies en fonction des régimes de

déformations désirés. Sur la figure 3.1a) la configuration expérimentale du test est
schématisée.

"y X
r
mammmEEE
B - - T Modele E.F
/ loi constitutive
couples expérimentaux C* (N, N, T9) couples calculés C° (N, N, T0)

sollicitations (N, N, T% = réponses M™ = C** sollicititions @.N, T => réponses M® = C°
modéle rhéologique

a} configuration expérimentale b) simulation éléments finis

Figure 3.1: Test de torsion

Donc pour un ensemble de sollicitations données on obtient des enregistrements
expérimentaux M®* qui intégrent l'influence du comportement du matériau. Avec un modéle
éléments finis on peut déterminer I'évolution des grandeurs globales M® dans les mémes
conditions que celles correspondant aux mesures expérimentales (figure 3.1b), mais & partir
d'une connaissance a priori de la loi constitutive associée a 1'écoulement du matériau. Un
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couplage entre les données expérimentales et le modéle éléments finis, par l'intermédiaire d'un
module d'optimisation, permet de définir le probléme d'identification paramétrique. Comme
nous l'avons vu dans le chapitre 2, 1'algorithme d'identification est basé sur la minimisation
itérative d'une fonction coiit Q(P, M®, M®*) définie A 'aide d'une distance quadratique entre les

valeurs expérimentales et les valeurs calculées. La méthode de minimisation suppose un calcul
N dM® . R p . oz .
de sensibilit€ des grandeurs globales P spécifiques & la résolution par éléments finis. Le

schéma d'identification correspondant est présenté A la Figure 3.2.

CONFIGURATION DU TEST

conditions opératoires

] N

MODELE RHEOLOGIQUE | .

P« PO
! X :
SIMULATION EE:EMENTS FINIS '+ | MESURES EXPERIMENTALES |[.

CALCUL DE SENSIBILITE . Ve

é L
{ i
Calcul Calcul
Me dME /dP

'modele de calcul

P« P+AP

valeurs identifiées

module d’optimisation

Figure 3.2: Schéma d'identification des parametres rhéologiques en utilisant un logiciel de simuiation éléments
finis
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Ainsi pour des valeurs initiales des paramétres P on simule le test rhéologique avec le
S iy dmM° N .
modéele numérique et on calcule M et P Le module d'optimisation calcule la fonction

aQ?

objectif QO ainsi que ses dérivées p o détermine un nouveau jeu de parametres P pour lequel

on obtient la valeur minimale de Q. La procédure est itérative et nécessite & chaque itération une
évaluation de la fonction cofit et de ses dérivées paraméiriques, donc un passage par le module
de simulation enrichi avec le calcul de sensibilité.

Le point essentiel de notre approche est le calcul de sensibilité. Un calcul analytique des
dérivées paramétriques est fait & partir d'une différentiation directe des équations discrétes qui
décrivent la résolution incrémentale du probléme dans le modele direct. Nous sommes ainsi
capables de déterminer simultanément 1'évolution d'une variable nodale ou globale et de ses
dérivées par rapport aux paramétres rhéologiques.

Dans une premiére partie, nous présenterons briévement le modele direct de simulation
numérique, en rappelant les équations thermomécaniques et la méthode de résolution. Dans une
deuxiéme partie, on s'attachera & développer le calcul de sensibilité paramétrique qui caractérise
le modgle inverse.

2.MODELE DIRECT: SIMULATION ELEMENTS FINIS
2.1 FORMULATION DU MODELE DE CALCUL
2.1.1 Approche cinématique
Soit une éprouvette axisymétrique qui subit une déformation plastique induite par un test

de traction, de torsion ou de compression. Si on suppose que la symétrie est respectée pendant
I'essai, la géométrie peut étre exprimée en fonction des coordonnées cylindriques par:

xX= (3.1)

ol r représente la composante radiale et z est la composante axiale.
Le champ de vitesse v s'écrit dans ce cas en fonction des trois composantes sous la forme
vectorielle suivante:
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v,(r,2)
v=|verz) (3.2)

v(r,z)

correspondant aux coordonnées cylindriques présentées sur la Figure 3.3.

04
* A,
8] \{-/ d
A " s
o(r,2) LR Ty P
_______ My _ /o

Figure 3.3: Cas axisymétrique - coordonnées cylindriques

La composante de rotation qui permet de décrire l'effet de torsion s'exprime en fonction
de la vitesse angulaire @ avec la relation:

vgrz) =r w(rz) (3.3)

On peut donc exprimer le tenseur des vitesses de déformation £ par:

ov ) 1 v, ov
> 3% (et )
é=| sym v?r 21?_,, 3_6;) (3.4)
avz
| sym sym P -

1l est facile de vérifier que:

I1drv,) ov,

div(v) = r(€ )=~ g (3.5)

Si on néglige I'effet de I'élasticité par rapport aux déformations viscoplastiques et si on
prend en compte le phénomene de dilatation, assez important pour des essais & température
€levée, le tenseur des vitesses de déformation s'exprime sous la forme additive suivante:
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(3.6}

N Y . . . . . -dil
ol € * est la composante viscoplastique du tenseur des vitesses de déformation et £

est Ie terme de dilatation. Si on suppose que le matériau est homogéne et isotrope, le terme de
dilatation thermique s'écrit suivant la relation:

| (3.7)

oll o représente le coefficient de dilatation linéaire, T est la dérivée de la température par
rapport au temps et I est la matrice unité.

La dilatation locale du volume de 1'€prouvette s'exprime ainsi par la condition:

div(v) = 3o’ (3.8)

2.1.2 Formulation de la loi constitutive

A partir d'une formulation monodimensionnelie de la loi rhéologique (voir la relation 1.1)

on peut exprimer le tenseur déviateur des contraintes s en fonction du tenseur des vitesses de
déformation viscoplastique avec la relation:

s=flP,€, &, T)e?’

(3.9)
oli:
(26
f=7--
3 g
_ 12
< = l:g_ o, g-vp] (3.10)
3
L6 = G(P, §, £, T)

Comme la déformation plastique est irréversible il faut formuler les lois constitutives en

concordance avec le deuxiéme principe de la thermodynamique. De ce point de vue on cherche

a définir les lois de comportement 4 l'aide d'un potentiel différentiable @(P, €, 5:, T) tel que:

_ 99
5= PRy (3.11)
Dans ce cas on peut vérifier simplement que la dissipation @ = Q(E g7

e?=6 gest
oevP
définie positive et en conséquence 1'inégalité de Clausius-Duhem est vérifiée ([SOYRIS,
P q g

1990]). En ce qui concerne l'expression du potentiel, si la fonction f est continue, on obtient:
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< (3.12)

Partant d'une loi monodimensionnelle de type (1.1) on obtient ainsi une loi
tridimensionnelle admissible du point de vue de la thermodynamique des milieux continus. De
plus ce formalisme permet de montrer que le potentiel viscoplastique @ est convexe si et
seulement si la contrainte équivalente & est une fonction croissante deé (voir Annexe 3).

On vérifie en particulier que les lois de Norton-Hoff et de Sellars et Tegart respectent cette
condition par rapport & la dépendance de la vitesse de déformation. Ceci est trés important car
pour une résolution éléments finis, il est alors possible d'utiliser les principes variationnels .

Dans la suite on considérera une loi de type Norton-Hoff avec seuil (relation (1.44)) et

on obtient:
- = = -1 S m-
AP, €, &, T)= ?ZKSS + 2K(V3 &)t

(3.13)
K,=K(P,T),K=K(P, £, T), m=m(P, é, T)

ol le seuil X o la consistance K et la sensibilité de la vitesse de déformation m

s'expriment en fonction des paramatres théologiques P, de la déformation équivalente et de la
température. Pour éviter la division par zéro en £ = 0 on introduit un seuil de régularisation

trés faible £,,, ([CESCUTTI, 1989]).

En utilisant (3.12), le potentiel viscoplastique correspondant s'écrit:

¢ =K§é +£j(«/? gyt (3.14)

2.1.3 Définition des conditions de contact et de la loi de frottement

Pour les surfaces qui sont en contact avec des outils aac, les mors de serrage ou les tas

de presse par exemple, il faut introduire des conditions limites spécifiques. On note vo%¥ la

vitesse d'outil en un point M situé sur l'interface outil/matiére. Le vecteur vitesse v de la pi¢ce
en M est décomposé suivant la direction normale v, et la direction tangentielle v, (Figure 3.4 ).
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Figure 3.4: Contact outil - éprouveite

S'il s'agit d'un "contact collant" (par exemple serrage des mors en torsion ou en traction)
on impose simplement la condition:
V-4 =0 (3.15)

Si le contact est glissant (test de compression), on exprime la condition de non -
pénétration par:
(v-v2¥)n = O (3.16)

ce qui impose au matériau de "suivre” l'outil dans la direction de la normale.

Dans ce cas il faut tenir compte du phénomeéne de frottement dii a la vitesse relative de
glissement Av, qui s'exprime par:

Av, = [(vv*¥)u] u (3.17)

ol ¥ représente le vecteur unitaire tangent (n-u = 0).
Du point de vue macroscopique cette composante est liée a une cission 7 qui définit, en

chaque point de I'interface, la composante tangentielle du vecteur contrainte:

T=onu (3.18)

Pour exprimer la cission on utilise des lois de frottement. Fréquemment ces lois
supposent que la cission de frottement dépend de la vitesse tangentielle et on peut alors écrire:

7= -g(Pps 1Av Ay, (3.19)

oil Pf représente les coefficients caractéristiques de I'ensemble outil-interface-matiére et
IAv I est la norme de la vitesse relative de glissement.
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Dans le cas d'un comportement de type (3.13) associé au matériau étudié, on considére
que le frottement est dii au cisaillement d'un corps viscoplastique qui matérialise l'interface de
contact. On choisit donc une loi puissance de type Norton:

8(P; IAv l) = (P, €, T) IAv,I 7" (3.20)

ol Gpest le coefficient de frottement et Py le coefficient de sensibilité 4 la vitesse de

glissement.
Cette loi reste cohérente avec (3.13) et permet de définir un potentiel convexe de

frottement sous la forme:

oK b
Pror =—Lpf+ T A I Pre (3.21)

En résumé, les conditions limites pour la surface de contact s'expriment & I'aide d'une
condition en vitesse imposée (3.15) ou i I'aide d'une condition mixte: vitesse imposée suivant
le vecteur normal (3.16) et contrainte imposée suivant la direction tangentielle (3.18).

2.1.4 Formulation faible de I'équilibre mécanique

Le probléme mécanique formulé par (2.6) s'exprime en écrivant le principe des
puissances virtuelles sous la forme intégrale suivante:

probléme mécanique faible (formulation en vitesse et pression):

trouver le champ de vitesse v et de pression p tel que:

-

* & . . d
Vv e ¥V , s E¥ df - p div v¥ dg - T v* 4§ - Tv¥dS =0
0 Q2

< a.QT c?.Qc
(3.22)
divv - 3aT = 0 sur Q, (v-v"%).n = 0 sur 00, etv = ve sur 82,
.
ot I'espace des fonctions tests 7 est défini par:
vk =0sur 9Q, | Grad(ve) e (L2 (@)}
o =< vx e L2 (), et (3.23)

v¥ = 0 sur 0€2, div v* - 30T = 0 sur
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et L2 (£2) représente l'espace des fonctions de carré intégrable. Pour rendre la résolution
moins cofiteuse, on cherche une formulation uniquement en fonction du champ de vitesse v.
. . A ' .
On approxime alors la pression par une valeur p définie par la relation:

A

p=-p,(divv- 3oT) (3.24)

ol pp représente un coefficient de pénalisation trés grand.

Si on utilise les potentiels différentiables définis dans §2.1.2 et 2.1.3 la résolution de
I'équilibre mécanique est réduite A:

probleme mécanique faible approché (formulation en vitesse ):

trouver le champ de vitesse v tel que:

r

v minimise O(v) = J ¢ dQ + 'f Ezﬂfdiv v-30T)? dQ - J T v ds+ f Ppror 45
4 0 Q o0, 08,

(3.25)
(v-v°¥)n = 0 sur €2, etv = v sur 982,

Le principal avantage de cette formulation est que la définition de la pression par (3.24)
permet en méme temps la prise en compte de I'équation d'incompressibilité par une
pénalisation.

La convexité des potentiels viscoplastique et de frottement rend convexe la fonctionnelle
@D(v), ce qui permet de démontrer l'existence et I'unicité de la solution. Il est possible
également de montrer que si p)D — oo la solution (v, 3) du probleme faible (3.25) tend vers la
solution exacte du probléme de 1'équilibre mécanique (3.22).

Des ex1gences de précision numérique obligent la limitation de 'ordre de grandeur du
coefficient p 2 10°. Dans ce cas 'expérience numérique montre qu'on obtient une solution

satisfaisante pour le champ de vitesse, mais avec des imprécisions importantes en ce qui
concerne la pression.
Pour obtenir une meilleure approximation de la pression, on redéfinit 1'équilibre

mécanique en tenant compte des valeurs des vitesses obtenues par la résolution de I'équation
(3.25). Une formulation faible donne alors:
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trouver le champ de pression p tel que:

(

vy j (grad p - divs) ¥ d§2 =0

< Q (3.26)
p=nlsn- n' 1% sur agT

g

ol Yreprésente un ensemble des fonctions tests.

Avec cette stratégie de résolution, 'ensemble (v, p) obtenu par (3.25) et (3.26) représente
une solution plus précise de I'équilibre mécanique et permet de définir plus correctement le
tenseur des contraintes o.

2.1.5 Formulation faible de l'équilibre thermique

Pour résoudre le probléeme de 1'équilibre thermique, défini dans le chapitre 2 par
I'équation (2.7), on utilise une formulation faible. Aprés une intégration par parties on obtient

la forme équivalente:
l&m igue faible :
trouver la température T telle que:

vy Jp%wdﬂ + jkgradT‘gradl,lfdQ- j rw W dQ -
Q2 Q Q

<
- q, Y ds + [h (T-T,,)+ qu W dS+ [(hcv + hr)(T-Ta)] wds =0
p) z z
e ¢ f
(3.27)
T(x,0=0) = TO(x)
\
La puissance dissipée par la déformation plastique s'exprime avec la relation:
w=0:6=s5:P-3apT (3.28)
Le flux de chaleur produit par le frottement s'écrit:
4= Bdv, (3.29)
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olt le coefficient Bf est calculé en fonction de l'effusivité de la piece b et de l'outil 5%¥ par
la relation:

b

ﬁf= m (3.30)

Ainsi le couplage thermomécanique est réalisé d'une part par le terme de dilatation et par
la thermo-dépendance de la rhéologie et d'autre part par le terme de chaleur interne générée par

la déformation plastique ou par le frottement.

2.2 RESOLUTION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
2.2.1 Discrétisation temporelle

Comme le processus de déformation de 1'éprouvette est non-stationnaire, les équations
d'équilibre doivent étre résolues a chaque instant 7. La résolution par la méthode des €léments
finis sera incrémentale et le temps total sera divisé en petits intervalles Az

Pour exprimer les variables de déformation on utilise une formulation de type Lagrangien
réactualisé. Ainsi on résout le probléme a un instant t sur la configuration correspondante £2,,

en supposant l'équilibre réalisé a l'instant précédent t-At. La définition de la nouvelle
configuration {2, 4, est faite avec un schéma explicite de type Euler sous la forme:

x(t+At) = x(t) + v(t) At (3.31)

S1 I'évolution de I'éprouvette pendant la déformation plastique conduit & une pénétration
de la matiere dans l'outil (dans le cas de compression par exemple), la zone de contact est
redéfinie par la projection orthogonale du volume de matériau qui tend & pénétrer dans 1'outil.

2.2.2 Discrétisation spatiale

Le domaine initial £2 est discrétisé par la méthode des éléments finis. On utilise des
€léments quadratiques soit de type quadrangles & 8§ noeuds (Q2), soit de type triangles 2 6
noeuds (P2). Les principales variables discrétes sont les valeurs nodales qui décrivent la
géométrie X = (X}, la cinématique V = {V,} et la température T = {T }.

Avec le systeme des coordonnées cylindriques présenté sur la figure 3.3, on exprime le
vecteur nodal des coordonnées géométriques et des variables cinématiques par:
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(3.32)

Une formulation plus précise de 'incompressibilité est obtenue grice i une interpolation
dans l'espace équivalent x = (74, z) et v = (rv,, @, v,}. Dans une étude antérieure, Moal

(IMOAL, 1992]) a choisi l'interpolation de la vitesse dans l'espace ( rv,, vg, v,). Les tests
numeériques de simulation d'une torsion pure montrent que pour un maillage non-structuré avec
des triangles & 6 noeuds, dans les zones proches de 'axe de symétrie, on obtient un bruit
numérique significatif en ce qui concerne la composante de torsion é,e, qui théoriquement
devrait étre quasiment nulle. Pour éviter ce probléme on introduit les composantes nodales de la

vitesse angulaire et on exprime la vitesse de rotation avec la relation (3.3). En termes de valeurs
nodales, les variables d'interpolation correspondant au nouvel espace (x, v) sont définies par:

RV
R}
X,=| "lav,=| o, (3.33)
Zn
Vap

On choisit des. éléments isoparamétriques, on utilise donc les mémes fonctions
d'interpolation N = {N,} pour exprimer les valeurs discrétes (exprimées avec l'indice /) des

coordonnées spatiales, de la vitesse et de la température sous la forme:

[ Nbnoe

Xp = 2 X, N,
n=1
Nbnoe

< Vg = nlen N, (3.34)

Nbnoe

Ty= XT,N,
L n=1

olt Nbnoe représente le nombre total des noeuds. Les relations de conversion entre
l'espace d'interpolation et celui de définition d'un systéme cylindrique s'exprime par:
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f Vik
Ve =
—_— VXpp
rh:'\/xlh ) (3.35)
et — .
2 = x Vo = \/Xthzh
A= %2h
Ve = V3
.

Pour chaque élément, la correspondance entre 1'espace réel et l'espace de référence
permet de définir toutes les variables en fonction des coordonnées généralisées (£, n1). En
utilisant le jacobien de volume J et de surface J° (voir I'Annexe 4), les éléments de volume et de

surface sont exprimés par:
dgl = Zﬁrhlﬂ dédn
(3.36)
ds = 2mr Il dn

Finalement, on exprime le tenseur vitesse de déformation en fonction du gradient du
champ vitesse et de son transposé par:

£ B= % (Grad vy, + (Grad vh)T) (3.37)

Avec larelation (3.34) et en introduisant l'opérateur B, construit 4 partir des dérivées des
fonctions d'interpolation par rapport aux coordonnées nodales (Annexe 5), on obtient la forme

condensée:
Nbnoe
Ep= 2 BV,
n=1

(3.38)

Comme on utilise des fonctions d'interpolation de type Lagrange €0, 1a discontinuité
nodale au niveau de éh nécessite une méthode de lissage. On montre ((FOURMENT, 1992])
qu'un lissage de type Orkisz (minimisation au sens des moindres carrés sur des différences
finies locales) complété par des conditions limites ou cinématiques concernant
l'incompressibilité, la symétrie et les surfaces libres (imposés par une méthode de pénalisation
classique), est satisfaisante.

2.2.3 Formulation discréte de l'équilibre mécanique

On exprime le probleme mécanique (3.25) sur le domaine discrétisé 2, en fonction des
valeurs nodales de la vitesse V. Une intégration directe de la condition d'incompressibilité
pénalisée pose un problme numérique particulier, 1i€ & un phénomene de blocage des degrés
de liberté. Pour éviter ce probléme on doit tenir compte de la condition discréte de compatibilité
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entre le degré d'interpolation du champ vitesse et la formulation discréte de 1a pression, établie
par Brezzi et Babuska ([BREZZI, 1974]). Afin de respecter cette condition, on définit une
approximation discréte de la pression, constante par élément, avec la relation:

3’1 = - pp Div Vh Oll vh = V(xh) (339)

L'opérateur divergence discréte Div s'exprime comme la moyenne de divergence sur
chague élément:

J (div v(x,) - 30T) dQ

Q
Divv(x;) = he Six, € £, (3.40)

J‘ a0
£,

ol £2,, représente le domaine discret associé a 1'élément e.

On vérifie simplement que pour Nbnoe — o la solution en p tend vers l'expression
(3.24).

Dans ce cas, la formulation variationnelle discrte obtenue 2 partir de (3.25) s'écrit:

probléme mécanique éléments finis (formulation en vitesse):

trouver le champ de vitesse nodale V qui minimise la fonctionnelle:

-

D.(V) = J(ohd.Q+ J&(Divv)zd.(?.- J.Idv as+ j.qo ds
2 h h hfrot

y, Q, Q 0, o2,

(3.41)

(V,-VP)8 = 0 pour n e 082, . et V, = V4 pour n € 982,

“

ol # représente la normale correspondant au noeud n qui appartient 4 la frontiére
discrétisée.
Dans la pratique le coefficient de pénalisation est adimensionalisé par une expression de
type:
= =pK,(P,g,T 342
P,= P,y = P KYP,E,T) (3.42)

ol p est un coefficient numérique trés grand de l'ordre de 16°2107.
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La convexité de la fonctionnelle discréte permet de dire que la condition nécessaire et
suffisante pour avoir le minimum est:

dd,(V)
av,

R(V)= =0,n=1, .. Nbnoe (3.43)

ol R, représente le résidu ou le gradient de la fonctionelle correspondant au noeud » et
Nbnoe' = Nbnoe - nombre des noeuds pour lesquels on doit respecter les conditions limites en
vitesse.

Le probléme mécanique se réduit alors a la résolution d'un systéme non-linéaire en

fonction des vitesses nodales. La méthode numérique la plus utilisée est la méthode itérative de

Newton-Raphson qui suppose le calcul de la matrice hessienne H définissant les dérivées
secondes de la fonctionnelle discréte @:

dR (V) _ & DyV) . ,
an = de = ande k=1, .. Nbnoe',n=1, ..., Nbnoe (3.44)

Si on tient compte de l'expression des fonctionnelles rhéologiques @ et de frottement
(pfr or’ données respectivement par (3.14) et (3.21), les composantes nodales du résidu

s'écrivent;

R(V) = J.sh.'-c-ﬁ/—hdﬂ+( Jd.Q)I _[ppe (tr(e ,)-30T)dQ - j tr(W:) dqQ -
Q n

h 'Qh 'Qh 'Qh

J TdNﬂ ds - j N _dS (3.45)
o6, o9,

ol s, et s'expriment & partir de (3.9) et (3.19) par:

-Vp
Sp =ty &
(3.46)
T = 8, AV,
avec Av By déterminé par la relation (3.17) écrite sous la forme discréte:
Avy, = [(v ") uy ] u, (3.47)
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A partir de (3.44) et (3.45) la matrice hessienne s'exprime par:

[ 36 38 2 Vp 38 -vp 38
Hy (V)= fh?Vf"a—V'th"— _[ —’L( —’1)( - aV)dQ+
'Qh n .(2 3€h38

(] d.rz)’ fpperr(—-_)dg _[rr(;)d.Q-i- fgh 7, ‘N ds +

'Qh ‘Qh 'Qh é)ﬂhc
2 dlAv, |
f % MON ds (3.48)
dlav, | V. Tm
082 bk
he
Pour le calcul deva-«vw— on utilise l'opérateur B et pour 5V Let oV £ on part de la
k k

relation (3.17) écrite sous la forme vectorielle en termes des vitesses nodales radiales,
orthoradiales, longitudinales et des coordonnées nodales (voir (3.35)).
Pour une loi de type Norton-Hoff nous avons les expressions discrétes suivantes:

f, = (213)KgE Tv2K (V5 & e

, (349)

olt les valeurs discrétes des fonctions rhéologiques sont définies en fonction des P, Th et

og
£ .Les dérivées-%et k
h : diAv B /
ash t

sont déterminées par:

4 .
—h = - (23)K h' + 2K N3 (m I)(N3 & )2

4 h (3.50)
dg

—h ) -2

Tt o o

Si on tient compte de la dépendance des termes résiduels en fonction de la rhéologie et
des variables mécaniques et thermiques, on peut écrire I'équation caractéristique associée 2 la
résolution du champ de vitesse (3.43) sous la forme condensée suivante:

R(P,EX,V, T, T,t)=0 (3.51)
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2.2.4 Formulation discréte de 1'équilibre thermique

Pour la résolution du probléme thermique on utilise la méme discrétisation géométrique
que celle présentée au paragraphe 2.2.2. Le choix des fonctions d'interpolation N comme
fonctions tests permet d'exprimer (3.27) par le systéme différentiel suivant:

C%,IZ+KT+F-~0 (3.52)

ol C est la matrice de capacité, K est la matrice de conductivité et F est le terme libre.
Les composantes de la matrice de capacité s'expriment par:

Cijz jchINJdQ (3.53)
h

Pour les termes de la matrice de conductivité on écrit:

K.=kK!+K2 (3.54)
i 1) i

ou X 11_} s'exprime par le terme volumique:

K fl = f kgradN gradN dQ (3.55)
Q
h

etk f‘J par les termes surfaciques:

K= J hNNAS + f h NNAS + J h NN dS (3.56)
Ef z Zf
Le coefficient de rayonnement est déterminé i partir des valeurs discrétes de la
température avec la relation:

h=eo (ﬁﬁﬁ NT4+T,) (3.57)

Les termes libres s'expriment en fonction des termes internes F. 1iés 2 1a chaleur générée

par la déformation plastique et le frottement et des termes surfaciques Ff représentés par la

conduction, la convection, le rayonnement ou par un flux extérieur de chaleur. Nous avons
alors:

F,= Fj + Ff_ (3.58)
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avee:
I _ ; -
Fj = j ’WhNJd-Q + I qthJdS J‘ qethdS {3.59)
2 P >
h c e
2 _ -
Fj = - j hc dTONJ as - J hchaNJdS hrTadeS (3.60)
X z z
c f f

Pour la puissance dissipée par 1a déformation plastique, Ia formulation discréte conduit &
l'expression suivante:

. “vp . vp . f
w,=5,:8, -3op,T,=s5,:8, +3o:pPeD1v v, T, {(3.61)
En ce qui concerne la chaleur générée par frottement sur l'interface de contact on a:
qp, = ﬁfThAvh; =- ﬁfgh IAthP (3.62)

L'équation caractéristique du probléme thermique s'écrit donc sous la forme condensée
suivante:

S(PE,X,V,TT,1)=0 (3.63)

La résolution du systéme différentiel (3.52) est faite suivant un schéma de différences
finies. On considére At = cte et on cherche la solution qui correspond a un instant intermédiaire

¢’ pour lequel on définit une température intermédiaire et une dérivée par rapport au temps avec
les relations:

(v = o THA 4+ T + o gTH A

QT = (1-9) T + ¢ Tra (3.64)
. Tt_Tt-At
t _

I =%

Pour que le schéma soit du second ordre, Soyris ([SOYRIS, 1990]) montre que les
coefficients o}, &,, 05 doivent s'exprimer par:
3
Gy=(5-2c-7) (3.65)

1
a3=(cx—§+y)
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ol o ety sont des coefficients numériques choisis pour que la solution soit stable. Les
principaux schémas proposés sont: le schéma de Lees: ot = 1/3, y= 1/2, le schéma de Dupont:
o =1/4, y=1, le schéma de Crank-Nicholson: = 0, y= I et le schéma implicite:ar = 0, y=
3/2. Les expériences numériques montrent que le plus adapté est le schéma implicite, car pour
les autres on peut obtenir des fluctuations importantes de température dans le temps. Pour le
premier incrément de calcul on utilise toujours le schéma de Crank-Nicholson.

La thermo-dépendance de certains coefficients intervenant dans la définition des termes de
I'équation (3.52) est traitée en général par une méthode de linéarisation qui exprime C , K et F
en fonction des températures aux pas précédents. Ainsi une grandeur quelconque W est

exprimée a l'instant ¢’ par une expression cohérente avec (3.64). En introduisant un opérateur
B qui définit le schéma de calcul pour W*’ on obtient:

W' =BHW) = (o - agW + (0, + 2a )W (3.66)

Il'y a une exception au niveau du terme de rayonnement qui s'exprime 4 l'instant ¢ par
une valeur moyenne définie avec la relation:

<h =& GITHTNTAT,) + (T, AT T )] (3.67)

Si on suppose que £, pc, hc 76t hcv ne dépendent pas de la température et si la distribution
spatiale du flux extérieur est parfaitement connu, on obtient le systéme linéaire suivant;

(
C'T" +F =0

c'=xk! + K2+ Lfmm (3.68)
4 04

F'= ByF!) + F2+

C ) g
(1 -29T" - (1 - 7)T"4]- é%t(alrf 4 1 @, T

Une résolution classique du systéme (en utilisant la méthode de Crout par exemple)
permet de trouver T* et avec (3.64) on exprime finalement les valeurs nodales de la température
T4 et ses dérivées par rapport au temps.

Dans I'Annexe 6 on présente un exemple d'application de cette stratégie de résolution de
I'équation thermique dans le cas d'un test de torsion A chaud avec une régulation inductive de la
température,
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2.2.5 Calcul de la pression nodale

Compte tenu de la formulation en vitesse (3.41), la pression calculée 3 partir de (3.39)
(en utilisant l'opérateur divergence discréte Div (v} ) suppose une valeur constante sur

'élément. Pour exprimer d'une fagon plus précise le champ de pression, par des valeurs
nodales p = {p ”J, apres la résolution d'équation (3.51) par rapport au champ vitesse, on utilise

une formulation de Galerkin de 1'équation intégrale (3.26). La résolution par une méthode de

moindres carrés conduit &:

trouver le champ de pression nodale p, tel que:

-
nbnoe 3 2
p minimise F(p) = Z _[ (grad p,- div S, )sz das2
k=1 i=I Q
h
< Nbnoe Nbnoe
Ph= 2 PNpsy= 25N, (3.69)
n=1 n=1
p,= nlsh - nhr? pourn € 3.(2”

Contrairement 2 la partie 2.2.3 concernant le calcul des vitesses nodales V,, ol le tenseur

déviateur des contraintes est défini aux points d'intégration, directement en fonction du champ
de vitesses, on a besoin ici de déterminer les valeurs nodales 5, du déviateur des contraintes.

En utilisant la relation (3.9), on exprime s, sous la forme suivante:

S, =fPE,, € T)E " (3.70)
e =BV - ol I (3.71)

B, étant 'opérateur qui définit formellement le lissage par Orkisz.

L'avantage de cette méthode est qu'on obtient une fonctionnelle quadratique F(p) définie
positive et convexe. Ainsi la minimisation de F se réduit 2 la résolution d'un systéme linéaire et
symétrique en p exprimé par:

[A(X)] [p] = [B,(s, X)] (3.72)

qui définit 1'équation caractéristique de résolution de la pression. En conformité avec
(3.51) et (3.63) on peut 'écrire sous la forme condensée:

PP EXp, V. T, T, t)=0 (3.73)
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2.2.6 Résolution du couplage thermo-mécanique

L'ensemble des équations (3.51), (3.63) et (3.73) représente le systéme fondamental du
modele thermo-mécanique. Pour diminuer I'effort numérique de résolution et les problémes de
convergence, on préfére découpler les équations sur un incrément de temps (voir la figure 3.5).

IN'I'I'IALISATIQN§
t=0P, x° 7T =10 KO KO,

tt+ At
LISSAGEP.
[}
valeurs nodales de &'
— i
Actualisation

Calcul de la puissance disipée:

- par la déformation plastique
HAL AL tHAL - par le frottement

g * » I

de la rhéologie

isati températures nodaies T
Actualisation .
de la configuration
trat _ S
=8t+m : D LAPRE 1 N

P=0

§

. valeum nodaIes de Ia presszon p _-

NON
oul t<t, @

Figure 3.5: Schéma de résolution du couplage thermo-mécanique
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Ainsi on suppose connue la configuration X* & l'instant ¢ ainsi que 1'état de déformation &
et la températureT”. L'équation (3.51) est alors résolue par rapport au champ de vitesse V7.
L'équation de la chaleur (3.63) est résolue par rapport & T* avec le schéma de différences finies
en supposant le champ de vitesse égal 4 V', On doit tenir compte ici de toutes les variables
nodales correspondantes aux pas précédentes (la déformation équivalente, la vitesse), qui
intervient dans la définition du terme libre d'équation thermique (la puissance dissipée par la
déformation plastique et par le frottement). Enfin, 'équation de la pression (3.73) est résolue
par rapport 4 p en utilisant les variables thermiques précédentes et les champs de vitesses
actuels.

Finalement la résolution incrémentale du couplage thermomécanique peut s'écrire de la
facon suivante:

-~

R(P, €, XL, VETLTY) =0

< S5 (P, € Xt Vv, Tt” Tt '1‘-!, Vt—At. E'I-At’ TI-AE, TI-AI) =0 (3.74)

|2 (P, €L X5 pt VT T!) = 0

avec les principales conditions aux limites:

Vi = Ve sur %y,

(VE-VIOu)R = 0 sur 90, (3.75)
T(t=0) = 79 sur 2,

La réactualisation de la configuration géométrique et de la déformation correspondante 3
l'instant £+ At est faite par le schéma explicite dEuler :

{XI+AI = Xt + Ar V!

A ) (3.76)
EMA = gy Ar &t
ol la valeur nodale de la vitesse de déformation aprés lissage s'exprime par:
RN e AT 3.77
£ =\3¢,¢€, (3.77)

A la fin de chaque incrément, la rhéologie du matériau est redéfinie 4 l'instant £+ Az en

fonction des paramétres rhéologiques P, de la déformation généralisée 74 et de Ia

température T+4!,
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2.2,7 Remaillage et transport des variables

Pendant la simulation, la précision de calcul est évaluée & l'aide des estimateurs d'erreur
mécanique et thermique, définis suivant une norme en énergie (([FOURMENT, 1992]).
Cependant certains critéres locaux (test de dégénérescence, du rayon de courbure,
d'’homogénéité, etc.) permettent d'indiquer I'apparition de distorsions géométriques qui
perturbent la fiabilité de la résolution numérique. Ainsi, pour des éléments triangulaires
quadratiques, on utilise un procédé de remaillage adaptatif, capable de générer un maillage
optimal. La poursuite du calcul aprés un remaillage nécessite le transport de certaines grandeurs
de l'ancienne grille vers la nouvelle. C'est par exemple le cas de la température et de la

déformation.
La méthode la plus adaptée est le transport global par moindres carrés. Si q‘}f est le champ

connu sur l'ancien maillage et ¢’ le champ inconnu sur le nouveau maillage, le principe de

transport revient & minimiser la fonctionnelle ¢ définie par:

$= J (@ - ¢%)%dQ2 (3.78)
'Qh
Si on tient compte de la méthode d'interpolation sur 1'élément on a:

Anbnoe

= 2N,
n=
Nbnoe (3.79)

7y = X aWN,

oll Anbnoe représente le nombre des noeuds de l'ancien maillage.
Aprés l'intégration de (3.78) sur le nouveau maillage, la minimisation de ¢ par rapport
aux variables nodales ¢’} conduit au systéme linéaire suivant:

Sud =U, (3.80)
.

S, = f NN 4Q
Q
< h (3.81)

U, = J‘ g N2
\ Qh

La résolution de (3.80) permet de déterminer les valeurs nodales des variables

correspondant au nouveau maillage.
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2.2.8 Calcul des grandeurs globales caractéristiques des tests rhéologiques

La résolution par €léments finis permet de connaitre 2 chaque incrément de temps ¢ les

valeurs de toutes les variables internes ¢ =( €, X, V, p, T, T) qui caractérisent localement la
déformation plastique. Ceci nous permet d'évaluer plus précisément certaines grandeurs
globales M€ caractéristiques des tests mécaniques comme les couples C° pour le test de torsion
ou les forces F° pour le test de traction ou de compression. On utilise généralement des
éprouvettes avec des géométries normalisées (Figure 3.1) et on calcule le couple ou la force soit
sur la surface z = L (I1a oll on fait des mesures), soit sur la surface éguivalente z = 0, car les
forces d'inertie sont négligées. Ainsi le couple de torsion s’exprime par:

R

h)
C°=CP, q) = _f 275 (P, gy dr (3.82)
0

et la force de traction ou compression par:

RS
FC=FP, q) = J‘ 270, (P, q)rdr (3.83)
0

ou K représente le rayon maximal de la section considérée, s, la composante de cission
du tenseur déviateur et ), la composante axiale de contrainte.

En utilisant un schéma d'intégration de type trapezes, on approxime les grandeurs
globales 4 partir des valeurs nodales des contraintes sous la forme:

nbns
M = MEP, q) = g:[h(P, Gt + BP0 - 1) (3.84)
=]

ol nbns représente le nombre des noeuds qui se trouvent sur la section choisie. La
fonction d'intégration 4 est définie par:

7S g, (P, q)r2 pour un couple
h(P,g) = (3.85)
TG, (P, q)r pour une force
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3. MODELE INVERSE: CALCUL DE SENSIBILITE

La matrice de sensibilité /S] est définie & partir des dérivées des grandeurs observables
M€ par rapport aux paramétres 2 identifier P:

dMC
S =3P —pepouri=1,., setj=1,., r (3.86)

i

Pour le calcul de la matrice de sensibilité on choisit 1a méthode de différentiation directe.
Dans ce cas le calcul de la fonction objectif et de ses dérivées par rapport aux paramétres est fait
en méme temps. Par rapport A la méthode de différences finies qui nécessite au moins 7+
calculs de simulation, avec une précision trés supérieure, cette méthode est moins cofiteuse en
temps de calcul. De plus la précision numérique des dérivées est plus élevée car on utilise des
termes analytiques obtenus & partir des expressions qui interviennent dans le calcul des
grandeurs globales et locales.

3.1 CALCUL DE LA MATRICE DE SENSIBILITE

A partir de la relation (3.84), la dérivation analytique par rapport aux paramétres
rhéologiques conduit 4 l'expression:

aMe(P, h(P, q ) dr(P, q;)
( q) _ Z[d k1 k]rk+1 r)+

"
[WP.q, )+ P, qk)]( il (3.87)
dh .
avec 5~ défini par:

dsg (P,
n’-~%i} P 27rs g, (P, q}ﬂ%pour une dérivée de couple
dh(P, q)
P = 4G (P, g) (3.88)

qmid}%—— r+ o, (P, q)%pour une dérivée de force

On a alors besoin de calculer les dérivées des contraintes et des coordonnées radiales.
Si on dérive 1a relation de définition de la contrainte on obtient:
@ By

Ezg = dP (3.89)
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avec:

ds d€ L 95 dX 95 dV ds dT s drT

ds
VP YIX P PTIT Brypap Y

_95
=2

Les expressions (3.89) et (3.90) font intervenir les dérivées paramétriques de toutes les
variables nodales qui décrivent la résolution discréte du probléme direct. Par exemple, si on
utilise la relation (3.9) on obtient:

ds_ D ddg v, (0, D O o L) e sy
ge{P, &, T} 3e oe
Le calcul du tenseur des vitesses de déformation nodales est fait par la méhode de lissage
d'Orkisz (relation (3.71)) et on a donc:

dew 0B, dx av  dT
T X ap!/V+Bogp-ogp ! (3.92)
Pour la loi de type Norton-Hoff nous avons:
(g e (P, €, T}
§f-—(2/3)—3,aﬁ 1y (\13 )m1+2Kaq(x/38)’“ln(x/§s)
4 o (3.93)

ﬁ— - (23)K 7 + 2KNE (m-I)(NF i)

k

ol les dérivées du seuil KS, de la consistance K et de la sensibilité & la vitesse m par

rapport aux P, € et T sont obtenues analytiquement, a partir de leurs expressions.
Pour définir complétement la matrice de sensibilité on a besoin de déterminer les dérivées

d
paramétriques gg ‘fg g%, d.g , g etg—, donc de résoudre un probléme de sensibilité nodale.

3.2 CALCUL DE SENSIBILITE NODALE
3.2.1 Définition et résolution du systéme de sensibilité

Dans le chapitre 2 nous avons vu qu'un probléme de sensibilité pouvait étre formulé par
la différentiation des équations caractéristiques du modele. Si on dérive par rapport aux
parametres rhéologiques les équations fondamentales qui définissent la résolution éléments
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finis du modele direct (3.51), (3.63) et (3.73), on obtient le systéme de sensibilité sous la

forme:

(0R ORdE RV IRAT ORdT IRdX _,
P TP T P gyt X
05 05dE 054V 0SdT JSdT dSdX _ .
NPT P TP TT P 5P TIX AP (3.94)

oP 0Pde O0PdV JPdp JPAT IJPJIT IPdX _
Pr PP PP TP Pt X P

.
ol
av_ d dX,
daP ~ at' dP
_C_i_i'i_i dT (3.95)
dP—dr(dP)

En accord avec les conditions limites imposées dans le modele direct, pour les dérivées on
a les conditions suivantes:

* en terme de variables géomén'iqucs:% (1=0) = 0 sur £,

% = 0 sur 9Q,,
* en terme de vitesses nodales: n
%ﬁ +(V V"”‘)-%% = 0 sur 982, ,
c dT
* en terme de températures: ap (=0} = O sur &,
t A t
* en terme de pression: % = ﬁ‘-g——g—-ﬁ + g—'—;—-—-s-ﬂ + ’r\tr~s-i—;- - %Td sur c?.QhT

La surface de contact avec I'outil conserve la direction de la normale paralldle 3 I'axe

d'axisymétrie et on a% = (} sur B.th. Pour les surfaces libres le calcul de E’f est fait a partir

des denvcesﬁ correspondant aux noeuds qui définissent la surface discrétisée.
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Il est important de souligner que le systéme de sensibilité (3.94) est toujours linéaire ce
qui rend la résolution rapide. Pour avoir un calcul de sensibilité nodale cohérent avec la
résolution du probléme direct il faut utiliser la méme méthode incrémentale (voir 1a figure 3.6).

CALCUL DE SENSIBILITE DES VITESSES &

IR AV pet_g
oV dP U P :
scnsﬂnhtc des v1tesses nodales th/dP
tet+ At | | _
DERIVATION DU LI * ORKISZ,
]
sensibilité nodale de la vitesse de déformation dét/dP
Actualisation i
de_s dérivées d@s 1 Srvé la pui isiné
fonctions rhéologiques - par la déformation plastique
- par le frottement

gg”‘m dK‘*'At dmtAt

dP ° dP ' dP ™
l CALCUT, DE SENSIBILITE THERMIOUE ]
05 dT' .« :
“ocon S, =0 P
F. oI de o F
Actualisation % sens1b111tc des températures nodalcs dT*4%ap ]
o B RSA
AL T B e e e
axTt L, et b ILITE DE LA PRESSION
dP . P dpt et
< LB Pp=0

op dPy

Fipure 3.6: Schéma de résolution du syst&me de sensibilité
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Ainsi la dérivation du systéme incrémental (3.74) conduit a:

)
oR. d V! _
v ap Tt Rp=

s 4Tt
Qapgp +tSp=0 (3.96)

%-%+?}‘,:0

.

ol R, 8, P! représentent les termes de sensibilité déterminés avec les dérivées par
pr tpIeP

rapport aux variables d'état calculés aux incréments précédents (t-At et t-2At par exemple).
Ainsi pour les dérivées du résidu on a:

IR IRJE! IRX ORAT AT
Re=P* S dP "OXdP ‘TP gy dP (5.97)

Pour le terme correspondant & 1'équation de la chaleur, on peut écrire:

§1. 95, 05 der dsdv: ISdxt dSaTt 9Sdl
PPy dP TIVAP TIXdP T ITdP T gpdP T

S devs dSdys  ASdTs DSdlvs ;o
e @ T TITP ‘i (3.26)

Si on dérive I'équation de pression on obtient:

BfP oP dst a&vth 85?de 8"Pd]" a‘Pa‘Tf
ﬂ?‘ (3.99)
T o 4P tovap ToxXap torap* JT dP :

Pour résoudre le systtme de sensibilités (3.96) il faut déterminer les matrices qui

définissent chaque équation linéaire. Le hessien H = 35‘ la matrice de capacité C '= -g’i etla

matrice de pression 4 = ) sont déja calculés et triangularisés 2 la fin de chaque incrément. Le
principal calcul supplémentaire est 1ié & la détermination analytique des termes de sensibilité
T o 1
Rp) Sp et Pp.
La réactualisation des dérivées de la géométrie et de la déformation équivalente est faite
suivant le schéma d'Euler par:
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X't ax v

-5 F + At F

deitat 4t dét (3.100)
F T TP

ol partant des relations (3.71) et (3.76) on a:

vp , OB
’\/ [7:(152 S5V + Bofg £;“}EJU] (3.101)

B, étant l'opérateur qui définit le calcul d'Orkisz pour les vitesses de déformation aux

oB .
noeuds. On remarque qu'on a besoin de calcuier—aYO pour rendre précis le calcul de sensibilité

de la vitesse de déformation et de la déformation équivalente.
3.2.2 Calcul des termes de sensibilités mécaniques

Les dérivées du résidu donné par 'équation (3.45) sont définies par:

3 i
‘{Rnr_ Iy E_h_dg+ Jdﬁ) J tr(gh) 3aTh)d.Q’ I rr%i) dgx -
n

oq
2,

ot
J‘ #Nn dS* pour q € {P, €, T) (3.102)

aﬂ(n Jash aehdg (J'dg)j‘ J"3p odSF - j,r‘%‘f)dg (3.103)

'Qh Q, ‘Qh
avec:

o f, - -

rai;z aL; e‘}lppourq € (P, g, T}
Os 2

d5i=- fhf'—a%f(eh)eh
oT 3&, &, (3.104)
or, o -
e %Avhtpourq e (P, g, T}
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ot les dérivées des f}, et g, sont déterminées & partir de leurs relations de définition. Par
exemple pour la loi de type Norton-Hoff, si on utilise la rhéologie discréte définie par (3.49),
les dérivées des f}, sont obtenues analytiquement 2 partir des expressions qui définissent le
seuil, la consistance ou la sensibilité A la vitesse en fonction des P, £ et T. D'une maniére
similaire les dérivées de gj, sont obtenues & partir de la dérivée de la consistance K. Pour le
coefficient de pénalisation on dérive la relation d'adimensionalisation définie par (3.42).

Si dans le cas de la torsion on peut négliger les termes qui contiennent la sensibilité
géométrique, pour la traction ou la compression, l'influence du changement de la forme sur le
calcul de sensibilité du champ de vitesse est assez importante. Dans ce cas les dérivées
géométriques doivent tenir compte de l'influence des coordonnées nodales X sur le calcul du
résidu. Pour faciliter I'écriture on exprime le résidu par la somme du terme volumique &, du

terme de pénalisation & et du terme surfacique &°. Ainsi nous avons:

33{" 6‘1(" cﬂﬁ (}R; (3.105)

g% ~ X Tox "X

avec:
oR’ o ds, e de
9%2 J.sh gt A + gs-’—‘ -0-,—’d£z+ J.s,,:%(gv—") as¥ (3.106)
Q n Q Q "
h h h
ou

r

os de 2 4 -V 3 ,0& -vp
=g 2 (o 2 g O (T Y
3Sh 3£h
< (3.107)
a 8eh
x (TP = %

k

Le calcul détaillé des dérivées géométriques pour l'opérateur B est donné  'Annexe 7.
La dérivée du terme de pénalisation s'écrit sous la forme:

J. dt - ( J. d.(?)'z' J ppe(tr(s'h)dai';h)dﬂ‘- j tr(-i;;e—:ﬁ) dct +

'Qh 'Qh 'Qh .Q

( jdﬁ)"l[jp (tr(€ ,)-3 oT )" + f,o :rH)dQ] Itr%ﬁ)d.(2‘+
h h h h "

30
Jmf) f P {1r(e 1)-3 0T ) - [ j rr(—)dm Jtr(?ﬁ%))dﬁ] (3.108)

'Qh “Qh Qk 'Qh
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Pour les termes de surface il faut introduire les dérivées du jacobien associé i la
transformation géométrique surfacique et les dérivées du frottement par rapport aux
coordonnées nodales. Ainsi on obtient:

ot
97y
dX = J TdN ds” - f N _ds"- j LN _ds' (3.109)
Qyr £, .
ol
or, 8Avh g, 8IAvh /
oX = "8, 0% _amv [ X

(3.110)

Les dérivées géométriques de AVh; sont calcul€es & partir de (3.47) en tenant compte de la

formulation discréte du vecteur vitesse (3.35) et du vecteur tangent uy, nyuy = 0). Pour calculer
d€2" et dS" on dérive les expressions (3.36) par rapport aux coordonnées nodales. Un calcul
détaillé de ces termes est présenté a 'Annexe 8.

Pour le terme libre correspondant & 1'équation de sensibilité de pression, si on dérive

(3.72) on obtient:

¢ _3_Ai?£ 9B, dxt B, dst
Pr=0xaPP "X dp & P (-111)

Dans un premier temps on peut négliger les termes géométriques, car la pression
n'intervient dans aucune relation récursive pouvant éventuellement cumuler des erreurs

(comme, par exemple, le calcul de la déformation équivalente A partir du champ de vitesses
nodales). Donc, si on tient compte de Ia forme linéaire de la matrice Bp par rapport au déviateur

§ On approxime:

dst
Ph=- B,(X,75) (3.112)
dst .. .
avec 75 déterminé par (3.91).
3.2.3 Calcul des termes de sensibilités thermiques

Pour I'équation de la chaleur on va suivre le méme schéma de différences finies défini au
paragraphe 2.2.4. On définit alors les dérivées thermiques correspondantes par:

de' dTI -At th‘ dTr+A:
P T %1 gp tCagpt A3 gp
dT - (1 ) . dT 4
3 dP TTap (3.113)
dTt dT'-A
drt _ dP~ dpP
dP ~ At

\.
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Pour simplifier le calcul on détermine le terme de sensibilité thermique directement 2 partir

de la relation (3.68) par:
; e dE
Sh=T +

sachant que les dérivées totales par rapport aux P sont déterminées 2 partir des dérivées

(3.114)

partielles par rapport i toutes les variables d'état nodales qui interviennent dans I'expression
des matrices thermiques. Si on part du systéme (3.68) nous avons:

(dC' _ gK! . dx? , dC /dP)

. A

dF' df!  dF?

ap = Brlgp) + “gp +
< 4T At

Sl(12y -2 2Jdp S+ & b (3.115)
T 29T - (1 ey YL g eac gy
3
\.

Pour la matrice de capacité on doit dériver les termes géométriques intervenant dans la
description du jacobien et nous obtenons:

f chlNJd.Q" (3.116)
En ce qui concerne la matrice de conductivité on a d'une part l'influence des termes
géométriques et d'autre part I'influence des dérivées de la température intervenant dans la

définition du schéma de calcul du coefficient de rayonnement. Ainsi la dérivée de la premigre
composante s'écrit:

gi J' c?gradN daxt J' ogradN, axt
=)kt gradN d$¥ + | kgradN ““—Lax P ds +
h 'Qk
J. kgradNigradZ\G il (3.117)
Qh

Pour le deuxiérne type de terme de conductivité nous avons;

dK? d<h >t
—=d = J. h dN.NdS"-E— J h NNAS" + JA““LNNdS‘-% J <h >NNdS" (3.118)
cd T ] cv i f dP "i'j rmg
b)) x x
¢ f f f
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ol
d<h >lr d<h > e d<h >I reAt
= dT dr (3.119)
aP de T &P
<hr>t étant défini par la relation (3.67).
Les sensibilités des termes libres sont déterminées par:
aF! dv dg .
=" J thNJdQ' + J i NdS - _[ W 42" + J qpN ds* (3.120)
’sz z p)
¢ h ¢
._d_FJ_ J‘ T _ t J‘ d<hr>r t j‘ < T
P = h TON as hchaN as aP TaNJdS - <hr> TaNJdS (3.121)
% i Z

ol les composantes les plus importantes sont celles liées 4 la sensibilité de la puissance de
déformation viscoplastique et du frottement.
Si on dérive la relation (3.61) on obtient:

dw, ds, . &, 4V . dp, . ar
PR ) Sy g - da g Ty - Sop ot (3.122)
avec:
(a5 _ N Tndg g, 95,9 954dX 95,4V
P < Jg dp oT P "X aP* JV P
ge{P.e,T}
4 95 9e,dvV 2 ) vp OE4dV, .vp
v=lhgy ap oz (e Gy ) ® (3.123)
3e de
dp, 4P, . . dDiv(v,)

Le principe de calcul des termes intervenant dans ces expressions est similaire avec celui
utilis€ dans le calcul de sensibilité résiduelle (§3.2.2).

Pour la chaleur due au frottement (voir la relation (3.62)), la différentiation par rapport
aux paramétres rhéologiques conduit a:

dq dr ddv,,
= Begp dvy, + Bet—p (3.124)
ol
dq;'h &rh @_ h dX a‘L' a'AVht
P ) T Ry & oav, @ (3.125)

ge{P.eT}
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ot ot
avec “9“2}& (g € {P, & T}), F}?’ déja déterminés dans le paragraphe 3.2.2, par les relations
ot dAv,,
(3.104) et (3.110), et calculé i partir de (3.46) et (3.50). Le calcul de P L est fait par
hy

la dérivation de la relation (3.47) et on obtient:

dAv du duh
h ] ou Ny
L &u + (Vh"VO I)_h.] "y, + [(v]fv t)uh]dp (3.126)

dy du
o EPJL et HTL{L s'exprime en fonction des dérivées de la vitesse nodale % et de la

géométrie nodalc%.
3.2.4 Transport des variables de sensibilités nodales

Pour rester cohérent avec le schéma de transport par moindres carrés (§2.2.7) on doit

o . o . I f. G 4T
utiliser le méme principe de transport pour des variables de sensibilité paramétriquegs- et 75
En ce qui concerne les dérivées géométriques gp> St on veut étre rigoureux il faudrait dériver le

schéma de génération de maillage, ce qui nous paraft tout  fait difficile. Naturellement, pour
éviter ce probléme, on se dirige vers l'exploitation des aspects purement géométriques. Ainsi,
si on représente l'ancienne et la nouvelle grille des noeuds (figure 3.7), on constate que pour
chaque noeud "n" du nouveau maillage on trouve un ancien élément (ajasas)  laquelle il

appartient.

Figure 3.7: Définition du triangle de 'ancien maillage qui contient un noeud du nouveau maillage
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Dans ce cas on peut écrire:

Anbnoe

X" = Z X4P Ny(E) (3.127)

ol & est la coordonnée généralisée du point choisi dans l'espace de référence. Elle est
calculée par une technique d'inversion de la transformation géométrique qui fait passer
I'€lément de sa configuration de référence i sa configuration réelle.

La dérivation d'expression (3.127) par rapport aux paramétres rhéologiques P conduit &:

anv Anbnoe an]? dN (gl) dé'
= N xap k=% (3.128)
P kg‘ L NS X ]

’

On voit bien qu'on a besoin de calculer le terme —3 P qui, compte tenu de la définition de

nv
&', nécessite la connaissance de dPﬁ . Ceci rend la relation (3.128) redondante et on ne peut

pas arriver a déterminer la dérivée. Si on suppose la transformation par remaillage de telle fagon

a&

qu'on a P 0, on obtient:

anv Anbnoean n
a!P

B NY(E) (3.129)
k=1

L'expérience numérique montre que la méthode de transport par interpolation conduit aux
pertes des valeurs extrémes, notamment dans les zones de forts gradients. Comme on a besoin
d'un calcul précis de dérivées géométriques, on doit faire appel & des méthodes de transport
plus performantes. Dans une premiére approche on utilise un transport de type moindres
carrés. On calcule ainsi les sensibilités géométriques par la résolution du systéme linéaire
global:

delV
Snan= U, (3.130)
La matrice S est définie par (3.81) et le second membre par:
ann
u, = j P N"v (3.131)
'Qh
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3.2.5 Synthése concernant le calcul de sensibilité

Le calcul de sensibilité paramétrique développé aux paragraphes précédents montre qu'on
est capable d'évaluer simultanément les dérivées des grandeurs observables par rapport a tous
les parametres & identifier, en utilisant un schéma de calcul analytique. Le principe est de
déterminer les dérivées de toutes les variables intervenant dans le calcul des grandeurs globales,
partant d'une différentiation analytique des équations discrétes d'équilibre et du schéma
incrémental de résolution caractéristique du modele direct de simulation. De ce point de vue le
tableau 3.1 présente d'une fagon synthétique la correspondance existant entre le calcul direct
des variables et le calcul de sensibilité.

Tableau 3.1: Synthése concernant le calcul des principales dérivées qui interviennent dans I'évaluation de la
matrice de sensibilité

Calcul direct Calcul de sensibilité Méthodologie
Grandeurs observables M dMme Derivation analytique
Vi de la relation (3.84)
Fonction constitutive ¥ of df df dof Dérivation analytique
aP "’ 08 98’ o | de laloirhéologique
av Evaluation des termes
v dP de sensibilité:
Variables nodal o
bl e r a x}, 5
principales et
p _g!% résolution du systéme
de sensibilités (3.96)
Variable géométrique X ax Dérivation du schéma
dapP de réactualisation de la
géométrie (3.76)
Variables de ¢ & & dé de de  [Dérivation des relations
déformation dp ' dpP ' dP de définition; (3.38),
(3.71), (3.76), (3.77)
. i Dérivation des relations
Contraintes s, O ':ii_; ’ £ de définition:
(3.9) et (1.2)

On constate donc que le principal effort de calcul est du i la résolution du systéme
incrémental de sensibilité. Comme les matrices du systéme s'expriment directement en fonction
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des matrices intervenant dans le modele direct de calcul (le hessien, la matrice de capacité
thermique, la matrice de pression), le cofit additionnel de calcul est réduit A 1'évaluation des
termes de sensibilités paramétriques. De plus la linéarité des équations de sensibilités rend la
résolution rapide et précise.

1l est également important de souligner la flexibilité du calcul de sensibilité par rapport &
un changement de la forme analytique de la loi constitutive. Ceci se traduit par le fait que pour
déterminer la matrice de sensibilité correspondant & d'autres formulations de la loi, il suffit
d'introduire la nouvelle expression de la loi rthéologique et ses dérivées par rapport 2 toutes les
variables définissant sa forme analytique.

Par exemple, si on reste dans le cadre de la formulation rhéologique qui utilise les
expressions (3.13), on constate que le schéma de résolution incrémentale (figure 3.5) permet
facilement d'ajouter une dépendence de la consistance et de la sensibilité 2 la vitesse de
déformation en fonction de la vitesse de déformation. On peut ainsi écrire:

Kt+At _ KHAI(P, 8.t+.dt, T:+A:’ é-t

A f+A A At ot (3.132)
+ At +Af AL (AL S
m' T = Y, g P g

Pour le calcul de sensibilité, cette nouvelle formulation signifie seulement 1'addition des

& .
termes 5, ‘Z—K et C;—m- dans le calcul des dérivées paramétriques de la consistance et de la
£ £

sensibilité & la vitesse de déformation.

4. CONCLUSIONS

Dans ce chapitre nous avons présenté l'application de la méthodologie d'identification des
parametres rhéologiques partant d'une analyse inverse d'un modgle de simulation éléments finis
du test rhéologique. La méthode proposée intégre 2 la fois un modale direct de calcul (la
simulation du test) et un modele inverse d'identification basé sur un calcul analytique de la
matrice de sensibilité.

On souligne principalement la précision de calcul des grandeurs observables, car la
méthode de résolution des équations d'équilibre permet de prendre en compte la complexité
d'écoulement du matériau, notamment lorsqu'il s'agit des phénomenes d'auto-échauffement et
de localisation de la déformation. Il est ainsi possible d'identifier correctement des lois de
comportement par la minimisation d'une fonction cofit exprimant au sens de moindres carrées
I'écart entre les grandeurs mesurées et celles calculées par éléments finis.
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CHAPITRE 4

ANALYSES NUMERIQUES

1. INTRODUCTION

L'étude numérique d'un probléme d'identification suppose généralement quatre étapes
essentielles. Il faut tout d'abord vérifier que le calcul des dérivées est correct et par
conséquent que la précision d'évaluation du gradient de la fonction objectif est satisfaisante.
11 faut ensuite tester la convergence de 'algorithme vers le méme jeu de paramétres en partant
de différentes valeurs initiales. On vérifie ainsi s'il existe une accumulation d'erreurs pendant
les boucles d'identification. Il est absolument nécessaire d'étudier la stabilité du logiciel et sa
réaction & des données expérimentales faiblement perturbées ou bruitées. Il faut enfin valider
le calcul d'identification par des comparaisons avec d'autres méthodes de dépouillement ou
de calcul de parametres, dans des situations qui permettent de rendre fiables les approches
confrontées. L'importance de l'analyse inverse d'une simulation éléments finis peut aussi étre
renforcée par des analyses qui montrent les limites des méthodes traditionnelles.

On présentera dans ce chapitre une analyse numérique détaillée qui peut servir de
stratégie de référence dans des études numériques concernant d'autres applications
d'identification.

2. TEST DE TORSION (LOGICIEL TORRAOQO)

Les premieres études ont été consacrées a l'identification d'une loi de comportement &
partir d'essais expérimentaux de torsion. Le logiciel d'identification a donc été appelé
TORRAO (TORsion et Rhéologie Assistée par Ordinateur).

La forme de ia loi rhéologique est supposée connue. Nous avons choisi d'étudier une loi
de type Norton-Hoff classique, pour laquelle la consistance s'écrit sous la forme:

K =Ky (é+é0)"exp(-fﬁ) (4.1)

Dans ce cas le vecteur paramétrique P est défini par l'ensemble des valeurs{K, n, B, mj.
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Le terme £) permet d'éliminer les valeurs nulles de la consistance en début de
déformation(gy = 0.00!). Dans le tableau 4.1 nous indiquons les valeurs nominales des

paramétres, ainsi que le domaine admissible de variation.

Tableaun 4.1: Valeurs des paramétres rhéologiques

Ky [MPas™] n BIK] m
valeurs nominales 2. 03 5000. 02
) .y min 005 0.01 3000. 0.01
valeurs limites max 5. 1. 7000. 1.

Ces valeurs choisies arbitrairement vont nous permettre de construire artificiellement
un espace expérimental avec des simulations éléments finis du test de torsion, utilisant la loi
donnée par la relation (4.1) et les conditions opératoires reportées sur le Tableau 4.2.

Tableau 4.2: Conditions opératoires définissant les tests de torsion

TORSION aj az az b; by b3 Cy 7 €3

vitesse de rotation

. 0.1 1. 10. 0.1 1. 10. 0.1 1. 10.
Nftris]

‘emPél;“‘;“fe mitiale| ggo | 800 | 00 | 900 | 900 | 900 | 1000 | 1000 | 1000
[°C]

La géométrie de 1'éprouvette de torsion correspond aux dimensions normalisées (Figure
3:D=9mm,L=51mm,d=6mm,l=8mm,r=15mm.Lemaillage est non-structuré,
de type triangles quadratiques 4 6 noeuds (Figure 4.1) avec une taille d'élément de 1.5 mm
(648 noeuds et 281 éléments).

Figure 4.1: Maillage d'éprouvette de torsion
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Les calculs de simulation correspondant & chaque type d'essai (a;, by, ¢;, i = I, 2, 3)
sont effectués pour un pas constant de nombre de tours: AN = 0.01. Du point de vue
thermique on suppose les tests anisothermes et adiabatiques (pas de flux de chaleur sortant) et
on considére la conductivité ¥ = 30 {W/mK], la chaleur massique ¢ = 800 [J/KgK] et la
densité p = 7800 [Kg/m3]. Le phénomene de dilatation thermique est aussi pris en compte
avec o = 107 [1imm K].

On obtient un ensemble de courbes artificielles de couples C°* = C#*(N,N, T%) que I'on
considérera par la suite comme base expérimentale. Pour la définition du probléeme

d'identification on choisit une expression de la fonction cofit correspondant 2 la relation
(2.16) et on cherche les paramétres rhéologiques P = {Kj, , B, m} pour lesquels nous avons:

> [C}-CFT?
Q(P) = minQ oh Q="=1 - et Ponin SP <Pmax (4.2)

2 [C4P
i=1

Les valeurs extrémes des paramétres, Ppn €t Ppay, sont celles reportées dans le
Tableau 4.1.

2.1 TEST NUMERIQUE POUR LE CALCUL DES DERIVEES

Comme l'algorithme d'identification est essenticllement 1i€ an calcul des sensibilités

paramétriques, une premiére validation concerne la précision d'évaluation des dérivées des

R N o e .
couples par rapport aux parameétres i 1dent1ﬁerﬁ. La validation repose sur la comparaison
avec des valeurs numériques obtenues par la méthode des différences finies.

Pour éliminer l'effet de différence d'ordre de grandeur de chaque paramétre, on
adimensionalise leurs valeurs en les rapportant & la valeur initiale PO, Ainsi on définit les
nouveaux parameétres par:

_P . , .
P =}551P0#OetP =1-PsiPl=0 (4.3)

En considérant une petite perturbation AP’ = 1 073, on calcule les dérivées par rapport &
P'avec le schéma de différences finies suivant:

ACS _ C(P'+AP')-CY(P’)
AP = AP’

(4.4)

L'erreur de calcul de dérivées est quantifiée approximativement par la relation:
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dce At
dP’ = AP’
e; [Y] = ——=x100 4.5
4 (%] ace (4.5)
AP’
¢ c c c
oﬁ:%=%PosiP0¢OCt%=—%siﬁ:@.

La Figure 4.2 montre 1'évolution de l'erreur d'évaluations des dérivées au cours des
incréments, dans le cas de la courbe de simulation as.

Se-6 le-4

erreur des dérivées [%] _ emeur des dérivées [%]
de-6 |- 865
3e-6 |~
L Se-5

2e-6 |-

le-6 paramétre KO 3e-3
Oe+0 H— T T T T T T 0Oe+0 i 1 . ' ) ' ) ! i

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
incrément incrément
a) dérivées par rapport 4 K b) dérivées par rapport A n
Se-4 Se-5 -
| erreur des dérivées [%] | erreur des dérivées [%]

4ed - 4e-5 |-

3e-4 |- 3e5S

264 T 2e5

le-4 | paramétre beta 1e-5 b parameétre m

Oe+0 Y T 4 T ¥ T T T T Oe+0 T T T 13 T T T 1 T

0 10 20 30 40 50 a 10 20 30 40 50
incrément incrément
¢) dérivées par rapport a B d) dérivées par rapport A m

Figure 4.2: Evolution d'erreur de calcul des dérivées des couples pendant la simulation

On constate que les erreurs de calcul des sensibilités paramétriques sont trés faibles (<
0.0005%) et que généralement elles n'augmentent pas pendant le calcul incrémental, A
I'exception des dérivées par rapport & K, pour lesquelles on observe une faible augmentation.
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Compte tenu du fait que 1'ordre de grandeur d'erreur de calcul est de 10-5, on explique
cette variation, ainsi que ces fluctuations, par l'influence de la précision numérique de calcul.

2.2 TEST DE CONVERGENCE

L'objectif de ce test est d'analyser la capacité du module d'identification 2 retrouver les
valeurs nominales des parametres (celles qui nous ont servi A créer l'espace expérimental), en
partant de différentes valeurs initiales des parameétres po (Figure 4.3).

Conditions opératoires

M, 1%
¥

—  Simulation E.F.

Valeurs nominales P*

&8 Fef

Données “expérimentales’

c™L oSN, N, 10)

Convergence Estimation initiale P°

00,00

KynsB,m)
i

Valeurs identifiées P! . ) * gimulaticn E. ..
dentification * calcul de sensibilité

O T S * optimisation
Kpn,B,m) P

[ Erreur d’¢valuation de dC/dP

> Données expérimentales insuffisantes

= Probléme mal posé

= Existence des minima locaux

Figure 4.3: Schéma du principe d'émude de la convergence d'un logiciel d'identification

Pour ce type d'étude on considére les courbes de couples non-bruités 0, c'est-a-dire
celles qui résultent directement de la simulation du test de torsion (Cexo = C%). En tenant
compte des principaux €éléments qui définissent un probléme d'identification: I'espace
expérimental, le modé¢le de simulation et le module d'identification, on analyse la
convergence par rapport aux facteurs d'influence suivants:
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* lg configuration de l'espace expérimental (nombre de courbes et nombre de points par
courbe),

* le maillage initial de I'éprouvette,

* l'estimation initiale de parameétres,

* l'algorithme d'identification (influence de la régularisation).

2.2,1 Influence de I'espace expérimental

La formulation de la loi de comportement montre que, pour identifier les valeurs de
parameétres, il faut un minimum de quatre courbes, correspondant & deux vitesses de rotation
et a deux températures initiales différentes.

Concernant le nombre de points, il faut tenir compte du fait que chaque élément de la
matrice de sensibilité doit étre défini de fagon indépendante (pour éviter la proportionnalité
des lignes de la matrice).

Comme la taille de la matrice est égale au nombre de parameétres au carré r?), le
nombre de points s doit alors satisfaire la condition s = 2. Dans notre cas cela revient &
choisir un minimum de quatre points par courbe. Ainsi un espace expérimental minimal est
défini par A = azazbybs (4 courbes, voir le tableau 4.2). Pour mettre en évidence 1'influence
apportée par des valeurs expérimentales supplémentaires, on étudie d'autres espaces définis
par: B = ajazazbyby (5 courbes), C = ajazazbibybsz (6 courbes), D = ajagazbibibscicacs (9
courbes). Partant de deux estimations initiales différentes (Tableau 4.3), on retrouve, dans
tous les cas, les valeurs nominales des paramétres: Ky=2.[MPas™],n=03, B=15000 [K],

m = 0.2 avec une trés grande précision (= 0.005%).

Tableau 4.3: Résultats et variables numériques concernant la convergence d'identification pour deux
estimations initiales différentes et 4 espaces expérimentaux: A, B, C, D.

Nombre Estimation initiale 1 Estimation initiale 2
de points [Kg=1.n0=01,F =6500,m°=0.1|K)=1,n"=0.1, p° = 3000, m® = 0.1
par £=102 & =106

courbe = 4 itgr, |Conditionnement Qinit temps ;. oo Conditionnement ot temps
initial CPU[s] initial CPU[s]

espace A | 7 5x10° 4.5 | 2543 | 40 4x10° 0.77| 11400

espaceB | 7 6x10° 4.7 | 3179 | 19 4x10° 0.77| 10591

espace C | 7 5x10° 48| 3814 | 14 4x10° 0.77) 10293

espaceD | 7 3x10° 47| 5722 1 9 2x10° 0.76| 5659

Avec la premicre estimation initiale on observe que pour les guatre types d'espace
expérimentaux on obtient les valeurs nominales des paramétres aprés l¢ méme nombre
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d'itérations (7 itérations). Le nombre de conditionnement de la matrice de sensibilité initiale
reste presque inchangé et le temps de calcul est approximativement proportionnel au nombre
de courbes rajout€es. Par contre dans le cas de la deuxi®me estimation initiale, qui se trouve
dans l'espace de paramétres approximativement 3 méme distance relative des valeurs
nominales (eg) que la premiére, le nombre d'itérations dépend fortement du choix de la
configuration de l'espace expérimental. Ainsi, si pour l'espace A, caractérisé par peu
d'information expérimentale, la convergence est atteinte en 40 itérations, pour l'espace D,
plus riche en données expérimentales, elle est réalisée en seulement 9 itérations.

On remarque de plus que les temps de calcul sont presque équivalents pour les espaces
A, B et C et on observe une décroissance importante du temps de calcul (50%) pour D. Ceci
permet de souligner un fait important qui est que l'ajout de résultats expérimentaux
supplémentaires (donc des simulations supplémentaires) n'entraine pas forcément une
croissance du temps CPU, car l'identification peut alors s'effectuer en un plus petit nombre
d'itérations, avec un effort de calcul sensiblement diminué. Il est aussi intéressant de noter
qu'une estimation initiale plus proche de la solution, n'implique pas forcément un nombre
d'itérations plus petit. C'est le cas de la deuxieme estimation initiale pour laquelle la fonction
cofit de départ (QO =~ 77%) est plus petite que celle correspondant 3 la premidre estimation
QY= 450%). On explique ce comportement numérique par le fait que la fonction cofit peut
avoir un gradient plus faible dans certaines directions de l'espace des paramétres, ce qui peut
diminuer le niveau de correction des paramétres pendant la minimisation,

2.2.2 Influence du maillage

Dans une simulation par éléments finis, la discrétisation géométrique de I'éprouvette,
donc le maillage, est un facteur essentiel qui contrdle l'erreur de calcul. C'est la raison pour
laquelle on a étudi€ la convergence du calcul d'identification pour trois types de maillage: le
premier (taille de I'élément = 1.5 mm) est celui & partir duquel on a construit notre base
expérimentale, le second est un maillage grossier (taille de I'é1ément = 2.5 mm) et 'autre plus
fin (taiile de I'élément ~ 0.5 mm). Ainsi, dans le cas de la premiére estimation initiale, on
arrive 2 identifier les valeurs nominales des paramétres (voir Tableau 4.4), avec 0.4% - 4%
d'erreur pour le maillage grossier et avec 0.1% - 1% d'erreur pour celui plus fin.

Tableau 4.4: Influence du maillage sur les valeurs identifiées

gros (taille = 2.5) 307 126 6 1191261 02 |0.2988(4999.99 | 7x107
nominal (taille = 1.5) 648 281 7 2. 0.2 0.3 5000. |2x10°
fin (taille = 0.5) 1757 758 7 12.0234] 0.2 |0.3004| 5000. |2x107
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On peut donc conclure ici qu'a partir d'une certaine taille d'élément (généralement
définie pour que le calcul de simulation soit assez précis), le raffinement du maillage
influence peu les résultats d'identification.

2.2.3 Influence de l'estimation initiale

En conformité avec la théorie des problémes inverses, on dit que le probléme
d'identification est bien posé, si pour n'importe quelles valeurs initiales de paramétres
(appartenant au domaine admissible) on obtient la méme solution. Certaines catégories de
problémes inverses (modeles linéaires ou convexes) disposent de conditions nécessaires et
suffisantes qui assurent l'existence et 1'unicité de la solution. Dans Ie cas d'un modele non-
linéaire général, ces conditions sont trés difficiles & établir et en conséquence nous sommes
obligés d'effectuer des tests empiriques permettant de mettre en évidence la possibilité
d'existence de minima locaux ou de problémes de convergence. On choisit donc d'étudier la
convergence de l'algorithme en partant de différentes valeurs initiales de paramétres,
définissant un domaine le plus large que possible.

On sélectionne, dans un premier temps, des valeurs de départ correspondant aux noeuds
de I'hypervolume défini par l'intersection de tous les hyperplans P;=P; .. et P;= Pi ..,
oui=1,...,r(donc 2" points).

Ayant 4 parametres 3 identifier, on obtient donc 16 jeux de valeurs initiales, pour
lesquelles Ies résultats d'identification sont reportés dans le Tableau 4.5.

Tableau 4.5: Conditions numériques de con\?crgence pour des estimations initiales choisies parmi les points
extrémes de Yespace paramétrique (valeurs nominales identifides avec une précision de = 0.005%).

Estimation initiale des paramétres Espace exp. A Espace exp. D
(4 points/courbe) (4 points/courbe)
K} m’ n i Sg Itérat. 0’ Itérat. Q°
5. 1. 1. 7000. 4.884 20 0.55 15 0.60
5. 1. 1. 3000. 4.884 20 0.98 15 0.98
S. 1. 0.01 | 7000. 4.398 8 94.40 9 61.13
3. 1. 0.01 | 3000. 4.398 9 2.60 7 2.64
5. 0.0 1. 7000. 2.959 8 0.60 6 0.60
5. 0.01 1. 3000. 2.959 12 0.99 11 0.99
5. 0.01 0.01 | 7000. 2.061 15 696.12 8 77.35
3. 0.01 0.01 | 3000. 2.061 11 0.94 9 1.35
0.0 0.01 0.01 | 7000. 1.716 19 0.36 14 0.39
0.05 0.01 0.01 | 3000. 1.716 21 0.98 16 0.98
0.05 0.01 1. 7000. 2.731 10 0.99 8 0.99
0.05 0.01 1. 3000. 2.731 12 1. 11 1.
0.05 1. 0.01 | 7000. 4.248 11 0.62 10 0.65
0.05 1. 0.01_| 3000. | 4.248 9 0.7 7 0.97
0.05 1. 1, 7000. 4,749 22 1. 17 0.99
0.05 1. 1. 3000. 4.749 20 1. 15 1,
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Les résultats numériques montrent qu'on obtient toujours la convergence, et confirme
encore une fois que pour un espace expérimental de type D la convergence est toujours plus
rapide que dans le cas ol on utilise un espace de type A.

Un deuxié¢me essai numérique de convergence consiste 4 choisir des estimations
initiales de parameétres 2 l'intérieur de I'hypervolume définissant le domaine admissible
(Pipin < Pi S Ppp,y)- On part d'un point de référence situé i lintérieur de l'espace
paramétrique (par exemple celui défini par: K = 1., n% = 0.1, p% = 6500, m® = 0.1) et on fait
varier successivement chaque paramétre, entre sa valeur minimale et sa valeur maximale (par
exemple 0.05 < Kg <5). On tente ainsi d'étudier l'influence de la valeur initiale de chaque
parametre sur 'histoire numérique de la convergence, exprimée par la variation de Ia fonction
cofit Q pendant la minimisation.

1,0 HH 1,0 '=
09 I % fonctioncolt —o— K0 =0.05 :{ ‘-E.fonction coiit -—:—— n= (.01
L] |§ H sonsumenndamasania KO - 1 H H n= 0‘1
0,8 [l m=-fre=e KQ=3. 08F i - oet =02
o A1 =i K0=4. ] wmrRET n=Q4
0.7 | it —-—a-- K0=S5. ! TTRTT 0=05
i ;L H
0.6 06F R 1KO=1MPa, m=0.1, beta = 6500
0,5 m = 0.1, n = 0.1, beta = 6500 AR
0.4 Fb.1 f
0,3
0,2
0,1
0 274 6 8 10 12 14 16 18 20
itérations itérations
a) variation de K b) variation de n
3,0 20T :
Ji :: fonction coflit —e—  peors = 3000 18 } ¢ fonctioncolit —e— g1
2 5 i‘ n (TR S beta _ 4m0 i B P v m= 0'05.
kY ===tr== beta= 6000 16 -e---c me=(,1
39 st=r#e~ beta= 6500 [ ===t m=03
20 3 ==®&== beta=7000 | IA[ § —-A-- m=04
L4 1 121
] 5
10
08 I
06 [ 3 KO = 1MPa, n = 0.1, beta = 6500
04T
02
0 2 4 6 8 10 12 0 i 3
itérations itérations
¢) variation de B d) variation de m
Figure 4.4: Histoire numérique de I'identification pour le cas oil les valeurs de départ sont A Yintéricur da
domaine admissible
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Les graphiques présentés sur la Figure 4.4 mettent en évidence le fait qu'on obtienne le
minimum global en un nombre convenable d'itérations, variant entre 7 (pour les coefficients
n et m, Figure 4.4 ¢ et d) et 20 (pour K, et B, Figure 4.4 a et b). Pour l'identification un
espace expérimental de type D a ét€ utilisé. Des variations trés lentes sont obtenues pour des
valeurs initiales de la consistance qui se trouvent au voisinage des valeurs limites (Figure 4.4
a), car il est possible que dans ce cas la projection des valeurs de paramétres sur le domaine
admissible oblige & chercher les nouveaux parametres autour de leurs valeurs antérieures ou
extrémes. Pour éviter ce genre de probléme, une solution pratique consiste en une extension
du domaine de recherche de paramétres, notamment en ce qui concerne les coefficients qui
ont l'influence la plus importante sur l'ordre de grandeur des variables calculées (dans notre
cas la consistance et le coefficient de sensibilité a la température).

1,0 Ty ; =~ 1,0
i i3 fonction cofit | fonction cofit
031 i —o—  K0=005 ' —o— ;=001
0,8 - |ll ........ B KO = 1. 08 R ==. ........ ¥ ST n=0-1
é 1 --=fte- KQ=3. ‘ | JIoTT n=02
07 F 0=1. - IR =04
06 [ Ko=>. osf § 3 T
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0.4
03
02
0.1
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LASE NEL D BELEN AR L)

0,0 ™ _—
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Figure 4.5: Histoire numérique de l'identification pour des valeurs admissibles de Ky et B modifiées
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Si par exemple on modifie les valeurs limites de Kq et B tel que K{mip = 0-001 MPas™,
Klmax = 10.MPas™, B_. = 100. [K], et Bmax = 10000.[K], on obtient une convergence plus
rapide (Figure 4.5). On remarque que pour la majorité des points de départ on obtient les
valeurs nominales des paramétres aprés 5 ou 7 itérations, A I'exception de deux cas, pour
lesquels la convergence est réalisée respectivement en 12 et 14 itérations. Par rapport aux cas
testés antérieurement (Figure 4.4), le temps de calcul est diminué de 30% 2 50%.

2.2.4 Influence de la régularisation

Cette étude concerne l'analyse du module d'identification dans le cas oii I'on ajoute 2 la
fonction cofit Q un terme de régularisation Q,, c'est-a-dire qu'on définit un O* sous la forme

Q% = (I-A)Q + AQ,, ot A représente le coefficient de régularisation. On choisit une

estimation initiale du jeu de paramétres correspondant 3 une valeur élevée de I'écart initial,
par exemple K0 = 5., 10 = 0.01, B = 7000, m? = 0.01 pour lequet Q° = 70 (7000%).

Le tableau 4.6 contient les résultats d'identification obtenus avec une régularisation de type
Tikhonov pour trois valeurs trés différentes du parametre de régularisation A.

Tableau 4.6: Influence d'une régularisation de type Tikhonov

(0] 2
TIKHONOV: Q = 2;' [Pj / Pj -1]
valeurs =0 A=107 | a=10% | 2=107
nominales
fonction cofit Q 0% 03x10° % | 0.06% 16 % 23.9%
itérations - 15 21 23 43

K, [MPas™] 2. 2.0000 1.9985 05630 0.6936
n 0.3 0.3000 0.2988 0.0362 0.0101

B (K] 5000. 5000.00 499947 4770.90 4538.34

m 0.2 02000 0.1999 0.1284 0.0102

Si pour une régularisation trés faible, voire nulle, les valeurs nominales sont identifiées
aprés 15-20 itérations, il n'en est pas de méme pour une valeur élevée de A pour laquelle
Palgorithme stagne autour des valeurs trés différentes, la régularisation imposant une
recherche de paramétres dans une zone trés limitée. Pour obtenir une convergence
satisfaisante vers les valeurs nominales, on s'apercoit qu'une bonne maitrise du coefficient de
régularisation est nécessaire, ce qui rend cette méthode trés difficile 3 utiliser.

Un deuxiéme essai numérique d'identification i été réalisé pour un terme de
régularisation de type Levenberg (Tableau 4.7). Dans ce cas on constate que l'algorithme
converge en 16 itérations pour A = 10”7 et en 62 itérations pour A = 10~ . Enfin pour un
coefficient de régularisation plus grand, A = 707, l'algorithme stagne aprés 1200 itérations,
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les parametres identifiés restant dans le voisinage de leur valeurs nominales. De ce point de
vue le choix de A est moins sensible que dans la méthode de Tikhonov.

Tableau 4.7: Influence d'une régularisation de type Levenberg

k 2

LEVENBERG : Q= ; [P/ P;-1]

k - itération de calcul GAUSS-NEWTON)
valeurs A=107 A=103 A =107

nominales
fonction cofit O 0 % 0.5x107 % 0.2x10% % 0.6x10"1%
itérations - 16 62 1200

K, [MPas™] 2. 2.0000 2.0005 1.9643
n 0.3 0.3000 0.3000 0.2999
BIK] 5000. 5000.01 4999.99 501546
m 0.2 0.2000 0.1999 0.2000

Pour diminuer l'importance du terme de régularisation pendant la minimisation,
notamment lorsqu'on s'approche de la solution, on préfére utiliser une méthode de type
Levenberg-Marquardt, dans laquelle le paramétre régularisant est calculé avec la formule
(2.43) proposée dans le paragraphe 5.3.4, chapitre 2. Les tests numériques (Tableau 4.8)
montrent qu'on a réussi A obtenir la convergence en un nombre raisonable d'itérations, pour
des valeurs assez différentes de la réguiarisation initiale.

Tableau 4.8: Influence d'une régularisation de type Levenberg-Marquardt

2
LEVENBERG - MARQUARDT modifié: 0, = 3" [P./ P/~ 1] ,

0 ok k&
A=min(]", [I1), A" =
ng 1+5k

J
T
s _ gradQ’A"[graddf]

\/_Q—k

k_ o T
A = diag(. Sk ]33dk )} (& - itération de calcul GAUSS-NEWTON)

valews | =107 | =107 2= 107
fonction cofit Q 0% 0.3x10° % 03x10°% | 0.2x10° %
itérations - 15 11 60
K, [MPas"™] 2, 2.0000 2.0000 2.0000
n 0.3 0.3000 0.3000 0.3000
B K] 5000. 5000.00 5000.00 5000.00
m 0.2 0.2000 02000 0.2000
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Evidemment pour /’LO de l'ordre de 107, 1a convergence se fait en un nombre plus élevé
ditérations (ici 60). Mais, par rapport & la méthode de type Levenverg, on a toujours une
diminution considérable du nombre d'itérations (division par un facteur de ~ 5 pourR,O =107
et un facteur de = 20 pour 20 = 1 07%). 1l est donc naturel de conseiller I'utilisation de cette
derni¢re méthode pour l'identification de cas difficiles, qui présentent un probléme de
convergence ou pour lesquels il s'avere nécessaire de stabiliser 1'algorithme d'identification,

c'est a dire de réduire les oscillations numériques.

2.3 TEST DE STABILITE

On dit qu'un algorithme d'identification paramétrique est stable si pour de petites
variations des données expérimentales (AC®* < g), les valeurs des parameires identifiés se
trouvent toujours dans le voisinage de leurs valeurs moyennes obtenues pour AC* = (), Pour
tester la stabilité il faut donc construire un espace expérimental faiblement perturbé. Partant

des valeurs de couples obtenues par la simulation numérique, on définit la perturbation par:
eefch?+AC? pourj=1,. .., s (4.6)

ot AC®* représente le niveau de perturbation, soit défini par une constante (AC® = g},
soit généré aléatoirement avec une fonction de type "random” (ACE* = ERAN(x)C®* ). Le
niveau d'erreur € quantifie l'ordre de grandeur de la perturbation désirée.

2.3.1 Influence des erreurs de perturbation

Le Tableau 4.9 regroupe les valeurs des paramétres obtenues pour quatre valeurs différentes
d'erreur moyenne et deux types distincts: l'une constante et l'autre aléatoire uniforme.

Tableau 4.9: Influence d'une perturbation constante ou aléatoire uniforme (perturbation des valeurs comprises
entre ( et £). Les valeurs initiales des paramétres sont: Kg =], m’= 0.1, =01 , ﬁo = 6500 )

Erreur constante Erreur aléatoire uniforme
E=001%| e=01% | e=1% | e=10% |e=0.01%| e=01% )| e=1% | e= 10%
K, 2. 2. 2.00001 2. 1.9999 | 1.9995 | 1.9951 | 19556
m 0.2 0.2 0.2 0.1999 02 02 02 0.1999
n 0.3 0.3 0.3 0.2999 | 0.2999 | 0.2998 | 0.2983 | 0.2840
B 5000. 3000. | 4999.99 | 499999 | 5000. 5000. 5000. | 5000.05
0 | 2x10% | 21108 | 2x107 | 2x10% | 2x10° | 2010% | 20107 | 2x107
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Les erreurs induites sur les coefficients identifiés sont trés faibles, méme pour une
perturbation assez grande (10%) pour laquelle 'erreur d'identification est au maximum de
5%.

Comme dans la plupart des cas expérimentaux réels la distribution des erreurs de
mesure est de type Gaussien, il est important d'étudier l'influence d'un tel type de dispersion.
Dans ce cas on utilise 1'expression (4.6), en définissant AC a 1'aide d'une fonction aléatoire
normale capable de "simuler" la présence d'un bruit de mesure. Les résultats d'identification
(Tableau 4.10) montrent que les valeurs moyennes des coefficients rhéologiques avoisinent
leurs valeurs de référence.

Tableau 4.10: Influence d'une perturbation aléatoire de type Gaussien (perturbation des mesures entre -2¢ et 2¢)

Gusin| 50 | Ko | m | % | n | % | B | %0

&= 0.01% | 2.0007 | 8.1x107* | 0.1999 |1.2x10°| 0.2999 | 5.0x10 | 2999.48| 0.37 |8.x10”
e=01% | 2.0072 | 8.1x10° | 0.1997 |1.2x107%| 0.2999 | 5.4x10% | 4994.79| 3.73 |8x107*
e=1% |2.0725| 84x10% | 0.1971 |1.2x103| 0.2985 | 5 4x107 | 4948.07| 37.02 |8.x10
e=5% |2.3770| 4.7x10"" | 0.1855 15.8x103| 0.2923 |2.6x107 | 4744.39| 181 22 |4 x 1072
= 10% | 2.7890|10.8x1071| 0.1715 |1.1x10] 0.2840 | 5.1x10% | 4498.92|353.17 |9 x 107

De plus, avec le module d'estimation de l'intervalle de confiance (§5.4, chapitre 2) on
peut estimer la valeur de dispersion de chaque paramétre et on peut mettre en évidence la
corrélation existant entre les erreurs de mesure et la précision d'estimation paramétrique. On
observe ainsi que la distribution gaussienne donne des erreurs plus importantes sur les
valeurs identifiées, car plus on augmente les erreurs de mesure (voir le cas de 5% et 10%),
plus les déviations des parametres deviennent grandes.

Ceci nous a amené a étudier l'influence du nombre de points par courbe sur I'écart entre
les valeurs identifiées et nominales, et sur les valeurs de déviation paramétrique.

2.3.2 Influence du nombre de points expérimentaux

Dans tous les tests de stabilité précédents nous avons utilisé seulement les 4 premiers
points de la courbe. Il est important de souligner que les dispersions aléatoires doivent étre
¢tudiées sur un nombre plus important de points expérimentaux, car disposer de plus
d'informations supplémentaires, permet de mieux séparer l'effet déterministe de I'effet
aléatoire.
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On justifie cette conclusion en utilisant un espace expérimental dont le nombre de
points par courbe varie progressivement de 10 & 100 (avec un pas de variation de 10). Le
niveau d'erreur choisi est de € = 5%.

On a représenté tout d'abord la variation d'erreur d'identification, calculée comme la
différence relative entre les valeurs moyennes obtenues et les valeurs nominales (Figure 4.6 ).

20 v 3 . I v | ¥ * 1 T | M i v ) : L * 3
bt -—u'll-nn—m KO e
. u ------ m -
—15F -
s | | ]
3o i “r=+&='=  beta ]
g [ .
g N ]
é 10 ] i
= [ .
8 [
E
5 -
0
0

nombre des points par courbe

Figure 4.6: Variation d'erreur de prédiction des valeurs moyennes en fonction de nombre des points/courbe.

Les erreurs obtenues sont de l'ordre de 3% pour Kg» 0.6% pour m, 1% pour n et 1%
pour B. Elles sont liées  la distorsion aléatoire des courbes. On observe donc que du point de
vue de la précision des valeurs moyennes, prendre 10 points par courbe semble raisonnable
pour un niveau de perturbation des données expérimentales de l'ordre de 5%.

En ce qui concerne l'intervalle de confiance de chaque parametre, la variation des
dispersions (Figure 4.7) montre qu'il nous faut un minimum de 50 points/courbe.

On est capable dans ce cas de prédire les coefficients théologiques de la loi classique
avec une dispersion variant entre 2%-3% (pour n, m, et ) et 10% pour K- L'erreur sur la
consistance s'explique par le fait qu'il y a une importante corrélation avec le parameire de
sensibilité thermique (pkB = (.8), et avec le coefficient d'écrouissage (Pgn = 0.5) (le calcul
des coefficients de corrélation s'effectue en utilisant la relation (2.57)). Pour diminuer ce
niveau d'incertitude il faut évidement disposer de valeurs expérimentales plus fiables,
connues avec une meilleure précision (de l'ordre de 1% par exemple).
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Figure 4.7; Variation de la dispersion paraméirique en fonction de nombre des points/courbe.

2.4 VALIDATION

Une premiére question concernant une étude d'identification repose sur la pertinence
des valeurs des paramétres. Il est donc naturel de chercher & établir un critére de validité en
utilisant la confrontation avec une méthode analytique d'analyse du test rhéologique.
Rappelons que les hypothéses classiques du dépouillement du test de torsion sont
généralement valables pour des éprouvettes sans entaille et pour des conditions isothermes de
déformation.

Nous avons choisi d'analyser par une méthode analytique les courbes de torsion
générées artificiellement par des simulations éléments finis. L'approche éléments finis sera
alors valide si les parametres identifiés par l'analyse inverse sont trés proches de ceux
obtenus par la méthode analytique.

Afin de démontrer de fagon plus systématique les limites d'un calcul traditionnel, on
effectuera des comparaisons dans des conditions plus réalistes de déformation (géométrie
avec entaille, conditions anisothermes).

Le Tableau 4.11 synthétise ainsi les conditions de simulation des tests de torsion,
partant de trois géométries d'éprouvettes différentes. Le comportement du matérian est
supposé de type Norton-Hoff, caractérisé par les paramétres rhéologiques du tableau 4.1. La
discrétisation €éléments finis est définie par des maillages fins (taille d'élément = 0.5 mm)
construit avec des triangles quadratiques. Pour simuler la présence d'erreurs de mesure, on
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introduit une perturbation de type Gaussien avec un facteur d'incertitude approximativement
de 5%. On obtient finalement les courbes couples-nombre de tours (C**) considérées comme
résultats expérimentaux issus d'un test de torsion réel.

On cherche 2 identifier les coefficients rhéologiques en utilisant deux méthodes: 'une
utilise I'approche éléments finis (TORRAO), et l'autre une méthode de régression non-
lin€aire & partir d'un modéle analytique. Cette derniére est considérée comme représentative
des méthodes classiques. Elle repose sur une analyse simplifiée de la cinématique du test de
torsion (voir Tableau 1.2), seulement dans la partie utile de 1'éprouvette.

Tableau 4.11: Géométrie d'éprouvettes et conditions de simulation des tests de torsion.

TORSION Conditions
Géométrie d'éprouvette Isotherme Anisotherme
(adiabatique)
I Al | A2
GI )
NI - 0.1 t['/S
E .
g N2 = 1. u—/S
=g .
20 mm N3 =10, tf/S
GII
' \/ R1,5 )
g £ T9 = 800°C 79 = 500°C
g
3 et
=g
P \ 9 = 1000°C 79 = 600°C
{ 20 mm
! 51 mm
GII
R15 isition:
- - AN = 0.02 tours, N, = 1.tour
g g . .
b ° coefficients thermigues:
A ma) p = 7500 [Kgim’], k = 30 [WimK]
51 mm ¢ = 800 [JIKgK]
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Les valeurs des couples sont obtenues par I'intégration de la contrainte tangentieile Oy,

et s'expriment directement en fonction de la géométrie, de la vitesse de rotation, du nombre
de tours et de la température sous la forme:

. m+n+3
Can = 27K, exp(}%) (INpr L ;—5_ " (4.7)

ol ry et [,y représentent respectivement le rayon et la longueur de la partie utile.

Les valeurs de départ des paramétres sont dans tous les cas: K 00 = l.,[MPas™] nl=0.1 ,
B2 = 1000 [K], mP = 0.1.

Si les conditions sont isothermes (T = TO), les résultats sont presque identiques pour
une géométrie de type GI (tableau 4.12). Dans ce cas les hypothéses du modéle analytique
sont entiérement respectées et on peut alors considérer cette comparaison comme étant une
premiére validation en ce qui concerne le calcul éléments finis.

Tableaun 4.12: Résultats d'identification pour une éprouvette de type GI

TYPE DE GEOMETRIE: GI
P I (isotherme) Al (anisotherme) A2 (anisotherme)
TORRAO Mod¢le TORRAO Modele TORRAO Mod¢le
Analytique Analytique Analytique
Ko 1.9391 1.9320 1.5363 2.1951 1.8548 5.2792
n 0.2903 0.2978 0.2905 0.2734 0.2926 0.1367
B 5001.68 5002.80 5018.98 4820.58 5054.26 3816.96
m 0.2031 0.2035 0.2031 0.1967 0.2034 0.1587
Q 5.13% 5.26% 5.13% 5.46% 5.12% 9.85%
itér. 8 11 9 10 14 12

Pour des conditions anisothermes les différences des résultats augmentent
progressivement avec l'importance de I'effet d'autoéchauffement. Ainsi, plus la vitesse de
rotation est grande et la température initiale petite (cas A2), plus le phénomeéne
d'autoéchauffement est important et le calcul classique des paramétres négligeant ce
phénomene devient non valable. En ce qui concerne la deuxiéme géométrie (tableau 4.13),
pour les conditions isothermes de déformation, on constate peu de différences entre les
valeurs identifiées.
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Tableau 4.13: Résultats d'identification pour une éprouvette de type GII

TYPE DE GEOMETRIE: GII

P I {isotherme) Al (anisotherme) A2 (anisotherme)
TORRAO | Modele | poppag | Moddle | poppag | Modile
Analytique Analytique Analytique
Ky 1.9345 1.8027 1.9318 1.9514 1.8524 3.9567

n 0.2504 0.2965 0.2905 0.2778 0.2913 0.1672
B 5016.99 5002.96 5019.20 4863.43 5051.03 4080.61
m 0.2031 0.2035 0.2031 0.1976 0.2030 0.1631
Q 3.13% 5.41% 5.13% 5.56% 5.12% 8.66%
Itér. 14 11 14 11 17 14

Ceci s'explique par l'influence réduite de I'entaille sur la distribution de la déformation
dans la partie utile de I'éprouvette. Par contre on obtient toujours des différences importantes
pour les tests anisothermes. Au fur et 3 mesure que les conditions thermiques deviennent plus
séveres (importante augmentation de la température pendant I'essai - cas A2), les différences
entre les valeurs des coefficients théologiques augmentent. Pour la demidre géométrie, dans

des conditions isothermes de déformation, contrairement aux cas précédents, on constate une
mauvaise estimation de Ia consistance K si on utilise le modele analytique (Tableau 4.14).

Tableau 4.14: Résultats d'identification pour une éprouvette de type GIII

TYPE DE GEOMETRIE: GIII

P I (isotherme) A1l (anisotherme) A2 (anisotherme)
TORRAO Modele TORRAO Modele TORRAO Modele
Analytique Analytique Analytique

Ko 1.9359 0.7949 1.9367 1.1324 1.8367 4.7064

n 0.2907 0.3095 0.2912 0.2702 0.2947 0.1405

B 5017.29 5002.06 5018.67 4756.58 5067.08 3803.67

m 0.2031 0.2035 0.2032 0.1897 0.2044 0.1193

Q 5.13% 5.81% 5.13% 5.81% 5.07% 10.56%
itér 15 16 15 12 21 11

Dans ce cas on remarque qu'il est difficile d'établir la longueur de la partie utile, car
plus le rapport Eli— devient petit, plus la composante radiale du champ de vitesse est importante.
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Ainsi la Figure 4.8 montre qu'il faut tenir compte d'une distribution radiale-axiale de la

déformation autour du congé.

Eb < .129
120<Eb < .257
257<Eb < .386

.386<Eb < .515

515<Eb < .643

B843<Eb < .772

| 772<Eb < 901

901<Eb <1.030

1.080<Eb

Figure 4.8: Iso-valeurs de la déformation pour une simulation isotherme du test de torsion

(N =10 tr/s, t = 0.042s)

Pour des conditions anisothermes les différences deviennent plus importantes, car une
entaille plus petite augmente 1'effet d'auto-échauffement (Figure 4.9) et conduit & une forte
localisation de la déformation (Figure 4.10). Il est donc évident que dans ce cas le

dépouillement par une méthode analytique est pratiquement impossible.

- Tem<632.3

. 632.3<Tem<664.5
. 664.5<Tem<696.7
. 696.7<Tem<728.8

761.0<Tem<793.2

793.2<Tem<825.3

Figure 4.9: Iso-valeurs de la température pour une simulation anisotherme du test de torsion

(N = 10 tr/s, TO = 600°C, t = 0.0425)
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Eb < 244
.244<Eb < .489
.489<Eb < .733
.733<Eb < .977
1.222<Eb <1.466
1.466<Eb <1.710
1.710<Eb <1.955

1.955<Eb

Figure 4.10: Iso-valeurs de la déformation equivalente pour une simulation anisotherme du test de torsion

(N = 10 tr/s, TV = 600°C, t = 0.042s)
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3. TEST DE TRACTION (LOGICIEL TRACTRAQ)

La caractéristique essentielle d'un test de traction est le changement de la forme
d'éprouvette A cause de l'apparition et du développement d'une striction. En utilisant un
systéme vidéo-métrique, les enregistrements expérimentaux reposent non seulement sur la
mesure de la force F€*, mais aussi sur 1'€volution de la g€ométrie de la surface extérieure, en
particulier le diamétre de la striction &F. Le but sera ici d'étudier d'un point de vue purement
numérique l'influence des ces mesures expérimentales sur l'identification des paramétres
rhéologiques. Partant du méme principe de construction artificielle des données
expérimentales, on simule plusieurs tests de traction, définis par les conditions présentées

dans le Tableau 4.15.

Tableau 4.15: Géométrie d'éprouvettes et conditions de simulation des tests de traction

SI SII

$ 9 mm b 9 mm

—_\ &\
. R1,5
Géométrie d'éprouvette ¢ 6 mm ¢6mm| p248mm

51 mm
17 mm

51 mm
20 mm

NORTON-HQOFF (relation (4.1))

Loi rhéologique valeurs nominales de paramétres:

K,=2 [MPas™],n=03, B=5000[K],m=02
V; = 0.1 mmis, V, = Immis, V3 = 10 mmis

Conditions cinématiques
Al=02mm, I, = 10mm

Conditions thermiques T? = 800°C, Tg = 1000°C
(adiabatique) p = 7500 {Kgim’], k = 30 [WimK], c = 800 [J/KgK]

Deux géométries d'éprouvette ont ét€ utilisées: la géométrie SI, caractéristique des tests
classiques, ayant comme objectif 'apparition tardive et diffuse de la striction, et la géométrie
SII qui augmente l'effet de la striction par sa localisation au centre (forme en sablier).
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L'identification des paramgtres rhéologiques résulte de la minimisation d'une fonction
objectif que 'on exprime par:

3§ hy
2 (F-F 2 (g
Q - l=]s + yl=18 (48)
% [F]? ZJ [d%?
i= I=

ol y= 0 si on identifie seulement & partir des forces ou y= I si on prend en compte les
mesures sur 1'évolution du diamétre minimal.

3.1 TEST NUMERIQUE POUR LE CALCUL DES DERIVEES

Si dans Ie cas de la torsion l'influence des dérivées géométriques est trés faible ou
pratiquement nulle (si on néglige la dilatation thermique), pour la traction elle est trés
importante. Ainsi, afin de juger la validité du calcul de sensibilité, on doit vérifier
simultanément l'erreur d'évaluation des dérivées de la force et du diamétre minimal. La
Figure 4.11 donne les courbes de variation des erreurs relatives des dérivées des forces en
fonction de l'incrément de calcul.

des dérivees [% 2e4 Se-3 8a.2
3e-6 - crreur vees [%] - erreur des dérivées (%] |
vreivaduasiann pamrn\eu.e bela = 2e-4 4e-3 -— _ L . | 63-2
2e-6 b ] L=~ B paramétre i
& L
P A M%&‘m - 2¢-4 3e3 |
] ﬁ L - 402
le-6 = -
[~ —3~ "~ paramétre K0 - 2e4 2e-3
" - Fin - 2e-2
Te.7 R 1 o & Py !‘ - 2e-4  le-3
[ [ | L
AWV YN by’lkf\ Iy ,ﬁw F paramétre m
oero -3 A B b 204 Ot [PalE— Tt Oc+0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
incrément incrément
a) dérivées par rapport 3 Kg et B b) dérivées par rapport an et m

Figure 4.11: Evolution de 'erreur de calcul des dérivées de Ia force pendant la simulation
(géométrie d'éprouvette de type SII, V = 1 [mm/s], T? = 1000 [°C])
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Pour la consistance Kg et le coefficient de sensibilité thermique B, les erreurs de calcul
des dérivées sont trés faibles. En ce qui concerne les dérivées de la force par rapport aux n et
m, on observe toujours une accumulation d'erreur numérique, surtout si on tient compte du
fait qu'on utilise une évaluation explicite des termes % Si on ajoute le fait que 'on a négligé

les influences des dérivées géométriques sur le calcul de sensibilité de la pression, on peut

considéré que l'ordre de précision de%g et éﬁm (autour de 0.01% - 0.1%) est satisfaisant.

Pour mettre en €vidence la précision du calcul des dérivées géométriques, dans la Figure 4.12
on représente I'évolution de l'erreur d'évaluation des dérivées du diamétre minimal par
rapport aux paramétres rhéologiques.

3e-8 Sed Te7
42 errenr des dérivées [%) i erreur des dérivées [%] s
te-d - Ge-7
de-d 4 .
—— - h- 5.
] paramétre n?w fﬁ-i_ﬁ- .7
P -
4e-9 3e-4 - * fﬂ. - 427
I FE I

2e4 - ;H?* »
le4 ?Wi -

2e-9

~ le-7
Oe+0 pbermpespe——e 1 (Jo10 Oe+0
0 10 20 30 40 50 60 &0
incrément incrément
a) dérivées par rapport 3 K et 3 b) dérivées par rapportan et m

Figure 4.12: Evolution de l'errenr de calcul des dérivées du diamétre minimal pendant la simulation

On constate qu'on obtient une bonne précision, méme dans le cas des coefficient n et m,

pour lesquels l'ordre de grandeur de l'erreur se situe autour de 104% - 10°7%. De plus une
extrapolation linéaire donne une erreur maximale de l'ordre de 0.01% pour 1000 incréments

de simulation, ce qui permet de valider le calcul de sensibilité.

3.2 TEST DE CONVERGENCE

Pour étudier la convergence numérique du logiciel, on identifie les coefficients
rhéologiques en utilisant deux jeux différents de valeurs initiales (Tableaux 4.16 et 4.17).
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Tableau 4.16: Convergence de l'identification dans le cas de la géométrie ST (précision relative des valeurs
paramétriques de = 0.005%)

cas 1 cas 2
K9 =0.1 MPas™, n%= 1., B0=7000 K, m® = 1. K3 =5 MPas™, n° = 0.05, 39=3000 K, m0 = 0.05
Y=0 le Y:O Y=1
(sans prise en compte du| (avec prise en compte ((sans prise en compte du| (avec prise en compte
diametre) du diametre) diamétre) du diamatre)
QO 95.62% 191.24% 42% 88%
Q 0.3x103% 1.4x10739, 0.2x1029 0.6x10"29
itér. 7 7 7 7

Tableau 4.17: Convergence de l'identification dans Je cas de la géomémie SII (précision relative des valeurs
paramétriques de = 0.005%)

cas 1 cas 2
Kg=0.1MPas™, n0=1,,B9=7000 K, m®= 1. |KO =5 MPasm, n® = 0,05, 3°=3000 K, m® = 0.05
Y=0 ¥=1 Y= 0 Y= 1
(sans prise en compte du (avec prise en compte duf(sans prise en compte du [{avec prise en compte du

diametre) diamétre) diamétre) diaméire)

QO 08.50% 198.26% T1.71% 164.88%
Q 0.3x10729% 0.7x1029 0.3x102% 1.5x103%

itér, 9 9 6 3

Pour les deux géométries étudiées on constate une convergence rapide (6-9 itérations)
vers les valeurs nominales des paramétres. De plus par l'introduction de I'évolution du
diametre minimal on obtient des résultats comparables, ce qui permet de souligner une fois
de plus la faisabilité du calcul d'identification, surtout en ce qui concerne 1'évaluation des
termes de sensibilités géométriques.

3.3 TEST DE STABILITE

L'influence d'une perturbation aléatoire normale a été étudiée pour la géométrie en
sablier (SII), afin de rendre l'analyse de stabilité dans des conditions complexes de
déformations. Une premiere analyse repose sur une identification basée uniquement sur les
forces. Pour quatre niveaux de perturbation différents, les valeurs identifides se trouvent
toujours dans le voisinage de leurs valeurs nominales (Tablean 4.18).
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Tableau 4.18: Résnltats d'identification pour cing niveanx de perturbation aléatoire dans le cas ol la fonction
colit s'exprime seulement en fonction des forces.

Erreur Géométrie de type SI: ¥ =0 (sans mesure du diamétre minimal)
&g Ky n B m Q [%] itérations
1% 1.9830 (0.2985 5008.49 0.2007 1.04 7
2% 1.9660 0.2971 5017.03 0.2014 2.07 7
5% 1.9150 0.2926 5043.83 0.2035 5.16 5
10% 1.8334 0.2854 5087.16 0.2070 10.20 6

Si la fonction cofit comporte aussi le terme géométrique (expression 4.10 avec v = 1),
l'algorithme d'identification nécessite moins d'itérations (Tableau 4.19). On peut expliquer
ces résultats par 1'addition supplémentaire de l'influence de la sensibilité de la géométrie de la
striction par rapport aux paramétres rhéologiques, notamment en ce qui concerne la vitesse
de déformation m et le coefficient d'écrouissage n.

Tableau 4.19: Résultats d'identification pour cing niveaux de perturbation aléatoire dans le cas o la fonction
cofit s'exprime simultanement en fonction des forces et des diamétres minimaux.

Erreur Géométrie de type SII: ¥ = 1 (avec mesure du diametre minimal: g4 = 1%)
ep Ko n B m Q [%] itérations
1% 1.9831 0.2086 5008.54 0.2007 2.05 5
2% 1.9663 0.2971 5017.15 0.2014 3.10 5
5% 1.9162 0.2927 5043.86 0.2035 6.20 5
10% 1.8345 0.2858 5087.66 (0.2073 11.25 6
3.4 YALIDATION

Pour rendre pertinentes les hypothéses de déformations admises dans la méthode
traditionnelle de dépouillement (distribution uniforme de la contrainte et de la déformation
dans la partie utile de 1'éprouvette), on considere la simulation des tests de traction isotherme
(T = 800°C et T = 1000°C), pour une géométrie de type SI et pour trois vitesses d'élongation
différentes: 0.1mmy/s, 1 mm/s et 10 mmy/s.

Les valeurs de forces obtenues sont aléatoirement perturbées (5% d'erreur) et
représentent ainsi l'espace "expérimental” F¢* employé pour l'identification. On limite les
courbes force - déplacement générées par la simulation, 4 la partie qui précéde la striction,
car une fois la striction amorcée, le modele classique de calcul analytique n'est pas du tout
valide. Dans ce cas le modgle analytique exprime la force avec la relation suivante:
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r2 n
Fo = g3 exp(%) # [Ygfn(ln%) (4.9)

ol r, et I, sont respectivement le rayon et la longueur initiaux de la partie utile de
I'éprouvette, et [ représente la longueur correspondante a 1'état déformé.

Le Tableaun 4.20 regroupe les résultats d'identification obtenus avec TRACTRAO et avec
une régression du modele analytique.

Tableau 4.20: Identification des parameétres rhéologiques d'une loi de Norton-Hoff avec TRACTRAO et un
modele analytique classique.

Valeurs identifiées Ko n B m Q itérations
TRACTRAO 1.9047 0.2891 5041.87 | 0.2033 5.14% 9
Modele Analytique 1.9010 0.3049 5109.87 0.2093 6.33% 9

Les paramétres rhéologiques ont des valeurs trés proches, ce qui permet de juger le calcul
éléments finis correct.

Pour la géométrie de type SII, I'écoulement dans la zone de striction est caractérisé par
une distribution non-homogéne de la déformation (Figure 4.13) et donc I'application d'une
analyse classique n'est pas possible.

Eb < .200
.200<Eb < .300
.300<Eb < .550
550<Eb < .600

.600<Eb < .750

.750<Eb < .950
850<Eb <1.500
1.500<Eb <1.800

1.800<Eb

a) t=0.82s b) t = 1.22s c)t=1.82s

Figure 4.13: Iso-valeurs de la déformation équivalente obtenues par la simulation d'un test isotherme de
traction (V = 10 mm/s, T = 800°C) pour une éprouvette de type SII
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Certaines améliorations d'un dépouillement analytique du test de traction ont été apportées
par G'Sell ([G'SELL, 1983]), en utilisant un systéme vidéo-métrique pour mesurer 1'évolution
de la forme de la striction (diamétre minimal d et rayon de courbure r.). La déformation

€quivalente caractéristique de la zone de striction est ainsi déterminée par 1'expression:
E= 2zn(-"170) (4.10)

La principale difficulté réside ici dans I'évaluation de la distribution de contrainte
équivalente au centre d'éprouvette. Des expressions analytiques approximatives sont obtenues
en utilisant un facteur de correction géometrique (celui de Bridgman par exemple), déduites 2
partir d'une analyse de la forme a priori de la section ([CAILLET, 1994]). Il est de plus trés
difficile de quantifier analytiquement l'influence de I'évolution de la température pendant
I'écoulement. Ainsi une simulation éléments finis a grande vitesse de traction (10 mm/s) met en
évidence un écoulement complexe dans la zone de striction (Figure 4.14 et Figure 4.15),
surtout si on tient compte du phénomene d'auto-échauffement (= 100°C).

Eb < .300
.300<Eb < .350
.350<Eb < .450
450<Eb < .500
.500<Eb < .800
.800<Eb <1.000

1.000<Eb <1.500
1.500<Eb <2.000

2.000<Eb

a) t=10.82s b) t=1.22s c)t=1.82s

Figure 4.14: Iso-valeurs de la déformation équivalente obtenues par la simulation d'un test anisotherme de
traction (V = 10 mm/s, 0= 800°C) pour une éprouvette de type SII
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. Tem<805.0
. 805.0<Tem<810.0
. 810.0<Tem<820.0
. 820.0<Tem<830.0
. 830.0<Tem<850.0
850.0<Tem<870.0
870.0<Tem<880.0
. 890.0<Tem<800.0

. 900.0<Tem

a) t=0.82s b)t=1.22s c)t=1.82s

Figure 4.15: Iso-valeurs de la température obtenues par la simulation d'un test anisotherme de traction
(V=10 mm/s, = 800°C) pour une éprouvette de type SII

De ce point de vue la méthode éléments finis est plus performante, car elle est capable de
décrire plus précisément 1'évolution de I'écoulement, avec un calcul rigoureux des contraintes
et donc de la force de traction. De plus, les études de convergence et de stabilité de la méthode
d'identification proposée ont montré que, pour identifier une loi de Norton-Hoff simple, il
suffit d'utiliser les valeurs des forces comme mesures expérimentales. Dans ce cas
I'instrumentation expérimentale est moins cofiteuse, car on a seulement besoin d'un capteur de
force. Mais, ayant montré la possibilité d'utiliser des fonctions cofits mixtes (ou multi-objectif),
il reste & étudier I'importance des mesures sur le changement de la géométrie a la striction, pour
des lois plus sophistiquées, avec plus de paramétres et permettant I'introduction de variables

liées & la microstructure.
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4. TEST DE TRACTION-TORSION (LOGICIEL TRACTORRAO)

L'intérét de développer des analyses rhéologiques pour des chemins de déformations
plus complexes, nous a conduit a utiliser la méthode d'identification proposée pour un essai
combiné de traction-torsion. Le principe de ce test est de superposer deux sollicitations

simples, une torsion (vitesse de rotationN ) et une traction (vitesse d'élongation V) et de
mesurer en méme temps les valeurs des forces F®* et des couples C*. On obtient ainsi des
réponses correspondant & un état de contrainte multiaxial, difficile & analyser par les
méthodes traditionnelles.

Les conditions de simulation définissant la construction de l'espace expérimental
artificiel sont décrites dans le Tableau 4.21.

Tableau 4.21: Géométrie d'éprouveties et conditions de simulation des tests de traction-torsion

SGI
V_/RI,S ) aa—

Géométrie d'éprouvette

¢ 9 mm
¢ 6 mm

1 20 mm
51 mm

NORTON-HOFF (relation (4.1))

Loi rhéologique
valeurs nominales de parameétres:
Ky=2 [MPas™],n=0.3, = 5000 [K], m=0.2
V=1 mm/s, V, = 10 mm/s
Conditions cinématiques NI = 1tr/s, sz =101tr/s
(pilotage) acquisition: AN = 0.02 tours, N, = 1. tour
Conditions thermiques T{l) = 800°C, Tg = 1000°C
(adiabatique) p =7500 [Kg/m3], k =30 [W/mK], c = 800 [J/KgK]

L’analyse numérique que !'on propose consiste & étudier l'identification des paramétres
rhéologiques par la minimisation d'une fonction cofit écrite sous la forme:
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5 1)

2 (F5-F7PP 3 [CE-Co
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4.1 TEST DE CONVERGENCE

On cherche de fagon classique 2 identifier les valeurs nominales des parametres, en
partant des estimations initiales assez éloignées. Le Tableau 4.22 synthétise les résultats
d'identification obtenus pour deux estimations initiales différentes.

Tableau 4.22: Identification des paramétres partant de deux jeux initiaux différents de coefficients
rhéologiques.

Parameétres Valeurs Cas 1 Cas 2

™ nominales Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
initiales identifiées initiales identifiées

Ko 2. 5. 2.0000 0.1 1.9999
n 0.3 0.05 0.3000 1. 0.2999
B 5000. 7000. 5600.01 3000. 5000.00
m 0.2 0.05 0.1999 1. 0.2000
Q 0 64.85% 0.5x10-3% 111.1% 0.4x10-3%

itérations - - 6 - 6

On constate donc une convergence rapide vers les valeurs nominales des coefficients
rhéologiques.

4.2 TEST DE STABILITE

On suppose que le niveau d'incertitude sur les mesures des forces et des couples est
équivalente. Les identifications correspondant 2 des perturbations variant entre 1% et 10%
(tableau 4.23) montrent que les valeurs des parametres sont toujours proches de ceux qui ont

servi a générer l'espace expérimental, méme si l'incertitude sur les données mesurées est
assez grande (10% par exemple).
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Tableau 4.23: Résultats d'identification correspondant i cing niveaux de perturbation aléatoire,

Erreur Casl
& = €0 K¢ [MPas™] n B m Q/2[%] | itérations
K]
1% 1.9883 (.2978 5002.11 0.2010 1.03 6
+ 0.0397 00019 | £22.1132 | £0.0012
2% 1.9766 0.2955 5004.26 0.2019 207 6
+0.0788 + 0.0038 +4421 +0.0024
5% 1.9414 0.2889 5011.05 0.2048 5.14 6
+0.1932 00094 |£110.38561] *0.0059
10% 1.8828 0.2781 5023.48 0.2097 10.20 6
+0.3741 +0.0186 +220.33 +0.0119

5. CONCLUSIONS

Les études numériques présentées dans ce chapitre mettent en évidence la faisabilité de
la méthode d'identification proposée, en ce qui concerne la convergence et la stabilité des
logiciels développés: TORRAO, TRACTRAO et TRACTORRAOQ. On souligne ainsi la
capacité de ces logiciels a identifier les paramétres rhéologiques d'une loi de type Norton-
Hoff en un nombre raisonnable d'itérations (variant entre 6 et 20). De plus, les exemples de
calcul de validation que nous avons choisis montrent la fiabilité du calcul d'identification, car
si les conditions d'un dépouillement classique sont entiérement remplies, les valeurs des
coefficients théologiques sont trés proches.

Il est d'autant plus important de mentionner la possibilité d'analyser le comportement
des matériaux dans des conditions complexes de sollicitation (éprouvettes entaillées, gradient
thermique important) et pour des grandes déformations (ordre de grandeur de & = 100% -
200%). Ceci nous permet d'envisager l'application de cette procédure automatique
d'identification a l'identification du comportement rhéologique des matériaux, en partant des
mesures expérimentales obtenues par des essais rhéologiques réels.
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CHAPITRE 5

APPLICATIONS:
ANALYSE RHEOLOGIQUE DES MATERIAUX
THERMO-VISCOPLASTIQUES

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on présente des exemples d'utilisation du logiciel d'identification pour
l'analyse du comportement thermo-viscoplastique des alliages métalliques et des polymeres
solides. On partira toujours de lois simples auxquelles on ajoutera progressivement des
nouveaux parameétres, en introduisant, d'une fagon plus complexe, l'influence de la
déformation et de la température.

Pour les alliages métalliques, on utilise les relations générales (1.44) et (1.45), établies
dans le chapitre 1 (§4.2). On rappelle ainsi que la consistance est définie en fonction de trois
composantes rhéologiques par I'expression:

K(P, £,T) =K., [1-W] + K, W (5.1)

ou Kecr décrit I'écrouissage, W quantifie le taux d'adoucissement et Kgqr exprime le
palier de saturation. Dans le cas du test de torsion, si les courbes expérimentales ne mettent pas
en évidence le palier de saturation apres le pic du couple, on considérera que I'on a K, = 0.

Pour les polyméres solides on identifie une loi de G'Sell [G'SELL, 1988], pour laguelle
la consistance est écrite sous la forme multiplicative suivante:

K = KyeKorK 3K (5.2)

ou K, représente la composante de déformation visco-€élastique, K, définit le crochet,
K 4 permet la description du durcissement structural et K7 prend en compte l'influence de la
température.

Le but principal de ce chapitre est de montrer la capacité du logiciel a identifier des lois
plus complexes et son utilité dans des études concernant la recherche de lois de comportement
de type thermo-viscoplastique, correspondant 2 une description plus précise de I'écoulement en
grandes déformations. Les analyses que nous présentons concernent les principales catégories
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d'alliages métalliques: acier (XC535), alliage d'aluminium (AGS), alliage de titane (TA6V) et
des polymeéres solides: I'un amorphe (Polycarbonate) et 'autre semi-cristallin (Polyéthyléne).

2. ACIER: XC55

En vue d'analyser la rhéologie d'un acier classique de type XC55, on a utilisé comme
informations expérimentales les courbes de torsion obtenues dans les conditions décrites dans
le Tableau 5.1,

Fableau 5.1I: Conditions opératoires définissant le test de torsion de l'acier XC55, pour une éprouvette
normalisée (L. = 51 mm, D=9 mm, | = 8 mm, d = 6 mm)

Conditions a b c d
expérimentales
Vitesse de rotation [tr/s] 3.7 0.3 0.3 3.7
Température initiale [°C] 800 850 900 950

Avec une loi de comportement de type Norton-Hoff (voir relations (1.44) et (1.45)), trois
formulations différentes ont ét€ choisies afin de décrire les fonctions rhéologiques associées &
la définition de la consistance et & la variation du coefficient de sensibilité & la vitesse de

déformation avec la température (Tableau 5.2).

Tabieau 5.2: Définition des fonctions rhéologiques correspondant 2 une loi de type Norton-Hoff généralisée

I Ko(é+—80)nexp(% 0. mO {KO’ n, [3, mo}
1 Ko(é+éo)“°+"léeXP(%) 0. m=my+mT | {Ko, ng, ny, B, mg, my}
= Ko(é+éo)"exp(% 1-exp(re) | m=mg+mT | (Kg,n,1, B, mg, m)
o 1 - exp(-1€) _ T lix
v K0(8+30)ncxp(‘r%) = (rg + Ly m=mg +m T |{Ko, n, 1, 11, 15, B, mg, my}
= T

La premiere loi introduit l'influence de la déformation et de la température en utilisant la
formulation classique de 1'écrouissage (loi puissance) et de la thermo-dépendance (loi

exponentielle).
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La loi de type II suppose une variation linéaire du coefficient d'écrouissage avec la
déformation plastique et une dépendance linéaire du coefficient m en fonction de la température.
Enfin, les deux derniéres lois supposent le coefficient d'écrouissage constant et
introduisent l'influence du phénomeéne d'adoucissement avec la définition standard du taux
global d'adoucissement W, par l'intermédiaire du coefficient r.
Les résultats d'identification correspondant aux lois constitutives choisies sont reportés
dans le Tableau 5.3.

Tableau 5.3: Résultats d'identification obtenus avec TORRAO pour chaque type de Ioi (4 < nombre des
paramgtres < 8) et comparaison avec un modele d'identification analytique dans le cas de Ia loi classique.

Valeurs Valeurs Identifiées
Initiales
Identification Analytique Eléments Finis
Loi I I i 11 I\Y
Itérations 15 5 6 8 13
Q [%] 321.57 8. 6.7 5.2 4.2 2.6
K, 2. 1.3257 1.1923 0.7189 1.7318 2.9559
Ny 0.1 0.1783 0.2010 0.1635 0.3314 0.3307
ny 0. 0. 0. -1.0147 0. 0.
B 6000. 4722.27 | 4922.87 | 5115.64 | 4989.90 | 4408.51
Iy 0. 0. 0. 0. 0.6701 2.4410
Iy 0. 0. 0. 0. 0. -1980.57
Ty 0. 0. 0. 0. 0. -0.1612
my 0.1 0.1120 0.1197 -0.0174 0.0441 0.0031
m;x103 0. 0. 0. 0.1219 | 0.0695 | 0.0673

Afin d'étudier la pertinence des résultats obtenus, les coefficients identifiés dans le cas de
la Joi classique (loi I) ont été comparés avec ceux déterminés par la régression d'un modele
analytique. On constate peu de différences entre les valeurs de paramatres, mais on observe que
ceux déterminés par l'identification éléments finis permettent d'avoir une meilleure concordance
entre le calcul et I'expérience.

Donc, la premiére constatation que I'on peut faire est que, en utilisant Ia loi simple de type
1, bien que les valeurs des paramétres identifiées soient trés proches, la fonction cofit est plus
faible dans le cas d'une identification par notre approche éléments finis (6.7%), que dans le cas
de l'analyse analytique (8%). Cette écart est encore plus visible sur les figures 5.1a) et 5.1b),
lorsque l'on compare les résultats de simulation du test obtenus avec les deux jeux de
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parametres. En particulier, on observe qu'on obtient des valeurs trés proches pour les petites
vitesses de déformation (courbe b et d) et assez différentes pour les plus grandes vitesses
(courbe a et c). Ceci s'explique par le fait que le phénomene d'autoéchauffement est d'autant
plus important que la vitesse de déformation est plus grande, ce qui rend le modéle
d'identification analytique trop approximatif. De plus, la simulation éléments finis tient compte
des caractéristiques thermiques du matériau, notamment en ce qui concerne la conductivité
(k = 30 [W/mK]) et la chaleur massique (¢ = 800 [J/KgK]).

100060
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8000 |-

Simulation £F - identification TOI

axparignce o—
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0.6 0.7
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0 0.1
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b) pour les combesc et d

Figure 5.1: Comparaison calcul-expérience dans le cas de la loi |
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L'addition de paramétres supplémentaires, par I'introduction de lois plus complexes,
conduit & une diminution de la fonction cofit (5.2% pour la loi II et 4.2% pour la loi III), donc &
une description plus adéquate des courbes expérimentales (Figure 5.2 a et b).

10000 T

L] i 1 13 L)

Couples [Nmmi E%rier]ce -
Simulation EF - identification TOH ﬂ;‘ I —
Simutation EF - identification TORRAD (ioi I} e
om0 |- —

$000000000]
0 1 i L i I L]
Q 0.1 Q.2 0.3 0.4 0.5 086 0.7
rotation [tr]
a) pour les courbes aet b
10000 T T T T T T
Couples [Nmm]
8000 [ exparionce -
Simulation EF - identification TORR% Toi fl) —-—
Simulation EF - iontification TOCRRAO (loi iH) ——
8003 -
d
4000 - O PO O P TR rtng- -
0 L] L L L 1 i

Q [+R§ o2 0.3 0.
rotation [r]

4 0.5 0.6 0.7

b) pour les courbes ¢ et d

Figure 5.2: Comparaison calcul-expérience pour les lois Il et ITI

On peut ainsi décrire la partie descendante des courbes, donc la présence de phénoménes
d'adoucissement. Du point de vue qualitatif il est assez difficile de choisir la loi la plus réaliste,
La plus petite valeur de la fonction cofit peut étre un critére de choix. On juge ainsi plus
adéquate la loi de type II pour laquelle on obtient Q = 4.2%. Pour diminuer encore la valeur de
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la fonction cofit, il est nécessaire d'approfondir l'analyse rhéologique, en introduisant par
exemple une variation du coefficient d'adoucissement r en fonction de la température et de la
vitesse de déformation, décrite par la loi IV. La Figure 5.3 montre que dans ce cas l'accord

avec 'expérience est trés bon.

10000 T

Couples [Nmmj

YrY
Simulalien EF - identification TORAAQ |

rignce -o—
(i

i V) —

O v Ry

Masa s Ty
0 L 1 L 1 1 1
Q a1 Q.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7
rotation fir]
a) pour Jes combesaetb
10000 T T T 1 3 L
Couples [Nmm]
8000 - oxperience —¢— -
Simulation EF - identification TORRAD {loi [V} ——
6000 - E
i
f
0 k7] 1 1 ] I3 i 1
1] 0.1 0.2 o3 04 0.5 0.8 0.7
retation {tr]
b) pour les courbes c et d

Figure 5.3: Comparaison calcul-expérience pour la loi IV

Une érude essentielle conceme la vérification du niveau de prédiction de la loi déterminée,

autrement dit, la possibilité de décrire précisément des courbes de torsion correspondant 2 des

conditions opératoires différentes de celles qui ont servi A 1'identification. Nous avons ainsi
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P

choisi de simuler Ia torsion d'éprouvette 4 une grande vitesse de rotation (N = 14.8 tr/s) et pour
trois températures différentes (TO = 850 C, 900 C et 950 C). Les comparaisons avec
l'expérience, reportées sur la Figure 5.4, montrent qu'on obtient un bon accord (écart moyen
sur tous les points de l'ordre de 3.6%). On peut donc conclure que la qualité prédictive de la

simulation éléments finis est ainsi assurée.

1m T k| T 3 T 1
. ' -, axpetionce —<—
Couples Nemm] Simulation EF {prediction peur la loi IV} —
8000 - -
14.8 [irfs], 850 [C)
6000 - 4B[es], SOOID] e 0eetttb0ss -

A0od el

T S A L, 14.8 [ir's], 950 [C]

] ] 1 ] 1

0.3 04 0.5 0.6 0.7
rotation [tr]

Figure 5.4: Comparaison calcul-expérience pour des essais de torsion n'intervenant pas dans lidentification
des parametres, en utilisant la loi IV (test de prédiction)

3. ALLIAGE D'ALUMINIUM: AGS5

Pour la nuance AG5 d'un alliage d'aluminium, on a retenu six courbes expérimentales de
torsion, correspondant A trois vitesses de rotation différentes et deux températures initiales
(Tableau 5.4).

Tableau 5.4: Conditions opératoires définissant le test de torsion d'une nuance d'aluminium de type AGS pour
une éprouvette ayant les dimensions suivantes: L = 33 mm,D=8mm,1=21 mm,d=4 mm.

Conditions
expérimentales a b ¢ d © f
Vitesse de rotation [tr/s]| 16.70 1.670 0.167 16.70 1.670 0.167
Température initiale [°C] 300 300 300 400 400 400

Les lois constitutives que I'on propose d'identifier sont définies dans le Tableau 5.5.
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Tableau 5.5: Expressions des fonctions rhéologiques choisies

Loi Keg | W m _ Paramatres P
Ll Ko@sep exn(d) 0. m (Ko, n, B, mo)
I Ko(é+éo)nexp(-.l%) l-exp(-r€) jm =mg+m;T {Kg, 0, 1, B, mg, my }
1-exp(-r£)
I Ko(é+é0)nexp(% m = mgy+m; T {Kg, n, 9, 11, B, mg, m; }
r=1g+ryT
v KO’\/ I'CXP{'n(é'{'éO)]exp(%) I-CXP(_IS) m = m0+mIT [KO: ng, ny, Iy, I, Ba mg, ml}
n=ng+nyT r=rotrT

Le principe de formulation de la loi est le méme que précédemment. Partant de la
formulation classique, on augmente progressivement la complexité des fonctions rhéologiques
Kecr €t W pour décrire la compétition entre 1'écrouissage et I'adoucissement.

Les résultats d'identification sont reportés au Tableau 5.6. On souligne que, pour
l'identification par la méthode €léments finis, on tient compte des caractéristiques thermiques
des matériaux (k=240 [W/mK], c=1070 [J/KgK]).

Tableau 5.6: Résultats d'identification pour chaque loi (4 < nombre des paramatres £ 8).

Valeurs Valeurs Identifiées
Initiales
Identif. Analytique Eléments Finis
Loi 1 1 II III I\
Itérations 4 4 7 9 9
Q%] | 112.3 12.5 11.1 6.6 4.9 4.4
K, 1. 1.273 1.020+0.228 10.399+0.038 | 1.26010.127 | 0.663+0.079
Ny 0.1 0.140 0.185+0.016 |0.219+0.009 | 0.215+0.007 |-39.44410.02
ny 0. 0. 0. 0. 0. 0.086+0.017
Ty 0. 0. 0. 0.329+0.016 |-1.12940.100}-1.109%0.122
r1x102 0. 0. 0. 0. 0.239+0.020}0.193+0.019
B 6000. 2445.08 ]2639.6£135.33281.3+£56.8 | 2572.8+60.9 | 2790.2+75.9
My 0.1 0.104 0.118+0.008 |-0.487+0.041]-0.552+0.030]-0.538+0.025
myx102 | o, 0. 0. 0.10120.007 | 0.112:40.005 | 0.109+0.004
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Pour la premiére loi on a utilisé seulement la partie ascendante des courbes Npax =2 et

on a comparé les valeurs identifiées avec celles obtenues par une méthode analytique. Les
parameétres identifiés dans les deux cas sont du méme ordre de grandeur.

Pour mieux mettre en évidence Ia faisabilité de la loi choisie, on compare les courbes de
torsion obtenues par la simulation, en utilisant les deux jeux de paramétres obtenus pour la loi I
(Figure 5.5).

] T T T T

experience —9—
Couploa (Hmr] Simutation EF - dontiicaon TORRA (ol —
2000 Simulation EF - identification analytique {ioi ) =~

TORSION AGS

o

[y

3
rotation {ir]

Figure 5.5: Comparaison calcul - expérience pour le modgle rhéologique I

On constate ainsi qu'aucun jeu de parametres rhéologiques ne peut représenter
correctement la variation des couples de torsion, l'erreur moyenne de prédiction sur la majorité
des courbes (Npax = 5.8) étant de ~ 20%.

De plus, les iso-valeurs de la vitesse de déformation généralisée et de la température
(Figure 5.6a et b) montrent que les hypothéses traditionnelles ne sont pas valables, car méme
pour une loi de type I, on observe une importante localisation de la déformation et un fort auto-
€chauffement (de l'ordre de 65 °C 4 0.27 s) au centre de I'éprouvette.

I est donc impossible d'utiliser la méthode analytique pour déterminer correctement des
lois de comportement capables de décrire l'allure descendante des courbes, car dans ce cas
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l'identification doit tenir compte des valeurs des couples correspondant aux grandes
déformations (Nmax = 5.8).

En conséquence une étude plus précise du comportement, en utilisant I'analyse inverse
d'une simulation éléments finis, est indispensable.

. EbP<1.000
. 1.000<EbP<3.000

. 3.000<EbP<4.000
. 4.000<EbP<5.000
. 5.000<EbP<6.000

6.000<EbP<7.000

. 7.000<EbP<8.000
. 8.000<EbP<2.000

. 9.000<EbP

a) iso-valeurs de la vitesse de déformation généralisée pour t = 0.27s

. Tem<305.0

. 330.0<Tem<340.0

340.0<Tem<350.0

350.0<Tem<360.0

b) iso-valeurs de la température pour t = 0.27s

Figure 5.6: Simulation éléments finis du test de torsion pour la loi I (N = 16.7 [tr/s], TO =300 [°C])
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Ainsi, si on introduit Ia fonction d'adoucissement (W=() dans le cas de la loi Il et III), Ia
rhéologie identifiée avec TORRAO donne une meilleure concordance entre le calcul et
Pexpérience, surtout si on suppose une variation linéaire du coefficient d'adoucissement r avec
la température. Dans ce dernier cas I'écart est plus faible (de l'ordre de 5%) et la comparaison

des courbes montre que les allures correspondent assez bien avec celles obtenues
expérimentalement (Figure 5.7).

1 1] E T 1
Couplaz Nmem] Simulation EF - dentfication TORRAG o O foi 2=
2000 |- Simulation EF - Wentification TORRAD (ki 1)) ——

Ly AT, e, s A BTy

TOHSICN AGS

o

-

3
rotation [tr]

Figure 5.7: Comparaison calcul-experiénce pour les modeles rhéologigues II et 11

L'influence de I'adoucissement est bien mise en évidence par la forte localisation de la
déformation dans la partie centrale de I'éprouvette (Figure 5.8a) et par un changement
significatif de Ia distribution de température (Figure 5.8b). En comparaison avec les résultats de
simulation obtenus avec la loi classique (Figure 5.6 a et b), on constate que, si on utilise la loi
I1L, on obtient une localisation plus accentuée, ce qui peut mieux expliquer l'amorcage de la
rupture dans la région centrale de I'éprouvette. Ceci permet de souligner l'importance d'une

formulation adéquate et précise de la loi de comportement afin d'améliorer le caractére prédictif
de la simulation,
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. EbP<1,000
- 1.000<EbP<3.000
. 3.000<EbP<4.000

. 4.000<EbP<5.000
. 5.000<EbP<6.000

6.000<EbP<7.000
. 7.000<EbP<8.000

. 8.000<EbP<9.000

. 9.000<EbP

a) iso-valeurs de la vitesse de déformation généralisée pour t = 0.27s

. Tem<305.0

. 320.0<Tem<330.0

. 330.0<Tem<340.0

340.0<Tem<350.0

350.0<Tem<360.0

. 365.0<Tem

b) iso-valeurs de la température pour t = 0.27s

Figure 5.8: Simulation éléments finis du test de torsion pour la loi III (N = 16.7 [tr/s], 10 = 300 [°CD)

Pour un alliage d'aluminium, on définit souvent la partie d'écrouissage par une
expression de type loi de Voce (relation (1.36), chapitre 1), permettant une meilleure
description de la compétition entre le phénoméne de durcissement et le phénoméne de
restauration. C'est pourquoi on a identifié un modele rhéologique intégrant ce type de
formulation (Loi IV). La confrontation entre le calcul et l'expérience est reportée sur la Figure
5.9. En comparaison avec le modéle précédent (Loi IIT) on constate une faible diminution de
I'écart moyen entre le calcul et I'expérience (de 4.9% a 4.4%), mais 1'amélioration est

significative en ce qui concerne les courbes b, ¢ et d.
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1
Couples [Nmm]

tisnco —@—

o
Simulation £F - identification TORHﬁ%e(lci V)

TORSBION AGS

3
rotation {tr]

Figure 5.9: Comparaison calcul-expérience pour le modele rhéologique IV

On pourrait encore améliorer la définition du comportement, en introduisant, par
exemple, l'influence de la vitesse de déformation sur le coefficient d'écrouissage n et
d'adoucissement r, car on observe des variations spécifiques au début des courbes de torsion
correspondant aux petites vitesses et aux valeurs élevées de la température initiale (les courbes

e et f).

4. ALLIAGE DE TITANE: TA6V

Pour I'étude du comportement d'un alliage de titane (TAGV) on a utilisé des courbes de

torsion obtenues & partir des conditions opératoires reportées dans le Tableau 5.7.

Tableau 5.7: Conditions opératoires définissant le test de torsion d'un alliage de titane (TA6V) pour une

éprouvette ayant les dimensions suivantes: [ = 51 mm, D=9mm, ] =35 mm, d=6 mm.

Conditions b d
expérimentales 4 ¢
Vitesse de rotation [tr/s] 3. 0.3 3. 0.3
Température initiale [°C] 800 800 900 500

Le Tableau 5.8 synthétise l'expression des lois proposées pour l'identification.
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Tableau 5.8: Les formes analytiques des fonction rhéologiques choisies pour l'identification.

Loi Keer W m Paramétres P
L Koo expll) 0. my (Ko, 1, B, mo)
- - o B 1 - exp(-1€)
I Kog(e+eg) EXP(T) r=rg+r,T my+my T {Ko, n, rp, Iy, B mg, ml}
I Ko\/ l-exp{-n(f-:ﬂ-ao)]exp(.%) 0. my+my T | {Ky, n, rg, 17, B, mg, my}
- B ]
v KO'\,/ 1—exp{-n(e+eo)]exp(:f) 1 - exp(-re) mg+m; T {{Kg, ng, 0, T, T1» B, mg, m;)
n = ny+ny T r=rg+rT

Les deux premiéres supposent un fort écrouissage du matériau et décrivent la dépendance
par rapport a la déformation €quivalente a l'aide d'une expression de type Krupkowski, Les
derniéres lois reposent sur la description de la compétition entre I'écrouissage et la restauration
par une expression de Voce. Dans chaque cas, on détermine les valeurs des paramétres
rhéologiques par la méthode d'identification avec un calcul par éléments finis (Tableau 5.9).
Les coefficients thermiques utilisés pour quantifier 1'auto-échauffement ont les valeurs
suivantes: k = 67 [W/mK] et ¢ = 540 [J/KgK] .

Tableau 5.9: Résultats d'identification obtenus avec TORRAQ pour chaque modéle rhéologique (4 < nombre
des parameétres < §).

Xn%ﬁi Valeurs Identifiées IYI%ZIU?S Valeurs Identifiées
Loi I I I vV
Itérations 10 19 11 20
Q [%] 24.3 8.9 5.5 27.3 6.1 3.3
K1X102 10. 1.4+0.4 21.5+6.8 0.1 1.280+0.085 | 3.222+0.900
Ny 0.1 0.132+0.014 { 0.23040.012 10.  140.0403+2.176 |-314.87+£66.28
151 0. 0. 0. 0. 0. 0.32340.061
Iy 0. 0. -10.61%1.45 0. 0. -11.552+1.36
Iy 0. 0. 0.01140.001 0. 0. 0.0104+0.001
B 8000. |10581.%344.3|7952.1£361.9| 8000. | 10412+690.9 9443.93
) 0.1 0.078+0.010 | 0.193%£0.020 0.1 0.3332£0.121 | 0.358+0.09
11117'1103 0. 0. -0.10440.010 0. -0.228+0.021 | -0.25440.08
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Partant d'une analyse quantitative de la fonction cofit, on constate que la catégorie de lois

utilisant un écrouissage de Voce permet l'obtention d'une valeur plus faible de I'écart, de
l'ordre de 3%. Pour mieux mettre en évidence la qualité des lois étudiées, on utilise la
confrontation graphique entre les courbes expérimentales et les courbes calculées (Figure

5.10).
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Figure 5.10: Comparaison entre les couples calculés et expérimentaux pour chague type de loi

courbes, surtout pour la température initiale la plus élevée (900 [°C]), car dans ce cas

Ainsi, pour la loi I (Figure 5.10 a) on observe un désaccord important entre l'allure des
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l'autoéchauffement est plus faible et 1'adoucissement du a la croissance de la température est
fortement diminué. L'introduction du terme d'adoucissement en fonction de la déformation
équivalente (Loi II - Figure 5.10 b), conduit a une allure plus adéquate, mais encore non
satisfaisante. Avec la loi ITI (Figure 5.10 c) on change 1'allure des courbes, car la formulation
de I'écrouissage par une loi de Voce permet une augmentation plus rapide des valeurs du
couple au début de la déformation.

Enfin, si on ajoute le terme d'adoucissement, avec une thermo-dépendance linéaire du
coefficient r et si on définit une variation linéaire du coefficient d'écrouissage n avec la
température (Loi IV - Figure 5.10 d), la confrontation donne un trés bon accord. Dans ce
dernier cas, la simulation éléments finis montre une importante localisation de la déformation
(Figure 5.11 a) et une distribution complexe de la température (Figure 5.11 b). Il serait donc
impossible d'identifier les coefficients d'une telle loi en utilisant des méthodes classiques

d'analyse du test de torsion.

EbP< .013

.013<EbP< .026
.026<EbP< .039
.039<EbP< .052
.062<EbP< .065

.065<EbP< .078

.078<EbP< .092
.092<EbP< .105

.105<EbP

a) iso-valeurs de la vitesse de déformation généralisée pourt =4.3 s

Tem<804.8

. 804.8<Tem<808.6

. 808.6<Tem<B812.4
. 812.4<Tem<816.3
. 816.3<Tem<820.1

820.1<Tem<823.9

823.9<Tem<827.7

b) iso-valeurs de la température pourt=4.3 s

Figure 5.11: Simulation éléments finis pour le modeéle rhéologique IV (N = 0.3 [tr/s], 0= 800 [°C])
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5. POLYMERES SOLIDES

Pour définir les expressions des fonctions rhéologiques intervenant dans la description
d'une Ioi de comportement applicable aux polyméres solides, on part d'une synthése
bibliographique concernant 1'étude phénoménologique d'une courbe contrainte-déformation
pour des polyméres [TTILLIER, 1995].

Ainsi, dans le Tableau 5.10 on présente les expressions analytiques choisies pour décrire
la variation de la contrainte en fonction de la déformation €quivalente, de la vitesse de
déformation généralisée et de Ia température (formule 5.2).

Tableau 5.10: Définition des fonctions théologiques correspondant A une loi de type G'Sell

Koo e | Ky | K; m . Paraméres P

a
1-exp(-wg) | 1+cexp(-dg) exp(he™) KOexP(T“) mg {Kg,w,c,d, h, n, B, my)

On a donc besoin d'identifier 8 parametres, ici représentés par: K (la consistance de
référance), w (le coefficient viscoélastique), ¢, d (définissant le crochet du contrainte), h (le
coefficient du durcissement structural), n (le coefficient de sensibilité 3 la déformation), a (le
coefficient de thcrmo—dépcndance) et mg (le coefficient de sensibilité i la vitesse de
déformation). La base des données expérimentales nécessaires pour l'identification de ces
coefficients rhéologiques a 6té construite gréce aux essais de torsion et de traction réalisés au
CEMEF sur un polycarbonate et sur un polyéthylene ([TILLIER, 1995)).

5.1 POLYCARBONATE

On utilise comme grandeurs expérimentales, les valeurs des couples de torsion obtenues
par des essais 2 température ambiante et pour trois vitesses de rotation différentes (Tableau
5.11).

Tableau 5.11: Conditions opératoires définissant le test de torsion d'un polycarbonate, pour une éprouvette
normalisée (L = 30 mm, D = 12 mm,1=15mm,d =10 mm)

Conditions expérimentales a b C
Vitesse de rotation [tr/s] 0.8x102 0.8x1073 0.8x10™4
Température initiale [°C] 22 22 22

Le Tableau 5.12 regroupe les parameétres obtenus 3 1'aide du logiciel d'identification par
éléments finis (TORRAO) comparés i ceux obtenus avec une méthode analytique classique.

155




Chapitre 5 Applications: analyse rhéologique des matériaux thermo-viscoplastiques

Tableau 5.12: Identification des paramétres pour un polycarbonate A partir du test de torsion (8 paraméires)

Parametres Identification
Valeurs initiales Analytique Elements Finis
Ky 5.8 8.07 4.502+0.166
w 1. 0.84 3.505+0.485
c 10. 9.28 7.395+0.589
d 10. 9.60 13.470+0.373
h 0. -0.0750 0.328+0.05
n 2. 2. 2.
a 774. 774. 774.
mp 0.001 0.002 0.033+0.002
écart - 11.60% 2.8%
itératons - 6 7

Les comparaisons entre les couples expérimentaux et les couples calculés avec les
parameétres identifiés analytiquement et par TORRAQ sont reportées sur la Figure 5.12.

16000

Couples [N:nm]

anregistremants exparimontaux 4 -

6000 f~+ R .anre?__istgampts exparimontaux + - 6000
Simulation EF - identification analytique ---- Simutation EF - identification TORRAQ ----

4000 | - a000 | -

i s
2000 |4 - 2000 b+ m

+ e

I+ I+

0 L] 1 1 1 i 4] 3 1 1 1 L
0 02 04 0.6 0.8 1 1.2 [ 14 04 0.6 0.8 1 1.2
rotation [tr] rotation [tr]

a) avec les parametres identifiés analytiquement b) avec les paramétres identifiés par TORRAQ

Figure 5.12: Comparaison calcul-expérience
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L'écart calcul-expérience mesuré par la fonction coiit est plus grand avec une
identification classique qu'avec la méthode proposée. Ceci s'explique en partie par le fait que
l'identification par éléments finis utilise la simulation du test de torsion dans des conditions
réelles: prise en compte de l'autoéchauffernent, dont de la conductivité (k = 0.2 [W/mK]), de 1a
chaleur massique (¢ = 1170 [J/KgK]), de la conduction avec les mors (heg = 1000 [W/m2K)),
de la convection (hey = 17.9 [W/m2K] ) et de 1'émissivité sur la surface libre (e = 0.15), ainsi
que de la géométrie compléte de I'éprouvette. De ce point de vue 'identification classique est
trop approximative, car elle n'identifie le comportement que sur la partie utile et utilise des
approximations pour les phénomeénes thermiques.

5.2 POLYETHYLENE

Pour le polyéthyléne, des essais de traction uniaxiale ont été réalisés dans les conditions
décrites dans le Tableau 5.13.

Tableau 5.13: Conditions opératoires définissant le test de torsion d'un polycarbonate, pour une éprouvette en
sablier (L. = 60 mm, D = 12 mm, p = 20 mm, d = 6 mm)

Conditions expérimentales a b C
Vitesse de traction [mmy/s] 0.834x102 0.417x1071 0.162
Température initiale [°C] 23 23 23

La détermination classique des coefficients rhéologiques se fait A partir des mesures de
forces et de 1'évolution de la géométrie au niveau de la striction (le rayon minimal et le rayon de
courbure correspondant). On calcule ainsi la contrainte équivalente, et, par une méthode de
régression analytique, on cherche 2 déterminer les coefficients de la loi qui donnent la meilleure
prédiction. Avec le logiciel d'identification éléments finis TRACTRAO on est capable
d'identifier les paramétres, partant directement des mesures de la force (A = 0, dans la formule
(4.8)) et éventuellement du diametre minimal (A = 1). Le Tableau 5.14 donne les valeurs des
coefficients obtenues par les deux approches.

On constate que le calcul éléments finis permet d'avoir une meilleure concordance avec
l'expérience, la fonction coiit étant plus faible que dans le cas d'un dépouillement classique.
Pour mieux établir la qualité de I'identification on compare les valeurs des forces et des
diametres minimaux obtenues par des simulation éléments finis des essais de traction. Ainsi la
Figure 5.13 montre que si on utilise les coefficients rhéologiques determinés par une méthode
classique de dépouillement, il existe un grand désaccord entre les courbes expérimentales et
celles calculées par éléments finis.
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Tablean 5.14: Identification des paramétres pour un polyéthylgne A partir du test de traction (6 paramatres)

Parametres Identification
Valeurs initiales Classique Elements Finis Elcn_ncnts Finis
Q simple (A =0)| Q mixte (A =1)
Ko[MPas™] 10. 11.014 6.031+0.081 | 6.039+0.139
w 30. 30.786 286.5304+21.960(322.058+37.578
c 0. 0. 0. 0.
d 0. 0. 0. 0.
h 0.5 0.5151 0.896+0.012 1.001+0.023
n 2. 2. 1.255+0.016 1.215+0.031
a [K] 466. 466, 466. 466.
Dy 0.1 0.156 0.103+0.002 0.121x0.003
écart moyenne 2479 11% 5.5% 4.6%
R 7 (13.6%, 9.3%) | (2.9%, 9.2%) | (4.7%, 4.4%)
2 min
itérations - 12 15 12
1 1 T T 3‘5 1 T T 4
100 £ 7~ -
}ore;‘q[N] Rayon Minimal frmmj
1200 [+ . \.\ - 3% E
1000 @&;\ \‘\ _
et ST iperipentave +
800 HEN e =
] W% R i
et L e b T . 2k
400 -
] . 15
200 Sl'rrulaggn F‘-rfdm::sm;f@:"cg?}:g :—- E
0 Q ; ! ’ 2ID 25 ! Q ; 1'0 1I5 Z'C! 25

10 15
Elongation [mm}

a) pour la force

elongation Imm]

b) pour le rayon minimal

Figure 5.13: Comparaison calcul-¢xpérience (paramgtres rhéologiques identifiés classiguement)
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Par contre, en utilisant les paramétres identifiés avec TRACTRAO i partir des mesures

sur la force, I'accord entre l'expérience et le calcul de simulation est sensiblement amélioré
(Figure 5.14).

entegisiraments experimentaux + -
Simulation EF - identification CTRAQ --—

\\Nc o 25
- -t Rt

a - 2 F

400 F 3
1.5
snregistraments experimentaux + N
200 b Simufaion EF - Keniification TRACTRAO —- 4 [ =73
] i ] I (] 1 ] i 1. 1 -
0 & 10 is 20 25 0 5 10 15 20 25
Elongation [memg elongation [rmm]
a) pour la force b) pour le rayon minimal

Figure 5.14: Comparaison calcul-expérience (paramatres rthéologiques identifiés par TRACTRAQ avec une
fonction coiit exprimée sculement en fonction des forces)

Alnsi, en ce qui concerne la prédiction des forces (Figure 5.14 a), on constate une trés
bonne concordance avec l'expérience (écart de I'ordre de = 2.9%). Ceci permet de dire que
I'identification d'un comportement isotrope de type Norton-Hoff peut se faire seulement &
partir des mesures de la force. Par contre, en ce qui concerne les prédictions des valeurs des
rayons minimaux (Figure 5.14 b), on voit bien qu'elles sont moins satisfaisantes (écart de
l'ordre de =~ 9.2%).

Pour pouvoir expliquer ces résultats, on cherche i identifier les coefficients de la loi
proposée en utilisant cette fois-ci une fonction cofit mixte, exprimée simultanément en fonction
des forces et des rayons de striction. La Figure 5.15 donne la confrontation entre l'expérience
et le calcul de simulation. Cette fois on constate une diminution importante de I'écart sur le
diametre minimal (passant de 9.2% & 4.4%) et une faible augmentation de 1'écart sur les valeurs
des forces (de 2.9% 4 4.7%).

De plus, les valeurs des paramétres théologiques sont assez différentes (Tableau 5.14),
surtout en ce qui concerne le coefficient de visco-élasticité w (variation de 12.4 %), le
coefficient de durcisement structural h (variation de 11.7%) et la sensibilité 2 Ia vitesse de
déformation my (variation de 17%).
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1
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Figure 5.15: Comparaison calcul - expérience (paramétres rhéologiques identifiés par TRACTRAO avec une
fonction coiit mixte exprimée en fonction des forces et des diametres de striction)

Au vu de ces résultats on peut mettre en cause l'existence de problémes liés 2 'acquisition
expérimentale, soit en ce qui concerne la force, soit en ce qui concerne les mesures
géométriques. D'autre part, des influences plus fines, liées a I'évolution de la structure, qui
n'est pas prise en compte dans notre approche, pouvent exister.

6. CONCLUSIONS

Les résultats présentés montrent d'abord Ia faisabilité du logiciel d'identification en ce qui
concerne l'estimation automatique et simultanée de tous les coefficients théologiques (au moins
8 test€s jusqu'd maintenant) intervenant dans la description analytique d'une loi de
comportement thermo-viscoplatique. L'analyse de la simulation éléments finis nous a permis
¢galement de mettre en évidence l'importance de la loi de comportement en ce qui concerne
I'évolution et la distribution de la déformation et de la température pendant I'essai rhéologique.
De plus, en utilisant des identifications successives sur plusieurs formulations des fonctions
rhéologiques, il est possible de trouver la loi qui permet d'avoir une meilleure prédiction des
grandeurs observables et donc une description plus correcte de 'écoulement.

Par rapport aux méthodes de dépouillement classiques, on souligne la capacité du logiciel
d'identification éléments finis 3 analyser des lois plus complexes, sans modifications
essentielles en ce qui concerne la modélisation du test rhéologique. Ainsi il suffit d'introduire
les nouvelles expressions analytiques de la loi et ses dérivées par rapport aux parametres
utilisés. Les valeurs des coefficients rhéologiques seront ensuite automatiquement identifiées.
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CONCLUSIONS GENERALES

Nous avons présenté dans cette étude une procédure d'identification automatique de
parametres de comportement en utilisant I'analyse inverse d'un modele de simulation par
éléments finis des tests rhéologiques. Par une résolution plus précise du couplage thermo-
mecanique, cette méthode permet de prendre en compte la complexité de I'écoulement plastique
pendant un essai rhéologique. Il est possible, en particulier, d'analyser des lois de
comportement isotropes de type thermo-viscoplastiques, dans des conditions d'essai sévéres,
principalement caractérisées par des phénomenes 1iés 2 un fort auto-échauffement et A une
importante localisation de la déformation. On est ainsi capable d'identifier simultanément et
automatiquement tous les parameétres intervenant dans la formulation des lois constitutives
permettant d'exprimer la compétition existant entre le phénomeéne d'écrouissage et
d'adoucissement.

Il est aussi important de remarquer la flexibilité de I'approche proposée, notamment en ce
qui concerne la possibilité d'implémenter de nouvelles dépendances en fonction de la
déformation, de la température, et méme en fonction de la vitesse de déformation. Ceci
augmente ainsi la généralité du code. I faut également souligner son caractére évolutif car,
parallélement & une amélioration ou & une extension de la modélisation numérique (par exemple
par I'introduction de I'anisotropie ou des phénoménes liés 4 'évolution de la microstructure),
on peut obtenir les données rhéologiques correspondant aux exigences de la simulation.

D'un point de vue purement numérique, le point essentiel de cette approche est
I'évaluation de la matrice de sensibilité paramétrique par la différentiation directe des équations
fondamentales définissant 1'équilibre mécanique et thermique. Le calcul de simulation est ainsi
enrichi avec un module de calcul nodal de sensibilité, permettant de quantifier I'influence de
chaque paramétre rhéologique sur toutes les variables définissant le modgle direct (déformation
€quivalente, température, contrainte) et notamment sur les grandeurs observables (couples,
forces, diamétres de striction) intervenant dans la formulation de la fonction cofit. Ceci se
révele important pour le calcul itératif de minimisation, surtout en ce qui concerne le temps et la
précision de calcul du gradient de la fonction coiit.

La faisabilité de la méthodologie développée a été montrée par des analyses numérigues
concernant la convergence, la stabilité et 1a validit€ du calcul d'identification dans le cas du test
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de torsion, de traction et de traction-torsion. Nous avons également montré la possibilité
d'identifier le comportement & partir de plusieurs types de mesure, en utilisant des fonctions
multi-objectifs. Enfin, les applications sur des données expérimentales réelles montrent bien
I'utilit€ de ces logiciels d'identification dans le domaine de Ia recherche sur le comportement
rhéologique des matériaux.

Pour le développement futur de ce travail on envisage plusieurs directions d'amélioration
et d'approfondissement.

Tout d'abord au niveau de la simulation des essais rhéologiques, on propose:

- une modélisation plus précise des conditions thermiques, notamment lorsqu'il s'agit
d'un pilotage spécifique concernant le régime thermigue (gradient thermique initial, conditions
aux limites variables au cours du temps).

- l'introduction de 1'€lasticité, de l'anisotropie et des lois A plusieurs variables internes,
définies par des équation cinétiques. Il sera ainsi possible de quantifier 1'influence de
I'évolution de la microstructure sur les phénomenes de restauration et de recristallisation
dynamique.

- l'utilisation d'une méthode de résolution de l'équilibre mécanique A partir d'une
formulation mixte en vitesse et pression. On cite par exemple 1'algorithme d'Uzawa qui rend
plus précise la condition d'incompressibilité et qui permet une évaluation des sensibilités des
contraintes plus précise et moins cofiteuse en temps de calcul.

- pour les cas nécessitant plusieurs remaillages, il est nécessaire de tester différentes
méthodes de transport des variables, notamment en ce qui concerne les dérivées paramétriques
des variables géométriques, afin d'aboutir 3 une meilleure précision du calcul de ces dérivées.
Ii est possible d'envisager ici I'adaptation de la procédure de remaillage pour une simulation
intégrant un calcul de sensibilité.

Puis au niveau de l'identification on envisage:

- I'étude des lois de comportement en utilisant le test de compression.

- l'amélioration du module d'optimisation, afin de diminuer le nombre de simulations
nécessaires pour la recherche des valeurs des paramgtres.

- la recherche de l'espace expérimental optimal qui conduit & une diminution importante
de 'effort de calcul d'identification. I faut chercher & définir plus systématiquement les
courbes expérimentales (nombre de conditions opératoires et nombre de points par courbes),
partant des informations données par la matrice de sensibilité.

- 'adaptation au calcul parallele. Dans ce cas il est possible de diviser le temps de calcul
par le nombre de courbes expérimentales, car chaque expérience peut &tre simulée de fagon
indépendante. Une version existe et a déja été testée sur des cas simples.
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En ce qui concerne les perspectives ouvertes par ce travail on souligne principalement la
possibilité¢ d'appliquer le principe d'identification pour des essais caractéristiques de la
rhéologie des matériaux 2 1'état semi-solide. Le développement d'une approche de type inverse
ouvre, dans ce cas, une voie prometteuse dans la compréhension des milieux hétérogénes.

Dans un futur proche on envisage également la possibilité de développer sur le méme
principe, l'identification des paramétres tribologiques et dans un avenir plus lointain, pourquoi
pas l'identification des Iois pour un couplage microstructural.
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ANNEXE 1

CONDITION DE CONTINUITE DE LA DERIVEE DE LA
CONSISTANCE PAR RAPPORT A LA DEFORMATION

Soit la définition de la consistance sous Ia forme suivante:

(K(P,&,T)=K,,, [1-W] + K, W
4 Ke ecr(P & T)
W =W(P, ¢ T)
Ksar = Ksa(P, T)
X
ol la fraction recristallisée W s'exprime généralement par:
0, € <g,
W=
W(P, e T), €>5
Donc I'expression de la consistance s'écrit:
K ecr? €< -er
K=
Keer [I-W]+ K W, &> &

L'égalité de la dérivée a gauche et 2 droite dans le point £ = &, implique:

dkK dK aK .
ecr ___ecr sat =
(1- W)+-—[ -K, ] +— W pour E=E&
de de dg = & Teer de

Sion tient compte du fait que pour £= &, on a W = 0, on obtient:

dKecr — e ECr dKe dw

& de *dp s e PoOUESS

Pour respecter cette condition, il suffit d'avoir%wf = 0 en € = & (relation valable si on
€

choisit s > 1 dans (1.50)), ou, dans le cas contraire, de choisir K (P, T) =

sat

ecr(P T).
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ANNEXE 2

CONVERGENCE VERS 0 DU COEFFICIENT DE TYPE
LEVENBERG-MARQUARDT

Comme la matrice [y] est diagonale on peut écrire que:

T 2
,_ Lgrad (Q)] {/% [grad (Q)]” max(%i)_ﬂgmgQﬂ Jo

Si le minimum de la fonction colit @, . est différent de 0, on vérifie simplement que pour

min
0— Q.. onagradQ — 0 etdoncd — 0. Il reste 4 analyser le cas correspondant au minimum
global Q. = 0. Ainsi pour avoir ' - 0 quand Q— 0 il suffit de montrer qu'il existe un

ad
L>0telque ﬂgr%z <L pour tous les paramétres P qui se trouvent au voisinage des valeurs

min

P correspondant au minimum global (Q( P ) = 0).
On sait qu'autour du point minimal, la fonction cofit doit ére convexe. Si la matrice des

dérivées secondes [ Eﬁ_—g}T] est bien conditionnée, la convexité implique qu'elle doit étre définie
gl

positive. On exprime alors la partie quadratique du développement de ia fonction Q en série de

Taylor dans l'espace des directions principales de la matrice /[- 37—6?7] . Ainsi, au voisinage du
]
minimum, on peut €crire;
Q(P) = Ay(P] - P;) 2+ Ay(P3 - P3) 2+ ...+ A (P - P.) 2+ HAPIRO(IAP)

ou P’ représentent le vecteur des paramétres correspondant & l'espace des directions
principales (P’ = MP, M étant la matrice de transformation), et A;, 4,, . . ., A, représentent les

valeurs propres (0 < 4; £... < 4, ). On peut alors exprimer le gradient par:

L apP; " _
9_y D, -21 AP -B}) oy + HAPTOIAPY, j=1,...n

dP;~ ;£ dP/dF; =" £
dP;
N =—L

Ainsi on obtient;
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n 14
lgradiP =4 2. [ 2, X(Pj-Fj) oy’ + IAP1PO(IAP)
l = 1=

Si on tient compte que:

[Z AAP;-B) ay? s )Z (P;- PP Z[Aal

on peut écrire:

ligradQIf <4M HIAP'IR + I1APTROIAP)

ou M = 2 2[2,051]]2

i=1j=
Finalement, en utilisant que @ 224 . HAP'J'I2 + HAPIRO(IAPN) on a:

o <18radQIF _4M HAP'IP + HAP'IPO(IAP) _ 4M + O(HAP'l)
QT A, IAPIR + HAPIROUIAP ) A + O(IAP'M)

Lorsque AP — 0 on obtient AP’ — 0 et donc pour 0 <e < 4 _. , il existe und > 0 tels

‘min?
que V P'respectant la condition /APl < § on a -& < O(IAP'll) < £. Dans ce cas on obtient:

”gradQﬂz <J = IM + €
- £

Q 77,

min
Dong, partant de la relation qui définit & on obtient &' < max( ¥} INQ, ce qui permet de

conclure que lorsque Q— 0ona & — 0.
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ANNEXE 3

CONVEXITE DU POTENTIEL VISCOPLASTIQUE

Le potentiel @ est convexe si et seulement si la matrice des dérivées secondes D est

définie positive. Si nous utilisons 1'écriture due? dans le systéme des axes principaux, la

matrice DD s'écrit sous la forme;

D,-j=_4fz‘@“_‘;“,i:],2,3,jzj,2,3_
881-‘9981‘-0

- S . . J vp .
En utilisant la définition du tenseur déviateur des contraintes s; = 2P JE ; onobtient:
de

D___a(j"a'z.p)z of &% fﬂ 2—‘a£—££+f
Py I Py & 9”7 T0E &

On peut donc écrire:

P VP
Dy=ae; &;+bd
avec:
a=§—'a_£.-{-etb=f
Jde €

Pour que la matrice D soit définie positive, il faut que toutes les valeurs propres A soient
positives. Partant de la définition des vecteurs propres V on obtient:

ZDUV—a Z £7E VoAb Eav AV,
j=1

¥
Pour Vj =g jp on a:

pz (8 PR+ beT 2.18"}0
j=1

et donc:
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La condition nécessaire et suffisante pour que A, > 0 est? > 0. On cherche maintenant
E

. . ¥ 'V VY .
les deux autres vecteurs propres orthogonaux 2 la direction 4 = e Ip , € zp , € 3p }. Ils doivent
alors vérifier la relation:
S v,
2 Fad pV =0
, 5]
j=1
donc:

3
_ZIDzﬂ/j:bvmAvi:azz=,13=b=f>o
J:

Ainsi les valeurs propres associées aux deux autres vecteurs propres sont positives. On
peut donc conclure gue la matrice D est définie positive si et seulement si la contrainte
équivalente est une fonction croissante deg .
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ANNEXE 4

DEFINITION DES MATRICES JACOBIENNES,
DE VOLUME ET DE SURFACE

Le jacobien de volume J définissant le passage de l'espace de référence & 2 l'espace réel x

s'exprime par:

o o
s _| % on
o | 2 2
d on
Les éléments de la matrice jacobienne s'écrivent sous la forme:
&__INbEnoe IN _&_LN%I’O&RZ' aN
Jn==:=3 " o =2-=3
85 n=1 aé: 3?‘] n=1
Nbnoe Nbnoe
& oN
Jz] = = Z Z —n J 2 - Z Z
35 n=1 " aé 2 n=1

Ainsi on a;

W=T11d5-T519 1

Le jacobien de surface J® s'exprime par:

o
o J3
Jszix'—: gm !
% loz| |5
o
ol:
s_i_Ianoe 2aNfa Jszéz“:anoe ‘M
Toem T froeT T o
Donc:

1Pl = \}ng + J5?
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ANNEXE 5

DEFINITION DE L'OPERATEUR TANGENT B
Par définition, l'opérateur B s'exprime par:

G, _
By =75 1=1,2,3,j=1,2,3,1=1,2,3,n= 1, Nbnoe

ol le vecteur de vitesses nodales V s'écrit pour chaque composante sous la forme:

Vr 7 CO] VZ]
Vi a V2
Vin= '[ Von = ! Vin = II
I
| i [
Ven o, Van

Le tenseur vitesse de déformation est défini par:

L SN R WP
o 7T 2 ( z v o
L y ] Jdo
“E sym o T 2 "%
v,
| sym sym = _
ou
[ Nbnoe
V]n.RnNn
n=1 4

V, = r Nbnoe
2
r= Y. RIN,
< Nbnoe n=1

n=1 Nbnoe
{ Zz = Zn Nn
Nbnoe n=1
Vv, = Vau Ny
\ n=1
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Ainsi le calcul des composantes d'opérateur B conduit

Brim= E;ﬂ[ag" - Di}] Biigg=0
Bimm=0 Biyon= % r ag"
B3, = %%ﬂ% B3y, =0
Byom = N:fn By =0
Ba3in=0 B33 = é-r %
B3 =0 B3son =0

La symétrie du tenseur de vitesses de déformation implique: B  iln =

Bii3p=0

Bjosy =0

oN

n

Bissn=3%

Py

322311. =0

B33, =0

N,
B333n =3,

By,
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ANNEXE 6

CALCUL DU CHAMP DE TEMPERATURE DANS LE CAS D'UNE
REGULATION THERMIQUE A L'AIDE D'UN CHAUFFAGE PAR
INDUCTION

Dans le cas des essais de torsion & chaud, pour éviter le refroidissement de I'éprouvette
pendant la déformation et en vue d'assurer la température dans la piéce autour de la valeur
désirée, TO, on utilise un systtme de régulation thermique. Le principe d'un tel systéme
suppose un chauffage uniforme par induction permettant la compensation du flux de chaleur
sortant (par convection avec 'air, par conduction avec les mors ou par €émissivité) et 'obtention
d'une distribution quasi-constante de la température dans I'éprouvette. Cette derniére condition
est difficile & satisfaire, car théoriquement il nous faut un contrdle volumique de la température,
en des points différents de I'éprouvette. En pratique on se limite 4 la mesure de la température
seulement en un point M situé & Imm de la section du congé. Ainsi l'inducteur est piloté

automatiquement de telle fagon que, au point considéré, la température reste €gale a la
terpérature initiale de I'éprouvette (Tyy = T9).

N =cte
Z /;/;
7
7 M |
N4 W S N R i —

] p—i
7%
7 | , 5
2 | :
/i Y & o

1 2 3 1 mm 4 1’

= EC (surface de contact) . Ei (surface libre)

Principe du test de torsion & chaud avec régulation thermique
1,1' - mors, 2 - inducteur, 3 - éprouvette, 4 - thermocouple

Dans un premitre temps, la résolution d'équilibre thermique suppose que les conditions
sont adiabatiques et donc 1'échauffement de I'éprouvette est déterminé en tenant compte
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seulement de I'énergie dissipée par la déformation plastique, de la conductivité et de la capacité
calorifique du matériau testé. On considere ainsi que les échanges thermiques avec I'extérieur
sont entiérement compensés par le flux, q, généré par induction. Cette résolution adiabatique
est tout a fait pertinente lorsqu'il s'agit des essais rapides (durée trés courte, de quelques
secondes), mais elle devient de plus en plus approximative, pour des essais de long durée, car
une surestimation de plus en plus importante de I'élévation de la température peut apparaire.

Pour aboutir & une modélisation de I'essai de torsion plus rigoureuse du point de vue
thermique, il faut résoudre 1'équation de la chaleur en tenant compte des conditions limites
définissant le test réel. De plus on doit ajouter un flux q (uniformément distribué sur la surface
extérieure de 1'éprouvette), a priori inconnu, qui permet de conserver au point M la température
initiale TO.

Dans ce cas I'équation de 1'équilibre thermique s'écrit sous la forme:

trouver T et q tels que:

pc% - div(kgradT(xt)) - rw =0

et qui respectent les conditions limites suivantes:

(
ch = hcd(T'Tmors) = -k-grad(T)-nc pour x € EC

Q.+ Q, = (h+h (T-T ) = -k'grad(T)n; pour x € X,
y,
-q,= -q = -k-grad(T)-nI pour x € Zl

T(x,t=0) = T°, T(x,,,t) = T’

.

Le schéma temporel et la discrétisation par €léments finis proposés dans le paragraphe
2.2.4 (chapitre 3), conduisent & la résolution du systéme suivant;

trouver TV et ¢ tels que:
CITII + Fp(qr) = 0

T (xy) = T9
Partant de la définition du terme libre F’, il est facile de constater que 1'on peut écrire:

F(q) = F(q' = 0) - ¢ (01, + 2t3) J Nds
z

€
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La linéarité de F’ par rapport au flux ¢’ permet de conclure que Ia solution 7% du systéme
antérieur dépend linéairement de ce flux et par conséquent on a:

1] r TT’
=T =0)+ ¢ O

£

Le calcul de Z]qj se fait par la dérivation du systéme thermique et on obtient:

dT"”

Ca'qtd

(Cp+ 20y j Nd§ = 0
X

[

Maintenant, si on impose la condition supplémentaire sur la valeur de la température au
point M, on peut déterminer le flux par la relation suivante:

P 70 - 1" (xm, ¢ = 0)

- 47"
dq: (xM)

Avec cette valeur de flux on calcule le champ thermique correspondant par:

TO - T (xps, ¢' = 0) AT
re » ! _ ’
aq (xpr)
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ANNEXE 7

CALCUL DES DERIVEES DE L'OPERATEUR B PAR RAPPORT
AUX COORDONNEES GEOMETRIQUES

Pour déterminer les dérivées de l'opérateur B par rapport aux coordonnées géométriques

nodales X = l: , on part des relations établies dans I'’Annexe 5.
Z

Ainsi les dérivées 98 sont définies par:
oR,

2p2
B)11n i[I_NnRiMaNn Nn:|+Nan Ry 9 Ny Brpn_, Bus_,
r

aR, - 2l T TR ) R, R,
Bo1n_, By INRy N, 1 0 Ny % 53 _,
R R, =2 r F 2R CH 3R,
Bysin_ 1 I_NnRi N, IR, 9 (aNn) B13m_ B3z, _1 9 (8Nn)

oR,, 2r 2 z "2 r dR, oz dR, oR,, 2dR," o
Bogin _Nul, 2N R By _ Byn_ g

Rn— ’2 IZ Rn Rn
3823111 -0 aBZB’Zn __I_Nan aNn +ir d (aNn) 33233:1 =0

oR, R, “2 r dz 2 3Rn oz R,
Bssin_ o B3z _ ¢ Bsszn_ 0 Ny,

an aR, IR, oR, oz

Pour les dérivées =5 btient:
our 1es derivees azn on obdaen
By By 3 My B 110 _, By _,

iz, =Tz 7z, 7A
Bion _ 0 Biogm 1,9 (3Nn) OBiaz,

iz, = iz, =3 =
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312222:,1 P 3'3222’12;1 ~0 3%13:: —0
‘9%235;1:1:0 19_1?3%3’12_1120 9‘98.%3"3;:: agn (a(*;gn)

. o .. . @ ON, .
On constate qu'il faut déterminer les dérivées 3% (?ﬁ). Si on tient compte de la

correspondance existant entre l'espace de référence £ et l'espace réel x on peut écrire:

d ON, ON, 9 o
% (o) =5 ox (o)

avec g—% =Jlon J représente la matrice Jacobienne (voir I'Annexe 4). Partant de la

relation JJ =1 (I Ia matrice unité) on obtient:

al
S ) = P!

. 1{122 “112]
WL Ty T4

Ainsion a:
d N, odN, ; a

1 1
X Cow) =7 T (axM

\ al .
ol les composantes 3% S‘expriment par:

aiu= d (Q:_ _Ea(a_a)_ﬁﬂn_i WIZE_MQ_(_@‘_)=E&(%)_EZ£&Q
dR, ~ JR, ag) r ok - oR, ~ oR, of T 'on ? on
Ay 3 2z Ay 3 oz _

R, =k, (57 =0 3R, =3, (57 =0

aly 3 o Ay 9 &

azn n(anf) oz, 32;:(311)

aIZIEi_(a_Z = aNfI afzzzmg_(gé)zilyﬂ

o, ~ IZ, af’ P Zn " Zyom T o

177




Annexes

ANNEXE 8

CALCUL DES DERIVEES DES ELEMENTS DE VOLUME dQ ET
DE SURFACE dS PAR RAPPORT AUX COORDONNEES
GEOMETRIQUES

En utilisant le jacobien de volume J et de surface J° (voir I'Annexe 4), les éléments de

volume et de surface sont exprimés par:

dS2 = 2zr 1 d&dn
ds = 2mr, Il dn

Ainsi les dérivées par rapport aux coordonnées géométriques nodales s'écrivent:

or !
dQ’ = 2759—;’5 1 dédn + 2nr, 55 dédn

o o1
ds’' = 27:-(;-%!.]5/ dn + 2zr, 55 dn

En ntilisant I'interpolation spatiale définie par (3.33) et (3.34) on a:

(_h_ RnNn ﬁ =
dR, ~ 7, dz,

) 8Zh azh
R, =0 az,~ N
.

ol olrt

Il reste donc a determlner-ﬁ et %

Partant des relations de définition de [J/ (voir Annexe 4) on obtient:

dll Jd
ax=o% 11922 -J21712)

En utilisant les expressions des dérivées des éléments de la matrice jacobienneJ (voir
Annexe 6) on peut écrire:
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_a;:ﬁ._ﬂlj _@J
R~ R, 72 R

c'ﬂllﬂ_afzzJr aIZIJ
z,~ %, 1u %,

Pour Ie terme surfacique //%/ on obtient:
< 0% oJ5

ar 1ax *I2 5%
ox = 1751

a]S §
Donc si on tient compte que # =0 et-gzi =(ona:
n n
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RESUME

L'amélioration de la connaissance du comportement rhéologique des matériaux au cours
de leur mise en forme passe nécessairement par une meilleure compréhension des essais
rhéologiques de laboratoires. C'est pourquoi nous avons développé un modeéle inverse
d'identification des paramétres rhéologiques, résultant du couplage d'une code de simulation
par €léments finis de I'essai avec un module d'optimisation. ‘

Le modele direct de simulation concerne plus particuliérement les tests axisymétriques de
torsion, traction et traction-torsion. Il permet une modélisation plus réaliste de l'essai,
notamment en ce qui concerne la possibilité de prendre en compte les phénomenes d'auto-
échauffement, de localisation de la déformation et d'adoucissement, qui rendent souvent les
hypothéses de dépouillement ciassiques non valables.

Le principe d'identification repose sur la détermination des coefficients de la loi de
comportement qui minimiseront une fonction cofit, exprimant au sens de moindres carrés,
I'écart entre le calcul et I'expérience. L'utilisation d'un algorithme de minimisation de type
Gauss-Newton nous a amené & développer un calcul de sensibilité paramétrique a partir d'une
différentiation analytique des équations discrétes définissant le calcul de simulation.

Ainsi, le logiciel d'identification permet d'identifier automatiquement et simultanément les
parametres rhéologiques d'une loi thermo-viscoplastique de type Norton-Hoff, avec une
formulation généralisée de la consistance du matériau afin d'obtenir une description adéquate de
la compétition existant entre 1'écrouissage et I'adoucissement.

MOTS CLES: Essais Rhéologiques, Comportement Thermeo-Viscoplastique,
Simulation Eléments Finis, Analyse Inverse, Identification de Paramétres,
Calcul de Sensibilité, Différentiation Directe :

ABSTRACT

The improvement of the knowledge of the material behaviour during the industrial
forming processes come necessarily through a better understanding of the experimental
theological test. We have developed an inverse numerical model for the rheological parameter
identification coupling a finite element simulation code of the rheological test with an
optimization procedure.

The direct model simulates the axisymmetric tests corresponding to the torsion, tensile
and tensile-torsion one. It leads to more realistic modelling of the rheological test, in order to -
ensure the possibility to take into account the self-heating phenomena, the strain localisation
and the softening effects, for which the classical computational assumptions are not more valid.

The identification principle is based on finding the coefficients of the behaviour law
which minimise a cost function, defining in the least squares sense, the deviation between the
computation and the experiment. The use of a Gauss-Newton minimisation method, leads us to
develop a parameter sensitivity computation, starting from an analytical differentiation of the
discretized equations which define the simulation model.

Thus, the identification code permits to identifiy automatically and simultaneously all the
rtheological parameters of a thermo-viscoplastic Norton-Hoff law, with a generalized
formulation of the material consistency in order to obtain an appropriate description of the
competition between the hardening and the softening effects.

KEYWORDS: Rheological Tests, Thermo-Viscoplastic Behaviour, Finite
Element Simulation, Inverse Analysis, Parameter Identification, Sensitivity
Computation, Direct Differentiation Method




