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Résumé

Dans cette thèse théorique, les propriétés élastiques et dynamiques d'un solide

sont étudiées a�n de mieux comprendre les étapes qui mènent d'un cristal par-

fait à un système vitreux. Les expérimentateurs observent au microscope confocal

des couches de verre colloïdal, pour en étudier les propriétés élastiques locales. Il

est prouvé analytiquement ici que, déjà pour un cristal, l'observation d'une couche

bidimensionnelle conduit à des constantes élastiques et à une relation de disper-

sion di�érentes de celles du solide tridimensionnel. Des simulations de dynamique

moléculaire d'un cristal de sphères dures con�rment ce résultat. De plus, il est montré

numériquement que l'ajout de polydispersité dans les rayons des sphères augmente

les constantes élastiques du cristal et crée des modes élastiques localisés sur les par-

ticules de mobilité extrême. Parallèlement, les propriétés élastiques et dynamiques

d'un solide surchau�é sont étudiées. Un modèle minimal, de type mécanisme réac-

tionnel, est proposé pour décrire la dynamique de la fusion homogène. Ce mod-

èle est utilisé pour établir une approche de champ moyen qui prédit les propriétés

macroscopiques des états métastable et d'équilibre. Ces prédictions sont comparées

avec succès à des résultats de dynamique moléculaire. Le mécanisme réactionnel

sert également à concevoir des simulations de Monte-Carlo cinétique, qui rendent

compte des �uctuations et reproduisent l'existence d'une goutte critique de liquide,

analogue à celles identi�ées en dynamique moléculaire, sans recourir à la description

des vitesses et positions des particules.

Abstract

In this theoretical work, the elastic and dynamical properties of a solid are studied

with the aim to draw the links between a perfect crystal and a glassy state. Recently,

experimental groups observed a slice in a colloidal glass under a confocal microscope,

in order to study its local elastic properties. This work proves analytically that,

even in the case of a crystal, observing only a slice does not lead to the elastic

constants and dispersion relation of the three-dimensional solid. Molecular dynamic

simulations performed on a hard-sphere crystal are consistent with the analytical

results. Moreover, this work shows numerical evidence thatadding polydispersity

in the sphere radii causes the elastic constants of the crystal to grow and create

localized elastic modes correlated with the positions of the particles of largest and

smallest cage. Furthermore, the elastic and dynamical properties of a superheated

crystal are studied. A minimal model, in the form of a reaction-like mechanism, is
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proposed to describe the dynamics of homogeneous melting. The model is used to

set a mean-�eld approach, that predicts macroscopic properties of the metastable

and equilibrium states. The predictions are successfully compared with molecular

dynamics results. The minimal model is also used to design kinetic Monte Carlo

simulations, that account for the �uctuations at the particle scale and reproduce

the existence of a critical liquid droplet, de�ned in the same way as in molecular

dynamics simulations, without having to resort to the full particle dynamics.

Mots clés

Cristal de sphères dures, colloïdes, élasticité linéaire,modes élastiques localisés, fu-

sion homogène, dynamique moléculaire, Monte-Carlo cinétique, mécanisme réaction-

nel
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Chapitre 1

Introduction

Considérer les systèmes vitreux en tant que solides originaux constitue une ap-

proche déjà largement développée théoriquement [73, 136, 19] ainsi qu'expérimen-

talement [132, 44]. Les verres ont notamment des propriétésélastiques particulières.

Ils possèdent des modes élastiques localisés, contrairement aux cristaux parfaits

monodisperses qui ne possèdent que des modes élastiques étendus. Par ailleurs,

dans les systèmes vitreux, comme dans les cristaux, le mouvement des particules est

entravé par la cage créée par les particules voisines. Cependant, dans les verres, les

cages peuvent se réarranger, introduisant une dimension dynamique absente dans

les cristaux parfaits à l'équilibre thermodynamique. Plusieurs références [136, 46, 26]

ont souligné l'existence d'un lien entre les modes élastiques localisés identi�és dans

les verres et les zones de réarrangement dynamique. Cependant, les caractéris-

tiques de l'état vitreux sont di�ciles à dé�nir. Les polycri staux [15] et les quasi-

cristaux [50, 53, 51], par exemple, possèdent également desmodes élastiques local-

isés. En revanche, les propriétés de l'état cristallin sontbien mieux connues. Dans

ce travail théorique, la complexité est ajoutée de manière contrôlée à partir d'un

système cristallin parfait. Les propriétés élastiques et dynamiques originales qui en

résultent sont étudiées, dans l'espoir de mieux comprendreles étapes qui mènent

d'un cristal parfait à un système vitreux.

A�n de se rapprocher graduellement des solides désordonnésmétastables, tels

les verres, à partir du cristal parfait à l'équilibre thermodynamique, deux grandes

voies complémentaires sont développées dans ce travail :

� les propriétés élastiques de cristaux monodisperses et polydisperses en rayon

sont étudiées à l'équilibre thermodynamique,

� les propriétés dynamiques d'un cristal surchau�é sont modélisées à l'échelle

d'une particule.

Pour cela, des outils analytiques et numériques sont utilisés. Les cristaux sont

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

décrits par l'élasticité linéaire et leurs �uctuations à l'équilibre sont supposées suivre

les lois de la physique statistique. Un code de dynamique moléculaire est utilisé pour

con�rmer les résultats analytiques sur les cristaux monodisperses et pour étudier

les propriétés élastiques des cristaux polydisperses et des cristaux métastables. Le

même code de dynamique moléculaire sert de référence pour décrire les propriétés

dynamiques des cristaux surchau�és. En�n, comme la dynamique moléculaire reste

une technique coûteuse en temps de calcul, des simulations de Monte-Carlo cinétique,

bien adaptées à l'étude de la dynamique de processus stochastiques, sont mises en

place pour modéliser la dynamique de la fusion homogène.

Dans ce chapitre introductif, les questions relatives aux propriétés élastiques

des cristaux polydisperses et métastables seront d'abord motivées par des résultats

expérimentaux de di�usion dynamique de la lumière et de microscopie confocale.

La problématique associée aux propriétés dynamiques des cristaux surchau�és sera

ensuite formulée, pour aboutir à la présentation d'approches à di�érentes échelles,

de la dynamique particulaire à un modèle d'équations macroscopiques en passant

par une dynamique stochastique.

1 Propriétés élastiques

1.1 Solides colloïdaux

Pour étudier expérimentalement les propriétés élastiquesdes cristaux et des

solides désordonnés, les solides colloïdaux représententun système de choix. En

e�et, la taille des particules, de l'ordre de 10� 6 m, dans les solides colloïdaux rend

leur observation au microscope confocal possible contrairement aux verres atom-

iques où la longueur caractéristique est plutôt de l'ordre de 10� 10 m. Malgré cette

di�érence, les systèmes colloïdaux ont des propriétés thermodynamiques, notamment

des transitions de phase, très similaires à celles des systèmes atomiques [56, 132].

Les propriétés élastiques des solides colloïdaux sont également similaires à celles de

solides atomiques maintenus sous pression. Dans les solides colloïdaux, le poten-

tiel attractif n'est souvent pas assez fort pour retenir lesparticules entre elles et

une pression extérieure est nécessaire pour éviter que les particules ne s'échappent.

L'existence de cette pression extérieure a une in�uence surles propriétés élastiques

du matériau [125], qui sera prise en compte dans ce travail.

Une partie de la littérature expérimentale [44, 46] s'intéressant aux propriétés

élastiques des solides colloïdaux utilise des particules de polyméthacrylate de méthyle

(PMMA) traitées comme des sphères dures [44, 46]. A�n que lesrésultats de ce
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travail puissent servir à l'interprétation des résultats expérimentaux, le code de

dynamique moléculaire choisi pour étudier les propriétés élastiques des cristaux

modélise un cristal de sphères dures. Le choix des sphères dures a également un

avantage numérique puisqu'il permet d'utiliser un code de type event-driven, partic-

ulièrement e�cace pour simuler un système contenant de nombreuses sphères dures

sur de longues durées [101].

Une autre partie de la littérature expérimentale [26] utilise des colloïdes de N-iso-

propylacrylamide (NIPA) dont la fraction volumique peut être contrôlée à partir de

la régulation de la température dans le système. Leur potentiel n'est pas si éloigné du

potentiel des sphères dures [95] et les résultats de ce chapitre devraient s'appliquer

également à ce cas.

Dans la littérature, les propriétés élastiques des cristaux colloïdaux ainsi que des

systèmes colloïdaux vitreux ont été analysées à l'aide de deux techniques majeures et

complémentaires : la di�usion dynamique de la lumière et la microscopie confocale.

L'apport de ces deux techniques est successivement présenté.

1.2 Apport de la di�usion dynamique de la lumière

La di�usion dynamique de la lumière rend principalement compte des propriétés

élastiques homogènes à l'échelle du système entier.

Cette technique donne accès à la fonction d'autocorrélation de l'intensité lu-

mineuse di�usée par l'échantillon [56, 27]. La fonction d'autocorrélation de l'inten-

sité di�usée est reliée à la matrice de corrélation du déplacement ĥui (K )û�
k(K )i , où

ûi (K ) est le déplacement dans la directioni , évalué pour le vecteurK dans l'es-

pace de Fourier et dé�ni par rapport à une con�guration de référence, ici le réseau

cristallin parfait. Le symbole h�i représente la moyenne d'ensemble e�ectuée sur

les �uctuations des positions des particules autour de leurposition de référence. A

partir de cette matrice, deux relations principales, la relation de dispersion et la den-

sité des états propres, peuvent être dé�nies et représentent une partie des résultats

déductibles d'expériences de di�usion dynamique de la lumière.

Les fréquences! (K ) sont dé�nies comme l'inverse de la racine carrée des valeurs

propres de la matrice de corrélationĥui (K )û�
k(K )i . La relation de dispersion donne le

comportement des fréquences! (K ) en fonction de la normeK du vecteur du réseau

réciproque. Dans le cas d'un cristal tridimensionnel décrit par l'élasticité linéaire, la

relation de dispersion, valable dans la limiteK ! 0, est :

! (K ) � K: (1.1)
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Une autre relation importante est la densité de probabilitédes fréquences propres! .

Elle est notéeg(! ) dans le manuscrit et se comporte comme :

g(! ) � ! 2; (1.2)

dans le cadre de l'élasticité linéaire et dans la limiteK ! 0. Les deux résultats

sur la relation de dispersion et la densité d'états constituent des comportements

de référence auxquels les résultats obtenus sur des systèmes plus complexes seront

toujours comparés.

Puisqu'elle donne accès à la matrice de corrélationĥui (K )û�
k(K )i , la di�usion

dynamique de la lumière permet d'obtenir les relations de dispersion et la densité

d'états des cristaux colloïdaux [56]. Un des chi�res à retenir, obtenu par di�usion

dynamique de la lumière, est que la vitesse de phase du son, dé�nie comme c = !=K ,

est de l'ordre de 10 cm.s� 1 [56] dans les cristaux colloïdaux.

La matrice de corrélation du déplacementĥui (K )û�
k(K )i pour un même vecteurK

dans l'espace de Fourier ne rend pas bien compte des hétérogénéités éventuellement

présentes dans le milieu. Ces hétérogénéités spatiales ne sont visibles que dans l'es-

pace réel. C'est en ce sens que la di�usion dynamique de la lumière ne donne pas

accès aux propriétés élastiques locales du milieu.

1.3 Microscopie confocale

Pour tenir compte des hétérogénéités spatiales qui existent dans un cristal poly-

disperse en rayons ou dans des systèmes colloïdaux désordonnés, il est important de

considérer la matrice de corrélation de pairehui (R )uk(R 0)i dans l'espace réel. Les

vecteursR et R 0 représentent, ici, deux positions dans le réseau réel de référence. La

matrice de corrélation de pairehui (R )uk(R 0)i est beaucoup plus complète que la ma-

trice de corrélation du déplacementĥui (K )û�
k(K )i évaluée pour un même vecteurK

du réseau réciproque. Mais la matrice de corrélation de paire dans l'espace réel n'est

accessible expérimentalement que par une observation directe dans l'espace réel.

C'est pourquoi l'observation des cristaux et des verres colloïdaux au microscope

confocal est une technique développée par plusieurs équipes [64, 132, 25, 46].

A partir de la matrice de corrélation de pairehui (R )uk(R 0)i dans l'espace réel,

la densité d'états peut être obtenue. Elle correspond à la densité de probabilité

des fréquences! dé�nies comme l'inverse de la racine carrée des valeurs propres

de cette matrice. Dans le cas du cristal monodisperse, où leshétérogénéités spa-

tiales sont absentes, les densités d'états obtenues à partir des matrices de corrélation

de pairehui (R )uk(R 0)i dans l'espace réel ou de corrélationĥui (K )û�
k(K )i pour un
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même vecteurK dans l'espace de Fourier sont rigoureusement équivalentes. Dans ce

cas, les deux grandeurs seront appelées indi�éremment densités d'états. Dès qu'une

hétérogénéité spatiale est présente, par contre, cette équivalence n'est plus véri�ée.

Dans ce deuxième cas, le terme densité d'états sera réservé àla densité de probabili-

té des fréquences propres issues de la matrice de corrélation de paire dans l'espace

réel. L'autre densité sera explicitement nommée comme la densité de probabilité

des fréquences propres issues de la matrice de corrélation du déplacement pour un

même vecteurK dans l'espace de Fourier. De plus, la connaissance de la matrice de

corrélation de pairehui (R )uk(R 0)i permet de visualiser les modes propres élastiques

dans l'espace réel et donc les zones sur lesquelles ils se localisent. Ceci est impossible

à partir de la matrice de corrélation des déplacementsĥui (K )û�
k(K )i pour un même

vecteur K dans l'espace de Fourier.

Observer l'échantillon au microscope confocal permet, dans l'idéal, d'accéder

à la position de chaque particule à un instant donné. Le déplacement par rap-

port à la con�guration de référence peut donc être calculé pour chaque position de

référenceR . La moyenne d'ensemble est identi�ée à une moyenne temporelle et la

fonction de corrélation de pairehui (R )uk(R 0)i peut être obtenue. Cependant, un

microscope confocal ne peut obtenir une image tridimensionnelle de l'échantillon

in�niment rapidement. L'image complète est plutôt obtenueà partir d'un balayage

dans chaque direction de l'espace. A un instant donné, le microscope confocal enreg-

istre un pixel de l'image �nale. Puis à l'aide de miroirs galvanométriques tournants,

il balaie l'échantillon dans les deux directions du plan a�nde reconstruire l'image

de la couche bidimensionnelle balayée. Ce balayage s'e�ectue assez rapidement et

le temps d'acquisition entre deux lignes du plan est de l'ordre de 2� 10� 4 s pour

les microscopes actuels [142]. Le balayage dans la troisième direction a lieu grâce

à un objectif monté sur un quartz piézoélectrique et le tempsd'acquisition entre

deux plans est de l'ordre de 0; 05 s pour obtenir une résolution su�sante de l'image

tridimensionnelle [45]. Ces temps de délai entre l'acquisition des di�érentes lignes

et di�érents plans peuvent avoir une in�uence sur l'interprétation de la matrice de

corrélation du déplacement, s'ils sont supérieurs au tempscaractéristique de corréla-

tion du déplacement lui-même. Ce temps caractéristique peut être estimé comme

le temps mis par le son pour traverser la zone balayée par le microscope confocal.

Typiquement, les zones balayées possèdent un côté de 100� m [46]. Comme la vitesse

du son est de l'ordre de 10 cm.s� 1, le temps de corrélation du déplacement est de

l'ordre de 10� 3 s. Ainsi, au sein d'un plan, la vitesse de balayage est su�sante pour

interpréter la matrice de corrélation du déplacement commeayant été calculée à un

instant donné. Ce n'est plus le cas pour la matrice de corrélation du déplacement
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dé�nie à trois dimensions.

Pour cette raison, plusieurs équipes préfèrent n'observerqu'une couche bidi-

mensionnelle du solide colloïdal [64, 26, 46]. Or, l'observation des �uctuations du

déplacement à deux dimensions dans un cristal tridimensionnel modi�e potentielle-

ment les propriétés élastiques observées. La question qui se pose alors est la suivante :

comment interpréter correctement les données expérimentales obtenues à partir du

déplacement projeté sur une couche bidimensionnelle ?

L'objet du chapitre 2 est de déterminer les propriétés élastiques e�ectives accessi-

bles à partir de l'observation des corrélations du déplacement projeté sur une couche

d'un cristal tridimensionnel. Dans le cadre de l'élasticité linéaire, il sera montré an-

alytiquement, dans ce chapitre, que la relation de dispersion e�ective obtenue dans

un cristal à partir de la matrice de corrélation des déplacements à deux dimensions

se comporte comme

! �
q

Q; (1.3)

où Q est la norme d'un vecteur du réseau réciproque à deux dimensions. Ce com-

portement est clairement di�érent du comportement classique à trois dimensions

pour lequel! � K . Le comportement de la relation de dispersion projetée seracon-

�rmé par des simulations de dynamique moléculaire, qui permettent d'avoir accès au

déplacement à trois dimensions ou de le projeter sur une couche bidimensionnelle,

dans l'espace réel ou dans l'espace de Fourier, de manière analogue aux données

expérimentales. Les résultats de ce chapitre ont fait l'objet d'une publication [77].

1.4 Modes localisés

L'intérêt majeur de l'observation des solides colloïdaux par microscopie confocale,

par rapport à leur analyse par di�usion dynamique de la lumière, est la possibilité

de mettre en évidence des modes élastiques localisés dans l'espace.

Cela a été mis à pro�t pour montrer l'existence de modes localisés dans les

systèmes colloïdaux vitreux. Ces modes localisés sont absents dans le cristal parfait

monodisperse. De plus, les modes localisés existant dans les verres semblent corrélés

aux zones de réarrangement dynamique également présentes dans les verres [136, 46,

26]. L'idée sous-jacente est que les zones les plus molles d'un point de vue élastique

sont celles les plus susceptibles de se réarranger dynamiquement. Avant d'aller plus

loin dans l'interprétation des modes localisés dans les systèmes vitreux, il est utile de

savoir comment les propriétés élastiques évoluent avec l'ajout de désordre de façon

contrôlée dans le cristal parfait.

Le paragraphe 1 du chapitre 3 se concentrera sur l'e�et de l'ajout de polydisper-
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sité en rayon sur les propriétés élastiques du cristal. La polydispersité est inévitable

expérimentalement et est présente dans les systèmes colloïdaux vitreux dont les pro-

priétés élastiques locales sont analysées dans les références [46, 26]. Le paragraphe 1

du chapitre 3 montrera qu'il existe des modes localisés dansdes systèmes polydis-

perses encore cristallins. Dans ce cas, les modes se localisent sur les particules dont

les cages créées par leurs voisines sont soit extrêmement petites, soit extrêmement

grandes.

1.5 Propriétés élastiques d'un cristal métastable

L'intérêt pour les propriétés élastiques du cristal métastable date de 1938 [18, 17]

et correspond à l'idée que la limite de stabilité thermodynamique d'un cristal corres-

pondrait à sa limite de stabilité mécanique. Il semble cependant que ces deux lim-

ites di�èrent légèrement [65]. Néanmoins, l'idée qu'une rupture locale de la stabilité

mécanique permettrait la nucléation d'une zone liquide, désordonnée, reste une hy-

pothèse probable pour expliquer le mécanisme de la fusion homogène. Cette idée est

à mettre en parallèle avec le fait que les modes élastiques mous localisés seraient à

l'origine de zones de réarrangement dynamique dans les verres. La question implicite

derrière ce type de corrélations est : quelles informationssur la dynamique des états

métastables apporte l'étude des propriétés élastiques de ces états ?

Le paragraphe 2 du chapitre 3 s'intéressera aux propriétés élastiques globales

d'un solide surchau�é, obtenu par dynamique moléculaire. La stabilité mécanique

ne sera pas rompue dans les solides surchau�és étudiés. Par contre, l'importance des

propriétés dynamiques dans les états métastables sera miseen évidence par le fait

que, contrairement au cas d'un cristal à l'équilibre thermodynamique, les particules

changent régulièrement de position de référence dans le cristal surchau�é.

Ceci amènera à étudier les propriétés dynamiques du cristalsurchau�é à part

entière.

2 Propriétés dynamiques

Dans le but de rendre compte des propriétés dynamiques des états métasta-

bles, l'accent sera mis sur le mécanisme d'évolution du cristal surchau�é vers l'état

d'équilibre �nal majoritairement liquide.
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2.1 Obtention de cristaux surchau�és

La fusion homogène correspond au mécanisme de fusion par lequel une goutte de

liquide nucléerait au sein du solide surchau�é sans surfaceou défaut précurseur. Elle

s'oppose à la fusion hétérogène qui correspond à la formation de liquide au niveau

des surfaces ou des défauts présents dans le cristal stable initial.

Un cristal surchau�é est di�cile à obtenir expérimentalement car, lorsque le

cristal est porté au-dessus de sa température de fusion, sa surface a tendance à fon-

dre en premier, laissant intact le cristal à l'intérieur. Lemécanisme de fusion est

alors hétérogène. Mais récemment des cristaux atomiques ont pu être amenés dans

un état surchau�é à l'aide de lasers femtosecondes, capables de chau�er le cristal

de l'intérieur et très rapidement [113, 80]. Quelques essais pour obtenir des cristaux

colloïdaux tridimensionnels surchau�és ont également ététentés. Des cristaux col-

loïdaux formés de particules de N-isopropylacrylamide (NIPA), dont le volume est

�nement régulé par l'intermédiaire du contrôle de la température, peuvent être facile-

ment amenés à une fraction volumique inférieure à la fraction volumique de fusion [3].

Mais alors, plutôt que d'observer une fusion homogène, la fusion a lieu au niveau

des défauts du cristal initial, encore inévitables expérimentalement [3].

Numériquement, obtenir des cristaux surchau�és est beaucoup plus facile, car les

surfaces peuvent être éliminées par l'application de conditions aux bords périodiques

et car l'absence de défauts est garantie par le choix d'une condition initiale où

les particules sont positionnées exactement sur le réseau cristallin. L'obtention de

cristaux surchau�és, à partir du code de dynamique moléculaire utilisé dans ce

travail, concerne le paragraphe 2 du chapitre 3 ainsi que leschapitres 4 et 5.

2.2 Mécanisme de la fusion homogène à l'échelle d'une par-

ticule

Une fois que le solide surchau�é est obtenu numériquement, ses propriétés dy-

namiques, notamment son évolution vers l'état d'équilibre�nal, peuvent être étudiées.

Dans la littérature, des approches dynamiques aux échellesmacroscopique et méso-

scopique ont été développées pour décrire le processus de fusion homogène [75, 54,

69, 112]. L'évolution temporelle d'un paramètre d'ordre devaleur di�érente dans le

solide surchau�é et dans le liquide à l'équilibre peut alorsêtre suivie. A l'échelle mé-

soscopique, la croissance d'une goutte de liquide peut également être prédite dans

le temps par ce type d'approches. C'est un atout évident pourdécrire, de façon

quantitative, le processus de fusion.

Par ailleurs, di�érents types de mécanismes ont été imaginés pour expliquer la
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fusion d'un point de vue microscopique. Comme déjà mentionné, la fusion homogène

pourrait être initiée par une rupture locale de la stabilitémécanique dans le cristal

surchau�é [18, 17, 128]. D'autres types de mécanismes, également reliés à la dé�ni-

tion d'un paramètre d'ordre local à l'échelle d'une particule, se sont développés : la

fusion homogène pourrait, par exemple, être initiée quand le déplacement quadra-

tique moyen des atomes dépasse une valeur seuil (théorie de Lindemann [79, 23, 33])

ou quand la concentration en défauts ponctuels dans le cristal devient trop impor-

tante [37, 38]. Ces théories fournissent des explications sur le mécanisme micro-

scopique de la fusion homogène et certaines prédisent le point de fusion thermody-

namique. Cependant, elles ne donnent pas accès à l'évolution temporelle correspon-

dant à la transition entre le solide surchau�é et l'état d'équilibre �nal. A l'inverse, les

approches dynamiques prédisent une évolution temporelle mais plutôt à une échelle

macroscopique ou mésoscopique. Le lien avec des paramètresd'ordre locaux dé�nis

à l'échelle d'une particule n'est pas encore complètement élucidé. La question na-

turelle qui survient dans ce contexte est : quel serait un mécanisme minimal dé�ni

à l'échelle d'une particule et décrivant la dynamique de la fusion homogène ?

Le chapitre 4 est dédié à la mise en place d'un tel mécanisme. Le paramètre

d'ordre local utilisé dans ce chapitre sera le paramètre d'ordre local de liaison [137],

élaboré originellement dans le contexte de la cristallisation plutôt que de la fusion.

Il est dé�ni pour chaque particule et dépend de la position relative des particules

voisines de la particule considérée. Le paramètre d'ordre local de liaison permettra

d'assigner une nature, liquide ou solide, à chaque particule à un instant donné.

Le mécanisme proposé dans ce chapitre se résumera à considérer l'ensemble des

processus suivants :

S + nL �! L + nL (1.4)

L + nS �! S + nS; (1.5)

où L désigne une particule liquide etS une particule solide. L'idée est que le change-

ment d'état d'une particule, de solide vers liquide ou de liquide vers solide, dépend

de la nature de ses proches voisins. Ce mécanisme servira à l'élaboration d'une

approche de champ moyen homogène, ainsi que de simulations de Monte-Carlo ciné-

tique (MCC). Les simulations de Monte-Carlo cinétique reproduiront la dynamique

autour d'une particule de manière e�ective, à travers des changements d'état stochas-

tiques. Chaque particule changera d'état avec une certaineprobabilité dépendant de

la nature des voisins qui l'entourent. Les simulations de Monte-Carlo cinétique seront

beaucoup plus e�caces, mais aussi moins informatives à l'échelle microscopique,
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que les simulations de dynamique moléculaire qui recourentà la description com-

plète des positions et des vitesses de chaque particule. Néanmoins, les simulations de

Monte-Carlo cinétique montreront un bon accord avec les simulations de dynamique

moléculaire du point de vue de l'évolution temporelle du nombre de particules liq-

uides dans le système total. Ces résultats sont regroupés dans une publication [76].

2.3 Notion de goutte critique

La notion de goutte critique est une notion assez simple et très intuitive qui a

émergé à propos de la dynamique des transitions de phase, dont fait partie la fusion

homogène. Le mécanisme microscopique qui sera développé dans le chapitre 4 donne

l'occasion d'explorer cette notion d'un point de vue microscopique.

Le concept de goutte critique s'est développée avec la théorie classique de la

nucléation [121, 68, 5] qui considère un système contenant une goutte de liquide au

sein d'un solide. Localement, le liquide et le solide sont supposés être à l'équilibre.

La théorie classique de la nucléation suppose que le potentiel thermodynamique du

système dépend de la taille de la goutte sphérique de liquideà travers deux termes :

un terme stabilisant qui correspond à la di�érence d'énergie libre volumiquef entre

le solide instable et le liquide stable et un terme déstabilisant relié à la tension de

surface entre la goutte de liquide et le solide environnant. L'énergie libre d'un tel

système s'écrit :

F = L 2 � fL 3; (1.6)

où L est le rayon de la goutte sphérique de liquide dans le système. La forme de ce

potentiel en fonction de la taille de la goutte est représentée sur la �gure 1.1. Le

potentiel possède un maximum dont l'abscisse dé�nit la taille de la goutte critique.

Même si la théorie classique de la nucléation possède des limites [117, 52, 5], elle

fournit une interprétation simple d'étapes intermédiaires dans le processus de fusion.

De façon plus générale, une con�guration critique peut êtredé�nie comme une

con�guration microscopique pour laquelle l'évolution vers l'état d'équilibre �nal et

le retour dans un état solide ont lieu avec la même probabilité [127]. Cette dé�nition

peut être adaptée à la fois aux simulations de dynamique moléculaire et aux simu-

lations, plus e�caces, de Monte-Carlo cinétique. Ce sera l'objet du paragraphe 1 du

chapitre 5. Dans ce paragraphe, l'intérêt se portera sur la densité de probabilité du

temps de fusion, qui possédera une forme particulière quandla con�guration initiale

pourra être quali�ée de critique.

Une fois que les con�gurations critiques sont dé�nies dans les simulations de

Monte-Carlo cinétique et de dynamique moléculaire, les questions suivantes se posent :
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Figure 1.1 � Schéma de la variation de l'énergie libreF d'un système contenant
une goutte de liquide dans un environnement solide en fonction de la taille L de la
goutte de liquide, d'après la théorie classique de la nucléation. Les lignes rouge et
bleue, constituées de traits, représentent la contribution surfacique et la contribution
volumique. Le symboleL � est placé au niveau de la taille critique.

Quelles sont les propriétés de ces con�gurations critiques? Jusqu'à quel point les

simulations de Monte-Carlo cinétique reproduisent-ellesles résultats de dynamique

moléculaire ?

Dans le paragraphe 2 du chapitre 5, la taille, la forme et la dépendance en fonc-

tion de la taille du système de la goutte critique seront étudiées dans les simulations

de Monte-Carlo cinétique. Ces résultats seront comparés à des résultats analogues

obtenus en dynamique moléculaire.

A�n de répondre aux di�érentes questions qui viennent d'être formulées, ce tra-

vail s'organise en quatre chapitres. Dans le chapitre 2, uneétude analytique et

numérique de l'e�et de la projection sur les propriétés élastiques d'un cristal par-

fait sera menée. Les conséquences de l'ajout de polydispersité dans les rayons des

sphères ainsi que de la métastabilité du cristal sur ses propriétés élastiques seront

étudiées dans le chapitre 3. Dans le chapitre 4, un modèle microscopique minimal

reproduisant la dynamique de la fusion homogène sera développé. En�n, dans le

dernier chapitre, les enseignements de ce modèle sur les propriétés d'une goutte de

liquide en croissance ainsi que les limites d'application du modèle seront examinés.
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Chapitre 2

Propriétés élastiques et

�uctuations dans une couche

bidimensionnelle d'un cristal de

sphères dures

Dans le but de caractériser les solides désordonnés et les verres, des études ré-

centes [27, 97, 26, 46] analysent l'évolution de leurs propriétés élastiques et les com-

parent à celles du cristal parfait. Les propriétés élastiques originales observées dans

des verres colloïdaux pourraient, en e�et, être reliées auxréarrangements locaux de

particules également présents dans ces systèmes [136, 46, 26]. Pour avoir accès à une

telle information, il est nécessaire d'obtenir les corrélations du déplacement dans l'es-

pace réel. Ces corrélations sont déduites de l'observationdes verres colloïdaux au mi-

croscope confocal. Plus précisément, de nombreux groupes expérimentaux ont étudié

les propriétés élastiques de solides colloïdaux à interaction faible [141, 67, 25, 64] ou

traités comme des sphères dures [45, 48] par l'observation au microscope confocal

d'une couche du matériau [25, 46] ou de l'échantillon tridimensionnel entier [103].

L'observation au microscope confocal fournit l'évolutionde la position de chaque

particule colloïdale au cours du temps. La matrice de corrélation des déplacements

des particules par rapport à une con�guration de référence peut ensuite être extraite

des données expérimentales. Cette matrice de �uctuation à l'équilibre est reliée aux

modes propres élastiques, aux relations de dispersion [64]et à la densité d'états [44]

spéci�ques au matériau étudié.

Cependant, l'obtention d'une image tridimensionnelle de l'échantillon reste tech-

niquement di�cile car elle suppose que le microscope confocal réalise les images bidi-

23
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mensionnelles de l'échantillon plus rapidement que le temps caractéristique durant

lequel le déplacement des particules se décorrèle. C'est pourquoi plusieurs équipes

ont choisi d'analyser les données obtenues à partir d'une couche bidimensionnelle

du solide colloïdal étudié. Or, les propriétés élastiques dépendent de la dimension à

laquelle elles sont observées. Peierls [94] remarque que les �uctuations dans un solide

bidimensionnel doivent diverger. Par contre, les �uctuations dans une couche bidi-

mensionnelle d'un solide tridimensionnel ne peuvent être que bornées, puisqu'elles le

sont dans le solide tridimensionnel. Cette contradiction apparente donne l'idée que

la relation de dispersion e�ective dans une couche bidimensionnelle projetée à partir

d'un solide tridimensionnel a un comportement original. Cechapitre est dédié à la

mise en évidence de ce comportement dans le cas simple d'un solide cristallin. Le

choix du solide cristallin, dans lequel les propriétés élastiques tridimensionnelles sont

déjà connues, permet d'isoler l'e�et de la projection sur les propriétés élastiques du

solide. Il aurait été plus di�cile de caractériser cet e�et dans un solide désordonné ou

un verre dans lequel les propriétés élastiques sont a�ectées de manière non contrôlée

par le désordre. De plus, si un comportement inattendu est présent dans le solide

cristallin du fait de la projection vers un espace de dimension inférieure, ce com-

portement, même s'il est observé expérimentalement pour des solides désordonnés

ou des verres, ne peut être interprété comme caractéristique de ces derniers.

A�n d'expliciter l'e�et de la projection sur les propriétés élastiques d'un solide

cristallin de symétrie cubique, une approche isotrope e�ective est utilisée dans ce

chapitre. Cela permet d'obtenir une expression analytiquegénérale pour les relations

de dispersion associées à la couche bidimensionnelle. Les constantes élastiques e�ec-

tives à deux dimensions peuvent alors être reliées aux constantes élastiques réelles

à trois dimensions. A�n de tester la validité de l'approche analytique, des simu-

lations de dynamique moléculaire sont menées sur un cristalde sphères dures de

symétrie cubique à faces centrées (CFC). L'approche numérique donne accès aux

mêmes données que celles obtenues expérimentalement, c'est-à-dire la position de

chaque particule en fonction du temps.

Dans un premier temps, les enseignements de la théorie de l'élasticité utiles au

propos seront rappelés. Dans un deuxième temps, la démarcheanalytique suivie pour

déterminer l'e�et de la projection sur les propriétés élastiques sera explicitée. Dans

un dernier temps, les résultats obtenus par dynamique moléculaire seront comparés

aux prévisions analytiques.



1. THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ 25

1 Théorie de l'élasticité

La théorie de l'élasticité permet d'accéder aux constantesélastiques, mais aussi

aux ondes acoustiques et aux relations de dispersion régissant un solide [74]. Les

propriétés élastiques de nombreux matériaux, en particulier celles des sphères dures,

ont été largement étudiées [116, 40, 34, 99]. Le but de ce paragraphe est de rap-

peler les principaux outils développés dans le cadre de la théorie de l'élasticité et

nécessaires à ce chapitre.

1.1 Tenseur de déformation, équation d'onde et constantes

élastiques

Le point de départ de la théorie de l'élasticité est de considérer que le solide,

décrit comme un milieu continu, possède une con�guration deréférence par essence

non déformée. Les déformations appliquées à ce solide sont quanti�ées par rapport à

la con�guration de référence. Quelques dé�nitions géométriques sont d'abord utiles.

1.1.1 Variables géométriques

La position d'un élément de volume dans la con�guration de référence est représen-

tée par le vecteurR . Par contraste, la position d'un élément de volume dans une

con�guration déformée est représentée par le vecteurr . Dans la suite, seul le cas

d'une déformation homogène sera considéré. Il existe alorsune relation linéaire en-

tre les positions dans la con�guration de référence et celles dans la con�guration

déformée :

r i (R ) =
X

j

� ij Rj ; (2.1)

où i et j sont les directions de l'espace à trois dimensions. Pour unedéformation

homogène, la matrice� ij est indépendante de la positionR considérée. Comme le

milieu est continu, la matrice � ij peut aussi être dé�nie comme la dérivée de la

position dans la con�guration déformée par rapport à celle dans la con�guration de

référence :� ij = @ri =@Rj . La matrice � ij permet, de plus, de faire le lien entre le

volume de la con�guration de référence et celui de la con�guration déformée :

V(r )
V 0

= det[ � ij ]; (2.2)

où det[� ij ] est le déterminant de la matrice� ij et V 0 le volume de la con�guration

de référence. Une autre grandeur utile est le déplacementu(R ) entre la position
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déformée et la position de référence :

ui (R ) = r i (R ) � Ri : (2.3)

Les dérivéesuij (R ) du déplacement sont dé�nies par :

uij (R ) =
@ui
@Rj

: (2.4)

Notons qu'il existe un lien évident entre les matricesuij et � ij [125] :

� ij = � ij + uij (R );

si bien que dans le cas d'une déformation homogène, les dérivéesuij (R ) ne dépendent

pas deR . En�n, il est utile de dé�nir le tenseur de déformation � ij par :

� ij =
1
2

�

uij + uj i +
X

k

uki ukj

�

: (2.5)

Ce tenseur a l'avantage d'être symétrique contrairement aux matrices � ij et uij . Il

peut être interprété comme le tenseur utile à l'expression de la distance entre la

position r et l'origine du repère dans la con�guration déformée en fonction de cette

distance dans la con�guration de référence :

krk2 � k R k2 = 2
X

ij

� ij Ri Rj : (2.6)

Le tenseur de déformation� ij est également relié à la matrice� ij par l'équation

suivante :

� ij =
1
2

� X

k

� ki � kj � � ij

�

: (2.7)

1.1.2 Lien entre mécanique et thermodynamique dans le cadre de l'élas-

ticité linéaire

Les variables dé�nies jusqu'ici sont des outils géométriques. Physiquement, le sys-

tème macroscopique peut être décrit par les lois de la mécanique et plus généralement

par la thermodynamique. Les outils géométriques précédemment établis fournissent

un cadre formel dans lequel les variables géométriques et thermodynamiques peuvent

être reliées.

En particulier, les dé�nitions mécanique et thermodynamique du tenseur des

contraintes s'accordent. Le tenseur des contraintes mécaniques � ij intervient dans
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l'équation du mouvement d'un solide de masse volumique� :

� •r i =
X

j

@�ij
@rj

(� ); (2.8)

où •r est la dérivée temporelle seconde de la position dans le solide soumis à une

déformation quelconque� . La variable
P

j @�ij =@rj est la densité volumique des

forces s'appliquant sur le solide dans la directioni . Elle dépend notamment de la

déformation � appliquée au système. Parallèlement, le tenseur des contraintes peut

être dé�ni dans un système à l'équilibre maintenu à la température T, de tenseur

de déformation� ij connu et de nombre de particulesN constant par [31, p. 311] :

� ij (� ) =
1

V(� )

X

kl

� ik � j l
@F
@�kl

(� ); (2.9)

où la matrice � ij permet de passer de la con�guration de référence connueR à la

con�guration déforméer et où F est l'énergie libre du système à l'équilibre. Toutes

les propriétés macroscopiques du système décrit ici dépendent de la températureT,

du tenseur de déformation� ij et du nombre totalN de particules. Pour plus de clarté,

seule la dépendance avec le tenseur de déformation est mise en avant dans l'équation

précédente. L'expression la plus souvent utilisée pour le tenseur des contraintes

thermodynamiques est celle valable à déformation nullei.e. � ij = 0, qui donne :

� 0
ij =

1
V 0

@F
@�ij

(� = 0) : (2.10)

La suite du paragraphe vise à expliciter le lien entre les deux dé�nitions (2.8)

et (2.9) du tenseur des contraintes.

On considère un solide dans une con�guration déforméer par rapport à une

con�guration de référenceR et associée à un tenseur de déformation� ij et à un

tenseur de la dérivée des déplacementsuij . Le lien entre les deux dé�nitions du

tenseur des contraintes� ij peut se faire en calculant le travail mécanique reçu par le

solide soumis à une déformation homogène in�nitésimale der à r + � r [31, p. 310].

Comme la déformation est homogène et in�nitésimale, le tenseur de la dérivée des

déplacements �uij associé à cette déformation est dé�ni par

� r i = � uij r j : (2.11)
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C'est le tenseur de déformation dont la con�guration de référence estr et la con-

�guration déformée r + � r . Le tenseur total uij + � uij a pour con�guration de

référenceR et pour con�guration déforméer + � r . Le travail des forces de pression

s'appliquant sur la surfaces de la con�guration r lors du déplacement �r i est :

� W =
X

ij

I

s
dsj � ij (� )� r i : (2.12)

Le tenseur des contraintes� ij (� ) utilisé dans l'équation précédente est évalué dans

la con�guration déformée. Comme la déformation� est homogène, le tenseur des

contraintes ne dépend pas de la position à laquelle il est évalué et est considéré

comme vis-à-vis de l'intégrale sur la surface. D'après l'équation (2.11) et le théorème

de Green-Ostrogradski, le travail des forces pressantes s'écrit :

� W =
X

ijk

I

s
dsj � ij � uik r k =

X

ij

Z

�
d� � ij � uij =

X

ij

� ij � uij V(r ); (2.13)

où d� désigne un élément de volume dans la con�gurationr . Pour faire apparaître le

tenseur de déformation symétrique� ij dans l'expression du travail, il est nécessaire de

faire appel à la matrice ij , inverse de la matrice� ij dé�nie dans l'équation (2.1). Elle

permet le passage de la con�guration de référenceR à la con�guration déforméer .

Il vient [31, p. 310] :

� W =
X

ijmn

 mi  nj V(r ) � ij � � mn : (2.14)

Ce résultat est analogue à l'expressiondW = � P dV obtenue pour le travail d'un

solide soumis à une transformation in�nitésimale de volume. Ainsi, l'énergie libreF

du système s'exprime comme :

dF = � SdT + V(r )
X

ijmn

 mi  nj � ij (r )d� mn ; (2.15)

oùS est l'entropie. Cette dernière expression justi�e la dé�nition thermodynamique (2.9)

du tenseur des contraintes et est obtenue à partir du travailassocié au tenseur des

contraintes mécaniques.

1.1.3 Dé�nition des constantes élastiques

Une fois que la thermodynamique de l'élasticité est établie, toutes les constantes

élastiques peuvent être dé�nies. Une des premières choses àremarquer est qu'il existe

trois sortes de constantes élastiques : lesmodules élastiquesau sens strict notésCijkl ,

les coe�cients contrainte-déformation notés B ijkl et les coe�cients de propagation



1. THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ 29

notésA ijkl . Dans ce travail, les constantes élastiques seront dé�niesdans l'ensemble

canonique, à température constante. Elle peuvent être dé�nies de manière analogue

à entropie constante [125], mais ce cas ne sera pas utilisé dans la suite et n'est donc

pas développé.

Les modules élastiquesCijkl proviennent du développement de l'énergie libre

autour d'une con�guration de référence :

F (R ; � ij ; T; N) = F 0 + V 0
X

ij

� 0
ij � ij +

1
2

V 0
X

ijkl

Cijkl � ij � kl + o(� 2); (2.16)

où la dépendance deF en fonction de la con�guration de référenceR choisie, de

la déformation � ij , de la températureT et du nombre N de particules est mise en

avant. Dans l'équation (2.16),F 0 = F (R ; 0; T; N) est l'énergie libre à déformation

nulle, V 0 est le volume à déformation nulle et en�n� 0
ij est le tenseur des contraintes à

déformation nulle. Ainsi les modules élastiques se dé�nissent comme les composantes

d'un tenseur de rang 4 :

Cijkl =
1

V 0

@2F
@�ij @�kl

(� = 0) (2.17)

et sont évalués à déformation nulle. Les modules élastiquesont une symétrie de

Voigt, imposée par la symétrie du tenseur de déformation et la commutativité du

produit dans le développement autour des petites déformations :

Cijkl = Cj ikl = Cklij : (2.18)

De plus, ce tenseur de rang 4 hérite de la symétrie du solide. Si le solide est

isotrope, les composantes de ce tenseur sont paramétrées par deux coe�cients de

Lamé uniquement [74, 126]. Ces coe�cients sont généralement notés � et � : �

est le module de compressibilité et� est le module de cisaillement. Ils véri�ent les

équations suivantes :
� = C1122 = C12

� = C1212 = C44:
(2.19)

Le troisième membre dans les deux égalités de l'équation (2.19) est écrit suivant la

notation de Voigt. Celle-ci réduit les indices du tenseur derang 4 en dimension 3 à

ceux d'un tenseur de rang 2 en dimension 6 en suivant les symétries énoncées dans
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l'équation (2.18) et selon les règles suivantes :

11 ! 1

22 ! 2

33 ! 3

12 ou 21! 4

13 ou 31! 5

23 ou 32! 6:

(2.20)

Dans un cristal de symétrie cubique, les modules élastiquessont paramétrés par 3

coe�cients de Lamé � , � et � . Le coe�cient � est appelé module d'anisotropie. Les

coe�cients de Lamé véri�ent les équations suivantes dans lecas cubique :

� = C12 (2.21)

� = C44 (2.22)

� + 2� + � = C11: (2.23)

Les modules élastiquesCijkl ne sont pas à proprement parler les coe�cients

faisant le lien entre contrainte et déformation. Ces derniers, notésB ijkl , sont plutôt

dé�nis comme la dérivée du tenseur des contraintes de l'équation (2.9) par rapport

à la déformation et pris à déformation nulle :

B ijkl =
@�ij
@�kl

(� = 0) : (2.24)

Dans le cas général, les coe�cientsCijkl et B ijkl sont distincts. On peut montrer que

les constantes élastiquesCijkl et B ijkl ne sont égales que si le tenseur des contraintes

à déformation nulle est lui-même nul [125, p. 21]. Le cas d'untenseur des contraintes

isotrope, à déformation nulle, telle que� 0
ij = � P0� ij où P0 est la pression à défor-

mation nulle, est d'un intérêt particulier pour la suite. Dans ce cas, les coe�cients

contrainte-déformation sont reliés aux modules élastiques par l'équation suivante :

B ijkl = � P0(� j l � ik + � il � jk � � ij � kl ) + Cijkl : (2.25)

Ils possèdent alors une symétrie de Voigt complète.

Le troisième type de constantes élastiques appelé coe�cients de propagation et
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noté A ijkl est dé�ni par [31, 61] :

A ijkl =
1

V 0

@2F
@uij @ukl

(R ): (2.26)

Ces coe�cients sont retrouvés dans le développement de l'énergie libre autour de

uij = 0 :

F (R ; uij ; T; N) = F 0 + V 0
X

ij

� 0
ij uij +

1
2

V 0
X

ijkl

A ijkl uij ukl + o(u2): (2.27)

Le nomcoe�cient de propagation vient du fait que ces coe�cients permettent de ré-

exprimer simplement l'équation du mouvement (2.8) pour donner l'équation d'onde

isotherme [31][125, p 33] :

� 0•r i =
X

jkl

A ijkl
@2r k

@Rj @Rl
; (2.28)

où � 0 est la densité dans la con�guration de référence. Dans le casgénéral, les

coe�cients de propagation ne possède pas la symétrie de Voigt. Ce n'est vrai que

si le tenseur des contraintes à déformation nulle est lui-même nul. Il est possible

d'exprimer ces coe�cients en fonction des modules élastiques Cijkl . Dans le cas

simple d'une pression extérieure isotrope à déformation nulle, on a :

A ijkl = � P0� j l � ik + Cijkl : (2.29)

Dans ce cas, la relation suivante suivante entre les coe�cients contrainte-déformationB ijkl

et les coe�cients de propagationA ijkl est vraie :

A ijkl + A ilkj = B ijkl + B ilkj : (2.30)

La théorie de l'élasticité permet donc de faire le lien entremécanique et ther-

modynamique dans le cadre de la déformation homogène d'un solide. L'équation

d'onde établie dans l'équation (2.28) donne naissance à desondes acoustiques. Paral-

lèlement, des modes élastiques statistiques peuvent être extraits des �uctuations du

système à l'équilibre thermodynamique. L'objet du paragraphe suivant est de mon-

trer l'analogie mathématique entre ondes acoustiques et modes statistiques tout en

les distinguant d'un point de vue physique.
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1.2 Ondes acoustiques et modes élastiques statistiques

1.2.1 Ondes acoustiques

A�n d'obtenir l'expression analytique des ondes acoustiques, il est utile de re-

formuler l'équation d'onde (2.28), exprimée en fonction dela position r , en fonction

du déplacementu(R ) :

� 0•ui =
X

jkl

A ijkl
@2uk

@Rj @Rl
: (2.31)

Les ondes acoustiques sont les solutions de cette équation.Elles sont supposées être

de la forme :

ui (R ; t ) = wi ei (K �R � !t ) ; (2.32)

où ! est la fréquence de l'onde,K le vecteur d'onde etw la direction de propagation.

En substituant cette forme de la solution dans l'équation d'onde (2.31), on trouve :

� 0! 2wi =
X

k

X

j l

A ijkl K j K l wk : (2.33)

La matrice de propagationD̂ ik (K ) est dé�nie par :

D̂ ik (K ) =
X

j l

A ijkl K j K l ; (2.34)

et régit les valeurs de la fréquence! et de la direction de propagationw des

ondes acoustiques. Dans le cas d'une pression extérieure isotrope, les coe�cients

contrainte-déformation B ijkl possèdent la symétrie de Voigt complète. En utilisant,

de plus, l'équation (2.30), qui relie les coe�cients de propagation A ijkl aux coe�-

cients contrainte-déformationB ijkl , il vient :

D̂ ik (K ) =
X

j l

A ijkl K j K l ; (2.35)

=
1
2

X

j l

�

A ijkl + A ilkj

�

K j K l , par les propriétés de la somme, (2.36)

=
1
2

X

j l

�

B ijkl + B ilkj

�

K j K l , par l'équation (2.30), (2.37)

=
1
2

X

j l

�

B ijkl + Bkjil

�

K j K l , par la symétrie de Voigt deB; (2.38)

= D̂ki (K ): (2.39)
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La matrice de propagationD̂ ik (K ) est donc réelle, symétrique et de dimension 3�

3. Elle possède trois valeurs propres réelles et trois vecteurs propres orthonormés.

Cela permet de réécrire l'équation (2.33) sous la forme d'une équation aux valeurs

propres :

� 0! 2wi =
X

k

D̂ ik (K ) wk : (2.40)

La variable � 0! 2 est une des valeurs propres de la matrice de propagationD̂ ik (K ) et

la direction de propagationw est un de ses vecteurs propres. Pour chaque vecteur

d'ondeK , il existe donc trois fréquences propres! associées chacune à une direction

de propagationw. Les trois directions de propagation sont orthogonales, une est

longitudinale et les deux autres sont transversales. Du fait de l'expression de la

matrice de propagationD̂ ik (K ) en fonction du vecteur d'ondeK (équation (2.34)),

les fréquences propres! sont reliées au vecteur d'ondeK par la relation de dispersion

suivante :

! 2 � k K k2; (2.41)

où k � k représente la norme vectorielle. Ce comportement caractéristique est quali�é

de comportement de Debye. La relation de dispersion linéaire entre ! et kK k est

illustrée sur la �gure 2.1, obtenue à l'aide des simulationsde dynamique moléculaire

par une méthode qui sera expliquée dans la suite de ce chapitre. Cette �gure montre,

de plus, que la relation de dispersion n'est valable que dansla limite où kK k tend

vers zéro, c'est-à-dire quand! tend vers zéro. Au-delà, la normekK k prend des

valeurs plus élevés, l'� échelle d'observation � est plus petite et la matrice de prop-

agation D̂ ik (K ) devient sensible à l'hétérogénéité du cristal, constituéde particules

dans les simulations de dynamique moléculaire. Autrement dit, l'hypothèse d'une

déformation homogène à cette échelle ne tient plus et les coe�cients de propagation

A ijkl sont susceptibles de dépendre deK . Cela explique la déviation du comporte-

ment ! � K observée sur la �gure 2.1. Dans la limite oùkK k tend vers zéro, par

contre, le rapport != kK k est constant et dé�nit la vitesse de phasec du son.

La densité de probabilité des fréquences propres! peut également être étudiée

dans le cadre de l'élasticité linéaire homogène. Cette densité d'états g(! ) est dé�nie

par [4] :

g(! ) =
Z dK

(2� )3
� (! � ! (K )); (2.42)

où � est la distribution de Dirac. D'après la relation de dispersion ! (K ) = ckK k,

où c est la vitesse de phase du son, il vient :

g(! ) =
3

2� 2

! 2

c3
: (2.43)
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Figure 2.1 � Relation de dispersion à trois dimensions dans un cristal de symétrie
cubique à faces centrées, constitué deN = 4 147 200 sphères dures à la fraction
volumique � = 0; 57. Les symboles représentent les données issues de simulations
de dynamique moléculaire et correspondent à la relation de dispersion longitudinale
dans la direction [111] dans la base cubique. La ligne bleue continue représente la
relation de dispersion analytique issue de la théorie de l'élasticité linéaire dans le
cadre des déformations homogènes.
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Figure 2.2 � Densité des états propres élastiques dans un cristal desymétrie cubique
à faces centrées, constitué deN = 4147200 sphères dures à la fraction volumique� =
0; 57. La ligne continue représente les données issues de simulations de dynamique
moléculaire. La ligne pointillée représente la brancheg(! ) � ! 2.

La densité des états propres obtenue par dynamique moléculaire est représentée sur

la �gure 2.2. La branche se comportant commeg(! ) � ! 2 est visible pour les valeurs

faibles de! , c'est-à-dire dans la limite oùkK k tend vers zéro.

Ainsi, les ondes acoustiques sont les ondes planes de la forme (2.32) se propageant

dans un solide élastique macroscopique. Leur fréquence et leur direction de propa-

gation sont déduites de la matrice de propagation̂D(K ). Leur fréquence est reliée à

la norme du vecteur d'onde par la relation de dispersion (2.41). Parallèlement, dans

un système à l'équilibre thermodynamique, dans lequel aucune onde ne se propage,

il est possible d'exprimer la même matrice de propagation̂D(K ) en fonction des cor-

rélations moyennes du vecteur de déplacementu. Cela conduit aux modes élastiques

statistiques.

1.2.2 Modes élastiques statistiques

A�n de retrouver l'expression de la matrice de propagation dans le cadre de la

thermodynamique d'équilibre, il est d'abord utile d'expliciter l'énergie potentielle

élastique, puis de passer à une description discrète du système.

L'équation d'onde isotherme (2.31) exprimée en fonction dudéplacementu(R )

permet d'obtenir l'expression de l'énergie potentielle élastique :

U =
1
2

Z
dR

X

ijkl

A ijkl uij (R )ukl (R ): (2.44)
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La dérivée fonctionnelle de cette énergie potentielle par rapport au déplacementu,

fonction de la con�guration de référenceR , redonne la force de rappel élastique

présente dans le membre de droite de l'équation d'onde.

Dans un système thermodynamique contenantN particules à températureT et

volume V constants, l'énergie potentielle élastique (2.44) est supposée régir l'inter-

action entre particules dans le cadre de l'approximation harmonique. La discrétisa-

tion du système nécessite quelques explications supplémentaires. La con�guration

de référence est considérée ici comme cristalline et tridimensionnelle. De plus, le

système est prolongé par des conditions aux bords périodiques. La forme de la boîte

périodique est adaptée à la périodicité du cristal. Ainsi unseul réseau de Bravais

est dé�ni. Les trois vecteurs de maille de ce réseau sont notés a1, a2 et a3. La boîte

périodique adaptée à la maille du cristal est représentée sur la �gure 2.3 dans le cas

d'un cristal cubique à faces centrées. Le volumevm de la maille élémentaire est égal

à vm = a1 � (a2 ^ a3). Les particules sont identi�ées à leur position dans la con�g-

uration de référence, c'est-à-dire sur le réseau. Le nombretotal de particules dans

chaque directiona1, a2 et a3 est notéN1, N2 et N3, si bien que le nombre total de

particules vaut N = N1N2N3. Les positions des particules sur le réseau de référence

s'écrivent :

R =
3X

i =1

ni ai ; pour ni 2 N; 0 � ni < N i : (2.45)

L'énergie potentielle discrète s'écrit alors :

U =
1
2

vm

X

R

X

ijkl

A ijkl uij (R )ukl (R ); (2.46)

où R est une particule connue dans la con�guration de référence.La transformée de

Fourier discrète suivante est dé�nie, pour une fonctionui (R ) quelconque, par :

ûi (K ) =
X

R

e� i K �R ui (R ); (2.47)

ui (R ) =
1
N

X

K

ei K �R ûi (K ); (2.48)

où K est un vecteur du réseau réciproque de référence. Les vecteurs de base du

réseau réciproque sont notésb1, b2 et b3 et dé�nis tels que ai � b j = 2�� ij . Les

vecteursK peuvent donc s'écrire comme

K =
3X

i =1

mi

N i
b i ; pour mi 2 N; 0 � mi < N i : (2.49)
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Les égalités suivantes sur les transformées de Fourier discrète seront utilisées :

uij (R ) =
1
N

X

K

iK j ei K �R ûi (K ); (2.50)

û�
ij (K ) = ûij (� K ); (2.51)

où l'exposant� représente le complexe conjugué. Grâce à cela, l'énergie potentielle U

peut être reformulée :

U =
1
2

vm
1

N 2

X

R

X

ijkl

A ijkl

X

K

ei K �R K j ûi (K )
X

K 0

e� i K 0�R K 0
l û�

k(K 0): (2.52)

Par ailleurs, on a :
X

R

ei (K � K 0)�R = N� K ;K 0; (2.53)

et l'énergie potentielle devient :

U =
1
2

vm

N

X

K

X

ik

D̂ ik (K ) ûi (K )ûk(� K ); (2.54)

où la matrice D̂ ik (K ) véri�e la même formule que la matrice de propagation in-

troduite dans l'équation (2.34) dans le cas continu. La forme prise par l'énergie

potentielle U dans l'équation (2.54) est valable dans le cadre de l'approximation

harmonique, c'est-à-dire à petites déformationsuik ! 0.

Soient � (n)(K ) et w(n)(K ), 1 � n � 3, les valeurs propres et vecteurs propres

associés à la matricêD(K ). Physiquement les vecteurs propres correspondent à la

polarisation. La matrice D̂(K ) s'exprime comme :

D̂ ik (K ) =
X

n
� (n)(K )w(n)

i (K )w(n)�
k (K ); (2.55)

où, comme précédemment, l'exposant� indique un complexe conjugué. En intro-

duisant cette forme de la matrice de propagation dans l'expression (2.54), on ob-

tient :

U =
1
2

vm

N

X

K

X

ik

X

n
� (n)(K ) [ûi (K )w(n)

i (K )] [ûk(� K )w(n)
k (K )]� ; (2.56)

=
1
2

vm

N

X

K

X

n
� (n)(K )jû(K ) � w(n)(K )j2; (2.57)

où j � j représente la norme complexe et� le produit scalaire. Il est supposé ici

que l'énergie potentielle du hamiltonien classique décrivant le solide élastique suit
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a1

a2

a3

Figure 2.3 � Schéma tridimensionnel de la boîte périodique adaptéeà la symétrie
cubique à faces centrées du cristal considéré. Chaque pointreprésente un n÷ud
du réseau de Bravais. Les trois couleurs correspondent à trois plans hexagonaux
consécutifs dans le cristal. L'ordre des couleurs de bas en haut est noir, rouge, vert.
Les trois vecteursa1, a2 et a3 dé�nissent la maille élémentaire.

l'équation (2.57). Les degrés de liberté pertinents ne sontpas les positionsr i (R ) des

particules mais les variablesxn (K ) = û(K ) � w (n)(K ) [22]. Elles sont au nombre de

3N en trois dimensions. A�rmer que les variablesxn (K ) sont des degrés de liberté

du système au même titre que les positionsr i (R ) revient à dire que le changement

de variable suivant est vrai : � R ;i dr i (R ) = � K ;ndxn (K ). Le recours à ce nouvel

ensemble de degrés de liberté a l'avantage d'exprimer l'énergie potentielle en fonction

de la somme de carrés de degrés de liberté. Dans l'ensemble canonique, cela permet

d'utiliser le théorème de l'équipartition de l'énergie quia�rme que :

�

xn
@U
@xm

�

= � mn kB T; (2.58)

où kB est la constante de Boltzmann etT la température. Il est supposé en plus,

ici, que la partie énergie cinétique du hamiltonien décrivant le système ne dépend

pas des degrés de libertéxn . L'équation (2.58) donne :

vm

N

X

ik

ĥui (K ) [� (n)(K )w (n)
i (K )w (n)�

k (K )] û�
k(K )i = kB T: (2.59)
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Et �nalement,

ĥui (K )û�
k(K )i = kB T

N
vm

�

D̂ (K )
� � 1

ik
: (2.60)

Ainsi les valeurs propres de la matrice de propagation̂D(K ) sont inverses de celles de

la matrice de corrélationĥui (K )û�
k(K )i , au coe�cient de proportionnalité kB TN=vm

près, et leurs vecteurs propres sont les mêmes. Ces deux propriétés seront très large-

ment utilisées dans la suite de ce chapitre.

L'inverse de la matrice de propagation̂D(K ) peut également être dé�nie comme

la fonction de Green associée à l'équation d'onde dans un système à l'équilibre. En

e�et, l'équation d'onde (2.31) du problème stationnaire s'écrit :

X

jkl

A ijkl
@2uk

@Rj @Rl
= 0 (2.61)

Après discrétisation et transformée de Fourier discrète cette équation devient :

X

jkl

A ijkl K j K l ûk(K ) = 0 : (2.62)

La solution fondamentale de cette équation est associée à une fonction de Green

Gkm (K ) unique qui véri�e :

X

jkl

A ijkl K j K lGkm (K ) = � im ; (2.63)

i.e.
X

k

D̂ ik (K )Ĝkm (K ) = � im : (2.64)

Ceci montre bien que la fonction de Green̂Gkm (K ) est l'inverse de la matrice de

propagation D̂(K ).

Mathématiquement les valeurs et vecteurs propres de la matrice de corréla-

tion ĥui (K )û�
k(K )i du système à l'équilibre thermodynamique sont analogues à la

fréquence et à la direction de propagation des ondes acoustiques, bien qu'aucune

onde ne se propage dans le système à l'équilibre. L'analogiemathématique mise en

évidence ici est une réminiscence de l'identi�cation entreles énergies potentielles

macroscopique et microscopique du système maintenu à température constante.

Cette identi�cation aboutit à la même expression pour la matrice de propagation

D̂(K ) dans l'énergie potentielle élastique macroscopique et dans l'énergie poten-

tielle du hamiltonien microscopique. Cette analogie peut être mise à pro�t pour

calculer les constantes élastiques, impliquées dans la matrice de propagationD̂(K ),

mais aussi la relation de dispersion et la densité de modes élastiques, à partir des
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corrélations du déplacement à l'équilibre.

2 Etude analytique des propriétés élastiques pro-

jetées sur une couche bidimensionnelle

Comme montré dans le paragraphe 1.2, la diagonalisation de la matrice de cor-

rélation des déplacementsĥui (K )û�
k(K )i donne accès aux relations de dispersion et

à la densité de modes propres dans le solide. Cette propriétéa surtout été exploitée

pour obtenir les relations de dispersion et les densités d'états de solides désordon-

nés comme les verres [73, 44, 64, 26, 46]. L'approche généralement adoptée dans

ces études expérimentales est d'observer le solide désordonné au microscope confo-

cal. Celui-ci balaie l'échantillon pixel par pixel au sein d'une ligne, puis ligne par

ligne au sein d'un plan. Comme déjà mentionné dans l'introduction générale, le bal-

ayage dans les deux directions du plan s'e�ectue à l'aide de miroirs galvanométriques

dont les vitesses de rotation sont élevées. Les microscopesconfocaux actuels peu-

vent enregistrer jusqu'à 4000 lignes par seconde [142]. L'image bidimensionnelle est

reconstituée à partir de l'ensemble des pixels enregistrés. La région de l'échantillon

balayée ainsi, au microscope confocal, a une longueur typique de 100� m de côté.

Une image tridimensionnelle peut, en outre, être obtenue enbalayant l'échantillon

dans la troisième direction, à l'aide d'un objectif monté sur un quartz piezoélec-

trique. La vitesse de balayage dans cette troisième direction est bien inférieure à

la vitesse de balayage dans le plan. Pour obtenir une résolution correcte, une durée

d'environ 0; 05 s entre chaque plan est nécessaire [45]. Une suite temporelle d'images

bidimensionnelles ou tridimensionnelles peut ainsi être enregistrée. Chaque image est

traitée a�n d'identi�er la trajectoire de chaque particule dans le temps. La position

moyenne des particules est ensuite calculée et sert de con�guration de référence. Le

déplacement de chaque particule par rapport à la référence est accessible au cours

de la série temporelle. La matrice de corrélation moyenne dudéplacementhui uk i

est alors obtenue soit dans l'espace réel, soit dans l'espace de Fourier, plus adapté à

l'étude des cristaux. Cette matrice peut en�n être diagonalisée et donne accès à la

relation de dispersion et à la densité d'états.

Cependant, la matrice de corrélation des déplacements en trois dimensions est

entachée d'une erreur systématique due au fait que le temps caractéristique d'acqui-

sition d'une image tridimensionnelle entre en compétitionavec le temps caractéris-

tique de corrélation du déplacement. Ce temps caractéristique peut être quanti�é à

partir de la vitesse de phase du son transmis par les particules du cristal colloïdal.
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La vitesse du son dans un cristal colloïdal est accessible par di�usion dynamique de

la lumière et est de l'ordre de 10 cm.s� 1 [56]. Ainsi, le temps mis par le son pour tra-

verser la zone de l'échantillon visualisée au microscope confocal et d'environ 100� m

de côté [45] est de l'ordre de 10� 3 s. C'est une bonne approximation pour le temps

caractéristique de corrélation du déplacement. Or, la durée écoulée entre l'acquisi-

tion de deux plans vaut 0; 05 s et est plus grande que ce temps caractéristique, ce qui

rend les résultats expérimentaux à trois dimensions di�ciles à interpréter. Au sein

d'une couche bidimensionnelle, par contre, l'acquisitionest beaucoup plus rapide.

La durée écoulée entre l'acquisition de deux lignes est de l'ordre de 2; 5 � 10� 4 s

et la compétition avec le temps caractéristique de corrélation du déplacement est

moins grande. C'est pourquoi plusieurs groupes expérimentaux ont choisi d'analyser

la corrélation du déplacement en deux dimensions. Or, commedéjà souligné dans

l'introduction et comme déjà remarqué dans la référence [11], la diagonalisation de

la matrice de corrélationhui uk i restreinte à la couche bidimensionnelle donne lieu

à une relation de dispersion di�érente de celle obtenue à trois dimensions. A�n de

caractériser, d'un point de vue analytique, la relation de dispersion e�ective obtenue

à deux dimensions, une façon de procéder est de partir du cristal parfait dont les

propriétés élastiques à trois dimensions sont déjà connues, contrairement au cas des

solides désordonnés. L'approche analytique permet, en outre, de préciser ce qui peut

être déduit des propriétés élastiques de l'échantillon entier, à partir de l'analyse des

corrélations du déplacement restreintes à une couche bidimensionnelle.

Dans les paragraphes qui suivent, le cadre formel associé à la projection des

corrélations du déplacement dans un espace de dimension inférieure sera d'abord

dé�ni. Puis, le calcul analytique sera mené dans le cas d'un cristal parfait soumis à

une pression extérieure isotrope. Pour mener le calcul jusqu'à son terme, le milieu

isotrope e�ectif le plus proche du cristal cubique sera considéré.

2.1 Principe de la projection

Le solide considéré dans ce paragraphe a pour con�guration de référence un

cristal de symétrie cubique à faces centrées (CFC), soumis àune contrainte extérieure

isotrope de la forme� 0
ij = � P0� ij . Ce cas est considéré car les cristaux colloïdaux

expérimentaux et en particulier les cristaux de sphères dures ne peuvent se maintenir

en l'absence de parois qui empêchent les particules de s'échapper. D'après ce qui a

été vu dans le paragraphe 1, les propriétés élastiques d'un cristal cubique se résument

à la donnée de sa matrice de propagation dans l'espace de Fourier, dans le cadre

de l'élasticité linéaire homogène. Cette matrice sert de point de départ à l'approche
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analytique décrivant l'e�et de la projection sur les propriétés élastiques du cristal.

Son expression mérite donc d'être explicitée.

Quand le cristal est soumis à une pression extérieure isotrope, d'après l'équa-

tion (2.38), la matrice de propagationD̂ ik (K ) se réexprime en fonction des coe�-

cients contrainte-déformationB ijkl comme :

D̂ ik (K ) =
X

j l

B ijkl K j K l ; (2.65)

où K est un vecteur du réseau réciproque associé au cristal. Comme le cristal con-

sidéré est de symétrie cubique, les coe�cients contrainte-déformation ne dépendent

que de trois coe�cients et la matrice de propagation se réécrit aisément de la façon

suivante :

D̂ ik (K ) =
X

j l

h
�� ij � kl + �

�
� ik � j l + � il � jk

�
+ �S ijkl

i
K j K l ; (2.66)

avec

� = B12; (2.67)

� = B44; (2.68)

� + 2� + � = B11; (2.69)

et

Sijkl =
3X

p=1

e(p)
i e(p)

j e(p)
k e(p)

l ; (2.70)

où les vecteurse(p) , p variant de 1 à 3, sont les vecteurs orthonormés de la base cu-

bique associée à la symétrie CFC. La relation entre les vecteurs de maillea1, a2 et a3

adaptés à la symétrie CFC et les vecteurse(1) , e(2) et e(3) de la base cubique orthonor-

mée associée est schématisé sur la �gure 2.4. Les coe�cients� , � et � intervenant

dans l'équation (2.67) ci-dessus ne sont pas, à proprement parler, les coe�cients de

Lamé dé�nis dans l'équation (2.21). Les coe�cients de Lamé véritables dépendent di-

rectement des modules élastiquesCijkl et non des coe�cients contrainte-déformation

B ijkl comme indiqué dans l'équation (2.67). Dans le cas d'une pression extérieure

isotrope, les modules élastiquesCijkl et les coe�cients contrainte-déformationB ijkl

sont directement reliés. Ce lien est explicité dans l'équation (2.25). Ainsi les coe�-

cients � , � et � de l'équation (2.67) sont directement reliés aux coe�cients de Lamé

véritables. Cependant, par souci de concision dans l'écriture de la matrice de pro-

pagation D̂ ik (K ), ce lien n'est pas détaillé dans l'expression (2.66) et la notation � ,
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a1

a2

a3

e(1)

e(2)e(3)

Figure 2.4 � Schéma tridimensionnel de la relation entre la base hexagonale
(a1; a2; a3) et la base orthonormée cubique (e(1) ; e(2) ; e(3) ), toutes deux adaptées à
un cristal de symétrie CFC. Comme dans la �gure 2.3, les troiscouleurs correspon-
dent à trois plans hexagonaux consécutifs dans le cristal. L'ordre des couleurs de
bas en haut est noir, rouge, vert. Les mêmes couleurs sont utilisées dans le schéma
représentant la base hexagonale et dans celui représentantla base cubique.

� , � abusive est conservée.

La projection réalisée par l'observation d'une couche au microscope confocal ne

se fait pas directement sur la matrice de propagation̂D ik (K ). Elle se fait sur les

vecteurs déplacementsu(R ) exprimés dans l'espace réel. Pour passer de la matrice

de propagation aux vecteurs déplacements dans l'espace réel, il faut d'abord inverser

cette matrice pour obtenir la matrice de corrélation des déplacementsĥui (K )û�
k(K )i

dans l'espace de Fourier. L'inverse de la matrice de propagation est exactement

égale à la fonction de GreenGkm (K ) exprimée dans l'espace de Fourier, d'après

l'équation (2.64). Le lien précis entre l'inverse de la matrice de propagation et la

matrice de corrélation des déplacements dans l'espace de Fourier est explicité dans

l'équation (2.60). Il est ensuite nécessaire d'e�ectuer latransformée de Fourier à trois

dimensions de la matrice de corrélationĥui (K )û�
k(K )i pour obtenir la matrice de

corrélation des déplacements dans l'espace réel. Cela revient à calculer la transformée

de Fourier de la fonction de Green̂Gkm (K ) pour obtenir son équivalent dans l'espace

réel Gkm (R ). La projection dans l'espace réel peut ensuite se faire. Enl'occurrence,

expérimentalement, la projection a lieu sur un plan hexagonal du cristal de symétrie

CFC, c'est-à-dire sur le plan de vecteur normaln = ( e(1) + e(2) + e(3) )=
p

3. Après

projection, on obtient la fonction de GreenQ�� (X ) à deux dimensions dans l'espace
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réel. A�n d'obtenir l'expression de la relation de dispersion e�ective dans la couche

bidimensionnelle, il est ensuite nécessaire de faire le chemin inverse, c'est-à-dire de

transformer la fonction de Green bidimensionnelle dans l'espace de Fourier, puis de

calculer son inverse. La matrice �nale est la matrice de propagation e�ective dans

la couche bidimensionnelle. Le calcul de l'e�et de la projection sur la matrice de

propagation D̂(K ) peut se résumer au schéma suivant :

D̂ ij (K ) Inversion�����! Ĝij (K )
F � 1

3�! G ij (R )
Projection
�����! Q �� (X ) F 2�! Q̂�� (Q) Inversion�����! D̂ �� (Q) (2.71)

où G et Q sont les fonctions de Green respectives en dimensions 3 et 2,i; j et �; �

les directions respectives en dimensions 3 et 2,K et Q les vecteurs respectifs du

réseau réciproque en dimensions 3 et 2,R et X les vecteurs respectifs du réseau

direct en dimensions 3 et 2,F � 1
3 la transformée de Fourier inverse en dimension 3

et F 2 la transformée de Fourier en dimension 2. En résumé, la matrice de propaga-

tion D̂ ij (K ) connue à trois dimensions dans l'espace réciproque est d'abord inversée

pour obtenir la fonction de Green dans l'espace de Fourier. Puis, celle-ci est trans-

formée dans l'espace direct à trois dimensions. La projection vers l'espace à deux

dimensions a lieu sur la fonction de Green dans l'espace réel, de la même façon que

l'observation au microscope confocal réalise la projection de la matrice de corrélation

des déplacementshui (R )uk(R 0)i sur une couche bidimensionnelle. Puis la fonction

de Green à deux dimensions est de nouveau transformée dans l'espace réciproque à

l'aide d'une transformée de Fourier à deux dimensions. En�nla fonction de Green

bidimensionnelle est inversée pour donner la matrice de propagation projetée. C'est

cette dernière qui est reliée aux constantes élastiques e�ectives à deux dimensions.

2.2 Calcul exact dans un milieu isotrope e�ectif

Le calcul général décrit dans le schéma (2.71) ne peut être mené pour un vecteurK

quelconque en symétrie cubique [85]. Pour contourner ce problème, une expression

isotrope e�ective de la matrice de propagation tridimensionnelle D̂ (K ) est utilisée.

Cette expression est la suivante :

D̂ iso
ik (K ) =

X

j l

�
~�� ij � kl + ~�

�
� ik � j l + � il � jk

� �

K j K l : (2.72)
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Les coe�cients élastiques e�ectifs~� et ~� sont reliés aux coe�cients élastiques à trois

dimensions par

~� = � +
�
5

; (2.73)

~� = � +
�
5

: (2.74)

L'obtention de la matrice isotrope e�ective à partir de la matrice cubique a d'abord

été imaginée par Fedorov [36] puis généralisée par Norris [88]. L'idée est de minimiser

la distance entre la matrice cubique complexe et la matrice isotrope recherchée, dans

toutes les directions de l'espace. Cette distance s'écrit :

d(D cub; D iso) =
1

4�

Z 2�

0
d� K

Z �

0
d� K sin(� K )jD cub(K ) � D iso(K )j2; (2.75)

où D cub et D iso sont les matrices de propagation cubique et isotrope,� K et � K les

angles sphériques du vecteurK . La norme matriciellej�j est dé�nie pour une matrice

D quelconque par :

jD j2 =
X

ij

D ij D j i : (2.76)

L'approximation isotrope est d'autant plus adaptée à la projection sur le plan

de vecteur normaln que ce plan est hexagonal ce qui revient, en deux dimensions,

à considérer que la matricêD ik (Q) est isotrope, c'est-à-dire qu'elle ne dépend que

de deux constantes élastiques et que les directions sur lesquelles elles in�uent sont

les mêmes que celles d'un système isotrope [74]. Ceci est vrai, que l'approximation

isotrope soit e�ectuée ou non sur la matrice de propagation àtrois dimensions. Dans

la suite, quand ce sera possible, le calcul général en symétrie cubique sera détaillé.

2.2.1 Inversion de la matrice de propagation en trois dimens ions

D'après l'équation (2.72), la matrice de propagation e�ective isotrope peut voir

son expression simpli�ée en l'équation :

D̂ iso
ik (K ) = ~�K 2 � ik + ( ~� + ~� ) K i K k : (2.77)

Dans un milieu isotrope, on sait que la matrice inversêGik (K ) est de la forme :

Ĝik (K ) =
1

K 2

�

A� ik + A0K i K k

K 2

�

; (2.78)

où la dépendance en fonction des directions et de la norme du vecteurK est explicitée

et où A et A0 sont des constantes. A�n de trouver l'expression de ces constantes, le
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plus simple est d'utiliser la relation (2.63), rappelée ici:

X

j

D̂ iso
ij (K )Ĝjk (K ) = � ik : (2.79)

Multiplier (2.79) par � ik et K i K k=K 2 avant de sommer sur les indicesi et k permet

d'obtenir deux relations linéaires entre les constantesA et A0 recherchées et les

coe�cients de Lamé ~� et ~� connus. La résolution de ce système linéaire de deux

équations à deux inconnues donne :

A =
1
~�

; (2.80)

A0 = �
~� + ~�

~� (~� + 2~� )
: (2.81)

A ce niveau du calcul, il est utile de faire remarquer que l'équation (2.77), don-

nant l'expression de la matrice de propagation isotrope dans l'espace de Fourier,

peut être utilisée pour obtenir les relations de dispersionisotropes. En e�et, l'expres-

sion (2.77) peut être reformulée pour faire apparaître les deux tenseurs� ik � K i K k=K 2

et K i K k=K 2 :

D̂ iso
ik (K ) = ~�K 2(� ik �

K i K k

K 2
) + ( ~� + 2~� )K 2 K i K k

K 2
: (2.82)

Alors K apparaît comme un vecteur propre dêD iso(K ), orthogonal au sous-espace

généré par� ik � K i K k
K 2 et associé à la valeur propre (~� + 2~� )K 2. Ils constituent donc

le mode propre longitudinal. La relation de dispersion associée est donc :

! 2
== = ( ~� + 2~� )K 2: (2.83)

Les valeurs propres transversales sont dégénérées et suivent la relation de dispersion

suivante :

! 2
? = ~�K 2: (2.84)

Le comportement caractéristique de Debye! � K est retrouvé dans le cas particulier

de la symétrie isotrope.

Par ailleurs, une inversion de la matrice de propagation cubique D̂ cub(K ) est pos-

sible dans le cas général. Alors, la fonction de Green cubique dans l'espace réciproque

à trois dimensions s'écrit :

Ĝik (K ) =
1

K 2

�

A(K )� ik + A0(K )
K i K k

K 2
+ A00(K )A ij (K )

�

; (2.85)
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où les paramètresA(K ), A0(K ) et A00(K ) peuvent dépendre de l'orientation du

vecteur K et où l'expression précise de la matriceA ij (K ) peut être obtenue par ex-

emple en utilisant la formule de Sherman-Morrison pour inverser la matriceD̂ cub(K ).

2.2.2 Transformation de Fourier inverse en trois dimension s

Une fois l'expression de la fonction de Green̂Gik (K ) obtenue dans l'espace ré-

ciproque (équation (2.78)), il est nécessaire de la transformer dans l'espace réel pour

pouvoir ensuite appliquer la projection. Dans un milieu isotrope, la fonction de Green

dans l'espace réel s'exprime comme :

Gik (R ) =
1

4�R

�

B� ik + B 0Ri Rk

R2

�

; (2.86)

où la dépendance en fonction des directions et de la norme du vecteurR est explicitée

et où B et B 0 sont des constantes. Déterminer ces constantes peut se faire comme

précédemment en se ramenant à un système linéaire. Multiplier l'équation (2.86)

par � ik et Ri Rk=R2 puis sommer sur les indicesi et k donnent les deux relations :

X

ik

Gik (R )� ik =
�

3B + B 0
� 1

4�R
; (2.87)

X

ik

Gik (R )
Ri Rk

R2
=

�

B + B 0
� 1

4�R
: (2.88)

En utilisant la dé�nition suivante de la transformée de Fourier inverse en trois di-

mensions

Gik (R ) =
1

(2� )3

Z
dK ei K �R Ĝik (K ); (2.89)

on montre que :

3B + B 0 = 3A + A0; (2.90)

B + B 0 = A: (2.91)

D'où �nalement :

B =
1
~�

�
~� + ~�

2~� (~� + 2~� )
; (2.92)

B 0 =
~� + ~�

2~� (~� + 2~� )
: (2.93)

Dans le cas plus général du cristal cubique, la transformation de Fourier in-

verse à trois dimensions ne peut se faire pour un vecteur quelconque du réseau
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réciproque [85].

2.2.3 Projection de la fonction de Green dans l'espace réel à deux di-

mensions

Le plan sur lequel la projection s'e�ectue lors de l'observation au microscope

confocal est le plan de vecteur normaln de coordonnées (1; 1; 1)=
p

3 dans la base

cubique orthonormée (e(1) ; e(2) ; e(3) ). La fonction de GreenQ�� (X ) projetée sur ce

plan de symétrie hexagonale est considérée comme parfaitement isotrope et s'écrit

donc :

Q�� (X ) =
1

4�X

�

C� �� + C0X � X �

X 2

�

; (2.94)

où la dépendance en fonction des directions et de la norme du vecteurX est explicitée

et où C et C0 sont des constantes. Les coordonnées� et � prennent des valeurs entre

1 et 2 et le vecteurX évolue dans le plan normal au vecteurn. A�n d'expliciter la

projection, il est utile de considérer une base orthonormée(r (1) ; r (2) ; n) adaptée. Les

indices � et � désignent alors les coordonnées d'un vecteur dans les directions r (1)

et r (2) . La fonction de GreenGij (R ) où i et j désignent des directions dans la base

cubique (e(1) ; e(2) ; e(3) ), peut être reformulée dans la base (r (1) ; r (2) ; n) à l'aide de la

matrice de passageP de la base cubique à la base adaptée à la projection :

Gij (R ) =
X

kl

[P � 1]ik Gkl (R )Plj : (2.95)

La notation Gij (R ) désigne la fonction de Green exprimée dans la base adaptée àla

projection. Comme le milieu est supposé isotrope à trois dimensions, en reportant

l'équation (2.86) dans l'équation (2.95), on trouve :

Gij (R ) =
1

4�R

�

B� ij + B 0Ri Rj

R2

�

; (2.96)

soit exactement la même expression que celle de la fonction de GreenGij (R ) ex-

primée dans la base cubique. Il est normal que le changement de base n'altère

pas l'expression de la fonction de Green puisqu'elle est supposée isotrope. La pro-

jection se fait ensuite aisément, en considérant le vecteurtridimensionnel X =
P 2

� =1 X � r (� ) , de coordonnéesX 1 et X 2 dans le plan de vecteur normaln. La fonction

de GreenQ�� (X ) vaut la fonction de GreenG�� (X ) pour tout � , � entre 1 et 2.
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Cela permet d'expliciter les constantesC et C0 de l'équation (2.94) :

C =
1
~�

�
1
2

~� + ~�
2~� (~� + 2~� )

; (2.97)

C0 =
~� + ~�

2~� (~� + 2~� )
: (2.98)

Dans le cas général d'un cristal cubique, l'étape de la projection est faisable. Il

faut dans ce cas considérer que l'expression de la fonction de Green dans l'espace

réel à trois dimensions a la forme suivante :

Gik (R ) =
1

4�R

�

B� ik + B 0Ri Rk

R2
+ B 00Bik

�

; (2.99)

où les paramètresB, B 0et B 00dépendent éventuellement des directions du vecteurR .

La matrice Bik dépend elle aussi du vecteurR et correspond à la partie anisotrope

de la fonction de Green cubique. Son expression générale ne peut être obtenue ana-

lytiquement car elle dépend des résultats de l'étape précédente, impossible à mener

pour un vecteur K quelconque du réseau réciproque. La multiplication des équa-

tions (2.94) et (2.99) par� �� et X � X � =X 2, d'une part, et leur équivalent tridimen-

sionnel, d'autre part, permet de déterminer les constantesC et C0 :

1
4�X

�

2C(X ) + C0(X )
�

=
X

ij

[� ij � ni nj ]Gij (X ); (2.100)

1
4�X

�

C(X ) + C0(X )
�

=
X

ij

X i X j

X
2 Gij (X ); (2.101)

où les paramètresC(X ) et C0(X ) peuvent éventuellement dépendre des directions du

vecteur X . Ceci est possible parce que, géométriquement, le matériaupossède des

orientations privilégiées qui jouent leur rôle dans le calcul complet partant d'un

cristal tridimensionnel cubique, et ce, même si une couche hexagonale apparaît

comme isotrope par le nombre de ces coe�cients élastiques etpar les directions

sur lesquelles ils in�uent.

2.2.4 Transformée de Fourier à deux dimensions de la fonctio n de Green

La dernière étape est de reformuler la fonction de GreenQ�� à deux dimensions

dans l'espace réciproque. Comme le milieu est isotrope, la forme générale de la

fonction de Green dans l'espace réciproque est :

Q̂�� (Q) =
1

2Q

�

E� �� + E 0Q� Q�

Q2

�

; (2.102)
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où la dépendance en fonction des directions et de la norme du vecteur Q est ex-

plicitée et où E et E 0 sont des constantes. Comme pour la transformée de Fourier

à trois dimensions, les valeurs des constantesE et E 0 peuvent être déterminées en

multipliant l'équation (2.102) par � �� et Q� Q� =Q2 et en utilisant la dé�nition de la

transformée de Fourier à deux dimensions :

Q̂�� (Q) =
Z

dX e� (i Q �X )Q�� (X ): (2.103)

On trouve :

E =
1
~�

; (2.104)

E 0 =
~� + ~�

2~� (~� + 2~� )
: (2.105)

2.2.5 Relations de dispersion bidimensionnelles

Il n'est pas utile de faire l'inversion �nale de la fonction de GreenQ̂�� (Q) pour

obtenir les relations de dispersion e�ective de la couche bidimensionnelle, il su�t

de faire apparaître les vecteurs propres longitudinaux et transversaux deQ̂�� (Q)

dans son expression. Alors, il est connu que les vecteurs propres de la matrice de

propagation ^̂D �� (Q) sont les mêmes et que ses valeurs propres sont inverses. La

fonction de Green bidimensionnelle (2.102) dans l'espace réciproque peut s'écrire :

Q̂�� (Q) =
1

2~�Q

�

� �� �
Q� Q�

Q2

�

+
1
Q

~� + 3~�
4~� (~� + 2~� )

Q� Q�

Q2
: (2.106)

A deux dimensions, il n'y a que deux valeurs propres par vecteur Q. Les relations

de dispersion longitudinale et transversale sont donc :

! 2
== =

4~� (~� + 2~� )
~� + 3~�

Q; (2.107)

! 2
? = 2~� Q: (2.108)

Ces équations forment le résultat principal de ce chapitre et expliquent que les

relations de dispersion e�ectives obtenues expérimentalement grâce à l'analyse des

�uctuations du déplacement dans une couche bidimensionnelle ne reproduisent pas

le comportement classique,! 2 � Q2, mais un comportement di�érent, ! 2 � Q. De

plus les équations (2.107) et (2.108) fournissent un moyen d'exploiter les données

expérimentales obtenues à deux dimensions : ces équations permettent de déduire

les coe�cients de Lamé tridimensionnels~� et ~� .
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3 Comparaison des prédictions analytiques et des

résultats de dynamique moléculaire

A�n de mieux comprendre les limites du calcul analytique présenté dans le para-

graphe précédent, des simulations de dynamique moléculaire ont été menées sur un

cristal constitué d'un grand nombre de sphères dures. Le choix des sphères dures a

été e�ectué parce qu'elles constituent un bon modèle de solides colloïdaux largement

étudié analytiquement [60, 104, 116], numériquement [2, 99, 34] et expérimentale-

ment [44, 46].

Tout d'abord, les caractéristiques du code de dynamique moléculaire seront dé-

taillées. Puis, les relations de dispersion d'un cristal tridimensionnel, obtenues par

dynamique moléculaire à partir des déplacements à trois dimensions des particules

puis à partir de leurs déplacements projetés sur une couche bidimensionnelle, seront

comparées aux prédictions analytiques. En�n, dans le but detester l'approximation

isotrope nécessaire au calcul à trois dimensions, les relations de dispersion associées

à un cristal bidimensionnel isotrope puis à sa projection à une dimension seront

étudiées.

3.1 Caractéristiques du code de dynamique moléculaire

Un code de dynamique moléculaire de typeevent-drivenest utilisé pour prévoir

les collisions entre sphères dures [101]. Ce type d'algorithme est particulièrement bien

adapté au potentiel qui régit la dynamique des sphères dures. Il est plus rapide et

plus stable que les algorithmes classiques pour les raisonssuivantes. Les algorithmes

classiques intègrent les équations du mouvement et calculent les nouvelles forces

s'appliquant sur les particules à chaque pas de temps. L'algorithme event-driven

fonctionne très di�éremment. Il calcule d'abord l'ensemble des collisions possibles

entre toutes les particules et leurs voisines. Les particules voisines sont comprises

ici au sens de partenaires probables pour une collision future. Pour déterminer ces

partenaires potentiels, des cellules spatiales sont dé�nies dans la boîte de simulation.

Elles sont choisies comme étant de taille légèrement supérieure au diamètre des

sphères et sont �xes dans la boîte de simulation. Les partenaires potentiels pour

la collision avec une particule donnée sont alors les particules présentes dans la

même cellule ou dans les cellules directement adjacentes. Une fois que le calendrier

des collisions futures est déterminé, la collision la plus proche dans le temps est

réalisée. Chaque collision respecte les conservations de l'énergie et de la quantité

de mouvement totales. Mais, en trois dimensions, ceci ne su�t pas à déterminer
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entièrement la vitesse de chaque particule au sortir de la collision. On impose en

plus que les particules participant à une collision échangent leur vitesse normale

au plan de collision et conservent chacune leur vitesse tangentielle. Après que la

collision a eu lieu, le calendrier des collisions futures est mis à jour uniquement pour

les particules venant de subir la collision. Le procédé est ensuite itéré.

Un tel algorithme est stable du point de vue de l'énergie totale du système car la

conservation de l'énergie est imposée à chaque collision, dans la limite de précision

du type de variabledoubleutilisé dans le langage C. C'est un avantage par rapport

aux algorithmes classiques dans lesquels l'énergie totalepeut dévier. Par ailleurs,

l'algorithme event-drivenest e�cace vis-à-vis du temps de calcul car le calendrier des

événements est organisé en arbre. Les événements principaux référencés dans l'arbre

sont les collisions et le fait qu'une particule change de cellule spatiale. La structure de

l'arbre est telle que l'événement �ls de gauche a toujours lieu avant l'événement père

et celui de droite a toujours lieu après. Il a été montré qu'enmoyenne 2 log(N ) n÷uds

d'un tel arbre doivent être parcourus avant que ne s'insère correctement un nouvel

événement, une fois qu'un événement a eu lieu [101, p 405]. Pour �nir, l'algorithme

event-drivens'a�ranchit de la nécessité de dé�nir un pas de temps court. Pour ces

di�érentes raisons, l'algorithme event-driven est particulièrement bien adapté au

potentiel régissant la dynamique des sphères dures.

Les simulations de dynamique moléculaire sont menées dans l'ensemble micro-

canonique, à énergie, nombre de particulesN et volume constants. Les sphères de

diamètre et de masse unités sont initialement placées aux n÷uds d'un réseau cubique

à faces centrées (CFC). La fraction volumique� = 0; 57 est choisie en accord avec

les cristaux de sphères dures étudiés expérimentalement dans [47]. On applique des

conditions aux bords périodiques. La vitesse de chaque particule est choisie indépen-

damment et suit, dans chaque direction, une loi normale centrée réduite. Le choix de

la variance de cette loi impose l'échelle de temps : pour la fraction volumique choisie,

une unité de temps correspond approximativement à la durée nécessaire pour que

20 collisions par particule aient lieu. Le choix de la variance de la vitesse impose

aussi la température cinétiqueT, ici kB T = 1, où kB est la constante de Boltzmann.

Par ailleurs, la boîte de simulation a une géométrie adaptéeau réseau CFC. Cela est

nécessaire pour que les vecteurs du réseau réciproque introduits par la périodicité

de la boîte de simulation coïncident avec les vecteurs du réseau réciproque associé

au cristal. Les arêtes de la boîte sont parallèles aux trois vecteurs de la maille élé-

mentaire a1, a2 et a3, connectant les n÷uds les plus proches entre eux, comme le

montrait déjà la �gure 2.3. Dans le réseau CFC, les plans hexagonaux s'empilent les

uns sur les autres avec une périodicité de 3. Ainsi, les boîtes de simulation choisies
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possèdent, dans cette direction, un nombre de particules multiple de 3. Les résultats

présentés dans ce chapitre ont été obtenus pour un nombre total de particules égal

à N = 160 � 160� 162 = 4 147 200.

L'utilisation d'un code de dynamique de typeevent-drivenpermet de simuler un

système de grande taille pendant un temps su�samment long pour que la statis-

tique sur les corrélations du déplacement soit satisfaisante. La relation de dispersion

issue de la matrice des corrélations des déplacements est donnée dans le paragraphe

suivant.

3.2 Relations de dispersion projetées de trois à deux dimen-

sions

A�n d'obtenir la relation de dispersion à trois dimensions,il est nécessaire de

calculer la matrice de corrélation des déplacementsĥui (K )û�
k(K )i et de la diago-

naliser. Le code numérique donne accès au déplacementui (R ) de chaque particule

dans l'espace réel par rapport à la con�guration de référence connue, celle du cristal

parfait. La première étape est donc d'e�ectuer la transformation de Fourier du dé-

placement. Cela se fait à l'aide d'une transformée de Fourier discrète comme dé�ni

dans l'équation (2.47). La librairie C nommée � �tw3 � est uti lisée pour générer la

transformée de Fourier discrète du déplacement dans chaquedirection et à chaque

unité de temps. Puis le corrélateur ^ui (K )û�
k(K ) est calculé et la moyenne est ensuite

e�ectuée sur 60 000 unités de temps. D'après l'équation (2.60), il su�t ensuite de

multiplier la matrice ĥui (K )û�
k(K )i par le facteurvm=(NkB T) pour obtenir l'inverse

de la matrice de propagationD̂(K ). Les trois valeurs propres de cette matrice 3� 3

sont calculées et valent 1=� (n)(K ), où � (n)(K ) sont les valeurs propres de la matrice

de propagation. La relation! (K ) =
q

� (n)(K ) donne accès à! (K ).

Sur la �gure 2.5, sont représentées des valeurs de! (K ) pour certaines directions

particulières du vecteurK . Dans la base cubique (e(1) ; e(2) ; e(3) ), ces directions sont :

[111], [100] et [110]. Exprimées dans la base hexagonale (a1; a2; a3) de la boîte de

simulation, ces directions deviennent : (100), (110), (0� 11). Du fait de la symétrie

du réseau, trois autres directions du vecteurK sont associées aux mêmes valeurs

propres que (1 0 0). Exprimées dans la base hexagonale, ces directions sont faciles à

déterminer : (0 1 0), (0 0 1) et (1 1 1). De même les directions (10 1) et (0 1 1) sont

associées aux mêmes valeurs propres que (110). En�n les directions (1� 10), (� 101)

(1 1 2), (2 1 1) et (1 2 1) sont associées aux mêmes valeurs propres que (0� 1 1).

Pour chacune de ces 13 directions, les relations entre! (K ), kK k et les constantes
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élastiques sont connues [31] :

K = [111]

8
>>>><

>>>>:

! == =
q

1
3(B11 + 2B12 + 4B44)kK k;

! ? 1 =
q

1
3(B11 � B12 + B44)kK k;

! ? 2 =
q

1
3(B11 � B12 + B44)kK k;

(2.109)

K = [100]

8
>>>><

>>>>:

! == =
p

B11kK k;

! ? 1 =
p

B44kK k;

! ? 2 =
p

B44kK k;

(2.110)

K = [110]

8
>>>><

>>>>:

! == =
q

1
2(B11 + B12 + 2B44)kK k;

! ? 1 =
q

1
2(B11 � B12)kK k;

! ? 2 =
p

B44kK k:

(2.111)

Les valeurs propres transversales peuvent être dégénérées. Sur la �gure 2.5,

représentant la relation de dispersion du système tridimensionnelle dans certaines

directions, la droite d'équation! =
q

(B11 + 2B12 + 4B44))=3kK k est tracée et cor-

respond bien aux données numériques obtenues dans la direction [111], pour les

petites valeurs dekK k. Par ailleurs, les courbes de dispersion de la �gure 2.5 sont

symétriques par rapport à un axe vertical. Ceci est dû à la périodicité de la boîte

de simulation. Une dernière remarque est utile à propos des relations de dispersion

tracées sur la �gure 2.5. Il est étonnant que l'approximation harmonique à l'origine

de la forme de l'énergie potentielle dans la théorie de l'élasticité linéaire fonctionne

si bien pour un système de sphères dures où l'énergie est purement cinétique. Cela

signi�e que le développement de l'énergie potentielle autour d'un état de référence

est une approximation robuste toujours valable dans la limite � ! 0.

Les valeurs des constantes élastiques ne sont pas directement obtenues à partir

des courbes de dispersion de la �gure 2.5, mais plutôt à partir des courbes représen-

tatives de != kK k en fonction dekK k. Celles-ci sont montrées sur la �gure 2.6, pour

les mêmes directions du vecteurK que celles choisies pour représenter les courbes de

dispersion dans la �gure 2.5. Aux petites valeurs dekK k, ces courbes se stabilisent

autour d'une valeur �xe reliée aux constantes élastiques par les équations (2.109)

à (2.111). Cette valeur est déterminée en approchant la courbe représentative de

!= kK k en fonction dekK k par la relation quadratique suivante :

! 2

kK k2
� a + bkK k2; (2.112)
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Figure 2.5 � Relation de dispersion à trois dimensions d'un cristalde sphères dures
de symétrie cubique à faces centrées, de fraction volumique� = 0; 57 et constitué
de N = 4 147 200 sphères. Les symboles sont déduits de simulationsde dynamique
moléculaire. Les couleurs représentent di�érentes directions du vecteur K : bleu
pour la direction [111] dans la base cubique, noir pour la direction [110] dans la
même base et rouge pour la direction [100]. Les cercles correspondent aux valeurs
propres longitudinales et les croix aux deux valeurs propres transversales. Les valeurs
propres transversales sont dégénérées dans les directions[111] et [100]. La ligne
bleue continue représente la droite d'équation! =

q
(B11 + 2B12 + 4B44))=3kK k

qui correspond à la relation de dispersion dans la direction[111] dans le cadre de
l'élasticité linéaire.



56 CHAPITRE 2. ELASTICITÉ DANS UNE COUCHE BIDIMENSIONNELLE

où a et b sont des paramètres ajustables. Le choix d'une relation quadratique se

justi�e par des arguments de symétrie. La fréquence au carré! 2 est proportionnelle

aux valeurs propres de la matrice de propagation̂D ik (K ). Dans le cadre de l'élasticité

linéaire homogène, cette matrice s'écrit̂D ik (K ) =
P

j l A ijkl K j K l , où les coe�cients

de propagationA ijkl sont supposés être indépendant deK . Mais ceci n'est valable

que dans la limite oùkK k tend vers zéro. Au-delà, la matrice de propagation est

sensible aux hétérogénéités du cristal, qui n'est pas un milieu continu à l'échelle d'une

particule. La suite du développement autour des petites valeurs dekK k donnerait :

D̂ ik (K ) =
X

j l

A ijkl K j K l +
X

j lm

A0
ijklm K j K lK m +

X

j lmn

A00
ijklmn K j K lK m K n ; (2.113)

où A0
ijklm et A00

ijklmn sont de nouveaux tenseurs. Les tenseurs de rang 4, 5 et 6

introduits dans l'équation précédente doivent véri�er la symétrie du problème et ne

pas annuler le terme lors de la somme avec les termes dépendant de K . Or, il n'existe

aucun tenseur cubique de rang 5 de ce type. Donc le terme d'ordre 5 est nul. Cela

laisse deux termes : le premier où le vecteurK apparaît à la puissance 2, le second

où le vecteurK apparaît à la puissance 4. Les valeurs propres! 2 de la matrice de

propagation se comporte donc à l'ordre 4 enkK k comme

! 2 � akK k2 + bkK k4; (2.114)

ce qui justi�e la forme quadratique prise par! 2=kK k2 dans l'équation (2.112). Le

terme constant a est relié aux constantes élastiques. Plus précisément, les13 di-

rections di�érentes considérées pour le vecteurK dans ce travail donnent accès à

13� 3 = 36 termes constants reliés aux trois constantes élastiquesB11, B12 et B44

par les combinaisons linéaires données dans les équations (2.109) à (2.111). L'ex-

traction des trois constantes élastiques à partir de ces 36 relations linéaires se fait

par la méthode des équations normales de Gauss. Formellement cela revient à écrire

le système linéaire sous la forme suivante :

Sb = a; (2.115)

où b est un vecteur colonne contenant les trois constantes élastiques, S la matrice

de taille 36� 3 des combinaisons linéaires eta un vecteur colonne contenant les 36

termes constants égaux au paramètre ajustablea de l'équation (2.112). Une manière

simple d'extraire des constantes moyennes est d'appliquerl'égalité suivante :

b = [ ST S]� 1ST a; (2.116)
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