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Résumeé

Dans cette thése théorique, les propriétés élastiques etndyniques d'un solide
sont étudiées an de mieux comprendre les étapes qui menenum cristal par-
fait a un systeme vitreux. Les expérimentateurs observentuamicroscope confocal
des couches de verre colloidal, pour en étudier les propégtélastiques locales. Il
est prouvé analytiguement ici que, déja pour un cristal, lfeservation d'une couche
bidimensionnelle conduit a des constantes élastiques et aeurelation de disper-
sion di érentes de celles du solide tridimensionnel. Desnsilations de dynamique
moléculaire d'un cristal de sphéres dures con rment ce rdgat. De plus, il est montré
numériquement que I'ajout de polydispersité dans les raysrdes spheres augmente
les constantes élastiques du cristal et crée des modes @asts localisés sur les par-
ticules de mobilité extréme. Parallelement, les propriéseélastiques et dynamiques
d'un solide surchau é sont étudiées. Un modele minimal, de/pe mécanisme réac-
tionnel, est proposé pour décrire la dynamique de la fusioroimogéne. Ce mod-
ele est utilisé pour établir une approche de champ moyen quiégdlit les propriétés
macroscopiques des états métastable et d'équilibre. Ceg€gictions sont comparées
avec succes a des résultats de dynamique moléculaire. Le amésme réactionnel
sert également a concevoir des simulations de Monte-Carlmétique, qui rendent
compte des uctuations et reproduisent l'existence d'uneaytte critique de liquide,
analogue a celles identi ées en dynamique moléculaire, sarecourir a la description
des vitesses et positions des particules.

Abstract

In this theoretical work, the elastic and dynamical properies of a solid are studied
with the aim to draw the links between a perfect crystal and algssy state. Recently,
experimental groups observed a slice in a colloidal glassden a confocal microscope,
in order to study its local elastic properties. This work prees analytically that,
even in the case of a crystal, observing only a slice does nead to the elastic
constants and dispersion relation of the three-dimensiohsolid. Molecular dynamic
simulations performed on a hard-sphere crystal are congst with the analytical
results. Moreover, this work shows numerical evidence thadding polydispersity
in the sphere radii causes the elastic constants of the crgstto grow and create
localized elastic modes correlated with the positions of ¢hparticles of largest and
smallest cage. Furthermore, the elastic and dynamical prepies of a superheated
crystal are studied. A minimal model, in the form of a reactin-like mechanism, is



proposed to describe the dynamics of homogeneous meltindieTmodel is used to
set a mean- eld approach, that predicts macroscopic propies of the metastable
and equilibrium states. The predictions are successfullyompared with molecular

dynamics results. The minimal model is also used to designnktic Monte Carlo

simulations, that account for the uctuations at the particle scale and reproduce
the existence of a critical liquid droplet, de ned in the sare way as in molecular
dynamics simulations, without having to resort to the full m@article dynamics.

Mots clés

Cristal de sphéres dures, colloides, élasticité linéaimodes élastiques localisés, fu-
sion homogéne, dynamique moléculaire, Monte-Carlo cingtie, mécanisme réaction-
nel
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Chapitre 1
Introduction

Considérer les systemes vitreux en tant que solides originaconstitue une ap-
proche déja largement développée théoriquement [73,138] &insi qu'expérimen-
talement [132[44]. Les verres ont notamment des propriétémstiques particuliéres.
lIs possédent des modes élastiques localisés, contraingimaeux cristaux parfaits
monodisperses qui ne possedent que des modes élastiquasdate Par ailleurs,
dans les systemes vitreux, comme dans les cristaux, le moueat des particules est
entravé par la cage créée par les particules voisines. Cegent, dans les verres, les
cages peuvent se réarranger, introduisant une dimensionndynique absente dans
les cristaux parfaits a I'équilibre thermodynamique. Plugsurs références [136, 46,126]
ont souligné I'existence d'un lien entre les modes élastiegilocalisés identi és dans
les verres et les zones de réarrangement dynamique. Cependées caractéris-
tiques de I'état vitreux sont diciles a dé nir. Les polycri staux [15] et les quasi-
cristaux [50,/53,51], par exemple, possedent également desdes élastiques local-
isés. En revanche, les propriétés de I'état cristallin softien mieux connues. Dans
ce travail théorique, la complexité est ajoutée de maniéremtrélée a partir d'un
systeme cristallin parfait. Les propriétés élastiques etydamiques originales qui en
résultent sont étudiées, dans l'espoir de mieux comprendles étapes qui ménent
d'un cristal parfait a un systéme vitreux.

An de se rapprocher graduellement des solides désordonmégtastables, tels
les verres, a partir du cristal parfait a I'équilibre thermalynamique, deux grandes
voies complémentaires sont développées dans ce travail :

les propriétés élastiques de cristaux monodisperses etlydisperses en rayon
sont étudiées a I'équilibre thermodynamique,

les propriétés dynamiques d'un cristal surchau é sont moélisées a I'échelle
d'une particule.

Pour cela, des outils analytiques et numériques sont utiés. Les cristaux sont

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

décrits par I'élasticité linéaire et leurs uctuations a léquilibre sont supposées suivre
les lois de la physique statistique. Un code de dynamique r@ollaire est utilisé pour
con rmer les résultats analytiques sur les cristaux monosiperses et pour étudier
les propriétés élastiques des cristaux polydisperses et dgistaux métastables. Le
méme code de dynamique moléculaire sert de référence pouwrilé les propriétés
dynamiques des cristaux surchau és. En n, comme la dynamige moléculaire reste
une technique codteuse en temps de calcul, des simulatioes\ionte-Carlo cinétique,
bien adaptées a I'étude de la dynamique de processus stotigags, sont mises en
place pour modéliser la dynamique de la fusion homogéne.

Dans ce chapitre introductif, les questions relatives auxrppriétés élastiques
des cristaux polydisperses et métastables seront d'abordtivées par des résultats
expérimentaux de di usion dynamique de la lumiére et de mioscopie confocale.
La problématique associée aux propriétés dynamiques destaux surchau €s sera
ensuite formulée, pour aboutir a la présentation d'appro@s a di érentes échelles,
de la dynamique particulaire a un modele d'équations macrgiques en passant
par une dynamique stochastique.

1 Propriétés élastiques

1.1 Solides colloidaux

Pour étudier expérimentalement les propriétés élastiquedes cristaux et des
solides désordonnés, les solides colloidaux représententsystéme de choix. En
e et, la taille des particules, de l'ordre de 10® m, dans les solides colloidaux rend
leur observation au microscope confocal possible contexment aux verres atom-
iques ou la longueur caractéristique est plutdt de I'ordreed10 © m. Malgré cette
di érence, les systemes colloidaux ont des propriétés timodynamiques, notamment
des transitions de phase, treés similaires a celles des sys8 atomiques[[56, 132].
Les propriétés élastiques des solides colloidaux sont égagnt similaires a celles de
solides atomiques maintenus sous pression. Dans les salidelloidaux, le poten-
tiel attractif n'est souvent pas assez fort pour retenir leparticules entre elles et
une pression extérieure est nécessaire pour éviter que lagtipules ne s'échappent.
L'existence de cette pression extérieure a une in uence des propriétés élastiques
du matériau [125], qui sera prise en compte dans ce travail.

Une partie de la littérature expérimentale [[44/"46] s'inté&ssant aux propriétés
élastiques des solides colloidaux utilise des particulesgblyméthacrylate de méthyle
(PMMA) traitées comme des sphéres dure§ [44,146]. An que leésultats de ce
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Y

travail puissent servir a linterprétation des résultats &périmentaux, le code de
dynamique moléculaire choisi pour étudier les propriétédadtiques des cristaux
modélise un cristal de sphéres dures. Le choix des spheresediua €galement un
avantage numerique puisqu'il permet d'utiliser un code deype event-driven partic-
ulierement e cace pour simuler un systeme contenant de nombuses sphéres dures
sur de longues durées [101].

Une autre partie de la littérature expérimentale[26] utie des colloides de N-iso-
propylacrylamide (NIPA) dont la fraction volumique peut étre contrélée a partir de
la régulation de la température dans le systéme. Leur potéetn'est pas si éloigné du
potentiel des sphéres dure5[B5] et les résultats de ce chapilevraient s'appliquer
€également a ce cas.

Dans la littérature, les propriétés élastiques des cristawcolloidaux ainsi que des
systemes colloidaux vitreux ont été analysées a l'aide dauddechniques majeures et
complémentaires : la di usion dynamique de la lumiére et la ioroscopie confocale.
L'apport de ces deux techniques est successivement présent

1.2 Apport de la di usion dynamique de la lumiere

La di usion dynamique de la lumiére rend principalement comite des propriétés
élastiques homogeénes a I'échelle du systeme entier.

Cette technique donne acceés a la fonction d'autocorrélatiode l'intensité lu-
mineuse di usée par I'échantillon[[56/27]. La fonction datocorrélation de l'inten-
sité di usée est reliée a la matrice de corrélation du déplament ho; (K )0, (K)i, ou
0i(K) est le déplacement dans la directiom, évalué pour le vecteurK dans l'es-
pace de Fourier et dé ni par rapport a une con guration de rérence, ici le réseau
cristallin parfait. Le symbole hi représente la moyenne d'ensemble e ectuée sur
les uctuations des positions des particules autour de leyrosition de référence. A
partir de cette matrice, deux relations principales, la reition de dispersion et la den-
sité des états propres, peuvent étre dé nies et représentame partie des résultats
déductibles d'expériences de di usion dynamique de la lugrie.

Les fréequences (K ) sont dé nies comme l'inverse de la racine carrée des valsur
propres de la matrice de corrélatiohd; (K )0, (K)i. La relation de dispersion donne le
comportement des fréquencéds(K ) en fonction de la normeK du vecteur du réseau
réciproque. Dans le cas d'un cristal tridimensionnel détypar I'élasticité linéaire, la
relation de dispersion, valable dans la limit&k ! 0, est :

L(K) K (1.1)
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Une autre relation importante est la densité de probabilitéles frequences proprés.
Elle est notéeg(! ) dans le manuscrit et se comporte comme :

g(t) '% (1.2)

dans le cadre de l'élasticité linéaire et dans la limit& ! 0. Les deux résultats
sur la relation de dispersion et la densité d'états constiant des comportements
de référence auxquels les résultats obtenus sur des systmples complexes seront
toujours compareés.

Puisqu'elle donne acceés a la matrice de corrélatidm; (K )0, (K)i, la di usion
dynamique de la lumiére permet d'obtenir les relations de gfiersion et la densité
d'états des cristaux colloidaux[[56]. Un des chires a retém obtenu par di usion
dynamique de la lumiére, est que la vitesse de phase du sonp@écommec = =K ,
est de l'ordre de 10 cm.s' [56] dans les cristaux colloidaux.

La matrice de corrélation du déplacemerty; (K )0, (K )i pour un méme vecteuK
dans l'espace de Fourier ne rend pas bien compte des héténgies éventuellement
présentes dans le milieu. Ces hétérogénéités spatiales ot sisibles que dans l'es-
pace réel. C'est en ce sens que la diusion dynamique de la liéne ne donne pas
acces aux propriétés élastiques locales du milieu.

1.3 Microscopie confocale

Pour tenir compte des hétérogénéités spatiales qui existetans un cristal poly-
disperse en rayons ou dans des systémes colloidaux désardspil est important de
considérer la matrice de corrélation de pairku;(R)uc(R9i dans I'espace réel. Les
vecteursR et R%représentent, ici, deux positions dans le réseau réel deéréhce. La
matrice de corrélation de pairdu; (R)u,(R9i est beaucoup plus compléte que la ma-
trice de corrélation du déplacementt; (K )0, (K)i évaluée pour un méme vecteuk
du réseau réciproque. Mais la matrice de corrélation de paidans I'espace réel n'est
accessible expérimentalement que par une observation die dans l'espace réel.
C'est pourquoi I'observation des cristaux et des verres émidaux au microscope
confocal est une technique développée par plusieurs eqsipe4,[ 132, 25, 46].

A partir de la matrice de corrélation de pairehu;(R)u,(R9i dans I'espace réel,
la densité d'états peut étre obtenue. Elle correspond a la m&té de probabilité
des fréquences dé nies comme linverse de la racine carrée des valeurs prep
de cette matrice. Dans le cas du cristal monodisperse, ou lestérogénéités spa-
tiales sont absentes, les densités d'états obtenues a padi&s matrices de corrélation
de paire hu;(R)ux(R9i dans I'espace réel ou de corrélation; (K )0, (K )i pour un
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méme vecteurK dans I'espace de Fourier sont rigoureusement équivalentBsns ce
cas, les deux grandeurs seront appelées indi éremment diéés d'états. Des qu'une
hétérogénéité spatiale est présente, par contre, cette églence n'est plus véri ée.
Dans ce deuxiéme cas, le terme densité d'états sera réserle densité de probabili-
té des fréquences propres issues de la matrice de corrétatie paire dans I'espace
réel. L'autre densité sera explicitement nommée comme larsité de probabilité
des fréquences propres issues de la matrice de corrélationdéplacement pour un
méme vecteurK dans I'espace de Fourier. De plus, la connaissance de la nerde
corrélation de pairehu; (R)u(R9i permet de visualiser les modes propres élastiques
dans l'espace réel et donc les zones sur lesquelles ils sdigmnt. Ceci est impossible
a partir de la matrice de corrélation des déplacements}; (K )0, (K )i pour un méme
vecteur K dans l'espace de Fourier.

Observer I'échantillon au microscope confocal permet, dar'idéal, d'accéder
a la position de chaque particule a un instant donné. Le démament par rap-
port a la con guration de référence peut donc étre calculé po chague position de
référenceR. La moyenne d'ensemble est identi ée a une moyenne tempadeeét la
fonction de corrélation de pairehu;(R)u(R9i peut étre obtenue. Cependant, un
microscope confocal ne peut obtenir une image tridimensioglle de I'échantillon
in niment rapidement. L'image compléte est plutdt obtenuea partir d'un balayage
dans chaque direction de I'espace. A un instant donné, le mascope confocal enreg-
istre un pixel de l'image nale. Puis a l'aide de miroirs gal@nométriques tournants,
il balaie I'échantillon dans les deux directions du plan a rde reconstruire I'image
de la couche bidimensionnelle balayée. Ce balayage s'ewextassez rapidement et
le temps d'acquisition entre deux lignes du plan est de l'ord de 2 10 # s pour
les microscopes actuel§ [142]. Le balayage dans la troisédirection a lieu grace
a un objectif monté sur un quartz piézoélectrigue et le tempd'acquisition entre
deux plans est de I'ordre de ;@5 s pour obtenir une résolution su sante de l'image
tridimensionnelle [45]. Ces temps de délai entre l'acquisin des di érentes lignes
et di érents plans peuvent avoir une in uence sur l'interpitation de la matrice de
corrélation du déplacement, s'ils sont supérieurs au temparactéristique de corréla-
tion du déplacement lui-méme. Ce temps caractéristique peétre estimé comme
le temps mis par le son pour traverser la zone balayée par lecmiscope confocal.
Typiquement, les zones balayées possedent un coté de 100[46]. Comme la vitesse
du son est de l'ordre de 10 cm.3, le temps de corrélation du déplacement est de
I'ordre de 10 3 s. Ainsi, au sein d'un plan, la vitesse de balayage est su séapour
interpréter la matrice de corrélation du déplacement commayant été calculée a un
instant donné. Ce n'est plus le cas pour la matrice de corréilen du déplacement
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dé nie a trois dimensions.

Pour cette raison, plusieurs équipes préferent n‘observgu’'une couche bidi-
mensionnelle du solide colloidal [64, 256, 146]. Or, lI'obsation des uctuations du
déplacement a deux dimensions dans un cristal tridimensioel modi e potentielle-
ment les propriétés elastiques observées. La question qup®se alors est la suivante :
comment interpréter correctement les données expérimelda obtenues a partir du
déplacement projeté sur une couche bidimensionnelle ?

L'objet du chapitre [2 est de déterminer les propriétés éldques e ectives accessi-
bles a partir de I'observation des corrélations du déplacemt projeté sur une couche
d'un cristal tridimensionnel. Dans le cadre de I'élasticé linéaire, il sera montré an-
alytiguement, dans ce chapitre, que la relation de dispeosi e ective obtenue dans
un cristal a partir de la matrice de corrélation des déplaceemts a deux dimensions
se comporte comme q_
! Q; (1.3)
ou Q est la norme d'un vecteur du réseau réciproque a deux dimenss. Ce com-
portement est clairement di érent du comportement classige a trois dimensions
pour lequel! K. Le comportement de la relation de dispersion projetée seran-
rmé par des simulations de dynamique moléculaire, qui perattent d'avoir accés au
déplacement a trois dimensions ou de le projeter sur une chacbidimensionnelle,
dans I'espace réel ou dans l'espace de Fourier, de maniéeralague aux données
expérimentales. Les résultats de ce chapitre ont fait I'obfj d'une publication [77].

1.4 Modes localisés

L'intérét majeur de I'observation des solides colloidauxgy microscopie confocale,
par rapport a leur analyse par di usion dynamique de la lumiee, est la possibilité
de mettre en évidence des modes élastiques localisés daspice.

Cela a été mis a prot pour montrer I'existence de modes lodaés dans les
systemes colloidaux vitreux. Ces modes localisés sont attselans le cristal parfait
monodisperse. De plus, les modes localisés existant dassvierres semblent corrélés
aux zones de réarrangement dynamique également présentasdes verres [136, 46,
26]. L'idée sous-jacente est que les zones les plus molles ghoint de vue élastique
sont celles les plus susceptibles de se réarranger dynaramment. Avant d'aller plus
loin dans l'interprétation des modes localisés dans les @mes vitreux, il est utile de
savoir comment les propriétés élastiques évoluent avecjdat de désordre de fagon
contr6lée dans le cristal parfait.

Le paragraphdll du chapitré]3 se concentrera sur I'e et de Jaut de polydisper-
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sité en rayon sur les propriétés élastiques du cristal. La lgdispersité est inévitable
expérimentalement et est présente dans les systemes cdloix vitreux dont les pro-
priétés élastiques locales sont analysées dans les réfggsii46] 26]. Le paragraptié 1
du chapitre[3 montrera qu'il existe des modes localisés dades systemes polydis-
perses encore cristallins. Dans ce cas, les modes se |agdlisur les particules dont
les cages créées par leurs voisines sont soit extrémemeriitgge soit extrémement
grandes.

1.5 Propriétés élastiques d'un cristal métastable

L'intérét pour les propriétés élastiques du cristal métaable date de 19387118, 17]
et correspond a l'idée que la limite de stabilité thermodymaique d'un cristal corres-
pondrait a sa limite de stabilité mécanique. Il semble cepdant que ces deux lim-
ites di erent [égerement [65]. Néanmoins, l'idée qu'une piure locale de la stabilité
mécanique permettrait la nucléation d'une zone liquide, dérdonnée, reste une hy-
pothéese probable pour expliquer le mécanisme de la fusiomiagéne. Cette idée est
a mettre en paralléle avec le fait que les modes élastiqguesumndocalisés seraient a
l'origine de zones de réarrangement dynamique dans les estrLa question implicite
derriére ce type de corrélations est : quelles informatiossr la dynamique des états
métastables apporte I'étude des propriétés élastiques desadtats ?

Le paragraphe[2 du chapitrd13 s'intéressera aux propriétéetasgtiques globales
d'un solide surchau é, obtenu par dynamique moléculaire. d stabilité mécanique
ne sera pas rompue dans les solides surchau és étudiés. Rartie, I'importance des
propriétés dynamiques dans les états métastables sera meseévidence par le fait
gue, contrairement au cas d'un cristal a I'équilibre thermdynamique, les particules
changent régulierement de position de référence dans lestal surchau é.

Ceci amenera a étudier les propriétés dynamiques du crisglrchau € a part
entiére.

2 Propriétés dynamiques

Dans le but de rendre compte des propriétés dynamiques destétmétasta-
bles, I'accent sera mis sur le mécanisme d'évolution du ¢aksurchau é vers I'état
d'équilibre nal majoritairement liquide.



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

2.1 Obtention de cristaux surchau és

La fusion homogéne correspond au mécanisme de fusion paué&aine goutte de
liquide nucléerait au sein du solide surchau é sans surfaoa défaut précurseur. Elle
s'oppose a la fusion hétérogene qui correspond a la formatide liquide au niveau
des surfaces ou des défauts présents dans le cristal stabitail.

Un cristal surchau € est dicile a obtenir expérimentalement car, lorsque le
cristal est porté au-dessus de sa température de fusion, safgce a tendance a fon-
dre en premier, laissant intact le cristal a l'intérieur. Lemécanisme de fusion est
alors hétérogene. Mais recemment des cristaux atomiqued po étre amenés dans
un état surchau é a l'aide de lasers femtosecondes, capablde chau er le cristal
de l'intérieur et trés rapidement [113/°80]. Quelques essaour obtenir des cristaux
colloidaux tridimensionnels surchau és ont également éti&ntés. Des cristaux col-
loidaux formés de particules de N-isopropylacrylamide (RA), dont le volume est
nement régulé par l'intermédiaire du contréle de la tempéature, peuvent étre facile-
ment amenés a une fraction volumique inférieure a la fractiovolumique de fusion(3].
Mais alors, plutdt que d'observer une fusion homogene, lasfan a lieu au niveau
des défauts du cristal initial, encore inévitables expériemtalement [3].

Numeériquement, obtenir des cristaux surchau és est beauap plus facile, car les
surfaces peuvent étre éliminées par l'application de cotidns aux bords périodiques
et car l'absence de défauts est garantie par le choix d'unenclition initiale ou
les particules sont positionnées exactement sur le réseaistallin. L'obtention de
cristaux surchau és, a partir du code de dynamique molécula utilisé dans ce
travail, concerne le paragraph€&l2 du chapitrgl 3 ainsi que lekapitres[4 et’s.

2.2 Meécanisme de la fusion homogéne a I'échelle d'une par-
ticule

Une fois que le solide surchau € est obtenu numériguemengsspropriétés dy-
namiques, notamment son évolution vers |'état d'équilibrenal, peuvent étre étudiées.
Dans la littérature, des approches dynamiques aux échellescroscopique et méso-
scopique ont été développées pour décrire le processus dgofuhomogene 75, 54,
69,[112]. L'évolution temporelle d'un paramétre d'ordre dgaleur di érente dans le
solide surchau é et dans le liquide a I'équilibre peut alorétre suivie. A I'échelle mé-
soscopique, la croissance d'une goutte de liquide peut égaent étre prédite dans
le temps par ce type d'approches. C'est un atout évident poutécrire, de fagon
guantitative, le processus de fusion.

Par ailleurs, di érents types de mécanismes ont été imagiagour expliquer la
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fusion d'un point de vue microscopique. Comme déja mentioénla fusion homogéne
pourrait étre initiee par une rupture locale de la stabilitémécanique dans le cristal
surchau é [18,17,7128]. D'autres types de mécanismes, égaent reliés a la dé ni-
tion d'un parametre d'ordre local a I'échelle d'une particle, se sont développés : la
fusion homogéne pourrait, par exemple, étre initiée quane déplacement quadra-
tigue moyen des atomes dépasse une valeur seuil (théorie dedemann [/9/23,-33])
ou quand la concentration en défauts ponctuels dans le castdevient trop impor-
tante [37,[38]. Ces théories fournissent des explicationsr de mécanisme micro-
scopique de la fusion homogéne et certaines prédisent lenpale fusion thermody-
namique. Cependant, elles ne donnent pas acces a |'évolntiemporelle correspon-
dant a la transition entre le solide surchau é et I'état d'éqilibre nal. A l'inverse, les
approches dynamiques prédisent une évolution temporelleara plutét a une échelle
macroscopique ou mésoscopique. Le lien avec des paraméadtesire locaux dé nis
a I'échelle d'une particule n'est pas encore completemeriuéidé. La question na-
turelle qui survient dans ce contexte est : quel serait un ma&gisme minimal dé ni
a I'échelle d'une particule et décrivant la dynamique de lauion homogéne ?

Le chapitre[4 est dédié a la mise en place d'un tel mécanismes parametre
d'ordre local utilisé dans ce chapitre sera le parametre dtre local de liaison[[137],
élaboré originellement dans le contexte de la cristallisah plutét que de la fusion.
Il est dé ni pour chaque particule et dépend de la position tative des particules
voisines de la particule considérée. Le parametre d'ordmechl de liaison permettra
d'assigner une nature, liquide ou solide, a chaque partieula un instant donné.
Le mécanisme proposé dans ce chapitre se résumera a considéensemble des
processus suivants :

S+nL! L+nL (1.4)
L+nS! S+ nS; (1.5)

ou L désigne une particule liquide e§ une particule solide. L'idée est que le change-
ment d'état d'une particule, de solide vers liquide ou de ligide vers solide, dépend
de la nature de ses proches voisins. Ce mécanisme serviraétalforation d'une
approche de champ moyen homogéne, ainsi que de simulatioedvibnte-Carlo ciné-
tigue (MCC). Les simulations de Monte-Carlo cinétique remrduiront la dynamique
autour d'une particule de maniere e ective, a travers des eéimgements d'état stochas-
tigues. Chaque particule changera d'état avec une certaipeobabilité dépendant de
la nature des voisins qui I'entourent. Les simulations de Mie-Carlo cinétique seront
beaucoup plus e caces, mais aussi moins informatives a Ii&le microscopique,
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que les simulations de dynamique moléculaire qui recoureaitla description com-
pléte des positions et des vitesses de chaque particule. h@éains, les simulations de
Monte-Carlo cinétique montreront un bon accord avec les sutations de dynamique
moléculaire du point de vue de I'évolution temporelle du nobme de particules lig-
uides dans le systéme total. Ces résultats sont regroupésidaine publication [76].

2.3 Notion de goutte critique

La notion de goutte critique est une notion assez simple etés intuitive qui a
émergé a propos de la dynamique des transitions de phase,tdait partie la fusion
homogene. Le mécanisme microscopique qui sera développésdea chapitre[4 donne
I'occasion d'explorer cette notion d'un point de vue micraopique.

Le concept de goutte critique s'est développée avec la thioclassique de la
nucléation [121] 68, 5] qui considére un systéme contenamteugoutte de liquide au
sein d'un solide. Localement, le liquide et le solide sontgoosés étre a I'équilibre.
La théorie classique de la nucléation suppose que le potehthermodynamique du
systeme dépend de la taille de la goutte sphérique de liquiddravers deux termes :
un terme stabilisant qui correspond a la di érence d'énergilibre volumiquef entre
le solide instable et le liquide stable et un terme déstatsknt relié a la tension de
surface entre la goutte de liquide et le solide environnant. L'énerg libre d'un tel
systeme s'écrit :

F=1L2 fL?3 (1.6)

ou L est le rayon de la goutte sphérique de liquide dans le systéerha forme de ce
potentiel en fonction de la taille de la goutte est représeé sur la gure[L1. Le
potentiel possede un maximum dont I'abscisse dé nit |la td# de la goutte critique.
Méme si la théorie classique de la nucléation possede destém[117,/52/5], elle
fournit une interprétation simple d'étapes intermédiaire dans le processus de fusion.

De facon plus générale, une con guration critique peut étrdé nie comme une
con guration microscopique pour laquelle I'évolution ves I'état d'équilibre nal et
le retour dans un état solide ont lieu avec la méme probab#it{127]. Cette dé nition
peut étre adaptée a la fois aux simulations de dynamique moldaire et aux simu-
lations, plus e caces, de Monte-Carlo cinétique. Ce seradbjet du paragraphel du
chapitre[J. Dans ce paragraphe, l'intérét se portera sur laedsité de probabilité du
temps de fusion, qui possédera une forme particuliére qualadcon guration initiale
pourra étre quali ée de critique.

Une fois que les con gurations critiques sont dé nies dang$ simulations de
Monte-Carlo cinétique et de dynamique moléculaire, les ggt@ns suivantes se posent :
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1

L

Figure 1.1 Schéma de la variation de I'énergie libré= d'un systéme contenant
une goutte de liquide dans un environnement solide en formti de la taille L de la
goutte de liquide, d'aprés la théorie classique de la nucté&m. Les lignes rouge et
bleue, constituées de traits, représentent la contributiosurfacique et la contribution
volumique. Le symbolel est placé au niveau de la taille critique.

Quelles sont les propriétés de ces con gurations critiquesJusqu'a quel point les
simulations de Monte-Carlo cinétique reproduisent-elldss résultats de dynamique
moléculaire ?

Dans le paragraph€]2 du chapitrgl 5, la taille, la forme et la géndance en fonc-
tion de la taille du systeme de la goutte critique seront études dans les simulations
de Monte-Carlo cinétique. Ces résultats seront comparés agrésultats analogues
obtenus en dynamique moléculaire.

A n de répondre aux di érentes questions qui viennent d'éte formulées, ce tra-
vail s'organise en quatre chapitres. Dans le chapitig 2, uréude analytique et
numeérique de I'e et de la projection sur les propriétés élégues d'un cristal par-
fait sera menée. Les conséquences de I'ajout de polydispgérdans les rayons des
sphéres ainsi que de la métastabilité du cristal sur ses praiés élastiques seront
étudiées dans le chapitré€]3. Dans le chapitfé 4, un modele noigcopique minimal
reproduisant la dynamique de la fusion homogéne sera déygié. En n, dans le
dernier chapitre, les enseignements de ce modeéle sur lesppaiés d'une goutte de
liquide en croissance ainsi que les limites d'applicatiorudnodéle seront examinés.
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Chapitre 2

Propriétés élastiques et
uctuations dans une couche
bidimensionnelle d'un cristal de
spheres dures

Dans le but de caractériser les solides désordonnés et leseg des études reé-
centes([217 97, 26, 46] analysent I'évolution de leurs progés élastiques et les com-
parent a celles du cristal parfait. Les propriétés élastigs originales observées dans
des verres colloidaux pourraient, en e et, étre reliées augarrangements locaux de
particules également présents dans ces systemes [L36, §p,Pour avoir accés a une
telle information, il est nécessaire d'obtenir les corrédians du déplacement dans l'es-
pace réel. Ces corrélations sont déduites de I'observatides verres colloidaux au mi-
croscope confocal. Plus précisément, de nombreux groupgséimentaux ont étudié
les propriétés élastiques de solides colloidaux a interact faible [141/ 6725, 64] ou
traités comme des spheres dures [45, 48] par I'observatiam microscope confocal
d'une couche du matériau[25, 46] ou de I'échantillon tridiensionnel entier[[103].
L'observation au microscope confocal fournit I'évolutiorde la position de chaque
particule colloidale au cours du temps. La matrice de coredlon des déplacements
des particules par rapport a une con guration de référenceept ensuite étre extraite
des données expérimentales. Cette matrice de uctuation @&duilibre est reliée aux
modes propres élastiques, aux relations de dispersionl [6¢§ la densité d'états([44]
spéci ques au matériau étudié.

Cependant, I'obtention d'une image tridimensionnelle dédchantillon reste tech-
niguement di cile car elle suppose que le microscope confalaéalise les images bidi-

23
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mensionnelles de I'échantillon plus rapidement que le temgaractéristique durant
lequel le déplacement des particules se décorréle. C'esupmuoi plusieurs équipes
ont choisi d'analyser les données obtenues a partir d'uneunhie bidimensionnelle
du solide colloidal étudié. Or, les propriétés élastiquegpgendent de la dimension a
laquelle elles sont observées. Peiefls|[94] remarque gsedetuations dans un solide
bidimensionnel doivent diverger. Par contre, les uctuatns dans une couche bidi-
mensionnelle d'un solide tridimensionnel ne peuvent étreig bornées, puisqu'elles le
sont dans le solide tridimensionnel. Cette contradictiongparente donne l'idée que
la relation de dispersion e ective dans une couche bidimeaaanelle projetée a partir
d'un solide tridimensionnel a un comportement original. Cehapitre est dédié a la
mise en évidence de ce comportement dans le cas simple d'ulidsccristallin. Le
choix du solide cristallin, dans lequel les propriétés étagues tridimensionnelles sont
déja connues, permet d'isoler I'e et de la projection sur kpropriétés élastiques du
solide. Il aurait été plus di cile de caractériser cet e et dans un solide désordonné ou
un verre dans lequel les propriétés élastiques sont a ecéége maniere non controlée
par le désordre. De plus, si un comportement inattendu est ggent dans le solide
cristallin du fait de la projection vers un espace de dimerwsi inférieure, ce com-
portement, méme s'il est observé expérimentalement poursieolides désordonnés
ou des verres, ne peut étre interprété comme caractéristgue ces derniers.

A n d'expliciter I'e et de la projection sur les propriétés élastiques d'un solide
cristallin de symétrie cubique, une approche isotrope e @ge est utilisée dans ce
chapitre. Cela permet d'obtenir une expression analytiqugénérale pour les relations
de dispersion associées a la couche bidimensionnelle. logsiantes élastiques e ec-
tives a deux dimensions peuvent alors étre reliées aux canges élastiques réelles
a trois dimensions. A n de tester la validité de I'approche malytique, des simu-
lations de dynamique moléculaire sont menées sur un crisidé¢ sphéres dures de
symétrie cubique a faces centrées (CFC). L'approche nungue donne accés aux
mémes données que celles obtenues expérimentalementt-datire la position de
chaque particule en fonction du temps.

Dans un premier temps, les enseignements de la théorie déaBécité utiles au
propos seront rappelés. Dans un deuxieme temps, la démarahalytique suivie pour
déterminer I'e et de la projection sur les propriétés élagjues sera explicitée. Dans
un dernier temps, les résultats obtenus par dynamique moiédaire seront comparés
aux prévisions analytiques.
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1 Théorie de I'élasticité

La théorie de I'élasticité permet d'accéder aux constantedastiques, mais aussi
aux ondes acoustiques et aux relations de dispersion régrgsun solide [74]. Les
propriétés élastiques de nombreux matériaux, en particeli celles des sphéeres dures,
ont été largement étudiées [116, 40, 34,199]. Le but de ce maaphe est de rap-
peler les principaux outils développés dans le cadre de laétrie de I'élasticité et
nécessaires a ce chapitre.

1.1 Tenseur de déformation, équation d'onde et constantes
élastiques

Le point de départ de la théorie de I'élasticité est de congder que le solide,
décrit comme un milieu continu, possede une con guration d&férence par essence
non déformée. Les déformations appliquées a ce solide sardri ées par rapport a
la con guration de référence. Quelques dé nitions géométues sont d'abord utiles.

1.1.1 Variables géométriques

La position d'un élément de volume dans la con guration de férence est représen-
tée par le vecteurR. Par contraste, la position d'un élément de volume dans une
con guration déformée est représentée par le vecteur Dans la suite, seul le cas
d'une déformation homogene sera considéré. Il existe alarse relation linéaire en-
tre les positions dans la con guration de référence et cedlelans la con guration
déformée : «

ri(R) = i Ry; (2.1)

J

oui et sont les directions de l'espace a trois dimensions. Pour udéformation
homogene, la matrice j est independante de la positiorR considérée. Comme le
milieu est continu, la matrice j peut aussi €tre dé nie comme la dérivée de la
position dans la con guration déformée par rapport a celleahs la con guration de
réference : j = @=@R La matrice j permet, de plus, de faire le lien entre le
volume de la con guration de référence et celui de la con gation déformée :

V(r)
VO

=det][ ], (2.2)

ou det[ ;] est le déterminant de la matrice ; et V° le volume de la con guration
de référence. Une autre grandeur utile est le déplacemantR) entre la position
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déformée et la position de référence :

u(R)=ri(R) R;: (2.3)
Les dérivéesu; (R) du déplacement sont dé nies par :

uj (R) = @—R: (2.4)

Notons qu'il existe un lien évident entre les matrices;; et ; [125] :
i = it Uj(R);

si bien que dans le cas d'une deformation homogene, les déesu; (R) ne dépendent
pas deR. Enn, il est utile de dé nir le tenseur de déformation j par :

1 X
i = é Uijj + Uji + Uki Ugj - (25)
k
Ce tenseur a l'avantage d'étre symeétrique contrairement aumatrices j et uj. Il
peut étre interprété comme le tenseur utile a I'expressionedla distance entre la
position r et I'origine du repére dans la con guration déformée en fotion de cette
distance dans la con guration de référence :

X
krk? k Rk*=2  RR;: (2.6)
ij

Le tenseur de deéformation j; est egalement relié a la matrice j; par I'équation

Suivante :
1 X .
i = > ) ki kj i (2.7)
1.1.2 Lien entre mécanique et thermodynamique dans le cadre de I'élas-
ticité linéaire

Les variables dé nies jusqu'ici sont des outils géométrigis. Physiquement, le sys-
téme macroscopique peut étre décrit par les lois de la méagume et plus généralement
par la thermodynamique. Les outils géomeétriques précéderant établis fournissent
un cadre formel dans lequel les variables géométriques e¢timodynamiques peuvent
étre reliées.

En particulier, les dé nitions mécanique et thermodynamige du tenseur des
contraintes s'accordent. Le tenseur des contraintes mesques j intervient dans
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I'équation du mouvement d'un solide de masse volumique:

X @j
= =21(): 2.8
ou f est la dérivée temporelle seconde de la position dans le delsoumis a une
p . . P o .
deformation quelconque . La variable ; @; =@y est la densité volumique des
forces s'appliquant sur le solide dans la direction Elle dépend notamment de la
déformation appliquée au systeme. Parallélement, le tenseur des comitas peut
étre dé ni dans un systeme a I'équilibre maintenu a la tempéture T, de tenseur
de déformation j connu et de nombre de particule®l constant par [31, p. 311] :
1 X @F

i()= o~

vO) ikl @( ) (2.9)

ou la matrice j permet de passer de la con guration de réference connRea la
con guration déforméer et ou F est I'énergie libre du systéme a I'équilibre. Toutes
les propriétés macroscopiques du systéme décrit ici dépentdde la températureT,
du tenseur de déformation j et du nombre totalN de particules. Pour plus de clarté,
seule la dépendance avec le tenseur de déformation est misevant dans I'équation
précédente. L'expression la plus souvent utilisée pour lertiseur des contraintes

thermodynamiques est celle valable a deformation nullee. ; =0, qui donne :
1 @F
0 — — .
0= = = ( =0): 2.1
Vo @; 2 (2.10)

La suite du paragraphe vise a expliciter le lien entre les dewé nitions (£.8)
et (Z9) du tenseur des contraintes.

On considére un solide dans une con guration déformé@epar rapport a une
con guration de reférenceR et associée a un tenseur de déformatio) et a un
tenseur de la dérivée des déplacements . Le lien entre les deux dé nitions du
tenseur des contraintes j peut se faire en calculant le travail mécanique regu par le
solide soumis a une déformation homogene in nitésimale dear + r [31, p. 310].
Comme la déformation est homogéne et in nitésimale, le teesr de la dérivée des
déplacements u; associé a cette déformation est deé ni par

r = Ui ry: (211)
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C'est le tenseur de déformation dont la con guration de réfénce estr et la con-
guration déformée r + r. Le tenseur totalu; + u; a pour con guration de
référenceR et pour con guration déforméer + r. Le travail des forces de pression
s'appliquant sur la surfaces de la con guration r lors du déplacement r; est :
x |
W= ij sdsa' i () ri (2.12)
Le tenseur des contraintes j ( ) utilisé dans I'équation précédente est évalué dans
la con guration déformée. Comme la déformation est homogéne, le tenseur des
contraintes ne dépend pas de la position a laquelle il est & et est considéré
comme vis-a-vis de l'intégrale sur la surface. D'apres l'égtion (Z11) et le théoréme
de Green-Ostrogradski, le travail des forces pressantegcsilt :
x | x Z X
W = ds; j Uirk= d j u = i U V(r); (2.13)
ijk S i i
oud désigne un élément de volume dans la con guratian Pour faire apparaitre le
tenseur de déformation symétrique;; dans l'expression du travail, il est nécessaire de
faire appel a la matrice j , inverse de la matrice j; dé nie dans I'équation (Z.1). Elle
permet le passage de la con guration de référené&e a la con guration déforméer.
Il vient [31] p. 310]: «
W = ) m o V() § e (2.14)
ijmn
Ce résultat est analogue a l'expressiodW = P dV obtenue pour le travail d'un
solide soumis a une transformation in nitésimale de volum@insi, I'énergie libre F
du systéme s'exprime comme :

X

ijmn
ou S est I'entropie. Cette derniere expression justi e la dé rion thermodynamique (Z2.9)
du tenseur des contraintes et est obtenue a partir du travadssocié au tenseur des
contraintes mécaniques.

1.1.3 Dé nition des constantes élastiques

Une fois que la thermodynamique de I'élasticité est établieoutes les constantes
élastiques peuvent étre dé nies. Une des premiéres chosesraarquer est qu'il existe
trois sortes de constantes €lastiques : lesdules élastiqueau sens strict noteC;y, ,
les coe cients contrainte-déformation notésBjy, et les coe cients de propagation
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notésAjy . Dans ce travalil, les constantes élastiques seront dé nidans l'ensemble
canonique, a température constante. Elle peuvent étre dées de maniére analogue
a entropie constante[[125], mais ce cas ne sera pas utilis@gita suite et n'est donc
pas développé.

Les modules élastique€;y, proviennent du developpement de I'énergie libre

autour d'une con guration de référence :
0 0X 0 1 OX 2
F(R; i;T;N)=F° + V i it §V Ciw ij «w + o 9); (2.16)
i ijkI
ou la dépendance dé& en fonction de la con guration de référencék choisie, de
la déformation j, de la températureT et du nombreN de particules est mise en
avant. Dans I'équation [Z16),F° = F(R;0; T;N) est I'énergie libre a déformation
nulle, VO est le volume a déformation nulle et en n ,‘J’ est le tenseur des contraintes a
déformation nulle. Ainsi les modules élastiques se dé nesg comme les composantes
d'un tenseur de rang 4 :
1 @F
Cin = — —( =0) (2.17)
! VO@j @

et sont évalués a déformation nulle. Les modules élastiquest une symétrie de
Voigt, imposée par la symétrie du tenseur de déformation ea lcommutativité du
produit dans le développement autour des petites déformatis :

Ciw = Cjw = Cyjj : (2.18)

De plus, ce tenseur de rang 4 hérite de la symétrie du solide. I8 solide est
isotrope, les composantes de ce tenseur sont paramétrées gux coe cients de

Lamé uniguement [[7/4]126]. Ces coe cients sont généralentemotés et

est le module de compressibilité et est le module de cisaillement. lIs véri ent les

équations suivantes :

= Cr2= Cy2 (2 19)

= Cro12 = Cyst
Le troisieme membre dans les deux égalités de I'équatianI@) est écrit suivant la
notation de Voigt. Celle-ci réduit les indices du tenseur deang 4 en dimension 3 a
ceux d'un tenseur de rang 2 en dimension 6 en suivant les synet énoncées dans
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I'équation (Z.18) et selon les regles suivantes :

11! 1
221 2
33! 3
(2.20)
12 ou 21! 4
130u3ll 5
23 ou 32! 6:

Dans un cristal de symétrie cubique, les modules élastiqussnt paramétrés par 3
coe cients de Lamé , et .Le coecient estappelé module d'anisotropie. Les
coe cients de Lamé Vvéri ent les équations suivantes dans leas cubique :

= C12 (221)
= C44 (222)
+2 + = Cll: (223)

Les modules élastique€i, ne sont pas a proprement parler les coe cients
faisant le lien entre contrainte et déformation. Ces dernig, notésB;j, , sont plutot
dé nis comme la dérivée du tenseur des contraintes de I'édiemn (2.9) par rapport
a la déformation et pris a déformation nulle :

Bijk = @—EI( =0): (2.24)

Dans le cas général, les coe cient€;y et Bj sont distincts. On peut montrer que
les constantes élastiqueS;; et Bjy ne sont égales que si le tenseur des contraintes
a déformation nulle est lui-méme nul]125, p. 21]. Le cas d't@nseur des contraintes
isotrope, a déformation nulle, telle que ) = P ; ou P est la pression & défor-
mation nulle, est d'un intérét particulier pour la suite. Dans ce cas, les coe cients
contrainte-déformation sont reliés aux modules élastiqagar I'équation suivante :

Bik = P°%(ji w+ ik i w)+ Ciu: (2.25)

lIs possedent alors une symétrie de Voigt compléte.

Le troisieme type de constantes élastiques appelé coe cisnde propagation et
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noté A est de ni par [31,(61] :

1 @F

A = Wi@lﬂ@u

(R): (2.26)
Ces coe cients sont retrouvés dans le développement de lémie libre autour de
Uj = 0:
0 OX 0 1 OX 2
F(R;Uij o N) =F"+V i Uj + =V Aijkl Ujj U + O(U ): (227)
i ijkl
Le nomcoe cient de propagation vient du fait que ces coe cients permettent de ré-
exprimer simplement I'équation du mouvement[{Z18) pour darer I'équation d'onde
isotherme [31][125, p 33] :
0 X @rk

i = Ak S50
"7 M @ReR

(2.28)
ou © est la densité dans la con guration de référence. Dans le cgénéral, les
coe cients de propagation ne posséde pas la symétrie de Vbige n'est vrai que
si le tenseur des contraintes a déformation nulle est lui-mm& nul. Il est possible
d'exprimer ces coe cients en fonction des modules élastiga Cj . Dans le cas
simple d'une pression extérieure isotrope a déformation liey on a :

A = P%j k+ Ciu: (2.29)

Dans ce cas, la relation suivante suivante entre les coe gits contrainte-déformationBijj
et les coe cients de propagationAjy est vraie :

Ak + Aikj = B t+ B - (2.30)

La théorie de I'élasticité permet donc de faire le lien entrenécanique et ther-
modynamique dans le cadre de la déformation homogéne d'urid®e. L'équation
d'onde établie dans I'équation[{Z.28) donne naissance a aegles acoustiques. Paral-
lelement, des modes élastiques statistiques peuvent étseraits des uctuations du
systeme a I'équilibre thermodynamique. L'objet du paragghe suivant est de mon-
trer 'analogie mathématigue entre ondes acoustiques et hes statistiques tout en
les distinguant d'un point de vue physique.
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1.2 Ondes acoustiques et modes élastiques statistiques
1.2.1 Ondes acoustiques

A n d'obtenir I'expression analytigue des ondes acoustigs, il est utile de re-
formuler I'équation d'onde [Z.Z8), exprimée en fonction d position r, en fonction
du déplacementu(R) :

%uij = § Aiji _Gu_ 1

ik @RA@R

Les ondes acoustiques sont les solutions de cette équatibles sont supposées étre
de la forme :

(2.31)

ui(R;t) = we® R - (2.32)

ou! estlafréquence de I'onde& le vecteur d'onde etw la direction de propagation.
En substituant cette forme de la solution dans I'équation dnde (2.31), on trouve :

X X
0! 2Wi = Aijkl Kj K, wy: (233)
ko jl

La matrice de propagationD; (K ) est dé nie par :

X
Diu(K)= A KjKy; (2.34)

jl
et régit les valeurs de la fréquencé et de la direction de propagationw des
ondes acoustiques. Dans le cas d'une pression extérieuripe, les coe cients
contrainte-déformation B, posseédent la symétrie de Voigt complete. En utilisant,
de plus, I'équation [Z.30D), qui relie les coe cients de propgation Ay aux coe -
cients contrainte-deformationBj , il vient :

X
Di(K)= " Aju KjKj; (2.35)
il
1 X s
= — Aj + Al KK, par les proprietés de la somme, (2.36)
2 i
1X .
= é Bijkl + Bilkj Kj Ky, par |'équat|0n QBD), (237)
jl
1X . .
= > Bix + Byt KK, par la symétrie de Voigt deB; (2.38)

il
Dii (K): (2.39)
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La matrice de propagationD; (K ) est donc réelle, symétrique et de dimension 3
3. Elle posséde trois valeurs propres réelles et trois vaate propres orthonormeés.
Cela permet de réécrire I'équation[{Z.33) sous la forme d@réquation aux valeurs
propres :
01 2y = X D (K) w: (2.40)
k
La variable ©! 2 est une des valeurs propres de la matrice de propagatibn (K ) et
la direction de propagationw est un de ses vecteurs propres. Pour chaque vecteur
d'ondeK, il existe donc trois fréquences proprés associées chacune a une direction
de propagationw. Les trois directions de propagation sont orthogonales, anest
longitudinale et les deux autres sont transversales. Du fade l'expression de la
matrice de propagationD; (K ) en fonction du vecteur d'ondeK (équation (Z.33)),
les fréquences proprés sont reliées au vecteur d'ond& par la relation de dispersion
Suivante :
12 k KK? (2.41)

ou k k représente la norme vectorielle. Ce comportement caradsgique est quali é
de comportement de Debye. La relation de dispersion linéaientre! et kK k est
illustrée sur la gure 2.1, obtenue a l'aide des simulationde dynamique moléculaire
par une méthode qui sera expliquée dans la suite de ce chagitCette gure montre,
de plus, que la relation de dispersion n'est valable que dalaslimite ou kK k tend
vers zéro, c'est-a-dire quand tend vers zéro. Au-dela, la norme&K k prend des
valeurs plus élevés, I' échelle d'observation est plus fige et la matrice de prop-
agation D (K ) devient sensible & I'hétérogénéité du cristal, constitude particules
dans les simulations de dynamique moléculaire. Autremenitdl’hypothése d'une
déformation homogéne a cette échelle ne tient plus et les @ents de propagation
Aj sont susceptibles de dépendre de. Cela explique la déviation du comporte-
ment ! K observée sur la gurdZ]l. Dans la limite okK k tend vers zéro, par
contre, le rapport!= kK k est constant et dé nit la vitesse de phase du son.

La densité de probabilité des fréquences propréspeut également étre étudiée
dans le cadre de I'élasticité linéaire homogéne. Cette deéasd'états g(! ) est dé nie

par [4] : Z 4

2 )3
ou est la distribution de Dirac. D'aprés la relation de dispeten ! (K) = ckKk,
ou c est la vitesse de phase du son, il vient :

9(t) = ¢ K, (2.42)

2
a(' )= %'g (2.43)
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Figure 2.1 Relation de dispersion a trois dimensions dans un cratde symétrie
cubique a faces centrées, constitué d¢é = 4 147 200 spheres dures a la fraction
volumique = 0;57. Les symboles représentent les données issues de simaumst
de dynamigue moléculaire et correspondent a la relation désgersion longitudinale
dans la direction [111] dans la base cubique. La ligne bleuentinue représente la
relation de dispersion analytique issue de la théorie de l#éticité linéaire dans le
cadre des déformations homogénes.
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Figure 2.2 Densité des états propres élastiques dans un cristal sigmétrie cubique
a faces centrées, constitué dé = 4147200 spheres dures a la fraction volumique=
0;57. La ligne continue représente les données issues de sitims de dynamique
moléculaire. La ligne pointillée représente la branchg(! ) ! 2.

La densité des états propres obtenue par dynamique moléddaest représentée sur
la gure 2.2l La branche se comportant commg(! ) ! 2 est visible pour les valeurs
faibles de! , c'est-a-dire dans la limite oukK k tend vers zéro.

Ainsi, les ondes acoustiques sont les ondes planes de la ®(Eh32) se propageant
dans un solide élastique macroscopique. Leur fréquence adrldirection de propa-
gation sont déduites de la matrice de propagatioB (K ). Leur fréquence est reliée &
la norme du vecteur d'onde par la relation de dispersion (ZIt Parallelement, dans
un systeme a l'équilibre thermodynamique, dans lequel autel onde ne se propage,
il est possible d'exprimer la méme matrice de propagatidd(K ) en fonction des cor-
rélations moyennes du vecteur de déplacemat Cela conduit aux modes élastiques
statistiques.

1.2.2 Modes élastiques statistiques

A n de retrouver I'expression de la matrice de propagation @ns le cadre de la
thermodynamique d'équilibre, il est d'abord utile d'explciter I'énergie potentielle
élastique, puis de passer a une description discréte du syse.

L'équation d'onde isotherme [[Z.31) exprimée en fonction ddéplacementu(R)
permet d'obtenir I'expression de I'énergie potentielle @tique :

1% X
U= - dR Aijkl Uij (R)Uk|(R): (244)
ijki



36 CHAPITRE 2. ELASTICITE DANS UNE COUCHE BIDIMENSIONNELLE

La dérivée fonctionnelle de cette énergie potentielle paapport au déplacementu,
fonction de la con guration de référenceRr, redonne la force de rappel élastique
présente dans le membre de droite de I'équation d'onde.

Dans un systeme thermodynamique contenam particules a températureT et
volume V constants, I'énergie potentielle élastiqud{2.44) est sppsée regir l'inter-
action entre particules dans le cadre de I'approximation meonique. La discrétisa-
tion du systéme nécessite quelques explications supplétaées. La con guration
de référence est considérée ici comme cristalline et tricdmsionnelle. De plus, le
systeme est prolongé par des conditions aux bords périodigu La forme de la boite
périodique est adaptée a la périodicité du cristal. Ainsi useul réseau de Bravais
est dé ni. Les trois vecteurs de maille de ce réseau sont net#, a2 et a. La boite
périodique adaptée a la maille du cristal est représentéerda gure 2.31dans le cas
d'un cristal cubique a faces centrées. Le volumg, de la maille élémentaire est égal
avn = at (a?” ad). Les particules sont identi ées a leur position dans la cog-
uration de référence, c'est-a-dire sur le réseau. Le nomlicgal de particules dans
chaque directional, a? et a® est noté N;, N, et N3, si bien que le nombre total de
particules vautN = N;N,N3. Les positions des particules sur le réseau de référence
s'écrivent :

R= ma; pour n2N; O nj<Nj: (2.45)
L'énergie potentielle discrete s'écrit alors :
1 X X
U= -Vn Aiw U (R)uk(R); (2.46)

S ikl

ou R est une particule connue dans la con guration de référendea transformée de
Fourier discrete suivante est dé nie, pour une fonctiom;(R) quelconque, par :

0i(K) = X e K Ru(R); (2.47)

X

u(R) = e Rai(K); (2.48)

Z||—\:U

K

ou K est un vecteur du réseau réciproque de référence. Les vertede base du
réseau réciproque sont notéb,, b, et b et dé nis tels que a' b; =2 . Les
vecteursK peuvent donc s'écrire comme

K = —ibi; pour mi2N; O mj<Nj: (2.49)
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Les égalités suivantes sur les transformées de Fourier dite seront utilisées :

u; (R) = Nix iK€ Roy(K); (2.50)

0y (K) =% ( K); (2.51)

ou I'exposant représente le complexe conjugué. Grace a cela, I'énergiéeptelle U
peut étre reformulée :

1 1 X X X X ,
U= SV A €XRK oK) e °RKL0,(K9: (2.52)
R ijkl K K0

Par ailleurs, on a : X

ei(K KIR = N K :K 0 (253)
R

et I'énergie potentielle devient :

X X
U=>N§ Dic (K) 0:(K)0( K); (2.54)

ou la matrice Dy (K) vérie la méme formule que la matrice de propagation in-
troduite dans I'équation (Z34) dans le cas continu. La fore prise par I'énergie
potentielle U dans I'équation [Z.54) est valable dans le cadre de l'appimation
harmonique, c'est-a-dire a petites déformationgy, ! O.

Soient M(K) et WM(K), 1 n 3, les valeurs propres et vecteurs propres
associés a la matric® (K ). Physiquement les vecteurs propres correspondent & la
polarisation. La matrice 3 (K ) s'exprime comme :

X
B (K) = MR O™ (KW (K); (2.55)
n
ou, comme précédemment, I'exposant indique un complexe conjugué. En intro-
duisant cette forme de la matrice de propagation dans l'expssion [Z.54), on ob-
tient :

U= %Yu—mx oK) [0 OWP KT [0 KW (K)] (2.56)
K ik n
B %VN—mX ©maOjaK) WO K)} (2.57)

ou j | représente la norme complexe etle produit scalaire. Il est supposé ici
que I'énergie potentielle du hamiltonien classique décant le solide élastique suit



38 CHAPITRE 2. ELASTICITE DANS UNE COUCHE BIDIMENSIONNELLE

® _©o--0 ©
’
o o9 o
o '@/ 0@ [
LA
’ !
® 0---0 [
- /-
- © [
o o o L 2
’
a ® o o o
[ [ [ z X
ard
e e e e
’ /
3 e o o

P
al

Figure 2.3 Schéma tridimensionnel de la boite périodique adaptéela symétrie
cubique a faces centrées du cristal considéré. Chaque paieprésente un n+ud
du réseau de Bravais. Les trois couleurs correspondent aisrgplans hexagonaux
consécutifs dans le cristal. L'ordre des couleurs de bas eauhest noir, rouge, vert.
Les trois vecteursal, a2 et a® dé nissent la maille élémentaire.

I'équation (2.57). Les degrés de liberté pertinents ne sopas les positions;(R) des
particules mais les variables,(K) = a(K) wM(K) [22]. Elles sont au nombre de
3N en trois dimensions. A rmer que les variablesx,(K) sont des degrés de liberté
du systéme au méme titre que les positiorg(R) revient a dire que le changement
de variable suivant est vrai : r.;dri(R) = .ndXx,(K). Le recours a ce nouvel
ensemble de degrés de liberté a I'avantage d'exprimer |'égie potentielle en fonction
de la somme de carrés de degrés de liberté. Dans I'ensembleonaue, cela permet
d'utiliser le théoreme de I'équipartition de I'énergie qua rme que :

@u

Xn@—x] = mnksT,; (2.58)

ou kg est la constante de Boltzmann efl la température. Il est supposé en plus,
ici, que la partie énergie cinétigue du hamiltonien décriva le systéme ne dépend
pas des degrés de liberté,. L'équation (Z58) donne :

Vm

X
N ) TP KW (K] 0(K)i = ke T (2.59)
ik
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Et nalement,
1

h0i (K )0, (K)i = kBTVE D(K) (2.60)
m ik

Ainsi les valeurs propres de la matrice de propagatidh(K ) sont inverses de celles de
la matrice de corrélationh; (K )0, (K )i, au coe cient de proportionnalité kg T N=v,
pres, et leurs vecteurs propres sont les mémes. Ces deux péips seront tres large-
ment utilisées dans la suite de ce chapitre.

L'inverse de la matrice de propagatioid (K ) peut également étre dé nie comme
la fonction de Green associée a I'équation d'onde dans untsyse a I'équilibre. En
e et, I'équation d'onde (2.37) du probleme stationnaire fcrit :

X u
A\ @

ikl ————— = 2.61
i jkl @R@R ( )

Aprés discrétisation et transformée de Fourier discrete tte équation devient :

X
Aijkl Kj K|0k(K) =0: (262)
ik
La solution fondamentale de cette équation est associée aeufonction de Green
G (K) unigue qui vérie :

X
Ak KiKiGm(K) = im; (2.63)
ik

e, Dic(K)Gm(K) = im: (2.64)
k
Ceci montre bien que la fonction de Greefsm, (K ) est linverse de la matrice de
propagation D (K ).

Mathématiquement les valeurs et vecteurs propres de la mate de corréla-
tion ho;(K)0,(K)i du systeme a I'équilibre thermodynamique sont analogues a |
fréquence et a la direction de propagation des ondes acoqggs, bien qu'aucune
onde ne se propage dans le systeme a I'équilibre. L'analogiathématique mise en
évidence ici est une réminiscence de l'identi cation entrées énergies potentielles
macroscopique et microscopique du systéme maintenu a temgiére constante.
Cette identi cation aboutit a la méme expression pour la maice de propagation
D(K) dans I'énergie potentielle élastique macroscopique et real'énergie poten-
tielle du hamiltonien microscopique. Cette analogie peutt@ mise a prot pour
calculer les constantes élastiques, impliquées dans la nize de propagationd (K ),
mais aussi la relation de dispersion et la densité de modeastiques, a partir des
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corrélations du déplacement a I'équilibre.

2 Etude analytique des propriétés élastiques pro-
jetées sur une couche bidimensionnelle

Comme montré dans le paragraphie—1.2, la diagonalisation derhatrice de cor-
rélation des déplacementsn; (K )0, (K)i donne acces aux relations de dispersion et
a la densité de modes propres dans le solide. Cette propriétéurtout été exploitée
pour obtenir les relations de dispersion et les densités @its de solides désordon-
nés comme les verres [73,144,164, 26] 46]. L'approche géeénaht adoptée dans
ces études expérimentales est d'observer le solide désor#oau microscope confo-
cal. Celui-ci balaie I'échantillon pixel par pixel au sein 'dne ligne, puis ligne par
ligne au sein d'un plan. Comme déja mentionné dans l'introdtion générale, le bal-
ayage dans les deux directions du plan s'e ectue a l'aide denoirs galvanomeétriques
dont les vitesses de rotation sont élevées. Les microscopeafocaux actuels peu-
vent enregistrer jusqu'a 4000 lignes par seconde [142]nh&ge bidimensionnelle est
reconstituée a partir de I'ensemble des pixels enregistrésa région de I'échantillon
balayée ainsi, au microscope confocal, a une longueur tywégde 100 m de c6té.
Une image tridimensionnelle peut, en outre, étre obtenue dralayant I'échantillon
dans la troisieme direction, a l'aide d'un objectif monté suun quartz piezoélec-
trique. La vitesse de balayage dans cette troisieme diremti est bien inférieure a
la vitesse de balayage dans le plan. Pour obtenir une résadut correcte, une durée
d'environ 0; 05 s entre chaque plan est nécessaire![45]. Une suite temperdimages
bidimensionnelles ou tridimensionnelles peut ainsi étraregistrée. Chaque image est
traitée a n d'identi er la trajectoire de chaque particule dans le temps. La position
moyenne des particules est ensuite calculée et sert de camrgtion de référence. Le
déplacement de chaque particule par rapport a la référencst eccessible au cours
de la série temporelle. La matrice de corrélation moyenne diéplacementhu;ui
est alors obtenue soit dans I'espace réel, soit dans I'espae Fourier, plus adapté a
I'étude des cristaux. Cette matrice peut en n étre diagonaée et donne acces a la
relation de dispersion et a la densité d'états.

Cependant, la matrice de corrélation des déplacements emis dimensions est
entachée d'une erreur systématique due au fait que le temparactéristique d'acqui-
sition d'une image tridimensionnelle entre en compétitiomvec le temps caractéris-
tique de corrélation du déplacement. Ce temps caractérigtie peut étre quanti € a
partir de la vitesse de phase du son transmis par les parties| du cristal colloidal.
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La vitesse du son dans un cristal colloidal est accessibla pausion dynamique de
la lumiére et est de I'ordre de 10 cm.$ [56]. Ainsi, le temps mis par le son pour tra-
verser la zone de I'échantillon visualisée au microscopeanfacal et d'environ 100 m
de coté [45] est de I'ordre de 16 s. C'est une bonne approximation pour le temps
caractéristique de corrélation du déplacement. Or, la dueéécoulée entre l'acquisi-
tion de deux plans vaut Q05 s et est plus grande que ce temps caractéristique, ce qui
rend les résultats expérimentaux a trois dimensions di cés a interpréter. Au sein
d'une couche bidimensionnelle, par contre, l'acquisitiorst beaucoup plus rapide.
La durée écoulée entre l'acquisition de deux lignes est dertire de 25 10 % s
et la compétition avec le temps caractéristique de corrélah du déplacement est
moins grande. C'est pourquoi plusieurs groupes expérimank ont choisi d'analyser
la corrélation du déplacement en deux dimensions. Or, commdéja souligné dans
I'introduction et comme déja remarqué dans la référence J[11a diagonalisation de
la matrice de corrélationhujuki restreinte a la couche bidimensionnelle donne lieu
a une relation de dispersion di érente de celle obtenue a isodimensions. A n de
caractériser, d'un point de vue analytique, la relation deidpersion e ective obtenue
a deux dimensions, une facon de procéder est de partir du talsparfait dont les
propriétés élastiques a trois dimensions sont déja connuesntrairement au cas des
solides désordonnés. L'approche analytique permet, en mjtde préciser ce qui peut
étre déduit des propriétés élastiques de I'échantillon aat, a partir de I'analyse des
corrélations du déplacement restreintes a une couche bidinsionnelle.

Dans les paragraphes qui suivent, le cadre formel associéaaplojection des
corrélations du déplacement dans un espace de dimensiorérdure sera d'abord
dé ni. Puis, le calcul analytigue sera mené dans le cas d'umistal parfait soumis a
une pression extérieure isotrope. Pour mener le calcul jusg son terme, le milieu
isotrope e ectif le plus proche du cristal cubique sera coiagre.

2.1 Principe de la projection

Le solide considéré dans ce paragraphe a pour con guratiore déférence un
cristal de symétrie cubique a faces centrées (CFC), soumigrge contrainte extérieure
isotrope de la forme i = po j . Ce cas est considéré car les cristaux colloidaux
expérimentaux et en particulier les cristaux de sphéres des ne peuvent se maintenir
en l'absence de parois qui empéchent les particules de ssaber. D'apres ce qui a
été vu dans le paragraphil 1, les propriétés élastiques d'uistal cubique se résument
a la donnée de sa matrice de propagation dans l'espace de kerdans le cadre
de I'élasticité linéaire homogéne. Cette matrice sert de b de départ a I'approche
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analytique décrivant I'e et de la projection sur les proprétés élastiques du cristal.
Son expression mérite donc d'étre explicitée.

Quand le cristal est soumis a une pression extérieure isqim d'apres I'équa-
tion (2.38), la matrice de propagationD (K) se réexprime en fonction des coe -
cients contrainte-déformationBj,, comme :

X
Di(K)=  Biju KjKi; (2.65)
jl
ou K est un vecteur du réseau réciproque associé au cristal. Coenta cristal con-
sidéré est de symétrie cubigue, les coe cients contraintééformation ne dépendent
que de trois coe cients et la matrice de propagation se réétraisément de la facon
Suivante :

X h i
Di(K) = ikt kgt ikt Sik KKy (2.66)
i
avec
= Bio; (2.67)
= Bua; (2.68)
+2 + =By (269)
et
S RCRCRG
Sik = e’ g”e’q”; (2.70)
p=1

ou les vecteurse(P), p variant de 1 & 3, sont les vecteurs orthonormés de la base cu-
bique associée a la symétrie CFC. La relation entre les vaate de maillea,, a, et a3
adaptés a la symétrie CFC et les vecteus? , @ et e® de la base cubique orthonor-
meée associée est schématisé sur la gurel2.4. Les coe cients et intervenant
dans I'équation [Z&7) ci-dessus ne sont pas, a propremerrier, les coe cients de
Lamé dé nis dans I'équation [2.211). Les coe cients de Lamééritables dépendent di-
rectement des modules élastiqués; et non des coe cients contrainte-déformation
Bix comme indiqué dans I'equation[{Z.67). Dans le cas d'une psem extérieure
isotrope, les modules élastiqueS;;; et les coe cients contrainte-deformation Bjj
sont directement reliés. Ce lien est explicité dans I'équan (Z.25). Ainsi les coe -
cients , et de l'équation (Z&7) sont directement reliés aux coe cierg de Lamé
véritables. Cependant, par souci de concision dans I'éenie de la matrice de pro-
pagation D (K ), ce lien n'est pas détaillé dans I'expression (2166) et lawtion
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Figure 2.4 Schéma tridimensionnel de la relation entre la base hagonale
(ai1; ay; a3) et la base orthonormée cubiqueel? ; e®?; e®), toutes deux adaptées a
un cristal de symétrie CFC. Comme dans la guré=2]3, les troisouleurs correspon-
dent a trois plans hexagonaux conseécutifs dans le cristal'okdre des couleurs de
bas en haut est noir, rouge, vert. Les mémes couleurs sontliggées dans le schéma
représentant la base hexagonale et dans celui représentinbase cubique.

, abusive est conservée.

La projection réalisée par I'observation d'une couche au anoscope confocal ne
se fait pas directement sur la matrice de propagatioB (K ). Elle se fait sur les
vecteurs déplacementsi(R) exprimés dans I'espace réel. Pour passer de la matrice
de propagation aux vecteurs déplacements dans l'espacd,riééaut d'abord inverser
cette matrice pour obtenir la matrice de corrélation des dégpcementsht; (K )0, (K)i
dans l'espace de Fourier. L'inverse de la matrice de propdige est exactement
égale a la fonction de Greery,, (K) exprimée dans l'espace de Fourier, d'aprés
I'équation (Z64). Le lien précis entre l'inverse de la matte de propagation et la
matrice de corrélation des déplacements dans I'espace deuier est explicité dans
I'eéquation (Z.60). Il est ensuite nécessaire d'e ectuer kansformée de Fourier a trois
dimensions de la matrice de corrélatiom); (K )0, (K )i pour obtenir la matrice de
corrélation des déplacements dans I'espace réel. Celaeavia calculer la transformée
de Fourier de la fonction de Greefs (K ) pour obtenir son équivalent dans I'espace
réel G (R). La projection dans I'espace réel peut ensuite se faire. Eaccurrence,
expérimentalement, la projection a lieu sur un plan hexagahdu cristal de symétrie
CFC, c'est-a-dire sur le plan de vecteur normah = (e® + e®@ + e(?’)):IO 3. Aprés
projection, on obtient la fonction de GreerQ (X) a deux dimensions dans l'espace
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réel. A n d'obtenir I'expression de la relation de dispersin e ective dans la couche
bidimensionnelle, il est ensuite nécessaire de faire le iwhe inverse, c'est-a-dire de
transformer la fonction de Green bidimensionnelle dans $pace de Fourier, puis de
calculer son inverse. La matrice nale est la matrice de pregation e ective dans

la couche bidimensionnelle. Le calcul de I'e et de la projgon sur la matrice de

propagation ) (K ) peut se résumer au schéma suivant :

6ij (K)l Inversion Gj (K) Fé i (R)
!Daection (X) !Fz Q (Q)I Inversion 6 (Q) (2_71)

ou G et Q sont les fonctions de Green respectives en dimensions 3 ei; 2,et ;

les directions respectives en dimensions 3 et R, et Q les vecteurs respectifs du
réseau réciproque en dimensions 3 et R, et X les vecteurs respectifs du réseau
direct en dimensions 3 et 2F; ! la transformée de Fourier inverse en dimension 3
et F, la transformée de Fourier en dimension 2. En résumé, la matei de propaga-
tion Iﬁij (K) connue a trois dimensions dans l'espace réciproque esthtied inversée
pour obtenir la fonction de Green dans l'espace de FourieruR, celle-ci est trans-
formée dans l'espace direct a trois dimensions. La projemti vers I'espace a deux
dimensions a lieu sur la fonction de Green dans l'espace ré&kd la méme fagcon que
I'observation au microscope confocal réalise la projeatiae la matrice de corrélation
des déplacements$u; (R)u(RYi sur une couche bidimensionnelle. Puis la fonction
de Green a deux dimensions est de nouveau transformée daaspace réciproque a
l'aide d'une transformée de Fourier a deux dimensions. En ta fonction de Green
bidimensionnelle est inversée pour donner la matrice de pagation projetée. C'est
cette derniére qui est reliée aux constantes élastiques etiwes a deux dimensions.

2.2 Calcul exact dans un milieu isotrope e ectif

Le calcul général décrit dans le schém@a(Z]71) ne peut étremagoour un vecteurk
guelconque en symétrie cubiqué[B5]. Pour contourner ce bleame, une expression
isotrope e ective de la matrice de propagation tridimensionelle D (K ) est utilisée.
Cette expression est la suivante :

: X
i (K) = Tkt~ ok gt oa ok KKy (2.72)
jl
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Les coe cients élastiques e ectifs™ et ~ sont reliés aux coe cients €élastiques a trois
dimensions par

(2.73)

(2.74)

L'obtention de la matrice isotrope e ective a partir de la marice cubique a d'abord
été imaginée par Fedorov [36] puis généralisée par Norr8][8.'idée est de minimiser
la distance entre la matrice cubique complexe et la matricedtrope recherchée, dans
toutes les directions de l'espace. Cette distance s'écrit :
. 142 Z .
d(D°; D*°) = 7 . d « . d « sin( )jD*°(K) D™(K)j? (2.75)
ol D et D's° sont les matrices de propagation cubique et isotropex et ¢ les
angles sphérigues du vectelt . La norme matriciellej j est dé nie pour une matrice
D quelconque par : X
jDj? = - D;Dji: (2.76)
ij

L'approximation isotrope est d'autant plus adaptée a la prjection sur le plan
de vecteur normaln que ce plan est hexagonal ce qui revient, en deux dimensions,
a considérer que la matricd i (Q) est isotrope, c'est-a-dire qu'elle ne dépend que
de deux constantes élastiques et que les directions sur lesltes elles in uent sont
les mémes que celles d'un systeme isotropel [74]. Ceci est,\qae I'approximation
isotrope soit e ectuée ou non sur la matrice de propagationtéois dimensions. Dans
la suite, quand ce sera possible, le calcul général en syn@tubique sera détaillé.

2.2.1 Inversion de la matrice de propagation en trois dimens ions
D'apres I'équation (Z2.72), la matrice de propagation e egve isotrope peut voir
son expression simpli ée en I'équation :

RO(K) = K 2 o+ (T+ ~) KKy (2.77)

Dans un milieu isotrope, on sait que la matrice invers€y (K ) est de la forme :

oKiKk |
K2

Ge(K) = % A+ A (2.78)

ou la dépendance en fonction des directions et de la norme dacteurK est explicitée
et ol A et A®sont des constantes. A n de trouver I'expression de ces comstes, le
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plus simple est d'utiliser la relation [Z.6B), rappelée ici

X_ Di(K)Gi (K) = i (2.79)

J
Multiplier (ZZ9) par i et K;K=K? avant de sommer sur les indiceiset k permet
d'obtenir deux relations linéaires entre les constanted et A° recherchées et les
coe cients de Lamé ~ et ~ connus. La résolution de ce systéme linéaire de deux
équations a deux inconnues donne :

A= —; (2.80)

1~

~ 4~

0— :
«"+27)

(2.81)

A ce niveau du calcul, il est utile de faire remarquer que I'éation (Z_74), don-
nant I'expression de la matrice de propagation isotrope dan'espace de Fourier,
peut étre utilisée pour obtenir les relations de dispersiaeotropes. En e et, I'expres-
sion (Z7T) peut étre reformulée pour faire apparaitre legdx tenseurs j, KK =K?
et KK =K? :

KiK

KiK.
K2 '

k ~ 2
)+ (TH20)KESS

RO(K) = K 2( i

(2.82)

Alors K apparait comme un vecteur propre d&®°(K ), orthogonal au sous-espace
généré par i U5+ et associé a la valeur propre(+ 2~)K 2. lls constituent donc

le mode propre longitudinal. La relation de dispersion assiée est donc :
12 =(~+2~)KZ (2.83)

Les valeurs propres transversales sont dégénérées et suilgerelation de dispersion
suivante :
12=x 2 (2.84)

Le comportement caractéristique de Debye K est retrouveé dans le cas particulier
de la symétrie isotrope.

Par ailleurs, une inversion de la matrice de propagation cidue D¢ (K ) est pos-
sible dans le cas général. Alors, la fonction de Green cubéggians I'espace réciproque
a trois dimensions s'écrit :

Ge(K) = 5 AK) i+ ATK)

KiKg
K

5+ ANK)A(K) 3 (2.85)
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ou les parametresA(K), AYK) et A%®K) peuvent dépendre de l'orientation du
vecteur K et ou l'expression précise de la matrica; (K) peut étre obtenue par ex-
emple en utilisant la formule de Sherman-Morrison pour invser la matricel (K ).

2.2.2 Transformation de Fourier inverse en trois dimension S

Une fois I'expression de la fonction de Gree@ (K) obtenue dans I'espace ré-
ciproque (équation [Z.7B)), il est nécessaire de la transfieer dans I'espace réel pour
pouvoir ensuite appliquer la projection. Dans un milieu idoope, la fonction de Green
dans l'espace réel s'exprime comme :

1 oRiRk

R)= — B 4 +B -

(2.86)

ou la dépendance en fonction des directions et de la norme dacteurR est explicitée
et ou B et B%sont des constantes. Déterminer ces constantes peut sedapmme
précédemment en se ramenant a un systeme linéaire. Multglil'équation (Z.86)
par i et RiR«=R? puis sommer sur les indices et k donnent les deux relations :

1
G‘k(R) ik — 3B + BO ﬁ’ (287)
ik
RiR 1
G‘k(R) I_lzzk = B+ Bo ﬁ: (288)

ik
En utilisant la dé nition suivante de la transformée de Fouier inverse en trois di-

mensions Z

le (R) = (21)3

dK €K RG (K); (2.89)

on montre que :

3B + B%=3A+ A% (2.90)
B+ B°= A: (2.91)
D'ou nalement :
~—
B= 1 (2.92)
~ 2+7+2~)
~—
B0z — (2.93)
2~("+2~)

Dans le cas plus général du cristal cubique, la transformati de Fourier in-
verse a trois dimensions ne peut se faire pour un vecteur quaque du réseau
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réciproque [[85].

2.2.3 Projection de la fonction de Green dans l'espace réel a deux di-
mensions

Le plan sur lequel la projection s'e ectue lors de I'obser@®n au microscope
confocal est le plan de vecteur normal de coordonnées (1; 1):p§ dans la base
cubique orthonormée ¢ ; e e®). La fonction de GreenQ (X) projetée sur ce
plan de symétrie hexagonale est considérée comme parfaiégisotrope et s'écrit
donc :

1 X X
= — + -

ou la dépendance en fonction des directions et de la norme dacteurX est explicitée

(2.94)

et ol C et C%sont des constantes. Les coordonnée®t prennent des valeurs entre
1 et 2 et le vecteurX évolue dans le plan normal au vecteun. A n d'expliciter la
projection, il est utile de considérer une base orthonormée™ ; r@: n) adaptée. Les
indices et désignent alors les coordonnées d'un vecteur dans les dioets r®

et r@. La fonction de GreenG; (R) ou i etj désignent des directions dans la base
cubique €Y;e®@;e®), peut étre reformulée dans la basea®;r@;n) a l'aide de la
matrice de passag® de la base cubique a la base adaptée a la projection :

_ X
G (R)= [P xGa(R)Py: (2.95)
kl
La notation G; (R) désigne la fonction de Green exprimée dans la base adaptde a
projection. Comme le milieu est supposé isotrope a trois dansions, en reportant
I'équation (Z.88) dans I'équation [Z.95), on trouve :

— 1 oRiR;
G(R)= 5 By +B—3

(2.96)

soit exactement la méme expression que celle de la fonctiom GreenG; (R) ex-
primée dans la base cubique. Il est normal que le changemerd dase n'altére
pas I'expression de la fonction de Green puisqu'elle est pzée isotrope. La pro-
jection se fait ensuite aisément, en considérant le vectetridimensionnel X =
P 2:1 X r(), de coordonnéeX ; et X, dans le plan de vecteur normah. La fonction
de GreenQ (X) vaut la fonction de GreenG (X) pour tout , entre 1 et 2.
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Cela permet d'expliciter les constante€ et C°de I'équation (Z.9%) :

11 T4+~

=2 3¢y (2.97)

co- ___*~ . (2.98)
2+~ +2~) '

Dans le cas général d'un cristal cubique, I'étape de la prajeon est faisable. Il
faut dans ce cas considérer que l'expression de la fonctiom @reen dans l'espace
réel a trois dimensions a la forme suivante :

1 R:R
Ge(R)= — B j + BO—LX

1R 03 + BBy (2.99)

ou les parametress, B%et Bdépendent éventuellement des directions du vecteRr.
La matrice By, dépend elle aussi du vecteur et correspond a la partie anisotrope
de la fonction de Green cubique. Son expression générale patgtre obtenue ana-
lytiguement car elle dépend des résultats de I'étape préarde, impossible a mener
pour un vecteur K quelconque du réseau réciproque. La multiplication des equ
tions (Z92) et (Z99) par et X X =X?2, d'une part, et leur équivalent tridimen-
sionnel, d'autre part, permet de déterminer les constantes et C°:

1 X B
I X0+ CX) = [y ninglG (X); (2.100)
ij
—41 cox)+ cx) = 251G (X); (2.101)
i X

ou les paramétre<(X) et C{X) peuvent éventuellement dépendre des directions du
vecteur X . Ceci est possible parce que, géométriquement, le matéripassede des
orientations privilégiées qui jouent leur réle dans le calt complet partant d'un
cristal tridimensionnel cubique, et ce, méme si une couchexagonale apparait
comme isotrope par le nombre de ces coe cients élastiques jgar les directions
sur lesquelles ils in uent.

2.2.4 Transformée de Fourier & deux dimensions de la fonctio n de Green

La derniére étape est de reformuler la fonction de Gre€h a deux dimensions
dans l'espace réciproque. Comme le milieu est isotrope, larrhe générale de la
fonction de Green dans l'espace réciproque est :

(2.102)
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ou la dépendance en fonction des directions et de la norme decteur Q est ex-
plicitée et ol E et E%sont des constantes. Comme pour la transformée de Fourier
a trois dimensions, les valeurs des constant&set E° peuvent étre déterminées en
multipliant I'équation (Z.I02) par et Q Q =@ et en utilisant la dé nition de la
transformée de Fourier a deux dimensions :

Z
d (Q) = dXe @¥Q (X): (2.103)
On trouve :
E = %; (2.104)
0 t-
= — . (2105)
2~("+2~)

2.2.5 Relations de dispersion bidimensionnelles

Il n'est pas utile de faire l'inversion nale de la fonction @ GreenQ (Q) pour
obtenir les relations de dispersion e ective de la couchedinensionnelle, il sut
de faire apparaitre les vecteurs propres longitudinaux etansversaux deQ (Q)
dans son expression. Alors, il est connu que les vecteurses de la matrice de
propagation 6 (Q) sont les mémes et que ses valeurs propres sont inverses. La
fonction de Green bidimensionnelle {Z.102) dans l'espaciproque peut S'écrire :
1 QQ ,1 ~+3~ QQ

Q Q= 29 Q2 Q4~(~+2~) @

(2.106)

A deux dimensions, il n'y a que deux valeurs propres par vecieQ. Les relations
de dispersion longitudinale et transversale sont donc :

22 4T+ 2) (2.107)

== ~+3~

12 =2~Q: (2.108)

Ces équations forment le résultat principal de ce chapitret @xpliquent que les
relations de dispersion e ectives obtenues expérimentalent grace a l'analyse des
uctuations du déplacement dans une couche bidimensiontelne reproduisent pas
le comportement classiquel >  Q?, mais un comportement di érent,! 2 Q. De
plus les équations[(Z.107) ef(2.108) fournissent un moyerexbloiter les données
expérimentales obtenues a deux dimensions : ces équatiomsnettent de déduire
les coe cients de Lamé tridimensionnels™ et ~.
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3 Comparaison des prédictions analytiques et des
résultats de dynamique moléculaire

A n de mieux comprendre les limites du calcul analytique prgenté dans le para-
graphe précédent, des simulations de dynamique molécuéaont été menées sur un
cristal constitué d'un grand nombre de sphéres dures. Le ¢kales sphéres dures a
été e ectué parce gu'elles constituent un bon modele de si#is colloidaux largement
étudié analytiguement [60) 104, 116], numériquemerit] [2,1,994] et expérimentale-
ment [44,[46].

Tout d'abord, les caractéristiques du code de dynamique néalulaire seront dé-
taillées. Puis, les relations de dispersion d'un cristal itimensionnel, obtenues par
dynamique moléculaire a partir des déplacements a trois damsions des particules
puis a partir de leurs déplacements projetés sur une couchdimensionnelle, seront
comparees aux prédictions analytiques. En n, dans le but dester I'approximation
isotrope nécessaire au calcul a trois dimensions, les relas de dispersion associées
a un cristal bidimensionnel isotrope puis a sa projection ane dimension seront
étudiées.

3.1 Caractéristiques du code de dynamique moléculaire

Un code de dynamique moléculaire de typevent-drivenest utilisé pour prévoir
les collisions entre sphéres durés[101]. Ce type d'algbnite est particulierement bien
adapté au potentiel qui régit la dynamique des sphéres durdsest plus rapide et
plus stable que les algorithmes classiques pour les raisenwantes. Les algorithmes
classiques intégrent les équations du mouvement et calatldes nouvelles forces
s'appliquant sur les particules a chaque pas de temps. L'algthme event-driven
fonctionne trés di éremment. Il calcule d'abord lI'ensemld des collisions possibles
entre toutes les particules et leurs voisines. Les parti@ad voisines sont comprises
ici au sens de partenaires probables pour une collision fugu Pour déterminer ces
partenaires potentiels, des cellules spatiales sont déas dans la boite de simulation.
Elles sont choisies comme étant de taille léegerement suménie au diameétre des
sphéres et sont xes dans la boite de simulation. Les partenes potentiels pour
la collision avec une particule donnée sont alors les parles présentes dans la
méme cellule ou dans les cellules directement adjacentesielois que le calendrier
des collisions futures est déterminé, la collision la plugqrhe dans le temps est
réalisée. Chaque collision respecte les conservations 'dedrgie et de la quantité
de mouvement totales. Mais, en trois dimensions, ceci ne supas a déterminer
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entierement la vitesse de chaque particule au sortir de laltsion. On impose en
plus que les particules participant a une collision échangteleur vitesse normale
au plan de collision et conservent chacune leur vitesse tamgielle. Aprés que la
collision a eu lieu, le calendrier des collisions futurestesis a jour uniguement pour
les particules venant de subir la collision. Le procédé esisiite itéré.

Un tel algorithme est stable du point de vue de I'énergie tota du systeme car la
conservation de I'énergie est imposée a chaque collisioand la limite de précision
du type de variabledoubleutilisé dans le langage C. C'est un avantage par rapport
aux algorithmes classiques dans lesquels I'énergie totaleut dévier. Par ailleurs,
I'algorithme event-drivenest e cace vis-a-vis du temps de calcul car le calendrier des
événements est organisé en arbre. Les événements principaaiérencés dans l'arbre
sont les collisions et le fait qu'une particule change de tdé spatiale. La structure de
I'arbre est telle que I'événement Is de gauche a toujoursdu avant I'événement pere
et celui de droite a toujours lieu apreés. Il a été montré qu'emoyenne 2 logll ) n+uds
d'un tel arbre doivent étre parcourus avant que ne s'insereectement un nouvel
événement, une fois qu'un événement a eu lieu [101, p 405]uPanir, lI'algorithme
event-drivens'a ranchit de la nécessité de dé nir un pas de temps court. ®ur ces
di érentes raisons, l'algorithme event-driven est particulierement bien adapté au
potentiel régissant la dynamique des sphéres dures.

Les simulations de dynamigue moléculaire sont menées dalmsemble micro-
canonique, a énergie, nombre de particulé$ et volume constants. Les spheres de
diamétre et de masse unités sont initialement placées aux nés d'un réseau cubique
a faces centrées (CFC). La fraction volumique = 0;57 est choisie en accord avec
les cristaux de spheres dures étudiés expérimentalemenndad7]. On applique des
conditions aux bords périodigues. La vitesse de chaque paudle est choisie indépen-
damment et suit, dans chaque direction, une loi normale ceée réduite. Le choix de
la variance de cette loi impose I'échelle de temps : pour laétion volumique choisie,
une unité de temps correspond approximativement a la duréeécessaire pour que
20 collisions par particule aient lieu. Le choix de la variaie de la vitesse impose
aussi la température cinétiquer , ici kg T = 1, ou kg est la constante de Boltzmann.
Par ailleurs, la boite de simulation a une géométrie adaptée réseau CFC. Cela est
nécessaire pour que les vecteurs du réseau réciproque uhtiits par la périodicité
de la boite de simulation coincident avec les vecteurs du e@sl réciproque associe
au cristal. Les arétes de la boite sont paralleles aux troigsteurs de la maille élé-
mentaire al, a® et a3, connectant les n+uds les plus proches entre eux, comme le
montrait déja la gure 2.3} Dans le réseau CFC, les plans heganaux s'empilent les
uns sur les autres avec une périodicité de 3. Ainsi, les baitge simulation choisies
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possedent, dans cette direction, un nombre de particules Hiple de 3. Les résultats
présentés dans ce chapitre ont été obtenus pour un nombredbtle particules égal
aN =160 160 162 =4147200.

L'utilisation d'un code de dynamique de typeevent-drivenpermet de simuler un
systeme de grande taille pendant un temps su samment long po que la statis-
tique sur les corrélations du déplacement soit satisfaigan La relation de dispersion
issue de la matrice des corrélations des déplacements egird®e dans le paragraphe
suivant.

3.2 Relations de dispersion projetées de trois a deux dimen-
sions

A n d'obtenir la relation de dispersion a trois dimensions,il est nécessaire de
calculer la matrice de corrélation des déplacements; (K )0,(K)i et de la diago-
naliser. Le code numérique donne acces au déplacemeifR) de chaque particule
dans l'espace réel par rapport a la con guration de référeaconnue, celle du cristal
parfait. La premiére étape est donc d'e ectuer la transformtion de Fourier du dé-
placement. Cela se fait a I'aide d'une transformée de Fouridiscrete comme dé ni
dans I'équation [Z.47). La librairie C nommée tw3 est uti lisée pour générer la
transformée de Fourier discréte du déplacement dans chaggieection et a chaque
unité de temps. Puis le corrélateuu{K )0, (K) est calculé et la moyenne est ensuite
e ectuée sur 60 000 unités de temps. D'aprés I'équatiof (B il sut ensuite de
multiplier la matrice h0;(K)0,(K)i par le facteurvy,=(Nkg T) pour obtenir l'inverse
de la matrice de propagatior (K ). Les trois valeurs propres de cette matrice 3 3
sont calculées et valentz (M (K), o% (M (K) sont les valeurs propres de la matrice
de propagation. La relation! (K) = (M(K) donne acces a (K).

Sur la gure 25, sont représentées des valeurs H€K ) pour certaines directions
particulieres du vecteurK . Dans la base cubiqueg® ; e®?:; e®), ces directions sont :
[111], [100] et [110]. Exprimées dans la base hexagonalt 42;a®) de la boite de
simulation, ces directions deviennent : (100), (110), (011). Du fait de la symétrie
du réseau, trois autres directions du vecteuK sont associées aux mémes valeurs
propres que (1 00). Exprimées dans la base hexagonale, cesations sont faciles a
déterminer : (010), (001) et (111). De méme les directions @11) et (01 1) sont
associées aux mémes valeurs propres que (110). En n lesatioms (1 10), ( 101)
(112),(211) et (121) sont associées aux mémes valeurs pespgue (0 11).
Pour chacune de ces 13 directions, les relations entréK ), kK k et les constantes
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élastiques sont connues [31] :

8 q
g lo-=  3(B11+2Byp+4Bag)kKKk;
q
K= [111]5 lo1= 3(Bu Bia+ Bau)kKKk; (2.109)
q
oo = %(511 Bi2 + Bas)kKK;
8 p__
% I __= Blle k,
K=[100), 17;= P BakK k: (2.110)
| O J—
' 2= " BuaskKKk;

q
- 5(B11+ Bz + 2Bas)kKKk;
q
l21=  2(Bu Bi)kKk; (2.111)
P BLakK k:

K =[110]

W AW 00
11
|
1

?2

Les valeurs propres transversales peuvent étre dégeénéréesr la gure [Z.5,
représentant la relation de dispers(i]on du systéeme tridimsionnelle dans certaines
directions, la droite d'équation! = (B + 2B, +4B44))=3kK k est tracée et cor-
respond bien aux données numériques obtenues dans la dimect[111], pour les

petites valeurs dekK k. Par ailleurs, les courbes de dispersion de la gufe2.5 sont
symétriques par rapport a un axe vertical. Ceci est d0 a la piédicité de la boite
de simulation. Une derniere remarque est utile & propos deslations de dispersion
tracées sur la gurelZ5. Il est étonnant que I'approximatin harmonique a l'origine
de la forme de I'énergie potentielle dans la théorie de I'élicité linéaire fonctionne
si bien pour un systéme de sphéres dures ou I'énergie est pugat cinétique. Cela
signi e que le développement de I'énergie potentielle auto d'un état de référence
est une approximation robuste toujours valable dans la lire ! O.

Les valeurs des constantes élastiques ne sont pas directetmobtenues a partir
des courbes de dispersion de la gufe 2.5, mais plutt & parties courbes représen-
tatives de!= kK k en fonction dekK k. Celles-ci sont montrées sur la guré216, pour
les mémes directions du vecteuf que celles choisies pour représenter les courbes de
dispersion dans la gureZb. Aux petites valeurs dkK k, ces courbes se stabilisent
autour d'une valeur xe reliée aux constantes élastiques pdes équations [Z.109)

a (ZI11). Cette valeur est déterminée en approchant la cdue représentative de
I= kK k en fonction dekK k par la relation quadratique suivante :

| 2

kK Kk?

a+ bkK k?; (2.112)
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Figure 2.5 Relation de dispersion a trois dimensions d'un cristale spheres dures
de symétrie cubique a faces centrées, de fraction volumique= 0;57 et constitué
de N =4 147 200 sphéres. Les symboles sont déduits de simulatiai@sdynamique
moléculaire. Les couleurs représentent di érentes diréohs du vecteurK : bleu
pour la direction [111] dans la base cubique, noir pour la éction [110] dans la
méme base et rouge pour la direction [100]. Les cercles cgpandent aux valeurs
propres longitudinales et les croix aux deux valeurs progéransversales. Les valeurs
propres transversales sont dégénérées dans les qirectitmsl] et [100]. La ligne

bleue continue représente la droite d'équatioh = (Byy+2B1o +4By44))=3kKk

qui correspond a la relation de dispersion dans la directiqiall] dans le cadre de
I'élasticité linéaire.




56 CHAPITRE 2. ELASTICITE DANS UNE COUCHE BIDIMENSIONNELLE

ou a et b sont des paramétres ajustables. Le choix d'une relation giratique se
justi e par des arguments de symétrie. La fréquence au carlé est proportionnelle
aux valeurs propres de la matrice de propagatidb (K ). Dans le cadre de I'élasticité
linéaire homogeéne, cette matrice s'écrlﬁik(K) = ;i Aju KjKj, ou les coe cients
de propagationAj, sont supposés étre indépendant de€. Mais ceci n'est valable
gue dans la limite oukK k tend vers zéro. Au-dela, la matrice de propagation est
sensible aux hétérogénéités du cristal, qui n'est pas un il continu a I'échelle d'une
particule. La suite du développement autour des petites \@lirs dekK k donnerait :
X X X
Di(K)= " A KK+ A, KiKiKn+ A% K KKnKy  (2.113)

ijklm ijkimn

jl jim jimn
ou Ady, et Ald.,, sont de nouveaux tenseurs. Les tenseurs de rang 4, 5 et 6
introduits dans I'équation précédente doivent véri er la gmétrie du probleme et ne
pas annuler le terme lors de la somme avec les termes dépendarK . Or, il n'existe
aucun tenseur cubique de rang 5 de ce type. Donc le terme d'mgch est nul. Cela
laisse deux termes : le premier ou le vecte#r apparait a la puissance 2, le second
ou le vecteurK apparait a la puissance 4. Les valeurs proprég de la matrice de
propagation se comporte donc a l'ordre 4 ekK k comme

12 akK k?+ bkK k*; (2.114)

ce qui justi e la forme quadratique prise par! ?>=kK k? dans I'équation [ZI1IP). Le
terme constanta est relié aux constantes élastiques. Plus précisément, [E3 di-
rections di érentes considérées pour le vectel dans ce travail donnent acces a
13 3 = 36 termes constants reliés aux trois constantes élastiegiB 1, B, et By,
par les combinaisons linéaires données dans les équatidag(9) a [(Z.111). L'ex-
traction des trois constantes élastiques a partir de ces 3élations linéaires se fait
par la méthode des équations normales de Gauss. Formelleheia revient a écrire
le systeme linéaire sous la forme suivante :

Sb= a (2.115)

ou b est un vecteur colonne contenant les trois constantes éliggtes, S la matrice
de taille 36 3 des combinaisons linéaires etun vecteur colonne contenant les 36
termes constants égaux au parametre ajustabéede I'équation (Z.112). Une maniére
simple d'extraire des constantes moyennes est d'appligu&rgalité suivante :

b=[S'S] !STq (2.116)
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