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INTRODUCTION GENERALE

ES ondes électromagnétiques et acoustiques sont tres largement utilisées dans de nombreux
domaines pour identifier la forme et les propriétés physiques d’objets non accessibles
directement. Nous pensons par exemple a I'imagerie médicale, a I’exploration du sous-sol

ou encore a 'imagerie par ondes radar. Le principe général des méthodes utilisées est le suivant :
on envoie une onde dans le milieu que 'on souhaite étudier, ce milieu répond a l’excitation en
produisant une onde diffractée et on déduit de la mesure de ce champ diffracté des informations
sur le domaine ausculté. Nous parlons alors de « probleme inverse » en opposition avec le probléme
direct qui consiste a modéliser et & simuler numériquement le champ diffracté produit par un milieu
connu sollicité par une onde incidente connue elle aussi. Lorsque la longueur d’onde de l'onde
incidente est de l'ordre de la taille de 'objet inspecté, le probleme inverse est souvent mal posé
dans le sens ou une faible erreur de mesure (sur le champ diffracté) peut engendrer une erreur
importante sur la reconstruction de I’objet étudié ou de ses propriétés physiques. Par conséquent il
est important de développer des méthodes de résolution qui prennent en compte cette difficulté tout
en étant efficaces. Nous pouvons classer les méthodes de résolution auxquelles nous nous sommes
intéressé en deux grandes catégories : les méthodes quantitatives et les méthodes qualitatives.

Les méthodes quantitatives utilisent des techniques d’optimisation pour retrouver un ensemble
de parametres x (la forme d’un objet, les parametres physiques d’un milieu...) & partir d’une mesure
y du champ diffracté par une onde plane. Ce type de méthode nécessite la connaissance a priori du
modele régissant la diffraction des ondes, ¢’est-a-dire la connaissance d’une application T telle que

T(x)=y.

Alors, pour une donnée ¥, on minimise l'erreur quadratique
1 2 . L
F(x) = §||T(:c) — Yobs||© + (terme de régularisation)

pour z dans un ensemble admissible. La notation || - || désigne une norme sur l’espace des données
(habituellement la norme L?). Bien souvent I’application 7 est non linéaire, non convexe et cofi-
teuse a évaluer. Ceci rend la minimisation de F compliquée car méme si 'on dispose d’une bonne
initialisation de I'algorithme de minimisation, il faudra dans tous les cas évaluer 7T plusieurs fois. En
revanche, ces méthodes fonctionnent méme si I’on dispose de peu de données et la reconstruction est
souvent plus précise que celle que ’on obtiendrait avec une méthode qualitative. Ceci nous amene
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au deuxieme type de méthodes que nous utiliserons : les méthodes qualitatives. Nous pensons
par exemple aux méthodes d’échantillonnage telles que la méthode de factorisation ou la Linear
Sampling Method. Lorsqu’une telle approche est justifiée, un critere simple et rapide a évaluer
permet de reconstruire la fonction caractéristique d’un défaut. Les avantages principaux de ces
méthodes est qu’elles nécessitent tres peu d’informations a priori sur le milieu étudié et qu’elles
sont tres rapides. En revanche, elles donnent généralement une reconstruction moins précise que
les méthodes d’optimisation et demandent beaucoup de données.

Notre idée est d’étudier le comportement et la pertinence de ces deux types de méthode dans le
cas ol ’objet que I’on souhaite retrouver est caractérisé par une condition au bord dite d’'impédance
généralisée (que l'on notera GIBC pour Generalized Impedance Boundary Condition). Ce type
de condition au bord couple, par l'intermédiaire d’un opérateur surfacique local que 'on appelle
opérateur d’impédance généralisée, la pression a sa dérivée normale en acoustique, ou bien les com-
posantes tangentielles du champ électrique aux composantes tangentielles du champ magnétique
en électromagnétisme. La forme la plus simple de condition d’impédance que l'on utilise a été
introduite par Leontovich [70] et dans ce cas, Popérateur d’impédance se réduit a la multiplication
par une fonction, on parle alors de condition d’impédance classique ou de condition de Leontovich.
L’auteur les a introduites dans le but de modéliser un matériau fortement absorbant, cette propriété
se traduisant par une simple condition au bord. De nombreux travaux ont suivi cette direction et
des conditions au bord plus complexes ont vu le jour permettant d’approcher des matériaux aux
comportements divers (voir [55, 85]). Les couches minces, périodiques ou non, peuvent par exemple
étre remplacées de maniere approchée par une condition d’impédance généralisée qui intervient
soit comme condition de transmission (voir [5, 34, 42]) dans le cas ou la couche est comprise
entre deux matériaux diélectriques, soit comme condition au bord (voir [9, 47]) lorsque la couche
couvre un matériau parfaitement conducteur. L’avantage d’utiliser de tels modeéles approchés est
que Pon transforme un probléeme & deux échelles (couche mince / milieu extérieur par exemple)
en un probleme a une seule échelle. Si I'opérateur d’impédance est local, ce qui est le cas pour
les modeles approchés évoqués ci-dessus, la résolution numérique du probléme de propagation des
ondes devient beaucoup moins cofiteuse.

En ce qui concerne le probléme inverse, une condition d’impédance (classique ou généralisée)
remplace avantageusement un matériau ou une configuration produisant des phénomenes a petite
échelle. En effet, on diminue le nombre d’inconnues car on passe d’un modele volumique ou complexe
(couche mince, milieu fortement absorbant, surface rugueuse...) & un modele surfacique et donc on
diminue aussi le caractere mal posé du probleme. De plus, la résolution du probleme direct devenant
abordable, on peut envisager d’utiliser des méthodes d’optimisation qui, nous le rappelons, néces-
sitent la résolution d’'un certain nombre de problémes directs. Le modele d’impédance classique
a fait I'objet de nombreux développements dans le cadre des problemes inverses des le début des
années 80 (voir [2, 24, 37, 50, 51, 67, 68, 72, 86, 87] par exemple) mais les premiers travaux, a
notre connaissance, utilisant des conditions au bord plus complexes datent de 2010 (voir [14]).
Pourtant, ces conditions d’impédance généralisée permettent de décrire des phénomenes beaucoup
plus riches du point de vue de la physique et donc de couvrir un plus grand nombre de configurations.

Dans ce qui suit, nous proposons de combler cette lacune dans diverses directions. Tout d’abord
nous proposons d’utiliser les méthodes d’optimisation décrites ci-dessus dans le cas ou 'opérateur
d’impédance fait intervenir un opérateur de dérivation surfacique d’ordre deux pour reconstruire
la forme d’un objet mais aussi les coefficients intervenant dans la définition de 'opérateur d’impé-
dance. Nous appellerons ces coefficients les coefficients d’impédance. Dans un premier temps nous
supposons que les équations de Maxwell 3D peuvent se réduire a une équation scalaire (I’équation
de Helmholtz) puis nous étendons ’approche au modele de Maxwell vectoriel. Ce travail comporte
une partie théorique dans laquelle des résultats de stabilité et d’unicité sont présentés. Une partie



plus appliquée la complete, nous y calculons les dérivées partielles du champ diffracté (dont la
différentielle de forme) que nous utilisons lors de reconstructions numériques. Pour ce qui est des
méthodes qualitatives, nous montrons que la méthode de factorisation s’applique lorsque 'objet
cherché est caractérisé par une condition d’impédance généralisée. Enfin, notre derniére contribu-
tion concerne I’étude des valeurs propres du probleme de transmission intérieur. La justification des
méthodes qualitatives fait intervenir de maniére naturelle le probleme de transmission intérieur,
et les valeurs propres associées sont directement liées a des propriétés d’invisibilité du domaine
étudié. Nous calculons et justifions un développement asymptotique de la premiere valeur propre
en présence d’une couche mince et nous en déduisons une formule donnant 1’épaisseur de la couche
mince lorsque le champ lointain est connu pour plusieurs fréquences.

Plan de la these

Le document comporte trois parties distinctes que nous décrivons brievement ci-dessous. La premiere
partie regroupe les résultats importants concernant le probléme direct, nous présentons notamment
quelques exemples de matériaux pouvant étre remplacés par une condition d’impédance généralisée.
La deuxiéme partie concerne ’application d’une méthode d’optimisation au probléme inverse de re-
construction d’un objet et de la condition au bord satisfaite sur sa frontiere. La troisiéme et derniere
partie s’intéresse a l'utilisation de méthodes qualitatives pour le probleme inverse en présence de
GIBC.

Partie I : Diffraction avec conditions d’impédance généralisée

Cette partie est une introduction au probléeme inverse en présence d’une condition d’impédance
généralisée car nous ne traitons que le probléeme direct de diffraction par un obstacle. Le chapitre
1 est consacré a I’équation de Helmholtz alors que le chapitre 2 concerne les équations de Maxwell.
Nous donnons quelques exemples de configurations pour lesquelles le modele exact peut étre appro-
ché par un modele équivalent faisant intervenir une condition d’impédance généralisée. Puis nous
montrons, sous certaines hypothéses sur le signe de l'opérateur d’impédance, que le probleme de
diffraction avec GIBC admet une unique solution. Dans ce but, nous reformulons le probleme de
diffraction dans le domaine extérieur a ’obstacle en un probléme surfacique posé sur la frontiere de
I’obstacle. Pour les équations de Maxwell, nous avons aussi utilisé une décomposition de Helmholtz
adaptée a la formulation surfacique pour montrer I’existence et I'unicité de la solution du probléme
de diffraction.

Partie II : Méthodes d’optimisation pour le probléme inverse

Dans cette partie, nous considérons un opérateur d’impédance ayant des dérivées tangentielles
d’ordre deux. Les chapitres 3, 4 et 5 traitent le cas des équations de Helmholtz en détail et dans le
chapitre 6 nous étendons une partie des résultats obtenus pour le probléme scalaire aux équations
de Maxwell vectorielles en trois dimensions. L’étude du probléme inverse commence avec le chapitre
3 par des résultats d’unicité et de stabilité de la reconstruction de coefficients d’impédance lorsque
lon connait le champ lointain (c’est-a-dire le champ diffracté loin de I'obstacle) produit par une
seule onde incidente. Nous menons aussi une étude de stabilité pour la reconstruction des coefficients
d’impédance sur un obstacle perturbé, ceci signifie que I'on suppose que la géométrie de ’'obstacle
n’est connue que de maniere approchée. Cette situation se produit par exemple lorsque la géométrie
a été auparavant reconstruite a I’aide d’une méthode numérique. Enfin, nous concluons ce chapitre
par un résultat d’unicité pour I'obstacle et les impédances lorsque le champ lointain est connu pour
une infinité d’ondes incidentes. Le chapitre 4 est un préalable a la résolution effective du probleéme
inverse d’identification des coefficients d’impédance et de la forme de I'obstacle. Nous y calculons
les dérivées partielles du champ diffracté par rapport aux coeflficients d’impédance ainsi que par
rapport a la géométrie de I'obstacle dans le cas ou les coefficients d’impédance sont des fonctions
définies sur la frontiere de ’obstacle. Nous appliquons ensuite ces résultats a la résolution numérique
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du probléeme inverse dans le chapitre 5 en utilisant la minimisation d’une fonctionnelle quadratique
a l’aide d’une méthode de descente de gradient. Enfin, dans le chapitre 6 nous étendons au cas des
équations de Maxwell une partie des résultats obtenus dans le cas scalaire tels que 'unicité pour une
infinité d’ondes incidentes et le calcul des dérivées du champ diffracté par rapport aux coefficients
d’impédance et a la forme.

Partie III : Méthodes qualitatives pour le probléme scalaire

Nous nous focalisons sur I'application de méthodes qualitatives dans le cas ou le probleme de
diffraction se réduit a une équation scalaire. Dans le chapitre 7 nous montrons que ’on peut ap-
pliquer la méthode de factorisation (voir [46] pour une présentation complete de cette méthode)
sous certaines conditions de régularité sur 'opérateur d’impédance. Ces travaux sont le fruit d’une
collaboration avec Mathieu Chamaillard dans le cadre de son stage de Master. Nous poursuivons
cette partie avec le chapitre 8, qui étudie le comportement asymptotique des valeurs propres du
probléme de transmission intérieur en présence d’un couche mince. Le probléme aux valeurs propres
sous-jacent est non auto-adjoint et les valeurs propres associées sont particulieres car pour de telles
fréquences il est possible de construire une onde incidente telle que le champ diffracté est tres faible.
Le développement asymptotique que nous avons obtenu donne une formule explicite permettant de
retrouver ’épaisseur de la couche a partir de la donnée du champ lointain correspondant a la dif-
fraction d’ondes incidentes pour toutes les directions d’incidences et pour plusieurs fréquences. J’ai
réalisé cette étude durant un séjour de trois mois a ’Université du Delaware en collaboration avec
Professeur Fioralba Cakoni.

Publications issues de ces travaux

[12] L. Bourgeois, N. Chaulet and H. Haddar. Stable reconstruction of generalized impedance
boundary conditions. Inverse Problems, 27(9), 2011.

[13] L. Bourgeois, N. Chaulet and H. Haddar. On simultaneous identification of the shape and
generalized impedance boundary condition in obstacle scattering. SIAM J. Sci. Comput.,
34(3), 2012.
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eigenvalues for thin layer structures. En préparation.

[31] M. Chamaillard, N. Chaulet and H. Haddar. A factorization method for support characteri-
zation of an obstacle with a generalized impedance boundary condition. En préparation.

[33] N. Chaulet and H. Haddar. Shape derivative for obstacles with generalized impedance boun-
dary conditions : the Maxwell case. En préparation.



PREMIERE PARTIE

DIFFRACTION AVEC CONDITIONS
D’IMPEDANCE GENERALISEE







CHAPITRE PREMIER

LE CAS SCALAIRE

Sommaire

1.1 Exemples de modélesde GIBC . . ... ... ................
1.1.1 Notions de géométrie différentielle . . . . . . ... ... ... ... ... 8
1.1.2 Conditions aux limites équivalentes pour des couches minces . . . ... .. 9
1.1.3 Les milieux fortement absorbants . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 11
1.1.4 Les couches minces périodiques . . . . . . . . . . .. .o 12

1.2 Le probléme direct de diffraction avec GIBC . . . . ... ... ... ... 13
1.2.1 Le cas d'un opérateur du type « Ap » . . . . ... 13
1.2.2 EBtude ducas général . . . . . . . ... 16
1.2.3 Lechamp lointain . . . . . . . . ... ... 21

A diffraction d’ondes électromagnétiques ou acoustiques par une inhomogénéité entiere-
ment ou partiellement pénétrable peut s’avérer difficile et cofiteuse a simuler numérique-
ment. En effet dans le cas de la diffraction par un matériau fortement absorbant ou par

un conducteur parfait couvert de diélectrique, on se retrouve avec un probléme & deux échelles. Une
grande échelle a I'extérieur de I'inhomogénéité et une petite échelle a I'intérieur de I'inhomogénéité.
Dans le cas du matériau avec revétement, la petite échelle correspond a 1’épaisseur du revétement
et dans le cas du matériau fortement absorbant elle correspond & I’épaisseur de peau. Afin d’éviter
d’avoir un probléme a deux échelles, 1’idée est de remplacer le modéle exact dans I'inhomogénéité
par une condition d’impédance généralisée (GIBC)
g:j +Zu=0

sur la frontiere de 'inhomogénéité ou Z est un opérateur surfacique. On parle alors de modele
approché ou de modele équivalent, nous renvoyons le lecteur a [5, 9, 48] pour des travaux portant
sur le développement de tels modeles. L’intérét de l'utilisation de ces modeles approchés est que
I’on n’a plus besoin de se préoccuper des phénomenes a petite échelle et si Z est un opérateur local
(un opérateur de dérivation surfacique par exemple), 'implémentation numérique du probléme de
diffraction est relativement simple & mettre en ceuvre.

Ce chapitre est dédié a I’étude du probléme direct et considere le cas ou le champ inconnu est
scalaire (électromagnétisme axisymétrique, acoustique). Dans une premiére section nous présentons
quelques exemples de configurations physiques produisant des phénomeénes a petite échelle et nous

7
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donnons des exemples de conditions aux limites équivalentes pour ces modeles. Dans la deuxieéme
section nous énongons des résultats d’existence et d’unicité de la solution du probléme de diffraction
avec une condition d’impédance généralisée. Enfin nous terminons ce chapitre par I'introduction du
champ lointain qui correspondra a la donnée utilisée pour le probléme inverse.

1.1 Exemples de modéles de conditions d’impédance généralisée

1.1.1 Notions de géométrie différentielle

Introduisons quelques notions simples de géométrie permettant de décrire des surfaces et leur
voisinage. Cette présentation est loin d’étre exhaustive et se base principalement sur [53, chapitre
5] et [78, section 2.5.6], nous renvoyons le lecteur & ces deux ouvrages pour plus de détails. Soit
Q un ouvert borné de R?, d pouvant valoir 2 ou 3. Ce domaine représente une inhomogénéité, en
d’autres termes, () est un matériau plongé dans un domaine de référence homogene comme lair
par exemple. On note I' sa frontiére, dans toute cette partie nous supposerons qu’elle est de classe
CP pour p > 1, c’est-a-dire qu’elle peut étre paramétrée un nombre fini de fonctions de classe CP.
Plus précisément, il existe un recouvrement de I' par N ouverts (I';);=1, . n inclus dans I' et pour
tout i = 1,..., N, il existe un un voisinage V; de 0 dans R%~! et un difféomorphisme de classe C?,
XI@ : Vi = I tel que

Vaely;, 3EcVtel que z = XL(E).

Notons v la normale unitaire & ' dirigée vers extérieur de €, c’est une fonction de (CP~1(I"))¢ ou
la notation ¢ indique que v est & valeurs dans R%. 1l existe ty € R et un voisinage tubulaire & C R¢

de T tels que
v FX[—to,to] —U
(xp,t) +— xzp + tr(ay)

(1.1)

soit un difféomorphisme de classe CP~!. Une maniére simple de prouver ce résultat est d’utiliser le

_~u

r

FI1GURE 1.1 — Voisinage tubulaire d’une frontiére.

théoreme d’inversion locale et il suffit donc de fixer ¢y tel que la différentielle de W soit injective
(voir I'inégalité (1.2) pour une telle valeur ¢). Ainsi pour toute fonction g € C'(T") on peut définir
son extension dans U par

g(x) := g(ar)

ou zr et x sont liés par x = W(xp,t) pour un unique t € [—to, to]. Alors les opérateurs de dérivation
surfacique sont définis de la maniere suivante.

Définition 1.1.1 Soit g € CY(T'), on défini son gradient surfacique par
Py
Vrg :=VJilr — 99y surT
ov

et son rotationnel surfacique par

rotrg := Vrg x v sur .
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Pour G € (CHT))¢, lopérateur de divergence surfacique est défini par
divpG = divé|p — é’]rl/ -v surD
et lopérateur de rotationnel surfacique par
rotrG = divp(G x v) sur T,
ot G' est la matrice d x d dont la i ®™® ligne contient VG;.

Définissons H(T') comme étant la fermeture de C''(T") pour la norme

lallmary = [ lof* + [Vrgfds.

Les opérateurs de dérivation surfacique Vr et rotr définis ci-dessus s’étendent alors a toute fonction
de HY(T') par densité et il en va de méme pour les opérateurs divr et rotp.Bien évidemment, ces
définitions ne dépendent pas du prolongement choisit.

Nous aurons aussi besoin de grandeurs liées a la géométrie de I'.

Définition 1.1.2 Pour ' de classe C? avec p > 2, nous définissons le tenseur de courbure
R:=Vv surl

ainst que la courbure moyenne 2H := divpv de la courbe T.

Pour terminer revenons au calcul du tg tel que la différentielle de W soit injective. Si I' est de classe
au moins CP avec p > 2, pour tout zp € I' la matrice R(xr) est symétrique. Pour le montrer on peut
par exemple revenir a la définition de la normale comme étant le gradient de la fonction distance
signée a la courbe T'. De plus en différenciant la relation |v|? = 1 on obtient Rv = 0 sur I'. Ainsi
pour tout xp, v(xr) est un vecteur propre de la matrice R(zr) associé a la valeur propre 0. Notons
c1(zr) et ca(xr) les deux autres valeurs propres (si on est en dimension 3). Alors le Jacobien de W
défini en (1.1) est donné par

J\I/(ZL‘F,t) = (1 + tCl(ZLT))(l + tCQ(l‘F)).

Posons ¢pin le minimum de I'application 2p + min(|cy(zr) 7Y, |ca(zr)~!|) (ce minimum pouvant
étre infini dans le cas d’un plan), si
t() S Cmin (1.2)

alors la fonction ¥ est un difféomorphisme de classe CP~1.

1.1.2 Conditions aux limites équivalentes pour des couches minces

Nous donnons ici les idées principales permettant d’obtenir une condition au bord équivalente
pour des structures minces dans le cas de la diffraction par un conducteur parfait (condition de
Neumann ou de Dirichlet) recouvert d’une couche de diélectrique. Ce sera notre inhomogénéité et
on la représente par un ouvert borné de classe C® noté Q, on note ey := R? \ Q le domaine
extérieur qui représente un milieu homogene de référence. Soit 0 > 0 un petit parametre, on défini
la couche mince comme étant

Us := {¥(xp,t) pour tout (zp,t) € I'x] —4,0[}

et I's := {¥(zp, —J) pour tout zr € I'} désigne la frontiere de I'obstacle intérieur que I’on notera
Q5. Ainsi I's = {z € Q tels que d(z,T") = §} et Us = {z € Q tels que d(z,T') < 0} ou d(x,T") désigne
la distance du point x a la frontiére I' est définie par

d(z,T) = inf |z — arl.
(z,1) = inf |o—ar|
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Qex‘c

(o)

Us

FIGURE 1.2 — Géométrie d’une couche mince.

Notons € et p deux constantes complexes qui représentent les propriétés physiques du milieu
contenu dans Us relativement aux propriétés du domaine extérieur. Soit k£ > 0 un réel représentant
le nombre d’onde et u* une onde incidente, c’est-a-dire une fonction qui satisfait

Aul + E2ut =0
dans R%. Pour tout ouvert non borné @ € R, définissons

Hl

ext

(0) := {v € D'(0), tels que v € H(O) Yo € D(RY)}.

Le probleme de diffraction en régime harmonique par un conducteur parfait en présence de cette
couche mince s’écrit alors : trouver us € HL, (R \ Qs) tel que us = uf + u’ satisfait

div(e *Vus) + k*pus = 0 dans Us,

Augs + k%us = 0 dans Qext, (1.3)

_10u
[e 181/6] =0, [us]=0surl.

La notation [] désigne le saut de trace a travers une interface T, [u] = ut —u~ ou ut désigne la
trace extérieure de u sur I' et u~ désigne la trace intérieure de u sur I'. Sur I's nous choisissons
d’imposer une condition au bord de Neumann
ou
-1 6
e —=0 14
905 (1.4)
ou vy désigne la normale extérieure a €2s. Enfin, le champ diffracté u® satisfait la condition de
radiation de Sommerfeld
Ous
or

lim
R—o0 |z|=R

2
—ikus| ds =0. (1.5)

Remarque 1.1.3 Ces équations correspondent aux équations du modéle transverse électrique (TE)
en électromagnétisme dans le cas de la diffraction par un cylindre infini dans la direction e, par
exemple. Dans ce cas l'inconnue ug correspond d la composante suivant e, du champ magnétique
H, e désigne la permittivité relative du milieu Us et p désigne la perméabilité relative de Us (voir
Remarque 2.1.1).

En suivant un processus de développement asymptotique par rapport & d qui consiste a résoudre
séparément les équations dans la couche mince et dans le domaine extérieur (voir [7, 9] par exemple),
on est capable de construire un développement asymptotique en puissances de § de la solution us
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du probléme (1.3) puis d’en déduire un modele équivalent & un certain ordre [ qui s’écrit : trouver
u = uj +u' tel que
Ay + k%u; = 0 dans Qexts

0

au + Ziup =0 sur I,

ov D )

lim Y ikuj| ds=0
R—00 Jig|=Rr | O

ol Z; est un opérateur d’impédance local sur la surface I'. On dit que le modele équivalent est
d’ordre [ si pour toute boule de rayon R notée Bpg telle que 2 C Bp il existe une constante C' > 0
telle que pour tout d > 0 on ait

lur — sl i (QenBr) < CoMt,

Il est prouvé dans [9] que si € et p sont constants, les opérateurs d’impédance aux trois premiers
ordres sont donnés par

Z()’LL = O,
Ziu = divr(5e_1Vpu) + k2 udu,
Zou = divr [ 710 (1 + (HId = R)) Vru| + k2 (5 + 6%H) u

ou Id désigne I'identité de R%. Le modele équivalent aux ordres 3 et 4 fait intervenir opérateur de
type bilaplacien surfacique. L’étude menée dans [7] étend formellement ce résultat au cas d’une
couche d’épaisseur variable en dimension 2.

Comme il est attendu, I'opérateur d’ordre 0 correspond a une condition de Neumann. En re-
vanche deés que 'on veut avoir une description un peu plus précise il faut considérer un opérateur de
dérivation surfacique d’ordre 2 que nous appelons opérateur d’impédance généralisée en opposition
avec une impédance classique qui correspond a la multiplication par une fonction. Dans d’autres
situations comme par exemple dans le cas d’un objet fortement absorbant décrit dans le § 1.1.3
une condition d’impédance classique est suffisante aux ordres 1 et 2. Néanmoins dans le cas d’un
obstacle de Neumann recouvert d’un diélectrique, cette approximation n’est pas justifiée par une
approche de type développement asymptotique.

Nous consacrons le § 5.6.3 a 'usage des GIBCs pour le probléme inverse qui consiste retrouver
la forme d’un objet a partir du champ diffracté lorsque 'objet est constitué d’un matériaux par-
faitement conducteur couvert d’une mince couche de diélectrique. Nous verrons a cette occasion
que l'utilisation d’un modele approché faisant simplement intervenir une condition d’impédance
classique ne permet pas de reconstruire la forme de ’objet diffractant.

1.1.3 Les milieux fortement absorbants

Nous gardons les mémes notations que dans le § 1.1.2 mais cette fois-ci le petit parameétre
ne vient plus d’une propriété géométrique de I'inhomogénéité (couche mince) mais plutét d'une
propriété physique particuliére de I'inhomogénéité. Nous considérons le cas d’un milieu fortement
absorbant, c’est-a-dire que le carré du nombre d’onde est complexe et sa partie imaginaire est tres
élevée. Nous rappelons ici une partie des résultats obtenus dans [48]. On suppose que e = 1 et p = 1,
alors le nombre d’onde dans €2 en présence d’absorption est donné par
2 _ .2, 0

kb =k" + 52
Ceci signifie que la conductivité du milieu § est de la forme o5 = 1/(ké?), comme précédemment
0 > 0 désigne un petit parametre. L’équation dans le domaine extérieur eyt reste la méme que
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dans le § 1.1.2, l'onde diffractée satisfait toujours la condition de radiation de Sommerfeld (1.5)
mais dans le domaine intérieur {2 on cherche un champ total us = u§ + u' solution de

52
avec continuité de la trace de ug et de sa dérivée normale a travers I'interface I'. Le modele équivalent
a l'ordre [ consiste alors a chercher u; = uj + u' tel que

Augs + (k2+z> us = 0,

Auy 4 k*u; = 0 dans Qeye,

le champ u; satisfait la condition de radiation (1.5) et sur I" on a

oy
u +Dy—— =0.
1+ D By
Toujours selon [48] les trois premiers ordres sont donnés par
Dou = 0,
Diu = —ad,

Dou = —ad + iHO?

V2 4 V2

ou a = %+ 172 est la racine carré a partie réelle positive du nombre complexe 7. Comme dans le
cas précédent, si on monte en ordre, l'ordre de dérivation de 'opérateur d’impédance augmente et
le modele équivalent & 'ordre 3 fait intervenir un opérateur de Laplace Beltrami sur la frontiere I'
(voir [48]).

Dans ce cadre il est naturel d’utiliser un opérateur de type Neumann a Dirichlet car la condition
équivalente a I'ordre 0 est ug = 0. Pour les ordres strictement positifs il suffit de prendre D, ! pour
retrouver une condition d’impédance généralisée du type Dirichlet & Neumann comme dans le cas
d’une couche mince (voir § 1.1.2). Il est important de noter que contrairement au cas des couches
minces, dans cette configuration une condition d’impédance classique donne une approximation a
5% pres de ce qui se passe dans 1'inhomogénéité.

1.1.4 Les couches minces périodiques

FIGURE 1.3 — Représentation d’une couche mince périodique.

Toujours dans le méme esprit, il nous faut mentionner le cas des couches minces périodiques
traité dans [5] en dimension 2 (voir aussi [42] pour le probléme de transmission & travers une interface
fine et périodique). Nous rappelons qu’en dimension 2 il est possible de paramétrer toute la surface
I' & l'aide d’une seule fonction périodique de période so €]0, +oc], il existe Xt : [0, s9] — R2, telle
que I' = {Xr1(s), s € [0,s0]}. On se place de nouveau dans la configuration d’une couche mince
Us comme celle décrite dans le § 1.1.2 mais cette fois-ci, on prend € = 1 et le coefficient p dépend
du petit parametre ¢ dans le sens ou c’est une fonction oscillante qui oscille & la vitesse 1/ dans
la direction tangente a la surface I'. Plus précisément, soit f une fonction de [0, so] x [0,1] x [0, 1]
périodique dans les trois variables de période sg, 1 et 1 respectivement. Nous définissons p par

~ s t
p(r) = p (57 500" 5)
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ouz € Us, s € [0,s0] et t € [—6,0] sont liés par la relation x = Xp(s) — tv(Xp(s)). Les deux
premieéres variables de ji correspondent respectivement aux variations lentes et rapides de i dans
la direction tangentielle alors que la troisieme variable traduit une variation rapide de i dans la
direction normale.

Pour une onde incidente u’ donnée, le probleme de diffraction s’écrit alors : trouver us € HJ

7 - ext (R3\
Q5) tel que us = us + u' vérifie

Aug + k?p(z)us = 0 dans Us,
Aus + k*us = 0 dans Qeys,
% =0sur Iy

661/5

{87/5} =0, [us]=0surl

et uj satisfait la condition de radiation de Sommerfeld (1.5). Le modele équivalent & I’ordre I consiste
a chercher u; = uj + u' satisfaisant

Auy + k?u; = 0 dans Qex,

ainsi qu’'une condition d’'impédance généralisée sur I' du type
8ul
— + ZP%u; = 0.
ov T
De plus le champ diffracté doit satisfaire la condition de radiation (1.5). Selon [5], nous avons aux
deux premiers ordres :
Z¥u =0,

ZP" = §Aru + k*fidu,

ou le coefficient 7z n’est autre que la valeur moyenne de i définie pour tout s € [0, so] par

pXe() = [ 1 / ¥ (555 ) dc.

Dans cette configuration, un opérateur de dérivation surfacique d’ordre deux apparait de nouveau
deés le modele équivalent d’ordre 1 et comme dans le § 1.1.2 la condition d’impédance classique n’est
pas adaptée.

1.2 Le probléme direct de diffraction avec GIBC

Dans cette section nous allons montrer dans un premier temps que le probleme de diffraction
avec condition d’impédance généralisée et bien posé si 'opérateur est de la forme « Ar »puis nous
consacrerons une deuxieme partie a I’étude d’un cas plus général qui permettra notamment de
traiter des opérateurs d’impédance contenant des dérivations tangentielles d’ordre quelconque.

1.2.1 Le cas d’un opérateur du type « Ar »

Nous gardons les mémes notations que dans la section précédente, la frontiere I' est supposée étre
de classe C. Soient 1 et A deux fonctions de L>°(T) & valeur dans C, le probléme de diffraction que

'on consideére consiste a trouver u = u® + u' € {v € HL, (Qext) tels que v|r € HY(T)} satisfaisant

Au + E?u = 0 dans Qext,

ou .

o + divp(nVru) + Au =0 sur T, (1.6)
] ou

lim —tku®| ds = 0.

R—00 Jjg|=R | Or
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Pour tout espace de Hilbert X on note X* son dual, ’espace des formes anti-linéaires continues sur
X. On défini le produit de dualité pour tout (u,v) € X x X* par

{(v,u)x*7x = v(u),

(u,v)x,x* = v(u).

Dans la suite nous ne ferons plus mention des espaces dans les produits de dualité sauf si cela
est nécessaire pour la compréhension. Pour n € L°°(T) et u € H*(T') nous définissons divy(nVru)
comme un élément de H~1(T) le dual de H'(T") par

(divp(nVru),v) == — / nVru - Vrods Yv € HI(I‘).
r

Soit Qg = Qe N Br ou Bg est telle que 2 C Bgi et notons Sg : HI/Q(BBR) — H‘1/2(8BR)
'opérateur de Dirichlet & Neumann défini pour g € H/2(0BR) par Srg := 0u®/0r|opy, ou u® est
la solution sortante (qui satisfait la condition de radiation de Sommerfeld (1.5)) de I’équation de
Helmholtz a 'extérieur de Br et u® = g sur 0Bg. Rappelons que d’apres [78, théoréme 2.6.4] pour
la dimension 3 et [63] pour la dimension 2 on a les signes suivants pour Sg

Re(Sru,u) <0 et Zm(Sgu,u) >0 (1.7)

pour tout u € HY?(9Bg) avec u # 0. A Paide de cet opérateur, on reformule le probleme (1.6)
dans un domaine borné, il est équivalent a trouver u dans Hp g := {v € H'(Qg); vpr € H'(T)}
tel que

Au + k%u = 0 dans Qg,

P\ n,T) - + divp(nVru) + Au =0 sur T, (1.8)
*u — Sg(u) = f sur OBg,
avec

o' i
5 Sr(u').

fi=

D’une maniére générale, P(\,7,T') a un sens pour tout f € H~/2(dBg) et I'espace Hrp g muni du
produit scalaire

(o) ar g = o)) + () aap)
est un espace de Hilbert. Les problémes (1.6) et (1.8) étant équivalents, nous ne ferons pas la
distinction entre la solution de (1.6) qui vit dans Qe et celle de (1.8) qui ne vit que dans Qp.
Définissons I'opérateur A : Hrp p — Hr g et la forme bilinéaire a sur Hr p x Hr g par

(Au,v)pyp , = a(u,v) == / (Vu - VT — k*uv)dx + /(anu - V1T — Auv)ds — (Sru,v), (1.9)
’ Qg r

pour (u,v) € Hr g % Hr gr. De plus, définissons la forme linéaire [ sur Hr r et F' € Hr p par
(Fyv) iy, = U(v) = (f,v)
pour tout v € Hr g. Ainsi u est une solution de P(X,n,T) si et seulement si
a(u,v) = l(v) Vv € Hr g

ou encore si et seulement si

Au=F

Afin d’assurer l'existence et 'unicité de la solution du probléeme P(\, 7, ') nous faisons 1’hypo-
these suivante sur les impédances.
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Hypothése 1.2.1 (A, ) € (L=(T))? sont telles que
Im(A) >0, Zm(n) <0 p.p. sur T

et il existe ¢ > 0 telle que
Re(n) > ¢ p.p. sur L.

L’hypothese sur la partie imaginaire des fonctions d’impédance A et 1 est en fait directement liée
a la condition de radiation. Si on repasse en domaine temporel, ce choix de signe implique que
I’énergie de I'onde décroit au fil du temps. En revanche, 'hypothese sur le signe de la partie réelle
de 17 n’a rien de physique et n’est en fait qu'une hypotheése technique nous permettant d’obtenir de
la coercivité pour la partie principale de A. Nous expliquerons dans le § 1.2.2 comment s’affranchir
de cette hypothese.

Théoréme 1.2.2 Si Uhypothése 1.2.1 est satisfaite, pour tout f € H'/2(dBg), P(\,n,T) admet
une unique solution u dans Hr . De plus il existe une constante C' > 0 indépendante de u et de f
telle que

lulltre r < Cllflg-120585)-

Preuve. La preuve de ce résultat est classique, on prouve dans un premier temps que 'opérateur
A est de type Fredholm d’indice 0, puis nous montrons qu’il est injectif ce qui nous donnera le
résultat du théoréme. Définissons J et K les deux opérateurs de Hr g dans lui-méme tels que pour
tout w, v € Hr g

(Ju, V) Hp 5 = (U, V) 1y + /anru - Vruds — (Sru,v),

(Ku, )y = —(1 4 k:2)(u,v)L2(QR) - /F Auvds

Ainsi A = J 4+ K et dés que Re(n(z)) > ¢ > 0 pour presque tout z € I' Popérateur J est un
isomorphisme de Hr p car Re(Sgv,v) < 0 pour tout v € H'/2(0Bg). De plus d’aprés le théoreme
de Rellich, H'(Qg) et H'(T) s’injectent de maniére compacte dans L?(Q2) et L?(T") respectivement.
Donc K est compact et A est un opérateur de type Fredholm d’indice 0.
Soit u tel que
a(u,v) =0 Vv € Hr g.

Pour v = u et en prenant la partie imaginaire de cette derniere équation on obtient
/ (Zm(n)[Vrul? — Tm(N)|ul?)ds — Tm(Sgu,u) = 0.
r

L’hypothese 1.2.1 implique alors que
Im{Sru,u) =0

et donc ulpp, = 0 (voir [78] p. 103 pour la dimension trois et [63] pour la dimension deux). Alors
%\a Br = Sru = 0 d’aprés la condition au bord satisfaite par u sur 9Bg. La fonction u est solution
d’un probleme de Cauchy dans Q2p avec des données nulles sur 0BR et donc v = 0 dans tout le
domaine Qp d’apres 'unicité du probléme de Cauchy. Le probléeme P(A,n,T') est bien posé et il
existe C' > 0 telle que pour tout f € H'/2(dBg), I'unique solution u de P(\,n,T') satisfait

lullie r < CllEN e n < Cllflz-112085):

L’hypothese sur le signe de 7 n’a qu’un seul objectif : rendre 'opérateur J coercif. Dans certaines
situations, comme par exemple lorsque ’on a un probléme de couche mince et que le diélectrique
est un matériau a indice négatif, il peut arriver que le signe de 7 soit négatif. Dans ce cas aussi nous
aimerions étre en mesure de montrer l'existence et I'unicité de la solution de P(A,n,T).
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1.2.2 Etude du cas général

Commengons par décrire ce que nous appellerons un opérateur d’impédance.

Opérateurs d’impédance admissibles

Soit V(I') € L*(T') muni d'un produit scalaire (-,-)y(r) un espace de Hilbert défini sur I' et tel
que
C(T') c V(T) c L*(T).

Supposons de plus C*°(T") s’injecte de maniére dense dans V' (I"). Introduisons U'intersection de V(I")
avec H'/2(TI") que I'on note V/2(T") := V(I') N H/2(T") associé & la norme

I ey = - vy + 1 e

et notons V~1/2(I") son dual.
Comme C°°(T") est inclus dans V(T'), 'inclusion de V/2(I') dans H'/?(T') est dense et on a les
inclusions denses suivants
V() c L*() c V(I)*
et
VAT ¢ HY3(I) ¢ LX) ¢ H V() c VTHA(T).

Définition 1.2.3 Un opérateur d’impédance Z est un opérateur linéaire et continu de V(I') dans
V(D)*.

Le probleme de diffraction avec condition d’impédance généralisée s’écrit alors : trouver u® € {v €

H(Qext) tel que vlp € V(T')} tel que

Au® + k*u® = 0 dans Qext,

ou’® CEut = f -

72 (1.10)

ou’ 2

lim —iku®| =0

R—00 J|z|=R or
avec )

f=- (Zui-i- uz) .
ov

Ce probléme a un sens deés que f € V(I')*. Nous allons montrer que (1.10) est bien posé sous
I’hypothese de signe suivante.

Hypothése 1.2.4 L’opérateur Z est tel que

Im(Z) > 0.

Pour tous espaces de Hilbert E, F' et tout opérateur borné T : F — F, son adjoint T* : F* — E*
est défini par (T™u,v) g+ p = (u, Tv)p+ p pour (u,v) € F* x E. Les parties réelles et imaginaires de
T sont données par

T+T*
- —5
T-T*

Im(T) := TR

Re(T) :




1.2. Le probléme direct de diffraction avec GIBC 17

Reformulation surfacique et caractére bien posé du probleme

La formulation variationnelle de ’équivalent du probleme (1.10) en domaine borné s’écrit :
trouver u® € Hy := {v € HL(Qext) tels que v|p € V(I')} tel que

/ (Vu® - VT — k*u’T)de — (Zu®,v) — (Sgu’,v) = —/ fuds (1.11)
Qg r

pour tout v € Hy . Si on procéde comme dans la section précédente, on sera forcé de supposer que la
partie réelle de Z est négative afin d’avoir une formulation de type Fredholm. Pour contourner cette
hypothese technique, nous allons nous baser sur une écriture de (1.10) sous la forme d’un probleme
posé sur la surface I'. Introduisons 'opérateur de Dirichlet & Neumann extérieur sur la surface I,
Sp : HY2(T') — H~Y2(I') défini pour tout g € H'/?(T') par Spg = % ott uy € HL;(Qext) est
I'unique solution de

Aug + k2ug = 0 dans Qeyt,

ug =g sur I, (1.12)

lim |2 —iku,|* = 0.
R—00 J|z|=R OT

Nous montrons dans la proposition 1.2.5 que le probleme (1.10) est équivalent a trouver ur €
V/2(T) tel que
Zup + Srur = f. (1.13)

Une raison intuitive de considérer une telle formulation est que 'opérateur Sr est un opérateur
borné de H'/2(I') — H~/?(T") donc par exemple lorsque Z = Ap : HY(I') — H~(T'), l'opérateur
Sr: HY(T') — H~1(I") ne représente qu’une perturbation compacte. En d’autres termes, le signe de
la partie réelle de I'intégrale volumique n’est pas important pour obtenir le caractére Fredholm du
probleme.

Proposition 1.2.5 Soit f € V(I')*, si u® € Hy est solution de (1.10) alors u®|p est solution de
(1.13). Réciproquement si up € V/2(T) est solution de (1.13) alors l'unique solution u® € Hy de
(1.12) pour g = ur est solution de (1.10).

Preuve. Prenons f € V(I')*, si u® € Hy est solution de (1.10) alors u®|pr € V/2(I') car u’|p € V(T)
et u® € HL (Qext). De plus
ou’®
ov

= Sr(v’|r)

et donc u®|r est solution de (1.13).
Supposons maintenant que ur € VY 2(T) est solution de (1.13) et posons u* 'unique solution
de (1.12) pour g = ur. Alors u® € Hy et est solution de (1.10) car

ou’®
ov

= Sp(ur).

La méthode pour montrer que le probleme (1.13) est bien posé reste la méme que dans la section
précédente, on montre que Z+Sr : V/2(I') — V=Y2(T') est un opérateur de type Fredholm d’indice
0, ensuite son injectivité entrainera sa surjectivité et le fait que le probleme (1.10) est bien posé.
Commencons par 'unicité qui utilise les mémes arguments que la preuve du théoreme 1.2.2.

Lemme 1.2.6 L’opérateur Z + Sp : VY/2(I') — V=Y2(T) est injectif.

Preuve. Prenons ur un élément de V1/2(F) tel que (£ 4+ Sr)ur = 0, on a alors pour u l'unique
solution de (1.12) avec g = up

0
<ZUF,UF> =+ <a:j,u> =0
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et en utilisant I’hypothese 1.2.4 on a

Im<8u,u> <0.
81/ H71/2(F)7H1/2(F)

Soit Bgr une boule de rayon R telle que €2 C Bg, une simple formule d’intégration par partie entre
I' et 9BR et I'utilisation de I’équation de Helmholtz nous donne

Im @ﬁds <0
oBp OT

et d’apres [38, théoreme 2.12] couplé avec un principe de prolongement unique on obtient que u = 0
dans Qext et donc ur = 0. [ ]

Afin d’obtenir le caracteére Fredholm de Z + Sr nous avons besoin de quelques propriétés de Sr.

Proposition 1.2.7 Il existe un opérateur borné Cr : HY?(I') — H~Y2(') qui admet les propriétés
suivantes : il existe cr > 0 telle que pour tout u € H'Y/?(T)

R€<CFU, U> > CFHU||?{1/2(F)>
Im(Cru,u) <0,

ainsi qu’un opérateur compact Kr : HY?(I') — H~Y2(T) tels que
Sr = —Cr + Kr.

Preuve. Soit Br une boule de rayon R contenant €2, notons Qg := Bpr N Qe et définissons
opérateur linéaire et continu Ag : HY?(T') — H'(Qg) qui & g € HY?(T') associe u, € H'(Qg)
I'unique solution de
Aug + k2ug = 0 dans Qg,
ug =g sur I, (1.14)
Ouy
or
Introduisons les opérateurs Cp : H'/2(I') — H~Y/2(T) et Ky : HY/?(T') — H~Y/2(I") définis par

(Crf,9) = (ARf, AR9) m1 () — (SRS, 9),

= Sgugy sur OBR.

et
(Krf.g) = (k2 +1) / ApfArg dr,
Qr

pour tout (f,g) € HY/?(I') x H/?(T). En utilisant la formule de Green dans Qp et Péquation de
Helmholtz satisfaite par uy := Arf et uy :== Agg, on a :

ou
<SFfvg> = <avfaug>
ouyp
=— Vuys - Vg + Aurtiy dr + — g ds
n f g flg 9B, Or g
= —(Uf7ug)H1(QR)+<SRUfaUg>+(k2+1)/Q Uflg ds.
R

Ainsi Sp = —Cr + Kp. D’apres le signe de Si donné en (1.7), la partie imaginaire de Cr satisfait



1.2. Le probléme direct de diffraction avec GIBC 19

et sa partie réelle

Re(Crf, ) = [ ArS i o) (1.15)
pour tout f € HY2(I'). Mais Ap est injectif et d’image

or

fermée dans H'(€2z) donc par le théoréme de I'application ouverte [15, théoréme I1.5] il existe C' > 0
telle que

R(AR) = {u € HY(Qr), Au+ k*u =0 dans Q et Spu = u sur GBR}

1AR (@) 2 CUf ey, VF € HYP(D).

Si on revient & (1.15), on obtient que Cr est a partie réelle coercive.
Pour conclure, il suffit d’utiliser 'injection compacte de H'(Qgr) dans L?(Qg) et en déduire que
Kr: HY/*(') — H='/%(T") est compact. |

Enoncons un résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléme direct de diffraction
avec condition d’impédance généralisée moins restrictif que le théoréme 1.2.2.

Théoreme 1.2.8 Si l'opérateur Z satisfait I’hypothése 1.2.4 et si l'une des hypothéses suivantes
est satisfaite
1. Z se décompose sous la forme —Cy + Kz ot Cgz : VY2() — V-Y2(T) satisfait

Re(Czu,u) — Im(Czu,u) > CZHUH%/(F) Vu € V(T), (1.16)

ot ¢, > 0 est indépendante de u et Ky : VI/2(I') — V=Y2(T) est un opérateur compact,

2. lespace V(T) s’injecte de maniére compacte dans H'/?(T) et Z : V(T') — V(I')* se décompose
sous la forme Ty + Kz ou Ty : V(') — V(I)* est un isomorphisme et Kz : V(I') — V(I')*
est un opérateur compact,

alors Z + Sp est un isomorphisme de VY/?(T') dans V—1/2(T).
Preuve. Supposons que la premiére hypothese est satisfaite. Grace a la proposition 1.2.7, il existe
un opérateur compact Kp : HY/?(T') — H~Y%(T') et un opérateur Cr : HY/?(I') — H~Y2(I) de
partie réelle coercive tels que Sp = —Cp + K. Soit z := a+ib € C ou a et b sont deux réels, on a
o) > A2 (1.17)
V2

donc pour tout u € V1/2(T)
Re(Cru,u) + Re(Czu,u) — Im(Czu,u) — Im(Cru,u)

[{((Cr + Cz)u,u)| > N

et d’apres (1.16)
Re(Cru,u) + cz||u||%,(r) — Im(Cru, u)

V2

Les propriétés de Sp établies dans la proposition 1.2.7 donnent alors

[{(Cr + Cz)u, w)| =

CFHuH2Hl/2(F) + CZHUH%/(F)

\/E )
et donc Cr + Cy : VYV2(I') — V~/2(I) est coercif. De plus, Kr + Kz est compact de V/2(I)
V2T et

[{(Cr + Cz)u, w)| =

Z+SF:—(CF+Cz)+KF+KZ

ce qui signifie que Z + Sr est de type Fredholm d’indice 0. Le lemme d’unicité 1.2.6 permet de
conclure.

Si on suppose que la deuxiéme hypothése du théoréme est satisfaite, V(I') = V1/2(I') et leurs
normes sont équivalentes. De plus, Sp : V/2(I') — V~12(I') est compact et donc Z + St est de
type Fredholm et d’indice 0. Encore une fois son injectivité permet de conclure. ]
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Exemples d’application

Revenons a 'hypothese 1.2.1 faite dans la section précédente, nous allons voir qu’elle n’est en
fait pas nécessaire pour obtenir I’existence et I'unicité de la solution du probleme (1.6). Soient
(A, ) € (L=(I))? tels que

Im(\) >0, ZIm(n) <O0.

Considérons Z = divp(nVp-) + A, alors Z satisfait ’hypothese 1.2.4.

Re(n) est positive mais peut s’annuler. Définissons 'espace a poids

V) = {u e L), / inl|Vrulds < oo} ,
I
muni du produit scalaire
(F9)vir) = /F (fg + ||V f - Vrg) ds.

Cet espace rentre bien dans le cadre abstrait que nous avons mis en place au début de cette section,
de plus, la premieére alternative du théoreme 1.2.8 est satisfaite car

Z= _CZ+KZa

ott Cy : VI/2(T) = V-V2(T) et Ky : VY/2(I') - V-V2(I') sont définis pour (u,v) dans V1/2(T") x
V=Y2(I') par

(Czu,v) = / (nVru - Vo + uv) ds et (Kzu,v) = /(1 + \uvds.
r r
Kz est clairement compact et pour tout u dans V(I)

Re(Cyu, u) — Tm(Cyu, u) = /F [(Re(n) — Tm(n))Vru - Vit + ualds,

> [ 0l +Jufds,
2
> lully -
Ainsi le probléeme (1.6) admet une solution unique méme lorsque 7 s’annule.

Remarque 1.2.9 Ce cas peut aussi se traiter en utilisant directement la formulation variationnelle
volumique (1.11).

Re(n) est strictement négative. Supposons qu’il existe ¢ > 0 telle que
Re(n) < —c.

On satisfait le deuxiéme alternative du théoréme 1.2.8 en prenant V(I') = H'(T') avec pour tout
feVv()

Tzf :=divr(nVrf) + f,
Kzf:=85f+(A-1)f.



1.2. Le probléme direct de diffraction avec GIBC 21

1.2.3 Le champ lointain

La plupart des problemes inverses en diffraction utilisent comme données le champ diffracté loin
de l'objet que 'on étudie. Si u® satisfait ’équation de Helmholtz homogene dans ey et la condition
de radiation (1.5) alors d’apres [38], en dimension d

ezkr

1
s — (4 — 1.1
u®(x) WEmYG) (u ()+ 0O (r)) r — 400 (1.18)
uniformément pour toutes les directions d’observation & = z/r € S9! ou S9! désigne la sphére
unité de R? et r = |z|. De plus, ce que I'on appellera le champ lointain u> € L%(S9™1) est défini
de maniére unique par ce développement et pour tout domaine borné O de classe Lipschitzienne et
de normale extérieure v qui contient I'obstacle €2, on a la représentation intégrale suivante

. 09> (y,z) O0u®(y) " N qd—1
u™ (2 :/ (us - O®(y, & >ds Vi e ST, 1.19
@)=/ (W () o) (y,2) ) ds(y) (1.19)
ou &, le champ lointain de la fonction de Green sortante de I’équation de Helmholtz, est donné

par

e1'71'/4
V8mk

1
dans R? d®:  (y,#) €R¥x §%— 4—671@“.
T

dans R? d®:  (y,2) e R?x St v e thyd

Nous rappelons aussi I’expression de la fonction de Green sortante de I’équation de Helmholtz :

dans R? d: (2,2) eRZxR?+— %H&(Mw —z|),

1 eik\xfz\

dans R? d: (2,2) eR* xR} — — .
4 |z — 2|
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E la méme maniere que dans le cas scalaire, la diffraction par un obstacle §2 faisant inter-
venir des phénomeénes a petite échelle peut se modéliser par une condition d’impédance
généralisée. Cette fois-ci, comme on considere les équations de Maxwell cette condition

d’impédance généralisée lie le champ électrique E au champ magnétique H par une relation de la
forme
vXE+ZHp=0 surl

ou Z est un opérateur surfacique, Hp := (v x H) X v désigne la composante tangentielle du champ
magnétique H sur I' la frontiere de §2. On note v la normale a I' dirigée vers I'extérieur de (2.

Dans la premiére section de ce chapitre nous rappelons les conditions approchées obtenues dans
[10, 47] pour les couches minces et celles obtenues dans [49] pour le cas de matériaux fortement
absorbants. Nous consacrons la deuxiéme section de ce chapitre a I’étude du probleme direct et nous
donnons un résultat d’existence et d’unicité pour un opérateur Z général. Nous appliquons ensuite
ce résultat & deux cas particuliers, I'un des deux cas demandant une attention toute particuliere car
il nécessite 1'utilisation d’une décomposition de Hodge adéquate. Pour terminer, nous introduisons
le champ lointain associé au champ électromagnétique sortant.

23
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2.1 Les modéles d’impédance généralisée pour les équations de
Maxwell

Rappelons dans cette section les résultats présentés dans [44], qui regroupe les résultats obtenus
dans [10, 49]. Nous considérons le probleme de diffraction en régime harmonique pour un nombre
d’onde k£ > 0 et nous cherchons les champs électriques et magnétiques ayant une dépendance
temporelle de la forme

E(x,t) = Re{e M E(x)} et H(x,t) = Re{e * H(z)}.

L’inhomogénéité est notée €2, nous supposons que c’est un ouvert borné simplement connexe de
R3 de classe C™ et que le milieu extérieur Qey := R3 \ﬁ est homogene. Alors, comme dans le
cas scalaire, le champ électromagnétique (E, H) résultant de l'excitation de I'inhomogénéité €2 par
une onde incidente se décompose comme la somme d’un champ incident (E?, H') qui satisfait les
équations de Maxwell harmoniques

tH' + ikE" =0
{ro +1 , (2.1)

rotE' — ikH' =0,
dans R? et d’un champ diffracté (E®, H®) qui satisfait lui aussi (2.1) mais seulement & l'extérieur
de l'inhomogénéité, c’est-a-dire dans {Qex. Le champ diffracté doit aussi satisfaire une condition
d’onde sortante qui dans le cas de ’électromagnétisme est appelée condition de Silver-Miiller,

lim |H® x & — (& x E®) x 2]*ds =0 (2.2)
R—o0 JoBg

ou & := x/|z|. On dira que le couple (E, H) est une solution sortante de (2.1) si il satisfait (2.2).

Conducteur parfait couvert de diélectrique
Soit Qs un conducteur parfait couvert d’une couche mince de diélectrique Us d’épaisseur § de
permittivité et perméabilité relatives € et u respectivement, € et p étant deux réels indépendants de
J. Les ouverts Us et Qs sont tels que Q5 Uls = Q et QsNUs = 0, nous renvoyons le lecteur au § 1.1.2
pour une description précise de la géométrie. On note vs la normale a I'y, la frontiere de ()5, dirigée
vers lextérieur de Q5. Dans I'inhomogénéité, le champ total (Es, H;) = (E§, H3) + (E', H) est
solution

rotHs + tke E5 = 0 dans Uy,

rotEs; —ikpuH s = 0 dans Us,

vsx Es =0 sur I';s

et on a continuité de la composante tangentielle des champs électriques et magnétiques a l'interface
I" entre le milieu extérieur et I'inhomogénéité :

[vx Es]=0ce¢t [vx Hs]=0
ou pour une fonction [f] désigne le saut de f a travers I'. Pour [ un entier, notons (E;, H;) une solu-
tion de (2.1) dans le domaine extérieur Qe telle que (E;, H;) = (Ej, Hj) + (E', H") ou (Ej, H})
satisfait la condition de radiation (2.2) et le champ total satisfait une condition d’impédance géné-
ralisée du type

v x B+ %z,((u x H)) x v) =0sur T (2.3)
ou
Zou = 0,
0 2
Ziu = —rotproty — k°ud, (2.4)
€

Zou = érotpé(l — 0H)rotr — K2 ud(1 — (R — HId)). (2.5)
€
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Alors, (E;, H;) est une approximation & l'ordre [ du champ exact (Es, Hs) c’est-a-dire que pour
toute boule de rayon R telle que ) C Bg, il existe C' > 0 telle que pour tout § > 0 suffisamment
petit

IBs = EillHyor (@B ) < CO [ Hs = HillHygp(@urB ) < CO

ou la norme || - ||g,,, est définie dans la section suivante.

rot
Matériau fortement absorbant
Considérons le cas d’un matériau fortement absorbant dont la conductivité est de la forme

1
 uko?

g5

pour ¢ > 0 un petit parametre. Les équations de Maxwell en régime harmonique dans I'inhomogé-
néité pour le champ total (Es, Hs) = (E3, H3) + (E*, H") s’écrivent

1
rotH s + (ike - W) Es; =0 dans €,

rotEs —ikuHs = 0 dans €,

on a toujours continuité de la composante tangentielle des champs électrique et magnétique a
linterface I'

v x Es]=0ce¢t [vx Hs]=0sur I'
et (E3, Hj) satisfait (2.1) a I'extérieur de Q et la condition de radiation (2.2). De la méme fagon
on peut construire une solution approchée a l'ordre I, (E;, H;) = (E{, H;) + (E', H') ou (Ej, H?)
satisfait (2.1) a 'extérieur de Q la condition de radiation (2.2) et le champ total satisfait une

condition d’impédance généralisée du type (2.3). Cette fois-ci méme en allant a Uordre [ = 2 aucun
opérateur de dérivation surfacique n’intervient :

Zou = 0,
Ziu = —k*pad,
Zou = —k*pad + i6*(R — HId)

ou « désigne toujours la racine carré de ¢ a partie réelle positive.Le modéle approché a 'ordre 3
contient un opérateur de dérivation surfacique d’ordre 2 de la forme Vydivp + rotrrotr.

Remarque 2.1.1 Si Q est un cylindre infini d’axe e, alors la composante E, du champ électrique
E; suivant la direction e, vérifie I’équation de Helmholtz a Uextérieur de 2 ainsi que la condition
d’impédance généralisée d’ordre | dans le cas scalaire donnée au § 1.1.3. La méme remarque est
valable dans le cas des couches minces.

2.2 Etude théorique du probléme de diffraction

2.2.1 Espaces variationnels et espaces de trace pour les équations de Maxwell

Avant d’aborder I’étude du probléme direct, introduisons quelques notions nécessaires a 1’étude
des problémes d’électromagnétisme, on les trouve par exemple dans [75, chapitre 3]. Soit O un
ouvert de R3, notons I' sa frontiere supposée de classe C? de normale extérieure v. Les espaces
d’énergie pour les équations de Maxwell sont notés

Hgi (0) := {v € (L*(0))3, div(v) € L*(0)}

muni de la norme
IVl 0) = IVIl(z2(0)) + 1div(V) [l (z2(0y)3



26 Chapitre 2. Le cas des équations de Maxwell

et
H,ot(0) := {v € (L*(0))3, rot(v) € (L*(0))%}

muni de la norme
IVIHoe0) = [IVIlz2(0))3 + [rot(¥)[[(z2(0))-
Introduisons aussi les espaces de trace

H; (D) == {v € (H*(1))’| v v =0},

dive (1) := {v € Hi(I'), divr(v) € H*(T)},

muni de la norme

IV lles,, @) = [Vllsys + 1dive(v)llas o)
et

H; (1) := {v € H{(T'), rotp(v) € H*(I')},
muni de la norme

Vil @) = IVl @) + lrote (V) [a=m)

pour s € R tel que |s| < 1. Enfin, nous noterons Hyo, (T') := HY, (T) et Haiy (T) := HY, . (T).

rot div
Nous renvoyons le lecteur a [74, chapitre 3] pour la définition des esi)aces H5(T). La déﬁnitiOIFl des
espaces de trace pour |s| = 1/2 et des opérateurs différentiels surfaciques peut étre étendue a des
bords Lipschitzien (voir [16, 17, 18]), nous préférons rester dans le cadre d’une frontiére réguliere.
Les traces tangentielles sont définies par

Y (v) :=vxv|p, Ar(v):=wxvlp) xv
pour v € (C°°(0))3 un champ de vecteur et nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1 L’application trace v¢ : Hyot(O) — H;ii/f(l“) est continue et surjective et yr :

H,o:(0) — H&éQ(F) est elle aussi continue et surjective. De plus nous avons la formule de Green
suivante

/Q(rot(u) ‘v — u-rot(v))dxr = (fyt(u),’yT(v))H_l/z(F) /2 (1) (2.6)

divp s rotp

pour tout w € Hyot (O) et v € Hyot(O).

Les espaces H;i/r ° (T) et H;OKQ(F) sont donc en dualité et le produit de dualité est défini a 'aide
de (2.6).

2.2.2 Formulation du probléme direct

Soit € un ouvert borné et simplement connexe de R? de normale extérieure v et de frontiere
I' de classe C2. Notons Qe := R?\ Q le domaine extérieur a l'inhomogénéité. Soit V(I') ¢ L(T)
muni du produit scalaire (-,-)y(r) un espace de Hilbert tel que

{ue (C=(I))3 tels que u-v =0} ¢ V(I') € LA(I).

Supposons de plus que {u € (C*(I"))3 tels que u - v = 0} s’injecte de maniére dense dans V(I').
Pour plus de simplicité, nous supposons aussi que V(T') C H /2 ().

rotr

Définition 2.2.2 Un opérateur d’impédance électromagnétique Z est un opérateur linéaire et
continu de V(I') dans V(I')*.
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Le probléme de diffraction que l'on considére consiste a trouver E® dans HEE(Qey) = {v €

rot
(D'(Qext))? | v € Hyot(Qext) Vo € C(R3} et H® dans Vi = {v € H (Qext) tels que vy €
V(I')} tels que

T

rot H® + ik E° = 0 dans Qext,
rotE’° —ikH?® = 0 dans Qext,

vXE+ZH*=f surl, (2.7)
lim |H® x & — (& x E®) x #|?ds = 0
R—oo JoBg

pour ' ‘
f=—(vxE + ZH").

Comme précédemment H' et E' désignent les champs incidents et ils satisfont les équations de
Maxwell (2.1) dans tout l’espace. Le probleme (2.7) a un sens des que f € V(I')* et nous allons

montrer qu’il admet une unique solution sous certaines hypotheses supplémentaires sur I'opérateur
Z.

Une premiére formulation volumique
Soit Br une boule de rayon R telle que €2 C Bpg, introduisons I'opérateur de Calderén Magnétique-
a-Electrique Sg : H /> (0BR) — H /2 (0OBRr) qui & v associe 2 x E ou (E,H) € HZ!(R3 \

diV(’?BR diVDBR rot

Bpr) x HEL (R3 \ Bg) est I'unique solution de

rot

rotH + ikE = 0 dans R3 \ Bg,
rotE — ikH = 0 dans R? \ Bg,
T x H = v sur 0Bg,

lim |H® x & — (& x E®) x |*ds = 0.
r—00 OB,

Notons Qg := Br \ Q et Vg g := {v € Hyot(Qr) tels que vy € V(I')} muni de la norme

I Warr = 11 Mteos(@r) + T vy

Alors pour f € V(I')*, le probleme (2.7) s’écrit de maniére équivalente : trouver (E°, H®) €
H,ot(2r) X VA R tels que

rotH® + ik E° = 0 dans Qp,
rotE° — ikH® = 0 dans Qg,
vXE'+ZHy =f surl,
v x E° — Sg(& x H®) =0 sur 0Bg.

Chercher H® € Vi g solution de (2.8) est équivalent a chercher H® € Vg g solution de

/ rotH® -rot Vv — k*H® - ¥ dx + ik(ZH®,v) — ik Sr(zx H®)-Vds= —ik:/ f-vds
Qpr OBRr r

pour tout v € Vi g. Comme dans le cas scalaire, la formulation volumique présente I'inconvénient
que ’on doit doit supposer que la partie imaginaire de Z est négative pour montrer le caractere Fred-
holm du probleme. Nous préférons donc nous tourner vers une formulation surfacique du probleme
de diffraction.
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Formulation surfacique

Une maniere de montrer que ce probléme est bien posé consiste & introduire 'opérateur de Calderén
Magnétique-a-Electrique extérieur au domaine {2 comme nous ’avons déja fait pour le probleme
scalaire. Définissons St : H;Oiﬁz(lj) — Hdli{?(lj) qui & v associe v x E ot (E, H) € HZE (Qext) X

HE (Qext) est I'unique solution de

rotH + ikE = 0 dans Qeyt,
rotE — ikH = 0 dans Qeyt,

Hr=vsurT, (2.9)
lim |H® x & — (& x E®) x 2|*ds = 0.
R—o0 JoBR

Cet opérateur est linéaire et continu et il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v €
H_\/? (T') on a

rotr

HSF(V)HH;‘%‘Z( < C”VH 1/2 (T)’

Définissons le probléme surfacique suivant : trouver u € V(I') tel que
Sr(u) + Zu=f (2.10)

pour f € V(I')*. Cette équation a bien un sens dans V(I')* car St(u) est dans Hdw/ (T") qui est le

dual de Hro}f( I'). Ainsi Sr(u) défini une application linéaire et continue sur Hroté (T") et donc sur

V(T) car V(') C H_1/2(F), par conséquent Sr(u) € V(I')*. De plus nous avons équivalence entre

rotr
les formulations (2.10) et (2.7) au sens suivant.

Lemme 2.2.3 Soit f un élément de V(I')*, si w € V(I') est solution de (2.10) alors (E°, H®) €

HZ (Qext) X Vi Vunique solution de (2.9) pour v = u est solution de (2.7). Réciproquement, si

(ES, H®) € H (Qex) x Vi est solution de (2.7) alors HS € V(T') est solution de (2.10).

Preuve. Soit f € V(I')* et soit u € V(I') une solution de (2.10). Définissons (E°, H®) €

HE (Qexs) X Vi P'unique solution de (2.9) pour v = u sur I'. Par définition, E® € HEE (Qext)
et H® € HZY (Qeyt). De plus HS = u sur I' et donc H® € V. Finalement, comme v x E* = Sp(u)

et u est solution de (2.10) on en déduit que
vxE'+ZH} = fsur T

et ainsi (E°, H?) est solution de (2.7). La réciproque est immédiate car v x E* = Sp(H7) dés que
(E®, H?) est ue solution de (2.7). |

Dans la suite de cette section nous commencons par montrer un résultat général d’existence et
d’unicité de la solution de (2.7) tres proche de celui démontré dans le cas scalaire.

2.2.3 Existence et unicité de la solution

Comme dans le cas scalaire, pour avoir I'unicité 'opérateur d’impédance doit satisfaire une
certaine condition d’absorption.

Hypothése 2.2.4 L’opérateur Z est a partie réelle positive, c’est-a-dire que
Re(Zv,v) >0
pour tout v e V(I).

On montre alors que
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Lemme 2.2.5 Si I’hypothése 2.2.4 est satisfaite alors l’équation (2.10) admet au plus une solution
dans V().

Preuve. Supposons que u satisfait (2.10) pour f = 0. Appelons (E, H) "'unique solution de (2.9)
pour v = u sur I'. Soit Br une boule de rayon R telle que 2 C B g, en utilisant la formule de Green
pour 'opérateur rotationnel dans e N Br on obtient

/VXE~Fds—/ ixE‘ﬁds:/ rotE-H — E -rotH dx
T 9Bg QextNBR

:/ ik|H|? + ik|E|? dz.
chthR

Ainsi on a
Re(/uXE'Hds):Re(/ ixE~Hds>
T 0BRr
mais sur I', v x E = —ZH et donc
—Re(ZHrp, Hy) = Re (/ i x E -Hds) .
OBRr

Deés que Z est a partie réelle positive on a

Re(/ @xE-Hds)SO
OBRr

ce qui implique d’apres le lemme de Rellich ([75, lemme 9.28]) que E = H = 0 dans R3 \ Bg. Le
principe de prolongement unique s’applique car E et H sont a divergence nulle dans eyt et donc
E = H = 0 dans Qext ce qui implique que u =0 sur I'. [

Une conséquence directe de ce résultat d’unicité est le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.6 Supposons que Z satisfait Uhypothése 2.2.4. Si V(I') s’injecte de maniére com-
pacte dans Hr_oif(l“) et Z=T+K ouT : V(I') - V(I')* est un isomorphisme et K : V(I') — V(I')*
est un opérateur borné et compact, alors pour tout f € V(I')*, (2.10) admet une unique solution

u € V(') et il existe C > 0 indépendante de f et u telle que

[ullviry < Cllf Nl vy~

Preuve. 1l suffit de montrer que Z + St : V(I') — V(I')* est un opérateur de type Fredholm
et d’indice 0 car I'unicité est déja assurée par le lemme 2.2.5. L’espace V(I') s’injecte de maniére

compacte dans H,/ 2(F) donc St : V(I') — V(I')* est un opérateur compact et Z se décompose

rotr
sous la forme « isomorphisme + compact ». L’opérateur Z + St est de type Fredholm et d’indice
0 et le résultat est une conséquence du lemme 2.2.5. [

2.3 Applications & des opérateurs de dérivation surfacique du
deuxiéme ordre

2.3.1 Le cas de « rotrnrotyr + Vpydivp + A »
Commencons par un cas simple, pour ()\,1,7) € (L°°(I'))3 on considére I'opérateur
Z =rotrnrotr + Vpydivp + A

avec V(I') = Haiy. (I') N Hyotp, (I') muni de la norme

I vy =1 e, ) + T . (o)-
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Cet espace est en fait égal a (H}(T))? car
—&[‘ = rotrrotr — Vpdivp

ou Er désigne le Laplacien surfacique vectoriel. Ainsi V(I') s’injecte de maniére compacte dans

Hr_oif (T') mais aussi dans LZ(I"). Nous faisons 'hypothése de signe suivante.

Hypothése 2.3.1 (A, n,7v) € (L°°(T))? sont tels que
Re(A) >0, Re(n) >0, Re(y)<0  p.p. surl,
il existe ¢ > 0 telle que
N =e, Inl=e¢  pp surl

et les parties imaginaires de v et n ne changent pas de signe sur I' et sont de signe opposé.
Le corollaire suivant est alors une simple application du théoreme 2.2.6.

Corollaire 2.3.2 Si (\,n,7) satisfont les hypothéses 2.3.1 alors pour tout f € V(I')* le probléme
(2.10) avec Z = rotrnrotp+Vpydivp+A admet une unique solution w € V(I') = Hgiy, (I') N Hyot (I')
et il existe C' > 0 tel que

lull viry < Cllf [lviry--
Preuve. Pour tout v,w dans V(I') définissons les opérateurs T' et K de V(I') dans V(I')* par

(Tv,w) ::/nrotpvrotFst—/vdiVdeinst—l—/r]v-st,
I T T

(Kv,w) = /F()\ —n)v - wds.

On a alors Z = T + K. Si (\,n,7) satisfont les hypotheses 2.3.1 alors T' est clairement coercif
sur V(T). De plus, commme V(I') s’injecte de maniére compacte dans L(T), K est un opérateur
compact. Finalement, Z et V(I') satisfont les hypotheéses du théoreme 2.2.6 et donc (2.10) est bien
posé pour Z = rotrnrotr + Vpydivp + A. ]

Remarque 2.3.3 L’intérét d’utiliser la formulation surfacique est que l'on a été en mesure de
montrer que le probleme direct est bien posé dans le cas ot la partie imaginaire de 1 est positive.
Ceci aurait été impossible en gardant la formulation volumique (2.8).

2.3.2 Le cas de « rotrnyrotr + A »

Dans cette section nous traitons le cas d’un opérateur d’impédance de la forme
Z =rotrnrotr + A

ou n et A sont des éléments de L*°(I"). Dans ce cas on peut prendre V(I') = Hu. (I') comme
espace variationnel pour la définition de Z. Nous faisons I’hypotheése suivante sur les fonctions
d’impédances.

Hypothése 2.3.4 (\,n) € (L>°(T))? sont tels que
Re(A) >0, Re(n)>0 p.p. sur T,

il existe ¢ > 0 telle que
A >c, Inl>c¢  pp surT

et les parties imaginaires de A et n ne changent pas de signe sur T'.
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Remarquons que dans 'hypothese 2.3.4 le seul cas de figure a traiter avec attention est le cas ou
les parties imaginaires de A et 1) sont de signe opposé. En effet, si A et 7 ont une partie imaginaire de
méme signe, ’application du théoreme 2.2.6 donne directement le caractére bien posé du probleme
de diffraction. Dans le cas contraire, il faut montrer que la partie en A de 'opérateur d’impédance
est une perturbation compacte de la partie en 7. Ceci n’est en fait pas possible car comme dans
le cas des espaces volumiques, Hyot. (I') ne s’injecte pas de maniére compacte dans Lt2 (T"), car par
exemple, pour tout p € H'(I")

rotrVrp = 0.

Pour montrer que le probleme de diffraction est bien posé nous allons directement montrer que
Z 4+ 8t Hiot . (I') = Hyotp (I')* est un isomorphisme a l'aide d’une décomposition de Helmholtz.
Soit f € Hyotp (I')*, introduisons la forme sesquilinéaire ar de Hyotp (I') X Hiot . (I') et la forme
antilinéaire Ir de Hyot (I') définies par

apr(u,v) := /(nrotpu rotrv 4+ Au - ¥)ds + (St(u),v) V (u,v) € (Hpotp (T))?,
r
lr(v):==(f,v) VveH:.. (D).
Alors, un élément ur € V(I') est solution de (2.10) si et seulement si
ar(llp, V) = lF(V)

pour tout v € V(I).
Posons

HYT) = {peﬂl(m /des:O}

'espace des fonctions de H'(I') & moyenne nulle sur I' muni de la norme de H'(I') et

X:{veHth(P)] /FAv-vFEdsHsp(v),vpg)F:o vgeﬁl(r)}

muni de la norme de H,ot. (I'). Ces deux espaces sont des espaces de Hilbert, montrons que Hyotp. (I')
se décompose comme la somme directe de VrH'(T) et X et que Pinjection de X dans L(T") est
compacte. Pour ceci, définissons 'opérateur Ag : H(T') — H(T") par

(Asp, &) m(ry == ar(Vrp, Vré) = /F)\Vrp - Vr&ds + (Sr(Vrp), Vré) Y (p,€) € (HY(I))?

Lemme 2.3.5 Si \ satisfait Uhypothése 2.5.4 alors Ag : HY(I') — HY(T') est un isomorphisme.

Preuve. Définissons Cg et Kg deux opérateurs de H 4T) dans H YT par

(Copr ) a1 1y = /F MVrp- ViE+pE)ds ¥ (p,€) € (IT1(D))?,

(Ksp,€)ariry = — /F MpEds + (Sr(Vrp), Vre) ¥ (p,€) € (H(I)2,

nous avons Ag = Cs + Kg.
Montrons que Cg est coercif. D’aprés (1.17) et comme la partie imaginaire de A ne change pas
de signe d’aprés I'hypotheése 2.3.4, on a pour tout p € H'(I")

1 c
|(Cspp)1(ry| = ﬁ/F[Re(A) + [Zm(N)J(|Vrp|* + |p*) ds > 72”17”H1(F)

ol c¢ est la borne inférieure du module de A et ¢ > 0 d’apres 'hypothese 2.3.4.
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Montrons que Kg est un opérateur compact. Soit (pp)n une suite bornée de H'(I'), montrons
que I'on peut extraire de (Kgpp), une sous-suite convergente dans H'(T'). Par définition de Kg et
en utilisant la continuité de Sr, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N

1K spallFr ey < Iz @ llpnll L2y 1 Kspall L2ry + ClIVrpallyg-1r2 oy Ve (Kspa)llgg 172 -
Tro T

rotp

Or rotp(Vrp,) = 0 donc ||Vppn||H71/2( = [[Vrpnlly ~1/2(p)- De méme, il existe C' > 0 telle que
rotp

IVe(Bspr) g1z ey = IVe(Espa)llg 2y < ClEspallmm).

Finalement on obtient 1'inégalité suivante :
1Kspalinry < C (Ipallzew) + I Vpalgvagey ) < Clonllsngey (211)

La suite (p,)n est bornée dans H'(T') et comme H'/?(I") s’injecte de maniére compacte dans H'(I")
on en déduit que I'on peut extraire de (p,), une sous-suite qui est de Cauchy dans H'/?(T).
L’inégalité (2.11) implique que I'on peut aussi extraire une sous suite de (Kgpy,), qui est de Cauchy
dans H'(T). L'espace H'(T') est un sous-espace fermé de H!(I') donc cette sous-suite converge dans
H! (T"). Ainsi 'opérateur Kg est compact et Ag est un opérateur de type Fredholm et d’indice 0,
montrons qu’il est aussi injectif.

Soit p € ﬁl(F) tel que Agp = 0. On a alors

/FApry?ds + (Sr(Vrp), Vip) = 0. (2.12)

Soit (E, H) I'unique solution de (2.9) pour v = Vpp sur I'. Comme dans la preuve du lemme 2.2.5

on obtient
Re(/vxE-Hds>:Re(/ .%xE-Hds)
r OBRr

pour toute boule Bg telle que  C Bg. Comme Re()) satisfait 'hypotheése 2.3.4 on en déduit
d’apres le lemme de Rellich et le principe de prolongement unique que £ = H = 0 dans ey et
donc que Vrp = 0. La fonction p étant de moyenne nulle, ceci signifie que p = 0. Ainsi Ag est un
isomorphisme de H(T). ]

On en déduit le lemme suivant sur la décomposition de Hyoy, (I') en la somme directe de VpH(T')
avec X.

Lemme 2.3.6 Si \ satisfait 'hypothése 2.3.4 alors Hyo (I') se décompose comme la somme directe
de VI HY(T') et de X
H,. (1) = VP H'(T) @ X,

et il existe une constante C > 0 telle que

HwHHrotF(F) + ”vaHHrotF (F) S CHVFP + w”HrotF(F)

pour tout we X et p e HY(T).

Preuve. La preuve suit les grandes lignes de celle du lemme 10.3 de [75], nous allons utiliser
I'isomorphisme Ag pour construire la décomposition. Soit u € Hyot. (T"), définissons F' I'unique
élément de H'(T) satisfaisant

(F,€) ) = /FAu.vpzder (Sr(u),Vre) V¢ e HY(T).
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Alors comme Ag est un isomorphisme de H1(T") (lemme 2.3.5), il existe un unique p € H(T') tel
que Agp = F et une constante C' > 0 telle que

1Pl 1y < Cllullfe (r)-

Posons maintenant w = u — Vpp, d’apres les définitions de Ag et de p, on obtient
/FAW - VrEds + (Sr(w), V&) = (F — Agp, &)y =0V € € H(I)
et donc w € X et nous avons 'inégalité de continuité
Wl ) + 190l 1) < Cllena,

pour C' > 0. Ainsi pour tout u € Hye. (I') il existe p € foIl(F) et w € X tels que u = Vpp+w. Il ne
reste plus qu’a montrer que la somme d’espaces vectoriels est directe. Soit u = Vrp € XNV H(T),
Agp=0caru€ X et donc p=u =0 car Ag est injectif. ]

Pour montrer 'injection compacte de X dans L?(I'), nous avons besoin d'une propriété de
régularité bien connue pour les équations de Maxwell dans un domaine Lipschitz (voir [39]) ainsi
que du résultat d’injection compacte énoncé au lemme 2.3.8.

Proposition 2.3.7 Soit O un ouvert Lipschitzien borné de R3. Supposons que u € Hyot(O) satis-
fait aussi div(u) € L2(O) et up € L} (0O) alors il existe C1 > 0 telle que

lull(z120p)8 < Crlllull Hror0) + I1div(W)ll(22(0))s + llurllz200)]

et de plus,
lu- v 200y < Cilllull Hor(0) + I1diV(w) [ (22(0))3 + ||UTHL§(ac9)]-

De maniere similaire aux espaces volumiques, nous avons l'injection compacte suivante.

Lemme 2.3.8 Soit o une fonction L>(T") telle que |o(z)| > ¢ > 0 et telle que ses parties réelle et
imaginaire ne changent pas de signe sur I'. Alors [’espace H%,U(F) = {u € Hy (") |divr(ou) €
L)} s’injecte de facon compacte dans L?(T).

Preuve. Soit (u,), une suite bornée de Ht{g(lﬂ), il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
ncNona

[unllgzry <€, ldive(oun)|[2qy < C et [lrotp(un)|| 2y < C.

Définissons ¢, I'unique fonction de H(T') telle que
divp(oVre,) = divp(ouy,), (2.13)

alors o(u, — Vre,) est a divergence surfacique nulle et est un élément de LZ(T). Ainsi, d’apres [18,
corollaire 5.3] il existe v,, € ﬁl(F) telle que rotprv, = o(u, — Vryy,) et alors u, = Vpp, + %rotpvn.
Nous allons montrer que (rotrv,)nen et (Vren)neny admettent une sous suite convergente dans
LZ(T).

Tout d’abord, comme le probléme (2.13) est bien posé dans H L(T") d’apres les hypotheses faites
sur o, il existe C' > 0 telle que |¢n |51y < C|ldivr(oun)| z2(ry. La suite (¢n)nen est en particulier
bornée dans H'(I') donc on peut en extraire une sous-suite toujours notée (¢n,)nen qui converge
dans L?(T"). Nous allons montrer qu’elle est en fait de Cauchy dans H'(T'). Posons @um = ©n — ©m
et fom := divp(ouy,) — divp(ouyy,),

IVr@nmllgs @y < C ’/FUVWW - VrPnm ds

|
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donc comme f,,, est bornée dans L?(T') et (¢, )nen est de Cauchy dans L?(I'), on en déduit que
(Vren)nen est de Cauchy dans L2(T) et donc (¢n,)nen converge dans H(T).

Pour (v, )nen 1’argument est similaire. Comme la frontiere I' est de classe C', il existe C' > 0 telle
que [[rotron |2y = [[Vrvallpzry = Clloallmir)- Mais rotrv, = o(un — Vi) et cest donc une
suite bornée de L?(T). Par injection compacte de H'(T') dans L?(T), on peut extraire de (v, )nen
une sous-suite toujours notée (v, )nen qui converge fortement dans L?(T) et comme précédemment,
montrons que (rotpvy, ey est de Cauchy dans L(T). Posons fu, := rotr(u,) — rotr(u,,), ainsi

HrOthanQ 2 s <C J_IFOtFUnm - Tot Uy, ds| = JnmUnm ds
et donc rotrw, est de Cauchy dans LZ(T), elle converge fortement dans L?(I"). Ce qui fini de montrer
que I’on peut extraire de (U, ),ecn une sous-suite qui converge fortement dans LZ(T). ]

Le lemme suivant termine de motiver la décomposition de Helmholtz introduite en début de
section.

Lemme 2.3.9 Si \ satisfait hypothése (2.3.4) alors Uinjection de X dans L2(T) est compacte.
Preuve. Soit (u,), une suite bornée de X, il existe C' > 0 telle que pour tout n € N
N e
et comme u,, € X, on a au sens des distributions
din()\un) = —din(Spun).

Soit (Ey, H,) la solution de (2.9) pour v = u,, sur I', on montre en utilisant les relations vectorielles
rappelées en fin de chapitre que

divp(Au,) = —divp(v x E,) = v -rotE, = ikv - H,.
Comme H,, 1 = u,, il existe C' > 0 telle que
[Hpllt,000) <C et [[Hprllgzr < C
D’apres la proposition 2.3.7 on en déduit qu’il existe C' > 0 telle que pour tout n € N
[dive(Aun)|| 2y = Ellv - Ha|[2r) < C.

Le lemme 2.3.8 nous permet d’en déduire que I'on peut extraire de (u,,),, une sous-suite qui converge
fortement dans LZ(T"). ]

Nous sommes en mesure de montrer le principal résultat de cette section.

Théoréme 2.3.10 Soient f € Hyo (D)* et (A, n) € (L°°(T))? tels que Uhypothése 2.3.4 est satis-
faite. Alors le probléme (2.10) avec Z = rotrnrotr + A admet une unique solution u € Hyo (I') et
il existe une constante C > 0 indépendante de u et f telle que

6l Hrory. () < OIS By (1)

Preuve. Soient f € Hyo. (I)* et (A1) € (L°°(T))? tels que 'hypothése 2.3.4 est satisfaite. Tout
d’abord, d’apres le lemme 2.2.5, la solution de (2.10) est nécessairement unique. Cherchons-la sous
la forme u = ug + Vrp avec ug € X et p € H'(I'). Le champ u vérifie I’égalité variationnelle

ar(u,v) = Ilp(v) pour tout v € Hyo (T')
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et en testant contre le gradient de fonctions de H L(T) on en déduit que p doit vérifier
(Agp, &) = Ip(VrE) pour tout £ € H(T). (2.14)

Rappelons que Ag est un isomorphisme, donc I’équation (2.14) ci-dessus admet une unique solution
p € HY(T'). Maintenant si on teste contre des fonctions de X, on obtient que ug doit vérifier

ar(ug, vo) = lp(vo) — ar(Vrp, vo) pour tout vg € X. (2.15)

Montrons que (2.15) admet aussi une unique solution dans X. Définissons Cx et Kx les deux
opérateurs de X dans X tels que

(CxVv, W)H,,..(r) = / n(rotpvrotrw + v - W) ds
r

(KxV, W)H, .. (1) = /r(_n + A)vwds + (Sr(uo), vo)

pour tout v, w € X. Ainsi, ((Cx +Kx)v, W)n,,, () = ar(v,w) pour tout v,w € X et donc d’aprés
le lemme d’unicité 2.2.5, (2.15) admet au plus une solution. L’opérateur C'x est coercif d’apres les
hypotheses faites sur 7. De plus St est un opérateur compact de Hyo (I') dans Hyo (I')* car

r_O}DﬁQ(F) dans H;li/r 2
dans H;Oiﬁ 2(F). Enfin X s’injecte de facon compacte dans LZ(T') d’aprés le lemme 2.3.9 et donc
Popérateur Kx est un opérateur compact. On en déduit que (2.15) admet une unique solution
uy) € X et u = ug + Vrp est solution de (2.10). De plus en utilisant la dépendance continue de
la solution des divers problemes par rapport aux données on obtient I’inégalité de continuité du
théoreme. [

c’est un opérateur continu de H (') et Hyotp (I') s’injecte de fagons compacte

2.3.3 Le cas de « Vpydivp + A »

Nous supposons ici que
Z = Vpydivy + A
pour (A,7) deux fonctions de L*°(I"). Alors, I'espace V(I') associé est Hgiy. (I') qui n’est pas inclus

dans H;#Q(F) On ne peut donc plus appliquer le théoréme 2.2.6. Néanmoins, sous des hypothéses

plus restrictives sur le signe de v que celles que nous avons faites pour 'opérateur rotrnrotr+ A nous
sommes en mesure de montrer qu’il existe une unique solution a (2.7) en utilisant la formulation
volumique (2.8). L’hypothése de signe sur \ et 7 est la suivante :

Hypothése 2.3.11 (\,v) € (L>=(I"))? sont tels que
Re(A) >0, Re(y) <0 p.p. sur T,

il existe ¢ > 0 telle que
ImA\) >c, Im(y)<-—c p.p. sur .

Nous sommes alors en mesure de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.12 Soient f € Hg;y.(T)* et (\,y) € (L=(T))? tels que I’hypothése 2.5.11 est satis-
faite. Alors le probléme (2.8) admet une unique solution (E°, H®) € Hyot(2r) X VH R et il existe
une constante C > 0 indépendante de f telle que

1B | Eror () + Ve i < ClLF | s ()=
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Preuve. Tout d’abord, I'unicité s’obtient a ’aide du lemme 2.2.5. Pour ’existence, introduisons la
formulation variationnelle associée a (2.8) qui s’écrit : trouver u € Vi g tel que pour tout v € Vi g
on ait

/ rot(u) - rot(v) — K2u- v dz + ik / (ydivr (ug)dive(ve) — Aug - vy) ds
Qn r

— ik SR(a%xu)-vds:—ik:/f-vds.
dBr r

Introduisons les espaces

HY (Qp) = {p € H'(Qp) et / pds = o}
OBR
et
u € Vg g tels que k*u - VEdx+
Qr
Xp = .
ik Sr(Z xu)-Vop,&ds = 0 pour tout £ € HY(Qg)
OBRr

Pour montrer le résultat il suffit alors d’utiliser les techniques présentées dans le chapitre 10 de
[75], nous donnons rapidement les raisons qui font que ces techniques s’appliquent. Tout d’abord,

si G : H,/? (0BR) — H\/? (OBR) est Popérateur de Calderén Electrique-a-Magnétique sur

diva B R diva B

la sphére de rayon R (il est noté G, dans [75]), on a d’apres les formules (9.71) et (9.80) de [75] que
Gr = —Skg.

Ainsi on montre que Vg g se décompose comme la somme directe de Xg et VH L(QR) et I'espace
Xp s’injecte de maniére compacte dans (L?(2))3. La suite de la preuve suit les lignes de celle du
théoréme 10.8 de [75] car selon les hypotheses de signe 2.3.11 il existe C' > 0 telle que

[ trot(w)f + uf da+ ik [ (ofdive (ar)? = Nurf?) ds| = Cllulli o
R

pour tout u € Vg g. [}

Remarque 2.3.13 Si A =0 sur I', on travaille avec
Vi.r := {v € Hyot(QR) tels que divp(vr) € L*(T)}

et en suivant la méme procédure que ci-dessus on montre que (2.7) admet une unique solution pour
f e V(I')* pour V(I') :={v € Fl/Q(F) tels que divp(v) € L*(T')} dés que v satisfaite I’hypothése

rotr
2.8.11. En revanche, le cas A < 0 reste ouvert.

2.4 Le champ lointain

Comme dans le cas scalaire, si (E®, H®) satisfait les équations de Maxwell (2.1) & I’extérieur d’un
domaine borné et Lipschitzien et si (E°, H®) satisfait la condition de radiation de Silver-Miiller
(2.2), alors

E’(z) = ¢ (Eoo(a?) +0 (1>> r — +00

r

H’(z) = el:T (HOO(QA:)—FO(:“)) r — +00
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uniformément pour toutes les directions d’observation & = x/|z| € S? (voir [38] par exemple). Pour
tout domaine borné O de classe Lipschitzienne et de normale extérieure v qui contient I'obstacle
Q, d’apres [75, chapitre 9], on a les représentations intégrales suivantes

E®(&)=—2x | {v(y) x E*(y) + [v(y) x H*(y)] x &} eV ds(y),

= x| {rly) x H(y) = [v(y) x B*(y)] x &} eV ds(y).
U o0

2.5 Formules de calcul vectoriel

Soit 2 un domaine borné de frontiére I' de normale extérieure v et u, v et w trois fonctions a
valeur vectorielle. Nous rappelons ici quelques identité vectorielles utiles :

ux (vxw)=(a-w)v—(u-v)w,
(uxv)xw=(u-w)v—(v:-w)u,

u-(vxw)=(uxv)-w=(wxu)

et nous avons les relations suivantes pour les opérateurs de dérivation surfacique :

v -rotv = —divp(v X v) = rotpvry,
rotpv = —divp(v X v),
divpv = rotp(v x v),

rotrp = —v X Vpp,

pour p une fonction définie sur le bord I'.
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E modele que nous étudions en premier est celui décrit en section 1.2.1. Pour (\,n) €
(L*°(T"))? on considére 'opérateur

Z :=divr(nVr) + - .

Le probleme inverse associé auquel nous nous intéressons consiste a retrouver les coefficients (A, n)
ainsi que la géométrie de 'objet diffractant a partir du champ lointain produit par une ou plusieurs
ondes incidentes. Nous rappelons que ce type d’opérateur intervient dans la modélisation d’une
couche mince (voir § 1.1.2), dans ce cas, on a A = k?ud et n = ¢~16 ou § désigne 1’épaisseur de la
couche et € et p désignent les constantes du milieu.

41
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Avant de vouloir résoudre numériquement ce probléme, il est nécessaire d’avoir une bonne com-
préhension théorique du probleme inverse. Une des questions essentielles est la question de 'unicité.
Les données dont on dispose permettent-elles de déterminer de maniére unique les inconnues que
I’on souhaite retrouver ? Dans le cas d’une condition d’impédance classique, qui correspond a n = 0,
le probleme a déja longuement été étudié et le lecteur trouvera des résultats d’unicité a partir de
la donnée du champ lointain pour une onde incidente dans [37] puis pour une infinité d’ondes inci-
dentes dans [67] par exemple. Un premier travail a déja été réalisé dans [14] pour 1 # 0, nous allons
le compléter dans plusieurs directions. Tout d’abord nous étendons leurs résultats d’unicité pour
la reconstruction des impédances au cas ou 7 est une fonction constante par morceaux et que 'on
dispose du champ lointain pour une seule direction d’incidence. De plus, nous montrons que 'on
peut déterminer la forme de 'objet diffractant et les fonctions d’impédance lorsque ’on connait le
champ lointain généré par toutes les directions d’incidence. En complément de cette étude d’unicité
nous effectuons une analyse de stabilité pour la reconstruction des fonctions d’impédance dans le
cas ou l’'on connait la géométrie de 'obstacle. Cette question a elle aussi été largement traitée dans
la littérature lorsque n = 0 pour I’équation de Helmholtz dans [68, 87] et pour I’équation de Laplace
dans [2, 3, 30, 56, 88]. Encore une fois, I’extension a la stabilité pour le coefficient n a été abordée
dans [14] mais les résultats de stabilité obtenus sont locaux. Nous montrons que 1’on peut obtenir
un résultat de stabilité Lipschitzienne globale lorsque la fonction 7 est constante par morceaux.

Enfin, nous menons une étude de stabilité de la reconstruction des fonctions d’impédance sur
une géomeétrie approchée. Ce dernier point n’a semble-t-il jamais été abordé dans la littérature,
néanmoins il est important de répondre a cette question car dans de nombreuses situations on
n’a qu’'une connaissance approximative de la géométrie de 'objet diffractant comme par exemple
lorsqu’on I’a reconstruite a l'aide d’'une méthode numérique.

Ce chapitre se divise en cinq sections. Dans une premiéere section nous donnons plus de détails
théoriques a propos des différentes questions qui nous intéresserons tout au long du chapitre, dans
une deuxieme section nous traitons les questions d’unicité avec la donnée du champ lointain pour
une seule onde incidente, les troisiemes et quatriéme sections portent sur les questions de stabilité
dans le cas d’un obstacle exact puis perturbé. Dans la cinquiéme section nous donnons un résultat
d’unicité dans le cas ou on dispose de la donnée du champ lointain pour toutes les ondes incidentes.

3.1 Un probléme inverse mal posé

Nous utilisons ici les mémes notations que dans le § 1.2.1. Rappelons néanmoins que 2 désigne
un ouvert borné et simplement connexe de R? pour d = 2 ou 3 de normale extérieure v et de
frontiere I' de classe C'. Nous prendrons (), 1) € (L>(T))? tels que I'hypothese

Hypothése 3.1.1 (A, ) € (L=(T))? sont tels que
Im(A) >0, Zm(n) <0 p.p. sur I’

et il existe ¢ > 0 tel que
Re(n) > ¢ p.p. sur T’

soit satisfaite afin d’assurer ’existence et 'unicité de la solution du probléme : trouver u tel que

Au + k*u = 0 dans Qe := R3\ Q,

((?)u + divr(nVru) + Au =0 sur T,
P()‘an)r) uV: US + ui

lim |8, u® — iku®|* ds = 0.
R—00 J|z|=R

Nous rappelons que d’apres le § 1.2.1, ce probleme admet une unique solution dans Hp p := {v €
HY(Qg); vr € H'(T')} dés que X et 7 satisfont 'hypotheése 3.1.1. Nous notons Qg := Bg \ € ot
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Bpg est une boule de rayon R telle que 2 C Bg. Pour une onde incidente plane u(x, é) L
direction d’incidence 6 dans la sphére unité de R?, notée S41, on défini I'application continue et
non linéaire
T: (A\n,T) = u™(,0)

ot u®(-,0) € L2(S% 1) est le champ lointain (voir § 1.2.3) associé au champ diffracté u® solution
du probleme P(\,n,T) pour u® = 0,

Le probleme inverse consiste alors & retrouver des parametres A, n et si possible la géométrie I'
a partir de la donnée de un ou plusieurs champs lointains correspondant & une ou plusieurs ondes
incidentes. Ce probléme est un probléme mal posé dans le sens ol en général on a

— non unicité,

— non surjectivité,

— non continuité de I'inverse.

Premiérement nous verrons au § 3.2.3 que de maniére générale il est impossible de déterminer
A et n a partir de la donnée d’un seul champ lointain. Néanmoins, avec des hypotheéses a priori
supplémentaires sur A et n et en supposant que la géométrie est connue on peut restaurer I'unicité.
Deuxiémement, T ne peut pas étre surjectif car le champ lointain est une fonction analytique (voir
[38]), ceci signifie qu’il existe des données qui ne correspondent a aucun parameétre, c’est en particu-
lier le cas lorsque les données sont bruitées. Troisiemement, comme le montre I'introduction de [65]
on a un défaut de continuité de I'application qui au champ lointain associe le champ diffracté. Plus
précisément, si u$® et us° sont deux champs lointains, d’apres le lemme de Rellich ils déterminent
de maniere unique deux champs proches uf et u5 mais il n’existe pas de constante C' indépendante
de uj et uj telle que

g — gl < Cllug® — | aqsir.

Retrouver le champ proche a partir du champ lointain est déja un probléme tres instable et en
général il en sera de méme pour I'inversion de 7.

3.2 Unicité pour une seule onde incidente

Nous regroupons ici un résultat d’unicité bien connu pour 'impédance classique A (que 'on
trouvera dans [37] par exemple) ainsi qu'un résultat d’unicité pour une fonction 7 lorsqu’elle est
constante par morceaux. Enfin nous verrons que 1’on perd 'unicité lors de la recherche simultanée
de X et n.

3.2.1 Unicité pour A

Lorsque le coefficient A\ est supposé étre une fonction continue par morceaux, on peut le déter-
miner de maniere unique a partir de la donnée du champ lointain produit par la diffraction d’une
seule onde plane. Soient (I';);=1, .1 I ouverts de I' dont les bords OI'; sont de mesure nulle et tels
que U!_;T; = T et pour tout i # j on a I'; NT; = (). Définissons Cr(I") I'espace des fonctions
u € L®(T) telles que u|r, est continue sur I'; pour tout i = 1,...,I. Nous avons alors le résultat
d’unicité suivant.

Proposition 3.2.1 Soient A\ et Ay deuz fonctions de Cr(I') et n € L*(T") tels que l’hypothése
3.1.1 est satisfaite pour les couples (A1,1) et (A2, n). Soient ul, := T(A1,n,T) et us® := T(Aa,n,T),
i u$® (%) = use(2) pour tout & € ST alors A1 = M.

Preuve. Soient A\; et Ao tels que les hypotheses de la proposition soient satisfaites, on a
W (#) = uF(2). (3.1)

Soient w; € Hr g I'unique solution de P(A1,n,T") et us € Hr g 'unique solution de P(A2,n,T") pour

une onde incidente plane u'(z) = ek0w de direction d’incidence . D’apreés (3.1) et en utilisant le
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Qext

FiGURE 3.1 — Illustration de ’hypothese géométrique de la proposition 3.2.2.

lemme de Rellich et le principe de prolongement unique (voir [38]), on a que u; = uy dans Qex.
Notons u cette fonction, elle satisfait la méme condition au bord que u; et us, donc pour ¢ = 1,2

0
a—:j + divp(nVru) + \ju = 0 sur T.

On en déduit que
(M —X)u=0surI. (3.2)

Supposons qu'il existe zg € T' tel que z¢p € I'; pour un i donné, et tel que A\i(xg) # A2(xg). Les

fonctions Ay et Ao sont continues sur I'; donc d’apres I'égalité (3.2), il existe un ouvert I' T tel
que u = 0 sur I'. D’apres la condition au bord satisfaite par v et comme Vru = 0 sur I', on obtient

ou_
ov

Le principe de prolongement unique s’applique maintenant a u dans Qe et donc v = 0 dans Qext-

u=0 et 0 surl.

Le champ diffracté u® := u — u’ est alors nécessairement égal au champ incident — k0T mais il doit
aussi satisfaire la condition de radiation ce qui est impossible. Donc on a Aj(z) = A\a(z) presque
partout sur I'. [

Passons maintenant & la question suivante qui est la question d’unicité pour n avec A connu.

3.2.2 Unicité pour 7

Nous désignons toujours par (I‘i)izl,,_.7 7 un recouvrement de I' par I ouverts. Notons P; I'en-
semble des fonctions constantes par morceaux sur la partition (I';);=1, .. 1, pour tout f € Py il existe
I constantes complexes (fi)i=1....1 telles que

I
f(x) =>_ fixr,(x) pour tout = € I.
i=1

Pour i =1,---,1, la fonction xr, désigne la fonction indicatrice de I';.

Proposition 3.2.2 Soient A\, n1 et no des éléments de Py tels que U’hypothése 3.1.1 est satisfaite
pour les couples (A,m) et (A, nm2). Supposons de plus que les champs lointains u3® = T'(\,n1,T") et
us® = T'(\,n%,T') sont tels que

u®(2) =us®(2)  Vie st

Si pour tout i = 1,..., 1, il existe T; € T'; et p; > 0 tels que [,=T;N B(Z;, p;) est :
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— pour d = 2 un segment ou une portion de cercle,
— pour d = 3 une portion de plan, une portion de cylindre ou une portion de sphere,
et les ensembles {x + yv(x), x € I';, v > 0} sont inclus dans Qext, alors

m =n2.

Preuve. De la méme maniere que dans la preuve de I'unicité pour A, comme u{° = u5°, le lemme
de Rellich et le principe de prolongement unique impliquent que les champs totaux associés u; et
ug associés a ug® et u3® coincident jusque sur la frontiere I' de I'obstacle. La fonction u := u; = ua
satisfait

%}
a—: +divp(n;Vru) + Au =0 sur T’

pour j = 1,2. De plus 71 et 1y sont constantes par morceaux et donc sur fl pouri=1,...,I ona

(M, —m2,i)Aru =0

ou n1; et mo; pour ¢ = 1,...,I désignent les constantes définissant 7; et 772 respectivement. Fixons
un ¢ et montrons que l'on a nécessairement 7;; = n2,;. Dans la suite nous ne mentionnons plus
I'indice 7 dans les notations pour plus de clarté.
Raisonnons par I'absurde et supposons que 71 # 12. Alors
Aru=0 et % =—-Xu surl.
v
Supposons que nous sommes en dimension 3 et que [ est une portion de plan telle que @ =
{x+yv, z e T,y > 0} est inclus dans Qeyt. Les autres cas se traitent de la méme maniére et donc
nous ne les abordons pas ici, nous renvoyons le lecteur intéressé a [14]. Comme I' = I' N B(Z, 1)
est une portion de plan il existe un systéme de coordonnées cartésiennes X (1, x2,23) tel que

X(0,0,0) = 7 et
G = (X(or,zas02)s /ST 523 < s 20 > 0,

f‘ = {X(x17x27x3), \/m < /.,L, :C3 = O}

Notons u la fonction définie sur @) par
u(z1, 22, 73) = u(X (21, 22, 0))c(23),

ou c est définie de maniére unique comme étant la solution de

d*c de
TC | 2= -1, X 0)=—
s e =0, 0= 1 Z20) = -2
Or,
Au(z1, 9, x3) =c(23) 8724-872 u(X (z1,22,0)) + u(X (21, 0))ﬁ(x)
1,42,43) — 3 821'1 82.%'2 1,42, 1,42, d2x3 3

=c(x3)Aru(X(z1,z2,0)) — k2c(;v3)u(X(:E1, x2,0))

- - k2ﬂ(x1, X2, 553)

car Apu = 0 sur L. Ainsi, u et @ sont solutions de ’équation de Helmholtz dans Q et satisfont @ = u
et % = % sur I". Alors par le principe de prolongement unique on en déduit que

u = u dans @
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D’un autre c6té, on peut calculer ¢ de maniére explicite et

— 1 é tkz3 1 _ i —ikxzs3
c(xg)—2<1+zk)e +2<1 zk>e . (3.3)

En fait on a une troisitme condition sur ¢. Comme u = u® + u’ est solution du probleme
de diffraction, u® satisfait la condition de radiation de Sommerfeld et donc u®(x) — 0 lorsque
|z| — +o00. Ainsi

u(X (w1, 9, 3)) ~ = MOEHO0T0T) gy oo,

ou (61, 02,03) désignent les coordonnées de 6 dans la base (r1,22,23). En prenant z1 = 29 = 0 on
obtient ‘
u(X(0,0,x3)) ~ 033 ey 4o,

et comme v = u dans @,
c(zz) ~ Cek03%3 gy 5 400

ce qui donne une troisieme « condition au bord » pour la fonction c. D’apres ’expression de ¢ donnée
en (3.3) on en déduit que nécessairement
A

03 =1 t 1—i>=0
3 (§] ’Lk

et donc Zm(A) = —ik < 0 ce qui n’est pas possible car A doit satisfaire I’hypothese 3.1.1. ]

3.2.3 Non unicité pour le probleme a deux coefficients

Nous venons de démontrer deux résultats d’unicité, 'un lorsque 1 est supposé connu, l'autre
lorsque A est supposé connu. Mais que se passe-t-il si on cherche & déterminer les deux coefficients
simultanément 7 C’est impossible, une onde incidente ne suffit pas a déterminer une constante
complexe 1 et une fonction & valeur complexe A. En effet, il est possible de construire un contre
exemple, nous reproduisons ici celui présenté dans [14].

Plagons-nous en dimension 2, € désigne le disque unité, prenons A = ¢, n = 0 et pour direction
d’incidence prenons 6 = (1,0). 11 est alors possible de calculer de maniére analytique la solution
du probléme P(i,0,T"), cette solution s’écrit sur le cercle unité en coordonnées polaires

9 n _ind

uo(1,0) = ;%:Z (HLY(1) +iHL(1)

ot H} désigne la fonction de Hankel cylindrique de premiére espéce et d’ordre n. Nous affichons sur
la figure 3.2 le module de ug en fonction de 6, ug ne s’annule donc pas sur I'. Posons o = Arpug/uy,
c’est une fonction de C°°(T") et donc elle est aussi dans L°°(T"). Soient 17 # 12 deux constantes
complexes telles que

[mi| max|a] <1, Re(mi) > 0, Zm(n;) <0 pour i =1,2.

Définissons alors deux fonctions de C*°(T")
Aii=1—an; pour i =1,2.

Ainsi
Im(N) =1—TIm(an;) >1— |n max |a| >0 pour i =1,2

et donc les deux couples (A1, 71) et (A2, 72) satisfont 'hypothese 3.1.1. D’un autre coté

ou , .
87110 + niArug + Nug = (=i + an; + A\j)ug = 0 pour i = 1,2
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0.2

0.1

0 pi‘/3 2p‘i/3 ;;i 4p‘i/3 5;;i/3
FIGURE 3.2 — Module de la solution de P(7,0,T").

donc ug est solution de P(A1,n1,T") et P(Aa,m2, ). Notons ul® le champ lointain associé a wuy,
alors ug® = T'(A1,m1,I') = T'(A2,m2,T") et donc un méme champ lointain correspond a deux couples
d’impédance différents.

Néanmoins, dans [14] on trouve des exemples de configurations pour lesquelles on a unicité. Par
exemple, si \ est une fonction réelle, k2 n’est pas une valeur propre de Dirichlet pour —A dans Q
et si n est une constante a partie réelle nulle, alors une seule onde incidente détermine de manieére
unique A et 7.

3.3 Reésultat de stabilité globale a obstacle connu

Afin d’aller un peu plus loin dans la compréhension du probléme inverse, nous nous intéressons
ici & des questions de stabilité de la reconstruction des impédances lorsque I’on connait la géométrie
de l'objet diffractant. En d’autres termes, a-t-on une sorte de continuité de 'inversion ? Comme
nous 'avons déja évoqué dans la premiere section, le probleme est mal posé au sens de Hadamard.
Néanmoins, nous montrons dans cette section que I'on peut trouver des sous-ensembles compacts
K de (L>=(I"))? tels qu'il existe une constante C telle que pour tous les couples (A1,71) et (A2, 72)
de K on a

A1 = Aal[zosy + [Im — mellpeory < Cr T (A1, T) — T'(A2,m2, )| 2 (ga-1y.

En fait nous n’obtiendrons ce résultat que dans le cas ou I'un des deux coeflicients est connu,
c’est-a-dire lorsque A1 = A9 ou bien 171 = 2. Nous obtenons cette relation en nous appuyant princi-
palement sur des inégalités de quantification du prolongement unique obtenues a 'aide d’inégalités
de Carleman que nous rappelons dans la section suivante. Nous nous appuyons aussi sur une refor-
mulation du probléme de stabilité proposée par Sincich dans [88]. Nous apportons tout de méme
quelques nouveautés a [88], nous montrons un résultat de stabilité pour une classe plus large de
coefficients d’impédance classique mais surtout, nous utilisons une méthode un peu différente pour
obtenir la stabilité et ceci nous permettra d’étendre le résultat de stabilité au coefficient d’impédance
généralisée 7 lorsqu’il est constant par morceaux.

3.3.1 Quantification du prolongement unique

Nous rappelons dans cette section quelques résultats démontrés dans [11] (voir aussi [80]) ainsi
qu’'un résultat permettant d’estimer le champ proche a l’aide du champ lointain. Ces résultats
permettent de quantifier la maniére dont la petitesse d’'une fonction se propage a travers le domaine,
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c’est pour cela que nous parlons de quantifications du prolongement unique. Rappelons que le
principe de prolongement unique implique que si une fonction u est nulle sur un ouvert w et si u
satisfait ’équation de Helmholtz dans un domaine O incluant w alors w est nulle partout dans O.
Dans cette section O désigne un ouvert borné connexe de R? de frontiere 00 de classe C2.

Proposition 3.3.1 Soient wy et wy deux ouverts tels que wy, w1 € O. Il existe s,c,eq > 0 tels que
pour tout € €0, o[ et pour tout u € H*(O) solution de Au+ k*u =0 dans O on a

C
lull oy = Zllllm o) + € lullm o)

Pour comprendre un peu mieux pourquoi on parle de quantification du prolongement unique, nous
faisons référence au lemme 2.3 de [11] et si u satisfait 1'inégalité ci-dessus alors il existe C' > 0 telle
que

s

sy < Cllul T Il i

et C ne dépend que de €g, s et c. Ainsi, si u est bornée dans H'(£2), et si u est petite dans H'(wp)
alors u est aussi petite dans H!(w;). On notera que dans l'intérieur du domaine O on a une inégalité
de type Holder, mais on ne peut rien dire lorsque wy « touche » le bord de O. C’est le but de la
proposition suivante.

Proposition 3.3.2 Soit zo € 00, il existe ro > 0 et wy € O tels que pour tout k €0, 1], il existe
c,e0 > 0 tels que pour tout € €]0, o[ et pour tout u € H2(O) solution de Au+k*u =0 dans O on a

[ull 5 (0nB o)) < €/EIullmiw) + €% llull m2(0)-

F1GURE 3.3 — Notations pour les propositions 3.3.1 et 3.3.2.

Encore une fois ce résultat permet de propager la petitesse de u de wy vers O N B(xg, ) mais
cette fois la propagation est de type logarithmique comme en témoigne le lemme suivant.

Lemme 3.3.3 Soient k €]0,1] et A, 0 et B trois réels strictement positifs. S’il existe ¢, €9 > 0 tels
que pour tout e €0, o]
A<e5+ "B (3.4)

alors il existe By,C > 0 tels que si B/d > By alors

B
A= OB

ou C ne dépend que de ¢, K et gg.
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Preuve. Posons f(g) := ¢“/%5 4 "B pour € > 0. La fonction f est convexe, tend vers 400 en 0 et
en +00. Notons ey, > 0 son unique minimiseur sur U'intervalle ]0, 4o00[. Il est solution de

o) = 5 (3:5)

N e/
ou g(e) == %

Si €9 > €min, alors (3.4) prise en € = ey, devient

. KEmi

A< eloming 4 on B (1 + mm) e B < (e B (3.6)
c

pour C' = (1 + #0). Revenons & la définition de e, donnée par (3.5), si B/d est suffisamment

grand, alors e, est suffisamment petit pour avoir I'existence de ¢’ > ¢ telle que

B Ve
o = g(gmin) <ef /Emm-
0
Ainsi, en inversant cette relation on a ey, < ¢/In(B/d) et (3.6) donne le résultat du lemme.
Si au contraire £yg < emin alors comme [ est décroissante sur |0, emin[, f'(g0) < 0 et donc
B< Lec/ €04

I%SH

et comme

A< f(eo) < €505 + 5B

on en déduit que pour C' = e/=0 <1 =+ L) on a

KEQ

B B
A< OO < Cprs < Clm s

pour B/d suffisamment grand. |

Ainsi si u satisfait la proposition 3.3.2, alors il existe By > 0 tel que si [[ul|g2(0y/||ull g1(w;) > Bo
alors

HUHH2(0)
(In(llull g2 o)/ el oy )™
pour une constante C' > 0 indépendante de u. La petitesse de u a l'intérieur de O se propage de
manieére logarithmique et non plus Hélder au bord 00.

Nous terminons cette section par des résultats de quantification du passage du champ lointain
au champ proche. Notons Ogyt := R \ O et O := Oyt N Br ol R est tel que O C Bp. Le premier
lemme est di a Isakov (voir lemme 6.1.2 de [58] et aussi [19] pour un résultat plus précis) et il
permet de borner loin de O toute solution sortante de I’équation de Helmholtz dans Ogyt par son
champ lointain.

lull 1 (0N B(zo,r0)) <

Lemme 3.3.4 Soit v € L?*(O.y) telle que

Av + k*v =0 dans Oy,
lim / 10,v — ikv|* = 0,
|z|=R

R—o0

notons v>=° son champ lointain. Supposons que

B = |[v*p2(ga-1) <1
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et que pour tout R suffisamment grand il existe C1 > 0 telle que
V]| Lo (0r) < Ch
alors il eziste R >0 et C > 0 indépendants de v (mais dépendant de Cy) tels que

o] .\ < Cﬁg(ﬁ)
L (Bgml\BgE)

avec

1
9(8) = 1+ In(—In(B) +e)

Remarque 3.3.5 Nous avons dit dans l’introduction de ce chapitre que le passage du champ loin-
tain au champ proche n’est pas une application avec une continuité Lipschitzienne, en revanche
linégalité (3.11) implique que l'on a une continuité quasiment Hoélderienne, en effet

1

9(B) =, In(In(1/B))

En fait, on peut borner prés du bord 9O toute solution sortante de 1’équation de Helmholtz dans
Oext par son champ lointain.

Lemme 3.3.6 Soit v € L*(O.y) une solution de (3.7), supposons pour tout R > 0 il existe C1 > 0
tel que

[vl[z205) < C1- (3.8)

Alors, il existe 0 < B < 1 telle que si

B = v p2(sa-1) < B

alors pour tout x € 90 il existe r > 0, Cy > 0 et 0 < k < 1 indépendants de v (mais dépendants de

C4) tels que
Co

<
[l (0 rnB(2r)) < (In(Cq/ (B9B)))"™

ot la fonction g est donnée dans le lemme 3.3.4.

Preuve. La preuve fonctionne en deux temps, dans un premier temps nous faisons le lien entre
vl 71 (0 rNB(@,r) et v loin de obstacle O, puis nous passons au champ lointain a I'aide du lemme
3.3.4. D’apres la proposition 3.3.2 il existe un ouvert wy € Og, & €]0, 1] et ¢ > 0 tels que pour € > 0
petit

c/eHv

V]| 5 (0pnBar) < € i ) + €7 1] E2(05)-

Prenons R suffisamment grand tel que 3R+1 < R ou R vient du lemme 3.3.4. Alors en appliquant
la proposition 3.3.1 & v avec wy = B(xg,1/4) pour xg € ({)Bgﬁﬂ/z, il existe ¢, s > 0 tels que pour
tout € > 0 petit,

c S
Il @) < ZlollE1 o) + €7 V]l (0R)-
€
Ainsi il existe k €]0, 1] et ¢ > 0 tels que pour € petit,
ol it 0pnBary) < €710 a ) + % 10l a2 (0 -

Alors d’apres (3.8) il existe deux constantes C, ¢ > 0 telles que pour € > 0 petit,

V]| i1 (0pnBer) < €/El0|lE () + Ce™ (3.9)
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Comme z( € 0B on a B(z,3/8) C B,z \ B,x et on obtient la suite d’'inégalités suivante

3R+1/2’ 3R+1

10111 (Bo.1/4)) = CllvllL2(B(ao.3/8) = Cllvll (B (3.10)

i PR
ol la premiére inégalité s’obtient en prenant v = x?v dans la formulation variationnelle associée
a (3.7) dans le domaine Op ou x € C3°(B(zo,3/8)) et x = 1 dans B(xo,1/4). Comme on a (3.8)
et H?(QR) s’injecte contintiment dans L>(Q2g), on peut appliquer le lemme 3.3.4 & v et il existe
C > 0 indépendant de v mais dépendant de C; tel que si

B = 0% pa(si-y < 1

alors
HvHLQ(B 7) < cpr) (3.11)

SEH\ 3R
et g() est donnée dans I’énoncé du lemme 3.3.4. En combinant cette derniére inégalité avec (3.10)
puis (3.9) on obtient pour & petit,
V]| 1 (OpnB ) < C(e/589P) + &)
et les constantes ¢, C' > 0 ne dépendent pas de v. Alors le lemme 3.3.3 s’applique et il existe
Cy, By > 0 tels que pour 393 < By,

Cs
< )
ol ©pnB@s) < (In(Ca/ (B9

(3.12)

Mais 8 — (9 est une fonction croissante sur 10, 1[ qui tend vers 0 lorsque 5 — 0 et donc il existe
0 < 81 < 1 telle que (3.12) est satisfaite des que 5 < ;. [

3.3.2 Régularité et borne uniforme sur la solution du probléme direct

Afin d’obtenir un résultat de stabilité uniforme sur les impédances, il nous faut en premier lieu
borner la solution de P(A,n,I') uniformément par rapport a A et 7, c’est le but de cette section.
Nous souhaitons appliquer le lemme 3.3.6 et donc nous avons aussi besoin de plus de régularité
que la simple régularité H' obtenue en utilisant une formulation variationnelle. Désignons par K
un sous-ensemble compact de (L>°(T'))? tel qu’il existe une constante cx > 0 telle que pour tout
(A\,m) € K 'hypothese 3.1.1 soit satisfaite avec une constante ¢ = c.

Soit Sk : H/?(T') — H~Y/2(I") l'opérateur de Dirichlet-a-Neuman extérieur & la sphére de rayon
R, R peut changer dans la suite mais sera toujours tel que 2 C Bpr. Alors le probleme P (A, n,T") se
formule de maniére équivalente en domaine borné : trouver u = u® + u* € Hr g telle que

Au + k*u = 0 dans Qp,

g:j + divp(nVru) + Au =0 sur T,
a—z — Sgr(u) = f sur 0Bg.

pour

fimo (‘y - SR(ui)) .

Nous rappelons aussi les opérateurs variationnels associés a ce probleme. On défini A, : Hr p —
Hr g et la forme bilinéaire a par

(Axnu, V) Hp 5 = a(u,v) = / (Vu - VT — E*ut)dx + / (nVru - Vo — Auv)ds — (Sru,v), (3.13)
’ Qn r

D’apres le théoréme 1.2.2, 'opérateur A, est inversible et on est en mesure d’avoir une borne sur
son inverse qui est uniforme en A et 7.



52 Chapitre 3. Résultats d’unicité et de stabilité pour le probléme scalaire

Proposition 3.3.7 Il existe une constante Cx > 0 telle que pour tout (A\,n) € K
-1
A < Cx
ot ||| - ||| désigne une norme d’opérateur.
Preuve. Considérons 'application
A ()\,T]) e K+— A;}] S E(HF,R7HF,R)

ou L(Hr g, Hr r) désigne I'ensemble des applications linéaires et continues de Hp r dans Hr g.
Prouvons que A est continue. Si tel est le cas, comme K est compact I'application

(A, m) € K — [[|A, Il

atteint ses bornes et on obtient le résultat annoncé.
Soient (A, n) € K et (h,1) € (L>(T))? tels que (A+h,n+1) € K. Pour tout F' € Hr g définissons
u et up; dans Hr g par
Axgu=F, Axinpriung = F.

On a
—1 -1 —1
HA/\—i-h,n—&—lF - A)\mFHHF,R = Huh,l - uHHF,R = HAA-&-h,n-i-l(AAJI - A>\+h,77+l)uHHF,R (3'14)
mais Ay , dépend contintiment de (X, 7)

14y = Axsrgalll =0 (3.15)

et d’apres un résultat bien connu sur les séries de Neumann (voir [64, chapitre 10] par exemple), il
existe une constante C'(\,n) qui dépend de \ et n telle que pour tout (h,!) suffisamment petit

A5 Il < OO ). (3.16)
Les inégalités (3.15) et (3.16) avec (3.14) impliquent que
. -1 =1 —
(hl,}])[go H|A)\+h,17+l - AA,,,IH =0
et donc A est continue sur le compact K ce qui permet de conclure. [

On en déduit directement le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.8 Il existe une constante Cx > 0 telle que pour tout (\,n) € K la solution u du

probléeme P(X\, n,T) pour une onde incidente plane u'(x) = eikd- satisfait

[l < Ck-

Passons maintenant au résultat de régularité, pour l'obtenir nous aurons besoin se plus de
régularité sur la frontiére I', supposons-la de classe C3. Soit (I'4)i=1,...,r un recouvrement de I' (voir
la description donnée au § 3.2.1). Nous notons toujours C(I") ensemble des fonctions continues
par morceaux sur cette partition et pour p > 0 introduisons C7(I") I'ensemble des fonctions u de
L°°(T) dont la restriction a T'; est dans CP(T;) pour i = 1,...,I. Notons §T" ensemble des points
de T' contenus dans deux ensembles T'; et FT simultanément pour i,7 = 1,..,1 et ¢ # j. Pour tout
réel p > 0 suffisamment petit, nous notons Z% un sous ensemble de Q de frontiere J=%, de classe
C3 tel que

z € 2f = d(z,0T) > p,

N ;. . . 2 =0 s
ou d désigne la fonction distance, et tel que (2 Rp - :% ou
O = {z € Qp tels que d(z,T) > 2p}.

En fait on enléve du domaine les points ou les fonctions d’impédance sont irrégulieres.
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FIGURE 3.4 — Domaine sans les points de transition contenus dans 6T

Lemme 3.3.9 Soit K| un sous ensemble compact de C3(T') x C3(T) et cx, > 0 une constante ne
dépendant que de K tels que si (\,n) € Ky, Uhypothése 3.1.1 est satisfaite pour ¢ = ck,. Alors il
existe une constante Cg, (dépendant de p et R) telle que pour tout (X\,n) € Kr la solution v de
Av + k%0 =0 dans Qext,
0
a—z + divp(nVrv) + Av = f sur T, (3.17)
. . 2 N
Rh_r)réo Jiwj=r 10rv — ikv|"ds = 0

pour f € H-Y(T) N HY2(9=25, NT) satisfait

lollzazsy < Crey (I lli-10y + 1 Fll 12 0me0m ) -

Preuve. Comme Av = —k%v dans Qp on a d’aprés un théoréme de trace pour les fonctions de
{ve H'(Qr), Av e L*(Qr)}
ov
— <C . 3.18
’81/ H-1/2(1) HUHHF’R ( )

Considérons maintenant la régularité de v € H'(I') solution de

divp(nVrv) + Ao = f  sur 92, NT (3.19)

pour f € H~'2(9=%, NT). D’apreés le § 1.1.1, il existe une paramétrisation locale de =/, N T par
une fonction Xr(&1,...,&4_1) de classe C2. Alors d’apreés le § 2.5.6 de [78] 'opérateur de dérivation
surfacique présent dans (3.19) s’écrit localement sous la forme

1

divp(nVrv) = AT

oo v
(Z %WdetQQ”aG) ;
ij=1 5 J
ou g;j = (e;, ej) désigne le tenseur métrique, g% désigne les coefficients de son inverse et les vecteurs
e; sont donnés par e; := 90X /9. On se rameéne ainsi & un probléme de régularité pour un opérateur
elliptique sous forme divergence dans R¢1.

On applique les résultats de régularité du chapitre 8 de [45] avec a” = ny/detgg? et ¢ = .
Comme le second membre de I'équation (3.19) est localement dans H~'/2 T est de classe C? (ce
qui signifie que les a¥/ sont dans C! car 7 est de classe C? sur 0= NT) et A est localement C' alors
v est localement dans H>/2,

Revenons a notre probléme de régularité, la solution v de 3.17 satisfait (3.19) avec f=f—0dv /Ov
et en utilisant (3.18) on obtient

10l 37202 oy < Crey (0l e+ 1 517202 o))
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ou dans cette inégalité et dans ce qui suit C'x, > 0 désigne une constante indépendante de A et 7.
Un résultat de régularité pour le Laplacien avec conditions de Dirichlet donne

[0l rr2(=g) < Cry (I0llar g + 17 -12(022 )
R R

pour une autre constante C';, et une inégalité de trace implique que

En utilisant une nouvelle fois de la régularité pour le probléme surfacique (3.19) on obtient

@
ov

< Cry (I1oatr e + 1 =120 ) -
H'/2(024,MT)

[0ll zror2(0z2,0r) < Crp ([0l 7 + 1F | 51/2028,0r)
R R

car la frontiere T est de classe C3, n € C?(') et A € C}(I'). En utilisant & nouveau de la régularité
pour le Laplacien avec condition de Dirichlet on obtient

[l r3(=g,) < Ckp (I0llae g + 172 o=,0r)
R R

mais comme la norme de 'opérateur A;% est borné uniformément par rapport a A et n (voir
proposition 3.3.7) on aboutit au résultat annoncé. [

3.3.3 Stabilité pour A

Cette section peut étre vue comme une extension du résultat de stabilité Lipschitzien obtenu
dans [88] car on montre un résultat de stabilité Lipschitzienne globale pour A dans le cas ou la
fonction A vit dans un espace de dimension finie qui n’est pas nécessairement 1’espace des fonctions
constantes par morceaux. De plus la technique que nous employons est différente et nous permet-
tra d’établir un résultat de stabilité globale pour le coefficient 7. Soit (¢y,)p=1,.. n une famille de

) ) ‘N ‘A

¥1 ¥2 ¥1 ¥3

AN /
sl ANYA

f 1

I; I

(a) Fonctions P1 sur une maille (b) Fonctions P2 sur une maille

FI1Gure 3.5 — Hllustration de ’hypothese 3.3.10.

fonctions de C}(I') définies sur une partition (T;)!_; de I, linéairement indépendantes et & valeur
réelle. Supposons que cette famille de fonctions satisfait I’hypothese suivante.

Hypothése 3.3.10 Il existe Cy > 1 et ¢, > 0 telles que pour tout ng = 1,..., N, il existe un
ensemble non vide S,, C I' tel que

~ Spy NI =0 pouri=1,...,1,

= | (@)] > NCy |on ()| pour tout n # ng et x € Sy,

— |ng ()| > ¢, pour tout x € S,,.
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Par exemple, les fonctions de base P1 et P2 associées a une partition donnée de I' satisfont cette
hypothese. On représente sur la figure 3.5 les fonctions de bases P1 et P2 non nulles sur une maille
I'; particuliere, dans les deux cas on montre ce que peuvent étre les ensembles S,,.

Dans le théoréme qui suit on considere des fonctions d’impédance classique qui s’écrivent comme

N
AMz) = Z Ann(x) sur
n=1

ot les \,, sont des constantes complexes. Soit K un sous ensemble compact de vect{p1,...,pn} X
C%(I’) et cx, > 0 une constante ne dépendant que de Ky telle que si (\,n7) € Ky, 'hypothese
3.1.1 est satisfaite pour ¢ = ck, . D’apres le premier point de ’hypothese 3.3.10, il existe p > 0 tel
que S, C 92, pour tout n =1,...,N. Si (\,n) € Ky, on sait entre autre que la norme C? de n
sur chaque I'; est bornée par une constante ne dépendant que du compact Ky et les composantes
(An)n=1,...,n sont elles aussi bornées.

Théoréme 3.3.11 Si T est de classe C3, il existe une constante Cky telle que pour tous couples
()\1777) et (A277]) de KN

||)‘1 - )‘2”L°°(F) < CKNHT()‘17777P) - T()‘27777P)HL2(54_1)'

Preuve. Soient (A, 7) # (A\2,7) deux couples de K et notons u! et u? les solutions de P(A\!,n,T')

ik0-x

et P(\2,7n,T) respectivement avec u’ = e pour onde incidente. En suivant la méthode développée

dans [88], introduisons la fonction auxiliaire

u2—u1

"~ max, A2 — AL

qui est solution de
Av+ kv =0 dans Qext

()\1 _ )\2)u2

—————— sur [
max, |A2 — A\l o

g:j + divp(nVro) + Mo =

lim 8,0 — ikv|* ds = 0.
R—o00 |z|=R
Commengons par montrer un résultat de régularité sur v. Tout d’abord, il existe une constante
Ck, indépendante de AL, A2 et 1 telle que

1

- - <C 2
maxn|/\% _)\711‘ = KNHU‘ ”Hl(QR)

H()\l B )\Z)UQHHA(F)

et en utilisant le corollaire 3.3.8 il existe une autre constante Cx,, > 0 indépendante de AL A2 et

7 telle que
1

—_— Cky -
max, A2 — AL K

H()\l B )\Q)UQHHA(F) =

Dans ce qui suit, C, peut changer d’une ligne a I’autre mais dans tous les cas elle sera indépendante
de M, A2 et n. D’apres le lemme 3.3.9, la fonction u? est uniformément bornée dans H 3(5’;%), de
plus Al et A? sont dans C}(T") donc il existe C,, > 0 telle que

1

m!\(Al = N4l /292 0r) < Cry -

Ainsi, d’apres le lemme 3.3.9 il existe Cx, > 0 telle que

[0l s (zs) < Cry- (3.20)
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Pour n donné, prenons x,, € S,, et notons r,, > 0 le réel correspondant au ry de la proposition
3.3.2. Enfin nous notons w, = B(x,,,) et soit 7, un ouvert de I' tel que v, C S, Nwy. En
multipliant 1’équation satisfaite par v sur I par w2 et en intégrant sur 7, on a aprés utilisation de
I’inégalité de Cauchy Schwartz :

0 1
8—2 + divr(nVro) + M > I / 1A% — A[u?)?ds. (3.21)
Tn

12| 22

L2(yn) maxm|)\?n - )‘m

La suite de la preuve consiste a majorer le membre de gauche de cette inégalité par une fonction
croissante de la norme du champ lointain de v et de minorer le membre de droite par une constante
Cky-

(i)Majoration du membre de gauche de (3.21)

Définissons une fonction de troncature ¢, € C§°(wy,) telle que ¢, = 1 sur ,, on a

@
ov

8(¢nv)

H + divp(nVro) + Ao

< Cky U

+ vl 2(4,, ]
L2(ym) L2(yn) ()

SCKN[

+ H¢nv’H2(F)] :
12(r)

En utilisant une inégalité d’interpolation (voir [71]) puis le résultat de régularité (3.20) on obtient
pour une constante C' > 0 indépendante de A et 7,

(¢nv) (@n0) |2 ||0(dnv) |2 7/8 s
<
H v 2 * ool < © H HY/2(T) ‘ v lg-12(1) " ||¢nUHH5/2(F)’|¢nv||H1/2(F
1/8
< Crenllonvlls 0,
et finalement
H + divp(nVro) + Aw < CKNHUH}_;IS(EP )’ (3.22)
L2('Yn) TR

Comme on a (3.20) on peut appliquer le lemme 3.3.6 et il existe 5; > 0 indépendant de A\', A2 et 7
telle que si 8 := [[v>°|| j2(ga-1y < By alors

CK
= < N =
gl |H1(~7amw") - (ln(C’KN/(,Bg(ﬁ)))

ou g est définie dans I’énoncé du lemme. Ainsi, d’apres (3.22) il existe x, Cx, > 0 tels que si 5 < 1

Ck
< ~ = f(B). (3.23)
P2 (n(Crey /(899))"®
Le cas 8 > (1 ne pose pas de probléeme car il permet de conclure directement. En effet si § > (51
alors comme

ov .
Hay + divp(nVro) + Al

1,00 2,00
00 u? _u7

© max, A2 — AL

on obtient I'estimation de stabilité du théoreme avec Cx, = 1.

(i) Majoration du membre de droite de (3.21)
Le membre de droite de (3.21) est

1
max, |2, — AL |

/ A2 = AL |[u2[2ds.
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Soit ng € {1,..., N}, pour tout x de 7y, on a

N
N2 (x) = A (@) = | YO = A)en(2)
n=1
> 1N, = An)llene (@) = D (A% = A0 len ()]
n#no
_ 1 T

n;éno

Si le maximum des [A\L — A\2| est obtenu pour n = ng, en utilisant les deuxiéme et troisiéme points
de 'hypothese 3.3.10 sur (¢,) on obtient

1
N2 () — A ()] > ¢, <1 — C) max, | A2, — AL | Vz € 4,
%)

Notons Cg, = c,(1 —1/C,) > 0 alors pour tout (AL, n), (A\%,n) € Ky il existe ng tel que
1

a2, — Al g

A2 — \ju??ds > CKN||u2HiQ(%O). (3.24)

Pour conclure, montrons que la norme de u? est uniformément bornée inférieurement. Posons Ciy =
inf(\mery [ullr2(y,) o1t u est solution de P(A,7,I'). supposons que cf . = 0. L’application (\,n) €
Kn = |ullp2(y,) est continue et Ky est un sous ensemble compact de (L°°(T))2. Alors cg, est

atteinte pour (A, 7°) € K. La solution correspondante u® est telle que u® = 0 et % = 0 sur v,
ainsi d’apres le principe de continuation unique u® = 0 dans Qg ce qui est en contradiction avec le
comportement asymptotique du champ diffracté associé u®* loin de Q. On a donc nécessairement
Ciy > 0 et d’apres (3.21), (3.23) et (3.24) on a finalement que si 3 < 31, alors

0 < mincie, < f(9)

ou les ¢ et la fonction f sont indépendants de A, A2 et . Comme fest une fonction croissante, il
existe B toujours indépendante de A\, A% et 7 telle que si 8 < B, 'inégalité cx, < f(3) implique
que 8 > P2 et on obtient

[[uh> — u?| 2 ga-1)
max, |A\L — 2| 7

Ba < [0l p2(ge1) =

ce qui est le résultat annoncé. Comme évoqué quelques lignes auparavant, le cas 5 > 1 donne la
méme conclusion. ]

Remarque 3.3.12 Ce résultat de stabilité Lipschitzienne n’est plus valable dans le cas ou I'on sup-
pose que les fonctions A sont seulement continues sur I'. On remarquera que dans la démonstration
il est crucial de n’avoir qu’un nombre fini de fonctions de base p,. Ainsi toute méthode numérique
ot A est discrétisée dans une base (py,) satisfaisant Uhypothése 3.5.10 devrait étre assez robuste pour
peu que le nombre de fonctions de base N ne soit pas trop grand.

3.3.4 Stabilité pour 7

Comme annoncé auparavant, nous montrons dans cette section un résultat de stabilité Lip-
schitzienne global pour 'identification du parametre n constant par morceaux lorsque la fonction
A est connue. Nous nous plagons dans la méme configuration que celle de la proposition 3.2.2 pour
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établir le théoreme suivant. Soit cx, une constante strictement positive et K7 un sous ensemble
compact de (Pr)? ou P; désigne I'ensemble des fonctions constantes par morceaux, tels que pour
tout (A,n) € Kp, ’'hypothese 3.1.1 est satisfaite pour la constante ¢ = cg,. Dans tout ce qui on
notera Ci, une constante générique strictement positive indépendante des fonctions d’impédances
Aetn.

Théoréeme 3.3.13 Sous les méme hypothéses que celles de la proposition 3.2.2 et si ' est de classe
C3, il existe une constante Ck, telle que pour tout (A, n) et (\,n?) dans K;

1" =0l Loy < Cry IT(A 7', T) = T(A, 9%, D) || 2501y

Preuve. La preuve est tres similaire a celle du théoreme 3.3.11, nous en donnons néanmoins ses
grandes lignes. Soient u! et u? les solutions de P(A, n',T") et P(\, 7%, T') respectivement avec u’(z) =
e®* comme onde incidente ott § € S9! est la direction d’incidence. Introduisons la fonction
auxiliaire

u? — u!
V=
[[n* — 771HL°°(F)
qui est solution du probléme de diffraction
Av+k*v =0 dans Qexts
ov 1
divr (' Vo) + 2= + W = —————divp[(n* —7*)Vru?] surT,
v 7% = 1t Loo (1)
lim 8,0 — ikv|* ds = 0.

R—o00 J|z|=R

De la méme maniére que dans la preuve du théoréme 3.3.11, comme 7' et n? sont constantes sur
chaque partition S; de I', on peut appliquer le lemme 3.3.9 et il existe une constante Cx, > 0 telle
que

[0l oz < Ck;- (3.25)
Concentrons-nous & nouveau sur la condition au bord satisfaite par v. Sur I'; pour ¢ = 1, .., I on a,
o L _p2
& + 77Z-1A1"U + v = #Amﬁ surI;.
ov In* —n ||L°°(F)

Nous utilisons les mémes notations que dans la proposition 3.2.2 et prenons z; € f‘i, on note aussi
r; > 0 le réel correspondant au rg de la proposition 3.3.2. Pour v; un ouvert de I'; strictement inclus
dans 92%, N B(x;, ;) on a

2 1
i — M

ov
H‘i‘mlA[‘U-i-)\U 5 1
ov 2¢v)  Im* = ntlpe(r

Nous procédons exactement comme dans la preuve de 3.3.11 a savoir que I’on va majorer le membre
de gauche de cette égalité par une fonction croissante de la norme du champ lointain de v que ’'on
note v>°, puis nous minorerons le membre de droite par une constante indépendante de A\, n' et .

La partie majoration ne change en rien avec ce que l'on a fait dans la preuve du théoreme 3.3.11
et on montre qu’il existe k, Ck,, f1 > 0 tels que si § := H’UOOHL2(Sd—1) < B alors

et les constantes k et 31 sont indépendantes de X, n' et n?.
En revanche la minoration est un peu plus compliquée car il faut montrer que Aru? est minorée
. 2’ 2 7 s N
uniformément sur les 7; et non plus seulement u®. Posons ¢, = inf(y,)cr, [[Arul|z2(y,) ot u et

g—:j + niArv 4 v

< Ck,
2t (In(Ck, /(B9P))

= 1) (3.27)
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solution de P(\,7,T) avec u’ = e et supposons que cé(l = 0. L’application (\,n) € K; —
[|Arul[z2(4,) est continue et K est un sous-ensemble compact de (L> (T'))2. Alors la constante c%l
est atteinte pour un couple (A, n°) € K. La solution u® correspondante satisfait Aru® = 0 sur v;
ce qui est impossible d’apres la preuve de la proposition 3.2.2. Ainsi C%I > 0 et d’apres (3.26) et

(3.27) on obtient pour cg, = min;—; s clkl >0

ni —n?]
Ty ——cx; < f(B)
It —n?[|poery " (
si 8 < 1. Ceci devient
CK; < f(B).
La fin de la preuve est la méme que dans celle du théoreme 3.3.13. [

3.3.5 Optimalité des résultats de stabilité

Dans les deux sections précédentes, nous avons été en mesure de montrer une inégalité de stabilité
de type Lipschitzienne pour I'identification de A puis de 7. Afin de terminer cette étude de stabilité
nous allons voir que pour l'identification de 7, la constante Cx, explose de maniere exponentielle
lorsque I — +o00. Ce phénomene est bien connu et implique notamment que les estimations de
stabilité logarithmiques pour A établies dans [68] et [87] sont optimales comme le montre Sincich
dans [88]. Nous allons montrer qu’il en va de méme pour I'identification du parametre 7 en se basant
sur les résultats de [40] qui sont une généralisation d’un premier article de Mandache [73] sur le
probléme de Calderén. Considérons le probleme P(\,n,T') dans R? avec Q = B(0,1) et A = 0, on
note toujours P; I’ensemble des fonctions constantes par morceaux sur une partition de I' par I
ouverts (voir § 3.2.1 pour une définition précise de la partition). On obtient le résultat suivant pour
la constante C';, du théoreme 3.3.13.

Théoréme 3.3.14 Il existe Iy > 0 tel que pour tout I > Iy il existe n' et n? dans Py tels que

In" =02l poo(ry = % (3.28)
et
IT(0,7",T) = T(0,n*,T)|| 2(50-1) < €' (3.29)
et donc
BI
Cr, =+

L’outil principal pour montrer ce théoréme est le théoréme 2.2 de [40] que nous énongons ci-dessous,
mais avant tout nous rappelons rapidement les différentes notions nécessaires a son énoncé. Soit
(X,d) un espace métrique et H un espace de Hilbert. Notons aussi v : H \ {0} — [0, 4+00] une
application telle que

v(Av) = v(v) pour tout v € H \ {0} et A € R\ {0}.

Soit F' une fonction de X dans £(H, H*) ’ensemble des applications linéaires de H dans H*. On fixe
aussi un point de référence g € X et pour tout € > 0 on note X, := {z € X tels que d(z,zo) < ¢}.
Enfin, on dira que Yz C X est e-discret si pour tous 1 # z2 dans Yz on a d(x1,x2) > €.

Théoréme 3.3.15 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites.

(a) Il existe trois constantes positives eg, Ci et ay telle que pour tout 0 < & < €¢ on peut trouver
un ensemble e-discret Z. contenu dans X, ayant au moins exp(C1e~1) éléments.
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(b) 1l existe trois constantes positives p, Ca et g et une base orthonormale de H, {vk}p=1.... toco,
tels que les conditions suivantes sont satisfaites. Pour tout k € N, vy(vg) < oo et pour tout
n €N,
t{k € N | 3(vy) < n} < Cao(1 +n)P

ot § désigne le nombre d’éléments. Pour tout x € X et pour tout (k,1) € Nx N on a
[(F(x)or, vr)| < Ca exp(—ag max{y(vg), y(vi)}).

Alors il existe e1 > 0 dépendant de g9, C1, Ca, a1, o et p seulement tel que pour tout 0 < € < 1,
on peut trouver x1 et o dans X, tels que d(x1,x9) > € et

1P (@1) = F(@o)ll oy < 2exp (—e~ /204D,

Remarque 3.3.16 Dans notre cas l’application F sera da valeur dans L?(S') et non pas dans
Uensemble des applications linéaires de L*(S') dans L%*(S') comme ce devrait étre le cas pour
pouvoir appliquer le théoreme 3.3.15. Néanmoins, ce théoreme reste toujours valable lorsque F est
une application de X a valeur dans un espace de Hilbert H.

Preuve du théoréme 3.3.14. Pour montrer I'existence de n' et 7% tels que les inégalités (3.28)
et (3.29) soient satisfaites nous allons appliquer le théoréme 3.3.15 & notre probléme. Pour X on
considére un compact de L>(T') tel que I’hypothése 3.1.1 soit satisfaite, on prend H := L2(S!) et
F(n) :==T(0,n,T) pour tout n € X.

Soit un nombre I d’arcs de cercles qui forment une partition du cercle unité. Posons ny = —1/2
sur I et définissons le sous-ensemble P; de P; pour I > 2 par

Pr:={ne P;tels que n; € {—1/2, —1/2+1/I} pour i =1,...,1}.

Ainsi P; contient 2/ éléments et donc Py satisfait I'hypothése (a) du théoréme 3.3.15 pour & = 1/1,
a1 =1 et C; =1n(2). En fait Py joue le rdle de X. et Z. en méme temps.
Pour les fonctions de base de L?(S') on prend

(

D>

vl () = 2i cos(nb) et v2(0) = QL sin(nd)

s 0

pour § € S* et n € N o1 0 est angle entre 0 et 'axe des abscisses. Pour tout ¢ € L?(S') posons

IVl L2 (s

") = e

ainsi y(v%) = n pour i = 1,2 et n € N. La premiére partie de ’hypothese (b) est satisfaite pour
Cy = 2 et p = 1. Pour tout n € X il existe une famille de coefficients (af) pour i = 1,2 et n € N
(on prend o = 0) tels que

0 777 Z Qy U + an/UVn

neN
et il ne reste plus qu’a montrer que les o, décroissent de maniére exponentielle avec n pour i = 1, 2.
Comme on regarde la diffraction par une sphére, il existe une autre famille de coefficients (3%) pour
i=1,2etn €N (on prend 32 = 0) tels que u* le champ proche de T/(0,7,T) se décompose sous la
forme
u®(x) = Y (Bavg (@) + Brva(2)) Hyy (kr)

neN
ot on rappelle que 2 = z/|z|, » = |x| et H! désigne la fonction de Hankel de premiere espeéce et
d’ordre n. Rappelons le comportement asymptotique des fonctions de Hankel lorsque » — 400 pour
n et k fixés (voir [1]) :

9 ) ikr
Hl(kr) ~ \/%6_1(2”'—’—1)71—/4% , r — 400
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et donc en utilisant la définition du champ lointain en dimension 2 (voir (1.18)) on obtient pour

tout neNeti=1,2
A 2
Oé% _ 6721 Trke i(2n+1)m/4

, 5
VAT (3:30

Or d’apres la proposition 3.3.7 il existe une constante C'x telle que pour tout n € X le champ
diffracté u® correspondant a la solution du probleme P(0,7,I") est tel que

et donc

vl o) < Ox

pour R > 1 fixé. On en déduit donc que la série 3, cn(BLvl(2) + B2v2(2))HL(kr) est convergente
et uniformément bornée par rapport a n € X. Ainsi en utilisant le comportement asymptotique des
fonctions de Hankel lorsque n devient grand

H(kr) =0 ( 2n >n S+

r)= — , n 00,

" ekr

on en déduit qu’il existe une constante C'x > 0 telle que pour tout n € X et pour tout n > 1

1B, < (Cxn)™".

En utilisant la relation (3.30) on en déduit qu’il existe C; et Cy telles que pour tout n € N, pour
1=1,2 et pour tout n € X on a
lag,| < Cy exp(—Can).

Toutes les hypotheses du théoreme 3.3.15 que l'on applique avec € = 1 /I sont satisfaites, il existe
m et ne dans Py vérifiant (3.28) et (3.29) et donc on a une explosion exponentielle de la constante
de stabilité avec le nombre d’intervalles. [ ]

3.4 Etude de stabilité lorsque la géométrie de I’obstacle n’est pas
parfaitement connue
3.4.1 Les problemes direct et inverse pour un obstacle perturbé

Dans cette section nous nous intéressons a la question de la stabilité de I'identification de A et
71 lorsque 'on a une connaissance approximative de la géométrie de I'obstacle ). Supposons que {2
est de classe C'! et considérons le probléme (1.8) avec une « géométrie perturbée » T’z de T telle
qu'il existe une fonction ¢ € (C1(R%))? telle que

I.={z+e(x); zel}.
Deés que g < 1, ott || - || désigne la norme (W1>°(R?))4
0= 1 gyt + 19 - oy

I'application f. := Id + ¢ ou Id désigne I'identité de R?, est un difféomorphisme de classe C' de
RY (voir chapitre 5 de [53]). Soit BL, la boule unité ouverte de (WH*°(R%))9, dans ce qui suit on
suppose que € € Bl .
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FIGURE 3.6 — Obstacles exact et perturbé.

Le probléme inverse pour une géométrie perturbée. Supposons que I'; est connue et que
I’on a une approximation A; et 7. sur I'. des coefficients d’impédance exacts A et 17 dans le sens ou
il existe > 0 tel que

IT(Ae, e, Te) = T(A, 777F)HL2(Sd*1) <9.

A partir de cette information et de la distance entre I" et I'., peut-on établir une estimation d’erreur
entre les coefficients approchés A\. et 7. et les coefficients exacts A et 7?7 Plus précisément, nous
aimerions montrer que

[Ae 0 fe — )‘HLOO(I‘) +{[me o fe — 77||L°°(I‘) < g(d,¢) (3.31)

pour une fonction g telle que g(d,¢) — 0 lorsque § — 0 et ¢ — 0. Afin d’obtenir une telle estimation,
il faut dans un premier temps montrer que 71" est continue par rapport a la géométrie I' puis un
résultat de stabilité pour les impédances & obstacle connu nous permet de conclure.

3.4.2 Continuité du champ lointain par rapport a ’obstacle

La premiere étape pour montrer que le champ lointain dépend de maniere continue de la géo-
métrie est de montrer que c’est le cas pour le champ diffracté. Posons Ae := Ao folet e :=no ft
deux fonctions de L*°(T':) qui correspondent au transport de A et n sur le bord I'c. Soit Br une
boule de rayon contenant strictement {2 et supposons que ¢ est a suport compact dans Bpg.

Afin d’évaluer la distance entre la solution u de P(\,n,T') et la solution u. de P(A¢, 7, )
on commence par transporter u. sur le domaine fixe Qp en utilisant le difféomorphisme f. entre
Q% = Bgr\ Q. et Qp. Dans ce but définissons . := u. o f.. Enfin, comme précédemment, on
considére des impédances (A,n) € K ou K est un sous-ensemble compact de L>®(T") x L*>(T") tel
que I’hypothese 3.1.1 est satisfaite pour une constante ¢ = cx ne dépendant que du compact K.
Cette notation sera aussi valable pour la sous-section suivante.

Théoréme 3.4.1 [l existe deux constantes eg > 0 et C > 0 telles que pour (\,n) € K et pour
tout € € B tel que ||g]| < &g on a

[te = ullpy p < Crlle]-

Afin de montrer ce théoréme nous aurons besoin du lemme technique suivant dont la preuve est
donnée apres celle du théoréeme.
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1

s toutes

Lemme 3.4.2 [ existe une constante C > 0 telle que pour toute perturbation ¢ € B
fonctions u, v € HYT) et n € L=(T) on a

[ e 9w ) Ve(wo £ s - [ nVru- Trods
T. r

< Cllull gy loll zr oy 1l Loo (ryll €]

Preuve du théoréme 3.4.1 Rappelons la formulation variationnelle en domaine borné associée
a P\, n,I') : trouver u € Hrp g telle que

a(u,v) =1(v) Vv e Hrp

et a est donnée par (3.13) et

Ecrivons aussi celle associée & P(Ae, 7, e) : trouver u. € Hip:={v € HY(Q%); vr, € HY(T:.)}
telle que
ac(ug,v:) = l(vs) Yo € HIE,R

ou

az (e, V) ::/Q

Le second membre pour la formulation dans Q% est donné par la forme linéaire [ car la frontiere
extérieure de Q% est la méme que celle de Q2g. Définissons aussi une nouvelle forme bilinéaire sur
Hr g

(Vug - VT, — K*u.0.)dz, + / (NeVr. ue - V.U — Xgugﬁg)dsg — (SRug, vs).
e

£
R

e (u,v) == as(uo f-vo f1) Vu,v € Hrg

qui n’est autre que la forme a, transportée sur le domaine fixe Q. Etant donné que fe(0BRr) = 0Bg,
on en déduit que [(v) = l(vo f=!) et . est solution de

as(Ue,v) =1(v) Yv € Hrp.

De plus pour tout v € Hr g, Sgv = Sg(vo f=1) et donc pour tout u,v € Hr g on a (Sgu,v) =
(Sr(u o f=1),v o f=1). En utilisant les formules de changement de variable dans les intégrales
volumiques et surfaciques (voir le chapitre 5 de [53]), on peut donner l’expression de @, :

Zie(u,v):/ﬂ (Vu-P€~VU—k2uE)JEd:B+/F Ve (wo £-Y)] - [Vr.(vo 2 )ds.

—/)\u@Jé’ds— (Sru,v)
r

ot Je. := |det(Vf.)], Pe:= (V) NV f) T et JV = J.
B, B~T est la transposée de l'inverse de B). En utilisant les résultats classiques sur les séries de
Neumann, on peut écrire le développement suivant pour (V f-(x)) ™! = (Id+Ve(z)) ! uniformément
pour x € T

(V fg)_TV‘ (pour toute matrice inversible

o0

(Vo)™ @) = D (=1)"(Ve(x))" = (1 + O([le])1d.

n=0

On en déduit le développement de P.(z) lui aussi uniforme pour z € T :
Pe(x) = 1d(1 + O([l])))

et pour terminer

Je(x) =1+ O0([ell) et JZ(z) =1+ O(lle])
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car det(Id+ Ve(z)) = 1+divr(e) + O(||€]|?). On note O une fonction C*(R) telle qu'il existe C' > 0
telle que pour tout y € R,
Ol < Clyl.

A T'aide de tous ces développements et du lemme 3.4.2 on a pour u et v deux éléments de Hr g

< Cllull e g lloll ey g llells

/ (Vu- P. - VoI, — K2ut]. — Vu- Vo + k2ut)de
Qr

[ Qs = 3uv)ds| < CIAwqoy e 1ol el

/ (no fHVr.(uo f71) -V, (vo fo1)ds. —/anpu.vpvds
< CHUHHF,RHU”HF,R||77||L°°(F)HgH’

ou les constantes C successives ne dépendent pas de £. On obtient finalement 'inégalité suivante
pour la distance entre les formes bilinéaires a. et a :

|ae(u, v) — a(u, v)| < Ckllullmy pllvl g el (3.32)

ou Ck ne dépend pas de A\, i et . D’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe un
unique opérateur A. de Hr g dans lui-méme tel que

(Aev,w) gy, = Ge(v,w) Vov,w € Hrp.
Rappelons que I'opérateur A de Hr r dans lui-méme est défini par
(Av,w) gy = a(v,w) VYv,w € Hrp
et que I’élément F' de Hr g et défini par
(F,w)gy p = l(w) Yw € Hrg.
L’inégalité (3.32) implique directement que
[Ae — Alll < Ckllel].

Afin de pouvoir conclure sur la distance entre . et u il faudrait établir une estimation sur la norme
de I'inverse de A.. Dés que |||[A™Y(A: — A)||| < 1/2, ce qui est vrai par exemple si eg < 1/(2C%) ot
C vient de la proposition 3.3.7, la norme de AZ! satisfait

Azt < — A <o
1—[[][A=1(A: = Al
Mais comme %, —u = AZ1(A — A.)u on en déduit que
Hﬁe - u”Hr,R = “Agl((A - Aa)u)HHr,R
< [IAZHINI(A: = A)ullay 5
< 20k llelllull i < 2CK el F g

ou on utilise & nouveau la proposition 3.3.7 pour obtenir la derniere inégalité. Cette derniere relation
n’est autre que le résultat attendu car la norme de F' est bornée par une autre constante Cy
indépendante de €, A et 7. [
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Preuve du lemme 3.4.2

Soient u € HY(T'), v € HY(T) et n € L>(T) trois fonctions et zy un point de I'. Comme T est de

classe C' il existe une fonction ¢ de classe C' et un ouvert U € R%! tels que

NV ={e); U}

ot V est un voisinage de xy. On choisit ¢ de telle sorte que ¢(0) = xg et que

(%

e; 1= 8&( ), pouri=1,...,d—1

soit une base orthonormale du plan tangent & I' en zg. En la combinant avec f., cette fonction peut
servir aussi a paramétrer un voisinage surfacique de xo. := f:(2¢). Plus précisément, il existe un

voisinage V; de zo . tel que
LNV ={p:(§); £ €U}

ol ¢ := f: 0. Définissons les vecteurs tangents a I'c en xo. = ¢-(0) par

0.

€= 8g()pouri:l,...,d—l

et si on utilise la regle de composition des dérivées, ceci devient

e = V fe(zo)e;

(3.33)

La matrice V f.(zo) est inversible car ||¢|| < 1, et donc la famille e, ; est une base du plan tangent
a I'c en x.o. Enfin on définie la base covariante du plan cotangent a I" au point z¢ et a I'. au point

Zoe par

ei-ejzéj- et eé-eg,jzéj- pouri,j=1,...,d— 1.

D’apres cette définition et en utilisant la relation (3.33) on obtient

el =(Vf) e i=1,...,d—1.

Dans la base covariante a I, le gradient tangentiel Vp pour tout w € H'(T') en zy est donné par

Vrw(zp) Z 85 el

= w o . De méme, en xp. on a pour tout w. € HY(T.)

o
g/
)

Vr wa fL'Oa

ol We := we © .. Par conséquent, pour w € HI(F)

Vr.(wo f ) (@) = Y- 5= (0)ek

(Ve (w0)) " Vrw(eo)

car wo f-1 o, = w. En fait on vient de montrer que pour tout x. = f.(z), # € I on a

Vr.(wo foh) (@) = (Vfe(2)) ™ Vrw(z)

(3.34)
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pour tout w € H'(I'). Revenons & notre probléeme initial, la formule de changement de variable
dans les intégrales de bord donne

J e £V e £71) - Vi (ve £ )ds:
= [ n@ITr. (o £ (fe(@))]) - [T vo L) (@) ds
et avec la relation (3.34) on obtient
J o £, e £71) - Vr.(wo £ s
= [ @) Fru@)(V 1) (VL) T(Tro@) L ds.
Finalement comme

(Vfe(@) T (Vfel2)) ™" = Pe(z) = 1+ O(llel))Id et JZ =1+ O(Je])

on obtient

[ o £ Vrwo £ - V(o £ )dse = (1+ O(e])) [ n¥ru- Vreds

ce qui est le résultat annoncé. [
Il est maintenant aisé de montrer que le champ lointain dépend contintiiment du domaine.

Corollaire 3.4.3 I existe deux constantes eg > 0 et Ck telles que

IT(Xo fhmo fo1Te) = T\ 1. D) p2sa-1) < O el
pour tout (A, n) € K et |e|| < ep.

Preuve. Notons u™ le champ lointain correspondant a 'obstacle €2 et u2® celui correspondant
a .. D’apres la formule de représentation intégrale pour le champ lointain sur 0Bg et puisque

aE|8BR — uE|8BR on a

@) = [ (an P - ) ds).

L’opérateur de Dirichlet-a-Neumann extérieur Sg est continu de HY/ 2(0BR) dans H -1/ 2(0BR) et
donc

[u®(2) = (@) L2(sa-1) < Cllte = ull /208y, -

O,
ov

< CHaEHHIM(aBR),

H=1/2(3Bg)

ce qui nous mene a

Le théoréme de trace de H'(Qg) dans H'/2(0Bg) et le théoréme 3.4.1 impliquent que 'on a en fait

[u(2) = u>(2)| L2 (sa-1) < Ckllell-
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3.4.3 Résultats de stabilité pour les impédances avec un obstacle perturbé

Le point clef pour obtenir de la stabilité par rapport a une perturbation sur ’obstacle est d’avoir
de la stabilité pour les impédances a obstacle connu. D’apres les résultats que ’on a obtenu dans
les § 3.3.3 et 3.3.4, on suppose qu’il existe un compact K C (L>°(T"))? tel que pour tout (\,n) € K
il existe une constante C(\,n, K) qui peut éventuellement dépendre de A, n et K telle que pour
tout (X, 7) € K on a

IA = Nl zoocry + In = dill 2o ry < COLm KT A7, T) = T, D) p2(ga-1y - (3.35)
Nous renvoyons le lecteur a [14, Section 4] pour d’autres exemples de compacts K.

Théoréme 3.4.4 [l existe une constante €g telle que pour tout (A\,n) € K il existe une constante
C(\,n, K) telle que pour tout ||e|| < eg et pour tout (Aec o fz,me o fc) € K tels que

IT(Aes e, Te) = TN 0, D) p2(sa-1) <6 pour § >0

on a
1A © fe = Mllpee(ry + 111 © fe = Ml oo (ry < C (A, 0, K)(6 + [le]])-

Preuve. Dans un premier temps nous utilisons la continuité uniforme du champ lointain par rapport
a la géométrie de 1'obstacle pour borner la distance entre T'(\; o fo,m- o fe, ') et T(\,n,T") a laide
des données ||e|| et §. Une simple inégalité triangulaire donne

|T(Xe © feyme o fe, ) = T(\,m, F)HLQ(S”Z_I) <|NT(Aeyme, Te) = T(Ae 0 feyme o fe, 11)”L2(Sd_1)
=+ ||T()\,77,F) - T()\Eané‘ara)HLQ(Sdfl)

mais par hypothese
”T(Aaa Te, FE) - T()\) m, F)||L2(Sd71) S (5

et la continuité du champ lointain par rapport au domaine donne (voir corollaire 3.4.3)
IT(Ae, e, Te) = T(Ac 0 fe, me © fe, T)l 2501y < Ck|le]]
car A: o f. et m. o f. sont dans K. Enfin
IT(Ae © fesme 0 fo, T) = T(A 0, D)l 2(5a-1) < Ck (6 + le])

et ’hypothese de stabilité (3.35) permet de faire le lien entre le champ lointain et les coefficients
d’impédance

H)\E © fE - )\”LOO(F) + H’?s © fé‘ - UHLOO(F) < C(Aana K)HT(AE © f€777€ © fE?F) - T()\aThF)HL?(Sd*l)'

Le théoreme 3.4.4 donne un résultat de stabilité qui est local par rapport aux coefficients d’im-
pédance. Le caractere local est seulement dii a la stabilité locale que 'on a supposé étre vérifiée
pour le probléme de l'identification des impédances & obstacle connu. Dans [14] on trouvera divers
exemples de compacts K tels que l'on ait ce résultat de stabilité locale (3.35). Néanmoins, dans le
cas d’une condition d’impédance classique (n = 0) des résultats de stabilité globaux peuvent étre
obtenus et utilisés a la place de (3.35) pour obtenir un résultat de stabilité globale pour la recons-
truction de A sur un obstacle perturbé, c¢’est-a-dire que la constante Ck serait indépendante de A
(voir le théoréme 3.3.11 ou bien les articles [68, 87, 88]). Dans le cas d’une condition d’impédance
généralisée, le théoreme 3.3.13 donne aussi un résultat de stabilité globale lorsque 7 # 0 et A sont
constants par morceaux.
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3.5 Unicité pour une infinité d’ondes incidentes

Nous concluons ce chapitre avec un résultat d’unicité pour 'identification de la géométrie et des
fonctions d’impédance A et n a partir de la donnée des champs lointains produits par une infinité
d’ondes planes pour toutes les directions d’incidence 6 € S9!, Afin de bien faire la distinction
avec ce qui a été fait dans les sections précédentes, nous noterons u™ (%, 0) pour (z,0) € (S91)? le
champ lointain correspondant & la diffraction de 'onde incidente u’(z) = €% et c’est une fonction
de L%(S9! x S%~1). Nous montrons 1'unicité sous I’hypothése de régularité suivante pour X, 7 et

la géométrie T'.

Hypothése 3.5.1 Les fonctions d’impédance \ et n sont respectivement des fonctions de C°(T) et
CYT) et la frontiere T est de classe C?.

Le théoréme suivant donne le résultat d’unicité, c’est en fait une extension du cas n = 0 démontré
dans [67].

Théoréme 3.5.2 Supposons que (A1,m1,1'1) et (Ao, m2,T'2) satisfont les hypothéses 3.1.1 et 3.5.1, et
que leur champ lointain u$® = T'(A1,n1,T'1) et us® = T' (A2, n2,T'2) sont tels que ui®(&,0) = u3° (&, 0)
pour tout & € ST et § € S4TL. Alors Q1 = Qy et (A1, m1) = (N2, 12).

La preuve de ce théoreme fait appel a plusieurs résultats, le premier est un lemme de réciprocité
mixte qui reste valable pour des fonctions d’impédances dans L (T") et une géométrie I de classe
C'. On peut en fait le montrer pour un opérateur d’impédance du type de ceux décris dans le §
1.2.2. Pour tout z € €, nous notons w*(-, z) la solution de

Av + k%v = 0 dans Qext,

g—:j + divp(nVrv) + Av = f sur T, (3.36)
lim 8,0 — ikv|* ds = 0
R0 Jjo|=R
avec
f=- (&i@a(y,z) + divp(nVpo®(-, 2) + AP (-, z)) . (3.37)

ou ®(x,z) est la fonction de Green sortante de ’équation de Helmholtz au point z. Le champ

A

lointain associé & w?(+, z) est noté w*(-, z). De la méme maniére, nous notons u°(+,) le champ
lointain associé & la diffraction d’une onde plane u’(x) = e**%* de direction d’incidence 6 et u*(-, )
le champ diffracté.

Lemme 3.5.3 Soient A et n deux fonctions de L>®(T") telles que l’hypothése 3.1.1 est satisfaite.
Pour tout z € Qext, et & € S on a

ot y(2) = €™/4 /\/8k et 4(3) = 1/4.
Preuve. Pour toutes fonctions u; et ug de H'(T') satisfaisant

g:j + divp(nVrv) + Av =0 sur T’

0 0
/ <u1u2 _u21:11> ds = / (nvFul . VFUQ— )\u1UQ — anul . VFUQ + /\u1u2) ds = 0. (3.38)
r T
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De plus si u! et ub sont deux solutions de I’équation de Helmholtz dans Q deux formules de Green
successives donnent

. Ou - Out

/F (u’l 8; — ub a;) ds = 0. (3.39)

Maintenant, si uj et u§ sont deux solutions sortantes de I’équation de Helmholtz dans 2ex; elles
satisfont s s
u u

/F (ui a’f —u 81/1) ds = 0. (3.40)

En combinant ces deux relations et en utilisant (3.38) on obtient pour tout # € ST, 2z € Qe et
pour uf(y) = e* Y, ui(y) = ui(y, &) et uh(y) = ®(y, 2), us(y) = w'(y, 2)

s Oub ; oud S oul ; 0us
La formule de représentation de Green sur I' pour u®(z,#) avec z € Qey et & € 471 'écrit,
R £ 0P(y,2)  Oui(y, @) )
5 = 5 — P d . 3.42
wzd) = [ (w0 G - o, ) dsty) (3.42)

En utilisant I’équation (3.41) cette formule de représentation devient
Hetkty 8w5(y, Z)

s A\ s k.
u’(z, &) = /F <w (y,2) oY) v (y) e y) ds(y). (3.43)

Enfin la formule de représentation intégrale pour le champ lointain (1.19) et I’équation ci-dessus
donnent

Le second lemme dont on a besoin pour la preuve du théoréeme 3.5.2 est un lemme de densité. Ce
lemme est valable pour toutes fonctions d’impédance A, n dans L*°(I") qui satisfont I’hypothese
3.1.1.

Lemme 3.5.4 Soit u(-,0) la solution de P(\,n,T) associée a l'onde incidente plane u'(x) = eikd-@
et supposons que pour f € H-Y(T),

(u(-,0), f) =0, vdesi .
Alors f = 0.

Preuve. Cette preuve est trés similaire a celle du lemme 4 de [14] mais nous la reproduisons tout
de méme ici afin d’avoir un ensemble complet. Soit f € H~(T) tel que < uf(-, é), f >= 0 pour tout
0 € S9! Notons v 'unique solution de (3.36) avec f au second membre. Comme < u(-,0), f >=0
pour tout 6c St ona

~ O ~ ~ ~
/ u(-, G)a—v + (-, 0)v + u(-, 0)divp(nVrv) ds =0 VO € 5971
T v
et en utilisant la condition au bord satisfaite par le champ total u = u® + k9% on obtient

A

) N
/Fu(',Q)a— ey vds=0 VOeS.

Ainsi d’apres (3.40) cette équation devient
s o ikf-x R
[ttt — S v ds =0 Ve st
r

et d’apres la formule de représentation du champ lointain (1.19) on obtient que v* = 0. Le lemme
de Rellich et le principe de prolongement unique impliquent que v = 0 dans ey et donc on a
nécessairement f = 0. |




70 Chapitre 3. Résultats d’unicité et de stabilité pour le probléme scalaire

O

F1GURE 3.7 — Illustration de la preuve du théoreme 3.5.2.

Preuve du théoréme 3.5.2

La preuve se déroule en deux temps, dans une premiere étape nous montrons que {21 = {29 en utili-
sant la méthode présentée dans [57, 62] puis nous en déduirons ’égalité des fonctions d’impédance
(A1, m1) et (A2,m2). Notons Q1 la composante non bornée de R\ ©; U Q. D’apres le lemme de Rellich
et le principe de prolongement unique on a,

A

ui(z,0) = ui(2,0), VzeQ, Ve st (3.44)
D’apres le principe de réciprocité mixte établi dans le lemme 3.5.3, on obtient
we(—0, 2) = w (-0, z), Ve ST vz eq,

ou wi®(-,z) et w¥(-,z) sont les champs lointains des solutions de (3.36) pour (A1,m1,I'1) et
(A2, m2,'2) respectivement avec f donnée en (3.37). De nouveau d’aprés le lemme de Rellich et
le principe de prolongement unique on a finalement

wi(z, z) = wi(z, 2), V(z,z) € Q x Q. (3.45)

Supposons que ;1 ¢ €. Puisque R%\ Qs est connexe, il existe un ensemble non vide T', C (T'y N
092) \ Qa. Prenons un point z, € T', et considérons la suite

xn:x*_i_w.

Pour n suffissamment grand, z,, € Q. D’aprés (3.45), en notant Pjv := dv/dv + divy (m Vo) + A\,
on a
Piwi(-, zy) = Piwi (-, z,) sur T,

En utilisant la condition au bord sur I'y satisfaite par wj, ceci devient
Pws(-,xn) = —P1®(-,z,) sur T,

En utilisant 'hypothese 3.5.1 et le fait que w3 est réguliére dans un voisinage de I'y, on obtient

: S 8ws S S S
lim  Prws(-,z,) = 6_1/2(":5*) + mArws (-, z) + Ve - Vows (-, z4) + Mws (-, z4)

n—-+o00

en tant que fonction de L?(T',). D'un autre c6té, pour z1 € I'y \ {x.}, on a convergence ponctuelle
de la suite

0P
Jim  Py®(zy, ) = a—u(m, Ti) + mAr®(z1, 2.) + Vrny - V@ (21, 24) + M @(z1, 24).
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On en déduit donc que

0P

87(" ) + divp (m Vr®) (-, 24) + M (-, z.) € LA(T%). (3.46)
Soient R, > ry > 0 tels que 'NB(zy, Ry) C Iy, et soit ¢ € CG°(B(z«, Ry)) avec ¢ = 1 sur B(xy, 7).
Enfin posons w := ¢ ®(+, x,), ws est solution de

Aw? + k*ws = f dans QL
ow;

ov

lim |0, w? — ikw?|* ds = 0,
R—o00 Jiz|=R

+ divp(mVrws) + Mwi =g sur 'y (3.47)

avec QL =R\ Oy et

g=¢ (gi(,ﬂf*) + divp(m V@) (-, zs) + Alé(-,x*))

+ O(, 24) <gi + Vrm - Vrg + 771A1“d>) +2m V(- z.) - Vro.
L) et g € LA(Ty). A
laide de la formulation variationnelle associée au probléme auxiliaire (3.47) on peut conclure que
wé € HYBr \ 1), donc ®(-,x,) € HY QL N B(xy,7.)). Comme Ty est de classe C?, on peut
trouver un céne C, issu de x,, d’angle 6., de rayon r, et d’axe porté par & = vi(z.), tel que
C. C QL N B(zx,74). Donc ®(-,2.) € H'(C,). En dimension d = 3 (le cas de la dimension 2 est
similaire), on a

Comme ¢ = 1 dans un voisinage de z,, en utilisant (3.46) on a f € L?(Q}

tk|z—x|
Vo(, 1) = —— ( 1 —ik) (z — 2,),

Cdrle — a2 |z — z

et en utilisant des coordonnées sphériques (r, 0, ¢) centrées en z,

dx re o 0s 27 12 gin 0 drdfde
R
o+ |7 — 24 o Jo Jo r

ce qui contredit le fait que ®(-,z,) € H'(C4). Ainsi on a nécessairement Q; C Q. De la méme
maniére on prouve que {2y C 24, et donc 1 = Q9 = Q.

Passons a la seconde étape de la preuve qui consiste & montrer que (A1,71) = (A2,72). Posons
A= A1 — A2 et n:=mn; —n9. D’apres (3.44), le champ total associé aux ondes incidentes de direction
d’incidence 6 satisfait

u(z, é) =y (x, é) = ug(x, é) Vo € Qext, vl e 41,
D’apres la condition au bord sur I' pour u1 et us on en déduit que
divr (npVru(-,0)) + Au(-,0) =0 sur I, V0 € S971,
Pour ¢ € H!(T') on obtient alors
< u(-,0),divp(nVro) + Ao >=0, VA e 541

et d’apres le lemme 3.5.4, ceci devient

divp(nVr¢) + Ap =0  sur T, Yo € HY(I).
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En prenant ¢ = 1 dans ’équation ci-dessus on obtient A = 0. On a alors en intégrant par partie sur
r

/Fnlvﬂb\st =0, V¢eHY).

Supposons que n(xg) # 0 pour xg € T, alors on a par exemple Re(n)(xg) > 0 sans perte de
généralité. Puisque 7 est continue, il existe ¢ > 0 tel que Re(n)(x) > 0 pour tout z € I' N B(zo, €).
Choisissons ¢ comme étant une fonction réguliére non nulle et & support compact dans I'N B(xg, €).
On obtient ainsi que

[ Re)|Vrofds =0,
I'NB(zo,e)

et donc Vr¢ = 0 sur I', ce qui implique ¢ est constante sur I' et donc ¢ = 0 sur I'. Ceci est
impossible car on a supposé que ¢ est non nulle. On conclu donc que 17 = 0 sur I" ce qui termine la
preuve. ]

Remarque 3.5.5 En fait ’hypothése de régularité sur le domaine et les coefficients n’est pas né-
cessaire comme nous le verrons dans le § 7.2.4 a Uaide d’une preuve différente pour l'unicité par
rapport a l'obstacle.
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OUS continuons a nous intéresser au probleme inverse de I'identification de parametres A
et 1 et de la forme de 'obstacle I' a partir de la donnée du champ lointain produit par
une ou plusieurs ondes incidentes pour un opérateur d’impédance généralisée de la forme

Z = diVF(nVF') + A

De nombreuses méthodes ont été proposées pour reconstruire la forme d’un obstacle a partir d’'un
nombre infini d’ondes incidentes (voir [24, 29, 72, 76] par exemple) mais aussi dans le cadre d’un
nombre fini d’ondes incidentes (voir [51, 86]). Nous proposons ici d’utiliser une méthode classique

de résolution qui consiste & minimiser la fonctionnelle quadratique non-linéaire

1 00
F(Aﬂ?’r) = §HT()‘a777P) - uobsH%Q(Sdfl)

par rapport aux trois variables A, 7 et I'. Nous rappelons que 1" est I'opérateur qui a une direction

d’incidence 0 associe le champ lointain de u® = u — e™*?* et u est solution de

Au+ k?u = 0 dans Qex, := R3\ Q,
u + divp(nVru) + Au =0 sur T,

P()\7777F) 51/: us + eiké-x
lim |8,u® — iku®)* ds = 0.

R—o0 |z|=R

73
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Le champ u}, représente les données du probleme. Les techniques de minimisation ont déja été
utilisées pour la reconstruction d’obstacles avec une condition d’impédance classique (voir [51] par
exemple) mais & notre connaissance pas dans le cas d’une condition d’impédance généralisée.

Beaucoup d’algorithmes de minimisation requiérent la connaissance des dérivées de la fonction
a minimiser, dans notre cas il s’agit de calculer la dérivée de la fonction F' (et donc du champ
lointain) par rapport aux fonctions impédances (cela a déja été fait dans [14] pour I'impédance
généralisée) et par rapport a la forme de 'obstacle. Encore une fois, il existe de nombreux travaux
dans la littérature autour du calcul de la dérivée du champ lointain par rapport a ’obstacle pour
diverses conditions au bord (voir [81, 54, 82, 66, 50]). Néanmoins, I’étude que nous menons ici est
la premiere dans le cas d'une condition d’impédance généralisée. Nous avons aussi considéré des
coefficients d’impédances variables et nous verrons que cette généralisation nécessite une définition
particuliere de la dérivée de forme.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : dans une premiere section nous déterminons
la dérivée de Fréchet de T par rapport aux fonctions d’impédance A et 7. Nous détaillons tout
particulierement le calcul de la dérivée de T' par rapport a la géométrie dans la deuxieme section.
Enfin, nous concluons ce chapitre par le calcul de la dérivée de la fonction colit F' a A, n et T’
en introduisant un probleme adjoint qui rend le calcul des dérivées simple a implémenter et peu
couteux.

4.1 Dérivée de Fréchet du champ lointain par rapport a I’opérateur
d’impédance

Nous utilisons toujours les notations introduites dans le § 1.2.1, Q désigne un ouvert borné,
simplement connexe de R? pour d = 2,3. Sa frontiére notée I' est supposée étre de classe C' et on
note v la normale a I' dirigée vers I'extérieur de 2. Notons aussi Br une boule ouvert de rayon
R telle que Q\ Bg et Sg désigne 'opérateur de Dirichlet-a-Neumann extérieur sur 0Bg. Enfin A
désigne un sous-ensemble de L>°(I") x L*>°(T") tel que 'hypothese

Hypothése 4.1.1 (A, n) € (L=(T))? sont tels que
Im(A) >0, Zm(n) <0 p.p. sur I’

et il existe ¢ > 0 tel
Re(n) > ¢ p.p. sur T

soit satisfaite. Dans ce qui suit A et 7 sont deux fonctions de L*°(T") telles que (\,n) € A et
donc d’apres le § 1.2.1, le probleme P(A,7n,I") admet une unique solution dans Hrr := {v €
H'(Br\ Q); vyr € H'(T')} pour toute boule Bg de rayon R englobant I'obstacle €. On introduit
aussi, pour I' fixée et une direction d’incidence donnée, I'application

Tr : A — L*(S%7Y
(Am) — T(A,n,T)

et nous allons montrer que cette application est Fréchet différentiable. Nous rappelons la définition
de différentielle au sens de Fréchet pour des espaces de Banach.

Définition 4.1.2 Soit X et Y deuz espaces de Banach munis des normes ||-||x et ||- ||y respective-
ment. Soient U C X etV C Y deux ouverts et F' une application de U dans V. L’application F est
Fréchet différentiable si pour tout x € U il existe une application linéaire et continue F'(x): X —Y
et une fonction réguliére o(-) : [0, +o00[— Y telles que

F(z+h)=F(x)+ F'(z)h+o(||h] x)

pour tout h € X tel que x +h € U et o(x)/x — 0 lorsque x — 0. L’application linéaire F'(x) est la
différentielle de Fréchet de F au point x.
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Comme cela a déja été démontré dans [14], 'application T1 est Fréchet différentiable sur A et on
donne son expression.

Théoréme 4.1.3 L’application Ty est différentiable sur A et pour tout (A\,n) € A sa différentielle
de Fréchet est lapplication TH(A\,n) : L®(T) x L>®(T) — L2(S971) définie par

ot vy est le champ lointain de Uunique solution sortante vy, ; de Uéquation de Helmholiz dans Qlext

telle que
31}2’1

Oov
ot u est la solution de P(\,n,T).

+ divy <77VFUZ,1) + Avp = — (divp(hVru) +lu) sur T’

Preuve. Introduisons 'opérateur
Rr: A —s HY?(8Bg) x H '/?(0Bg)

s ou’
()‘7 77) — (u |8BR7 &/‘BBR>

ot u® = u — u® est 'unique solution de P(\,n,T') pour une onde incidente u* donnée et 'opérateur
intégral

7 :HY?(8Bg) x HY2(8BR) — L*(S41)

(91,92) — /aB (gl(y)(w — 92(y) 2> (v, 56)) ds(y),

ol > désigne le champ lointain de la fonction de Green dont on trouvera la définition dans le §
1.2.3. Ainsi d’apres la formule de représentation intégrale du champ lointain (1.19) on a

Ir =7 o Rr.

L’opérateur Z étant linéaire, sa différentielle est 'opérateur Z lui-méme. Passons au calcul de la
différentielle de Rp. Soient \,n) € A et (h,l) € L>(T") x L*(T") tel que (A + h,n+1) € A. On
note aussi u la solution du probleme P(A,n,I') et up; la solution de P(A + h,n + [,I'). Posons
e,% ;= upg — u — vp; ou vp,; est la fonction introduite dans I’énoncé du théoreme. Nous allons
mé)ntrer que 7 ’
Hel2l,lHHI‘,R
12l Loy + [l oo (ry =0

On observe que ei%,l est une solution sortante de I’équation de Helmholtz a I’extérieur de §2. De plus
elle satisfait la condition au bord

oes
61}7 + divr (nVrei,z) + e =~ (divf(hvrefl%l) + le’llvl) sur I

ou e}m := up,; — u. Par continuité du probléme direct, il existe C' > 0 telle que

leq il < Clldive(AVres ;) + leg |l 1),

< C (|Illzoocry + ellzoory) llehallzr rys (4.1)

pour tout (h,l) € K tels que (A + h,n+1) € A. Comme on I'a déja montré dans la preuve de la
proposition 3.3.7, up; dépend de maniere continue de (h,l) et

li ! =0. 4.2
(h,gg(] Heh,lHHF,R ( )
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32

€ .
De plus —it = Sge? , sur 9Bg donc comme Sp est continu,
de?
h,l 2
H By < Clleqlla@p)-
H~1/2(9Bg)

D’apres cette derniere relation et en utilisant (4.1) et (4.2) on obtient

RO - (D) = (0 o 252
T\ ) h,l R v R

et

ou vy est le champ lointain de vy, ;. [

Remarque 4.1.4 Lorsqu’elle est injective, la dérivée de Fréchet du champ lointain par rapport aux
fonctions X et n peut servir a montrer des résultat de stabilité locale (i.e. on a l'inégalité (3.35) pour
une constante qui dépend de X et n) pour l'identification des fonctions d’impédance comme dans

[14].

4.2 Dérivée du champ lointain par rapport a I’obstacle

4.2.1 Définition de la dérivée de forme

Le calcul de dérivées de formes est maintenant un domaine bien connu (voir [4, 41, 53] par
exemple). Néanmoins les techniques habituelles de dérivées de forme semblent difficiles & adapter a
notre situation. En effet, les fonctions d’impédance \ et 1 sont intrinsequement liées a la géométrie
de T'obstacle ) contrairement au cas d’impédances constantes. Pour définir la dérivée de forme
de T autour d’une géométrie I' il faut donc étendre A et n a un voisinage de I'. Ceci nous oblige
a introduire une nouvelle définition de la dérivée de forme du champ lointain adaptée au cas de
fonctions d’impédance définies sur le bord de 'obstacle, c’est ’objet de la Définition 4.2.1. De plus,
nous utiliserons une méthode constructive pour le calcul de la dérivée de forme introduite dans [66]
pour des conditions au bord de Dirichlet et de Neumann puis & nouveau utilisée dans [50] pour une
condition d’impédance classique dans le cas d’un coeflicient d’impédance constant.

Dans toute cette section nous supposons que 'obstacle et les impédances sont réguliers, nous
supposerons que I' est de classe C4, A € C?(I') et n € C3(T), ce qui implique que la solution
de P(\,n,T) est dans H*(Qr). Rappelons aussi les définitions introduites dans le § 3.4.1, soit
e € CH*(R4,RY) o OV>® := C1 N W est associé & la norme ||¢|| := |el[w1.00 (Ra may, des que
lle|]| < 1, Papplication f. := Id + ¢ est un difféomorphisme de classe C' de R? dans R¢. Pour un
obstacle €2 donné, on défini une famille d’obstacles perturbés

Qe ={z+e(x), z € Q},

pour tout ¢ € B ol BY® désigne la boule unité ouverte de CH»°(R4 R%). On note I'. = {z +
g(x) pour z € T'} la frontiere de ). et on supposera que R est suffisamment grand pour que
2. C Bp pour tout € € B°. Enfin les impédances sont étendues sur toutes les surfaces I'. a I'aide
de la formule

Ae=Xof me=noft. (4.3)
Pour A, n et I' fixés, nous savons déja d’apres le corollaire 3.4.3 que ’application
Ty,(T) : By — L*(S97Y)
g T()\é‘?né)FE)

est continue en 0, nous allons montrer dans cette section qu’elle est en fait Fréchet différentiable en
0. Enfin, nous définissons la notion de dérivée de forme comme suit.
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Définition 4.2.1 On dira que 'opérateur champ lointain T' est dérivable par rapport a I' si T ,(I")
est Fréchet différentiable en 0. On appelle dérivée de forme de T la différentielle de Fréchet de
Th,y(T): B — L2(ST 1) en 0 : 15 ,,(1)(0) (voir Définition 4.1.2). On la notera 15 , (T').

Remarque 4.2.2 Lorsque A\ et n sont deuzr constantes, la définition ci-dessus correspond a la
notion de différentielle de Fréchet par rapport a la géométrie telle qu’elle est introduite par exemple
dans le chapitre 5 de [53].

Comme dans le cas de la dérivée partielle de T' par rapport aux impédances, nous factorisons
T’y (I') sous la forme d’un opérateur de résolution du probleme direct auquel on applique I'opérateur
intégral Z introduit dans la preuve du théoreme 4.1.3. Pour A\, 7 et I" donnés, introduisons 'opérateur

Ry ,(T) : B¥® — HY*(OBg) x H~Y/?(3Bg)

. du
g u8|aBR’87|8BR

ol u. est I'unique solution de P (A, 7, c) et on a la décomposition,

Tan(I') =T o Ry ().

4.2.2 Calcul de la dérivée de forme du champ lointain

Pour calculer la différentielle de Fréchet de R, (I") nous suivons la procédure utilisée dans [66]
puis dans [50] qui consiste a écrire la différentielle de forme du champ diffracté a 1’aide d’une formule
de représentation intégrale. Notons u = u® + €*% la solution de P(\,n,T) et u, = us + ethtr 1g
solution de P(A, 7, ). Nous supposerons pour le moment que £ C Q. et on a alors la formule de
représentation intégrale suivante pour la différence entre les champs diffractés u? et u®.

Lemme 4.2.3 Pour x € R%\ Q,

o) = o) = [ e { G2 )+ dive (Ve w) ) + Al fdse

ot w(-,x) = w(-,x) + ®(-,x) et w®(-,x) est la solution de (3.36) ot f est donnée par (3.37) pour
z=ux.

Preuve. Soit € R\ Q.. On rappelle la formule de représentation intégrale pour le champ diffracté
(3.43) établie dans le chapitre précédent :

s/ out ; Ow?®
u®(x) _/p<3uw (,x)—u ey (,x)) ds.

Une formule de Green dans €. \ et l'utilisation de I’équation de Helmholtz satisfaite par u’ et
w* (-, x) permet de transporter cette relation sur I'.

ou’ S Ow?®
uw(x :/ w(-, ) —u ~x) | dse.
® FE<8V€ () = G >) :
Comme uf et w*(-,z) sont des solutions sortantes de I’équation de Helmholtz a 'extérieur de €,

en utilisant (3.40) cette intégrale devient

oy [ (P
u’(x) = /Fg <6V€w (-, x) ugays( ,x)) dse.

La condition au bord satisfaite par u. sur I'; implique

() = e (W () dive, (0:Vr.w) (1 2) + A (0) ) d..

[
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En utilisant la formule de représentation intégrale pour le champ diffracté (3.42) pour uf et I'; ainsi
que la relation (3.39), on a

od ou
ul(z) = /F (8’/8(-,30)% — (I)(.’x)(?ui) ds.
D’aprés la condition au bord satisfaite par u. sur I's on obtient que pour 2 € R\ Q,

0P

ui(z) = / Ue ((, x) +divp, (e V. @) (-, z) + AP (-, x)) ds.
. ov,

Pour € R%\ Q. définissons la fonction w(-, z) = w*(-,z) + ®(-,z) sur I, si on additionne les deux

derniéres équations on trouve la formule du lemme. [

En utilisant la continuité du champ diffracté par rapport a la géométrie établie dans le théoreme
3.4.1 on peut remplacer u. par u dans la formule de représentation intégrale du lemme 4.2.3 & I’ordre
O(|l¢]|?). Comme dans le chapitre précédent, O(-) désigne une fonction réguliere de [0, +oo[— R
telle qu'il existe C' > 0 telle que pour tout x € [0, +oo[ on ait |O(x)| < Clx|.

Lemme 4.2.4 Soit w la fonction définie dans le lemme 4.2.3,

ut(@) =) = [ uf S )+ dive, (.Vrw) () + A o) | dse + O],

uniformément pour x dans chaque sous-ensemble compact K C R¢ \ Q..

Preuve. D’aprés le lemme 4.2.3, pour tout z € R? \ Qe

ui(z) —u’(z) = /Fg u {g}i (,) + divp, -V, w) (-, ) + Aew(-, x)} dse

ow (4.4)

[ e =0 {52 )+ dive (Ve w) () + Acwly) |

Nous allons montrer que la deuxiéme intégrale de cette égalité est un terme en O(||e|?).

Tout d’abord remarquons que
ow )
/ (ue — u) B (-,z) +dive, (V. w) (-, z) + Aow(-, ) p dse
ow
= [ (ue —u)=—dsc — / NeVr. (ue —u) - Vrowds: + | Ae(us —uw)wdse, (4.5)
r. e I Ie

Nous traitons le membre de droite de (4.5) terme par terme, notons 4. = u. o fe, 4 = u o f. et
We = w o fe, le changement de variable . = f.(x) dans la troisiéme intégrale donne (voir [53,
proposition 5.4.3])
Ae(ue —u)wds. = / AMte — U)W JZ ds,
T. r
on rappelle que J! = ‘det(V fo)(V fa)*TV‘ désigne le Jacobien surfacique du changement de variable.
On en déduit que

/ Ae(ue —w)wds. — / Mae — lie)wds = / Mae — Ug) (e JY — w) ds
r r

£

< Aoy llte = @el| L2 (r)Ue ()

/ Ae(ue —w)wdse — / M — Gz )w ds
. r

avec

Ue(z) = ||((w o fo) JZ = w)(, )|l L2(ry-
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Pour ce qui est de la seconde intégrale

[ neVr e =) - Vrowdse = [ (o ). (@ = ) 0 £21) - Vr. (@ o £ ) dse
e r

£

Mais comme on I’a montré dans la preuve du lemme 3.4.2, pour z € HY(T'), x € T et x. = f.(z),
on a

Vr.(z o f=)(xe) = (Vfo(2)) T Vi 2(2).
Donc

g NeVr, (ue —u) - Vp wdse = /FnVr(&E — ) - P - Vpw:JY ds,

avec P. := (Vf.)"1(Vf.)"T et donc

/FE NeVr. (ue —u) - Vp wds: — /1“77V1~(ﬂE — 1) - Vrwds
_ /anp(as — i) - (JY P - Ve — Viw) ds.
Alors
‘/Fs NeVr, (ue —u) - Ve wds: — Aan(ag —4¢) - Vrwds

< [Inllzoe(rylltie — || gy V()

avec
Ve(@) = [[(JZF: - Vr(w o fo) = Viow) (-, @) 2(r)-

Il ne reste plus qu’a traiter la premiere intégrale

/ (ue — u)(‘?:;dse :/ (e — tic) Ofa_l)v(ws Ofa_l) Ve dse

= ((128—ﬁs)ofgl)(er)_T~(Vw5 Ofa_l) “Vedse

=
B /Fmé‘ —@)Vie - (Vo) 7h - (ve o fo) L ds.

Alors
ow ~ L Ow N . VoA -1
/ (ue — u) 50 ds. — /F(u€ — us)a—y ds = /F(u6 — U )(JENVW - (Vfe)" - (Weo fe) — Vw - v)ds,
€ €
et donc 5 9
w - N w ~ N
[ e =) g dse = [ (e = ) 52 ds| < e = el o ey We(a)
avec

We(z) = [|JEV(wo fe) - (Vi)™ (weo fo) = V- VHH—l/Q(F)'
On a montré dans la preuve du théoreme 3.4.1 que
JL () =1+ O0(|fe]]), Pe(z) =1d(1+ O(|l]])),
et on peut en déduire que
Ue(x), Ve (), We(z) = O([[el]),

uniformément pour x dans un ensemble compact K C R?\ Q. donné.
D’un autre co6té,

|te — QEHHl(F) < ||t — uHHl(F) + ||t — uHHl(F)'
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FIGURE 4.1 — Extension des objets surfaciques.

Or, d’apres le résultat de continuité par rapport a I'obstacle obtenu dans le théoreme 3.4.1,
|te = ul[gr(ry = O(lel]),

et comme . = uo f. et u € H*(Qg) C C*(Qg),
||t — ul[grry = O(l[e]])-

On vient finalement de montrer que

ow . _Ow
/E(U,E—u)a dse—/r(ug—ug)a—yds

Ve

= O(llel1*),

’/F NeVr. (ue —u) - Ve wds, — /Fan(fLE —Ug) - Vrwds| = O(”E”Q)

= O(llell*)-

/ Ae(ue — w)wdse — / M — G )w ds
r

€

Revenons a (4.5), grace a la condition au bord satisfaite par w(-, z) sur I', on obtient finalement
que

B
0:/(ﬂ5—a5)—wds—/an(a5—as)-erds—l—/)\(ﬂE—ﬁE)wds
T ov T T

0
— / (us —u) v ds. — / NeVr, (ue —u) - Ve wdse +/ Ae(ue —uw)wdse + O(H€H2),
e Te Te

ov,
et donc 5
w .
(e = ) { 522 () + div (1Y) () + Acwl,) | ds. = O(el),
I Ve
ce qui conclut la preuve d’apres la relation (4.4). ]

L’étape suivante consiste a transporter la représentation surfacique sur I'c du lemme 4.2.4 en une
représentation surfacique écrite sur I' en utilisant le théoréme de divergence. On a donc besoin
d’étendre les quantité surfaciques A;, 7., v, et Vr_ dans tout le domaine €2, \ﬁ Comme I' est
de classe C, pour tout x¢ € I, il existe une fonction ¢ de classe C' et deux ouverts U C R41 et
V C R? qui sont des voisinages de 0 et zg respectivement tels que ¢(0) = zg et

DAV = {p(€):€ € U}

Pour t € [0, 1] définissons
ft = Id+t€7 Pt = ft0907
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la fonction ¢; permet de paramétrer I'y = (Id + te)(I') au voisinage de zf, := fi(z0), et les vecteurs
tangents & 'y au point zf s’écrivent

8(pt 8
et = Id 4 tVe
aE; = s ¢

ou (Ve);; = 0g;/0x; est la matrice Jacobienne de e. Comme dans la preuve du lemme 3.4.2 on
défini la base covariante (ei) sur I'; au point =, par

= (Id +tVe)e;, pour j=1,d—1 (4.6)

el - e§ = 5;, pour 4,7 =1,d—1, (4.7)

de plus, la normale unitaire sortante & I'y au point zf est donnée par

by — el x e
et x e
et le gradient surfacique de w € H(T';) s’écrit
Sowy,
Vi) = 3 T (0)e) (4.9
o 0%

ou Wt = w o . Ce procédé nous permet de définir une extension de la normale v et du gradient
surfacique & tout le domaine €. \ . De la méme maniére, les impédances A et 1 sont étendues dans
Q- \ Q par

At = Ao ft_l et ny :=mno ft_l

Revenons a la formule de représentation intégrale du lemme 4.2.3 pour u — u®.

Lemme 4.2.5 Soit w la fonction définie dans le lemme 4.2.3. Alors,

u(e) — ' (a)

= /F(e v)div( = Vr,u - Vew(-, 2)ve + uVw(-, z) + Muw(-, 2)vy) [i=ods + O(|]]?),

uniformément pour x dans un compact K C R? \ Q..

Preuve. La preuve repose sur le théoréme de divergence et 'utilisation d’un changement de variable.
En utilisant les extensions introduites ci-dessus et en remarquant que v = v et V] = v,

/ {u ow —nVr.u - Ve w + A¢ uw}ds6 —/ {uaw —nvpu-er—l—)\uw} ds
: v, r ov

= . div {uVw — n(Vr,u - Vr,w) vy + Muw v} de
Q\0

1
:// div {uVw — i(Vr,u - Vi, w) ve + Muw v} (e - v) dids + O(|[e]?).
rJo

On a utilisé le changement de variable (zr,t) — zr+te(zr) pour zp € I' pour ¢ € [0, 1], on montre en
utilisant les coordonnées locales que le Jacobien associé & cette transformation est (g-v)+t O(||¢]|?).
Finalement comme u € C?(Qg) et w(-,z) € C?(Qg) dés que = est dans un compact K C RY\ Q,
en utilisant un développement limité de I'intégrant comme dans [66], on obtient

/ {u ow _ nsvrgu . stw + )\Euw} dSE — / {ua'll) — ’I’]VFU . pr + )\'LL’UJ} ds
. L ov, rl ov

= /F(s -v)div {uVw — n(Vr,u - Vir,w) vy + Muw vg ) |i—ods + O(||€] ).

On conclut la preuve en utilisant la condition au bord satisfaite par u sur I' et le résultat du lemme
4.2.4. ]
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La fin de cette section est consacrée au développement de la trace du terme de divergence. Pour
développer ce terme, nous avons besoin du lemme technique suivant.

Lemme 4.2.6 Soit A une fonction de C*(T') et posons Ay := Ao ft_l. Soient u et w deux fonctions
de H*(Br \ Q), alors les identités suivantes sont valables sur T,

(e-v) (VA - vi)|t=0 = —(VrA - ¢),

(diVVt) |t:0 = diVl“V,

(e -v)V(Vr,u-Vr,w) - vVii=o = —er - Vr(Vru - Vrw) + Vr(er - Vru + (Vu - v)(e - v)) - Vrw
+ Vru - Vp(Vriw - er + (Vw - v)(e - v)) — Vru- (Ve + (Ve)!) - Viw,
ot on note er :=¢ — (e - V)V

Preuve. Considérons la base locale du plan tangent autour de z( définie par (4.6), et posons
el = . Nous lui associons une base covariante notée (ff), pour i = 1,...,d qui est différente de la
base (ef,e?,v), ol les vecteurs el sont définis par (4.7), en effet, ¢ n’est pas unitaire et n’est pas
nécessairement colinéaire a v. Commengons par montrer la premiere relation du lemme, on a en
notant A = X o %

8)\

Z 3& I

D’aprés la définition de \, on a dN/dt = 0, et en posant f? := e,

(V) |t=0 = Z ag (4.9)

11 suffit alors de calculer les vecteurs covariants f? pour ¢ = 1,d — 1 pour obtenir I'expression de
(VA¢)|t=0. On cherche f! sous la forme

-1
= Z Biez + av,
i=1
ou les coefficients «, §; sont déterminés de maniere unique par
flrer=1, floej=0, j=2,d-1, fl-e=0.
Ces trois relations impliquent que

51:1, 5]:0, ]:2,d—1, a(y-g):—el.g

et donc .
fl=el— Y
v-e
On obtient une expression symétrique pour f?, i = 2,d — 1 et en revenant & (4.9), on obtient
d—1 N
1, 0A
VAt v)li=0 = (VM) |t=0 - v = — — (' e)—,
(VA v)li=0 = (VAe) =0 ;V.E( )8&

ce qui s’écrit

(v-e)(VA - ve)|t=0 = —(VrA-e).
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On vient donc de montrer le premier résultat du lemme 4.2.6.
Pour obtenir la deuxiéme relation nous procédons de la méme maniere mais nous aurons aussi
besoin de P'expression de f¢. Comme précédemment, on cherche f? sous la forme

-1
= Z pie' + av

ou les coefficients «, §; sont déterminés de maniére unique par
fle; =0 i=1d-1, f*.e=1

et donc

Or

“ov, . Ov
dive, = Z 5e i I

et en dérivant |v;|?> = 1 par rapport & & et t, on a

61/15
9&i

)
o =0, i=1d1, §|t:0.u:0,

donc

th

(divy)|s—o = (Z o, Z) li—0 = Z . 96, -e' = divry

et on a la deuxieme relation du lemme.
Nous terminons avec la preuve de la troisieme relation. Notons

G = thu . thw
et Gy = G o ¢y, le gradient de G dans la base covariante s’écrit

d—1
oG, . oG
vGa=%" agtft =

i=1
En utilisant les expressions des vecteurs f}, i = 1,...,d, on obtient
d—1 ~
. 0G oG
(V) (VG vi)limo = — Y (€' &) 5 |0 t\t 04
p— 0
et donc -
0G,
(V . 8)(VG . I/t)‘tzo = —¢er - Vp(Vru - Vrw) + W’tzo (4.10)

Il ne reste plus qu’a calculer Gy /0t en t = 0. On a

6Gt dzl 0ty ;i O 4
ot \ag " o

avec

8 <8Ut i 8wt ) 8Ut 8wt z j+ 8ut 8wtt i j+ 8ut 8wt (c%t i i 8e§>

e el +e} - —-
06" o) T og og; 9&; 0E; ¢ 9&; P ot
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D’apres (4.6) et (4.7) on a ' ‘
(Id 4 t(Ve)T)el = ¢,

et en dérivant cette relation par rapport a t on obtient

(Ve)Tel + (1d + t(Ve)T)) 9

et _
ot 0
donc ,
ey Ty\—1 T i
E = —(Id + t(VE) ) (VE) et
et finalement y
el :
3tt ‘t:O = —(VS)T . 61.
Ceci nous permet d’écrire
oGy, (0 Oy
W’t:ﬂ =Vr <8t|t_0> -Vrw + Vru - Vi (at|t_0>

— Vru- Ve - Vow — Vru - (Ve)T - Viw,

en utilisant

ou ow
Oitth:[):vu.g’ a—tt\t:():Vw-e
ainsi que la décomposition € = ep + (¢ - v)r, on obtient
0G,
W\t:o =Vr(Vru-er+(Vu-v)(e-v)) - Vrw+ Vru - Vr(Vrw - er + (Vw - v) (e - v))
— Vru- (Ve + (Ve)h)) - Vrw.
On termine la preuve du lemme en utilisant la relation (4.10). ]

Afin de simplifier la présentation nous séparons le développement du terme de divergence du
lemme 4.2.5 en deux. Une premiere partie est traitée dans la proposition 4.2.7 et la deuxiéme est
traitée dans la proposition 4.2.8.

Proposition 4.2.7 Soit n une fonction de C'(T) et définissons 1y :== 1 o ft_l. Soient u et w deux
fonctions de H*(2R). La relation suivante est alors valable sur T,

(e-v)div(m:Vr,u - Vr,wvy) |i=0 = — (Vo - €)(Vru - Vrw) +n(e - v)(Vru - Vrw)(divrry)
+n(e-v)Vr(Vu-v) - Vrw+n(e-v)Vru - Vr(Vw - v)
+n(Vu-v)Vr(e - v) - Vrw+ n(Vw - v)Vr(e-v) - Vru
—2n(e-v)(Vru- Vv - Viw).

Preuve. Le développement de la divergence donne

div (m:Vr,u - Vp,wvy) |i=o
= (Ve - v)|t=0(Vru - Vrw) + n(Vru - Vew)(divey) =0 + nV(Vr,u - Vi,w) - veli—o

et d’apres le lemme 4.2.6 on a
(e - v)div (n:Vr,u - Vr,wve) [i=o = —(Vrn - €)(Vru - Vrw) +n(e - v)(Vru - Viw)(divry)

—ner - Vr(Vru - Viw) — nVru - (Ve + (Ve)T) - Viw
+nVr(er - Vru+ (Vu-v)(e-v)) - Vrw +nVru - Ve (Vrw - er + (Vw - v)(e - v)).  (4.11)
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Pour un vecteur surfacique ar, on note Vrar le tenseur de dimension (d — 1) x (d — 1) défini par

dar

a¢c j:17d_17
9¢;

VFCLF C€j =
en utilisant la relation algébrique Vr(ar-br) = (Vrar)? -br +ar - Vrbr, la troisieme ligne de (4.11)
se réécrit

nVr(er - Vru+ (Vu-v)(e-v)) - Vrw +nVru - Vp(Vrw - er + (Vw - v)(e - v))
=ner-Vr(Vru) - Vrw +nVru - Vyer - Vrw + n(e - v)Ve(Vu - v) - Viw
+n(Vu-v)Vr(e-v) - Vrw +nVru - Vp(Vrw) - er + nVru - (Vpsr)T -Vrw
—n(e-v)Vru-Vr(Vw -v) +n(Vw - v)Vru - Vr(e - v). (4.12)

La prise en compte de (4.12) dans (4.11) et la relation
er - VF(VFU . er) =€r- VF(VFU) -Vrw + Vyu - Vr(er) €T,
donne finalement

(e -v)div(m:Vr,u - Vr,wvy) |i=0 = —(Vrn - €)(Vru - Vrw) + n(e - v)(Vru - Vrw)(divry)
+n(e-v)Vr(Vu-v) - Vrw +n(Vu-v)Vr(e-v) - Vrw
+n(e-v)Vru-Vr(Vw -v) + n(Vw - v)Vru - V(e - v)

—nVru- (Vre + (Vre)l) - Vrw + nVru - (Vrer + (Vrer)?) - Viw.

Pour simplifier la derniere ligne de cette derniere expression il faut encore calculer Vre — Vrer.
Comme € —er = (e-v)v, on a

Vre — Vrer = Vr((e-v)v) = (e-v)Vrv +v @ V(e - v),
ou pour un vecteur surfacique a, on note v ® Vra le tenseur M de dimension d x d défini par

0
M'ejzﬁigy j=1d-1, M-v=0.
J

Ceci implique en particulier que
Vru - Vrer - Vrw — Vyu - Vre - Vrw = —(e - v)Vru - Vrv - Viw.
Puisque le tenseur Vv est symétrique (voir par exemple [78, Theorem 2.5.18]), on obtient aussi
Vru - (Vpep)T -Vrw — Vru - (VFS)T -Vrw = —(¢-v)Vru - Vv - Vyow.
Finalement on arrive a

(e - v)div (n:Vr,u- Vr,wvy) [i=o
=—(Vrn-¢e)(Vru - Vrw) +n(e - v)(Vru - Vrw)(divrey)
+n(e-v)Vr(Vu-v) - Vrw + n(Vu - v)Vp(e - v) - Vow
+n(e-v)Vru-Vp(Vw - v) + n(Vw - v)Vru - Vp(e - v) — 2n(e - v)Vru - Vrv - Viw,

ce qui termine la preuve. [ |
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Proposition 4.2.8 Soient u et w(-,x) les fonctions du lemme 4.2.3. On a alors sur T,
(e -v)div(uVw(-,z) + Muw(-, 2)vy) [1=0 = — (VA - g)uw(-, x)
+ (e ) (Vru- Vrw(,z) + Myu Myw(-, z) = (K + X* = Mdivew)uw(-, 7))
ot on note M, := divp(nVr:).
Preuve. Remarquons tout d’abord que
div(uVw + Muwry) = Vu - Vw + uAw + vw (VA - vy) + MwVu - vy + uVw - vy + Muw(divey).

En utilisant I'équation Aw + k*w = 0 & Vextérieur de 2 ainsi que la décomposition du gradient en
sa composante tangentielle et sa composante normale on obtient

div(uVw + \uwvy) li—o =Vru - Vrw + (Vu - v)(Vw - v) — (k% — A(divey)|i—o)uw
+uw(VAs - vy)|i=o + A(Vu - v)w + Au(Vw - v).
On peut remplacer Vu-v et Vw-v par (—M,u— Au) et (—M,w — A\w) respectivement, ce qui donne
div(uVw + \uwvy) =0 =Vru - Vrw + Myu Myw — (k2 + A — A(divey) |s—o)uw
+ uw (VA - vy)|i=o0-

La fin de la preuve est une conséquence du lemme 4.2.6. ]

En rassemblant les propositions 4.2.7 et 4.2.8, on établit le principal résultat de cette section :

Théoréeme 4.2.9 La différence entre les champs diffractés créés par les obstacles Q). et Q s’écrit

ut(a) (@) = = [ Bulyyuwly,a)ds(y) + O( 2|

uniformément pour x dans un ensemble compact K C R¢ \ Q¢, ot w(-,x) est définie dans le lemme
4.2.8 et opérateur surfacique Be est défini par
B.u = (¢ - v)(k* — 2HN)u + divp ((Id + 2n(R — H 1d))(s - v)Vu) + Ly, ((e-v)Lyyu)
+ (VrA-ep)u+dive ((Vrn -er)Vru) ,
ot Ly - :=divpr(nVr-) + A- et on rappelle que 2H = divrv et R = Vyv.
Preuve. D’apres les propositions 4.2.7 et 4.2.8 on a
(e -v)div (= Vr,u - Vr,wvy + uVw + Muwry) |i—o
= (e-v)Vru- Vrw + (e - v)Myu Myw — (¢ - v) (k2 + A% — )\(divrl/)) uw
—(VrX-e)uw + (Vrn - €)Vru - Vrw — n(divry) (e - v)Vru - Viw
—n(e-v)Vr(Vu-v) - Vrw —n(e - v)Vru - Vr(Vw - v)
—n(Vu-v)Vr(e-v) - Vrw —n(Vw - v)Vr(e - v) - Vru
+2n(e -v)(Vru- Vv - Viow).
En utilisant la condition au bord satisfaite par u et w(-, x) sur I', on obtient

(e -v)div (= Vr,u - Vp,wvy + uVw + Auwry) |i—o
= —(e-v)(k* = 2HN)uw + (¢ - v)Vru - (Id + 2n(R — H1d)) - Vrw
— (VrA-e)uw + (Vrn - e)Vru - Vrw
+ (e - v)Myu Myw — (g - )N uw
+n(e - v)Vr(Mpyu+ Au) - Vrw + (e - v)Vru - Vi (Myw + Aw)
+n(Myu + Au)Vr(e - v) - Vrw + n(Myw + Aw)Vr(e - v) - Viu.
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Les trois dernieres lignes de cette égalité peuvent se réécrire sous la forme
(e - V) (Lanu)(Lyyw) — Ale - v)w(Lyyu) — Ale - v)u(Ly yw)
+nVr((e-v)Lyyu) - Vrw +nVr((e - v)Lyw) - Vru.

En intégrant sur I', ’expression ci-dessus devient apres intégration par partie et simplification,

~ [ ) Lo} (Law) ds,
on termine la preuve en utilisant le lemme 4.2.5 et en intégrant par partie. [

On en déduit la dérivée de forme de 'opérateur Ry, (T").

Corollaire 4.2.10 Supposons que T, \ et n sont analytiques et que (\,n) satisfait ’hypothése 4.1.1.
Alors Uopérateur Ry (') est différentiable en 0 et sa différentielle de Fréchet est donnée par

s ovs
Ry (0)0) & = (v2lonn 5 lone )

ot v: est l'unique solution sortante de l’équation de Helmholtz dans Qexy = R4 \Q et
S

0
;8 + div(nVrol) + Avi = Bou sur T
v

Afin d’obtenir ce corollaire nous aurons besoin du lemme de représentation intégrale suivant dont
la preuve est donnée a la fin de la section.

Lemme 4.2.11 Soit © € Qext, w(-,x) la fonction introduite dans le lemme 4.2.3 et v la solution
du probléme (3.36) pour un certain f € H-Y(T'). On a alors

o(@) = = [ wly. )/ w)ds(y).

Preuve du corollaire 4.2.10

Tout d’abord, comme A, 1 et I" sont analytiques, en procédant comme dans [66] on montre que le
théoréeme 4.2.9 reste valide méme dans le cas ou 2 n’est pas inclus dans {2.. Le résultat est alors
une simple conséquence du théoreme 4.2.9 et du lemme 4.2.11. [

Comme T ,(I') = Z o Ry ,(T") on a enfin

Corollaire 4.2.12 Sous les mémes hypothéses que celles du corollaire 4.2.10 l'opérateur T ,(I")
est différentiable en 0 et sa différentielle de Fréchet est donnée par

T}, (I)(0) - € = o

€

>° est le champ lointain de la fonction v définie dans le corollaire 4.2.10.

ou v
Preuve du lemme 4.2.11.
Nous ne ferons pas la distinction entre crochets de dualité et intégrale pour plus de simplicité. Soit

T € Qext. D’apres la formule de représentation intégrale pour le champ diffracté v sur I' on a

I AN L) P YR
o) = [ (v Gl - Sow.a)) dsto)

Donc d’apres (3.40) on a

| (O ) 0vly) N g
o) = [ (v s - G utn) ) dso).
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et en utilisant la condition au bord satisfaite par w ceci devient

o) = = [ (v)ldive(n¥ru(,a) + Mol 0] + 5o D wlz) ) dsty).

En intégrant par partie deux fois sur la surface G ceci devient

o) = = [ w(pa) (dive o) +huly) + ool ) ds(y)

On obtient le résultat a I'aide de la condition sur I satisfaite par v. [

Remarque 4.2.13 Une dérivée de forme classique ne fait intervenir que la composante normale de
la perturbation € (voir par exemple [53, proposition 5.9.1]). Dans le théoréme 4.2.9 nous obtenons
une expression qui fait aussi intervenir la composante tangentielle de €. Ceci est di d la Défini-
tion 4.2.1 de la dérivée de forme. En fait nous ne calculons pas exactement une dérivée partielle
par rapport a la forme car un changement de forme implique aussi un changement des fonctions
d’impédance et ca explique le fait que er intervienne dans ’expression de la dérivée de forme.

4.3 Dérivée de la fonction cotiit et état adjoint

Nous rappelons que le but de ce chapitre est de calculer les dérivées de la fonction
1
FOLnT) = ST O, T) = 6220y

par rapport aux fonctions d’impédance A et 7 et par rapport a la géométrie de 1'obstacle I'. Au
cours des deux sections précédentes nous avons calculé les dérivées partielles de 'opérateur T
Remarquons que F'=Q o T ou

Q : L*(S") —R
1
i 5”” - Uglis”%,%sd—l),

comme v et ucp, sont des fonctions a valeur complexe, la différentielle de () est donnée pour v et h
dans L?(S%1) par

dO(v) - h = Re (/Sd h(v—uggs)ds> .

Rappelons la dérivée partielle par rapport a (\,n), pour tout (h,l) € L>(T') tels que (A, n) + (h,1)
satisfait I’hypothése 4.1.1,

ou vy est le champ lointain de 'unique solution sortante Uh de ’équation de Helmholtz dans eyt
telle que
(’31},"’”
ov
et u est la solution de P(\,n,T"). De la méme maniére que dans le lemme 4.2.11, on montre que le
champ lointain v> de la solution du probléme (3.36) avec f € H (') au second membre s’écrit

comine

+ divp (anva’O + Avp,; = — (divp(hVru) +lu) sur I’

v (%) = —/Fp(y,i")f(y)dS(y)-

ot p(y, &) = p*(y, &) + > (y, &) est solution de P(\,n,T) avec u'(y) = ®>(y,2). Ainsi, la différen-
tielle du champ lointain par rapport aux impédances devient

) - (1) = [ p(,2) (dive(hVru) + ) (y)ds(y)
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et on obtient pour la dérivée partielle de la fonction colit par rapport aux impédances

Fvn)- () =Re [

= Re/l“ {/541 p(y, &) (u> — ugf)s)(;fc)ds(a%)} (divp(hVru) + lu) (y)ds(y)  (4.14)

{ [ 0.2) (ive(nVrw) + 1) (asto) } @ = u5,) (@)ds(a) (413

ou nous notons u*> = T'(\,n,I") le champ lointain associé a u. Si on utilise (4.13) pour calculer
F{(A,m) - (h,1) numériquement, il faudrait évaluer [ p(y, &) (divp(hVru) + lu) (y)ds(y) pour tout
& € S9! puis intégrer contre (u>® —ulx,)(Z). Ceci implique que 'on devrait résoudre un probleme
direct pour chaque direction d’incidence & ce qui est tres cotiteux. En fait, il existe une maniere
beaucoup plus efficace de calculer F{.(A\,n) - (h,1), en effet, pour tout y € Qext

G) = |, plynd) (@ =g (@)ds(2)

est solution du probleme P(A, 7, T) avec u'(y) = G(y) := [ga-1 P(y,2)(u>® — uS.)(2)ds. Donc pour
calculer F{\(\,n) - (h,1) au vu de (4.14) il suffit de résoudre un probléme direct pour u et un autre

pour évaluer G(y). On obtient alors la différentielle a I’aide de la formule suivante

FLOW ) - (1) = Re ( /F G(dive(IV ) + hu) dy> .

On procede de méme pour la différentielle par rapport a la géométrie et on aboutit au théoréeme
suivant.

Théoréme 4.3.1 Soient \ et n deux fonctions analytiques satisfaisant Uhypothése 4.1.1 et T' une
frontiére analytique, la dérivée de la fonction codt par rapport aux impédances pour tout (h,l) €
(L>°(T))? tels que (A, n) + (h,1) satisfait I’hypothése 4.1.1 est donnée par

FlOun) - (b 1) = Re ( /F G(divr(IVru) + hu) dy) .

Sa dérivée par rapport da la géométrie dans la direction € est quant a elle donnée par

Fy,([)-e=—Re (/F G(B:u) dy)

ou

— B. est donné dans l"énoncé du théoréme 4.2.9,

~ u est la solution de P(\,n,T) avec u'(z) = e** pour onde incidente,
— G est la solution de P(\,n,T) avec u'(x) = G*(x) pour onde incidente.
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NE méthode classique de résolution du probleme inverse de la reconstruction d’un obstacle
Q) caractérisé par une condition d’impédance généralisée du type

0
8% + divp(nVru) + Au =0 sur T, (5.1)

ainsi que les fonctions A\ et 7, a partir du champ lointain produit par une ou plusieurs ondes
incidentes consiste a minimiser la fonction cofit

1
F(Aﬂ%r) = §||T()‘777’ F) - ugl.;SH%Q(Sd_l)'

91
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L’opérateur T est 'opérateur champ lointain qui a (A, n,I") associe le champ lointain correspondant
a la diffraction d’une onde plane par la surface I" avec (5.1) sur I' (voir § 3.1 pour une définition
précise). La fonction ulf  désigne le champ lointain que 'on observe (les données du probleme). Nous
proposons ici d’utiliser une méthode de descente de gradient (ou méthode itérative de Landweber)
pour minimiser la fonction F'. Le point fort d’une telle méthode est qu’elle est robuste et simple
a implémenter, en revanche, comme toutes les méthodes d’optimisation que ’on applique a une
fonctionnelle non convexe (ici F), il est nécessaire d’initialiser la procédure de minimisation dans
un voisinage du minimum. De plus, c’est une méthode itérative et a chaque itération il est nécessaire
de résoudre numériquement le probleme direct P(A,n,I') (voir 3.1) plusieurs fois, ce dernier point
rend les méthodes d’optimisation cofliteuses par rapport aux méthodes dites qualitative comme la
méthode de Factorisation (voir chapitre 7 pour une condition d’impédance généralisée ou le livre
[46]) ou la Linear Sampling Method (voir [22] par exemple).

Nous rappelons que ce probléme inverse étant mal posé (voir chapitre 3), sa résolution numé-
rique peut donner lieu a la création d’oscillations parasites dans les parametres reconstruits (les
fonctions d’impédance et la forme). Il est donc nécessaire de régulariser I'inversion, nous avons
choisi d’utiliser une procédure de régularisation de type H'(I') du gradient : au lieu d’utiliser un
représentant L?(I") du gradient de la fonction cofit, nous utilisons un représentant H!(T") (voir figure
5.2). Si cette stratégie est efficace pour des impédances réguliéres, nous verrons qu’elle n’est pas
adaptée a la reconstruction d’impédances constantes par morceaux. Dans ce cas nous préfererons
ajouter un terme de pénalisation faisant intervenir la norme L' du gradient surfacique des coeffi-
cients d’impédance (voir [59] pour une approche similaire dans le cas d’une condition d’impédance
classique).

Une des motivations que nous avions données a 1’étude du probleme inverse de la reconstruction
d’un obstacle §2 caractérisé par une condition d’impédance généralisée est que le modele d’impédance
généralisée est un modele approché a 'ordre 1 pour le probléeme de diffraction par un conducteur
parfait couvert de diélectrique (voir § 1.1.2). Nous concluons donc cette étude numérique par divers
exemples de reconstruction des parametres de la couche mince et de la forme de 'objet diffractant.
A notre connaissance, c’est la premiere fois qu'une telle étude est menée et en particulier nous
montrons que dans certaines situations le modele d’impédance classique n’est pas suffisamment
riche pour retrouver la forme d’un conducteur parfait couvert de diélectrique. Ce constat justifie
tout I'intérét du modele d’impédance généralisée dans le cadre de la résolution de problémes inverses.

Dans une premiere section nous décrivons rapidement la méthode numérique utilisée pour ré-
soudre le probleme direct. Dans la deuxieéme section nous présentons ’algorithme de minimisation
dans le cas ou la géométrie est connue. La troisieme section présente divers exemples de recons-
truction de fonctions d’impédance lorsque celles-ci sont réguliéres. En particulier, nous présentons
des exemples de reconstruction sur une géométrie perturbée (c’est-a-dire que la géométrie dont on
dispose est différente de la géométrie exacte) afin d’illustrer les résultats de stabilité du § 3.4.3.
Dans la quatrieme section nous introduisons une stratégie de régularisation adaptée au cas de fonc-
tions d’impédance constantes par morceaux. Dans la cinquieme section nous présentons quelques
résultats de reconstruction simultanée des fonctions d’impédance A et 1 et de la forme I'. Enfin,
nous concluons ce chapitre par des exemples d’utilisation des conditions d’impédance généralisée
pour l'identification de revétements minces.

5.1 Résolution numérique du probléme direct

Commengons ce chapitre sur la résolution numérique du probléme inverse par une description
de la méthode employée pour résoudre numériquement le probleme direct. Nous discrétisons le
probleme P(A,7n,T') a aide d’éléments finis de Lagrange de type P2, notons X}, Iespace vectoriel
engendré par les fonctions de base P2 associées a une discrétisation donnée de 'ouvert {2r. La trace
des fonctions de base sur ' est dans H!(T'), on a donc une discrétisation conforme du probléme
P(A,n,T'). Pour discrétiser les fonctions d’impédance A et n sur I' nous utilisons le sous espace
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Xy r de Xj, engendré par les fonctions de X} non identiquement nulles sur I'. Soit Br un disque
englobant I’obstacle €, notons (¢;);=1,... ; 'ensemble des fonctions de base P2 pour une triangulation
donnée de Q. On cherche la solution u de P(\,n, ') sous la forme up = Zglzl U;¢p;. Le vecteur
Up == (Uj)i=1,.. s est alors solution de

(Ap — Sp)Up = Fy (5.2)
ou les matrices Ay, et Sj, sont définies par

()i, = /Q (Vi Vo~ Kgidy)dr + /F (Vi - Vroj — Adids;)ds

(Sh)ij = (SrROj, ¢i)-

pour ¢,5 =1,...,J. La j—éme composante du second membre F} est donnée par

ou’ i\ —
(Fh)j = /{)BR ( ar — SRU ) ¢jd8

ou u' désigne le champ incident.

Il est aussi nécessaire de discrétiser 'opérateur de Dirichlet-a-Neumann, nous décrivons brieve-
ment ici comment nous avons procédé. Toute fonction g € HY/2(0Bg) se décompose en coordonnées
polaires sous la forme

+oo etnt

ou ¢ désigne I'angle entre x et 'axe des abscisses et gn(R) = [y5, g(x)%ds. En effet, 'ensemble

des ¥, := emeR pour n € Z forme une base de LZ(aB r)- La solution radiative uey des équations de

V2
Helmholtz a 'extérieur de Bpg telle que uext = g sur 0Bpg est alors donnée en coordonnées polaires

par

(9:9n)12(8BR) 111
Uext (1,0) = Z U (k) W, (0)
nez  Ha(kR)

ol H} désigne la fonction de Hankel de premiére espéce et d’ordre n. Donc pour tout u € HY/2(dBg
n g p P p )

k(H);, (kR)

(Sru) (R,0) = 3 (. ¥n) 208~ i oy

ne”Z

Un(0),

pour la résolution du probleme discret nous tronquons cette série a ’ordre N et considérons I'opé-
rateur N
k(H"),(kR)
N _
(Spu)(R,0) = n:Z—N(U7 \IIH)LQ(BBR)TZR) n(0).

Ainsi, le probléme discret (5.2) devient : trouver U} € RY tel que

(An — S)UR = FY (5.3)
ou N
kHY (kR)
N
(Sh )Z] = Z (d)jv\I}n)Lz(aBR)m(\I}m¢i)L2(8BR)
n=—N n
pour i,j =1,...,J. La j—éme composante du second membre F; ,ﬁv est quant a elle donnée par

ou' — i
(FY); = /MR &5, $ids — (SNUY);
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oupour j=1,...,J, (U"); = (v ¢j)r2(8Bx)

Lorsque les impédances A et 1 sont deux constantes et 'obstacle ) est un cercle de rayon Ry,
il est possible de calculer le champ diffracté solution de P(A,n,I") de maniére analytique. Notons
US et = Uexact — U’ le champ diffracté associé & la solution Uexact de P(A,1,T), on le cherche en
coordonnées polaires sous la forme

uZxact(T7 9) = Z anH}l(kr)einG‘
nez

Supposons que la direction d’incidence soit 6 = (1,0), en utilisant la formule d’expansion de Jacobi—
Anger (voir [38]) on peut écrire que

ui(r7 9) _ eikcos(@) _ Z ian(kT)eine
nez

ou J, désigne la n-eme fonction de Bessel de premiere espece. On est alors en mesure de calculer
les coefficients vy, en utilisant la condition sur dB(0, Rp)

ou’
or

augxact + A S +)\ s _
or TNAT Uexact Uexact =

+ nAru’ + )\ui)

2 .
et comme Ar = %% on obtient
0

(R2A\ — nn?) J,(kRo) + kR2J!, (kRo)
(RI\ — qn?)H}(kRo) + kR3(HL) (kRo)

oy = —1"

Le champ lointain s’obtient alors simplement en utilisant le comportement asymptotique des fonc-
tions de Bessel et de Hankel pour r grand (voir [1]).

Nous avons utilisé le logiciel libre FreeFem++ [91] pour implémenter et résoudre le probléme
(5.3), nous représentons en figure 5.1 le champ lointain associé a la solution analytique uS, . et
le champ lointain approché correspondant & la solution du probléme discret (5.3) pour plusieurs
valeurs de A\ et n avec Q = B(0,1). Ces graphiques représentent le module du champ lointain en
fonction de la direction d’observation. On a fixé la discrétisation du maillage (18 degrés de liberté par
longueur d’onde) et le nombre de modes pour calculer S,JLV pour avoir une erreur relative inférieure
a 1% sur le champ lointain. Visuellement on ne voit pas de différence entre le champ lointain exact
et le champ lointain approché.

On notera que les champs lointains correspondant & A = 0 et n # 0 (1-ére ligne) sont tres
différents de ceux produit par A # 0 et n = 0 (2-éme ligne). De plus, lorsque A = 0.1i et n = 0 le
champ lointain est tres proche du champ lointain obtenu avec une condition de Neumann alors que
lorsque 7 = 0.1 et A = 0, le champ lointain est proche du champ lointain obtenu avec une condition
de Dirichlet. Cette observation est difficile a interpréter, néanmoins on peut d’ores et déja conclure
que A et  n’ont pas la méme influence sur la fonction coiit. Un petite perturbation sur n implique
une perturbation importante sur le champ lointain alors que ce n’est pas le cas pour \. Enfin, nous
terminons par une remarque liée a la direction d’incidence. Les champs lointains représentés en
figure 5.1 ont été produits pour une direction d’incidence § = (1,0), ceci signifie que l'onde plane
se propage de la gauche vers la droite. Ainsi la partie éclairée de 'obstacle est la partie gauche,
nous indiquons par une fleche verte la zone du champ lointain dans la direction d’observation —4.
Comme on pourrait s’y attendre, le champ lointain a une intensité forte dans la plage | — 7/2,7/2],
ceci est dli & un phénomeéne d’ombre derriere I’obstacle. Dans la suite nous identifions le vecteur 0
avec I'angle qu’il fait avec 'axe des abscisses.

Dans ce qui suit nous notons toujours T'(\,n,I') opérateur de champ lointain discret qui a
(A\,n) € (Xnr)? tels que 'hypothese 1.2.1 soit satisfaite et une géométrie I' associe le champ
lointain associé & U} la solution de (5.3).
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(e) Condition de Neumann
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(f) Condition de Dirichlet

FIGURE 5.1 — Module du champ lointain produit par la diffraction d’une onde plane de direction
d’incidence 6 = (1,0) en fonction de I'angle d’observation. La géométrie 2 est un cercle de rayon 1,
la fréquence est k = 9 et le rayon du cercle extérieur est R = 1.5.
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5.2 Méthode de résolution numérique du probléme inverse

Dans ce qui suit nous présentons des résultats de reconstruction des impédances a partir de la
donnée d’un ou plusieurs champs lointains correspondant a une ou plusieurs ondes incidentes. Nous
nous penchons sur la reconstruction de la géométrie un peu plus loin dans ce document. Supposons
que la géométrie I' de I'obstacle est connue, une méthode classique de reconstruction de parametres
consiste & minimiser la fonctionnelle moindre carré

F()‘7 77) =

DN |

I
A~ 5
Z HT()‘a n, T, 01) - ug?)s,iH%Q(S’i)
=1

par rapport & (A\,n) € (Xpr)? Pour i = 1,---,1, S; est un ouvert de S¢~! qui correspond aux
directions d’observations pour lesquelles on a des données. Nous parlerons d’ouverture totale lorsque
S; = 891 et d’ouverture partielle dans le cas contraire. Dans cette expression nous avons ajouté
une variable ; & I'opérateur de champ lointain, cette variable correspond a la direction d’incidence.
Nous notons (ugf)’ji)izlj..‘ .1 les données du probleme, l'indice ¢ fait référence a ’onde incidente alors
que le paramétre75 > 0 est amplitude relative du bruit sur les données. Plus précisément, on
suppose que pour tout ¢ = 1,...,I il existe un couple (Ag,n9) € (Xh,p)2 et une géométrie I, tels
que R
ugel (&) = T(No, 0, T, 0;) () + bi(@)

ou b; est une fonction modélisant le bruit satisfaisant pourt=1,...,1,

~ b
”T(/\077703F7‘9i) - uco)?)s,i||L2(Si)
HT(/\077707F707J)”L2(SZ_)

En pratique, b; est obtenue & I'aide d’un bruit gaussien de moyenne nulle et de variance 1, un
coefficient multiplicatif permet ensuite de réaliser ||b;[|z2(s,) = 6[|T (Ao, 0, T, 0,)|| 12(s,) exactement.

Nous allons minimiser la fonction F' en appliquant une méthode de descente de gradient (ou
encore méthode de Landweber) en fixant le pas de descente de maniere heuristique. Cet algorithme
est itératif et a chaque itération on met a jour les parameétres par rapport auxquels on minimise
F en utilisant les dérivées partielles de la fonction cofit données dans le théoréeme 4.3.1. Ainsi on
initialise I'algorithme avec un couple (Ainit, Minit) €t & chaque itération n on met & jour ces valeurs
en effectuant

< 4.

(Ant1,Mn+1) = (A, M) — (6An, 610)

ou la direction de descente (A, d7,) est proportionnelle & dF'(A,,n,). Une maniére naturelle de
déterminer (6, d7,) et de les prendre proportionnels au représentant L2(T') de dF (A, 7,). Nous
avons choisi de les prendre proportionnels au représentant H(I') de dF()\y,n,). Cette technique
de régularisation, appelée régularisation H' du gradient ou encore « Sobolev gradient », a déja été
utilisée dans [4] par exemple dans un cadre analogue. Plus précisément, les directions de descente
0, et 07y, sont solutions dans Xj, r de

YA (VT (0An), Vre) 2y + (0An, ©) 120y = ax dF (A, 1mn) - (,0)

et
Yo (V1 (6n00), Vo) L2y + (600, ©) r2(r) = oy dF (Ansmn) - (0, ). (5.4)

pour tout ¢ € Xj, r. Les réels vy, v, > 0 sont les parametres de régularisation et les réels ay, a; > 0
sont les pas de descente pour A et n respectivement. Afin de comprendre pourquoi on parle de
technique de régularisation, nous avons représenté sur la figure 5.2 une direction de descente dn,
pour plusieurs valeurs de 7, lorsque les données sont détériorées par un bruit relatif de 6 = 5%.
On trace la valeur de 0m,(x,y) en fonction de § = arctan(y/z) 'obstacle considéré étant défini
par I' = {(0.4cos(0),0.3sin(#)) pour § € [—m,7]}. Nous ne connaissons pas de méthode systé-
matique pour fixer le coefficient de régularisation. Mais, si on le prend trop grand, la direction
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de descente est proche de la fonction constante et, si on le prend trop petit, la direction de
descente contient des oscillations parasites liées a l'instabilité du probléme inverse. Nous avons
choisi de le fixer de maniére heuristique : on commence avec un coefficient élevé et on le dimi-
nue lorsque la fonction coiit diminue. Pour choisir le coefficient de descente, on procede suivant
une logique similaire, on commence avec un coefficient plutét faible et on 'augmente lorsque
la fonction cofit diminue entre deux itérations. Si la fonction coflit augmente, on revient en ar-
riere et on diminue le coefficient de descente. On résume l'algorithme d’optimisation ci-dessous.

Algorithme 1 : Algorithme de descente de gradient pour minimiser F’

e Premiere étape (si n > 0) : on met A et 1 a jour
— si n est pair :
Nn+1 = Mo — 07y,
)\n+1 =M

— si n est impair :
Ant1 = Ap — a0\,

Th+1 = Tn

e Deuxiéme étape : évaluation de la fonction colit Fi, 11 = F(Apt1, Mnt1)
e Troisieme étape : validation
- Si Fn+1 > F,
- Fn—i—l =F,
— si n est pair :

nt+l _ n
ay™ = ap/2

TIn+1 = Tn

si n est impair :
n+l _ n
ay = al/2

)\n+1 = )\n

- Si Fn+1 < Fn .

on calcule 67,41 et 0\, 41 (résolution de problémes adjoints)

si n est pair : apt! = 207

si n est impair : ag\”l = 2ay

Critere d'arrét : on arréte la minimisation si les coefficients de descente «, et «) sont
trop petits ou bien si le nombre d'itération dépasse 100 (on observe que dans la plupart

des simulations 60 itérations sont suffisantes pour avoir convergence de la minimisation).

5.3 Reconstruction d’impédances réguliéres

Cette section est dédiée a la reconstruction d’impédances lorsque 'obstacle est connu. Afin de
considérer des inconnus sans dimension, nous remplacons la condition au bord par

% + divr (nVru) + Mku =0,
ov k

cette normalisation vaut pour tout le reste du chapitre. De plus, afin d’étre en accord avec les
résultats d’unicité établis dans [14] nous supposerons que Re(A) = 0 et Zm(n) = 0. Enfin, sauf
mention contraire, la géométrie de ’objet diffractant est donnée par

I' = {(0.4cos(0),0.3sin(f)) pour 0 € [—m, 7|} (5.5)



98 Chapitre 5. Résolution numérique du probléme inverse en dimension 2

FIGURE 5.2 — Exemple d’une direction de descente dn pour plusieurs parametres de régularisation
vy lorsque le bruit relatif sur les données est 6 = 5%.

L R Mo —
Nfinat : 1% de bruit e % Meinal © 1% de bruit e
1.1 Nfinal : 3% de bruit - 1.1 % % Mfinal : 5% de bruit -x

E 3
0.9
0.8
0.7
0.6

0.5

0.4
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Direction d’incidence : 6 = (1,0) (b) Direction d’incidence : § = (1, 1)

FIGURE 5.3 — Reconstruction de Re(ng) = 0.5(cos(#)? + 1) avec pour valeur initiale ni,;e = 0.75.
Les autres parameétres sont A\g = 0, £k = 9 et on envoie 1 onde incidente de direction 6 avec une
ouverture de 27 (ouverture totale).

et donc on représente les impédances en fonction de . La longueur d’onde de I’onde incidente
est a peu pres égale a 0.7, cette valeur est du méme ordre que le grand axe de l’ellipse décrite par
(5.5).

5.3.1 Réflexion autour des données du probleme

La figure 5.3 représente la reconstruction de 7 lorsque A = 0 est connu et lorsque I = 1 et
Sp = S9! pour deux directions d’incidence § différentes. Dans ces deux cas, la reconstruction de
la fonction d’impédance 7 est peu précise, en revanche, comme on le voit sur la figure 5.4 le champ
lointain produit par la fonction d’impédance 7, avec un bruit relatif 6 = 5% est trés proche du
champ lointain produit par la fonction d’impédance 19 que I’on souhaite retrouver. La fleche verte
indique & nouveau la zone du champ lointain correspondant a la direction d’observation —0. Ceci
illustre parfaitement l'instabilité de la reconstruction dont nous avons parlé dans le § 3.3. Une faible
erreur sur le champ lointain peut entrainer une erreur importante sur la reconstruction.

En fait dans cette configuration d’ouverture totale, une partie importante des données (les
observations situées dans la zone d’ombre) est inutile. Nous avons donc considéré le cas ou le
champ lointain est connu seulement dans la zone éclairée. Avec une seule onde incidente nous
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0.8 0.8
07 Donnee exacte 0.7 Donnee exacte
Donnee bruitee : 5% Donnee bruitee : 5%
0.6 Champ reconstruit —— 0.6 Champ reconstruit ——
05 05
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03 03
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. . s . Y . . s . . h 1
(a) Direction d’incidence : 6 = (1,0) (b) Direction d’incidence : § = ﬁ(l, 1)

FIGURE 5.4 — Module du champ lointain, comparaison entre les données exactes, celles avec 5% de
bruit et le champ lointain obtenu apres la minimisation de F.
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F1GURE 5.5 — Dispositif avec plusieurs ondes incidentes et observation partielle.

aurions un probléme numériquement sous-déterminé, nous envoyons donc plusieurs ondes incidentes.
Plus précisément, nous imaginons un dispositif comme celui représenté sur la figure 5.5 : nous
considérons I directions d’incidences uniformément réparties sur le cercle unité et pour chaque
direction d’incidence GAZ on prend pour S; un arc de cercle centré autour de —9} tel que S; NS; =0
sii# jet UL_S; = 0B(0,1). Les figures 5.6 et 5.7 représentent la reconstruction de la fonction
n lorsque A = 0 est connu en envoyant I = 10 ondes incidentes, pour deux ordres de grandeurs
différents de 79. Dans les deux cas, la reconstruction est tres proche de la valeur exacte 1y que
lon cherche, le cas ou la valeur de ng est plus élevée (figure 5.6) semble tres stable, on ne distingue
aucune différence entre le ngna avec 1% de bruit et celui avec 5% de bruit.

5.3.2 Influence de la non-convexité de la géomeétrie

La figure 5.9 illustre la reconstruction de 7, toujours en supposant que A = 0, sur différentes
géométries. Nous considérons trois géométries non-convexes définies par

I' = {(0.3cos(0 — ) + rcos(2(6 — 7)),0.2sin(f)) pour 6 € [—7, 7|}

pour plusieurs valeurs de r, la figure 5.8 représente les trois géométrie que nous utilisons dans les
exemples numériques. Au vu des résultats obtenus figure 5.9 (& comparer avec la figure 5.6), il
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0.45

0.4

0.35

03

Donnee exacte
Donnee bruitee : 5%
Champ reconstruit

~——

0

0.1

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

(b) Module du champ lointain pour 6;
—97/10

FIGURE 5.6 — Reconstruction de Re(ng) = 0.5(cos(#)2 + 1) avec pour valeur initiale i, = 0.75. Les
autres parametres sont \g = 0, k = 9 et on envoie 10 ondes incidentes pour une ouverture de 7 /5.

Mo
Nfinat : 1% de bruit
11 Nfinal : % de bruit

....... —
3

-3 -2 -1 0 1 2

(a) Reconstruction de 7

03
0.28
0.26
0.24
0.22

0.2
0.18
0.16
0.14
0.12

0.1

Donnee exacte
Donnee bruitee : 5%
Champ reconstruit

0

0.1

(b) Module du
—97/100

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

champ lointain pour 6;

FIGURE 5.7 — Reconstruction de Re(ng) = 5(cos(#)? + 1) avec pour valeur initiale i, = 7.5. Les
autres parametres sont \g = 0, k = 9 et on envoie 10 ondes incidentes pour une ouverture de /5.

semble que la non convexité détériore la reconstruction numérique de 7 et la rende instable car
méme lorsque la reconstruction avec 1% de bruit est bonne, celle avec 5% est de mauvaise qualité.

Lo 00 >

(¢) r=0.2

FIGURE 5.8 — Géométries non convexes.
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Mo
Neinal © 1% de bruit et
Nfinal * 3% de bruit -—x

(a) Géométrie (a)

Mo
Ninal © 1% de bruit =t
Nfinal : 9% de bruit -—x

(b) Géométrie (b)

1.4

Mo
Ninar : 1% de bruit
Ninal : 3% de bruit

........ P—
x

(¢) Géométrie (c)

FIGURE 5.9 — Reconstruction de Re(ng) = 0.5(cos(6)? + 1) avec pour valeur initiale i = 0.75
sur les trois géométries de la figure 5.8. Les autres parameétres sont k& = 9 et on envoie 10 ondes
incidentes pour une ouverture de 7/5.
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5.3.3 Reconstruction simultanée des impédances

Revenons au cas de la géométrie convexe décrite par (5.5), nous présentons ici plusieurs exemples
de reconstruction simultanée de \ et n dans le cas ou Re(A) = 0 et Zm(n) = 0. Nous faisons ces
hypotheses afin de simplifier la résolution et éviter les minimas locaux. Les données sont les mémes
que dans la section précédente, on envoie 10 ondes incidentes ayant des directions d’incidence
uniformément réparties sur le cercle unité et 'ouverture d’observation est 7/5. Nous donnons dans
le Tableau 5.1 le résultat de reconstructions pour des coefficients constants.

Ao | Mo | Anit | Minst | A reconstruit | n reconstruit
i 1 ] 05| 05 i 0.97
1 102105 | 0.1 0.997 0.21
) 5 05| 25 0.97i 5.12

TABLE 5.1 — Reconstruction simultanée de A et 7 constants avec 1% de bruit sur les données.

On considere maintenant le cas d’impédances variables. La figure 5.10 montre la reconstruction
de n et X lorsque 17 ~ 1, nous remarquons que A est parfaitement reconstruit alors que 7 I’est beau-
coup moins. En revanche, si on multiplie par 10 la valeur de 1 (voir figure 5.11) les reconstructions
de 1 et A sont toutes les deux précises méme en présence de bruit.

1.4 1.4
Mo Ay
Nfina : 1% de bruit s Afinal * 1% de bruit e
Nfinal : 5% de bruit ---x Aginal : 5% de bruit -
1.2 1.2

0.8

0.6

0.4

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Reconstruction de 7 (b) Reconstruction de A

FIGURE 5.10 — Reconstruction simultanée de Re(ng) = 0.5(cos(6)? + 1) avec pour valeur initiale
Nimit = 0.75 et de Im(X\g) = 0.5(sin(#)? + 1) avec pour valeur initiale Aipix = 0.75i. Les autres
parametres sont k = 9 et on envoie 10 ondes incidentes pour une ouverture de 7/5.

5.3.4 Reconstruction des impédances sur un obstacle perturbé

Afin d’illustrer le résultat de stabilité par rapport a 'obstacle que nous avons énoncé dans le
théoréme 3.4.4, on se donne des données bruitées ugf)’séi = T(Xo,n0,T,0;) + b(&) pour un obstacle
donné Q (I'obstacle exact) et on minimise la fonction coiit suivante

1
1 A )
FE()‘a 77) = 5 Z HT()\, 777F87 91) - u;)f)é,iH%%Sj)
=0

pour une géométrie perturbée I'. := (Id + ¢)(I"). On modélise ainsi un expérience dans laquelle,
ayant obtenu par une premiere méthode une approximation I'c de la géométrie exacte I', on cherche
dans un deuxiéme temps a reconstruire les impédances (A, 7) sur I'c et non sur I'.
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Mo R
Nfinal © 1% de bruit s Ainal : 1% de bruit s
Nfinal : 3% de bruit ---x Afinal © 5% de bruit —x

(a) Reconstruction de n (b) Reconstruction de A

FIGURE 5.11 — Reconstruction simultanée de Re(n9) = 5(cos()? + 1) avec pour valeur initiale
Nt = 7.5 et de Zm(A\g) = 0.5(sin(6)? + 1) avec pour valeur initiale A,y = 0.75i. Les autres
parametres sont £ = 9 et on envoie 10 ondes incidentes pour une ouverture de 7/5.

On considere deux sortes de perturbation. Dans un premier temps €2, est ’ellipse de demi-axes
0.3 et 0.4 que 'on a définie dans les sections précédentes, ’'obstacle exact €2 est la méme ellipse
perturbée par une fonction oscillante dont ’amplitude est 5. Plus précisément, la frontiere de €2 est
paramétrée par

I' = {(0.4 (cos @ + S cos(100)),0.3 (sinf + Ssin(100))), pour 0 € [0, 27]}.

Les résultats de reconstruction sont présentés sur la figure 5.12 pour A9 = 0 et une fonction réguliere
Mo, pour deux valeurs de 8. On remarque que lorsque S = 0.01 la reconstruction est plutét bonne
et la perturbation sur la géométrie est quasiment sans effet sur la reconstruction de la fonction 7.
En revanche, des que la perturbation sur la géométrie devient trop importante, cela semble étre le
cas pour 5 = 0.03, la reconstruction est fortement dégradée. Nous rappelons que le théoréme 3.4.4
permet de borner la distance entre les impédances reconstruites A; et 7. par la distance entre les
deux obstacles (faible dans notre cas) et par

A ’5
1T (N, 1, Tey 03) = ugnil72s -

Pour lellipse perturbée lorsque § = 0.03, la valeur ci-dessus est par conséquent la distance entre
les impédances reconstruites et les impédances cherchées est grande.

Considérons un deuxieme type de perturbation sur 'obstacle, les géométries exactes et pertur-
bées sont données sur la figure 5.13. L’amplitude de la perturbation est de nouveau notée g et est

définie par
€0

fi= diam(9?)

ot gg = dp (9, Q) et dy désigne la distance de Hausdorff (voir Définition 2.2.7 de [53] par exemple).
Notons que l'obstacle perturbé n’est rien d’autre que ’enveloppe convexe de la géométrie exacte
Q. Notons f. := Id + ¢, la figure 5.14 représente les champs lointains T(/\o,no,l“,éi) et T'(N\g o
f= oo f T, él) pour diverses directions d’incidences, la fleche verte indique la zone d’observation
correspondant a la partie éclairée de I'obstacle. On remarque que deés que la zone non convexe de
Q est dans la zone éclairée par I'onde incidente, ’écart entre T'(Ag, 70, ', é,) et T(Ae,me, e, él) est
important. Nous faisons donc le choix d’envoyer 10 ondes incidentes pour des directions d’incidences
comprises dans 'intervalle [7/2,37/2]. La figure 5.15 montre le résultat de la reconstruction pour
deux niveaux de bruit et une fonction d’impédance réguliere. Dans les deux cas, la reconstruction
de 7 est précise dans la zone connue de la géométrie (partie droite de I'obstacle) et moins précise
dans la zone perturbée (partie gauche de I'obstacle).
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0.8

0.6

0.4

0.2

FIGURE 5.12 — Reconstruction sur une géométrie perturbée (ellipse oscillante) de Re(ng)

Mo
Nina : 1% de bruit
Nfinal : 3% de bruit

~~~~~~~ —
3

(a) B =0.01

0.2

Mo
Nfinat © 1% de bruit o

Nfinal - 3% de bruit

3

(b) B =0.03

0.5(cos(6)? 4 1) avec pour valeur initiale 7y, = 0.75. Les autres parametres sont A\g = 0, k = 9 et

on envoie 10 ondes incidentes pour une ouverture de 7/5.

€0

diam(€2)

(a) Géométrie exacte

(b) Géométrie perturbée

FIGURE 5.13 — Géométries exactes et perturbées.
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Donnee obstacle exact Donnee obstacle exact
Donnee obstacle perturbe : B = 3% Donnee obstacle perturbe : = 3%
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2
0 0
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
(a)0=m (b) 0 = —7/2
! Donnee obstacle exact 1 Donnee obstacle exact
Donnee obstacle perturbe : B = 3% Donnee obstacle perturbe : = 3%
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4
0.2 0.2
0 0
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 1 0 1 2 3
(c) b =—n/4 (d) =0

FIGURE 5.14 — Comparaison du module du champ lointain produit par la géométrie exacte et la

géométrie perturbée. On prend Re(ny) = 0.5(cos(0)? + 1), \g =0 et k = 9.

Ny ——
Nfinal 1% de bruit ——
Nfinal - 3% de bruit —-—x-—

(a) B8 =0.01

Mo
Nfinal : 1% de bruit
Nfinal : 3% de bruit

JR——
— %

(b) 8 =0.03

FIGURE 5.15 — Reconstruction sur une géométrie perturbée (voir figure 5.13) de Re(ny) =
0.5(cos(6)? + 1) avec pour valeur initiale ni,;; = 0.75. Les autres paramétres sont \g = 0, k = 9 et
on envoie 10 ondes incidentes pour une ouverture de 7 /5.
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5.4 Reconstruction d’impédances constantes par morceaux

Dans cette section nous supposons de nouveau que Ay = 0 et nous focalisons sur la reconstruction
de la fonction réelle n lorsqu’elle n’est plus réguliére mais constante par morceaux sur I’obstacle
convexe décrit par (5.5).

5.4.1 Régularisation H' du gradient

Dans un premier temps nous avons utilisé la méme technique de régularisation que lorsque 7
était réguliere (c’est-a-dire une régularisation H' du gradient) mais comme on le voit en figure 5.16,
la fonction reconstruite est oscillante. Afin de corriger ce défaut, il est nécessaire de se tourner vers
une autre méthode de régularisation et la méthode qui semble la mieux adaptée au cas de coefficients
constants par morceaux est une régularisation a ’aide de la variation totale (régularisation TV).

Mo
Nfinal © 1% de bruit e
11 Nrist + 2% de bruit —x

0.4

FIGURE 5.16 — Reconstruction de Re(ny) constante par morceaux avec pour valeur initiale 9ipiy =
0.75 et une régularisation H'. Les autres paramétres sont A\g = 0, k = 9 et on envoie 10 ondes
incidentes pour une ouverture de 7/5.

5.4.2 Régularisation TV

La technique de régularisation a l'aide d’un terme de pénalisation de type variation totale
(régularisation TV) consiste & minimiser la fonctionnelle

Fry(n) == F(0,n,T) +yrvnlry
sur I’ensemble des fonctions a variations bornées, c’est-a-dire des fonctions de

BV (T) := {n € LY(T) tels que |n|Tv < +oo}

In|Tv = / |Drnlds := sup —/ n divpvds.
r ve(CcH(I))? r
HVH(Loo(F))2§1
Remarquons qu’ici on régularise directement la fonction cotit et non plus le gradient. Ce type de
régularisation est bien connu dans le domaine du débruitage d’images, voir [84] par exemple. Pour
tout 19 € BV (I") introduisons la fonctionnelle de débruitage

D, (no) := argmin (|l — o z2ry +Ylnlrv) (5.6)
neBV(T)

ou l'indice v est le coefficient de régularisation.
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Remarquons que la fonction Fry () se décompose comme la somme d'une norme L? (dérivable)
et d'une norme L! (non dérivable), il va donc falloir traiter le terme singulier avec attention. Nous
utilisons & nouveau un algorithme de descente de gradient pour minimiser Frpy(n) et a chaque
itération n on met a jour la fonction 7, en utilisant une méthode de splitting qui consiste a séparer
la minimisation sur la partie réguliere et celle sur la partie singuliere de la fonction cofit :

Nn+1/2 = Tin — O,
Mnt1 = Dnypy (nn+1/2)

ou 07, est I'unique solution dans X r de

(07, @) 2(r) = @ F1(0,15) - (0,0)  pour tout ¢ € X, r

pour un coefficient de descente oy, > 0. Le réel yry > 0 est le parametre de régularisation pour 7.
Ce type de méthode a déja été utilisé dans [8] par exemple lorsque le terme de pénalisation est la
norme L! (3 la place de la norme TV dans cette section).

La deuxieme étape de la mise a jour de 7, nécessite la résolution du probléme de minimisation
(5.6). La norme L! n’étant pas différentiable, il est préférable d’utiliser la définition de la norme
TV a l'aide de la dualité pour réécrire (5.6) sous la forme d’un probléme de point selle :

D = argmin max ( — 2Ty — / div {ds) .
+(10) argmin B m—noll2ry — | dive
|\§H<Loo(p>>2§1

Pour résoudre ce probléme, nous avons utilisé ’algorithme 1 proposé dans [32], c’est principalement
un algorithme de gradient. On initialise 1'algorithme avec £ = 0 et n = 79 et a chaque étape on
effectue

€1 = P (& + 7V ),
1 .
Mnt1 = 1Tra (Nn 4+ yadivre (§ug1) + ano)

avec

&
max([¢], 1)

et « est le coefficient de descente que I’on choisit suffisamment petit. Nous avons aussi testé les autres
algorithmes (plus rapides) proposés dans [32], pour plus de détails sur les techniques primale-duales
pour la minimisation 7'V nous renvoyons le lecteur a cet article.

Une telle stratégie de régularisation donne de bien meilleurs résultats que la régularisation H*
(voir figure 5.17) pour la reconstruction de fonctions constantes par morceaux. En effet, on retrouve
trés bien le caractere continu par morceaux de la fonction d’impédance que 1’on cherche.

Py (€) =

5.5 Reconstruction simultanée des impédances et de I’obstacle

Passons maintenant a la reconstruction simultanée de la géométrie et des impédances. Nous
utilisons a nouveau une méthode de descente de gradient et nous minimisons la fonction

I
1 A 5
F()‘7 7, F) = 5 Z ||T()‘v n, L, 02) - ugl.;é,i”%Q(Si)
i=1

par rapport aux impédances (A, 7n) et a la géométrie I'. Comme précédemment on suppose que les
données ugl';fi correspondent & un champ lointain bruité produit par des fonctions d’impédance \g

et mg et une géométrie I'y. L’algorithme utilisé est trés similaire a 1’Algorithme 5.2, on ajoute sim-
plement une étape de calcul du gradient par rapport a la géométrie et de mise a jour de la géométrie
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Mo
Ninat © 1% de bruit =t
1.1 Nfinal 3% de bruit ——x

Mo
Nfinat : 1% de bruit e
Nfinat : 9% de bruit -—x

FIGURE 5.17 — Reconstruction de Re(ny) constante par morceaux avec pour valeur initiale 9ipit =
0.75 et une régularisation T'V. Les autres parametres sont A\g = 0, £k = 9 et on envoie 10 ondes
incidentes pour une ouverture de 7/5.

(c’est-a-dire du maillage). Pour calculer la direction de descente e par rapport a la géométrie, on
commence par la décomposer sous la forme € = e,7 + €,1, ol T est le vecteur tangent unitaire, et
on applique & nouveau une régularisation H'(I') en résolvant pour tout ¢ € H(I'),

e /F Vres - Vidds + /F er¢ds = —arF, (T) - (67), (5.7)

- /F Vre, - Vidds + /F evdds = —arF, () - (6), (5.8)

ol Y, v» > 0 sont les coefficients de régularisation, et F)’\m(l“) est donnée dans le théoréme 4.3.1.
A chaque étape n de la minimisation, pour mettre a jour le maillage, on commence par mettre
a jour la frontiere de l'obstacle en bougeant chaque point z de I',, vers le point z. défini par
e = x + (6,7 + eyv)(x), puis on remaille le domaine de calcul compris entre la nouvelle géométrie
I'y41 et le cercle extérieur 0 Br. Rappelons aussi que 'on doit étendre les impédances a la nouvelle
géométrie en suivant (4.3), on les définit donc par A\,y1(xz) = A\p(2) et Npy1(xe) = np(z). La figure

5.18 représente, sur une exemple particulier, le maillage utilisé pour obtenir les données u

007
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le maillage initial de la procédure de minimisation et une étape intermédiaire du processus de
minimisation.
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(a) Maillage pour générer les données

FIGURE 5.18 — Exemples de maillages
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5.5.1 Reconstruction de la géométrie a impédances connues

Nous commencgons par reconstruire une forme lorsque 7y et Ag sont connus. Dans tout ce qui
suit, on suppose que 'on observe le champ lointain sur tout le cercle unité (ouverture totale). Le
résultat présenté en figure 5.19 correspond & une reconstruction lorsque les données sont détériorées
avec 1% de bruit relatif et on envoie deux ondes incidentes (I = 2). Les résultats de la figure 5.20
correspondent & un bruit de 5% et I = 2, puis I = 8. On remarque que lorsque le bruit sur le champ
lointain devient trop important, ’algorithme se retrouve piégé dans un minimum local et envoyer
plus d’ondes incidentes résout cet écueil. Comme tous les algorithmes de descente de gradient,
notre algorithme est tres sensible a 1’état initial que ’on choisit. De méme, on montre en figure 5.21
qu’avec une mauvaise initialisation, il faut avoir plus de données pour espérer retrouver la forme.
Dans ce qui suit toutes les expériences ont été menées pour I = 8 ondes incidentes. Néanmoins,
nous sommes en mesure de retrouver un obstacle en forme de L non étoilé et ce sans utiliser de
paramétrisation. Ce type de reconstruction est en effet possible avec la méthode que nous avons
utilisée.

04 04

0.2 0.2

e
S
0 0 X 3
X £
-0.2 -0.2
Successive reconstructions
Exact geometry + Exact geometry
Initial geometry ~ x Initial geometry ~ x
Reconstructed geometry Reconstructed geometry
0.4 -0.4
wavelength wavelength
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
(a) Etapes intermédiaires (b) Reconstruction avec 1% de bruit

FIGURE 5.19 — Impédances connues et bonne initialisation.

04 04

Exact geometry
Initial geometry — x
Reconstructed geometry

0.2 0.2

x; X
xxxx ( R
k)
X
X

. X

-0.2 0.2 T

Exact geometry
Initial geometry — x

o
(=]

04 Reconstructed geometry 04
wavelength wavelength
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
(a) 5% de bruit, I =2 (b) 5% de bruit, I =8

FIGURE 5.20 — Impédances connues, bonne initialisation, influence du bruit et de I.
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0.4

0.2

(a) 5% de bruit, I =2

0.4

0.2

X E Ky

x’x( )x‘x
£ %
0 0 X £
-0.2 -0.2
Exact geometry Exact geometry
Initial geometry ~— x Initial geometry — x
Reconstructed geometry Reconstructed geometry
0.4 04
wavelength wavelength
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

(b) 5% de bruit, I =8

FI1GURE 5.21 — Impédances connues, mauvaise initialisation, influence de I.

5.5.2 Reconstruction de la géométrie et des impédances supposées constantes

Ici, on suppose que la géométrie Iy et les impédances (Ao, 79) = (0.54,2) sont inconnues et on
inclus dans les informations a priori le fait que les impédances sont constantes. On part de (i,1.5)
comme initialisation pour (\,7n), les impédances reconstruites sont (A, 7n) = (0.49,1.99) pour 1%
de bruit et (A,n) = (0.514,1.93) pour 5% de bruit, les obstacles reconstruits correspondant sont
présentés sur la figure 5.22.
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(a) 1% de bruit, I =8
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(b) 5% de bruit, I =8

FIGURE 5.22 — Le cas d’impédances constantes et inconnues.

5.5.3 Reconstruction de la géométrie et des fonctions d’impédance

Afin d’illustrer la contribution dans le processus de minimisation de la fonction colit F' de la
partie tangentielle de la direction de descente € pour la géométrie lorsque 1 et A sont deux fonctions
(voir remarque 4.2.13), on considére dans un premier temps un exemple académique. On veut
reconstruire un cercle I'g de rayon Ry = 0.3 et une fonction d’impédance Ag(8) = 0.5(1+sin?(6+ %)),
ou # est 'angle polaire, a partir d’un cercle centré au méme point mais de rayon 0.2 et d’une fonction
d’impédance Aipit = (6) = 0.5(1+sin?(#)). On suppose que 19 = 0 est connu, 'amplitude du bruit est
de 5% et on envoie I = 8 ondes incidentes. Par rapport a la géométrie cherchée, la géométrie initiale
est simplement un cercle plus petit et auquel on a fait subir une rotation. On peut donc retrouver
la forme de ’objet diffractant et la fonction d’impédance en itérant seulement sur la géométrie au
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cours de la minimisation. Comme le montre la figure 5.23, la géométrie I'g et 'impédance Ay sont
plutdt bien reconstruits, ce qui ne pourrait étre obtenu avec une dérivée de forme « classique »ne
comprenant qu'une composante normale pour la direction de descente (voir [50]).

On termine cette section par un exemple de reconstruction simultanée de Ao = 0.5(1 + sin? 0)3,
no = 0.5(1 + cos? ) et de la forme

o = {((0.3 4 0.08 cos(36)) cos(f), (0.3 + 0.08 cos(36)) sin(#)) pour 6 € [0, 27]}.

Nous supposons que la partie réelle de Ao est nulle et que la partie imaginaire de ng I'est aussi.
De plus, le niveau de bruit est de 5% et on envoie 8 ondes incidentes, les résultats sont présentés
figure 5.24. L’algorithme se comporte de maniére bien différente pour la reconstruction de la forme
et celle des parametres. Il converge avant tout sur la forme, puis affine le résultat sur les fonctions
d’impédance seulement dans les dernieres itérations. De plus, on a une meilleure précision pour la
reconstruction de la forme que pour celle des parametres. Le probleme de reconstruction simultanée
est donc complexe a résoudre, des améliorations de I'algorithme incluant du préconditionement pour
les fonctions d’impédance sont certainement a prévoir.

Exact geometry
0.4 Initial geometry ~— x
Reconstructed geometry

-0.4

wavelength

0.4
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Reconstruction de I'g (b) Reconstruction de Zm(\)

FIGURE 5.23 — Reconstruction d’un cercle et d’une fonction d’impédance en itérant seulement sur
la géométrie, I = 8 et on a 5% de bruit.
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1.1 o L1 Mo —
Minitial MNinitial
final — Nfinal —
1 1
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
(a) Reconstruction de Zm(\) (b) Reconstruction de Re(n)
Exact geometry
0.4 Initial geometry ~ x
Reconstructed geometry
0.2
0
-0.2
-0.4
wavelength
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

(¢) Reconstruction de T’

FIGURE 5.24 — Reconstruction simultanée d’une géométrie et de deux fonctions d’impédances, I = 8.
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5.6 Application a I’identification des couches minces

5.6.1 Formulation du probléeme inverse

Dans le premier chapitre nous avions motivé 'utilisation d’une condition d’impédance généralisée
par le fait que ce type de condition au bord intervient dans le modeéle approché au premier ordre pour
le probléeme de diffraction par un conducteur parfait recouvert d’une couche mince de diélectrique,
modele présenté dans le § 1.1.2. Nous allons utiliser les techniques développées ci-dessus pour
retrouver les parametres de la couche (son épaisseur d et € et p) a partir de la donnée du champ
lointain produit par la diffraction d’ondes planes par un obstacle revétu d’une couche mince. Dans
tout ce qui suit on note § I’épaisseur de la couche, c’est une fonction strictement positive de C*°(T"),
€ et p sont deux constantes réelles strictement positives. Introduisons 1'opérateur champ lointain
pour le probléme de couche mince

Tmince : (57M767F7é) — UOO(‘jé)’

ot u™®(-,0) est le champ lointain associé & u® = u(z) — €0 of v satisfait (1.3) et (1.4) et u*
satisfait la condition de radiation de Sommerfeld (1.5). Nous noterons aussi

Ti: (6, p6D,0) = u(-,0),
ot u$°(-, ) est le champ lointain associé & u$ I'unique solution de

Auf + k*ui = 0 dans Qeyt,
i

+ divp(de ' Vrui) + B2 udui = — <8“ + divp(de ' Vrut) + k2u5ui> sur T,

S
ouf

ov

lim |8, — ikus*ds = 0
R—o00 J|z|=R

ov

pour u(z) = e*9*, L’opérateur Tipince correspond & I'opérateur de champ lointain pour le modele
complet de couche mince alors que T} correspond a l'opérateur de champ lointain pour le modele
de GIBC (condition d’impédance généralisée) a 'ordre 1. Le probléme inverse que I’on résout est le
suivant : retrouver la forme I'g de 'objet recouvert de diélectrique et retrouver les parametres Jy,
€0 et po de la couche a partir de la donnée de

A

o0 J—
Ughs,i *— Tmince((SO, Ho, €0, FO, 92)

pour plusieurs ondes incidentes de directions d’incidences 0; en utilisant le modele de GIBC a
l'ordre 1. On cherche donc a partir des données obtenues a ’aide du modele complet a retrouver les
parametres de la couche (épaisseur et propriétés physiques) et la géométrie de I’obstacle en utilisant
le modele approché. Nous rappelons qu’il est beaucoup moins cotiteux de calculer numériquement la
solution du modele de GIBC que de calculer la solution du modele complet, d’ou 'intérét pratique
d’adopter une telle méthode de résolution pour l'identification de couches minces.

Nous expérimentons les deux stratégies suivantes. La premiere consiste a minimiser la fonction
cotit :

1 d R
Fl(rv 9, Hs 6) = EZ ||T1 (5a pe, I, 01) - ugobs,iHLQ(Sl)a
i=1

c’est-a-dire que ’on cherche les parametres physiques de la couche. Dans la seconde stratégie nous
proposons de minimiser la fonction cofit

1

1 "
F/\JI(F’ )= ﬂz 17N, T, 0;) — ugﬁs,iHLQ(Sl),
=1
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ou l'opérateur T est I'opérateur champ lointain pour le probleme de diffraction avec la condition
d’impédance généralisée divp(nVr-) + A- défini précédemment dans ce chapitre. Dans ce deuxieme
cas on cherche les impédances surfaciques (\,7) donnant la meilleure approximation des données
et on extrait les parameétres de la couche & 1’aide des expressions A\ = duk? et n = de~!. L’intérét de
considérer F est que ’on minimise par rapport & une géométrie, une fonction ¢, et deux constantes
i et € au lieu de minimiser par rapport a une géométrie et deux fonctions dans le cas de F) ;. Le
point limitant est qu’il faut avoir une information a priori sur le type d’objet auquel on a affaire
alors que la minimisation de F) , s’adapte a une classe plus importante d’objets.

Dans les exemples numériques, I’épaisseur de la couche cherchée est de la forme §(s) = dp(1 —
0.4sin(s)) ou s est I’abscisse curviligne le long de I" et dy est un réel strictement positif. Les tests
ont été effectué pour 10 ondes incidentes de directions d’incidence uniformément réparties sur le
cercle unité. Afin d’évaluer la performance de la minimisation, nous donnerons pour chaque test
Ierreur relative commise sur le champ lointain apres optimisation sur les coefficients et la forme.
Pour ceci introduisons les variables suivantes :

1 ! ||T1(57M7€7F7éi) - ug?)si”
Err; := - —
IZ [ughs ;I

i=1 obs,i

Err ) 1i ||T()\77]7F701) _ug?)s,’iH
An = 7 ’
T [

i=1 obs,i

Pour chaque test, nous choisissons dy de telle sorte que Err; soit de I'ordre de 10% pour les coef-
ficients de la couche mince 4, po et € qui ont produit les champs ugp, ;. Ceci signifie que Perreur
d’approximation sur le champ lointain entre le modele de GIBC et le modele complet est de ’ordre
de 10% pour les parametres &g, €y et po que 'on choisit. L’obstacle exact que 'on considére avec
la couche mince est représenté figure 5.25 pour ¢g = 0.1 et pg = 2.5. Encore une fois, la taille de
I’obstacle est de I’ordre d’une longueur d’onde. Nous consacrons une premieére partie au probléme de
I’identification des parametres de la couche lorsque la géométrie I' est connue puis nous présentons
des exemples de reconstruction simultanée de la géométrie et des parametres de la couche.

FIGURE 5.25 — Géométrie de 'obstacle recouvert de couche mince.

5.6.2 Identification des parametres de la couche

Nous allons ici présenter des résultats de reconstruction des parametres p et § en supposant que
€ est connu. Dans tous les cas il est impossible de déterminer de maniere unique les trois parametres
0, p et € en utilisant le modele approché d’impédance généralisée car pour §, u et € donnés, 24, p/2
et 2¢ donnent la méme condition d’impédance généralisée. Nous utilisons dans un premier temps
la minimisation de F, (figures 5.26 et 5.27) puis la minimisation de F (figure 5.28). Lors de la
minimisation de F) , on compare les fonctions A et 7 retrouvées avec A\g = duok? et ny = de~! qui
sont les valeurs prévues par le modele approché a l’ordre 1 pour les couches minces (voir § 1.1.2). On
remarque que la valeur de l'erreur (Erry , ou Erry) est en-dessous des 10% correspondant & ’erreur
d’approximation du modele GIBC. En revanche on ne retrouve pas exactement les coefficients (A, n)
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prévus par le modele d'impédance généralisé, on en trouve de meilleurs dans le sens ou on approche
mieux les données u(‘iobsﬂ-. Néanmoins, en comparant les figures 5.26 et 5.27 d’une part et les figures
5.28(a) et 5.28(b) d’autre part, on peut dire que plus € est petit plus la reconstruction est précise.
Enfin, les résultats produit par les minimisations de F} et F) , sont treés proches, les deux stratégies
sont tres similaires.

28 Searched A —<— 0.07 Searched . —=—
Initial A~ - Initial

26 /ﬁ%x Final A\ —— 0.065 /’/%K\X‘ Final  ——
% X X X

0.06
X

0.055
0.05

0.045
0.04

0.035

0.03

1 0.025

FIGURE 5.26 — Minimisation de F), ,,. Parties réelles de A et 1) cherchées et reconstruites pour po = 2.5
et ¢g = 1 inconnus. Aprés minimisation, Erry , = 5.7%.

Searched A —*— e Searchedn —>—

Initial A~ - Initial
Final A ——

Finalm ——
0.8

0.7

0.6
0.5

N

0.3

FIGURE 5.27 — Minimisation de F) ;. Parties réelles de A et 7 cherchées et reconstruites pour po = 2.5
et ¢g = 0.1 inconnus. Apres minimisation, Err) ,, = 6.5%.

5.6.3 Reconstruction d’un obstacle recouvert d’une couche de diélectrique

Nous nous intéressons dans cette partie au probleme inverse complet qui consiste a retrouver la
géométrie de l'objet diffractant ainsi que les parametres de la couche mince le recouvrant. Comme
dans la section précédente nous adopterons deux stratégies différents, la premiere stratégie consiste
a minimiser F) ,, (figures 5.29, 5.30 et 5.32) la seconde consiste a minimiser [ (figures 5.31 et
5.33).

La figure 5.29 illustre une nouvelle fois le fait que I’algorithme de minimisation converge (Erry , =
1.2%) mais les parameétres reconstruits ne correspondent pas aux parametres que 1’on cherche. En
revanche la géométrie est parfaitement reconstruite. Pour les mémes valeurs de €y et pg que celles
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0.07 Searched § —»— 0.09 2661, Searched § —»—

Initial & Initial &

0.065 o< Final § —— Final § ——
0.08
0.06

0.07
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L/ e e
0.06
0.045

0.04 0.05
0.035
0.04
0.03

0.025 0.03
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3

(a) 0 =1; p final = 2.5; Erry = 3.7% (b) €0 =0.1; p final = 2.3; Err1 = 6.3%

FI1GURE 5.28 — Minimisation de F}. Identification de 1’épaisseur et de g = 2.5 pour deux valeurs
de ¢p connues.

de la figure 5.29, nous avons minimisé F) ;, en supposant que n = 0 et le résultat est satisfaisant
aussi bien du point de vue de la minimisation de Err) ;, que du point de vue de la reconstruction de
la forme T, voir figure 5.30. Enfin, méme en ajoutant des informations a priori dans le modele (on
minimise F}), la reconstruction de I’épaisseur et de pg est plutot mauvaise alors que Err; = 1.0%,
voir figure 5.31.

Les deux dernieres figures correspondent a une seconde valeur de ¢y plus petite. La recons-
truction de la forme reste bonne lorsqu’on minimise F) ,, voir figure 5.32, mais encore une fois,
la reconstruction des parametres est peut satisfaisante. Nous avons aussi essayé de minimiser F) ,
avec 17 = 0 mais la minimisation ne donne rien, la taille de ’obstacle diminue au fil des itérations.
Ce phénomene vient probablement du fait que le modele d’impédance classique (c’est-a-dire n = 0)
ne décrit pas suffisamment bien la couche mince lorsque € = 0.1. En revanche, dés que I'on ajoute
des informations a priori au modeéle (on minimise F1), la forme et les parametres sont reconstruits
de maniére beaucoup plus satisfaisante, voir figure 5.33.

Pour conclure, on peut dire que dans le cas de la reconstruction simultanée de 1’obstacle et des
parametres de la couche la minimisation de la fonctionnelle F; donne un meilleure reconstruction
(pour I'obstacle et les parametres) que la minimisation de la fonctionnelle F) ,,. Enfin, si € n’est pas
petit, le modele d’impédance classique est suffisant pour obtenir la géométrie de 'objet diffractant.
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FIGURE 5.29 — Minimisation de F) ;. Reconstruction de I', A et  pour pg = 2.5 et g = 1 inconnus.
Apres minimisation, Erry , = 1.2%.
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FIGURE 5.30 — Minimisation de F) ;, en supposant que 7
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1.5

et ¢g = 1 inconnus. Aprés minimisation, Erry o = 2.2%.

= 0. Reconstruction de I" et A pour o = 2.5
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0407 Searched 8 —<— 1.5
- Initial 3 ) Exact geometry ~ +
Final § —— Initial geometry X
0.06 1 Reconstructed geometry
0.05 \\ 0.5
X .
0.04 X f 0
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0.02 -1
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FIGURE 5.31 — Minimisation de Fj. Reconstruction de I', ¢ et ug avec eg = 1 connu. ugna = 3.4 au
lieu de pp = 2.5. Apreés minimisation, Err; = 1.0%.
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()T

FIGURE 5.32 — Minimisation de F) ;. Reconstruction de I',A pour py = 2.5 et ¢ = 0.1 inconnus.
Apres minimisation, Erry , = 6.9%.
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FIGURE 5.33 — Minimisation de F;. Reconstruction de I'; d et p avec g = 0.1 connu. pgna = 2.3 au

lieu de pp = 2.5. Aprés minimisation, Err; = 4.0%.
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PRES avoir utilisé avec succes des méthodes d’optimisation pour la résolution du probléme

inverse dans le cas scalaire en présence d’une condition d’impédance généralisée (voir cha-

[ 4 pitre 5), il semble raisonnable d’appliquer les mémes techniques au probléme vectoriel. Le
modele physique que nous utilisons est celui décrit dans le chapitre 2, c’est-a-dire que contrairement
a ce qui précede, le champ électromagnétique est solution des équations de Maxwell en dimension
trois. En revanche, nous restons dans le cas de la diffraction par un obstacle caractérisé par une
condition d’impédance généralisée du type

vXE+ZHp=0sur

pour un opérateur Z que nous spécifions dans la suite. Nous nous intéressons a la fois aux ques-
tions théoriques autour de l'unicité et aux questions plus pratiques de différentiabilité du champ
électromagnétique par rapport a la forme et a la condition aux limites.

121
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Pour ce qui est de I'unicité, des travaux existent dans le cas d’une condition d’impédance clas-
sique (£ = A). Dans [25], les auteurs montrent qu’une infinité d’ondes incidentes permettent de
déterminer de maniére unique l'impédance et ’obstacle en appliquant le principe de réciprocité
mixte di & Potthast [83]. Nous étendons ce résultat au cas d’un opérateur d’impédance faisant
intervenir des dérivées surfaciques d’ordre 2 du type rotrnrotr + Vpydivr + A.

Une fois I'unicité établie, nous nous tournons vers la question de la différentiabilité. Sur ce
point, le calcul de la différentielle du champ lointain par rapport aux coefficients d’impédance est
une simple généralisation du calcul mené dans le cas scalaire (voir chapitre 4). En revanche, le
calcul de la dérivée de forme est complexe dés que 1’on considere un opérateur d’'impédance faisant
intervenir des opérateurs de dérivation surfacique. Néanmoins, en nous basant sur [50] qui présente
le calcul de la dérivée de forme pour les équations de Maxwell avec une condition d’impédance
classique et en suivant la procédure développée dans le cas scalaire, nous avons été en mesure de
calculer la dérivée de forme du champ lointain lorsque Z = rotrnrotr + A pour deux fonctions A et
7.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans une premieére section, nous rappelons le
cadre général du probleme de diffraction en électromagnétisme avec condition d’impédance généra-
lisée et nous introduisons de nouvelles notations. Ensuite, nous consacrons la deuxieme section a la
question de I'unicité. Puis, dans la troisiéme section nous menons a bien le calcul de la dérivée du
champ lointain par rapport a la condition au bord et par rapport a la forme de 1’objet diffractant.
Enfin, nous concluons ce chapitre par une section dédiée au le calcul des dérivées d’une fonction cotit
de type moindre carré en utilisant une technique d’état adjoint, nous utilisons ensuite ce résultat
dans un algorithme de minimisation dont nous donnons quelques réalisations.

6.1 Quelques notations

Soit € un ouvert borné simplement connexe de R? de frontiére I' de classe C2. On note toujours
v la normale & T dirigée vers I'extérieur de Q et Qeyy := R? \ Q I'espace libre. Soit Z un opérateur
linéaire et continu de V(T') dans V(I')* ott V(T') est un espace de Hilbert tel que V(I') ¢ L#(T") N

Hfl/z(lﬂ). On suppose que Z est tel que pour tout f € Hyot. (I')* le probleme

rotr

rot H® + ik E° = 0 dans Qeyt,
rotE° —ikH® = 0 dans ey,

vXE'+ZH7 =f surl, (6.1)
lim |H® x & — (& x E®) x 2|*ds =0
R—o00 J9Bg

admet une unique solution (E*, H®) € HEE (Qey) X Vi ott HEL (Qext) 1= {v € (D'(Qext))? | vep €
Hyot(Qext) Vo € CP(R3} et Vi = {v € HEL(Qext) tels que v € V(I')}. Nous renvoyons le
lecteur au chapitre 2 pour plus de détails a propos du probleme direct.

Dans tout ce chapitre nous notons (E*(-,0,p), H*(-,0,p)) € HE (Qext) X Vi la solution de
(6.1) pour

fz) ==~ (v x E'(2,0,p) + ZH’(,0,p)) (6.2)

ou les champs

1 ,
—irotzrotx(pe’kx’e) = ik((0 x p) x B)e’™ 9
i

H'L(:L"é’p) = rotz(peik‘a;.é) — ’Lk’(é % p)eikx-é’

E(z,0,p) =

A

désignent une onde incidente plane deAdlrectlon Qm(:ldence 0
OnnOte( ( ep) ( ep))_(Es(aea )aHS(’97 ))+( ( N

S? t de polarisation p € S2.
p),H (
(E>®(-,0,p), H>(-,0,p)) le champ lointain associé¢ a (E*(-,0,p), H*(-,0 p))

S
0, ,p)) le champ total et
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De méme, pour z € Qeyt, on note (E5(-, z,p), H¥(-, 2, p)) € HZL (Qeyt) x Vi la solution de (6.1)
)

’ - - rot
pour f donnée par (6.2) lorsque E*(x,0,p) et H'(z,0,p) sont remplacés par

, 1
E'(z, z,p) := —%rotxrotw(p(l)(x, z))

et
H' (2, z, p) := rot,(p®(x, 2)) = V4(®(z,2)) x p

respectivement. Le champ total est noté (E(-,z p),H(,z2,p)) = (E(,zp),H(,z2,p)) +
(Ei(-, z,p),Hi(-,2,p)) et le champ lointain associé a (E*(-,z, p),H*(-,z,p)) est noté
(E>°(-, z,p), H*(-, z, p)). Nous rappelons que

1 etklz—2|
O(r,2) = —
(2,2) 47 |x — 2|

désigne la fonction de Green sortante de 1’équation de Helmholtz dans R®. On appelle champ
incident, tout couple (E', H") € Hyot(2) X Hyot(€2) tel que

rotH' + ikE' = 0 dans
rotE' — ikH' = 0 dans Q.

6.2 Un résultat d’unicité

6.2.1 Principe de réciprocité mixte et lemme de densité

Dans cette section nous établissons un principe de réciprocité pour un obstacle avec condition
d’impédance généralisée (correspondant au lemme 3.5.3 dans le cas scalaire) et nous montrons
aussi une version vectorielle du lemme de densité 3.5.4. Nous supposerons que Z est symétrique,
c’est-a-dire que Z* = Z. Démontrons dans un premier temps le lemme suivant.

Lemme 6.2.1 Soient (E;,H;) pour j = 1,2 deux couples de champs incidents et (E3, H?) pour
j =1,2 les deuzx champs diffractés associés solutions de (6.1). Nous avons alors [’égalité suivante :

/F(uin)-HgHuxHﬁ).E;dsz/F(ung).HH(uxH;)-Egds.
Preuve. Les champs totaux (E;, H;) := (E%, H') + (E%, H%) pour j = 1,2 satisfont
vXE;+ZH;7 =0 surl.
Mais (v x E1)-Ho = —E; - (v x H3) et ainsi
/F(VXE1)~H2+(V><H1)-E2ds _ /F(uxEl)-Hg—(uxEQ).Hlds

= —(ZH 71,H) + (ZHy 7, Hy)
= 0

car Z est symétrique. Or, les champs (Ej,H j)j:m sont solutions des équations de Maxwell a
Pextérieur de ) et satisfont la condition de radiation de Silver—Miiller donc (voir [38, page 186])

/F(uxE;). S+ (v x HS) - E5 = 0. (6.3)

De méme (E;,H ;) j=1,2 sont solutions des équations de Maxwell dans I'ouvert borné €2 donc en
intégrant par partie dans €2 on obtient

/F(uin)- L+ (wxHY) E,=0 (6.4)

ce qui termine de montrer le lemme. [
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Le principe de réciprocité mixte s’écrit :
Lemme 6.2.2 Pour tout p, q € 52, 0 € S% et pour tout z € Qex 0N a

1

CE*®(h = —q-Ez2,—-0,p).
p (0,2,q) s (2,—0,p)

Preuve. La preuve de ce résultat est trés proche de celle de [75, théoreme 14.7]. Rappelons la formule

A

de représentation intégrale du champ lointain E°°(6) associé a un champ diffracté (E®(x), H®(x))
(voir [75, corollaire 9.5]),

ATE>(0) = ik x /F {v(y) x E*(y) +v(y) x H*(y)] x é} e k0 ds(y).
Mais pour tout y € T, (é, p) € (8%)%

ikp 0 x (v(y) x E(y)e™ = ik(p x 0) - (v(y) x B*(y))e "
= H'(y,—0,p) - (v(y) x E*(y))

et
ikp -0 x [(v(y) x H(y)) x 0le * 9V — ik(6 x (p x 0)) - (v(y) x H(y))e *0
= E'(y,—0,p) - (v(y) x H*(y)).
donc
imp- B%(0) = [ [H'(y,~0.p) - (v() x B'(0) +E'(y. ~0.9) - (v(v) x H'()] ds(w). (65

Soient z € Qext, y € I et 6,q € S%. On applique le lemme 6.2.1 avec B! = Ei(y, z,q) et E} =
E'(y,—0,p) et (6.5) devient

tmp E¥(0.2.q) = [ [H(y.2a) () x B*(s.~0.p))

| ) (6.6)
+E'(y,2,9) - (v(y) x H(y,—0,p))| ds(y).

Pour ce qui est du champ diffracté E*(z,—0,p), la formule de Stratton-Chu [75, théoréme 9.4]
donne

A

E*(z,~0, p) = rot. / () x E*(y, ~0,p))®(y, 2) ds(y)
— ;rOtertz/F(’/(y) x H*(y, —0,p))®(y, 2) ds(y)

et donc
a Bz -0.p) = [ [E(0.2.0) - (vly) x B (5, ~0.p))

+Ei(y, 2,q) - (v(y) x H*(y,~0,p))] ds(y)

ce qui montre le résultat énoncé dans le lemme au vu de (6.6).

(6.7)
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Nous concluons cette section par le lemme de densité suivant.

Lemme 6.2.3 Soit f € V(I')* telle que
(Hr(-0,p). f) =0,  V(b,p) € (5%
alors f =0 (i.e. {Hp(-,0,p), V(0,p) € (S?)2} est dense dans X ).

Preuve. La preuve est treés similaire a celle du lemme 3.5.4 dans le cas scalaire. Soit f € V(I')*
tel que (H7(-,0,p), f) = 0 pour toute direction d’incidence § € S? et toute polarisation p € S2.
Posons (Ef, Hf) € HE (Qext) X Vi la solution sortante du probleme

rotr

rotE; +ikE; =0 dans Qe
rotH; —ikH; =0 dans Qey,
vXEf+ZH;r=f surl.

Ainsi pour é,p €52,
<HT<'797p)7V X Ef + ZHf,T> =0

et donc comme Z est symétrique on a

/F(u x H(-.0,p))E; + (v x E(,0,p))Hyds = 0.
En utilisant (6.3) ceci devient

/r(” x H'(-,0,p))E; + (v x E'(-,0,p))Hds = 0

pour tout (é, p) € (8?)%. Ce qui d’apres la formule (6.5) implique que le champ lointain EF associé
a Ey est nul. Par conséquent, d’apres le lemme de Rellich et le principe de prolongement unique
on peut conclure que ’on a nécessairement f = 0. [

6.2.2 Unicité pour une infinité d’ondes incidentes

Pour montrer l'identifiabilité de 'obstacle lorsqu’on dispose d’une infinité d’ondes incidentes
pour toutes les directions d’incidence et toutes les directions de polarisation nous allons utiliser une
technique tres proche de celle utilisée dans le cas scalaire pour la preuve du théoreme 3.5.2. Dans
ce but, soyons plus spécifique sur 'opérateur d’impédance. Nous choisissons dans un premier temps
de traiter le cas d’un opérateur d’impédance de la forme

Z = rotrnrotr + A

pour deux fonctions X et n de C°(T) et C1(T") respectivement satisfaisant 1’hypothese

Hypothése 6.2.4
Re(A) >0, Re(n) >0,

il existe ¢ > 0 telle que
Al >c, Inl=c

et les parties imaginaires de A et n ne changent pas de signe sur I.

Pour un tel opérateur, nous savons que le probléeme (6.1) admet une unique solution (E°, H®) €

HE (Qext) X Vi pour V(I') = Hyotp. (T) et on montre le résultat d’unicité suivant.
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Theorem 6.2.1 Soient I'y et I'y deux frontiéres de classe C? et ()\ ) et (A2,m2) deux couples
de fonctions de L*°(T') satisfaisant les hypothéses 6.2.4. Si EY°(Z,0,p) = ES°(2,0,p) pour tout
£, 0 € S? et pour toute polarisation p € S? alors T1 = T2 et (\1,m1) = (N2, 72).

Preuve. Nous commengons par montrer 'unicité de I’obstacle. Supposons que €1 # €y et posons
Q=R3 \ Q1 UQy. D’apres le lemme de Rellich et le principe de continuation unique, pour toute
polarisation p € S2, pour tout y € Q et pour toute direction d’incidence 652 ona

A

Ainsi d’apres le principe de réciprocité mixte (lemme 6.2.2) on en déduit que
?O(_éa Y, p) = Ego(_é’ Y, p)
etdoncpourpESQ,yeﬁetmeﬁ

Ef(z,y,p) = H3(z,y, p).

Supposons que €; ¢ Q. Alors il existe un point z, € (I'1 N 9Q) \ O et un 7, > 0 tel que
B(z4,7) C R4\ Qy. En procédant le la méme maniére que dans la preuve du théoréme 3.5.2 on
montre que onde incidente H'(-, ., p) est dans Hyot (B(z, 7) NQL ) pour toutes les polarisations
p € S? et ceci est impossible car

Hi(y, Ty, p) = Vai(P(y, z4)) X P

n’est pas dans L2(B(x., ) NQL,).

On a donc I'y = I'y =: I" et on va en déduire 'unicité pour les fonctions d’impédance. Si
les champs électriques coincident, alors les champs magnétiques associés coincident aussi, notons
HT(y,é,p) = Hl,T(y,HA,p) = H27T<y,é,p) pour toute direction d’incidence 6 € S2 et toute
polarisation p € S?. On a d’apres la condition au bord satisfaite par H et Hy :

rotp[(n — n2)rotr Hyp] + (A1 — Ae)Hp =0 sur T’
pour tout (é, p) € (5?)%. Ainsi d’apres le lemme 6.2.3 de densité on en déduit que
rotr[(m — n2)rotpv] + (A1 — Ag)v=0sur I' (6.8)

pour tout v € Hyot (I') (c’est 'espace V(I') pour cet opérateur d’impédance). On en déduit sim-
plement que A\; = A2 en prenant pour v une fonction constante sur I'. Montrons que c’est aussi le
cas pour 71 et 73. Supposons que Re(n; — 72) > 0 sur un ouvert de mesure non nulle S C T', alors
pour ¢ € C§°(S) une fonction non nulle, I’égalité (6.8) prise en v = rotr(yp) donne

/S(m — ng)|rotr (rotryp)|* ds = 0

et comme Re(n —n2) > 0 on en déduit que rotp(rotry) = 0 sur S et donc sur I'. Ainsi, d’apres
[18] il existe § € HY(T') telle que rotre = Vrf. Mais on a aussi 0 = divp(rotrp) = Apf sur T
ce qui implique que 6 est constante sur I'. Ainsi rotrp = 0 sur I' et donc ¢ est constante sur I'.
Mais ¢ est aussi continue et a support compact dans S donc ¢ = 0 sur I' ce qui contredit le fait
que ¢ est non nulle sur S. On raisonne de la méme maniére si Re(n; — n2) < 0 et on montre que
Re(n1 —n2) = 0. Le méme procédé permet aussi d’avoir Zm(n; — n2) = 0 et donc 1y = 1. ]
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Soit (A, n,v) € COT") x CY(T") x C}(T"), posons
Z = rotrnrotr + Vpydive + A

On rappelle que dés que (A, 7n,v) satisfont '’hypothese 2.3.1, alors le probléme (6.1) admet une
unique solution (E*, H®) € HESY (Qext) x Vi pour V(I') = H}(T'). De la méme maniére que dans
le théoreme précédent, on montre le résultat suivant.

Théoréme 6.2.5 Soient 'y et I'y deux frontiéres de classe C? et (Ai,m1,71) et (A2, m2,72) deux
triplets de CO(T') x C1(T') x CY(T') qui satisfont 'hypothése 2.5.1. Si ES°(9,0,p) = E (9,0, p) pour
tout 4, 0 € S? et pour toute polarisation p € S? alors 'y = Ty et (A, n1,71) = (A2, 12, 72).

Remarque 6.2.6 Contrairement au cas des équations de Helmholtz, si on ne dispose que d’un
nombre fini d’ondes incidentes, nous ne sommes pas en mesure de montrer un résultat d’unicité pour
les fonctions (ou constantes) d’impédances intervenant dans un opérateur de dérivation surfacique.
Par exemple, a notre connaissance, le probléme de l'unicité du n (méme s’il est constant) si on
dispose d’un nombre fini d’ondes incidentes est ouvert.

6.3 Calcul des dérivées du champ lointain
Dans toute la suite de ce chapitre nous supposons que 'opérateur d’'impédance est de la forme
Z = rotprnrotr + A.

Pour une direction d’incidence 8 € S? et une direction de polarisation p € S? données définissons
l'opérateur champ lointain
T: ()‘a 777F) — EOO(795p)

A

ou E*(-, é,p) € L?(S?) est le champ lointain associé a E*(-, 0, p).

6.3.1 Dérivation du champ lointain par rapport a la condition d’impédance

Dans cette section, nous supposons que la géométrie I' est fixée et nous calculons la dérivée de
T par rapport aux impédances. Soit A un sous espace de L>®(T") x L*°(T") tel que tout (A\,n) € A
satisfait I’hypothese 6.2.4. Introduisons I'application partielle

Tr : A — L(S?)
(A7 77) H T()\’ 777 F)'
On montre alors le théoréme suivant.

Theorem 6.3.1 L’application Tt est Fréchet différentiable (au sens de la Définition 4.1.2) sur A et
pour tout (\,n) € A sa différenticlle de Fréchet est Uapplication T-(\,n) : L®(T) x L>®(T') — L2(S?)
définie par

Tr(Am) - (b, 1) = ERS Y(h,1) € (L=(T))

ot EjY) est le champ lointain associé au champ électrique E° solution de (6.1) avec
f = —(rotp(lrotr Hy) + hHr)

ot H := H*(-,0,p) + H'(-,0,p).
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Preuve. Soit Bi une boule de rayons R telle que 2\ Br. Comme dans le cas scalaire introduisons
I'opérateur continu
—1/2 —-1/2
Rr : A — Hy)/ ., (0BR) x H,./ ., (9BR)

(A7) — (& x E*(-,0,p),& x H*(-,0,D))|on,

ou & := z/|x| désigne la normale extérieure & B et (E*(-,0, p), H(-,0,p)) désigne la solution de
(6.1) ou f est donné par (6.2). Notons aussi
T : H;'? (0Bgr) x Hy? (0Bg) — L2(S?)

divapp VoBgR

ik ik
(91,92) — x></ (91(y) + go(y) x £)e” ¥ ds(y),
™ OBRr

alors
TF =7o RF.
Comme le probléeme (6.1) est bien posé et que 'opérateur d’impédance dépend de maniére continue

des fonctions d’impédance, on montre comme dans le cas scalaire que pour (\,n) € A et (h,l) €
L>(T)?, la différentielle de Fréchet de Rr est donnée par

Rp(A,n) - (h,1) = (& x Ej,,;, & x Hj))
ou (Ej, ;, H}, ;) est solution de (6.1) avec
f = —(rotr(lrotr Hy) + hHr)

oun H := H*(, 0, p)+ H(., 0, p). Le résultat est alors direct car Iapplication Z est linéaire. [ |

6.3.2 Continuité du champ lointain par rapport a ’obstacle

Avant de montrer la différentiabilité du champ lointain par rapport a l'obstacle, nous devons
montrer une propriété de continuité similaire au théoreme 3.4.1 dans le cas scalaire. Nous reprenons
les notations de le § 4.2, B$® désigne & nouveau la boule unité ouverte de C'1°°(R3,R?) et on note
| - || la norme sur C1*°(R3,R3) = C1(R3,R3) N WL°(R3,R?). Pour ¢ € B{® et (\,n) € (L>=(I))?
on note f. :=1Id +¢ et A\ := Ao f=1, n. :=no f=1. On rappelle que f. est un C! difféomorphisme
de R3 dans R3. La frontiére de 'obstacle perturbé €. := f-(€2) est elle notée I'c := f.(T).

Soit A un sous espace de L>(I") x L*®(I") tel que tout (A,n) € A satisfait ’hypothese 6.2.4.
Soit (A7) € A, notons (E*(-,0,p), H(-,0,p)) € HZL(R3\ Q) x {v e HZL(R3\ Q) tels que vy €
H,o.(I'z)} Punique solution de

rotH: + ikES = 0 dans R3 \ Q,
rotES — ikHE = 0 dans R3\ Q,
Ve X EZ +rotr (nerotr H: 1) + AcHZ, = f sur I,

lim |H: x & — (& x E%)) x &|?ds = 0,
R—oo JoBg

avec
f=- (VE X Ei(x,é,p) + rotr, (7751"otp8H§ps (x, 0, p)) + )\{_:Hie(x, é,p)) .

Le vecteur v, désigne la normale & I'. dirigée vers 'extérieur de ). et pour tout vecteur v, on utilise
la notation vy, := (Ve X v) X Ve. On note aussi (E., H,) := (E> + H?) + (E'(z,0,p), H'(2,0,p))
et (E,H) := (E*(z,0,p), H*(z,0,p)) + (E'(z,0,p), H (x,0,p)) les solutions du probléme direct
sur €. et  respectivement pour une direction d’incidence 0 et une direction de polarisation p € 52
données. Soit Br une boule de rayon R telle que {2 C Bpg/s, en suivant les idées de la preuve du
théoreme 3.4.1 on obtient le résultat suivant.
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Theorem 6.3.2 [l existe C > 0 telle que pour tout € € BY° suffisamment petit on a

|B. o f — Bl @)+ 1B f — Bl prgy < Clel

et
HHs o fa - HHHth(F) + ”He © fs - H”Hrot(BR\ﬁ) < CHEH

6.3.3 Dérivation du champ lointain par rapport a ’obstacle

Dans cette section nous évaluons la dérivée de forme du champ lointain. Comme dans le cas
scalaire, de la régularité supplémentaire sur le champ électromagnétique est nécessaire pour justifier
le calcul de la dérivée de forme. Dans ce but, nous montrons le lemme 6.3.2 dont la preuve s’appuie
principalement sur le corollaire 2.15 de [6] que nous rappelons dans la proposition suivante.

Proposition 6.3.1 Supposons que Q est un domaine de classe C™' pour m > 1. Alors, les espaces
de fonction

{ve (LX) rotwe (H™1(Q))3, divee H™ Q) et v x ve (H™ V()3

et
{ve (L*(Q))3 rotve (H™Y(Q))?, divve H™Y(Q) et v-ve (H™V2(T))%}

sont inclus dans (H™())3.

Pour plus de simplicité, nous supposons dans cette section que les impédances A et n sont des
fonctions de C>°(T") et que I' est de classe C*°. On a alors

Lemme 6.3.2 Soit f € V(I')*N HZ;}F/Q(F) pour s > 0. Tout champ électromagnétique (E,H) €
HY! (Qoxt) X Vi satisfaisant

rot

rotH + ikE =0 dans Qext,
rotE —ikH =0 dans Qeyt,
vXE+ZHr=f surl,

est dans (H*t3/2(BRr \ Q))? x (H*t1(Br \ Q))® pour toute boule Br de rayon R contenant €.

Preuve. Tout d’abord, d’apres la condition au bord, comme divrrotr = 0 on a divp(AH7) =
—divr(v x E) 4+ divef € HV/2(T") car E € HZ (Qext) et f est au moins dans H;ii/f(lj). Mais on

a aussi rotp (Hr) € LZ(T") car H € Vi ce qui implique que Hp € (HY/?(I"))? d’aprés la relation
&F == VrdiVF — I‘Oth‘OtF.

Ainsi d’aprés la proposition 6.3.1, on en déduit que H € (H'(Bgr \ Q))3. Dun autre coté,
rotr (nrotr Hr) € H~Y2(T") donc rotr Hy € H'/%(T) et comme v - E = —Lrotpr Hp, & nouveau en
appliquant la proposition 6.3.1 on obtient E € (H%?(Bg\ ©Q))3. On obtient le résultat annoncé en
itérant cette procédure. [

Par conséquent les champs diffractés (E*(-,0,p), H*(-,0,p)) et (E*(-, z,p), H*(-, z, p)) sont des fonc-
tions de (C°°(Bgr \ 2))3 pour toute boule de rayon R telle que Q C Bg et pour tout z € Qexs.
Dorénavant A désigne un sous espace de C°(I') x C*°(I") tel que tout (A\,n) € A satisfait
Ihypothese 2.3.4. Pour tout obstacle Q de frontiere I' de classe C°° et pour tout couple (A7) € A,
la dérivée de forme du champ lointain est donnée par la différentielle de Fréchet de I’application

TA:W : Bloo—>L?(52)
6'—>T<)\8777€7F€)'
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Cette application se décompose sous la forme
T\, =ToR),
ol
Ry, B — Hy” (9Bg) x Hy” (9BR)

e — (& x E3(-,0,p), 2 x Hi(-,éap))\aBR-

Nous commencons par calculer la différentielle de Fréchet de I'application R), en suivant la pro-
cédure développée dans le cas scalaire (voir § 4.2) et en nous inspirant de [50]. Supposons pour le
moment que €2 C .. Nous avons un premier lemme de représentation pour la différence entre E2
et E°.

Lemme 6.3.3 Pour z € R3\ Q. et q € S?,

a- (Bi(2) ~ () =~ [ H.l)ve < By, .0
+ rotr, (nerotr. Hr, (y, 2, p)) + AHr. (y, 2, @)]dsc (y)-
ot (E(y, z,q),H(y, 2,q)) est définie au § 6.2.1 et Hy, := (Ve X H) X V.

Preuve. Soit g € S? et z € R3\ Q.. D’aprés (6.7) on a

q- E°(z) = /F [H(y, 2,0) - v(y) x B*(y) +E'(y, 2, q) - v(y) x H*(y)] ds(y)
et en utilisant le lemme 6.2.2 ceci devient

~q-B'(:) = [ [H(0.2.0) - v(0) % B'(y) + E(y.2.9) - v(y) x H'(3)] ds()
puis d’apres (6.3)

~q- B () = [ [ 20) v(0) x Bely) + E(y.2.) - v(y) x Ho(y)ds(y).

En intégrant par partie dans . N €2, ceci devient finalement

—q- E°(2) =/ [H(y,2,q) - ve(y) x Ec(y) + E*(y, 2, q) - ve(y) x He(y)] dse(y)- (6.9)

5

D’un autre coté, en utilisant & nouveau (6.7) ainsi que (6.4) on a aussi

0B = [ W2 a) vely) < Bely) + By, 2,0) - vey) x He(y)] ds.(y)
et donc en combinant avec (6.9) on obtient
q-(EX(2) - E°(2)) = / [H(y, 2,q) - ve(y) x E-(y) + E(y,2,q) - ve(y) x He(y)] ds:(y)-

£

La condition au bord satisfaite par (E., H.) sur I'; donne le résultat. [ ]
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Toujours en suivant la procédure présentée dans le cas scalaire, nous allons remplacer H. par
H dans la représentation intégrale donnée dans le lemme précédent. Cette substitution n’est pas
exacte, notons O(-) une fonction réguliere de [0, +oo[— R telle qu’il existe C' > 0 telle que pour
tout z € [0, 4o00[ on ait |O(z)| < C|z.

Lemme 6.3.4 Pour tout g € S% on a

- (B:(2) - E*(2)) = — | H(y) [ve xE(y,2,q)

+rotr, (nerotr, Hr, (y, 2, p)) + A-Hr. (y, 2, @)ds:(y) + O(lle]1?).
uniformément pour q et pour z dans tout ensemble compact K C R?\ Q..

Preuve. La preuve s’inspire fortement de celle du lemme 4.2.4 dans le cas scalaire, nous ne donnons
donc que ses grandes lignes. A partir de la formule de représentation obtenue au lemme 6.3.3, on
remplace H. par H a l'ordre O(||¢|?) en utilisant le résultat de continuité du théoréme 6.3.2 ainsi
que la condition au bord sur I' satisfaite par (H, E). ]

Pour la suite du calcul nous avons besoin d’étendre les quantité surfaciques A, 7., v, et rotp. dans
tout le domaine €2, \ Q. Pour le confort du lecteur nous rappelons ici des notions déja introduites
dans le § 4.2.2. Comme T est de classe C', pour tout 2o € T, il existe une fonction ¢ de classe
C' et deux ouverts U C R? et V C R3 qui sont des voisinages de 0 et g respectivement tels que
©(0) =z et
rnv={p(§);:{ €U}
Pour ¢ € [0, 1] définissons
fei=1Id+te, o= fioyp,

la fonction ¢; permet de paramétrer I'y = (Id + te)(T') au voisinage de =, := fi(z0), et les vecteurs
tangents a I'; au point zf s’écrivent
Doy ¢
¢
e:=——=(Id+tVe)—
RS 0¢;
ou (Ve);; = 0e;/0x; est la matrice Jacobienne de € et les vecteurs e; = 0p/0¢; pour j = 1,2
forment une base du plan tangent a4 I' en xy. On défini la base covariante (ef) sur I'; au point xf,
par

= (Id +tVe)e;, pour j=1,2 (6.10)

ey - e§ =05, pour i,j=1,2, (6.11)
de plus, la normale unitaire sortante & I'y au point zf est donnée par
t t
ey xXey
Vi = Tt o -
€] X €|

Pour le rotationnel surfacique d’un vecteur w régulier on utilise la formule
rotr, := v; - rot
comme extension. Pour tout E € (H'(€. \ Q))3 nous notons

Er,

L= (1 X E) X vy

la projection de E sur le plan tangent a ['y. Enfin, les fonctions d’impédance A et 1 sont étendues
dans le volume Q. \ Q a 'aide de la formule

A=Aofy, mg=mnof.

Revenons a la formule de représentation intégrale du lemme 6.3.4 pour EZ — E? et transportons-la
sur I'.
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Lemme 6.3.5 Pour tout g € S% on a

a- (B(2) — B*(2)) = — [ (e w)div{B( 2,9) x H + \H( 2,) x (v < H)
r
+ (ntTOtFtHTtI'OtFtHTt('a z, q))I/th:odS + O(||€||2)
uniformément pour q et pour z dans tout ensemble compact K C R3\ Q.

Preuve. Dorénavant nous ne mentionnons plus explicitement la dépendance de E(y,z,q) et
H(y, z, q) par rapport & y, z et q. D’apres le lemme 6.3.4 on a

q-(E:(2) — E*(2)) = — | H - [ve x E +rotr, (nerotr. Hr.) + AHr. Jdse + O(llell*)

= —/ (E x H) - ve + nerotp, Hy.rotp Hr,

£

+ A[H x (ve x H)| - veds: + O(||e])?).

En appliquant le théoréeme de divergence ainsi que la condition sur T' satisfaite par (E,H) ceci
devient

q- (Ei(z) — E*(2) = —/ﬂ \ﬁdiv{E x H + (mrotr, Hp,rotr,Hr, )vi+
MH x (vy x H)Ydz + O(|le]?).

Comme dans la preuve du lemme 4.2.5, en utilisant le changement de variable (zp,t) — xp +te(zr)
on arrive a

q- (Ei(z) — E*(z) =— / (e -v)div{E x H + (nrotp, Hr,rotp,Hr, ) v+
r
)\tH X (I/t X H)}\tzods =+ O(”&'HQ)

Pour développer le terme de divergence nous aurons besoin du lemme technique suivant.

Lemme 6.3.6 Soit v € H?(Qext),

0 1
rot(vy X v)|—¢ = divporr + <R —2H — ) vp+ —[Vr(v-e) x v x v sur T,
ov Ve
0 ) 1
g(rotrtht)]tzo = —divp(rotv)r — 2Hrotrvr — V—fvr(u -€) - (rotw) sur T
ot R =Vrv et 2H = divrv.

Preuve. Soit oy € T', on complete (e1,e2) avec e = €. On associe a cette base de R3 une base
covariante (f!, f2, f3) calculée dans la preuve du lemme 4.2.6. Notons aussi ; I'extension de la
normale & I' en utilisant la paramétrisation x = zr + tv(xr) introduite au § 1.1.1 :

vi(zr +tv(zr)) =v(ar) pour zr €I

Commengons par montrer la premiére relation. En utilisant le théoréme 2.5.20 de [78] on a

0 -
rot(v; X v)|i=o = divp(vp)v + (R —2H — 81/) [(ve X v) X Dy]|i=0
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car
rotp([vy X v] - Uy)|i—o = rotp([v x v] -v) = 0.

On rappelle que R := Vv désigne le tenseur de courbure et 2H := divp(v) désigne la courbure
moyenne. D’un autre coté

_ B - R
5[(% X V) X Vllt=0 = 5[((14 — D) X V) X Dy]|4=0 + S, VT

Mais, pour tout champ de vecteur w

ow 2 0w, ow , .3
37|F=;8&(f"/)+a(f V)

et donc d’apres le lemme 2.3 de [50] on obtient

Sl =20 %) % Billimo = [ 20 =)o % v] = 19 x v xS

car pour ¢ = 1,2
0
9
On a ainsi la premieére relation du lemme.
Passons a la deuxieme relation,

[((Vt - ’715) X V) X 1715”15:0 = 0.

0 0 0 - 0 -
%(rOtFtVTt)’t:[) = 87(Vt ‘TOtV)|i—p = 8—’/(1/t -TotVv)|i=0 + 87[(Vt —vy) -rotv]|i—.  (6.12)

Or, comme précédemment

ﬁ[(ut —Uy) - rotv]|i—o = —iVF(V -€) - (rotv)|p.

ov

Notons
roti:t((ﬁt X V) X U;) := Uy - rotv

et 'opérateur de divergence associé
divy, (VX)) = TOt’ft((Dt X V) X Uy).

D’apres le lemme 2.5.10 de [78] on a

0 - , 0 - :
a[divﬂ (v x vy)]e=0 — divg, [&/(V X I/t):| lt=0 = —divp(Rv) + 2[(v x v) - VI H]. (6.13)
Or
9 . [0
diV’ltjt |:6V(V X Vt):| |t:0 = leF |:8y(v X V):|
= divp [-rotv + (rotpvy)v + (R — 2H)(v x V)]
et
—(rotv) - v +rotrvy =0
donc 9
divg, [&/(v < :79} 1o = divr[—(rotv)r + (R — 2H)(v x v/)].
En combinant avec (6.13) on a
;[diviz (v X Uy)]|t=0 = —divp[(rotv)p] — 2Hdivp(v X v).
v t

11 suffit alors de revenir a (6.12) pour obtenir la deuxiéme relation du lemme. |
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Afin de rendre la suite plus lisible, nous séparons en deux le développement du terme de di-
vergence dans l’expression obtenue au lemme 6.3.5. La premiere partie est développée dans la
proposition 6.3.7 alors que la deuxiéme (qui est en fait la nouveauté de ce travail) est calculée dans
la proposition 6.3.8.

Proposition 6.3.7 Pour (E,H) et (E, H) les fonctions du lemme 6.3.5 on a

/(u - &)div{E x H + MH x (v x H)}i—ods = / H. {ik(v - ¢)Hr
I I

—ikZ[(v-e)(v x E)] —rotr[(v-e)(v-E)|—Av-¢)2R—2H)Hr
—tkA(v-e)ZHr + AVr|(v-¢)(v- H)| —ikZ[\Nv -e)H7| — (VrA-e)Hr} ds.

Preuve. Commencons par rappeler la formule suivante valable pour deux champs de vecteurs u et
v
div(u x v) =rotu-v —u-rotv

et pour une fonction ¢ on a aussi
rot(pv) = Vo X v + protv.
Ainsi, en utilisant les équations de Maxwell on obtient
div(E x H)|;—o = tk(H- H+E - E)|r.
D’apres la condition au bord satisfaite par (E, H) et la formule rotpv = v X rot(v) on a
E-E=vxE|-[vxE|+[v-E|] v E]

1
= —ZHrp - [l/ X E] — %rotp(HT) . [I/ . E]
1
ou Z = rotrnrotr + A. De méme

div[\H x (v x H)]|4=o = (rotH)|p - (\v x H)|p — H|p - rot[\ (v x H)]|i=o
= —1kAE - (v x H)]|r — H|r - rot[v; x (M H)]|i=0-

En utilisant la premiére formule du lemme 6.3.6 on obtient

div]\H x (v x H)]|i—o = —ikA[E - (v x H)]|p
d

_m. {divp()\HT)l/ + (R _oH— (91/) (NH ) o + ’%g[vp(,/ ‘&) x H] 1/} |

ou encore

div[\H x (¢ x H)]jimo = —ikA[ZH - Hp)]|r

0 A
—H- {diVF(AHT)V + (R —2H — (91/) (MHT)|t=0 + E[VF(V ce) x H| x I/} .
en utilisant la condition au bord. On termine en développant le terme W\tzo a ’aide du lemme
4.2.6 :
A -
div[VE x (vy x H)i—o = —ikA\[ZH - H7)] — V’f ;H - Hrp

_H. {divr()\HT)u—i—)\ (R— 2H — a> Hyp+ 2 [Vr(v-2) x H] x u}.
ov V-e
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Mais, d’apres la formule 2.5.225 de [78] et la condition au bord on a

—%HT =vxrot(H)—-Vr(v-H)+ RHr =ikZH7r —Vr(v-H)+ RHrp,

et de plus, comme u X (VX w) = (u-w)v—(u-v)won a,
—ANVr(v-e) x H xv=AVr(v-¢)(v-H)

et donc
“ANVr(v-e)x H xv+ANv-e)Vr(v-H)=AVp[(v-e)(v-H).

Ainsi on aboutit a
/F(u  )AiV{E x H + AH x (v; x H)Y]i—ods — /F]HI Aik(v - e)H — (v - &)dive(AH 1)
—ikZ[(v-e)(v x E)] —rotr[(v-e)(v- E)] - Av-¢)(2R—2H)Hr

—ik})\(V . €)ZHT + )\VF[(V . E)(V . H)] — Z]{JZ[)\(V . E)HT] — (Vr)\ . €)HT} ds.

Pour conclure il suffit de remarquer que

ik‘(l/ . H) — diVF()\HT) = (—diVF(V X E) — diVF()\HT)) = din(I‘Ot[‘(nI‘OtpHT)) =0

car divprotr = 0.

Proposition 6.3.8 Pour (E,H) et (E, H) les fonctions du lemme 6.3.5 on a

/F (v - &)div{nerotr, (Hr, )rotr, (Hp v Heods = /F H{—2rotr[H(v - &)yrotr (Hy)]
— ik Z[(v - e)rotr(nrotr Hr)] — ikrotr[nrotr[(v - €) Z(H)]]
—rotr[(Vrn - e)rotr (Hr)] }ds.
Preuve. Tout d’abord
div{nroty, (Hr,)roty, (Hy, )vi }i=o = 2Hnrotpr (Hp)rotp (Hy)

0 0
n 8—7E|t:or0tp(HT)rotp(HT) + 115 (votr, (1, rotr, (Eir,))li—o.

et d’apres la deuxieme relation du lemme 6.3.6 on a en utilisant les équations de Maxwell

0
™ [rotr, (H T, )rotr, (Hr,)]|i=0

0 0
= rotp(H T)aj(fotrt (Hr,))lt=0 + rotr (Hr) 3 (rotr, (HT,))|t=0

v
— votp(Hy) {z’kdivr (B — 2Hrotr(Hr) + %VF(V &) -E}
+ rot (Hy) {mdivr (Er] — 2Hroty (Hp) + %VF(V ) E} .

En utilisant la condition au bord satisfaite par les couples (E, H) et (E,H) on a

0
W [rotr, (H 1, )rotr, (Hz;)]|i=0

= rotp(Hr) {—ikzrotp[Z(HT)] — 2Hrotr (Hy) + ik

rotr(v-¢) - (ZHT)}

+ rotr(Fr) {—z’k:rotp[Z(HT)] — 2Hrotr(Hr) + %rotp(u o). (ZHT)} |
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mais comme pour toute fonction ¢ et tout champ de vecteurs v on a

rotr(¢v) = —v - rotr(p) + grotr(v),

on obtient

0
- [I"Otrt (HTt )I‘Otrt (HTt )] ’t:(] = —4HI‘OtF(HT)1"Otr (HT)

ov
ik rotr (H 7 )rotr[(v - €) 2 (Hy)] — ik

rotp (Hp)rotr[(v - €) Z(H 7).
Ainsi
/F(I/ - e)div{mrotr, (Hr,)rotr, (Hr, )v¢ }Hi—ods = /F{—QH(V - e)nrotyr (Hr)rotr (Hy)

— iknrotp (Hp)rotp[(v - €) Z(Hr)] — iknrotp (Hy)rotr[(v - €) Z(H 7)]
— (V- e)rotp(Hp)rotr (Hp) }ds

et en intégrant par partie sur I' ceci devient

/F (v - &)div{merotr, (Hr, )rotr, (Hp v Heods = /F H{—2rotr[H (v - £)nroty (F7)]

—ikZ[(v - e)rotp(nrotr Hr)] — ikrotr[nrotr[(v - €) Z(H7r)]]
— I‘Otp[(vl"n . €)I‘OtF(HT)]}dS.

Les propositions 6.3.7 et 6.3.8 permettent d’aboutir au théoréeme suivant.

Théoréme 6.3.9 Pour tout g € S* on a
a-(BX(:) — B*(2)) = [ H(,2 @)B.(E. H)ds + O(|¢|)

uniformément pour q et pour z dans tout ensemble compact K C R3\ Q. et

B.(E,H):=—ik(v-e)Hr +rotr[(v-)(v-E)|+AXv-¢)(2R—2H)Hr
— AVr[(v-e)(v- H)] + 2rotp[H(v - e)nrotp (Hrp)| + ikZ[(v - €) ZH 7]
+ (Vp)\ . E)HT + I‘Otr[(Vpn . E)rOtF(HT).

On rappelle que Z- = rotp(nrotr:) + A\-, R = Vv et 2H = divpv.
Preuve. Tout d’abord si on regroupe les résultats des propositions 6.3.7 et 6.3.8 on obtient

/F (e )div{E x H + \NH x (v x H) + (mrotr, Hy,rotp, Hr, )i Hiods

= /F]HI Aik(v-e)Hp —ikZ[(v-e)(v x E)] —rotp[(v-¢)(v- E)|—Av-¢)(2R—2H)Hr

—ikAv -e)ZHr + A\Vr|(v-¢)(v-H)| —ikZ[ANv -e)Hr] — (VrA-e)Hr
—2rotr[H (v - e)nrotr (Hr)| — ik Z[(v - €)rotp(nrotp Hr)] — ikrotp[nrotr[(v - €) Z(H )]
—rotp[(Vrn - e)rotp (Hr)] }ds.

Simplifions cette expression. Tout d’abord, d’apres la condition au bord
—ikZ[(v-e)(v x E)] —ikZ[\(v -e)Hr] — ik Z[(v - €)rotr (nrotr Hr)] = 0
et de plus
—ikrotr[nrotr[(v - €)Z(Hr)|| —ikA\(v -e)ZH1 = —ikZ[(v - €)ZH7).

On obtient donc ’expression annoncée a l'aide du lemme 6.3.5. [



6.3. Calcul des dérivées du champ lointain 137

On en déduit la dérivée de forme de 'opérateur Ry, (T").

Corollaire 6.3.10 Supposons que la forme I' et les fonctions d’impédance A et n sont analytiques.
Alors lopérateur Ry ,(I") est différentiable en 0 et sa différentielle de Fréchet est donnée par

/

((D)(0) & = (e x 42, e x )

ou (v, w?) satisfait (6.1) avec

e (3

f:=B.(E,H)
et B. est défini dans le théoréme 6.3.9.

Comme dans le cas scalaire, pour obtenir ce corollaire nous allons utiliser le lemme de représentation
suivant.

Lemme 6.3.11 Soit f € Hy.(I')*, le champ électrique Ey solution de (6.1) satisfait la représen-
tation intégrale suivante : pour tout z € Qeyx et pour tout g € S?

q-Es(z) = /FH(y,z,q)f(y)dS(y)-

Preuve. Rappelons tout d’abord que nous avons la formule de représentation

q- Ef(2) = /F H(y,2,a) - v(y) x B*(y) +E(y, 2,q) - v(y) x H'(y)] ds(y)
= /F [Ei(y, z,a) - v(y) x Ej(y) + E(y,2,0) - v(y) x H}(y)| ds(y).

On obtient le résultat en utilisant la condition au bord satisfaite par (E,H) et une intégration par
partie. [ |

Preuve du corollaire 6.3.10. Le corollaire est une conséquence directe du théoreme 6.3.9 et du
lemme 6.3.11. [

Enfin, comme on a la décomposition T ,(I') = Z o Ry ,,(I") on en déduit le résultat final.

Corollaire 6.3.12 Supposons que la forme I' et les fonctions d’impédance \ et n sont analytiques.
Alors lopérateur T ,(I') est différentiable en O et sa différentielle de Fréchet est donnée par

T}, (I)(0) - & = of°

ot v2° est le champ lointain de la fonction vl définie dans le corollaire 6.3.10.

Remarque 6.3.13 L’extension de ce calcul au cas d’un opérateur du type Vrydivyr n’est pas évident
pour des raisons principalement techniques. En effet, le rotationnel surfacique rotr s’exprime simple-
ment et de maniére intrinséque a ’aide de la formule rotr = v -rot. Pour opérateur de divergence
surfacique nous n’avons pas obtenu de formule intrinseque pour le calcul de

o ..
87 (leFt T, ) |t=0

et donc pour Uexpression de la différentielle de forme.
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6.4 Dérivée d’une fonctionnelle moindres carrés

6.4.1 Calcul de la dérivée de forme et état adjoint

Dans l'optique de résoudre le probleme inverse d’identification de A,n et I' a partir de la donnée
du champ lointain nous allons minimiser la fonctionnelle cofit

1
F()\,'f],r) = §HT()\7777F) - Eggs”if(S?)

ou Egp est le champ lointain correspondant aux impédances et a l'obstacle que l'on souhaite
retrouver. Le but final de ce chapitre est de calculer les dérivées partielles de la fonction F. Comme
dans le cas scalaire, la fonction F' est différentiable pour tout (A, 7,I) tels que 'opérateur T" soit
différentiable. Ainsi la dérivée partielle de F' par rapport aux fonctions d’impédances (\,7) est
donnée par

FRO) - (1) = Re [ 1100 - (0.0 PO 0. T) — Blds

alors que sa dérivée de forme est donnée par

F (D)) - ¢) = Re ( [ 4,(0)(0) - - MO0 T) - Bolds )

2

ot T1.(A, ) et T}, (I')(0) sont données dans les théoremes 6.3.1 et 6.3.9 respectivement. Nous sou-
haitons formuler cette dérivée a ’aide d’un état adjoint, c’est le sujet du théoréeme suivant.

Theorem 6.4.1 Soit A un sous espace de (L*°(T))? tel que tout (\,n) € A satisfait I’hypothése
6.2.4. Soit (A\,n) € A deux fonctions analytiques et T' une frontiére analytique, la dérivée de la
fonction coit F par rapport a (\,n) est donnée pour tout (h,l) € (L>(T'))? par

F-(\n) - (hy1) == ——Re (/ G(y) - (rotp(lrotrHr) + hHr)(y )ds(y))
et sa différentielle de forme est elle donnée par
) e —Re ( / G(y) - (B HT)(y)ds(y)> (6.14)
ot Uopérateur surfacique B. est donné dans le théoréme 6.5.9, H(y) = H*(y,0,p) + H(y,0,p) et

Gl = [, Hly,~,9(2))ds(2)

pour

g(2) = (T(A\n,T) — EZ)(2).

Preuve. Tout d’abord, pour f € H,o. (I')* d’apres (6.5) on a la formule de représentation suivante
pour le champ lointain EF associé¢ a la solution de (6.1) :

1

q- Ef () = in

| Hu.~.0f )ds(w)

Ainsi
q-[Tr(A\m) - (h,D](2) = _417r/pH(y’ —&, q)(rotp(lrotr Hy) + hHr)ds(y)

ou H = HS(-,é,p) + Hi(',é,p). On en déduit que

FrOn) - (h.0) =~ -Re ([ [ F(y.~2.g(0))(votr (rotr ) + L 7)ds()ds(2) )
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g(‘%) = (T()‘7777F) - g%s)(‘%)

En permutant les deux intégrale on en déduit que

FEOn) - (1) = = Re [ G0) - (votr (lrotr Fy) + b ) ds())

ou

G(y) = 52 H(ya _j7g(i'))d8(£)

est solution de (6.1) avec le second membre donné par (6.2) ott (E(z, 0, p), H(z, é,p)) est remplacé
par 'onde de Herglotz électromagnétique

Gpy) = | By, —#.9(2))ds()
G?—I(y) = <2 Hl(yv _i‘a g(f))d‘s(i)
Le résultat pour la différentielle de forme s’obtient de la méme maniere. [

6.4.2 Validation numérique de la dérivée de forme

Nous proposons de valider la dérivée de forme donnée dans le théoreme 6.4.1 a ’aide d’applica-
tions numériques en comparant les valeurs obtenues en évaluant (6.14) pour une direction € donnée

et
F(Av 777F) B F()‘v 777Ft)

t
pour I'; := I' 4 te(") et ¢t un réel positif suffisamment petit. Afin d’évaluer (6.14) et (6.15) nu-
mériquement nous avons besoin d’un solver pour le probleme direct avec condition d’impédance
généralisée.

0-F(\,n,T):= (6.15)

Résolution du probléme direct

Comme dans le cas scalaire nous utilisons le logiciel FreeFem++ [91] pour résoudre le probléme
(6.1) numériquement. Nous commengons par borner le domaine de calcul par une sphére de rayon R
telle que la distance entre ’obstacle et la frontiere artificielle soit de I’ordre d’une longueur d’onde.
Sur cette sphere nous imposons la condition au bord approchée

& xrotH®+ik(z x H®) x ) =0 sur 0Bg.

Nous renvoyons le lecteur a [75, chapitre 13] pour plus de précisions sur ce point. Dans un premier
temps nous avions utilisé un opérateur de type Dirichlet-a-Neumann tronqué sur la surface arti-
ficielle 0 Br mais ceci s’avére trés couteux en terme de résolution du systeme linéaire associé au
probleme discret. Ensuite nous discrétisons le domaine de calcul avec des tétraedres de sorte que
Pon ait dix tétraedres par longueur d’onde (voir figure 6.1). Nous utilisons des éléments finis de
Nédélec de premiere espece (voir [77] ou bien [75, chapitre 8]) pour discrétiser le probleme dans le
domaine borné Qg := Bg \ Q. Enfin, nous calculons le champ lointain & 'aide du champ diffracté en
utilisant la formule de représentation intégrale pour le champ lointain et en utilisant les remarques
de la section 13.6 de [75]. Lorsque l'obstacle €2 est une sphére, nous avons calculé a 'aide des séries
de Mie (voir [75, chapitre 9]) la solution du probleéme (6.1) de maniére analytique et ceci nous a
permis de valider le solver direct. Avec les choix présentés ci-dessus, on obtient une précision relative
de 5% sur le calcul du champ lointain pour un obstacle sphérique dont le rayon fait la moitié d’une
longueur d’onde est des impédances A et 1 constantes.
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FI1GURE 6.1 — Exemple de maillage pour la résolution du probleme direct.

(a) Sphere (b) Cube (c) Ellipsoide

FIGURE 6.2 — Géométries utilisées pour la validation du calcul de la dérivée de forme.

Résultats numériques
Supposons que la donnée EZp corresponde a la diffraction d’une onde plane de direction d’incidence
6 = (0,0,1) et de polarisation p = (1,0,0) par deux impédances constantes A et 1 et un obstacle
Qobs- L'obstacle exact Qqps considéré est la sphere de rayon 0.31 ou [ := 27/k désigne la longueur
d’onde de I'onde incidente. On choisit A = n = —1/ik pour les impédances. Nous allons comparer
les valeurs de 0. F avec celles données par la formule (6.14) pour les trois géométrie de la figure 6.2
et pour plusieurs directions €.

Nous commengons par prendre pour € est une sphere de rayon 0.50 (voir figure 6.2(a)) et & = 2.
Dans ce cas, on est en mesure de calculer (6.15) de maniére analytique lorsque € = & (on note JF.
cette valeur) et nous avons les résultats suivants.

Validation pour une sphere :

O:F(A\n,T) =117, 8F.(\nT)=113, F},(I)=109.

[©)
Il
>

Ces trois valeurs sont relativement proches (rappelons que dans tous les cas lerreur commise
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lors de la résolution du probleme direct est de l'ordre de 5%) et donc l'approche de validation
proposée semble valable.
Lorsque Q est un cube de coté [ (voir figure 6.2(b)) nous avons les résultats suivants.

Validation pour un cube :

e=[1,0,00 1 QF(\pT)=05, F},(T)=05
e=10,1,0] :  &F(\nT)=02, F,(T) =003,
e=[0,0,1] :  9.F(\n,T)=-08, Fy,()=-009.

On remarque que méme si le gradient est faible, les deux méthodes donnent plus ou moins
les mémes valeurs sauf la dérivée partielle dans la direction y. Si on estime que F' )’W(F) est bien
calculée, on a une dérivée partielle faible dans la direction y et donc il est normal que 'erreur sur
la résolution du probléeme inverse vienne biaiser le calcul de 03 F'(A,n,T"). Il est intéressant de noter
que la direction [1, 0, 0] correspond & la polarisation de I'onde incidente alors que [0, 0, 1] correspond
a la direction d’incidence et que la dérivée de forme est faible seulement dans la direction [0, 1, 0].

Passons a un autre exemple, €2 est un ellipsoide (voir figure 6.2(c)) dont la frontiere est para-
métrée par

I := {(0.51 cos(0) cos(¢), 0.350 cos(8) sin(¢), 0.4l sin(#)) pour (6, ¢) € [0,27] x [0, 27]}.

Validation pour un ellipsoide :

E=v : O-F(\n,T)=54, F;,([T) =56,
€ = [cos(arctan(y/x)),0,0] : O-F(A\n,T)=26, Fy, () =21,
e=[,1,1] :  &FM\nI)=-16, F,(I)=-16.

Pour cette derniere configuration, les résultats sont tout aussi satisfaisants.

6.5 Application a I’identification d’obstacles

6.5.1 Méthode de reconstruction

Nous présentons dans la section suivante quelques résultats préliminaires de reconstruction d’un
obstacle caractérisé par une condition d’impédance généralisée de la forme

v X E+rotp(nrotr Hyp) + \Hp =0 sur T

a partir de la donnée du champ lointain pour I ondes incidentes. La technique de résolution du
probléme inverse utilisée est la méme que dans le cas scalaire, c’est-a-dire que nous minimisons la
fonctionnelle

2

L#(5?)

1d R
F()\ﬂ?,r) = 52 HT()‘anvraelvpz) - E;,),%
=1

ot E7; est la donnée du probléme. Les vecteurs 0; et p; de S? désignent respectivement la direction
d’incidence et la direction de polarisation de ’onde incidente. On suppose que pour ¢ = 1,--- , 1,
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E75 est un champ lointain admissible, c’est-a-dire qu’il existe (Mo, m0) un couple d’impédances, une
surface Ty et I fonctions (de faible amplitude) §; € L(T) tels que

A

’(L?,% = T<)\0a 7707F07 027p2> + 6@

Dans la pratique, nous simulons dans un premier temps un jeu de données exactes

A

(T'(Mo,m0,T0,60;,p;)) & T'aide du solver direct décrit dans la section précédente, ensuite nous
ajoutons un bruit Gaussien que ’on normalise pour avoir

10:ll 252
A = o
HT()\O7 Mo, PO: elvpz)HL%(SQ)

pour un niveau de bruit dy > 0 donné.

Nous nous contentons ici de traiter la reconstruction d’un obstacle en supposant que les impé-
dances sont connues et constantes et nous utilisons une technique de descente de gradient par rapport
a la géométrie pour minimiser F' tout en appliquant une régularisation pour le calcul du gradient
de forme de F. Plus précisément, a chaque itération n on bouge la géométrie €2, (le maillage) de
frontiére intérieure T',, & I'aide du champ de déformation h € H} := {v € (H'(2,,))? tels que v|r €
H}(',)} solution de

(R, v)(m1 (2))3 + or(Vrh, VF'U)(L?(FTL)):s = Fymo(Tn) -v pour tout v € H.

olt or > 0 est le coefficient de régularisation et I'expression de Fy , (I'n) - v est donnée dans le
théoréme 6.4.1. Nous avons utilisé le logiciel mmg3d (voir [43]) pour bouger le maillage volumique,
nous tenons a faire remarquer que le probléeme de déformation de maillages en dimension trois est
un probleme ardu que nous n’avons pas abordé.

6.5.2 Résultats numériques

Nous présentons ici quatre cas tests de reconstruction d’un obstacle, pour chaque exemple
nous représentons la géométrie utilisée pour générer les données, puis celle utilisée pour initialiser
I’algorithme de minimisation et en troisieme nous représentons la géométrie reconstruite apres 20
itérations de descente de gradient. Sur ces figures, le trait bleu désigne la longueur d’onde de I'onde
incidente, nous 'avons prise égale au diametre de I'objet cherché. Dans les deux premiers tests, on
ne connait le champ lointain que pour deux ondes incidentes alors que dans les deux derniers tests
on connait le champ lointain pour quatre ondes incidentes. Tous les tests ont été réalisés avec un
bruit dg = 2% et en prenant un coefficient de régularisation constant au cours des itérations.

Test 1 :

Parametres du test : I = 2 ondes incidentes et
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(a) Surface exacte

Test 2 :

(b) Surface initiale

Parametres du test : I = 2 ondes incidentes et

6; | (0,0,1) (0,0,—1)
p; | (0,1,0) (0,1,0)
A 0.5
n 0

(c) Surface reconstruite

(a) Surface exacte

(b) Surface initiale

Test 3 :
Parametres du test : I = 4 ondes incidentes et
0; | (0,0,1) (0,0,—1) (0,1,0) (0,—1,0)
p; | (0,1,0) (0,1,0) (1,0,0) (—1,0,0)
A 0.25¢
Ui 0

(c) Surface reconstruite
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(a) Surface exacte (b) Surface initiale (c) Surface reconstruite

Test 4 :
Parametres du test : I = 4 ondes incidentes et

0; | (0,0,1) (0,0,—1) (0,1,0) (0,—1,0)
p; | (0,1,0) (0,1,0) (1,0,0) (—1,0,0)
A 0

n 0.25i

(a) Surface exacte (b) Surface initiale (c) Surface reconstruite

Tous les exemples de reconstruction présentés sont satisfaisants. Pour le Test 3, nous avions
dans un premier considéré seulement 2 ondes incidente (comme dans le Test 2) mais 1’algorithme
de minimisation convergeait vers une forme tres irréguliere. Nous avons donc augmenté le nombre
d’ondes incidentes pour faciliter I'inversion. Remarquons que les résultats obtenus sont comparables
aux images données par la Linear Sampling Method (voir [36]) qui demande la connaissance d’un
nombre beaucoup plus important de champs lointains.
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Ce travail a été réalisé lors du stage de Master de Mathieu Chamaillard que j’ai co-encadré
avec Houssem Haddar.

ES techniques d’optimisation utilisées dans la Partie II pour résoudre le probléme in-
verse de reconstruction d’un objet diffractant en présence d’'une condition au bord de
type condition d’impédance généralisée dépendant fortement de la condition au bord

que l'on considere. La Partie II présente une extension des résultats existants pour une condi-
tion d’impédance classique du type Ou/dv + Au = 0 au cas d’une condition au bord du type
Ou/ov +divr (nVru) + Au = 0. L’inconvénient des techniques d’optimisation est qu'il est nécessaire
d’évaluer la différentielle de forme du champ diffracté, ce qui semble difficile & mettre en place dans
le cas d’'un opérateur de dérivation surfacique d’ordre supérieur a 2.

Lorsqu’on dispose de la donnée du champ lointain pour une infinité d’ondes incidentes et une
infinité de directions d’observation, il existe d’autres méthodes de résolution du probleme inverse

147
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que 'on qualifie de « méthodes qualitatives ». L’avantage principal de ce type de techniques est
que l'on peut les appliquer avec tres peu d’informations a priori sur la condition au bord. Le but
de ce chapitre est d’utiliser une de ces méthodes, appelée méthode de factorisation (voir [46] pour
une présentation compléte de cette méthode), pour montrer un résultat d’unicité et fournir un
algorithme de reconstruction numérique d’un obstacle sur lequel on a une condition au bord du

type
% +Zu=0sur I
ov

en faisant peu d’hypotheses a priori sur I'opérateur surfacique Z. L’application d’une telle méthode
a la diffraction inverse en présence d’une condition d’impédance généralisée est une extension du
cas de I'impédance classique (£ = A pour A une fonction L*°) traité dans le chapitre 2 de [46]
par exemple. Le fait de considérer un opérateur d’impédance Z plus général complique 'analyse
mathématique et la justification de la méthode de factorisation.

Le principe de cette méthode est le suivant. Notons F' : Y — Y un opérateur construit a partir
des données du probleme, Y étant un espace de Hilbert. On commence par factoriser I'opérateur F
sous la forme

F=GTG"

pour deux opérateurs GG et T. L’opérateur GG est choisi de telle sorte que son image caractérise
lobstacle cherché. Ensuite, le théoréme qui suit (pour la preuve voir [46, § 2.5]) nous permet de
faire le lien entre 'image de G et 'opérateur F' construit a partir des données du probleme inverse,
et donc on obtient une caractérisation de ’obstacle & ’aide des données.

Théoréme 7.0.1 Soit X* C U C X un triplet de Gelfand avec U un espace de Hilbert et X un
espace de Banach réflexif tels que les inclusions sont continues et denses. Soit Y un second espace
de Hilbert et soit F: Y —Y,G: X =Y etT: X" — X trois opérateurs linéaires et bornés tels
que

F =GTG".
Supposons que
(a) G est compact d’image dense,

A

(b) il existe t € [0,27] tel que Re(exp(it)T)est de la forme C + K pour un opérateur compact K et
un opérateur autoadjoint et coercif C : X* — X, i.e., il existe ¢ > 0 telle que

(Co,¢) > c|d| X+ pour tout ¢ € X*,

(¢) Im(T) est compact et positif sur R(G*) C X*, i.e. Yo € R(G*), (Im(T)p,d) >0,

(d) Re(exp(it)T) est injectif ou bien Im(T) est strictement positif sur la fermeture R(G*) de
R(G*), i.e. Vo # 0 tel que ¢ € R(G*), (Im(T)¢p,d) > 0.

Alors Uopérateur Fy = |Re(exp(it)F)| +Im(F) est positif et les images de G : X — Y et F#g :

Y — Y coincident. De plus l'opérateur Fq;l/zG est borné de X dans Y.

Dans la premiére section nous donnons une description précise du probleme inverse que 1’on
résout, dans la deuxiéme section nous montrons que la méthode de factorisation s’applique pour tout
une classe d’opérateurs d’impédance généralisée, enfin, nous terminons ce chapitre par ’application
de la méthode a la reconstruction numérique d’objets diffractants.

7.1 Définition du probléme inverse

Soit © un ouvert borné de R? pour d = 2,3 de frontiére I' de classe C'!, on note v la nor-
male & I' dirigée vers I'extérieur de Q et Qe := R?\ Q. Nous rappelons que le probleme de



7.1. Définition du probléme inverse 149

diffraction en présence d’une condition d’impédance généralisée s’écrit : trouver u® € Hy = {v €
D' (Qext), tels que v € HY(Qext) Yo € D(R?) et v € V(T)} telle que

Au® + E2u® = 0 dans Qext,

ou’ s
v + Zpu’ = fsur I, (7.1)
lim |0pu® — iku®|? = 0,
R—o00 J|z|=R
avec .
ou’ :
= — Zpu' 7.2
S (81/ + ku> (7.2)

ot u' désigne I'onde incidente, V(I') C L?(I') est un espace de Hilbert et Z;, : V(I') — V(I)*
désigne un opérateur linéaire et continu. L’indice k£ dans la notation de Zj signifie que 'opérateur
peut dépendre du nombre d’onde k.

Dans ce qui suit, Sp : H/?(T') — H~/?(T") désigne Popérateur de Dirichlet-a-Neumann exté-
rieur a l'obstacle 2. On rappelle que d’apres la proposition 1.2.5, le probléme (7.1) admet une unique
solution dans Hy si et seulement si 'opérateur 2, + Sr : VY/2(T') — V~Y2(T') est un isomorphisme
pour VY/2(I') := V(I') N HY(T") et V—Y/2(I") := (V'/2(T"))*. Dans ce qui suit nous supposons que
Z}. satisfait I’hypothese suivante.

Hypothése 7.1.1 L’opérateur Zj, est symétrique, c’est-a-dire que pour tout x € V(T),
Zyw = ZT = Zix.
De plus,
Im(Zk) > 0
et
2+ Sp: VYD) = vYA(T)

est un isomorphisme.

Remarque 7.1.2 Nous montrons par exemple dans le théoréme 1.2.8 que Zj, + St est un isomor-
phisme dés que
Im(Z) >0

et Z = —Cyz+ Kz ou Cy est coercif et Ky est un opérateur compact.

Pour une direction § dans la sphére unité de R? que I'on note S, définissons uoo(-,é) le
champ lointain associé & la diffraction d’une onde plane u’(x) = €* de direction d’incidence 0.
Dans cette partie, pour des raisons techniques, nous prenons une convention quelque peu différente
pour la définition du champ lointain en dimension 2 et 3 puisque nous le définissons & partir du
développement asymptotique

5 eik’r - 1
u®(z) = ’y(d)m (u )+ 0 (7‘)) r — +00
ou .
@)=L o @=L
= 8k R

Dans ce chapitre, ensemble {u™(Z,8) pour (&,0) € (S971)2}, constitue ensemble de données.
A partir de ce champ lointain on défini opérateur intégral de champ lointain F : L?(S4 1) —
L2( Sdil),

(Fg)(3) = /S (@, 0)g(0)db, € 5 (7.3)
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Nous montrons dans la section suivante que cet opérateur se factorise sous la forme
F=-GT*'G*

pour deux opérateur GG et 1T définis ci-apres. Nous montrons dans un premier temps que 2 est
caractérisé par 'image de G, c’est-a-dire que

2€Q =  ¢.(2) € R(G)

ot ¢.(2) = ®*®(z,2) = e % est le champ lointain de la fonction de Green sortante de
I’équation de Helmholtz défini dans le § 1.2.3 et pour tout opérateur T' : E — F on note
R(T) ={x € F|3ye E tel que z =Ty} I'image de T. Ensuite, en appliquant le théoréme 7.0.1
avec T'= —T*, G = G et t = 7 on montre que

R(G) = R(F/?)

Fy = |Re(F)| + Im(F).

Ainsi on a I’équivalence
Q= ¢.(2) e R(EY).

Cette caractérisation de €2 peut étre utilisée en pratique car 'opérateur F#L/ 2 dépend uniquement

des données du probleme inverse, c¢’est-a-dire de u®(z, é) De plus c’est un opérateur autoadjoint
et compact, on peut donc utiliser le critéere de Picard pour déterminer si un point z est & 'intérieur
ou & 'extérieur de Q (voir § 7.3 pour plus de détails).

7.2 Factorisation de opérateur champ lointain

7.2.1 Factorisation formelle

Dans cette section on factorise de maniere formelle 'opérateur F' défini par (7.3) sous la forme
F = —GT*G* en s’inspirant du calcul présenté dans [46] dans le cas o Z; = A pour une fonction
A € L>°(I"). Soient G, Hy et H; trois opérateurs linéaires définis par

o Gf:=u™ ol u™ est le champ lointain associé a la solution u* de (7.1),

e Hyg := Yo, ot pour g € L2(S%1) on pose

v(e) = [ g(d)ds(h)

et o désigne l'opérateur de trace sur I,
e ct Hig := y10,4 ol pour tout v € {w € H(R) tels que Aw € L*(Qr)} on pose

81;|
vi=—Ir.
71 o' T

On a noté Qg := Br \ Q ot Bg désigne une boule ouverte de rayon R tel que Q C Bg.
Par linéarité, Fg est le champ lointain associé a la solution de (7.1) ou f est donné par (7.2) pour
u' = vy. Ainsi Fg = Gf pour f = —(Z,Ho + Hy)g et donc

F = —G(ZkHo + Hl). (7.4)

Les adjoints de Hy et H; sont donnés pour toute fonction ¢ et tout point & € S par :

Hia(@) = [ e " q(u)ds(y)
e—ikziy
R
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et ainsi
o e—iki‘y
eZkzyZ,jq(y)ds(y)—i—A%Q(y)ds(y)~ (7.5)

On reconnait dans cette expression le champ lointain associé au champ diffracté

(ZkHo + Hl)*q(i‘) = /F

v = SLk(Z5q) + DLk(q), (7.6)

ou SLj et DLy sont les potentiels de simple et double couche respectivement définis par

SLi(0)(@) = | @@, n)a(v)ds(w), v € B\ T,

r
8@(1’7 y) 3
DL ) = ds(y), v € R°\ T,
k(@)@) = | ) q(y)ds(y) \
et ®(z,y) = LH{(k|lz — y|) en dimension 2 et ®(z,y) = Z:C\Z:ZH en dimension 3 désigne la fonction

de Green sortante de A + k? associée au point y. Le champ v défini par (7.6) est solution de (7.1)
avec

ov N X
f=2Zlr + 87\r = Z1SkZ5q + Neg + Z1Drkq + T 254,

ou
Sk = 70SLg, ot Tk := 11SLy,
Dy, := DLy, Nj; := 11DLg.
Ainsi on a
pour
T := ZkSkZ;: + Ny + 21Dy + EZ}; (78)
et donc
F=-GT*G". (7.9)

7.2.2 Espaces fonctionnels nécessaires a la factorisation

La factorisation (7.9) de l'opérateur F' montre qu’il a la forme requise pour pouvoir appliquer
le théoreme 7.0.1 et ainsi obtenir une caractérisation de l'obstacle a partir de l'opérateur champ
lointain. Il faut aussi trouver deux espaces de Hilbert X et Y tels que les opérateurs

G: X —Y
T X* — X

soient continus. L’espace X doit étre un espace de Banach réflexif X tel que X* C U C X avec
injections continues et denses pour U un espace de Hilbert. Dans notre cas, Y = L?(S%1), il ne
reste qu’a choisir X. L’opérateur GG est un opérateur de résolution du probleme direct, il semble
donc raisonnable de prendre X = V~Y2(T"). Alors, T devrait étre un opérateur borné de V'/2(T')
dans V~V/2(T). Ceci est en général faux car Z;S,2; n’est pas nécessairement borné de V1/2(T)
dans V~Y2(I") (voir Pexemple du Laplacien Beltrami ci-apres). Afin de contourner cette difficulté
introduisons ’espace

AT) = {u eVAT), Ziue H*W(r)}

muni du produit scalaire

(us V)Am) = (U V) 2y + (Zpus Z50) g-1/2(ry)-
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C’est un espace de Hilbert et remarquons que la norme associée a ce produit scalaire, notée || - || A(T)
est équivalente a la norme

- Wy = 1 ooy + 125 - 12-1/2q0y-

En effet, comme 2, + Sp : V¥/2(T') — V~Y2(T) est un isomorphisme et comme Z; = Zy, il existe
C > 0 telle que pour tout u € A(T)

llly ey < CINEr + Se)ully-sy2qry < Ol (Ek+ Sthull g1y < C (ull ooy + 1 Zxullg1/2r)

et donc il existe C' > 0 telle que pour tout u € A(T) :

1

5\”“\”1\@) < lullacry < Cllulllacry- (7.10)
Montrons que 7 : A(T) — A(T')* et G : A(T') — L%(S%!) sont continus.

Le cas du Laplacien Beltrami

Commencgons par le cas particulier de
Z, = Ar—1

ol Ar = divpVr désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami et supposons que I' est de classe C2.
L'opérateur Zp = Ar — 1 est un isomorphisme de H*(I') dans H*~2(T") pour |s| < 2, on peut donc
prendre V(I') = H*(T") pour la formulation du probléme direct. D'un autre c6té, S est continu de
H*+Y/2(T) dans H*~Y/2(T) pour |s| < 1 (voir [74, théoréme 7.2]) et alors Z;Sy,Z; est un opérateur
borné de H'(I') dans H~2(I') mais non borné en tant qu’opérateur & valeur dans H~1(I').

Comme 2, = Arp — 1 est un isomorphisme de H®2(I') dans H~'/2(I'), I’espace A(I') défini
ci-dessus est H%/2(I"). Or, d’aprés le théoréme 7.1 de [74], les opérateurs

H™Y2(T) — HY*(T),
TVAT) = HOVA(D),
Dk H1/2(r)—>H1/2(r),
N : HY2(I) — H™Y2(D),

(7.11)

sont bornés. Ainsi T : A(T') — A(T")* défini en (7.8) est un opérateur borné. L'opérateur G : A(T')* —
L?(S%1) est lui aussi borné, en effet A — 1 est un isomorphisme de HY?(I') — H~3/2(T"), donc
Ar — 1 + Sp est un isomorphisme de H'/2(I') — H~3/%(T') o1 on rappelle que Sp : H'/*(T) —
H~Y2(I") est Popérateur de Dirichlet-a-Neuman extérieur. Ainsi (7.1) admet une unique solution
lorsque f € A(T')* = H—3/2(T"). La factorisation (7.9) a la forme requise par le théoréme 7.0.1 avec
les espaces X = H%/2(I") et Y = L?(S%1).

Le cas général

Nous avons le résultat d’injection suivant.

Lemme 7.2.1 L’espace A (') s’injecte de maniére dense dans HY*(T') et on la chaine d’inclusions
suivante
AT c VVAD) c HY2() c L*(0) c HY2@) c V™Y2(T) c A(D)*.

De plus, si Uinjection de V(') dans HY?(T') est compacte alors A(T') s’injecte de maniére compacte
dans V(I).
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Preuve. Montrons que linjection de A(T') dans V'/2(I') est dense. Soit z € V/2(I') et € > 0.
L’injection de L?(T") dans V~1/2(T") est dense donc il existe y. € L*(T") tel que :

€

< *
)= H ((Zk + SF)_I) HL‘,(V*1/2(1“)7‘/1/2(F))

(2% + Sv)* T = yelly 120

ou pour un espace de Hilbert F, L(FE, E*) désigne I'ensemble des opérateurs linéaires et continus
de F dans E*. Comme Zj 4 Sr est un isomorphisme de V/2(T") dans V~'/2(T) on a pour z. :=

((Zx + Sr)™H) e,

o = zellyareey < || (26 +50)7) I+ 5@ = el

*HL(V*UZ(F),VU?(F)

et on obtient ainsi
| — ZeHVl/z(r) <e (7.12)

Or, z. € VY/2(T) et
Zize = (2 + Sp)ze — Spze = ye — Size € HTYA(T),

Donc pour tout 2 € V/2(T') et pour tout € > 0 il existe z. € A(T) tel que (7.12) soit satisfaite et
ceci montre la densité de Pinclusion de A(T') dans V/2(T).

Supposons que V(I') s’injecte de maniére compacte dans H/2(T") et montrons que A(I) s’injecte
alors de maniére compacte dans H'/2(I"). Soit (2, )nen une suite bornée de A(T), on a

2
12k + S0) 2all3 1oy < (|1 Z5zall -2y + 1SETall g-12r))

< 2max (1, ”SFHﬁ(Hl/Q(F)7H—1/2(F))) (”szn||§{—l/2(r) + ||$n||?{1/2(r)> )

alors (Zj, + Sr)*z, est bornée dans H~Y/?(I'). Comme H~'/?(T') s’injecte de maniére compacte
dans V(I")* on en déduit qu’il existe une sous-suite convergente de ((Zy + Sr)*zy)nen dans V(I')*.
Or (2, + Sr)*) ™ : V(I)* — V(T') est borné donc on peut extraire de (z,)nen une sous-suite qui
converge dans V(I). n

On obtient aussi le lemme suivant.
Lemme 7.2.2 L’opérateur Zj, + Sr est un isomorphisme de H'/?(T) dans A (I')*.

Preuve. Montrons dans un premier temps que (Z; + Sp)* est un isomorphisme de A (T') dans
H~'2(T"). D’aprés la définition de A (T') on a :
AD) = {ue VYD), Ziue HTVAD)],
= {uwe VVAD), (2 + Sr)'we HTVAD)},
= ((Z+ S0 (HV2(D)). (7.13)

Comme (2}, 4+ Sr)* est un isomorpshisme de V1/2(T') dans V~—1/2(T') et H-Y3(T') ¢ V-V2(I),
la relation (7.13) implique que (2 + Sp)* : A(T') — H~Y%(T) est bijectif. D’aprés la définition
de la norme de A (T) on obtient aussi la continuité de (25 + Sp)* : A(I') — H~Y%(T'). Ainsi,
(Zx+Sr)* : A (') — H~Y2(I) est un isomorphisme et par conséquent, (Z,+Sr) : H/2(I') — A (I)*
est lui aussi un isomorphisme. [
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Ceci permet de montrer le résultat de continuité suivant pour les opérateurs T et G.

Proposition 7.2.3 Les opérateur G et T satisfont les propriétés suivantes :
— lopérateur G est borné de A (T')* dans L? (Sd_1>,
— lopérateur T est borné de A (T') dans A (T')*.

Preuve. Introduisons 'opérateur borné A% : H/2(T') — L? (Sd_1> défini par A f = u}® o uf
est le champ lointain associé au champ diffracté uy € {v € D'(Qext), tels que v € H Y Qext) Vo €
D(RY)} solution du probléme de Dirichlet

Auy + kQUf = 0 dans Qeyt,

up = fsur I, (7.14)

li Oruys — ikuys|? = 0.
A |x|:R’ rup — ikugl

On a alors la factorisation
G = A®(Z, + Sp)~! (7.15)

et le lemme 7.2.2 permet de montrer le premier point de la proposition.
Rappelons la définition de T :

T = ZkSkZ;; + N + 2Dy, + EZ]:

D’aprés les lemmes 7.2.1 et 7.2.2, Z; : HY2(T) — A(T)" et Z¢ : A(T) — H~Y?(T') sont deux
opérateurs bornés, et d’apres (7.11) on en déduit que 7": A(I") — A(I")* est lui aussi borné. ]

Ainsi, la factorisation (7.9) est de la forme souhaitée pour appliquer le théoréeme 7.0.1 en prenant
X =AD)* et Y = L2(S%1).
7.2.3 Caractérisation de ’obstacle

Tout d’abord, nous montrons dans le lemme qui suit que €2 peut étre caractérisé par 'image de
G. Ensuite, nous ferons le lien entre 'image de G et 'image de F;E/ ? A laide du théoréme 7.0.1.

Lemme 7.2.4 Soit ¢, € L*(S%1) la fonction définie pour (z,%) € R3 x ST par ¢, (2) = e~ %2,
on a

z € Q<= ¢, € R(G).

Preuve. Nous rappelons dans une premier temps le résultat du théoréme 1.12 de [46] :
2 €N < ¢, € R(A™). (7.16)

En effet, si z € Q, alors ¢, = A® f pour f = ®(-,2)|p. On démontre la réciproque par I’absurde,
supposons que z ¢ () et qu’il existe f € Hl/Q(F) tel que A®f = ¢,. Alors, d’apres le lemme de
Rellich et le principe de prolongement unique la solution uy de (7.14) est telle que

up(x) = ®(x, 2) VzeR\ (QU{z)).

Ceci n’est pas possible & cause du caractere singulier de ®(-, z) en z.
A partir de (7.16), le lemme 7.2.2 et la factorisation (7.15) donnent le résultat du lemme. ]
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Nous prouvons dans les lemmes qui suivent que la factorisation (7.9) vérifie les hypotheses du
théoréme 7.0.1. Commencons par ’hypothése (a) avec le lemme suivant.

Lemme 7.2.5 L'opérateur G : A (T')* — L?(S9™Y) est compact, injectif et d’image dense.

Preuve. D’aprés le lemme 7.2.2 (25,4 Sr) ! est un isomorphisme de A (T')* dans H/2(T"). De plus,
d’apres le lemme 1.13 de [46] on sait que A% : H'/2(T') — L?*(S%1) est compact injectif et d’image
dense. Alors d’aprés la factorisation (7.15) on en déduit que G : A (T)* — L2(S97!) est lui aussi
compact et d’image dense. [

On obtient 'hypothése (b) a 'aide du résultat ci-dessous.
Lemme 7.2.6 Supposons que que l'un des deux points suivants soit satisfait

1. Vinjection de V(') dans H'/?(T') est compacte,

2. Vinjection de H'/?(T') dans V(I') est compacte,
alors Uopérateur T s’écrit

T=Cr+ Kr
ou Cr : A(T) — A(T)" est autoadjoint et coercif i.e.
de > 0, (exp(it)Crzx,z) > cHxHi(F) Ve e A(T)

avec t = 0 si ’hypothese 1. est satisfaite et t = 7 si I’hypothése 2. est satisfaite. De plus, Kp est un
opérateur compact de A (T') dans A (T')".

Preuve. Tout d’abord, on montre simplement (voir par exemple la preuve du lemme 1.14 de [46])
que S; : H-Y2(I') — HY(I') et —N; : HY/?(I') — H~Y2(I") sont autoadjoints et coercifs, i.e., il
existe deux constantes cs; > 0 et cpn;, > 0 telles que

{<six,x> > es, |2l oy Vo € HTVA(D),

(=Niw,x) > CMHCUH?{UQ(F) Vo e HY/2(T).

Supposons que 'hypothese 1. est satisfaite. L’opérateur T' se met sous la forme
T = 285,25 — N + (Z(Sk — 8i) 25 + Ni + Ni + ZiDy + Ti25).

Ainsi 2,8, 2 — N; : A(T) — A (T)* est autoadjoint et pour tout z € A(T)

. . min(cs;, cy;
((Z18iZ; — Nz, ) > min(cs,, ox)|l]]l[X ) > (C)HJCH?\(F)

d’apres (7.10). Montrons que
Krp = 2Z4(Sk — 8i) 2 + Nig + Ni + 2Dy + Te 25,

est compact en tant qu’opérateur de A (T') dans A (I')*. Puisque (S, —S;) : H~/2(I') — HY?(I') est
compact (c’est un opérateur intégral a noyau régulier) on obtient que Z(Sp—8;)Z; : A (T') — A(I)*
est lui aussi compact. Les opérateurs

Ni+N; - HY2(D) — HY2(D),
2Dy - HY2(T) — A ()",
TeZi A(T) — HVA(T),

sont bornés et comme l'injection de A (T') dans H'/?(T') est compacte (lemme 7.2.1) on en déduit
que K : A(T') = A (T)" est compact.
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Supposons que 'hypothése 2. soit satisfaite, remarquons que 'on peut écrire T' comme
T =N, + ZkSkZ;: + N —N; + Z,.Dy, +77€Z];k

L’opérateur —N; : H/2(T') — H~'/2(T') est autoadjoint et coercif, et 2y S, 2} + Ng — N; + Zp Dy +
T2} est compact de H'/2(T') dans H~/2(T"). En effet H/?(T") est inclus de maniére compacte dans
V(D) donc 23Sk 2} + 21Dy, + T 2}« HY/?(T') — H~Y2(T') est un opérateur compact et rappelons
que Ny —N; : HY2(I') — H~Y/2(I) est aussi un opérateur compact en tant qu'opérateur intégral
a noyau régulier. ]

Remarque 7.2.7 Si H'/2(T') est inclus dans V(T), Uespace A(I') n'est autre que H'/?(T) et les
normes de H'/?(T') et de A(T") sont équivalentes.

Le lemme précédent donne la compacité de Zm(—T"), pour satisfaire ’hypothese (¢) nous avons
aussi besoin de sa positivité.

Lemme 7.2.8 L’opérateur Im(—T"*) est positif sur R(G*).

Preuve. Tout d’abord, on montre qu'il existe un opérateur positif Rz, : L2(S97!) — L2(S971) tel
que

Im(F) = k|y(d)*F*F + Rz, (7.17)
olt on rappelle que v(2) = e™/*/\/87k et (3) = 1/(4r). Pour tout g € L?(S?') on note V, :=

vy — vy Ot v, est solution de (7.1) pour un second membre f donné par (7.2) pour u' = vy. Pour tous

g, h € L?(S%1) comme V, et V}, satisfont I"équation de Helmholtz & I'extérieur de £ nous avons la
g
relation

Vi Wy Vi OV,

oBp ° Or or
ol Bp est une boule de rayon R contenant 2. Mais, en utilisant le comportement asymptotique des
champs diffractés V}, et V; loin de I'obstacle, on montre comme dans la preuve du théoreéme 1.8 de
[46] que

WV  OV,— ,
/ Vgaih - —thds = —22]{7|’7(d)‘2(Fg, Fh)Lz(Sdfl) - (g, Fh)Lz(Sdfl) + (Fg, h)L2(5d71).
OBg r or

Ainsi, en utilisant la condition au bord satisfaite par V, et V}, on obtient (7.17) & partir de (7.18)
pour Rz, défini par

(Rz,9,h) 251y 1= /F Tm(Z,)V,Vads  Vg,h € L3(ST).
Mais pour tout z = G*y on a
Im(—T"z,z) = Im(-T*G"y,G*y) = Im(Fy,y)
et en utilisant (7.17) ainsi que la positivité de Rz, on obtient :
Im(~T",) > Ky PIFYl2agsi sy = K@ PIGT 22501, (7.19)

ce qui conclu la preuve. [
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Pour terminer, nous montrons que Zm(—T%) est coercif et donc que —T™* satisfait ’hypothese (d).
Ceci n’est pas vrai pour tout nombre d’onde k, on est contraint d’éliminer certains réels particuliers
k.

Définition 7.2.9 On dit que k? est une valeur propre de —/ associée d lopérateur d’impédance
Zy. si il existe une solution non nulle u € {v € HY(Q), v|r € V(I')} de

Au+ k*u =0 dans Q,

@—i-Zku:O sur I.
ov

Lemme 7.2.10 Supposons que l'une des deuz hypothése du lemme 7.2.6 soit satisfaite, si de plus
k2 n’est pas une valeur propre de —A associée a lopérateur d’impédance 2y, alors

Im(—T*z,x) >0

pour tout x # 0 dans R(G*).

Preuve. Montrons que 7™ est en fait un isomorphisme. Si ceci est vrai, alors d’apres (7.19) et
comme G est injectif, on a
Im(—T*z,x) >0

pour tout z # 0 dans R(G*). D’apres le lemme 7.2.6 on sait que T est un opérateur Fredholm
d’indice zéro, nous avons donc simplement besoin qu’il soit injectif pour montrer que c’est un
isomorphisme. D’apres (7.7), T injectif est équivalent a (ZxHp + Hi)* injectif. Soit ¢ € A (T) tel
que (ZrHo + H1)*q = 0, la relation (7.5) donne

8e—ik:ﬁy
v (y)

Le membre de gauche de cette expression est le champ lointain associé a

/ e~ Zrq(y)ds(y) + / q(y)ds(y) = 0.
I I

vy := SLi(Z2%q) + DLy (q) dans R\ Q.

Définissons aussi
v_ := SLk(Z}q) + DLk (q) dans Q,

le lemme de Rellich et le principe de prolongement unique impliquent que vy = 0 a 'extérieur de
Q2 et d’apres les relations de saut pour les potentiels de simple et double couche (voir [74, théoréme
6.11]) on a sur I' :

v_ = = v ==,

Jv_  OJv—_ Ov

_ o + B
ov  Ov ov Zid-

L’hypothese 7.1.1 sur Z; implique que

V- = —¢,
Ov_
- _Za
v )
et apres conjugaison ceci devient
0v_
— 4+ Zv_ = 0.
ov

La fonction, 7— est solution de ’équation de Helmholtz a 'intérieur de {2 avec un condition d’im-
pédance généralisée sur I' homogene, donc comme k? n’est pas une valeur propre de —A associée &
lopérateur d’impédance Zj on a nécessairement v— = 0 dans €2 et donc ¢ = 0. On en déduit que
T* est un isomorphisme et ceci conclut la preuve. [
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On arrive enfin au théoréme principal de ce chapitre.

Théoreme 7.2.11 Supposons que l'un des deuzx points suivants soit satisfait :
1. Uinjection de V(T') dans H'/?(T) est compacte,
2. Uinjection de H'/?(T') dans V(T) est compacte,

alors si k* n'est pas une valeur propre de —A associé d Uopérateur d’impédance Zj, on a :

R(G) =R (F/?) (7.20)
et
2EQNe ¢, €R (F;;ﬂ) . (7.21)

Preuve. Le lemme 7.2.5 montre que ’hypothése (a) du théoreme 7.0.1 est satisfaite. Les lemmes
7.2.6 et 7.2.8 donnent les hypotheses (b) et (c) et on obtient (d) a I’aide de 7.2.10. Ainsi le théoreme
7.0.1 s’applique et (7.21) s’obtient & laide du lemme 7.2.4. [ |

Remarque 7.2.12 La relation (7.20) et la décomposition G = A>®(Z;, + Sp)~! impliquent que
lon peut remplacer la famille de fonctions tests (¢.),ers par n'importe quelle famille de fonctions

(2).ers satisfaisant :
2z € Q= € R(A™). (7.22)

On appelle ¢, le champ lointain dun dipdle situé au point z et de direction p défini par x —
p- Vo ®(x,z). Cette famille de fonctions satisfait (7.22) (voir preuve du Lemme 7.2.4 pour plus de
détails sur ce résultat) et donc elle satisfait aussi (7.21) et on peut lutiliser pour caractériser .
Nous reviendrons sur ce point dans la section numérique.

Remarque 7.2.13 Lorsqu’aucune des deux hypothéses du théoréme 7.2.11 n’est satisfaite, on n’est
plus en mesure de décomposer la partie principale de T sous la forme d’un opérateur positif auquel
on ajoute un opérateur compact. Par conséquent, on n’est plus en mesure d’appliquer le théoréme
7.0.1.

Nous terminons cette section par un résultat sur les valeurs propre de —A associées a ’'opérateur
d’impédance Z.

Théoréme 7.2.14 Supposons que Zj, : V1/2(F) — V_1/2(F)* dépende de maniére analytique de k.
Si lune des deux hypothéses du théoréeme 7.2.11 est satisfaite, alors l’ensemble des valeurs propres
de —A associées a lopérateur d’impédance Z est discret et le seul point d’accumulation possible
est +o0.

Preuve. L'outil principal de la preuve est I’alternative de Fredholm analytique ([38, théoréme 8.26]).
Supposons que k? n’est pas une valeur propre de Dirichlet pour 'opérateur —A dans le domaine
Q, on peut définir 'opérateur de Dirichlet-a-Neumann intérieur n;(k) : H/2(T') — H~'/(T") pour
f € HY*T) par ni(k)f = Ou/Ov ot u est la solution de I'équation de Helmholtz dans Q avec
la condition au bord u = f sur I'. Le probleme du caractere discret des valeurs propres peut se
reformuler de la maniére suivante : si Z;, + n;(k) est injectif alors k% n’est pas une valeur propre
de —A associée a 'opérateur Zj. Il suffit donc de montrer que Z; + n;(k) est injectif sauf pour un
ensemble discret de fréquences k. C’est pour montrer ceci que nous allons utiliser I'alternative de
Fredholm analytique.
Soit kg un nombre complexe tel que
k2 = —i,

supposons que V (T') s’injecte de maniére compact dans H/2(I"). On décompose 2, + n;(k) sous la
forme

Z + m(k) =T + nz(k) — Tli(ko), (7.23)
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ou Ty : V(I') = V(I')* est défini pour g € V(T') par
Tkg == 2k + ni(ko).

Montrons que T}, est un isomorphisme. Comme V (T') est inclus de maniére compacte dans H'/2(T")
ona:

Ty = Zy, + Sr + ni(ko) — Sr,

ou Zx + Sp : V(I') — V(I')* est un isomorphisme et n;(kg) — Sr : V(I') — V(I')* est compact.
Il reste encore & montrer que Tj : V(I') — V(I')* est injectif. Soit f € V(I") tel que T f = 0 et
up € HY() tel que
Auyg+ kdus = 0 dans €,
{Uf = fsurl.

Alors duy/0v = ni(ko)f et une formule de Green dans 2 donne
/Q\VuﬂQd:c - kg/Q lusPde+ < Zpup,up >= 0.
Prenons la partie imaginaire de cette équation, on aboutit a
Tm(k2) /Q lusPde — Im < Zyup,up >=0,

mais on a supposé que Zj satisfait I'hypotheése 7.1.1 donc Zm(Z2) > 0 et comme k3 = —i on obtient

2
ugl°dxr =0,
| s

et donc Ty est un opérateur injectif, c’est alors un isomorphisme. D’apres (7.23) on a :
Zi + ni(k) = Th(1 + T (ni(k) — ni(ko)))

et donc Zi, + n;(k) : V(I') — V(I')* est injectif si et seulement si
I+ T (ni(k) — ni(ko)) : V(I') = V(I),

est injectif. L’opérateur n;(k) dépend analytiquement de k pour k dans le complémentaire des
valeurs propres de Dirichlet de 'opérateur —A dans €2 et d’aprés les hypothéses du théoréme,
2}, dépend analytiquement de k donc T}, '(n;(k) — n;(ko)) dépend lui aussi analytiquement de k
pour k dans le complémentaire des valeurs propres de Dirichlet de I'opérateur —A dans 2. Comme
T, ' (ni(k) — ni(ko)) est un opérateur borné de H'/2(T') — V(T'), c’est un opérateur compact de
V(') — V(T'). On peut donc appliquer 'alternative de Fredholm analytique a

I+ T (ni(k) — ni(ko))

et en déduire que les valeurs de k pour lesquelles I+ T, ' (n;(k) — n;(ko)) n’est pas injectif forment
un ensemble discret dont le seul point d’accumulation possible est +o0o. Ceci permet de conclure
dans le cas ott V(T') s’injecte de maniére compacte dans H'/?(T).

Supposons maintenant que H'/ 2(T') s’injecte de maniére compacte dans V(T') et que k? n’est
ni une valeur propre de Dirichlet ni une valeur propre de Neumann pour 'opérateur —A dans €.
L’opérateur n;(k) : H/?(T') — H~Y?(T") est un isomorphisme et on écrit

On conclut de la méme maniére que ci-dessus car n;(k) =12 : V(I') — H'/2(I') est continu et c’est
donc un opérateur compact de H/ 2(T') dans lui-méme qui dépend analytiquement de k. [
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7.2.4 Quelques applications du théoréme de factorisation

L’intérét du théoreme 7.2.11 est double. En effet, on obtient un résultat d’unicité et une méthode
simple & implémenter pour reconstruire I’obstacle 2. Pour ce qui est de 'unicité, si deux obstacles 21
et (22 associés aux opérateurs d'impédance Zj, 1 et Zj, o respectivement produisent le méme champ
lointain pour toutes les directions d’incidence et toutes les directions d’observation, c’est-a-dire que
leurs opérateurs de champ lointain coincident, alors d’apres le théoréme 7.2.11 on a

Q1 = Q.

Compte tenu des hypotheses faites sur U'opérateur d’impédance et sur I'obstacle {2 on obtient
un meilleur résultat que celui obtenu au théoreme 3.5.2. En effet, pour A € L*(T") et n € Cr(T)
ou on rappelle que C(T") désigne I’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I' (voir § 3.2
pour une définition précise de cet espace) tels que

et
Re(n) >e¢>0

le théoréme 7.2.11 s’applique et on unicité de 'obstacle. L’unicité pour les coefficients d’impédance
s’obtient de la méme maniere que dans la preuve du théoreme 3.5.2.

Pour ce qui est de la méthode de reconstruction, nous consacrons la section suivante a la re-
construction du support d’un obstacle sur lequel on a une condition d’impédance généralisée du
type

Zk‘ = din(ﬁvF') + A

en utilisant le critere fourni par le théoreme 7.2.11.

7.3 Application a la reconstruction d’obstacles
Dans cette section nous supposons que
2y = divp(nVr) + A
pour deux fonctions A et n de L*°(T") telles que
Im(A) >0, Zm(n) <0
et

Re(n) > ¢ > 0.

Ainsi, les théorémes 7.2.11 et 7.2.14 s’appliquent pour V(I') := H!(T') qui s’injecte de maniere
compacte dans H'/2(I") et Péquation
Fi%g. = ¢., (7.24)

admet une unique solution si et seulement si z est dans €2 sauf pour un ensemble discret de fréquences
k. Le but de cette section est d’utiliser ce critere pour identifier la forme d’un objet diffractant a
partir de la donnée du champ lointain pour un nombre fini mais grand de directions d’observation
et de directions d’incidence. Nous expliquons comment implémenter ce test dans un cadre discret
en nous restreignant a la dimension 2.
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7.3.1 Procédure de reconstruction et régularisation

Comme nous parlons de reconstruction numérique, les données ne correspondent pas a 1’opé-
ratear F' mais simplement & une matrice de taille n x n notée U" = (u}})i<i<ni<j<n OU

u;; =y (%, W) et u® est le champ lointain associé a la solution discrete de
Au® + k*u® = 0 dans R? \ ,

u® i

ov

lim 0,u® —iku®|*> =0

R—o0 |z|=R

+ divp(nVru®) + A’ = — <8u

By + divp(nVru') + )\ul> sur I’ (7.25)

pour u!(z) = exp(ikd - ) ot § = (cos(2n(j —1)/n),sin(27(j —1)/n)). Dans la suite nous identifions
les vecteurs de S! avec 'angle qu’ils forment avec ’axe des abscisses. Pour un niveau de bruit donné,
o > 0 on perturbe les données en ajoutant un bruit au champ lointain obtenu en résolvant (7.25) :

ult’ —ully + o(XY +iXYul

ou (X,ij )1<i<n,1<j<n,ke{1,2} Sont des nombres aléatoires uniformément répartis sur [—1, 1]. La matrice
contenant les champs lointains bruités est notée U™, On note ¢? € C™ le vecteur de C™ défini pour
1 <i < npar ¢?(i) = ¢.(%%) o ¢, est la fonction test du théoréme 7.2.11 (voir remarque 7.2.12).

n
On défini aussi la matrice [Un 9 = |Re(U™) |4 |Zm(U™?)| qui est une matrice symétrique réelle dont
le systéme de valeurs propres et de vecteurs propres est noté (e}, \!')1<i<n. On suppose que toutes
1 7,0 . o . . 5e ,
es valeurs propres de U 4 sont strictement positives. Ainsi, une maniere simple d’implémenter la
version discrete du test (7.24) consiste a utiliser une version discréete du critére de Picard :

-1
n

1
lim ZEK neMPl >0 = zeq.
] J

n—oo

Pour j grand, les valeurs propres A7 peuvent étre tres petites ou nulles car 'opérateur F' est un
opérateur compact, nous préférons donc utiliser la fonction

—1

wp(2) = — ) 7.26

6= | X @) (7.26)

comme fonction indicatrice de l'obstacle, «;, est le coefficient de régularisation. Remarquons que
wy(2) n’est autre que l'inverse de la norme au carré de la solution de

76 — »6 1/2
(anldy + U )gn(2) = (U}") /267

z

ou Id,, est l'identité de C". En introduisant le parameétre o, nous avons appliqué une régularisation
de Tikhonov a I’équation initiale, une maniere de fixer le parametre de régularisation consiste a
appliquer le principe de Morozov (voir [61] par exemple) et donc nous prendrons «, €]0,d,AT] tel

que
52|)\n|2 )
ZWK z ])‘ =0.

ou 6" est une borne sur le bruit de mesure et les erreurs de discrétisation. Nous montrons & ’aide
de la lemme 7.3.3 qu’un tel «,, existe nécessairement. Plus précisément, le parametre d,, est un réel
tel que

11550 00
Os(p)en(u™)P + V2 wen(@) < b, (7.27)
192122 (10,27))
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pour 0 < p < 1/2 et Cs(p) > 0 est définie dans le lemme 7.3.2. Notons que C3(p) dépend de u™>
tend vers +o0 lorsque p tend vers 1/2. La quantité

s,
Z / 1 27r 27r )27\' 27.-[ ‘UOO(S’ t) - uzjn‘Qdet’
i—

1<i<n

1<5<n
mesure 'erreur d’approximation due a la discrétisation du probleme de diffraction et la quantité de
bruit que 'on a ajouté au champ lointain. De méme,

-y / oy e 950 = O5(0)

1<i<n

mesure 'erreur d’approximation sur la fonction test ¢,. Le théoreme suivant justifie l'utilisation de
la fonction w, pour déterminer la forme de I’obstacle Q.

Théoréme 7.3.1 Lorsque &, tend vers 0 et satisfait (7.27) on a la caractérisation suivante pour
Q :
lim wn( ) > 0= 2€Q,

ot wy(2) est définie par (7.26).

Afin de démontrer ce théoréme nous montrons tout d’abord un lemme de continuité Holderienne
pour 'application
1/2 1/2
F s F/* = ([Re(F)| + [Zm(F)|) /2.

Ensuite nous montrons un résultat de convergence pour la régularisation choisie. Ce dernier point
a déja été abordé dans [60] pour des opérateurs a image dense, nous traitons ici le cas d’opérateurs
de rang fini. Le lecteur intéressé pourra trouver une discussion complete & propos de 'application
de la méthode de factorisation pour le probléeme de tomographie d’impédance dans [69] dans un
cadre discret. Pour tout espace de Hilbert E, on note £(F) ’ensemble des applications linéaires et
continues de E dans F muni de la norme d’opérateurs continus notée || - ||.

Lemme 7.3.2 Soit E un espace de Hilbert, A € L(E) un opérateur compact, g > 0, pour tout
0 < p<1/2 il existe C3(p) > 0 telle que pour tout opérateur compact B € L(E) satisfaisant

|A— Bl <eo
ona 1/2 1/2
|2 - BY| < caw)lla - BIP. (7.28)

Preuve. Soit A € L(E), ¢9 > 0, d’apres le lemme 1 de [89], pour tout ¢ > 0 il existe C' > 0 tels
que pour tout B € L(E) tel que
1A= B| <eo

on a l'estimation suivante :
IJA[2 = |BJ9]| < C(1+ |In(|| A — B|)])|A — B|™"19), (7.29)

Notons que la constante C' dépend uniquement de A, g¢ et ¢q. Afin de s’affranchir de la partie en
« In » de cette majoration, étudions brievement la fonction f,, : € — £7In(e) pour € € [0,e0] et
0 <n < 1. Tout d’abord, sie > 1on a

| fa(e)] < eoln(eo)

pour tout 0 < n < 1. D’un autre c6té, si ¢ < 1, la fonction f, est décroissante sur [0,e1(n)] et
croissante sur [e1(n), 1] ou

e1(n) == e /1.
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Ainsi, pour tout 0 <np < 1letee€|0,1],0na

(o) < 771

Notons C}(n) := max(1/(ne),eoln(ep)) pour 0 < n < 1. Ainsi (7.29) devient :
1A = |BJ]| < C(ef + Cr(m) | A = B|™ @D, (7.30)
pour tout 0 < 1 < min(g, 1). Notons
Ca(n) := Cleg + Ci(n)),

nous rappelons que cette constante dépend exclusivement de g, 4, g et 7.
Remarquons que

[ A% — Byl =[l[Re(A)| + [Zm(A)| — [Re(B)| — [Zm(B)]|
<[[IRe(A)] = [Re(B)[|| + [[[Zm(A)] — [Zm(B)];

et en utilisant (7.30) ceci devient :
|44 — Byll < Ca(n) (IIRe(A) = Re(B)||'~" + I Zm(A) — Im(B)|[' ") (7.31)
pour tout 0 < n < 1. Or, pour tout A € L(F) on a
[Re(A)l < lAIl et [[Zm(A)]] < [|Al
et en utilisant cette inégalité dans (7.31) on obtient
1A% — Byll < 2C2(n)| A - B|'~™.
Finalement, en utilisant a nouveau (7.30) avec ¢ =1/2, A=Ay et B=By ona:
1/2 1/2 _
144" = B < Co)llAg — B>,
< 2Cy(n)*||A - B|'/?7

pour tout 0 < 7 < 1/2. Le lemme est donc vrai pour Cs(p) = 202(1/2 —n)? et p=1/2 — 1. ]

Lemme 7.3.3 Soit E un espace de Hilbert muni d’une norme notée || - ||, (T5)s>o une suite d’opé-
rateurs de L(E) positifs auto-adjoints et de rang fini ng et Ty € L(E) un opérateur positif, compact
et injectif tels que

lim T5 = Tp.
61_I>T(1) ) 0

Soit (ys)s=o une suite d’éléments de R(Ts) et yo € E tels que :

7o) _
o]

175 — Toll + llys — yoll (7.32)

et notons (a(9),gs) € R x E l'unique solution du systéme de Tikhonov-Morozov
((0) + T5T5)9s = T5ys, 17595 — wsll = 6llgsll (7.33)
On a alors la caractérisation suivante de R(Tp) :
0|2
- A7

R(T li li
Yo € R(Ty) <~ 61_r>1(1)Hg(;H<oo = 51H(1)j21(

(@(®) + N2 [(ys, 99)1? < o0 (7.34)

ot les )\;5 sont les valeurs propres strictement positives de Ty et les w;s sont les vecteurs propres
aSSOCIESs.
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Preuve. La preuve de ce lemme suit les grandes lignes de [60, théoréme 5.1]. Nous prouvons dans
un premier temps que pour tout 6 > 0 I’équation (7.33) admet une unique solution. Soit § > 0 fixé,
comme ys € R(Ts) on a

ns )\(5

%= 2 ) +j<A§>2>

=1

(ys, V)]

et comme a(d) satisfait le critere de Morozov, «(9) doit annuler la fonction

ns a2 o 52|)\6‘4
fie) = 3 Jo a0 9P
J

j=1

La fonction f5 est strictement croissante sur I'intervalle ]0, +oo[, fs(a) — —&2||ys||? lorsque @ — 0
et fs(a) — |lys||? lorsque o — +o0. Ainsi f5 s’annule pour un unique a(d) et pour tout § > 0,
(a(9), gs) est défini de maniére unique.

Montrons 1’équivalence (7.34) annoncée. Supposons que yo est dans I'image de T et notons g
I'unique élément de E tel que Tpgo = yo, on montre que la fonction gs reste bornée. Par définition,
gs minimise la fonction

g+ a(8)llgl* + 1 Ts9 — wsll*,
et on a donc
a(0)llgs)1* + 1Ts95 — sl < (®)llgoll + 1 T590 — wsl*. (7.35)

Mais

1 T590 — ys|l < | T590 — Togoll + | Togo — ys|l,
< |T5 — To|lllgoll + llvo — wsll,
| o]

<|IT5 — Tollllgoll + [lyo — wsll %ol

lgoll;

et d’apres (7.32) on obtient
1590 — wsll < 6llgoll-

Enfin en utilisant (7.35) avec (7.33) ceci implique

195l < llgoll-

Supposons maintenant que yo n’est pas dans I'image de Ty et montrons par contradiction que ||gsl|
tend vers +o00. Supposons qu’il existe une suite §; — 0 et une constante C' > 0 telles que ||gs,|| < C.
Alors gs; converge faiblement vers un certain go € E et comme Ty est compact, Togs, — Togo
fortement (& une suite extraite pres). Or, d’apres (7.33) et (7.32) il existe C' > 0 telle que pour tout
0>0

1Togs — yoll < [(T5 — To)gs| + | Ts9s — ysll + llys — voll,
| To]|

< dllgsll + dligsll + 07—
1yoll

<5,
et donc Thgo = yo ce qui contredit 'hypothese initiale que yg n’est pas dans I'image de Tj. ]

Preuve du théoréme 7.3.1 Pour n > 0, définissons la famille des fonctions constantes par
morceaux (L;)1<i<n pour s € [0, 27] par :

[n . 2m(i—1) 2mi
— 8 —— < s < —,
Li(s) == 27 n T T n

0 sinon.
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On associe aux valeurs (u, 16)-,]-:1,,,,” la fonction u" de L?(]0,27[?) définie par

S ulLi(s)Li(),

1<i<n
1<5<n

> P

1<i<n

et au vecteur ¢7 on lui associe

Ainsi la matrice U™ est représentée par

F,, : L*(]0,2x[) — L*(]0, 27
2w
v — / u" (s, t)v(t)dt.
0
D’apres la définition des indicateurs d’erreur €, (u™) et €,(¢,) on a :

[Fn = Fll < [lu" = u®ll 120 2n2) = en(u™) et |97 — @zl L202rp2) < €n(92)

otl la norme || - || désigne la norme d’opérateur de L2(]0,2x[) — L?(]0,27[) et F est I'opérateur
champ lointain associé a la donnée continue u*(#,6). En utilisant le lemme 7.3.2 on obtient

| = F|| < Cos)|F = FIP < Cop)en @)

pour tout 0 < p < 1/2 et C3(p) dépend de F', mais pas de F,, car F), tend vers F' lorsque n tend
vers +o00. De plus, comme F' est un opérateur compact on montre en utilisant sa décomposition en
valeurs singulieres que

1/2 1/2
1E21 < V2IFIM? < V2l 550 anpe
et donc d’apres (7.27) on a

I1E)

eIl
1/2

On peut donc appliquer le lemme 7.3.3 a la suite d’opérateurs (F},) 4 et d’apres le théoreme 7.2.11
on a la caractérisation suivante :

1/2 1/2

(B2 = B + = 1902 = 62l 2o 2ep) < On: (7.36)

zeQ¢:zeR@$%¢:g@ﬂ%Mﬂm%D<w

ol g, correspond au gs défini dans le lemme 7.3.3 avec ys = 7.
Pour conclure, remarquons que pour tout g € L%(]0, 27)

7,0
(F)ug = > (UL")i (9, Lj) 120,200 Li
1<i<n
1Z2n

Rappelons que e désigne le i-eme vecteur propre de U;’a associ¢ a la valeur propre A!', pour
s € ]0,27] on défini

n
= (el);L(s)
j=1
et doncpouri=1,...,n
(Fpn)#vi = Aj'v;.
Ceci permet de montrer que pour tout z € R?

-2
H%quo,%[) = wn(2)

et on a le résultat annoncé. ]

Remarque 7.3.4 En pratique, le choix du &, satisfaisant 7.27 semble difficile. Nous le prendrons
stmplement égal au niveau de bruit sur les mesures, o.



166 Chapitre 7. Méthode de factorisation pour les GIBC

0,8

_ O = N W

-3 0 3

(a) ellipse

FIGURE 7.1 —n =1, k = 2 pas de bruit.

7.3.2 Applications numériques

Notons wy,(z) la fonction introduite & 1’équation (7.26) lorsque la fonction test ¢.(%) =
P> (z,2) = e k&2 ot W, gipole(?) 1a fonction définie par (7.26) lorsque ¢.(2) = 9®>(z,1)/0p.
Remarquons qu’a cause de la linéarité du probleme de diffraction par rapport a ’onde incidente,
il suffit de prendre p dans l'intervalle [0, 7]. On choisit de tester 4 directions de polarisation et on
pose

_ P
W, dipole *= max W, 3
P pe{0,r /4,37 /a,xy  Twdipole

Finalement, on affiche la valeur de

Wi (z) := max ( wn(2) Wy, dipole (2) ) .

max, (wy,(2)) max, (wn,dipole(2))

On consideére deux obstacles différents, le premier est convexe, c’est une ellipse de demi axes (1,2)
alors que le second est non convexe et est donné par

I' := {(cos(t) + 0.65 cos(2t), 1.5sin(t)) pour ¢ € [0, 27[}.

Dans les deux cas la taille de I'obstacle €2 est de 'ordre d’une longueur d’onde lorsque la fréquence
est égale a 2. Les expériences sont menées dans le cas A = 0. Le domaine d’échantillonnage est le
carré [—3,3]% que 'on discrétise & 1’aide de 80 x 80 points z. Enfin on prend n = 100, c’est-a-dire
que 'on envoie 100 ondes incidentes pour des directions d’incidence uniformément réparties sur le
cercle unité et on observe le champ lointain dans les mémes directions.

La figure 7.1 donne une idée de la meilleure image que ’on puisse obtenir avec ces parametres
car elle représente la reconstruction lorsque le bruit sur les données est nul. Toutes les autres figures
ont été réalisées avec 6 = 1% de bruit sur le champ lointain. La figure 7.2 illustre I'influence du
coefficient d’impédance généralisée 7, plus ce coefficient est grand plus la reconstruction semble
floue. La figure 7.3 illustre I'influence de la fréquence, ces figures sont & comparer aux figures 7.2(c)
et 7.2(d), le coté convexe du kite semble mieux reconstruit, en revanche on ne capte plus la non
convexité. On termine ces expérimentations avec la reconstruction de deux ellipses distantes de 5
longueurs d’onde avec des coefficients 7 différents (voir figure 7.4).

Comparaison avec les méthodes d’optimisation

Les résultats que nous obtenons sont & comparer avec ceux présentés dans le chapitre 5. Gardons
a Pesprit que la méthode de factorisation nécessite un nombre importante de données (on envoie
100 ondes incidentes) alors que pour l'application des méthodes d’optimisation quelques ondes
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incidentes suffisent (2 donnaient déja des résultats satisfaisant). Du point de vue de la qualité de la
reconstruction, les deux méthodes sont comparables méme si la méthode de factorisation est plus
sensible au bruit. En revanche, pour appliquer cette méthode nous n’avons besoin que de tres peu
d’informations a priori notamment sur le nombre et la localisation des obstacles.
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L

-3 0 3 -3 0 3
(a) ellipse, n = 0.01 (b) kite, n = 0.01

0
(c) ellipse, n =1 (d) kite, n =1

-3 0
(e) ellipse, n =10 (f) kite, n =10

w
|
w

0 3

FIGURE 7.2 — k = 2 avec 1% de bruit.
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0,8

-3 0 3
(a) ellipse (b) kite

FIGURE 7.3 —n =1, k =5 avec 1% de bruit.

1 1

0,8 0,8
-

0,6 0,6

' S 5

0,4 0,4
- -2

0,2 _, 0,2

0 —6 0

-5 0 5

) 0 5

(a) ellipse de gauche : n = 1, ellipse de droite : n = (b) ellipse de gauche : n = 10, ellipse de droite :
0.01 n = 0.01

S N e O

FIGURE 7.4 — Deux ellipses, k = 5 avec 1% de bruit.
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Ce chapitre est le fruit de mon séjour de trois mois a I’Université du Delaware sous
Pencadrement de Professeur Fioralba Cakoni. La langue de travail ayant été l’anglais
nous avons choisi de rédiger ce chapitre en anglais.

OUR conclure cette thése nous abordons un sujet un peu différent, nous étudions le
comportement asymptotique d’un probléme spectral. Nous nous intéressons a ’étude des
valeurs propres du probléme de transmission intérieur dans le cas ou I'obstacle diffractant

171
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est constitué d’une couche mince couvrant un conducteur parfait. Ce type de probléme spectral est
apparu récemment dans de nombreux travaux traitant des problemes de diffraction inverse (voir
[22, 38] par exemple) et suscite l'intérét de part son caractére non auto-adjoint, voir [27] pour
un compte rendu concernant ce probleme. De plus, on peut interpréter les valeurs propres de
transmission comme des fréquences pour lesquelles une onde incidente bien choisie peut produire
un champ diffracté nul (I'obstacle est alors invisible pour cette onde incidente). Une conséquence
directe de cette remarque est que pour une telle fréquence la Linear Sampling Method ne fonctionne
pas. De plus, ces valeurs propres peuvent étre détectées a partir de la donnée du champ lointain
produit par une infinité d’ondes incidentes planes pour une plage de fréquence donnée (voir [23]).
Ainsi on peut les utiliser pour avoir des informations qualitatives sur le milieu diffractant (voir [20]
pour un exemple d’utilisation de ces valeurs propres).

Dans une premieére section nous donnons plus de détails sur le probléme de transmission intérieur
en présence d’une couche mince. La deuxieme section est consacrée au développement asymptotique
formel de la premiere valeur propre et des vecteurs propres associés par rapport a ’épaisseur de
la couche. Nous justifions ensuite dans la troisieme section la validité des développements formels.
Enfin nous concluons ce chapitre par quelques illustrations numériques.

8.1 Interior transmission eigenvalues for a dielectric inhomogeneity
with a perfectly conducting inclusion

8.1.1 Setting of the problem

We consider the thin layer geometry described in sction 1.1.2, the inhomogeneity €2 is a boun-
ded of R? simply connected domain of boundary T' of class C°°. We still denote by Us = {z €
Q2 such that d(z,I") < 0} the thin layer of interior boundary I's = {x € Q such that d(z,I') = ¢}
that defines a bounded and simply connected domain Qs (see Figure 1.2). The scattering of an
incident wave ! by such a structure gives rise to a scattered field u® = u — u’ that satisfies

Au + k*nu = 0 in U,
Au+ k?u =0 in Qey = R\ Q,
ou
|:61/:| == O, [U] =0 on F, (81)
u=0on [y,
lim |0,u® — iku®|* ds = 0.
R—o0 |z|=R

where k is the wave number, n € L>(U;s) is the index of refraction of the layer, v is the unitary
normal to I directed outward to Q and [v] = v — v~ denotes the jump of v across I where v is
the exterior trace of v and v~ is the interior trace of v on I'.

Remark 8.1.1 In this chapter, we treat the case of a Dirichlet obstacle. The extension a the results
to the case of a Neumann obstacle is not obvious and is still an open question. In particular, there

exists no proof about the existence of real interior transmission eigenvalues in this case (correspon-
ding to Theorem 8.1.4).

For any element # of the unit sphere S! we define an incident plane wave by ui(r) = eikd-e
and we denote by u™(Z,0) € L?(S' x S!) the far-field pattern associated to the scattered field u*
solution to (8.1) and defined by

u’(z) = c;i/k% (uoo(a:/|33|) +0 <|a:1|>) |z| — +o0.
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Let us introduce the far-field operator at frequency &

Fy, : L*(SY) — L2(SY)
gr— [ u™®(2,0)g(0)do.
S1

If this operator is injective with dense range, by using the Linear Sampling Method one can deter-
mine the shape of the inhomogeneity from the far field pattern u®(z, 8) for all directions # and 6.
But Fj, may fail to be injective for special frequencies : the interior transmission eigenvalues. We
call an interior transmission eigenvalue a real ks such that there exists a non trivial solution (ws, vs)
to the following coupled problem

Aws + kgnw(; =0 in Us,

Avg + k‘gv(; =0 in Q,

dvs _ Ows on T (8.2)
— =, Ys=w n

v v’ 9 § )

ws =0 on .

Definition 8.1.2 The values k} > 0 for which (8.2) has a non trivial solution (ws,vs) are called
interior transmission eigenvalues, the functions ws and vs are the associated eigenvectors.

It seems that these eigenvalues can be determined from the far-field operator (see [23]) and that
one can use them to obtain information on the inhomogeneity like its size or bounds on the index
of refraction (see [20] for example). We propose to obtain estimates of the thickness d by using an
asymptotic development of the first interior transmission eigenvalue of problem (8.2).

8.1.2 Existence and discreetness of the transmission eigenvalues

We briefly summarize the results obtained in [26] about transmission eigenvalues for the case of
an obstacle contained inside in an inhomogeneous medium. The first step consists in moving from
the second order equation (8.2) to a forth order eigenvalue problem. To do so, we introduce

_ in U
us = {wg v(;. m Us (8.3)
—vg in Qs
then 1
(A +k32) = n(A + k2n)us =0 in Us (8.4)

and we look for this function in

0
Ws = {u € H}(Q) N HA(Us) such that a—:j =0on F} .

This space is associated with the norm
lullfy; = lulizp o) + Al 72y,

Define also the bounded linear operators A2 : W5 — W5 and B : W5 — W given by

(Ao, o) = [

(Au + K20) (AT + K2D) d:v+/~c4/ u@dw—l—kQ/ Vu - Vodz
us 1 —n Q Q

(Bu, v)w, == 2/ uv dz.
Q

As proven in [26, Theorem 2.1], the operators A2 and B satisfy the following proposition.
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Proposition 8.1.3 Assume that 0 < n, < n(z) < n* <1, B is a compact operator and there exists
a constant C' > 0 such that for all § > 0

|(Agzu, W | > Clulliy,-

Proof. The proof can be found in [26]. The fact that the coercivity constant is independent of § is
clear in this proof. n

A positive number k2 is an interior transmission eigenvalue (according to Definition 8.1.2) as-
sociated with the vectors (ws, vs) if and only if the function us defined by (8.3) is solution to

Ak§U5 — kjBug = 0.

The vectors (wg, vs) are obtained from ug by

2 .
ws = W(AU(S + kjus)  in Us, (8.5)
—ug in Qg, 56)

We recall hereafter one of the results of [26].

Theorem 8.1.4 Assume that 0 < n, < n(x) < n* < 1. There exist an infinite discrete set of
transmissiton etgenvalues and +oo is the only accumulation point.

In the following we are interested in obtaining an asymptotic development of the first transmission
eigenvalue, we denote this eigenvalue by )\% instead of k:g. The associated eigenvectors will be denoted
by (wg, v§) and the difference by u%. We chose these eigenvectors such that

1
[ugllw,; =1
and we have the following regularity result for the eigenvectors.

Lemma 8.1.5 If I' is a boundary of class C**2 with k > 2 and 0 < n < 1 is constant then
w} € H*(Us) and v} € H*(Q).

Proof. First of all since Av% = —)\%v%, using interior elliptic regularity for the Laplacian, we know
that v} € C*(w) for all open set w CC Q. Hence its trace and its normal derivative trace on I's
are in H*"2=1/2(I'5) and H*+2=3/2(I'5) respectively. Using the same argument but this time for the
Laplace operator with homogeneous Dirichlet boundary condition on I's we can say that the trace
of the normal derivative of w% on I'y is also in H k+2-3/ 2<P5). We easily deduce that on I's we have

Auf € H¥271/2(Ty),
Ous (Aug) € HF273/2(Ly)

where v is the unit normal to I's directed toward the interior of €25. Since u% satisfies (8.4) in Us
with homogeneous boundary conditions on I', regularity results for the bilaplacian (see [90]) implies
that u} is in H*+2(Us). We finally get the result by using (8.5) and (8.6). |

To ensure existence of such an interior transmission eigenvalue we assume in the following that
the index of the layer is constant and such that

0<n<l.
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8.2 Formal asymptotic development

8.2.1 Preliminary material

We perform the asymptotic development in dimension 2, the extension to dimension 3 is more
technical but the same process would give the expansion. Since we are in dimension 2, there exists
so and a C°([0; so]) periodic function xr : [0;sp] — R? which parameterizes the boundary T :

I'={ar(s) , s €[0;50]}-

Moreover, we can choose this parameterization such that 7(s) := dj—sr(s) the tangent vector to the

surface I' at point zp(s) is unitary. Then we denote by n(s) the inward unit normal to I' at point
zr(s) and we define the curvature x(s) by

dr
E(S) = k(s)n(s).

By using this parameterization of the curve I', for some sufficiently small periodic function & €
C([0; s0]) the surface I's is parameterized by

I's = {xr(s) +d(s)n(s) , s € [0;s0]}. (8.7)

Define 7o := inf g 5] Wls)\’ and Qo := {r € R?, dist(x,T) < n9}. Then the map
¢+ [0,80] X (—=n0,m0) — o
(s,m) — xr(s) + nn(s)

is a C*°-diffeomorphism. In other words, for every point 2 € Q there exists (s,n) € [0, so] X (=10, 70)
such that

xr = zp(s) + nn(s).

For any function u defined on ©y we define @ on [0, so] X (—n0,m0) by u(s,n) := wo ¢(s,n). The
gradient in this local coordinates writes

S S

and using integration by part we can prove that for @ = u,T 4+ u,n the divergence is

divii= a~+ ! 8f1+ )u
lvu_(1+nﬁ)85u7 (1+nk)on: ) tn-

We finally denote Jy,, := | det(Ve(s,n))| = 1 + nk(s) the Jacobian of the transformation.

8.2.2 The formal asymptotic development

Let us go back to our problem. In order to be able perform the computations, we assume that
the function 0 used in (8.7) to define the interior boundary is of the form §(s) = dygg(s) for some
constant dg > 0 and some strictly positive and continuous function g which is independent of dg
and such that |dpg(s)| < no. To simplify the notations and because there is no ambiguity, we shall
not make the distinction between ¢ as a function of local or global variables. Then, we postulate
the following ansatz for the first interior transmission eigenvalue and the associated eigenvectors :

[e.e]

AF= D8N

=0
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wi(x) = wi( Z 50w] (8.8)

Z 50%

for &€ = n/dp. Remark that the functions w; are defined on G := {(s,€) € [0, sp] x [0, max(g)], & <
g(s)} which is independent of dy, we denote wy(z) = W (s,n/do). Using (8.2) and the expression of
the gradient and divergence operators in the local coordinates, we obtain that (uﬁg, vé) satisfies

! 0 ! 0 Wy + 0 (1+ §50/<;)i?f)§ + Mnj =0in g (8.9)
(14 &6ok) 0s (1 4 Ebpk) Os 63(1 4 E6or) OE o€
together with the boundary conditions
w(%(s,g(s)) =0 Vs € [07 80}7
wi(s,0) = vj(s, 0) Vs € [0, so],
9% o Vs € [0, sp].

8777’77:0 5 0¢ Is 0

Let us rewrite (8.9) in a more convenient way for the formal computations. If we multiply this
equality by 63(1 + £dprk)? it writes

5
> 65 Aivs =0
k=0

where the (Aj)k—o,... 5 are differential operators of order 2 at maximum. Let us give the expression
of the first terms

82
AU 87527
0? 8
35%852 5
0? 0 0?
Ao — 2 2 92 2 Y A
2 = 36’%852—’_ g 8€+82+)\0n’
AS — ...

Hence, by equating the terms of same order in 9§, for £ € N, the function @ solves

5
A(ﬂbk = — Z Aﬂf)k_l, (8.10&)
wk(‘g? 0) = 5’6(37 0)7 (810C)
oy, Ok
875(87 0) - 87’] (5> O)a (Slod)

with the convention that w, = v = 0 for negative k. The functions vy satisfy

k
Avy, + Avp = — Z AVE_1- (8.11)
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Order 0.
From (8.10a) we have
&g
0%
and using the boundary conditions (8.10b) and (8.10d) we obtain Wy = 0 on G. Equation (8.10c)
together with (8.11) gives that (Ao, vg) solves

=0

A =0in Q
{ v9 + Aovg = 0 in (8.12)

vo=0on T

hence we define (Ao, vg) as being the first eigenpair of —A with a Dirichlet boundary condition and
[vollz2() = 1. Remark that v is uniquely determined up to its sign, this will be clarified during
the convergence analysis.

Order 1.

Iterating the process, we obtain that w; is solution to
Py 0
0€?

and with the boundary conditions we get

in(5.6) = () beat = 966) (52 ) oo

Finally v; solves

- % onT. (8.13)

Since \g is an eigenvalue for —A with a Dirichlet boundary condition, the right hand side of (8.13)
has to satisfy a compatibility condition. Namely, it has to be orthogonal to the first eigenvector vy
(the first eigenvalue Ao of —A with Dirichlet boundary conditions is simple for connected domains
[52, Theorem 1.2.5]). Let 0; be a lifting of —gdvy/dn in Q such that 0;|r = —gdvy/On. Then (8.13)
is equivalent to find 71 = v1 — 61 such that

{Avl + A1 = —A1vg in £,

AT1 + AU = — A1 — (A + /\0)91 in Q,
71 =0onT.

As a consequence, to ensure existence and uniqueness of T; we chose A such that the second hand
side of this system is orthogonal to vg that is

)\1 = / V01 . VUO — /\0917)0 dx

0
/ 01 Avg + Aobivg dx — / Glﬂ ds

/ 81)0

Still, vy is uniquely determined that is why we also constraint v; to be orthogonal to vg in L?.
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Order 2.
Let us iterate the process once more, wy solves
0% ow
2 k=2 =0
0€2 1913

and with the Neuman boundary conditions on I' and the Dirichlet boundary condition on I'y we

get

bp(s.6) = O 2 OV KOV 5 Our
0 (s,€) = 26n§+8n 2oan? " on?

From this we can write the equation that defines vy

Avg + AUy = —A1v] — Agg In §2
2 0n on
As previously, define 65 a lifting of ve that satisfies fa|p = g%gz - %g and Uy := v9 — 9, then
(8.14) writes
ATy + AgTa = —A1v1 — Aavg — Aby — A\gfsy in )
{vg =0onT.

Again, to ensure existence and uniqueness of To we have to impose a compatibility condition that
is that the second hand side has to be orthogonal to vg :

Ay = — A1 / v dx — / (A@Q + )\092)’00 dx
Q Q

/ (/@81}0 5 Ovg )(%Od
=— ——09° — —g¢g | =—ds.

r \ 2 ang 8ng on

And we also impose that [, vavg dx = 0 to ensure uniqueness of vs.

Order k.
Take k > 0 and assume that the functions @w; and v; as well as the real numbers A; are well defined
for [ < k. Assume moreover that for all 0 <[ < k,

/ Uﬂ)odx =0 (815)
Q

and that [vo||z2(q) = 1. The first step consists in computing 1y by solving (8.10a) together with
the boundary conditions (8.10b) and (8.10d). This uniquely determines @, and one can obtain an
explicit formula for wy. Then, let us denote 6 a lifting function in €2 such that

Oxlr = wi|r
and Ty = v — 0, solves

ATy, + AT, = — Zle NUg—; — Af, — A\gby. in Q
7 =0onT.

To ensure existence and uniqueness for U we impose that the right hand side of this equations is
orthogonal to the first Dirichlet eigenvalue vy and we have by using (8.15) and the fact that vg is
of L? norm equal to 1,

A = —/ (ABrvy + Aobrvo)dz
Q

Ovg
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Hence, the function vy = Ty + 0 solve (8.11) together with (8.10c¢) but this function is not uniquely
determined. To ensure the uniqueness of vy we assume in addition that

/ vpvodr = 0.
Q

Hence, from the knowledge of the functions w; and v; and the real numbers A; for [ < k, we are
able to define the iterate k£ uniquely and the orthogonality assumption (8.15) propagates.

Remark 8.2.1 These computations are in fact valid for any interior transmission eigenvalue, the
difference would be the value of Ag. In the case of the first transmission eigenvalue, we proposed to
take \g as being the first eigenvalue of the Dirichlet problem, in the case of another transmission
etgenvalue we should take another Dirichlet eigenvalue for Xg.

8.3 Convergence analysis

To prove the convergence we assume that the thickness of the layer is constant (i.e. ¢ = 1). The
main objective of this part is to justify the asymptotic development

‘ )\% =X+ 01 + 6o + 0(53) ‘

where O(z) stands for a generic function of C*°(R™) such that there exists a constant C' > 0 such
that for all z € R™
|O(z)| < C.

The first step for proving such a result is to obtain a priori estimates for the interior transmission
problem
Aws + k:gnw(; = f in Us,
Avg + k:gvg =g in §,
dvs  Ows
A
ws = 0 on [y,

vsg = ws on I,

this is the aim of the next section, the main estimates are stated in Propositions 8.3.6 and 8.3.7.

8.3.1 Preliminary regularity estimates

Let us establish some crucial elliptic regularity estimates with explicit dependence of the
constants with respect to §. In the following, we denote by C' a generic constant independent
of 6. In the next Lemma we adopt the notations and the definitions of [74, section 4] that we recall
here in a simplified setting. Let O be a connected Lipschitz domain of R? and denote by (1, z2)
the coordinates of = in some given basis. We define the operator P in O by

0 0

where for (i,7) € {1,2}? a;; € C*(O). We say that P is coercive if there exists a constant C' > 0
such that for all ¢ € R? and z € O

> aij(@)6g; > Cl¢f.
4,3

We call the conormal derivative the operator B, given by

0
B, = ZVW@(’) (Z ai’jam)
i i J
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where yg0¢ is the trace operator on 90 and v; for i = 1,2 is the ith component of the exterior normal
vector to 00.

Lemma 8.3.1 Take § a strictly positive real number, g € H/?(R) and f € L*(R x (0,6)). Let P
be coercive operator with coercivity constant independent of 6. Let B, be the conormal derivative
associated with P at xo = 0. If w € Hy := {w € H'(R x (0,9)), w(z1,5) = 0Vz; € R} solves

Pw = f in R x (0,0),
B,w(z1,0) = g(x1) for all z1 € R,
w(z1,0) =0 for all z1 € R,

then there exists a constant C > 0 independent of § such that

lwll 2 mx(0,8)) < C (HfHL2((IR><(O,6)) + H9HH1/2(R)> :

Proof. With the definition of P and B, we obtain by Green’s formula for all ¢y € Hy
/ Pwyp dridzy = ®(w, ) — / Byw(xy,0)(z1,0) dzy
Rx(0,9) R

where the bilinear form ® is defined for all functions (u,v) € Hy by

ou Ov
i) = i i———— dr1dxs.
(u,v) %:/RX(M)CLJ 92: 9 z1dxo

Using the equation satisfied by w one obtains
/ b drdas = B (v, ) — / g(x1) (21, 0) day. (8.16)
Rx(0,5) R

Let us introduce the difference quotient in the direction z; and give some basic properties it satisfies.
For h € R and all (z1,x2) € R x [0, d] let us define

u(xy + h,z2) — u(xy, x2)
h .

By algebraic calculus we prove that the following formulas hold true for all functions v and v in Hy

Apu =

/ (Apu)vdridre = —/ u(A_pv) dridas (8.17)
RX(0,5) RX(():&)

|D(Apu,v) + @(u, A_pv)| < Cllvll g1 rx(0,6)) 1l 51 ®% (0,6 (8.18)

and moreover there exists another constant C' > 0 independent of ¢ such that for all ©w € Hy and h
sufficiently small
‘|

see [74, Lemma 4.13] for the proof of this last result.
Let us go back to formula (8.16) and make use of (8.17) and (8.18) to obtain for ¢ = A_,Apw €
Hy and all h sufficiently small

u
81‘1

Ju
8901

< 1Anul 2@ 05y < | (8.19)

L2(Rx(0,5)) L2(Rx(0,0))

|®(Apw, Apw)| < Cllwl| g1 (@mx (0,6) | Anwl| 51 ®x (0,6))

+ /Rg(ml)(A,hAhw)(a:l,O) dzry + f(A,hAhw)daclde

. (8.20)
Rx(0,5)
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For all s € R if 83—;1 € H*(R) we have from [74, Exercise 4.4] that

ou
8x1

| Anull =y < ]
H*(R)

then the boundary terms in (8.20) can be estimated as follow

/R\Q(Afhﬁhw)\ dy <||gll /2 () | (A -nARW) | 172 ()

<llgll 172 @) 1 Anwl| 172wy
<Cllgll 2wy | Anwl| 1@ (0,6)) (8.21)

with a trace constant C' > 0 independent of 6 and h (see the trace Lemma 8.3.4 for the last
inequality). Finally using (8.19), (8.20) and (8.21) we obtain from the coercivity of P

[Arw][ 1 ®x(0,5)) < C (”gHH1/2(R) + [|wl g1 (rx (0,6)) + ||f”L2(]R><(O,5))>
which gives in regard of [74, Lemma 4.13]
‘ ow

3.T1
To estimate the second order derivative with respect to x5 let us recall that

<C + ||w 4 )
H(Rx(0.6)) (||9||H1/2(R) 1wl 1 (R (0,5)) HfHLQ(]Rx(o,(s)))

Pw = f

hence since P is coercive there exists a constant C' > 0 that depends on the coefficients a; ; but not
on 0 such that

o
o0x3

ow

81‘1

<C (HfHL?(RX(Ov‘;)) * ’ )
. H(Rx(0,5))

<C <H9HH1/2(R) + [[wll g1 mx 0,6)) + HfHL?(Rx(ms))) :

Then the result is a consequence of a the classical a priori estimate for [[w|| g1 (rx(0,5)) that comes
form the coercivity of P. |

Form this regularity Lemma in a strip we obtain a regularity result in Us with homogeneous boun-
dary conditions in a first Lemma and then with inhomogeneous boundary conditions in a second
Lemma.

Lemma 8.3.2 There exists a constant C > 0 independent of § such that for all f € L*(Us) the
unique solution w € H'(Us) of

—Aw = f in Us,
gzzo on T,

w=0 onTsy,

satisfies the bound
lwll g2,y < ClFllL2ws)-

Proof. First of all using a classical a priori estimate for the Laplacian we have

lwll gt @y < Clfll2wy) (8.22)

with a constant C' > 0 independent of 6. To obtain the H? bound we will work locally and apply the
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FIGURE 8.1 — Local covering of the layer

Lemma 8.3.1 after having straightened the boundary. Since U5 is compact, there exists an integer
n

n and a sequence (£2;)j—1,... » of bounded and connected domains of R? such that U; C U, € and
this covering is valid for all ¢ sufficiently small. Moreover, we take the €2; such that for all ¢ there
exists s; > 0 and a C*°([—s;, s;]) function zp such that for all ¢ sufficiently small

(Us) N Qs =A{zr(s) +1n(s),V(s,n) € (=si,5:) x (0,0)}
where for all s, xp(s) € T' (see Figure 8.1). In this case and for all ¢ sufficiently small,
pi Us) N — Oy
z— (s,1)
is a C2-Diffeormorphism where €; := (—s;,s;) % (0,6).

Moreover, there exists a sequence of positive C*°(R?) functions (¢;)i=1.... », such that supp(¢;) C
Q; and 3", ¢; = 1 in Us. Hence if we define w; := ¢;w € H'(Us) then

N

1wl f2 @) < Z 1wl 2 14y (8.23)
i=1

and for every 4, w; is compactly supported in §2;. Moreover, for all i, w; solves

—Aw; = f; in Us,
881:: = gi; on F7
w; = 0 on F(;,
with
fi = foi +2VwVe; +wAg;,
o w3¢i
I = Uon

In the following, for all function U € L2((Us) N €;) we denote by U € L2(€;) the function defined
by U:=Uo @;. Since the W2 norm of ¢; and ©; 1 does not depend on & one can prove that
there exists a constant C > 0 independent of § such that for all integer 0 < p < 2 and for all
U e HP((Us) N <)

1 - -
100 im0y < W0l < ClOlL gy (8.24)
and for all 0 < s <2 and all G € H*(I' N 08Y;)
1 - ~
5”GHH~@((751~,31)) <Gl asrracs) < ClG s ((=si,80)- (8.25)
With these notations, we can prove using the computations of section 8.2.2 that w; € H 1(Ql) solves
’P@Z = ]?z in Qi,

(Byw;)(s,0) = gi(s) for all s € (—s;,8;), (8.26)
w;i(s,d8) =0 for all s € (—s;,s;),
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where fi(s,n) := (14 nk(s))(fi o i) (s,m), gi(s,n) := —(1 +nr(s))(gi © i) (s,n) and P and B, are
as in Lemma 8.3.1. Remark that the coercivity constant for P does not depend on . Furthermore
since w;, ﬁ and g; are equal to 0 in a vicinity of —s; and s; we can extend them by 0 into R x (0, §).
We do not change the notations for the extensions and they satisfy the system (8.26) for all s € R.
Hence we can apply Lemma 8.3.1 to w; and we obtain

Wil 2 (mx (0,6)) < C (Hﬁz’”Hl/?(R) + HﬁHLQ(RX(—si,si))>

where C' is independent of ¢ since x is independent of §. By using the equivalence of norms (8.24)
and (8.25) and (8.23) together with our first a priori estimate (8.22) we finally obtain the estimate
of the Lemma. -

If the second hand side is in the boundary condition on I' we get the following result.

Lemma 8.3.3 For any g € H'/2(I') if w € H'(Us) is solution to

Aw = 0 in Uy,
g::g on T,

w =0 on I,
then there exists a constant C > 0 such that for all 6 > 0
lwll 2@y < C”g”H1/2(r)-
In addition if there exists Cg > 0 such that ||g|| g1/2ry < Cg for all § > 0, then
1wl 2y 52 0-
Proof. Let us first build a well chosen lifting of g which is equal to 0 on I's. Let us define g; = ¢;g

and its local counterpart g; using the same partition of unity and local parameterization as in the
previous proof. Then we can define an extension of g; to R that we denote g; by

7.(s) = {@(s) if s € [—s4, 84,

0 elsewhere.

For any function G € L*(R) we define its Fourier transform by

FG() = /R G(s)e 275 g

and the inverse Fourier transform by
FG(s) = [ Gle)emag
R

Since the boundary I'is C*° and since g € H'/?(T'), from Plancherel Theorem there exists a constant
C independent of § such that

11+ €)Y PGl o) < Cllgll gz (8.27)
For all £ € R and 7 € [0, d] let us define

L Fgi&) ( sinh(igl(n — 6))
wil&n) =g ( cosh([€]0) )
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and

mi(&n) ( - )(3777)
then w; satisfies w;(s,d) = 0 and ‘(mni (s,0) = g;(
independent of § such that for all (§,7) € R x (

s) in R. Moreover, there exists a constant C' > 0
,0) we have

2
Wile.m)| < CFREQ)

lwi(&, ) < C(Fgi(€))*,  ewi(&, ) < C(Fgi(€))?, (s n)

By integrating these inequalities other R x (0,¢), by using the bound (8.27) and the Plancherel
Theorem, there exists C' > 0 independent of § such that

13 1 31 (mx (0,6)) < COllall iz ry-
Moreover, for all (£,17) € R x (0,6) we also have

uie,) = €177, T U0)

cosh([¢]6) 7
dwi,, o cosh(€l(n — )
0*w e oy SR (€] (n — 5))

Hence

el (e, ande — [ (eR2Fa 2 [ SmZ0El = 8))
JL L vt mianas = [[1ePiFg @ [ s dnde

_ 2| 5 [ cosh(2[¢](n —0)) — 1
= [P [ s e

_1 2| T (¢)]2 sinh([£]9) _ 0
=5 7l (rgrcoshusa) cosh(\sra>2)d§

PR
3 LI OR S B e

5 | I€lFg e Pz,

/\

| /\

hence by using (8.27) we have

d
L 1€ (e Pande < Cllglagr

We obtain in a similar way that

g n ‘dndf < CllglFpqy an // ‘ (&)

dndé < Cllgll32ry
for another constant C. Hence, from the Plancherel Theorem we get,

13 | B2 (0,67) < CllglEp720y- (8.28)

Assume in addition that there exists Cy > 0 such that |[g[|g1/2y < Cy for all § > 0, then for
almost every £ € R,
(o2 Sinh(€]9)
, B
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and since

o sinh([¢]6)
cosh(|¢]9)

the Lebesgue dominated convergence theorem implies that

€17 5:(6)] < [€1(Fg;(6))*,

0 4 2
L[t ee mPands — 0

We obtain in a similar way that

g 8wi 6 82wi
| 5| dnde 0 and [ [T e ) dng 0.
Hence, from the the Plancherel Theorem,
il 0.y 52 0- (8.29)

Let us go back to the physical domain and define for x € Ujs

we(w) = D, (Wjow; ) (w).

j s.t. z€Q;

then w, satisfies aa%\p = g together with wy|r, = 0. Since I' is C'°° and the (w;); satisfy (8.28),
there exists a constant C' > 0 independent of § such that

legll3r245) < Cllgln ey (8.30)

If in addition here exists Cy > 0 such that ||g|| g1/2r) < Cy for all § > 0, then from (8.29) we also
have
w245 = 0 (8.31)

Let us consider the function W := w — w,. W solves the following problems

AW = —Aw, inls,

9G¥ = 0onT,
W = OOHF(;,

From Lemma 8.3.2 there exists a constant C' independent of § such that

Wl 204) < Cllwgllr2 )

Let us go back to the definition of W and by using this last estimate together with (8.30) one
obtains the existence of a constant C independent of § such that

lwll 2@y < Cligllrzry-

and if there exists Cy > 0 such that [|g| z1/2ry < Cy for all § > 0, then from (8.31)

o — 0.
HwHH?(u(,) PR
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Let us conclude this section with two trace Lemma with explicit dependence of the constants
with respect to 4.

Lemma 8.3.4 For k = 1,2, there exists a constant C' > 0 independent of § such that for all
v € H*(Us) with v|p; =0
[0l zre-1/20y < Cllvll gry),

Proof. We prove the result for the domain R x (0, §) and using the partition of unity and the change
of variable introduced in the proof of Lemma 8.3.2 we will obtain the desired result. Take some
v € C*°(R?) with compact support in R2. Let us denote as before by Fuv the Fourier transform of v
along the first variable and by & the dual variable. Using integration by part, we have for all £ € R

(L+&PE2NFu(E 00 = (1+ €20V Fu(E, 6)?

—9Re (/05(1 + 52)“837(5777)(1 + SZ)kfv(&mdn> :

By integrating this equality along R and using the Cauchy-Schwartz inequality and the Plancherel
Theorem we obtain the existence of C' > 0 independent of ¢ such that

s, Ollgzs-172m < C (ol szt oy + 1005, )l s-r20s)) -

A density argument gives the validity of this formula for all v € H?(R x (0,6)) and we obtain the
result of the Lemma for v whose trace is 0 on R x {d}. [

Lemma 8.3.5 For any function w € H(Us) we have
lwll 2 @isy < CE2l[wll 2y + Sllwll a1 agy))- (8.32)
For any function w € H?(Us) such that w|r, = 0 there exists a constant C' such that for all § < g
w172y < CO 2 ||wl| g2sy)- (8.33)

Proof of Lemma 8.3.5 Let us begin with the first inequality. Take ¢ € C§°(R?) then using local
variables in the layer we have for every n < §

unys
Bs.m) = 9(5,0) + [ S (s.) deds.
o Ot
Whence, using the Cauchy-Schwartz inequality
65,2 < € (16(5,0) + 811 8l1311 )

and we obtain the desired estimate for ¢ € C§°(R?) by integrating this inequality over T' x [0, ]. A
density argument gives the result for all w € H'(U;s).

Let us prove the second inequality. Take ¢ € C5°(R?) and again using local variables in the layer
we have for all s € [0, sg]

- - 5 9 -
|¢(S>O)‘ < |¢(Sa6)| + |/O af(svn) d77 < |¢(576)| +51/2H¢HH1(U§)

which leads to
léllzy < € (llllz2qes) + 81l m ) )

for some positive C. Similarly we prove that
V0@l 2y < € (I8l 2y + 8216l ess)) -

By density, these two inequalities remain true for all w € H?(Us) and by interpolation we obtain
the result of the Lemma when w|r, = 0. ]
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We gather the technical Lemmas here above into the two next propositions.

Proposition 8.3.6 Let vs € H%(Q)) and ws € H?(Us) be such that for some s > 0

[Aws|[ 245 < O(6%) (8.34a)
ws =0 on Ty
[ Avs]|L2(0) < O(67) (8.34b)
Ovs  Ows
— - < O(6° 8.34
’ an 8n H1/2(F) - ( ) ( C)
o5 — wsl o2y < O) (8.34)

then
wsll 2@y < O(6°) and [lws| 24 < O,

Proof. Let us first prove by contradiction that |lws| g2;) < O(6%). Assume that this is not true,
then

,_ -1
V5 = 55”11;5”1{2(“5) PV 0.

Since ws is in H?(2s) and since |Jvs — ws| msr2(ry < O(6%), from elliptic regularity for the Laplacian
with Dirichlet boundary condition there exists a constant C' independent of § such that

[vsll 20y < C (HAWHB(Q) + l|wsll grsr2(ry + O(5s)>

and by using (8.34b), the trace Lemma 8.3.4 and the fact that ;5 is bounded when § goes to 0 we

deduce that
[vsll () 1

lwsll 2@y — llwsll ez
for C' > 0 independent of ¢. Hence by (8.34c) we deduce that

(06) + Cllwsll g2y + O(5%)) < C

1

|wsl| 2 @iz

ows

<
on ¢

H/2(T)

and by applying Lemma 8.3.2 and Lemma 8.3.3 to the function ws /||ws|| g2 (4, there exists a constant

C > 0 independent of § such that
A
1<C (H w6HL2(Z/I5) 5(6))

|wsl| 72 @iz

where £(5) — 0 when § goes to 0. Hence by using (8.34a) since v5 = 58Hw5|‘;112(u5) goes to 0 when 0
goes to 0 we get

1<e(6) —O0.
0—0

The first estimate of the Lemma holds and then a use of (8.32) together with (8.33) gives the second
estimate. ]

Proposition 8.3.7 Let ws € H%(Us) be such that for some s > 0 we have
|Aws | L2 < O6%)

and
ows

‘%o < s+1/2
5 O(6*"%)

ws =0 onTy, H
H-1/2(T)

then
[wsl @) < O*T2) and [Jws| 2,y < OG°T).
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Proof. First of all, by (8.32) and the trace Lemma 8.3.4 there exists C' > 0 such that for small
0 > 0 we have
lwsll 2@y < C8Y2 w1 )-

A Green formula inside Us gives

0
/ |Vws|? dz :/ —Awsws dx — ﬂw(g ds
Us Us r on

and by using the assumptions of the Lemma and the inequality here above we get
| 19wl < 0@ ) sl ey
9

which give the first estimate. We obtain the second one by using (8.32). ]

8.3.2 Convergence of the zero-th order approximation

Theorem 8.3.8 Let /\(% be the first real interior transmission eigenvalue, then
A= o+ O(6).

Proof. On the first hand, for A\ < A\g (we recall that A\ is the first Dirichlet eigenvalue for —A in
Q) the operator Ay — A2B is injective. Indeed for all u € Wj,

((Ax — A3 Bu, u)w / 7\Au + Auldr — )\2/ lul?dx + )\/Q |Vu|*dx
> ATl (1- 1)
0
by the Poincaré inequality. Hence we necessarily have
Ao < Ab

On the other hand we can characterize )\(1; with the so called max-min principle

2(0})% = inf (Ayiu, w)w
0 weW,ul2, =1 A5 s
—  inf / 7|Au+)\5u\2d:€+(}\%)2+)\§/ V| de.
u€W||u||L2(m Z/{(g Q

Now if we take u = u(% p Where u% p the first Dirichlet eigenvector for —A in {25 associated to the
eigenvalue \} , extended by 0 outside €5 such that ||u} || r2(0s) = 1 we obtain

(A5)* < A5 A5p

or equivalently
Ay < )\(%,D

since )\(% is bounded below. To conclude let us simply remark that the first Dirichlet eigenvalue for
—A is Fréchet differentiable with respect to the shape (see [52]). A consequence of this result is
that there exists a constant C' > 0 such that for all § sufficiently small

IAs.p — Aol < C6.

This point together with the lower and upper bounds given here above for )\% ends the proof. m
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8.3.3 Convergence of the first order approximation

To go further in the estimate of the expansion of the eigenvalue we have to prove some estimate
on the first order approximation for the eigenvectors. Let us define

1

el = w} — dwy in Us

extended by 0 in 5 and
1

el =0} — v in Q

where vy is a solution to (8.12) such that [Jvgl|2(q) = 1 and wy(z) := w1 (s, &). We also extend wj

by 0 inside £25. Remark that since wg and wi vanish on I's, the functions e%u and w% are continuous

across the interface I's. Let us begin with a Lemma that provides a priori estimates for the function
w(}. Then we prove estimates for the first order approximation of wg and vg.

Lemma 8.3.9 There exists a constant C > 0 such that for all small § > 0,
lwsll 2wy < C and  |lwillr2ey) < O(0).
Proof. We prove that the Proposition 8.3.6 applies to (v}, w}) for s = 0. First of all, since
20 = (Ayyub, ubw,

and A/\é is coercive with a coercivity constant independent of § (see Proposition 8.1.3) there exists
a constant C' independent of ¢ such that

ugll () + 1A% 220 < C-

A straightforward consequence of this bound is that there exists another constant C still independent
of § such that
1 1
lwsllz2@s) <€ and  lvgllp2) < C.

Since —Aw} = Anw}, by using Proposition 8.3.6 with s = 0, there exists C' > 0 such that
1
lws |l 2@y < €

and
w;ll z2@s) < O(6).

]
Proposition 8.3.10 We have the following error estimate
lewll i) < O9)
and
lew @) < O6) ,  llewll2@ < O(*?). (8.35)

Proof. The idea of the proof is to establish that v} is an approximate eigenvector for —A in the
domain Q and apply Lemma 8.5.2. With the first estimate of Lemma 8.3.9 and inequality (8.33) we
know that the trace of w} on T' satisfies

||w§||H1/2(r) < 0(51/2)~
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Let Hwé be a lifting of w} in H'(Q) such that 6,1|r = wj|r then ||9w§HH1(Q) < O(6Y/?). Define

1
§
v} = vf — ng and let us prove that v} is close to vg. For all ¢ € H} ()

’/ YT} - Vip — \gTs¢p d
Q

= ‘(Ag — )\0)/ vith da — / (V0,1 - Vb — Xgb,10) d
Q Q 5 5
< O [[¢ e

Moreover since [[u]|72(q) = 1, from estimate (8.35)
1195 z2(0) = 1] < O(6) (8.36)

hence in virtue of Lemma 8.5.2 there exists C' > 0 and v solution to (8.12) with ||vgl|z2(q) = 1 such
that for all § sufficiently small we have

195 — voll 1) < O).

Remark that this last inequality uniquely determines the function vg. From the definition of E(% and
the bound on the lifting this becomes

el < OY?).

Hence 1
Oe 1
— || < /2y,
H o <O67#)

H-1/2(T)

on

H-1/2(I)

But, from the definition of w; which solves (8.10a) we have

1 5
Awl = - (Z (Sk_zAka}l — A%&l@l)
(14 6¢k)3 =
and we obtain since vg is regular and Agw; =0 :
AW || 2y < C(6 2| Aviby | p2gy + 61|l [| gy < C5 /2. (8.37)
Hence
Ay L2y < O (8.38)
and we also have
del el
1Aey || 20y < O(6'?) H” - =0 and |le, — e, = [[6w1]| a2y < O(9)
L2(Q) on  on D) ‘ H3/2(T) H3/2(T)

hence by applying Proposition 8.3.6 we have
||e’lluHH2(Z/{,;) < 05"
and then by using (8.33) for el we improve the bound on w}
Hw%HHl/Q(F) < 0(9)

since |Jwq ||H1/2(p) < C for all 4 > 0. By repeating the first steps of the proof we improve the bound
1

on e, :
leall @) < O(9).

Then, this last inequality together with (8.38) and the fact that
o, _och |
on  On

we obtain the bounds for el thanks to Proposition 8.3.7. ]

nl
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A consequence of the error estimates derived in Proposition 8.3.10 is the following result.

Corollary 8.3.11 The following asymptotic development holds for the first interior transmission
etgenvalue
)\% =X+ 0\ + 0(52)

Proof. Denote by u% the first interior transmission eigenvector of unitary L?-norm. Then

1
(A2 = f|Au%—|—>\§u§|de—|—>\§/ Vulf? da.
Us n Q

and by using the function w} this becomes
A= /u M1 —n)|w|? de + /Q IVuj|? du. (8.39)
6

From the third inequality of Proposition 8.3.10 the first term is of order §2, we just have to develop
the second one :

/ \Vuj|? de = / IV (el — el — o+ dwn)? da
Q Q
_ / Vel P da +/ Vell? de +/ Vuo|? + 52/ Vo |? da
Q Q Q Us
- 2/ VooV (w} — el)dx + 25/ Vel —elyVw, dx — 2/ Velvel du.
Q Q Q
First of all remark that from Propositions 8.3.10 we have
/ |Ver|? de < O(6%), / Vel |? de < O(6?) and / VerVel dx < O(6%).
Q Q Q
Moreover, from the definition of vy we have

/Q [Vvol? = Ao,

and from the definition of w;

62/ \Vw1|2dﬂ::52/ 0<
Us 0

But we also know that [[uj]|;2(q) = 1 that is

9
on

2 6 1
/0 5375 dn> ds + O(8%) = 6\ + O(6?).

1:/ \ugﬁdx:/ fud + vo|? + 2(ud + vo)wo + [vo|? da.
Q Q

The bounds of Proposition 8.3.10, gives that [uj 4+ voll12(q) < O(8) hence since [[vo|[12(0) = 1,

’ /Q volus + vo) dz| < O(52). (8.40)
But vg is a Dirichlet eigenvalue for —A,
‘/QVUQV(U% —el)dz| = ‘/QVUOV(W + o) dx
= Ao /QUO(Ué +vo) dx

< 0O(6%)
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from (8.40). Finally let us also remark that

Vel —el)Vw; do = / —A(el, — eb)yw; dr — / i(e%u —elyw ds
Us Us N an

. el el
and since T = 5k we have

Vel —eyVw, dr = —A(el —elw, dz. (8.41)
U5 Z/{(;

But
1A (el — el 2@y < Il — Ajug + (n — Dwj + Aovoll 2y + O(6Y3)
< 061/2

from Theorem 8.3.8, Proposition 8.3.10 and relations (8.35) and (8.37). This last estimate together
with equality (8.41) and |lw1||p2(y) < C§/? gives

Vel — er)Vwy dx < C6.
Us

If we gather all these computations in the expression (8.39) of A} we obtain

)\(1; =X+ A1+ 0(52).

8.3.4 Convergence of the second order approximation

Before moving to the convergence for the eigenvalues we need to improve the convergence for
eigenfunctions. This is possible by adding correcting terms to v% and w%. Let us consider the
following error functions

e = w} — C}(dwy + 6%ws) in Us
extended by 0 in 25 and

e = v} — Cl(wy + dvy) in

where wy () := (s, £) and v; are defined in section 8.2.2 and Cj := |lus+6v1|12(q). As before, the
error €2, is continuous across the interface I's since it vanishes on I's. Remark that since ||u}|| ) =1
we have

Cj =1+ 0(9). (8.42)

We proceed as in Proposition 8.3.10 by giving a first estimate on €2, that provide a H' bound for
e2 and then iterate to obtain the optimal bounds for e2 and e2.

Lemma 8.3.12 There is a constant C > 0 such that for all § sufficiently small
el sy < C6 and b || L2y < C6°
Proof. First of all, let us recall (8.35)
il 2@y < CO*2
and by using the definition of w; and ws we have

lwill L2y < C6Y2,  wallp2qy) < CY/2. (8.43)
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Moreover,
1 5
A(w1 + 5w2) =3 (Z 5k72Ak(ﬁ)1 + (51132) — /\(158(1211 + 5@2))
(1+ 0¢k) =
but Agw; = 0 and Ay + A1, = 0 hence
1 1 é k—2
A(wl + 511)2) = <A1UA]2 - A TL(UAjl + 6’[[)2) + o° Ak(ﬁ)l + (512)2))
(1+ 6¢k)3 0 k;
and we obtain
A€ | 2 < C6*2 (8.44)
Moreover
He12u - 612;HH3/2(F) = “C§52w2HH3/2(F) < Cé,
de2  0e?
ZPw _ T T
on om0
and
1Ae2 ] 12(q) < O(5)
hence by applying Proposition 8.3.6 with s = 1 we get the result. ]

Similarly to the previous section we obtain the optimal convergence rates.

Proposition 8.3.13 We have the following asymptotic behaviours
2]l oy < C6*2,

and
el i) < OE*2) , lledllr2ay) < OF°?).

Proof. We proceed exactly as in the proof of Proposition 8.3.10. Define vy := (C})~1(v} — duvy).
Then since C} =1+ O(4),

volr = (Cs5) ™ (vs]r — dvi|r — 6%v2|r) + (C§) ' 6%va|r
(C3) H(vilr — C°(Bur|r — 6%vslr)) + O(6?)
(C35) ter, + O(5%)

and by (8.33) together with Lemma 8.3.12 there exists C' > 0 independent of ¢ such that

1vall /2y < C8V2 )€l | i) + O(6%) < C5°2.

Let us denote 6y, a lifting of vo in Q such that 6y,|r = vao|r and [|6y,[[z1(q) < C6%/? and consider
Ty 1= Vg — By,. Obviously 7y € H}(Q) and for all 1 € Hi () we have

/ Vg - Vip — AUt dx = / Vv - Vi — Agvop da — / Vs, - Vb + Agby, ¢ dz.
Q Q Q
We can treat the second term easily by using the bound on the lifting

\ /Q Vhy, - Vb + Aoy dz| < CO¥2[46]| 1.
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Let us treat the the vo term. For all 1 € H}(£2) one has by using Corollary 8.3.11 and Proposition
8.3.10

/V(vg—avl)-v¢dx:A§/ v§¢dx—5A0/ U1¢dx—5)\1/ vt dx:
Q Q Q Q
:(AD+5A1)/Qv;¢dx—5A0/Qu1¢dx—(nl/ngdx+0(52)||¢||H1(Q)

=0 | (v} = ua)obda + O [l o

By using (8.42) we finally obtain for another constant C still independent of §

‘/Q(VVQ -V — Agvat)) dz

< O8]l 1 (o

for all ¢ € H3 (). We can apply Lemma 8.5.2 to T since
Ivall 2 () = (C3) ™ lus + dv1ll L2y + (CF) w2y = 1+ O(8%?)

and we have
195 = voll 10y < C5*2.

But by using the bound on the lifting and (8.42) this becomes
lvs = Cvo — C3ov1|l ) < C5*2.

2

Hence, we can improve the bound on e,

, since
HA6121”L2(Q) < 0(5%?)
we can apply Proposition 8.3.6 with s = 3/2 and

el 2@y < O6%2) llebll2 @) < O

Remark 8.3.14 Similarly to Proposition 8.3.10 we can improve the bound on € if we choose
C% = ||u§ + vy — 5w1||L2(Q).

Indeed, in this case
D2l 20y = 1+ O(67)

and since ||e2|| g2 ;) < O(6%?) we deduce that ||63HH1/2(F) < O(62) which implies that
ezl (o) < O(6?).
The estimates obtained in Propositions 8.3.13 lead to the following result.

Corollary 8.3.15 We have the following expansion for the first transmission eigenvalue

/\% =X+ 0+ (52)\2 + 0(53).



8.3. Convergence analysis 195

Proof. Similarly to the proof of Corollary 8.3.11 we expand the definition of )\(15 by using the
approximate eigenvectors

wapp = C}(6wy + 6%wo),

Uapp = C& (vo + 0v1)

and we extend w2 by 0 inside Q5. From the characterization (8.39) of A} and the bound (8.35) we

have

app
Agz/ Vull? de + O(6%)
Us
that becomes
2
\/Q|VU dl‘—/ ’v U app app)’ d$
:/Qyvewy2d:c+/ﬂ|veg|2dx+/g|w§pp|2+/%\vwgppﬁdx

-2 /Q vappV(w(} —e2)dr+2 | V(e —e2)Vw?  dr—2 /Q VelVe? da.

a
Us pPp

Computation of the O(§®) terms.
From Proposition 8.3.13 we have easily that

/ |Ve2 |2 dx = O(5%), / IVe2|? de = O(6°) and / VelVe?l de = O(8°).
Q
Moreover,

0
2 _ 2 2 _ 2y, 2 2 _ 2y, 2
" V(e2 — e2)Vuw? Wopp dT = — /U(s Aley, — €3)Wapp do — /F 8n<ew — €,)Wapy, dT

8@
on

= and from (8.44) we have
”A(ei — eN)llz2@s) < IN§nw§llz2y) + X505 — Aovo — Aodvr — Mibuo| 2y + C*2.
Hence by using Corollary 8.3.11, Proposition 8.3.13, (8.35) and (8.43) we have

V(eZ —e2)Vw?  dx| < C8.

v app

I,
Computation of [, [Vwj,|* dz

/ |Vwapp|2dx:(c§)252/ ]le\Qd:c+2(C§)253/ le-vmdx+(c§)254/ Vaws|? de.
Us Us Us

From the definition of w; and by using local coordinates we have

52/ |V [ :U—53/ / 52

=0\ + 525/\1 + 0(53).

a’“” (5, 6) ‘ (1+ 6x€) deds + O(5%)

With the same method and by using the definition of ws we have

o U1 9wy, o
5 | V- Vupde =5 /O /0 573%1(5’5) 8“;2(3 £)deds + O(6%)
)

:52/080/01( K%g avl>8v0d£d + 0%

- —52gA1 + 62 g“g”od + O
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For the last term we simply have

54/ Vawn|? dz < C8°.
Us
We now have to estimate the constant (C})?

(o§)2:/ luk + 601|? da
Q

:/ |u(152+25/u§z}1d1‘+52/ 1|2 d
Q Q Q

:1—|—52/ |vl|2dac+25/(u§—|—vo)vldx
Q Q
=1+ 0(%) (8.45)

dx by using the

since [Jug 4ol 12() < C8. Hence we can conclude on the expression of Jus [Vw?,, |2

expansion (8.45) for (ch? .

Ovy Ov
/245 |Vwppl” de = 0A1 + 0 ( - on on ds )\ ) + O(67).

Computation of [, |[Vv3,,|* dz.
From its definition we have

[ 1902 e = () (/ Vool de+25 [ Voo Voyde+6° [ |Vv1\2dx)
Q Q Q Q

= (CH? ()\0 + 20\ /Q vou1 d + 26\ +

Ovy Ov
2 2 2 1 Jvg
) /Q()\O|U1| +)\1U0U1)dx-|—5 8 and>
81)1 81)[)
2 2 1,2 2
= Aol[vapp 220 +2(C5)70A1 +0 /?a?d

Computation of [, Vv, - V(wj — €2) dx.
To compute this term we make use of the equation satisfied by v?2
zation of u§ to simplify it. First of all,

app together with the normali-

avapp 2
v
r on

/ Vvapp (w} — €2) dx = —/QAvgpp(w% —e2)dx —

= Cg /Q()\OUO + 0Aov1 + (5)\11)0)(11)% — 612)) dx

v ov
_ 1\2 0 1
(Cs) /Q (8n 5—8 )(51}1 ds.

From the bound (8.35) and Proposition 8.3.13,

app

ngz/ Mot (w} — e2)de = O(8%)
Q

hence we have

Ovy Ovg
/vigpp- wh — €2 )dx—()\o+5)\1)/ﬂ app(wg—eg)dﬁ(cg)mlw?/ S s+ 0(5)



8.4. Numerical results 197

In order to see better what comes out, we use the normalization on ué :
b iy = 1= [ Jub 4+ ey = vy o
= /Q \u% + v§pp|2 dx — Q/Slvgpp(u}; + vgpp) dx + /Q \vgpp|2 dx
—0(5%) -2 /Q w2, (uk+ 02, ) do + /Q w2, 2 da. (8.46)

2

v

2

I
app = Ws e

Hence since u}; + v
Ovy Ov
2 12 2 2 1,2 2 1 00 3
—Q/QV’Uapp'V(’w(g —ev) d.’lf = ()\0"‘5)\1) (]. — HvappHL?(Q)) —2(05) (5)\1 —26 /Qai’n,ai’n d5+0(5 )

But from the expansion (8.42) and the definition of v2,, we obtain

< 062

2 2
‘1 - HvappHLQ(Q)
and as a consequence
avl 87)0

2 1 2 2 2 1\2 2 3
_Z/QVUapp . V(’U)(; — ev) dx = )\0 (1 — HvappHLQ(Q)> — 2(05) (5A1 — 2(5 0 87’”,87’]’1, dS + 0(6 )

Conclusion
If we gather all the estimates obtained in this part, one has

A= X0 40X + 82\ + O(83).

8.4 Numerical results

In this part we propose to use the asymptotic development established in Theorem 8.3.8 to the
inverse problem of recovering the thickness of the layer from multi-static far field data. In a first
part we recall a well known method to compute interior transmission eigenvalues from the far field
map and show some numerical computation of the first eigenvalue in the case of a coated circle (in
this case we can compute analytically the first interior transmission eigenvalue). In a second part
we show that one can use this first transmission eigenvalue to have an estimate of 9.

8.4.1 Computation of the interior transmission eigenvalue

Let €2 be a circle of radius 1 and take § = 1 being a constant. In this case we plot on Figure 8.2
the graph of k +— 37, [|g2, (k)| r2(s1) where St is the unit circle and g., (k) is a Tikhonov-Morozov
regularized solution to the far field equation

g, (k) = ®.

The points z; are randomly distributed into the scatterer 2. The operator
Flig— [ o) (@.0)ds)
Sl

is the far field operator associated with the noisy data uy°(Z, é) By noisy data, we mean that there
exists a far-field pattern 4 associated to the scattered field solution to (8.1) such that

u(#,0) = u™(2,0) + b(2,0)
where b is a small function that represents the noise.
It seems that the norm of the solution blows up for the interior transmission eigenvalues, this

is the tool we use in the next section to detect these eigenvalues from multistatic data. We refer to
the article [23] for a more detailed discussion on this subject.
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FiGure 8.2 — Comparison between the computed first eigenvalue and the theoretical one in the
case of a circle of radius 1 with § = 0.1, the index of refraction is n = 0.5 and we took 10 angles of
observation and incidence.

o
Noise leval 0.1 | 0.05 0.01
0% 0.11 | 0.052 | 0.0099
1% 0.11 | 0.052 | 0.0099
3% 0.11 | 0.052 | 0.0099

TABLE 8.1 — Estimate of the thickness when €2 is a disk of radius 1.

8.4.2 Application to inverse problems

FIGURE 8.3 — Star-shape geometry with § = 0.05.

In this section we present the result given by the inversion formula

A= Ao

) =
A1

We compute the interior transmission eigenvalue from the noisy far-field data for a given number of
incident directions and directions of observations by using the technique proposed in the previous
section. The coefficients Ay and A; are computed numerically by using finite elements implemented
in the software FreeFem++ (see [91]). This formula should give an estimate of § with a precision
of order 62 if the transmission eigenvalue is well estimated. Tables 8.1 to 8.3 present the inversion
results for various configurations.
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Noise leval 0.1 0.05 0.01
0% 0.101 | 0.038 | -0.0033
1% 0.097 | 0.038 | -0.014
3% 0.053 | 0.015 | -0.029

TABLE 8.2 — Estimate of the thickness when 2 is as in Figure 8.3 with 10 incident and observation

angles.

Noise leval 0.1 0.05 0.01
0% 0.109 | 0.045 | 0.004
1% 0.084 | 0.026 | -0.021
3% 0.046 | 0.011 | -0.028

TABLE 8.3 — Estimate of the thickness when 2 is as in Figure 8.3 with 50 incident and observation

angles.
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8.5 Appendix

Let us recall here some well known results for the convergence of eigenvalues for self adjoint
positive and compact operators. This first and fundamental result can be found with its proof in
[79, section 3].

Theorem 8.5.1 Let A : H — H be a linear self-adjoint positive and compact operator on an
Hilbert space H. Let uw € H such that ||u||g =1 and A\, » > 0 such that

| Au — Aul| < 7.
Then there is an eigenvalue \; of the operator A such that
’)\ — )\z| S T.

Moreover, for any r* > r there is u* € H, with |[u*|| g = 1, u* belonging to the eigenspace associated
with all the eigenvalues of the operator A lying on the segment [\ — r*, X\ + r*] and such that

lu =g <

,r*

From this general result we can obtain the following Lemma for the Laplace operator with Dirichlet
boundary conditions.

Lemma 8.5.2 Let Q be a Lipschitz bounded domain. Let u € H}(Q), A > 0 and ¢ > 0 such that
forallr >0

/ Vu - Vv = uwdz| < crHva(Q) Yo € Hé(Q)
Q

and |||ul[z2(q) — 1| < cr. Then there is an eigenvalue \; of the negative Laplacian with Dirichlet
boundary conditions on 0 and a constant C > 0 independent of r such that

A= \| <O

Moreover there exists another constant C > 0 and a Dirichlet Laplacian eigenvector u; with
luillL2() = 1 associated to the eigenvalue \; such that for all r sufficiently small

|u = wil| g1 () < Cr.

Proof. To prove this result we make use of Theorem 8.5.1. Let us define the operator A : H}(Q) —
H () by
(A’U,, ’U)Hé(Q) = (u7 U)LQ(Q) v(”?”) S H01 (Q>
where for all (u,v) € H}(Q),
(u,0) 1 () = /QVU -Vudx

and (u,v) 12() is the usual L? scalar product. Obviously A is a self-adjoint positive and compact
operator of H}(Q) hence it has a discrete spectrum (3);—1,.,c such that

7

A< <A< — 0
11— 00

and for all i there is an eigenvector of A, u; € HE () such that

—Aui = )\zuz
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Assume that there is some (A, u) that satisfy the hypothesis of the Theorem and define u :=
u/||ul| - Then since the H ! norm and the H{ norm are equivalent, we have

for another constant C' still independent of r. Then from Theorem 8.5.1 there is some eigenvalue of
A, L such that

DV
‘ 1 1 Cr
I < I
AN TOA
and consequently
‘)\ — )\z’ S CTAZ'. (8.47)

For some 71 sufficiently small, the second part of the Theorem ensure the existence of u; an
eigenvector associated with /\% and ||u]| (o) = 1 such that there exists a constant C' > 0 such that
for all » < r; we have

[t — il 30y < Cr.
To end the proof we need to renormalize this last inequality. From the definition of v and by using
(8.47) we have |||ul| HAQ) ~ Ail < Cr for some constant C' independent of r. Moreover, we have
Uil z2(0) = % hence if we define u; := @;/||w;]| 2 there exists a constant C' > 0 such that for all

positive r < r; we have
o = il gy < O






CONCLUSIONS

FIN de cloturer ce document nous rappelons brievement les principaux résul-
tats obtenus tout en mettant en avant les différents problemes qui restent ou-
verts.

Notre étude commence par I’analyse théorique du probleme direct de diffraction avec condition
d’impédance généralisée. Nous avons montré qu’il est bien posé dans le cas scalaire au chapitre 1
et dans le cas des équations de Maxwell au chapitre 2, en faisant un minimum d’hypotheses sur
l'opérateur d’impédance. La méthode utilisée est originale et consiste a formuler le probleme de
diffraction volumique en un probléeme surfacique. Ceci permet d’optimiser les hypotheses nécessaires
a lexistence et I'unicité de la solution du probleme direct, nous avons par exemple pu traiter le
cas d’opérateurs d’impédance du « mauvais signe » ne permettant pas d’appliquer directement
l'alternative de Fredholm. L’extension au cas des équations de Maxwell est plus qu'une simple
généralisation car dans certains cas il nous a fallu introduire une décomposition de Helmholtz
surfacique pour étre en mesure de montrer le caractére Fredholm du probleme. En effet, nous
avons été confronté au défaut de compacité de linjection des fonctions de LZ(I') & rotationnel
surfacique scalaire dans L?(T") dans I’espace LZ(I'). Nous avons volontairement laissé de coté la
question de l'approximation numérique d’opérateurs d’impédance d’ordres élevées (contenant un
bilaplacien surfacique par exemple) ou de « mauvais signe », il faudrait certainement proposer un
cadre adéquat afin de résoudre numériquement de tels problémes.

Nous nous sommes ensuite concentré sur I’étude du probléme inverse de reconstruction d’une
forme et de la condition d’impédance dans le cas ou la condition au bord se réduit a un opéra-
teur de type Laplacien surfacique. Nous donnons dans le chapitre 3 des résultats d’unicité et de
stabilité pour la reconstruction des coefficients d’impédance lorsque le champ lointain est connu
pour une seule onde incidente. Bien que satisfaisant nos résultats ne sont pas optimaux, nous
n’avons par exemple pas pu conclure sur 'unicité et la stabilité de la reconstruction simultanée
de deux fonctions d’impédance a partir de la donnée d’un nombre fini d’onde incidentes. Des
résultats encourageant d’unicité ont récemment été obtenus dans [28] (uniquement dans le cas
bidimentionel), les auteurs montrent que trois ondes incidentes suffisent & déterminer de maniére
unique deux coefficients d’impédance réguliers. Nous avons néanmoins montré que toute propriété
de stabilité pour les impédances a obstacle connu peut étre utilisée pour montrer un résultat de
stabilité pour la reconstruction des impédances sur un obstacle perturbé. Ce type de résultat,
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nouveau a notre connaissance, permet de justifier formellement 1'utilisation de méthodes itératives
pour la reconstruction simultanée des impédances et d’un obstacle sur lequel elles sont définies.
Nous concluons ’étude théorique par un résultat d’unicité pour les impédances et I'obstacle pour
une infinité d’ondes incidentes. Le chapitre 4 la premiere étape vers la résolution numérique du
probleme inverse & l'aide d’une méthode d’optimisation puisque nous y calculons les dérivées par-
tielles du champ diffracté. Le calcul de la dérivée de forme comporte des particularités intéressantes
car nous avons considéré le cas de fonctions d’impédance liées & la géométrie et avons introduit
en conséquence une nouvelle définition de la dérivée de forme. La conséquence principale de notre
choix est que la différentielle de forme fait intervenir les composantes normales et tangentielles
de la perturbation représentant la direction de dérivation (classiquement, seule la composante
normale de la déformation intervient). Nous pensons que ces termes additionnels peuvent ac-
célérer la convergence d’algorithmes de minimisation mais nous n’avons rien montré dans cette
direction. Nous avons ensuite utilisé ces calculs dans le chapitre 5 pour résoudre numériquement
le probléme inverse en utilisant une méthode de descente de gradient. Bien que non justifiée, la
technique de régularisation utilisée (régularisation du gradient et non de la fonctionnelle cofit)
semble efficace. Son étude théorique semble délicate mais présente un intérét certain, notamment
en ce qui concerne le choix du coefficient de régularisation. Nous avons aussi porté une attention
toute particuliere au cas de coefficients d’impédance constants par morceaux en adoptant une
technique de régularisation issue du milieu du traitement d’images : la régularisation TV. Il s’est
avéré judicieux d’utiliser une régularisation TV plutdt qu'une régularisation de type H' dans le cas
de fonctions d’impédance constantes par morceaux, ceci n’a rien d’étonnant car la régularisation
TV est connue pour pénaliser les variations de faible amplitude d’une fonction (liées au bruit) tout
en ne pénalisant pas discontinuités (liées & un changement de valeur d’une fonction constante par
morceaux). Enfin, nous donnons des exemples de reconstruction simultanée d’un obstacle et de sa
condition d’impédance. Au vu de la qualité des reconstructions, nous avons appliqué l'algorithme
de minimisation au cas ou le champ lointain provient d’un modele exact de couche mince et nous
avons observé que, tandis que 'utilisation d’une condition d’impédance classique pour retrouver la
forme de I'obstacle est parfois insuffisante, le modele d’impédance généralisée donne d’excellents
résultats dans tous les cas étudiés. Cette derniere remarque semble justifier pleinement I'utilisation
de conditions d’impédance généralisée pour la résolution de probléemes inverses. L’extension de
ces travaux au cas des équations de Maxwell 3D est traitée dans le chapitre 6. Nous montrons
un résultat d’unicité pour la reconstruction d’une forme et des coefficients d’impédance puis nous
calculons les dérivées du champ diffracté par rapport aux coefficients d’impédance et a la forme.
Nous utilisons ensuite les résultats obtenus pour reconstruire une forme a partir de la donnée du
champ lointain correspondant a la diffraction de quelques ondes incidentes. Méme si d’un point de
vue théorique I'analyse est tres similaire au cas scalaire, nous avons été confronté a d’importantes
difficultés techniques pour le calcul de la dérivée de forme et 'implémentation numérique de
l’algorithme d’optimisation. L’utilisation d’équations intégrales de frontiere pour la résolution du
probléme direct pourrait trés certainement simplifier le processus d’optimisation de forme (voir
[35] pour la description d’'une méthode d’équations intégrales de frontiére pour les équations de
Maxwell avec condition d’impédance généralisée). Il serait aussi certainement intéressant d’utiliser
une technique de lignes de niveaux qui éviterait d’avoir a remailler le domaine de clacul.

L’application de méthodes d’optimisation pour reconstruire un obstacle avec un opérateur d’im-
pédance faisant intervenir des dérivées surfaciques d’ordre élevé semble tres compliqué voire techni-
quement impossible & mettre en ceuvre, c’est en partie pour cette raison que dans la derniére partie
de la theése nous nous sommes penchés sur 'utilisation de méthodes qualitatives. Nous commengons
dans le chapitre 7 par montrer que la méthode de factorisation s’applique a toute une classe de
problemes de diffraction avec une condition d’impédance généralisée, cette méthode nous donne
une preuve d’identifiabilité de I’obstacle mais aussi un algorithme numérique de reconstruction. Il
reste tout de méme un cas important que nous n’avons pas traité, celui d’un opérateur d’impédance
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pseudo-différentiel d’ordre 1. De plus, nous avons tenté d’appliquer les mémes techniques au cas
des équations de Maxwell et mais n’avons pas été en mesure de conclure. En lien avec les méthodes
qualitatives, dans le chapitre 8 nous nous sommes penchés sur 'utilisation des valeurs propres de
transmission intérieure associées a la diffraction par un revétement mince pour retrouver des infor-
mations sur la couche, comme son épaisseur ou ses propriétés physiques. Dans ce but, nous avons
calculé puis justifié un développement asymptotique de la premiere valeur propre. L’originalité de
ce travail réside dans le fait que le probleme aux valeurs propres sous-jacent est non linéaire et
non auto-adjoint, nous avons donc dii utiliser des méthodes non standard pour justifier le déve-
loppement asymptotique. Finalement, le développement obtenu aboutit a une formule permettant
de déterminer de maniere rapide 1’épaisseur de la couche a partir de la donnée du champ lointain
pour toutes les directions d’incidences et pour une bande de fréquences contenant la premiére valeur
propre de transmission intérieure. Nous sommes actuellement en train de travailler sur le dévelop-
pement d’'un modele d’impédance dont les valeurs propres seraient proche des valeurs propres de
transmission intérieure pour le probléeme de couche mince. De nombreuses pistes restent a explorer,
nous n’avons traité que le cas qui nous est apparu le plus abordable, mais on pourrait étendre cette
étude a d’autres types de configurations comme un matériaux fortement absorbant. On pourrait
aussi considérer le méme probleme pour les équations de Maxwell.
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Titre : Modeles d’impédance généralisée en diffraction inverse

Résumé : Le but général de cette these est d’exploiter des modélisations asymptotiques pour la résolu-
tion de problémes de diffraction inverse en électromagnétisme. Nous nous intéressons plus particuliere-
ment au cas des conditions d’impédance généralisée qui modélisent notamment des matériaux fortement
absorbants ou des revétements de faible épaisseur. L’expression « impédance généralisée » signifie que
la condition au bord fait intervenir un opérateur surfacique. Les conditions dites d’'impédance classique
entrent dans cette famille de conditions aux bord, dans ce cas, I'opérateur surfacique se réduit a la
multiplication par une fonction. Dans le cadre des problémes inverses, 1'utilisation de modeles approchés
permet de simplifier aussi bien la résolution numérique que ’analyse mathématique. De nombreux tra-
vaux ont été menés en diffraction inverse sur l'utilisation d’une condition d’impédance classique, nous
les avons étendus pour des opérateurs surfaciques plus complexes faisant intervenir des dérivées tangen-
tielles. Une partie importante de la these est consacrée a la mise en oeuvre des méthodes d’optimisation
pour retrouver un obstacle ainsi que les parametres définissant I'opérateur d’impédance. Nous présentons
en particulier un calcul de dérivée de forme dans le cas ou les équations de I’électromagnétisme se sim-
plifient en une équation scalaire, nous étendons ensuite ce calcul aux équations de Maxwell vectorielles.
Des exemples numériques de reconstruction de forme et de parametres d’impédance viennent illustrer
I’applicabilité des méthodes d’optimisation & notre probléme inverse. Afin de compléter cette étude, nous
avons utilisé une méthode qualitative — la méthode de factorisation — pour identifier un objet diffractant
caractérisé par une condition d’impédance généralisée. Enfin, en relation avec les méthodes qualitatives,
nous nous sommes penché sur 'utilisation des valeurs propres de transmission associées au probleme de
diffraction par des couches minces pour obtenir des informations sur la couche. Dans ce but, nous avons
calculé et justifié le développement asymptotique de la premiere valeur propre de transmission intérieure
par rapport a la faible épaisseur du revétement. Ce développement donne une maniere simple de calculer
I’épaisseur du revétement & partir du champ diffracté pour plusieurs fréquences.

Mots-clés : Problemes inverses, électromagnétisme, condition d’impédance généralisée, optimisation de
forme, asymptotique de valeurs propres, probléme de transmission intérieure, méthode de factorisation.

Title: Generalized impedance models and inverse scattering

Abstract: The main objective of this thesis is to use asymptotic models for the resolution of inverse elec-
tromagnetic scattering problems. We consider in particular the case of generalized impedance conditions
that are models for thin coatings or strongly absorbing media. The term "generalized impedance" signi-
fies that the boundary condition involves a surface operator. The so-called classical impedance boundary
conditions is a particular case of generalized impedance boundary condition where the operator reduces
to the multiplication by a function. In the inverse problems context, the use of such approximate models
simplifies the numerical resolution as well as the mathematical analysis. In the literature a lot of studies
focus on inverse scattering with classical impedance boundary conditions, we extend them to the case
of more complex surface operators containing surface derivatives for example. An important part of the
thesis deals the application of optimization methods to find both a shape and parameters that charac-
terize the boundary operator. Among others, we present the computation of the shape derivative for
Helmholtz’ and Maxwell’s equations. Numerical illustrations of shape reconstruction and identification
of boundary coefficients are also provided. We complement this work by studying a qualitative method
— the factorization method — to retrieve a shape with a general form of generalized impedance boundary
conditions. In relation with qualitative methods, we investigated the use of the so-called interior trans-
mission eigenvalues associated with thin layer structures to obtain information about the layer thickness
and properties. In this view, we derived and justified the full asymptotic development of the first interior
transmission eigenvalue with respect to the small thickness of the layer. This development provides a
simple procedure to compute the thickness of the layer from multi-static scattered field data.

Keywords: Inverse problems, electromagnetism, generalized impedance boundary conditions, shape
optimization, asymptotic analysis of eigenvalues, interior transmission problem, factorization method.
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