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ECHAUFEEMENT 1

inférieurs a = 2. Déterminer une méthode géomeétrique pour construire

'unique carré DEFG tel que [DE] [AB], F 2 [BC] et G 2 [AC]. Nous
rappelons qu'une méthode géométrique est une méthode utilisant exclusivement la
regle (non graduée) et le compas.

S oit ABC un triangle tel que les angles BAC et ABC soient strictement

avant apres

1. Je dois ce joli exercice a M. Philippe Barlier, mon prof de math de sup..
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I NTRODUCTION GENERALE

es matériaux négatifs ont pris ces derniéres années une place considérable en électroma-
gnétisme. Commencgons par préciser ce que nous entendons par matériau négatif. Un
matériau est caractérisé par sa réponse fréquentielle a une excitation périodique. La
permittivité diélectrique " et la perméabilité magnétique déterminent cette réponse. Nous dirons
gu'un matériau est négatif a la fréquence! si I'un au moins de ces deux paramétres physiques est

négatif. A présent, décrivons quels peuvent étre les matériaux négatifs.

Dans la nature, la grande majorité des matériaux possedent des parameétres physiques qui de-
meurent positifs pour la plupart des fréquences. Néanmoins, il est connu depuis fort longteps
que les métaux présentent une permittivité négative pour une large gamme de fréquences. Pour
représenter le comportement de ces métaux, il existe di érents modéles, plus ou moins sophistiqués
selon le degré de précision désiré. Présentons succinctement le plus simple : le modéleDdede.
Nous renvoyons le lecteur au ¥.2.1du Chapitre 4 pour plus de détails. Le modéle de Drude consiste
a considérer que les électrons dans un métal sont libres de se déplacer sans subir degale la part
du noyau. En appliquant le principe fondamental de la dynamique a un électron puis en reliant son
déplacement a la polarisation et au champ électriqgues, on montre qu'en premiere approximation, il
est raisonnable de considérer que la permittivité diélectrique dans un métal suit la loi

1 2!
" —_—n ) p
(! ) =" 1 ﬁ
Ci-dessus,"o désigne la permittivité du vide et ! , correspond a la pulsation de plasma du métal.
Cette derniére est située dans l'ultraviolet si bien que dans le visible et plus généralement, pour
toutes les pulsations inférieures d , la permittivité diélectrique d'un métal est négative. Grace a
cette propriété, des ondes peuvent se propager a l'interface entre un diélectrique et un métales
ondes sont appeléeplasmons de surfaceElles ont pris ces vingt derniéres années une importance
considérable dans le domaine des micro et nano technologies en électromagnétis@ed[/, 152, 86).
Expliguons brieévement pourquoi.

De facon générale, pour améliorer les performances des dispositifs électroniques, il faut étre capable
de réduire la taille des composants. Or, il semble gu'on ait atteint les limites pour les composants
utilisant les signaux électriques. Une alternative séduisante consiste a transmettre les informations
au moyen de la lumiere. Mais pour le moment, il est di cile de la manipuler a de petites échelles,
avec des matériaux classiques, en raison de la limite de di raction. Les matériaux a permittivité
négative, comme donc, les métaux sous la fréquence plasma, permettraient de s'a ranchir de cette
limite de di raction. A terme, les physiciens espérent pouvoir développer une électronique deglas-
mons pour construire des puces d'ordinateur. Les potentielles retombées de telles techniquesis
donc colossales. Indiquons également que les plasmons sont trés sensibles aux propriétés dacerf
et I'on peut les exploiter pour concevoir des photodétecteurs a I'échelle nanométrique. Pourlys
d'applications, nous invitons le lecteur a consulter L 35. En pratique, les technologies plasmoniques

1
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Figure 1 Représentation schématique d'un plasmon de surface.

sont en plein essor car on a beaucoup progresse dans les procédés d'observation. Aupamg\on ne
pouvait mesurer que le champ lointain associé a ces ondes. Or cette information est vraiment pauvre
car les plasmons sont localisés a l'interface diélectrique/métal et exponentiellement décroissants
dans la direction transverse (cf. illustration de la Figure 1). Désormais, grace aux avancées réalisées
en imagerie, il est possible d'accéder au champ proche ce qui se révele beaucoup plusregsant.
Mathématiquement, par contre, ces plasmons de surface semblent des objets relativement incarsn
qui ne rentrent pas dans les théories de guides d'ondes existantes. Ceci provient du changemt de
signe de la permittivité qui apparait dans les équations de Maxwell qui gouvernent les variations
du champ électromagnétique.

Si les métaux sous la pulsation de plasma constituent les représentants les plus naturels des
matériaux négatifs, les médiatiques métamatériaux en sont peut-étre le symbole le plus scintillant.
Les métamatériaux sont des structures composites arti cielles que I'on ne trouve pas dans la nature.
lls sont fabriqués en agencant de fagon périodique un motif, petit par rapport a la longueur d'onde
de travail, réalisé a partir de matériaux standards. Pour obtenir un matériau qui se comporte
comme un matériau négatif, tout le travail consiste a bien choisir ledit motif. En e et, ce sont
des résonances locales au niveau de la cellule de base qui conférent a la structure macrosgap
des propriétés originales. A I'heure actuelle, les physiciens semblent avoir une préférenpour les
motifs constitués de Is et d'anneaux métalliques coupés.

Figure 2 Exemples de métamatériaux. Photos : D. Schurig, Duke University (a gauche) et C.
Soukoulis, Ames Laboratory (a droite).

Dans notre travail, nous nous intéresserons en particulier a des structures qui se comportent comme
si leur permittivité diélectrique et leur perméabilité magnétique étaient toutes deux négatives. Ce
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sont les fameux métamatériaux a indice de réfraction négatif également appelés matériaux de la
main gauche. lls portent ce nom car le triedre (vecteur d'onde, champ électrique, champ magné-
tique) y suit la régle de la main gauche. Nous expliquerons dans le4¥2.2 du Chapitre 4 pourquoi
un matériau pour lequel " et sont négatifs posséde un indicen = © ™ négatif. Au niveau du
dioptre entre un matériau usuel et un tel métamatériau doublement négatif, il se produit un phé-
noméne surprenant de réfraction négative (cf. Figure3). On le comprend sans peine en écrivant la
loi de Descartes qui régit le trajet des rayons lumineux et en exploitant le changement de signesd.

Avant de poursuivre, il est important de préciser que les métamatériaux ne sont pas tous né-
gatifs. Un métamatériau est simplement une structure que I'on construit pour qu'elle se comporte
comme un matériau homogene de permittivité et de perméabilité données. C'est cette maitrise
des coe cients physiques qui fait I'intérét des métamatériaux. Elle permet de contréler le champ
électromagnétique et donc la lumiére. C'est ainsi que des physiciens ont imaginé créer des capes
d'invisibilité. Pour cette application, l'idée consiste a modi er la permittivité et la perméabilité
dans une couronne autour de I'objet que I'on souhaite cacher. On choisit alorset de sorte qu'un
rayon lumineux arrivant sur I'obstacle le contourne sans subir d'interaction (voir une illustration

de ce phénoméne avec la Figur8 a droite).

Figure 3 Réfraction négative (a gauche). Un exemple d'invisibilité pour une onde plane (a droite).

Arrétons-nous la pour la présentation des di érents matériaux négatifs et pour la description
des technologies dans lesquelles ils interviennent. Retenons simplement deux idées importantes.
D'une part, les applications potentielles fourmillent. D'autre part, on a besoin de ces matériaux
négatifs dans des contextes compliqgués ou I'on travaille bien souvent a I'échelle nanométrique
(lorsque I'on souhaite manipuler la lumiére en tout cas). Pour cette derniére raison, le développe-
ment expérimental des dispositifs se révele trés colteux. D'ailleurs, pour étre réaliste, méme s'il
existe quelques résultats encourageants en micro-ondes, il semble qu'il reste beaucoup a faire pour
construire en pratique des objets utilisant les plasmons ou les métamatériaux dans le domaine du
visible. Pour limiter les manipulations onéreuses, il est donc crucial de savoir mettre en place des
méthodes de simulations e caces pour développer les technologies. Pour les structuresndiques
gue sont les métamatériaux, di érentes possibilités s'o rent a nous. Exposons les deux grandes idées

Une premiére approche consiste a e ectuer les calculs sur le matériau réel considéré dans toute
sa complexité. Néanmoins, cette technique est extrémement dispendieuse en raison du nombre
important de degrés de liberté. Naturellement, il faut essayer de tirer parti de la structure pério-
digue de ces composites. Cela demande tout de méme des méthodes assez nes. De substias
avancées ont été réalisées dans ce sens notamment par J. Coatléven, S. Fliss et P. Joly (voir
[81, 56]). Une seconde approche pour e ectuer les simulations numérigues consiste a homogénéiser
les métamatériaux en les représentant par des matériaux homogenes équivalents. Cette méthode
parait trés attrayante car elle permet de faire les calculs facilement. Malheureusement, la jus-
ti cation du processus d'’homogénéisation s'avere délicate. Pour le moment, elle n'a été réalisée
gue dans certaines géométries bien particulieres et il reste d'importantes zones d'ombre pour des
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con gurations générales. Néanmoins, il est possible de prouver mathématiquement qu'on peut
construire des matériaux qui se comportent macroscopiquement comme si leur permittivité et leur
perméabilité étaient négatives B0, 29, 29].

Dans cette thése, nous souhaitons nous intéresser aux équations de Maxwell posées dans un milieu
constitué d'un matériau positif classique et d'un matériau négatif. Ce matériau négatif représentera
tantdt un métal sous la fréquence plasma, tantdt un métamatériau négatif homogénéisé. Nous nous
placerons en régime harmonique en temps et supposerons l'ensemble de la structure entourée par
un conducteur parfait. Cette derniére hypothése conduit & travailler en domaine borné. A causeul
changement de signe des coe cients physiques a l'interface entre les deux matériaux homogénes
on ne dispose pas des propriétés usuelles de positivité. Par conséquent, les techniquessalpes
d'étude des équations de Maxwell ne peuvent étre utilisées telles quelles. De fagon générale, le
guestions que nous nous posons sont les suivantes. Les équations de Maxwell sont-elles bien ggsé
dans ces milieux? Autrement dit, possédent-elles une unique solution dépendant continimede

la donnée? Si oui, peut-on mettre en place et justi er des méthodes numériques pour appcber
cette solution ? Lorsque les équations de Maxwell ne sont pas bien posées, peut-on déterminer un
nouveau cadre fonctionnel pour retrouver ce caractére bien posé? Tels sont les grands axes, le
questions directrices de ce travail de thése.

Comme nous l'avons indiqué précédemment, I'étude des problémes d'électromagnétisme dans
des milieux composites pour lesquel$ et/ou  change(nt) de signe en est encore a ses balbutie-
ments. Dans ce champ de recherches, M. Costabel et E. Stephan semblent pouvoir étre sa€rés
comme des pionniers. En e et, des 1985, bien avant I'ere des plasmons et des métamatériaux
négatifs, ces deux auteurs danssp] s'intéressent a la question en utilisant des techniques de repré-
sentation intégrale. L'apparition des milieux négatifs au sein de I'équipe Poems date de la n des
années quatre-vingt-dix avec la thése de K. Ramdani encadrée par A.-S. Bonnet-Ben Dhid3g.
Leur travail est alors centré sur les milieux supraconducteurs. Dans le méme temps, M. Dauge et
B. Texier apportent leur contribution en montrant comment adapter les techniques d'équations
elliptiques dans des géométries singuliéres pour ce probleme (c7.2]). La prise de conscience de
l'importance d'une étude mathématique ne des métamatériaux homogénéisés revient sans doute
a la thése de C. M. Zwdlf encadrée par A.-S. Bonnet-Ben Dhia et P. Ciarlet]55. Au cours de ce
projet, ils obtiennent les premiers résultats variationnels permettant de justi er la convergence @
méthodes numériques. En ltalie, a Génes, il existe une équipe de chercheurs, composéamment

de G. Bozza, P. Fernandes, G. Oliveri et M. Ra etto, qui s'intéresse a l'analyse mathématique
et numérique de ces problemes (voir notamment les articleslBl, 80]). Récemment, dans [29,

S. Nicaise et J. Venel ont proposé une amélioration des résultats d'approximation de2f]. Mais

la communauté ne semble guére plus grande. Pourtant, les phénoménes originaux a découvrir
abondent...

Plan de la thése

Présentons maintenant le plan que nous allons suivre. Ce mémoire se divise en quatre parties. Les
deux premiéres sont consacrées a I'étude du probleme scalaire auquel on peut réduire les équation
de Maxwell lorsque le domaine et la géométrie présentent une invariance dans une direction. Dans
la troisieme partie, nous travaillons sur les équations de Maxwell en 2D et en 3D. Dans la quatrieme
partie, nous nous intéressons au probléme de transmission intérieur qui apparait dans la théorie de
la di raction. L'opérateur associé a ce probléme présente également un changement de signe dans
sa partie principale.

Partie | : Etude du probléme scalaire Nous commencgons par étudier le probléeme sca-
laire obtenu a partir des équations de Maxwell lorsque ces derniéres sont invariantes dans une
direction. Dans le Chapitre 1, a I'aide de considérations géométriques, nous revisitons la méthode



Introduction 5

de la T-coercivité introduite dans [25]. Nous fournissons des conditions nécessaires et su santes
pour que le probléme soit bien posé au sens de Fredholm. Nous détaillons le procédé en 2D et
nous donnons les outils pour traiter le cas scalaire 3D. Dans le Chapitr@, nous travaillons dans
deux directions. D'une part, nous examinons le lien entre laT-coercivité et les théorie existantes
dans la littérature. Nous montrons notamment que cette approche n'est autre qu'une reformulation
de la condition inf-sup. D'autre part, nous considérons des questions d'approximation numérique
de la solution du probléme scalaire lorsque celui-ci est bien posé. Nous utilisons la technique de
la T-coercivité pour justi er la convergence des méthodes numeériques d'éléments nis classiqa
pour certains maillages. Nous développons également une méthode de pénalisation qui fonctionne
sans hypothése particuliére sur le maillage mais qui converge lentement. En n, nous présentons
guelques simulations numériques pour illustrer nos résultats. Le Chapitre3 est consacré a I'étude
de la régularité des solutions du probleme scalaire. Ces résultats sont importants pour démontrer
complétement la convergence des méthodes numériques du précédent chapitre. Par ailleuils
constituent une introduction aux techniques d'espaces a poids et de transformée de Mellin que
nous utiliserons dans la suite. Le Chapitre4 a une vocation plus physique. Nous y justions la
pertinence d'étudier les équations de Maxwell avec des coe cients physiques réels qui @hgent
de signe. Pour cela, nous montrons que le comportement de la solution des équations de Maxwell
dans un milieu |égérement dissipatif {.e. avec des coe cients physiques complexes) est trés lié a
la nature du probleme non dissipatif. Dans ce chapitre, nous revenons également sur la question
délicate de la modélisation de I'absorption dans un milieu négatif.

Partie Il : Extensions pour le probléeme scalaire Cette seconde partie est dédiée a
I'étude du probleme scalaire lorsque ce dernier n'est pas bien posé dans le cadre usuel degtions
d'énergie nie (H!). Cela se produit notamment, pour certaines valeurs des paramétres physiques,
lorsque linterface entre le matériau positif et le matériau négatif présente un coin. Dans le Cha-
pitre 5, nous dé nissons un nouveau cadre fonctionnel pour restaurer le caractére bien posé du
probléme. La démarche s'apparente au processus d'absorption limite dans un guide d'ondes non
borné pour I'équation de Helmholtz en présence de modes propagatifs, le coin de l'interface dans
notre probléme jouant le réle d'in ni dans le guide d'ondes. Toutefois, il existe une diérence
fondamentale par rapport au probléme de guide d'ondes classique. En raison, du changement de
signe des coe cients, nous ne pouvons pas utiliser un résultat de décomposition sur les ateurs
propres d'un certain opérateur transverse. Nous contournons néanmoins ce probléme, au prix d'un
petit e ort technique, en recourant aux espaces a poids et aux méthodes de type Mellin. Danee
chapitre, nous donnons également quelques pistes pour approcher la solution dans ce nouveadre
fonctionnel. L'une d'elle consiste a placer une couche parfaitement adaptée (PML) au voisinage
du coin de l'interface, technique relativement inhabituelle. Dans le Chapitre6, nous e ectuons un
développement asymptotique de la solution dans ce nouveau cadre fonctionnel par rapport a un
petit arrondi du coin. Nous mettons en évidence une instabilité de la solution par rapport a cet
arrondi. Pour les applications, ce point présente probablement des conséquences importantes dar
n'existe dans la nature que des coins |égérement arrondis.

Partie Il : Equations de Maxwell Dans la troisiéme partie de ce travail, nous nous in-
téressons aux équations de Maxwell. Nous débutons avec le Chapitré par une étude compléte
de ces équations lorsque la géométrie et les données sont invariantes dans une direction. Dans
le processus, nous prouvons un résultat liant le probleme scalaire avec condition de Dirichlet au
probléme scalaire avec condition de Neumann en 2D. Par ailleurs, nous exhibons une curiosité du
cadre fonctionnel pour les équations de Maxwell lorsque les paramétres physiques changent de signe.
Dans le Chapitre 8, nous redéployons les outils de type espaces a poids et transformée de Mellin
pour obtenir un résultat d'injection compacte pour les équations de Maxwell. Dans ce mémoire,
nous démontrons de tels théorémes en d'autres circonstances en utilisant d'autres technigues. Ce
chapitre est néanmoins important car il devrait permettre de dé nir un nouveau cadre fonctionnel
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pour les équations de Maxwell lorsque celles-ci ne sont pas bien posées dans les espaaedud e
Chapitre 9 contient assurément le résultat le plus important de cette partie. Nous y montrons que
les équations de Maxwell 3D sont bien posées dés lors que les problémes scalaires 3D sont bien posés

Partie IV : Problémes de transmission intérieurs La quatrieme et derniére partie de
ce mémoire est consacrée a I'étude d'un probleme de transmission intérieur que I'on rencontre en
théorie de la diraction. On peut le résumer ainsi. Considérons un milieu de référence contenant
une inclusion constituée d'un matériau di érent (oublions les matériaux négatifs). A fréquence
xée, peut-on trouver un champ incident pour lequel le champ ré échi par l'inclusion soit nul ?

La mise en équations de cette question conduit & un probleme spectral pour lequel 'opérateur
présente un changement de signe dans sa partie principale. De nouveau, les outils classiques n
peuvent étre utilisés directement. Dans le Chapitre10, nous établissons le lien entre ce probleme
et le probléeme de transmission matériau positif/matériau négatif. En procédant par analogie et en
utilisant la technique variationnelle de la T-coercivité, nous démontrons des résultats concernant
le caractére discret des fréquences pour lesquelles il existe une onde qui ne rayonne.pass
résultats sont essentiels pour pouvoir mettre en place les techniques de reconstruction du fugot

de l'inclusion. Nous étudions a la fois le probléme scalaire et le probléme pour les équations de
Maxwell. Pour certains jeux de paramétres physiques de l'inclusion, il est nécessaire de travaillsur
une formulation di érente de celle étudiée dans le Chapitre10. De fagon un peu brutale, on peut
dire que c'est le seul espoir de pouvoir utiliser le théoréme de Fredholm analytique pour prouver le
caractere discret des valeurs propres de transmission. On est alors amené a étudier un probleme de
bilaplacien dépendant d'un paramétre. Dans le Chapitrell, nous nous intéressons a ce probléme
lorsque le parameétre change de signe sur le domaine. Nous prouvons que ce probleme du quatrieme
ordre posséde des propriétés radicalement di érentes de celles du probléme du second ordre.

Information concernant les notations

Les notations, d'un chapitre a l'autre, peuvent varier quelque peu. Nous les précisons donc ergblut
de chaque chapitre.
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Introduction

gui se comportent comme des matériaux homogénes a permittivité diélectriqué et/ou

perméabilité magnétique réelle(s) et négative(s). Comme nous l'avons déja mentionné,
les métaux et les tout récents métamatériaux négatifs peuvent entrer, en premiére approximation,
dans cette catégorie pour certaines plages de fréquences. La modélisation de tels objets souléven
des questions relativement inhabituelles. Considérons une structure hétérogéne composée d'un d
électrique classique et d'un matériau négatif. En raison du changement de signe des parameétres
physiques, il n'est pas évident de prouver l'existence et l'unicité du champ électromagnétiquequr
un terme source donné. Dans ce chapitre, nous commencerons par nous intéresser au cas d'un
probléme bidimensionnel dans un domaine représentant la structure hétérogene, en régime har-
monique en temps avec une excitation de pulsation > 0. Dans une telle con guration, de facon
classique et comme nous le verrons dans le Chapitfg les équations de Maxwell se raménent a des
problémes scalaires de la forme

E n électromagnétisme, pour certaines applications, on aimerait travailler avec des composites

div( ru)+!2&u=f dans ; (1.1)

avec(:&) égala(" 1 )ou( 1;").Ci-dessus,f désigne le terme source. Nous compléterons cette
équation aux dérivées partielles par une condition aux limites sur la frontiere. Dans ce chapitre,
nous étudierons également le cas de gurd ;&) = ("; 0) modélisant typiquement un probléme
d'électrostatique en deux ou trois dimensions.

De facon plus mathématique, nous supposons que est partitionné en deux ouverts 1 et -
avec = [ et 1\ = ;. Nous faisons I'nypothése que est un domaine deRY tandis
que 1, » RY sonta frontiére lipschitzienne d = 2;3). Nous rappelons qu'un domaine est, par
dé nition, un sous-ensemble ouvert borné et connexe d&Y (d = 2; 3 ici) & frontiére lipschitzienne.

Introduisons 2 LY ( ), k =1;2, deux fonctions & valeurs réelles telles que

1 €>0 p.p.dans ; et 2 <0 p.pdans »;

ol ¢; et ¢, sont des constantes. Dé nissons 2 L! () de la fagon suivante : := | dans ,

k = 1;2. Par ailleurs, prenons&2 L () . Ainsi, nous étudions une situation pour laquelle il y a
un diélectrique classique dans 1 et un matériau négatif dans . Sur la frontiére, nous imposerons
dans un premier temps, une condition de Dirichlet homogenei.e. u =0 sur @ . Nous e ectuerons
la plupart de notre étude avec cette condition. Nous montrerons dans la Sectiori.7 comment
on peut traiter le cas de la condition de Neumann. Les résultats que nous allons obtenir pour le
probléme (1.1) avec condition de Neumann di éreront dans certaines con gurations de ceux pour
le probléme (1.1) avec condition de Dirichlet. Par contre, la méthode que nous allons mettre en
+uvre, elle, sera la méme.

Dans la suite, pour le probléme avec condition de Dirichlet, nous prendrons un terme source
f dansH () , et nous chercherons la solutioru dansH}() . Dans ce chapitre, comme dans tout
ce document d'ailleurs,H3() désignera I'ensemble des fonctions del*() dont la trace est nulle
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sur @ . L'espaceH () estquant a lui constitué des formes linéaires continues sudj() . Puisque
linjection de HJ() dansH 1() est compacte, il est susant d'étudier la partie principale de
l'opérateur associé a 1.1). En d'autres termes, nous nous intéresserons au probléme

P) Trouver u2 H3() tel que
div( ru=f dans

De fagon usuelle,u est solution du probléme(P ) si, et seulement si,u vérie trouver u2 H}()
tel que a(u;v) = I(v) pour tout v 2 H§() , avec

au;v)y=( rurv) ; et I(v) = H;vi

Ci-dessus,(; ) eth:i désignent respectivement le produit scalaire déL?()) 9 et le crochet de
dualité H ()  HJ() . Introduisons alors I'opérateur linéaire continu A : H() ! H () déni
par

PAU; Vi = a(u;V); 8u;v 2 H3() :

Nous noteronsL (H3() ;H %()) I'ensemble des opérateurs continus deij() dansH () ).

Notre objectif est de déterminer un critere sur pour garantir que le probléeme (P ) posséde
une et une seule solution, et plus généralement, pour assurer que: H3() ! H () dé nit un
isomorphisme. Bien entendu, en raison du changement de signe desur , la forme a n'est pas coer-
civel surH3() H§() . En particulier, on ne peut pas appliquer le théoréme de Lax-Milgram. Pour
autant, cela ne signi e pas que l'opérateurA n'est jamais un isomorphisme. Pour étudier le probléme
(P ), nous utiliserons la méthode de laT-coercivité introduite dans [25, 155. Présentons-en l'idée.
Supposons qu'il existe un isomorphismeT de H§() tel que la forme bilinéaire (u;v) 7! a(u; Tv)
soit coercive. Alors le probléeme(P ) est bien posé, au sens ou il possede une unique solution, en
vertu du théoréme de Lax-Milgram. En e et, dans ce cas, le probléme trouveru 2 H}() tel que
a(u; Tv) = I(Tv) pour tout v 2 H}() est bien posé. PuisqueT est un isomorphisme deH}() , ceci
prouve que le probléme initial trouver u 2 Hj() tel que a(u;v) = I(v) pour tout v 2 Hj() est
bien posé. Dés lors, toute I'astuce dans cette technique consiste a construire ces fameux opéraseu
T. Dans [25, 159, il est prouvé que A : H() ! H () constitue un isomorphisme lorsque
max (inf | 1=sup ,j oj;inf ,] 2j=sup , 1) >1 1, ou | estune constante qui ne dépend que
de la géométrie de l'interface entre ; et ;. Mais la valeur del n'est pas connue. Ceci vient
du fait que les T sont construits a partir d'un opérateur de reléevement abstrait pour lequel on
ne peut pas calculer explicitement la norme. Ici, nous nous proposons de compléter les résultats
de [25, 155 de deux facons. Tout d'abord, nous obtenons des valeurs explicites des constantes.
D'autre part, nous localisons ces résultats, au sens oU nous pProposons un critére pour assurer le
caractére bien posé d€P ), quitte a avoir un noyau et un conoyau de méme dimension nie, qui
ne dépend que des valeurs des parametres physiques au voisinage de linterface entre les deux
matériaux. Pour obtenir ces résultats, nous prouvons quei est de type Fredholm d'indice zéro, au
moyen d'opérateursT simples, dé nis de facon géométrique. Dans ce cas, si I'on posséde un résultat
d'unicité pour le probleme (P ) alors il est bien posé. Mais il peut également apparaitre un noyau de
dimension nie comme nous le verrons plus loin, dans le Chapitre, ¥2.2.2 Bien sr, si l'opérateur

A H() ! H ) estde type Fredholm d'indice zéro, alors I'opérateur associé au probléme
div( ru)+ !2&u= f dans avecu =0 sur @ est également de type Fredholm d'indice zéro.
Nous préciserons dans le Chapitr@, comment se situe cette technique de |d-coercivité par rapport
aux approches classiquement utilisées pour montrer qu'un probléme est bien posé. Plus pisment,
nous verrons que cette méthode n'est autre qu'une formulation trés simple de la théori@f-sup [32].

1. Plus généralement, on ne peut pas trouver 2 [0;2 [ tel que (u;v) 7! € a(u;v) soit coercive sur H3()
H3() . Pour montrer ce résultat, introduisons deuxgfonctions nongulles ' 1 2 Cd( 1)et' 22 C¢ ( 2). Dénissons
‘teleque’j , ="1et'j,=" pavec :=( _ ajr’ 1j%= L adir 2jH) 2. Onaalors' 2 H}() ,' 60 et
a(;' )=0.
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Dans le cas ou ; et » sont des nombres constants, il existe dans la littérature au moins deux
autres approches pour étudier le probléméP ). A l'aide de techniques d'équations d'intégrales, il
a d'abord été prouvé dans 6] par Costabel et Stephan que lorsque l'interface est réguliére (de
classeC?), le probléme (P ) est bien posé au sens de Fredholm si, et seulement si, le contraste
= o= 1 est diérent de 1. Postérieurement a cela, I'in uence des coins dans l'interface a
été spéci quement étudiée dans 12] (voir également 26, 139g). Les auteurs prouvent que lorsque
linterface présente un angle droit, le probléeme(P ), avec un second membré dans L?() , n'est
pas de type Fredholm si, et seulement si, 2 [ 3; 1=3] (des résultats similaires peuvent étre
obtenus pour des valeurs quelconques d'angle). Nous retrouverons ces résultats au cours de notre
étude par la technique de laT-coercivité.

Ce chapitre s'organise de la facon suivante. Aprés avoir introduit quelques notations et prouvé
un résultat préliminaire, nous étudions des cas élémentaires, pour des géométries simples R
(d = 2). Dans la Section1.3, nous combinons les résultats obtenus a une technique de localisation
pour pouvoir traiter des problémes de transmission deR? mettant en jeu des interfaces plus
générales. Nous donnons alors des exemples lorsqueest régulier ou constant par morceaux. En
particulier, nous obtenons un critére reposant uniquement sur les valeurs du contraste a l'interface
Dans la Section1.5, nous discutons l'optimalité de ces résultats pour les domaines d&?. Nous
fournissons ensuite des éléments de preuve pour des géométries simplesRdequi ne se rameénent
pas nécessairement a des géométries 2D. Le cas du coin de Fichera en constitue I'exemple le plus
illustratif. En n, nous présentons une démarche possible pour étudier le problemdgP ) avec une
condition aux limites de Neumann plut6t qu'une condition de Dirichlet.

1.1 Notations et résultat préliminaire

Avant d'entrer dans le vif du sujet, introduisons quelques notations qui serviront tout au long
de ce chapitre.
Etant donné un domaine O de RY, nous noterons sans distinction( ; )o (resp. k ko) les produits
scalaires (resp. les normes) dé.?(O) et (L%(0))9. De méme, pourp 2 [1;1 ]nf2g, k kip(o)
désignera a la fois la norme deLP(O) et celle de (LP(0))%. Nous munirons H}(O) de la norme
k Kkni(oy := krk o. Nous notonsh; i, le crochet de dualit¢ H 1(0) H}(0), et nous dé nissons
la norme . o
kfky 10y = sup thf,w; 8f 2 H 0):

v2HL(0)nfog KVKH1(0)

Pour k = 1;2, introduisons ¢ := @ \ @ k. Nous appelons interface I'ensemble :== @ 1n 1 =
@ 2n 2. Les normesLP (p 2 [1;1]) sur sont notées comme ci-dessus en remplaca@ par
D'autre part, j désignera l'opérateur de trace sur .
Si v est une fonction mesurable sur , nous utilisons la notation v, := vj ,, kK =1;2. Introduisons

ensuite? . . o . S
1 =8SuUp 1; 5 =supj 2j; 4 :=inf ¢ et 5, =infj 5
1 2 1 2
Lorsque c'est possible, nous dé nissons le contraste := = 1 sur . C'est une constante lorsque
1, 2 sont des fonctions constantes, ou un élément d€°() lorsque 12 CO( 1), 22 CO( ,).

Pour k = 1; 2, introduisons I'espace des restrictions des éléments dgj() a «:

1 . 1y O
Hg, (k)= Vi v2H()

Si X et Y sont deux espaces vectoriels normék,(X; Y) (resp.L (X)) désignera I'espace des opérateurs
linéaires et continus deX dans Y (resp. de X dans X). Enn, dans tout ce chapitre, si R; 2

2. Partout dans la suite, nous écrirons sup pour sup ess, respectivement inf pour inf ess.
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KRk := sup kr (Riv)k , et kRok := sup kr (Rav)k ,:
V2H{, LCa)ikr vk =1 V2Hy ,( 2)ikr vk ;=1
Commencons par démontrer le théoreme ci-dessous. Ce sera la brique de base dans l'approche que
nous allons développer tout au long de ce chapitre.

Théoreme 1.1.1 SoitR1 2L (Hcl,; (1) Hcl,; ,( 2)) un opérateur veri ant la condition de raccord
(Ryu1)j = uzj pour tout up 2 Hg.  ( 1). Dé nissons

Ui dans ;

Tiu =
1 U, +2Riu;  dans o

(1.2)
Si ;= 5 > kR1k?, alors la forme a est T;-coercive : il existe une constanteC > O telle que
a(u;Tqu) C kukﬁ%() pour tout u 2 H}() . Dans ce cas,A :u7! div( r u) estunisomorphisme
de H§() dansH 1() .

Soit Ry 2 L(Hé; ,(2); Hé; (1)) un opérateur veéri ant la condition de raccord (Rauz)j = Uj]
pour tout uz 2 H§. ,( 2). Dé nissons

u; 2Rou, dans 1

Tou =
2 U dans »

(1.3)
Si ,=1 > kRyk?, alors la forme a est To-coercive : il existe une constanteC > 0 telle que
a(u;T,u) C kukaé() pour tout u 2 H}() . Danscecas,A:u7' div( r u) estunisomorphisme

de H}() dansH () .

Preuve. Par construction, T,u appartient & H3() pour tout u 2 H§() et Ty : HE() ! H3()
est continu. De plus, pour tout u 2 H}() , on a d'une part T;(Tqu) = u sur ; et, d'autre part,
To(Tou) = ( up +2Rqu1) +2Rgup = Uz = u sur . On déduit T; T; = Id. Ceci prouve que

Ty est un isomorphisme deHg() . Calculons maintenant a(u; Tyu), pour u 2 H3() . L'inégalité de
Young permet d'écrire, pour tout > 0,

a(u;Tau) = ( arugruy) o +(j 2jr uzruz) ,  2( 2fr uzr (Ryug)) ,
(arugrug) (+(j 2jr uzru) ,
( 2irugruz) , 1= ( 2jr (Raug);r (Ruua)) ,
(1 k Rk 3=)ruprug) ,+(j 2@ )rugrup)
Par conséquent, si ; = 3 > kR1k?, alors il existe une constanteC > 0 telle que
C kukf_i%() a(u;Tu);  8u2 H3() :

Autrement dit, a est T;-coercive.
De la méme fagon, on al, 2 L (H3()) , T2 T, = Id et donc T, est un isomorphisme deH3() .
Pour u 2 H3() , nous obtenons pour tout > 0,

a(u; Tou) (12 )rugrug) ,+(() 2 k ng2 Iz )rougz;r oup) -

Ainsi, si ,= T > kRyk?, alors il existe C > O telle que

Ckuki, a(uTau);  8u2H() ;

i.e. a est To-coercive.

Pour terminer la preuve, supposons qu'il existe un isomorphismeTl de H3() , tel que la forme
bilinéaire continue (u;v) 7! &(u;v) = a(u;Tv) soit coercive surH3()  H3() . Bien sdr, v 7!
Nv) = I(Tv) est une forme linéaire continue surH3() . En vertu du théoréme de Lax-Milgram,
nous pouvons armer qu'il existe une et une seule fonctionu 2 H() telle que &(u;v) = V)
pour tout v 2 H§() . De plus, cette fonction dépend continiment de la donnéé. Comme T est un
isomorphisme deH}() , cela montre qu'il existe un uniqueu 2 H() tel que a(u;v) = I(v) pour
tout v 2 H3() , u dépendant continlment del. Cela prouve bien queA dé nit un isomorphisme. m
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Nous pouvons voirR; (resp. R2) comme un opérateur de transfert , transformant les fonctions

dé nies sur 1 (resp. ») en des fonctions dé nies sur , (resp. 1) et préservant la valeur a
l'interface ainsi que la condition de Dirichlet sur la frontieére. Dans I'énoncé du Théorémel.l.],
nous avons supposdR1, R, donnés mais ces opérateurs sont en réalité des parametres. Dé nissons
les espaces d' opérateurs de transfert

Ry:=fR12L(Hf ( 1):HS ,( 2)) Rivij = wvij ;8vi2 H (1)
et Ry:=fR22L(H§ ,( 2);HG (1) Ravaj = Vo ;8v22 Hi ( 2)0:

En reprenant la preuve du Théorémel.1.1, on obtient le

Théoréme 1.1.2 Supposons ; = ; > infr,or, kKR1k?> ou ,=7 > infg,or, kR2k? . Alors,
l'opérateur A :u 7' div( r u) est un isomorphisme deH3() dansH () .

Dans la suite du chapitre, R; sera toujours un opérateur deR 1, R, un opérateur R . Par ailleurs,
Ty et T, seront les éléments dé (H()) dé nis respectivement par (1.2) et (1.3).

Remarque 1.1.3 Notre objectif maintenant consiste a construire des opérateurs de transfert de
norme minimale. Nous verrons, au moins en 2D, que ce sont des opérateurs trés simples, géomé-
triques, qui réalisent ce minimum.

Remarque 1.1.4 Nous aurions pu considérer des isomorphisme$; et T, autres que ceux dé nis
en (1.2) et (1.3). Rien nimpose d'utiliser les opérateurs de transfert R;, R,. Cependant, pour
étudier le probléme(P ), nous nous rendrons compte a posteriori que ce choix est judicieux.

1.2 Etude de cas élémentaires : des conditions globales

Nous construisons a présent de facon explicite ces opérateurs qui assurentTlaoercivité. Nous
travaillons d'abord sur une série de géométries particuliéres. Dans un second temps, (voirlg),
nous nous servirons de ces cas particuliers pour traiter des géomeétries plus générales. Rappelons
que nous souhaitons obtenir un critére sur les valeurs de pour assurer queA est un isomorphisme
deH}() dansH 1() .

1.2.1 Domaine symétrique

Figure 1.1 Une géométrie symétrique.

Soit un domaine symétriqgue au sens ou 1 est I'image de , par une symétrie. Sans perte
de généralité et pour xer les idées, nous supposerons que l'interface est un sous-ensemble de la
droite d'équation y = 0 (cf. Figure 1.1). Dans ce cas, nous pouvons prouver le

Théoréeme 1.2.1 (domaine symétriqgue)  Supposons

max( ;= 3; ,=1)> L
Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H3()) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,
A:u7' div( r u) estunisomorphisme deHj() dansH () .
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Preuve. Considérons les opérateur®k; et R, dé nis respectivement par (Riu1)(X;y) = ui(x; Yy)

et (Rau2)(Xx;y) = ux(x; y). Clairement, on a la condition de raccord(Rxux)] = uxj pour tout
Ug 2 H(l); k( k) et donc Rx 2 Ry, k =1;2. De plus, kRkk =1, pour k = 1;2. La conclusion est
alors apportée par le Théorémel.1.1 [ |

Remarque 1.2.2 Dans le cas ou 1 et , sont des constantes, le Théoremd.2.1 indique queA
est un isomorphisme dés lors que le contraste = ,= ; n'est pas égal & 1.

1.2.2 Sommet intérieur

y

Figure 1.2 Géométrie du sommet intérieur (a gauche). GEométrie du sommet extérieur (au milieu,
a droite).

Considérons la géométrie de la Figurd..2, a gauche. Plus précisément, notonér; ) les coordon-
nées polaires centrées e® avec =0 sur la demi-droite (Ox) (pour les x positifs). Etant donnés
R> 0et 2]0;2 [, dé nissons

1:= f(rcos;r sin )jO<r<R; 0< < g;
2:=f(rcos;r sin )jO<r<R; < < 29:

Théoreme 1.2.3 (sommet intérieur) Supposons

max( 1= 3; ,=1)>1 ; avec I = max( 5 ):
Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H}()) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,
A:u7' div( r u) estunisomorphisme deHj() dansH () .

Preuve. Nous utilisons la méme notation pour les fonctions exprimées en coordonnées carté-
siennes ou polaires. Considérons les opérateury et R, dé nis respectivement par (Riu1)(; )=

us(; —( 2 ) et (Ryun)(; )= ua(; —% +2 ). Par construction, on a les conditions de

raccord (Ryu1)(; )= ui(; ) et (Ryu1)(; 2 )= ux(; 0), pour tout uz 2 H. ( 1). A présent,
calculons la norme deR;. Pour cela, donnons-nousu; 2 Hé; ,(1). En e ectuant le changement de
variables (r; )=(; —(  2)), on obtient

z 'y Lo
@Rlul) 1 @Rlul)
kr (Rpu )k2 = - 4+ - == dd
T ’ Z@ 2 ce z )
1
2 @2@% rdrd + > 2 %@ rdrd
1 1

| kr u1k2l ;

donc kR;k? I



18 Chapitre 1. Probléme scalaire et méthode de la T-coercivité

De facon similaire, les conditions de raccord sur l'interface sont véri ées pouRj. De plus, kRok?
I .
Le Théorémel.1.1 permet alors de conclure. [ |

Remarque 1.2.4 Onatoujours 12[ | ; 1=l ]. D'autre part,si = , cet intervalle se réduit
af 1g, ce qui est consistant avec le résultat que nous avons obtenu pour la géométrie symétrique
(voir le Y1.2.1).

Remarque 1.2.5 Lorsque ; et » sont des constantes, le Théoréemd.2.3 indique queA est un
isomorphisme lorsque = ,=,2[ | ; 1=l ]. Parexemple,si = =2, ona[ | ; 1=l ] =
[ 3; 1=3]. Dans ce cas, étantdonné 2]1 ; 3[[ ] 1=3;0[, nous savons queA est un isomor-
phisme.

Remarque 1.2.6 Plus généralement, nous pourrions considérer un opérateurRy dé ni par
(RYug)(; ) = ui(;g1()) o0 g est un C! diéomorphisme de [ ;2 ] dans [0; ] tel que
012 ) =0 etgi( ) = . On obtient alors kRYk? = max(kgki1 ¢ - pik1=(ad)k 1 ¢ - ). Avec
le théoréeme des accroissements nis, on déduit qu'on a toujourskR{kZ | . Ainsi, notre choix
n()= —( 2 ) est optimal pour cette con guration. Ce ne sera pas toujours le cas en 3D
(voir le Y1.6.4).

1.2.3 Sommet extérieur

Réintroduisons les coordonnées polaire@; ) comme dans le paragraphe précédent. Etant don-
nées trois constantesR, , avecR> 0et0< < < 2 ,dénissons:

1:=f(rcos;r sin )j0O<r<R; 0< < g;
2:=f(rcos;r sin )j0O<r<R; < < g:

Théoreme 1.2.7 (sommet extérieur ) Supposons

8
- + - + H —_n .
31_2>1 ou ,=i> Si =2;
2 ='>1 ou =t > Si =2
271 1= 2 - &

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H3()) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,
A:u7' div( r u) estun isomorphisme deHj() dansH () .

Preuve. Intéressons-nous d'abord au cas =2 (Figure 1.2, au milieu). Introduisons les opéra-
teurs Ry et R, dé nis respectivement par

( |
Rug(; )= G2 ) st 2 e )G )=
0 sinon

Pour obtenir le résultat de ce théoreme, on travaille avedR; comme dans le Théoremd..2.1, et avec
R, comme dans le Théoremd..2.3
Pour traiter le cas =2 (Figure 1.2, a droite), il sut d'inverser le réle de ; et ». ]

Remarque 1.2.8 Lorsque = =2, nous retrouvons le résultat des domaines symétriques (cf.
Théoreme 1.2.1).

Remarque 1.2.9 Lorsque ; et , sont des constantes, par exemple pour = et = =4, le
résultat précédent indigue queA est un isomorphisme, dés que 2]1 ; 3[[ ] 1;0]
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/\/\X

o) 1

Figure 1.3 Géométrie d'une interface de classeC?t.

1.2.4 Interface de classe C!1

Terminons ce tour d'horizon des géométries particuliéres 2D par I'étude du cas ou l'interface
est réguliere mais non nécessairement égale a un segment de droite. Considérgnme fonction a
valeurs réelles appartenant aC*([0; 1]), et L > 0 une constante. Dé nissons (voir la Figure 1.3)

= f(xy)jO<x< L;g(x) L<y<g (x)+ Lg;
f(x;y)jO<x< Lg(x)<y<g(x)+ Lg,;
f(x;y)jO<x< Lig(x) L<y<g (x)g:

Théoreme 1.2.10 Supposons
2
max( ;=35 ,=1)>(1+2 ¢, ) T4 o’ L 0 )

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H}()) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,
A:u7' div( r u) estunisomorphisme deHj() dansH () .

Preuve. Deé nissons les opérateursR; et R, respectivement par(Riu1)(s;t) = ui(s;29(s) t) et
(R2u2)(s;t) = ux(s;29(s) t). Notons que si(s;t) 2 , alorst = g(s) et (R1u1)(s;t) = ui(s;29(s)

t) = uy(s;t), pour tout ug 2 Hé; ,(1). Ainsi, nous avons bienR; 2 R ;. Déterminons ensuite une
borne supérieure pour la norme ddR;. Pour u; 2 H(l); (1), en utilisant le changement de variables
(x;y) =(s;29(s) t), nous obtenons

z @Rlul)! 2 @Rlul)! 2

2 —
kr (Riup)k”, = . @s + ot c?sdt
@y @’ @y’
—+2 —_— —— dxd
o P Way T @y MY o
Qu Qu @y 2 @y Qu
Cax TP gx @yt I gyt gy U

(1+2kgk () +4 kg%, () ) kr uzk®

Il suit kRik®  (1+2koks  +4kgks () ).

Eninversant les rbles de 1 et 5, on observe que la condition de raccord a l'interface est également
véri ée par Ry. De plus, on akRok® (1 +2 kgk, . o t4 kg%Z, 0 )-

Encore une fois, on peut alors conclure en utilisant le Théoremé.1.1 ]
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Remarque 1.2.11 Dans le cas particulier ot g° est uniformément égal a0, le domaine  est
symétrique par rapport a l'interface et I'on retrouve le résultat du Théorémel.2.1.

Remarque 1.2.12 Dans la suite, le Théoremel.2.10 apparaitra uniguement comme un outil pour
démontrer le résultat plus général concernant les interfaces quelconques. La version que nous avons
proposée sera su sante pour nos besoins et c'est pourquoi nous navons pas cherché a aner la
condition sur le contraste.

1.3 Etude pour une interface quelconque par un procédé de locali-
sation

Nous dirons que le probléemeg(P ) est bien posé au sens de Fredholm lorsque l'opérateuk 2
L(H3() ;H %()) est Fredholm d'indice 0. Pour faciliter la lecture, et puisque c'est la premiére fois
que nous rencontrons cette notion dans ce document, rappelons la dé nition d'un opérateur de tyg
Fredholm ou opérateur a indice (voir notamment B8, 151, 116).

Dé nition 1.3.1  Soient X et Y deux espaces de Banach, & un opérateur deL (X;Y ). L'opéra-
teur B est de type Fredholm si

i) dimkerB < 1 ;imB est fermée.
i) dimcokerB < 1 ; oucokerB := Y4am B:

Lorsque B est un opérateur de type Fredholm, son indice est dé ni parind B := dimker B
dim cokerB.

Pour énoncer et démontrer notre résultat, nous avons besoin de décrire précisément la géométrie
du domaine. C'est ce que nous allons faire maintenant.

1.3.1 Description de la géométrie

Nous rappelons que est un domaine deR?, c'est-a-dire, un sous-ensemble ouvert borné et
connexe deR? a frontiére lipschitzienne. Nous supposons divisé en deux ouverts 1 et » avec

“1[ 2=, 1\ 2 =.Nous faisons I'nypothése que 1 et , sont a frontiére lipschitzienne.
Nous avons introduit 1= @ \ @1, 2= @ \ @ , etdénilinterface = @ i1n 1= @ 2n ».
Onaalors 1\ = . Notonsn le vecteur unitaire normal a , dirigé de ; vers 5. Ci-dessous,

nous nous intéressons plus particulierement & la géométrie de l'interface :
L'interface est de classeC', mis & part en un nombre ni de sommets intérieurs Siyy =
fx'; 1 i Ning Pourl i Niny, les sous-domaines 1 et » coincident avec des cones
dans un voisinageV' dex' :

W= Ki(xH\Wiet 2\WVi=Kyx)\WVi

ol K1(x") et Ko(x') sont des cones ouverts centrés ex'. (1.4)
Il'y a exactement O ou 2 points limites, appelés sommets extérieurs: Sex; = T\ @-=

sous-domaines 1 et , coincident avec des cones ouverts dans un voisinayé de x' : i.e.,
(1.4) est véri é.
Pour chaque indicei, nous introduisons l'ouverture L 2 10;2 [ des conesKy(x'), k = 1;2. Nous
dénissons ' = 1+ Let ':=min( |; L). Bien entendu, ona ' =2 pour les sommets
intérieurs, et ' < 2 pour les sommets extérieurs. D'autre part, au niveau d'un sommet intérieur
x', n'est pas de class&C?, doncO< <
Nous notons(r'; ') les coordonnées polaires centrées er oul le paramétre angulaire ' est tel que

Ki(x') estisométrique & (r'cos ';risin )jri>0,0< < | ;
Ka(x') est isométrique & (r'cos ';r'sin ')jr'>0; 1< '< ' :
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Figure 1.4 Notations pour x' 2 Sj; - '= L. Figure 1.5 Notations pour X' 2 Seyt - ' = .

Dé nissons S, := fx' 2 Sextj | b0, S2¢ = X' 2 Sextj b < getS:= S [Sex. Le
cardinal de I'ensembleS est noté N .

En n, introduisons

i = . pour 1 i N:

Remarque 1.3.2 Pour tout sommet intérieur, on a |l i > 1. Ceci est également vrai pour les som-
mets extérieurs appartenant aS2,,. Par contre, pour un sommet extérieur deSl,, on a seulement
I i+ 1(il peut arriver que | i =1).

1.3.2 Enoncé du résultat

Nous allons prouver queA est Fredholm d'indice 0, sous certaines hypothéses portant sur la
géométrie du domaine et sur . Nous noteronsB (x; d) la boule ouverte centrée erx et de rayond.

Théoreme 1.3.3 Supposons que l'une des deux hypothésds,ou 2:, ci-dessous, soit véri ée.

8x 2 nS (partie réguliere de l'interface) : 9d > 0; inf 1> sup j 2j
B(x;d)\ 1 B(x;d)\ 2
1 | 828 [S;:9d>0; inf 1>1 0 sup g .
B(xi;d)\ 1 B(x;d)\ - !
8x'2sl,:9d>0; inf 1> sup 2
B(xi;d)\ 1 B(xi;d)\ »
8x 2 nS (partie réguliére de l'interface) : 9d > 0; infj oj> sup 1
B(x;d)\ B(x;d)\ 1
o | 8X' 2Sin [Sgq:9d>0; inf joj>1 i sup
B(x";d)\ 2 B(x";d)\ 1

8x'2S2,:9d>0; inf jo> sup 1
B(x;d)\ B(x;d)\ 1

Alors, l'opérateur A :u 7! div( r u) deL(H3() ;H *()) est Fredholm d'indice O.

Remarque 1.3.4 Sous les hypothéses du Théoremke3.3, A est injectif si et seulement siA est
un isomorphisme deH3() dansH () . Toujours sous I'hypothése du Théorémel.3.3, lorsque A
nest pas injectif, et il existe de telles situations (cf. Chapitre 2, ¥2.2.2), kerA est de dimension

nie : kerA = vect(' 1;:::;" p), pour p 1. Dans ce cas, le problemgP ) posséde une solution
(unique a une combinaison linéaire de' 1;:::;" , pres) si, et seulement si le terme source satisfait
les conditions de compatibilitéhf;' i =0 pour k = 1:::p (voir, classiguement, [L16, théoréme

2.27)).
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La localisation constitue une démarche classique dans la théorie des équations elliptiques. Pour
notre probléme, bien que l'opérateurA ne soit pas elliptique, nous allons pouvoir mettre en +uvre
ce procédé grace a la-coercivité qui permet de retrouver une certaine ellipticité. Nous suivrons
la méthode présentée dans19 chapitre 2, Y5] (voir également 102, Y6.3] ou 119, Y4.1.2]). Nous
diviserons notre travail en plusieurs étapes. Dans un premier temps, nous introduirons une partition
de l'unité adaptée a la géométrie du domaine, et notamment a celle de linterface. Puis, nous
établirons une estimation a priori pour les solutions de(P ). Pour ce faire, nous utiliserons les
résultats obtenus dans la section précédente pour les géométries particuliéres. En n, nous adarons
grace a un lemme classique di a Peetre.

1.3.3 Construction de la partition de l'unité

~ Soit x'28S. D'aprés I'une des deux hypotheses (cas 1. ou cas 2.) du Théoreme3.3 il existe
d > Otelque (B(x';d)\ ) V' ouV' estle voisinage dex' introduit dans (1.4), et

: 9
inf 1> 0 sup j g six' 2SS [S&: 3
B(x";:d)\ 1 B(xi;d)\ » =
i o 551 5 dans le casl:;
in 1> su 2 si x'
B s B(xi;di?\ 2J J ext ;
: 9
inf  j2j>1 i sup 1 six'2Sin [Sd 3
B(x":d)\ 2 B(xi;d)\ 1 =
i o 552 5 dans le cas2::
in 2] > su 1 si x'
B(x";d )\ 2J : B(Xi;digj\ N ext '
Pour 1 [ N, considérons ' 2 C! (";[0;1]) une fonction de troncature, égale al sur

B(x';d=2)\ , de support inclus dans(B(x';d')\ ) V', ettelle que ' ne dépende que de la
coordonnée radialer'.

Dé nissons ensuite , ;= n  B(x!;d=2), et considéronsx 2 . D'aprés I'nypothése sur la
i=1
partie réguliere de , il existe d* > 0 tel que B (x; d*) ns, et
inf 1> su i 2 ou inf i o] > su 1
B\ 1 B(x;dx)R 21 : B o) 2 B(X;dxﬁ (1.5)

D'autre part, puisque  est de classeC! par morceaux, elle coincide localement avec le graphe
d'une fonction f* de CY(R) (voir 'annexe C de [78]). Soit sg 2 R tel que x = (so;f *(Sp)). A une
rotation du systéme de coordonnées prés, on peut supposer qtiéqsg) = 0.

Considérons ensuite trois nombres réela*, b* et * > 0 tels que I'ensemble

n 0
X:= (s;t) 2 R?ja¥ <s<bX;fX(s) X<t<f X(s)+ X (1.6)

soit inclus dansB (x; d*), et tels quea* < sy < b* (de sorte quex appartienta *). On peut choisir
le systéme de coordonnées pour que*\ et *\ , coincident respectivement avec } et 3
dé nis par

(s;t) 2 R?ja¥ <s<bX;fX(s) <t<f X(s)+ X ;

(s;t) 2 R?ja* <s<bX;fX(s) X<t<f X(s)

X X
1

Mais puisque f X0 est continue ens = sq et s'y annule, d'aprés (L.5), on peut prendre a et b*
su samment proches de sy pour avoir

|nf 1> SUPJ 2 (L+2 KF K1 gy *+ 4 KEOEL )

1.7
ou Inf] 2] > Sup 1(1 + 2 kf (kl_l (ax b)) + 4 kf q(Ll (ax; bx[)) ( )
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Figure 1.6 Situation dans un voisinage dex.

Dé nissons alors

n [0}
Xz (s;t) 2 R?ja¥ +(sp a¥)=2<s<b* (B s)=2fX(s) *=2<t<f X(s)+ *=2

Par construction, ~* est un voisinage dex, et ™ X,

L'ensemble , est compact, donc on peut extraire de I'ensembléd ~X)X2—r un sous-ensemble ni,

noté (Oi):\'zl, dont I'union constitue un recouvrement de . Pour 1 i N , nous notonsO'
l'ouvert X associé &> = O'. Il est alors possible d'introduire un ouvert borné O° (de R?) qui ne
rencontre pas , et tel que

0 1

@o°[ (r[\I o) [ ([N B(x';d'=2))A
1 i=

=1

Considérons ensuite
une fonction ©2 C?* (";[0;1]), égale a1 dans O°, dont le support n'intersecte pas
pour 1 i N , une fonction ' 2 C1 (" ;[0;1]), égale al dans O, dont le support est
inclus dansO' .

Pour tout x 2 , on a

. NN
"(x) + '(x) 1
i=0 i=1
D'autre part, pour tout x 2 , il existe un indice ig tel que iO(x) =1 ou io(x) =1.

Le décor étant planté, nous pouvons commencer la démonstration de I'estimatioa priori pour les
solutions de (P ). Ce sera I'étape clé de la preuve du Théorem#.3.3
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1.3.4 Une estimation a priori pour les solutions de (P )

Pour tout u 2 H3() , dénissonsf := Au = div( r u) 2 H () . Prouvons qu'il existe une
constante C > 0, indépendante deu, telle que

kukyiy € KAuky 1) + kuk (1.8)
o n - (0]
Pour 2 C! () ,dénissonssuppt := x2 | (x)=1 ,de sorte que
2 2 2 2
Kukija () K- ki (suppr o) + _ Kukijs (suppt 1) * , Kukija (suppt 1)
i=1 i=1 (2.9)
X o2 N
Oy al + 'u + 'u .
o) H3() H3()

i=1 i=1

Estimons chacun des trois termes du membre de droite del(9).

Le support de °u ne rencontre par l'interface. Le terme  °u a%() est donc relativement simple a
traiter car lI'opérateur A est localement elliptique de part et d'autre de l'interface. Nous pouvons
ainsi écrire

0. 2

u

M0
C( jr ( Pu)r ( Cuy)
C (ijur %Gr(% + Girur 9%u) + (ijru Our 9 (1.10)
C kuk Ou mo Kk o ( 92y i) + Kukys() kuk

. f 2 . i , . e
Pour traiter les termes 'u Hi) »1 = 1:::N , nous allons utiliser les opérateurs dd-coercivité de
0

la section précédente. Suivant I'hypothese que nous souhaitons traiter, cals ou cas2:, dé nissons
T:= TiouT:= T, 00Ty et T, sont les opérateurs utilisés dans la preuve du Théoreme.2.1Q Dans
cette derniére preuve, nous ne travaillons que suR; et Ry, mais le lecteur doit se souvenir quely
et T, sont dé nis par (1.2) et (1.3). D'autre part, ici, il faut considérer T; et T, comme des éléments
de L(H3(0"). On trouve

2

H50)

C (r( 'uyr (TC ') o
C (ur Lr(TMC'uw))o + (rur ('TCu)o + (rwTiuwr Do
C Kiky 1y kukyy) + kuk kukyy,

u

(1.11)

Dans le calcul ci-dessus, nous nous sommes servis du fait que l'opératéluconstitue également un
élément delL (L2(0")).

On travaille de la méme facon pour traiter les termes 'u a%() , 1 = 1:::N. Cette fois, on
utilise Ty et To> dé nis da_ns _Ies preuves des Théqréme$.2.3 et 1.2.7, en les considérant comme des
opérateurs deL (H(B(x';d)\ ))) \L (L%B(x';d)\ ))) . On obtient

L2
Finalement, en regroupant les estimations {.9), (1.10), (1.11) et (1.12), on aboutit a I'estimation
a priori (1.8).
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1.3.5 Conclusion

Rappelons un lemme classique da a J. Peetrel33 (voir également le lemme 5.1 de]09, Ch.
2], ou le lemme 3.4.1 del02).

Lemme 1.3.5 Soient X, Y et Z trois espaces de Banach ré exifs, tels queX s'injecte de fagon
compacte dansZ. Soit B 2 L (X;Y). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) dimkerB< 1, etimB estfermée dansy ;
ii) il existe une constante C > 0 telle que
kxky C(kBxky + kxk,), 8x2 X.

Pour notre probléme, d'aprés le théoréme de RellichH3() s'injecte de fagon compacte dan&?() ,
car est un ouvert borné deR?. Avec le Lemme1.3.5 on déduit que A a un noyau de dimension
nie et est a image fermée dansH () . Puisque la formea est symétrique, le théoréme 2.13 de
[116 indique quecokerA est isomorphe aker A. Par conséquent,cokerA est également de dimension
nie et ind A =dimker A dimcokerA = 0. Ceci termine la preuve du Théoremel.3.3

1.4 Applications

1.4.1 Coe cients réguliers par morceaux

Dans le cas ou 2 C°( ), k =1;2, I'énoncé du Théorémel.3.3 se simpli e quelque peu. Le

contraste = ,= ; peut étre considéré comme un élément d€°() .
Théoreme 1.4.1 (coefficients continus) Supposons que l'on ait
8 8
2 8x 2 nS; x)< 1 2 8x 2 nS; x)> 1
_ 8x'2Sin [S 26 (x)< | ou _ 8'2Sin [S Lo (x)> 1=I
8x' 28k, (x)< 1 © 8x' 2S2,;; (x)> 1

Alors, l'opérateur A :u 7! div( r u) deL(H3() ;H () est Fredholm d'indice O.

1.4.2 Coe cients constants par morceaux

Lorsque ; et » sont des constantes, dé nissons
! !

R :=max ~max | i1 R =max  max | ;1
x12Sint [S 3¢ x12Sin [S 2
Onale
h i
Théoreme 1.4.2 (coefficients constants) Supposons =1 2 R n R : 1=R . Alors,

l'opérateur A :u 7! div( r u) deL(H3() ;H ()) est Fredholm d'indice O.

Remarque 1.4.3 Avec le théoréeme de Lax-Milgram, on prouve facilement que l'opérateuA est
un igomorphisme; de L(Hg() ;H *()) lorsque 2 CnR . On déduit que lorsque ,= 1 2
Cn R ; 1=R |, l'opérateur A est Fredholm d'indice O.

Nous donnons quelques illustrations de ces résultats sur les Figurds7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11, 1.12
1.13et 1.14
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(o) <[ -

Figure 1.7 A est Fredholm d'indice O lorsque  Figure 1.8 A est Fredholm d'indice O lorsque
2= 12 R nf 1g. >=12R nf 1g.

Figure 1.9 A estFredholm d'indice O lorsque  Figure 1.10 A estFredholm d'indice O lorsque
2= 12R n[ 3; 1=3]. 2= 12R n[ 3; 1=3].

Figure 1.11 A estFredholmd'indiceOlorsque Figure 1.12 A estFredholm d'indice O lorsque
»=12R n 1, 1=3] »=12R n 3; 1]

| (D
Figure 1.13 A estFredholm d'indiceOlorsque  Figure 1.14 A estFredholm d'indice O lorsque
2=12R n[ 7=3; 3=7]. 2=12R n[ 3; 1=3]
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1.5 Discussion sur les hypotheses portant sur

Dans cette section, nous établissons des résultats sur l'opérated : u 7! div( r u) appar-
tenant a L(H3() ;H ()) , lorsque ne satisfait pas les hypothéses du Théorémé.3.3 Nous
prenons ; et » constants et nous dé nissons donc le contraste = .= 1. Nous montrons que
si l'interface présente une portion droite au voisinage de laquelle le contraste est égal al, alors
l'opérateur A n'est pas de type Fredholm, en raison d'unedistribution de singularités linéique. En
e et, nous prouvons qu'en tout point xo de la portion droite (ouverte) de , on peut construire
une suite de fonctions(u,), pour montrer que A n'est pas un opérateur de type Fredholm (voir
le Théorémel.5.3 ci-dessous). Lorsque 6 1, l'opérateur A peut ne pas étre de type Fredholm
en raison desingularités ponctuellesau niveau des sommets extérieurs ou intérieurs de l'interface.
Cette situation se produit lorsque le contraste est situé dans un intervalle, appeléntervalle critique,
contenant 1 (voir le Théoreme 1.5.5ci-dessous). Dans ce dernier cas, mentionnons ici que le cadre
Fredholm peut étre recouvré en travaillant dans un autre cadre fonctionnel queH? (cf. Chapitre 5).
En n, nous présentons deux con gurations plus exotiques dans le ¥.5.4

1.5.1 Domaine symétrique

Ci-dessous, nous travaillons de nouveau sur le domairgymétrique  décrit dans le ¥1.2.1

Théoreme 1.5.1 (domaine symétrique & coefficients constants)
Si 6 1 alors A est un isomorphisme ;
Si = 1 alors A nest pas un opérateur de type FredholmdimkerA = 1 ).

Preuve. Sans perte de généralité, nous supposons que linterface est contenue dans la droite
d'équation y = 0 (voir la Figure 1.1).

Le Théorémel.2.1 prouve queA est un isomorphisme lorsque 6 1.

Maintenant, supposons = 1. Nous souhaitons montrer queker A est de dimension in nie. Pour
ce faire, considérongy 2 B¥2() , c'est-a-dire un élément deH=2() dont le prolongement par0 &
la droite d'équation y = 0 appartient a H™?(R). Pour k = 1; 2, dé nissons alorsuy 'unique fonction

de Hg. () vériant

8

2 u = 0 dans
> Uk =0 sur g

© Uk = g sur

Par unicité de la solution, on montre queus(x;y) = ui(x; y) p.p. dans . |l suit

1 @Ul 2 @Uz = 1( @Ul + @Uz) =0 p.p. sur

L'élément u de H3() déni par u; , = ux pour k = 1;2 satisfait div( r u) =0 dans , et donc
Au = 0. Puisque A¥™() est un espace vectoriel de dimension in nie, on déduit queker A est
également un espace vectoriel de dimension in nie. |

Remarque 1.5.2 Bien entendu, ce résultat reste vrai si I'on suppose seulement; 2 L1 ( 1) et
2(X;y) = 1(X; y) pour presque tout(x;y) 2 .
1.5.2 Interface localement droite et contraste égal a 1

Ici, est un domaine deR? qui véri e les hypothéses du paragraphe ¥.3.1

Théoreme 1.5.3 (interface localement droite & coefficients constants) Si = 1,
et s'il existe une partie non vide de l'interface qui est droite, alors I'opérateur A n'est pas de type
Fredholm.
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Remarque 1.5.4 Ce résultat reste vrai si I'on suppose seulement; et » localement constants
avec des valeurs opposées dans un voisinage de la partie droite de

Preuve. D'apres le Lemme1.3.5 si A est un opérateur de type Fredholm, alors il existeC > 0
telle que
kukysy  C KAuky 1) +kuk ;  8u2Hg() : (1.13)

En nous inspirant du contre exemple d'Hadamard pour prouver que le probléme de Cauchy dans
le demi-plan n'est pas bien posé, classiquement (voir par exempléZ7, 12§), nous allons montrer
notre résultat en contredisant (1.13).

Soit X un point appartenant a la partie droite (ouverte) de . A une rotation prés du systéme de
coordonnées, nous pouvons supposer queest localement incluse dans la droite d'équatiors = 0,
autour de x . Considérons ensuiteb > 0 su samment petit, de sorte que D :=] bl ] b

Pour n 2 N, dé nissons

g sinhn(b+ s)sinnt
ehb

2 sinhn(b s)sinnt

. 5

dans[ b0] [ bb;

un(s;t) == (1.14)

dans [O;b] [ bb):

Soit ¢ 2 Cg (R;[0;1]) une fonction de troncature paire, égale & 1 dans un voisinage de et de
support inclus dans] b;. Dénissons (s;t) := o(s) o(t). Le prolongement de u , par 0 a
, également noté u ,,, constitue un élément deH(l)() . Prouvons l'estimation ci-dessous, avedC

indépendant den :
kA (un)ky 1) C (kAunky 1py + kunkp): (1.15)

Rappelons que
KA (u n)kH 1y = sup jO r (un)irv) j
v2H}() ;kka(l)() =1
Pour v 2 H}() ,ona
(r(unp)yrv)y =(C rug;r(v)) +(unpr ;rv (rup; vr ) : (1.16)

Etudions chacun des membres du terme de droite del(16) séparément.
Premier terme :

JO runsr (v)) j Ckdiv( r un)ky 1(D)kka(1)() : (2.17)
Pour le second terme, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire :
jCunr ;rv) j CKkunkp kka(l)() : (1.18)
En intégrant par parties dans le troisieme terme, on obtient :
(run; vr ) =(up;divivr ))p: (2.19)

Remarquons que di{ v r ) appartient & L?() (et donc aL?(D)), carona vr b 2
HY( 1), vr j,2HY( 2),etenn @ =0 sur .De plus,kdiv( v r )kp C kvky(y -
Par conséquent, de 1.19), on déduit

j(run; vr o) C kunkp kka(l)() : (1.20)
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On obtient alors (1.15) en utilisant (1.17), (1.18) et (1.20 pour borner le terme de droite de (L.16).

Mais I'on peut véri er par un calcul direct que Au, =0 dansD.Eneet,sur] bBO[ ] b et
sur]o;b ] by, ona uy=0. Surlinterface, la trace deup se raccorde. De plus, puisquel, est
symétrique par rapport a l'interface et que le contraste est égale a 1, la trace normale @,u, se
raccorde également.
Remarquons quekunky  2bkunk : py <C, avecC indépendante den. Par conséquent, d'aprés
(1.15, (A(u n))n2n  est bornée dansH () . Mais I'on peut véri er, toujours par le calcul (voir
les détails avec le Lemmel.8.1), que

ku nkH(lJ() ! +1:

nt +1

Ainsi (1.13) n'est pas veéri ée. Avec le Lemmel.3.5 on déduit que A n'est pas de type Fredholm.m

1.5.3 Critere pour les sommets
Ici, est un domaine deR? qui véri e les hypothéses du paragraphe ¥.3.1

Théoreme 1.5.5 (sommet & coefficients constants) Supposons que l'on soit dans l'une des
trois con gurations suivantes :

1. il existe x' 2 Si; tel que 2] o 1=1;

2. il existe x' 2 SL, tel que 2] i1l

3. ilexistex' 2S2, telque 2 [ 1; 1=l ([.
Alors l'opérateur A :u 7! div( r u) deL(H3() ;H ()) n'est pas de type Fredholm.

Remarque 1.5.6 S'il existe x' 2 Sine [S 3 tel que = | i ou s'il existe x' 2 Sy [S 3 tel
que = 1=l i, une singularité logarithmique apparait (au lieu d'une singularité enr' comme
dans la suite). La conjecture est alors que le problemA n'est pas de type Fredholm dans ces cas.

Preuve. Concentrons-nous sur la preuve du Théoréme dans le cas 1.. Dans le reste de la démons-
tration, nous omettons l'indice '. Si = 1, le Théoréme1.5.3permet de conclure queA n'est pas
de type Fredholm. Maintenant, supposons 2] | i; 1=l i[nf 1g: nous montrons dans ce cas
gue l'estimation (1.13) ne peut étre vraie, en utilisant une idée classique de la théorie des opérateurs
elliptiques dans des domaines non réguliers (voir par exemple la partie V de la preuve du théoréme
1.2 de [L19, page 104] ou le lemme 6.3.3 de.0Z]). Pour un contraste situé dans l'intervalle critique
] 1 ; 1= i[nf 1g, on prouve (utiliser le paragraphe Y7.3.3 del3qg) qu'il existe une fonction
singuliere S(r; )= r' ' (), avec 2 R et' réguliére par morceaux, telle que div( r S) = 0.
Cette fonction singuliére appartient & L?() mais pas aH() . Introduisons ensuite la fonction de
troncature 2 C! (R:),telleque (r)=1 pourr<d=2et (r)=0 pourr>d,avecd= d déni
dans le paragraphe ¥.3.3 Dé nissons nalement Sy(r; ):= r' 17" (Yetun(r; ):= (r)Sa(r; ).
Par construction, pour n 2 N , u, appartient a H3() , et, d'aprés le lemme1.8.2,

9C > 0; 8n; kupk <C et kunkHé() n!! o1 +1: (1.21)
Pour contredire I'estimation (1.13), il reste a prouver que la suite(div( r up))n2n €St bornée dans
H () , ce qui est la partie qui nécessite le plus de travail.
Dé nissons H3,() := fu2 H3() ju=0 dans un voisinage dex'g. Puisque H},() est dense dans
H3() (voir le lemme 1.2.2 dans $5]), on a

kdiv( 1 un)ky 1y = sup jO 1 unsrv) g
v2H3,() tkvkyi, =1
: 0

3. Précisément, ontrouve' j ; = a; sinh( )+ by cosh( )et'j , = a2 sinh( )+ b, cosh( ), ou les constantes
a1, az, bi, by sont choisies pour assurer les conditions de raccord pour la trace et le ux sur l'interface
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Comme précédemment, écrivons

(ruprv)y = (Sqar ;rv (rSn; vr ) +( rSyr(v))
( Sar ;rv) +(Sy;div(vr )) (div( r Sp); v) (1.22)

Encore une fois, remarquons que diyv r ) estun élémentdelL?() carona v r j , 2 HY( 1),
vr j,2HY )et@ =0 sur .On vérie facilement que

j(Sar ;rv) +(Sy;div(vr ))j CkSpk kka%() : (1.23)

Maintenant, étudions le troisieme terme du membre de droite de {.22). Par un calcul direct, on
obtient _
div( rSp)= (2 +1=n)r' 1" ()=n:

En intégrant par parties par rapport a la variable r, on peut écrire

Ly Zy _
(div( rSp);v) = (1=n) (i +1=n)r' 2= () (v)rdrd
0, 0
z 2 z d I’i 1+1=n @T)
= (1=n) . o (2i +1=n) — () ar rdrd :
L'inégalité de Cauchy-Schwarz conduit a
Z 2 Z d 242 =n ! 1=2

. . . _ . . _ 2 -y 2 .
jC rSy;r(v)) j (C=n) . oj (2i  + 1=n)j T +1:anJ ( )j“rdrd kkaé() :
Mais,

22 Zd r 2+2=n Z

d
-2 C (o —)i2 a2 —2 2+2=n —n-
(1=n) . OJ (2i + 1=n)j i +l=nj21 ( )j“rdrd C(1=n) . r rdr C=n:

Ainsi, D
jCc rSyr(v) j C kkaé() = n (1.24)
En injectant (1.23 et (1.24) dans (1.22), on obtient nalement
kdiv( T uky 1) C(KSok +1=" 7): (1.25)

Rappelons que(Sn)nan  est bornée dand_?() . Par conséquent, la limite (1.21) et l'inégalité ( 1.25),

ainsi que le Lemmel.3.5 prouvent que A n'est pas un opérateur de type Fredholm dans le cas ou
2] 1i; 1=l i[nf 1g.

Les cas 2. et 3. du Théoremd..5.5 se traitent de fagon similaire. [ ]

Remarque 1.5.7 Faisons écho aux Remarque$.1.3 et 1.1.4 relatives a I'optimalité de la méthode
de la T-coercivité. Considérons le cas du sommet intérieur décrit dans le ¥2.3, avec, pour xer les
idées, 2]0; [. Supposons 1 et » constants. La technique de lal-coercivité permet de montrer que
A :u7' div( r u) constitue un isomorphisme deH3() dansH () (Théoréme 1.2.3) lorsque

2] 1 ; (2 =11 =2 ); O[. D'un autre c6té, le Théoréme 1.5.5 indique que A
n'est pas de type Fredholm lorsque 2] (2 )=; =(2 )[. Avec le Théoremel.1.2, nous
déduisonsinfr,2r ; KR1k? = inf r,or , KR2K? = (2 )=, résultat qui, de prime abord, n‘avait rien
d'évident. Autrement dit, nous ne pouvions pas étre plus e caces avec la technique de &coercivité.
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1.5.4 Autres cas

Présentons ici deux cas qui ne sont pas couverts par le Théorénie3.3
Tout d'abord, dé nissons le domaine :=] 1;1] ] 1;1[etlessous-domaines:=] 1;0[ ] 1;1]

et -:=]0;1 ] 1;1] (voir la Figure 1.15 a gauche). Supposons =1 dans ;, = 2dans
10;1[ ]0;1[et = 2R dans]O;1[ ] 1;0L Pour > 1, on a, pour tout d> O,
inf < su i 2] et inf j o< su :
B(O:d)\ 1 ' B(O;d)I\j 2J 2 B (O;d)\ 2J 2 B(O;d)I\D 1 !

Par conséquent, les hypothéses du Théorémk 3.3 ne sont pas véri ées et |I'on ne peut conclure que
l'opérateur A 2 L (H3() ;H *()) estde type Fredholm.

Remarque 1.5.8 Cependant, on peut construire a la main, pour cette con guration simple, un
opérateur T, parmi d'autres, qui permette de recouvrer laT-coercivité pour certains > 1. Pour
u2 H3() , dé nissons l'action de T de la fagon suivante :

ua(x;y) 2ug( x;y) dans 5:=] 1;0[ ]0;1[

L S u(xy)  2ug( x; ) dans p:=] 1;0p .

TOOY= 5 20, x wy+2u xy) uelcy)  dans ¢:=0ia[ ] 1;0[
ug(x;y) dans 4 :=]0; 1[?

avecux := uj ., pour k = a;b;c;d Nous nécrivons pas les valeurs de pour lesquelles on peut
prouver queA est un isomorphisme a l'aide de cet opérateufl car il n'est pas du tout certain que
cette construction soit optimale.

Pour < 1l,ona
inf  j o] > su 1;
B (O;d)\ 2] : B(O;d)F\) 1

et le Théoréeme1.3.3 permet de conclure queA est Fredholm d'indice 0.

Présentons maintenant un deuxiéme cas non couvert par le Théorémé&.3.3 Considérons le
domaine dénipar =] 1;1] ] 1;1][etles sous-domaines1:=] 1;0[ ]0;1[[ ]0;1 ] 1;0[
et 2:=] 1;0[ ] L1;0[[ ]0;1[ 1]0;1[ (voir la Figure 1.15 a droite). Ici, on ne peut utiliser le
Théoreme 1.3.3 car les frontieres@ ; et @ » ne sont pas lipschitziennes (voir 25, Corrigendum]).

y y

1=1 2=

=
|
H
N
|
N
=

Figure 1.15 Deux con gurations qui ne sont pas couvertes par le Théoremel.3.3: > 1la
gauche; 2 R a droite.
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1.6 Domaines de R3

Pour étudier le probléme (P ) posé dans un domaine de R3, on procéde comme en 2D. Dés
lors que I'on est en mesure d'établir des résultats dd-coercivité localement (cf. ¥1.2), on peut
montrer que l'opérateur A 2 L (H3() ;H 1()) est Fredholm d'indice zéro. La di érence principale
par rapport au cas 2D tient au fait qu'en 3D il existe une plus grande variété de géométries
particuliéres. En électromagnétisme, ces problémes scalaires 3D peuvent sembler assez péerés-
sants. Néanmoins, ils permettent de modéliser les probléemes d'électrostatique et plus important
pour nous, ils constitueront la base de I'étude des équations de Maxwell 3D (cf. Chapitr8). Les
notations que nous avons introduites en 2D sont réutilisées ici.

Nous commencgons notre étude par des cas élémentaires. Par souci de concision, nous présen-
tons les preuves uniguement lorsque les cas ne découlent pas directement du 2D.

1.6.1 Domaine symétrique

On obtient aisément le méme résultat que celui énoncé dans le Théorene2.1

1.6.2 Aréte prismatique

Introduisons les coordonnées cylindriquedr; ;z ) de sorte que les coordonnées cartésiennes
vérient (x;y;z)=(rcos;r sin ;z). Notons H > 0 la hauteur du cylindre et R > 0 son rayon.

Figure 1.16 Géométrie des arétes prismatiques : aréte interne (a gauche), aréte externe (a droite).

Aréte prismatique interne

Considérons la géométrie de la Figurd..16, a gauche. Pour0< < 2 , dé nissons

1:=f(rcos;rsin;z)j0<r<R; 0< <; 0<z<HGg;
2:=f(rcos;r sin;z)j0<r<R; < < 2; 0<z<HQg:

Théoreme 1.6.1 (aréte prismatique interne ) Supposons

max(]_:;; 2=:|"_')>| ; avec I :=max(2 ; ):

Alors, il existe un isomorphismeT 2 L (Hj()) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,
A:u7' div( r u) estun isomorphisme deHj() dansH () .
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Preuve. Dé nissons les deux opérateursR; et R, respectivement par (Riui)(; ;Z) =
us(; —( 2 ):Z) et (Roun)(; :;Z) = up(; —2 +2 :Z).Pour k =1:2, La condition
de raccord a l'interface est véri ée pourRy et donc Rk 2 R . En travaillant comme dans la preuve
du Théoréme1.2.3 on trouve kR1k2 | et kRzk2 I . On peut alors conclure avec le Théoréme
1.1.1 ]

Aréte prismatique externe

Considérons la géométrie de la Figurel.16, a droite. Pour 0< < < 2 , dé nissons

1:=f(rcos;r sin;z)j0<r<R; 0< <; 0<z<Hg;
2:=f(rcos;r sin;z)j0<r<R; < < ; O<z<H g:

On obtient un résultat identique a celui du Théoréme 1.2.7.

1.6.3 Aréte axisymétrique

Figure 1.17 Géométrie d'une aréte axisymétrique interne.

Considérons la géométrie de la Figurel.17, avec les coordonnées toroidale§; ;' ) telles que
les coordonnées cartésiennes véri entx;y;z) = (cos (R + rcos' );sin (R+ rcos' );rsin'). Ici,
R > 0 désigne le rayon du tore. Pour0<d <R et0< < 2 , dé nissons

1:=f(cos (R+rcos );sin (R+rcos );rsin')j0<r<d; O < 2; 0<'< g;
2:=f(cos (R+rcos );sin (R+rcos );rsin")j0<r<d; 0O < 2; <'< 2 9:

Théoreme 1.6.2 (Aréte axisymétrique interne ) Supposons

1+d=R 2

max( ;= 3; 2=I)>ml : avec I :=max(2 ; ):

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H3()) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,
A:u7' div( r u) estunisomorphisme deHj() dansH () .

Preuve. Introduisons les opérateursR; et R, dé nis respectivement par (Riui)(; ;) =
u(; —( 2)) et (Rau)(; ;)= ux; ;—% +2 ). Les conditions de raccord a
l'interface sont satisfaites pourR; et R».

Pour calculer la norme deR1, considéronsu; 2 Hé; 1( 1). A l'aide du changement de variables,
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dans les coordonnées toroidalegr; ;' )=(; ;—5( 2 )), nous obtenong'
z 2 2!
@R1u1) 1 @R1u1)
kr (Raup)k? = + R+ dd d
1 @Rr 2
T @@1“1) (R+ cos)dd d
2 |
z T2
2 @y 2
—— r(R+rcos ")) drd'd
, e ( E—"
t 2
2 1 @y 2
+ —— r(R+rcos ")) drd'd
. (R+rcos@—"')2 @ ( ( )
1 @y 2 2
+ - + . -
5 7@ r(R+ rcos¢ )) drd'd
Les relations
R+rcos@— ) 1+d=R ot R+ r cos 1+d=R 20001 8 2]0; |
R+ r cos 1 d=R R+rcos@— ) 1 d=R T '
impliquent kR.k>  T*9R| . Pareillement, on trouve kRok*  2*5R | . On conclut comme dans
la preuve du Théorémel.1.1 ]
Remarque 1.6.3 Si max( ;= 5; ,=71) > | , alors d'aprés le Théoreme1.6.2, A : u 7!

div( r u) est un isomorphisme deH}() dansH () pour d=R susamment petit.

Remarque 1.6.4 Nous nous sommes intéressés a l'aréte axisymétrique interne. On traiterait le
cas de l'aréte axisymétrique externe de la méme facon, et on obtiendrait un résultat similaire a celui
du Théorémel.2.7.

1.6.4 Pointe conique

Figure 1.18 Géométrie d'une pointe conique interne.

Considérons la géométrie de la Figure1.18 et les coordonnées sphériques(r; ;' )
naturellement associées, telles que les coordonnées cartésiennes Vérienfk;y;z) =
(rcos;r sin cos;r sin sin'). Introduisons R> 0et0< < . Dé nissons

1:=f(rcos;r sin cos;r sin sin');0<r<R; O <; 0 '< 2¢g;
2:= f(rcos;r sin cos;r sin sin');0<r<R; < ;0 '< 29g:

4. Voir le Y1.8.2 pour le détail des calculs.
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Théoréme 1.6.5 (Pointe conique interne ) Supposons’
(

1 > | ou ,=;>1 si =2 l+cos 1 cos
X avec I = max( X

>1 si =2 1 cos '1+cos

):

2

=4+ N+
N+ P+

> | ou 4=

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H}()) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,
A:u7' div( r u) estunisomorphisme deHj() dansH () .

Preuve. Considérons le cas =2

Dé nissons les opérateursR; et Ry tels que (Riu1)(; ;)= ui(;91() ;) et(Rau)(; ;)=
us(;g2() ;) .lci, gr estunC?! di éomorphisme de[ ; ]dans[0; ]Jtelquegi( )=0 etgy( )=
tandis que g est un C! di éomorphisme de [0; ]Jdans[ ; ]telqueg(0)= etg( )= .Notons

hy (resp. hy) linverse de g1 (resp. go).

La condition de raccord & l'interface est véri ée. Evaluons la norme deR;. Pour cela, donnons-nous
up 2 Hcl,; ,(1). En e ectuant le changement de variables(r; ;' ) = ( ;91() ;) , nous obtenons
successivement

yd P Ly p
> _ @R1uy) 1 @Riu) 1 @Ryu1) © L,
kr (Riu)k®, = . @ + - @ +( sin) 2 @ d sin d d
2
@y r2dr sin(hy( ))jh9( )jd d
7 @r Lo
1 @y ", 0, s
—————= —— r<dr sin(h h dd
. rzjh(l)( )2 @ . (h1( ) jh7( )]
1 @y ", Y
1 —(r snhi( )2 @ r<dr sin(hy( ))jhi( )jdd:
Il suit |
jh?( )i sin (ha( ) sin(hy()) . ih()j sin '
kR1k?*  max k sn Kt go; 03 K5poryisin Kt 00 05 KGRy KL 00 D

Il ne nous reste plus qu'a trouver une fonction admissible 7! hi( ) qui minimise le terme de droite.
Pour y parvenir, adoptons la stratégie suivante : choisissons une fonctioh; qui rende I'un des trois
guotients ci-dessus constant par rapport a . Nous prendrons

_ cos +1 cos jh?()jsin(hi( ) _ 1+cos o
ha( )—arccos(m cos ZW), tel que sn =T cos 8 2]0; [:
Par une étude de fonctions, on établit

sin(h ih$()j sin 1+ cos
jh3( )j sin sin(hy( ) 1 cos

Par conséquent, on akR1k> | .
Maintenant, pour R,, nous devons minimiser

i3 sin (h2( ), ., Sin(hz( ) jh3( )i sin

; [);k sin (h2( ) LYq: 0D

max kK K o Kesor o
sin LD Rg()jsin - 0

Interrogeons notre consultant Xavier Claeys a Toulouse : Pour ce probléme, il faut considérer la
projection stéréographique . Les idées de Xavier sont généralement bonnes. Ecoutons-le. Calés
rons la projection stéréographique

tan( = 2)? tan( = 2)2
G2() =2 arctan( tZ:((_Z))) de sorte que ho( ) = 2 arctan( 22¢ = 2.

tan( =2)
5. Lavaleur (1+cos )=(1 cos ) estégale au rapport de I'angle solide occupé par le matériau négatif sur I'angle
solide occupé par le matériau positif.
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On trouve

jih3( )j sin(h2( ) _osin(ha( ) 0 jh()jsin o
sin L omgOisin DY sinng(y L &2l

et donc kR2k2 1. On conclut alors comme dans la preuve du Théoremé.1.1
Lecas =2< < se traite en échangeant les réles de, et . [

Remarque 1.6.6 Le choix des opérateurs de transferR;, R, dans cette preuve peut dérouter le
lecteur. Pourtant, a ce jour, cesR1, Ry particuliers sont les opérateurs qui nous permettent d'obtenir
le plus petit intervalle critique. On ne peut pas espérer améliorer le résultat apporté par I'utilisation
de R,. En e et, pour = 1, l'opérateur A nest pas de type Fredholm. Si nous avions dé nR; a
partir de la projection stéréographique, nous aurions obtenu un résultat moins bon que celui énoncé
dans le Théorémel.6.5, i.e. nous aurions obtenu un intervalle critique plus grand. Il est assez
surprenant que l'intervalle critique ne soit pas symétrique par rapport a 1, c'est-a-dire de la
forme [ a; 1=a] aveca > 1. La conjecture est tout de méme qué\ n'est pas de type Fredholm dans
l'intervalle critique du Théoreme 1.6.5. Pour montrer ce résultat, il faut calculer les singularités,
ce qui est moins évident qu'en 2D.

1.6.5 Coin de Fichera

Dans un domaine deR3, il peut se produire que les arétes s'intersectent. Au niveau de cette
intersection, il apparait a la fois des singularités liées aux arétes et au coin, situation complexe
qgue l'on ne rencontre pas en 2D. Ici, nous considérons un exemple caractéristique d'une telle con -
guration : le fameux coin de Fichera. Dé nissons =] 1;1[3, 1 :=]0; 1[3 et ,:= n g

Théoreme 1.6.7 (Coin de Fichera ) Supposons

max( ;= 3; =1)> 7

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H3()) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,
A:u7' div( r u) estunisomorphisme deHj() dansH () .

Preuve. Construisons l'opérateur R, & l'aide de symétries® :

S ui( X;y;z) dans 1:=] 1;0[ ]0;1P
% ui(x; vy;2) dans 2:=10;1[ ] 1;0[ 10;1[
ur(X;y; z) dans  3:=]0;1[> ] 1;0[
(Raug)(x;y;2) = _ ui( % y;2) dans 4:=] 1,0F 10;1]
ul( Xy; 2) dans  3:=] 1;0[ 10;1[ ] 1;0[
u(x; y; 2) dans  §:=]0;1[ ] 1;0P
u( X,y z) dans 7:=] 1;0f
Introduisons ensuite R, dé ni par
(Rauz)(x;y;2) = uj( xy;2)+ ud(x y;2)+ ud(xy; 2)

us( X, v;z) u3( xy; z) uS(x; y; 2)
+us( x Y 2):

Ci-dessus, pour” =1 :::7, u, désigne la restriction deu a ».
On peut vérier que R; et R, satisfont la condition de raccord a linterface (les signes dans la

6. Une approche similaire a été récemment utilisée par Nicaise et Venel dans 129 pour la géométrie de R? :
=] L1f et 1:=]0;1[°.
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dé nition de R, ont été choisis pour que ce soit le cas), de sorte quB; 2 R; et Ry, 2 Ro.
On obtient alors pour tout u; 2 Hé; (1), kr (Rlul)kz2 =7 kr ulkzl. D'autre part, pour tout
us 2 Hé; ,(2),.on akr (Rzuz)kz1 7 kr u2k22. Pour montrer ce résultat, on utilise l'inégalité

( Zzl a)? 7 Zzl ax?, pour tout (a1;:::;a7) 2 R’. On termine alors comme dans la preuve du
Théoréme1.1.1 ]

Remarque 1.6.8 On peut étendre ce résultat a la dimensiord 2 N . Dé nissons :=] 1;1[,

1:=]0;1[% et 2:= n 1. L'opérateur A :u 7! div( r u) est un isomorphisme deH3() dans
H () lorsquemax( ;= 5; ,=1)>2 1. Endimension2 ona2? 1=3.En dimension 3,
ona2d 1=7.

1.6.6 Géométries générales de R3

Pour établir le caractére Fredholm de l'opérateurA dans le cas d'une interface générale dg3,
on peut de nouveau procéder par localisation, comme dans &0 8 (cf. Théoréme1.3.3). On pourrait

Figure 1.19 Un exemple de géométrie 3D qui peut étre traité par localisation.

par ailleurs donner des résultats d'optimalité pour cette méthode de laT-coercivité dans le méme
esprit que ce qui est fait dans le ¥.5. Nous n'entrons pas dans les détails car comme nous I'avons
déja exprimé, le calcul des singularités en 3D n'a rien d'évident. Commentons tout de méme le cas
du coin de Fichera. Pour simpli er, nous supposons que les coe cients ; et » sont constants, et
nous nous placons dans une situation ou le contraste = 5= ; est situé dans l'intervalle critique
[ 7; 1=7]. Autrement dit, nous nous intéressons précisément au cas qui n'entre pas dans le cadre
du Théoréme1.6.7. On distingue alors les situations suivantes.

Pour = 1, il apparait des singularités surfaciques En e et, en chaque point des faces de

l'interface, on peut construire une suite de fonctions pour montrer queA n'est pas Fredholm.

Il sut pour cela de procéder comme dans la preuve du Théorémel.5.3

Pour 2] 3; 1=3|, il apparait des singularités linéiques En chaque point des trois arétes de

l'interface, on peut construire une suite de fonctions pour montrer queA n'est pas Fredholm

a l'instar de ce qui est fait dans la preuve du Théorémel.5.5

Pour 2] 7; 1=7[, on peut imaginer qu'il apparait une singularité ponctuelle au niveau

de l'intersection des arétes de l'interface.
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1.7 Conditions aux limites de type Neumann

Jusqu'a présent, nous avons imposé une condition aux limites de Dirichlet homogéne sur la
frontiere. En utilisant un reléevement, on prouve de fagon classique que les résultats obtenus pec
demment sont également valides en imposant une condition de Dirichlet non homogene. Dans cette
section, nous nous proposons d'étudier I'in uence d'une condition de Neumann. Intéressofnsous
au probléme

Trouver u 2 HY() tel que
div( ru)=f dans ; (1.26)
@Qu=@=9g sur@

avecf 2 L2() etg2 H (@) . En multipliant par 1 dans I'équation volumique, et en intégrant
par parties, on remarque que les termes sourcdset g doivent véri er la condition de compatibilité

(f; 1) + hg;lig = O pour que le probleme(1:26) admette une solution. Ici, h; i g désigne le
crochet de dualitéH (@) H¥(@) . D'autre part, si u est une solution de(1:26) alorsu+ cste

est également une solution d€1:26). Ceci nous conduit a introduire I'espace
z

H'():= v2HY()j v=0

Rappelons que désigne l'interface entre 1 et 5. La condition de moyenne nulle sur l'interface
que nous imposons dans I'espadd? () permet d'éliminer les constantes. SIC appartient a H () ,
alors C = 0. Un peu plus loin, nous verrons un second moyen de quotienter par les constantes, plus
classique, en cherchant une solution & moyenne nulle sur. Cependant dans I'approcheT-coercivité

que nous suivons, nous avons besoin de construire des isomorphismes de I'espace variationnebas
verrons que les constructions géomeétrigues que nous avons proposeées lors de I'étude du probleme
avec condition de Dirichlet homogéne s'accordent mieux avec I'espadé! () .

En utilisant le théoréme de Rellich qui indique que l'injection de H1() dansL?() est compacte

et en se servant du fait que est connexe, on prouve en raisonnant par I'absurde le

Lemme 1.7.1 L'application (v;v9 7! (r v;r v dé nit un produit scalaire sur H*() .
Considérons alors le probléme

P Trouver u 2 H() tel que
PN a v =1v);  sv2HI()

aveca (u;v):=( rurv) etl(v):=(f;v) +hg;vig pour tout u, vdansH () .

Si u est solution de (P ) et si f et g satisfont la condition de compatibilité, alors u vérie
le probleme (1.26). Concentrons-nous sur I'étude du probléme(P ). Avec le théoréme de re-
présentation de Riesz, introduisons l'opérateur bornéA : HY() ! H!() tel que pour tout
v;v02 HY() , (r (A v);rv9) = a (v;v9. Considérons également le terme sourcé 2 H()
tel que pour tout V92 H() , (r F;r v = I(v9. L'élément u 2 H() vérie A u=F siet
seulement siu est solution de (P y).

A linstar de ce que nous avons fait pour le probléme de Dirichlet, pourk = 1;2, introduisons

I'espace des restrictions des éléments dd' () a  :
n 0
HY (k)= v v2 HY()

SiRy 2L(HY( 1);HY( 2)) etR, 2L (HY( 2);HY( 1)), nous notons

kR, k := sup kr (Ryv)k , et kR, Kk := sup kr (Rov)k ,:
V2HY ( 1);kr vk =1 V2H ( 2);kr vk ,=1

L'équivalent du Théoréme 1.1.1 pour le probléme de Neumann(P ) s'énonce de la maniére sui-
vante.
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Théoréme 1.7.2 Soit R; 2 L(H*( 1);HY( 2)) un opérateur vériant la condition de raccord
(Ryu1)j = uij pour tout ug 2 HX( 7). Dé nissons

us dans ;

T,u=
1 up+2R;u; dans »

(1.27)

Si ;=5 > kR, Kk? alors la forme a est T, -coercive : il existe une constanteC > 0 telle que

a (u;T,u) C kr uk® pour tout u2 HX() . Dans ce cas,A :H() ! H() estun isomor-
phisme.
Soit R, 2L (HY( 2);HY( 1)) un opérateur véri ant la condition de raccord (R, uz)j = Upj pour

tout u, 2 H( ). Dé nissons

upr 2R,uz dans

T,u=
2 us dans >

(1.28)
Si ,=71 > kR,k? alors la forme a est T,-coercive : il existe une constanteC > 0 telle que
a (u;T,u) C kr uk?® pour tout u 2 H() . Dans ce cas,A :H() ! H!() estun isomor-
phisme.

Preuve. Pour montrer ce résultat, il sut d'adapter la preuve du Théorénaéa 1.1.1 Mentionnons
gimplement que T, et T, sont bien a valeurs dansH'() . Eneet,ona T,u= u; =0 et
T,u= uz =0 pour tout u2 HX() . n

1.7.1 Géométries particuliéres

Reconsidérons les cas particuliers étudiés dans les paragraphi? (2D) et 1.6 (3D). En dé nis-
santR; et R, de la méme fagon queR; et Ry, on montre que A :H() ! H() constitue un
isomorphisme pour une condition sur le contraste identique a celle des Théorémés2.1 (domaine
symétrique) , 1.2.3 (sommet intérieur) , 1.2.10 (interface réguliére) , 1.6.1 (aréte pris-
matique interne ), 1.6.2 (Aréte axisymétrique interne ), 1.6.5(Pointe conique interne )
et 1.6.7 (Coin de Fichera ). En 2D, seul di ére le résultat pour le sommet extérieur . Etudions
le probléme (P ) pour cette con guration.

Rappelons la géométrie considérée. On notér; ) les coordonnées polaires. PouR > 0 et
0< < < 2 ,dénissons:

1:=f(rcos;r sin )j0O<r<R; 0< < g;
2:=f(rcos;r sin )jO<r<R; < < g:

Théoreme 1.7.3 Supposons

>

ou ,=7;>1 si =2;

[N
|
N+

>

- + — H _.

Alors, il existe un isomorphismeT 2 L (H()) tel que la formea soit T -coercive. Par consé-
quent, A :HY() ! HY() estun isomorphisme.

Preuve. Considérons le cas =2. Dénissons R; et R, les opérateurs tels que

(Ryu)(; )= u(; ——( ) 5 (Raug)(5 )= ux(52 )
D'une part, on remarque que (R, u1)j = ujj pour tout u; 2 HY( 1) et (Ryuz)j = upj pour
tout up; 2 H( ). D'autre part, on trouve kR, k? = ( )= etkR,k?=1.0n conclut alors avec

le Théoremel.7.2
Pour traiter le cas =2, on échange les réles de1 et ». [
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Remarque 1.7.4 Expliqguons pourquoi les résultats pour les problémes avec condition de Dirichlet
et Neumann di érent pour le sommet intérieur. Pour xer les idées, supposons =2. Pour
dé nir Rq, nous pouvons procéder a une symétrie par rapport a l'interface et a un prolongement par
Zéro. Cela constitue bien un opérateur a valeurs danblé; ,( 2). Pour Ry, on ne peut opérer ainsi
car cela ne donne pas un opérateur a valeurs darid! ( ), en raison du possible saut de trace en
=2 . Inversement, pour dé nir Ry, nous devons e ectuer une dilatation en de facon a véri er
la condition de Dirichlet homogéne en =0. Dans H'() , il ny a pas cette contrainte. Une simple
symétrie par rapport a l'interface sut pour construire R, .

1.7.2 Interface quelconque en 2D

Nous n'écrirons pas le processus de localisation pour I'étude du problem(@ ) car nous dé-
montrerons plus loin dans ce document deux résultats qui permettent de passer outre cette étape
technique en 2D. Pour les énoncer, introduisons avec le Théoreme de Riesz les opérateurs berné
A():HE() ' H() etA ():HY() !' HI() telsque

(r (AC)u);r v)
(r (A ()u);rv)

Avec cette notation, on aA () = A . Dans le Chapitre 7, nous montrerons queA( ): H3() !

H3() est un isomorphisme si et seulement sA (1) : HY() ! H() est un isomorphisme
(Théoréme 7.2.1). D'autre part, nous prouverons que A( ) : H§() ! H}() est Fredholm d'in-
dice zéro si et seulementsh ( 1):HY() ! H'() estFredholm d'indice zéro (Théoréme7.2.3).

(rurv) ; 8(u;v) 2 HE()  H();
( rurv) ; 8(u;v) 2 HY()  HI() :

Ceci montre que A( ) n'est pas de type Fredholm si et seulement siA ( 1) n'est pas de
type Fredholm. En utilisant les résultats du Y1.5 qui donnent des critéres pour queA( ) ne soit
pas de type Fredholm, on obtient des conditions pour queA (1) ne soit pas de type Fredholm.

Ainsi, en 2D, les problemes avec condition aux limites de Dirichlet et condition aux limites
de Neumann sont intimement liés. Ce résultat remarquable ne semble pas exister en 3D.

Remarque 1.7.5 Considérons de nouveau le cas du sommet extérieur (cf1¥.3). Supposons 1
et , constants. Fixons = et = =4. Avec le Théoremel.2.7, on prouve queA( ) est un
isomorphisme, dés que 2 ]1 ; 3[[ ] 1;0[. Le Théoréme 1.5.5 permet lui de montrer que
A( ) nest pas de type Fredholm pour 2] 3; 1[. Le Théoréme 1.7.3 indique queA ( ) est un
isomorphisme dés que 2 ]1 ; 1[[ ] 1=3;0[. Ces résultats sont donc parfaitement cohérents
avec les Théoreme¥.2.1 et 7.2.3 que nous venons de mentionner.

Remarque 1.7.6 Revenons sur le cas du sommet intérieur (cf. ¥.2.2 et Remarquel.5.7). Fixons
2]10; [. Appelons cette géométrieG. Supposons ; et ; constants. En vertu du Théoremel.2.3,
nous savons queéA( ) dé nit un isomorphisme lorsque 2] 1 ; (2 =11 =2 ); O[.
Par ailleurs, le Théoréme 1.5.5 indique queA( ) nest pas de type Fredholm pour 2] (2
=35 =(2 )[. Précisons la structure des singularités (voir la preuve du Théorémd.5.5) qui
sont responsables de cet intervalle critique.
Introduisons la géométrie du sommet extérieur (cf. ¥.2.3) avec = et un secteur, pour 1,
d'ouverture = 2. Appelons cette géométrieG1™2. Nous pouvons voir cette con guration comme un
demi sommet intérieur .
D'aprés le Théoréme1.5.5, I'opérateur associé au probléeme avec condition aux limites de Dirichlet
dans G n'est pas de type Fredholm pour 2] ( =2)=(=2); 1]=5] (2 )= ; 1]. Ceci
s'explique par l'existence d'une singularité qui sort de H* pour de telles valeurs du contraste. En
appliquant une antisymeétrie a cette singularité, on construit une singularité danss. L'existence de
cette derniére empécheA( ) d'étre de type Fredholm pour 2] (2 )= 1]
En reprenant les idées de la preuve du Théorém#.5.5, on peut montrer que I'opérateur associé
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au probléme avec condition aux limites de Neumann dan&%™2 n'est pas de type Fredholm pour
21 (=2 (=2)[=] 1, =(2 )[. En symétrisant la singularité associée a ce

probléme, on obtient une singularité danss qui permet de montrer queA( ) n'est pas de type pour
2[ 1 =(2 -

1.7.3 Travail dans l'espace des fonctions a moyenne nulle

De facon plus usuelle, nous aurions pu supprimer les constantes de l'espaces variationnel en
imposant aux fonctions d'étre a moyenne nulle sur . Introduisons l'espace

Z
Hi():= v2HY()j v=o0

L'application (v;v9 7! (r v;r v9 dénit un produit scalaire sur Hi () . Considérons alors le
probléme
Trouver u2 Hi () tel que

a (uv)= I(v);  8v2HL() (1.29)

aveca® (u;v) :=( rurv) etl(v):=(f,v) +hyvig pourtout u,vdansH} () .

Avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons I'opérateur born&* : H1 () ! Hi ()
tel que pour tout v;v02 Hi() , (r (A*v);r v9 = a*(v;v9. Le probléme (1.29 est bien posé
pour tout | 2 H# () (le dual topologique de H;& () avec la notation américaine) si et seulement
si A# dé nit un isomorphisme.

Considérons les opérateurs

P, 0 HEO) ' HI(Q t PY: HI() ! HEQ
u 7' u u= 1 © u 7 u= 1

On véri e sans di culté que P, etP” sontdesisomorphismes aveB, P* =1d 1, etP” P, =
|dH; () - Ces opérateurs vont nous permettre de prouver qu'on a des résultats identiques poux
et A%,

Proposition 1.7.7  L'opérateur A* vérie A* = P* A P, . Par conséquent, on a les deux
assertions suivantes.

L'opérateur A# :HL () ! H}() dé nitunisomorphisme sietseulementsiA :H() ! H()
constitue un isomorphisme.

L'opérateur A* : H3() ! H}() est Fredholm dindice zéro si et seulement sA : H() !
HY() est Fredholm d'indice zéro.

Preuve. Montrons A* = P* A P, . Pour tout u, vdansH; () ,ona

(r (P*(A (P, u));r v) (r (A (Pyu));r v)
(r (A (Pyu);r (PyV))

( r(Pyu);r (Pyv)) =( rurv) =(r (A*u);rv) :

Ceci permet d'obtenir le résultat de la proposition. |
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1.8 Calculs manquants

1.8.1 Calculs utilisés dans la Section 1.5

Commencons par détailler un calcul intervenant dans la preuve du Théoréem#.5.3 Soit b > O tel
que[ bybl [ bb . Reconsidérons la suitqu, ), dé nie en (1.14) et introduisons une fonction
de troncature 2 C4 (R?), égale al dans|[ b=2;b=2] [ b=2;b=2].

Lemme 1.8.1 Onaku nng() I +1 .

nt +1

Preuve. ConsidéronsD :=[ b=2;b=22] [ b=2;b=2], et écrivons

Ku ki) kr unkd k @unk3

Z b2 2 b2 sini®n(b )
2 n?co€nt — ¢
b=2 0 e2nb

Z b= Z b2 sinkn(b s
2n2 COS2 nt dt #ds
W b2 4o 0 en
b sinnb Zb2 sin®n(b s)

2n2 _+
A e 2nb

sdt

ds:

Mais, l'on a

Z o 12 Z
4 b-ZWdS = b_ze s og 2nb e?ns 4nb ds
0 ean 0
— ( 1 nb) (be 2nb)+ e 4nb(enb 1) .
20 2n 2n 2’ 2

Par conséquent, il existeC > 0, telle que pourn assez grand, on aitk u nkag() >Cn. ]

1

Présentons ensuite un calcul utilisé dans la preuve du Théorémé&.5.5 Dé nissons un(r; ) :
(r)Sn(r; ), ou est une fonction de troncature égale al pour 0 r d=2 et Sy(r; ) :
ri +1=n ( )

Lemme 1.8.2 On a kunkHl() ! +1 .
0 nl +1
Preuve. Pour obtenir ce résultat, il sut d'écrire
) Z3 Zy= o
kUnkHé() 0 r 2+2—nj@| 12 rdrd
Z 4=

C r l+2=nd
0

Cn(d=2)¥"=21 +1:
n'l

1.8.2 Coordonnées toroidales

Considérons la géométrie de la Figurd..17 et introduisons le changement de variablegx;y; z) =
(cos (R+ rcos );sin (R+ rcos );rsin'), pour R > 0. La matrice jacobienne associée a ce

changement de variables a pour expression
0 1
COS cos' sin (R+ rcos ) r cos sin'

sin cos' cos (R+rcos' ) rsin sin'
sin' 0 r cos'
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Le volume élémentaire dans les coordonnées toroidales est aloréR + r cos' ) drd'd
D'autre part, le gradient en coordonnées toroidales s'écrit

0
@u
Q@r
1 @u
R+rcos @
1@u

re'

=
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trouver u2 Hj() telque div( r u)= f . De fagon générale dans cette thése, nous
souhaitons modéliser des probléemes d'électromagnétisme mettant en jeu des structures
alliant matériaux classiques et matériaux négatifs. C'est pourquoi hous nous sommes spéci quement

D ans le Chapitre 1, nous nous sommes intéressés au probléme de transmission scaldke)

45
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concentrés sur des con gurations ou présente un changement de signe de part d'autre d'une
interface divisant le domaine borné . Nous avons proposé une technique, [&-coercivité, permettant
d'obtenir des critéres portant sur les valeurs de et la géométrie du domaine pour assurer quéP )
posséde une unique solution. En particulier, si nous appelons la forme sesquilinéaire telle que
VA
a(u;v) = rurv; pour tout (u;v) 2 H3()  H3() ;

nous avons prouvé queg(P ) est bien posé dés que est T-coercive, autrement dit, dés qu'il existe
un isomorphisme T de Hj() tel que (u;v) 7! a(u; Tv) soit coercive. Classiquement, pour montrer
qu'un probléme est bien posé, on peut utiliser la théorie de Banach Nefas Babuzka, également
appelée théorieinf sup . Puisque a est hermitienne, le probleme(P ) est bien posé si et seulement
si a satisfait une condition inf sup. Il est facile de voir que si a est T-coercive alorsa satisfait une
condition inf sup. Dans ce chapitre, nous prouverons que la réciproque est également vraie : ai
veri e une condition inf sup alors a est T-coercive. Ainsi, nous pouvons Voir laT-coercivité comme
une reformulation de la théorie de Banach Nefas Babu2ka. Cette observation simple a déja été
e ectuée dans la littérature (voir [ 140, remarque 2.1.48] ou 33, proposition 3]) mais l'idée reste
encore peu répandue.

Le deuxiéme grand axe de ce chapitre concernera l'approximation numérique de la solution
du probleme (P ) lorsque celui-ci posséde une unique solution. Nous souhaitons mettre en +uvre
les méthodes d'approximation par éléments nis de Lagrange classiques et justi er leur convergerc
Pour démontrer ces résultats de convergence, nous développerons une théorie deTlaoercivité
discréte. Pour une autre application de cette théorie, dans le cas des équations de Helmholtz et de
Maxwell classiques, nous renvoyons le lecteur ®]. Dans ce chapitre, nous présenterons également
des expériences numériques mettant en évidence les traits caractéristiques de ces probléme de
transmission avec changement de signe.

Notre plan de travail sera le suivant. Nous commencons par étudier le lien entre la théorie
infsup et la technique de la T-coercivité. Ensuite, nous expliguons comment on peut utiliser
cette approche pour justi er les méthodes d'approximation de Galerkin usuelles. Dans la Section
2.2, nous appliquons ces résultats pour étudier le problemdP ) dans quelques con gurations
de référence. Ce sera l'occasion de préciser et d'illustrer certains points du Chapitre Dans les
deux paragraphes suivants, nous proposons des méthodes de discrétisation du proble(Re). Plus
précisément, dans la Sectior2.3, nous présentons des technigues avec une contrainte sur le maillage
tandis que dans la Section2.4, nous étudions des approches ne nécessitant pas d'hypothése sur
le maillage. Nous discuterons les avantages et les inconvénients de ces di érents méthodes tout
au long de ces deux paragraphes. Dans un dernier temps, nous fournissons un jeu d'expeécies
numériques illustrant ces résultats.

2.1 Cadre général

Ci-dessous, nous rappelons quelques outils standards d'analyse fonctionnelle utilisés pour prou-
ver le caractere bien posé d'un probleme abstrait écrit sous forme variationnelle. Nous reformulons
ces outils en utilisant la théorie de laT-coercivité.

2.1.1 Point de départ

SoientV et W deux espaces de Hilbert munis des produits scalairds, )y et (; )w. Nous notons
k ky etk kyw les normes associées. Introduisoref ; ) une forme sesquilinéaire continue suy W
etf 2 W . Ici, W désigne le dual topologique deVN. Le produit de dualité est quant a lui noté
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h; i etla norme surW est dé nie par

jhf;wij

kf kw = su X
W wszn)ng kwkw

Nous nous intéressons au probléme variationnel

Trouver u 2 V tel que

a(u;w) = HF;wi; 8w2 W: (2.1)

Commencons par rappeler la dé nition classique ci-dessous.

Dé nition 2.1.1  (Hadamard) Le probléme @.1) est dit bien posési, et seulement si, pour toutf ,
il posséde une unique solutioru, qui dépend continment de la donnée :

ku kV Ckf kW ;

ol C est une constante indépendante dé.

Dé nissons l'opérateur A 2 L (V;W ) (I'ensemble des opérateurs bornés d¥ dans W ) tel que
hAu; wi = a(u; w) pour tout w 2 W. On peut reformuler le probléeme @.1) de la facon suivante

Trouver u 2 V tel que

Au = f dansW : (2.2)

Le probléme (2.1) est bien posé si et seulement sk est un isomorphismeV de W .

2.1.2 La T-coercivité, une reformulation du théoréme de Banach Nefas
Babu2ka

Le caractére bien posé du probléme2.1l) est classiquement li€ a unecondition de stabilité,
également appeléeondition inf-sup.

Dé nition 2.1.2  Soit a( ; ) une forme sesquilinéaire continue surV ~ W. Nous dirons qu'elle
satisfait une condition de stabilité si

ja(v; w)j

9 950 telleque sup %vky; pour tout v2 V: (2.3)

wawnfog KWKy
Introduisons a présent une conditiona priori intermédiaire.

Dé nition 2.1.3  Soit a( ; ) une forme sesquilinéaire continue su’V ~ W. Nous dirons qu'elle est
T-coercives'il existe un isomorphismeT:V ! W tel que

9 >0 telle que ja(v;Tv)j _kvkZ; pour toutv2 V: (2.4)

Théoreme 2.1.4 (Caractére bien posé) Soit a( ; ) une forme sesquilinéaire continue surV
W. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le probléeme (2.1) est bien posé ;
(i) la forme a véri e une condition de stabilité et mA =W ;
(i) la forme a véri e une condition de stabilité et le seul élémentw 2 W
qui satisfait a(v;w) =0 pour tout v2 V estw=0;
(iv) la forme a est T-coercive.
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Preuve. L'équivalence entre les trois premiéres assertions est classique (voir par exemplé7,
théoréme 2.6]).

(iv) =) (i) : Soit T un isomorphisme deL (V;W) tel que (v;v9 7! a(v;Tv9 soit coercive sur
V V. Puisque cette forme est sesquilinéaire et continue, d'aprés le théoréme de Lax-Milgram, il
existe un, et un seulu 2 V tel que pour tout V2 V, a(u; Tv) = H; Tv4. Or T est bijectif. Par
conséquent, il existe un, et un seul 2 V tel que pour tout w 2 W, a(u;w) = H;wi. Ceci prouve
que le probleme @.1) est bien posé.

@) =) (iv) : avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons l'isométriéw 1 w 2
L(W ;W) déniepar (Iw 1 ww;WOw = hw; w8, 8(w;w% 2 W  W. Dé nissons ensuite l'opérateur
T:=1lw . w A.Parhypothése, T est un isomorphisme deL (V;W). Pour tout v2 V, on a

a(v;Tv) = bAv; Vi = (Iw 1w Av; V)w = kTvkd, k vkZ=kT k2

Ceci montre que la formea est T-coercive. ]

Remarque 2.1.5 SupposonsW =V . Si une forme sesquilinéaire est coercive alors elle véri e une
condition de stabilité. Dans ce cas, il est facile de déterminer un isomorphismd tel que a soit
T-coercive. Il sut en e et de prendre T= |y. En résumé, on peut dire qu'une forme sesquilinéaire
est coercive si, seulement si elle edty -coercive.

Remarque 2.1.6 SupposonsW =V .

Si la forme a est hermitienne, c'est-a-dire si elle vérie a(v;w) = a(w;v) pour tout v;w 2 V, alors
la condition de stabilité (2.3) est su sante pour assurer le caractére bien posé du probléme.
Dans le méme esprit, pour une formehermitienne a, la Dé nition 2.1.3 peut se simplieren: a(; )
est T-coercive s'il existe un opérateur continuT:V ! V tel que

9 >0 telle que ja(v;Tv)j _kvkZ; pourtoutv2 V:

En d'autres termes, le fait queT soit bijectif n'est pas nécessaire. En e et, la condition précédente
implique queT est injectif. De plus, pour toutv2 V nf0g, on a

ja(v; Tv)j kvky ; )
KTvky  —Kivky VKV i Kvkvs

Donc la condition (2.3) est véri ée.

Pour résumer, dans le ca®W =V , le théoreme de Lax-Milgram donne une condition su sante pour
assurer le caractere bien posé du probleme (1), tandis que le Théoréme2.1.4fournit une condition
nécessaire et su sante qui s'écrit :

ou bien la forme a véri e une condition de stabilité et mA =V ;

ou bien la forme a est T-coercive.

2.1.3 Approximation de la solution

Supposons le probléme 4.1) bien posé. Intéressons-nous a l'approximation de la solutioru.
D'aprés le Théoréme2.1.4, il existe un opérateur T 2 L (V; W) tel que la forme a soit T-coercive.
Introduisons (V) et (Wp)n deux suites d'espaces vectoriels de dimension nie. Le parametr,
destiné a tendre vers), prend des valeurs strictement positives. De plus, ain(h) désigne la dimension
de Vy, alors on alimy, gn(h) =+ 1 , de sorte queVy approche V. Nous supposons gue cette
propriété est également véri ée pour la suite d'espace¢W),. Lorsque, pour tout h, Vi,V et
Wy, W, l'approximation est dite conforme. Dans la suite, nous ferons toujours cette hypothése.
Pour un exemple d'approximation non conforme, nous renvoyons le lecteur a5p], article dans
lequel les auteurs développent une technique d'approximation basée sur une méthode de Géla
discontinu.
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Discrétisation naturelle

La discrétisation naturelle du probléme (2.1) conduit a introduire le probléme

Trouver up 2 Vy tel que

an(un;wp) = Hp;whi; 8wy 2 Wy; (2:5)

avec des formes discrétes;, et f, (possiblement) di érentes respectivement dearestreinte aVy, Wy
et f restreinte &8 Wy. Sous forme d'opérateur, ce probléme s'écrit

(2.6)

Trouver un 2 Vy, tel que
Anpun = T dansWh;

avecAp 2 L (Vh; W,,) déni par PApvh; Whi = an(Vh; W) pour tout (Vh;wh) 2 Vi Wh,.

Ci-dessous, nous étudions la question du caractere bien posé du probleme approclé5) et nous
établissons des estimations d'erreur. Pour que le probleme2(5) soit bien posé, il est nécessaire que
la condition dimV}, = dimW }, soit véri ée : nous ferons toujours cette hypothése.

Dé nition 2.1.7 La famille de formes sesquilinéaireqan )y est dite uniformémentV,, Wy-stable
Si

9 y>0; 8h> 0; 8vy 2 Vp; sup Jan (Vh; Wh)]

kvh Ky : 2.7)
wh2Wpnfog  KWhKw y

Comme pour le probléme continu, nous écrivons une conditiom priori intermédiaire.
Dé nition 2.1.8  La famille de formes sesquilinéaireqay)n est dite uniformément T,-coercivesi?t
9 % ?>0;, 81> 0; 9Th 2L (Vh;Wh); 8Vh 2 Vp; jan(Vh; Thvn)i  ‘kvpkd etkTpk 7 (2.8)

Introduisons ensuite pour tout h > 0 et tout v, 2 Vy,,

jhf fn;whij
Consiy = sup @ —; (2.9)
Wh 2 W, nf Og kwh kw
Consgh(vh) = sup (@ ah)(Vh;Wh)J: (2.10)
Wh 2 W, nf Og KwWh Ky

Nous quali erons ces termes determes de consistancecar ils mesurent I'écart entre les formes
exactes (resp.a et f) et les formes approchées (respa, et f). On peut obtenir des estimations
d'erreur mettant en jeu ces termes de consistance. Le Théoréntz1.4 prouve que le probléme 2.5)
est bien posé dansvy, Wy. Lorsque a, est égale aa restreinte a V, Wy pour tout h > 0,
classiqguement, on utilise le lemme de Fortin (voir B2, 77]) pour montrer que la famille (ay), est
uniformément V,, Wp-stable et pour obtenir des estimations d'erreur. Avec nos notations, ce
lemme s'énonce ainsi a est uniformémentV,, Wj-stable si et seulement s'il existe °> 0 tel que,
pour tout h> Oettout v2 V, il existe p(v) 2 Vy, tel que

a( n(v);wn) = a(viwh); 8whn2Wp et k n(v)kv  %kvky:

Ci-dessous, nous proposons une approche alternative pour prouver que la famille,)n est unifor-
mémentV, Wy-stable, basée une fois de plus sur la théorie de [&coercivité.

Théoreme 2.1.9 (Caractére bien posé du probléme discrétisé) SidimVy =dimW |, et si
la famille de formes sesquilinéaireqan ), est uniformément bornée, alors les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. Notons que si Ty Vérie jan(Vh; ThVn)j *kvhkZ pour tout vy 2 Vy, alors Ty, est injectif. Puisque Vi et W
sont de dimension nie avec dimVy =dimW 1, on déduit que T, est un isomorphisme.
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() le probléeme (2.5) est bien posé el(Ahl)h est uniformément borné ;
@iy la famille (an)n est uniformémentV, Wy-stable ;
(i) la famille (ap)n est uniformément Ty-coercive.

De plus, si l'une des conditions ci-dessus est satisfaite, alors lI'erreuku  unky est bornée par

ku upky C |9I/ (ku  vpky + Consgp + Consap(Vh)) ; (2.11)
VhZVh
avec C := max iy; kiyk +1 > 0indépendante deh.

Preuve. (i) =) (iii): dé nissons Ty := IWh! wy, Anoulw, w, est l'isométrie deW,, dansWy,. La
famille de formes(ap) est uniformément bornée. Par conséquent, la famillé T, )y, I'est également.
Par ailleurs, puisque (A, Yy est uniformément bornée, il existe une constanteC; telle que, pour
tout h> 0, kT, 'k  Cj. Pour tout vy 2 Vj, on a alors

. 1
ah(Vh;Tth) = thh;Tthl = kTthk\zN @kvhk\z,:
1

Ceci prouve que la famille(an)n est uniformément Ty, -coercive.

(i) =) (i) : pour v, 2 VL nf0Og, on a

, L , : 2 2
sup  JAn(miwn) jan(vhiTave)j o kvakg — kvpky:

wh2Whnfog  KWhKw KThVhkw KThVhKkw

Ainsi, (ap)n est uniformémentV, W-stable.

(i) =) (i) : D'apres le Théoreme 2.1.4, si la famille (an)n est uniformémentV,, Wy -stable,
le probleme 2.5 est bien posé. De plus, la famille(Ahl) est uniformément bornée. En e et,
KA, Tk k fk=y.

Maintenant, concentrons-nous sur l'estimation d'erreur. Par hypothése, 2.7) est vraie pour
un certain > 0. Etant donnée vy, 2 V4, il existe wy 2 Wy, tel que

yKun  VhKy kwhky j an(un  Vh;Wp)j; et on peut véri er que

an(Un  VhiWh) = Hh o fwpi+alu viown)+(a  an)(Vh; Wh):
Il suit 1
kup vhky —(Consgn + kakku  vpky + Consan(vh));
y
ce qui conduit a (2.11), puisqueku unky k u wvpky + kup  vhky. [

Corollaire 2.1.10  Supposons qu'il existe un isomorphism& 2 L (V; W) tel que (v;v9 7! a(v; Tv9
soit coercive surV V. Supposons aussiVy, Wy etlimy gka, ak=0. Alors, la famille (an)n
est uniformément Ty-coercive pour h su samment petit de sorte que l'estimation d'erreur (2.11)
est vraie.

Preuve. En eet, on a, en notant Ty = Ty, ,

jan(Vh; Tavn)i = ja(Vh; Vi) (@n @)(Vh;Tvh)j (L K an  akkTK)kvipkG:
Il sut alors de prendre hg assez petit pour avoirka, akkTk < _ pour tout h 2]0;hg]. ]
Remarque 2.1.11 Bien entendu, si la forme a est T-coercive, siTVy, W, pour tout h > 0 et si

an est égale a la restriction dea a Vi, Wy, alors la famille (an)n est uniformément T, -coercive.
Dans ce cas le problémeZ.5) est bien posé pour touth > 0 et I'estimation d'erreur ( 2.11) est vraie.
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Discrétisation de la forme coercive

Présentons une seconde méthode pour approcher la solution du problem2.{) que nous supposons
bien posé. D'aprés le Théoreme2.1.4, il existe un opérateur T 2 L (V; W) tel que la forme a soit
T-coercive. La formea : (v;Vv9 7! a(v; Tv9 est sesquilinéaire continue et coercive suy V. Par
conséquent, a condition que l'opérateuiT soit connu explicitement?, au lieu de résoudre le probléme
(2.1) directement, on peut résoudre le probléme équivalent

Trouver u 2 V tel que

a(u;v) = HFvi; 8v2V,; (2.12)

ol f~2 V est dénie par v 7! hf; Tvi. En e et, étant donné Vy un sous-espace dé&/, on peut
résoudre le probleme approché

Trouver un 2 Vy, tel que

an(Un;Vh) = Wi vhi;  8vp 2 Vp: (2.13)

Ci-dessus, les formes sont dé nies par
8n(Vh;Wh) = an(Vh; Twh) et Hhiwhi = Wi Twhis  8Vh;Wh 2 Vi

On pgut alors utiliser le lemme de Céa (sian = &y, (vy)s fn = fj.(TVt'))). ou plus généralement le
premier lemme de Strang pour obtenir une estimation d'erreur qui s'écrit

n 0
ku unky C inf ku vth+Consfm+Consa;h(vh) : (2.14)

Vh2Vh
Dans l'estimation précédente,C > 0 est indépendante deh et de la donnéef . Les termes de
consistance sont respectivement dé nis, pour touth > 0 et tout v, 2 Vy, par
jhf™ R Whivj j(& an)(vh;Wh)j
Cons., = sup —F——; Consgh(vh) = sup :
S Wi 2V nf Og Kwh Ky > Wh 2V nfOg Kwh Ky

Remarque 2.1.12 Dans ce cas simple, on approche directement le problem@.{) dansVy (TVy).

Comparaison entre les deux méthodes d'approximation

D'un point de vue pratique, il y a une di érence fondamentale entre ce que nous appelons la
discrétisation naturelle et la discrétisation de la forme coercive. En e et, pour la discrétisation
naturelle, lI''somorphisme T est simplement un outil théorigue et son action n'est pas implémentée
dans le code de calcul. A l'inverse, la discrétisation de la forme coercive nécessite la diggagtion de

T. L'avantage de cette derniére approche réside dans le fait que la démonstration de la convergence
de la méthode est obtenue directement.

2.2 Application au probléme de transmission scalaire : caractéere
bien posé
2.2.1 Notations

Revenons au probléme de transmission scalaire entre un matériau positif et un matériau négatif
gue nous avons étudié dans le Chapitrd. Rappelons-en les caractéristiques principales. Donnons-
nous un domaine borné deR? tel que = 1[ 2,00 1 et , sontdeux domaines véri ant

2. Par T estconnu explicitement , il faut entendre que l'action de T sur les élémentsv, 2 Vi, peut étre calculée
facilement.
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1\ 2 =;. Nous supposons que les frontiere® , @ 1 et @ » sont des polygones (connexes). Pour
k=1;2, introduisons ¢ .= @ \ @ k. Nous appelons interface I'ensemble:= @ 1n 1= @ 2n ».
De facon générale, siO est ouvert de R?, nous notons (; )o les produits scalaires del?(O) et
(L?(0))?, et k ko les normes associées.

Le probléeme que nous étudions est le suivant

Trouver u 2 H}() tel que Trouver u 2 H}() tel que

a(u;w) = H;wi; 8w 2 HY() ’ div( ru)=f dansH () (2.15)

aveca(u;w) = ( r u;r w) . Ci-dessus,H}() désigne I'ensemble des éléments dg'() dont la
trace est nulle sur@ tandis que H () note le dual topologique deH3() :H ():=H ()

En d'autres termes, avec les notations que nous avons déja introduites dans ce chapitre, noagons
V=W=HJ}) etV =H () .Nous notonsk ky = k kyw = kr k . Pourk =1;2 ona
Vi = fv; . 1 v2 H§() g munide la semi-normekvky, = kr vk ,. Nous utiliserons de nouveau
les espaces d' opérateurs de transfert

R:i=fR1 2L (Vl;Vz) R1V1j = V1j 1 8vy 2 Vlg
et Ry:= fRz 2L (Vz;Vl) R2V2j = V2j ; 8vp 2 Vng
Pour simpli er la présentation, nous supposerons que 1 := j , et 2:= | , sont des constantes

vériant ;> Oet , < 0. De facon générale, pour toute fonction mesurables, nous dé nissons
Vk =Y k=1;2.

Dé nition 2.2.1  Nous appelonscontraste le rapport = ,= 1.

2.2.2 Exemples

Exemple de la cavité. Nous illustrons ci-dessous, sur un cas pratique, la di érence entre les
résultats fournis par les Théorémesl.1.2 et 1.4.2 Rappelons que le Théorémel.1.2 fournit une
condition su sante pour que l'opérateur A :u 7! div( r u) soit un isomorphisme deH}() dans
H () . Le Théoréme1l.4.2 donne un critére pour queA soit Fredholm d'indice zéro.

Considérons la cavité (voir la Figure2.3) dé nie par = f(x;y) 2] a;bif ]0;1fg, 1:=] &;0[ ]0;1]
et ,:=]0; ]JO;1l[aveca > Oetb > 0. L'interface  est alors égale au segmeritOg ]0;1[. Sans
perte de généralité, nous supposona b. On traite le cas a < b en échangeant les roles de ; et
de .

D'aprés le Théorémel.4.2 (ici Sinx = S2, = ;), l'opérateur A est Fredholm d'indice O dés
lorsque = ,=:6 1

Lorsque = 1, l'opérateur A n'est pas de type Fredholm. En particulier, sia= b, on a
dimkerA = 1 . Maintenant, supposonsa 6 b. Prouvons queA est injectif. Considéronsu un
élément dekerA. Dénissonse:= u; Uy ssur] bO[ ]0;1] avecs(x;y) =( X;y). Cet
élément e satisfait les équations suivantes :

e=0 dans ] bO[ ]0;1]; e=0 sur et @e=0 sur

Remarquons que 1@Qu; = >@uy sur et donc @e = 0 sur . Notons que ce résultat
n'est vrai que parce que = 1. Le théoréme de Holmgren (voir le lemme 4.15 danslL]7])

implique e = 0 dans] b;O[ ]0;1[ Puisque u, = 0 sur fbg ]0;1[, on déduit u; = 0 sur
f bg ]O;1[ Dé nissons ~:=] a, H 1]0;1 Ona wup =0 dans ~etu; =0 sur @. Par
conséquent,u; = 0 sur ~. Toujours en vertu du théoréme de Holmgren, cela prouvas = 0

dans . Ainsi, lorsque = 1letlorsquea6 b, A est injectif. Puisque A n'est pas de type
Fredholm, on déduit queim A n'est pas fermée dandd () .
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Etudions les con gurations pour lesquellesA est un isomorphisme. Pour cela, introduisons les
opérateursR1 : V1! Vo etRy:Vy! Vi tels que

Ruv)(xy)= vi( ax=hiy) et (Rava)(xiy) = ;2( x) z:nonb X, (@216)

pour tout vi 2 Vi, V2 2 Vo. OnaR; 2 Ry, Ry 2 Ry, kR1k?> = a=bet kRyk? = 1. Par
conséquent, d'aprés le Théorémel.1.2, A est un isomorphisme deHj() dansH () dés
que 2[ 1; b=4.

Pour cette géométrie particuliére, on peut étudier plus précisément la question de l'injectivité
de A quand 2] 1; b=d (a6 b). Considéronsu un élément deH}() tel que Au =0. Le
couple (uz; uy) véri e les équations

0 sur;
0 sur

up = 0 dans g; up Uup
up = 0 dans 1Qur  2@Qu2

En décomposantu; et u, en série de Fourier (la famille defy 7! sin(ny )gi_; est une base
de L2(]0; 1)), on obtient

b3 *
ui(x;y) = uf sinh(n (x+ a))sin(ny ) et ux(x;y)= uysinh(n (x b)sin(ny);
n=1 n=1

ou uf et uj sont des constantes. De plus, les conditions de transmission impliquent,

uf sinh(n a) = uj sinh(n b)

8n2 N uj 1coshpa) uj 2coshib) -

(2.17)

Pour chaquen 2 N , il existe une solution non triviale au systeme @.17) (en (uf;u})) si et
seulement si

tanh(nb) _

2sinh(na)cosh(hb)+ ;sinh(nb)cosh(ha)=0 , anh(na)

En conséquence,A est un isomorphisme deHj() dans H () si et seulement si
2f tanh(nb)=tanh(na);n2 N g[f 1lg.

Pour n 2 N et = tanh(n b)=tanh(n a), l'opérateur A est Fredholm d'indice zéro
avec un noyau de dimension égale a un. La fonctioh, dé nie par
8
2 sinh(n (x+ a))sin(ny) sur 1
' 1Y) = sinh(n a
n6Y) = #sinh(n (x b)sin(ny) sur -

sinh(n b)

constitue alors une base déerA.

Remarque 2.2.2 La fonction g : z 7! tanh(z b)=tanh(z a) est continue, strictement
décroissante surR; (pour a > b) et g(1) = tanh( b)=tanh( a) < b=atandis que
limz +1 9(z2)= L

Exemple du coin intérieur. Considérons la géométrie de la Figure2.4. Plus précisément,
dénissons :=] 1;1[ ] 1;1[ ,:=]0;1[?et 1:= n 5. D'aprés le Théorémel.4.2 I'opérateur
A est Fredholm d'indice 0 dés que = ,=1 2[ 3; 1=3]. Comme dans [29, introduisons les
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A est un isomorphisme de H() dans H ()
| A est Fredholm dindice 0 avec un noyau de dimension 1
® A n'est pas de type Fredholm

Figure 2.1 Résumé des propriétés de l'opérateurA pour la cavité en fonction de la va-
leur du contraste 2 C . Pour cette cavité a > b et les points en vert sont situés en
( tanh(n b)=tanh(na);0) avecn 2 N .

opérateursR; : V1! VoetRy:V,! Vi tels que

(Rav1)(X;y) vi( X y)+ vilx y)  vi( X y) pour vy 2 Vy; (2.18)

8
3v2( x;y)  sur] 1;0[ ]O;1[
(Rav2)(x;y) = 5 Va(X; Y) sur]o;1[ 1 1;0[ pour v, 2 V! (2.19)
“vo( X; y) sur] 1;0pP
OnaR12R1, Ry 2R, kR1k? = 3 et kRok? = 3. Ainsi, d'aprés le Théorémel.1.2, A est en fait un

isomorphisme deHy() dansH () désque = ,=32[ 3; 1=3]. Le Théorémel.5.5prouve
lui que A n'est pas de type Fredholm lorsque 2] 3; 1=3]|.

C oo TTTmmmmm e e k
: ) l
| : |
| : |
. _ 50l 6600000000000000000 > :
I .
| 3 1 1=3 :0 1
° |
: ' 1
: A est un isomorphisme de H() dans H () :
: B Anest pas de type Fredholm :
| |

Figure 2.2 Résumé des propriétés de l'opérateuA pour le sommet intérieur de la Figure2.4 en
fonction de la valeur du contraste 2 C .

2.2.3 Reégularité de la solution

Jusqu'a la n de ce chapitre, nous supposons le probléeme2(15) bien posé. Considérons un terme
source dansL?() . Nous nous concentrons donc sur le probléme

Trouver u 2 H3() tel que
) = ( f : 10y - (2.20)

a(uuw)=(f;w) ; 8w2 Hg() :

Résumons ici quelques résultats concernant la régularité de la solution 2 H3() du probléme

(2.20. Nous les démontrerons dans le Chapitre8. Nous les énonc¢ons ici car ils seront utiles pour
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établir les estimations d'erreur. Classiquement (voir [LO9, volume 1, chapitre 2], B8, théoréme 2.1.3]
et, pour I'étude au voisinage des sommets extérieurs 8B, théoreme 2.1.4]), on a le résultat de
régularité intérieure suivant.

Proposition 2.2.3  Soit O un ouvert de tel queO ne rencontre pas l'interface . Alors la solution
u du probléme @.20) appartient & H*$(0), avec I'estimation

ou la constante C est indépendante def , et s 2]0; 1] dépend uniquement de l'ouverture des coins
situés sur la frontiére®,

Au voisinage de linterface, l'opérateurv 7! div( r v) n'est plus elliptiqgue et les résultats de

régularité ne sont pas classiques. Cependant, les techniques usuelles basées sur les fibamees de

Fourier et de Mellin peuvent encore étre utilisées (cf. Chapitre3). En particulier, dans un voisinage

de la partie réguliére de linterface, on peut prouver queu est localementH? de part et d'autre de
. Plus précisément, on a la

Proposition 2.2.4 Supposons = .= 16 1. Considérons un ouvertO de tel queO et
O ne rencontre aucun coin de . Alors la solution u du probléme @.20) est telle queuy 2 H2(O\ ),
k =1;2, avec 'estimation

Au voisinage d'un coin de , la régularité de u dépend a la fois de la géométrie et de la valeur du
contraste. Encore une fois, nous détaillerons tout ceci dans le Chapitrd. Cependant, pour résumer,
puisque nous avons supposé le probleme.5 bien posé, indiquons qu'il existes 2]0; 1] tel que
ug 2 H*S(O\ ), k =1;2, avec l'estimation

ku1kH1+ S(O\ 1) + ku2kH1+ S(O\ 2) C kf k

Il est important de mentionner que s > 0 peut étre arbitrairement petit, selon le contraste et la
géométrie de l'interface. Bien entendu, cela aura des conséquences sur les vitessesaitwargence
des méthodes d'approximation. Ceci dit, nous pouvons poursuivre.

2.3 Application au probleme de transmission scalaire : approxima-
tion de la solution avec une hypothese sur le maillage

Ci-dessous, nous proposons une méthode d'approximation simple de la solution du probléme
(2.15 basée sur I'élément ni de LagrangeP;. Nous établissons en outre des estimations d'erreur.
Pour améliorer ces derniéres, nous pourrions utiliser des méthodes de ra nement de maillage ou
employer des éléments nis d'ordres plus élevés. Cependant, nous ne nous attarderons s ces
points.

2.3.1 Approximabilité

Considérons(Ty)n une famille de triangulations réguliére de . Nous supposons que pour tout
triangle , on a 1 ou bien 2.
Dé nissons la famille d'espaces de dimension nie

n (0}
Vh:= v2H}() telquevj 2 Py( ) pourtout 2Ty ;

3. Si  est convexe ou siO ne rencontre aucun coin de @ , alors on peut prendre s =1.
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ou P1( ) est I'espace des polynémes de degtésur le triangle . Considérons la famille de problémes
(indexée parh)
Trouver un 2 Vi, tel que

a(up;wn) = (f;wn) ; 8wh 2 Vi (2.21)

Dé nition 2.3.1  Nous dirons que la suite(V ), satisfait la propriété d'approximabilité si
10y - ; : -n-
8v 2 Hy() ; r|1|!mo vhlgI/h kv vth%() =0:

Dé nition 2.3.2  Pour T 2 L (H3()) , nous dirons que les maillagegTy)n sont T-conformes si
TVh  Vy pour tout h.

2.3.2 Approximation numérique : maillage T-conforme

Nous souhaitons appliquer le Corollaire2.1.10pour obtenir des estimations d'erreur. Dans cette
optique, nous avons besoin dd-coercivité sur H3() avec un isomorphismeT: H3() ! H}() tel
que TVh Vh.

Exemple de la cavité. Nous considérons ici la géométrie de la Figur.3: = f(x;y) 2
1 2;1] 10;1[g, 1:=] 2;0[ ]0;1[et »:=]0;1[ ]O;1[ Nous supposons les maillages symétriques
par rapport & := fOg ]0;1[ Comme nous l'avons fait dans le Chapitrel, travaillons avec les

opérateurs Ty, T, tels que pourv 2 H3() ,
(

\Y dans \Y; 2Rov dans
T,v = 1 1 Ty = 1 2V2 1

vo+2R1vi dans » Vo dans ! (2.22)

ou R et R, sont respectivement des éléments dB; et R». Intéressons-nous a la situation < 1.
L'opérateur T, dé ni en (2.22 a partir de R» introduit ( 2.16) est tel que T,V V. Ceci vient du
fait que nous supposons les maillages symétriques par rapport a l'interface. Par conséquent, d'aprés
le Corollaire 2.1.1Q le probléme .21) est bien posé pour chaquér > 0. De plus, on a l'estimation
d'erreur

ku uthé() Chkfk ;

car, dans cette situation, u, 2 H?( ), k = 1;2, d'aprés la Proposition 2.2.4

Le méme résultat peut étre obtenu lorsque 12 < < 0 en utilisant un maillage ad hoc et en
travaillant cette fois-ci avec Tj.

Par contre, pour 2] 1; 1=2Jnf tanh(n )=tanh(2n ); n 2 N g, nous ne pouvons pas conclure
car nous n'avons pas a notre disposition d'opérateur explicitel tel que a soit T-coercive.

Exemple du sommet intérieur. De nouveau ici, :=] L[] L1 2 :=]0;1[2 et
1:= n . En travaillant avec le maillage de la Figure 2.4, on prouve que le probléme 2.21) est
bien posé pour chaquén > 0 dés que = .= 12[ 3; 1=3]. De plus, on a l'estimation d'erreur

ku Unkyy, —Chkfk ; (2.23)

avec0<s 1 qui dépend uniguement du contraste (car I'angle du sommet intérieur a été xé).

2.3.3 Approximation numérique : maillage localement T-conforme

Dans les applications du paragraphe précédent, nous avons travaillé avec des opératelrde la
forme (
V1 dans 1 vi 2Ryvp dans 1
; Tov =

Tv =
1 Vo +2R1v;  dans Vo dans
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Figure 2.3 Maillage symétrique pour la Figure 2.4 Maillage symétrique pour le
cavité. sommet intérieur.

avecR; 2 R1, Ry 2 R,. Dans cette section, nous imposerons en pluRy 2 L (L?( 1);L?( 2))

et Ro 2 L (L%( 2);L?( 1)). Notons que cette propriété est véri ée pour les opérateurs de transfert
géométriques que nous avons introduits jusqu'a présent. La question que nous souhaitons considére
ici est la suivante : peut-on a aiblir les hypothéses du Corollaire2.1.10pour prouver un résultat de
convergence lorsquél1Vy 6 Vi ou T,V 6 Vi ? Nous allons voir que I'on peut encore montrer des
résultats de convergence lorsque le maillage est simplement localemeRt-conforme, k = 1 ou 2.
Commer&gons par clari er cette notion. Introduisons I, I'opérateur d'interpolation classique tel que

Ih(v) = i";(lh) v(aj)' i pour tout v 2 CO() . Ici, (&)i=1::m(ny Sont les n+uds (incluant les n+uds
du maillage situés sur la frontiere) et' j, i = 1:::m¢(h), sont les fonctions de base qui véri ent
"i(&) = ijj. Dénissons
(
Toc, .= V1 dans 1 . qoc, .= Vi 2n()Rzvz dans i .
1h Vo+2Ih( JRvy dans , 2T Vs dans 5 '’

ol 2 C! (";[0;1]) est une fonction de troncature telle que =1 dans un voisinage de (c'est-
a-dire qu'il existe un ouvert non videV deR?telque V et =1 surV).

Dé nition 2.3.3  Pour k = 1;2, nous dirons que les maillages sontocalement Ty-conformessi
TV, V}, pour tout h plus petit qu'un ho > 0 donné.

Proposition 2.3.4  Supposons que la formea soit Tg-coercive, que les maillages soient localement
Tk-conformes et que la propriété d'approximabilité soit véri ée. Alors, pour h su samment petit, il
existe une et une seule solutiom, au probleme @.21) avec l'estimation

ol C > 0 est une constante qui ne dépend ni db ni de f.

Preuve. Supposons que soit Ti-coercive et que le maillage soit localement;-conforme. Montrons
que la famille (an)n dé nie par an(vh;wWh) = a(vh;wp) pour tout vy, w, 2 Vi est uniformément
Vy  Vp-stable, pour h susamment petit.

Pour ce faire, nous allons d'abord prouver 'estimation, pourh assez petit,

ja(un; TOCup)j Clkuhkﬁé() Cakunkys(y Kunk ; 8up 2 Vp: (2.25)
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ou C; > Oet C, > 0sont deux constantes indépendantes db. Dé nissons I'opérateur intermeédiaire
TOC 2 L (H3()) tel que pour tout v 2 H3() ,

(
Tlocy = V1 dans ;
1= vo+2 R 1v; dans

Pour v2 H}() ,ona

a(v;T'locv) = (jjrv;rv) 2( 2jr vo;r (R V1)) , (2.26)
= (] Jrv;rv) 20 2] rva;r (Reve)) 5, 2( 2r vo; (Rave)r ) ,:
Puisque0 1 et puisque a est T1-coercive, en utilisant une inégalité de Young comme dans la

preuve du Théoremel.1.1 du Chapitre 1, on obtient I'existence d'une constanteCs > O telle que

ja(v; V) + 2(j 2jr voi (Rav)r ) ] Cgkka'cl)() : (2.27)
Par ailleurs, puisqueRy 2 L (L?( 1);L?( 2)), on peut écrire
2i(j 2r vo; (Rav)r ) L] C4kka(1)() kvk : (2.28)

En injectant (2.27) et (2.28) dans (2.26), on trouve

; . H 2 .

ja(v; TI°Cv)j Cokvkfy)  Cakvkyy() kvk :
On observe alors que, pourvy 2 Vi, on a

ja(vn; T%h)  a(vn; TSvR)j  Csk  In( Dkwut ( kvikZsy  Cohi jwza () Kvhkfa(
d'apres le corollaire 1.109 de{7]. Ainsi,
ja(vh; Toevn)i - (Cs Cej jwea () h)kvhkaé() Cakvhkyz(y kvak ;

et (2.25 est vraie pour h su samment petit.

L'estimation (2.25 sera l'outil qui va nous permettre de montrer que la famille (an)n est uni-
formément Vy,  Vy-stable. Raisonnons par I'absurde et supposons que cette derniére propriété ne
soit pas vraie. Il existe alors une suite d'espacef/)n et une suite d'éléments(vy)h, avecvy 2 Vp,
telles que

kvhkpiy =1 et sup Ja(vh; wh)j < avec |lim =0: (2.29)
0 Wh 2V nfOg kthH(l)() ht 0

Puisque (vp)n est bornée dansHj() et puisque linjection de H}() dansL?() est compacte, il

existe v dans H}() tel que (vn)n converge fortement dansL?() et faiblement dans H() vers

v. De facon usuelle, grace a la propriété d'approximabilité, on montre ques satisfait le probleme

homogéne. Par conséquent, la fonctiow est nulle. En utilisant (2.25 et I'uniforme continuité de la

famille (TI9),, on déduit que, pour h assez petit, on a

Ci1 Cokvhk  C7 p;

ou C,, C;, et C; sont trois constantes strictement positives indépendantes da. Puisque (kvpk )p, et
(' n)n tendent vers0, nous sommes conduits a une absurdité. Ainsi, la familléa,)n est uniformément
Vi Vy-stable pour h assez petit et le Théoreme2.1.9 assure que les probléemes2(21) sont bien
posés avec l'estimation 2.24). On procéde de la méme facon en travaillant avecl, quand a est
T,-coercive et quand le maillage est localement,-conforme. ]
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Figure 2.5 Maillage localement symé- Figure 2.6 Maillage localement symé-
trique pour la cavité. trique pour le sommet intérieur bis.

Remarque 2.3.5 |llsutdavoir limy o j jwz1 () h =0 dans la preuve de la Propositior?.3.4.
Par conséquent, on peut autoriser a la fonction de varier avech. Ainsi, on peut a aiblir la

condition de T-conformité pour le maillage : on a simplement besoin que le maillage sditconforme
dans un voisinage de l'interface dont l'aire tend versO en ht pour un certain t 2]0; 1=2].

Exemple de la cavité avec un maillage localement symétrique (Figure 2.5). Consi-
dérons une famille de maillages, comme sur la Figur@.5, symétriques par rapport a , dans la
région] 0:25;025[ ]O;1[ La valeur 0:25 est choisie arbitrairement. De nouveau, = f(x;y) 2

] 2;1[ 10;1[g, 1:=] 2;0[ ]0;1[et ,:=]0;1[ ]O;1[. D'apres la Proposition 2.3.4, le probléme
(2.21) est bien posé pourh susamment petit dés lors que 2[ 1; 1=2]. De plus, dans ce cas,
on a l'estimation d'erreur

ku unkyiy — Chkfk :

Exemple du sommet intérieur bis (figure 2.6). Considérons maintenant la géométrie et
le maillage de la Figure2.6. Plus précisément, dé nissons :=] 2;1[ 1 L;1[ 2 =]0;1[? et
1 := n ,. Daprés le Théoreme1.4.2 l'opérateur A est Fredholm d'indice O dés que =

2= 1 2[ 3; 1:3].
En prolongeant l'opérateur R, dénien (2.19 par Osur] 2; 1[ ] 1;1[ on trouve que A est
un isomorphisme deHj() dansH () quand < 3, de sorte que le probléme Z.21) est bien
posé pourh assez petit.
Maintenant, supposons 1=3 < < 0 et A injectif. Introduisons ¢ 2 C! (R;[0;1]) une fonction
de troncature telle que o(x) =1 pour x 1=2 et o(x) =0 pour X 1. Dé nissons : (x;y) 7!
o(X). En travaillant avec 'opérateur R; dé ni en (2.18) et la fonction , en utilisant la Proposition
2.3.4, on montre que le probléme 2.21) est bien posé pourh su samment petit.
De plus, dans les deux cas ( < 3et 1=3< < 0, A injectif), I'estimation d'erreur ( 2.23 est
vraie.

2.4 Application au probleme de transmission scalaire : approxima-
tion de la solution sans hypothese sur le maillage

2.4.1 Approximation numérique : maillage quelconque

Dans ce paragraphe, on souhaite établir un résultat d'approximation dans des con gurations
pour lesquelles le maillage n'est niT-conforme ni localement T-conforme. Dans cette situation,
le Corollaire 2.1.10 et la Proposition 2.3.4 ne permettent pas de justi er le caractére bien posé
des problémes discrets. En d'autres termes, on se demande si on peut construire une fam{li)n
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d'opérateurs discrets tels que la forme soit uniformément Ty-coercive, au moins pouth assez petit.
Des méthodes ont déja été proposées dandy et [129 pour obtenir de tels résultats. La premiére
repose sur un relévement de la trace sur l'interface. La seconde utilise l'opératelRy, = ﬁ’ZR
ol % désigne l'opérateur d'interpolation de Scott-Zhang [L41]. Plus précisément, les auteurs
appliquent l'opérateur d'interpolation de Scott-Zhang respectivement a Ryup (déni sur ) et
Roup (déni sur 1), ou R; 2 R; et Ry 2 Ro. Puisque l'opérateur de Scott-Zhang préserve les
valeurs des fonctions sur la frontiére, on a 5% (Riun) = un et $%(Raup) = up sur linterface

. La principale limitation de cette approche réside dans le fait que son domaine de validité n'est
pas clair a priori : pour une con guration quelconque, pour une valeur donnée du contraste et un
maillage général, on ne peut pas assurer que le probleme discrét.21) est bien posé, méme pouh
su samment petit. Expliquons brievement ou intervient la di culté. Introduisons les espaces

Vin = fVhj ;5 Vh 2 Vh0; Von = fVhj ;5 Vh 2 Vh0;

Ve =HG( 1)\ Vi VO =H3( 2)\ Vop:
Pour tout vin 2 Vin, dé nissons Ripvin comme l'unique solution du probléme

Trouver RinVin 2 Vop tel que RipVvin = Vip Sur et

2.30
( 1 (RunVin)ir Wh) , =( r (RVin)il Wh) ,; 8wn 2 V3: (2.30)

Pour tout h > 0, on akRipk C ou C est une constante indépendante ddr. Mais il n'y a pas de
garantie pour queinfgr,, kRink soit égal ainfr, kR1k. Par conséquent, on ne peut a rmer que les
problémes discrets £.21) sont bien posés que sous une condition relativement abstraite.

Remarque 2.4.1 Considéronsvy, 2 V4. Par construction, (cf. ( 2.30)), on a Rihvin  Rivip 2
H3( »). Donc, si de plus Ryvy, appartient & Vo, on obtient Rinvin = Rivin. Pour que cette
propriété soit vraie pour tout vip 2 Viy, il est su sant que le maillage soit T-conforme. D'apres le
Théoreme 1.1.2, pour retrouver le domaine d'applicabilité du probléme continu 2.15), il faut que
cette propriété soit véri ée pour R; de norme minimale.

2.4.2 Approximation numérique : utilisation de la dissipation

Etant donné > 0, dénissons :=(1+ isigng ) ) , et introduisons le probléme approché

Trouver u 2 H§() tel que

( ru;rv) =(fv); 8v2H3() : (2.31)

Nous pouvons voir comme un parameétre modélisant la dissipation du milieu physique. Nous
étudierons les milieux dissipatifs dans le Chapitre4. Nous justi erons alors le choix du signe de la
partie imaginaire de . En particulier, nous expliquerons pourquoi nous la considérons positive sur
tout le domaine
On véri e facilement qu'on a I'estimation

jC rvirv) joomin( 1;j 2) kvkﬁé() ; 8v 2 H3() : (2.32)
Ainsi, avec le théoréme de Lax-Milgram, on déduit que le probleme approché esbujours bien posé
pour > 0. Ci-dessous, nous faisons tendre vers 0.
Dé nissons l'opérateur A 2 L (H3() ;H ()) telquebA u ;vi = a (u ;v) pour tout v2 H() .
On a

Au=Au , A(u u)=(A A , u u=A%YA Au:

Dans cette derniére équation, nous avons utilisé le fait que le probleme2(15 est bien posé.
En remarquant quej(( )Jou;rv) j max( 1;j 2) kukHé() kkaé() pour tout u;v 2 H}() ,
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on déduit kKA Ak  max( 1;j 2j) . Par conséquent,ku u kH%() Ci1 ku kH%() avecCq =
kKA kmax( 1;j 2j). On obtient alors (1 C; )ku kH(l)() k ukH%() ce qui prouve que la suite
(u ) estbornée. De plus, on a l'estimation

ku u kHé() C2 kukHé() C3 kf k .
Introduisons ensuite une nouvelle approximation du probléme 2.31).

Trouver u,, 2 Vy, tel que

( ruyrve) =(fvn);, 8vh 2 Vi (2.33)

D'aprés (2.32), le probléme (2.33) est toujours bien posé : les discussions sur le domaine d'applica-
bilité sont super ues. On obtient en outre
C

4 :
ku  upkys —VJan:/h ku  Vhkpi s

ou C4 est indépendante de et h. L'inégalité triangulaire permet ensuite d'écrire

Cs . .
ku upkpiy kuou kg +tkuoougkyiy o Cs kfko+ —Vhlgl‘/h ku — vhkyy -
Pour conclure, il reste a estimer le termeinf,, oy, Ku vth%() . Supposons que l'on dispose d'un
résultat d'uniforme régularité de la forme ju jyies¢ ;) + ju jy+s ,) Cskfk pour s> 0 et pour
su samment petit. Ici, Cs est une constante qui ne dépend pas de. Nous montrerons ce genre
de résultats dans le ¥.4 du Chapitre 4. On obtient alors

; s .
vhlgt/h ku thH(l)() Cghkf k :

Finalement, on peut optimiser I'estimation d'erreur en choisissant = P C4Cs=C3h5™2. On obtient
alors b
ku upkysy 2 CaCaCeh®7kfk :

Insistons bien. Cette estimation tient dés lors que le problemeZ4.15 est bien posé, sans hypothése
particuliére sur le maillage.

Remarque 2.4.2 Dans lanalyse précédente, nous avons supposé > Ci, ou C; =
KA Tkmax( 1;j 2j). Il peut arriver que la valeur kA 'k soit trés grande , de sorte qu'en
pratique il est important de choisir un paramétre en = Cgh%? avecCg petit . Dans ce cas,
on a1=kA k> Cg max( 1;j 2j) h%? y compris pour des maillages grossiers.

Exemple de la cavité avec un maillage quelconque. Dans cet exemple, nous n'e ec-
tuons pas d'hypothése particuliere de symétrie pour le maillage de la cavité = f(x;y) 2
]  2;1[ ]10;1[g. Rappelons que 1 =] 2;0[ ]0;1[ et » :=]0;1[ ]0;1[ Supposons 2]

1, 1=2]nf tanh(n )=tanh(2n ); n 2 N g. Nous savons que dans ce cag, est un isomorphisme
de H}() dansH %() .

De plus, d'aprés la Proposition 4.4.1 du Chapitre 4, la solution u du probleme (2.31) satisfait
JU juz¢ )+ U juze ,) Ckfk , pour susamment petit. Par conséquent, pour une famille géné-
rale de maillages de , nous pouvons approcher l'unique solutionu du probléme (2.20) par la suite
(up)n- On a alors I'estimation d'erreur

p—

L P
pour h susamment petit si nous prenons h.
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2.5 Expériences numériques

2.5.1 Inuence du maillage pour lI'exemple de la cavité

Considérons la cavité symétrique dé nie par ;= f(x;y) 2] 1;1[ J0;1[g, 1:=] 1;0[ ]O;1[
et ,:=]0;1[ ]0;1[ La Figure 2.7 présente di érents types de maillages de ce domaine.
Considéronsu 2 H}() telle que

(x+1)2 (1+ 2) Y2 1+ 2(x+1)sin(y) sur 1
uix;y) == . : 2.34
y) (1+ 2) P alx 1sin(y) sur (2.34)
Dénissons alors f := div( r u). On peut vérier que cette fonction appartient & L2() .
Fixons 1 a 1. D'aprés les résultats du 2.2.2, le probléme @.20) est bien posé dés lors que
6 1, 1+ 2 6 0. De plus, daprés les résultats des X3.2 et ¥2.3.3 nous savons que les

problémes discrets 2.21) sont bien posés (au moins pouth su samment petit), pour le maillage
symétrique et pour le maillage localement symétrique. Cependant, jusqu'a présent, nous avons été
incapables de prouver que 2.21) était bien posé, méme pour desh assez petits, pour le maillage
non symétrique. En utilisant la dissipation, on recouvre automatiquement le caractére bien posé
des problemes discrets4.33). D'aprés la Remarque 2.4.2, nous choisissons un petit coe cient de
dissipation

Les Figures 2.8 et 2.9 représentent les résultats numériques pour un contraste = =
égal & 1:001 avec un pas de maillagen 2]10 22;10 %8[, L'erreur relative, pour les normesH§()
et L?() , est reportée en échelldog log, aveca l'ordre de convergence. Nous observons que toutes
les approches :

discrétisation naturelle pour des maillages symétriques;;

discrétisation naturelle pour des maillages localement symétriques ;

discrétisation naturelle pour des maillages non symétriques;

discrétisation avec dissipation et maillage non symétrique ;
convergent vers la solutiog exacte, bien que le contraste choisi soit proche del. L'ordre de conver-
gence le plus faible, erO(' h), comme escompté, est observé pour la discrétisation avec dissipation.
Par ailleurs, la discrétisation naturelle avec des maillages symétriques ou localement symétriques
converge avec la vitessa attendue, a savoir enO(h) pour la norme H}() et O(h?) pour la norme
L2() , ce dernier résultat étant une conséquence du lemme d'Aubin-Nitsche (cf7[]).

Pour améliorer la vitesse de convergence de I'approximation utilisant la dissipation, on peut augmen-
ter I'ordre des éléments nis utilisés (par exemple, éléments nisP, ou P3), couplé a un coe cient
de dissipation adapté. En notantm 2 f 1; 2; 3g le degré de I'élément ni, on prend ., h™ 2 pour
trouver une convergence erO(h™=2) (en e et, ici, la solution est réguliére de part et d'autre de
I'interface). Les résultats sont présentés sur la Figure2.10: encore une fois la méthode se comporte
comme prévu.
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Figure 2.7 Maillages pour la cavité : maillage non symétrique (en haut, & gauche) - maillage
symétrique (en haut, a droite) - maillage localement symétrique (en bas, au centre).
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Figure 2.8 Erreurs relatives (norme H3() ) pour di érents maillages de la cavité.
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Contraste =-1.001

1l O
s — -
- A
——A- .,
A-NA
— AL
o) o 400 A
2+ (©]
@] © @]
@]
3t o
@]
© ao

Erreurs relatives (norme L2)
A
T

6r Maillage symétrique - a =-2.0014
Maillage localement symétrique
O Maillage non symétrique
A Maillage non symétrique avec dissipation g= 10 h*? - 2 =-0.47998
L L L L L L L J
! 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2
log(1/h)

Figure 2.9 Erreurs relatives (norme L?() ) pour di érents maillages de la cavité.
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Figure 2.10 Comparaison des erreurs relatives (normeH3() ) pour di érents ordres d'élément

ni. On adapte la dissipation en fonction de l'ordre de I'élément ni.
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2.5.2 Deux propriétés caractéristiques du probleme de transmission scalaire
avec changement de signe

Protons de ce paragraphe ou nous présentons des expériences numériques pour mettre en
évidence deux propriétés caractéristiques du probléme de transmission scalaire avec changement de
signe.

Avec la Figure 2.12 (a comparer a la Figure 2.11), nous pouvons voir la cassure négative
dans la trace normale de la solution au niveau de linterface. Ceci provient bien entendu de la
condition de transmission portant sur le ux qui s'écrit @u=@= o@u=@sur . Ici, n désigne
la normale a l'interface dirigée, pour xer les idées, de 1 vers ».

Coupe en y=0

-0.02

o I
=3 =3
> =

Amplitude de la solution

-0.1

Figure 2.11 Approximation numérique de la solution u dé nie en (2.34) pour 1 =1 et ,=2.
Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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Figure 2.12 Approximation numérique de la solution u dé nieen (2.349) pour ;=1let = 2
Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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La Figure 2.13présente la solution du probléme 2.21) dans le domaine = f(x;y) 2 R? jxj+jyj
2gavec »:= f(x;y) 2 R? jx 1j+jyj 1lget 1:= n ,. Leterme sourcef vérie f =1 sur ;
etf =0 sur ,. Enprenant ;=1 et ,= 1=4, nous nNous intéressons a une con guration pour
laquelle le contraste  est situé en dehors de l'intervalle critique, égal ici d 3; 1=3]. Répétons-le,
nous n‘avons pas de résultat théorique indiquant que le probléeme2(21) posséde une unique solution
méme pour h susamment petit. Cependant, dans cette simulation nous souhaitons simplement
illustrer la présence de la singularité au niveau de l'origine. Nous verrons dans le Chapitré que
plus le contraste est proche de l'intervalle critique, plus la singularité est prononceée.

Coupe en y=0

251

15r

Amplitude de la solution
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Figure 2.13 Approximation numérique de la solution u du probléeme (2.20) pour ; = 1 et
2= 1=4. Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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Introduction

(P) trouver u 2 HJ() tel que div( ru) = f . La fonction f désigne le terme

source et représente un parameétre physique qui change de signe sur le domaine. Dans
le Chapitre 1, nous avons développé une méthode variationnelle, 1&-coercivité, permettant d'ob-
tenir des critéres portant sur les valeurs de et la géométrie du domaine pour assurer quéP )
posséde une unique solution. Dans le second chapitre, nous avons d'abord relié la techniquelae
T-coercivité a la théorie inf sup classique. Puis, nous avons présenté et justi é quelques riédes
d'approximation de la solution du probleme (P ) lorsque celui-ci est bien posé. Dans ce chapitre,
nous souhaitons étudier la question de la régularité des solutions du problén(® ). Si I'on considére
un terme sourcef plus régulier queH () , typiqguement si l'on s'intéresse au probléeme(P ) avec
f 2 L?() , peut-on prouver que la solutionu 2 Hj() posséde un supplément de régularité ? Ce
genre d'interrogations est classique en théorie des équations elliptiques. Par exemple, lorsque
est identiguement égal a un et lorsque le domaine est régulier , nous savons que la solution
du probléme (P ) avecf 2 H™() appartient & H™*2() pour m 2 N. Ce sont les fameux deux
crans gue l'on gagne pour les opérateurs elliptiques d'ordre deux. Lorsque le domainen'est pas
régulier et présente, par exemple des coins, ce résultat est faux dans le cas général. Aimsi, 2D,
si  possede un coin rentrant , c'est-a-dire si la frontiére de  présente un angle d'ouverture

R appelons que cette partie est consacrée a I'étude du probleme de transmission scalaire

67
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strictement supérieure & , il existe des termes sources dans L2() tels que la solution u du
probléme (P ) avec =1 n'appartienne pas aH?() . Dans ce cas la solutionu est un élément de

\ o<s<s oH*S() pour un certain sp > 0 dépendant uniquement de I'ouverture du coin rentrant.
Pour ces domaines, présentant des singularités géométriques, les espaces de Sobolev classitgie
type HS() ne sont pas les plus adaptés. On leur préfére les espaces de Sobolev a poids permet-
tant de mesurer plus nement le comportement des fonctions au voisinage des coins. Une théorie
compléte a été développée dans ces espaces pour étudier les équations elliptiques danddesaines
non réguliers. Les premiers travaux, a la n des années 1960, sont dus a Kondrat'ev. En particulier,
[10Q constitue l'article fondateur. Depuis, de nombreux auteurs ont participé au développement
de cette théorie et il existe une vaste littérature dans ce domaine. Citons notamment, de fagon non
exhaustive, les livres de M. Daugeq8], P. Grisvard [87, 88, S. A. Nazarov et B. A. Plamenevsky
[119. La trilogie [102, 103 115 de V. A. Kozlov, V. G. Maz'ya et J. Rossmann constitue peut-étre
l'ouvrage le plus détaillé. Par ailleurs, les deux tomes 114 de V. G. Maz'ya, S. A. Nazarov et
B. A. Plamenevsky représentent une référence dans le domaine de la théorie du développeinen
asymptotique dans les domaines singuliers localement perturbés.

Cette théorie fonctionne dés lors que le coe cient dans I'équation du probléeme (P ) est ré-
gulier. Quand appartient seulement aL! () avec borné inférieurement par une constante
strictement positive, la solution u n'est pas réguliére aux endroits ou présente des sauts. Cette
question a été étudiée par S. Nicaise et A. M. Sanding dan<.p6, 127, 12§. Dans ce chapitre, nous
voulons compléter ces travaux pour étudier des cas pour lesquels change de signe. Bien que le
probléme ne soit pas elliptique en raison de ce changement de signe, nous allons voir que nous
pouvons tout de méme adapter la théorie classique. Ce sont M. Dauge et B. Texier qui ont observe
cela dans 2] (voir également 26, 139)). Par ailleurs M. Costabel et E. Stephan dans §6] se sont
intéressés a ce probléeme par des techniques de représentation intégrale. Les résultats de régularité
gue nous obtiendrons dans ce chapitre, relativement technique, seront utiles pour plusieurs raiss.
Tout d'abord, ils permettront d'achever la théorie de l'approximation que nous avons présentée
dans le Chapitre 2. D'autre part, ils serviront dans I'étude des équations de Maxwell en 2D dans

le Chapitre 8 pour démontrer un résultat de compacité basé sur la régularité des champs. En n,
ces résultats de régularité nous donneront un premier apercu de la stratégie a mettre en place pour
dé nir un cadre fonctionnel dans lequel le probléme(P ) est bien posé lorsque l'interface présente
un coin et que le contraste est situé dans l'intervalle critique. Ce travail fera I'objet du Chapitre 5.

Pour le probléme du laplacien en 2D dans des géométries présentant des coins, il est possible
de travailler a la main , c'est-a-dire sans outil abstrait, en e ectuant d'habiles intégrations par
parties (voir par exemple [L07, 88, 110, 96]). Pour notre probléme, nous ne pourrons pas utiliser
ces techniques en raison du changement de signe de Dans notre approche, l'outil de base sera
la transformée de Mellin, que I'on peut voir comme une combinaison d'un changement de variable
et d'une transformée de Fourier. Le théoreme des résidus jouera également, dans la suite, un réle
important dans notre travail en permettant de décomposer les solutions en la somme de termes
singuliers et d'un reste régulier. Dans ce chapitre, nous prenons le temps de détailler l'usage de
la transformée de Mellin sur un cas, bien que le probléme en question ne soit pas elliptique,
relativement simple. Il faut y voir la un objectif pédagogique. Puisse ce document aider quelaqu
thésard a entrer dans cette jolie théorie!

Notre plan d'action sera le suivant. Dans la Section3.1, nous travaillerons dans une bande

in nie constituée d'une bande de matériau positif accolée a une bande de matériau négatif. Dans
cette géométrie, nous pourrons utiliser la transformée de Fourier dans la direction in nie. Dans un

second temps, en e ectuant un changement de variablead hog nous déduirons des résultats dans
des secteurs angulaires. Dans la SectioB.3, par un procédé de localisation, nous pourrons alors
énoncer des résultats dans la géométrie bornée qui nous intéressait initialement.
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Quelques notations communes a I'ensemble de ce chapitre

Dans tout ce chapitre, 1 et , désigneront deux constantes telles que; > 0 et 5, < 0. Nous
appellerons contraste le nombre = ,= 1. Pour un 2-indice = ( 1; ») 2 N2, nous notons

@l
@x@2y "

ConsidéronsO un ouvert de R?. Nous noterons sans distinction( ; )o (resp. k ko) les produits
scalaires (resp. les normes) de?(0) et (L%(0))2. Pour tout m 2 N, nous introduisons

ji= 1+ 2 et Q@ =

n (0]
H™O):= v2L%0)j@v2L%0);8 2N%jj m

, P 1=2
Nous munissons l'espacéi™(O) de la norme kkam(O) = ijm k@vké . Remarquons que
H%(0) = L 2(0). Par ailleurs, nous noteronsR, (resp.R ) lintervalle 10;+1 [ (resp.] 1 ;0.

3.1 Bande in nie

_Z £__
2

L -

t —_—— —_——
O B,

- 1 -

7 //
Figure 3.1 Notations pour la bande in nie B.
Dans ce paragraphe, nous travaillerons dans la bande in nie
B:=1f(t )2R Jajbg
aveca< Oetb>0. Introduisons B; ;= R ]a;0[[B2:= R 10;0, = R f 0g, 1:=R f aget

2:= R f bg. De facon générale, sv est une fonction mesurable suB, nous dé nissonsv; = Vjg,
et vo 1= vjg,.

En 1D, pour la section transverse, nous noterons respectivemett; ), (; )1, (; )2 les produits sca-
laires de L2(Ja; b)), L?(Ja; 0[), L2(]0; b). Par contre, pour les normes, nous maintenons les écritures
K Kjapp K Kjaop K Kpoipp- Si' - est une fonction mesurable sufla; bf, nous dé nissons' 1 := ' jja.0f €t
2= o

3.1.1 Espaces de Sobolev a poids dans la bande : dé nitions, rappels

Pour mesurer nement le comportement des fonctions a I'in ni dans la bande B, nous allons
introduire une famille d'espaces de Sobolev a poids. Pour 2 R et m 2 N, dé nissons

n 0
WM(B):= v2L3.(B)je'v2 H"(B) :

L'espaceW™(B) sera muni de la norme

kvkym gy = e'v (3.1)

H™ (B) :
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Nous noteronsW™(B) la fermeture de Cg (B) dans W™ (B).

E ectuons quelques remarques concernant ces espaces. Tout d'abord remarquons que pour tout

m 2 N, on aWJ'(B) = H™(B). En particulier, 'espace WJ(B) est égal aL?(B). Sim n 0, on

observe queW™(B) W"(B) pour tout 2 R. Par contre, si ! et 2 sont deux réels véri ant
16 2, alors d'une part W™ (B) 6 W™ (B), d'autre part W™ (B) 6 W™ (B). On peut expliquer

cette d'absence d'inclusion de la facon suivante. Poum 2 N xé, plus est grand, plus la contrainte

pour les éléments deW™(B) est forte (resp. faible) en+1 (resp. 1 ).

Pour m 1, dé nissons W™ 1:2(@) I'espace des traces des éléments d&™(B) sur la fron-

tiere @. Cet espace est muni de la norme

kvk,,m =2y T inf  kwkym g jw2 W™(B) etw= v sur @ : (3.2)
L'espaceW™ 1:2(@) est égal a I'espace des fonctions de @B telles queet v 2 H™ 72(@) et la
norme (3.2) est équivalente a la norme
— t .
kvk= e'v Hm =) (3.3)

Dé nissons la transformée de Laplacd.;, par rapport a la variable t.
O():=(Ly Vv)( )= e 'v(t)dt: (3.4)
1

Rappelons quelques propriétés de cette transformée de Laplace (ctOp, lemme 5.2.3)).

Lemme 3.1.1 1) La transformée de Laplace @.4) dé nit une application linéaire continue de
Cd (R) dans l'espace des fonctions analytiques du plan complexe. D'autre part, onla, (@v) =
Ly v pour tout v 2 Cd (R).
2) Pour tout u, v2 C¢ (R) on a la formule de Parseval
Z,., o 12 -
elu(t)v(t)dt= — a( )o( )d: (3.5)
2| <e =
L'intégration dans le terme de droite de @.5) se fait sur = = f = +1i; 2 Rg. Ainsi, la
transformée (3.4) peut étre prolongée en un isomorphisme

L2(R)! L%C )

ol L2(R) = W 9(B) est I'espace de Hilbert muni du produit scalaire dé ni par le terme de gauche
de (3.5).
3) La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule
4
1 1 t
v(t):=(L . 0() = T e o )d:

4)Siv2 L% (R)\ L%(R),avec 1< 2 alors 7! ¢()=(Ly Vv)( ) est holomorphe dans la
bande ?< <e < L

En utilisant ces propriétés, on peut démontrer le lemme d'équivalence de normes suivant (cfL(2,
lemme 5.2.4)).

Lemme 3.1.2 Pour 2 Retm 2 N, la norme (3.1) est équivalente a la norme

D=

Z
_ 1 . 2 - :2m . 2 .
kvk= o KOG km g * 1 127 KOC DKy d : (3.6)



3.1. Bande in nie 71

Ce lemme nous conduit a introduire la norme a parametre

kvk

. 1=2
kvkEm qaep + 1 1" kVKEy o 8v2 HM(lal: (3.7)

HM Qab; ) =

A xé, cette norme est équivalente & la norme deH™(Ja; b). Dans notre étude, nous aurons
également besoin du lemme 3.6.3 dé 07 donnant une norme équivalente a cette norme a parametre.

Lemme 3.1.3 Soient un élément non nul deC¢ (R) a valeurs réelles et un imaginaire pur.
Alors il existe des constantesC; et C, indépendantes de telles que pouru 2 H"(Ja; i), m 0,
on ait

2 2 X -2j 2 2 .
Cokvkim(g) K Ukimgan; ) ) Kukim § gap ~ C2kVKiym g) :
J:
ou la fonction v sur B est dé nie par v(t; )= e' (t)u( ).

On a bien entendu les mémes dé nitions et résultats pour les espaces dé nis sy et B,.

Pour m 0, dé nissons l'opérateur continuB™ : D(B™)! R(B™) tel que BMu = f avec

(fesf2) = ( 1 u; 2 u);
n 0
D(BM) = u2W(B)j(u;uz) 2 W"2(B;) W™2(By) et 1@ui= »@upsur
n (0]
R(BM) = f2L2(B)j(f1f2)2WM(B) WM™(B,) :

Insistons : ci-dessudf 1 et f, (resp. ui et uy) désignent les restrictions def (resp. u) a B; et Bo.
L'opérateur B™ est I'opérateur naturellement associé au probleme de transmission

Trouver (ui;up) 2 W™*2(B;) W™*2(B,) tel que :
1 up = fq dans B;
2 U = f2 dansBz
upy u = 0 sur (3.8)
1@u; 2@uz = 0 sur
up = 0 sur 1
u, = 0 sur o

avec (f1;f2) 2 WM™(B1) W™(B,). Notons que ce probleme de transmission n'est autre que la
réécriture de div( r u)=f ol estlafonction vériant = 1surBiet = 5 surB..

3.1.2 Bande symétrique in nie

Nous allons d'abord faire I'hypothése a = b. Autrement dit, nous supposerons queB est
symétrique par rapport a la droite f(t; 0); t 2 Rg.

Théoréme 3.1.4 L'opérateur B constitue un isomorphisme deD (B§) dansR (BJ) si et seulement
si 6 1

Remarque 3.1.5 Pour m = = 0, les espacesD(B™) et R(B™) sont relativement simples.
Onaeneet D(BY) = fu2 H}B)j(uj;uz) 2 H3(B) H?(By) et 1@u; = »@up sur g et
R(BJ) =L %(B).



72 Chapitre 3. Résultats de régularité

Preuve. Lorsque = 1, on peutconstruire comme dans la preuve du Théorem#.5.1un noyau de
dimension in nie pour B§. Ceci prouve queB{ n'est pas de type Fredholm dans cette con guration.

Nous supposerons désormais 6 1. La preuve que nous allons présenter constitue la base
de la théorie de ce chapitre. De facon non exhaustive, nous renvoyons le lecteur 0P, théoréme
5.2.2], [L14, théoreme 1.1.1] ou 119 proposition 2.2.1] pour des démonstrations analogues dans le
cas simple de l'opérateur Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet. Insistons de nouveau,
ce dernier opérateur contrairement a celui que nous souhaitons étudier est elliptique.

Donnons-nousu 2 D(B§) et notons f := BJu. En appliquant la transformée de Laplace par
rapport a t dans (3.8), on obtient pour tout 2 Ri ,
2+ @0 ) = i )
2 2+ @)0a(; ) = fa(; )
01(; 0) 02(;0) = 0 (3.9)
1@01(; 0) 2@02(; 0) = O
ai(; b =0
02(;b) = O:

Introduisons alors le symboleL ( ):D(L )! L?] bb) telquelL ()" = gavec
(1 2+d) 1 o 2+ d) 2);
" 2H§(0 BD)( 1" 2) 2 H2Q BOD  H(0;b) et 1d " 1(0)= 2d ' 2(0) :

(91; 92)
D(L )

Nous souhaitons a présent étudier les propriétés de ( ). Dans la suite, la dérivée par rapport a
la variable sera tantot notée d , tant6t 0,

Lemme 3.1.6 Si 6 1alorsL () dénit un isomorphisme de D(L ) dans L?(] b;b) pour
tout 2 Ri.

Preuve. Pour simpli er les notations, introduisons =i 2 R. Dé nissons la forme sesquilinéaire
atelle que pour tout ', dansHj( b; b)),

a; )= 109 D1+ 21 D1+ 2% Do+ 2 (2 22

Comme dans le Chapitrel, nous constatons que la formea n'est pas coercive. Nous allons donc
utiliser la technique de la T-coercivité en 1D. A cet e et, introduisons la symétrie s telle que

s( )= pour 2 [ b;b et les isomorphismes ded3(] b; b)) tels que pour' 2 H3(] b;h)),
( (
T = "1 sur ] b 0f ] T = "1 2'2 s ] boO[ .
! ",+2'1 s surlog : 2 ' 100

Pour tout ' 2 H}(] bb) et > 0, on a,
jats T)j = Gl S D+ 2 aC )it 2C % D2+ 2 2 2)2
+2 (%1 99242 2 (" 2:( 1 9)a
IO TG PRV P P (G H) PR NP [P HP) P
JaAC % 2 a2 220 4= S D1 F 2=t o
Ainsi, si 1> | 2j, il existe C > 0 indépendante de telle que

jats )i c( %9+ A5t ) 8 2Hg( bbD: (3.10)
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De méme, on montre que si 1 < | 2j, il existe C > 0 indépendante de telle que
jat; T2')j c( %9+ (vt 8 2Hy( bb: (3.11)

En procédant comme dans la preuve du Théorémé.1.1du Chapitre 1, on déduit que si 6 1,
pour tout g2 H *(Q b;h)), il existe un unique' 2 H}(] b;H) tel que

a(; )=hg;i; 8 2HQ bh:
Ici, h; i désigne le crochet de dualittd (] b)) HQ b b).

Si maintenant g est dansL?(] b;b) alors d® 1 est dansL?(] bO[) donc' 1 2 H?(] bO[). De
méme,' » 2 H?(]0; ). On peut alors armer que Si 6 1, L () est bijectif de D(L ) dans
L2( b b). PuisqueL ( ) est continu, le théoréme de Banach permet de conclure que ( ) est un
isomorphisme deD (L ) dansL?(] b; ). n

Reprenons la preuve du Théoréme.1.4 Siu2 D(BYJ) vérie BJu=f,onal ( )a(; )= f(; )
etdonca(; )= L () (; ) pourtout 2 Ri.Pour pouvoir e ectuer la transformée de Laplace
inverse, il faut contréler la norme deL ( ) 1. Attelons-nous a cette tache. Considérons 2 D(L )
et notonsg = L ()" . Supposons 1 > | »j et repartons de (.10 (le cas 1 < | 2j se traite
similairement en travaillant a partir de I'estimation ( 3.11)). On a

Cj 3¢ ) jat; T )= (T )i

En remarquant que T, est également continu deL?(] b; b)) dansL?(] b;b), on déduit que l'on a
I'estimation

j KK g C KOk iy (3.12)
avec C indépendante de . D'autre part, puisque
( 2+ d) 1= g et 2( 2+ ) 2= o
on obtient
2. C2
ainsi que
21 .

Grace a (3.10, on peut également écrire
C( %9 jal; T )i=ig;T )i
D'ou
kd "k C koK) gy (3.14)

En utilisant ( 3.12), (3.13 et (3.14), on a I'existence d'une constanteC > 0 indépendante de telle
que
K' 1Kuzq pop + § 12K 1K po  C KOK iy (3.15)

De méme, on a
K' 2kpogomp + 1 17K 2k C koK) by (3.16)

Siu2 D(BY) vérie BJu = f, les estimations @8.15 et (3.16) impliquent, pour tout 2 Ri,

KO1(; Ykpog wop * 0 17K02(: DK pop CKI(; )k b
KO2( 5 kpzgorep * 1 1 K02(: Koy CKI(; )k b
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ou C est une constante indépendante del, f et . Avec le Lemme3.1.2, on déduit que l'opérateur
B : D(BY) ! R(BJ) constitue un isomorphisme. La transformée de Laplace inverse fournit la
représentation
Z
1 t 1
ut )= 55 el fOFG )d:

0

Remarque 3.1.7 Dans [66], les auteurs obtiennent un résultat équivalent a celui du Théoreme
3.1.4 en utilisant des techniques de représentation intégrale.

En utilisant un argument classique en théorie des équations elliptiques (voirl54, théoréme 11.4.2]),
nous allons prouver que de part et d'autre de l'interface, on gagne les deux crans de régularité
caractéristiques des opérateurs elliptiques.

Théoréme 3.1.8 Pour m O, l'opérateur B§' constitue un isomorphisme deD (B{') dansR (B{')
si et seulementsi 6 1

Preuve. De nouveau, lorsque = 1, on peut construire comme dans la preuve du Théoréme
1.5.1un noyau de dimension in nie pour B{'. Dans une telle situation, l'opérateur B{' n'est pas

de type Fredholm. Concentrons-nous maintenant sur le cas 6 1. Nous allons procéder par
récurrence. Le Théoréme3.1.4 constitue |'étape d'initialisation.

Supposons queB ' soit un isomorphisme deD (Bg') dansR (B{').

Considéronsf 2 R (B{)“*l), m 0. D'aprés I'hypothése de récurrence, il existe un unique
u?2 D(B{") tel que BJ'u = f. On souhaite montrer queu appartient a D(B(',“*l). Pour ce faire, il
sut de prouver que (ug;uz) 2 H™*3(B1) HM*3(B,). Posonsv; := @uy 2 H™*1(B;) HY(By) et
Vo= @up 2 H™1(B,) HY(B,). La fonction v; posséde une trace sur la frontiére d@; et v, = 0
sur pcarup =0 sur ;. De méme, on avo =0 sur ». Le couple(vy;Vvz) Vvérie

1 V1 = @f1 dansB;

2 Vo, = @f, dansB>
vi vo = O sur
1@vi  @v2 = 0 sur
vi = O sur
vo, = 0 sur

Or (@f 1; @f ) appartient a H™(B1) H™(By). Par conséquent, d'aprés I'hypotheése de récurrence,
(v1; v2) constitue un élément deH™*2 (By) H™*?(B,) et donc (@u1; @uo) 2 HM™*2(B1) H™M*2(By).
En dérivant les équations volumiques dans 3.8), on peut écrire, pourj j m+1,

@@u;= @@uy '@f; et @@Qu= @Q@Quy ,'@fy

Le couple(uz; up) est bien dansH™*3(B;) H™*3(By). Ainsi, pour tout m 0, BY' est bijectif de
D(By') dansR(B{'). Puisque B{' est continu, le théoreme de Banach permet de conclure. |

Remarque 3.1.9 Le Théoréme 3.1.8 peut paraitre assez particulier car on impose &B d'étre sy-
métrique par rapport a la droite f (t; 0); t 2 Rg. Néanmoins, pour une interface polygonale par mor-
ceaux, en utilisant une fonction de troncature adaptée, ce résultat permet de prouver que pour un
second membre dand™ de part et d'autre de , la solution du probléme(P ), lorsqu'elle existe,
est localement (au voisinage de la partie droite de ) H™*? de part et d'autre de
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3.1.3 Bande in nie non symétrique

Nous allons généraliser ce que nous venons de voir dans deux directions. D'une part, nous consi-
dérerons le cas d'une bande in nie non nécessairement symétrique. D'autre part, nous travaillerons
dans les espaces a poidé/™(B) qui permettent de mesurer avec précision le comportement des
fonctions en 1 . Rappelons queWg'(B) = H ™ (B).

L'ouvert considéré sera
B:=1f(t; )2R Jabg

aveca < 0O et b > 0. Lorsqu'on applique la transformée de Laplace au probleme3(8), pour m 0,
il apparait le symboleL ( ):D(L)! R(L )telquelL ()" = gavec

(k) =( 1 2+dd)' 1, 2 2+ d?) p);
D(L) = " 2H{JabDj(C 1;' 2) 2 HM™2(a;0) HM™*2(0;b); 1d ' 1(0)= 2d ' 2(0) ;(3.17)
R(L) = g2L%QJa;b)j(g1;%) 2 H"(Ja;0) H™(J0; k) :

Nous dirons que 2 C est unevaleur propredeL sikerL ( ) 6 f0Og.

L'étude de l'opérateur B™ dans la bande non symétrique va reposer sur une analyse ne des
propriétés du symboleL ( ). Commencgons par montrer le lemme suivant.

Lemme 3.1.10 Fixons 2 CnR. L'opérateur L ( ) dé nit un isomorphisme de D (L ) dansR (L )
si et seulement si  n'est pas valeur propre delL .

Preuve. Si est valeur propre deL , L ( ) n'est pas injectif donc n'est pas bijectif. Supposons
maintenant que ne soit pas valeur propre deL . Alors par dé nition, L ( ) est injectif. Nous
allons prouver quelL ( ) est également surjectif. Nous pourrions utiliser laT-coercivité en 1D
comme dans la preuve du Lemme.1.6. Pour avoir plusieurs cordes a notre arc, nous présenterons
une autre démarche.

Donnons-nousg 2 R(L ). Par dé nition de R(L ), on a alors (g1;92) 2 H™(]a;0]) H™(]O; b)).

Nous allons construire’ 2 D(L ) tel que L ( )' = g. Considérons d'abord les deux problemes
indépendants
Trouver ' ¢ 2 H3(la;0)\ HM*2(]a; 0) tel que : (3.18)
1( 2+ d?) § = o surlaO[: '
Trouver ' 3 2 H§(10; ) \ H™*2(10; b]) tel que : (3.19)
A 2+ )3 = g surlo: |

Montrons brievement que chacun de ces problémes possede une unique solution. Travaillons par
exemple sur le premier. L'opérateur’ 7! d? dé nit un isomorphisme de H™*2 (Ja; 0[)\ Hj(]a; O[)
dans H™(Ja; O[). Puisque H™*2 (Ja; 0[)\ H3(]a; O[) s'injecte de fagon compacte dansi™(]a; 0[), I'al-
ternative de Fredholm nous indique que le probléme3.18) induit un isomorphisme de H™*2 (Ja; O)\
H3(la; O[) dansH™ (]a; O[) si et seulement s'il est injectif. Mais (3.18) est bien injectif car nous avons
supposé 2 CnR. On procéde de méme pour étudier le probleme3(19. Ainsi, les fonctions ' § et

' § sont bien dé nies.

Considérons ensuite le probléme

Trouver ' P2 D(L ) tel que :

wW2+d)H =0 sur Ja; o[
oAz 2+d)8 =0 sur 10; [
'70) "30) =0

1@ §(0) 2@ 3(0) = :
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avec = 1@ §(0) 2@' 5(0). Le fait d'avoir éliminé les termes sources volumiques permet de
chercher' ¥ et ' § sous la forme

"1()=Asin( ( a) et '2()=Bsin(( D)

ou A et B sont des constantes. En écrivant les conditions de transmission sur, on montre que' 2
et ' § sont dé nies de fagon unique lorsquel ( ) est injectif.

Considérons alors la fonction' telle que (' 1;'2) = (' 3+ '%'8+"'8).Ona' 2 D(L) et

L ()" = g. Ceci montre que lorsque 2 CnhR n'est pas valeur propre delL , l'opérateur injectif
L ( ) est également surjectif. Avec le théoreme de Banach, on déduit que ( ) est un isomorphisme
deD(L ) dansR (L ) pour de telles valeurs de . ]

Comme nous l'avons vu dans la preuve du Théorém@&.1.4, ce résultat n'est pas su sant. Pour
pouvoir e ectuer la transformée de Laplace inverse de 7! L 1f(; ) sur la droite = , il nous
faut également une estimation de la norme d&. ! indépendante de . C'est pourquoi, nous allons
prouver le lemme important suivant.

Lemme 3.1.11 Supposons 6 1. Il existe des constantes réelles et telles que pour tout
2 C satisfaisant les conditions

jj> et i<e j< jF=m j;

il existe un unique élément' dansD(L ) tel queL ( )’ = g, avec g donné dansR (L ). Cette
solution satisfait de plus I'estimation

K" 1K+ gagp; ) * K 2Kpmez goy; ) C KGiKum gaop, ) + KGKum o, )+ (3:20)

ou C est une constante indépendante dg et

Figure 3.2 Le Lemme 3.1.11prouve que toutes les valeurs propres d& (points rouges), pour
6 1, sont situées dans une sorte de n+ud papillon du plan complexe.

Preuve. Nous allons démontrer ce résultat avec la technique d'addition d'une variable utilisée
dans la démonstration du lemme 3.6 de2] (voir aussi [1] ou [102, théoréme 3.6.1]).

Prouvons d'abord ce résultat pour 2 Ri. Considérons et des fonctions deC¢ (R),
avec non identiguement nulle, telles que = (i.e. vaut 1 sur le support de ). Dans la
suite, et dépendront de la variablet. Donnons-nous' 2 D (L ). Introduisons la fonction v telle
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v(t; )= e'"' () (c'estici que I'on fait 'addition de la variable t).

Donnons-nous également 1 2 C& (Ja;bf;[0;1]) une fonction de troncature (pour la variable
) paire valant 1 dans un voisinage de0. Dé nissons ensuite © := 1 L. Puisque le support de
O ne rencontre pas l'interface , l'inversibilité locale de BJ' permet d'écrire

0 0 0 0 )
\Y; + \Y; C \ + \Y; : 3.21
L pmez (ay) 2 ez (5, ( 1) Hm () ( 2) Hm (B2) (3.21)

Le Théoréme3.1.8 nous indique, lui, qu'on a

vy Hm+2 (B;) + vy Hm 2 (B,) cC ( 1'w) H (By) + (v T (B) : (3.22)
Enécrivant ( 'vj)= " vi+2r( ) rvi+( ') pouri=0;letj =1;2, on obtient
(1) ey C K ViKymgay + KV ikyn sy
(V2 ynsy C Kk VoKym(gy + KV 2Kyma gy (3.23)
(  w) Hm (B1) C Kk  Vikymg,) + KVikyma g))
( W2) pyneey  C K Vokym(ay + KV akynet (g,

D'autre part, puisque °+ =1 sur]a;H], lnégalité triangulaire permet d'écrire

0 1
KV 1kyme2 (g)) Viommez gyt VL hmez sy (3.24)
KoKy g, N2 yne gyt V2 une gy
En regroupant (3.21), (3.22), (3.23 et (3.24), on déduit I'estimation

k Vlka+2 (Bl) + k Vzka+2 (Bz)

C k Vlka(Bl) + k VZka(BZ) + kV1ka+1 (Bl) + szka+1 (BZ)
Remarquons ensuite que lI'on a, grace a cet addition particuliére de la variablet

vi=(etta() = @' )+ @ ()

= et ()+e'( () e = ilter

ainsique Vo=  ,'g. En utilisant le Lemme 3.1.3 nous obtenons alors

K" 1kym+z gaop; ) + K 2Kymez gorpy; )
C kVikym+2 (g, + KVaKym2 (g,
C Kk Vikynegy * K VoKymg,) + KV iKymea @) + KV 2Kyme (g, (3.25)
C k gikymg,) + K 92Kym(g,) + KV ikymea g,) + KV 2Kymea (g,
C K gikym sy + K 92Kym () + K akymes gaop, ) + K 2Kymet oy
Mais toujours d'aprés le Lemme3.1.3 il existe C indépendante de telle que

C

K tkumegaop )+ K 2Mumo g ) g3y K tKumez gaop ) * K 2Memez gog )+ (3:26)
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En réinjectant (3.26) dans (3.25), on trouve

K" 1Kpym2 qazop, )+ K 2Kpmz gorpy; ) C kK gikym(s,) + K g2kym (g,
C

¥ 1+ ] K" 1Kyme2 qaop, ) + K 2Kpme2 gorgy; )

Ainsi, pour j j susamment grand (par exemple pour vériant j j> :=2C 1), on a l'esti-
mation (3.20). Ceci prouve que pour 2 Ri avecj j> , L () estinjectif donc bijectif d'apres le
Lemme 3.1.1Q

Traitons maintenant le cas 2 Ri. Réécrivons sous la forme = ij jeé avec
2] =2;=2[. Dénissons ~ = ij j. PuisquejTj = j j, par dé nition de la norme a para-
métre (3.7), on a

K" 1Kymez qao; ) + K 2Knmez qo; ) = K 1Kumez gaop ) + K 2Kum ez gor - -

Donnons-nous de nouvead 2 D(L ). Notonsg:= L (7)(' ). Puisque "2 Ri, pourj j> ou a
été xé dans la premiére partie de la preuve, I'estimation 3.20) donne

K 1Kim2 gao ) + K 2Kpmez qoip ) © KKym oo + KG2kum o~ = (3:27)

Mais I'on a par ailleurs

ke Okym qaop-) * K2 92Ky qouny; )

ke Gikymqaop )+ K2 G2Kpm qorny; )

~2 2\1 + ~2 2\1
1 V1 pngaog ) T 2 2 oot )

max( 1;j 2) J i*J1 €1 § K 1Kimgaog )+ K 2Kan g )

max( 1] 20)J1 €1 | K 1Ky gaor, ) * K 2Kmez o )

Ainsi, pour tout & >0, il existe > 0 susamment petit pour avoir

Kot Gikpmgaop - + K82 Gekpmgopg ) & K 1Kymez gaop; ) + K 2Kymez oy (3.28)
lorsque = ij j€ esttel quej j . De (3.27) et (3.28), on déduit
K" 1Kym 2 a0~ + K 2Kpm 2 gorpy; - C kgtkym gao ) + kO2Knm goseg; )

+C & k' 1ka+2 (]a;o[; -..) + |‘<I 2ka+2 (]O;b[; -)

En prenant &assez petit (=(2C) par exemple), on aboutit & I'estimation (3.20). Pour les tels que
jj> etjce j< j=m |, L () estinjectif donc bijectif d'aprés le Lemme 3.1.1Q Ceci conclut
la démonstration de ce lemme. ]

Nous déduisons le

Corollaire 3.1.12 Supposons 6 1. Pour tout 2 C, l'opérateur L ( ) est un isomorphisme
deD(L ) dansR (L ) si et seulement si n'est pas valeur propre delL .

Preuve. D'aprés le Lemme3.1.11, pour 6 1, il existe o 2 C tel que l'opérateur L ( o) soit
inversible. Mais pour tout 2 C, l'opérateur L ( ) diére de L ( o) d'une perturbation compacte.
Le résultat de ce corollaire découle donc directement du théoreme de Fredholm analytique. =
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Nous avons maintenant tout le matériel pour démontrer le théoreme principal de ce paragraphe.

Théoréme 3.1.13 Supposons 6 1. L'opérateur B™ dé nit un isomorphisme de D(B™) dans
R(B™M) si et seulement siL n'a aucune valeur propre sur la droite<e =

Preuve. Supposons qud. ne posséde aucune valeur propre sur la droitee = . Commencgons
par prouver que B™ est injectif. Donnons-nousu 2 D(B™) et notonsf := BMu. En appliquant la
transformée de Laplace par rapport at, on obtient

L ()oaG )= )

Le Lemme3.1.11nous indique que pour tout tel que<e = etj=m j> ,onalestimation

kO1(; Dpmez gaor; ) *+ K025 DKumez o, ) © kP2 DKumgarop ) + kP25 Dkum qoit; )

(3.29)
ol C est une constante indépendante de, u et  une constante ne dépendant que de.
Pour 2 | i +i ], L () estinversible d'aprés le Corollaire3.1.12 La continuité
deL () ! surle compact| i + i ] (voir le théoréeme 1 de [44]) nous permet d'a r-

mer, avec 3.29), que pour tout tel que <e = ,ona

ka1 (5 )kym-2 qaop )t kbz(; )Kym2 q0;b; ) C kfl\l(; YKum qacor; ) * kaZ(; YKum go;by; )

(3.30)
ou C est une constante indépendante de et u. En intégrant (3.30 sur la droite © , on déduit du
Lemme 3.1.2que siu2 D(B™) vérie BMu = f, alors on a

ku1ka+2 (Bl) + ku2ka+2 (BZ) C kf 1kwm (Bl) + kfzkwm (BZ) . (331)

Ceci montre queB™ est injectif.

On montre ensuite que B™ est surjectif en utilisant le Lemme 3.1.2, le Corollaire 3.1.12 ainsi
gue l'estimation (3.30). La transformée de Laplace inverse fournit la représentation

z
1
ut )= 5 elL Y)Hf\(; )d: (3.32)
Supposons maintenant que la droite<e = contienne une valeur propre ¢ de L . Raisonnons

par l'absurde et supposons queB™ dé nisse un isomorphisme deD(B™) dans R(B™). Dans ce
cas,(B™) 1:R(B™M)! D(B™M) est continu et il existe doncC > 0 telle que

ku1kwm+2 (Bl) + kuszm+2 (Bz) C k Ulka(Bl) + k uszm(Bz) (333)

pour tout u2 D(B™M). Introduisons 2 Cg (R) vériant (t) =1 pourt 1=2 et (t)=0 pour
t 0. Pourn2N, dénissonsu" la fonction véri ant

WG )= a®e ();

avec' vecteur propre deL ( o) et n(t):= (jtj n). Notons que , est une fonction plateau qui
vaut 1sur[ (n 1=2);n 1=2]etOsur]l ; n][ [n;+1 [. Puisque le support de , tend vers
R,on a

kUTka+2 (B1) + kngWm+2 (B2) n!! ‘1 +1: (334)



80 Chapitre 3. Résultats de régularité

D'autre part, on calcule

@( ne°t 1)+ @( neoy)
e 1@ n+2 0e" 1@t § ne1  § oneol

e ot 1(@ nt2 0@ n):

D'apres les propriétés de ,, uj est & support dans[ n; (n 1=2)] [ab[ [n 1=2;n]
[a;b. Puisque<e ¢ = , la suite ( uf)n2n reste bornée dansV™(B;). Il en va de méme pour
( uS)n2n dansW™(By). Ceci couplé a B.34) prouve qu'on ne peut avoir I'estimation (3.33). Ainsi,
'opérateur B™ ne peut constituer un isomorphisme lorsquel posséde une valeur propre sur la
droite <e = . [ ]

uf = ( neoty)

Avec le Lemme3.1.11, nous avons montré que les valeurs propres de appartiennent & un n-+ud
papillon du plan complexe pour 6 1. Nous allons préciser encore leur disposition.

Proposition 3.1.14 Le nombre 2 C constitue une valeur propre deL si et seulement si
(1+ 2)sin( (b a)=( 2 1)sin( (b+ a)): (3.35)
D'autre part, O est valeur propre deL si et seulement si
— —=0: (3.36)

Preuve. Par dé nition, si  est une valeur propre deL , il existe un élément non nul* 2 D(L )
telquel () =0.

Si  est non nul, puisque' 1 (resp.' ») vérie ( 2+ d?)' 1 =0 sur]a;0[ (resp. ( 2+ d?)' , =0 sur
10;H)), on déduit

"a( )= Asin( (@) et "2()=Bsin( (D)
ou A et B sont des constantes. Les conditions de transmission imposent de plus
Asin(a) = Bsin(b)
A i1cos(a) = B ,cos(b):

Ce systeme (les inconnues étanf et B) possede une solution non nulle si et seulement si

1cos(a)sin(b) 2cos(b)sin(a)=0
v (1t 2)sin( (b a)=( 2 1)sin( (b+ a)):

Ceci prouve la premiére partie de la proposition.

Si estnul,'qiet'yvérient '1() = A( a) et 'o() = B( b) ou A et B sont des
constantes. Les deux conditions de transmission a l'interface entrainenfa = Bbet A 1 = B .
Ainsi, 0 est valeur propre deL si et seulementsi ,=b ;=a=0. ]

Remarque 3.1.15 Ainsi, les valeurs propres deL sont égales aux zéros de la fonction entiére
(a1t 2)sin( (b a) (2 1)sin( (b+ a).

Lorsque, 6 1, pourtout a< Oeth > 0, cette fonction est non nulle. Par conséquent, d'aprés le

théoréme des zéros isolés, dans cette con guration, les valeurs propres He forment un ensemble

dénombrable possédant I'in ni comme seul point d'accumulation possible.

Lorsque = 1, pour b= a, on remarque que I'ensemble des valeurs propres tle est égal au

plan complexe tout entier. Cette situation laisse peu d'espoir pour déterminer un cadre fonctionnel

adapté pour étudier le probleme. Poub& a, I'ensemble des valeurs propres est discret. Mais dans

ce cas de gure, il n'est pas possible d'établir I'estimation 8.20) sur L ( ) 1.
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Remarque 3.1.16 Si 2 C esttel quekerL ( ) 6 fOg, la dimension dekerL ( ) 6 fOg est appe-
Iée multiplicité géométrique de la valeur propre . Pour notre probleme, la multiplicité géométrique
des valeurs propres est toujours égale a 1. Pour le vaoir, il sut de remarquer que la matrice
!
sin(a) sin(b)
1cos(a) 2cos(b)

n'est jamais égale a la matrice nulle.

3.1.4 Comportement des solutions a I'in ni

Donnons-nous deux réels 1 et 2 tels que L ne posséde pas de valeur propre sur les
droites <e = let<e = 2. Dans ce cas, d'aprés le Théorém@.1.13 les opérateurs
BM :DMBM)! RMBM)etB™ :D(BM)! R(BM) constituent des isomorphismes. Considé-
rons alorsf 2 R(B™)\ R(B™). Notons que cet ensemble est non vide : il contient notamment
Cd (B). Dénissons u 1 2 D(BM) I'élément tel que BMu 1 = f etu 2 2 D(B™) celui véri ant

Mu 2 = f. Dans ce paragraphe, nous allons donner un résultat permettant de comparer 1 et
u 2. L'outil fondamental pour y parvenir est le théoreme des résidus. Nous utiliserons largement les
résultats de la partie 5.4 de [L07 et les articles [0, 71].

Théoréme 3.1.17 Supposons 6 1.

Supposons quel ne posséde pas de valeur propre sur les droitese = let<e = 2,
1< 2 Notons 1;:::; N les valeurs propres dd. dans la bande 2< <e < L. Supposons
que pourk =1;::::N onait k(' K;' k)80, ou' Kk est un vecteur propre deL associé a la valeur

propre K. Considéronsf 2 R(B™)\ R(B™).
Alors les fonctionsu 1 2 D(B™) etu 2 2 D(B™) vériant BMu 1 =f etB"u 2 = f sont liées
par la relation

X
ui=uz2+  cexp( X)X (3.37)
k=1
ol c& est une constante ne dépendant que deet du choix de' ¥, k=1;:::;N

Remarque 3.1.18 Bien entendu, siL ne posséde pas de valeur propre dans la bande 2 <
<e < Lonaui=u 2.

Remarque 3.1.19 L'hypothése k(' %:"k) 60 pour k =1;:::;N permet de se placer dans
une situation pour laquelle les termes singuliers liantu 1 et u 2 ont une expression relativement
simple. Dans le cas ou cette hypothése n'est pas véri ée, le développemeBtdy?) fait intervenir la
chaine de Jordan associée a la valeur propreX. Pour écrire la décomposition (3.37), nous nous
servons également du fait que les valeurs propres sont de multiplicité géométrique égale a 1 (cf.
Remarque3.1.16).

Preuve. Nous allons simplement donner les grandes lignes de la preuve du Théoré®d..17. Pour
plus de détails, nous renvoyons le lecteur a la démonstration du théoréme 5.4.1 d&Op]. D'aprés
(3.32, u 1 et u 2 sont données par les formules

=

Z
ul(t;)zzli‘ elL Y()f(; )d et u-=t )=

1

e'L (Hf(; )d:

N

| 1

Or, en vertu du Lemme 3.1.1, ! f"(; ) est holomorphe dans la bande 2<<e < 1 Par
conséquent, les seules singularités de la fonction! etL 1( )f\(; ) sontles poles del (),
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Considérons un réel positif susamment grand pour qu'il n'y ait pas de valeur propre de

L dans I'ensemblef 2 Cj 2<<e < letj=m j> g. En vertu du Lemme 3.1.11, nous
savons gue c'est toujours possible. Avec le théoréme des résidus, nous pouvons écrire
l . Z l+i t 1 fA
ul(t,)—ﬁllllm . e'L *()f(; )d
- o A
—ﬁlﬂlm 2ieL (¢ )Hd
Z 2 i Z l+i | (3.38)
+ et TOfG )d - et YOG )d
i +i

X
+ Rese'L *( Y(: )
k=1 ~

<e

Figure 3.3 Contour d'intégration (en bleu) et valeurs propres du symbole (en rouge).

La premiere intégrale dans le second membre de8(38 tend versu 2 lorsque !1 . En utilisant
I'estimation du Lemme 3.1.11, on prouve que les seconde et troisieme intégrales tendent vets
(procéder comme dans le lemme 5.4.1 da (7). Il reste donc

X
ua(t, ) = ua(t )+ Rese'L YOG ): (3.39)
k=1 ~

Mais il est possible d'obtenir une représentation de la résolvante dé& au voisinage des valeurs
propres. Plus précisément, le théoréme 5.1.1 dé(7 indique que I'on a dans un voisinage de K

L ()= —

<t ) (3.40)

ouP 2L(R(L );D(L )) estl'opérateur de projection dé ni par
Pg=(g; ©)'¥%  8g2R(L);

avec K = ak' k gk étant la constante vériant (2 X' k;ak' k) = 1. D'autre part, dans (3.40), est
une fonction (a valeurs dansL(R (L );D(L ))) holomorphe dans un voisinage de K. En utilisant
(3.40 pour calculer les résidus dans .39, on obtient le résultat du théoréme. [ |
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Dans le théoréme suivant, nous allons préciser I'expression des coe cients dans la décomposition

(3.3

Théoreme 3.1.20 Supposons les hypothéses du Théorén®el.17 véri ées. Alors les coe cients
dans (3.37) sont dé nis par la formule

¢ =(fexp( k1) s; (3.41)
avec K= ak' k ak étant la constante vériant (2 X' k;ak' k) =1,
Preuve. Introduisons 2 C?! (R) une fonction de troncature telle que (t) = 0 pourt t; et
(t)=1 pourt ty.lci, t; ett, sont deux réels arbitraires satisfaisantt; <t ,. D'aprés (3.37), on a
: X KA kye K
div(r((u:i uz2)= cdiv( r ( (t)exp( “t) *):
k=1

En utilisant le fait que div( r ( (t)exp( ¥t)' X)) est non nul uniquement sur[ti;to] [a;b] et en

@div( r((ur u2));exp( Tt) s

X K keye K i
= ci(div( r ( (t)exp( “t)' “)iexp( 1) iital Jam
k=1

X . - o (3.42)
= KK exp( ) Sexp( Tt2) 1) (exp( Kt2)' K Texp( Ttp) 1)

k=1
= CJ (2 i J, J) = CJ

Rappelons que la notation( ; ) correspond au produit scalaire del.?(Ja; b). Ci-dessus, nous avons
utilisé la relation de biorthogonalité (' *:" 1) =0 sik 6 j. Cette relation se démontre en observant
quona(d 'k;d')=( %2 k') pourtout ' 2 H3(a;bD).

Puisque ! < 2, la fonction u 2> esta priori moins décroissante queu 1 en 1 et la situation
est inversée ert-1 . Mais comme est nulle au voisinage del ,ona u 22 D(B"M)\ D(B™M).

On peut alors intégrer par parties dans(div( r (u 2));exp( 1t) 1)g. En utilisant la relation
div( r (exp( Jt) 1))=0, on obtient

(div( r (u 2));exp( 1t) 1)g=0: (3.43)
Avec le méme argument, on trouve
(div( r (@ )u1));exp( It) 1)g=0: (3.44)

En utilisant ( 3.43 et (3.44) dans (3.42), on peut écrire

d = div( r (u 1);exp( It) 1)p
= (div( ruai);exp( Jt) Hg (div( r (1 u1));exp( It) 1)p
= (fiexp( kt) ¥
Ceci termine la preuve. |

Remarque 3.1.21 Notons au passage que les coe cients dans la décompositior8(37) dépendent
continlment du terme sourcef .
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3.1.5 Applications

Observons comment se traduisent les résultats que nous venons d'obtenir sur deux géométries
particuliéres.

i) Cas de la bande symétrique, a=h Supposons 6 1. Commencgons par préci-
ser les résultats concernant I'ensemble des valeurs propres He. La Proposition 3.1.14indique que
2 C est valeur propre deL si et seulement si

60 et ( 1+ ) sin@b)=0 2fk=(2b:;k22Z g

D'autre part, ( 3.36) prouve que0 n'est pas valeur propre del. . Par conséquent, d'apres le Théoréme
3.1.13B™:D(B™M™)! R(B™) dé nit un isomorphisme si et seulementsi 2fk=(2b); k2 Z g.
On retrouve en particulier le Théoreme3.1.4car02fk =(2b); k2 Z g.

Considérons ensuite *, 2 deux réels n'appartenant pas afk = (2b); k 2 Z g et tels que < 2

L'espace propre associé a la valeur proprek := k = (2b) est engendré par ¥ avec
1 k 1 k
vk . _ R vk T L .
()i} bo = %S'n(Zb( + ) et " T()jjon %Sm(zb b):

Par un calcul simple, on obtient alors k(' k;"kK)= k ( 1+ 2)=(2b) 6 0. Par conséquent, pour
avoir (2 K' % K)=1 avec k= ak' k ot ak est une constante, il faut prendre ¥ telle que

p_ p_
. b .k . b .k
k( 1 wor = m Sm(%( +b) et k( Mo = msm(%( b)):

Choisissons maintenant un terme sourcé dansR(B™)\ R(B™). D'aprés les Théorémes3.1.17et
3.1.2Q les fonctionsu 1 2 D(B™) etu 2 2 D(B™) vériant BMu 1 = f et B"u 2 = f sont liées
par la relation X
Uus=u:z2+ c
k2Z j 2b 2=<k< 2b 1=

kekt= (2b): k;
avec
Ck — (f,e k t= (2b) k)B:

i) Cas de la bande non-symétrique avec a = 3 b Ce rapport particulier des longueurs
va nous permettre de résoudre explicitement 8.35, ce qui n'est pas faisable dans le cas général.
Supposons toujours 6 1. D'aprés la Proposition 3.1.14 2 C est valeur propre deL si et
seulement si

(12+ 2)sin(4b)=( 1 2)sin(2b) 2( 1+ 2)sin2b)cos2b)=( 1 2) sin(2b):
Si 2fk=(2b); k2 Z g, on a alors
cos(2b)=( 1 2)=2( 1+ 2)): (3.45)

Si  vérie (3.45 alors et +n=b,n2 Z, vérient ( 3.45. A l'instar de ce qui est fait dans
[26], dé nissons

1 2 1
= et = — arcoq ): 3.46
2( 1+ 2) 2b ) (3.46)
Réintroduisons le contraste = ,= 1. Remarquons deux valeurs caractéristiques de ce paramétre.
D'une part, pour = 1=3,ona =1 etdonc =0. D'autre part, pour = 3,ona = 1

etdonc = =(2b).
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=m
<e
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Figure 3.4 Allure de en fonction du contraste 2 [ 7;0]pourb= =4eta= 3b: partie
réelle a gauche et partie imaginaire a droite.

Par ailleurs, (3.36) montre que 0 est valeur propre deL si et seulement si ,= ;= 1=3.

Par conséquent, pour 2 R nf 1g, estvaleur propre deL si et seulement
2fk=(2b;k22zZ2g[f +k=b;k22Zg]|f + k=b; k 2 Zg:

On peut vérierque pour 211 ; 3][ [ 1=3;0], le nombre est réel et par conséquent, toutes
les valeurs propres deL sont réelles. Par contre, pour 2 ] 1=3; 3[nf 1g, il apparait des
valeurs propres complexes.

Plus précisément, si on s'intéresse au cas = 0, on peut montrer que L n'a pas de valeurs
propres dansRi si et seulementsi 2 ]1 ; 1[[ [ 1=3;0[. Ainsi, d'aprés le Théoreme3.1.13
BJ' :D(B{") ! R(B{") est un isomorphisme si et seulementsi 2]1 ; 1[[ [ 1=3;0[

=m
6 4 2 | 2 6
D b b b D s} b D b.b D b I~ <e
8+ 4 4+ + 4 4+ 8
Figure 3.5 Position des valeurs proprespour = 1=4,b= =4eta= 3b Cette con guration

est caractéristique ducas 2] 1 ; 3[[] 1=3;0]

=m
4+ + 4+
b b b
6 4 2 2 4 6
D D ) D D D <e
4 4
b b
Figure 3.6 Position des valeurs proprespour = 1=2,b= =4eta= 3h Cette con guration

est caractéristique du cas 2] 1; 1=3[.
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=m
4 b b 4 b 8 b
6 4 2 2 4 6
b 2} b b 2} 12} <e
8+ 4+ + 4+
Figure 3.7 Position des valeurs propres pour = 2, b= =4eta= 3b Cette con guration
est caractéristique du cas 2] 3; 1[.
3.2 Secteurs non bornés
. = /’ K1
e = 7/
9 Ko
2
=0
Ki O
2
1 =0
o) /7 K,

Figure 3.8 Notations pour les secteurs non bornés : sommet extérieur, a gauche et sommet
intérieur, & droite.

Dans ce paragraphe, nous considérerons deux types de géométrie :slemmet extérieur et le
sommet intérieur. Pour le sommet extérieur (Figure3.8, a gauche), nous travaillerons dans le secteur
non borné

K:=f(rcos;rsin );r>0,0< < ¢

avec < 2 . Ci-dessus, (r; ) désignent les coordonnées polaires associées G Dé nis-

sons K; = f(rcos;rsin );r>0;,0< < g, Ky = f(rcos;rsin );r> 0, < < o}
= f(rcos;rsin );r>0, = ¢g 1:=R, fOget ,:= f(rcos;rsin );r> 0, = ug.
Pour xer les idées, nous supposons = 2. Cette hypothése n'est en rien restrictive.

Pour la géométrie du sommet intérieur (Figure 3.8, a droite), nous prendrons

K := R>nfOg:
Nous partitionnons ensuite le plan en introduisant K; = f(rcos;r sin );r> 0;,0< < g,
Ky:=f(rcos;rsin );r>0;, < < 29¢, = Ry fOg[f (rcos;rsin);r 0, = g Sans

perte de généralité, nous supposon8< <

De facon générale, pour les deux géométries, si est une fonction mesurable surK, nous dé-
Nissons vi := Vjk, et V2 := Vjk,.

En 1D, pour la partie radiale, nous noterons respectivement ; ), (; )1, (; )2 les produits scalaires
de L2(J0; #]), L2(10; [, L2( ;#[) et k kpup k kio. [, kK Kj [ les normes associées, avet =
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pour le sommet extérieur et# =2 pour le sommet intérieur. Si' est une fonction mesurable sur
10;#[, nous dé nissons’ 1 := " jjo. (€L 2= "]} 4

3.2.1 Espaces de Sobolev a poids dans les secteurs : dé nitions, rappels

Introduisons comme dans le Paragraphe3.1.1 quelques dé nitions et résultats liés a ces géome-
tries. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a lire la partie 6.1.1 deJ0Z. Pour introduire le
cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, considérons le secteur non borné

K:=f(rcos;rsin );r> 0;,0< <# g avec#< 2:

Pour m 2 N et 2 R, dé nissons l'espace & poidsv™(K) comme la fermeture deC4 (K n f Og)
pour la norme 0 1.,
— X j ] m+ 2A .
kvkym ) = @ rl Qv ; (3.47)
jiom

Nous noteronsV™(K) la fermeture de C4 (K) dansV™(K).

E ectuons quelques commentaires concernant ces espaces qui permettent de mesurer le compor-
tement des fonctions enO et & I'in ni. Notons qu'on a V§(K) = H9(K) = L 2(K). Par contre,
l'espaceV{'(K) diére de H™(K) pour m 2 N . Pour s'en convaincre, considérons® 2 C? (K) une
fonction & support compact valant 1 dans un voisinage deO. Alorsona %2 H™(K) et © 2 V{J'(K)
pour m 1 Lafonction * :x 7! 1 (x)=(  9(x))5xj vérie quant a elle ! 2 HM(K) et

1 2 VI(K) pour m 1. Enn, si m! et m? sont deux entiers tels quem! m? 0, linclusion
VMY (K) VM (K) n'est vraie que lorsque !, 2 satisfont la relaton 1 ml= 2 m?2
Pour m 1, dé nissons V™ l:2(@() I'espaces des traces des éléments d€"(K) sur la fron-
tiere @ . Cet espace est muni de la norme

kvk inf  kwkym ) jw 2 VT(K) etw = v sur @& (3.48)

ym 1:2(@0 =

En étudiant le lien entre les opérateurs de dérivée exprimés en coordonnées cartésiennepa@hires,
on peut montrer que la norme deV™(K) est équivalente a la norme
0 Z 1 xn . 2 ! 1=2
kvk=@ (20 m+) (r@) u(r; ) _ rdrA
0 i =0 H™ 1(0; #))

: (3.49)

avecu(r; )= u(x). Par abus, dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons la méme notation
pour désigner les fonctions exprimées en coordonnées cartésiennes ou polaires. E ectuons reain
nant le changement de variableg = In r qui envoie la demi-bandeR, ]0;#[ (isomorphe au secteur
K) dans la bandeB := R ]0;#[. Pour toute fonction v mesurable surR, ]0;#[, introduisons Ev la
fonction dé nie par

(EV)(;t) = v(;e'): (3.50)

Puisquer@v = @(Ev), la norme (3.49 est égale a

1 xXn ; 2

kvk= @ g m* )tg2t @(Ev)(t; ) _ dtA

1 =0 H™ 1(0; #])

Ainsi,
= ( m+ +1)t =
kvk= e Ev Hm (B) KEVkyym L (B)
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est une norme équivalente a §.47). Ceci montre que les espace¥™(K) et W™ _ ., (B) (mais aussi
vm o 1(K) et WM(B)) sont isomorphes. Nous allons donner une nouvelle norme équivalente a
(3.47) a l'aide de la transformée de Mellin
W )=(My v)()= rv(r)dr=r: (3.51)
0

En remarquant que (M ;1 v)( )=(Lu Vv(e))( ), énoncons quelques propriétés de cette transfor-
mée de Mellin a partir du Lemme 3.1.1

Lemme 3.2.1 1) La transformée de Mellin (3.51) dé nit une application linéaire continue
de C# (R,) dans l'espace des fonctions analytiques du plan complexe. D'autre part, on a
M (r@v)= M, v pourtoutv2C (R,).
2) Pour tout u, v2 C¢ (R,) on a la formule de Parseval

Z,q L 1 Z L

r2 u(r)v(r)dr=r = — e )W )d: (3.52)
2| <e =

L'intégration dans le terme de droite de 3.52) se fait sur = = f = +1i; 2 Rg. Ainsi, la
transformée (3.51) peut étre prolongée en un isomorphisme

n 0
vir v2 L3R,) ! L?C ):

3) La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule
Z
— 1 _ 1 :
v(r)=(M -, ¥(r)= T rw )d:

4)Siri ¥y 2 L%R,),i=1;2,avec 1< 2 alors 7' ¥ )=(M, V) ) estholomorphe
dans la bande 2< <e < 1

En utilisant I'égalité de Parseval, on a I'équivalent du Lemme 3.1.2 pour les espace¥ ™ (K) :

Lemme 3.2.2 Pour m 0, la norme (3.47) est équivalente a la norme

1 X 2] 2 A

<e = +m 1j=0

Lorsque K = R2nfOg, les dé nitions et résultats que nous venons de présenter restent valables en
remplacant ]O;#[ par le cercle unité R=2 Z. L'opérateur E introduit en ( 3.50) transforme alors les
fonctions dé nies sur un demi-cylindre en des fonctions dé nies sur un cylindre.

Dans la suite de ce paragraphe, nous n'allons pas nous servir de la caractérisatidh %3) mais plutot
travailler avec l'opérateur E en utilisant les résultats obtenus dans la bande in nie. Cependant,
indiquons que nous aurions pu réaliser notre étude directement dans les secteurs a I'aide du Lemme
3.2.2

3.2.2 Sommet extérieur

Considérons dans ce paragraphe la géométrie du sommet extérieur (FiguBe8, a gauche). Pour
m 0, dé nissons l'opérateur continu C™ : D(C™)! R(C™) tel que C™u = f avec

(fi;f2) = (1 uy 2 u);
n [0}
D(C™) = u2V!  (K)j(ui;up) 2 V™2(Ky) V™2(Ky) et 1@ui= »@upsur
n 0
R(C™ := f2L2 (K)j(fi;f2)2V™(Ky) V™(Ky) :
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Ci-dessusf 1 et f, (resp. uz et uy) désignent les restrictions def (resp.u) a K; et K,. L'opérateur
C™ est l'opérateur naturellement associé au probléeme de transmission

Trouver (ug;uz) 2 VM*2(Ky) V™2(K,) tel que:
1 Up = fl dansKl
2 U = f2 danus
up u, = 0 sur (3.54)
1@uy 2@u, = 0 sur
up, = 0 sur 1
u, = 0 sur o;

avec (f1;f2) 2 VM(Ky) V™(K,). Ce probleme de transmission s'écrit de facon condensée
div( r u)= f ou désigne la fonction vériant = ;surKiet = 5 surKo.

Réécrivons les équations volumiques de3(54) en coordonnées polaires en les multipliant par
2 .
r<. On obtient

1 @)%+ @ up = r?f; dansKy et > (r@)%+ @ ux=r?f, dansKy:

Appliquons ensuite la transformée de Mellin. Pourm 0, il apparait le symboleL ( ): D(L )!
R(L )telquelL ( )" = gavec

(k) =( 1 2+d?) 1 2 2+ d?) 2);
D(L) = " 2HI0; DiC 13" 2)2HM™2q0; ) H™2(Q ; D; 1d'2( )= 20" 2( ) ;
R(L) = g2L%]0; Dj(gi;g) 2 H™Q0; ) H™Q ; D :

On retrouve donc un symbole analogue a3.17). On va alors montrer trés facilement, le travail
ayant déja été réalisé lors de I'étude du probleme posé dans la bande in nie, le

Théoréme 3.2.3 Supposons 6 1. L'opérateur C™ : D(C™) ! R(C™) constitue un isomor-
phisme si et seulement sL n'a aucune valeur propre sur la droite<e = +m+1.

Preuve. Reprenons l'opérateur E dé ni en (3.50. En confondant les fonctions écrites en coor-
données cartésiennes ou polaires, nous avons vu gieréalise un isomorphisme entre les espaces
suivants

V(K) Iowm L (B); V(K ' W™ 41 (Ba); V(K2 ' W™ L1 (B2);

ouB =R ]0;[,B =R 10; [, B := R ]; [ Le Théoréme 3.1.13 prouve que

B™ mipn = B" 1 :DB™ ) ! R(B™, ;) dénit un isomorphisme si et seulement
siL n'a aucune valeur propre sur la droite<e = ( m 1)= +m+1.
On déduit que siL n'a aucune valeur propre sur la droite<e = +m+1,r?’C™=E B™ , E

est un isomorphisme deD(C™) dansR(C™ ,). Puisque I'application f ! r 2f constitue un iso-
morphisme deV™ ,(K) (resp. V™ ,(K1), V™ ,(K3)) dans V" (K) (resp. V™(K1), V™(K2)), donc
deR(C™ ,) dansR(C™), on déduit le théoréme. |

La transformée de Mellin fournit la représentation
1 Z
5 rL Y O)M, (r’f)d:

<e = +m+l

u(r, )=

Avec la Proposition 3.1.14 nous pouvons préciser les valeurs propres de .
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Proposition 3.2.4 Le nombre 2 C constitue une valeur propre deL si et seulement si
(1+ 2)sin(C )=( 2 1)sin(C ( 2)): (3.55)

D'autre part, O est valeur propre deL si et seulement si

+ -=0: (3.56)

Cette Proposition prouve que pour 6 1, les valeurs propres dd.  forment un ensemble dénom-
brable possédant I'in ni comme seul point d'accumulation possible. Rappelons également le résultat
de la Remarque3.1.16: si ¥ est une valeur propre deL alors dimkerL ( ¥) = 1. Dans la suite,
nous noterons' K une base dekerL ( ).

Comportement des solutions a I'in ni et en 0

Le Théoréme 3.1.17 permet de démontrer le résultat suivant de décomposition en partie régu-
liere/partie singuliére.

Théoréme 3.2.5 Supposons 6 1

Supposons queL ne posséde pas de valeur propre sur les droitese = l+m+1 et
<e = 2+ m+1, ' < 2 Notons %:::; N les valeurs propres deL dans la bande
2+m+1<<e < 1+ m+1.Supposons que pouk =1;:::;N onait k(' K;" k)60, ou

' K est un vecteur propre del associé a la valeur propre K. Considéronsf 2 R(C™)\ R(C™).

Alors les fonctionsu 1 2 D(C™M) etu2 2 D(CM) vériant CMu:1 = f et Chu 2 = f sont
liées par la relation

X
Ui=u.+ &k (3.57)
k=1

Avec le Théoreme3.1.2Q nous pouvons préciser I'expression des coe cients dans3(57).

Théoréme 3.2.6 Supposons les hypothéses du ThéorerBe2.5 véri ées. Alors les coe cients dans
(3.57) sont dé nis par la formule

K=(fr 9y (3.58)

avec k= ak k ak étant la constante vériant (2 ' K;ak' k)=1.

Applications

i) Secteur symétrique par rapport a l'interface, = =2. Supposons 6 1. La Pro-
position 3.2.4 indique que l'ensemble des valeurs propres de est égal afk=;k 2 Z g. Par
conséquent, d'aprés le Théorem&.2.3 C™ : D(CM) ! R(C™) constitue un isomorphisme si et
seulementsi +m+12fk=;k 2Zag.

A présent, xons m 2 N et donnons-nous !, 2 deuxréelstelsque *+m+12fk=;k 2Zg,
2+m+1 2fk=;k 2Z get 1< 2 Choisissons un second membre dansR (C™)\ R(C™).
D'aprés les Théoremes3.2.5 3.2.6 ainsi que les résultats du Paragraphe3.1.5 les fonctions
u12D(CM)etu22D(C™) vériant C"Mu 1 =1f et Chu 2 = f satisfont la relation
Uui=u.+ X crk= kK
k2Z j (' m D=<k< (2 m 1=
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avec
K=(fir X5 k)

Ci-dessus, les fonctions K, ¥ sont dé nies par

S S
: 2 , . 2 .k
KO = = sin(—) et ")y = — sin(—( )
k P- k P-
o1 = P=———— sin(— et b = p—————— sin(— :
()o; T X (1 2) (—) (11 X (1 2) (—( )
i) Secteur non-symétrique avec =4 . Supposonstoujours 6 1. D'aprés laProposition

3.2.4 et les résultats du Paragraphe3.1.5 I'ensemble des valeurs propres dé est égal a
2f2k=;k 2Z2g[f +2k=;k 2Zg]|f +2k=;k 2Zg;

- _ 2 1.

S 2( 1t 2)

Comme indiqué dans le Paragraphe3.1.5 pour = ,=712]11 ; 3][ [ 1=3;0] les valeurs
propres deL sont dansR. Par contre, ceci n'est plus vrai lorsque 2] 1=3; 3[nf 1g.

2
avec .= — arcoy ) et

3.2.3 Sommet intérieur

Intéressons-nous maintenant a la géométrie du sommet intérieur (Figure8.8, a droite) pour
laquelle K = R2nfOg. Pour m 0, introduisons l'opérateur continu D™ : D(D™)! R(D™) tel
queDMu = f avec

(fi;f2) ==( 1 u;;, 2 u;
n 0
D(DM):= u2V! | ;(K)j(upup) 2 VM2 (Ky) V™2(Ky) et 1@ui= »@uzsur nfOg ;

n (0]
R(DM):= f2L2 (K)j(fiif2) 2 VM(Ky) V™(Kp) :

De méme que dans le paragraphe précédent; et f, (resp. u; et up) désignent les restrictions
def (resp.u) a Ky et K,. L'opérateur D™ est l'opérateur naturellement associé au probleme de

transmission
Trouver (ui;up) 2 V™2 (K1) V™2(K,) tel que :

1 up = fq dansK;
2 U = f2 dans Ko (3.59)
up u, =0 sur nfOg
1@u; 2@uz = 0 sur nfOg;
avec(fq;f2) 2 V(K1) V™(Ky), probleme qui n'est autre que la réécriture de div( r u) = f ou
est la fonction vériant = 1surK;et = 5 surKos.

Lorsqu'on applique la transformée de Mellin au probléme .59 aprés avoir multiplié par r?
les équations volumiques, pourm 0O, il apparait le symboleL ( ) : D(L) ! R(L ) tel que
L () =gavec

(k) =( 1 2+dd)' 1, 2 2+ d?) p);

D(L) == ' 2HY0;2 Dj(" ;' 202 H™2(0; ) H™2(Q ;2 D;' 1(0)= " 22 );
1d"1(0)= 2d"2(2 )et 1d"2( )= 2d"2() ;

R(L) = g2L200;2 )j(g1:9) 2H™J0; ) H™(Q ;2] :

En adaptant au cas du cylindre in ni les démonstrations des Lemmes3.1.1Q 3.1.11 et du Corol-
laire 3.1.12 puis en procédant comme dans le paragraphe précédent en utilisant I'opérateur de
changement de variablesE, on démontre le
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Théoréme 3.2.7 Supposons 6 1. L'opérateur D™ : D(D™) ! R(D™) dé nit un isomor-
phisme si et seulement sL n'a aucune valeur propre sur la droite<e = +m+1.

Avec la transformée de Mellin, nous avons de nouveau la formule de représentation
zZ
1 1 2
u(r; )= — rb ()M, (ref)d:
2i <e = +mu
Les changements pour les opérateurs associés au probleme de transmission respectivement dans la
géométrie du sommet extérieur et celle du sommet intérieur sont intégralement contenus dans la
position des valeurs propres dd. . Caractérisons maintenant les valeurs propres du symbole dans
le cas du sommet intérieur.

Proposition 3.2.8 Le nombre 2 C constitue une valeur propre deL si et seulement si

(1+ 2)sin(C )= (1 2)sin(( ) ) (3.60)
D'autre part, 0 est toujours une valeur propre del .

Preuve. Pour la démonstration de ce résultat, il faut procéder avec nesse sous peine de sombre
dans d'inextricables calculs. Nous donnons ici une version légérement di érente de celle prégée
dans [72]. Si est une valeur propre deL , il existe' 2 D(L ) nonnultelquelL ( ) =0.Si est
non nul, puisque' 1 (resp.' ) vérie ( 2+ d®' 1 =0 sur]O; [(resp.( 2+ d?)' =0 sur] ;2 |),
on déduit

"1()= Ael +Be'! et '2()=Cé +De'

oU A, B, C et D sont des constantes. Les conditions de transmission imposent de plus

A + B = & C + e? D
€ A+ el B = e C + el D
A B = & C e? D
e A el B = e C el D:

En éliminant les inconnuesA et B, on trouve que 2 C est une valeur propre deL si et seulement
si _ . .
1+ )& HCc + (1 )e ? e? )D =0
(1 )(2 e )C + 1+ e ? 1)D = O:

Le déterminant de ce systeme s'annule lorsque
1+ )%sin( )*=(1 ) sin(( ) )*

Ceci termine la démonstration de la premiére partie de cette proposition.

D'autre part, pour toute valeur du contraste, les fonctions constantes sont dans le noyau dé& (0).
Par conséquent,0 est toujours valeur propre du symbole. Nous pouvons méme préciser, aprés un
calcul sans di culté, que 0 est une valeur propre de multiplicité géométrique égale 2 si et seulement
si = (2 )=. [ ]

3.3 OQuvert borné

Dans la Section 3.1, nous avons présenté des résultats de régularité au voisinage des parties
droites de l'interface. Dans la Section3.2, nous nous sommes intéressés a la régularité au voisinage
des sommets extérieurs et intérieurs de l'interface. Pour revenir au domaine borné que nous avons
étudié intensivement dans le Chapitre1.3.1, il ne nous reste plus qu'a regrouper ces résultats en
utilisant un procédé de localisation. De nouveau donc, nous supposons R? partitionné en deux
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sous domaines avec= [ et 1\ = ;.Nous dénissons la fonction telleque j b6 = ,
k=1;2, 00 1>0, »< 0sontdeux constantes. D'autre part, nous faisons I'hypothése que les
frontieres @ 1 et @ » sont polygonales. Ceci implique en particulier que@ est polygonale. Les
ouverts 1 et , sont séparés par linterface .= @ 1n@= @ »n@ . La normale unitaire a
dirigée de 1 vers , est notéen.

3.3.1 Notations

PN
NN

1
int 2 2

PR
[T

1
X1

Figure 3.9 Notations pour l'ouvert borné : S; = fx};x%2g (N1 = 2), Sp = fx3;x3g (N2 = 2),
Sint = fX#\tg (Nint =1) et Sext = fxéxt;ngtg (Next = 2).

Commencons par décrire précisément les géométries du domaine et de l'interface, qui, comme
nous l'avons déja observé, jouent un réle crucial dans les résultats. Nous noterons

Sk = fxﬁ;:::;xEkg l'ensemble des sommets dey == @ n ; k=1;2;
Sint = fxk ;i g I'ensemble des sommets de
Sext = fX&y:1:1;xNet g l'ensemble des sommets de' \ @ :

Bien entendu, on peut toujours trouver des con gurations pour lesquelles I'un des ensenhs
ci-dessus est vide. Ceci ne posera cependant pas de probléeme dans la suite. Nous avensuite
besoin d'accéder aux angles des polygoné@s | et @ ». Pour cela, e ectuons les remarques suivantes.

Pour k = 1;2, pour chaquex} 2 Sy, il existe un voisinageV(x}) R? de x| tel que
KAV (x}) = Kk \V (x});

ol Ki(x}) est un cone ouvert centré erx) d'ouverture | 21]0;2 [. ‘
Pour k = 1;2, pour chaquex', 2 Sint, il existe un voisinageV(x!,) R? dex!, tel que

WV (XD ) = K ) W (XD )

ol K (x!, ) est un cone ouvert centré erx!,, douverture ! ., 21]0;2 [. Pouri=1;:::;Njy, nous
avons alors |, 1+ iy2=2 etnousdénissons |, = 1
Pour k = 1;2, pour chaquex’y, 2 Sex, il existe un voisinageV(xL,,) R? dexk, tel que

WV (Xhe) = KX b) VW (Xhy);

ou Ky (xL,) est un cone ouvert centré enxL, d'ouverture L., 2 ]0;2 [. Nous dé nissons alors

ext = ext1©l ext = iext1+ iext22]0;2[pouri::I-;:::;Next-

Introduisons maintenant un systéme de fonctions de troncature qui va nous permettre d'étu-
dier ce qui se passe au voisinage de chacun des sommets.
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Pour k = 1;2/int;ext et i = 1;:::;Ny, |'( et |'( désigneront deux éléments deC! (" ;[0;1])
valant 1 au voisinage dex‘k 2 Sk, Osur nB (x}(; L) (pour un certain dL > 0), ne dépendant que

i A i i& ¥ =
der} (coordonnées polaires associéesxy), telles que | , = .

En outre, nous supposons que les supports des fonctiong, et par voie de conséquence, ceux
des fonctions |, pour k = 1;2;int;ext eti = 1;:::; Ny, sont disjoints. Nous ferons aussi I'hypo-

n'intersectent pas . Dé nissons alors
) I S (I Next
I | I

— i .
=1 1 2 int ext-
i=1 i=1 i=1 i=1

Pourm2 Net ™ =( 30 My Ry Ny Lisoon Nedy 2 RNu#Nm #Nex  nous noterons

V™ ( ;) I'ensemble des fonctionsy telles que v 2 H™( 1) et [v2 V™M (Ki(x})), k = 1;int;ext et
1 k .
i =1;:::;Ng. Remarquons que cet espace ne dépend pas du choix des fonctions de troncatuye
Nous munironsV™ (' 1) de la norme
1

kvk kv k X X
\'% = KV + \' .
VD (1) H™( 1) k i
! k=1jintext i=1 me (Kalxi)
Pourm2 Net 2=( Ziiiii 2% fitiii ™ &l eqt) 2 RV2HNm *Net respaceVT (o)

est dé ni de fagon analogue.

Ces espaces a poids présentent des propriétés di érentes de celles des espacesi@spjue nous
avons utilisés dans les secteurs in nis. Ceci provient des fonctions de troncature qui neepmettent

de mesurer le comportement des fonctions qu'au voisinage des singularités géomeétriques. Par
conséquent, il existe des relations d'inclusion entre ces espaces. Plus précisément, abdr®ons

m net ' m ' npouri=1;:::;N1+ Nijpt + Next, alors V(1) s'injecte de facon continue
dansV"( 1). Bien entendu, ce résultat est aussi valable pour les espaces a poids dé nis sus.

Pour travailler au voisinage des parties droites de , introduisons ( ' )iN:l et (! )iN:l deux familles
de fonctions de troncature deC! (" ;[0; 1]) dont les supports sont inclus dans et symeétriques par

rapport a  (de sorte que@ ' =0 sur nSpt). Nous supposerons de plus quona' ' = ' que
le support des ' ne rencontre pasS; [S2[Sint [ S ext €t que
oo N Next o _
'+ L ext =1 dans un voisinage de :
i=1 i=1 i=1
Dé nissons la fonction g telle que
N . %1 . %2 . N . ’Xnt . "(ext .
0:= ! de sorte que o+ 1t 5+ '+ int + ext =11 (3.61)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Par construction, notons que le support de o n'intersecte pas [S 1[S 2. Introduisons enn
02 Cl (;[0;1] telle que o o= o et telle que son support ne rencontre pas [S 1[S ».

3.3.2 Probléeme considéré

~ = 1..... Ni. 1..... No. 1 ..... Nint . 1 ..... N N1+ No+ Niyt +N
Pour = =( fi:0 18 2000 2% ittt it extr il eay) 2 RErT 2T Hine T Rext ot m 2
N, dé nissons
~ — ( 1o N1. 1 ..... _Nim. 1 ouunn Next)
1 - 1r-++5 1 0 dints---s int » extr---1 ext
~ — ( 1ovun. Nz. 1 ..... Nint = 1 ..., Next)
2 20 0 2 0 intrcct int 0 extrct ext
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ainsi que l'opérateur continu A™ : D(A™)! R(AM) tel que AMu = f avec

(fi;f2) = ( 1 u;;, 2 uy);
n
D(A™) =  uj(uiup) 2VT2( 1) VIR )
1 2 0
Uip=uzsur nS; 1@ui= >@QuUzsur nS;u;=0sur ;etu,=0 sur 5 ;
n )
R(AT) = fj(fl;fZ)ZVTl( 1) V'I‘z( 2) -

L'opérateur A™ permet d'étudier le probléme de transmission

Trouver (ul;u2)2VT1+2( 1) VT2+2( ») tel que :
1 Up = f1 dans 1
2 U = f, dans »
up u =0 sur nSnt (3.62)
1@ui 2@uz; = 0 sur nSpy
up = 0 sur 1
u = 0 sur o;

avec (f1;f2) 2 V' ( 1) VTZ( 2), réécriture de div( r u) = f. Dé nissons les symboles, issus
1
des transformées de Mellin, associés aux di érents types de sommets.

Pour les éléments deS; (sommets situés sur 1), nous sommes conduits a introduire, pour

i=1;:::;Ng, le symboleL {( ):D(L{)! H™(O; [ )telqueL{() = 1 2+ d?' avec
D(L{):= ' 2H™2(0; })j" (=" (D=0
De méme, pour les sommets d&,, pour i = 1;:::; N>, nous aurons besoin de l'opérateut 2‘( ) :
D(LA)! H™(0; L)telqueL () = o 2+ d?' avec
D(LJ):= ' 2H™2(0; 5)j' (0)="( =0
Pour x' 2 Siyx (sommets intérieurs situés sur ), pour i = 1;::::Njy, Nous nous servirons du

symboleL /. ( ):D(L/,)! R(L;,)telqueL () = gavec

(G1:0) =( 1(2+dd)' 1 2 2+ d?) 2);

D(Lih) = ' 2HY0;2 Dj(' ;' 2) 2 H™2(0; |y H™2( 12 ) 1(0)= " 2(2 );
1d"1(0)= 2d' 22 )et 1d " 1( )= 20" 2( )
R(Li)= 92L200;2 Dj(0rig) 2H™(0; by ) H™( 12 ) :
Enn, pour x' 2 Sey (Sommets extérieurs situés sur \ @ ), pour i = 1;:::;Nex, dé nissons

l'opérateur L 1 ( ):D(L &) ! R(L [, tel queL L ( ) = gavec

(%) =( 1(2+d® 15 o 2+ d? ),

D(Lie):= " 2HJ( 0 Le )il 13 2)2H™2(0; Ly ) H™2( Lo Lo
10" 1( eq) = 20" 2( ex)
R(L eixt) = 92 LZ( 0; (iext )j(gl;QZ) 2 Hm( 0; iext Hm( iext; iext ) :

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat qui nous intéresse dans cette section
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3.3.3 Résultat de régularité dans l'ouvert borné

Théoréme 3.3.1 Supposons 6 1. L'opérateur A™ : D(A™) ! R(A™) est de type Fredholm
si et seulement si toutes les propriétés suivantes sont vraies.

Pour i =1;:::;Ny, L { na pas de valeur propre sur la droite<e = [+ m+1.
Pour i =1;:::;Np, L } na pas de valeur propre sur la droite<e = L+ m+1.
Pour i =1;:::;Njnt, L, na pas de valeur propre sur la droite<e = |, +m+1,
Pour i =1;:::;Next, L b na pas de valeur propre sur la droite<e = L, + m+1.

Si l'une des propriétés précédentes n'est pas véri ée alorA™ n'est pas a image fermée danf® (A™).

Remarque 3.3.2 Ce théoreme ne précise pas la valeur de l'indice de l'opératelk™ dans le cas

ou ce dernier est de type Fredholm. Indiquons simplement que l'indice dépend des poids associés
a chacune des singularités géométriques du domaine. Nous étudierons plus en détail cette question
dans le Chapitre5.

Pour démontrer que A™ est Fredholm, nous procéderons en deux grandes étapes. Une estimatian
priori nous permettra de prouver quedimker AT < 1 et que A™ est & image fermée. Nous mon-
trerons ensuite quedimcokerA™ < 1 en construisant un inverse a droite (modulo un opérateur
compact) pour A™.

Preuve. Supposons d'abord les hypothéses sur les diérents symboles véri ées. Etablissons
une estimation a priori pour les éléments deD (A™). Donnons-nousu 2 D (A™).

L'inversibilité locale de A™ sur 1 et sur », implique l'existence d'une constanteC > O in-
dépendante deu telle que

X X
k=1;2 k=1;2
D'aprés le Théoréme3.1.8 on a également pouri =1;:::;N ,
o C § div( r (' uk) (3.64)
U . iv( r Uk i : :
k=1;2 H™2 ) k=1;2 H™ (1)
Pour k = 1;2, pouri = 1;:::;Ng, on a classiqguement, (cf. J02 théoréme 6.1.1]), puisqu'on a

supposé I'hypothése sul | véri ée,

LU _ C div( r (lu o 3.65
k VT (K CrCan) VT (Kk(x) (3.69)
Pouri=1;:::;Njy, le Théoréme3.2.7 et I'hypothése surL ;; donnent I'estimation
T L div( 1 (e U)) (3.66)
in m +2 i n m i '
k=1:2 \4 iint (K (Xipe ) k=1:2 \ iint (K (Xipe )
Pouri =1;:::;Nex, c'est le Théoréme3.2.3 qui indique
. c v T () (3.67)
u _ iv( r u _ :
s TV (KX ) 1 XN ym (Ky (X )

ext ext

Travaillons maintenant sur les membres de gauche dans3(63), (3.64), (3.65), (3.66) et (3.67). Pour
k =1;2, on prouve de fagon usuelle I'estimation

kdiv( r ( ouk))ka( ) C(k odiv( r uk)ka( ot k oukka+1( k)): (3.68)
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De méme, pourk =1;2eti=1;:::;N , on obtient
div( r ('u C( '"div(ru + Ty : 3.69
Cretud) p , CCTdvCru) o+ a0 (369)
Pourk=1;2eti=1;:::;Ng, on peut écrire
div( r ( ‘u . C( Ldiv( ru o+ lu ) 3.70
COGU) ym oy CC RAVETUD G iy T KU ymen e 1) (3.70)
k k k

Uy ): (3.71)

div( 1 (]uk)) C( jdv(rug, (i)
i ]
J

V™ (Kk(x))) VT (K (%))
J

J
En utilisant ( 3.68), (3.69), (3.70), (3.71 dans (3.63), (3.64), (3.69, (3.66), (3.67), on déduit I'esti-
mation a priori

X

kukvak+z( ) C kdiv( r uk)kV’l‘k( ot kukvak+1( R (3.72)

k=1;2 k=1;2

Or d'aprés [102, lemme 6.2.1], pourk = 1;2, l'espaceV™*?() s'injecte de facon compacte dans
k
V™*L () . En utilisant le Lemme 1.3.5d0 & J. Peetre, nous déduisons que si les hypothéses sur les
k
symboles sont véri ées alorsA™ possede un noyau de dimension nie et son image est fermée dans
R(AM).

Pour montrer que A™ est Fredholm, il ne reste plus qu'a prouver quedimcokerA™ < 1.

Nous allons faire cela en construisant une paramétrix a droitej.e. un inverse a droite modulo un
opérateur compact, pour A™. En d'autres termes, nous allons construire un opérateur linéaire et

continu Rg : R(A™) ! D(A™M) tel qu'on ait AMRq =Id g + K ol Idr désigne l'identité deR (A™),
et Kr un opérateur compact deR (A™). Cette méthode est présentée dansl[l9, Y4.1.2 p. 102],

[102, Y3.4.3 p. 88] ainsi que dans les ouvrages consacrés aux opérateurs pseudo-di érentiel§] ([
ou [95, tome IlI] par exemple). C'est également la démarche qui est proposée dans la conclusion de
[72], papier ou l'idée de l'utilisation des techniques de type Mellin dans I'étude des problemes de
transmission avec changement de signe a été introduite.

Commencons la construction de la paramétrix a droite. Grace a linversibilité locale deA™
sur 1 etsur 5, on peut construire un opérateur continu Rg tel que oRp o : R(A™) ! D(A™)
véri e

AT oRo 0= oldgr + Kp;

ou K est un opérateur compact deR (A™).

De méme, pourk = 1;2; ;intext et i = 1;:::;Nk, en utilisant notamment les Theéoremes
3.1.8 3.2.7,3.2.3 on peut prouver qu'il existe un opérateur continu R} : R(A™) ! D(AT) tel que

AT (R = kldg + Kj;
ou Kli( est un opérateur compact deR (A™).

Dé nissons alors
e o R X N Net
. I 11 | I 1 | | | | | | | | | .
Rg:= oRo o+ 1R1 1t 2R2 2t R + int Rint int T extRext ext-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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L'opérateur Ry : R(A™) ! D(A™) est linéaire et continu et I'on a

X ) L
ATRd Idg = Ko+ K|I(:= Kgr
k=1;2; ;intext i=1
d'apres (3.61). Ceci permet de prouver, de facon classique, guim cokerA™ < 1 . Détaillons un peu
ce point pour le plaisir (cf. [151, théoreme 12.5]). PuisqueA™ est un opérateur a image fermée, nous
savons quecokerA™ est isomorphe akerA™ . Mais ker A™ ker(AMRy) =ker(ldr + Kr) oU
K r estun opérateur compact deR (A™). PuisqueK ; est également compact, on déduit du théoréme
de Riesz quadimker (Idgr + Kr) < 1 .Parconséquent, on a bierdim cokerA™ =dimker AT < 1 .

Etudions maintenant le cas ou l'une des hypothéses du Théorém@.3.1 concernant les sym-
boles n'est pas véri ée. Nous souhaitons montrer qu'alors I'opérateuA™ n'est pas a image fermée.

En raisonnant par I'absurde, supposons qué™ soit de type Fredholm. D'aprés le Théoreme3.3.3ci-

apres, il existe une paramétrix a gauche pouA™ . Autrement dit, il existe Rg 2 L (R(A™);D(AT))

tel que RZA™ =1dp + Kp ou Idp désigne l'identité de D (AT), et Kp un opérateur compact de
D(A™). Pour simpli er les notations, pour u2 D(A™) et f 2 R(A™), dé nissons

X X
kukp = kUkam+2( ) et kf kg = Kf kkym (0"
k=1:2 "k k=1:2 K

Nous avons alors, pour toutu 2 D(A™),

kukp C kATUkR + kKpukp : (373)

Par hypothese, il eX|stek 2f1,2int;extgeti 2f1;:::;Nkgtels quelL possede une valeur propre
sur la droite <e = K+ m+1. Pour simpli er, nous notons (r; )Yaulieu de(rk, k) les coordonnées
polaires associées &L. Introduisons une fonction de troncature 2 C! (R), telle que (t) = 1
pourt< let (t)=0 pourt> 0.Dénissons un(r; ):= n(r) L(r)r «*™*F1 " ()ou' est
un vecteur propre delL k‘( f(+ m+1+i)et p(r):=( jInrj n),n2 N.En particulier,
est égale a0 pourr 2 [0;e "Jetalpourr 2 [e "*1;+1 [. Par construction, pour tout n 2 N, up
appartient a D (A™) et un calcul direct montre que

kunkp n!! o +1 et kAMu,kg C:

Dé nissons wy, := up=Kupnky. On a ATw, ! Olorsquen! +1 . D'autre part, puisque (wn) est
bornée dansD (A™), on peut extraire une sous-suite, également notéeny, ), qui converge faiblement
dansD(A™M). Puisque Kp est compact, on aKpw, ! Olorsquen! +1 . Ceci contredit (3.73 et
montre que A™ n'est pas de type Fredholm. Par ailleurs, les valeurs propres des symboles forment
des ensembles discrets (v0|r notamment les ProposmonS 2.8 et 3.2.4). Par conséquent, on peut

toujours trouver ~= (b My Ly N Ly Nies Leens Neay 9 RNa# N2t Nin + Nex
avec |'( L pour k =1;2;int;ext eti=1;:::; Ny tel que A" soit de type de Fredholm. Puisque

kerA™  kerA™, on déduit que kerA™ est de dimension nie. Mais on peut montrer que siA™
véri e l'estimation ( 3.73 alors A™ posséde un noyau de dimension nie et son image est fermée
dans R (A™). Ce termine de prouver queA™ n'est pas a image fermée lorsqu'une des hypothéses
sur les symboles n'est pas satisfaite. |

Plus généralement, concernant les paramétrix, on a le résultat suivant ([51, théoréme 12.5], 104,
chapitre 5], [116 lemme 2.23]).
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Théoreme 3.3.3 Considérons un opérateurA 2 L (X;Y) ou X etY sont deux espaces de Banach.

Si A posséde une paramétrix a gauche, i.e. s'il existe un opératelRg 2 L (Y; X) tel que RgA =
Idx + Ky, ot Ky 2 L (X;X) est un opérateur compact, alorsker A est de dimension nie, etim A
est fermée dansy.

Si A posséde une paramétrix a droite, i.e. s'il existe un opérateuRy 2 L (Y ; X) tel que ARy =
Idy + Ky, ou Ky 2L (Y;Y) est un opérateur compact, aloram A est fermée dansy et Y=im A est
de dimension nie.

Si A possede une paramétrix a gauche et une paramétrix a droite, alows est de type Fredholm,
et la réciproque est également vraie. Dans ce cas, on peut prendRy = Ry.

3.3.4 Asymptotique de la solution en domaine borné

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats des paragraphes précédents pour étudier la ré-
gularité des solutions variationnelles appartenant aH3() . Pour éviter d'alourdir la présentation en
manipulant des notations compliquées, nous travaillons dans une géométrie particuliere. Néanmoins,
la démarche que nous présentons peut étre adoptée dans une géométrie quelconque.

1

®)

Figure 3.10 Geéométrie du domaine.

Considérons la géométrie de la Figure.10. Plus précisément, notons(r; ) les coordonnées polaires
associées au sommed et dé nissons

= f(rcos;rsin )j0O<r< 1, 0< < ¢
1 = f(rcos;rsin )jOo<r< 1, =4< < ¢
= f(rcos;rsin )j0<r< 1; 0< < = 4q:

Donnons-nous un terme sourcd appartenant & L2() et introduisons le probléme

Trouver u2 H}() tel que

div( ru=f dans (3.74)

D'aprés le Théorémel.4.2 du Chapitre 1, nous savons que le probléme3(74) posséde une unique
solution u lorsque = ,= ; n'appartient pas a [ 1; 1=3]. En utilisant le Théoréme 3.1.4, on
peut montrer que u est de régularité H? de part et d'autre de l'interface, en dehors d'un voisinage
de O. Dans la suite, nous allons préciser la régularité de en O. Dans cette optique, pourm 2 N et
2 R, nous dé nissons I'espace & poid¥™() comme la fermeture deCg ( nfOg) pour la norme

0 1=
= @ X jj m+ 2A .
kvkvm() =4 r Qv : (3.75)
jim

Les espacey/™( 1) et V"( ) sont dé nis de la méme facon. Nous noterond/™() la fermeture
de Cg () pour la norme (3.75. On a V() = L ?() . Usuellement, en utilisant linégalité de
Friedrichs kr 1vk Ckr vk pour tout v 2 V3() , on prouve qu'on aVj() = H §() . Par
conséquent, la solutionu du probléme (3.74) appartient & V() . Dé nissons les secteurs in nis

K = f(rcos;rsin )jO<r< 1; 0< < g
Ki; = f(rcos;rsin )jO0<r< 1; =4< < g
Ky = f(rcos;rsin )jO<r< 1; 0< <= 4¢q



100 Chapitre 3. Résultats de régularité

Introduisons 2 C? (R;[0;1]) une fonction de troncature telle que (r) = 1 pour r 1=2 et
(r)=0 pourr 3=4. Dé nissons ensuite

g=div( r(u)= f +2r ru+udv(r ):

Confondons g et son prolongement par0O & K. Cette fonction appartient a V3(K). En réalité,
puisqu'elle est & support borné, elle constitue un élément d&°(K) pour tout > 0. Pour 2
11 ; 1[[ ] 1=3;0[ on vérie que le symboleL dé ni dans le Y3.2.2n'a pas de valeur propre sur
la droite <e =0 (utiliser la Figure 3.4 a gauche). Par conséquent, d'aprés le Théorem.2.3 il

existe un uniquev 2 D (CJ) tel que C{v = g. En utilisant la relation
Z

) r(u v) rwdx=0; 8w2D(C);
et la technique de la T-coercivité du Théoréme1.2.7, on déduit u = v 2 D(CY). Ceci montre
que uy appartient a VZ( ) pour k = 1;2. En reprenant les calculs du point ii) du ¥3.1.5 on
observe queL ne posséde pas de valeur propre sur la droitee = 1. D'autre part, L posséde
une unique valeur propre dans la bande du plan complexe 2 Cj0< <e < 1g si et seulement si
2] 1=3;0[. Par conséquent, nous pouvons énoncer les résultats suivants.

Lorsque 2 ]1 ; 1], en vertu du Théoréme 3.2.5 la solution u est telle que ux appar-
tient & V3( «) pour k =1;2. Puisque,V3( k) H?( ), on déduit ugx 2 H?( ) pourk =1;2.

Lorsque 2 ] 1=3;0[ mis a part pour certains termes source particuliers, nous allons
voir que le supplément de régularité pouru peut étre trés médiocre. Pour ces valeurs du contraste,
d'aprés les calculs du point ii) du ¥3.1.5 dansf 2 CjO< <e < 1g, le symboleL posséde la

valeur propre avec
1

2( +1)
On peut vérier que parcourt ]0; 2=3[ lorsque  varie dans] 1=3;0[. Introduisons ' un vecteur
propre associé a la valeur propre :

(i =4 =sin( )=sin( =4) et ' ()jj=4 =sin( ( ))=sin(3 = 4): (3.76)

Pour établir le résultat de décomposition deu, en vertu de la Remarque3.1.19 nous avons besoin
de démontrer le lemme suivant.

R
Lemme 3.3.4 Pourtout = ,=:2] 1=3;0[ona , () ()d 601

2
= — arcoy ) et =

Preuve. Notons z Z _,
11( ) = _4'()2d et Iz ):= . '()%d;

ou ' est dénie en (3.76). Nous allons prouver que 1l3( )+ 2l2( ) > 0 pour tout  2]0; 2=3].
Observons que 111+ 2lo= 1(I1+ 12)> 1(l1 1,). Etudions donc la fonction 7! [1( ) I2( ).
Un calcul explicite utilisant la dé nition ( 3.76) donne

sin83=2) 3=2 sin =2 =2

1O)= Tz 1 & O3 =2 1

Dé nissons h(x) := (sin x x)=(cosx 1).0Ona2 (I1() l20)=h@B =2) h( =2).Illsut
donc de prouver queh est une fonction croissante sur]0; [. On calcule hx) = (2  2cosx
x sinx)=(cosx  1)?. Dé nissons ha(x) =2 2cosx  xsinx. On trouve hJ(x) = sin x  x cosx
et hd¥x) = xsinx. On déduit, successivementhl > 0 et h®> 0. Ainsi h est bien une fonction
croissante sur]O; [. Ceci permet de conclure. |

1. Ici, 7! () estlafonction telle que ( )jjo,=4= 2€t (Jjj=4 (= 1.
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D'aprés le Théoreme3.2.5 lorsque 2] 1=3;0], la fonction u admet donc la décomposition
u=cr'()+%u

ou la fonction 0 2 V1, (K) est telle quety 2 V3(Kg), k =1;2. En écrivant u = u + (1 Ju, on
déduit qu'on a
u=cr '()+y (3.77)

ou la fonction & 2 HJ() est telle quew, 2 V3( «)  H?( ), k = 1;2. Ceci montre que le
supplément de régularité pour la solution variationnelleu 2 H}() peut étre trés faible. En ef-
fet, d'une part, ona ! 0 lorsque ! 1=3". D'autre part, pour k = 1;2, lorsque 2 N,
la fonction (r; ) 7! r ' () appartient a H*S( ), si et seulementsi >s (cf. [88, théoréme 1.2.18)).

A présent, nous souhaitons donner une expression explicite du coe cien& apparaissant dans
la décomposition 3.77). Dé nissons = a' ouU a est la constante telle que2 ,a ()" ()?d =1.
Introduisons s la fonction telle que

s=r ()+-=s: (3.78)

ol s est l'unique fonction? de H1() vériant div( r )=0 p.p. dans ets= r () p.p. sur
@ . Puisque0 < < 2=3, la fonction x 7! r ( ) appartient & L2() nH!() . Cela prouve ques
n‘est pas nulle. Résumons les propriétés véri ées pas. Onas60,s2 L?() nHY() ,div( rs)=0
p.p.dans ets=0 p.p.sur@ . Dé nissons ensuite le domaine := nB(O; )ouB(O; ) désigne
la boule ouverte de centreO et de rayon . En intégrant par parties sur , en dehors donc d'un
voisinage du point singulier O, nous pouvons écrire
Z Z
fsdx

udiv( rs) sdiv( r u)dx
Z 4

u@,s s@ud = u@,s s @ud y:
@EO; )\

Puisque@ = @ sur @RO; )\ , nous obtenons, lorsque ! O,
z
u@,s s@ud
7@EO; )\
= c ('O t(O)tec () ()r () rd +o(1)
@BY; )\
c2 . () () ()d +0o(1)= c+ ol1):

En passant a la limite lorsque ! 0, on déduit que le coe cient de singularité dans (3.77) a pour
expression
c=(f;53) :

En particulier, ce coe cient dépend continiment du terme source f .

Nous allons nous arréter ici pour ce premier contact avec les résultats de régularité des solu-
tions du probleme de transmission avec changement de signe. Le lecteur qui brile d'impatience
d'en savoir plus pourra passer directement aux Chapitress et 8. Dans le premier de ces deux
chapitres, nous chercherons a dé nir un cadre fonctionnel lorsque des valeurs propres dymbole

L sont situées sur I'axe imaginaire. Dans le second, nous nous servirons du travail que nous venons
d'accomplir pour établir un résultat de compacité utile a I'étude des équations de Maxwell en 2D.

2. Pour cette géométrie trés particuliere, on s(x) = (r r ) (). Nous donnons néanmoins ce procédé de
construction pour pouvoir travailler dans des domaines plus quelconques.
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Introduction

permettant d'approcher la solution du probléme de transmission scalairdP ) trouver

u2 H}() telque div( ru)=f lorsque ce dernier est bien posé. Rappelons lidée
de cette méthode. En ajoutant une petite partie imaginaire a , positive sur tout le domaine et
modélisée par un paramétre , on obtient un nouveau probléme (P ) toujours bien posé. On
discrétise ensuite(P ) et on prouve que la solution approchée de ce probléme converge vers
la solution de (P ). Dans cette approche, nous nous servons de la dissipation comme d'un outil
pour développer une méthode d'approximation numérique que I'on peut voir comme une méthode
de pénalisation. Dans ce chapitre, nous souhaitons revenir sur cette notion de dissipation et
lui donner un sens physique. Plus précisément, nous nous intéresserons a la questianld modé-
lisation de l'absorption dans les matériaux négatifs, question qui, nous le verrons, n'a rien d'évident.

D ans le Chapitre 2, nous avons présenté une méthode numérique, basée sur la dissipation,

Dans un deuxiéme temps, nous étudierons le comportement de la suite des solutions du pro-
bléme dissipatif (P ). Comme nous le détaillerons dans le Chapitr, les équations de Maxwell en
2D se raménent & des problémes scalaires de la forme

div( ru)+ ! ?2&u=f dans ; (4.1)

avec (;&) égal a(" 1; )ou( 1;"). Ci-dessus,f désigne le terme source. Dans le Chapitrd,
nous avons démontré que ces problémes peuvent étre mal posés dans les cadres fonctiorumlels
correspondant a des champs physiques d'énergie nie et ce, pour toute valeur de la pulsatidn.
C'est notamment le cas pour certains jeux de parameétres physiques lorsque l'interface entre le
matériau positif (vide, diélectrique,...) et le matériau négatif (métal, métamatériau,...) présente des
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104 Chapitre 4. Milieux négatifs et dissipation

singularités géométriques. D'un point de vue physique, il est di cile de comprendre ces problémes
mal posés. Néanmoins, nous pouvons imaginer raisonnablement que pour ces con gurations, les
équations aux dérivées partielles sur lesquelles nous travaillons ne modélisent plus correctemest
gue l'on observe en réalité. Pour faire face a cette faiblesse du modeéle, il est possible d'iguer

la dissipation (ou absorption) de tout milieu physique. Les paramétres physiques ne sont pas
purement réels. lIs possedent une partie imaginaire non nulle qui va assurer le caractére bien posé
des équations de Maxwell. Cependant pour les applications, les physiciens aimeraient limiter au
maximum les pertes en travaillant avec des matériaux aussi peu dissipatifs que possible. C'est
pourquoi nous sommes conduits a étudier la question du comportement de la suite de solutions du
probléme avec dissipation. Pour simpli er la présentation, nous nous concentrerons sur le prohiée
scalaire associé aux équations de Maxwell en 2D, et plus précisément, sur la partie principale de
l'opérateur associé a ce probleme.

Notre plan sera le suivant. Nous commencerons par rappeler ce que nous appelons probléeme
dissipatif. Dans un second temps, nous présenterons quelques modéles de permittivités et per-
méabilités négatives permettant de justi er la pertinence des équations que nous utilisons pour
modéliser le probléme dissipatif. Dans ce travail, nous e ectuerons une étude énergétique en régime
temporel pour montrer que le choix d'une partie imaginaire uniformément positive pour la permit-
tivité et la perméabilité est cohérent avec la physique. Dans la Sectiod.3, hous nous intéresserons
au comportement de la suite des solutions du probléeme avec absorption. Enn, dans le dernier
paragraphe, nous démontrerons un résultat utile a la preuve de la convergence de la méthode
numérique utilisant la dissipation.

4.1 Position du probleme, notations

Rappelons la con guration considérée. Donnons-nous un domaine borné deR? tel que =
“1[ 2,00 1 et 5 sontdeux domaines vériant 1\ , = ;. Pour k = 1;2, introduisons
k' = @\ @ k. Nous appelons interface I'ensemble:= @ 1h 1 = @ »2n . De fagon générale, si
O est un ouvert de R?, nous notons( ; )o les produits scalaires dd_?(0) et (L%(0))?, et k ko les
normes associées. Nous dé nissoris kyi(y := kr k . Par ailleurs, h; i désignera le crochet de
dualit¢ H ()  H§() . Nous noteronsL(H3() ;H3()) I'espace des opérateurs bornés dej()
dansH}() et nous le munirons de la norme

kAk := sup
v2Hi() nfog KVKpi()

; 8A2L(H() :H3()
Introduisons 2 LY ( ), k =1;2, deux fonctions & valeurs réelles telles que
1 €>0 p.p.dans ; et 2 <0 p.pdans »;

ol ¢; et ¢, sont des constantes. Dé nissons 2 L! () de la fagon suivante : := | dans ,
k = 1;2. Pour un terme sourcef dansH () donné, réintroduisons alors le probléme non dissipatif

P) Trouver u 2 H3() tel que
div( ruy=f dans

De fagon usuelle,u est solution du probléme(P ) si, et seulement si,u vérie trouver u2 H}()
tel que a(u;v) = H;vi pour tout v 2 H}() , avec a(u;v) =( r u;r v) . Avec le théoréme de
représentation de Riesz, introduisons l'opérateur continuA : H3() ! H3() dé ni par

(r (Au);r v) = a(u;v); 8u;v 2 H3() :
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Classiquement, c'est-a-dire dans le cas des matériaux positifs, on modélise I'absorption du milieu
en ajoutant une partie imaginaire non nulle a la permittivité diélectriqgue " et a la perméabilité
magnétique . Pour aller dans ce sens, dé nissons donc

= 40 avec > 0 (4.2)

Ci-dessus, le parametre représente la dissipation du milieu. Nous allons justi er dans le prochain
paragraphe le choix d'une partie imaginaire uniformément positive sur le domaine. Nous appellerons
probleme dissipatifle probleme

P ) Trouver u 2 HY() tel que
div( ru)=f dans

Introduisons la forme sesquilinéairea telle que a (u;v) = ( r u;r v) pour tout u;v 2 H}()
ainsi que l'opérateur continu A : H3() ! H§() dé nipar

(r (A u);rv) =a (uv); 8u;v 2 H() : (4.3)
L'étude du probleme dissipatif est relativement simple. En e et, on a la

Proposition 4.1.1  Pour tout > O, l'opérateur A : H§() ! HE() dé nit un isomorphisme.
D'autre part, il existe une constante C indépendante de telle quek(A ) 'k  C= pour tout
> 0.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, il sut d'appliquer le théoréme de Lax-Milgram en observant
que pour tout u2 H}() ,ona

ja (uu)j j= ma (u;u)j min(cl;jczj)kukaé() ;
On déduit alors k(A ) k 1=( min(cy;jcy)). ]

Avant d'aller plus loin, nous allons revenir sur cette notion de dissipation en lui donnant un ses
physique.

4.2 Modélisation de la dissipation

Considérons un matériau caractérisé par sa permittivité diélectrique’ et sa perméabilité ma-
gnétique . Dans cette notation, l'indice fait référence a la dissipation. Les fonctions' et
dépendent de la fréquence et sord priori a valeurs complexes. Ces coe cients physiques a valeurs
complexes prennent sens lorsqu'on revient en régime temporel en e ectuant une transformée de
Fourier inverse. Notons" et les parties réelles de' et . Comme nous l'avons indiqué pré-
cédemment, on modélise usuellement I'absorption d'un matériau pour lequel la permittivité et la
perméabilité sont positives en ajoutant une partie imaginaire positive a" et a . On peut véri er
que cette modélisation concorde avec la physique en un sens que nous préciserons danstla2.¥
Dans cette section, nous souhaitons justi er que le choix

=t > 0 (4.4)
+i > 0 (4.5)

lorsque " et/ou change(nt) de signe est également cohérent avec la physique. Pour ce faire,
nous allons présenter quelques modeles de permittivités et perméabilités, pour di érents matériaux,
extraits de [3].
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4.2.1 Modeéles conduisant a des permittivités négatives
Modéle de Drude pour les métaux

Le modéle de Drude consiste a considérer que les électrons dans un métal sont libres de guladéer
sans subir de force de la part du noyau. lls forment alors une sorte de gaz que I'on peut assimiler a
un plasma. Dans ce modéle, le déplacememntde I'électron soumis a un champ électriquee véri e

me= mr eEe™: (4.6)

Dans cette équation,m désigne la masse de I'électron et e sa charge. Le terme eEe "' correspond
a la force subie par I'électron et m r_désigne une force d'amortissement provenant des collisions
avec les autres électrons. C'est précisément ce terme d'amortissement qui représente la dissipn
du milieu. En multipliant par r_I'équation (4.6) avec E = 0, on observe qu'il faut choisir 0
pour que la force m r_conduise a une perte d'énergie de I'électron. En cherchant une solution
r(t)= re " présentant une dépendance harmonique en temps, on obtient

e
—E
m

2 .
12+ !

m“r ilmr = eE , r=
Relions ensuite ce déplacement de I'électron, écrit dans le domaine fréquentiel, aux propriétés ma-
croscopiques du métal. NotonsN le nombre d'électrons par unité de volume. Le moment dipolaire
électrique de chaque électron vaup = er si bien que la polarisation par unité de volume s'écrit
Ne?
m E
P=Np= Ner= ﬁ
Par dé nition, la permittivité diélectrique est le coe cient " (!) tel que
"oE+ P =" (1)E:
On déduit donc , !
I
n | = n ) p .
(=" 1 oy
ou! , est la frequence plasma telle queg = Ne?=("om). En isolant les parties réelle et imaginaire,
on obtient I

13 13
()= 1 5 2+i!(!2'°+ 2y (4.7)

Dans le cas d'un milieu non absorbant ( = 0), on retrouve la loi classique” (!') = "(!) =
"o ! r2>:! 2) et la permittivité est négative pour les fréquences plus petites que la fréquence
plasma (cf. Figure 4.3, a gauche). D'autre part, pour les milieux faiblement absorbants (<! ), la
partie réelle de la permittivité est négative pour! < (! 3 #)!2. Notons que la partie imaginaire de

" (1), elle, est toujours positive. Notre choix d'ajout de la dissipation en @.4) concorde donc avec ce
modéle trés simple. De nombreux métaux possédent une fréquence plasma située dans l'ultraviale
bien que dans le visible, leur permittivité présente une partie réelle négative. La Figurd.1 présente
guelques valeurs expérimentales dé (! ) fournies dans [L32] pour l'aluminium, le cuivre et l'argent.

Globalement, avec ces valeurs expérimentales, on observe que la partie réelle"decroit lorsque la
longueur d'onde décroit. Le modéle de Drude4.7) capte bien ce phénomeéne. Par contre, pour la
partie imaginaire, les choses sont plus discutables. La partie imaginaire devrait décroitre lorsque la
longueur d'onde décroit'. Ce n'est pas vraiment le cas pour le cuivre...

1. Rappelons que =2 c=! .
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Aluminium Cuivre Argent

(nm) | <e" | =m" (nm) | <e" | =m" (nm) | <e" | =m"

650 -42 16.4 650 -13.3| 0.94 650 -17.6 | 0.58
600 -35.1 | 11.6 600 -9.4 1.04 600 -14.1 | 0.45
550 -27.7 | 8.09 550 -5.34 | 3.48 550 -11 0.36
500 -22.7 | 5.95 500 -5.08 | 4.26 500 -8.23 | 0.29
450 -18.4 | 4.23 450 -4.08 | 3.83 450 -555 | 2.66
400 -15.2 | 3.14 400 -3.72 | 0.29

Figure 4.1 Valeurs expérimentales de" en fonction de la longueur d'onde pour quelques métaux.

Remarque 4.2.1 Si nous avions choisi une convention en temps di érente avec un terme harmo-
nique ene't dans (4.6), nous aurions obtenu la loi

1 2

T0)="0 1 i

conduisant a une partie imaginaire négative pour’ . Ainsi, parler du signe de la partie imaginaire
des coe cients physiques na de sens gue lorsqu'une convention en temps a été préalablement xée.

Modéle de Lorentz pour les diélectriques

Il n'est en fait pas nécessaire de disposer d'un métal pour obtenir une permittivité négative. Un

simple diélectrique, dans une certaine gamme de fréquences, peut sure. Le modéle de Lorentz
consiste a prendre en compte l'interaction de I'électron avec le noyau chargé positivement en ajoutan

une force de rappel m! or dans (4.6). Pour cette modélisation, on est conduit a une permittivité

diélectrique [
!

"= 1

's _
2r i (4.8)

avec de nouvead FZ, = Ne?=("om). Notons que pour une force de rappel nulle (absence d'interaction
avec le noyau),i.e. pour ! g = 0, nous retrouvons bien le modéle de Drude. Réorganisond.8) pour

obtenir - X ) I
)= 0 (12 122+ 2127 (12 12)2+ 2]2

Observons que pour =0, autrement dit pour un milieu non dissipatif, la permittivité est négative
dans la plage de fréquencel o; (! |§+ I 3)172[ (cf. Figure 4.3, au centre). D'autre part, nous constatons
gue la partie imaginaire de" est également toujours positive avec ce modele.

4.2.2 Un modeéle de perméabilité négative

Intéressons-nous maintenant aux matériaux a perméabilités négatives, matériaux que I'on ne trouve
pas dans la nature et qui sont obtenus par un procédé d’homogénéisation. De nouveau, suivdid$
et considérons la fameuse structure de la Figurd.2 fabriquée a partir de Split Ring Resonators Ce
sont des résonances locales qui se produisent dans les anneaux coupés qui comféréensemble de
la structure cette propriété arti cielle de perméabilité négative.
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