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ÉCHAUFFEMENT 1

S oit ABC un triangle tel que les angles \BAC et \ABC soient strictement
inférieurs à �= 2. Déterminer une méthode géométrique pour construire
l'unique carré DEF G tel que [DE ] � [AB ], F 2 [BC ] et G 2 [AC ]. Nous

rappelons qu'une méthode géométrique est une méthode utilisant exclusivement la
règle (non graduée) et le compas.

A B

C

avant

A B

C

D E

FG

après

1. Je dois ce joli exercice à M. Philippe Barlier, mon prof de math de sup..
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I NTRODUCTION GÉNÉRALE

L es matériaux négatifs ont pris ces dernières années une place considérable en électroma-
gnétisme. Commençons par préciser ce que nous entendons par matériau négatif. Un
matériau est caractérisé par sa réponse fréquentielle à une excitation périodique. La

permittivité diélectrique " et la perméabilité magnétique� déterminent cette réponse. Nous dirons
qu'un matériau est négatif à la fréquence! si l'un au moins de ces deux paramètres physiques est
négatif. À présent, décrivons quels peuvent être les matériaux négatifs.

Dans la nature, la grande majorité des matériaux possèdent des paramètres physiques qui de-
meurent positifs pour la plupart des fréquences. Néanmoins, il est connu depuis fort longtemps
que les métaux présentent une permittivité négative pour une large gamme de fréquences. Pour
représenter le comportement de ces métaux, il existe di�érents modèles, plus ou moins sophistiqués
selon le degré de précision désiré. Présentons succinctement le plus simple : le modèle deDrude.
Nous renvoyons le lecteur au Ÿ4.2.1du Chapitre 4 pour plus de détails. Le modèle de Drude consiste
à considérer que les électrons dans un métal sont libres de se déplacer sans subir de force de la part
du noyau. En appliquant le principe fondamental de la dynamique à un électron puis en reliant son
déplacement à la polarisation et au champ électriques, on montre qu'en première approximation, il
est raisonnable de considérer que la permittivité diélectrique dans un métal suit la loi

" (! ) = "0

 

1 �
! 2

p

! 2

!

:

Ci-dessus,"0 désigne la permittivité du vide et ! p correspond à la pulsation de plasma du métal.
Cette dernière est située dans l'ultraviolet si bien que dans le visible et plus généralement, pour
toutes les pulsations inférieures à! p, la permittivité diélectrique d'un métal est négative. Grâce à
cette propriété, des ondes peuvent se propager à l'interface entre un diélectrique et un métal.Ces
ondes sont appeléesplasmons de surface. Elles ont pris ces vingt dernières années une importance
considérable dans le domaine des micro et nano technologies en électromagnétisme [8, 47, 152, 86].
Expliquons brièvement pourquoi.

De façon générale, pour améliorer les performances des dispositifs électroniques, il faut être capable
de réduire la taille des composants. Or, il semble qu'on ait atteint les limites pour les composants
utilisant les signaux électriques. Une alternative séduisante consiste à transmettre les informations
au moyen de la lumière. Mais pour le moment, il est di�cile de la manipuler à de petites échelles,
avec des matériaux classiques, en raison de la limite de di�raction. Les matériaux à permittivité
négative, comme donc, les métaux sous la fréquence plasma, permettraient de s'a�ranchir de cette
limite de di�raction. À terme, les physiciens espèrent pouvoir développer une électronique desplas-
mons pour construire des puces d'ordinateur. Les potentielles retombées de telles techniques sont
donc colossales. Indiquons également que les plasmons sont très sensibles aux propriétés de surface
et l'on peut les exploiter pour concevoir des photodétecteurs à l'échelle nanométrique. Pour plus
d'applications, nous invitons le lecteur à consulter [135]. En pratique, les technologies plasmoniques
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2 Introduction

Figure 1 � Représentation schématique d'un plasmon de surface.

sont en plein essor car on a beaucoup progressé dans les procédés d'observation. Auparavant, on ne
pouvait mesurer que le champ lointain associé à ces ondes. Or cette information est vraiment pauvre
car les plasmons sont localisés à l'interface diélectrique/métal et exponentiellement décroissants
dans la direction transverse (cf. illustration de la Figure 1). Désormais, grâce aux avancées réalisées
en imagerie, il est possible d'accéder au champ proche ce qui se révèle beaucoup plus intéressant.
Mathématiquement, par contre, ces plasmons de surface semblent des objets relativement inconnus
qui ne rentrent pas dans les théories de guides d'ondes existantes. Ceci provient du changement de
signe de la permittivité qui apparaît dans les équations de Maxwell qui gouvernent les variations
du champ électromagnétique.

Si les métaux sous la pulsation de plasma constituent les représentants les plus naturels des
matériaux négatifs, les médiatiques métamatériaux en sont peut-être le symbole le plus scintillant.
Les métamatériaux sont des structures composites arti�cielles que l'on ne trouve pas dans la nature.
Ils sont fabriqués en agençant de façon périodique un motif, petit par rapport à la longueur d'onde
de travail, réalisé à partir de matériaux standards. Pour obtenir un matériau qui se comporte
comme un matériau négatif, tout le travail consiste à bien choisir ledit motif. En e�et, ce sont
des résonances locales au niveau de la cellule de base qui confèrent à la structure macroscopique
des propriétés originales. À l'heure actuelle, les physiciens semblent avoir une préférence pour les
motifs constitués de �ls et d'anneaux métalliques coupés.

Figure 2 � Exemples de métamatériaux. Photos : D. Schurig, Duke University (à gauche) et C.
Soukoulis, Ames Laboratory (à droite).

Dans notre travail, nous nous intéresserons en particulier à des structures qui se comportent comme
si leur permittivité diélectrique et leur perméabilité magnétique étaient toutes deux négatives. Ce
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sont les fameux métamatériaux à indice de réfraction négatif également appelés matériaux de la
main gauche. Ils portent ce nom car le trièdre (vecteur d'onde, champ électrique, champ magné-
tique) y suit la règle de la main gauche. Nous expliquerons dans le Ÿ4.2.2 du Chapitre 4 pourquoi
un matériau pour lequel " et � sont négatifs possède un indicen =

p
"� négatif. Au niveau du

dioptre entre un matériau usuel et un tel métamatériau doublement négatif, il se produit un phé-
nomène surprenant de réfraction négative (cf. Figure3). On le comprend sans peine en écrivant la
loi de Descartes qui régit le trajet des rayons lumineux et en exploitant le changement de signe de n.

Avant de poursuivre, il est important de préciser que les métamatériaux ne sont pas tous né-
gatifs. Un métamatériau est simplement une structure que l'on construit pour qu'elle se comporte
comme un matériau homogène de permittivité et de perméabilité données. C'est cette maîtrise
des coe�cients physiques qui fait l'intérêt des métamatériaux. Elle permet de contrôler le champ
électromagnétique et donc la lumière. C'est ainsi que des physiciens ont imaginé créer des capes
d'invisibilité. Pour cette application, l'idée consiste à modi�er la permittivité et la perméabilité
dans une couronne autour de l'objet que l'on souhaite cacher. On choisit alors" et � de sorte qu'un
rayon lumineux arrivant sur l'obstacle le contourne sans subir d'interaction (voir une illustration
de ce phénomène avec la Figure3 à droite).

Figure 3 � Réfraction négative (à gauche). Un exemple d'invisibilité pour une onde plane (à droite).

Arrêtons-nous là pour la présentation des di�érents matériaux négatifs et pour la description
des technologies dans lesquelles ils interviennent. Retenons simplement deux idées importantes.
D'une part, les applications potentielles fourmillent. D'autre part, on a besoin de ces matériaux
négatifs dans des contextes compliqués où l'on travaille bien souvent à l'échelle nanométrique
(lorsque l'on souhaite manipuler la lumière en tout cas). Pour cette dernière raison, le développe-
ment expérimental des dispositifs se révèle très coûteux. D'ailleurs, pour être réaliste, même s'il
existe quelques résultats encourageants en micro-ondes, il semble qu'il reste beaucoup à faire pour
construire en pratique des objets utilisant les plasmons ou les métamatériaux dans le domaine du
visible. Pour limiter les manipulations onéreuses, il est donc crucial de savoir mettre en place des
méthodes de simulations e�caces pour développer les technologies. Pour les structures périodiques
que sont les métamatériaux, di�érentes possibilités s'o�rent à nous. Exposons les deux grandes idées.

Une première approche consiste à e�ectuer les calculs sur le matériau réel considéré dans toute
sa complexité. Néanmoins, cette technique est extrêmement dispendieuse en raison du nombre
important de degrés de liberté. Naturellement, il faut essayer de tirer parti de la structure pério-
dique de ces composites. Cela demande tout de même des méthodes assez �nes. De substantielles
avancées ont été réalisées dans ce sens notamment par J. Coatléven, S. Fliss et P. Joly (voir
[81, 56]). Une seconde approche pour e�ectuer les simulations numériques consiste à homogénéiser
les métamatériaux en les représentant par des matériaux homogènes équivalents. Cette méthode
paraît très attrayante car elle permet de faire les calculs facilement. Malheureusement, la jus-
ti�cation du processus d'homogénéisation s'avère délicate. Pour le moment, elle n'a été réalisée
que dans certaines géométries bien particulières et il reste d'importantes zones d'ombre pour des
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con�gurations générales. Néanmoins, il est possible de prouver mathématiquement qu'on peut
construire des matériaux qui se comportent macroscopiquement comme si leur permittivité et leur
perméabilité étaient négatives [30, 29, 28].

Dans cette thèse, nous souhaitons nous intéresser aux équations de Maxwell posées dans un milieu
constitué d'un matériau positif classique et d'un matériau négatif. Ce matériau négatif représentera
tantôt un métal sous la fréquence plasma, tantôt un métamatériau négatif homogénéisé. Nous nous
placerons en régime harmonique en temps et supposerons l'ensemble de la structure entourée par
un conducteur parfait. Cette dernière hypothèse conduit à travailler en domaine borné. À cause du
changement de signe des coe�cients physiques à l'interface entre les deux matériaux homogènes,
on ne dispose pas des propriétés usuelles de positivité. Par conséquent, les techniques classiques
d'étude des équations de Maxwell ne peuvent être utilisées telles quelles. De façon générale, les
questions que nous nous posons sont les suivantes. Les équations de Maxwell sont-elles bien posées
dans ces milieux ? Autrement dit, possèdent-elles une unique solution dépendant continûment de
la donnée ? Si oui, peut-on mettre en place et justi�er des méthodes numériques pour approcher
cette solution ? Lorsque les équations de Maxwell ne sont pas bien posées, peut-on déterminer un
nouveau cadre fonctionnel pour retrouver ce caractère bien posé ? Tels sont les grands axes, les
questions directrices de ce travail de thèse.

Comme nous l'avons indiqué précédemment, l'étude des problèmes d'électromagnétisme dans
des milieux composites pour lesquels" et/ou � change(nt) de signe en est encore à ses balbutie-
ments. Dans ce champ de recherches, M. Costabel et E. Stephan semblent pouvoir être considérés
comme des pionniers. En e�et, dès 1985, bien avant l'ère des plasmons et des métamatériaux
négatifs, ces deux auteurs dans [66] s'intéressent à la question en utilisant des techniques de repré-
sentation intégrale. L'apparition des milieux négatifs au sein de l'équipe Poems date de la �n des
années quatre-vingt-dix avec la thèse de K. Ramdani encadrée par A.-S. Bonnet-Ben Dhia [138].
Leur travail est alors centré sur les milieux supraconducteurs. Dans le même temps, M. Dauge et
B. Texier apportent leur contribution en montrant comment adapter les techniques d'équations
elliptiques dans des géométries singulières pour ce problème (cf. [72]). La prise de conscience de
l'importance d'une étude mathématique �ne des métamatériaux homogénéisés revient sans doute
à la thèse de C. M. Zwölf encadrée par A.-S. Bonnet-Ben Dhia et P. Ciarlet [155]. Au cours de ce
projet, ils obtiennent les premiers résultats variationnels permettant de justi�er la convergence de
méthodes numériques. En Italie, à Gênes, il existe une équipe de chercheurs, composée notamment
de G. Bozza, P. Fernandes, G. Oliveri et M. Ra�etto, qui s'intéresse à l'analyse mathématique
et numérique de ces problèmes (voir notamment les articles [131, 80]). Récemment, dans [129],
S. Nicaise et J. Venel ont proposé une amélioration des résultats d'approximation de [25]. Mais
la communauté ne semble guère plus grande. Pourtant, les phénomènes originaux à découvrir
abondent...

Plan de la thèse

Présentons maintenant le plan que nous allons suivre. Ce mémoire se divise en quatre parties. Les
deux premières sont consacrées à l'étude du problème scalaire auquel on peut réduire les équations
de Maxwell lorsque le domaine et la géométrie présentent une invariance dans une direction. Dans
la troisième partie, nous travaillons sur les équations de Maxwell en 2D et en 3D. Dans la quatrième
partie, nous nous intéressons au problème de transmission intérieur qui apparaît dans la théorie de
la di�raction. L'opérateur associé à ce problème présente également un changement de signe dans
sa partie principale.

Partie I : Étude du problème scalaire Nous commençons par étudier le problème sca-
laire obtenu à partir des équations de Maxwell lorsque ces dernières sont invariantes dans une
direction. Dans le Chapitre 1, à l'aide de considérations géométriques, nous revisitons la méthode
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de la T-coercivité introduite dans [25]. Nous fournissons des conditions nécessaires et su�santes
pour que le problème soit bien posé au sens de Fredholm. Nous détaillons le procédé en 2D et
nous donnons les outils pour traiter le cas scalaire 3D. Dans le Chapitre2, nous travaillons dans
deux directions. D'une part, nous examinons le lien entre laT-coercivité et les théorie existantes
dans la littérature. Nous montrons notamment que cette approche n'est autre qu'une reformulation
de la condition inf-sup. D'autre part, nous considérons des questions d'approximation numérique
de la solution du problème scalaire lorsque celui-ci est bien posé. Nous utilisons la technique de
la T-coercivité pour justi�er la convergence des méthodes numériques d'éléments �nis classiques
pour certains maillages. Nous développons également une méthode de pénalisation qui fonctionne
sans hypothèse particulière sur le maillage mais qui converge lentement. En�n, nous présentons
quelques simulations numériques pour illustrer nos résultats. Le Chapitre3 est consacré à l'étude
de la régularité des solutions du problème scalaire. Ces résultats sont importants pour démontrer
complètement la convergence des méthodes numériques du précédent chapitre. Par ailleurs, ils
constituent une introduction aux techniques d'espaces à poids et de transformée de Mellin que
nous utiliserons dans la suite. Le Chapitre4 a une vocation plus physique. Nous y justi�ons la
pertinence d'étudier les équations de Maxwell avec des coe�cients physiques réels qui changent
de signe. Pour cela, nous montrons que le comportement de la solution des équations de Maxwell
dans un milieu légèrement dissipatif (i.e. avec des coe�cients physiques complexes) est très lié à
la nature du problème non dissipatif. Dans ce chapitre, nous revenons également sur la question
délicate de la modélisation de l'absorption dans un milieu négatif.

Partie II : Extensions pour le problème scalaire Cette seconde partie est dédiée à
l'étude du problème scalaire lorsque ce dernier n'est pas bien posé dans le cadre usuel des fonctions
d'énergie �nie (H1). Cela se produit notamment, pour certaines valeurs des paramètres physiques,
lorsque l'interface entre le matériau positif et le matériau négatif présente un coin. Dans le Cha-
pitre 5, nous dé�nissons un nouveau cadre fonctionnel pour restaurer le caractère bien posé du
problème. La démarche s'apparente au processus d'absorption limite dans un guide d'ondes non
borné pour l'équation de Helmholtz en présence de modes propagatifs, le coin de l'interface dans
notre problème jouant le rôle d'in�ni dans le guide d'ondes. Toutefois, il existe une di�érence
fondamentale par rapport au problème de guide d'ondes classique. En raison, du changement de
signe des coe�cients, nous ne pouvons pas utiliser un résultat de décomposition sur les vecteurs
propres d'un certain opérateur transverse. Nous contournons néanmoins ce problème, au prix d'un
petit e�ort technique, en recourant aux espaces à poids et aux méthodes de type Mellin. Dansce
chapitre, nous donnons également quelques pistes pour approcher la solution dans ce nouveaucadre
fonctionnel. L'une d'elle consiste à placer une couche parfaitement adaptée (PML) au voisinage
du coin de l'interface, technique relativement inhabituelle. Dans le Chapitre6, nous e�ectuons un
développement asymptotique de la solution dans ce nouveau cadre fonctionnel par rapport à un
petit arrondi du coin. Nous mettons en évidence une instabilité de la solution par rapport à cet
arrondi. Pour les applications, ce point présente probablement des conséquences importantes caril
n'existe dans la nature que des coins légèrement arrondis.

Partie III : Équations de Maxwell Dans la troisième partie de ce travail, nous nous in-
téressons aux équations de Maxwell. Nous débutons avec le Chapitre7 par une étude complète
de ces équations lorsque la géométrie et les données sont invariantes dans une direction. Dans
le processus, nous prouvons un résultat liant le problème scalaire avec condition de Dirichlet au
problème scalaire avec condition de Neumann en 2D. Par ailleurs, nous exhibons une curiosité du
cadre fonctionnel pour les équations de Maxwell lorsque les paramètres physiques changent de signe.
Dans le Chapitre 8, nous redéployons les outils de type espaces à poids et transformée de Mellin
pour obtenir un résultat d'injection compacte pour les équations de Maxwell. Dans ce mémoire,
nous démontrons de tels théorèmes en d'autres circonstances en utilisant d'autres techniques. Ce
chapitre est néanmoins important car il devrait permettre de dé�nir un nouveau cadre fonctionnel
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pour les équations de Maxwell lorsque celles-ci ne sont pas bien posées dans les espaces usuels. Le
Chapitre 9 contient assurément le résultat le plus important de cette partie. Nous y montrons que
les équations de Maxwell 3D sont bien posées dès lors que les problèmes scalaires 3D sont bien posés.

Partie IV : Problèmes de transmission intérieurs La quatrième et dernière partie de
ce mémoire est consacrée à l'étude d'un problème de transmission intérieur que l'on rencontre en
théorie de la di�raction. On peut le résumer ainsi. Considérons un milieu de référence contenant
une inclusion constituée d'un matériau di�érent (oublions les matériaux négatifs). À fréquence
�xée, peut-on trouver un champ incident pour lequel le champ ré�échi par l'inclusion soit nul ?
La mise en équations de cette question conduit à un problème spectral pour lequel l'opérateur
présente un changement de signe dans sa partie principale. De nouveau, les outils classiques ne
peuvent être utilisés directement. Dans le Chapitre10, nous établissons le lien entre ce problème
et le problème de transmission matériau positif/matériau négatif. En procédant par analogie et en
utilisant la technique variationnelle de la T-coercivité, nous démontrons des résultats concernant
le caractère discret des fréquences pour lesquelles il existe une onde qui ne rayonne pas. Ces
résultats sont essentiels pour pouvoir mettre en place les techniques de reconstruction du support
de l'inclusion. Nous étudions à la fois le problème scalaire et le problème pour les équations de
Maxwell. Pour certains jeux de paramètres physiques de l'inclusion, il est nécessaire de travaillersur
une formulation di�érente de celle étudiée dans le Chapitre10. De façon un peu brutale, on peut
dire que c'est le seul espoir de pouvoir utiliser le théorème de Fredholm analytique pour prouver le
caractère discret des valeurs propres de transmission. On est alors amené à étudier un problème de
bilaplacien dépendant d'un paramètre. Dans le Chapitre11, nous nous intéressons à ce problème
lorsque le paramètre change de signe sur le domaine. Nous prouvons que ce problème du quatrième
ordre possède des propriétés radicalement di�érentes de celles du problème du second ordre.

Information concernant les notations

Les notations, d'un chapitre à l'autre, peuvent varier quelque peu. Nous les précisons donc en début
de chaque chapitre.
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Introduction

E n électromagnétisme, pour certaines applications, on aimerait travailler avec des composites
qui se comportent comme des matériaux homogènes à permittivité diélectrique" et/ou
perméabilité magnétique� réelle(s) et négative(s). Comme nous l'avons déjà mentionné,

les métaux et les tout récents métamatériaux négatifs peuvent entrer, en première approximation,
dans cette catégorie pour certaines plages de fréquences. La modélisation de tels objets soulèvent
des questions relativement inhabituelles. Considérons une structure hétérogène composée d'un di-
électrique classique et d'un matériau négatif. En raison du changement de signe des paramètres
physiques, il n'est pas évident de prouver l'existence et l'unicité du champ électromagnétique pour
un terme source donné. Dans ce chapitre, nous commencerons par nous intéresser au cas d'un
problème bidimensionnel dans un domaine
 représentant la structure hétérogène, en régime har-
monique en temps avec une excitation de pulsation! > 0. Dans une telle con�guration, de façon
classique et comme nous le verrons dans le Chapitre7, les équations de Maxwell se ramènent à des
problèmes scalaires de la forme

div(� r u) + ! 2 & u= f dans 
 ; (1.1)

avec(�; &) égal à(" � 1; � ) ou (� � 1; " ). Ci-dessus,f désigne le terme source. Nous compléterons cette
équation aux dérivées partielles par une condition aux limites sur la frontière. Dans ce chapitre,
nous étudierons également le cas de �gure(�; &) = ( "; 0) modélisant typiquement un problème
d'électrostatique en deux ou trois dimensions.

De façon plus mathématique, nous supposons que
 est partitionné en deux ouverts 
 1 et 
 2

avec 
 = 
 1 [ 
 2 et 
 1 \ 
 2 = ; . Nous faisons l'hypothèse que
 est un domaine deRd tandis
que 
 1, 
 2 � Rd sont à frontière lipschitzienne (d = 2 ; 3). Nous rappelons qu'un domaine est, par
dé�nition, un sous-ensemble ouvert borné et connexe deRd (d = 2 ; 3 ici) à frontière lipschitzienne.
Introduisons � k 2 L1 (
 k ), k = 1 ; 2, deux fonctions à valeurs réelles telles que

� 1 � c1 > 0 p.p. dans 
 1 et � 2 � c2 < 0 p.p. dans 
 2;

où c1 et c2 sont des constantes. Dé�nissons� 2 L1 (
) de la façon suivante :� := � k dans 
 k ,
k = 1 ; 2. Par ailleurs, prenons&2 L1 (
) . Ainsi, nous étudions une situation pour laquelle il y a
un diélectrique classique dans
 1 et un matériau négatif dans
 2. Sur la frontière, nous imposerons
dans un premier temps, une condition de Dirichlet homogène,i.e. u = 0 sur @
 . Nous e�ectuerons
la plupart de notre étude avec cette condition. Nous montrerons dans la Section1.7 comment
on peut traiter le cas de la condition de Neumann. Les résultats que nous allons obtenir pour le
problème (1.1) avec condition de Neumann di�éreront dans certaines con�gurations de ceux pour
le problème (1.1) avec condition de Dirichlet. Par contre, la méthode que nous allons mettre en
÷uvre, elle, sera la même.

Dans la suite, pour le problème avec condition de Dirichlet, nous prendrons un terme source
f dans H� 1(
) , et nous chercherons la solutionu dans H1

0(
) . Dans ce chapitre, comme dans tout
ce document d'ailleurs,H1

0(
) désignera l'ensemble des fonctions deH1(
) dont la trace est nulle
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sur @
 . L'espaceH� 1(
) est quant à lui constitué des formes linéaires continues surH1
0(
) . Puisque

l'injection de H1
0(
) dans H� 1(
) est compacte, il est su�sant d'étudier la partie principale de

l'opérateur associé à (1.1). En d'autres termes, nous nous intéresserons au problème

(P )
Trouver u 2 H1

0(
) tel que
� div(� r u) = f dans 
 :

De façon usuelle,u est solution du problème(P ) si, et seulement si,u véri�e � trouver u 2 H1
0(
)

tel que a(u; v) = l(v) pour tout v 2 H1
0(
) �, avec

a(u; v) = ( � r u; r v) 
 ; et l (v) = hf; v i 
 :

Ci-dessus,(�; �) 
 et h�; �i 
 désignent respectivement le produit scalaire de(L 2(
)) d et le crochet de
dualité H� 1(
) � H1

0(
) . Introduisons alors l'opérateur linéaire continu A : H1
0(
) ! H� 1(
) dé�ni

par
hAu; v i 
 = a(u; v); 8u; v 2 H1

0(
) :

Nous noteronsL (H1
0(
) ; H� 1(
)) l'ensemble des opérateurs continus deH1

0(
) dans H� 1(
) ).

Notre objectif est de déterminer un critère sur � pour garantir que le problème (P ) possède
une et une seule solution, et plus généralement, pour assurer queA : H1

0(
) ! H� 1(
) dé�nit un
isomorphisme. Bien entendu, en raison du changement de signe de� sur 
 , la forme a n'est pas coer-
cive1 sur H1

0(
) � H1
0(
) . En particulier, on ne peut pas appliquer le théorème de Lax-Milgram. Pour

autant, cela ne signi�e pas que l'opérateurA n'est jamais un isomorphisme. Pour étudier le problème
(P ), nous utiliserons la méthode de laT-coercivité introduite dans [25, 155]. Présentons-en l'idée.
Supposons qu'il existe un isomorphismeT de H1

0(
) tel que la forme bilinéaire (u; v) 7! a(u; Tv)
soit coercive. Alors le problème(P ) est bien posé, au sens où il possède une unique solution, en
vertu du théorème de Lax-Milgram. En e�et, dans ce cas, le problème � trouveru 2 H1

0(
) tel que
a(u; Tv) = l(Tv) pour tout v 2 H1

0(
) � est bien posé. PuisqueT est un isomorphisme deH1
0(
) , ceci

prouve que le problème initial � trouver u 2 H1
0(
) tel que a(u; v) = l(v) pour tout v 2 H1

0(
) � est
bien posé. Dès lors, toute l'astuce dans cette technique consiste à construire ces fameux opérateurs
T. Dans [25, 155], il est prouvé que A : H1

0(
) ! H� 1(
) constitue un isomorphisme lorsque
max (inf 
 1 � 1=sup
 2

j� 2j; inf 
 2 j� 2j=sup
 1
� 1) > I � � 1, où I � est une constante qui ne dépend que

de la géométrie de l'interface� entre 
 1 et 
 1. Mais la valeur de I � n'est pas connue. Ceci vient
du fait que les T sont construits à partir d'un opérateur de relèvement abstrait pour lequel on
ne peut pas calculer explicitement la norme. Ici, nous nous proposons de compléter les résultats
de [25, 155] de deux façons. Tout d'abord, nous obtenons des valeurs explicites des constantes.
D'autre part, nous localisons ces résultats, au sens où nous proposons un critère pour assurer le
caractère bien posé de(P ), quitte à avoir un noyau et un conoyau de même dimension �nie, qui
ne dépend que des valeurs des paramètres physiques au voisinage de l'interface entre les deux
matériaux. Pour obtenir ces résultats, nous prouvons queA est de type Fredholm d'indice zéro, au
moyen d'opérateursT simples, dé�nis de façon géométrique. Dans ce cas, si l'on possède un résultat
d'unicité pour le problème (P ) alors il est bien posé. Mais il peut également apparaître un noyau de
dimension �nie comme nous le verrons plus loin, dans le Chapitre2, Ÿ2.2.2. Bien sûr, si l'opérateur
A : H1

0(
) ! H� 1(
) est de type Fredholm d'indice zéro, alors l'opérateur associé au problème
div(� r u) + ! 2 & u= f dans 
 avec u = 0 sur @
 est également de type Fredholm d'indice zéro.
Nous préciserons dans le Chapitre2, comment se situe cette technique de laT-coercivité par rapport
aux approches classiquement utilisées pour montrer qu'un problème est bien posé. Plus précisément,
nous verrons que cette méthode n'est autre qu'une formulation très simple de la théorieinf-sup [32].

1. Plus généralement, on ne peut pas trouver � 2 [0; 2� [ tel que (u; v) 7! e2i�� a(u; v) soit coercive sur H1
0(
) �

H1
0(
) . Pour montrer ce résultat, introduisons deux fonctions non nulles ' 1 2 C 1

0 (
 1) et ' 2 2 C 1
0 (
 2). Dé�nissons

' telle que ' j 
 1 = ' 1 et ' j 
 2 = �' 2 , avec � := (
R


 1
� 1 jr ' 1 j2=

R

 2

j� 2 jjr ' 2 j2)1=2 . On a alors ' 2 H1
0(
) , ' 6= 0 et

a('; ' ) = 0 .
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Dans le cas où� 1 et � 2 sont des nombres constants, il existe dans la littérature au moins deux
autres approches pour étudier le problème(P ). À l'aide de techniques d'équations d'intégrales, il
a d'abord été prouvé dans [66] par Costabel et Stephan que lorsque l'interface� est régulière (de
classeC2), le problème (P ) est bien posé au sens de Fredholm si, et seulement si, le contraste
� � := � 2=� 1 est di�érent de � 1. Postérieurement à cela, l'in�uence des coins dans l'interface a
été spéci�quement étudiée dans [72] (voir également [26, 138]). Les auteurs prouvent que lorsque
l'interface présente un angle droit, le problème(P ), avec un second membref dans L2(
) , n'est
pas de type Fredholm si, et seulement si,� � 2 [� 3; � 1=3] (des résultats similaires peuvent être
obtenus pour des valeurs quelconques d'angle). Nous retrouverons ces résultats au cours de notre
étude par la technique de laT-coercivité.

Ce chapitre s'organise de la façon suivante. Après avoir introduit quelques notations et prouvé
un résultat préliminaire, nous étudions des cas élémentaires, pour des géométries simples deR2

(d = 2 ). Dans la Section1.3, nous combinons les résultats obtenus à une technique de localisation
pour pouvoir traiter des problèmes de transmission deR2 mettant en jeu des interfaces plus
générales. Nous donnons alors des exemples lorsque� est régulier ou constant par morceaux. En
particulier, nous obtenons un critère reposant uniquement sur les valeurs du contraste à l'interface.
Dans la Section1.5, nous discutons l'optimalité de ces résultats pour les domaines deR2. Nous
fournissons ensuite des éléments de preuve pour des géométries simples deR3 qui ne se ramènent
pas nécessairement à des géométries 2D. Le cas du coin de Fichera en constitue l'exemple le plus
illustratif. En�n, nous présentons une démarche possible pour étudier le problème(P ) avec une
condition aux limites de Neumann plutôt qu'une condition de Dirichlet.

1.1 Notations et résultat préliminaire

Avant d'entrer dans le vif du sujet, introduisons quelques notations qui serviront tout au long
de ce chapitre.
Étant donné un domaine O de Rd, nous noterons sans distinction(�; �)O (resp. k � kO ) les produits
scalaires (resp. les normes) deL2(O) et (L 2(O))d. De même, pour p 2 [1;1 ] n f 2g, k � kLp (O)

désignera à la fois la norme deLp(O) et celle de (L p(O))d. Nous munirons H1
0(O) de la norme

k � kH1
0 (O) := kr�k O . Nous notonsh�; �i O le crochet de dualitéH� 1(O) � H1

0(O), et nous dé�nissons
la norme

kf kH � 1 (O) := sup
v2 H1

0 (O)nf 0g

j hf; v i O j
kvkH1

0 (O)
; 8f 2 H� 1(O) :

Pour k = 1 ; 2, introduisons � k := @
 \ @
 k . Nous appelons interface l'ensemble� := @
 1n� 1 =
@
 2n� 2. Les normesLp (p 2 [1;1 ]) sur � sont notées comme ci-dessus en remplaçantO par � .
D'autre part, �j � désignera l'opérateur de trace sur� .
Si v est une fonction mesurable sur
 , nous utilisons la notation vk := vj 
 k , k = 1 ; 2. Introduisons
ensuite2

� +
1 := sup


 1

� 1 ; � +
2 := sup


 2

j� 2j ; � �
1 := inf


 1
� 1 et � �

2 := inf

 2

j� 2j:

Lorsque c'est possible, nous dé�nissons le contraste� � := � 2=� 1 sur � . C'est une constante lorsque
� 1, � 2 sont des fonctions constantes, ou un élément deC0(�) lorsque � 1 2 C0(
 1), � 2 2 C0(
 2).
Pour k = 1 ; 2, introduisons l'espace des restrictions des éléments deH1

0(
) à 
 k :

H1
0; � k

(
 k ) :=
n

vj 
 k ; v 2 H1
0(
)

o
:

Si X et Y sont deux espaces vectoriels normés,L (X ; Y) (resp.L (X) ) désignera l'espace des opérateurs
linéaires et continus de X dans Y (resp. de X dans X). En�n, dans tout ce chapitre, si R1 2

2. Partout dans la suite, nous écrirons sup pour sup ess, respectivement inf pour inf ess.
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L (H1
0; � 1

(
 1); H1
0; � 2

(
 2)) et R2 2 L (H1
0; � 2

(
 2); H1
0; � 1

(
 1)) , nous notons

kR1k := sup
v2 H1

0; � 1
(
 1 ); kr vk
 1 =1

kr (R1v)k
 2 et kR2k := sup
v2 H1

0; � 2
(
 2 ); kr vk
 2 =1

kr (R2v)k
 1 :

Commençons par démontrer le théorème ci-dessous. Ce sera la brique de base dans l'approche que
nous allons développer tout au long de ce chapitre.

Théorème 1.1.1 Soit R1 2 L (H1
0; � 1

(
 1); H1
0; � 2

(
 2)) un opérateur véri�ant la condition de raccord
(R1u1)j � = u1j � pour tout u1 2 H1

0; � 1
(
 1). Dé�nissons

T1u =

(
u1 dans 
 1

� u2 + 2R1u1 dans 
 2
: (1.2)

Si � �
1 =� +

2 > kR1k2, alors la forme a est T1-coercive : il existe une constanteC > 0 telle que
a(u; T1u) � C kuk2

H1
0 (
) pour tout u 2 H1

0(
) . Dans ce cas,A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme

de H1
0(
) dans H� 1(
) .

Soit R2 2 L (H1
0; � 2

(
 2); H1
0; � 1

(
 1)) un opérateur véri�ant la condition de raccord (R2u2)j � = u2j �
pour tout u2 2 H1

0; � 2
(
 2). Dé�nissons

T2u =

(
u1 � 2R2u2 dans 
 1

� u2 dans 
 2
: (1.3)

Si � �
2 =� +

1 > kR2k2, alors la forme a est T2-coercive : il existe une constanteC > 0 telle que
a(u; T2u) � C kuk2

H1
0 (
) pour tout u 2 H1

0(
) . Dans ce cas,A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme

de H1
0(
) dans H� 1(
) .

Preuve. Par construction, T1u appartient à H1
0(
) pour tout u 2 H1

0(
) et T1 : H1
0(
) ! H1

0(
)
est continu. De plus, pour tout u 2 H1

0(
) , on a d'une part T1(T1u) = u sur 
 1 et, d'autre part,
T2(T2u) = � (� u2 + 2R1u1) + 2 R1u1 = u2 = u sur 
 2. On déduit T1 � T1 = Id . Ceci prouve que
T1 est un isomorphisme deH1

0(
) . Calculons maintenant a(u; T1u), pour u 2 H1
0(
) . L'inégalité de

Young permet d'écrire, pour tout � > 0,

a(u; T1u) = ( � 1 r u1; r u1) 
 1 + ( j� 2j r u2; r u2) 
 2 � 2(j� 2j r u2; r (R1u1)) 
 2

� (� 1 r u1; r u1) 
 1 + ( j� 2j r u2; r u2) 
 2

� � (j� 2j r u2; r u2) 
 2 � 1=� (j� 2j r (R1u1); r (R1u1)) 
 2

� (( � 1 � k R1k2 � +
2 =� ) r u1; r u1) 
 1 + ( j� 2j (1 � � ) r u2; r u2) 
 2 :

Par conséquent, si� �
1 =� +

2 > kR1k2, alors il existe une constanteC > 0 telle que

C kuk2
H1

0 (
) � a(u; T1u); 8u 2 H1
0(
) :

Autrement dit, a est T1-coercive.
De la même façon, on aT2 2 L (H1

0(
)) , T2 � T2 = Id et donc T2 est un isomorphisme deH1
0(
) .

Pour u 2 H1
0(
) , nous obtenons pour tout � > 0,

a(u; T2u) � (� 1(1 � � )r u1; r u1) 
 1 + (( j� 2j � k R2k2 � +
1 =� )r u2; r u2) 
 2 :

Ainsi, si � �
2 =� +

1 > kR2k2, alors il existe C > 0 telle que

C kuk2
H1

0 (
) � a(u; T2u); 8u 2 H1
0(
) ;

i.e. a est T2-coercive.
Pour terminer la preuve, supposons qu'il existe un isomorphismeT de H1

0(
) , tel que la forme
bilinéaire continue (u; v) 7! ~a(u; v) = a(u; Tv) soit coercive sur H1

0(
) � H1
0(
) . Bien sûr, v 7!

~l(v) = l(Tv) est une forme linéaire continue surH1
0(
) . En vertu du théorème de Lax-Milgram,

nous pouvons a�rmer qu'il existe une et une seule fonction u 2 H1
0(
) telle que ~a(u; v) = ~l(v)

pour tout v 2 H1
0(
) . De plus, cette fonction dépend continûment de la donnée~l. Comme T est un

isomorphisme deH1
0(
) , cela montre qu'il existe un unique u 2 H1

0(
) tel que a(u; v) = l(v) pour
tout v 2 H1

0(
) , u dépendant continûment del. Cela prouve bien queA dé�nit un isomorphisme.
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Nous pouvons voirR1 (resp. R2) comme un � opérateur de transfert �, transformant les fonctions
dé�nies sur 
 1 (resp. 
 2) en des fonctions dé�nies sur 
 2 (resp. 
 1) et préservant la valeur à
l'interface ainsi que la condition de Dirichlet sur la frontière. Dans l'énoncé du Théorème1.1.1,
nous avons supposéR1, R2 donnés mais ces opérateurs sont en réalité des paramètres. Dé�nissons
les espaces d'� opérateurs de transfert �

R 1 := f R1 2 L (H1
0; � 1

(
 1); H1
0; � 2

(
 2))
�
� R1v1j � = v1j � ; 8v1 2 H1

0; � 1
(
 1)g

et R 2 := f R2 2 L (H1
0; � 2

(
 2); H1
0; � 1

(
 1))
�
� R2v2j � = v2j � ; 8v2 2 H1

0; � 2
(
 2)g:

En reprenant la preuve du Théorème1.1.1, on obtient le

Théorème 1.1.2 Supposons� �
1 =� +

2 >
�
inf R12R 1 kR1k2�

ou � �
2 =� +

1 >
�
inf R22R 2 kR2k2�

. Alors,
l'opérateur A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1

0(
) dans H� 1(
) .

Dans la suite du chapitre, R1 sera toujours un opérateur deR 1, R2 un opérateur R 2. Par ailleurs,
T1 et T2 seront les éléments deL (H1

0(
)) dé�nis respectivement par (1.2) et (1.3).

Remarque 1.1.3 Notre objectif maintenant consiste à construire des opérateurs de transfert de
norme minimale. Nous verrons, au moins en 2D, que ce sont des opérateurs très simples, géomé-
triques, qui réalisent ce minimum.

Remarque 1.1.4 Nous aurions pu considérer des isomorphismesT1 et T2 autres que ceux dé�nis
en (1.2) et (1.3). Rien n'impose d'utiliser les opérateurs de transfert R1, R2. Cependant, pour
étudier le problème(P ), nous nous rendrons compte a posteriori que ce choix est judicieux.

1.2 Étude de cas élémentaires : des conditions globales

Nous construisons à présent de façon explicite ces opérateurs qui assurent laT-coercivité. Nous
travaillons d'abord sur une série de géométries particulières. Dans un second temps, (voir Ÿ1.3),
nous nous servirons de ces cas particuliers pour traiter des géométries plus générales. Rappelons
que nous souhaitons obtenir un critère sur les valeurs de� pour assurer queA est un isomorphisme
de H1

0(
) dans H� 1(
) .

1.2.1 Domaine symétrique


 1


 2

�O
x

y

Figure 1.1 � Une géométrie symétrique.

Soit 
 un domaine symétrique, au sens où
 1 est l'image de 
 2 par une symétrie. Sans perte
de généralité et pour �xer les idées, nous supposerons que l'interface� est un sous-ensemble de la
droite d'équation y = 0 (cf. Figure 1.1). Dans ce cas, nous pouvons prouver le

Théorème 1.2.1 (domaine symétrique) Supposons

max(� �
1 =� +

2 ; � �
2 =� +

1 ) > 1:

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H1
0(
)) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1
0(
) dans H� 1(
) .
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Preuve. Considérons les opérateursR1 et R2 dé�nis respectivement par (R1u1)(x; y) = u1(x; � y)
et (R2u2)(x; y) = u2(x; � y). Clairement, on a la condition de raccord(Rkuk )j � = uk j � pour tout
uk 2 H1

0; � k
(
 k ) et donc Rk 2 R k , k = 1 ; 2. De plus, kRkk = 1 , pour k = 1 ; 2. La conclusion est

alors apportée par le Théorème1.1.1.

Remarque 1.2.2 Dans le cas où� 1 et � 2 sont des constantes, le Théorème1.2.1 indique queA
est un isomorphisme dès lors que le contraste� � = � 2=� 1 n'est pas égal à� 1.

1.2.2 Sommet intérieur


 1

�


 2

�
O

x

y


 1
�




 2
�

O


 1
�


 2

�

O

Figure 1.2 � Géométrie du sommet intérieur (à gauche). Géométrie du sommet extérieur (au milieu,
à droite).

Considérons la géométrie de la Figure1.2, à gauche. Plus précisément, notons(r; � ) les coordon-
nées polaires centrées enO avec � = 0 sur la demi-droite (Ox) (pour les x positifs). Étant donnés
R > 0 et � 2 ]0; 2� [, dé�nissons


 1 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < R; 0 < � < � g ;

 2 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < R; � < � < 2� g:

Théorème 1.2.3 (sommet intérieur) Supposons

max(� �
1 =� +

2 ; � �
2 =� +

1 ) > I � ; avec I � := max(
2� � �

�
;

�
2� � �

):

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H1
0(
)) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1
0(
) dans H� 1(
) .

Preuve. Nous utilisons la même notation pour les fonctions exprimées en coordonnées carté-
siennes ou polaires. Considérons les opérateursR1 et R2 dé�nis respectivement par (R1u1)( �; �) =
u1(�; �

� � 2� (� � 2� )) et (R2u2)( �; �) = u2(�; � � 2�
� � + 2 � ). Par construction, on a les conditions de

raccord (R1u1)( �; � ) = u1(�; � ) et (R1u1)( �; 2� ) = u1(�; 0), pour tout u1 2 H1
0; � 1

(
 1). À présent,
calculons la norme deR1. Pour cela, donnons-nousu1 2 H1

0; � 1
(
 1). En e�ectuant le changement de

variables (r; � ) = ( �; �
� � 2� (� � 2� )) , on obtient

kr (R1u1)k2

 2

=
Z


 2

 
@(R1u1)

@�

! 2

+
1
� 2

 
@(R1u1)

@�

! 2

�d�d �

�
2� � �

�

Z


 1

 
@u1
@r

! 2

rdrd� +
�

2� � �

Z


 1

1
r 2

 
@u1
@�

! 2

rdrd�

� I � kr u1k2

 1

;
donc kR1k2 � I � :
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De façon similaire, les conditions de raccord sur l'interface sont véri�ées pourR2. De plus, kR2k2 �
I � .
Le Théorème1.1.1 permet alors de conclure.

Remarque 1.2.4 On a toujours � 1 2 [� I � ; � 1=I � ]. D'autre part, si � = � , cet intervalle se réduit
à f� 1g, ce qui est consistant avec le résultat que nous avons obtenu pour la géométrie symétrique
(voir le Ÿ1.2.1).

Remarque 1.2.5 Lorsque � 1 et � 2 sont des constantes, le Théorème1.2.3 indique queA est un
isomorphisme lorsque� � = � 2=� 1 =2 [� I � ; � 1=I � ]. Par exemple, si � = �= 2, on a [� I � ; � 1=I � ] =
[� 3; � 1=3]. Dans ce cas, étant donné� � 2 ]�1 ; � 3[ [ ]� 1=3; 0[, nous savons queA est un isomor-
phisme.

Remarque 1.2.6 Plus généralement, nous pourrions considérer un opérateurRy
1 dé�ni par

(Ry
1u1)( �; �) = u1(�; g 1(�)) où g1 est un C1 di�éomorphisme de [� ; 2� ] dans [0; � ] tel que

g1(2� ) = 0 et g1(� ) = � . On obtient alors kRy
1k2 = max( kg0

1kL1 ([ � ;� ]) ; k1=(g0
1)kL1 ([ � ;� ]) ). Avec

le théorème des accroissements �nis, on déduit qu'on a toujourskRy
1k2 � I � . Ainsi, notre choix

g1(�) = �
� � 2� (� � 2� ) est optimal pour cette con�guration. Ce ne sera pas toujours le cas en 3D

(voir le Ÿ1.6.4).

1.2.3 Sommet extérieur

Réintroduisons les coordonnées polaires(r; � ) comme dans le paragraphe précédent. Étant don-
nées trois constantesR, � ,  avecR > 0 et 0 < � <  < 2� , dé�nissons :


 1 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < R; 0 < � < � g ;

 2 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < R; � < � <  g:

Théorème 1.2.7 ( sommet extérieur ) Supposons
8
>><

>>:

� �
1 =� +

2 > 1 ou � �
2 =� +

1 >
 � �

�
si � � = 2 ;

� �
2 =� +

1 > 1 ou � �
1 =� +

2 >
 � �

�
si � � = 2:

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H1
0(
)) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1
0(
) dans H� 1(
) .

Preuve. Intéressons-nous d'abord au cas� � = 2 (Figure 1.2, au milieu). Introduisons les opéra-
teurs R1 et R2 dé�nis respectivement par

(R1u1)( �; �) =

(
u1(�; 2� � �) si � � 2�

0 sinon
; (R2u2)( �; �) = u2(�;

� � 
�

� +  ) :

Pour obtenir le résultat de ce théorème, on travaille avecR1 comme dans le Théorème1.2.1, et avec
R2 comme dans le Théorème1.2.3.
Pour traiter le cas � � = 2 (Figure 1.2, à droite), il su�t d'inverser le rôle de 
 1 et 
 2.

Remarque 1.2.8 Lorsque � = = 2, nous retrouvons le résultat des domaines symétriques (cf.
Théorème 1.2.1).

Remarque 1.2.9 Lorsque � 1 et � 2 sont des constantes, par exemple pour = � et � = �= 4, le
résultat précédent indique queA est un isomorphisme, dès que� � 2 ]�1 ; � 3[ [ ]� 1; 0[.
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x

y


 1


 2L

�

O

y = f (x)

1

Figure 1.3 � Géométrie d'une interface de classeC1.

1.2.4 Interface de classe C 1

Terminons ce tour d'horizon des géométries particulières 2D par l'étude du cas où l'interface�
est régulière mais non nécessairement égale à un segment de droite. Considéronsg une fonction à
valeurs réelles appartenant àC1([0; 1]), et L > 0 une constante. Dé�nissons (voir la Figure1.3)


 := f (x; y) j 0 < x < 1; g(x) � L < y < g (x) + Lg ;

 1 := f (x; y) j 0 < x < 1; g(x) < y < g (x) + Lg ;

 2 := f (x; y) j 0 < x < 1; g(x) � L < y < g (x)g :

Théorème 1.2.10 Supposons

max(� �
1 =� +

2 ; � �
2 =� +

1 ) > (1 + 2

 g0

L1 (�) + 4

 g0 2

L1 (�) ):

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H1
0(
)) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1
0(
) dans H� 1(
) .

Preuve. Dé�nissons les opérateursR1 et R2 respectivement par (R1u1)(s; t) = u1(s;2g(s) � t) et
(R2u2)(s; t) = u2(s;2g(s) � t). Notons que si(s; t) 2 � , alors t = g(s) et (R1u1)(s; t) = u1(s;2g(s) �
t) = u1(s; t), pour tout u1 2 H1

0; � 1
(
 1). Ainsi, nous avons bienR1 2 R 1. Déterminons ensuite une

borne supérieure pour la norme deR1. Pour u1 2 H1
0; � 1

(
 1), en utilisant le changement de variables
(x; y) = ( s;2g(s) � t), nous obtenons

kr (R1u1)k2

 2

=
Z


 2

 
@(R1u1)

@s

! 2

+

 
@(R1u1)

@t

! 2

dsdt

�
Z


 1

 
@u1
@x

+ 2g0(x)
@u1
@y

! 2

+

 
@u1
@y

! 2

dxdy

�
Z


 1

 
@u1
@x

! 2

+ 4
�
�g0(x)

�
�

�
�
�
�
�

@u1
@x

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

@u1
@y

�
�
�
�
�
+ 4

�
�g0(x)

�
�2

 
@u1
@y

! 2

+

 
@u1
@y

! 2

dxdy

� (1 + 2 kg0kL1 (�) + 4 kg0k2
L1 (�) ) kr u1k2


 1
:

Il suit kR1k2 � (1 + 2 kg0kL1 (�) + 4 kg0k2
L1 (�) ).

En inversant les rôles de
 1 et 
 2, on observe que la condition de raccord à l'interface est également
véri�ée par R2. De plus, on akR2k2 � (1 + 2 kg0kL1 (�) + 4 kg0k2

L1 (�) ).
Encore une fois, on peut alors conclure en utilisant le Théorème1.1.1.
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Remarque 1.2.11 Dans le cas particulier où g0 est uniformément égal à0, le domaine 
 est
symétrique par rapport à l'interface et l'on retrouve le résultat du Théorème1.2.1.

Remarque 1.2.12 Dans la suite, le Théorème1.2.10 apparaîtra uniquement comme un outil pour
démontrer le résultat plus général concernant les interfaces quelconques. La version que nous avons
proposée sera su�sante pour nos besoins et c'est pourquoi nous n'avons pas cherché à a�ner la
condition sur le contraste.

1.3 Étude pour une interface quelconque par un procédé de locali-
sation

Nous dirons que le problème(P ) est bien posé au sens de Fredholm lorsque l'opérateurA 2
L (H1

0(
) ; H� 1(
)) est Fredholm d'indice 0. Pour faciliter la lecture, et puisque c'est la première fois
que nous rencontrons cette notion dans ce document, rappelons la dé�nition d'un opérateur de type
Fredholm ou opérateur à indice (voir notamment [98, 151, 116]).

Dé�nition 1.3.1 Soient X et Y deux espaces de Banach, etB un opérateur deL (X; Y ). L'opéra-
teur B est de type Fredholm si

i) dim ker B < 1 ; im B est fermée.
ii) dim cokerB < 1 ; où cokerB := Y=im B:

Lorsque B est un opérateur de type Fredholm, son indice est dé�ni parind B := dim ker B �
dim cokerB .

Pour énoncer et démontrer notre résultat, nous avons besoin de décrire précisément la géométrie
du domaine. C'est ce que nous allons faire maintenant.

1.3.1 Description de la géométrie

Nous rappelons que
 est un domaine deR2, c'est-à-dire, un sous-ensemble ouvert borné et
connexe deR2 à frontière lipschitzienne. Nous supposons
 divisé en deux ouverts
 1 et 
 2 avec

 1 [ 
 2 = 
 , 
 1 \ 
 2 = ; . Nous faisons l'hypothèse que
 1 et 
 2 sont à frontière lipschitzienne.
Nous avons introduit � 1 = @
 \ @
 1, � 2 = @
 \ @
 2 et dé�ni l'interface � = @
 1n� 1 = @
 2n� 2.
On a alors 
 1 \ 
 2 = � . Notons n le vecteur unitaire normal à � , dirigé de 
 1 vers 
 2. Ci-dessous,
nous nous intéressons plus particulièrement à la géométrie de l'interface :

� L'interface � est de classeC1, mis à part en un nombre �ni de sommets intérieurs Sint =
f x i ; 1 � i � N int g. Pour 1 � i � N int , les sous-domaines
 1 et 
 2 coïncident avec des cônes
dans un voisinageVi de x i :


 1 \ V i = K1(x i ) \ V i et 
 2 \ V i = K2(x i ) \ V i ;
où K1(x i ) et K2(x i ) sont des cônes ouverts centrés enx i .

(1.4)

� Il y a exactement 0 ou 2 points limites, appelés sommets extérieurs: Sext := � \ @
 =
f x i ; N int + 1 � i � N int + Next g, avecNext 2 f 0; 2g. Et pour N int + 1 � i � N int + Next , les
sous-domaines
 1 et 
 2 coïncident avec des cônes ouverts dans un voisinageVi de x i : i.e.,
(1.4) est véri�é.

Pour chaque indicei , nous introduisons l'ouverture � i
k 2 ]0; 2� [ des cônesKk (x i ), k = 1 ; 2. Nous

dé�nissons  i := � i
1 + � i

2 et � i := min( � i
1; � i

2). Bien entendu, on a  i = 2 � pour les sommets
intérieurs, et  i < 2� pour les sommets extérieurs. D'autre part, au niveau d'un sommet intérieur
x i , � n'est pas de classeC1, donc 0 < � i < � .
Nous notons(r i ; � i ) les coordonnées polaires centrées enx i où le paramètre angulaire� i est tel que

K1(x i ) est isométrique à
�
(r i cos� i ; r i sin � i ) j r i > 0; 0 < � i < � i

1
	

;
K2(x i ) est isométrique à

�
(r i cos� i ; r i sin � i ) j r i > 0; � i

1 < � i <  i 	 :
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�x i

� i
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1


 1

� i = 0

� i = � i
1

Figure 1.4 � Notations pour x i 2 S int - � i = � i
2.

�

x i

� i
1� i

2

� i = � i
1

� i = 0


 1
 2

@


Figure 1.5 � Notations pour x i 2 Sext - � i = � i
1.

Dé�nissons S1
ext := f x i 2 Sext j � i

1 � � i
2g, S2

ext := f x i 2 Sext j � i
2 < � i

1g et S := Sint [ S ext . Le
cardinal de l'ensembleS est noté N .

En�n, introduisons

I � i :=
 i � � i

� i pour 1 � i � N:

Remarque 1.3.2 Pour tout sommet intérieur, on a I � i > 1. Ceci est également vrai pour les som-
mets extérieurs appartenant àS2

ext . Par contre, pour un sommet extérieur deS1
ext , on a seulement

I � i � 1 (il peut arriver que I � i = 1 ).

1.3.2 Énoncé du résultat

Nous allons prouver queA est Fredholm d'indice 0, sous certaines hypothèses portant sur la
géométrie du domaine et sur� . Nous noteronsB (x ; d) la boule ouverte centrée enx et de rayon d.

Théorème 1.3.3 Supposons que l'une des deux hypothèses,1: ou 2:, ci-dessous, soit véri�ée.

1:

8x 2 � nS (partie régulière de l'interface) : 9d > 0; inf
B (x ;d)\ 
 1

� 1 > sup
B (x ;d)\ 
 2

j� 2j

8x i 2 S int [ S 2
ext : 9d > 0; inf

B (x i ;d)\ 
 1

� 1 > I � i sup
B (x i ;d)\ 
 2

j� 2j

8x i 2 S 1
ext : 9d > 0; inf

B (x i ;d)\ 
 1

� 1 > sup
B (x i ;d)\ 
 2

j� 2j

;

2:

8x 2 � nS (partie régulière de l'interface) : 9d > 0; inf
B (x ;d)\ 
 2

j� 2j > sup
B (x ;d)\ 
 1

� 1

8x i 2 S int [ S 1
ext : 9d > 0; inf

B (x i ;d)\ 
 2

j� 2j > I � i sup
B (x i ;d)\ 
 1

� 1

8x i 2 S 2
ext : 9d > 0; inf

B (x i ;d)\ 
 2

j� 2j > sup
B (x i ;d)\ 
 1

� 1

.

Alors, l'opérateur A : u 7! � div(� r u) de L (H1
0(
) ; H� 1(
)) est Fredholm d'indice 0.

Remarque 1.3.4 Sous les hypothèses du Théorème1.3.3, A est injectif si et seulement siA est
un isomorphisme deH1

0(
) dans H� 1(
) . Toujours sous l'hypothèse du Théorème1.3.3, lorsque A
n'est pas injectif, et il existe de telles situations (cf. Chapitre 2, Ÿ2.2.2), ker A est de dimension
�nie : ker A = vect(' 1; : : : ; ' p), pour p � 1. Dans ce cas, le problème(P ) possède une solution
(unique à une combinaison linéaire de' 1; : : : ; ' p près) si, et seulement si le terme source satisfait
les conditions de compatibilitéhf; ' k i 
 = 0 pour k = 1 : : : p (voir, classiquement, [116, théorème
2.27]).
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La localisation constitue une démarche classique dans la théorie des équations elliptiques. Pour
notre problème, bien que l'opérateurA ne soit pas elliptique, nous allons pouvoir mettre en ÷uvre
ce procédé grâce à laT-coercivité qui permet de retrouver une certaine ellipticité. Nous suivrons
la méthode présentée dans [109, chapitre 2, Ÿ5] (voir également [102, Ÿ6.3] ou [119, Ÿ4.1.2]). Nous
diviserons notre travail en plusieurs étapes. Dans un premier temps, nous introduirons une partition
de l'unité adaptée à la géométrie du domaine, et notamment à celle de l'interface. Puis, nous
établirons une estimation a priori pour les solutions de(P ). Pour ce faire, nous utiliserons les
résultats obtenus dans la section précédente pour les géométries particulières. En�n, nous conclurons
grâce à un lemme classique dû à Peetre.

1.3.3 Construction de la partition de l'unité

Soit x i 2 S. D'après l'une des deux hypothèses (cas 1. ou cas 2.) du Théorème1.3.3, il existe
di > 0 tel que (B (x i ; di ) \ 
) � V i , où Vi est le voisinage dex i introduit dans ( 1.4), et

inf
B (x i ;di )\ 
 1

� 1 > I � i sup
B (x i ;di )\ 
 2

j� 2j si x i 2 S int [ S 2
ext

inf
B (x i ;di )\ 
 1

� 1 > sup
B (x i ;di )\ 
 2

j� 2j si x i 2 S 1
ext

9
>>=

>>;
dans le cas1: ;

inf
B (x i ;di )\ 
 2

j� 2j > I � i sup
B (x i ;di )\ 
 1

� 1 si x i 2 S int [ S 1
ext

inf
B (x i ;di )\ 
 2

j� 2j > sup
B (x i ;di )\ 
 1

� 1 si x i 2 S 2
ext

9
>>=

>>;
dans le cas2: :

Pour 1 � i � N , considérons � i 2 C1 (
 ; [0; 1]) une fonction de troncature, égale à1 sur
B (x i ; di =2) \ 
 , de support inclus dans(B (x i ; di ) \ 
) � V i , et telle que � i ne dépende que de la
coordonnée radialer i .

Dé�nissons ensuite � r := � n
N[

i =1

B (x i ; di =2), et considéronsx 2 � r . D'après l'hypothèse sur la

partie régulière de� , il existe dx > 0 tel que B (x ; dx ) � 
 nS, et

inf
B (x ;dx )\ 
 1

� 1 > sup
B (x ;dx )\ 
 2

j� 2j ou inf
B (x ;dx )\ 
 2

j� 2j > sup
B (x ;dx )\ 
 1

� 1: (1.5)

D'autre part, puisque � est de classeC1 par morceaux, elle coïncide localement avec le graphe
d'une fonction f x de C1(R) (voir l'annexe C de [78]). Soit s0 2 R tel que x = ( s0; f x (s0)) . À une
rotation du système de coordonnées près, on peut supposer quef x 0(s0) = 0 .
Considérons ensuite trois nombres réelsax , bx et � x > 0 tels que l'ensemble


 x :=
n

(s; t) 2 R2 j ax < s < b x ; f x (s) � � x < t < f x (s) + � x
o

(1.6)

soit inclus dansB (x ; dx ), et tels queax < s 0 < bx (de sorte quex appartient à 
 x ). On peut choisir
le système de coordonnées pour que
 x \ 
 1 et 
 x \ 
 2 coïncident respectivement avec
 x

1 et 
 x
2

dé�nis par

 x

1 :=
�
(s; t) 2 R2 j ax < s < b x ; f x (s) < t < f x (s) + � x 	

;

 x

2 :=
�
(s; t) 2 R2 j ax < s < b x ; f x (s) � � x < t < f x (s)

	
:

Mais puisque f x 0 est continue en s = s0 et s'y annule, d'après (1.5), on peut prendre ax et bx

su�samment proches de s0 pour avoir

inf

 x

1

� 1 > sup

 x

2

j� 2j (1 + 2 kf 0kL1 (]ax ;bx [) + 4 kf 0k2
L1 (]ax ;bx [) )

ou inf

 x

2

j� 2j > sup

 x

1

� 1 (1 + 2 kf 0kL1 (]ax ;bx [) + 4 kf 0k2
L1 (]ax ;bx [) ):

(1.7)
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s


 x
1


 x
2

bc

dx

x

ax s0 bx

� x

�

O

t = f x (s)

B (x ; dx )

Figure 1.6 � Situation dans un voisinage dex .

Dé�nissons alors

~
 x :=
n

(s; t) 2 R2 j ax + ( s0 � ax )=2 < s < b x � (bx � s0)=2; f x (s) � � x =2 < t < f x (s) + � x =2
o

:

Par construction, ~
 x est un voisinage dex , et ~
 x � 
 x .

L'ensemble � r est compact, donc on peut extraire de l'ensemble( ~
 x )x 2 � r
un sous-ensemble �ni,

noté ( ~Oi )N �
i =1 , dont l'union constitue un recouvrement de � r . Pour 1 � i � N � , nous notons Oi

l'ouvert 
 x associé à~
 x = ~Oi . Il est alors possible d'introduire un ouvert borné O0 (de R2) qui ne
rencontre pas� , et tel que


 �

0

@O0 [ (
N �[

i =1

~Oi ) [ (
N[

i =1

B (x i ; di =2))

1

A :

Considérons ensuite
� une fonction � 0 2 C1 (
 ; [0; 1]), égale à1 dans O0, dont le support n'intersecte pas� ;
� pour 1 � i � N � , une fonction � i 2 C1 (
 ; [0; 1]), égale à1 dans ~Oi , dont le support est

inclus dansOi .
Pour tout x 2 
 , on a

N �X

i =0

� i (x ) +
NX

i =1

� i (x ) � 1:

D'autre part, pour tout x 2 
 , il existe un indice i 0 tel que � i 0 (x ) = 1 ou � i 0 (x ) = 1 .

Le décor étant planté, nous pouvons commencer la démonstration de l'estimationa priori pour les
solutions de(P ). Ce sera l'étape clé de la preuve du Théorème1.3.3.
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1.3.4 Une estimation a priori pour les solutions de (P )

Pour tout u 2 H1
0(
) , dé�nissons f := Au = � div(� r u) 2 H� 1(
) . Prouvons qu'il existe une

constante C > 0, indépendante deu, telle que

kukH1
0 (
) � C

�
kAukH � 1 (
) + kuk


�
: (1.8)

Pour � 2 C1 (
) , dé�nissons supp1� :=
n

x 2 
 j � (x ) = 1
o

, de sorte que

kuk2
H1

0 (
) � k uk2
H1

0 (supp1 � 0 ) +
N �X

i =1

kuk2
H1

0 (supp1 � i ) +
NX

i =1

kuk2
H1

0 (supp1 � i )

�

 � 0u


 2

H1
0 (
) +

N �X

i =1



 � i u





2

H1
0 (
)

+
NX

i =1



 � i u





2

H1
0 (
)

:

(1.9)

Estimons chacun des trois termes du membre de droite de (1.9).
Le support de � 0u ne rencontre par l'interface. Le terme


 � 0u


 2

H1
0 (
) est donc relativement simple à

traiter car l'opérateur A est � localement elliptique � de part et d'autre de l'interface. Nous pouvons
ainsi écrire



 � 0u





2

H1
0 (
)

� C (j� jr (� 0u); r (� 0u)) 


� C
� �

�(j� j ur � 0; r (� 0u)) 

�
� +

�
�(j� jr u; r (( � 0)2u)) 


�
� +

�
�(j� jr u; � 0ur � 0) 


�
�
�

� C
�

kuk



 � 0u




H1
0 (
) + kf kH � 1 (
)


 (� 0)2u




H1
0 (
) + kukH1

0 (
) kuk


�

� C
�
kf kH � 1 (
) kukH1

0 (
) + kuk
 kukH1
0 (
)

�
:

(1.10)

Pour traiter les termes

 � i u


 2

H1
0 (
) , i = 1 : : : N � , nous allons utiliser les opérateurs deT-coercivité de

la section précédente. Suivant l'hypothèse que nous souhaitons traiter, cas1: ou cas2:, dé�nissons
T := T1 ou T := T2, où T1 et T2 sont les opérateurs utilisés dans la preuve du Théorème1.2.10. Dans
cette dernière preuve, nous ne travaillons que surR1 et R2, mais le lecteur doit se souvenir queT1

et T2 sont dé�nis par ( 1.2) et (1.3). D'autre part, ici, il faut considérer T1 et T2 comme des éléments
de L (H1

0(Oi )) . On trouve


 � i u





2

H1
0 (
)

� C
�
�(� r (� i u); r (T(� i u))) O i

�
�

� C
� �

�(� u r � i ; r (T(� i u))) O i

�
� +

�
�(� r u; r (� i T(� i u))) O i

�
� +

�
�(� r u; T(� i u)r � i )O i

�
�
�

� C
�
kf kH � 1 (
) kukH1

0 (
) + kuk
 kukH1
0 (
)

�
:

(1.11)

Dans le calcul ci-dessus, nous nous sommes servis du fait que l'opérateurT constitue également un
élément deL (L 2(Oi )) .

On travaille de la même façon pour traiter les termes

 � i u


 2

H1
0 (
) , i = 1 : : : N . Cette fois, on

utilise T1 et T2 dé�nis dans les preuves des Théorèmes1.2.3 et 1.2.7, en les considérant comme des
opérateurs deL (H1

0(B (x i ; di ) \ 
))) \ L (L 2(B (x i ; di ) \ 
))) . On obtient


 � i u





2

H1
0 (
)

� C
�
kf kH � 1 (
) kukH1

0 (
) + kuk
 kukH1
0 (
)

�
: (1.12)

Finalement, en regroupant les estimations (1.9), (1.10), (1.11) et (1.12), on aboutit à l'estimation
a priori (1.8).
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1.3.5 Conclusion

Rappelons un lemme classique dû à J. Peetre [133] (voir également le lemme 5.1 de [109, Ch.
2], ou le lemme 3.4.1 de [102]).

Lemme 1.3.5 Soient X, Y et Z trois espaces de Banach ré�exifs, tels queX s'injecte de façon
compacte dansZ. Soit B 2 L (X ; Y) . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) dim ker B < 1 , et im B est fermée dansY ;
ii) il existe une constante C > 0 telle que

kxkX � C (kB x kY + kxkZ), 8x 2 X.

Pour notre problème, d'après le théorème de Rellich,H1
0(
) s'injecte de façon compacte dansL2(
) ,

car 
 est un ouvert borné deR2. Avec le Lemme1.3.5, on déduit que A a un noyau de dimension
�nie et est à image fermée dansH� 1(
) . Puisque la formea est symétrique, le théorème 2.13 de
[116] indique quecokerA est isomorphe àker A. Par conséquent,cokerA est également de dimension
�nie et ind A = dim ker A � dim cokerA = 0 . Ceci termine la preuve du Théorème1.3.3.

1.4 Applications

1.4.1 Coe�cients réguliers par morceaux

Dans le cas où� k 2 C0(
 k ), k = 1 ; 2, l'énoncé du Théorème1.3.3 se simpli�e quelque peu. Le
contraste � � = � 2=� 1 peut être considéré comme un élément deC0(�) .

Théorème 1.4.1 (coefficients continus) Supposons que l'on ait
8
><

>:

8x 2 � nS; � � (x ) < � 1
8x i 2 S int [ S 2

ext ; � � (x ) < � I � i ;
8x i 2 S 1

ext ; � � (x ) < � 1
ou

8
><

>:

8x 2 � nS; � � (x ) > � 1
8x i 2 S int [ S 1

ext ; � � (x ) > � 1=I � i

8x i 2 S 2
ext ; � � (x ) > � 1

:

Alors, l'opérateur A : u 7! � div(� r u) de L (H1
0(
) ; H� 1(
)) est Fredholm d'indice 0.

1.4.2 Coe�cients constants par morceaux

Lorsque � 1 et � 2 sont des constantes, dé�nissons

R̂� := max

 

max
x i 2S int [S 1

ext

I � i ; 1

!

; �R� := max

 

max
x i 2S int [S 2

ext

I � i ; 1

!

:

On a le

Théorème 1.4.2 (coefficients constants) Supposons� 2=� 1 2 R�
� n

h
� R̂� ; � 1= �R�

i
. Alors,

l'opérateur A : u 7! � div(� r u) de L (H1
0(
) ; H� 1(
)) est Fredholm d'indice 0.

Remarque 1.4.3 Avec le théorème de Lax-Milgram, on prouve facilement que l'opérateurA est
un isomorphisme de L (H1

0(
) ; H� 1(
)) lorsque � � 2 CnR� . On déduit que lorsque� 2=� 1 2
C� n

h
� R̂� ; � 1= �R�

i
, l'opérateur A est Fredholm d'indice 0.

Nous donnons quelques illustrations de ces résultats sur les Figures1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11, 1.12,
1.13 et 1.14.
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 1 
 2

�

Figure 1.7 � A est Fredholm d'indice 0 lorsque
� 2=� 1 2 R�

� nf� 1g.


 1 
 2�

Figure 1.8 � A est Fredholm d'indice 0 lorsque
� 2=� 1 2 R�

� n f� 1g.


 1 
 2

�

Figure 1.9 � A est Fredholm d'indice 0 lorsque
� 2=� 1 2 R�

� n[� 3; � 1=3].


 1 
 2�

�= 4

�= 4

Figure 1.10 � A est Fredholm d'indice 0 lorsque
� 2=� 1 2 R�

� n[� 3; � 1=3].


 1


 2

�

�= 4

Figure 1.11 � A est Fredholm d'indice 0 lorsque
� 2=� 1 2 R�

� n[� 1; � 1=3].


 2


 1

�

�= 4

Figure 1.12 � A est Fredholm d'indice 0 lorsque
� 2=� 1 2 R�

� n[� 3; � 1].

3�= 5

 1


 2

�

Figure 1.13 � A est Fredholm d'indice 0 lorsque
� 2=� 1 2 R�

� n[� 7=3; � 3=7].


 2


 23�= 5


 2

�


 1

Figure 1.14 � A est Fredholm d'indice 0 lorsque
� 2=� 1 2 R�

� n[� 3; � 1=3].
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1.5 Discussion sur les hypothèses portant sur �

Dans cette section, nous établissons des résultats sur l'opérateurA : u 7! � div(� r u) appar-
tenant à L (H1

0(
) ; H� 1(
)) , lorsque � ne satisfait pas les hypothèses du Théorème1.3.3. Nous
prenons � 1 et � 2 constants et nous dé�nissons donc le contraste� � = � 2=� 1. Nous montrons que
si l'interface présente une portion droite au voisinage de laquelle le contraste est égal à� 1, alors
l'opérateur A n'est pas de type Fredholm, en raison d'unedistribution de singularités linéique. En
e�et, nous prouvons qu'en tout point x 0 de la portion droite (ouverte) de � , on peut construire
une suite de fonctions(un )n pour montrer que A n'est pas un opérateur de type Fredholm (voir
le Théorème1.5.3 ci-dessous). Lorsque� � 6= � 1, l'opérateur A peut ne pas être de type Fredholm
en raison desingularités ponctuellesau niveau des sommets extérieurs ou intérieurs de l'interface.
Cette situation se produit lorsque le contraste est situé dans un intervalle, appeléintervalle critique,
contenant � 1 (voir le Théorème 1.5.5ci-dessous). Dans ce dernier cas, mentionnons ici que le cadre
Fredholm peut être recouvré en travaillant dans un autre cadre fonctionnel queH1 (cf. Chapitre 5).
En�n, nous présentons deux con�gurations plus exotiques dans le Ÿ1.5.4.

1.5.1 Domaine symétrique

Ci-dessous, nous travaillons de nouveau sur le domainesymétrique 
 décrit dans le Ÿ1.2.1.

Théorème 1.5.1 (domaine symétrique & coefficients constants)
� Si � � 6= � 1 alors A est un isomorphisme ;
� Si � � = � 1 alors A n'est pas un opérateur de type Fredholm (dim ker A = 1 ).

Preuve. Sans perte de généralité, nous supposons que l'interface� est contenue dans la droite
d'équation y = 0 (voir la Figure 1.1).
Le Théorème1.2.1 prouve queA est un isomorphisme lorsque� � 6= � 1.
Maintenant, supposons� � = � 1. Nous souhaitons montrer queker A est de dimension in�nie. Pour
ce faire, considéronsg 2 eH1=2(�) , c'est-à-dire un élément deH1=2(�) dont le prolongement par 0 à
la droite d'équation y = 0 appartient à H1=2(R). Pour k = 1 ; 2, dé�nissons alorsuk l'unique fonction
de H1

0; � k
(
 k ) véri�ant 8

><

>:

� uk = 0 dans 
 k

uk = 0 sur � k

uk = g sur �
:

Par unicité de la solution, on montre queu2(x; y) = u1(x; � y) p.p. dans 
 2. Il suit

� 1 @n u1 � � 2 @n u2 = � � 1( @yu1 + @yu2) = 0 p.p. sur � :

L'élément u de H1
0(
) dé�ni par uj 
 k

= uk pour k = 1 ; 2 satisfait div (� r u) = 0 dans 
 , et donc
Au = 0 . Puisque eH1=2(�) est un espace vectoriel de dimension in�nie, on déduit queker A est
également un espace vectoriel de dimension in�nie.

Remarque 1.5.2 Bien entendu, ce résultat reste vrai si l'on suppose seulement� 1 2 L1 (
 1) et
� 2(x; y) = � � 1(x; � y) pour presque tout(x; y) 2 
 2.

1.5.2 Interface localement droite et contraste égal à � 1

Ici, 
 est un domaine deR2 qui véri�e les hypothèses du paragraphe Ÿ1.3.1.

Théorème 1.5.3 (interface localement droite & coefficients constants) Si � � = � 1,
et s'il existe une partie non vide de l'interface� qui est droite, alors l'opérateur A n'est pas de type
Fredholm.
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Remarque 1.5.4 Ce résultat reste vrai si l'on suppose seulement� 1 et � 2 localement constants
avec des valeurs opposées dans un voisinage de la partie droite de� .

Preuve. D'après le Lemme1.3.5, si A est un opérateur de type Fredholm, alors il existeC > 0
telle que

kukH1
0 (
) � C

�
kAukH � 1 (
) + kuk


�
; 8u 2 H1

0(
) : (1.13)

En nous inspirant du contre exemple d'Hadamard pour prouver que le problème de Cauchy dans
le demi-plan n'est pas bien posé, classiquement (voir par exemple [127, 128]), nous allons montrer
notre résultat en contredisant (1.13).

Soit x 0 un point appartenant à la partie droite (ouverte) de � . À une rotation près du système de
coordonnées, nous pouvons supposer que� est localement incluse dans la droite d'équations = 0 ,
autour de x 0. Considérons ensuiteb > 0 su�samment petit, de sorte que D := ] � b; b[ � ]� b; b[ � 
 .
Pour n 2 N, dé�nissons

un (s; t) :=

8
>><

>>:

sinhn(b+ s) sin nt
enb dans [� b; 0] � [� b; b] ;

sinhn(b� s) sin nt
enb dans [0;b] � [� b; b] :

(1.14)

Soit � 0 2 C1
0 (R; [0; 1]) une fonction de troncature paire, égale à 1 dans un voisinage de0 et de

support inclus dans ]� b; b[. Dé�nissons � (s; t) := � 0(s) � 0(t). Le prolongement de �u n par 0 à

 , également noté�u n , constitue un élément deH1

0(
) . Prouvons l'estimation ci-dessous, avecC
indépendant den :

kA (�u n )kH � 1 (
) � C (kAunkH � 1 (D ) + kunkD ) : (1.15)

Rappelons que
kA (�u n )kH � 1 (
) = sup

v2 H1
0 (
) ; kvkH 1

0(
) =1
j(� r (�u n ); r v) 
 j:

Pour v 2 H1
0(
) , on a

(� r (�u n ); r v) 
 = ( � r un ; r (�v )) 
 + ( � u n r �; r v) 
 � (r un ; � v r � ) 
 : (1.16)

Étudions chacun des membres du terme de droite de (1.16) séparément.
� Premier terme :

j(� r un ; r (�v )) 
 j � C kdiv(� r un )kH � 1 (D ) kvkH1
0 (
) : (1.17)

� Pour le second terme, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire :

j(� u n r �; r v) 
 j � C kunkD kvkH1
0 (
) : (1.18)

� En intégrant par parties dans le troisième terme, on obtient :

(r un ; � v r � ) 
 = ( un ; div(� v r � ))D : (1.19)

Remarquons que div(� v r � ) appartient à L2(
) (et donc à L2(D )), car on a � v r � j 
 1 2
H1(
 1), � v r � j 
 2 2 H1(
 2), et en�n @n � = 0 sur � . De plus, kdiv(� v r � )kD � C kvkH1

0 (
) .
Par conséquent, de (1.19), on déduit

j(r un ; � v r � ) 
 j � C kunkD kvkH1
0 (
) : (1.20)
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On obtient alors (1.15) en utilisant ( 1.17), (1.18) et (1.20) pour borner le terme de droite de (1.16).

Mais l'on peut véri�er par un calcul direct que Aun = 0 dans D. En e�et, sur ] � b; 0[� ] � b; b[ et
sur ]0;b[� ] � b; b[, on a � un = 0 . Sur l'interface, la trace de un se raccorde. De plus, puisqueun est
symétrique par rapport à l'interface et que le contraste est égale à� 1, la trace normale � @n un se
raccorde également.
Remarquons quekunkD � 2bkunkL1 (D ) < C , avec C indépendante den. Par conséquent, d'après
(1.15), (A (�u n ))n2 N� est bornée dansH� 1(
) . Mais l'on peut véri�er, toujours par le calcul (voir
les détails avec le Lemme1.8.1), que

k�u nkH1
0 (
) �!

n! + 1
+ 1 :

Ainsi ( 1.13) n'est pas véri�ée. Avec le Lemme1.3.5, on déduit que A n'est pas de type Fredholm.

1.5.3 Critère pour les sommets

Ici, 
 est un domaine deR2 qui véri�e les hypothèses du paragraphe Ÿ1.3.1.

Théorème 1.5.5 (sommet & coefficients constants) Supposons que l'on soit dans l'une des
trois con�gurations suivantes :

1. il existe x i 2 S int tel que � � 2 ] � I � i ; � 1=I � i [ ;
2. il existe x i 2 S 1

ext tel que � � 2 ] � I � i ; � 1] ;
3. il existe x i 2 S 2

ext tel que � � 2 [� 1; � 1=I � i [.
Alors l'opérateur A : u 7! � div(� r u) de L (H1

0(
) ; H� 1(
)) n'est pas de type Fredholm.

Remarque 1.5.6 S'il existe x i 2 S int [ S 1
ext tel que � � = � I � i ou s'il existe x i 2 S int [ S 2

ext tel
que � � = � 1=I � i , une singularité logarithmique apparaît (au lieu d'une singularité enr i � comme
dans la suite). La conjecture est alors que le problèmeA n'est pas de type Fredholm dans ces cas.

Preuve. Concentrons-nous sur la preuve du Théorème dans le cas 1.. Dans le reste de la démons-
tration, nous omettons l'indice i . Si � � = � 1, le Théorème1.5.3permet de conclure queA n'est pas
de type Fredholm. Maintenant, supposons� � 2] � I � i ; � 1=I � i [nf� 1g : nous montrons dans ce cas
que l'estimation (1.13) ne peut être vraie, en utilisant une idée classique de la théorie des opérateurs
elliptiques dans des domaines non réguliers (voir par exemple la partie V de la preuve du théorème
1.2 de [119, page 104] ou le lemme 6.3.3 de [102]). Pour un contraste situé dans l'intervalle critique
] � I � i ; � 1=I � i [nf� 1g, on prouve (utiliser le paragraphe Ÿ7.3.3 de [138]) qu'il existe une fonction
singulière S(r; � ) = r i � ' (� ), avec � 2 R� et ' régulière par morceaux3, telle que div(� r S) = 0 .
Cette fonction singulière appartient à L2(
) mais pas àH1(
) . Introduisons ensuite la fonction de
troncature � 2 C1 (R+ ), telle que � (r ) = 1 pour r < d= 2 et � (r ) = 0 pour r > d , avecd = di dé�ni
dans le paragraphe Ÿ1.3.3. Dé�nissons �nalement Sn (r; � ) := r i � +1 =n ' (� ) et un (r; � ) := � (r )Sn (r; � ).
Par construction, pour n 2 N� , un appartient à H1

0(
) , et, d'après le lemme1.8.2,

9C > 0; 8n; kunk
 < C et kunkH1
0 (
) �!

n! + 1
+ 1 : (1.21)

Pour contredire l'estimation ( 1.13), il reste à prouver que la suite(div(� r un ))n2 N� est bornée dans
H� 1(
) , ce qui est la partie qui nécessite le plus de travail.
Dé�nissons H1

0?(
) := f u 2 H1
0(
) j u = 0 dans un voisinage dex i g. Puisque H1

0?(
) est dense dans
H1

0(
) (voir le lemme 1.2.2 dans [55]), on a

kdiv(� r un )kH � 1 (
) = sup
v2 H1

0? (
) ; kvkH 1
0(
) =1

j(� r un ; r v) 
 j:

3. Précisément, on trouve ' j 
 1 = a1 sinh(� � )+ b1 cosh(� � ) et ' j 
 2 = a2 sinh(� � )+ b2 cosh(� � ), où les constantes
a1 , a2 , b1 , b2 sont choisies pour assurer les conditions de raccord pour la trace et le �ux sur l'interface � .
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Comme précédemment, écrivons

(� r un ; r v) 
 = ( � S n r �; r v) 
 � (r Sn ; � v r � ) 
 + ( � r Sn ; r (�v )) 


= ( � S n r �; r v) 
 + ( Sn ; div(� v r � )) 
 � (div(� r Sn ); �v ) 
 : (1.22)

Encore une fois, remarquons que div(� v r � ) est un élément deL2(
) car on a � v r � j 
 1 2 H1(
 1),
� v r � j 
 2 2 H1(
 2) et @n � = 0 sur � . On véri�e facilement que

j(� S n r �; r v) 
 + ( Sn ; div(� v r � )) 
 j � C kSnk
 kvkH1
0 (
) : (1.23)

Maintenant, étudions le troisième terme du membre de droite de (1.22). Par un calcul direct, on
obtient

div(� r Sn ) = � (2i � + 1=n) r i � � 2+1 =n ' (� )=n:

En intégrant par parties par rapport à la variable r , on peut écrire

� (div(� r Sn ); �v ) 
 = � (1=n)
Z 2�

0

Z d

0
� (2i � + 1=n) r i � � 2+1 =n ' (� ) ( �v ) rdrd�

= (1 =n)
Z 2�

0

Z d

0
� (2i � + 1=n)

r i � � 1+1 =n

i � + 1=n
' (� )

@(�v )
@r

rdrd�:

L'inégalité de Cauchy-Schwarz conduit à

j(� r Sn ; r (�v )) 
 j � (C=n)

 Z 2�

0

Z d

0
j� (2i � + 1=n)j2

r � 2+2 =n

ji � + 1=nj2
j' (� )j2 rdrd�

! 1=2

kvkH1
0 (
) :

Mais,

(1=n)2
Z 2�

0

Z d

0
j� (2i � + 1=n)j2

r � 2+2 =n

ji � + 1=nj2
j' (� )j2 rdrd� � C (1=n)2

Z d

0
r � 2+2 =n rdr � C=n:

Ainsi,
j(� r Sn ; r (�v )) 
 j � C kvkH1

0 (
) =
p

n: (1.24)

En injectant ( 1.23) et (1.24) dans (1.22), on obtient �nalement

kdiv(� r un )kH � 1 (
) � C (kSnk
 + 1=
p

n): (1.25)

Rappelons que(Sn )n2 N� est bornée dansL2(
) . Par conséquent, la limite (1.21) et l'inégalité ( 1.25),
ainsi que le Lemme1.3.5, prouvent que A n'est pas un opérateur de type Fredholm dans le cas où
� � 2] � I � i ; � 1=I � i [nf� 1g.
Les cas 2. et 3. du Théorème1.5.5 se traitent de façon similaire.

Remarque 1.5.7 Faisons écho aux Remarques1.1.3 et 1.1.4 relatives à l'optimalité de la méthode
de la T-coercivité. Considérons le cas du sommet intérieur décrit dans le Ÿ1.2.3, avec, pour �xer les
idées,� 2 ]0; � [. Supposons� 1 et � 2 constants. La technique de laT-coercivité permet de montrer que
A : u 7! � div(� r u) constitue un isomorphisme deH1

0(
) dans H� 1(
) (Théorème 1.2.3) lorsque
� � 2] � 1 ; � (2� � � )=� [[ ] � �= (2� � � ); 0[. D'un autre côté, le Théorème 1.5.5 indique que A
n'est pas de type Fredholm lorsque� � 2] � (2� � � )=� ; � �= (2� � � )[. Avec le Théorème1.1.2, nous
déduisonsinf R12R 1 kR1k2 = inf R22R 2 kR2k2 = (2 � � � )=� , résultat qui, de prime abord, n'avait rien
d'évident. Autrement dit, nous ne pouvions pas être plus e�caces avec la technique de laT-coercivité.
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1.5.4 Autres cas

Présentons ici deux cas qui ne sont pas couverts par le Théorème1.3.3.
Tout d'abord, dé�nissons le domaine
 := ] � 1; 1[� ]� 1; 1[et les sous-domaines
 1 := ] � 1; 0[� ]� 1; 1[
et 
 2 := ]0; 1[ � ]� 1; 1[ (voir la Figure 1.15, à gauche). Supposons� = 1 dans 
 1, � = � 2 dans
]0; 1[ � ]0; 1[ et � = � 2 R�

� dans ]0; 1[ � ]� 1; 0[. Pour � > � 1, on a, pour tout d > 0,

inf
B (O;d)\ 
 1

� 1 < sup
B (O;d)\ 
 2

j� 2j et inf
B (O;d)\ 
 2

j� 2j < sup
B (O;d)\ 
 1

� 1:

Par conséquent, les hypothèses du Théorème1.3.3ne sont pas véri�ées et l'on ne peut conclure que
l'opérateur A 2 L (H1

0(
) ; H� 1(
)) est de type Fredholm.

Remarque 1.5.8 Cependant, on peut construire à la main, pour cette con�guration simple, un
opérateur T, parmi d'autres, qui permette de recouvrer laT-coercivité pour certains � > � 1. Pour
u 2 H1

0(
) , dé�nissons l'action de T de la façon suivante :

(Tu)(x; y) :=

8
>>><

>>>:

ua(x; y) � 2ud(� x; y) dans 
 a :=] � 1; 0[� ]0; 1[
ub(x; y) � 2ud(� x; � y) dans 
 b :=] � 1; 0[2

� 2ua(� x; � y) + 2 ub(� x; y) � uc(x; y) dans 
 c :=]0; 1[� ] � 1; 0[
� ud(x; y) dans 
 d :=]0; 1[2

;

avec uk := uj 
 k , pour k = a; b; c; d. Nous n'écrivons pas les valeurs de� pour lesquelles on peut
prouver queA est un isomorphisme à l'aide de cet opérateurT car il n'est pas du tout certain que
cette construction soit optimale.

Pour � < � 1, on a
inf

B (O;d)\ 
 2

j� 2j > sup
B (O;d)\ 
 1

� 1;

et le Théorème1.3.3 permet de conclure queA est Fredholm d'indice 0.

Présentons maintenant un deuxième cas non couvert par le Théorème1.3.3. Considérons le
domaine 
 dé�ni par 
 := ] � 1; 1[� ]� 1; 1[ et les sous-domaines
 1 := ] � 1; 0[� ]0; 1[[ ]0; 1[� ]� 1; 0[
et 
 2 := ] � 1; 0[ � ]� 1; 0[ [ ]0; 1[ � ]0; 1[ (voir la Figure 1.15, à droite). Ici, on ne peut utiliser le
Théorème1.3.3, car les frontières@
 1 et @
 2 ne sont pas lipschitziennes (voir [25, Corrigendum]).

� 1 = 1

� 1 = 1

� 2 = � 2

� 2 = �


 1 
 2

�

O
x

y


 1

� 1 = 1


 2

� 2 = �


 2

� 2 = �


 1

� 1 = 1

�

O
x

y

Figure 1.15 � Deux con�gurations qui ne sont pas couvertes par le Théorème1.3.3 : � > � 1 à
gauche ;� 2 R�

� à droite.
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1.6 Domaines de R3

Pour étudier le problème (P ) posé dans un domaine
 de R3, on procède comme en 2D. Dès
lors que l'on est en mesure d'établir des résultats deT-coercivité localement (cf. Ÿ1.2), on peut
montrer que l'opérateur A 2 L (H1

0(
) ; H� 1(
)) est Fredholm d'indice zéro. La di�érence principale
par rapport au cas 2D tient au fait qu'en 3D il existe une plus grande variété de géométries
particulières. En électromagnétisme, ces problèmes scalaires 3D peuvent sembler assez peu intéres-
sants. Néanmoins, ils permettent de modéliser les problèmes d'électrostatique et plus important
pour nous, ils constitueront la base de l'étude des équations de Maxwell 3D (cf. Chapitre9). Les
notations que nous avons introduites en 2D sont réutilisées ici.

Nous commençons notre étude par des cas élémentaires. Par souci de concision, nous présen-
tons les preuves uniquement lorsque les cas ne découlent pas directement du 2D.

1.6.1 Domaine symétrique

On obtient aisément le même résultat que celui énoncé dans le Théorème1.2.1.

1.6.2 Arête prismatique

Introduisons les coordonnées cylindriques(r; �; z ) de sorte que les coordonnées cartésiennes
véri�ent (x; y; z) = ( r cos�; r sin �; z ). Notons H > 0 la hauteur du cylindre et R > 0 son rayon.

Figure 1.16 � Géométrie des arêtes prismatiques : arête interne (à gauche), arête externe (à droite).

Arête prismatique interne

Considérons la géométrie de la Figure1.16, à gauche. Pour0 < � < 2� , dé�nissons


 1 := f (r cos�; r sin �; z ) j 0 < r < R; 0 < � < �; 0 < z < H g ;

 2 := f (r cos�; r sin �; z ) j 0 < r < R; � < � < 2�; 0 < z < H g :

Théorème 1.6.1 ( arête prismatique interne ) Supposons

max(� �
1 =� +

2 ; � �
2 =� +

1 ) > I � ; avec I � := max(
�

2� � �
;
2� � �

�
):

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H1
0(
)) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1
0(
) dans H� 1(
) .
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Preuve. Dé�nissons les deux opérateurs R1 et R2 respectivement par (R1u1)( �; � ; Z ) =
u1(�; �

� � 2� (� � 2� ); Z ) et (R2u2)( �; � ; Z ) = u2(�; � � 2�
� � + 2 �; Z ). Pour k = 1 ; 2, La condition

de raccord à l'interface est véri�ée pourRk et donc Rk 2 R k . En travaillant comme dans la preuve
du Théorème1.2.3, on trouve kR1k2 � I � et kR2k2 � I � . On peut alors conclure avec le Théorème
1.1.1.

Arête prismatique externe

Considérons la géométrie de la Figure1.16, à droite. Pour 0 < � <  < 2� , dé�nissons


 1 := f (r cos�; r sin �; z ) j 0 < r < R; 0 < � < �; 0 < z < H g ;

 2 := f (r cos�; r sin �; z ) j 0 < r < R; � < � < ; 0 < z < H g:

On obtient un résultat identique à celui du Théorème 1.2.7.

1.6.3 Arête axisymétrique

Figure 1.17 � Géométrie d'une arête axisymétrique interne.

Considérons la géométrie de la Figure1.17, avec les coordonnées toroïdales(r; �; ' ) telles que
les coordonnées cartésiennes véri�ent(x; y; z) = (cos � (R + r cos' ); sin � (R + r cos' ); r sin ' ). Ici,
R > 0 désigne le rayon du tore. Pour0 < d < R et 0 < � < 2� , dé�nissons


 1 := f (cos� (R + r cos' ); sin � (R + r cos' ); r sin ' ) j 0 < r < d; 0 � � < 2�; 0 < ' < � g ;

 2 := f (cos� (R + r cos' ); sin � (R + r cos' ); r sin ' ) j 0 < r < d; 0 � � < 2�; � < ' < 2� g :

Théorème 1.6.2 ( Arête axisymétrique interne ) Supposons

max(� �
1 =� +

2 ; � �
2 =� +

1 ) >
1 + d=R
1 � d=R

I � ; avec I � := max(
�

2� � �
;
2� � �

�
):

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H1
0(
)) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1
0(
) dans H� 1(
) .

Preuve. Introduisons les opérateurs R1 et R2 dé�nis respectivement par (R1u1)( �; � ; �) =
u1(�; � ; �

� � 2� (� � 2� )) et (R2u2)( �; � ; �) = u2(�; � ; � � 2�
� � + 2 � ). Les conditions de raccord à

l'interface sont satisfaites pour R1 et R2.
Pour calculer la norme deR1, considéronsu1 2 H1

0; � 1
(
 1). À l'aide du changement de variables,



34 Chapitre 1. Problème scalaire et méthode de la T-coercivité

dans les coordonnées toroïdales,(r; �; ' ) = ( �; � ; �
� � 2� (� � 2� )) , nous obtenons4

kr (R1u1)k2

 2

=
Z


 2

 �
@(R1u1)

@�

� 2

+
1

(R + � cos �) 2

�
@(R1u1)

@�

� 2
!

� (R + � cos �) d�d � d�

+
Z


 2

1
� 2

�
@(R1u1)

@�

� 2

� (R + � cos �) d�d � d�

�
2� � �

�

Z


 1

 
@u1
@r

! 2

r (R + r cos (
2� � �

�
' )) drd'd�

+
2� � �

�

Z


 1

1
(R + r cos (2� � �

� ' ))2

 
@u1
@�

! 2

r (R + r cos (
2� � �

�
' )) drd'd�

+
�

2� � �

Z


 1

1
r 2

�
@u1
@'

� 2

r (R + r cos (
2� � �

�
' )) drd'd�:

Les relations

R + r cos (2� � �
� � )

R + r cos�
�

1 + d=R
1 � d=R

et
R + r cos�

R + r cos (2� � �
� � )

�
1 + d=R
1 � d=R

; 8r 2]0;d[; 8� 2 ]0; � [

impliquent kR1k2 � 1+ d=R
1� d=R I � . Pareillement, on trouve kR2k2 � 1+ d=R

1� d=R I � . On conclut comme dans
la preuve du Théorème1.1.1.

Remarque 1.6.3 Si max(� �
1 =� +

2 ; � �
2 =� +

1 ) > I � , alors d'après le Théorème 1.6.2, A : u 7!
� div(� r u) est un isomorphisme deH1

0(
) dans H� 1(
) pour d=R su�samment petit.

Remarque 1.6.4 Nous nous sommes intéressés à l'arête axisymétrique interne. On traiterait le
cas de l'arête axisymétrique externe de la même façon, et on obtiendrait un résultat similaire à celui
du Théorème1.2.7.

1.6.4 Pointe conique

Figure 1.18 � Géométrie d'une pointe conique interne.

Considérons la géométrie de la Figure 1.18 et les coordonnées sphériques(r; �; ' )
naturellement associées, telles que les coordonnées cartésiennes véri�ent(x; y; z) =
(r cos�; r sin � cos'; r sin � sin ' ). Introduisons R > 0 et 0 < � < � . Dé�nissons


 1 := f (r cos�; r sin � cos'; r sin � sin ' ); 0 < r < R; 0 � � < �; 0 � ' < 2� g ;

 2 := f (r cos�; r sin � cos'; r sin � sin ' ); 0 < r < R; � < � � �; 0 � ' < 2� g :

4. Voir le Ÿ1.8.2 pour le détail des calculs.
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Théorème 1.6.5 ( Pointe conique interne ) Supposons5

(
� �

1 =� +
2 > I � ou � �

2 =� +
1 > 1 si � � �= 2

� �
2 =� +

1 > I � ou � �
1 =� +

2 > 1 si � � �= 2
; avec I � := max(

1 + cos�
1 � cos�

;
1 � cos�
1 + cos�

):

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H1
0(
)) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1
0(
) dans H� 1(
) .

Preuve. Considérons le cas� � �= 2.
Dé�nissons les opérateursR1 et R2 tels que (R1u1)( �; � ; �) = u1(�; g 1(�) ; �) et (R2u2)( �; � ; �) =
u2(�; g 2(�) ; �) . Ici, g1 est un C1 di�éomorphisme de [� ; � ] dans[0; � ] tel que g1(� ) = 0 et g1(� ) = �
tandis que g2 est un C1 di�éomorphisme de [0; � ] dans[� ; � ] tel que g2(0) = � et g2(� ) = � . Notons
h1 (resp. h2) l'inverse de g1 (resp. g2).
La condition de raccord à l'interface est véri�ée. Évaluons la norme deR1. Pour cela, donnons-nous
u1 2 H1

0; � 1
(
 1). En e�ectuant le changement de variables(r; �; ' ) = ( �; g 1(�) ; �) , nous obtenons

successivement

kr (R1u1)k2

 2

=
Z


 2

 
@(R1u1)

@�

! 2

+
1
� 2

 
@(R1u1)

@�

! 2

+
1

(� sin �) 2

 
@(R1u1)

@�

! 2

� 2d� sin � d� d�

�
Z


 1

 
@u1
@r

! 2

r 2 dr sin (h1(� )) jh0
1(� )j d�d'

+
Z


 1

1
r 2 jh0

1(� )j2

 
@u1
@�

! 2

r 2 dr sin (h1(� )) jh0
1(� )j d�d'

+
Z


 1

1
(r sin h1(� ))2

 
@u1
@'

! 2

r 2 dr sin (h1(� )) jh0
1(� )j d�d':

Il suit

kR1k2 � max

 

k
jh0

1(� )j sin (h1(� ))
sin �

kL1 (]0;� [) ; k
sin (h1(� ))

jh0
1(� )j sin �

kL1 (]0; � [) ; k
jh0

1(� )j sin �
sin (h1(� ))

kL1 (]0; � [)

!

:

Il ne nous reste plus qu'à trouver une fonction admissible� 7! h1(� ) qui minimise le terme de droite.
Pour y parvenir, adoptons la stratégie suivante : choisissons une fonctionh1 qui rende l'un des trois
quotients ci-dessus constant par rapport à� . Nous prendrons

h1(� ) = arccos(
cos� + 1
cos� � 1

cos� � 2
cos�

cos� � 1
); tel que

jh0
1(� )j sin (h1(� ))

sin �
=

1 + cos�
1 � cos�

; 8� 2 ]0; � [:

Par une étude de fonctions, on établit

sin (h1(� ))
jh0

1(� )j sin �
� 1;

jh0
1(� )j sin �

sin (h1(� ))
�

1 + cos�
1 � cos�

; 8� 2 ]0; � [:

Par conséquent, on akR1k2 � I � .
Maintenant, pour R2, nous devons minimiser

max

 

k
jh0

2(� )j sin (h2(� ))
sin �

kL1 (] � ;� [) ; k
sin (h2(� ))

jh0
2(� )j sin �

kL1 (] � ;� [) ; k
jh0

2(� )j sin �
sin (h2(� ))

kL1 (] � ;� [)

!

:

Interrogeons notre consultant Xavier Claeys à Toulouse : � Pour ce problème, il faut considérer la
projection stéréographique �. Les idées de Xavier sont généralement bonnes. Écoutons-le. Considé-
rons la projection stéréographique

g2(�) = 2 arctan(
tan( �= 2)2

tan(� =2)
) de sorte que h2(� ) = 2 arctan(

tan( �= 2)2

tan( �=2)
):

5. La valeur (1 + cos � )=(1 � cos� ) est égale au rapport de l'angle solide occupé par le matériau négatif sur l'angle
solide occupé par le matériau positif.
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On trouve

jh0
2(� )j sin (h2(� ))

sin �
� 1;

sin (h2(� ))
jh0

2(� )j sin �
= 1 ;

jh0
2(� )j sin �

sin (h2(� ))
= 1 ; 8� 2 ]� ; � [;

et donc kR2k2 � 1. On conclut alors comme dans la preuve du Théorème1.1.1.
Le cas�= 2 < � < � se traite en échangeant les rôles de
 1 et 
 2.

Remarque 1.6.6 Le choix des opérateurs de transfertR1, R2 dans cette preuve peut dérouter le
lecteur. Pourtant, à ce jour, cesR1, R2 particuliers sont les opérateurs qui nous permettent d'obtenir
le plus petit intervalle critique. On ne peut pas espérer améliorer le résultat apporté par l'utilisation
de R2. En e�et, pour � � = � 1, l'opérateur A n'est pas de type Fredholm. Si nous avions dé�niR1 à
partir de la projection stéréographique, nous aurions obtenu un résultat moins bon que celui énoncé
dans le Théorème1.6.5, i.e. nous aurions obtenu un intervalle critique plus grand. Il est assez
surprenant que l'intervalle critique ne soit pas � symétrique � par rapport à � 1, c'est-à-dire de la
forme [� a; � 1=a] aveca > 1. La conjecture est tout de même queA n'est pas de type Fredholm dans
l'intervalle critique du Théorème 1.6.5. Pour montrer ce résultat, il faut calculer les singularités,
ce qui est moins évident qu'en 2D.

1.6.5 Coin de Fichera

Dans un domaine deR3, il peut se produire que les arêtes s'intersectent. Au niveau de cette
intersection, il apparaît à la fois des singularités liées aux arêtes et au coin, situation complexe
que l'on ne rencontre pas en 2D. Ici, nous considérons un exemple caractéristique d'une telle con�-
guration : le � fameux � coin de Fichera. Dé�nissons 
 := ] � 1; 1[3, 
 1 := ]0; 1[3 et 
 2 := 
 n
 1.

Théorème 1.6.7 ( Coin de Fichera ) Supposons

max(� �
1 =� +

2 ; � �
2 =� +

1 ) > 7:

Alors, il existe un isomorphisme T 2 L (H1
0(
)) tel que la formea soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1
0(
) dans H� 1(
) .

Preuve. Construisons l'opérateur R1 à l'aide de symétries6 :

(R1u1)(x; y; z) =

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

u1(� x; y; z) dans 
 1
2 := ] � 1; 0[ � ]0; 1[2

u1(x; � y; z) dans 
 2
2 := ]0; 1[ � ]� 1; 0[ � ]0; 1[

u1(x; y; � z) dans 
 3
2 := ]0; 1[2 � ]� 1; 0[

u1(� x; � y; z) dans 
 4
2 := ] � 1; 0[2 � ]0; 1[

u1(� x; y; � z) dans 
 5
2 := ] � 1; 0[ � ]0; 1[ � ]� 1; 0[

u1(x; � y; � z) dans 
 6
2 := ]0; 1[ � ]� 1; 0[2

u1(� x; � y; � z) dans 
 7
2 := ] � 1; 0[3

:

Introduisons ensuite R2 dé�ni par

(R2u2)(x; y; z) = u1
2(� x; y; z) + u2

2(x; � y; z) + u3
2(x; y; � z)

� u4
2(� x; � y; z) � u5

2(� x; y; � z) � u6
2(x; � y; � z)

+ u7
2(� x; � y; � z):

Ci-dessus, pour` = 1 : : : 7, u`
2 désigne la restriction deu2 à 
 `

2.
On peut véri�er que R1 et R2 satisfont la condition de raccord à l'interface (les signes dans la

6. Une approche similaire a été récemment utilisée par Nicaise et Venel dans [129] pour la géométrie de R2 :

 := ] � 1; 1[2 et 
 1 := ]0; 1[ 2 .
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dé�nition de R2 ont été choisis pour que ce soit le cas), de sorte queR1 2 R 1 et R2 2 R 2.
On obtient alors pour tout u1 2 H1

0; � 1
(
 1), kr (R1u1)k2


 2
= 7 kr u1k2


 1
. D'autre part, pour tout

u2 2 H1
0; � 2

(
 2), on a kr (R2u2)k2

 1

� 7 kr u2k2

 2

. Pour montrer ce résultat, on utilise l'inégalité
(
P 7

k=1 ak )2 � 7
P 7

k=1 ak
2, pour tout (a1; : : : ; a7) 2 R7. On termine alors comme dans la preuve du

Théorème1.1.1.

Remarque 1.6.8 On peut étendre ce résultat à la dimensiond 2 N� . Dé�nissons 
 :=] � 1; 1[d,

 1 :=]0; 1[d et 
 2 := 
 n
 1. L'opérateur A : u 7! � div(� r u) est un isomorphisme deH1

0(
) dans
H� 1(
) lorsquemax(� �

1 =� +
2 ; � �

2 =� +
1 ) > 2d � 1. En dimension 2, on a 2d � 1 = 3. En dimension 3,

on a 2d � 1 = 7.

1.6.6 Géométries générales de R3

Pour établir le caractère Fredholm de l'opérateurA dans le cas d'une interface générale deR3,
on peut de nouveau procéder par localisation, comme dans le Ÿ1.3 (cf. Théorème1.3.3). On pourrait

Figure 1.19 � Un exemple de géométrie 3D qui peut être traité par localisation.

par ailleurs donner des résultats d'optimalité pour cette méthode de laT-coercivité dans le même
esprit que ce qui est fait dans le Ÿ1.5. Nous n'entrons pas dans les détails car comme nous l'avons
déjà exprimé, le calcul des singularités en 3D n'a rien d'évident. Commentons tout de même le cas
du coin de Fichera. Pour simpli�er, nous supposons que les coe�cients� 1 et � 2 sont constants, et
nous nous plaçons dans une situation où le contraste� � = � 2=� 1 est situé dans l'intervalle critique
[� 7; � 1=7]. Autrement dit, nous nous intéressons précisément au cas qui n'entre pas dans le cadre
du Théorème1.6.7. On distingue alors les situations suivantes.

� Pour � � = � 1, il apparaît des singularités surfaciques. En e�et, en chaque point des faces de
l'interface, on peut construire une suite de fonctions pour montrer queA n'est pas Fredholm.
Il su�t pour cela de procéder comme dans la preuve du Théorème1.5.3.

� Pour � � 2]� 3; � 1=3[, il apparaît des singularités linéiques. En chaque point des trois arêtes de
l'interface, on peut construire une suite de fonctions pour montrer queA n'est pas Fredholm
à l'instar de ce qui est fait dans la preuve du Théorème1.5.5.

� Pour � � 2] � 7; � 1=7[, on peut imaginer qu'il apparaît une singularité ponctuelle au niveau
de l'intersection des arêtes de l'interface.
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1.7 Conditions aux limites de type Neumann

Jusqu'à présent, nous avons imposé une condition aux limites de Dirichlet homogène sur la
frontière. En utilisant un relèvement, on prouve de façon classique que les résultats obtenus précé-
demment sont également valides en imposant une condition de Dirichlet non homogène. Dans cette
section, nous nous proposons d'étudier l'in�uence d'une condition de Neumann. Intéressons-nous
au problème

Trouver u 2 H1(
) tel que
� div(� r u) = f dans 


�@u=@n = g sur @

; (1.26)

avec f 2 L2(
) et g 2 H� 1=2(@
) . En multipliant par 1 dans l'équation volumique, et en intégrant
par parties, on remarque que les termes sourcesf et g doivent véri�er la condition de compatibilité
(f; 1)
 + hg;1i @
 = 0 pour que le problème(1:26) admette une solution. Ici, h�; �i @
 désigne le
crochet de dualitéH� 1=2(@
) � H1=2(@
) . D'autre part, si u est une solution de(1:26) alors u + cste
est également une solution de(1:26). Ceci nous conduit à introduire l'espace

H1
� (
) :=

�
v 2 H1(
) j

Z

�
v = 0

�
:

Rappelons que� désigne l'interface entre
 1 et 
 2. La condition de moyenne nulle sur l'interface
que nous imposons dans l'espaceH1

� (
) permet d'éliminer les constantes. SiC appartient à H1
� (
) ,

alors C = 0 . Un peu plus loin, nous verrons un second moyen de quotienter par les constantes, plus
classique, en cherchant une solution à moyenne nulle sur
 . Cependant dans l'approcheT-coercivité
que nous suivons, nous avons besoin de construire des isomorphismes de l'espace variationnel et nous
verrons que les constructions géométriques que nous avons proposées lors de l'étude du problème
avec condition de Dirichlet homogène s'accordent mieux avec l'espaceH1

� (
) .
En utilisant le théorème de Rellich qui indique que l'injection de H1(
) dans L2(
) est compacte
et en se servant du fait que
 est connexe, on prouve en raisonnant par l'absurde le

Lemme 1.7.1 L'application (v; v0) 7! (r v; r v0) 
 dé�nit un produit scalaire sur H1
� (
) .

Considérons alors le problème

(P N )
Trouver u 2 H1

� (
) tel que
a� (u; v) = l(v); 8v 2 H1

� (
) ;

aveca� (u; v) := ( � r u; r v) 
 et l(v) := ( f; v ) 
 + hg; vi @
 pour tout u, v dans H1
� (
) .

Si u est solution de (P N ) et si f et g satisfont la condition de compatibilité, alors u véri�e
le problème (1.26). Concentrons-nous sur l'étude du problème(P N ). Avec le théorème de re-
présentation de Riesz, introduisons l'opérateur bornéA � : H1

� (
) ! H1
� (
) tel que pour tout

v; v0 2 H1
� (
) , (r (A � v); r v0) 
 = a� (v; v0). Considérons également le terme sourceF 2 H1

� (
)
tel que pour tout v0 2 H1

� (
) , (r F; r v0) 
 = l(v0). L'élément u 2 H1
� (
) véri�e A � u = F si et

seulement siu est solution de(P N ).

À l'instar de ce que nous avons fait pour le problème de Dirichlet, pourk = 1 ; 2, introduisons
l'espace des restrictions des éléments deH1

� (
) à 
 k :

H1
� (
 k ) :=

n
vj 
 k ; v 2 H1

� (
)
o

:

Si R�
1 2 L (H1

� (
 1); H1
� (
 2)) et R�

2 2 L (H1
� (
 2); H1

� (
 1)) , nous notons

kR�
1 k := sup

v2 H1
� (
 1 ); kr vk
 1 =1

kr (R�
1 v)k
 2 et kR�

2 k := sup
v2 H1

� (
 2 ); kr vk
 2 =1
kr (R�

2 v)k
 1 :

L'équivalent du Théorème 1.1.1 pour le problème de Neumann(P N ) s'énonce de la manière sui-
vante.
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Théorème 1.7.2 Soit R�
1 2 L (H1

� (
 1); H1
� (
 2)) un opérateur véri�ant la condition de raccord

(R�
1 u1)j � = u1j � pour tout u1 2 H1

� (
 1). Dé�nissons

T�
1 u =

(
u1 dans 
 1

� u2 + 2R�
1 u1 dans 
 2

: (1.27)

Si � �
1 =� +

2 > kR�
1 k2, alors la forme a� est T�

1 -coercive : il existe une constanteC > 0 telle que
a� (u; T�

1 u) � C kr uk2

 pour tout u 2 H1

� (
) . Dans ce cas,A � : H1
� (
) ! H1

� (
) est un isomor-
phisme.
Soit R�

2 2 L (H1
� (
 2); H1

� (
 1)) un opérateur véri�ant la condition de raccord (R�
2 u2)j � = u2j � pour

tout u2 2 H1
� (
 2). Dé�nissons

T�
2 u =

(
u1 � 2R�

2 u2 dans 
 1

� u2 dans 
 2
: (1.28)

Si � �
2 =� +

1 > kR�
2 k2, alors la forme a� est T�

2 -coercive : il existe une constanteC > 0 telle que
a� (u; T�

2 u) � C kr uk2

 pour tout u 2 H1

� (
) . Dans ce cas,A � : H1
� (
) ! H1

� (
) est un isomor-
phisme.

Preuve. Pour montrer ce résultat, il su�t d'adapter la preuve du Théorème 1.1.1. Mentionnons
simplement que T�

1 et T�
2 sont bien à valeurs dansH1

� (
) . En e�et, on a
R

� T�
1 u =

R
� u1 = 0 etR

� T�
2 u = �

R
� u2 = 0 pour tout u 2 H1

� (
) .

1.7.1 Géométries particulières

Reconsidérons les cas particuliers étudiés dans les paragraphes1.2 (2D) et 1.6 (3D). En dé�nis-
sant R�

1 et R�
2 de la même façon queR1 et R2, on montre que A � : H1

� (
) ! H1
� (
) constitue un

isomorphisme pour une condition sur le contraste identique à celle des Théorèmes1.2.1 (domaine
symétrique) , 1.2.3 (sommet intérieur) , 1.2.10 (interface régulière) , 1.6.1 (arête pris-
matique interne ), 1.6.2 (Arête axisymétrique interne ) , 1.6.5 (Pointe conique interne )
et 1.6.7 (Coin de Fichera ). En 2D, seul di�ère le résultat pour le sommet extérieur . Étudions
le problème(P N ) pour cette con�guration.

Rappelons la géométrie considérée. On note(r; � ) les coordonnées polaires. PourR > 0 et
0 < � <  < 2� , dé�nissons :


 1 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < R; 0 < � < � g ;

 2 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < R; � < � <  g:

Théorème 1.7.3 Supposons
8
>><

>>:

� �
1 =� +

2 >
 � �

�
ou � �

2 =� +
1 > 1 si � � = 2 ;

� �
2 =� +

1 >
 � �

�
ou � �

1 =� +
2 > 1 si � � = 2:

Alors, il existe un isomorphisme T� 2 L (H1
� (
)) tel que la formea� soit T� -coercive. Par consé-

quent, A � : H1
� (
) ! H1

� (
) est un isomorphisme.

Preuve. Considérons le cas� � = 2. Dé�nissons R�
1 et R�

2 les opérateurs tels que

(R�
1 u1)( �; �) = u1(�;

�
� � 

(� �  )) ; ( R�
2 u2)( �; �) = u�

2 (�; 2� � �) :

D'une part, on remarque que (R�
1 u1)j � = u1j � pour tout u1 2 H1

� (
 1) et (R�
2 u2)j � = u2j � pour

tout u2 2 H1
� (
 2). D'autre part, on trouve kR�

1 k2 = (  � � )=� et kR�
2 k2 = 1 . On conclut alors avec

le Théorème1.7.2.
Pour traiter le cas � � = 2, on échange les rôles de
 1 et 
 2.
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Remarque 1.7.4 Expliquons pourquoi les résultats pour les problèmes avec condition de Dirichlet
et Neumann di�èrent pour le sommet intérieur. Pour �xer les idées, supposons� � = 2. Pour
dé�nir R1, nous pouvons procéder à une symétrie par rapport à l'interface et à un prolongement par
zéro. Cela constitue bien un opérateur à valeurs dansH1

0; � 2
(
 2). Pour R�

1 , on ne peut opérer ainsi
car cela ne donne pas un opérateur à valeurs dansH1

� (
 2), en raison du possible saut de trace en
� = 2 � . Inversement, pour dé�nir R2, nous devons e�ectuer une dilatation en� de façon à véri�er
la condition de Dirichlet homogène en� = 0 . Dans H1

� (
) , il n'y a pas cette contrainte. Une simple
symétrie par rapport à l'interface su�t pour construire R�

2 .

1.7.2 Interface quelconque en 2D

Nous n'écrirons pas le processus de localisation pour l'étude du problème(P N ) car nous dé-
montrerons plus loin dans ce document deux résultats qui permettent de passer outre cette étape
technique en 2D. Pour les énoncer, introduisons avec le Théorème de Riesz les opérateurs bornés
A(� ) : H1

0(
) ! H1
0(
) et A � (� ) : H1

� (
) ! H1
� (
) tels que

(r (A(� )u); r v) 
 = ( � r u; r v) 
 ; 8(u; v) 2 H1
0(
) � H1

0(
);
(r (A � (� )u); r v) 
 = ( � r u; r v) 
 ; 8(u; v) 2 H1

� (
) � H1
� (
) :

Avec cette notation, on a A � (� ) = A � . Dans le Chapitre 7, nous montrerons queA(� ) : H1
0(
) !

H1
0(
) est un isomorphisme si et seulement siA � (� � 1) : H1

� (
) ! H1
� (
) est un isomorphisme

(Théorème 7.2.1). D'autre part, nous prouverons que A(� ) : H1
0(
) ! H1

0(
) est Fredholm d'in-
dice zéro si et seulement siA � (� � 1) : H1

� (
) ! H1
� (
) est Fredholm d'indice zéro (Théorème7.2.3).

Ceci montre que A(� ) n'est pas de type Fredholm si et seulement siA � (� � 1) n'est pas de
type Fredholm. En utilisant les résultats du Ÿ1.5 qui donnent des critères pour queA(� ) ne soit
pas de type Fredholm, on obtient des conditions pour queA � (� � 1) ne soit pas de type Fredholm.

Ainsi, en 2D, les problèmes avec condition aux limites de Dirichlet et condition aux limites
de Neumann sont intimement liés. Ce résultat remarquable ne semble pas exister en 3D.

Remarque 1.7.5 Considérons de nouveau le cas du sommet extérieur (cf. Ÿ1.2.3). Supposons� 1

et � 2 constants. Fixons  = � et � = �= 4. Avec le Théorème1.2.7, on prouve queA(� ) est un
isomorphisme, dès que� � 2 ]�1 ; � 3[ [ ]� 1; 0[. Le Théorème 1.5.5 permet lui de montrer que
A(� ) n'est pas de type Fredholm pour� � 2 ]� 3; � 1[. Le Théorème 1.7.3 indique queA � (� ) est un
isomorphisme dès que� � 2 ]�1 ; � 1[ [ ]� 1=3; 0[. Ces résultats sont donc parfaitement cohérents
avec les Théorèmes7.2.1 et 7.2.3 que nous venons de mentionner.

Remarque 1.7.6 Revenons sur le cas du sommet intérieur (cf. Ÿ1.2.2 et Remarque1.5.7). Fixons
� 2]0; � [. Appelons cette géométrieG. Supposons� 1 et � 2 constants. En vertu du Théorème1.2.3,
nous savons queA(� ) dé�nit un isomorphisme lorsque � � 2] � 1 ; � (2� � � )=� [[ ] � �= (2� � � ); 0[.
Par ailleurs, le Théorème 1.5.5 indique queA(� ) n'est pas de type Fredholm pour� � 2] � (2� �
� )=� ; � �= (2� � � )[. Précisons la structure des singularités (voir la preuve du Théorème1.5.5) qui
sont responsables de cet intervalle critique.
Introduisons la géométrie du sommet extérieur (cf. Ÿ1.2.3) avec  = � et un secteur, pour 
 1,
d'ouverture �= 2. Appelons cette géométrieG1=2. Nous pouvons voir cette con�guration comme un
� demi sommet intérieur �.
D'après le Théorème1.5.5, l'opérateur associé au problème avec condition aux limites de Dirichlet
dans G1=2 n'est pas de type Fredholm pour� � 2] � (� � �= 2)=(�= 2); � 1] =] � (2� � � )=� ; � 1]. Ceci
s'explique par l'existence d'une singularité qui � sort � de H1 pour de telles valeurs du contraste. En
appliquant une antisymétrie à cette singularité, on construit une singularité dansG. L'existence de
cette dernière empêcheA(� ) d'être de type Fredholm pour� � 2] � (2� � � )=� ; � 1].
En reprenant les idées de la preuve du Théorème1.5.5, on peut montrer que l'opérateur associé
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au problème avec condition aux limites de Neumann dansG1=2 n'est pas de type Fredholm pour
� � 2 [� 1; � (�= 2)=(� � (�= 2))[= [ � 1; � �= (2� � � )[. En symétrisant la singularité associée à ce
problème, on obtient une singularité dansG qui permet de montrer queA(� ) n'est pas de type pour
� � 2 [� 1; � �= (2� � � )[.

1.7.3 Travail dans l'espace des fonctions à moyenne nulle

De façon plus usuelle, nous aurions pu supprimer les constantes de l'espaces variationnel en
imposant aux fonctions d'être à moyenne nulle sur
 . Introduisons l'espace

H1
# (
) :=

�
v 2 H1(
) j

Z



v = 0

�
:

L'application (v; v0) 7! (r v; r v0) 
 dé�nit un produit scalaire sur H1
# (
) . Considérons alors le

problème
Trouver u 2 H1

# (
) tel que
a# (u; v) = l(v); 8v 2 H1

# (
) ;
(1.29)

aveca# (u; v) := ( � r u; r v) 
 et l(v) := ( f; v ) 
 + hg; vi @
 pour tout u, v dans H1
# (
) .

Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons l'opérateur bornéA# : H1
# (
) ! H1

# (
)
tel que pour tout v; v0 2 H1

# (
) , (r (A# v); r v0) 
 = a# (v; v0). Le problème (1.29) est bien posé
pour tout l 2 H1

# (
) � (le dual topologique deH1
# (
) avec la notation américaine) si et seulement

si A# dé�nit un isomorphisme.

Considérons les opérateurs

P �
# : H1

# (
) ! H1
� (
)

u 7! u �
Z

�
u=

Z

�
1

et
P#

� : H1
� (
) ! H1

# (
)

u 7! u �
Z



u=

Z



1

:

On véri�e sans di�culté que P �
# et P#

� sont des isomorphismes avecP �
# � P#

� = Id H1
� (
) et P#

� � P �
# =

IdH1
# (
) . Ces opérateurs vont nous permettre de prouver qu'on a des résultats identiques pourA �

et A# .

Proposition 1.7.7 L'opérateur A# véri�e A# = P#
� � A � � P �

# . Par conséquent, on a les deux
assertions suivantes.
L'opérateur A# : H1

# (
) ! H1
# (
) dé�nit un isomorphisme si et seulement siA � : H1

� (
) ! H1
� (
)

constitue un isomorphisme.
L'opérateur A# : H1

# (
) ! H1
# (
) est Fredholm d'indice zéro si et seulement siA � : H1

� (
) !
H1

� (
) est Fredholm d'indice zéro.

Preuve. Montrons A# = P#
� � A � � P �

# . Pour tout u, v dans H1
# (
) , on a

(r (P#
� (A � (P �

# u))) ; r v) 
 = ( r (A � (P �
# u)) ; r v) 


= ( r (A � (P �
# u)) ; r (P �

# v)) 


= ( � r (P �
# u); r (P �

# v)) 
 = ( � r u; r v) 
 = ( r (A# u); r v) 
 :

Ceci permet d'obtenir le résultat de la proposition.
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1.8 Calculs manquants

1.8.1 Calculs utilisés dans la Section 1.5

Commençons par détailler un calcul intervenant dans la preuve du Théorème1.5.3. Soit b > 0 tel
que [� b; b] � [� b; b] � 
 . Reconsidérons la suite(un )n dé�nie en (1.14) et introduisons une fonction
de troncature � 2 C1

0 (R2), égale à1 dans [� b=2;b=2] � [� b=2;b=2].

Lemme 1.8.1 On a k�u nkH1
0 (
) �!

n! + 1
+ 1 .

Preuve. Considérons ~D := [ � b=2;b=2] � [� b=2;b=2], et écrivons

k�u nk2
H1

0 (
) � kr unk2
~D � k @t unk2

~D

� 2
Z b=2

� b=2

Z b=2

0
n2 cos2 nt

sinh2 n(b� s)
e2nb ds dt

� 2n2
Z b=2

� b=2
cos2 nt dt

Z b=2

0

sinh2 n(b� s)
e2nb ds

� 2n2

"
b
2

+
sinnb

2n

# Z b=2

0

sinh2 n(b� s)
e2nb ds:

Mais, l'on a

4
Z b=2

0

sinh2 n(b� s)
e2nb ds =

Z b=2

0
e� 2ns � 2e� 2nb + e2ns� 4nb ds

= (
1

2n
�

e� nb

2n
) � (b e� 2nb) + e� 4nb(

enb

2n
�

1
2n

) �
1

2n
:

Par conséquent, il existeC > 0, telle que pour n assez grand, on aitk�u nk2
H1

0 (
) > C n .

Présentons ensuite un calcul utilisé dans la preuve du Théorème1.5.5. Dé�nissons un (r; � ) :=
� (r )Sn (r; � ), où � est une fonction de troncature égale à1 pour 0 � r � d=2 et Sn (r; � ) :=
r i � +1 =n ' (� ).

Lemme 1.8.2 On a kunkH1
0 (
) �!

n! + 1
+ 1 .

Preuve. Pour obtenir ce résultat, il su�t d'écrire

kunk2
H1

0 (
) �
Z 2�

0

Z d=2

0
r � 2+2 =n j@� ' j2 rdrd�

� C
Z d=2

0
r � 1+2 =nd�

� C n (d=2)2=n=2 �!
n!1

+ 1 :

1.8.2 Coordonnées toroïdales

Considérons la géométrie de la Figure1.17et introduisons le changement de variables(x; y; z) =
(cos� (R + r cos' ); sin � (R + r cos' ); r sin ' ), pour R > 0. La matrice jacobienne associée à ce
changement de variables a pour expression

0

B
@

cos� cos' � sin � (R + r cos' ) � r cos� sin '
sin � cos' cos� (R + r cos' ) � r sin � sin '

sin ' 0 r cos'

1

C
A :
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Le volume élémentaire dans les coordonnées toroïdales est alorsr (R + r cos' ) drd'd� .
D'autre part, le gradient en coordonnées toroïdales s'écrit

r u =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

@u
@r

1
R + r cos'

@u
@�

1
r

@u
@'

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:
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Introduction

D ans le Chapitre 1, nous nous sommes intéressés au problème de transmission scalaire(P )
� trouver u 2 H1

0(
) tel que � div ( � r u) = f �. De façon générale dans cette thèse, nous
souhaitons modéliser des problèmes d'électromagnétisme mettant en jeu des structures

alliant matériaux classiques et matériaux négatifs. C'est pourquoi nous nous sommes spéci�quement

45



46 Chapitre 2. Étude numérique du problème scalaire

concentrés sur des con�gurations où� présente un changement de signe de part d'autre d'une
interface divisant le domaine borné
 . Nous avons proposé une technique, laT-coercivité, permettant
d'obtenir des critères portant sur les valeurs de� et la géométrie du domaine pour assurer que(P )
possède une unique solution. En particulier, si nous appelonsa la forme sesquilinéaire telle que

a(u; v) =
Z



� r u � r v; pour tout (u; v) 2 H1

0(
) � H1
0(
) ;

nous avons prouvé que(P ) est bien posé dès quea est T-coercive, autrement dit, dès qu'il existe
un isomorphismeT de H1

0(
) tel que (u; v) 7! a(u; Tv) soit coercive. Classiquement, pour montrer
qu'un problème est bien posé, on peut utiliser la théorie de Banach�Ne£as�Babu²ka, également
appelée théorieinf�sup . Puisque a est hermitienne, le problème(P ) est bien posé si et seulement
si a satisfait une condition inf�sup. Il est facile de voir que si a est T-coercive alorsa satisfait une
condition inf�sup. Dans ce chapitre, nous prouverons que la réciproque est également vraie : sia
véri�e une condition inf�sup alors a est T-coercive. Ainsi, nous pouvons voir laT-coercivité comme
une reformulation de la théorie de Banach�Ne£as�Babu²ka. Cette observation simple a déjà été
e�ectuée dans la littérature (voir [ 140, remarque 2.1.48] ou [33, proposition 3]) mais l'idée reste
encore peu répandue.

Le deuxième grand axe de ce chapitre concernera l'approximation numérique de la solution
du problème (P ) lorsque celui-ci possède une unique solution. Nous souhaitons mettre en ÷uvre
les méthodes d'approximation par éléments �nis de Lagrange classiques et justi�er leur convergence.
Pour démontrer ces résultats de convergence, nous développerons une théorie de laT-coercivité
discrète. Pour une autre application de cette théorie, dans le cas des équations de Helmholtz et de
Maxwell classiques, nous renvoyons le lecteur à [53]. Dans ce chapitre, nous présenterons également
des expériences numériques mettant en évidence les traits caractéristiques de ces problème de
transmission avec changement de signe.

Notre plan de travail sera le suivant. Nous commençons par étudier le lien entre la théorie
inf�sup et la technique de la T-coercivité. Ensuite, nous expliquons comment on peut utiliser
cette approche pour justi�er les méthodes d'approximation de Galerkin usuelles. Dans la Section
2.2, nous appliquons ces résultats pour étudier le problème(P ) dans quelques con�gurations
de référence. Ce sera l'occasion de préciser et d'illustrer certains points du Chapitre1. Dans les
deux paragraphes suivants, nous proposons des méthodes de discrétisation du problème(P ). Plus
précisément, dans la Section2.3, nous présentons des techniques avec une contrainte sur le maillage
tandis que dans la Section2.4, nous étudions des approches ne nécessitant pas d'hypothèse sur
le maillage. Nous discuterons les avantages et les inconvénients de ces di�érents méthodes tout
au long de ces deux paragraphes. Dans un dernier temps, nous fournissons un jeu d'expériences
numériques illustrant ces résultats.

2.1 Cadre général

Ci-dessous, nous rappelons quelques outils standards d'analyse fonctionnelle utilisés pour prou-
ver le caractère bien posé d'un problème abstrait écrit sous forme variationnelle. Nous reformulons
ces outils en utilisant la théorie de laT-coercivité.

2.1.1 Point de départ

Soient V et W deux espaces de Hilbert munis des produits scalaires(�; �)V et (�; �)W . Nous notons
k � kV et k � kW les normes associées. Introduisonsa(�; �) une forme sesquilinéaire continue surV � W
et f 2 W � . Ici, W � désigne le dual topologique deW. Le produit de dualité est quant à lui noté
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h�; �i et la norme sur W � est dé�nie par

kf kW � := sup
w2 W nf 0g

jhf; w ij
kwkW

:

Nous nous intéressons au problème variationnel

Trouver u 2 V tel que
a(u; w) = hf; w i ; 8w 2 W:

(2.1)

Commençons par rappeler la dé�nition classique ci-dessous.

Dé�nition 2.1.1 (Hadamard) Le problème (2.1) est dit bien posési, et seulement si, pour toutf ,
il possède une unique solutionu, qui dépend continûment de la donnée :

kukV � Ckf kW � ;

où C est une constante indépendante def .

Dé�nissons l'opérateur A 2 L (V ; W � ) (l'ensemble des opérateurs bornés deV dans W � ) tel que
hAu; w i = a(u; w) pour tout w 2 W. On peut reformuler le problème (2.1) de la façon suivante

Trouver u 2 V tel que
Au = f dans W � :

(2.2)

Le problème (2.1) est bien posé si et seulement siA est un isomorphismeV de W � .

2.1.2 La T-coercivité, une reformulation du théorème de Banach�Ne£as�
Babu²ka

Le caractère bien posé du problème (2.1) est classiquement lié à unecondition de stabilité,
également appeléecondition inf-sup.

Dé�nition 2.1.2 Soit a(�; �) une forme sesquilinéaire continue surV � W. Nous dirons qu'elle
satisfait une condition de stabilité si

9� 0 > 0 telle que sup
w2 W nf 0g

ja(v; w)j
kwkW

� � 0kvkV ; pour tout v 2 V: (2.3)

Introduisons à présent une conditiona priori intermédiaire.

Dé�nition 2.1.3 Soit a(�; �) une forme sesquilinéaire continue surV � W. Nous dirons qu'elle est
T-coercives'il existe un isomorphismeT : V ! W tel que

9� > 0 telle que ja(v; Tv)j � � kvk2
V ; pour tout v 2 V: (2.4)

Théorème 2.1.4 (Caractère bien posé) Soit a(�; �) une forme sesquilinéaire continue surV �
W. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) le problème (2.1) est bien posé ;

(ii) la forme a véri�e une condition de stabilité et im A = W � ;

(iii) la forme a véri�e une condition de stabilité et le seul élémentw 2 W
qui satisfait a(v; w) = 0 pour tout v 2 V est w = 0 ;

(iv) la forme a est T-coercive.
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Preuve. L'équivalence entre les trois premières assertions est classique (voir par exemple [77,
théorème 2.6]).

(iv) =) (i) : Soit T un isomorphisme deL (V ; W) tel que (v; v0) 7! a(v; Tv0) soit coercive sur
V � V. Puisque cette forme est sesquilinéaire et continue, d'après le théorème de Lax-Milgram, il
existe un, et un seulu 2 V tel que pour tout v0 2 V, a(u; Tv0) = hf; Tv0i . Or T est bijectif. Par
conséquent, il existe un, et un seulu 2 V tel que pour tout w 2 W, a(u; w) = hf; w i . Ceci prouve
que le problème (2.1) est bien posé.

(i) =) (iv) : avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons l'isométrieI W � ! W 2
L(W � ; W) dé�nie par (I W � ! W w; w0)W = hw; w0i , 8(w; w0) 2 W � � W. Dé�nissons ensuite l'opérateur
T := I W � ! W � A. Par hypothèse,T est un isomorphisme deL(V ; W) . Pour tout v 2 V, on a

a(v; Tv) = hAv; Tvi = ( I W � ! W � Av; Tv)W = kTvk2
W � k vk2

V =kT� 1k2:

Ceci montre que la formea est T-coercive.

Remarque 2.1.5 SupposonsW = V . Si une forme sesquilinéaire est coercive alors elle véri�e une
condition de stabilité. Dans ce cas, il est facile de déterminer un isomorphismeT tel que a soit
T-coercive. Il su�t en e�et de prendre T = I V . En résumé, on peut dire qu'une forme sesquilinéaire
est coercive si, seulement si elle estI V -coercive.

Remarque 2.1.6 SupposonsW = V .
Si la forme a est hermitienne, c'est-à-dire si elle véri�e a(v; w) = a(w; v) pour tout v; w 2 V, alors
la condition de stabilité (2.3) est su�sante pour assurer le caractère bien posé du problème.
Dans le même esprit, pour une formehermitienne a, la Dé�nition 2.1.3 peut se simpli�er en : a(�; �)
est T-coercives'il existe un opérateur continu T : V ! V tel que

9� > 0 telle que ja(v; Tv)j � � kvk2
V ; pour tout v 2 V:

En d'autres termes, le fait queT soit bijectif n'est pas nécessaire. En e�et, la condition précédente
implique queT est injectif. De plus, pour tout v 2 V n f 0g, on a

ja(v; Tv)j
kTvkV

� �
kvkV

kTvkV
kvkV �

�
kTk

kvkV :

Donc la condition (2.3) est véri�ée.

Pour résumer, dans le casW = V , le théorème de Lax-Milgram donne une condition su�sante pour
assurer le caractère bien posé du problème (2.1), tandis que le Théorème2.1.4fournit une condition
nécessaire et su�sante qui s'écrit :

� ou bien la forme a véri�e une condition de stabilité et im A = V � ;
� ou bien la forme a est T-coercive.

2.1.3 Approximation de la solution

Supposons le problème (2.1) bien posé. Intéressons-nous à l'approximation de la solutionu.
D'après le Théorème2.1.4, il existe un opérateur T 2 L (V ; W) tel que la forme a soit T-coercive.
Introduisons (V h)h et (W h)h deux suites d'espaces vectoriels de dimension �nie. Le paramètreh,
destiné à tendre vers0, prend des valeurs strictement positives. De plus, sin(h) désigne la dimension
de Vh , alors on a limh! 0 n(h) = + 1 , de sorte queVh � approche � V. Nous supposons que cette
propriété est également véri�ée pour la suite d'espaces(W h)h . Lorsque, pour tout h, Vh � V et
Wh � W, l'approximation est dite conforme. Dans la suite, nous ferons toujours cette hypothèse.
Pour un exemple d'approximation non conforme, nous renvoyons le lecteur à [52], article dans
lequel les auteurs développent une technique d'approximation basée sur une méthode de Galerkin
discontinu.
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Discrétisation naturelle

La discrétisation naturelle du problème (2.1) conduit à introduire le problème

Trouver uh 2 Vh tel que
ah(uh ; wh) = hf h ; wh i ; 8wh 2 Wh ;

(2.5)

avec des formes discrètesah et f h (possiblement) di�érentes respectivement dea restreinte àVh � Wh

et f restreinte à Wh . Sous forme d'opérateur, ce problème s'écrit

Trouver uh 2 Vh tel que
Ahuh = f h dans W �

h ;
(2.6)

avecAh 2 L (V h ; W �
h) dé�ni par hAhvh ; wh i = ah(vh ; wh) pour tout (vh ; wh) 2 Vh � Wh .

Ci-dessous, nous étudions la question du caractère bien posé du problème approché (2.5) et nous
établissons des estimations d'erreur. Pour que le problème (2.5) soit bien posé, il est nécessaire que
la condition dim V h = dim W h soit véri�ée : nous ferons toujours cette hypothèse.

Dé�nition 2.1.7 La famille de formes sesquilinéaires(ah)h est dite uniformément Vh � Wh-stable
si

9� y > 0; 8h > 0; 8vh 2 Vh ; sup
wh 2 W h nf 0g

jah(vh ; wh)j
kwhkW

� � ykvhkV : (2.7)

Comme pour le problème continu, nous écrivons une conditiona priori intermédiaire.

Dé�nition 2.1.8 La famille de formes sesquilinéaires(ah)h est dite uniformément Th-coercivesi 1

9� ?; � ? > 0; 8h > 0; 9Th 2 L (V h ; Wh); 8vh 2 Vh ; jah(vh ; Thvh)j � � ?kvhk2
V et kThk � � ?: (2.8)

Introduisons ensuite pour tout h > 0 et tout vh 2 Vh ,

Consf;h = sup
wh 2 W h nf 0g

jhf � f h ; wh ij
kwhkW

; (2.9)

Consa;h (vh) = sup
wh 2 W h nf 0g

j(a � ah)(vh ; wh)j
kwhkW

: (2.10)

Nous quali�erons ces termes determes de consistancecar ils mesurent l'écart entre les formes
exactes (resp.a et f ) et les formes approchées (resp.ah et f h). On peut obtenir des estimations
d'erreur mettant en jeu ces termes de consistance. Le Théorème2.1.4 prouve que le problème (2.5)
est bien posé dansVh � Wh . Lorsque ah est égale àa restreinte à Vh � Wh pour tout h > 0,
classiquement, on utilise le lemme de Fortin (voir [32, 77]) pour montrer que la famille (ah)h est
uniformément Vh � Wh-stable et pour obtenir des estimations d'erreur. Avec nos notations, ce
lemme s'énonce ainsi :a est uniformément Vh � Wh-stable si et seulement s'il existe� 0 > 0 tel que,
pour tout h > 0 et tout v 2 V, il existe � h(v) 2 Vh tel que

a(� h(v); wh) = a(v; wh); 8wh 2 Wh et k� h(v)kV � � 0kvkV :

Ci-dessous, nous proposons une approche alternative pour prouver que la famille(ah)h est unifor-
mément Vh � Wh-stable, basée une fois de plus sur la théorie de laT-coercivité.

Théorème 2.1.9 (Caractère bien posé du problème discrétisé) Si dim V h = dim W h et si
la famille de formes sesquilinéaires(ah)h est uniformément bornée, alors les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. Notons que si Th véri�e jah (vh ; Th vh )j � � ?kvh k2
V pour tout vh 2 Vh alors Th est injectif. Puisque Vh et W h

sont de dimension �nie avec dim V h = dim W h , on déduit que Th est un isomorphisme.
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(i) le problème (2.5) est bien posé et(A � 1
h )h est uniformément borné ;

(ii) la famille (ah)h est uniformément Vh � Wh-stable ;

(iii) la famille (ah)h est uniformément Th-coercive.

De plus, si l'une des conditions ci-dessus est satisfaite, alors l'erreurku � uhkV est bornée par

ku � uhkV � C inf
vh 2 V h

(ku � vhkV + Consf;h + Consa;h (vh)) ; (2.11)

avecC := max
�

1
� y

; kak
� y

+ 1
�

> 0 indépendante deh.

Preuve. (i) =) (iii) : dé�nissons Th := I W �
h ! W h � Ah où I W h ! W �

h
est l'isométrie deW �

h dansWh . La
famille de formes(ah)h est uniformément bornée. Par conséquent, la famille(Th)h l'est également.
Par ailleurs, puisque (A � 1

h )h est uniformément bornée, il existe une constanteC1 telle que, pour
tout h > 0, kT� 1

h k � C1. Pour tout vh 2 Vh , on a alors

ah(vh ; Thvh) = hAhvh ; Thvh i = kThvhk2
W �

1
C2

1
kvhk2

V :

Ceci prouve que la famille(ah)h est uniformément Th-coercive.

(iii) =) (ii) : pour vh 2 Vh n f 0g, on a

sup
wh 2 W h nf 0g

jah(vh ; wh)j
kwhkW

�
jah(vh ; Thvh)j

kThvhkW
� � ? kvhk2

V

kThvhkW
�

� ?

� ? kvhkV :

Ainsi, (ah)h est uniformément Vh � Wh-stable.

(ii) =) (i) : D'après le Théorème 2.1.4, si la famille (ah)h est uniformément Vh � Wh-stable,
le problème (2.5) est bien posé. De plus, la famille(A � 1

h ) est uniformément bornée. En e�et,
kA � 1

h f k � k f k=� y.

Maintenant, concentrons-nous sur l'estimation d'erreur. Par hypothèse, (2.7) est vraie pour
un certain � y > 0. Étant donnée vh 2 Vh , il existe wh 2 Wh tel que

� ykuh � vhkV kwhkV � j ah(uh � vh ; wh)j; et on peut véri�er que

ah(uh � vh ; wh) = hf h � f; w h i + a(u � vh ; wh) + ( a � ah)(vh ; wh):

Il suit
kuh � vhkV �

1
� y

(Consf;h + kak ku � vhkV + Consa;h (vh)) ;

ce qui conduit à (2.11), puisque ku � uhkV � k u � vhkV + kuh � vhkV .

Corollaire 2.1.10 Supposons qu'il existe un isomorphismeT 2 L (V ; W) tel que(v; v0) 7! a(v; Tv0)
soit coercive surV � V. Supposons aussiTVh � Wh et limh! 0 kah � ak = 0 . Alors, la famille (ah)h

est uniformément Th-coercive pour h su�samment petit de sorte que l'estimation d'erreur ( 2.11)
est vraie.

Preuve. En e�et, on a, en notant Th = TjV h
,

jah(vh ; Thvh)j = ja(vh ; Tvh) � (ah � a)(vh ; Tvh)j � (� � k ah � ak kTk)kvhk2
V :

Il su�t alors de prendre h0 assez petit pour avoirkah � ak kTk < � pour tout h 2]0;h0].

Remarque 2.1.11 Bien entendu, si la forme a est T-coercive, si TVh � Wh pour tout h > 0 et si
ah est égale à la restriction dea à Vh � Wh , alors la famille (ah)h est uniformément Th-coercive.
Dans ce cas le problème (2.5) est bien posé pour touth > 0 et l'estimation d'erreur ( 2.11) est vraie.
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Discrétisation de la forme coercive

Présentons une seconde méthode pour approcher la solution du problème (2.1) que nous supposons
bien posé. D'après le Théorème2.1.4, il existe un opérateur T 2 L (V ; W) tel que la forme a soit
T-coercive. La forme~a : (v; v0) 7! a(v; Tv0) est sesquilinéaire continue et coercive surV � V. Par
conséquent, à condition que l'opérateurT soit connu explicitement2, au lieu de résoudre le problème
(2.1) directement, on peut résoudre le problème équivalent

Trouver u 2 V tel que
~a(u; v) = h~f ; v i ; 8v 2 V;

(2.12)

où ~f 2 V � est dé�nie par v 7! hf; Tvi . En e�et, étant donné Vh un sous-espace deV, on peut
résoudre le problème approché

Trouver uh 2 Vh tel que
~ah(uh ; vh) = h~f h ; vh i ; 8vh 2 Vh :

(2.13)

Ci-dessus, les formes sont dé�nies par

~ah(vh ; wh) = ah(vh ; Twh) et h~f h ; wh i = hf h ; Twh i ; 8vh ; wh 2 Vh :

On peut alors utiliser le lemme de Céa (siah = ajV h � (TV h ) , f h = f j(TV h ) )) ou plus généralement le
premier lemme de Strang pour obtenir une estimation d'erreur qui s'écrit

ku � uhkV � C inf
vh 2 V h

n
ku � vhkV + Cons~f ;h + Cons~a;h (vh)

o
: (2.14)

Dans l'estimation précédente, C > 0 est indépendante deh et de la donnéef . Les termes de
consistance sont respectivement dé�nis, pour touth > 0 et tout vh 2 Vh , par

Cons~f ;h = sup
wh 2 V h nf 0g

jh~f � ~f h ; wh i V j
kwhkV

; Cons~a;h (vh) = sup
wh 2 V h nf 0g

j(~a � ~ah)(vh ; wh)j
kwhkV

:

Remarque 2.1.12 Dans ce cas simple, on approche directement le problème (2.1) dans Vh � (TVh).

Comparaison entre les deux méthodes d'approximation

D'un point de vue pratique, il y a une di�érence fondamentale entre ce que nous appelons la
discrétisation � naturelle � et la discrétisation de la forme coercive. En e�et, pour la discrétisation
naturelle, l'isomorphisme T est simplement un outil théorique et son action n'est pas implémentée
dans le code de calcul. À l'inverse, la discrétisation de la forme coercive nécessite la discrétisation de
T. L'avantage de cette dernière approche réside dans le fait que la démonstration de la convergence
de la méthode est obtenue directement.

2.2 Application au problème de transmission scalaire : caractère
bien posé

2.2.1 Notations

Revenons au problème de transmission scalaire entre un matériau positif et un matériau négatif
que nous avons étudié dans le Chapitre1. Rappelons-en les caractéristiques principales. Donnons-
nous 
 un domaine borné deR2 tel que 
 = 
 1 [ 
 2, où 
 1 et 
 2 sont deux domaines véri�ant

2. Par � T est connu explicitement �, il faut entendre que l'action de T sur les élémentsvh 2 Vh peut être calculée
facilement.
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 1 \ 
 2 = ; . Nous supposons que les frontières@
 , @
 1 et @
 2 sont des polygones (connexes). Pour
k = 1 ; 2, introduisons � k := @
 \ @
 k . Nous appelons interface l'ensemble� := @
 1n� 1 = @
 2n� 2.
De façon générale, siO est ouvert de R2, nous notons (�; �)O les produits scalaires deL2(O) et
(L 2(O))2, et k � kO les normes associées.

Le problème que nous étudions est le suivant

Trouver u 2 H1
0(
) tel que

a(u; w) = hf; w i ; 8w 2 H1
0(
)

,
Trouver u 2 H1

0(
) tel que
� div ( � r u) = f dans H� 1(
)

: (2.15)

avec a(u; w) = ( � r u; r w) 
 . Ci-dessus,H1
0(
) désigne l'ensemble des éléments deH1(
) dont la

trace est nulle sur @
 tandis que H� 1(
) note le dual topologique deH1
0(
) : H� 1(
) := H 1

0(
) � .
En d'autres termes, avec les notations que nous avons déjà introduites dans ce chapitre, nousavons
V = W = H 1

0(
) et V � = H � 1(
) . Nous notons k � kV = k � kW = kr � k 
 . Pour k = 1 ; 2, on a
Vk := f vj 
 k

: v 2 H1
0(
) g muni de la semi-normekvkV k := kr vk
 k . Nous utiliserons de nouveau

les espaces d'� opérateurs de transfert �

R 1 := f R1 2 L (V 1; V2)
�
� R1v1j � = v1j � ; 8v1 2 V1g

et R 2 := f R2 2 L (V 2; V1)
�
� R2v2j � = v2j � ; 8v2 2 V2g:

Pour simpli�er la présentation, nous supposerons que� 1 := � j 
 1 et � 2 := � j 
 2 sont des constantes
véri�ant � 1 > 0 et � 2 < 0. De façon générale, pour toute fonction mesurablev, nous dé�nissons
vk := vj 
 k

, k = 1 ; 2.

Dé�nition 2.2.1 Nous appelonscontraste le rapport � � := � 2=� 1.

2.2.2 Exemples

� Exemple de la cavité. Nous illustrons ci-dessous, sur un cas pratique, la di�érence entre les
résultats fournis par les Théorèmes1.1.2 et 1.4.2. Rappelons que le Théorème1.1.2 fournit une
condition su�sante pour que l'opérateur A : u 7! � div(� r u) soit un isomorphisme deH1

0(
) dans
H� 1(
) . Le Théorème1.4.2 donne un critère pour queA soit Fredholm d'indice zéro.

Considérons la cavité (voir la Figure2.3) dé�nie par 
 := f (x; y) 2]� a; b[� ]0; 1[g, 
 1 :=] � a; 0[� ]0; 1[
et 
 2 :=]0; b[� ]0; 1[ avec a > 0 et b > 0. L'interface � est alors égale au segmentf 0g� ]0; 1[. Sans
perte de généralité, nous supposonsa � b. On traite le cas a < b en échangeant les rôles de
 1 et
de 
 2.

� D'après le Théorème1.4.2 (ici Sint = S2
ext = ; ), l'opérateur A est Fredholm d'indice 0 dès

lors que � � = � 2=� 1 6= � 1.

� Lorsque � � = � 1, l'opérateur A n'est pas de type Fredholm. En particulier, si a = b, on a
dim kerA = 1 . Maintenant, supposonsa 6= b. Prouvons queA est injectif. Considéronsu un
élément dekerA. Dé�nissons e := u1 � u2 � s sur ] � b; 0[� ]0; 1[ avec s(x; y) = ( � x; y). Cet
élément e satisfait les équations suivantes :

� e = 0 dans ] � b; 0[� ]0; 1[; e = 0 sur � et @xe = 0 sur � :

Remarquons que� 1@xu1 = � 2@xu2 sur � et donc @xe = 0 sur � . Notons que ce résultat
n'est vrai que parce que� � = � 1. Le théorème de Holmgren (voir le lemme 4.15 dans [117])
implique e = 0 dans ] � b; 0[� ]0; 1[. Puisque u2 = 0 sur f bg� ]0; 1[, on déduit u1 = 0 sur
f� bg� ]0; 1[. Dé�nissons ~
 :=] � a; � b[� ]0; 1[. On a � u1 = 0 dans ~
 et u1 = 0 sur @~
 . Par
conséquent,u1 = 0 sur ~
 . Toujours en vertu du théorème de Holmgren, cela prouveu = 0
dans 
 . Ainsi, lorsque � � = � 1 et lorsque a 6= b, A est injectif. Puisque A n'est pas de type
Fredholm, on déduit que im A n'est pas fermée dansH� 1(
) .
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� Étudions les con�gurations pour lesquellesA est un isomorphisme. Pour cela, introduisons les
opérateursR1 : V1 ! V2 et R2 : V2 ! V1 tels que

(R1v1)(x; y) = v1(� a x=b; y) et (R2v2)(x; y) =

(
v2(� x; y) si � b � x

0 sinon
; (2.16)

pour tout v1 2 V1, v2 2 V2. On a R1 2 R 1, R2 2 R 2, kR1k2 = a=b et kR2k2 = 1 . Par
conséquent, d'après le Théorème1.1.2, A est un isomorphisme deH1

0(
) dans H� 1(
) dès
que � � =2 [� 1; � b=a].

� Pour cette géométrie particulière, on peut étudier plus précisément la question de l'injectivité
de A quand � � 2] � 1; � b=a] (a 6= b). Considéronsu un élément deH1

0(
) tel que Au = 0 . Le
couple (u1; u2) véri�e les équations

� u1 = 0 dans 
 1;
� u2 = 0 dans 
 2;

u1 � u2 = 0 sur �;
� 1@xu1 � � 2@xu2 = 0 sur � :

En décomposantu1 et u2 en série de Fourier (la famille def y 7! sin(n�y )g1
n=1 est une base

de L2(]0; 1[)), on obtient

u1(x; y) =
1X

n=1

un
1 sinh(n� (x + a)) sin(n�y ) et u2(x; y) =

1X

n=1

un
2 sinh(n� (x � b)) sin(n�y );

où un
1 et un

2 sont des constantes. De plus, les conditions de transmission impliquent,

8n 2 N� ;
un

1 sinh(n�a ) = � un
2 sinh(n�b )

un
1 � 1 cosh(n�a ) = un

2 � 2 cosh(n�b )
: (2.17)

Pour chaquen 2 N� , il existe une solution non triviale au système (2.17) (en (un
1 ; un

2 )) si et
seulement si

� 2 sinh(n�a ) cosh(n�b ) + � 1 sinh(n�b ) cosh(n�a ) = 0 , �
tanh(n�b )
tanh(n�a )

= � � :

En conséquence,A est un isomorphisme de H1
0(
) dans H� 1(
) si et seulement si

� � =2 f� tanh(n�b )=tanh(n�a ); n 2 N� g [ f� 1g.

Pour n 2 N� et � � = � tanh(n�b )=tanh(n�a ), l'opérateur A est Fredholm d'indice zéro
avec un noyau de dimension égale à un. La fonction' n dé�nie par

' n (x; y) =

8
><

>:

sinh(n� (x + a)) sin(n�y ) sur 
 1

�
sinh(n�a )
sinh(n�b )

sinh(n� (x � b)) sin(n�y ) sur 
 2

constitue alors une base deker A.
Remarque 2.2.2 La fonction g : z 7! � tanh(z�b )=tanh(z�a ) est continue, strictement
décroissante sur R+ (pour a > b) et g(1) = � tanh( �b )=tanh( �a ) < � b=a tandis que
lim z! + 1 g(z) = � 1.

� Exemple du coin intérieur. Considérons la géométrie de la Figure2.4. Plus précisément,
dé�nissons 
 :=] � 1; 1[� ] � 1; 1[, 
 2 :=]0; 1[2 et 
 1 := 
 n
 2. D'après le Théorème1.4.2, l'opérateur
A est Fredholm d'indice 0 dès que� � = � 2=� 1 =2 [� 3; � 1=3]. Comme dans [129], introduisons les
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� 1 0

A est un isomorphisme de H10(
) dans H � 1(
)

A est Fredholm d'indice 0 avec un noyau de dimension 1
A n'est pas de type Fredholm

Figure 2.1 � Résumé des propriétés de l'opérateurA pour la cavité en fonction de la va-
leur du contraste � � 2 C� . Pour cette cavité a > b et les points en vert sont situés en
(� tanh(n�b )=tanh(n�a ); 0) avecn 2 N� .

opérateursR1 : V1 ! V2 et R2 : V2 ! V1 tels que

(R1v1)(x; y) = v1(� x; y) + v1(x; � y) � v1(� x; � y) pour v1 2 V1; (2.18)

(R2v2)(x; y) =

8
>><

>>:

v2(� x; y) sur ] � 1; 0[� ]0; 1[

v2(x; � y) sur ]0; 1[� ] � 1; 0[

v2(� x; � y) sur ] � 1; 0[2
pour v2 2 V2: (2.19)

On a R1 2 R 1, R2 2 R 2, kR1k2 = 3 et kR2k2 = 3 . Ainsi, d'après le Théorème1.1.2, A est en fait un
isomorphisme deH1

0(
) dans H� 1(
) dès que� � = � 2=� 1 =2 [� 3; � 1=3]. Le Théorème1.5.5 prouve
lui que A n'est pas de type Fredholm lorsque� � 2] � 3; � 1=3[.

� 1� 3 � 1=3 0

A est un isomorphisme de H10(
) dans H � 1(
)

A n'est pas de type Fredholm

Figure 2.2 � Résumé des propriétés de l'opérateurA pour le sommet intérieur de la Figure2.4 en
fonction de la valeur du contraste � � 2 C� .

2.2.3 Régularité de la solution

Jusqu'à la �n de ce chapitre, nous supposons le problème (2.15) bien posé. Considérons un terme
source dansL2(
) . Nous nous concentrons donc sur le problème

Trouver u 2 H1
0(
) tel que

a(u; w) = ( f; w ) 
 ; 8w 2 H1
0(
) :

(2.20)

Résumons ici quelques résultats concernant la régularité de la solutionu 2 H1
0(
) du problème

(2.20). Nous les démontrerons dans le Chapitre3. Nous les énonçons ici car ils seront utiles pour
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établir les estimations d'erreur. Classiquement (voir [109, volume 1, chapitre 2], [88, théorème 2.1.3]
et, pour l'étude au voisinage des sommets extérieurs, [88, théorème 2.1.4]), on a le résultat de
régularité intérieure suivant.

Proposition 2.2.3 Soit O un ouvert de
 tel queO ne rencontre pas l'interface� . Alors la solution
u du problème (2.20) appartient à H1+ s(O), avec l'estimation

kukH1+ s (O) � C kf k
 ;

où la constanteC est indépendante def , et s 2]0; 1] dépend uniquement de l'ouverture des coins
situés sur la frontière3.

Au voisinage de l'interface, l'opérateur v 7! � div ( � r v) n'est plus elliptique et les résultats de
régularité ne sont pas classiques. Cependant, les techniques usuelles basées sur les transformées de
Fourier et de Mellin peuvent encore être utilisées (cf. Chapitre3). En particulier, dans un voisinage
de la partie régulière de l'interface, on peut prouver queu est localementH2 de part et d'autre de
� . Plus précisément, on a la

Proposition 2.2.4 Supposons� � = � 2=� 1 6= � 1. Considérons un ouvertO de 
 tel queO � 
 et
O ne rencontre aucun coin de� . Alors la solution u du problème (2.20) est telle queuk 2 H2(O\ 
 k ),
k = 1 ; 2, avec l'estimation

ku1kH2 (O\ 
 1 ) + ku2kH2 (O\ 
 2 ) � C kf k
 :

Au voisinage d'un coin de� , la régularité de u dépend à la fois de la géométrie et de la valeur du
contraste. Encore une fois, nous détaillerons tout ceci dans le Chapitre3. Cependant, pour résumer,
puisque nous avons supposé le problème (2.15) bien posé, indiquons qu'il existes 2]0; 1] tel que
uk 2 H1+ s(O \ 
 k ), k = 1 ; 2, avec l'estimation

ku1kH1+ s (O\ 
 1 ) + ku2kH1+ s (O\ 
 2 ) � C kf k
 :

Il est important de mentionner que s > 0 peut être arbitrairement petit, selon le contraste et la
géométrie de l'interface. Bien entendu, cela aura des conséquences sur les vitesses de convergence
des méthodes d'approximation. Ceci dit, nous pouvons poursuivre.

2.3 Application au problème de transmission scalaire : approxima-
tion de la solution avec une hypothèse sur le maillage

Ci-dessous, nous proposons une méthode d'approximation simple de la solution du problème
(2.15) basée sur l'élément �ni de LagrangeP1. Nous établissons en outre des estimations d'erreur.
Pour améliorer ces dernières, nous pourrions utiliser des méthodes de ra�nement de maillage ou
employer des éléments �nis d'ordres plus élevés. Cependant, nous ne nous attarderons passur ces
points.

2.3.1 Approximabilité

Considérons(Th)h une famille de triangulations régulière de
 . Nous supposons que pour tout
triangle � , on a � � 
 1 ou bien � � 
 2.
Dé�nissons la famille d'espaces de dimension �nie

Vh :=
n

v 2 H1
0(
) tel que vj � 2 P1(� ) pour tout � 2 Th

o
;

3. Si 
 est convexe ou siO ne rencontre aucun coin de@
 , alors on peut prendre s = 1 .
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où P1(� ) est l'espace des polynômes de degré1 sur le triangle � . Considérons la famille de problèmes
(indexée par h)

Trouver uh 2 Vh tel que
a(uh ; wh) = ( f; w h) 
 ; 8wh 2 Vh :

(2.21)

Dé�nition 2.3.1 Nous dirons que la suite(V h)h satisfait la propriété d'approximabilité si

8v 2 H1
0(
) ; lim

h! 0

�
inf

vh 2 V h
kv � vhkH1

0 (
)

�
= 0 :

Dé�nition 2.3.2 Pour T 2 L (H1
0(
)) , nous dirons que les maillages(Th)h sont T-conformes si

TVh � Vh pour tout h.

2.3.2 Approximation numérique : maillage T-conforme

Nous souhaitons appliquer le Corollaire2.1.10pour obtenir des estimations d'erreur. Dans cette
optique, nous avons besoin deT-coercivité sur H1

0(
) avec un isomorphismeT : H1
0(
) ! H1

0(
) tel
que TVh � Vh .

� Exemple de la cavité. Nous considérons ici la géométrie de la Figure2.3 : 
 := f (x; y) 2
] � 2; 1[� ]0; 1[g, 
 1 :=] � 2; 0[� ]0; 1[ et 
 2 :=]0; 1[� ]0; 1[. Nous supposons les maillages symétriques
par rapport à � := f 0g� ]0; 1[. Comme nous l'avons fait dans le Chapitre1, travaillons avec les
opérateursT1, T2 tels que pour v 2 H1

0(
) ,

T1v =

(
v1 dans 
 1

� v2 + 2R1v1 dans 
 2
; T2v =

(
v1 � 2R2v2 dans 
 1

� v2 dans 
 2
; (2.22)

où R1 et R2 sont respectivement des éléments deR 1 et R 2. Intéressons-nous à la situation� � < � 1.
L'opérateur T2 dé�ni en ( 2.22) à partir de R2 introduit ( 2.16) est tel que T2Vh � Vh . Ceci vient du
fait que nous supposons les maillages symétriques par rapport à l'interface. Par conséquent, d'après
le Corollaire 2.1.10, le problème (2.21) est bien posé pour chaqueh > 0. De plus, on a l'estimation
d'erreur

ku � uhkH1
0 (
) � Chkf k
 ;

car, dans cette situation, uk 2 H2(
 k ), k = 1 ; 2, d'après la Proposition 2.2.4.
Le même résultat peut être obtenu lorsque� 1=2 < � � < 0 en utilisant un maillage ad hoc et en
travaillant cette fois-ci avec T1.
Par contre, pour � � 2] � 1; � 1=2]nf� tanh(n� )=tanh(2n� ); n 2 N� g, nous ne pouvons pas conclure
car nous n'avons pas à notre disposition d'opérateur expliciteT tel que a soit T-coercive.

� Exemple du sommet intérieur. De nouveau ici, 
 :=] � 1; 1[� ] � 1; 1[, 
 2 :=]0; 1[2 et

 1 := 
 n
 2. En travaillant avec le maillage de la Figure 2.4, on prouve que le problème (2.21) est
bien posé pour chaqueh > 0 dès que� � = � 2=� 1 =2 [� 3; � 1=3]. De plus, on a l'estimation d'erreur

ku � uhkH1
0 (
) � Chskf k
 ; (2.23)

avec0 < s � 1 qui dépend uniquement du contraste (car l'angle du sommet intérieur a été �xé).

2.3.3 Approximation numérique : maillage localement T-conforme

Dans les applications du paragraphe précédent, nous avons travaillé avec des opérateursT de la
forme

T1v =

(
v1 dans 
 1

� v2 + 2R1v1 dans 
 2
; T2v =

(
v1 � 2R2v2 dans 
 1

� v2 dans 
 2
;
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Figure 2.3 � Maillage � symétrique � pour la
cavité.

Figure 2.4 � Maillage � symétrique � pour le
sommet intérieur.

avec R1 2 R 1, R2 2 R 2. Dans cette section, nous imposerons en plusR1 2 L (L 2(
 1); L2(
 2))
et R2 2 L (L 2(
 2); L2(
 1)) . Notons que cette propriété est véri�ée pour les opérateurs de transfert
géométriques que nous avons introduits jusqu'à présent. La question que nous souhaitons considérer
ici est la suivante : peut-on a�aiblir les hypothèses du Corollaire2.1.10pour prouver un résultat de
convergence lorsqueT1Vh 6� Vh ou T2Vh 6� Vh ? Nous allons voir que l'on peut encore montrer des
résultats de convergence lorsque le maillage est simplement localementTk -conforme, k = 1 ou 2.
Commençons par clari�er cette notion. Introduisons I h l'opérateur d'interpolation classique tel que
I h(v) =

P m(h)
i =1 v(ai )' i pour tout v 2 C0(
) . Ici, (ai ) i =1 :::m (h) sont les n÷uds (incluant les n÷uds

du maillage situés sur la frontière) et ' i , i = 1 : : : m(h), sont les fonctions de base qui véri�ent
' i (aj ) = � ij . Dé�nissons

Tloc
1h v :=

(
v1 dans 
 1

� v2 + 2 I h(� )R1v1 dans 
 2
; Tloc

2h v :=

(
v1 � 2I h(� )R2v2 dans 
 1

� v2 dans 
 2
;

où � 2 C1 (
 ; [0; 1]) est une fonction de troncature telle que� = 1 dans un voisinage de� (c'est-
à-dire qu'il existe un ouvert non vide V de R2 tel que � � V et � = 1 sur V).

Dé�nition 2.3.3 Pour k = 1 ; 2, nous dirons que les maillages sontlocalement Tk -conformes si
Tloc

kh Vh � Vh pour tout h plus petit qu'un h0 > 0 donné.

Proposition 2.3.4 Supposons que la formea soit Tk -coercive, que les maillages soient localement
Tk -conformes et que la propriété d'approximabilité soit véri�ée. Alors, pour h su�samment petit, il
existe une et une seule solutionuh au problème (2.21) avec l'estimation

ku � uhkH1
0 (
) � C inf

vh 2 V h

ku � vhkH1
0 (
) ; (2.24)

où C > 0 est une constante qui ne dépend ni deh ni de f .

Preuve. Supposons quea soit T1-coercive et que le maillage soit localementT1-conforme. Montrons
que la famille (ah)h dé�nie par ah(vh ; wh) = a(vh ; wh) pour tout vh ; wh 2 Vh est uniformément
Vh � Vh-stable, pour h su�samment petit.
Pour ce faire, nous allons d'abord prouver l'estimation, pourh assez petit,

ja(uh ; Tloc
1h uh)j � C1kuhk2

H1
0 (
) � C2kuhkH1

0 (
) kuhk
 ; 8uh 2 Vh ; (2.25)



58 Chapitre 2. Étude numérique du problème scalaire

où C1 > 0 et C2 > 0 sont deux constantes indépendantes deh. Dé�nissons l'opérateur intermédiaire
Tloc

1 2 L (H1
0(
)) tel que pour tout v 2 H1

0(
) ,

Tloc
1 v :=

(
v1 dans 
 1

� v2 + 2 �R 1v1 dans 
 2
:

Pour v 2 H1
0(
) , on a

a(v; Tloc
1 v) = ( j� jr v; r v) 
 � 2(j� 2jr v2; r (�R 1v1)) 
 2

= ( j� jr v; r v) 
 � 2(j� 2j� r v2; r (R1v1)) 
 2 � 2(j� 2jr v2; (R1v1)r � ) 
 2 :
(2.26)

Puisque 0 � � � 1 et puisquea est T1-coercive, en utilisant une inégalité de Young comme dans la
preuve du Théorème1.1.1 du Chapitre 1, on obtient l'existence d'une constanteC3 > 0 telle que

ja(v; Tloc
1 v) + 2( j� 2jr v2; (R1v1)r � ) 
 2 j � C3kvk2

H1
0 (
) : (2.27)

Par ailleurs, puisqueR1 2 L (L 2(
 1); L2(
 2)) , on peut écrire

2j(j� 2jr v2; (R1v1)r � ) 
 2 j � C4kvkH1
0 (
) kvk
 : (2.28)

En injectant ( 2.27) et (2.28) dans (2.26), on trouve

ja(v; Tloc
1 v)j � C3kvk2

H1
0 (
) � C4kvkH1

0 (
) kvk
 :

On observe alors que, pourvh 2 Vh , on a

ja(vh ; Tloc
1 vh) � a(vh ; Tloc

1h vh)j � C5k� � I h(� )kW 1;1 (
) kvhk2
H1

0 (
) � C6hj� jW 2;1 (
) kvhk2
H1

0 (
)

d'après le corollaire 1.109 de [77]. Ainsi,

ja(vh ; Tloc
1h vh)j � (C3 � C6j� jW 2;1 (
) h)kvhk2

H1
0 (
) � C4kvhkH1

0 (
) kvhk
 ;

et (2.25) est vraie pour h su�samment petit.

L'estimation ( 2.25) sera l'outil qui va nous permettre de montrer que la famille (ah)h est uni-
formément Vh � Vh-stable. Raisonnons par l'absurde et supposons que cette dernière propriété ne
soit pas vraie. Il existe alors une suite d'espaces(V h)h et une suite d'éléments(vh)h , avecvh 2 Vh ,
telles que

kvhkH1
0 (
) = 1 et sup

wh 2 V h nf 0g

ja(vh ; wh)j
kwhkH1

0 (
)
< � h ; avec lim

h! 0
� h = 0 : (2.29)

Puisque (vh)h est bornée dansH1
0(
) et puisque l'injection de H1

0(
) dans L2(
) est compacte, il
existe v dans H1

0(
) tel que (vh)h converge fortement dansL2(
) et faiblement dans H1(
) vers
v. De façon usuelle, grâce à la propriété d'approximabilité, on montre quev satisfait le problème
homogène. Par conséquent, la fonctionv est nulle. En utilisant ( 2.25) et l'uniforme continuité de la
famille (Tloc

1h )h , on déduit que, pour h assez petit, on a

C1 � C2kvhk
 � C7� h ;

où C1, C2 et C7 sont trois constantes strictement positives indépendantes deh. Puisque(kvhk
 )h et
(� h)h tendent vers0, nous sommes conduits à une absurdité. Ainsi, la famille(ah)h est uniformément
Vh � Vh-stable pour h assez petit et le Théorème2.1.9 assure que les problèmes (2.21) sont bien
posés avec l'estimation (2.24). On procède de la même façon en travaillant avecT2 quand a est
T2-coercive et quand le maillage est localementT2-conforme.
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Figure 2.5 � Maillage localement � symé-
trique � pour la cavité.

Figure 2.6 � Maillage localement � symé-
trique � pour le sommet intérieur�bis.

Remarque 2.3.5 Il su�t d'avoir limh! 0

�
j� jW 2;1 (
) h

�
= 0 dans la preuve de la Proposition2.3.4.

Par conséquent, on peut autoriser à la fonction� de varier avec h. Ainsi, on peut a�aiblir la
condition de T-conformité pour le maillage : on a simplement besoin que le maillage soitT-conforme
dans un voisinage de l'interface dont l'aire tend vers0 en ht pour un certain t 2]0; 1=2[.

� Exemple de la cavité avec un maillage localement symétrique (Figure 2.5). Consi-
dérons une famille de maillages, comme sur la Figure2.5, symétriques par rapport à � , dans la
région ] � 0:25; 0:25[� ]0; 1[. La valeur 0:25 est choisie arbitrairement. De nouveau,
 := f (x; y) 2
] � 2; 1[� ]0; 1[g, 
 1 :=] � 2; 0[� ]0; 1[ et 
 2 :=]0; 1[� ]0; 1[. D'après la Proposition 2.3.4, le problème
(2.21) est bien posé pourh su�samment petit dès lors que � � =2 [� 1; � 1=2]. De plus, dans ce cas,
on a l'estimation d'erreur

ku � uhkH1
0 (
) � Chkf k
 :

� Exemple du sommet intérieur�bis (figure 2.6). Considérons maintenant la géométrie et
le maillage de la Figure2.6. Plus précisément, dé�nissons
 :=] � 2; 1[� ] � 1; 1[, 
 2 :=]0; 1[2 et

 1 := 
 n
 2. D'après le Théorème1.4.2, l'opérateur A est Fredholm d'indice 0 dès que � � =
� 2=� 1 =2 [� 3; � 1=3].
En prolongeant l'opérateur R2 dé�ni en ( 2.19) par 0 sur ] � 2; � 1[� ] � 1; 1[, on trouve que A est
un isomorphisme deH1

0(
) dans H� 1(
) quand � � < � 3, de sorte que le problème (2.21) est bien
posé pourh assez petit.
Maintenant, supposons� 1=3 < � � < 0 et A injectif. Introduisons � 0 2 C1 (R; [0; 1]) une fonction
de troncature telle que� 0(x) = 1 pour x � � 1=2 et � 0(x) = 0 pour x � � 1. Dé�nissons � : (x; y) 7!
� 0(x). En travaillant avec l'opérateur R1 dé�ni en ( 2.18) et la fonction � , en utilisant la Proposition
2.3.4, on montre que le problème (2.21) est bien posé pourh su�samment petit.
De plus, dans les deux cas (� � < � 3 et � 1=3 < � � < 0, A injectif), l'estimation d'erreur ( 2.23) est
vraie.

2.4 Application au problème de transmission scalaire : approxima-
tion de la solution sans hypothèse sur le maillage

2.4.1 Approximation numérique : maillage quelconque

Dans ce paragraphe, on souhaite établir un résultat d'approximation dans des con�gurations
pour lesquelles le maillage n'est niT-conforme ni localement T-conforme. Dans cette situation,
le Corollaire 2.1.10 et la Proposition 2.3.4 ne permettent pas de justi�er le caractère bien posé
des problèmes discrets. En d'autres termes, on se demande si on peut construire une famille(Th)h
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d'opérateurs discrets tels que la formea soit uniformément Th-coercive, au moins pourh assez petit.
Des méthodes ont déjà été proposées dans [25] et [129] pour obtenir de tels résultats. La première
repose sur un relèvement de la trace sur l'interface. La seconde utilise l'opérateurRh = � SZ

h R
où � SZ

h désigne l'opérateur d'interpolation de Scott-Zhang [141]. Plus précisément, les auteurs
appliquent l'opérateur d'interpolation de Scott-Zhang respectivement à R1uh (dé�ni sur 
 2) et
R2uh (dé�ni sur 
 1), où R1 2 R 1 et R2 2 R 2. Puisque l'opérateur de Scott-Zhang préserve les
valeurs des fonctions sur la frontière, on a� SZ

h (R1uh) = uh et � SZ
h (R2uh) = uh sur l'interface

� . La principale limitation de cette approche réside dans le fait que son domaine de validité n'est
pas clair a priori : pour une con�guration quelconque, pour une valeur donnée du contraste et un
maillage général, on ne peut pas assurer que le problème discret (2.21) est bien posé, même pourh
su�samment petit. Expliquons brièvement où intervient la di�culté. Introduisons les espaces

V1h := f vh j 
 1 ; vh 2 Vhg; V2h := f vh j 
 2 ; vh 2 Vhg;

V0
1h := H 1

0(
 1) \ V1h ; V0
2h := H 1

0(
 2) \ V2h :

Pour tout v1h 2 V1h , dé�nissons R1hv1h comme l'unique solution du problème

Trouver R1hv1h 2 V2h tel que R1hv1h = v1h sur � et
(� r (R1hv1h); r wh) 
 2 = ( � r (R1v1h); r wh) 
 2 ; 8wh 2 V0

2h :
(2.30)

Pour tout h > 0, on a kR1hk � C où C est une constante indépendante deh. Mais il n'y a pas de
garantie pour que inf R1h kR1hk soit égal à inf R1 kR1k. Par conséquent, on ne peut a�rmer que les
problèmes discrets (2.21) sont bien posés que sous une condition relativement abstraite.

Remarque 2.4.1 Considérons v1h 2 V1h . Par construction, (cf. ( 2.30)), on a R1hv1h � R1v1h 2
H1

0(
 2). Donc, si de plus R1v1h appartient à V2h , on obtient R1hv1h = R1v1h . Pour que cette
propriété soit vraie pour tout v1h 2 V1h , il est su�sant que le maillage soit T-conforme. D'après le
Théorème 1.1.2, pour retrouver le domaine d'applicabilité du problème continu (2.15), il faut que
cette propriété soit véri�ée pour R1 de norme minimale.

2.4.2 Approximation numérique : utilisation de la dissipation

Étant donné  > 0, dé�nissons �  := (1 + i signe(� ) )� , et introduisons le problème approché

Trouver u 2 H1
0(
) tel que

(�  r u ; r v) 
 = ( f; v ); 8v 2 H1
0(
) :

(2.31)

Nous pouvons voir  comme un paramètre modélisant la dissipation du milieu physique. Nous
étudierons les milieux dissipatifs dans le Chapitre4. Nous justi�erons alors le choix du signe de la
partie imaginaire de �  . En particulier, nous expliquerons pourquoi nous la considérons positive sur
tout le domaine 
 .
On véri�e facilement qu'on a l'estimation

j(�  r v; r v) 
 j � min( � 1; j� 2j) kvk2
H1

0 (
) ; 8v 2 H1
0(
) : (2.32)

Ainsi, avec le théorème de Lax-Milgram, on déduit que le problème approché esttoujours bien posé
pour  > 0. Ci-dessous, nous faisons tendre vers 0.
Dé�nissons l'opérateur A  2 L (H1

0(
) ; H� 1(
)) tel que hA  u ; vi = a (u ; v) pour tout v 2 H1
0(
) .

On a

Au = A  u , A(u � u ) = ( A  � A)u , u � u = A � 1(A  � A)u :

Dans cette dernière équation, nous avons utilisé le fait que le problème (2.15) est bien posé.
En remarquant que j(( � � �  )r u; r v) 
 j � max(� 1; j� 2j) kukH1

0 (
) kvkH1
0 (
) pour tout u; v 2 H1

0(
) ,
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on déduit kA  � Ak � max(� 1; j� 2j) . Par conséquent,ku � u kH1
0 (
) � C1 ku kH1

0 (
) avec C1 =
kA � 1k max(� 1; j� 2j). On obtient alors (1 � C1 )ku kH1

0 (
) � k ukH1
0 (
) ce qui prouve que la suite

(u )  est bornée. De plus, on a l'estimation

ku � u kH1
0 (
) � C2 kukH1

0 (
) � C3 kf k
 :

Introduisons ensuite une nouvelle approximation du problème (2.31).

Trouver u
h 2 Vh tel que

(�  r u
h ; r vh) 
 = ( f; v h); 8vh 2 Vh :

(2.33)

D'après (2.32), le problème (2.33) est toujours bien posé : les discussions sur le domaine d'applica-
bilité sont super�ues. On obtient en outre

ku � u
hkH1

0 (
) �
C4


inf

vh 2 Vh
ku � vhkH1

0 (
) ;

où C4 est indépendante de et h. L'inégalité triangulaire permet ensuite d'écrire

ku � u
hkH1

0 (
) � k u � u kH1
0 (
) + ku � u

hkH1
0 (
) � C3 kf k
 +

C4


inf

vh 2 V h
ku � vhkH1

0 (
) :

Pour conclure, il reste à estimer le termeinf vh 2 V h ku � vhkH1
0 (
) . Supposons que l'on dispose d'un

résultat d'uniforme régularité de la forme ju jH1+ s (
 1 ) + ju jH1+ s (
 2 ) � C5kf k
 pour s > 0 et pour
 su�samment petit. Ici, C5 est une constante qui ne dépend pas de . Nous montrerons ce genre
de résultats dans le Ÿ4.4 du Chapitre 4. On obtient alors

inf
vh 2 V h

ku � vhkH1
0 (
) � C6hskf k
 :

Finalement, on peut optimiser l'estimation d'erreur en choisissant =
p

C4C6=C3hs=2. On obtient
alors

ku � u
hkH1

0 (
) � 2
p

C3C4C6hs=2kf k
 :

Insistons bien. Cette estimation tient dès lors que le problème (2.15) est bien posé, sans hypothèse
particulière sur le maillage.

Remarque 2.4.2 Dans l'analyse précédente, nous avons supposé1 > C 1 , où C1 =
kA � 1k max(� 1; j� 2j). Il peut arriver que la valeur kA � 1k soit très � grande �, de sorte qu'en
pratique il est important de choisir un paramètre  en  = C8 hs=2 avec C8 � petit �. Dans ce cas,
on a 1=kA � 1k > C 8 max(� 1; j� 2j) hs=2 y compris pour des maillages grossiers.

� Exemple de la cavité avec un maillage quelconque. Dans cet exemple, nous n'e�ec-
tuons pas d'hypothèse particulière de symétrie pour le maillage de la cavité
 := f (x; y) 2
] � 2; 1[� ]0; 1[g. Rappelons que 
 1 :=] � 2; 0[� ]0; 1[ et 
 2 :=]0; 1[� ]0; 1[. Supposons� � 2] �
1; � 1=2]nf� tanh(n� )=tanh(2n� ); n 2 N� g. Nous savons que dans ce cas,A est un isomorphisme
de H1

0(
) dans H� 1(
) .
De plus, d'après la Proposition 4.4.1 du Chapitre 4, la solution u du problème (2.31) satisfait
ju jH2 (
 1 ) + ju jH2 (
 2 ) � Ckf k
 , pour  su�samment petit. Par conséquent, pour une famille géné-
rale de maillages de
 , nous pouvons approcher l'unique solutionu du problème (2.20) par la suite
(u

h)h . On a alors l'estimation d'erreur

ku � u
hkH1

0 (
) � C
p

hkf k
 ;

pour h su�samment petit si nous prenons  �
p

h.
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2.5 Expériences numériques

2.5.1 In�uence du maillage pour l'exemple de la cavité

Considérons la cavité symétrique dé�nie par
 := f (x; y) 2] � 1; 1[� ]0; 1[g, 
 1 :=] � 1; 0[� ]0; 1[
et 
 2 :=]0; 1[� ]0; 1[. La Figure 2.7 présente di�érents types de maillages de ce domaine.
Considéronsu 2 H1

0(
) telle que

u(x; y) :=
((x + 1) 2 � (� 1 + � 2) � 1(2� 1 + � 2)(x + 1)) sin( �y ) sur 
 1

(� 1 + � 2) � 1� 1(x � 1) sin(�y ) sur 
 2
: (2.34)

Dé�nissons alors f := � div ( � r u). On peut véri�er que cette fonction appartient à L2(
) .
Fixons � 1 à 1. D'après les résultats du Ÿ2.2.2, le problème (2.20) est bien posé dès lors que
� � 6= � 1 , � 1 + � 2 6= 0 . De plus, d'après les résultats des Ÿ2.3.2 et Ÿ2.3.3, nous savons que les
problèmes discrets (2.21) sont bien posés (au moins pourh su�samment petit), pour le maillage
symétrique et pour le maillage localement symétrique. Cependant, jusqu'à présent, nous avons été
incapables de prouver que (2.21) était bien posé, même pour desh assez petits, pour le maillage
non symétrique. En utilisant la dissipation, on recouvre automatiquement le caractère bien posé
des problèmes discrets (2.33). D'après la Remarque2.4.2, nous choisissons un petit coe�cient de
dissipation  .

Les Figures 2.8 et 2.9 représentent les résultats numériques pour un contraste� � = � 2=� 1

égal à� 1:001, avec un pas de maillageh 2]10� 2:2; 10� 0:8[. L'erreur relative, pour les normesH1
0(
)

et L2(
) , est reportée en échellelog� log, aveca l'ordre de convergence. Nous observons que toutes
les approches :

� discrétisation naturelle pour des maillages symétriques ;
� discrétisation naturelle pour des maillages localement symétriques ;
� discrétisation naturelle pour des maillages non symétriques ;
� discrétisation avec dissipation et maillage non symétrique ;

convergent vers la solution exacte, bien que le contraste choisi soit proche de� 1. L'ordre de conver-
gence le plus faible, enO(

p
h), comme escompté, est observé pour la discrétisation avec dissipation.

Par ailleurs, la discrétisation naturelle avec des maillages symétriques ou localement symétriques
converge avec la vitessea attendue, à savoir enO(h) pour la norme H1

0(
) et O(h2) pour la norme
L2(
) , ce dernier résultat étant une conséquence du lemme d'Aubin-Nitsche (cf. [77]).

Pour améliorer la vitesse de convergence de l'approximation utilisant la dissipation, on peut augmen-
ter l'ordre des éléments �nis utilisés (par exemple, éléments �nisP2 ou P3), couplé à un coe�cient
de dissipation adapté. En notant m 2 f 1; 2; 3g le degré de l'élément �ni, on prend  m � hm=2 pour
trouver une convergence enO(hm=2) (en e�et, ici, la solution est régulière de part et d'autre de
l'interface). Les résultats sont présentés sur la Figure2.10 : encore une fois la méthode se comporte
comme prévu.
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Figure 2.7 � Maillages pour la cavité : maillage non symétrique (en haut, à gauche) - maillage
symétrique (en haut, à droite) - maillage localement symétrique (en bas, au centre).
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Figure 2.8 � Erreurs relatives (norme H1
0(
) ) pour di�érents maillages de la cavité.
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P1 - Dissipation g = 10-3  h1/2 - a =-0.48463

P2 - Dissipation g = 10-3  h1/2 - a =-0.47531

P3 - Dissipation g = 10-3  h1/2 - a =-0.47531

P2 - Dissipation g = 10-3  h - a =-0.99933

P3 - Dissipation g = 10-3  h3/2 - a =-1.5

Figure 2.10 � Comparaison des erreurs relatives (normeH1
0(
) ) pour di�érents ordres d'élément

�ni. On adapte la dissipation en fonction de l'ordre de l'élément �ni.



2.5. Expériences numériques 65

2.5.2 Deux propriétés caractéristiques du problème de transmission scalaire
avec changement de signe

Pro�tons de ce paragraphe où nous présentons des expériences numériques pour mettre en
évidence deux propriétés caractéristiques du problème de transmission scalaire avec changement de
signe.

Avec la Figure 2.12 (à comparer à la Figure 2.11), nous pouvons voir la � cassure négative �
dans la trace normale de la solution au niveau de l'interface. Ceci provient bien entendu de la
condition de transmission portant sur le �ux qui s'écrit � 1@u=@n = � 2@u=@n sur � . Ici, n désigne
la normale à l'interface dirigée, pour �xer les idées, de
 1 vers 
 2.
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Figure 2.11 � Approximation numérique de la solution u dé�nie en (2.34) pour � 1 = 1 et � 2 = 2 .
Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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Figure 2.12 � Approximation numérique de la solution u dé�nie en (2.34) pour � 1 = 1 et � 2 = � 2.
Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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La Figure 2.13présente la solution du problème (2.21) dans le domaine
 := f (x; y) 2 R2
�
� jxj+ jyj �

2g avec
 2 := f (x; y) 2 R2
�
� jx � 1j + jyj � 1g et 
 1 := 
 n
 2. Le terme sourcef véri�e f = 1 sur 
 1

et f = 0 sur 
 2. En prenant � 1 = 1 et � 2 = � 1=4, nous nous intéressons à une con�guration pour
laquelle le contraste� � est situé en dehors de l'intervalle critique, égal ici à[� 3; � 1=3]. Répétons-le,
nous n'avons pas de résultat théorique indiquant que le problème (2.21) possède une unique solution
même pour h su�samment petit. Cependant, dans cette simulation nous souhaitons simplement
illustrer la présence de la singularité au niveau de l'origine. Nous verrons dans le Chapitre5 que
plus le contraste est proche de l'intervalle critique, plus la singularité est prononcée.
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Figure 2.13 � Approximation numérique de la solution u du problème (2.20) pour � 1 = 1 et
� 2 = � 1=4. Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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Introduction

R appelons que cette partie est consacrée à l'étude du problème de transmission scalaire
(P ) � trouver u 2 H1

0(
) tel que � div ( � r u) = f �. La fonction f désigne le terme
source et� représente un paramètre physique qui change de signe sur le domaine. Dans

le Chapitre 1, nous avons développé une méthode variationnelle, laT-coercivité, permettant d'ob-
tenir des critères portant sur les valeurs de� et la géométrie du domaine pour assurer que(P )
possède une unique solution. Dans le second chapitre, nous avons d'abord relié la technique dela
T-coercivité à la théorie inf�sup classique. Puis, nous avons présenté et justi�é quelques méthodes
d'approximation de la solution du problème (P ) lorsque celui-ci est bien posé. Dans ce chapitre,
nous souhaitons étudier la question de la régularité des solutions du problème(P ). Si l'on considère
un terme sourcef plus régulier queH� 1(
) , typiquement si l'on s'intéresse au problème(P ) avec
f 2 L2(
) , peut-on prouver que la solution u 2 H1

0(
) possède un supplément de régularité ? Ce
genre d'interrogations est classique en théorie des équations elliptiques. Par exemple, lorsque�
est identiquement égal à un et lorsque le domaine
 est � régulier �, nous savons que la solution
du problème (P ) avec f 2 Hm (
) appartient à Hm+2 (
) pour m 2 N. Ce sont les fameux deux
crans que l'on gagne pour les opérateurs elliptiques d'ordre deux. Lorsque le domaine
 n'est pas
régulier et présente, par exemple des coins, ce résultat est faux dans le cas général. Ainsi,en 2D,
si 
 possède un � coin rentrant �, c'est-à-dire si la frontière de 
 présente un angle d'ouverture

67
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strictement supérieure à � , il existe des termes sourcesf dans L2(
) tels que la solution u du
problème (P ) avec � = 1 n'appartienne pas àH2(
) . Dans ce cas la solutionu est un élément de
\ 0<s<s 0 H1+ s(
) pour un certain s0 > 0 dépendant uniquement de l'ouverture du coin rentrant.
Pour ces domaines, présentant des singularités géométriques, les espaces de Sobolev classiques de
type Hs(
) ne sont pas les plus adaptés. On leur préfère les espaces de Sobolev à poids permet-
tant de mesurer plus �nement le comportement des fonctions au voisinage des coins. Une théorie
complète a été développée dans ces espaces pour étudier les équations elliptiques dans lesdomaines
non réguliers. Les premiers travaux, à la �n des années 1960, sont dus à Kondrat'ev. En particulier,
[100] constitue l'article fondateur. Depuis, de nombreux auteurs ont participé au développement
de cette théorie et il existe une vaste littérature dans ce domaine. Citons notamment, de façon non
exhaustive, les livres de M. Dauge [68], P. Grisvard [87, 88], S. A. Nazarov et B. A. Plamenevsky
[119]. La trilogie [102, 103, 115] de V. A. Kozlov, V. G. Maz'ya et J. Rossmann constitue peut-être
l'ouvrage le plus détaillé. Par ailleurs, les deux tomes [114] de V. G. Maz'ya, S. A. Nazarov et
B. A. Plamenevsky représentent une référence dans le domaine de la théorie du développement
asymptotique dans les domaines singuliers localement perturbés.

Cette théorie fonctionne dès lors que le coe�cient � dans l'équation du problème (P ) est ré-
gulier. Quand � appartient seulement à L1 (
) avec � borné inférieurement par une constante
strictement positive, la solution u n'est pas régulière aux endroits où� présente des sauts. Cette
question a été étudiée par S. Nicaise et A. M. Sänding dans [126, 127, 128]. Dans ce chapitre, nous
voulons compléter ces travaux pour étudier des cas pour lesquels� change de signe. Bien que le
problème ne soit pas elliptique en raison de ce changement de signe, nous allons voir que nous
pouvons tout de même adapter la théorie classique. Ce sont M. Dauge et B. Texier qui ont observé
cela dans [72] (voir également [26, 138]). Par ailleurs M. Costabel et E. Stephan dans [66] se sont
intéressés à ce problème par des techniques de représentation intégrale. Les résultats de régularité
que nous obtiendrons dans ce chapitre, relativement technique, seront utiles pour plusieurs raisons.
Tout d'abord, ils permettront d'achever la théorie de l'approximation que nous avons présentée
dans le Chapitre 2. D'autre part, ils serviront dans l'étude des équations de Maxwell en 2D dans
le Chapitre 8 pour démontrer un résultat de compacité basé sur la régularité des champs. En�n,
ces résultats de régularité nous donneront un premier aperçu de la stratégie à mettre en place pour
dé�nir un cadre fonctionnel dans lequel le problème(P ) est bien posé lorsque l'interface présente
un coin et que le contraste est situé dans l'intervalle critique. Ce travail fera l'objet du Chapitre 5.

Pour le problème du laplacien en 2D dans des géométries présentant des coins, il est possible
de travailler � à la main �, c'est-à-dire sans outil abstrait, en e�ectuant d'habiles intégrations par
parties (voir par exemple [107, 88, 110, 96]). Pour notre problème, nous ne pourrons pas utiliser
ces techniques en raison du changement de signe de� . Dans notre approche, l'outil de base sera
la transformée de Mellin, que l'on peut voir comme une combinaison d'un changement de variable
et d'une transformée de Fourier. Le théorème des résidus jouera également, dans la suite, un rôle
important dans notre travail en permettant de décomposer les solutions en la somme de termes
singuliers et d'un reste régulier. Dans ce chapitre, nous prenons le temps de détailler l'usage de
la transformée de Mellin sur un cas, bien que le problème en question ne soit pas elliptique,
relativement simple. Il faut y voir là un objectif pédagogique. Puisse ce document aider quelque
thésard à entrer dans cette jolie théorie !

Notre plan d'action sera le suivant. Dans la Section 3.1, nous travaillerons dans une bande
in�nie constituée d'une bande de matériau positif accolée à une bande de matériau négatif. Dans
cette géométrie, nous pourrons utiliser la transformée de Fourier dans la direction in�nie. Dans un
second temps, en e�ectuant un changement de variablesad hoc, nous déduirons des résultats dans
des secteurs angulaires. Dans la Section3.3, par un procédé de localisation, nous pourrons alors
énoncer des résultats dans la géométrie bornée
 qui nous intéressait initialement.
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Quelques notations communes à l'ensemble de ce chapitre

Dans tout ce chapitre, � 1 et � 2 désigneront deux constantes telles que� 1 > 0 et � 2 < 0. Nous
appellerons contraste le nombre� � = � 2=� 1. Pour un 2-indice � = ( � 1; � 2) 2 N2, nous notons

j� j := � 1 + � 2 et @�
x :=

@j � j

@� 1 x @� 2 y
:

ConsidéronsO un ouvert de R2. Nous noterons sans distinction(�; �)O (resp. k � kO ) les produits
scalaires (resp. les normes) deL2(O) et (L 2(O))2. Pour tout m 2 N, nous introduisons

Hm (O) :=
n

v 2 L2(O) j @�
x v 2 L2(O); 8� 2 N2; j� j � m

o
:

Nous munissons l'espaceHm (O) de la norme kvkHm (O) :=
� P

j � j� m k@�
x vk2

O

� 1=2
. Remarquons que

H0(O) = L 2(O). Par ailleurs, nous noteronsR�
+ (resp. R�

� ) l'intervalle ]0; +1 [ (resp. ] � 1 ; 0[).

3.1 Bande in�nie

t

�

O B1

B2

�

� 1

� 2

Figure 3.1 � Notations pour la bande in�nie B.

Dans ce paragraphe, nous travaillerons dans la bande in�nie

B := f (t; � ) 2 R � ]a; b[g

avec a < 0 et b > 0. Introduisons B1 := R � ]a; 0[, B2 := R � ]0;b[, � := R � f 0g, � 1 := R � f ag et
� 2 := R � f bg. De façon générale, siv est une fonction mesurable surB, nous dé�nissonsv1 := vjB1

et v2 := vjB2 .

En 1D, pour la section transverse, nous noterons respectivement(�; �), (�; �)1, (�; �)2 les produits sca-
laires deL2(]a; b[), L2(]a; 0[), L2(]0; b[). Par contre, pour les normes, nous maintenons les écritures
k � k]a;b[, k � k]a;0[, k � k]0;b[. Si ' est une fonction mesurable sur]a; b[, nous dé�nissons' 1 := ' j]a;0[ et
' 2 := ' j]0;b[.

3.1.1 Espaces de Sobolev à poids dans la bande : dé�nitions, rappels

Pour mesurer �nement le comportement des fonctions à l'in�ni dans la bandeB, nous allons
introduire une famille d'espaces de Sobolev à poids. Pour� 2 R et m 2 N, dé�nissons

Wm
� (B) :=

n
v 2 L2

loc(B) j e�t v 2 Hm (B)
o

:

L'espaceWm
� (B) sera muni de la norme

kvkW m
� (B) :=



 e�t v





Hm (B)
: (3.1)
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Nous noterons �Wm
� (B) la fermeture de C1

0 (B) dans Wm
� (B).

E�ectuons quelques remarques concernant ces espaces. Tout d'abord remarquons que pour tout
m 2 N, on a Wm

0 (B) = H m (B). En particulier, l'espace W0
0(B) est égal àL2(B). Si m � n � 0, on

observe queWm
� (B) � Wn

� (B) pour tout � 2 R. Par contre, si � 1 et � 2 sont deux réels véri�ant
� 1 6= � 2, alors d'une part Wm

� 1 (B) 6� Wm
� 2 (B), d'autre part Wm

� 1 (B) 6� Wm
� 2 (B). On peut expliquer

cette d'absence d'inclusion de la façon suivante. Pourm 2 N �xé, plus � est grand, plus la contrainte
pour les éléments deWm

� (B) est forte (resp. faible) en+ 1 (resp. �1 ).

Pour m � 1, dé�nissons Wm� 1=2
� (@B) l'espace des traces des éléments deWm

� (B) sur la fron-
tière @B. Cet espace est muni de la norme

kvk
W m � 1=2

� (@B)
:= inf

�
kwkW m

� (B) j w 2 Wm
� (B) et w = v sur @B

�
: (3.2)

L'espaceWm� 1=2
� (@B) est égal à l'espace des fonctionsv de @B telles quee�t v 2 Hm� 1=2(@B) et la

norme (3.2) est équivalente à la norme

kvk =


 e�t v





Hm � 1=2 (@B)
: (3.3)

Dé�nissons la transformée de LaplaceL t ! � par rapport à la variable t.

v̂(� ) := ( L t ! � v)( � ) =
Z + 1

�1
e� �t v(t) dt: (3.4)

Rappelons quelques propriétés de cette transformée de Laplace (cf. [102, lemme 5.2.3]).

Lemme 3.1.1 1) La transformée de Laplace (3.4) dé�nit une application linéaire continue de
C1

0 (R) dans l'espace des fonctions analytiques du plan complexe. D'autre part, on aL t ! � (@t v) =
� L t ! � v pour tout v 2 C1

0 (R).
2) Pour tout u, v 2 C1

0 (R) on a la formule de Parseval

Z + 1

�1
e2�t u(t)v(t) dt =

1
2�i

Z

< e � = � �
û(� )v̂(� ) d�: (3.5)

L'intégration dans le terme de droite de (3.5) se fait sur ` � � := f � = � � + i�; � 2 Rg. Ainsi, la
transformée (3.4) peut être prolongée en un isomorphisme

L2
� (R) ! L2(` � � );

où L2
� (R) = W 0

� (B) est l'espace de Hilbert muni du produit scalaire dé�ni par le terme de gauche
de (3.5).
3) La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule

v(t) := ( L � 1
� ! t v̂)( t) =

1
2�i

Z

` � �

e�t v̂(� ) d�:

4) Si v 2 L2
� 1 (R) \ L2

� 2 (R), avec � 1 < � 2, alors � 7! v̂(� ) = ( L t ! � v)( � ) est holomorphe dans la
bande� � 2 < <e � < � � 1.

En utilisant ces propriétés, on peut démontrer le lemme d'équivalence de normes suivant (cf. [102,
lemme 5.2.4]).

Lemme 3.1.2 Pour � 2 R et m 2 N, la norme (3.1) est équivalente à la norme

kvk =

 
1

2�i

Z

` � �

kv̂(�; �)k2
Hm (]a;b[) + j� j2 m kv̂(�; �)k2

]a;b[ d�

! 1=2

: (3.6)
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Ce lemme nous conduit à introduire la norme à paramètre

kvkHm (]a;b[; � ) :=
�
kvk2

Hm (]a;b[) + j� j2 m kvk2
]a;b[

� 1=2
; 8v 2 Hm (]a; b[ : (3.7)

À � �xé, cette norme est équivalente à la norme deHm (]a; b[). Dans notre étude, nous aurons
également besoin du lemme 3.6.3 de [102] donnant une norme équivalente à cette norme à paramètre.

Lemme 3.1.3 Soient � un élément non nul deC1
0 (R) à valeurs réelles et� un imaginaire pur.

Alors il existe des constantesC1 et C2 indépendantes de� telles que pouru 2 Hm (]a; b[), m � 0,
on ait

C1 kvk2
Hm (B) � k uk2

Hm (]a;b[; � ) �
mX

j =0

j� j2 j kuk2
Hm � j (]a;b[) � C2 kvk2

Hm (B) ;

où la fonction v sur B est dé�nie par v(t; � ) = e�t � (t)u(� ).

On a bien entendu les mêmes dé�nitions et résultats pour les espaces dé�nis surB1 et B2.

Pour m � 0, dé�nissons l'opérateur continu B m
� : D (B m

� ) ! R (B m
� ) tel que B m

� u = f avec

(f 1; f 2) := ( � � 1� u1; � � 2� u2);

D (B m
� ) :=

n
u 2 �W1

� (B) j (u1; u2) 2 Wm+2
� (B1) � Wm+2

� (B2) et � 1@� u1 = � 2@� u2 sur �
o

;

R (B m
� ) :=

n
f 2 L2

� (B) j (f 1; f 2) 2 Wm
� (B1) � Wm

� (B2)
o

:

Insistons : ci-dessusf 1 et f 2 (resp. u1 et u2) désignent les restrictions def (resp. u) à B1 et B2.
L'opérateur B m

� est l'opérateur naturellement associé au problème de transmission

Trouver (u1; u2) 2 Wm+2
� (B1) � Wm+2

� (B2) tel que :
� � 1� u1 = f 1 dans B1

� � 2� u2 = f 2 dans B2

u1 � u2 = 0 sur �
� 1@� u1 � � 2@� u2 = 0 sur �

u1 = 0 sur � 1

u2 = 0 sur � 2;

(3.8)

avec (f 1; f 2) 2 Wm
� (B1) � Wm

� (B2). Notons que ce problème de transmission n'est autre que la
réécriture de � div(� r u) = f où � est la fonction véri�ant � = � 1 sur B1 et � = � 2 sur B2.

3.1.2 Bande symétrique in�nie

Nous allons d'abord faire l'hypothèse � a = b. Autrement dit, nous supposerons queB est
symétrique par rapport à la droite f (t; 0); t 2 Rg.

Théorème 3.1.4 L'opérateur B 0
0 constitue un isomorphisme deD (B 0

0) dansR (B 0
0) si et seulement

si � � 6= � 1.

Remarque 3.1.5 Pour m = � = 0 , les espacesD (B m
� ) et R (B m

� ) sont relativement simples.
On a en e�et D (B 0

0) = f u 2 H1
0(B) j (u1; u2) 2 H2(B1) � H2(B2) et � 1@� u1 = � 2@� u2 sur � g et

R (B 0
0) = L 2(B).
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Preuve. Lorsque� � = � 1, on peut construire comme dans la preuve du Théorème1.5.1un noyau de
dimension in�nie pour B 0

0. Ceci prouve queB 0
0 n'est pas de type Fredholm dans cette con�guration.

Nous supposerons désormais� � 6= � 1. La preuve que nous allons présenter constitue la base
de la théorie de ce chapitre. De façon non exhaustive, nous renvoyons le lecteur à [102, théorème
5.2.2], [114, théorème 1.1.1] ou [119, proposition 2.2.1] pour des démonstrations analogues dans le
cas simple de l'opérateur Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet. Insistons de nouveau,
ce dernier opérateur contrairement à celui que nous souhaitons étudier est elliptique.

Donnons-nous u 2 D (B 0
0) et notons f := B 0

0u. En appliquant la transformée de Laplace par
rapport à t dans (3.8), on obtient pour tout � 2 Ri ,

� � 1(� 2 + @2
� )û1(�; � ) = f̂ 1(�; � )

� � 2(� 2 + @2
� )û2(�; � ) = f̂ 2(�; � )

û1(�; 0) � û2(�; 0) = 0
� 1@� û1(�; 0) � � 2@� û2(�; 0) = 0

û1(�; � b) = 0
û2(�; b ) = 0 :

(3.9)

Introduisons alors le symboleL (� ) : D (L ) ! L2(]� b; b[) tel que L (� )' = g avec

(g1; g2) := ( � � 1(� 2 + d2
� )' 1; � � 2(� 2 + d2

� )' 2) ;

D (L ) :=
�
' 2 H1

0(]� b; b[) j (' 1; ' 2) 2 H2(]� b; 0[) � H2(]0; b[) et � 1d� ' 1(0) = � 2d� ' 2(0)
	

:

Nous souhaitons à présent étudier les propriétés deL (� ). Dans la suite, la dérivée par rapport à
la variable � sera tantôt notée � d� � �, tantôt � �0 �.

Lemme 3.1.6 Si � � 6= � 1 alors L (� ) dé�nit un isomorphisme de D (L ) dans L2(]� b; b[) pour
tout � 2 Ri .

Preuve. Pour simpli�er les notations, introduisons � = i� 2 R. Dé�nissons la forme sesquilinéaire
a telle que pour tout ' , � dans H1

0(]� b; b[),

a('; � ) = � 1(' 0
1; � 0

1)1 + � 2� 1(' 1; � 1)1 + � 2(' 0
2; � 0

2)2 + � 2� 2(' 2; � 2)2:

Comme dans le Chapitre1, nous constatons que la formea n'est pas coercive. Nous allons donc
utiliser la technique de la T-coercivité en 1D. À cet e�et, introduisons la symétrie s telle que
s(� ) = � � pour � 2 [� b; b] et les isomorphismes deH1

0(]� b; b[) tels que pour ' 2 H1
0(]� b; b[),

T1' =

(
' 1 sur ]� b; 0[
� ' 2 + 2 ' 1 � s sur ]0;b[

; T2' =

(
' 1 � 2 ' 2 � s ]� b; 0[
� ' 2 ]0;b[

:

Pour tout ' 2 H1
0(]� b; b[) et � > 0, on a,

ja('; T1' )j = j� 1(' 0
1; ' 0

1)1 + � 2� 1(' 1; ' 1)1 + j� 2j(' 0
2; ' 0

2)2 + � 2j� 2j(' 2; ' 2)2

+2 � 2(' 0
2; (' 1 � s)0)2 + 2 � 2� 2(' 2; (' 1 � s))2j

� � 1(' 0
1; ' 0

1)1 + � 2� 1(' 1; ' 1)1 + j� 2j(' 0
2; ' 0

2)2 + � 2j� 2j(' 2; ' 2)2

� � j� 2j(' 0
2; ' 0

2)2 � �� 2j� 2j(' 2; ' 2)2 � j � 2j=� (' 0
1; ' 0

1)1 � � 2j� 2j=� (' 1; ' 1)1:

Ainsi, si � 1 > j� 2j, il existe C > 0 indépendante de� telle que

ja('; T1' )j � C(( ' 0; ' 0) + � 2('; ' )) ; 8' 2 H1
0(]� b; b[): (3.10)
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De même, on montre que si� 1 < j� 2j, il existe C > 0 indépendante de� telle que

ja('; T2' )j � C(( ' 0; ' 0) + � 2('; ' )) ; 8' 2 H1
0(]� b; b[): (3.11)

En procédant comme dans la preuve du Théorème1.1.1 du Chapitre 1, on déduit que si � � 6= � 1,
pour tout g 2 H� 1(]� b; b[), il existe un unique ' 2 H1

0(]� b; b[) tel que

a('; � ) = hg; � i ; 8� 2 H1
0(]� b; b[):

Ici, h�; �i désigne le crochet de dualitéH� 1(]� b; b[) � H1
0(]� b; b[).

Si maintenant g est dans L2(]� b; b[) alors d2
� ' 1 est dans L2(]� b; 0[) donc ' 1 2 H2(]� b; 0[). De

même, ' 2 2 H2(]0; b[). On peut alors a�rmer que si � � 6= � 1, L (� ) est bijectif de D (L ) dans
L2(]� b; b[). PuisqueL (� ) est continu, le théorème de Banach permet de conclure queL (� ) est un
isomorphisme deD (L ) dans L2(]� b; b[).

Reprenons la preuve du Théorème3.1.4. Si u 2 D (B 0
0) véri�e B 0

0u = f , on a L (� )û(�; �) = f̂ (�; �)
et donc û(�; �) = L (� ) � 1f̂ (�; �) pour tout � 2 Ri . Pour pouvoir e�ectuer la transformée de Laplace
inverse, il faut contrôler la norme deL (� ) � 1. Attelons-nous à cette tâche. Considérons' 2 D (L )
et notons g = L (� )' . Supposons� 1 > j� 2j et repartons de (3.10) (le cas � 1 < j� 2j se traite
similairement en travaillant à partir de l'estimation ( 3.11)). On a

C j� j2 ('; ' ) � j a('; T1' )j = j(g;T1' )j:

En remarquant que T1 est également continu deL2(]� b; b[) dans L2(]� b; b[), on déduit que l'on a
l'estimation

j� j2 k' k]� b;b[ � C kgk]� b;b[ (3.12)

avecC indépendante de� . D'autre part, puisque

� � 1(� 2 + d2
� )' 1 = g1 et � � 2(� 2 + d2

� )' 2 = g2;

on obtient 

 d2

� ' 1





]� b;0[
� C (kg1k]� b;0[ + j� j2 k' 1k]� b;0[) � C kgk]� b;b[ (3.13)

ainsi que 

 d2

� ' 2





]0;b[
� C kgk]� b;b[ :

Grâce à (3.10), on peut également écrire

C(' 0; ' 0) � j a('; T1' )j = j(g;T1' )j:

D'où
kd� ' k]� b;b[ � C kgk]� b;b[ : (3.14)

En utilisant ( 3.12), (3.13) et (3.14), on a l'existence d'une constanteC > 0 indépendante de� telle
que

k' 1kH2 (] � b;0[) + j� j2 k' 1k]� b;0[ � C kgk]� b;b[ : (3.15)

De même, on a
k' 2kH2 (]0;b[) + j� j2 k' 2k]0;b[ � C kgk]� b;b[ : (3.16)

Si u 2 D (B 0
0) véri�e B 0

0u = f , les estimations (3.15) et (3.16) impliquent, pour tout � 2 Ri ,

kû1(�; �)kH2 (] � b;0[) + j� j2 kû1(�; �)k]� b;0[ � C kf̂ (�; �)k]� b;b[

kû2(�; �)kH2 (]0;b[) + j� j2 kû2(�; �)k]0;b[ � C kf̂ (�; �)k]� b;b[;
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où C est une constante indépendante deu, f et � . Avec le Lemme3.1.2, on déduit que l'opérateur
B 0

0 : D (B 0
0) ! R (B 0

0) constitue un isomorphisme. La transformée de Laplace inverse fournit la
représentation

u(t; � ) =
1

2�i

Z

`0

e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) d�:

Remarque 3.1.7 Dans [66], les auteurs obtiennent un résultat équivalent à celui du Théorème
3.1.4 en utilisant des techniques de représentation intégrale.

En utilisant un argument classique en théorie des équations elliptiques (voir [154, théorème 11.4.2]),
nous allons prouver que de part et d'autre de l'interface, on gagne les deux crans de régularité
caractéristiques des opérateurs elliptiques.

Théorème 3.1.8 Pour m � 0, l'opérateur B m
0 constitue un isomorphisme deD (B m

0 ) dansR (B m
0 )

si et seulement si� � 6= � 1.

Preuve. De nouveau, lorsque� � = � 1, on peut construire comme dans la preuve du Théorème
1.5.1 un noyau de dimension in�nie pour B m

0 . Dans une telle situation, l'opérateur B m
0 n'est pas

de type Fredholm. Concentrons-nous maintenant sur le cas� � 6= � 1. Nous allons procéder par
récurrence. Le Théorème3.1.4 constitue l'étape d'initialisation.

Supposons queB m
0 soit un isomorphisme deD (B m

0 ) dans R (B m
0 ).

Considérons f 2 R (B m+1
0 ), m � 0. D'après l'hypothèse de récurrence, il existe un unique

u 2 D (B m
0 ) tel que B m

0 u = f . On souhaite montrer queu appartient à D (B m+1
0 ). Pour ce faire, il

su�t de prouver que (u1; u2) 2 Hm+3 (B1) � Hm+3 (B2). Posonsv1 := @t u1 2 Hm+1 (B1) � H1(B1) et
v2 := @t u2 2 Hm+1 (B2) � H1(B2). La fonction v1 possède une trace sur la frontière deB1 et v1 = 0
sur � 1 car u1 = 0 sur � 1. De même, on av2 = 0 sur � 2. Le couple (v1; v2) véri�e

� � 1� v1 = @t f 1 dans B1

� � 2� v2 = @t f 2 dans B2

v1 � v2 = 0 sur �
� 1@� v1 � � 2@� v2 = 0 sur �

v1 = 0 sur � 1

v2 = 0 sur � 2:

Or (@t f 1; @t f 2) appartient à Hm (B1) � Hm (B2). Par conséquent, d'après l'hypothèse de récurrence,
(v1; v2) constitue un élément deHm+2 (B1) � Hm+2 (B2) et donc (@t u1; @t u2) 2 Hm+2 (B1) � Hm+2 (B2).
En dérivant les équations volumiques dans (3.8), on peut écrire, pour j� j � m + 1 ,

@2
� @� u1 = � @2

t @� u1 � � � 1
1 @� f 1 et @2

� @� u2 = � @2
t @� u2 � � � 1

2 @� f 2:

Le couple(u1; u2) est bien dansHm+3 (B1) � Hm+3 (B2). Ainsi, pour tout m � 0, B m
0 est bijectif de

D (B m
0 ) dans R (B m

0 ). Puisque B m
0 est continu, le théorème de Banach permet de conclure.

Remarque 3.1.9 Le Théorème 3.1.8 peut paraître assez particulier car on impose àB d'être sy-
métrique par rapport à la droite f (t; 0); t 2 Rg. Néanmoins, pour une interface polygonale par mor-
ceaux, en utilisant une fonction de troncature adaptée, ce résultat permet de prouver que pour un
second membre dansHm de part et d'autre de � , la solution du problème(P ), lorsqu'elle existe,
est localement (au voisinage de la partie droite de� ) Hm+2 de part et d'autre de � .
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3.1.3 Bande in�nie non symétrique

Nous allons généraliser ce que nous venons de voir dans deux directions. D'une part, nous consi-
dérerons le cas d'une bande in�nie non nécessairement symétrique. D'autre part, nous travaillerons
dans les espaces à poidsWm

� (B) qui permettent de mesurer avec précision le comportement des
fonctions en �1 . Rappelons queWm

0 (B) = H m (B).

L'ouvert considéré sera
B := f (t; � ) 2 R � ]a; b[g

avec a < 0 et b > 0. Lorsqu'on applique la transformée de Laplace au problème (3.8), pour m � 0,
il apparaît le symbole L (� ) : D (L ) ! R (L ) tel que L (� )' = g avec

(g1; g2) := ( � � 1(� 2 + d2
� )' 1; � � 2(� 2 + d2

� )' 2) ;

D (L ) :=
�
' 2 H1

0(]a; b[) j (' 1; ' 2) 2 Hm+2 (]a; 0[) � Hm+2 (]0; b[); � 1d� ' 1(0) = � 2d� ' 2(0)
	

;

R (L ) :=
�
g 2 L2(]a; b[) j (g1; g2) 2 Hm (]a; 0[) � Hm (]0; b[)

	
:

(3.17)

Nous dirons que� 2 C est unevaleur propre de L si ker L (� ) 6= f 0g.

L'étude de l'opérateur B m
� dans la bande non symétrique va reposer sur une analyse �ne des

propriétés du symboleL (� ). Commençons par montrer le lemme suivant.

Lemme 3.1.10 Fixons � 2 CnR. L'opérateur L (� ) dé�nit un isomorphisme de D (L ) dansR (L )
si et seulement si� n'est pas valeur propre deL .

Preuve. Si � est valeur propre deL , L (� ) n'est pas injectif donc n'est pas bijectif. Supposons
maintenant que � ne soit pas valeur propre deL . Alors par dé�nition, L (� ) est injectif. Nous
allons prouver que L (� ) est également surjectif. Nous pourrions utiliser laT-coercivité en 1D
comme dans la preuve du Lemme3.1.6. Pour avoir plusieurs cordes à notre arc, nous présenterons
une autre démarche.

Donnons-nousg 2 R (L ). Par dé�nition de R (L ), on a alors (g1; g2) 2 Hm (]a; 0[) � Hm (]0; b[).
Nous allons construire ' 2 D (L ) tel que L (� )' = g. Considérons d'abord les deux problèmes
indépendants

Trouver ' a
1 2 H1

0(]a; 0[) \ Hm+2 (]a; 0[) tel que :
� � 1(� 2 + d2

� )' a
1 = g1 sur ]a; 0[ :

(3.18)

Trouver ' a
2 2 H1

0(]0; b[) \ Hm+2 (]0; b[) tel que :
� � 2(� 2 + d2

� )' a
2 = g2 sur ]0;b[ :

(3.19)

Montrons brièvement que chacun de ces problèmes possède une unique solution. Travaillons par
exemple sur le premier. L'opérateur' 7! d2

� ' dé�nit un isomorphisme de Hm+2 (]a; 0[) \ H1
0(]a; 0[)

dans Hm (]a; 0[). Puisque Hm+2 (]a; 0[) \ H1
0(]a; 0[) s'injecte de façon compacte dansHm (]a; 0[), l'al-

ternative de Fredholm nous indique que le problème (3.18) induit un isomorphisme de Hm+2 (]a; 0[)\
H1

0(]a; 0[) dansHm (]a; 0[) si et seulement s'il est injectif. Mais (3.18) est bien injectif car nous avons
supposé� 2 CnR. On procède de même pour étudier le problème (3.19). Ainsi, les fonctions ' a

1 et
' a

2 sont bien dé�nies.
Considérons ensuite le problème

Trouver ' b 2 D (L ) tel que :
� � 1(� 2 + d2

� )' b
1 = 0 sur ]a; 0[

� � 2(� 2 + d2
� )' b

2 = 0 sur ]0;b[
' b

1(0) � ' b
2(0) = 0

� 1@� ' b
1(0) � � 2@� ' b

2(0) = �  ;
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avec  = � 1@� ' a
1(0) � � 2@� ' a

2(0). Le fait d'avoir éliminé les termes sources volumiques permet de
chercher ' b

1 et ' b
2 sous la forme

' b
1(� ) = A sin(� (� � a)) et ' b

2(� ) = B sin(� (� � b))

où A et B sont des constantes. En écrivant les conditions de transmission sur� , on montre que ' b
1

et ' b
2 sont dé�nies de façon unique lorsqueL (� ) est injectif.

Considérons alors la fonction' telle que (' 1; ' 2) = ( ' a
1 + ' b

1; ' a
2 + ' b

2). On a ' 2 D (L ) et
L (� )' = g. Ceci montre que lorsque� 2 CnR n'est pas valeur propre deL , l'opérateur injectif
L (� ) est également surjectif. Avec le théorème de Banach, on déduit queL (� ) est un isomorphisme
de D (L ) dans R (L ) pour de telles valeurs de� .

Comme nous l'avons vu dans la preuve du Théorème3.1.4, ce résultat n'est pas su�sant. Pour
pouvoir e�ectuer la transformée de Laplace inverse de� 7! L � 1f̂ (�; �) sur la droite ` � � , il nous
faut également une estimation de la norme deL � 1 indépendante de� . C'est pourquoi, nous allons
prouver le lemme important suivant.

Lemme 3.1.11 Supposons� � 6= � 1. Il existe des constantes réelles� et � telles que pour tout
� 2 C satisfaisant les conditions

j� j > � et j< e � j < � j= m � j ;

il existe un unique élément' dans D (L ) tel que L (� )' = g, avec g donné dansR (L ). Cette
solution satisfait de plus l'estimation

k' 1kHm +2 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; � ) � C
�
kg1kHm (]a;0[; � ) + kg2kHm (]0;b[; � )

�
; (3.20)

où C est une constante indépendante deg et � .

�

<e � = � =m �

<e � = � � =m �

bb

b

b

bb

b

b

b

b

<e �

=m �

Figure 3.2 � Le Lemme 3.1.11 prouve que toutes les valeurs propres deL (points rouges), pour
� � 6= � 1, sont situées dans une sorte de n÷ud papillon du plan complexe.

Preuve. Nous allons démontrer ce résultat avec la technique d'addition d'une variable utilisée
dans la démonstration du lemme 3.6 de [72] (voir aussi [1] ou [102, théorème 3.6.1]).

Prouvons d'abord ce résultat pour � 2 Ri . Considérons� et � des fonctions deC1
0 (R),

avec � non identiquement nulle, telles que�� = � (i.e. � vaut 1 sur le support de � ). Dans la
suite, � et � dépendront de la variablet. Donnons-nous' 2 D (L ). Introduisons la fonction v telle
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v(t; � ) = e�t ' (� ) (c'est ici que l'on fait l'addition de la variable t).

Donnons-nous également� 1 2 C1
0 (]a; b[ ; [0; 1]) une fonction de troncature (pour la variable

� ) paire valant 1 dans un voisinage de0. Dé�nissons ensuite � 0 := 1 � � 1. Puisque le support de
� 0 ne rencontre pas l'interface� , l'inversibilité locale de B m

0 permet d'écrire



 �� 0v1





Hm +2 (B1 )
+



 �� 0v2





Hm +2 (B2 )
� C

� 

 �( �� 0v1)





Hm (B1 )
+



 �( �� 0v2)





Hm (B2 )

�
: (3.21)

Le Théorème3.1.8 nous indique, lui, qu'on a



 �� 1v1





Hm +2 (B1 )
+



 �� 1v2





Hm +2 (B2 )
� C

� 

 �( �� 1v1)





Hm (B1 )
+



 �( �� 1v2)





Hm (B2 )

�
: (3.22)

En écrivant �( �� i vj ) = �� i � vj + 2 r (�� i ) � r vj + �( �� i )vj pour i = 0 ; 1 et j = 1 ; 2, on obtient


 �( �� 0v1)




Hm (B1 ) � C
�
k� � v1kHm (B1 ) + k�v 1kHm +1 (B1 )

�


 �( �� 0v2)




Hm (B2 ) � C
�
k� � v2kHm (B2 ) + k�v 2kHm +1 (B2 )

�


 �( �� 1v1)




Hm (B1 ) � C
�
k� � v1kHm (B1 ) + k�v 1kHm +1 (B1 )

�


 �( �� 1v2)




Hm (B2 ) � C
�
k� � v2kHm (B2 ) + k�v 2kHm +1 (B2 )

�
:

(3.23)

D'autre part, puisque � 0 + � 1 = 1 sur ]a; b[, l'inégalité triangulaire permet d'écrire

k�v 1kHm +2 (B1 ) �

 �� 0v1




Hm +2 (B1 ) +

 �� 1v1




Hm +2 (B1 )

k�v 2kHm +2 (B2 ) �

 �� 0v2




Hm +2 (B2 ) +

 �� 1v2




Hm +2 (B2 )

(3.24)

En regroupant (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24), on déduit l'estimation

k�v 1kHm +2 (B1 ) + k�v 2kHm +2 (B2 )

� C
�
k� � v1kHm (B1 ) + k� � v2kHm (B2 ) + k�v 1kHm +1 (B1 ) + k�v 2kHm +1 (B2 )

�
:

Remarquons ensuite que l'on a, grâce à cet � addition � particulière de la variablet

� v1 = �( e�t ' 1(� )) = @2
t (e�t ' 1(� )) + @2

� (e�t ' 1(� ))
= � 2e�t ' 1(� ) + e�t (� � 2' 1(� ) � � � 1

1 g1) = � � � 1
1 g1;

ainsi que � v2 = � � � 1
2 g2. En utilisant le Lemme 3.1.3, nous obtenons alors

k' 1kHm +2 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; � )

� C
�
k�v 1kHm +2 (B1 ) + k�v 2kHm +2 (B2 )

�

� C
�
k� � v1kHm (B1 ) + k� � v2kHm (B2 ) + k�v 1kHm +1 (B1 ) + k�v 2kHm +1 (B2 )

�

� C
�
k� g 1kHm (B1 ) + k� g 2kHm (B2 ) + k�v 1kHm +1 (B1 ) + k�v 2kHm +1 (B2 )

�

� C
�
k� g 1kHm (B1 ) + k� g 2kHm (B2 ) + k' 1kHm +1 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +1 (]0;b[; � )

�
:

(3.25)

Mais toujours d'après le Lemme3.1.3, il existe C indépendante de� telle que

k' 1kHm +1 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +1 (]0;b[; � ) �
C

1 + j� j

�
k' 1kHm +2 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; � )

�
: (3.26)
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En réinjectant ( 3.26) dans (3.25), on trouve

k' 1kHm +2 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; � ) � C
�
k� g 1kHm (B1 ) + k� g 2kHm (B2 )

�

+
C

1 + j� j

�
k' 1kHm +2 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; � )

�
:

Ainsi, pour j� j su�samment grand (par exemple pour � véri�ant j� j > � := 2C � 1), on a l'esti-
mation (3.20). Ceci prouve que pour� 2 Ri avec j� j > � , L (� ) est injectif donc bijectif d'après le
Lemme 3.1.10.

Traitons maintenant le cas � =2 Ri . Réécrivons � sous la forme � = � i j� j ei avec
 2 ]� �= 2; �= 2[. Dé�nissons ~� = � i j� j. Puisque j~� j = j� j, par dé�nition de la norme à para-
mètre (3.7), on a

k' 1kHm +2 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; � ) = k' 1kHm +2 (]a;0[; ~� ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; ~� ) :

Donnons-nous de nouveau' 2 D (L ). Notons ~g := L (~� )( ' ). Puisque ~� 2 Ri , pour j� j > � où � a
été �xé dans la première partie de la preuve, l'estimation (3.20) donne

k' 1kHm +2 (]a;0[; ~� ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; ~� ) � C
�
k~g1kHm (]a;0[; ~� ) + k~g2kHm (]0;b[; ~� )

�
: (3.27)

Mais l'on a par ailleurs

k~g1 � g1kHm (]a;0[; ~� ) + k~g2 � g2kHm (]0;b[; ~� )

= k~g1 � g1kHm (]a;0[; � ) + k~g2 � g2kHm (]0;b[; � )

=


 � 1(~� 2 � � 2)' 1





Hm (]a;0[; � )
+



 � 2(~� 2 � � 2)' 2





Hm (]0;b[; � )

� max (� 1; j� 2j) j� j2 j1 � e2 i  j
�
k' 1kHm (]a;0[; � ) + k' 2kHm (]0;b[; � )

�

� max (� 1; j� 2j) j1 � e2 i  j
�
k' 1kHm +2 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; � )

�
:

Ainsi, pour tout & > 0, il existe � > 0 su�samment petit pour avoir

k~g1 � g1kHm (]a;0[; ~� ) + k~g2 � g2kHm (]0;b[; ~� ) � &
�
k' 1kHm +2 (]a;0[; � ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; � )

�
(3.28)

lorsque � = � i j� j ei est tel que j j � � . De (3.27) et (3.28), on déduit

k' 1kHm +2 (]a;0[; ~� ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; ~� ) � C
�
kg1kHm (]a;0[; ~� ) + kg2kHm (]0;b[; ~� )

�

+ C &
�
k' 1kHm +2 (]a;0[; ~� ) + k' 2kHm +2 (]0;b[; ~� )

�
:

En prenant &assez petit (1=(2C) par exemple), on aboutit à l'estimation (3.20). Pour les � tels que
j� j > � et j< e � j < � j= m � j, L (� ) est injectif donc bijectif d'après le Lemme3.1.10. Ceci conclut
la démonstration de ce lemme.

Nous déduisons le

Corollaire 3.1.12 Supposons� � 6= � 1. Pour tout � 2 C, l'opérateur L (� ) est un isomorphisme
de D (L ) dans R (L ) si et seulement si� n'est pas valeur propre deL .

Preuve. D'après le Lemme3.1.11, pour � � 6= � 1, il existe � 0 2 C tel que l'opérateur L (� 0) soit
inversible. Mais pour tout � 2 C, l'opérateur L (� ) di�ère de L (� 0) d'une perturbation compacte.
Le résultat de ce corollaire découle donc directement du théorème de Fredholm analytique.
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Nous avons maintenant tout le matériel pour démontrer le théorème principal de ce paragraphe.

Théorème 3.1.13 Supposons� � 6= � 1. L'opérateur B m
� dé�nit un isomorphisme de D (B m

� ) dans
R (B m

� ) si et seulement siL n'a aucune valeur propre sur la droite<e � = � � .

Preuve. Supposons queL ne possède aucune valeur propre sur la droite<e � = � � . Commençons
par prouver que B m

� est injectif. Donnons-nousu 2 D (B m
� ) et notons f := B m

� u. En appliquant la
transformée de Laplace par rapport àt, on obtient

L (� )û(�; �) = f̂ (�; �):

Le Lemme3.1.11nous indique que pour tout � tel que <e � = � � et j= m � j > � � , on a l'estimation

kû1(�; �)kHm +2 (]a;0[; � ) + kû2(�; �)kHm +2 (]0;b[; � ) � C
�
kf̂ 1(�; �)kHm (]a;0[; � ) + kf̂ 2(�; �)kHm (]0;b[; � )

�

(3.29)
où C est une constante indépendante de� , u et � � une constante ne dépendant que de� .

Pour � 2 [� � � i� � ; � � + i� � ], L (� ) est inversible d'après le Corollaire 3.1.12. La continuité
de L (� ) � 1 sur le compact [� � � i� � ; � � + i� � ] (voir le théorème 1 de [144]) nous permet d'a�r-
mer, avec (3.29), que pour tout � tel que <e � = � � , on a

kû1(�; �)kHm +2 (]a;0[; � ) + kû2(�; �)kHm +2 (]0;b[; � ) � C
�
kf̂ 1(�; �)kHm (]a;0[; � ) + kf̂ 2(�; �)kHm (]0;b[; � )

�

(3.30)
où C est une constante indépendante de� et u. En intégrant ( 3.30) sur la droite ` � � , on déduit du
Lemme 3.1.2 que si u 2 D (B m

� ) véri�e B m
� u = f , alors on a

ku1kW m +2
� (B1 ) + ku2kW m +2

� (B2 ) � C
�

kf 1kW m
� (B1 ) + kf 2kW m

� (B2 )

�
: (3.31)

Ceci montre queB m
� est injectif.

On montre ensuite que B m
� est surjectif en utilisant le Lemme 3.1.2, le Corollaire 3.1.12 ainsi

que l'estimation (3.30). La transformée de Laplace inverse fournit la représentation

u(t; � ) =
1

2�i

Z

` � �

e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) d�: (3.32)

Supposons maintenant que la droite<e � = � � contienne une valeur propre� 0 de L . Raisonnons
par l'absurde et supposons queB m

� dé�nisse un isomorphisme deD (B m
� ) dans R (B m

� ). Dans ce
cas, (B m

� ) � 1 : R (B m
� ) ! D (B m

� ) est continu et il existe donc C > 0 telle que

ku1kW m +2
� (B1 ) + ku2kW m +2

� (B2 ) � C
�

k� u1kW m
� (B1 ) + k� u2kW m

� (B2 )

�
(3.33)

pour tout u 2 D (B m
� ). Introduisons � 2 C1

0 (R) véri�ant � (t) = 1 pour t � � 1=2 et � (t) = 0 pour
t � 0. Pour n 2 N� , dé�nissons un la fonction véri�ant

un (t; � ) := � n (t) e� 0 t ' (� );

avec ' vecteur propre deL (� 0) et � n (t) := � (jt j � n). Notons que� n est une fonction plateau qui
vaut 1 sur [� (n � 1=2); n � 1=2] et 0 sur ]�1 ; � n] [ [n; + 1 [. Puisque le support de� n tend vers
R, on a

kun
1kW m +2

� (B1 ) + kun
2kW m +2

� (B2 ) �!
n! + 1

+ 1 : (3.34)
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D'autre part, on calcule

� un
1 = �( � n e� 0 t ' 1) = @2

t (� n e� 0 t ' 1) + @2
� (� n e� 0 t ' 1)

= e� 0 t ' 1@2
t � n + 2 � 0 e� 0 t ' 1@t � n + � 2

0 � n e� 0 t ' 1 � � 2
0 � n e� 0 t ' 1

= e� 0 t ' 1(@2
t � n + 2 � 0 @t � n ):

D'après les propriétés de� n , � un
1 est à support dans [� n; � (n � 1=2)] � [a; b] [ [n � 1=2;n] �

[a; b]. Puisque <e � 0 = � � , la suite (� un
1 )n2 N� reste bornée dansWm

� (B1). Il en va de même pour
(� un

2 )n2 N� dansWm
� (B2). Ceci couplé à (3.34) prouve qu'on ne peut avoir l'estimation (3.33). Ainsi,

l'opérateur B m
� ne peut constituer un isomorphisme lorsqueL possède une valeur propre sur la

droite <e � = � � .

Avec le Lemme3.1.11, nous avons montré que les valeurs propres deL appartiennent à un n÷ud
papillon du plan complexe pour � � 6= � 1. Nous allons préciser encore leur disposition.

Proposition 3.1.14 Le nombre � 2 C� constitue une valeur propre deL si et seulement si

(� 1 + � 2) sin(� (b� a)) = ( � 2 � � 1) sin(� (b+ a)) : (3.35)

D'autre part, 0 est valeur propre deL si et seulement si

� 2

b
�

� 1

a
= 0 : (3.36)

Preuve. Par dé�nition, si � est une valeur propre deL , il existe un élément non nul ' 2 D (L )
tel que L (� )' = 0 .

Si � est non nul, puisque' 1 (resp. ' 2) véri�e (� 2 + d2
� )' 1 = 0 sur ]a; 0[ (resp. (� 2 + d2

� )' 2 = 0 sur
]0;b[), on déduit

' 1(� ) = A sin(� (� � a)) et ' 2(� ) = B sin(� (� � b))

où A et B sont des constantes. Les conditions de transmission imposent de plus

A sin(�a ) = B sin(�b )
A� 1 cos(�a ) = B� 2 cos(�b ):

Ce système (les inconnues étantA et B ) possède une solution non nulle si et seulement si

� 1 cos(�a ) sin(�b ) � � 2 cos(�b ) sin(�a ) = 0
, (� 1 + � 2) sin(� (b� a)) = ( � 2 � � 1) sin(� (b+ a)) :

Ceci prouve la première partie de la proposition.

Si � est nul, ' 1 et ' 2 véri�ent ' 1(� ) = A(� � a) et ' 2(� ) = B (� � b) où A et B sont des
constantes. Les deux conditions de transmission à l'interface entraînentAa = Bb et A� 1 = B� 2.
Ainsi, 0 est valeur propre deL si et seulement si� 2=b� � 1=a = 0 .

Remarque 3.1.15 Ainsi, les valeurs propres deL sont égales aux zéros de la fonction entière
� 7! (� 1 + � 2) sin(� (b� a)) � (� 2 � � 1) sin(� (b+ a)) .
Lorsque, � � 6= � 1, pour tout a < 0 et b > 0, cette fonction est non nulle. Par conséquent, d'après le
théorème des zéros isolés, dans cette con�guration, les valeurs propres deL forment un ensemble
dénombrable possédant l'in�ni comme seul point d'accumulation possible.
Lorsque � � = � 1, pour b = � a, on remarque que l'ensemble des valeurs propres deL est égal au
plan complexe tout entier. Cette situation laisse peu d'espoir pour déterminer un cadre fonctionnel
adapté pour étudier le problème. Pourb 6= � a, l'ensemble des valeurs propres est discret. Mais dans
ce cas de �gure, il n'est pas possible d'établir l'estimation (3.20) sur L (� ) � 1.
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Remarque 3.1.16 Si � 2 C est tel queker L (� ) 6= f 0g, la dimension deker L (� ) 6= f 0g est appe-
lée multiplicité géométrique de la valeur propre� . Pour notre problème, la multiplicité géométrique
des valeurs propres est toujours égale à 1. Pour le voir, il su�t de remarquer que la matrice

 
sin(�a ) � sin(�b )

� 1 cos(�a ) � � 2 cos(�b )

!

n'est jamais égale à la matrice nulle.

3.1.4 Comportement des solutions à l'in�ni

Donnons-nous deux réels� 1 et � 2 tels que L ne possède pas de valeur propre sur les
droites <e � = � � 1 et <e � = � � 2. Dans ce cas, d'après le Théorème3.1.13, les opérateurs
B m

� 1 : D (B m
� 1 ) ! R (B m

� 1 ) et B m
� 2 : D (B m

� 2 ) ! R (B m
� 2 ) constituent des isomorphismes. Considé-

rons alors f 2 R (B m
� 1 ) \ R (B m

� 2 ). Notons que cet ensemble est non vide : il contient notamment
C1

0 (B). Dé�nissons u� 1 2 D (B m
� 1 ) l'élément tel que B m

� 1 u� 1 = f et u� 2 2 D (B m
� 2 ) celui véri�ant

B m
� 2 u� 2 = f . Dans ce paragraphe, nous allons donner un résultat permettant de compareru� 1 et

u� 2 . L'outil fondamental pour y parvenir est le théorème des résidus. Nous utiliserons largement les
résultats de la partie 5.4 de [102] et les articles [70, 71].

Théorème 3.1.17 Supposons� � 6= � 1.
Supposons queL ne possède pas de valeur propre sur les droites<e � = � � 1 et <e � = � � 2,
� 1 < � 2. Notons � 1; : : : ; � N les valeurs propres deL dans la bande� � 2 < <e � < � � 1. Supposons
que pourk = 1 ; : : : ; N on ait � k (�' k ; ' k ) 6= 0 , où ' k est un vecteur propre deL associé à la valeur
propre � k . Considérons f 2 R (B m

� 1 ) \ R (B m
� 2 ).

Alors les fonctions u� 1 2 D (B m
� 1 ) et u� 2 2 D (B m

� 2 ) véri�ant B m
� 1 u� 1 = f et B m

� 2 u� 2 = f sont liées
par la relation

u� 1 = u� 2 +
NX

k=1

ck exp(� k t)' k ; (3.37)

où ck est une constante ne dépendant que def et du choix de' k , k = 1 ; : : : ; N .

Remarque 3.1.18 Bien entendu, si L ne possède pas de valeur propre dans la bande� � 2 <
<e � < � � 1, on a u� 1 = u� 2 .

Remarque 3.1.19 L'hypothèse � � k (�' k ; ' k ) 6= 0 pour k = 1 ; : : : ; N � permet de se placer dans
une situation pour laquelle les termes singuliers liantu� 1 et u� 2 ont une expression relativement
simple. Dans le cas où cette hypothèse n'est pas véri�ée, le développement (3.37) fait intervenir la
chaîne de Jordan associée à la valeur propre� k . Pour écrire la décomposition (3.37), nous nous
servons également du fait que les valeurs propres sont de multiplicité géométrique égale à 1 (cf.
Remarque3.1.16).

Preuve. Nous allons simplement donner les grandes lignes de la preuve du Théorème3.1.17. Pour
plus de détails, nous renvoyons le lecteur à la démonstration du théorème 5.4.1 de [102]. D'après
(3.32), u� 1 et u� 2 sont données par les formules

u� 1 (t; � ) =
1

2�i

Z

` � � 1

e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) d� et u� 2 (t; � ) =
1

2�i

Z

` � � 1

e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) d�:

Or, en vertu du Lemme 3.1.1, � ! f̂ (�; � ) est holomorphe dans la bande� � 2 < <e � < � � 1. Par
conséquent, les seules singularités de la fonction� ! e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) sont les pôles deL � 1(� ),
c'est-à-dire les valeurs propres� 1; : : : ; � N de L .
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Considérons un réel positif � su�samment grand pour qu'il n'y ait pas de valeur propre de
L dans l'ensemblef � 2 C j � � 2 < <e � < � � 1 et j= m � j > � g. En vertu du Lemme 3.1.11, nous
savons que c'est toujours possible. Avec le théorème des résidus, nous pouvons écrire

u� 1 (t; � ) =
1

2�i
lim

� !1

Z � � 1+ i�

� � 1 � i�
e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) d�

=
1

2�i
lim

� !1

 Z � � 2+ i�

� � 2 � i�
e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) d�

+
Z � � 2 � i�

� � 1 � i�
e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) d� +

Z � � 1+ i�

� � 2+ i�
e�t L � 1(� )f̂ (�; � ) d�

!

+
NX

k=1

Res
� = � k

e�t L � 1(� )f̂ (�; � ):

(3.38)

�

� �

� � 1� � 2

<e �

=m �

bb

b

b

bb

b

b

b

b

Figure 3.3 � Contour d'intégration (en bleu) et valeurs propres du symbole (en rouge).

La première intégrale dans le second membre de (3.38) tend vers u� 2 lorsque � ! 1 . En utilisant
l'estimation du Lemme 3.1.11, on prouve que les seconde et troisième intégrales tendent vers0
(procéder comme dans le lemme 5.4.1 de [102]). Il reste donc

u� 1 (t; � ) = u� 2 (t; � ) +
NX

k=1

Res
� = � k

e�t L � 1(� )f̂ (�; � ): (3.39)

Mais il est possible d'obtenir une représentation de la résolvante deL au voisinage des valeurs
propres. Plus précisément, le théorème 5.1.1 de [102] indique que l'on a dans un voisinage de� k

L � 1(� ) =
P

� � � k + �( � ); (3.40)

où P 2 L (R (L ); D (L )) est l'opérateur de projection dé�ni par

Pg = ( g;  k ) ' k ; 8g 2 R (L );

avec k = ak ' k , ak étant la constante véri�ant (2� k �' k ; ak ' k ) = 1 . D'autre part, dans (3.40), � est
une fonction (à valeurs dansL (R (L ); D (L )) ) holomorphe dans un voisinage de� k . En utilisant
(3.40) pour calculer les résidus dans (3.39), on obtient le résultat du théorème.
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Dans le théorème suivant, nous allons préciser l'expression des coe�cients dans la décomposition
(3.37).

Théorème 3.1.20 Supposons les hypothèses du Théorème3.1.17 véri�ées. Alors les coe�cients
dans (3.37) sont dé�nis par la formule

ck = ( f; exp(� � k t) k )B ; (3.41)

avec  k = ak ' k , ak étant la constante véri�ant (2� k �' k ; ak ' k ) = 1 .

Preuve. Introduisons � 2 C1 (R) une fonction de troncature telle que � (t) = 0 pour t � t1 et
� (t) = 1 pour t � t2. Ici, t1 et t2 sont deux réels arbitraires satisfaisantt1 < t 2. D'après (3.37), on a

div ( � r (� (u� 1 � u� 2 ))) =
NX

k=1

ckdiv ( � r (� (t) exp(� k t)' k )) :

En utilisant le fait que div ( � r (� (t) exp(� k t)' k )) est non nul uniquement sur [t1; t2] � [a; b] et en
intégrant par parties sur ce domaine, on trouve, pourj = 1 ; : : : ; N ,

(div ( � r (� (u� 1 � u� 2 ))) ; exp(� � j t) j )B

=
NX

k=1

ck (div ( � r (� (t) exp(� k t)' k )) ; exp(� � j t) j )]t1 ;t2 [� ]a;b[

=
NX

k=1

ck (� k � exp(� k t2)' k ; exp(� � j t2) j ) � (� exp(� k t2)' k ; � � j exp(� � j t2) j )

= cj (2� j �' j ;  j ) = cj :

(3.42)

Rappelons que la notation(�; �) correspond au produit scalaire deL2(]a; b[). Ci-dessus, nous avons
utilisé la relation de biorthogonalité (�' k ; ' j ) = 0 si k 6= j . Cette relation se démontre en observant
qu'on a (�d � ' k ; d� ' ) = ( � k )2(�' k ; ' ) pour tout ' 2 H1

0(]a; b[).

Puisque � 1 < � 2, la fonction u� 2 est a priori moins décroissante queu� 1 en �1 et la situation
est inversée en+ 1 . Mais comme� est nulle au voisinage de�1 , on a �u � 2 2 D (B m

� 1 ) \ D (B m
� 2 ).

On peut alors intégrer par parties dans (div ( � r (�u � 2 )) ; exp(� � j t) j )B . En utilisant la relation
div ( � r (exp(� � j t) j )) = 0 , on obtient

(div ( � r (�u � 2 )) ; exp(� � j t) j )B = 0 : (3.43)

Avec le même argument, on trouve

(div ( � r ((1 � � )u� 1 )) ; exp(� � j t) j )B = 0 : (3.44)

En utilisant ( 3.43) et (3.44) dans (3.42), on peut écrire

cj = (div ( � r (�u � 1 )) ; exp(� � j t) j )B

= (div ( � r u� 1 ); exp(� � j t) j )B � (div ( � r ((1 � � )u� 1 )) ; exp(� � j t) j )B

= ( f; exp(� � k t) k )B :

Ceci termine la preuve.

Remarque 3.1.21 Notons au passage que les coe�cients dans la décomposition (3.37) dépendent
continûment du terme sourcef .
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3.1.5 Applications

Observons comment se traduisent les résultats que nous venons d'obtenir sur deux géométries
particulières.

i) Cas de la bande symétrique, � a = b. Supposons� � 6= � 1. Commençons par préci-
ser les résultats concernant l'ensemble des valeurs propres deL . La Proposition 3.1.14indique que
� 2 C� est valeur propre deL si et seulement si

� 6= 0 et (� 1 + � 2) sin(2�b ) = 0 , � 2 f k�= (2b); k 2 Z � g:

D'autre part, ( 3.36) prouve que0 n'est pas valeur propre deL . Par conséquent, d'après le Théorème
3.1.13, B m

� : D (B m
� ) ! R (B m

� ) dé�nit un isomorphisme si et seulement si� =2 f k�= (2b); k 2 Z � g.
On retrouve en particulier le Théorème3.1.4 car 0 =2 f k�= (2b); k 2 Z � g.

Considérons ensuite� 1, � 2 deux réels n'appartenant pas àf k�= (2b); k 2 Z � g et tels que � 1 < � 2.
L'espace propre associé à la valeur propre� k := k�= (2b) est engendré par' k avec

' k (� )j]� b;0[ =
1

p
b

sin(
k�
2b

(� + b)) et ' k (� )j]0;b[ = �
1

p
b

sin(
k�
2b

(� � b)) :

Par un calcul simple, on obtient alors � k (�' k ; ' k ) = k� (� 1 + � 2)=(2b) 6= 0 . Par conséquent, pour
avoir (2� k �' k ;  k ) = 1 avec  k = ak ' k où ak est une constante, il faut prendre k telle que

 k (� )j]� b;0[ =

p
b

k� (� 1 + � 2)
sin(

k�
2b

(� + b)) et  k (� )j]0;b[ = �

p
b

k� (� 1 + � 2)
sin(

k�
2b

(� � b)) :

Choisissons maintenant un terme sourcef dansR (B m
� 1 ) \ R (B m

� 2 ). D'après les Théorèmes3.1.17et
3.1.20, les fonctionsu� 1 2 D (B m

� 1 ) et u� 2 2 D (B m
� 2 ) véri�ant B m

� 1 u� 1 = f et B m
� 2 u� 2 = f sont liées

par la relation
u� 1 = u� 2 +

X

k2 Z� j � 2b� 2=�<k< � 2b� 1=�

ckek�t= (2b) ' k ;

avec
ck = ( f; e � k�t= (2b)  k )B :

ii) Cas de la bande non-symétrique avec � a = 3 b. Ce rapport particulier des longueurs
va nous permettre de résoudre explicitement (3.35), ce qui n'est pas faisable dans le cas général.
Supposons toujours� � 6= � 1. D'après la Proposition 3.1.14, � 2 C� est valeur propre deL si et
seulement si

(� 1 + � 2) sin(4�b ) = ( � 1 � � 2) sin(2�b ) , 2 (� 1 + � 2) sin(2�b ) cos(2�b ) = ( � 1 � � 2) sin(2�b ):

Si � =2 f k�= (2b); k 2 Z � g, on a alors

cos(2�b ) = ( � 1 � � 2)=(2 (� 1 + � 2)) : (3.45)

Si � véri�e ( 3.45) alors � � et � + n �=b , n 2 Z, véri�ent ( 3.45). À l'instar de ce qui est fait dans
[26], dé�nissons

� :=
� 1 � � 2

2(� 1 + � 2)
et � :=

1
2b

arcos(� ): (3.46)

Réintroduisons le contraste� � = � 2=� 1. Remarquons deux valeurs caractéristiques de ce paramètre.
D'une part, pour � � = � 1=3, on a � = 1 et donc � = 0 . D'autre part, pour � � = � 3, on a � = � 1
et donc � = �= (2b).
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Figure 3.4 � Allure de � en fonction du contraste � � 2 [� 7; 0] pour b = �= 4 et a = � 3b : partie
réelle à gauche et partie imaginaire à droite.

Par ailleurs, (3.36) montre que 0 est valeur propre deL si et seulement si� 2=� 1 = � 1=3.

Par conséquent, pour� � 2 R�
� n f� 1g, � est valeur propre deL si et seulement

� 2 f k�= (2b); k 2 Z � g [ f � + k�=b; k 2 Zg [ f� � + k�=b; k 2 Zg:

On peut véri�er que pour � � 2 ]�1 ; � 3] [ [� 1=3; 0[, le nombre � est réel et par conséquent, toutes
les valeurs propres deL sont réelles. Par contre, pour � � 2 ]� 1=3; � 3[nf� 1g, il apparaît des
valeurs propres complexes.

Plus précisément, si on s'intéresse au cas� = 0 , on peut montrer que L n'a pas de valeurs
propres dansRi si et seulement si� � 2 ]�1 ; � 1[ [ [� 1=3; 0[. Ainsi, d'après le Théorème3.1.13,
B m

0 : D (B m
0 ) ! R (B m

0 ) est un isomorphisme si et seulement si� � 2 ]�1 ; � 1[ [ [� 1=3; 0[.

b bb bb bbbbb b b b b

2 4 6

+ � 4 � � 4 + � 8 � �� �� 4 + �� 4 � �� 8 + �

� 2� 4� 6
<e �

=m �

Figure 3.5 � Position des valeurs propres pour� � = � 1=4, b = �= 4 et a = � 3b. Cette con�guration
est caractéristique du cas� � 2] � 1 ; � 3[[ ] � 1=3; 0[.

b
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b b
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b b
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� �

4 + �

4 � �

� 4 + �

� 4 � �

<e �

=m �

Figure 3.6 � Position des valeurs propres pour� � = � 1=2, b = �= 4 et a = � 3b. Cette con�guration
est caractéristique du cas� � 2] � 1; � 1=3[.
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b

b

b bb b

b

b

b b

b b

b b

2 4 6� 2� 4� 6

4 � �

+ �

8 � �

4 + �

� �

� 4 + �

� 4 � �

� 8 + �

<e �

=m �

Figure 3.7 � Position des valeurs propres pour� � = � 2, b = �= 4 et a = � 3b. Cette con�guration
est caractéristique du cas� � 2] � 3; � 1[.

3.2 Secteurs non bornés

� = 0

� = �
� = 

�
 � �

O

K1

K2

�

� 1

� 2
� = 0

� = �

�

2� � �

O

K1

K2

�

Figure 3.8 � Notations pour les secteurs non bornés : sommet extérieur, à gauche et sommet
intérieur, à droite.

Dans ce paragraphe, nous considérerons deux types de géométrie : lesommet extérieur et le
sommet intérieur. Pour le sommet extérieur (Figure3.8, à gauche), nous travaillerons dans le secteur
non borné

K := f (r cos�; r sin � ); r > 0; 0 < � <  g

avec  < 2� . Ci-dessus, (r; � ) désignent les coordonnées polaires associées àO. Dé�nis-
sons K1 := f (r cos�; r sin � ); r > 0; 0 < � < � g, K2 := f (r cos�; r sin � ); r > 0; � < � <  g,
� := f (r cos�; r sin � ); r > 0; � = � g, � 1 := R�

+ � f 0g et � 2 := f (r cos�; r sin � ); r > 0; � =  g.
Pour �xer les idées, nous supposons� � = 2. Cette hypothèse n'est en rien restrictive.

Pour la géométrie du sommet intérieur (Figure3.8, à droite), nous prendrons

K := R2 n f Og:

Nous partitionnons ensuite le plan en introduisant K1 := f (r cos�; r sin � ); r > 0; 0 < � < � g,
K2 := f (r cos�; r sin � ); r > 0; � < � < 2� g, � := R+ � f 0g [ f (r cos�; r sin � ); r � 0; � = � g. Sans
perte de généralité, nous supposons0 < � < � .

De façon générale, pour les deux géométries, siv est une fonction mesurable surK, nous dé-
�nissons v1 := vjK 1 et v2 := vjK 2 .

En 1D, pour la partie radiale, nous noterons respectivement(�; �), (�; �)1, (�; �)2 les produits scalaires
de L2(]0; #[), L2(]0; � [), L2(]� ; #[) et k � k]0;#[, k � k]0;� [, k � k]� ;#[ les normes associées, avec# = 
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pour le sommet extérieur et# = 2 � pour le sommet intérieur. Si ' est une fonction mesurable sur
]0;#[, nous dé�nissons' 1 := ' j]0;� [ et ' 2 := ' j]� ;#[.

3.2.1 Espaces de Sobolev à poids dans les secteurs : dé�nitions, rappels

Introduisons comme dans le Paragraphe3.1.1 quelques dé�nitions et résultats liés à ces géomé-
tries. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur à lire la partie 6.1.1 de [102]. Pour introduire le
cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, considérons le secteur non borné

K := f (r cos�; r sin � ); r > 0; 0 < � < # g avec# < 2�:

Pour m 2 N et � 2 R, dé�nissons l'espace à poidsVm
� (K) comme la fermeture deC1

0 (K n f Og)
pour la norme

kvkV m
� (K ) :=

0

@
X

j � j� m



 r j � j� m+ � @�

x v




2

K

1

A

1=2

: (3.47)

Nous noterons�Vm
� (K) la fermeture de C1

0 (K) dans Vm
� (K).

E�ectuons quelques commentaires concernant ces espaces qui permettent de mesurer le compor-
tement des fonctions enO et à l'in�ni. Notons qu'on a V0

0(K) = H 0(K) = L 2(K). Par contre,
l'espaceVm

0 (K) di�ère de Hm (K) pour m 2 N� . Pour s'en convaincre, considérons� 0 2 C1 (K) une
fonction à support compact valant 1 dans un voisinage deO. Alors on a � 0 2 Hm (K) et � 0 =2 Vm

0 (K)
pour m � 1. La fonction � 1 : x 7! � 1 (x ) = (1 � � 0(x ))=jx j véri�e quant à elle � 1 =2 Hm (K) et
� 1 2 Vm

0 (K) pour m � 1. En�n, si m1 et m2 sont deux entiers tels quem1 � m2 � 0, l'inclusion
Vm1

� 1 (K) � Vm2

� 2 (K) n'est vraie que lorsque� 1, � 2 satisfont la relation � 1 � m1 = � 2 � m2.

Pour m � 1, dé�nissons Vm� 1=2
� (@K) l'espaces des traces des éléments deVm

� (K) sur la fron-
tière @K . Cet espace est muni de la norme

kvk
V m � 1=2

� (@K )
:= inf

�
kwkV m

� (K ) j w 2 Vm
� (K) et w = v sur @K

�
: (3.48)

En étudiant le lien entre les opérateurs de dérivée exprimés en coordonnées cartésiennes etpolaires,
on peut montrer que la norme deVm

� (K) est équivalente à la norme

kvk =

0

@
Z 1

0
r 2(� m+ � )

mX

j =0



 (r@r ) j u(r; �)





2

Hm � j (]0; #[)
r dr

1

A

1=2

; (3.49)

avecu(r; � ) = u(x ). Par abus, dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons la même notation
pour désigner les fonctions exprimées en coordonnées cartésiennes ou polaires. E�ectuons mainte-
nant le changement de variablest = ln r qui envoie la demi-bandeR�

+ � ]0;#[ (isomorphe au secteur
K) dans la bandeB := R� ]0;#[. Pour toute fonction v mesurable surR�

+ � ]0;#[, introduisons Ev la
fonction dé�nie par

(Ev)( �; t ) = v(�; e t ): (3.50)

Puisque r@r v = @t (Ev), la norme (3.49) est égale à

kvk =

0

@
Z 1

�1
e2(� m+ � )t e2 t

mX

j =0



 @j

t (Ev)( t; �)




2

Hm � j (]0; #[)
dt

1

A

1=2

:

Ainsi,
kvk =



 e(� m+ � +1) t Ev





Hm (B)
= kEvkW m

� � m +1 (B)
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est une norme équivalente à (3.47). Ceci montre que les espacesVm
� (K) et Wm

� � m+1 (B) (mais aussi
Vm

� + m� 1(K) et Wm
� (B)) sont isomorphes. Nous allons donner une nouvelle norme équivalente à

(3.47) à l'aide de la transformée de Mellin

~v(� ) := ( M r ! � v)( � ) =
Z + 1

0
r � � v(r ) dr=r: (3.51)

En remarquant que (M r ! � v)( � ) = ( L t ! � v(et ))( � ), énonçons quelques propriétés de cette transfor-
mée de Mellin à partir du Lemme 3.1.1.

Lemme 3.2.1 1) La transformée de Mellin (3.51) dé�nit une application linéaire continue
de C1

0 (R�
+ ) dans l'espace des fonctions analytiques du plan complexe. D'autre part, on a

M r ! � (r@r v) = � M r ! � v pour tout v 2 C1
0 (R�

+ ).
2) Pour tout u, v 2 C1

0 (R�
+ ) on a la formule de Parseval

Z + 1

0
r 2� u(r )v(r ) dr=r =

1
2�i

Z

< e � = � �
~u(� )~v(� ) d�: (3.52)

L'intégration dans le terme de droite de (3.52) se fait sur ` � � := f � = � � + i�; � 2 Rg. Ainsi, la
transformée (3.51) peut être prolongée en un isomorphisme

n
v j r � � 1=2v 2 L2(R�

+ )
o

! L2(` � � ):

3) La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule

v(r ) := ( M � 1
� ! r ~v)( r ) =

1
2�i

Z

` � �

r � ~v(� ) d�:

4) Si r � i � 1=2v 2 L2(R�
+ ), i = 1 ; 2, avec � 1 < � 2, alors � 7! ~v(� ) = ( M r ! � v)( � ) est holomorphe

dans la bande� � 2 < <e � < � � 1.

En utilisant l'égalité de Parseval, on a l'équivalent du Lemme3.1.2 pour les espacesVm
� (K) :

Lemme 3.2.2 Pour m � 0, la norme (3.47) est équivalente à la norme

kvk =

0

@
1

2�i

Z

< e � = � � + m� 1

mX

j =0

j� j2 j k~v(�; �)k2
Hm � j (]0;#[) d�

1

A

1=2

: (3.53)

Lorsque K = R2 n f Og, les dé�nitions et résultats que nous venons de présenter restent valables en
remplaçant ]0;#[ par le cercle unitéR=2� Z. L'opérateur E introduit en ( 3.50) transforme alors les
fonctions dé�nies sur un demi-cylindre en des fonctions dé�nies sur un cylindre.
Dans la suite de ce paragraphe, nous n'allons pas nous servir de la caractérisation (3.53) mais plutôt
travailler avec l'opérateur E en utilisant les résultats obtenus dans la bande in�nie. Cependant,
indiquons que nous aurions pu réaliser notre étude directement dans les secteurs à l'aide du Lemme
3.2.2.

3.2.2 Sommet extérieur

Considérons dans ce paragraphe la géométrie du sommet extérieur (Figure3.8, à gauche). Pour
m � 0, dé�nissons l'opérateur continu Cm

� : D (Cm
� ) ! R (Cm

� ) tel que Cm
� u = f avec

(f 1; f 2) := ( � � 1� u1; � � 2� u2);

D (Cm
� ) :=

n
u 2 �V1

� � m� 1(K) j (u1; u2) 2 Vm+2
� (K1) � Vm+2

� (K2) et � 1@� u1 = � 2@� u2 sur �
o

;

R (Cm
� ) :=

n
f 2 L2

� � m (K) j (f 1; f 2) 2 Vm
� (K1) � Vm

� (K2)
o

:
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Ci-dessusf 1 et f 2 (resp. u1 et u2) désignent les restrictions def (resp. u) à K1 et K2. L'opérateur
Cm

� est l'opérateur naturellement associé au problème de transmission

Trouver (u1; u2) 2 Vm+2
� (K1) � Vm+2

� (K2) tel que :
� � 1� u1 = f 1 dans K1

� � 2� u2 = f 2 dans K2

u1 � u2 = 0 sur �
� 1@� u1 � � 2@� u2 = 0 sur �

u1 = 0 sur � 1

u2 = 0 sur � 2;

(3.54)

avec (f 1; f 2) 2 Vm
� (K1) � Vm

� (K2). Ce problème de transmission s'écrit de façon condensée
� div(� r u) = f où � désigne la fonction véri�ant � = � 1 sur K1 et � = � 2 sur K2.

Réécrivons les équations volumiques de (3.54) en coordonnées polaires en les multipliant par
r 2. On obtient

� � 1

�
(r@r )2 + @2

�

�
u1 = r 2f 1 dans K1 et � � 2

�
(r@r )2 + @2

�

�
u2 = r 2f 2 dans K2:

Appliquons ensuite la transformée de Mellin. Pourm � 0, il apparaît le symbole L (� ) : D (L ) !
R (L ) tel que L (� )' = g avec

(g1; g2) := ( � � 1(� 2 + d2
� )' 1; � � 2(� 2 + d2

� )' 2) ;

D (L ) :=
�
' 2 H1

0(]0;  [) j (' 1; ' 2) 2 Hm+2 (]0; � [) � Hm+2 (]� ;  [); � 1d� ' 1(� ) = � 2d� ' 2(� )
	

;

R (L ) :=
�
g 2 L2(]0;  [) j (g1; g2) 2 Hm (]0; � [) � Hm (]� ;  [)

	
:

On retrouve donc un symbole analogue à (3.17). On va alors montrer très facilement, le travail
ayant déjà été réalisé lors de l'étude du problème posé dans la bande in�nie, le

Théorème 3.2.3 Supposons� � 6= � 1. L'opérateur Cm
� : D (Cm

� ) ! R (Cm
� ) constitue un isomor-

phisme si et seulement siL n'a aucune valeur propre sur la droite<e � = � � + m + 1 .

Preuve. Reprenons l'opérateur E dé�ni en ( 3.50). En confondant les fonctions écrites en coor-
données cartésiennes ou polaires, nous avons vu queE réalise un isomorphisme entre les espaces
suivants

Vm
� (K) ! Wm

� � m+1 (B); Vm
� (K1) ! Wm

� � m+1 (B1); Vm
� (K2) ! Wm

� � m+1 (B2);

où B := R � ]0;  [, B1 := R � ]0; � [, B2 := R � ]� ;  [. Le Théorème 3.1.13 prouve que
B m

� � (m+2)+1 = B m
� � m� 1 : D (B m

� � m� 1) ! R (B m
� � m� 1) dé�nit un isomorphisme si et seulement

si L n'a aucune valeur propre sur la droite<e � = � (� � m � 1) = � � + m + 1 .

On déduit que siL n'a aucune valeur propre sur la droite<e � = � � + m+1 , r 2 Cm
� = E� 1B m

� � m+1 E
est un isomorphisme deD (Cm

� ) dans R (Cm
� � 2). Puisque l'application f ! r � 2f constitue un iso-

morphisme deVm
� � 2(K) (resp. Vm

� � 2(K1), Vm
� � 2(K2)) dans Vm

� (K) (resp. Vm
� (K1), Vm

� (K2)), donc
de R (Cm

� � 2) dans R (Cm
� ), on déduit le théorème.

La transformée de Mellin fournit la représentation

u(r; � ) =
1

2�i

Z

< e � = � � + m+1
r � L � 1(� )M r ! � (r 2 f ) d�:

Avec la Proposition 3.1.14, nous pouvons préciser les valeurs propres deL .
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Proposition 3.2.4 Le nombre � 2 C� constitue une valeur propre deL si et seulement si

(� 1 + � 2) sin(� ) = ( � 2 � � 1) sin(� ( � 2� )) : (3.55)

D'autre part, 0 est valeur propre deL si et seulement si

� 2

 � �
+

� 1

�
= 0 : (3.56)

Cette Proposition prouve que pour� � 6= � 1, les valeurs propres deL forment un ensemble dénom-
brable possédant l'in�ni comme seul point d'accumulation possible. Rappelons également le résultat
de la Remarque3.1.16 : si � k est une valeur propre deL alors dim ker L (� k ) = 1 . Dans la suite,
nous noterons' k une base deker L (� k ).

Comportement des solutions à l'in�ni et en 0

Le Théorème 3.1.17 permet de démontrer le résultat suivant de décomposition en partie régu-
lière/partie singulière.

Théorème 3.2.5 Supposons� � 6= � 1.
Supposons queL ne possède pas de valeur propre sur les droites<e � = � � 1 + m + 1 et
<e � = � � 2 + m + 1 , � 1 < � 2. Notons � 1; : : : ; � N les valeurs propres deL dans la bande
� � 2 + m + 1 < <e � < � � 1 + m + 1 . Supposons que pourk = 1 ; : : : ; N on ait � k (�' k ; ' k ) 6= 0 , où
' k est un vecteur propre deL associé à la valeur propre� k . Considérons f 2 R (Cm

� 1 ) \ R (Cm
� 2 ).

Alors les fonctions u� 1 2 D (Cm
� 1 ) et u� 2 2 D (Cm

� 2 ) véri�ant Cm
� 1 u� 1 = f et Cm

� 2 u� 2 = f sont
liées par la relation

u� 1 = u� 2 +
NX

k=1

ck r � k
' k ; (3.57)

où ck est une constante ne dépendant que def et du choix de' k , k = 1 ; : : : ; N .

Avec le Théorème3.1.20, nous pouvons préciser l'expression des coe�cients dans (3.57).

Théorème 3.2.6 Supposons les hypothèses du Théorème3.2.5 véri�ées. Alors les coe�cients dans
(3.57) sont dé�nis par la formule

ck = ( f; r � � k
 k )K ; (3.58)

avec  k = ak ' k , ak étant la constante véri�ant (2��' k ; ak ' k ) = 1 .

Applications

i) Secteur symétrique par rapport à l'interface, � = = 2. Supposons� � 6= � 1. La Pro-
position 3.2.4 indique que l'ensemble des valeurs propres deL est égal à f k�=; k 2 Z � g. Par
conséquent, d'après le Théorème3.2.3, Cm

� : D (Cm
� ) ! R (Cm

� ) constitue un isomorphisme si et
seulement si� � + m + 1 =2 f k�=; k 2 Z � g.

À présent, �xons m 2 N et donnons-nous� 1, � 2 deux réels tels que� � 1 + m + 1 =2 f k�=; k 2 Z � g,
� � 2 + m +1 =2 f k�=; k 2 Z � g et � 1 < � 2. Choisissons un second membref dansR (Cm

� 1 ) \ R (Cm
� 2 ).

D'après les Théorèmes3.2.5, 3.2.6 ainsi que les résultats du Paragraphe3.1.5, les fonctions
u� 1 2 D (Cm

� 1 ) et u� 2 2 D (Cm
� 2 ) véri�ant Cm

� 1 u� 1 = f et Cm
� 2 u� 2 = f satisfont la relation

u� 1 = u� 2 +
X

k2 Z� j  (� 1 � m� 1)=�<k< (� 2 � m� 1)=�

ck r k�= ' k ;
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avec
ck = ( f; r � k�=  k )K :

Ci-dessus, les fonctions' k ,  k sont dé�nies par

' k (� )j]0;� [ =

s
2


sin(
k�


� ) et ' k (� )j]� ; [ = �

s
2


sin(
k�


(� �  ));

 k (� )j]0;� [ =
p


p

2k� (� 1 + � 2)
sin(

k�


� ) et  k (� )j]� ; [ = �
p


p

2k� (� 1 + � 2)
sin(

k�


(� �  )) :

ii) Secteur non-symétrique avec  = 4 � . Supposons toujours� � 6= � 1. D'après la Proposition
3.2.4 et les résultats du Paragraphe3.1.5, l'ensemble des valeurs propres deL est égal à

� 2 f 2k�=; k 2 Z � g [ f � + 2k�=; k 2 Zg [ f� � + 2k�=; k 2 Zg;

avec � :=
2


arcos(� ) et � :=
� 2 � � 1

2(� 1 + � 2)
:

Comme indiqué dans le Paragraphe3.1.5, pour � � = � 2=� 1 2 ]�1 ; � 3] [ [� 1=3; 0[, les valeurs
propres deL sont dansR. Par contre, ceci n'est plus vrai lorsque� � 2 ]� 1=3; � 3[nf� 1g.

3.2.3 Sommet intérieur

Intéressons-nous maintenant à la géométrie du sommet intérieur (Figure3.8, à droite) pour
laquelle K = R2 n f Og. Pour m � 0, introduisons l'opérateur continu D m

� : D (D m
� ) ! R (D m

� ) tel
que D m

� u = f avec

(f 1; f 2) := ( � � 1� u1; � � 2� u2);

D (D m
� ) :=

n
u 2 V1

� � m� 1(K) j (u1; u2) 2 Vm+2
� (K1) � Vm+2

� (K2) et � 1@� u1 = � 2@� u2 sur � nf Og
o

;

R (D m
� ) :=

n
f 2 L2

� � m (K) j (f 1; f 2) 2 Vm
� (K1) � Vm

� (K2)
o

:

De même que dans le paragraphe précédent,f 1 et f 2 (resp. u1 et u2) désignent les restrictions
de f (resp. u) à K1 et K2. L'opérateur D m

� est l'opérateur naturellement associé au problème de
transmission

Trouver (u1; u2) 2 Vm+2
� (K1) � Vm+2

� (K2) tel que :
� � 1� u1 = f 1 dans K1

� � 2� u2 = f 2 dans K2

u1 � u2 = 0 sur � nf Og
� 1@� u1 � � 2@� u2 = 0 sur � nf Og;

(3.59)

avec(f 1; f 2) 2 Vm
� (K1) � Vm

� (K2), problème qui n'est autre que la réécriture de� div(� r u) = f où
� est la fonction véri�ant � = � 1 sur K1 et � = � 2 sur K2.

Lorsqu'on applique la transformée de Mellin au problème (3.59) après avoir multiplié par r 2

les équations volumiques, pourm � 0, il apparaît le symbole L (� ) : D (L ) ! R (L ) tel que
L (� )' = g avec

(g1; g2) := ( � � 1(� 2 + d2
� )' 1; � � 2(� 2 + d2

� )' 2) ;

D (L ) :=
�
' 2 H1(]0; 2� [) j (' 1; ' 2) 2 Hm+2 (]0; � [) � Hm+2 (]� ; 2� [); ' 1(0) = ' 2(2� );

� 1d� ' 1(0) = � 2d� ' 2(2� ) et � 1d� ' 1(� ) = � 2d� ' 2(� )
	
;

R (L ) :=
�
g 2 L2(]0; 2� [) j (g1; g2) 2 Hm (]0; � [) � Hm (]� ; 2� [)

	
:

En adaptant au cas du cylindre in�ni les démonstrations des Lemmes3.1.10, 3.1.11 et du Corol-
laire 3.1.12, puis en procédant comme dans le paragraphe précédent en utilisant l'opérateur de
changement de variablesE, on démontre le
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Théorème 3.2.7 Supposons� � 6= � 1. L'opérateur D m
� : D (D m

� ) ! R (D m
� ) dé�nit un isomor-

phisme si et seulement siL n'a aucune valeur propre sur la droite<e � = � � + m + 1 .

Avec la transformée de Mellin, nous avons de nouveau la formule de représentation

u(r; � ) =
1

2�i

Z

< e � = � � + m+1
r � L � 1(� )M r ! � (r 2 f ) d�:

Les changements pour les opérateurs associés au problème de transmission respectivement dans la
géométrie du sommet extérieur et celle du sommet intérieur sont intégralement contenus dans la
position des valeurs propres deL . Caractérisons maintenant les valeurs propres du symbole dans
le cas du sommet intérieur.

Proposition 3.2.8 Le nombre � 2 C� constitue une valeur propre deL si et seulement si

(� 1 + � 2) sin(�� ) = � (� 1 � � 2) sin(( � � � )� ): (3.60)

D'autre part, 0 est toujours une valeur propre deL .

Preuve. Pour la démonstration de ce résultat, il faut procéder avec �nesse sous peine de sombrer
dans d'inextricables calculs. Nous donnons ici une version légèrement di�érente de celle présentée
dans [72]. Si � est une valeur propre deL , il existe ' 2 D (L ) non nul tel que L (� )' = 0 . Si � est
non nul, puisque ' 1 (resp. ' 2) véri�e (� 2 + d2

� )' 1 = 0 sur ]0; � [ (resp. (� 2 + d2
� )' 2 = 0 sur ]� ; 2� [),

on déduit
' 1(� ) = Aei�� + Be� i�� et ' 2(� ) = Cei�� + De� i��

où A, B , C et D sont des constantes. Les conditions de transmission imposent de plus

A + B = e2i�� C + e� 2i�� D
ei�� A + e� i�� B = ei�� C + e� i�� D

A � B = � � e2i�� C � � � e� 2i�� D
ei�� A � e� i�� B = � � ei�� C � � � e� i�� D:

En éliminant les inconnuesA et B , on trouve que� 2 C� est une valeur propre deL si et seulement
si

(1 + � � )(e2i�� � 1)C + (1 � � � )(e� 2i�� � e� 2i�� )D = 0

(1 � � � )(e2i�� � e2i�� )C + (1 + � � )(e� 2i�� � 1)D = 0 :

Le déterminant de ce système s'annule lorsque

(1 + � � )2 sin(�� )2 = (1 � � � )2 sin((� � � )� )2:

Ceci termine la démonstration de la première partie de cette proposition.
D'autre part, pour toute valeur du contraste, les fonctions constantes sont dans le noyau deL (0).
Par conséquent,0 est toujours valeur propre du symbole. Nous pouvons même préciser, après un
calcul sans di�culté, que 0 est une valeur propre de multiplicité géométrique égale à2 si et seulement
si � � = � (2� � � )=� .

3.3 Ouvert borné

Dans la Section 3.1, nous avons présenté des résultats de régularité au voisinage des parties
droites de l'interface. Dans la Section3.2, nous nous sommes intéressés à la régularité au voisinage
des sommets extérieurs et intérieurs de l'interface. Pour revenir au domaine borné
 que nous avons
étudié intensivement dans le Chapitre1.3.1, il ne nous reste plus qu'à regrouper ces résultats en
utilisant un procédé de localisation. De nouveau donc, nous supposons
 � R2 partitionné en deux
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sous domaines avec
 = 
 1 [ 
 2 et 
 1 \ 
 2 = ; . Nous dé�nissons la fonction� telle que � j 
 k = � k ,
k = 1 ; 2, où � 1 > 0, � 2 < 0 sont deux constantes. D'autre part, nous faisons l'hypothèse que les
frontières @
 1 et @
 2 sont polygonales. Ceci implique en particulier que@
 est polygonale. Les
ouverts 
 1 et 
 2 sont séparés par l'interface� := @
 1 n @
 = @
 2 n @
 . La normale unitaire à �
dirigée de
 1 vers 
 2 est notéen .

3.3.1 Notations


 1 
 2

�

x 1
extx 1

1 x 1
2

x 2
extx 2

1 x 2
2

x 1
int

� 1
ext 1 � 1

ext 2� 1
1 � 1

2

� 2
1 � 2

2

� 1
int 2� 1

int 1

� 2
int 1 � 2

int 2

Figure 3.9 � Notations pour l'ouvert borné : S1 = f x 1
1; x 2

1g (N1 = 2 ), S2 = f x 1
2; x 2

2g (N2 = 2 ),
Sint = f x 1

int g (N int = 1 ) et Sext = f x 1
ext ; x 2

ext g (Next = 2 ).

Commençons par décrire précisément les géométries du domaine et de l'interface, qui, comme
nous l'avons déjà observé, jouent un rôle crucial dans les résultats. Nous noterons

Sk := f x 1
k ; : : : ; x N k

k g l'ensemble des sommets de� k := @
 k n � ; k = 1 ; 2;

Sint := f x 1
int ; : : : ; x N int

int g l'ensemble des sommets de�;

Sext := f x 1
ext ; : : : ; x Next

ext g l'ensemble des sommets de� \ @
 :

Bien entendu, on peut toujours trouver des con�gurations pour lesquelles l'un des ensembles
ci-dessus est vide. Ceci ne posera cependant pas de problème dans la suite. Nous avons ensuite
besoin d'accéder aux angles des polygones@
 1 et @
 2. Pour cela, e�ectuons les remarques suivantes.

� Pour k = 1 ; 2, pour chaquex i
k 2 Sk , il existe un voisinageV(x i

k ) � R2 de x i
k tel que


 k \ V (x i
k ) = Kk (x i

k ) \ V (x i
k );

où Kk (x i
k ) est un cône ouvert centré enx i

k d'ouverture � i
k 2 ]0; 2� [.

� Pour k = 1 ; 2, pour chaquex i
int 2 S int , il existe un voisinageV(x i

int ) � R2 de x i
int tel que


 k \ V (x i
int ) = Kk (x i

int ) \ V (x i
int );

où Kk (x i
int ) est un cône ouvert centré enx i

int d'ouverture � i
int k 2 ]0; 2� [. Pour i = 1 ; : : : ; N int , nous

avons alors� i
int 1 + � i

int 2 = 2 � et nous dé�nissons� i
int := � i

int 1.
� Pour k = 1 ; 2, pour chaquex i

ext 2 Sext , il existe un voisinageV(x i
ext ) � R2 de x i

ext tel que


 k \ V (x i
ext ) = Kk (x i

ext ) \ V (x i
ext );

où Kk (x i
ext ) est un cône ouvert centré enx i

ext d'ouverture � i
ext k 2 ]0; 2� [. Nous dé�nissons alors

� i
ext := � i

ext 1 et  i
ext := � i

ext 1 + � i
ext 2 2 ]0; 2� [ pour i = 1 ; : : : ; Next .

Introduisons maintenant un système de fonctions de troncature qui va nous permettre d'étu-
dier ce qui se passe au voisinage de chacun des sommets.
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Pour k = 1 ; 2; int; ext et i = 1 ; : : : ; Nk , � i
k et � i

k désigneront deux éléments deC1 (
 ; [0; 1])
valant 1 au voisinage dex i

k 2 Sk , 0 sur 
 nB (x i
k ; di

k ) (pour un certain di
k > 0), ne dépendant que

de r i
k (coordonnées polaires associées àx i

k ), telles que � i
k � i

k = � i
k .

En outre, nous supposons que les supports des fonctions� i
k , et par voie de conséquence, ceux

des fonctions� i
k , pour k = 1 ; 2; int; ext et i = 1 ; : : : ; Nk , sont disjoints. Nous ferons aussi l'hypo-

thèse que les supports des éléments� i
k , et donc ceux des éléments� i

k , pour k = 1 ; 2 et i = 1 ; : : : ; Nk ,
n'intersectent pas � . Dé�nissons alors

� := 1 �
N1X

i =1

� i
1 �

N2X

i =1

� i
2 �

N intX

i =1

� i
int �

NextX

i =1

� i
ext :

Pour m 2 N et ~� 1 = ( � 1
1; : : : ; � N1

1 ; � 1
int ; : : : ; � N int

int ; � 1
ext ; : : : ; � Next

ext ) 2 RN1+ N int + N ext , nous noterons
Vm

~� 1
(
 1) l'ensemble des fonctionsv telles que�v 2 Hm (
 1) et � i

kv 2 Vm
� i

k
(K1(x i

k )) , k = 1 ; int; ext et

i = 1 ; : : : ; Nk . Remarquons que cet espace ne dépend pas du choix des fonctions de troncature� i
k .

Nous munirons Vm
~� 1

(
 1) de la norme

kvkV m
~� 1

(
 1 ) := k�v kHm (
 1 ) +
X

k=1 ;int;ext

N kX

i =1



 � i

kv




V m
� i

k
(K 1 (x i

k ))
:

Pour m 2 N et ~� 2 = ( � 1
2; : : : ; � N2

2 ; � 1
int ; : : : ; � N int

int ; � 1
ext ; : : : ; � Next

ext ) 2 RN2+ N int + Next , l'espaceVm
~� 2

(
 2)
est dé�ni de façon analogue.
Ces espaces à poids présentent des propriétés di�érentes de celles des espaces à poids que nous
avons utilisés dans les secteurs in�nis. Ceci provient des fonctions de troncature qui ne permettent
de mesurer le comportement des fonctions qu'au voisinage des singularités géométriques. Par
conséquent, il existe des relations d'inclusion entre ces espaces. Plus précisément, considérons
~� = ( � 1; : : : ; � N1+ N int + Next ) et ~ = (  1; : : : ;  N1+ N int + Next ) deux éléments deRN1+ N int + Next . Si
m � n et � i � m �  i � n pour i = 1 ; : : : ; N1 + N int + Next , alors Vm

~�
(
 1) s'injecte de façon continue

dans Vn
~ (
 1). Bien entendu, ce résultat est aussi valable pour les espaces à poids dé�nis sur
 2.

Pour travailler au voisinage des parties droites de� , introduisons (� i
� )N �

i =1 et (� i
� )N �

i =1 deux familles
de fonctions de troncature deC1 (
 ; [0; 1]) dont les supports sont inclus dans
 et symétriques par
rapport à � (de sorte que@n � i

� = 0 sur � nSint ). Nous supposerons de plus qu'on a� i
� � i

� = � i
� , que

le support des� i
� ne rencontre pasS1 [ S 2 [ S int [ S ext et que

N �X

i =1

� i
� +

N intX

i =1

� i
int +

NextX

i =1

� i
ext = 1 dans un voisinage de� :

Dé�nissons la fonction � 0 telle que

� 0 := � �
N �X

i =1

� i
� de sorte que � 0 +

N1X

i =1

� i
1 +

N 2X

i =1

� i
2 +

N �X

i =1

� i
� +

N intX

i =1

� i
int +

NextX

i =1

� i
ext = 1 : (3.61)

Par construction, notons que le support de� 0 n'intersecte pas � [ S 1 [ S 2. Introduisons en�n
� 0 2 C1 (
 ; [0; 1]) telle que � 0� 0 = � 0 et telle que son support ne rencontre pas� [ S 1 [ S 2.

3.3.2 Problème considéré

Pour ~� = ( � 1
1; : : : ; � N1

1 ; � 1
2; : : : ; � N2

2 ; � 1
int ; : : : ; � N int

int ; � 1
ext ; : : : ; � Next

ext ) 2 RN1+ N2+ N int + N ext et m 2
N, dé�nissons

~� 1 = ( � 1
1; : : : ; � N1

1 ; � 1
int ; : : : ; � N int

int ; � 1
ext ; : : : ; � Next

ext )
~� 2 = ( � 1

2; : : : ; � N2
2 ; � 1

int ; : : : ; � N int
int ; � 1

ext ; : : : ; � Next
ext )
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ainsi que l'opérateur continu Am
~�

: D (Am
~�

) ! R (Am
~�

) tel que Am
~�

u = f avec

(f 1; f 2) := ( � � 1� u1; � � 2� u2);

D (Am
~�

) :=
n

u j (u1; u2) 2 Vm+2
~� 1

(
 1) � Vm+2
~� 2

(
 2);

u1 = u2 sur � nS; � 1@n u1 = � 2@n u2 sur � nS; u1 = 0 sur � 1 et u2 = 0 sur � 2

o
;

R (Am
~�

) :=
n

f j (f 1; f 2) 2 Vm
~� 1

(
 1) � Vm
~� 2

(
 2)
o

:

L'opérateur Am
~�

permet d'étudier le problème de transmission

Trouver (u1; u2) 2 Vm+2
~� 1

(
 1) � Vm+2
~� 2

(
 2) tel que :

� � 1� u1 = f 1 dans 
 1

� � 2� u2 = f 2 dans 
 2

u1 � u2 = 0 sur � nSint

� 1@n u1 � � 2@n u2 = 0 sur � nSint

u1 = 0 sur � 1

u2 = 0 sur � 2;

(3.62)

avec (f 1; f 2) 2 Vm
~� 1

(
 1) � Vm
~� 2

(
 2), réécriture de � div(� r u) = f . Dé�nissons les symboles, issus
des transformées de Mellin, associés aux di�érents types de sommets.

Pour les éléments deS1 (sommets situés sur � 1), nous sommes conduits à introduire, pour
i = 1 ; : : : ; N1, le symboleL i

1(� ) : D (L i
1) ! Hm (

�
0; � i

1
�
) tel que L i

1(� )' = � � 1(� 2 + d2
� )' avec

D (L i
1) :=

�
' 2 Hm+2 (

�
0; � i

1
�
) j ' (0) = ' (� i

1) = 0
	

:

De même, pour les sommets deS2, pour i = 1 ; : : : ; N2, nous aurons besoin de l'opérateurL i
2(� ) :

D (L i
2) ! Hm (

�
0; � i

2
�
) tel que L i

2(� )' = � � 2(� 2 + d2
� )' avec

D (L i
2) :=

�
' 2 Hm+2 (

�
0; � i

2
�
) j ' (0) = ' (� i

2) = 0
	

:

Pour x i 2 S int (sommets intérieurs situés sur� ), pour i = 1 ; : : : ; N int , nous nous servirons du
symbole L i

int (� ) : D (L i
int ) ! R (L i

int ) tel que L i
int (� )' = g avec

(g1; g2) := ( � � 1(� 2 + d2
� )' 1; � � 2(� 2 + d2

� )' 2) ;

D (L i
int ) :=

�
' 2 H1(]0; 2� [) j (' 1; ' 2) 2 Hm+2 (

�
0; � i

int
�
) � Hm+2 (

�
� i

int ; 2�
�
); ' 1(0) = ' 2(2� );

� 1d� ' 1(0) = � 2d� ' 2(2� ) et � 1d� ' 1(� i
int ) = � 2d� ' 2(� i

int )
	
;

R (L i
int ) :=

�
g 2 L2(]0; 2� [) j (g1; g2) 2 Hm (

�
0; � i

int
�
) � Hm (

�
� i

int ; 2�
�
)
	

:

En�n, pour x i 2 Sext (sommets extérieurs situés sur� \ @
 ), pour i = 1 ; : : : ; Next , dé�nissons
l'opérateur L i

ext (� ) : D (L i
ext ) ! R (L i

ext ) tel que L i
ext (� )' = g avec

(g1; g2) := ( � � 1(� 2 + d2
� )' 1; � � 2(� 2 + d2

� )' 2) ;

D (L i
ext ) :=

�
' 2 H1

0(
�
0;  i

ext
�
) j (' 1; ' 2) 2 Hm+2 (

�
0; � i

ext
�
) � Hm+2 (

�
� i

ext ;  i
ext

�
);

� 1d� ' 1(� i
ext ) = � 2d� ' 2(� i

ext )
	
;

R (L i
ext ) :=

�
g 2 L2(

�
0;  i

ext
�
) j (g1; g2) 2 Hm (

�
0; � i

ext
�
) � Hm (

�
� i

ext ;  i
ext

�
)
	

:

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat qui nous intéresse dans cette section.



96 Chapitre 3. Résultats de régularité

3.3.3 Résultat de régularité dans l'ouvert borné

Théorème 3.3.1 Supposons� � 6= � 1. L'opérateur Am
~�

: D (Am
~�

) ! R (Am
~�

) est de type Fredholm
si et seulement si toutes les propriétés suivantes sont vraies.

� Pour i = 1 ; : : : ; N1, L i
1 n'a pas de valeur propre sur la droite<e � = � � i

1 + m + 1 .
� Pour i = 1 ; : : : ; N2, L i

2 n'a pas de valeur propre sur la droite<e � = � � i
2 + m + 1 .

� Pour i = 1 ; : : : ; N int , L i
int n'a pas de valeur propre sur la droite<e � = � � i

int + m + 1 .
� Pour i = 1 ; : : : ; Next , L i

ext n'a pas de valeur propre sur la droite<e � = � � i
ext + m + 1 .

Si l'une des propriétés précédentes n'est pas véri�ée alorsAm
~�

n'est pas à image fermée dansR (Am
~�

).

Remarque 3.3.2 Ce théorème ne précise pas la valeur de l'indice de l'opérateurAm
~�

dans le cas
où ce dernier est de type Fredholm. Indiquons simplement que l'indice dépend des poids associés
à chacune des singularités géométriques du domaine. Nous étudierons plus en détail cette question
dans le Chapitre5.

Pour démontrer queAm
~�

est Fredholm, nous procéderons en deux grandes étapes. Une estimationa
priori nous permettra de prouver quedim ker Am

~�
< 1 et que Am

~�
est à image fermée. Nous mon-

trerons ensuite quedim cokerAm
~�

< 1 en construisant un inverse à droite (modulo un opérateur

compact) pour Am
~�

.

Preuve. Supposons d'abord les hypothèses sur les di�érents symboles véri�ées. Établissons
une estimation a priori pour les éléments deD (Am

~�
). Donnons-nousu 2 D (Am

~�
).

L'inversibilité locale de Am
~�

sur 
 1 et sur 
 2 implique l'existence d'une constante C > 0 in-
dépendante deu telle que

X

k=1 ;2

k� 0ukkHm +2 (
 k ) � C
� X

k=1 ;2

kdiv(� r (� 0uk ))kHm (
 k )

�
: (3.63)

D'après le Théorème3.1.8, on a également pouri = 1 ; : : : ; N � ,

X

k=1 ;2



 � i

� uk





Hm +2 (
 k )
� C

� X

k=1 ;2



 div(� r (� i

� uk ))




Hm (
 k )

�
: (3.64)

Pour k = 1 ; 2, pour i = 1 ; : : : ; Nk , on a classiquement, (cf. [102, théorème 6.1.1]), puisqu'on a
supposé l'hypothèse surL i

k véri�ée,


 � i

ku




V m +2
� i

k
(K k (x i

k ))
� C



 div(� r (� i

ku))




V m
� i

k
(K k (x i

k ))
: (3.65)

Pour i = 1 ; : : : ; N int , le Théorème3.2.7 et l'hypothèse sur L i
int donnent l'estimation

X

k=1 ;2



 � i

int uk





V m +2
� i

int
(K k (x i

int ))
� C

� X

k=1 ;2



 div(� r (� i

int uk ))




V m
� i

int
(K k (x i

int ))

�
: (3.66)

Pour i = 1 ; : : : ; Next , c'est le Théorème3.2.3 qui indique

X

k=1 ;2



 � i

ext uk





V m +2
� i

ext
(K k (x i

ext ))
� C

� X

k=1 ;2



 div(� r (� i

ext uk ))




V m
� i

ext
(K k (x i

ext ))

�
: (3.67)

Travaillons maintenant sur les membres de gauche dans (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) et (3.67). Pour
k = 1 ; 2, on prouve de façon usuelle l'estimation

kdiv(� r (� 0uk ))kHm (
 k ) � C (k� 0 div(� r uk )kHm (
 k ) + k� 0ukkHm +1 (
 k ) ): (3.68)
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De même, pourk = 1 ; 2 et i = 1 ; : : : ; N � , on obtient


 div(� r (� i

� uk ))




Hm (
 k )
� C (



 � i

� div(� r uk )




Hm (
 k )
+



 � i

� uk





Hm +1 (
 k )
): (3.69)

Pour k = 1 ; 2 et i = 1 ; : : : ; Nk , on peut écrire


 div(� r (� i

ku))




V m
� i

k
(K k (x i

k ))
� C (



 � i

k div(� r uk )




V m
� i

k
(K k (x i

k ))
+



 � i

kuk





V m +1
� i

k
(K k (x i

k ))
): (3.70)

En�n, pour j = int; ext , k = 1 ; 2 et i = 1 ; : : : ; N j , on a


 div(� r (� i

j uk ))




V m
� i

j
(K k (x i

j ))
� C (



 � i

j div(� r uk )




V m
� i

j
(K k (x i

j ))
+



 � i

j uk





V m +1
� i

j
(K k (x i

j ))
): (3.71)

En utilisant ( 3.68), (3.69), (3.70), (3.71) dans (3.63), (3.64), (3.65), (3.66), (3.67), on déduit l'esti-
mation a priori

X

k=1 ;2

kukkV m +2
~� k

(
 k ) � C
� X

k=1 ;2

kdiv(� r uk )kV m
~� k

(
 k ) + kukkV m +1
~� k

(
 k )

�
: (3.72)

Or d'après [102, lemme 6.2.1], pourk = 1 ; 2, l'espaceVm+2
~� k

(
) s'injecte de façon compacte dans

Vm+1
~� k

(
) . En utilisant le Lemme 1.3.5 dû à J. Peetre, nous déduisons que si les hypothèses sur les
symboles sont véri�ées alorsAm

~�
possède un noyau de dimension �nie et son image est fermée dans

R (Am
~�

).

Pour montrer que Am
~�

est Fredholm, il ne reste plus qu'à prouver quedim cokerAm
~�

< 1 .
Nous allons faire cela en construisant une paramétrix à droite,i.e. un inverse à droite modulo un
opérateur compact, pour Am

~�
. En d'autres termes, nous allons construire un opérateur linéaire et

continu Rd : R (Am
~�

) ! D (Am
~�

) tel qu'on ait Am
~�

Rd = Id R + K R où IdR désigne l'identité deR (Am
~�

),

et K R un opérateur compact deR (Am
~�

). Cette méthode est présentée dans [119, Ÿ4.1.2 p. 102],

[102, Ÿ3.4.3 p. 88] ainsi que dans les ouvrages consacrés aux opérateurs pseudo-di�érentiels ([75]
ou [95, tome III] par exemple). C'est également la démarche qui est proposée dans la conclusion de
[72], papier où l'idée de l'utilisation des techniques de type Mellin dans l'étude des problèmes de
transmission avec changement de signe a été introduite.

Commençons la construction de la paramétrix à droite. Grâce à l'inversibilité locale deAm
~�

sur 
 1 et sur 
 2, on peut construire un opérateur continu R0 tel que � 0R0� 0 : R (Am
~�

) ! D (Am
~�

)
véri�e

Am
~�

� 0R0� 0 = � 0IdR + K 0;

où K 0 est un opérateur compact deR (Am
~�

).

De même, pour k = 1 ; 2; � ; int; ext et i = 1 ; : : : ; Nk , en utilisant notamment les Théorèmes
3.1.8, 3.2.7, 3.2.3, on peut prouver qu'il existe un opérateur continu Ri

k : R (Am
~�

) ! D (Am
~�

) tel que

Am
~�

� i
kRi

k � i
k = � i

k IdR + K i
k ;

où K i
k est un opérateur compact deR (Am

~�
).

Dé�nissons alors

Rd := � 0R0� 0 +
N1X

i =1

� i
1Ri

1� i
1 +

N 2X

i =1

� i
2Ri

2� i
2 +

N �X

i =1

� i
� Ri

� � i
� +

N intX

i =1

� i
int Ri

int � i
int +

NextX

i =1

� i
ext R

i
ext �

i
ext :
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L'opérateur Rd : R (Am
~�

) ! D (Am
~�

) est linéaire et continu et l'on a

Am
~�

Rd � IdR = K 0 +
X

k=1 ;2;� ;int;ext

N kX

i =1

K i
k := K R

d'après (3.61). Ceci permet de prouver, de façon classique, quedim cokerAm
~�

< 1 . Détaillons un peu

ce point pour le plaisir (cf. [151, théorème 12.5]). PuisqueAm
~�

est un opérateur à image fermée, nous

savons quecokerAm
~�

est isomorphe àker Am
~�

� . Mais ker Am
~�

� � ker (Am
~�

Rd) � = ker (Id R + K R ) � où

K R est un opérateur compact deR (Am
~�

). PuisqueK �
R est également compact, on déduit du théorème

de Riesz quedim ker (Id R + K R ) � < 1 . Par conséquent, on a biendim cokerAm
~�

= dim ker Am
~�

� < 1 .

Étudions maintenant le cas où l'une des hypothèses du Théorème3.3.1 concernant les sym-
boles n'est pas véri�ée. Nous souhaitons montrer qu'alors l'opérateurAm

~�
n'est pas à image fermée.

En raisonnant par l'absurde, supposons queAm
~�

soit de type Fredholm. D'après le Théorème3.3.3ci-

après, il existe une paramétrix à gauche pourAm
~�

. Autrement dit, il existe Rg 2 L (R (Am
~�

); D (Am
~�

))

tel que RgAm
~�

= Id D + K D où IdD désigne l'identité de D (Am
~�

), et K D un opérateur compact de

D (Am
~�

). Pour simpli�er les notations, pour u 2 D (Am
~�

) et f 2 R (Am
~�

), dé�nissons

kukD :=
X

k=1 ;2

kukkV m +2
~� k

(
 k ) et kf kR :=
X

k=1 ;2

kf kkV m
~� k

(
 k ) :

Nous avons alors, pour toutu 2 D (Am
~�

),

kukD � C
�
kAm

~�
ukR + kK D ukD

�
: (3.73)

Par hypothèse, il existek 2 f 1; 2; int; ext g et i 2 f 1; : : : ; Nkg tels queL i
k possède une valeur propre

sur la droite <e � = � � i
k + m+1 . Pour simpli�er, nous notons (r; � ) au lieu de(r i

k ; � i
k ) les coordonnées

polaires associées àx i
k . Introduisons une fonction de troncature � 2 C1 (R), telle que �( t) = 1

pour t < � 1 et �( t) = 0 pour t > 0. Dé�nissons un (r; � ) := � n (r )� i
k (r )r � � i

k + m+1+ i� ' (� ) où ' est
un vecteur propre deL i

k (� � i
k + m + 1 + i� ) et � n (r ) := �( j ln r j � n), n 2 N� . En particulier, � n

est égale à0 pour r 2 [0;e� n ] et à 1 pour r 2 [e� n+1 ; + 1 [. Par construction, pour tout n 2 N� , un

appartient à D (Am
~�

) et un calcul direct montre que

kunkD �!
n! + 1

+ 1 et kAm
~�

unkR � C:

Dé�nissons wn := un=kunkD . On a Am
~�

wn ! 0 lorsque n ! + 1 . D'autre part, puisque (wn ) est

bornée dansD (Am
~�

), on peut extraire une sous-suite, également notée(wn ), qui converge faiblement

dans D (Am
~�

). Puisque K D est compact, on aK D wn ! 0 lorsque n ! + 1 . Ceci contredit (3.73) et
montre que Am

~�
n'est pas de type Fredholm. Par ailleurs, les valeurs propres des symboles forment

des ensembles discrets (voir notamment les Propositions3.2.8 et 3.2.4). Par conséquent, on peut
toujours trouver ~ = (  1

1; : : : ;  N1
1 ;  1

2; : : : ;  N2
2 ;  1

int ; : : : ;  N int
int ;  1

ext ; : : : ;  Next
ext ) 2 RN1+ N 2+ N int + N ext

avec � i
k �  i

k pour k = 1 ; 2; int; ext et i = 1 ; : : : ; Nk tel que Am
~ soit de type de Fredholm. Puisque

ker Am
~�

� ker Am
~ , on déduit que ker Am

~�
est de dimension �nie. Mais on peut montrer que siAm

~�
véri�e l'estimation ( 3.73) alors Am

~�
possède un noyau de dimension �nie et son image est fermée

dans R (Am
~�

). Ce termine de prouver queAm
~�

n'est pas à image fermée lorsqu'une des hypothèses
sur les symboles n'est pas satisfaite.

Plus généralement, concernant les paramétrix, on a le résultat suivant ([151, théorème 12.5], [104,
chapitre 5], [116, lemme 2.23]).
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Théorème 3.3.3 Considérons un opérateurA 2 L (X ; Y) où X et Y sont deux espaces de Banach.
� Si A possède une paramétrix à gauche, i.e. s'il existe un opérateurRg 2 L (Y ; X) tel que RgA =
IdX + K X , où K X 2 L (X ; X) est un opérateur compact, alorsker A est de dimension �nie, et im A
est fermée dansY.
� Si A possède une paramétrix à droite, i.e. s'il existe un opérateurRd 2 L (Y ; X) tel que ARd =
IdY + K Y , où K Y 2 L (Y ; Y) est un opérateur compact, alorsim A est fermée dansY et Y=im A est
de dimension �nie.
� Si A possède une paramétrix à gauche et une paramétrix à droite, alorsA est de type Fredholm,
et la réciproque est également vraie. Dans ce cas, on peut prendreRg = Rd.

3.3.4 Asymptotique de la solution en domaine borné

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats des paragraphes précédents pour étudier la ré-
gularité des solutions variationnelles appartenant àH1

0(
) . Pour éviter d'alourdir la présentation en
manipulant des notations compliquées, nous travaillons dans une géométrie particulière. Néanmoins,
la démarche que nous présentons peut être adoptée dans une géométrie quelconque.

O


 1

�= 4

 2

Figure 3.10 � Géométrie du domaine.

Considérons la géométrie de la Figure3.10. Plus précisément, notons(r; � ) les coordonnées polaires
associées au sommetO et dé�nissons


 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < 1; 0 < � < � g;

 1 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < 1; �= 4 < � < � g;

 2 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < 1; 0 < � < �= 4 g:

Donnons-nous un terme sourcef appartenant à L2(
) et introduisons le problème

Trouver u 2 H1
0(
) tel que

� div(� r u) = f dans 
 :
(3.74)

D'après le Théorème1.4.2 du Chapitre 1, nous savons que le problème (3.74) possède une unique
solution u lorsque � � = � 2=� 1 n'appartient pas à [� 1; � 1=3]. En utilisant le Théorème 3.1.4, on
peut montrer que u est de régularitéH2 de part et d'autre de l'interface, en dehors d'un voisinage
de O. Dans la suite, nous allons préciser la régularité deu en O. Dans cette optique, pourm 2 N et
� 2 R, nous dé�nissons l'espace à poidsVm

� (
) comme la fermeture deC1
0 (
 n f Og) pour la norme

kvkV m
� (
) :=

0

@
X

j � j� m



 r j � j� m+ � @�

x v




2




1

A

1=2

: (3.75)

Les espacesVm
� (
 1) et Vm

� (
 2) sont dé�nis de la même façon. Nous noterons�Vm
� (
) la fermeture

de C1
0 (
) pour la norme (3.75). On a V0

0(
) = L 2(
) . Usuellement, en utilisant l'inégalité de
Friedrichs kr � 1vk
 � C kr vk
 pour tout v 2 �V1

0(
) , on prouve qu'on a �V1
0(
) = H 1

0(
) . Par
conséquent, la solutionu du problème (3.74) appartient à �V1

0(
) . Dé�nissons les secteurs in�nis

K := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < 1 ; 0 < � < � g;
K1 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < 1 ; �= 4 < � < � g;
K2 := f (r cos�; r sin � ) j 0 < r < 1 ; 0 < � < �= 4 g:
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Introduisons � 2 C1 (R; [0; 1]) une fonction de troncature telle que � (r ) = 1 pour r � 1=2 et
� (r ) = 0 pour r � 3=4. Dé�nissons ensuite

g := div ( � r (�u )) = �f + 2 r � � r u + u div ( � r � ):

Confondons g et son prolongement par 0 à K. Cette fonction appartient à V0
0(K). En réalité,

puisqu'elle est à support borné, elle constitue un élément deV0
� (K) pour tout � > 0. Pour � � 2

]�1 ; � 1[ [ ]� 1=3; 0[, on véri�e que le symboleL dé�ni dans le Ÿ3.2.2 n'a pas de valeur propre sur
la droite <e � = 0 (utiliser la Figure 3.4 à gauche). Par conséquent, d'après le Théorème3.2.3, il
existe un uniquev 2 D (C0

1) tel que C0
1v = g. En utilisant la relation

Z

K
� r (�u � v) � r w dx = 0 ; 8w 2 D (C0

1);

et la technique de la T-coercivité du Théorème 1.2.7, on déduit �u = v 2 D (C0
1). Ceci montre

que uk appartient à V2
1(
 k ) pour k = 1 ; 2. En reprenant les calculs du point ii) du Ÿ3.1.5, on

observe queL ne possède pas de valeur propre sur la droite<e � = 1 . D'autre part, L possède
une unique valeur propre dans la bande du plan complexef � 2 C j 0 < <e � < 1g si et seulement si
� � 2 ]� 1=3; 0[. Par conséquent, nous pouvons énoncer les résultats suivants.

� Lorsque � � 2 ]�1 ; � 1[, en vertu du Théorème 3.2.5, la solution u est telle que uk appar-
tient à V2

0(
 k ) pour k = 1 ; 2. Puisque, V2
0(
 k ) � H2(
 k ), on déduit uk 2 H2(
 k ) pour k = 1 ; 2.

� Lorsque � � 2 ]� 1=3; 0[, mis à part pour certains termes source particuliers, nous allons
voir que le supplément de régularité pouru peut être très médiocre. Pour ces valeurs du contraste,
d'après les calculs du point ii) du Ÿ3.1.5, dans f � 2 C j 0 < <e � < 1g, le symbole L possède la
valeur propre � avec

� :=
2
�

arcos(� ) et � :=
� � � 1

2(� � + 1)
:

On peut véri�er que � parcourt ]0; 2=3[ lorsque � � varie dans ]� 1=3; 0[. Introduisons ' un vecteur
propre associé à la valeur propre� :

' (� )j]0;�= 4[ = sin( �� )=sin(��= 4) et ' (� )j]�= 4;� [ = sin( � (� � � ))=sin(3��= 4): (3.76)

Pour établir le résultat de décomposition deu, en vertu de la Remarque3.1.19, nous avons besoin
de démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.3.4 Pour tout � � = � 2=� 1 2 ]� 1=3; 0[, on a
R�

0 � (� )' (� )2d� 6= 0 1.

Preuve. Notons

I 1(� ) :=
Z �

�= 4
' (� )2d� et I 2(� ) :=

Z �= 4

0
' (� )2d�;

où ' est dé�nie en (3.76). Nous allons prouver que� 1I 1(� ) + � 2I 2(� ) > 0 pour tout � 2 ]0; 2=3[.
Observons que� 1I 1+ � 2I 2 = � 1(I 1+ � � I 2) > � 1(I 1 � I 2). Étudions donc la fonction � 7! I 1(� ) � I 2(� ).
Un calcul explicite utilisant la dé�nition ( 3.76) donne

I 1(� ) =
sin(3��= 2) � 3��= 2
2� (cos(3��= 2) � 1)

et I 2(� ) =
sin ��= 2 � ��= 2
2� (cos��= 2 � 1)

:

Dé�nissons h(x) := (sin x � x)=(cosx � 1). On a 2� (I 1(� ) � I 2(� )) = h(3��= 2) � h(��= 2). Il su�t
donc de prouver queh est une fonction croissante sur]0; � [. On calcule h0(x) = (2 � 2 cosx �
x sinx)=(cosx � 1)2. Dé�nissons ha(x) = 2 � 2 cosx � x sinx. On trouve h0

a(x) = sin x � x cosx
et h00

a(x) = x sinx. On déduit, successivement,h0
a > 0 et h0 > 0. Ainsi h est bien une fonction

croissante sur]0; � [. Ceci permet de conclure.

1. Ici, � 7! � (� ) est la fonction telle que � (� )j ]0; �= 4[ = � 2 et � (� )j ]�= 4; � [ = � 1 .
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D'après le Théorème3.2.5, lorsque � � 2 ]� 1=3; 0[, la fonction �u admet donc la décomposition

�u = c r � ' (� ) + û

où la fonction û 2 �V1
� 1(K) est telle queûk 2 V2

0(Kk ), k = 1 ; 2. En écrivant u = �u + (1 � � )u, on
déduit qu'on a

u = c �r � ' (� ) + ~u (3.77)

où la fonction ~u 2 H1
0(
) est telle que ~uk 2 V2

0(
 k ) � H2(
 k ), k = 1 ; 2. Ceci montre que le
supplément de régularité pour la solution variationnelle u 2 H1

0(
) peut être très faible. En ef-
fet, d'une part, on a � ! 0+ lorsque � � ! � 1=3+ . D'autre part, pour k = 1 ; 2, lorsque � =2 N,
la fonction (r; � ) 7! r � ' (� ) appartient à H1+ s(
 k ), si et seulement si� > s (cf. [88, théorème 1.2.18]).

À présent, nous souhaitons donner une expression explicite du coe�cientc apparaissant dans
la décomposition (3.77). Dé�nissons  := a' où a est la constante telle que2�

R�
0 a� (� )' (� )2d� = 1 .

Introduisons s la fonction telle que
s = r � �  (� ) + ~s: (3.78)

où ~s est l'unique fonction 2 de H1(
) véri�ant div ( � r ~s) = 0 p.p. dans 
 et ~s = � r � �  (� ) p.p. sur
@
 . Puisque 0 < � < 2=3, la fonction x 7! r � �  (� ) appartient à L2(
) nH1(
) . Cela prouve ques
n'est pas nulle. Résumons les propriétés véri�ées pars. On a s 6= 0 , s 2 L2(
) nH1(
) , div ( � r s) = 0
p.p. dans
 et s = 0 p.p. sur @
 . Dé�nissons ensuite le domaine
 � := 
 nB (O; � ) où B (O; � ) désigne
la boule ouverte de centreO et de rayon � . En intégrant par parties sur 
 � , en dehors donc d'un
voisinage du point singulier O, nous pouvons écrire

Z


 �

fs d x =
Z


 �

u div ( � r s) � sdiv ( � r u) dx

=
Z

@
 �

u�@n s � s�@n u d x =
Z

@B(O;� )\ 

u�@n s � s�@n u d x :

Puisque @n = � @r sur @B(O; � ) \ 
 , nous obtenons, lorsque� ! 0,
Z

@B(O;� )\ 

u�@n s � s�@n u d x

=
Z

@B(O;� )\ 


�
c �� (� )r � ' (� )r � � � 1 (� ) + c �� (� )r � �  (� )r � � 1' (� )

�
rd� + o(1)

= c2�
Z �

0
� (� )' (� ) (� ) d� + o(1) = c + o(1):

En passant à la limite lorsque� ! 0, on déduit que le coe�cient de singularité dans (3.77) a pour
expression

c = ( f; s) 
 :

En particulier, ce coe�cient dépend continûment du terme source f .

Nous allons nous arrêter ici pour ce premier contact avec les résultats de régularité des solu-
tions du problème de transmission avec changement de signe. Le lecteur qui brûle d'impatience
d'en savoir plus pourra passer directement aux Chapitres5 et 8. Dans le premier de ces deux
chapitres, nous chercherons à dé�nir un cadre fonctionnel lorsque des valeurs propres dusymbole
L sont situées sur l'axe imaginaire. Dans le second, nous nous servirons du travail que nous venons
d'accomplir pour établir un résultat de compacité utile à l'étude des équations de Maxwell en 2D.

2. Pour cette géométrie très particulière, on ~s(x ) = ( r � � � r � ) (� ). Nous donnons néanmoins ce procédé de
construction pour pouvoir travailler dans des domaines plus quelconques.
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Introduction

D ans le Chapitre 2, nous avons présenté une méthode numérique, basée sur la dissipation,
permettant d'approcher la solution du problème de transmission scalaire(P ) � trouver
u 2 H1

0(
) tel que � div ( � r u) = f � lorsque ce dernier est bien posé. Rappelons l'idée
de cette méthode. En ajoutant une petite partie imaginaire à � , positive sur tout le domaine et
modélisée par un paramètre , on obtient un nouveau problème (P  ) toujours bien posé. On
discrétise ensuite (P  ) et on prouve que la solution approchée de ce problème converge vers
la solution de (P ). Dans cette approche, nous nous servons de la dissipation comme d'un outil
pour développer une méthode d'approximation numérique que l'on peut voir comme une méthode
de pénalisation. Dans ce chapitre, nous souhaitons revenir sur cette notion de dissipation et
lui donner un sens physique. Plus précisément, nous nous intéresserons à la question de la modé-
lisation de l'absorption dans les matériaux négatifs, question qui, nous le verrons, n'a rien d'évident.

Dans un deuxième temps, nous étudierons le comportement de la suite des solutions du pro-
blème dissipatif (P  ). Comme nous le détaillerons dans le Chapitre7, les équations de Maxwell en
2D se ramènent à des problèmes scalaires de la forme

div(� r u) + ! 2 & u= f dans 
 ; (4.1)

avec (�; &) égal à (" � 1; � ) ou (� � 1; " ). Ci-dessus,f désigne le terme source. Dans le Chapitre1,
nous avons démontré que ces problèmes peuvent être mal posés dans les cadres fonctionnelsusuels
correspondant à des champs physiques d'énergie �nie et ce, pour toute valeur de la pulsation! .
C'est notamment le cas pour certains jeux de paramètres physiques lorsque l'interface entre le
matériau positif (vide, diélectrique,...) et le matériau négatif (métal, métamatériau,...) présente des
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104 Chapitre 4. Milieux négatifs et dissipation

singularités géométriques. D'un point de vue physique, il est di�cile de comprendre ces problèmes
mal posés. Néanmoins, nous pouvons imaginer raisonnablement que pour ces con�gurations, les
équations aux dérivées partielles sur lesquelles nous travaillons ne modélisent plus correctementce
que l'on observe en réalité. Pour faire face à cette faiblesse du modèle, il est possible d'invoquer
la dissipation (ou absorption) de tout milieu physique. Les paramètres physiques ne sont pas
purement réels. Ils possèdent une partie imaginaire non nulle qui va assurer le caractère bien posé
des équations de Maxwell. Cependant pour les applications, les physiciens aimeraient limiter au
maximum les pertes en travaillant avec des matériaux aussi peu dissipatifs que possible. C'est
pourquoi nous sommes conduits à étudier la question du comportement de la suite de solutions du
problème avec dissipation. Pour simpli�er la présentation, nous nous concentrerons sur le problème
scalaire associé aux équations de Maxwell en 2D, et plus précisément, sur la partie principale de
l'opérateur associé à ce problème.

Notre plan sera le suivant. Nous commencerons par rappeler ce que nous appelons problème
dissipatif. Dans un second temps, nous présenterons quelques modèles de permittivités et per-
méabilités négatives permettant de justi�er la pertinence des équations que nous utilisons pour
modéliser le problème dissipatif. Dans ce travail, nous e�ectuerons une étude énergétique en régime
temporel pour montrer que le choix d'une partie imaginaire uniformément positive pour la permit-
tivité et la perméabilité est cohérent avec la physique. Dans la Section4.3, nous nous intéresserons
au comportement de la suite des solutions du problème avec absorption. En�n, dans le dernier
paragraphe, nous démontrerons un résultat utile à la preuve de la convergence de la méthode
numérique utilisant la dissipation.

4.1 Position du problème, notations

Rappelons la con�guration considérée. Donnons-nous
 un domaine borné deR2 tel que 
 =

 1 [ 
 2, où 
 1 et 
 2 sont deux domaines véri�ant 
 1 \ 
 2 = ; . Pour k = 1 ; 2, introduisons
� k := @
 \ @
 k . Nous appelons interface l'ensemble� := @
 1n� 1 = @
 2n� 2. De façon générale, si
O est un ouvert de R2, nous notons(�; �)O les produits scalaires deL2(O) et (L 2(O))2, et k � kO les
normes associées. Nous dé�nissonsk � kH1

0 (
) := kr � k 
 . Par ailleurs, h�; �i 
 désignera le crochet de
dualité H� 1(
) � H1

0(
) . Nous noteronsL (H1
0(
) ; H1

0(
)) l'espace des opérateurs bornés deH1
0(
)

dans H1
0(
) et nous le munirons de la norme

kAk := sup
v2 H1

0 (
) nf 0g

kAvkH1
0 (
)

kvkH1
0 (
)

; 8A 2 L (H1
0(
) ; H1

0(
)) :

Introduisons � k 2 L1 (
 k ), k = 1 ; 2, deux fonctions à valeurs réelles telles que

� 1 � c1 > 0 p.p. dans 
 1 et � 2 � c2 < 0 p.p. dans 
 2;

où c1 et c2 sont des constantes. Dé�nissons� 2 L1 (
) de la façon suivante :� := � k dans 
 k ,
k = 1 ; 2. Pour un terme sourcef dansH� 1(
) donné, réintroduisons alors le problème non dissipatif

(P )
Trouver u 2 H1

0(
) tel que
� div(� r u) = f dans 
 :

De façon usuelle,u est solution du problème(P ) si, et seulement si,u véri�e � trouver u 2 H1
0(
)

tel que a(u; v) = hf; v i 
 pour tout v 2 H1
0(
) �, avec a(u; v) = ( � r u; r v) 
 . Avec le théorème de

représentation de Riesz, introduisons l'opérateur continuA : H1
0(
) ! H1

0(
) dé�ni par

(r (Au); r v) 
 = a(u; v); 8u; v 2 H1
0(
) :
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Classiquement, c'est-à-dire dans le cas des matériaux positifs, on modélise l'absorption du milieu
en ajoutant une partie imaginaire non nulle à la permittivité diélectrique " et à la perméabilité
magnétique � . Pour aller dans ce sens, dé�nissons donc

�  := � + i j� j avec  > 0: (4.2)

Ci-dessus, le paramètre représente la dissipation du milieu. Nous allons justi�er dans le prochain
paragraphe le choix d'une partie imaginaire uniformément positive sur le domaine. Nous appellerons
problème dissipatif le problème

(P  )
Trouver u 2 H1

0(
) tel que
� div(�  r u ) = f dans 
 :

Introduisons la forme sesquilinéairea telle que a (u; v) = ( �  r u; r v) 
 pour tout u; v 2 H1
0(
)

ainsi que l'opérateur continu A  : H1
0(
) ! H1

0(
) dé�ni par

(r (A  u); r v) 
 = a (u; v); 8u; v 2 H1
0(
) : (4.3)

L'étude du problème dissipatif est relativement simple. En e�et, on a la

Proposition 4.1.1 Pour tout  > 0, l'opérateur A  : H1
0(
) ! H1

0(
) dé�nit un isomorphisme.
D'autre part, il existe une constante C indépendante de telle que k(A  ) � 1k � C= pour tout
 > 0.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, il su�t d'appliquer le théorème de Lax-Milgram en observant
que pour tout u 2 H1

0(
) , on a

ja (u; u)j � j= m a (u; u)j �  min(c1; jc2j)kuk2
H1

0 (
) :

On déduit alors k(A  ) � 1k � 1=( min(c1; jc2j).

Avant d'aller plus loin, nous allons revenir sur cette notion de dissipation en lui donnant un sens
physique.

4.2 Modélisation de la dissipation

Considérons un matériau caractérisé par sa permittivité diélectrique"  et sa perméabilité ma-
gnétique �  . Dans cette notation, l'indice  fait référence à la dissipation. Les fonctions"  et � 

dépendent de la fréquence et sonta priori à valeurs complexes. Ces coe�cients physiques à valeurs
complexes prennent sens lorsqu'on revient en régime temporel en e�ectuant une transformée de
Fourier inverse. Notons " et � les parties réelles de"  et �  . Comme nous l'avons indiqué pré-
cédemment, on modélise usuellement l'absorption d'un matériau pour lequel la permittivité et la
perméabilité sont positives en ajoutant une partie imaginaire positive à" et à � . On peut véri�er
que cette modélisation concorde avec la physique en un sens que nous préciserons dans le Ÿ4.2.3.
Dans cette section, nous souhaitons justi�er que le choix

"  := " + i j" j;  > 0; (4.4)

�  := � + i j� j;  > 0; (4.5)

lorsque " et/ou � change(nt) de signe est également cohérent avec la physique. Pour ce faire,
nous allons présenter quelques modèles de permittivités et perméabilités, pour di�érents matériaux,
extraits de [3].



106 Chapitre 4. Milieux négatifs et dissipation

4.2.1 Modèles conduisant à des permittivités négatives

Modèle de Drude pour les métaux

Le modèle de Drude consiste à considérer que les électrons dans un métal sont libres de se déplacer
sans subir de force de la part du noyau. Ils forment alors une sorte de gaz que l'on peut assimiler à
un plasma. Dans ce modèle, le déplacementr de l'électron soumis à un champ électriqueE véri�e

m•r = � m _r � eEe� i!t : (4.6)

Dans cette équation,m désigne la masse de l'électron et� e sa charge. Le terme� eEe� i!t correspond
à la force subie par l'électron et� m _r désigne une force d'amortissement provenant des collisions
avec les autres électrons. C'est précisément ce terme d'amortissement qui représente la dissipation
du milieu. En multipliant par _r l'équation (4.6) avec E = 0 , on observe qu'il faut choisir  � 0
pour que la force � m _r conduise à une perte d'énergie de l'électron. En cherchant une solution
r (t) = re� i!t présentant une dépendance harmonique en temps, on obtient

� m! 2r � i!mr = � eE , r =

e
m

E

! 2 + i!
:

Relions ensuite ce déplacement de l'électron, écrit dans le domaine fréquentiel, aux propriétés ma-
croscopiques du métal. NotonsN le nombre d'électrons par unité de volume. Le moment dipolaire
électrique de chaque électron vautp = � er si bien que la polarisation par unité de volume s'écrit

P = Np = � Ner = �

Ne2

m
E

! 2 + i!
:

Par dé�nition, la permittivité diélectrique est le coe�cient "  (! ) tel que

"0E + P = "  (! )E:

On déduit donc

"  (! ) = "0

 

1 �
! 2

p

! 2 + i!

!

;

où ! p est la fréquence plasma telle que! 2
p = Ne2=("0m). En isolant les parties réelle et imaginaire,

on obtient

"  (! ) = "0

 

1 �
! 2

p

! 2 +  2 + i
! 2

p

! (! 2 +  2)

!

: (4.7)

Dans le cas d'un milieu non absorbant ( = 0 ), on retrouve la loi classique "  (! ) = " (! ) =
"0(1 � ! 2

p=! 2) et la permittivité est négative pour les fréquences plus petites que la fréquence
plasma (cf. Figure 4.3, à gauche). D'autre part, pour les milieux faiblement absorbants ( < ! p), la
partie réelle de la permittivité est négative pour ! < (! 2

p �  2)1=2. Notons que la partie imaginaire de
"  (! ), elle, est toujours positive. Notre choix d'ajout de la dissipation en (4.4) concorde donc avec ce
modèle très simple. De nombreux métaux possèdent une fréquence plasma située dans l'ultraviolet si
bien que dans le visible, leur permittivité présente une partie réelle négative. La Figure4.1 présente
quelques valeurs expérimentales de"  (! ) fournies dans [132] pour l'aluminium, le cuivre et l'argent.

Globalement, avec ces valeurs expérimentales, on observe que la partie réelle de"  croît lorsque la
longueur d'onde décroît. Le modèle de Drude (4.7) capte bien ce phénomène. Par contre, pour la
partie imaginaire, les choses sont plus discutables. La partie imaginaire devrait décroître lorsque la
longueur d'onde décroît1. Ce n'est pas vraiment le cas pour le cuivre...

1. Rappelons que� = 2 �c=! .
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Aluminium

� (nm) <e " =m " 

650 -42 16.4

600 -35.1 11.6

550 -27.7 8.09

500 -22.7 5.95

450 -18.4 4.23

400 -15.2 3.14

Cuivre

� (nm) <e " =m " 

650 -13.3 0.94

600 -9.4 1.04

550 -5.34 3.48

500 -5.08 4.26

450 -4.08 3.83

Argent

� (nm) <e " =m " 

650 -17.6 0.58

600 -14.1 0.45

550 -11 0.36

500 -8.23 0.29

450 -5.55 2.66

400 -3.72 0.29

Figure 4.1 � Valeurs expérimentales de"  en fonction de la longueur d'onde pour quelques métaux.

Remarque 4.2.1 Si nous avions choisi une convention en temps di�érente avec un terme harmo-
nique en ei!t dans (4.6), nous aurions obtenu la loi

"  (! ) = "0

 

1 �
! 2

p

! 2 � i!

!

;

conduisant à une partie imaginaire négative pour"  . Ainsi, parler du signe de la partie imaginaire
des coe�cients physiques n'a de sens que lorsqu'une convention en temps a été préalablement �xée.

Modèle de Lorentz pour les diélectriques

Il n'est en fait pas nécessaire de disposer d'un métal pour obtenir une permittivité négative. Un
simple diélectrique, dans une certaine gamme de fréquences, peut su�re. Le modèle de Lorentz
consiste à prendre en compte l'interaction de l'électron avec le noyau chargé positivement en ajoutant
une force de rappel� m! 0r dans (4.6). Pour cette modélisation, on est conduit à une permittivité
diélectrique

"  (! ) = "0

 

1 �
! 2

p

! 2 � ! 2
0 + i!

!

; (4.8)

avec de nouveau! 2
p = Ne2=("0m). Notons que pour une force de rappel nulle (absence d'interaction

avec le noyau),i.e. pour ! 0 = 0 , nous retrouvons bien le modèle de Drude. Réorganisons (4.8) pour
obtenir

"  (! ) = "0

 

1 �
! 2

p(! 2 � ! 2
0)

(! 2 � ! 2
0)2 +  2! 2 + i

! 2
p!

(! 2 � ! 2
0)2 +  2! 2

!

:

Observons que pour = 0 , autrement dit pour un milieu non dissipatif, la permittivité est négative
dans la plage de fréquences]! 0; (! 2

p+ ! 2
0)1=2[ (cf. Figure 4.3, au centre). D'autre part, nous constatons

que la partie imaginaire de"  est également toujours positive avec ce modèle.

4.2.2 Un modèle de perméabilité négative

Intéressons-nous maintenant aux matériaux à perméabilités négatives, matériaux que l'on ne trouve
pas dans la nature et qui sont obtenus par un procédé d'homogénéisation. De nouveau, suivons[3]
et considérons la fameuse structure de la Figure4.2 fabriquée à partir de Split Ring Resonators. Ce
sont des résonances locales qui se produisent dans les anneaux coupés qui confèrent à l'ensemble de
la structure cette propriété arti�cielle de perméabilité négative.
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