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Résumé

La séparation de sources est la tdche qui consiste a récupérer plusieurs signaux dont on
observe un ou plusieurs mélanges. Dans le cas des signaux audio, elle consiste a récupérer la
piste jouée par chacun des instruments & partir de ’observation du morceau mixé. Ce probléme
est particulierement difficile du fait du grand nombre d’inconnues qu’il laisse & estimer, bien
plus nombreuses que le nombre d’observations disponibles. De maniére a rendre la séparation
possible, toute information supplémentaire connue sur les sources ou le mélange doit pouvoir
étre prise en compte pour résoudre 'indétermination du probleme.

Dans cette these, je propose un formalisme général permettant d’inclure un grand nombre
de connaissances dans les problémes de séparation de sources. Dans ce formalisme, une source
est modélisée comme la réalisation d’un processus gaussien, entendu comme un espace non
paramétrique de fonctions. La séparation de mélanges se fait alors grace a des techniques
classiques de régression. L’approche a de nombreux intéréts. Tout d’abord, elle généralise une
grande partie des méthodes actuelles et permet leur extension a des domaines de définition
quelconques. Ensuite, elle permet la prise en compte immédiate de nombreux a prioris sur les
sources, tels que la continuité, la périodicité, la stationnarité ou le timbre. De plus, les sources
estimées minimisent l’erreur quadratique moyenne. Enfin, les différents parametres du modele
peuvent étre estimés automatiquement grace a de puissantes approches probabilistes.

Ce cadre théorique de la séparation de processus gaussiens est ensuite appliqué a la sépara-
tion informée de sources audio. Dans cette configuration, on considére que la séparation peut
étre assistée par la connaissance supplémentaire d’une information annexe sur les signaux.
Dans le cas de la musique, de nombreuses informations annexes peuvent étre envisagées telles
que la tonalité, le tempo, une partition, etc. On verra que le formalisme gaussien proposé per-
met de prendre en compte naturellement de telles connaissances. Je concentrerai mon attention
sur un cas précis de séparation informée, pour lequel 'information annexe a été calculée en
amont de la séparation, lors d’une phase préliminaire ou a la fois le mélange et les sources
sont disponibles. En pratique cela se produit en studio lorsque les mélanges ont été obtenus a
partir des sources enregistrées aupres des musiciens. L’intérét de ’approche est de permettre
de récupérer de bonnes sources estimées a partir de la seule connaissance des mélanges et de
I'information annexe. Pour peu que celle-ci puisse se coder efficacement, cela rend possible des
applications comme le karaoké ou le traitement séparé des différentes sources a un cotit réduit
en débit.

Il nous est apparu que le probléme de la séparation informée s’apparente fortement a un
probleme de codage multicanal. Dans cette perspective, le codeur a acces a la fois aux sources
et aux mélanges, tandis que le décodeur n’a accés qu’aux mélanges et a l'information annexe
générée par le codeur. En sortie du décodeur, on obtient les sources séparées. Cette analogie
permet de placer la séparation informée dans un cadre théorique plus global ou elle devient
un probléme de codage particulier et bénéficie a ce titre des résultats classiques de la théorie
du codage, qui permettent d’optimiser efficacement les performances.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Préambule

Cette these porte sur le probleme de la séparation de sources, qui vise a récupérer différents
signaux appelés sources, a partir de l'observation de leurs mélanges. C’est un sujet qui a des
applications dans de nombreuses disciplines du traitement du signal et qui a des liens tres forts
avec le vaste domaine des problémes inverses. Dans le cas de la séparation de sources, ’opération
a inverser est celle du mizage des sources.

De nombreuses techniques de séparation de sources ont été proposées et cette problématique
a attiré 'attention d’une vaste communauté de chercheurs depuis le début des années 1980. Dans
ce travail, je présente un formalisme particulier pour la séparation dans lequel les sources sont
modélisées comme la réalisation de processus gaussiens. Ce cadre théorique permet de caractériser
les signaux a séparer d’une maniére souple et naturelle. Ce faisant, il rend possible la prise en
compte de nombreuses connaissances a priori pour la séparation et se confond avec certaines
méthodes de I'état de I’art dans plusieurs cas particuliers.

Parvenir a séparer des sources de leurs mélanges a des applications importantes dans le do-
maine du traitement du signal audio. Dans ce contexte, une séparation des différents instruments
d’un morceau de musique rend possible certaines applications populaires comme le karaoké ou
la respatialisation. Cependant, il est rare de parvenir aujourd’hui a obtenir une qualité suffisante
de séparation pour ces applications. En conséquence, il a récemment été proposé d’améliorer la
séparation en lui fournissant des informations supplémentaires en plus des seuls mélanges. Dans
cette these, je montre comment ce cas de séparation informée peut étre abordé naturellement avec
le formalisme gaussien proposé. J'y explicite en outre les relations étroites entre la séparation de
sources informée et le codage audio multicanal.

Ainsi, mon travail a porté a la fois sur une formalisation théorique pour la séparation de
sources et sur son application au codage audio informé. Dans cette introduction, je présente d’abord
le domaine de la séparation de sources en section [I.2] puis celui de la séparation informée en
section [I.3] Pour chacun, je dresse un rapide état de l'art avant d’en présenter les enjeux qui m’ont
intéressés au cours de mon travail et dont on trouvera un développement tout au long de ce texte.
Cette introduction se conclut par la présentation du plan de ’exposé.

1.2 Séparation de sources

1.2.1 Motivations

La séparation de sources [28] [IT5], [38] consiste & récupérer plusieurs signaux & partir de 1'obser-
vation de leurs mélanges. C’est un probléme qui a des applications dans plusieurs domaines, tels
que le traitement du signal audio, les télécommunications, les géostatistiques ou le traitement des
signaux biomédicaux.

En audio, la séparation de sources est souvent introduite en évoquant Ueffet cocktail party [26).
Lors d’une réception, de nombreuses conversations simultanées parviennent a mes oreilles. Pour-
tant, je suis capable si je le souhaite de ne porter mon attention que sur I'une d’entre elles. Ce
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faisant, j’ai réduit 'influence des autres dans la compréhension de ce qui m’intéresse. En tout état
de cause, je n’ai acces a ’environnement sonore que par le biais de mes deux oreilles. I1 a donc bien
fallu que je sois capable de séparer cognitivement certains sons de tous ceux que j’entends. De la
méme maniere, je peux me concentrer sur un des instruments jouant dans une chanson, en l’isolant
ainsi mentalement des autres. Cette capacité, si elle pouvait étre imitée par une machine, permet-
trait la suppression a ’envi de n’importe quelle piste d’un enregistrement audio. Par exemple, je
pourrais rajouter une lourde distorsion sur la rythmique d’un morceau, pour le rendre plus écou-
table, ou bien en extraire la piste vocale pour 'utiliser dans un morceau de ma composition. Il est
donc naturel qu'une large communauté de chercheurs en traitement du signal audio se soit penchée
sur le probleme [I8 [I7, [45, 50} (3] [72], [155].

En télécommunications, il est fréquent de recevoir un signal qui correspond a celui qui nous
intéresse, mais qui a été contaminé par 1’addition de signaux parasites plus ou moins complexes [28]
38]. Il s’agit alors de séparer le signal cible de ce mélange. La situation est similaire en géostatistiques
[32], ot la grandeur étudiée est souvent captée avec une incertitude sur la position ou la valeur de
la mesure. Il s’agit alors de déduire la valeur recherchée a partir de ces mesures bruitées. Comme
on le verra, le formalisme utilisé pour accomplir ces taches est le méme dans tous les cas : il s’agit
de séparer le signal utile d’un bruit. Dans le cas des géostatistiques, un probleme supplémentaire
de régression s’ajoute : celui d’extrapoler une grandeur & des coordonnées différentes de celles des
mesures.

Enfin, dans certaines disciplines telles qu’en traitement des signaux biologiques, la séparation de
sources est couramment utilisée dans le but de décomposer une observation comme une somme de
différentes contributions. Par exemple, lors du traitement d’électroencéphalogrammes, on cherche
souvent a modéliser I’observation comme une somme de différentes contributions provenant de diffé-
rentes sources localisées dans le cerveau, dans le but en particulier d’éliminer 'influence importante
des clignements des yeux du sujet [I12].

D’une maniere générale, on verra que décomposer une observation comme une somme de fonc-
tions élémentaires peut s’avérer utile a des fins d’analyse. Cependant, il n’est pas nécessaire que
ces fonctions élémentaires correspondent a des signaux émis par de réelles entités indépendantes,
comme c’est le cas des différents instruments de musique jouant dans un morceau. L’objectif de la
décomposition peut tout simplement étre d’expliquer au mieux une observation complexe comme
la somme de plusieurs variables latentes plus simples. Cette approche déja ancienne a donné lieu
a des travaux précurseurs en statistiques sous le nom de modéles additifs généralisés [97, 98].

1.2.2 Notations

Je vais introduire quelques notations utiles pour présenter plus avant le probleme de la sé-
paration de sources. Le reste de la nomenclature sera introduit plus tard en partie [[] lors de la
présentation du formalisme gaussien proposé et s’inspire fortement des notations habituelles dans
le domaine [163] [I55]. J’ai de plus choisi une notation qui ressemble beaucoup au style des langages
scientifiques PyTHON[] et MATLAB[]

Dans toute la suite de cet exposé, T désignera le domaine de définition des sources. Par exemple,
dans le cas de séries temporelles régulierement échantillonnées, on aura T = Z qui correspond aux
différents instants d’échantillonnage. En général, je parlerai de position pour désigner un élément
t € T, bien qu’il soit entendu que dans certains cas, t se comprend plutdét comme un instant. Le
choix du terme de position se justifie par le traitement du probléeme de séparation dans le cas
général de T quelconque en partie Dans tous les cas, la notation T € T” servira toujours a
désigner un ensemble T' = [ty,...,t] de L points de T.

On supposera toujours l'existence de J € N sources. Tout au long de cet exposé, ce nombre
de sources sera considéré connu et je ne me préoccuperai donc pas du probléme délicat de son
estimation, qui fait lui-méme l'objet de nombreuses études [38].

L’ensemble de nos J sources est une fonction deE| T x N; a valeurs dans C, que je représenterai
par une lettre minuscule et la notation tilde, i.e. 5. Ainsi, § (¢, ) désigne la valeur de la j°™€ forme

1. www.python.org
2. |www.mathworks.com
3. N désigne 'ensemble [1,..., J] des J premiers entiers naturels non nuls.
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d’onde 3 (-, ) & la position t. Pour un ensemble 7" € TY de L points de T, 3(T,-) désignera la
matrice de dimension L x J regroupant les J valeurs de s en ces L points :

[3(T5 )]y =5t J)-

De la méme maniére qu’il y a un nombre connu J de
sources, il y a un nombre connu I de mélanges, notés .

Un enregistrement stéréo & composé de L
échantillons (T = [1,. .., L]) est un groupe de

I = 2 formes d’ondes de longueur L. Z (-, 1)

désigne le i*™€ canal (gauche ou droit), tan-

dis que Z (¢, -) représente le vecteur de dimen-
sion 1 X 2 contenant les valeurs a gauche et
a droite de ce signal a I'instant t.

La principale caractéristique des problemes de séparation
de sources est que les mélanges sont générés a partir des
sources. Cela justifie 'objectif de récupérer les sources
a partir de ’observation des mélanges. Une étape essen-
tielle dans la résolution de ce genre de probleme est donc
la formalisation du processus de mélange, aussi appelé

mizage, qui permet de passer des sources aux mélanges,

dans le but de l’inverser. Pour se fixer les idées, on peut
imaginer le modele le plus simple qui soit, qui consiste a sommer ’ensemble des sources pour
obtenir un unique mélange. Dans ce cas, ona I =1 et

J
VEET, &(t) =Y 5(tJ). (1.2.1)

Cependant, ce modele simple n’est satisfaisant que dans certains cas et plus de souplesse est
nécessaire pour pouvoir modéliser un grand nombre de situations. On verra en partie [[I] que la
littérature est riche de nombreux modeles de mélange dont j’ai retenu les cas linéaires instantanés,
convolutifs et diffus, particulierement utiles en traitement du signal audio [49, (0, 1], 47]. Pour
I’heure, je me contenterai d’en introduire la notion centrale d’images des sources.

Dans un enregistrement audio stéréo (I =
2) composé d’un trio (J = 3) chant, gui-
tare et batterie, le son produit par la source
“chant”, est monophonique. Cependant, il
s’entend sur chacun des 2 haut-parleurs : il
produit une image stéréophonique, qui en est
une version spatialisée. Le mélange est ainsi
la somme des 3 images stéréophoniques des
sources.

L’image d’une source § (-, ) a les mémes dimensions
que les mélanges et est donc une fonction de TxNj; dans C
notée g (-, -, 7). Dans ces conditions, ¥ (-, ¢, j) se comprend
comme la contribution de la source j dans le mélange 1.
En effet, le mélange est modélisé comme la somme des
images des sources :

J

Un modele de mixage est alors entendu comme for-
malisant le lien entre une source et ses images. Comme on
le verra en partie [l certains modéles comme le linéaire

(1.2.2)

instantané ou le convolutif supposent un lien déterministe entre sources et images, d’autres comme
le diffus supposent un lien probabiliste.

Dans tous les cas, 'objectif de la séparation de sources devient d’estimer les sources a partir de
I’observation de leur mélange. Dans certains cas, extraire des images est suffisant comme lorsque
I’objectif est de supprimer la voix d’un morceau de musique. Dans d’autres cas, les sources originales
sont nécessaires, comme lorsqu’une respatialisation est envisagée.

1.2.3 Approches existantes

Le probleme de la séparation de sources a été abordé de nombreuses manieres différentes. Dans
cette section, je vais présenter certaines des grandes idées qui ont dominé le domaine.

Tout d’abord, la plupart des méthodes existantes reposent sur I’hypothése de mélange linéaire
instantané. Cela signifie qu’on suppose que les I mélanges sont des combinaisons linéaires des
sources :

J
VE, B (td) = AiE (L, ]). (1.2.3)
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Dans 'expression @, chaque A;; € C donne le gain de la source j dans le mélange . En
introduisant la matrice de mélange A, de dimension I x J, I’équation [1.2.3] peut alors s’écrire :

Vt, & (t,) =5(t,-)AT. (1.2.4)

L’expression est tres classique en séparation de sourcesEl Plusieurs cas de figure s’offrent
a nous.

S’il y a plus de mélanges que de sources (I > J), le probléme est dit déterminé (I = J) ou
sur-déterminé (I > J). Dans ce cas, il est équivalent & 'obtention d’une matrice de séparation W
de dimension I x J telle que :

Vt, E(t ) =& (t,) W (1.2.5)

Si A est connue, le probleme peut étre résolu, puisqu’il suffit alors pour obtenir W soit de
I’inverser si c’est possible, soit d’utiliser une pseudo-inverse. D’une maniére générale, des techniques
de formation de voie, aussi appelées filtrage spatial, permettent de déterminer W et donc de
récupérer les sources dans le cas sur-déterminé, a la condition que leurs distributions spatiales
soient différentes. En effet, si deux sources sont sommeées a l'identique sur I > 2 mélanges, aucun
filtre uniquement spatial ne pourra les séparer.

Cependant, la plupart du temps, la matrice de mélange n’est pas connue et 'enjeu de la sépa-
ration sur-déterminée est de ’estimer. Pour faire face a cette incertitude et la prendre en compte
dans le modele, I’expression [1.2.4] est augmentée par ’ajout d’un terme d’incertitude, ou de bruit
€(t,-), distribué selon une loi connue [37, 28] :

Vt, @ (t,) =5t ) AT +E(t,). (1.2.6)

L’Analyse en Composantes Indépendantes (ACI, cf
[37, 28, 109, [38]) permet de fournir une matrice de sé-

paration au prix de certaines hypotheses. Tout d’abord,
les sources sont considérées indépendantes. Cela signi-
fie que sans considérer les mélanges, la connaissance
d’une d’entre elles ne donne d’information sur aucune des

Le terme de bruit é dans Péquation [T.2:6]
peut étre compris soit comme un bruit réel-
lement ajouté aux mélanges lors du mixage,
soit comme modélisant notre incertitude sur
le mixage. Dans les deux cas, la résolution du

autres. Cette hypothese, quoique discutable dans certains
cas est la plupart du temps tres raisonnable et d’ailleurs
commune & la presque totalité des techniques existantes
pour la séparation de sources.

La deuxiéme hypothese forte faite par I’ACI est que le signal correspondant & chaque source
a extraire est une séquence de réalisations indépendantes d’une méme variable aléatoire. Enfin,
si on suppose qu’au plus une seule des sources a une loi gaussienne, alors on démontre [37] qu’il
est possible de séparer les sources a partir de leur mélange [1.2.6] & un coefficient d’amplitude et
a une permutation pres. Cette séparation s’effectue en pratique par la maximisation de la non
Gaussianité des signaux obtenus ou bien par la minimisation de leur information mutuelle.

Un des inconvénients majeurs de ’ACI est qu’elle se transpose difficilement au cas sous-
déterminé, c’est-a-dire au cas ot il y a moins de mélanges disponibles que de sources (I < J).
Dans ce cas en effet, le probleme devient assez difficile. Pour reprendre I’exemple du mixage
linéaire instantané, connaitre la matrice de mélange A ne suffit plus. Il devient nécessaire de mettre
au point d’autres approches et la séparation sous-déterminée a d’abord été sentie comme un pro-
bléme de contrile.

Il est en effet possible de voir ’équation [1.2.6| comme caractérisant un processus d’observation
des sources, qui sont elles-mémes un processus latent, ou un état caché. Dans ce cadre, I’évolution
des sources et des mélanges peut étre modélisée par un modele a état, classique de la discipline
du contrdle optimal [IT9]. Les sources peuvent alors étre estimées en utilisant des algorithmes
adaptatifs dits de KALMAN [116] pour résoudre le probléme. De nombreuses études se sont focalisées

probleme mene aux mémes équations.

4. Nous considérerons l'autre cas classique des mélanges convolutifs au chapitre @ Ils peuvent sous certaines
conditions se ramener aux mélanges linéaires instantanés dans le domaine fréquentiel.

5. Des sources audio, jouant en rythme et en harmonie, peuvent parfois difficilement étre considérées comme
indépendantes.
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sur ce point de vue [35] [I54]. Cependant, leur principale faiblesse réside dans le modeéle dynamique
qu’elles supposent pour les sources : il est souvent difficile de modéliser ’évolution complexe des
sources au cours du temps comme une simple multiplication matricielle suivie de ’ajout d’un bruit.
Pour cette raison, des alternatives non linéaires ont été proposées [204] mais impliquent encore des
algorithmes d’une complexité prohibitive pour des signaux de grande taille, tels que les signaux
audio. La modélisation dynamique de signaux sonores attire cependant de nouvelles études depuis
peu [11], [14] et reste un champ prometteur de recherches.
Une approche importante dans le domaine de la sé-
paration sous-déterminée depuis quelques années repose

DARMOIS a démontré en 1953 qu’il est im-
possible de séparer des mélanges linéaires
de sources indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.) qui sont toutes gaus-
siennes [41, B7, [B9]. Alors que I'ACI se
concentre sur le cas de sources i.i.d. non
gaussiennes, le formalisme que j'ai étudié
dans mon travail suppose des signaux sources
gaussiens mais non i.i.d.

sur un modele gaussien [I8| [I7, 214] des sources. Je re-
viendrai plus en détail sur ce modele en partie [ Pour
I’heure, je peux déja en expliciter les idées principales.
Ce modele a été tout particulierement étudié dans le
cas de la séparation de sources audio (T = Z), et fut
d’abord considéré dans le cas ot il n'y a qu’un seul mé-
lange (I = 1). Le mélange est supposé étre la simple
somme des sources comme dans 'expression [1.2.1] Les si-

gnaux sont tout d’abord transformés pour en obtenir une

représentation Temps-Fréquence (TF) telle que la Trans-
formée de Fourier & Court Terme (TFCT, [5], [6l 40, [92]). Dans ce domaine, plusieurs hypothéses
sont faites.

Tout d’abord, comme dans I’ACI, les sources sont supposées indépendantes. Ensuite, tous les
coefficients de la TFCT d’une source donnée sont supposés indépendants et distribués selon des
lois gaussiennes complexes centrées d’une certaine variance, assimilable a la Densité Spectrale de
Puissance (DSP) de la source en ces instants et ces fréquences. Si on suppose connues les DSP
des sources, on montre que la séparation peut se faire tres simplement par ’application trame par
trame d’un filtrage de WIENER [217], qui est optimal au sens des moindres carrés. Cette technique
est souvent appelée filtrage de WIENER généralisé.

L’enjeu essentiel des techniques basées sur ce modeéle gaussien devient alors d’estimer les DSP
des sources a partir de la seule observation du mélange. Un large effort de recherche de la com-
munauté s’est opéré sur ce point précis. Dans le cadre gaussien, les DSP des sources s’ajoutent
pour obtenir celle du mélange, estimée par son spectmgmmmeﬂ Le probléeme de la séparation de
formes d’ondes est donc rapidement devenu celui de la séparation de DSP. Plusieurs constats et
techniques ont guidé ces recherches.

Tout d’abord, les DSP sont des grandeurs nécessairement positives. Ensuite, il est courant
pour de nombreuses applications, en particulier le traitement du signal musical, qu’elles présentent
de trés nombreuses redondances. En effet, les mémes notes sont susceptibles de se reproduire &
de nombreux endroits dans le morceau. Dans ces conditions, on comprend que des techniques
de réduction de dimension aient été appliquées, qui portent le nom de factorisation en matrices
non-négatives (NMF, en anglais) [128 [34], 194, [1T92] [I88] [75] et qui permettent de décomposer
le spectrogramme du mélange comme la superposition d’éléments simples. Cette approche donne
parfois de trés bons résultats, mais il s’est avéré rapidement que son principal probleme réside
dans 'arbitraire des composantes produites. En effet, en ’absence de contraintes supplémentaires,
la NMF va chercher a expliquer au mieux le mélange comme une somme de composantes, mais
ces composantes ne correspondent pas nécessairement & des sources [I9]. Ainsi, plusieurs pistes
de recherche ont émergé qui cherchent toutes & forcer la NMF & produire des composantes plus
satisfaisantes. Cela s’est surtout fait en pénalisant toute décomposition qui ne répondait pas a
certains critéres.

Tout d’abord, il a été tenté d’inclure dans la NMF certaines contraintes de régularité, permet-
tant de garantir qu’aucune des composantes ne soit activée puis désactivée de maniere trop abrupte
[2111 (182] 215, 19}, [18T], [46]. Ensuite, certains modeéles ont cherché & décomposer le spectrogramme
du mélange comme une somme de motifs d’une certaine durée, dans le but de ne plus extraire seule-

6. Le spectrogramme est défini comme le module au carré de la TFCT. Je reviendrai sur ce point en section
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ment des spectres instantanés redondants, mais plutot des blocs entiers [192] [I83]. Ces modeles
reposent sur une notion d’invariance par translation : chaque bloc est supposé se reproduire a 1’iden-
tique plusieurs fois dans le mélange. Par ailleurs, il a été tenté par DURRIEU et al. de décomposer
les spectrogrammes en utilisant des modeles plus complexes permettant de forcer certaines sources
a présenter une ligne mélodique. Ces approches se concentrent sur la séparation de la voix dans les
enregistrements musicaux et permettent d’obtenir de bonnes performances [56], 55 (3| 163 [57].

Une autre piste de recherche a consisté a ne plus utiliser la TFCT comme transformée pour ana-
lyser les signaux, mais plutét une autre transformée dénommée la transformée & Q constant (CQT
en anglais). L’avantage de cette représentation est qu’elle présente une échelle logarithmique selon
Paxe des fréquences. Ainsi, un changement de hauteur se traduit non plus comme une homothétie
des spectres, mais plutdt comme une translation [I01]. Des modeles invariants par translation ont
pu étre mis au point pour exploiter cette propriété dans le cas de la séparation et I'analyse de
musique [74], [84], [193].

Ces modeles pour la séparation de sources avec un seul mélange ont été étendus dans de
nombreuses directions pour traiter le cas de mélanges multicanaux.

Une partie de la discussion a donc porté sur la na-
ture du processus de mélange considéré. Pour peu que les

sources aient été distribuées dans des directions spatiales
suffisamment séparées, un filtrage spatial par formation
de voie [27] permet de les extraire correctement [911, 221]
apres estimation de ces directions. Dans le cas contraire,
il devient nécessaire de modéliser la structure des sources
de maniere a résoudre les ambiguités.

Des études ont alors procédé a ’extension du forma-
lisme NMF au cas des mélanges multicanaux, en consi-
dérant d’abord le cas convolutif [I55] [7T], [54], puis le cas
diffus [50, 163]. Il devient apparent aujourd’hui que des

En audio, un ingénieur du son cherche sou-
vent & bien séparer les différents instruments
dans l’espace stéréophonique. Ce faisant, il
provoque une bonne séparation spatiale des
sources, qui facilite la séparation. Si deux
instruments se retrouvent au méme azimut
(chant et basse au centre par exemple), il de-
vient nécessaire de pouvoir les séparer par
d’autres considérations.

modeles paramétriques tels que la NMF ne suffisent pas toujours a modéliser la complexité des
signaux. C’est pourquoi certaines études cherchent a les modéliser de maniére plus souples. En
particulier, I'idée de modéliser les DSP d’une source comme la réalisation d’un champ aléatoire
a été suggérée [45] [149]. Cette direction de recherche me parait trés prometteuse, mais n’en est

encore qu’a ses commencements.

1.2.4 Enjeux

En cherchant dans la littérature si d’autres commu-
nautés s’intéressaient a des problémes similaires a ce-
lui de la séparation de sources, il m’est apparu que
de nombreuses techniques utilisées en géostatistiques
[144] 1111 [44, B2] procédent & un type de séparation
de sources spatiales appelée Krigeage. Plus particuliere-
ment, ces méthodes séparent le signal utile d’un bruit,
et effectuent également des analyses de signaux multica-
naux, tels que différents types de mesures effectués dans
le sol. De la méme maniere, certaines études en appren-
tissage automatique permettent de décomposer des ob-
servations en sommes de composantes latentes [I78].

Dans l'exemple p.118 de [I78], les auteurs
utilisent les processus gaussiens pour décom-
poser une mesure atmosphérique en ses com-
posantes saisonnieres et moyenne. Ce fai-
sant, ils font sans le dire de la séparation
de sources. C’est ainsi que m’est venue ’'idée
d’utiliser les processus gaussiens pour la sé-
paration.

C’est dans ce contexte qu'un de mes efforts a été de définir un cadre général pour la séparation de

sources qui permette d’unifier un grand nombre d’approches existantes. Ceci a été rendu possible
par la formulation de la séparation de sources comme un probléme de régression de processus
gaussiens [I78], que je présenterai en détails en partie L’établissement de ce formalisme constitue
une part importante du travail théorique effectué sur cette these, et a pu étre utilisé largement
dans le domaine applicatif que j’ai étudié, celui de la séparation informée que je vais maintenant
présenter.
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1.3 Séparation informée

1.3.1 Motivations

La séparation de sources en traitement du signal musical ouvre des perspectives sur de nom-
breuses applications. En effet, elle se traduit dans ce domaine par la capacité a démizer la musique,
c’est-a-dire a pouvoir récupérer les pistes individuelles des instruments constituant I’enregistrement.

Les avancées dans le domaine de la sépara-
tion de sources vont inévitablement poser le
probléeme de sa compatibilité avec la notion
de droits d’auteur. La réflexion a déja beau-
coup avancé grace au développement des li-
cences CREATIVE COMMONS et a leur inté-
gration progressive dans les institutions.

Si une telle opération est possible, elle permet la sup-
pression ou l’isolation de n’importe quel instrument, une
application appelée karaoké généralisé [10}[153]. La possi-
bilité d’obtenir isolément I'enregistrement de chaque ins-
trument permet en outre d’envisager des applications de
remixage enthousiasmantes pour ’amateur de musique
et des collaborations artistiques anachroniques.

Malheureusement, si les résultats des systemes de sé-

paration de sources présentés plus haut en section [I.2]

sont trés encourageants, ils ne sont souvent pas d’une
qualité suffisante pour de telles applications. Cela vient du fait que ces systémes ne disposent que
de tres peu d’informations sur les sources & séparer. Au plus, ils font certaines hypothéses sur leur
structure ou leurs propriétés statistiques. Tres ambitieux, ce cadre de travail s’appelle ’approche
aveugle. Certaines études récentes tendent & montrer [I56] 57, [77] que les performances de la sépa-
ration augmentent significativement & partir du moment ot un utilisateur peut fournir un guidage
du systémeﬂ Ce guidage peut permettre au systéme de choisir entre plusieurs décompositions éga-
lement probables, ou bien de forcer 'algorithme a respecter une structure connue. On parle dans
ce cas de séparation de sources supervisée.

D’une maniére générale, il a vite semblé judicieux d’aider la séparation de sources par la prise
en compte de toute information annexe disponible sur les sources, pour en rendre les résultats
meilleurs. Dans ce cas, la séparation n’est plus aveugle, elle devient informée. Par exemple, certaines
études pionnieres [I8], 162] ont cherché & apprendre en amont de la séparation certains modeles de
sources grace a une base de données. Ces modeles sont alors utilisés pour la séparation. D’autres
approches ont consisté a améliorer la séparation d'un morceau de musique par la connaissance
d’une partition [80} ©5] [T0T] [63] 191]. Le domaine de la séparation informée permet de tirer parti
de nombreuses informations relatives aux sources pour faciliter la séparation.

Meéme avec ’aide d’un utilisateur ou de modeéles spécifiques, les techniques évoquées plus haut
ne permettent pas toujours d’obtenir des résultats d’une qualité suffisante. Cela est di au fait que
les sources a séparer peuvent ne pas correspondre exactement au modele ou bien que le critere
utilisé lors de I'apprentissage ne conduise pas a I’estimation des bons parametres.

Une idée originale de PARVAIX et GIRIN proposée dans [168] [166] est d’introduire un cas fortement
informé ou l'information annexe considérée est calculée sur les sources a extraire elles-mémes.
Dans ce cas, cette information peut avoir été calculée spécifiquement dans le but de produire de
bons résultats de séparation.

Cette idée peut paraitre trés surprenante au premier abord, puisque la séparation de sources vise
précisément a la récupération des signaux mélangés. Si on les suppose connus pour le calcul de
I'information annexe, on peut se demander quel est le cas d’application de la technique.

Dans un contexte musical, le mélange est souvent fait en studio par un ingénieur du son qui dispose
des pistes séparées. Le calcul d’une information annexe a partir des sources et du mélange peut se
faire a ce moment-la, et étre utilisé plus tard par un utilisateur qui n’a acces qu’au mélange.

Il est vite apparu que ce cas particulier de séparation informée s’apparente fortement a un

7. Jai remarqué lors de mes années passées & AUDIONAMIX qu’un bon guidage de la séparation peut fournir des
résultats d’une excellente qualité.
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probléme de codage, résumé en figure[I.1] Le traitement se considére en deux temps. Tout d’abord,
une étape d’encodage bénéficie de la connaissance jointe des sources et des mélanges. Elle produit
une information annexe, envoyée au décodeur. Lors du décodage, on connait a la fois le mélange et
Iinformation annexe, et le systeme produit un lot de sources estimées.

T T T T T T s e e e [P e e e e e e e e I
Codeur Décodeur
mélanges J

!

sources

I
metanges |

information annexe

! I

! I
: ! I I
I h I
I L I
I I I
I L I
I I I
[ ! I
I : | I
| J sources I mélanges | || |
I : I information annexe :
I i 1 |
1 i I
I i 1 |
1 i I
I i 1 |
1 i I
1 i 1 |
1 i |
I i 1 |
1 i |
1 i |

FIGURE 1.1: Schéma synthétique de la séparation informée. Lors d’une étape d’encodage, les sources
et les mélanges sont disponibles. Au décodage, seuls les mélanges et 'information annexe sont
disponibles.

Pour distinguer ce cas fortement informé des autres
approches évoquées plus haut ou l'information annexe
n’est pas calculée en utilisant les sources mais seulement L@ séparation informée permet de garantir
les mélanges ou l'intervention d’un utilisateur, j'ai in-  Une bonne séparation ,des sources, au prix de
. p c e . . . I’envoi en plus des mélanges d’une informa-
troduit dans cet exposé une distinction entre séparation . > - o
.. . . . . p . tion annexe, ce qui nécessite un certain débit.
aveugle, semi-informée et informée qui est résumée dans
le tableau Alors que la séparation aveugle, que je ne
traiterai pas dans cette étude, se caractérise par la fai-
blesse des hypotheses qu’elle fait sur les signaux mélangés, la séparation semi-informée utilise une
connaissance annexe pour restreindre le champ d’étude des signaux a séparer, de maniere a amé-
liorer les performances de la séparation. Les parametres des modeles y sont appris sur les seuls
mélanges, contrairement au cas de la séparation informée ou les sources elles-mémes peuvent étre
utilisées pour produire une information annexe efficace, comme représenté en figure

L’avantage crucial de I'approche informée est qu’elle permet de produire des sources séparées
qui sont systématiquement d’une trés bonne qualité. Bien entendu, ce gain en performance se fait
au prix de la transmission d’une information annexe en plus des mélanges. Il est donc important
que cette information soit de petite taille de maniére a ce que sa transmission corresponde a un
colit supplémentaire en débit faible par rapport a celui utilisé pour transmettre les mélanges. En
effet, sans cette propriété, autant transmettre directement les sources en les encodant avec des
techniques de compression classiques. Or, c’est bien le cas : les techniques que j’ai mises au point
pendant mon doctorat permettent de récupérer des sources d’une excellente qualité avec un débit
de 'ordre de 2kbps|§| par source, qui est a mettre en perspective par rapport aux 128kbps souvent
requis pour la transmission du mélange.

L’obtention de ces sources rend possibles toutes les applications de karaoké généralisé ou de
remixage évoquées plus haut.

8. kilobits par seconde
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] Séparation \ aveugle (ACI) \ semi-informée \ informée
hypotheéses sur les Lo o, idem qu’en
— indépendantes — indépendantes .. .
sources . . L . semi-informé
— identiquement distri- | — nature des signaux
buées et non gaus- | — familles paramé-
siennes triques
hypotheéses sur le
yPOLhs — déterminé ou surdé- | — type de mixage | — type de mixage
mixage o
terminé (I > J) connu connu
— type de  mixage
connu
Apprentissage des sur les mélanges sur les mélanges sur les mélanges et
parameétres les sources

TABLE 1.1: Nomenclature utilisée dans ce texte pour les différents types de séparation de sources.

1.3.2 Notations

Le probléme de la séparation informée a été uniquement étudié dans le cas des signaux audio
régulierement échantillonnés (T = Z). Pour présenter les méthodes de I’état de I'art, il est nécessaire
d’introduire les représentations Temps Fréquence (TF) des signaux. Plus de détail sur ce point
sera donné en sections |3.1 page 41| et 3.3 page 521 Pour l'instant, je me contenterai de présenter
brievement la Transformée Fréquentielle & Court Terme (TFCT) s (-,-) d’une forme d’onde 3 (-).
Elle correspond au spectre de I'onde estimé localement autour de N positions d’analyse. Ainsi,
s(f,n) désigne le spectre de § autour d’une fréquence wy et de l'instant d’analyse t,. Souvent,
la transformée utilisée est la transformée de Fourier mais elle peut aussi étre la transformée en
cosinus discrete, ou bien n’importe quel banc de filtres.

Sous certaines conditions, la forme d’onde § peut étre
récupérée a partir de sa TFCT s. Cette étape implique
Dans le cas des signaux audio, la TFCT  pytilisation de techniques d’addition-recouvrement, clas-
d’un signal 5 de dimension L x 1 se calcule  giq0q en traitement du signal audio 5L [6], 1401, [92] et qu’on
en découpant le signal en N trames de lon- .
: ) N 3 reverra plus tard en section |3.2.3 page 48
gueur identique Lo et régulicrement espacées, Dauns le cas de la TFCT de plusieurs sources, s (-, -, j)

avec entre elles un certain recouvrement. Le . - .
e o e de 6 e G o désignera la TFCT de la source §(-,5) et s(f,n,-) est le

calculé pour obtenir la TECT s de 3, de di-  vecteur de dimension J x 1 qui regroupe les TFCT de

mension F' x N, ou F est le nombre d’indices chacune des sources au point TF (f,n) :
fréquentiels non redondants. s (f,n) est alors

le spectre de § a lindex de fréquence f et s(fyn,-)= [S (f,n,1),...,5(f,n, J)}T .
autour de l’instant ¢,,.

Dans la suite de cet exposé, la notation vs; désigne
le module au carré de la TFCT s, aussi appelé spectro-
gramme. Ainsi,

. (2
[rus ('a a])}f,n = ‘S (f?nv.])‘
est le spectrogramme de la source j et
T
Us (fan7') = [US (fan71)7"'7vs (f7n7‘])]
Pensemble des spectrogrammes des sources pour le point TF (f,n). On définit les spectrogrammes
des mélanges v, (-, +,1) et v, (f,n,-) de la méme maniére.
1.3.3 Parcimonie et inversion locale

Les premiéres méthodes proposées pour la séparation de sources informée par PARVAIX [I68],
166, [167] reposent sur deux hypothéses principales.
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La premiére hypothese est que le mélange est linéaire instantané comme dans I'expression [[.2.4]
Puisque la TFCT est une transformation linéaire, ce modéle de mélange a son équivalent dans le
domaine fréquentiel :

V(f,n),z(f,n,)=As(f,n,). (1.3.1)

La deuxieme hypothese de ces méthodes est celle de parcimonie faite sur les signaux. Plus
précisément, elles supposent que parmi 'ensemble des coefficients de la TFCT s (-, -, j) de chacune
des sources § (-, j), il n’y en a que peu qui ont une énergie significative. Cette hypothese est souvent
justifiée dans le cas des signaux audio, ou I’énergie est concentrée dans des lignes harmoniques ou
bien dans des impulsions rythmiques. Ceci a déja été montré et exploité par plusieurs auteurs dans
le domaine de la séparation [22] 9] [I75] et a fait I'objet d’intenses recherches pour la compression
audio [33], 147, [146]. Dans la ﬁgure j’ai affiché le log-spectrogramme log v (-, -, j) de deux sources,
ainsi que sa distribution. Il est remarquable que seulement une faible proportion des points TF
présente une énergie significative. Pour les points TF ou I’énergie de la source est importante, on
dit qu’elle y est active. Dans le cas contraire, on la dit inactive.

log-spectrogramme d’une source de voix (dB) distribution du log—spectrogramme (voix)
(]
23
X
c
— L 2
S
o
o1
o
00 -100 -50 0 50
n puissance (dB)
log-spectrogramme d’une source de rythmiques (dB) distribution du log-spectrogramme (rythmiques)
1200 -
o
1000 %4
800 £ c
600 - 2
o
400 Bk iERE & s 2
o 0 ik
IR 6T AU SE HU SC SE U RL EUSUSCEEL SUSTHE ALY LLCECCL 0
100 200 300 400 500 600 -100 -50 0 50
n puissance (dB)

FIGURE 1.2: Affichage (gauche) et distribution (droite) des log-spectrogrammes d’une source de
voix chantée (haut) et de sons percussifs (bas). Comme on peut le constater, la proportion des points
qui ont une énergie importante (supérieure & 0dB par exemple) est faible, justifiant I’hypotheése
courante de parcimonie.

Dans ce cadre, la technique proposée par PARVAIX fait I'hypothése que dans chacun des points
TF (f,n), il y a au plus I sources actives. Cette hypotheése de parcimonie faible se distingue de
I'hypothése habituelle de parcimonie forte [221] qui suppose que dans chaque point TF, seulement
une des sources est active. Dans le cas d’un mélange audio stéréophonique (I = 2), cela revient
a supposer que dans chaque point TF, au maximum 2 sources ont une énergie importanteﬂ Les
indices de ces sources actives sont rassemblés dans un ensemble d’indices Z (f,n) C N;. Les sources
inactives en sont le complémentaire Z (f,n). Le nombre d’éléments de Z (f,n), noté #Z (f,n) est
inférieur a [ :

V(fin), #L(f,n) <1 (1.3.2)

Supposons & présent quun codeur ait identifié Z (f,n) et l'ait envoyé, en plus de la matrice
de mélange A, au décodeur. Dans la mesure ou il n’y a que peu de possibilités pour le choix de
Z(f,n), Vinformation annexe {Z, A} & transmettre peut étre codée tres efficacement.

9. Ces hypothéses de parcimonie forte et faible se rejoignent dans le cas d’un seul mélange [168].



1.3. SEPARATION INFORMEE 11

Considérons a présent le décodage, ou 1'étape de séparation. Pour un point TF donné, les
sources inactives Z (f,n) peuvent étre estimées comme étant nulles :

V(fin), Vi €Z(f,n),5(f,nj5)=0. (1.3.3)

En ce qui concerne les sources actives, ’hypotheése de parcimonie faible nous méne a un systéme
a résoudre beaucoup plus simple. En effet, les sources inactives, d’une énergie tres faible, peuvent
étre retirées du systéme d’équations [I.3.1] qui ne fait plus intervenir que les sources actives :

YV (f,n), Vi, z(f,n,i) = Z Aijs(fin,j). (1.3.4)

JEL(fm)

Dans la mesure ot on a supposé que #Z (f,n) < I, le systéme d’équations est sur-
déterminé. Puisque le décodeur connait A, ce systeéme peut étre inversé rapidement et on obtient
ainsi une estimée pour toutes les sources au point TF (f,n). Ces considérations justifient le nom
de séparation par inversion locale donné a la méthode.

Cette technique par inversion locale a été étendue dans plusieurs directions. Tout d’abord, les
indices des sources actives ont été tatouées dans les mélanges, de maniére a ce que I'information
annexe composée des indices Z ( f, n) n’ait pas & étre transmise indépendamment des mélanges. Cela
a été rendu possible par la mise au point récente par PINEL et al. d’une technique de tatouage audio
permettant d’embarquer de maniére inaudible suffisamment de données dans un signal [I73] [I72].
Par ailleurs, il est fréquent que les indices des sources actives soient les mémes d’un point TF a
ceux qui lui sont adjacents. Cette propriété peut étre exploitée pour réduire le débit nécessaire a
la transmission des Z (f,n). Ensuite, il est intéressant de constater que dans le cas des mélanges
convolutifs et sous certaines conditions (voir la section , I’équation reste valide, a la seule
différence que la matrice de mélange dépend de l'indice fréquentiel f considéré. La technique de
séparation locale peut donc étre appliquée dans ce cas [136].

1.3.4 Codage spatial

Le contexte dans lequel je me suis placé au début de mon travail de these était résolument axé sur
la séparation de sources. Telle que je la concevais en commencgant a travailler, la problématique que
je devais envisager concernait avant tout la séparation et les études émanant de cette communauté.
Cependant, il est vite apparu que le sujet de la séparation informée est en réalité un probleme assez
proche de celui du codage multicanallﬂ[iﬂ, 104}, [611, [60, 66}, [15].

En effet, la structure d’une technique de séparation informée, telle que représentée en figure [I:1]
s’apparente exactement a celle d’'un codeur-décodeur multicanal classique. Lors d’une premiere
phase de codage, les sources sont analysées de maniere a générer un flux de données. Ce flux
de données est ensuite traité par un décodeur de manieére a restituer fidelement les sources. La
correspondance avec ’état de I'art dans le domaine du codage audio multicanal devient frappante
si on considére un instant la technique du codage spatial (Spatial Audio Coding, SAC [25] 103} [24],
311, [105]) telle que formalisée par le groupe de normalisation MPEG.

Le codage spatial SAC cherche a transmettre un signal audio § de J canaux de maniére com-
pressée. Pour ce faire, sa principale idée est de réduire ce signal en un signal & disposant d’un
nombre réduit I (I < J) de canaux pour la transmission, puis de récupérer le signal initial §
lors du décodage en utilisant une méthode de respatialisation, paramétrée par une information
annexe embarquée dans le flux de métadonnéesE de . Cette approche a de nombreux avantages.
Tout d’abord, elle permet une réduction du débit nécessaire a la transmission de 5. En effet, il
est moins coliteux de transmettre I < J signaux. Ensuite, elle permet I'utilisation de techniques
déja existantes pour la compression audio du signal Z, telles que MPEGI1-LayerIII (MP3 [146])
ou MPEG2-LayerIIl (AAC [147]). Ce faisant, elle provoque une rétro-compatibilité de SAC sur

10. Je remercie LAURENT GIRIN, SYLVAIN MARCHAND ainsi que SHUHUA ZANG de m’avoir mis sur la piste des
codeurs spatiaux, en cours de normalisation.

11. La plupart des standards de transmission prévoient un flux de métadonnées, qui permet d’embarquer dans le
signal transmis des données supplémentaires, dont la nature est a la discrétion de 'utilisateur. Dans le cas de la
musique, ces métadonnées contiennent habituellement des informations sur le morceau de musique.
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les encodeurs MPEG classiques, puisque 'utilisateur ne disposant pas d’un appareil équipé pour
récupérer § a partir de Z peut au moins lire Z. Cette propriété est tres appréciable dans un contexte
de normalisation de standards de transmission.

Bien entendu, ces techniques nécessitent la définition d’un moyen de récupérer le signal initial
§ a partir de Z. Le standard SAC utilise a cette fin une décomposition par un banc de filtres
suivie d’un traitement de respatialisation basé sur des criteres spatiaux. Ces criteres incluent la
différence de phase et d’intensité entre les différentes pistes de 3, qui permettent de mettre au point
des filtres de respatialisation efficaces. Ces données constituent 'information annexe considérée par
SAC. Plus de détail sur ces systémes pourront étre trouvés dans [25], [24] 31].

Plus récemment, le codage spatial SAC a été étendu pour devenir le codage d’objets spatiaux
(Spatial Audio Object Coding, SAOC [104, [61], [60, 66}, [15]). L’idée principale de SAOC demeure la
méme que SAC, a savoir que les différentes ondes de § sont mélangées pour obtenir le signal transmis
Z. La différence entre SAC et SAOC demeure principalement conceptuelle : alors que SAC encode
une spatialisation, SAOC cherche a encoder des objets sonores. En conséquence, SAOC nécessite
une technique de séparation tres efficace des objets pour éviter leurs interférences, alors qu’un
objectif de respatialisation était moins exigeant. C’est cependant la méme approche globale pour
la séparation qui a été choisie lors du passage de SAC a SAOC, basée sur 'utilisation de criteres
de différences de phase et d’amplitude entre canaux [104].

Comme on le voit, les problématiques de SAOC, is-
sues de la communauté du codage audio, et celles de la

séparation de sources informée sont tres similaires, pour
ne pas dire identiques : dans les deux cas, le probleme est
la transmission des sources au décodeur, en passant par
la transmission de signaux de mélange et d’une informa-

SAOC aborde le probléme de la séparation
informée avec des techniques de codage. Je
I’ai initialement abordé avec des techniques
de séparation. Un des objectifs de ce texte
est de montrer que ces deux points de vue

tion annexe générée par un encodeur. Il est intéressant
de constater que le méme probleme a donc été abordé
indépendamment par deux communautés différentes. Un
des objectifs de mes travaux est de montrer qu’on peut en effet voir le probléeme de la séparation
informée comme un probléme de codage, mais que des techniques & base de séparation de sources
sont extrémement efficaces dans ce but.

peuvent se confondre.

1.3.5 Enjeux

Au début de mon travail de these, le probleme de la séparation de sources informée tel qu’in-
troduit par PARVAIX et GIRIN [1GS8] 166, 169] était résolument nouveau. En parallele, des efforts
de normalisation se faisaient déja avec SAOC [104] 611 [60] dans le sens du codage d’objets audio
dans des mélanges. Le contexte était donc assez riche et les perspectives qui m’étaient ouvertes
étaient nombreuses.

Tout d’abord, les méthodes existantes faisaient des hypotheéses assez fortes sur les signaux
sources. Si elle est raisonnable et permet d’obtenir de trés bonnes performances, I’hypothese faible
de parcimonie vue en section et la technique associée d’inversion locale ont 'inconvénient
de provoquer la mise a 0 de nombreux coefficients TF des sources estimées, ce qui conduit a la
présence lors de 1’écoute d'un bruit musical caractéristique [86]. La suppression de ce bruit passe
par l'introduction de modeles de séparation qui ne font plus d’hypotheéses strictes de parcimonie,
tel que le formalisme gaussien que je présenterai en partie [[TI]

Une autre perspective ouverte au début de mon travail était I’extension de la séparation informée
au cas ol les mélanges ne sont plus nécessairement linéaires instantanés comme dans le modele[1.2.4]
J’ai déja souligné que la technique par inversion locale a été étendue depuis au cas des mélanges
convolutifs [I34]. Cependant, de telles extensions n’étaient pas encore d’actualité au début de mon
travail. SAOC, quant & lui, demeure restreint au cas des mélanges linéaires instantanés [61], [104].
Une perspective ouverte était ainsi d’étendre la séparation informée a des cas de mélanges plus
complexes. On trouvera en partie [T le détail des différents modeles que j’ai considérés pour le
mixage, qui incluent le cas linéaire instantané, le cas convolutif et le cas diffus.

Une des limitations des approches évoquées plus haut est qu’elles contrdlent elles-méme 1’étape
de mixage. En effet, a la fois dans SAOC et dans ’approche parcimonieuse de PARVAIX, le mélange
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est généré a partir des sources grace a une matrice de mélange ou a des filtres connus. Bien qu’il
soit clair que des mélanges trés satisfaisants puissent étre générés de cette maniere, cette contrainte
demeure un frein fort a 'utilisation massive de ces techniques dans I'industrie musicale. En effet,
I’étape de mixage constitue un art maitrisé par les ingénieurs du son et les mélanges obtenus
par des professionnels dépassent de tres loin en qualité ceux obtenus par 'amateur, et a plus
forte raison ceux obtenus par un simple mélange linéaire instantané ou convolutif. D’une maniere
générale, il serait désirable de pouvoir formaliser le probleme de la séparation informée dans le cas
ou les mélanges des sources sont imposés. Cela permettrait de pouvoir procéder a la séparation
des morceaux produits par les ingénieurs du son et d’ainsi appliquer la séparation informée aux
enregistrements du commerce. De telles applications ne sont pas prises en charge par les méthodes
existantes telles que SAOC (cf section ou Pinversion locale (cf section |1.3.3). Nous verrons
que le formalisme que j’introduis permet de considérer ce cas de figure assez naturellement.
Une autre question ouverte au début de mon travail,
liée au point précédent, était la formalisation plus claire

En fonction de l’application, on peut vou-
loir séparer les sources ou les images. Une re-
spatialisation de qualité nécessite des sources
tandis qu’une version karaoké ne nécessite
que de supprimer des images du mélange.

de ce qu’est une source audio dans notre contexte. Si
certains semblaient considérer que les sources sont néces-
sairement monophoniques, d’autres dont je faisais partie
considéraient que les sources pouvaient étre des signaux

multicanaux. En d’autres termes, la distinction précise

entre les sources et leurs images telle qu’introduite en
section n’était pas encore claire, bien que de nombreux travaux aient déja traité de la ques-
tion [50} 163} 47]. Dans ces conditions, le probléme restait ouvert de savoir si la séparation informée
devait permettre la récupération des sources ou bien de leurs images. De plus, il y a de nombreux
cas de figures plus complexes envisageables, ou les sources peuvent étre observées sous forme d’un
signal multicanal a I’encodeur, mais doivent étre récupérées sous forme ponctuelle (un seul ca-
nal) au décodeur. On verra que le formalisme que je présente permet de réunir tous ces objectifs.
On désignera simplement un certain nombre de sources comme devant étre récupérées sous forme
ponctuelle, tandis que seules les images des autres seront restituées.

Un autre probleme posé par la séparation informée est celui de ses performances bornées. La
plupart des techniques de séparation ne peuvent pas récupérer les sources originales en général avec
n’importe quelle précision, méme si elles sont utilisées avec les parametres optimaux. Ce phénomene
est connu comme ’existence de bornes dans la qualité des estimations, appelées performances
oracles. Dans le cas de l'inversion locale, cette limitation est introduite par la mise a zéro de
certains coefficients qui ne le sont pas réellement, méme si la matrice de mélange est exactement
connue. Le formalisme gaussien que j’ai initialement proposé et qu’on verra en partie [[T]] souffre
lui aussi du méme probléme : on ne peut pas récupérer exactement les sources initiales avec ces
techniques, mais plutét la meilleure approximation qui répond a un modele. Ce phénomene est
réminiscent de ce qui se passe en audio dans le cas du codage paramétrique : quelle que soit la
qualité du modele, le signal reconstruit ne pourra qu’appartenir a une certaine classe de signaux,
ce qui n’est pas forcément le cas de l'original [33)].

A Dinverse, le codage multicanal enhanced-SAOC permet de passer outre cette limitation en
envoyant tout simplement l’erreur d’estimation elle-méme au décodeur en utilisant pour cela un
codage de forme d’onde tel que AAC. De la méme maniére, une méthode hybride de I'inversion
locale consiste a transmettre les résiduels obtenus apres séparation [I70]. Ce faisant, il devient
garanti que 'augmentation du débit provoque nécessairement une meilleure qualité de restitution
des sources. Cependant, ce codage des résiduels est effectué a posteriori et ne prend pas en compte
I’étape de séparation. La question de I'optimalité d’une telle procédure était donc ouverte.

Le chainon manquant entre la séparation informée et le codage multicanal m’a été suggéré
par ALEXEY OZEROV comme étant la théorie du codage de sourceE Comme on le verra au
chapitre EI, la séparation informée envisagée d’un point de vue Bayésien [I10] conduit & considérer
la distribution a posteriori p (8 | &,©) des sources & étant donnés les mélanges & et 'information

12. Le codage de source [89], issu de la théorie de I'information [I86], se concentre sur le probléme d’encoder le
plus efficacement possible une variable aléatoire, disons 3, caractérisée par sa distribution, ou modéle, p (3 | ©), dont
O sont les parameétres. L’enjeu en est la compression efficace des données. Voir le chapitre @
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annexe O. En effet, cette distribution résume ce que l'on sait des sources aprés I'obtention de
I'information annexe et ’observation des mélanges.

L’approche initiale que j’ai proposée (voir chapitre E[)
choisit simplement comme estimées les sources les plus
probables dans p (8 | &, ©). Ce faisant, la distorsion ob- L@ séparation informée par codage consiste
servée au décodeur correspond a la borne de Cramér-Rao & encoder les sources en utilisant leur distri-
de cet estimateur. L’idée d’OZEROV sur laquelle nous b,llt,g)n? b OSterlgiOACl’Opp?ze’(;{anOdjge by
avons travaillé ensemble consiste a ne plus effectuer de ZZ?a;iigzm;Efs onco dsllr’c:;ieir d%esizmztlilgs
telle décision pour 'estimation, mais & plutot utiliser la e — m07déle e St sendlas ol e
théorie du codage pour représenter les sources en utili-  gaje de séparation, ce qui est sous-optimal.
sant cette distribution a posteriori p (& | &, ©). Ce cas de
codage informé [207] permet de ne plus étre borné en per-
formances, puisqu’une augmentation du débit disponible produit un meilleur codage des sources.
Par ailleurs, la transmission des résiduels ne nécessite pas celle d’'un modele supplémentaire, comme
c’est le cas de SAOC ou dans la méthode par inversion locale hybride. Je présenterai ces idées plus
en détail en partie [[V]

1.4 Plan de I’'exposé

La mise au point de méthodes efficaces pour la séparation informée et de leur cadre théorique
ont été deux activités que j’ai menées en parallele durant I’ensemble de mon travail de theése. Ainsi,
le formalisme théorique que j’ai considéré a été constamment augmenté pour pouvoir prendre en
compte des scénarios d’application de plus en plus variés. Cependant, j’ai choisi pour l'organisation
de ce mémoire de présenter mes contributions de maniére thématique plutét que chronologique.
Ainsi on trouvera quatre parties principales dans ce travail.

La premieére partie concerne la définition des processus gaussiens et les nombreuses approxi-
mations qu’on peut utiliser pour rendre ces modeles efficaces pour la régression. Elle contient
pour commencer une présentation en détail de ce modele de sources dans le chapitre [2| Ensuite,
je montre comment certaines approximations peuvent permettre d’utiliser les processus gaussiens
pour modéliser de grandes quantités de données au chapitre [3] J'introduis alors deux modeles pa-
ramétriques de sources dans le cadre gaussien qui sont importants pour mon travail au chapitre []
et je montre comment leurs parameétres peuvent étre estimés a partir des observations.

Dans une deuxiéme partie, j’7aborde le probleme de la séparation de processus gaussiens
dans sa formulation générale, qui constitue le cceur théorique de cet exposé. Au chapitre 5| je
montre ainsi comment on peut séparer une somme de processus gaussiens, avant de m’attaquer
aux cas plus complexes des mélanges convolutifs et diffus au chapitre[6} Ces méthodes requérant la
connaissance de certains parameétres de séparation, je montre au chapitre [7] comment ils peuvent
étre estimés a partir des mélanges, conduisant & ce que j’ai appelé une séparation semi-informée. Je
présente enfin au chapitre[§]deux applications de ce formalisme & des cas concrets que j’ai envisagés
au cours de mon travail, illustrant ainsi 'intérét de I’approche.

Dans une troisiéme partie, ces modeles gaussiens pour la séparation sont appliqués au
cas informé. Au chapitre [9 je montre comment la connaissance a priori des sources s'intégre
naturellement dans le formalisme proposé. Les sources observées permettent de choisir correctement
les parametres d’'un modele, qui sont transmis au décodeur et utilisés lors de la séparation. Aux
chapitres [10] et nous verrons comment ces parametres sont estimés, ce qui revient a étudier la
nature du codeur considéré. Enfin, le systéme complet sera évalué au chapitre [[2) et comparé avec
les autres méthodes existantes.

Dans une quatriéme partie, le probleme de la séparation informé sera abordé sous I'angle
différent du codage de source. Ainsi, les méthodes de séparation informée présentées en deuxieme
partie seront généralisées au cas ou les sources ne sont plus estimées comme la seule moyenne de leur
distribution a posteriori, mais plutot encodées en utilisant cette distribution. Dans le chapitre [I3]
je présente les résultats de la théorie du codage de source nécessaires a la compréhension du codage
a posteriori. Au chapitre j'introduis I’idée du codage a posteriori et je montre comment elle
permet d’aborder efficacement la question de la séparation informée. Au chapitre je montre
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avec plus de détails comment cette idée peut étre mise en pratique pour la réalisation d’un codeur
informé opérationnel. Enfin, le chapitre [16] présente une comparaison des performances du codage
informé par rapport aux variantes paramétriques de la troisieme partie.

Pour finir, une partie de conclusion me permet de dresser un bilan général des résultats obtenus
pour chacune des parties de mon exposé au chapitre avant d’esquisser au chapitre [I§] certaines
questions encore ouvertes ou pistes de recherche concernées par mon travail.






Premiére partie

Processus gaussiens

17






Chapitre 2

Processus gaussiens

2.1 DMotivations

Les processus gaussiens [140] [I78], 185 2I8] permettent de modéliser des fonctions. Or, la
plupart des signaux qu’on peut étre amené a considérer en pratique sont des cas particuliers de
fonctions.

Par exemple, un signal audio peut étre compris comme une fonction de Z dans R qui donne
la valeur (réelle) d’une forme d’onde pour chaque instant (discret) d’échantillonnage. De la méme
maniere, un ensemble de P séries temporelles est une fonctionE| de R x N p dans R qui donne pour
chaque couple (¢,p) d’instant ¢ et de numéro d’onde p la valeur de la p®™€ onde & I'instant ¢.

Les signaux financiers sont un autre cas de signaux
de la sorte, ou P différents indices de valeurs boursiéres

Il est équivalent de considérer une fonction
g (t) définie sur T et & valeurs dans C”, c’est-
a~dire & valeurs vectorielles, qu’une fonction
g définie sur T x Ny et a valeurs dans C. Il

suffit en effet de poser g (¢,7) = [g (¥)];-

N3 et & valeurs dans R. Ainsi, §(n,a,3) représente I’élévation (

évoluent conjointement au cours du temps. On verra au
chapitre [§|un exemple complexe de signal, correspondant
a la position spatiale au cours du temps des articulations
d’une personne qui danse. Si on considere P articulations
et que la position de chacune dans I’espace R? est donnée
a des instants réguliers d’échantillonnage, le signal peut
étre compris comme une fonction définie sur N x Np X

3°M€ coordonnée) de la a®™M€

articulation du danseur & 'instant n (voir figure .

En géostatistiques, un signal donnera souvent la valeur d’une grandeur physique en fonction
du point de 'espace considéré, et sera donc une fonction de R3 dans R. Dans certains cas, cette
valeur peut dépendre du temps, auquel cas la fonction considérée sera définie sur R* et & valeurs

dans R.

Les sources sont définies sur un ensemble
quelconque T. Les méthodes présentées
peuvent ainsi s’appliquer pour des cas inédits
de problémes de séparation.

Dans tous les exemples précédents, I’objet principal
de I’étude peut ainsi étre compris comme une fonction
qui est définie sur un espace quelconque T et qui prend
ses valeurs dans C. Dans tout cet exposé, T sera appelé
le domaine de définition des sources. Il s’agit d’un en-
semble quelconque. Ainsi, les signaux sources seront par
définition des fonctions de T dans C. Dans de nombreux
cas, elles sont a valeurs dans R.

Bien entendu, dans de nombreux cas pratiques, le domaine de définition T ne sera pas quel-

conque. La plupart du temps, il disposera d’une structure algébrique particuliére que nous pourrons
exploiter. En particulier, T peut étre un groupe, ce qui implique que V (t,#') € T?, t —t' € T. C’est
par exemple le cas pour des séries temporelles ou pour des données spatiales. Comme on le verra
en section [2.5] cette propriété ouvre la voie a la considération de processus stationnaires. Cepen-
dant, de telles structures ne sont pas nécessaires a 1’établissement du formalisme et sauf mention
contraire, le domaine de définition T sera supposé quelconque.

1. Np est ’ensemble des P premiers entiers naturels.
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Muni de la définition de I'objet mathématique a étudier, une fonction § de T dans C, le praticien
est confronté a plusieurs problémes concrets. Tout d’abord, il n’observe en général cette fonction
que pour un ensemble fini T = [t1,...,t1] de L positions dans T. Il n’a donc & sa disposition la
connaissance que de T et de :

5(T)=1[5(t),...,5(t0)] -

Son probleéme est alors souvent d’avoir une indication sur la valeur §(7”) de la fonction a
d’autres positions 77 € TE . Par exemple, dans le domaine de la prospection miniére, on cherche
souvent a déduire la concentration du sol en pétrole & partir de relevés pris en un nombre tres
limité de positions (a cause du coftit élevé de chaque mesure). En traitement du signal audio, on
cherchera a reconstruire une forme d’onde abimée localement par des bruits de craquement. En
analyse financiére, on cherchera a estimer la valeur des signaux boursiers dans ’avenir a partir de
leur observation dans le passé. Tous ces problémes portent communément les noms d’interpolation
ou d’eztrapolation en fonction de la localisation des points de T’ par rapport & ceux de T.

Un autre probléme communément rencontré par le chercheur est que ses données observées sur
T présentent une incertitude, ou sont bruitées. Cela arrive en géostatistiques a cause d’incertitude
sur les appareils de mesure [44] [32] ou en télécommunications lorsque le signal observé a été déformé
lors de sa transmission. Dans ce cas, on considére habituellement que ce n’est pas le signal cible §
qui est observé, mais plutét son mélange & avec un signal parasite € :

VEET, I (t) =5 () +E(t). (2.1.1)

L’objectif des traitements est souvent dans ce cas d’obtenir de bonnes estimées des valeurs de
5 (T") a partir de 'observation de & (T'). Ces estimées peuvent étre désirées aux points d’observation
(T" = T), auquel cas on parle souvent de débruitage ou de lissage, ou bien en un ensemble T"
quelconque de points. On parle souvent de régression, ou de Krigeage dans ces situations plus
générales.

Tous ces objectifs ne peuvent étre atteints que si un modele est disponible pour la fonction
§ étudiée, ainsi que pour le signal de bruit € dans [2.1.1} En effet, si on ne suppose rien sur leur
nature, aucune prédiction en des positions non observées ne pourra nous sembler plus plausible
qu’une autre.

De nombreuses méthodes ont été proposées dans le but de modéliser la structure de la fonction
§ étudiée. Une premiere solution est de supposer qu’elle appartient & une certaine famille connue
de fonctions. Par exemple, on peut supposer que § est linéaire, exponentielle ou trigonométrique si
son domaine de définition le permet. Dans ce cas, prédire sa valeur en n’importe quel point devient
équivalent & déterminer & partir des observations les parameétres qui la caractérisent, comme sa
pente, ses facteurs d’amortissement ou ses coefficients trigonométriquesﬂ Dans de nombreux cas,
un modele paramétrique est efficace pour modéliser un phénomene, surtout quand certaines consi-
dérations physiques viennent supporter le choix du modele. Par exemple, 'approche paramétrique
a été largement appliquée pour la modélisation de la forme d’onde glottique [67, [79, [102].

Cependant, il arrive dans certains cas que le modele choisi ne corresponde pas aux données,
ou bien méme que rien ne permette de privilégier un modele plutét qu’un autre. Dans ces cas,
I’approche paramétrique touche a ses limites et il devient essentiel d'utiliser un modele qui permette
une plus grande souplesse. Dans ce travail, je vais me concentrer sur un autre formalisme ou on
ne fait pas de telles hypotheses sur la nature globale de la fonction étudiée. En ce sens, on parle
d’approche non paramétrique. Sans rentrer encore dans les détails, son principe est d’assigner une
probabilité p (5| H) & toutes les fonctions § qui sont définies sur T et qui prennent leurs valeurs
dans C, c’est-a-dire & tous les éléments de CT.

Bien que toutes les fonctions se voient attribuer une probabilité, certaines seront considérées
comme plus plausibles. C’est le sens du lot d’hyperparamétres H, qui peut par exemple mener a
favoriser les fonctions lisses. La distinction entre la notion de parametre et celle d’hyperparametre
est subtile. Dans ’approche non paramétrique, rien n’oblige a considérer une quelconque fonction
comme impossible. Seule compte sa probabilité. Ainsi, un modeéle non paramétrique ne contraindra
pas la fonction étudiée & étre une droite ou une exponentielle, caractérisée par un lot de parameétres

2. C’est le principe de l'interpolation Lagrangienne.
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comme sa pente ou son amortissement. Par contre, toutes les fonctions possibles ne sont pas
également probables et les hyperparametres permettent de préciser lesquelles sont plus plausibles
que d’autres, sans forcément en exclure pour autantﬂ

En figure (a), j’ai illustré cette notion centrale de

distribution sur des fonctions avec un exemple qui favo-
Sans savoir si la fonction recherchée est li-  1ige les fonctions lisses. Ainsi, j’al représenté 3 réalisa-
néaire ou exponentielle, on peut simplement ;¢ typiques de fonctions issues de cette distribution[!]
defiancne o @ qutlle sl ddomils Coine Conceptuellement, ce tirage est similaire a celui d’un dé.
ment en choisir un modéle paramétrique 7 . ’ , . . o

La seule différence est qu’au lieu de tirer des éléments de

Ng, on tire des éléments de RT.

La grande force du modele adopté est qu’apres I’ob-
servation des données & (T'), les probabilités de toutes les fonctions sont mises & jour pour devenir
une probabilité a posteriori p (5| T, (T),H) qui favorise celles en accord avec les données. Dans
la figure (b), j’ai ainsi représenté 3 réalisations de fonctions issues de cette distribution a pos-
teriori. On peut remarquer qu’elles ont toutes la particularité d’étre a la fois lisses et de passer
par les points observés. Leur moyenne a posteriori donne une solution naturelle au probleme de la
régression. Du fait de I’approche probabiliste adoptée, une incertitude sur les estimées est en outre
disponible.

(a) a priori (b) a postériori

FIGURE 2.1: Réalisations de processus gaussiens en utilisant (a) une distribution a priori sur les
fonctions et (b) la distribution a posteriori, i.e. mise & jour aprés observation de L = 3 mesures en
T =[1,2,3]. Le trait en pointillé correspond & la fonction moyenne et la zone grisée correspond a
2 fois I’écart type en chacun des points ¢.

Une telle approche probabiliste permet d’envisager

tous les problemes de régression d’'une maniére natu-

Les processus gaussiens assignent des proba-  pelle. La principale difficulté pour la mettre en ccuvre

bﬂitéf a fouifes Jes fOI}CtiOHS deTdans C,de oot hien entendu de pouvoir attribuer une probabilité a

lé IEME mamere qu une loi SAUSSIENNE a5~ haque élément d’un ensemble aussi grand que CT. C’est
signe des probabilités a tous les réels. . . . .

sur ce point que les processus gaussiens interviennent

comme des distributions sur des espaces de fonctions

[140] 218, 185 [178]. Pour en comprendre intuitivement

le sens, on peut se représenter une fonction comme un vecteur de longueur infinie, qui donne une

valeur pour chacun des points de T. Un processus gaussien établit une distribution sur de telles

3. Ces subtiles différences sont discutées en détail dans [203]. Un modéle Bayésien non paramétrique n’impose
pas a la fonction étudiée d’appartenir & un espace de fonctions de dimension finie. Au contraire, il peut assigner une
probabilité non nulle a toutes les fonctions de ’espace. Il constitue ainsi une distribution a priori non dégénérée
[L10].

4. On trouvera en annexe |A|la méthode utilisée pour la synthése de processus gaussiens.
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données, de la méme maniere qu’une distribution gaussienne considere le cas de vecteurs d’une
longueur finie.

2.2 Définition

2.2.1 La distribution gaussienne

Considérons un instant un scalaire v € R qui n’est pas observé et dont on ne connait donc pas
la valeur. On peut quantifier notre incertitude & son sujet par le biais de sa densité de probabilité
p (v | H), ot H représente ’ensemble de nos connaissancesﬂ Pour un ensemble T' C R, la probabilité
que v soit dans cet ensemble devient

P(UET|’H):/ p(v|H)dv.

veT

Dans toute la suite et pour des raisons de clarté, je parlerai souvent abusivement de probabi-
lités pour désigner des densités de probabilités. C’est en effet 'usage fréquent pour des variables
aléatoires a valeurs scalaires.

Le choix d’une distribution particuliere p (v | H) en
fonction de nos connaissances H n’est pas un probleme

trivial. Ce probléeme a méme fait I’objet d’une multitude
de travaux. Son enjeu est de produire une distribution
p (v | H) qui respecte H mais qui ne revienne pas non plus
a faire des hypotheses supplémentaires. Dans ce travail,
je considérerai la solution qui consiste & choisir p (v | H)
comme la distribution compatible avec H qui présente
Pentropie maximale [T10].

La question de la signification des probabili-
tés a fait I'objet de nombreuses études. Pour
ma part, je me bornerai a considérer une
probabilité p (v | H) comme la quantification
d’une certitude sur la valeur de v étant donné
un état H de connaissance [110].

On peut montrer [3, 120] que si H contient la moyenne p = E[v] de v ainsi que sa variance

o2 = E [(v — u)z}, alors la distribution p (v | u,oz) qui maximise l’entropie est la distribution

gaussienne, ou normale :

V2mo?

1
p(vlpo®) = exp <—

(v—p)°

52 ) : (2.2.1)

Bien entendu, la distribution gaussienne est trés connue. Je I’ai représentée en figure[2.2] Comme
on le sait, elle donne une plus grande densité de probabilité a la moyenne, tandis que sa largeur

est directement liée a la variance.

Distribution Gaussienne monodimensionnelle pour p =0 et 0% =1

0.4 T T T

F1GURE 2.2: Distribution gaussienne scalaire

La connaissance de la moyenne et de la variance d’'une grandeur étudiée est un cas assez fréquent

et peut s’interpréter facilement. La moyenne indique la valeur autour de laquelle on s’attend &
trouver cette grandeur, tandis que la variance quantifie notre incertitude. Le praticien dispose
souvent en pratique d’une telle connaissance. En audio par exemple, les signaux sont la plupart

5. Pour des raisons de simplicité de 'exposé, je considere le cas de variables aléatoires dont la densité de proba-
bilité existe.
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du temps centrés (u = 0) tandis que leur variance est liée a leur puissance. Le cas extréme d’une
variance nulle indiquerait une certitude sur la valeur v = p.

Cette maniere d’introduire la distribution gaussienne permet d’en expliquer 'usage omniprésent
dans les sciences quantitatives. Son succes est interprété depuis quelques décennies [I10] comme
le signe de la validité du critére de maximum d’entropie pour le choix d’une distribution. Si on ne
connait que la moyenne et ’écart a la moyenne d’une grandeur, alors la distribution gaussienne est

la plus permissive (au sens d’une entropie maximale) qui respecte cette connaissance.

Ces considérations permettent de justifier
I'usage de méthodes probabilistes sur des
données déterministes, c’est-a-dire ou I'incer-
titude n’a pas de role a jouer pour peu qu’on
connaisse le mécanisme a 'ceuvre. En effet,
I’approche Bayésienne des probabilités ne né-
cessite pas l'intervention du hasard dans le
processus étudié. Au contraire, la seule incer-
titude qu’elle envisage est celle de 'observa-
teur. Ainsi, face a des signaux déterministes,
ce sera le mécanisme a ’ceuvre qui sera in-
connu, justifiant I'usage de méthodes proba-
bilistes.

Considérons & présent L variables scalaires a; € R
dont on ignore les valeurs. Dans ce cas, le vecteur a =
[a1,...,az]" est un vecteur de dimension L x 1 qui re-
présente un point dans l'espace RY. Pour L = 2, cest
un point du plan. L’approche probabiliste nous conduit
& choisir une densité de probabilité jointe p(a |H) =
p(a1,...,ar | H) pour décrire notre état de connaissance
sur la position de ce point. Ainsi, p (a | H) indique pour
chaque point de RZ §’il est plausible que a s’y trouve.
De la méme maniere que dans le cas univarié, on peut
montrer que si on connailt la moyenne

= E[a]

de chacun de ses éléments et la covariance[f]

k(1,U)=E [(ar — ) (ar — p)”]

entre a; et a;r, alors la distribution au maximum d’entropie qui vérifie ces criteres est la distribution

gaussienne multivariée. Elle s’écrit :

pla|pK)=

(2m)

N T
ou = [p1,...,pur]

ot

il

est le vecteur moyenne et ou [K|,,, = k(l,1") est la matrice de covariance,

1

ylasw K e ) (222)

de dimension L x L. K~' désigne l'inverse de K et |K| son déterminantﬂ On dit alors que a est
distribué selon une loi gaussienne de moyenne pu et de matrice de covariance K et ceci se note :

a~N(p K).

Cette distribution est représentée en figure [2.3] pour le cas de L = 2. Les lignes de niveau

qu’on peut y voir indiquent que la distribution jointe p (a,b | H) privilégie les couples [a,b] qui se
situent dans certaines régions de ’espace : tout d’abord, on voit que plus un point est proche de la
moyenne 0, plus il est probable. Ensuite, la distribution favorise les couples se situant le long des
1 08
08 1 }
Les distributions marginales, ou a priori, p(a | H) et p(b|H) sont obtenues en sommant la
distribution jointe le long des axes :

1 1
vecteurs propres [ 1 ] et [ 1 } de sa matrice de covariance K =

p<a|H>=/bp<a,bm>db.

(2.2.3)

Dans le cas de la distribution gaussienne, une particularité des distributions marginales est
qu’elles sont elles-mémes gaussiennes et obtenues en sélectionnant dans le vecteur moyen p et la
matrice de covariance K de la distribution jointe les seules lignes et colonnes faisant intervenir les
variables considérées.

6. -* désigne la conjugaison complexe.
7. Une autre caractérisation de p(a | p, K) faisant intervenir la fonction génératrice est nécessaire en cas de
singularité de K.
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Distribution & priori et & posteriori de b Distribution jointe p (a, b) pour p = 0.8
3 T T T T

1
j<—a=15

2ot

_3 ; ; I I I

0 05 ! Distribution & priori et & posteriori de a
p(b) r
‘‘‘‘‘ p(bla=15)
05
0 ‘
-3 3
FIGURE 2.3: Distribution gaussienne bivariée de matrice de moyenne p = 0 et de covariance
1 038

K:[os 1

}. Distribution jointes, distributions marginales et conditionnelles.

Dans notre exemple, on voit ainsi que la distribution
marginale de a est une gaussienne de moyenne nulle et de ~ La distribution marginale, ou a priori, de a
variance unité, ce qui correspond bien a la distribution ~ ©st la somme de la distribution jointe sur
jointe dont on n’a gardé que uq et Ki1. Cette propriété 17,axe b, Fom wine d,IStrlbutlon jointe gaus-
se généralise. Soient L, et L; deux entiers naturels et a sienne, elle est gaussienne.
et b deux vecteurs de R« et de R**. Supposons que leur
distribution jointe soit gaussienne :

a W, K (a,a) K (a,b)
[b}”‘ N([ui’[!{(b,a) K(bb) |) 224
ol p, et py, sont les vecteurs moyens de a et b, de dimensions L, X 1 et Ly X 1 respectivement,
tandis que K (a,a), K (b,a), K (a,b) et K (b,b) sont les différentes matrices de covariance de a
et b, de dimensions respectives L, X Ly, Ly X Lo, Ly X Ly et Ly X Ly. On peut montrer qu’on a
alors :

a|H~N(p,, K (a,a)) (2.2.5)

et
b|H~N (y, K (b,b)). (2.2.6)

En observant la ﬁgure on note que la distribution p (a,b | H#) n’attribue pas la méme valeur
a b pour toutes les valeurs de a. Cela est le signe que ces deux variables sont modélisées comme étant
dépendantes. Ainsi, la connaissance de I’'une entraine une modification de notre état de connaissance
sur l'autre. En effet, si on suppose que la valeur de a = 1.5 est observée, la distribution jointe nous
donne automatiquement une mise a jour de celle de b, appelée alors distribution conditionnelle, ou
a posteriori : p(b|a=1.5,H). Jai représenté cette distribution en trait rouge discontinu sur la
figure [2.3] Elle peut se comprendre comme une coupe de la distribution jointe selon l'axe a = 1.5.
En particulier, on remarque que la valeur la plus probable de b apres observation de a = 1.5
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n’est plus 0, mais une valeur bien plus proche de 1.5, ce qui est cohérent du fait de la corrélation
forte supposée entre les deux variables. De la méme maniere, la distribution de a est modifiée par
lobservation de b = —1 pour devenir p (a | b= —1,H) représentée en trait noir discontinu sur la
figure

Comme on peut le voir sur la figure, toute coupe de la distribution gaussienne reste une distri-
bution gaussienne. Cette propriété tres forte se généralise en dimension quelconque. Si on considere
a nouveau la distribution jointe de a € Rfe et b € R, la distribution a posteriori de I'un de
ces vecteurs apres observation de 'autre reste une distribution gaussienne, dont les moyennes et
matrice de covariance ont été mis & jour. Plus précisément, on a le résultat classique suivant [38] :

: o ]imen (] e K ]),

a b, H ~ N (ipost: Kpost) (2.2.7)

alors

Kpost = K (a,a) — K (a,b) K (b,b)"' K (b,a) (2.2.8)

sont le vecteur moyen et la matrice de covariance a posteriori de a apres observation de b.

{upost = po + K (a,b) K (b,5) " (b—p)

Les expressions [2.2.8] sont fondamentales et seront
mises en ceuvre de trés nombreuses fois dans ce docu-
Comm§ on le verra en section @ le' ment. Elles permettent dans le cas gaussien de tirer parti
?{etermlgant l’qe 1?_ varnance f posteriori e observation de certaines variables pour en déduire
ans 1’équation [2.2°8] est nécessaire- :
post 4 g les valeurs les plus probables d’autres qui leurs sont cor-
ment moins grand que celui de K (a, a) : une 414 P . .. . .

. 1 . rélées. Cette mécanique incorpore ainsi un phénomene
observation ne peut que réduire notre incer- & » ) H , ¢ t Stat d
titude. Au pire, elle ne peut que laisser notre apprentissage - ?1 p (a|#) rep.rese.n e' notre ctat de
connaissance sur a inchangée si a et b sont ~ Connaissance a priori sur a, la distribution p (a | b, H)
indépendants, auquel cas K (a,b) = 0. nous renseigne sur notre état de connaissance apres ob-

servation de b, c’est-a-dire a posteriori. La particularité
de la distribution gaussienne est que la distribution a pos-
teriori se calcule facilement a partir de la distribution jointe et qu’elle est gaussienne.

Démonstration. Compte tenu du role central de ces expressions dans cet exposé, j'en rappelle
ci-dessous une démonstration rapide. Dans le but d’avoir des expressions concises, je montre ce
résultat pour des vecteurs aléatoires a et b de moyenne nulleﬂ et je remplace exceptionnellement

les notations de type K (a,b) par K. La probabilité jointe d’une réalisation @ | est donnée

b
par :
-1
1 H 3 H Kaa Kab a
p(a,b) x exp (—2 {a b } [ K Ky } [ b }) (2.2.9)
Or, on montre queﬂ :
|: Kaa Kab :|1 _ |: Ia 0 :| (Kaa 7KabK};;1Kba)71 O |: Ia _KabKlzl
Ko Kb (=K' Kva) I 0 K, 0 Iy ’

(2.2.10)

8. Les mémes résultats sont obtenus pour des vecteurs de moyenne non nulle en remplagant partout a par a — p,,
et b par b — py,.
9. Le résultat2.2.10} classique, fait intervenir le complément de SCHUR Kqq — abe_bl Ky, de Kpp, dans la matrice

de covariance jointe.
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ou I, et I, sont des matrices identité. L’expression [2.2.10 méne par simple substitution dans [2.2.9]
a:

1 1 \H _ -1 _ 1 _
p(a,b) < exp (—2 (@ — KapK3p'b) " (Koo — Kan Ky Kba) (@ — Kabeblb)> exp (—QbHKbb1b> ,
(2.2.11)

et expression de p (a | b) est obtenue directement & partir de en la divisant par :

p(b) x exp (—;bHKbblb> i
On y reconnait ’expression d’une densité de probabilité gaussienne dont moyenne et covariance
sont données par O
2.2.2 Processus gaussiens

Une distribution gaussienne concerne des vecteurs de longueur L finie, et donc des éléments
de CL. Un processus gaussien [140} [178, 218, [I85] en est l'extension directe au cas de vecteurs de
dimension infinie, c¢’est-a-dire de fonctions. On peut le définir simplement [I78] :

Définition 1. Un processus gaussien est une collection de variables aléatoires, dont tout ensemble
fini a une distribution jointe gaussienne multivariée.

Considérons un ensemble T et L points T' = [ti,...,tr] de cet ensemble. Une fonction § € CT
de T dans C est un processus gaussien si pour tout L et pour tout T’

3(T)=[5(t),...,3 ()]
est distribué selon une loi gaussienne multivariée :
§(t1) /J,(tl) k(fl,tl) k(tl,tL)
: NN 5 k(tlytl’) s (2212)
5(tL) p(tr) k(to,tr) -+ k(tr,tL)

également notée
5(T)~ N (p(T), K(3(T),5(T))),

ou 4 (t) désigne la moyenne du processusen t € T :
Ve T, p(t) =E[5(t)]
et k (t,t') donne la covariance de 3 (¢) et 5(t') :
V(t,t) € TxT, k(tt) =E[()—pnt) (5()—nt)].

On dira alors que § est un processus gaussien de fonction moyenne p : T — C et de fonction de
covariance k : T x T — C. Ceci s’écrira :

§~PG(n(t),k(tt)).

Si la fonction moyenne peut étre comprise simplement comme la valeur autour de laquelle on
s’attend a trouver la valeur de la fonction, pour chaque point de I'espace, la fonction de covariance,
plus subtile, donne la corrélation qu’on s’attend a trouver entre ses valeurs en deux points de
I’espace. Par exemple, si la fonction § est supposée lisse, cela signifie qu’on s’attend & une forte
corrélation entre deux points qui sont proches dans T. Dans ce cas, on pourra par exemple choisir
une fonction de covariance exponentielle carrée (EC) [140], donnée pour T = R par

k(t,t') = o exp (—(tj\;/)z> : (2.2.13)



2.2. DEFINITION 27

Ce choix garantira en effet que les valeurs de la fonction en deux points proches auront une
forte covariance, tandis qu’elle tend vers 0 s’ils s’éloignent, provoquant leur indépendance. Ce
comportement est illustré en figure 2.5

Si on augmente la longueur caractéristique A dans 1'équation 2:2.13] il faudra augmenter la
distance entre ¢ et t' pour que 3(¢) et 5(¢') soient indépendants. Les réalisations typiques du
processus seront alors plus lisses. D’une maniére générale, le choix d’une fonction de covariance
conditionne la géométrie des réalisations du processus gaussien correspondant [3]. En section
je présenterai certaines catégories et exemples usuels de fonctions de covariance.

Comme on le voit, la fonction § étudiée n’est pas supposée appartenir & un espace paramétré de
dimension finie. En effet, la définition méme du processus ne considére aucune réalisation comme
réellement impossible. Tout au plus, elle pourra étre considérée comme extrémement improbable.
En ce sens, on n’a pas fait de modélisation paramétrique. Par contre, il va de soi qu’on ne considere
pas toutes les réalisations comme également probables. C’est le sens des fonctions de moyenne et
de covariance de permettre d’en préférer certaines aux autres. Si ces moyennes et covariances sont
dépendantes de la valeur de certaines grandeurs, comme k l'est de 02 et A dans I’équation
alors on parle volontiers d’hyperparamétres [218], [I78], de maniére & insister sur le fait que ces
grandeurs n’imposent pas de restriction sur la nature de §, comme le font des parameétres clas-
siques. Dans cet exposé, on notera 6 I'’ensemble des hyperparametres d’'un modele, et la fonction
de covariance sera alors notée k (¢,t' | #) ou simplement k (¢,t') quand le contexte est clair.

L’utilisation de processus gaussiens dans des problémes d’ingénierie remonte au moins aux tra-
vaux de WIENER dans le domaine du traitement des séries temporelles stationnaires [217] et &
MATHERON [I44] dans le domaine des géostatistiques, sous le nom de Krigeage, en hommage aux
travaux précurseurs menés par l'ingénieur en prospection miniere KrRIGE [126]. Cependant, ils ne
furent popularisés comme des modeles probabilistes non paramétriques puissants pour I’appren-
tissage automatique que bien plus tard [140, 218], lorsque leur lien avec les réseaux de neurones
fut établi [219]. C’est alors qu'ils bénéficierent de I’attention constante d'une large communauté de
chercheurs [218] [185] 178, [140], intéressés par de telles méthodes & noyauz [184].

La caractérisation des fonctions de covariance comme des fonctions définies positives [I] (cf sec-
tion [2.3 page suivante]), et donc des produits scalaires, a donné lieu & de multiples rapprochements
entre les processus gaussiens et les espaces Hilbertiens & noyaux reproduisants (Reproducing Kernel
Hilbert Spaces, ou RKHS en anglais), qui sont des objets mathématiques introduits dans les années
1940 par ARONSZAJIN [8] [9], puis étudiés par de nombreux mathématiciens [20] et qui permettent
de modéliser des espaces Hilbertiens de fonctions. Certains chercheurs se sont attachés a étudier
la géométrie de tels espaces [3].

2.2.3 Régression

Dans les cas pratiques évoqués en section [2.1| on dispose de I'observation du signal étudié 3
en un nombre fini L de points T' = [t1,...,t1] de T. Cette observation peut de plus étre bruitée,
conduisant & ne pas observer le signal recherché § directement, mais plutét un autre signal & qui
lui est corrélé. L’objectif est de déduire de ces observations la valeur du signal § en un ensemble
quelconque T = [t}, ..., ,] de positions dans T. Je vais présenter la maniere classique d’aborder
ce probléme avec des processus gaussiens. Elle forme la base de 'utilisation de ces processus pour
la régression [218] 178 [185].

— Tout d’abord, le signal observé & est supposé étre la somme du signal utile § avec un bruit
additif € :
VieT, Z(t)=35()+€(¢).
L’approche consiste a supposer que § et € sont deux processus gaussiens indépendants. Le

signal &, étant la somme de deux processus gaussiens, est lui-méme un processus gaussien de
fonctions de moyenne et de covariance :

{Mi = ps + He (2.2.14)

ks = ks + ke
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— Ensuite, on choisit une fonction de moyenne et de covariance pour le signal utile ainsi que
pour le signal de bruit. Généralement, ce dernier est supposé étre de moyenne nulle et de
fonction de covariance blanche :

ke (t, 1) = 02040 (2.2.15)

ol 0 est le symbole de Kronecker, qui vaut 1 si et seulement si ¢ = ¢’ et 0 sinon. En d’autres
termes, les valeurs de € en deux points non identiques de T sont indépendantes : € est supposé
blanc. L’observation Z correspond ainsi bien au signal § bruité. Quant au signal utile §, on lui
choisit des fonctions de moyenne pz et de covariance kz qui correspondent a une connaissance
a priori.

— C’est alors qu’on écrit la distribution jointe de & (T”) et de & (T) :

ou chacune des sous matrices de covariance s’exprime treés simplement en fonction de k;z et
ke. Par exemple, du fait de I'indépendance de § et €, on a :

?

(K (2 (T),8 (1)), = ks (t1, t1,)

et
K(@(T),z(T))=K(3(T),s(T))+ K (e(T),&(T))

— Enfin, on utilise les résultats pour calculer la distribution de & (T") | & (T) :

5(T') | &(T) ~ N (Hpost: Kpost)
avec

{upost — s (') + K (3(T7), & (

; (1) (& (1) - sz (T))
Kpost = K (8(17),5(T")) — K (3(T"

T
,&(T)) K (2(T),2(T)) K (&(T),5(T")
(2.2.16)
Cette distribution a posteriori nous donne a la fois une indication sur les valeurs les plus
probables de 5 en chacun des points de 7" par le biais de sa moyenne, mais également une
indication précieuse sur notre incertitude par le biais de sa matrice de covariance a posteriori.
Chaque élément de la diagonale de K. post nous donne la variance de notre estimée en un point

=
= =
®
=

de T, et représente donc notre incertitude pour la valeur de 5 autour de la moyenne estimée.

Bien entendu, nos estimées dépendront du modele choisi pour § et €. Par exemple, si o est
choisi nul, cela signifie que I'observation n’est pas considérée comme bruitée et que notre estimée
passera nécessairement par les points observés. On est alors dans une situation d’interpolation.
On retrouve cet exemple en figure 2.1] Au contraire, on peut choisir o plus ou moins grand pour
rendre compte d’une observation incertaine et également choisir différents hyperparameétres pour
ks. En figure j’ai représenté les distributions a posteriori obtenues en utilisant la covariance
exponentielle carrée pour kz, dont j’ai fait varier les hyperparametres. On voit que les
distributions a posteriori correspondantes sont différentes. J’ai de plus représenté quelques tirages
de réalisations a posteriori, qui ont toutes la particularité de respecter les observations, tout en
correspondant au modele choisi.

Dans le domaine des géostatistiques, ces différents traitements portent le nom de Krigeage
ordinaire [44}, [32]. On verra en section qu’il existe des techniques pour déterminer de maniere
automatique la valeur des hyperparameétres de §.

2.3 Fonctions de covariance

Une fonction de covariance est une fonction de T x T dans C. Il s’agit donc d’une maniére
générale d’un type particulier de noyau [I84] qui donne la covariance k (t,¢') des valeurs de la
fonction étudiée en deux points de I'espace. Comme on I’a vu en section [2.2.2] elle est ’élément
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(a) & priori, A=10.5 (b) & postériori, A\=0.5,5 =0.3

FIGURE 2.4: Régression avec des processus gaussiens. En (a), quelques réalisation du processus
gaussien choisi. En (b,c,d), distribution a posteriori de § (T") pour différentes valeurs d’hyperpa-
rametres. Les trois observations & (T') sont les points marqués d’une croix.

clé dans le choix d’un modele de processus gaussien. Souvent en effet, la fonction moyenne u est
choisie nulle aprés centrage des données. Comme souligné dans [I78], la fonction de covariance
peut se comprendre intuitivement comme donnant la similarité qu’on s’attend a observer dans les
valeurs de la fonction étudiée en deux points quelconques. Ainsi comprise, il est cohérent qu’'une
fonction de covariance telle que I’exponentielle favorise les fonctions lisses. En effet, si deux
points ¢ et ¢’ sont proches dans T = R, les valeurs de 5 (t) et 5 (¢') seront proches également du fait
de leur forte corrélation, ce qui correspond précisément & une notion de continuité. Pour étre plus
précis, le choix de la fonction de covariance d’un processus gaussien conditionne la géométrie de
presque toutes ses réalisations [20, [3].

Dans cette section, je ne pourrai pas décrire I’ensemble de la tres riche littérature qui porte
sur les différents types de fonctions de covariance possibles et sur leur connexion avec les objets
mathématiques puissants que sont les espaces Hilbertiens & noyau reproduisant. Je me contenterai
de décrire les résultats principaux et les exemples qui m’ont été le plus utiles dans mon travail.
En particulier, je ne ferai qu’évoquer rapidement le cas des domaines de définition T qui ne sont
pas des espaces euclidiens T ,@RD . Pour plus de détails sur les fonctions de covariance, on peut se
référer avec profit & [T}, 140, 178 20].

2.3.1 Caractérisation

Une fonction de covariance permet comme en [2.2.12| de construire la matrice de covariance des
valeurs du processus en un ensemble quelconque T de positions de ’espace. Or, une matrice de
covariance K est nécessairement définie positive, c’est-a-dire que toutes ses valeurs propres sont
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des réels positifs (ou nuls). En effet, si tel n’était pas le cas, il serait possible de mettre en évidence
un ensemble 7' € T ainsi qu'une combinaison linéaire des éléments de & (T') qui a une variance
négative, ce qui est impossiblem C’est cette contrainte d’avoir une variance positive pour toute
combinaison linéaire des éléments de §(T') pour tout T' qui impose a k de ne produire que des
matrices de covariance définies positives, pour tout 7.

De telles fonctions existent et portent le nom de fonc-
tions définies positives. Elles ont fait I'objet d’une at-

tention importante de la part de mathématiciens des les
débuts du XX®™€ siecle au sujet de 'étude des espaces
Hilbertiens a noyaux reproduisants [8,[9, 20]. Sans rentrer

Une fonction de covariance k doit générer une
matrice de covariance K correcte pour tout
T € TE, ¢’est-a-dire dont les valeurs propres
sont positives ou nulles. On dit que k doit

dans des précisions au-dela de la portée de cet exposé, on
peut comprendre les RKHS comme des espaces de fonc-
tions qui offrent la méme souplesse que les espaces Eucli-
diens classiques, c’est-a-dire qu’ils sont équipés d’un produit scalaire et d’'une norme. Par ailleurs,
ces espaces sont définis par une propriété supplémentaire de reproduction qui permet d’exprimer
la valeur prise par une des fonctions de I'espace comme dépendant de ses valeurs ailleurs. Cette
propriété induit une certaine forme de régularité dans les fonctions étudiées. On montre alors qu’il
y a bijection entre I’ensemble des fonctions définies positives et I'ensemble des RKHS [20]. On
montre également qu’il y a une bijection entre les fonctions de covariance des processus gaussiens
et les fonctions définies positives [20), [T, [I78].

Ainsi, toute fonction définie positive sur T x T peut étre utilisée comme une fonction de cova-
riance valide pour un processus gaussien. Dans toute la suite de cette section, je vais considérer
le cas spécial T € R” parce qu’il est utile dans les applications que j’ai considérées. Cependant,
le formalisme étudié reste valide dans d’autres espaces ou des fonctions définies positives existent,
comme l’ensemble des arbres [124] [199], des chaines de caracteres [139], etc.

étre définie positive.

2.3.2 Opérations sur les fonctions de covariance

La question centrale posée par le praticien dans le choix d’une fonction de covariance est
I'interprétation de ses hyperparametres et la géométrie qu’elle impose aux réalisations du processus
gaussien. Ce sont en effet sur la base de ces criteres que s’effectue son choix. Cependant, pour étre
valide, une fonction de covariance doit étre définie positive et cette propriété peut sembler moins
intuitive. Comment choisir une fonction de covariance expressive qui soit valide ?

Plusieurs propriétés des fonctions de covariance viennent apporter une solution a ce probléme.
Il est possible d’utiliser des fonctions de covariance connues et de les combiner pour obtenir des
fonctions de covariance valides. En particulier, pour deux fonctions de covariance ki et ko de
T x T — C, on peut montrer [T, T84, [I78] que leur somme

(t,t") > K (8, 8)) + ko (£, t)

est une fonction de covariance. Cette propriété indique que la somme de processus gaussiens indé-
pendants est elle-méme un processus gaussien, de méme que toute combinaison linéaire de processus
gaussiens. De la méme maniére, leur produit

(tv tl) = kl (tv t/) k2 (tv t/) )

est aussi une fonction de covariance. Si T = T; x Tg est le produit tensoriel de deux ensemble,
comme T = R x Np évoqué en section 2.1} alors si k1 et ko sont des fonctions de covariance sur
T, x Ty et Ty x Ty respectivement, alors

((tlth) 5 (tllatIQ)) =k (tlatll) + k2 (t27t/2)

ainsi que
((t17t2) ) (t,1>t/2>) =k (tla tll) ko (t2>t,2) (2'3'1)

10. Pour mettre en évidence une telle combinaison linéaire, il suffit d’utiliser la décomposition en valeurs propres
de K.
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sont des fonctions de covariance. On dit souvent de la fonction de covariance 2.3.1] qu’elle est
séparable en ki et ks.

Un autre procédé utilisé fréquemment pour obtenir de nouvelles fonctions de covariance est
d’en utiliser des connues dans un espace de propriétés (features en anglais) Ty obtenu a partir de
T par une fonction de lien u: t € T — w (t) € Ty. Ainsi, si k est une fonction de covariance valide
dans Ty,

(t, )y e T k(u(t),u(t))

est une fonction de covariance valide dans T. Un tel procédé porte en anglais le nom de warping.
Il permet d’effectuer la régression dans un espace de caractéristiques, au lieu de ’espace initial T.
On verra en section [2.3.4] un tel exemple de construction d’une fonction de covariance.

2.3.3 Covariance exponentielle carrée

Le cas particulier 2.2.13| de la covariance exponentielle carrée (EC) pour T C R se généralise
trés bien pour T € R” en choisissant :

kpc (t,t'| M,o) = 0% exp (— (t=t) M (- tl)) (2.3.2)

2

ou o2 donne I'énergie du processus et oit M est une matrice de dimension D x D semi-définie

positive dont les vecteurs propres donnent les directions principales de covariance et dont les

valeurs propres sont les inverses des longueurs caractéristiques le long de ces directions. On peut
montrer que 1’équation définit une matrice de covariance valide pour tout D.

Cette formulation 2:3.2] permet de considérer que la

fonction n’a pas un comportement identique dans toutes

La fonction de covariance exponentielle car-
rée produit des réalisations infiniment déri-
vables et donc tres lisses. Ses parametres per-
mettent de régler les échelles auxquelles se
font les variations.

les directions de T. Dans certaines applications, la lon-
gueur caractéristique peut tres bien étre assez grande
dans une direction de T, mais petite dans une autre. Par
exemple, en météorologie, on ne traite pas les longitudes

et latitudes de la méme maniere que 1’élévation ou le

temps. Cette propriété est répercutée par le choix d’une
fonction de covariance k qui n’est pas isotrope, c’est-a-dire qui n’attribue pas la méme valeur a
tous les couples (¢, ') séparés par la méme distance |t — ¢'|. Cela se fait en choisissant les directions
caractéristiques comme les vecteurs propres de M et les longueurs caractéristiques comme l'inverse
des valeurs propres correspondantes. Si les vecteurs propres de M forment une base de T et que
ses valeurs propres sont égales, on a une fonction de covariance isotrope.

On ne connailt pas nécessairement la valeur de M qui va mener a un meilleur modele. Par un
apprentissage en utilisant les techniques que j’évoquerai plus loin en section [2:4] on peut éliminer
de M les directions de T dont les longueurs caractéristiques sont trop grandes, parce que ces
directions n’influent que tres peu sur les variations de la fonction étudiée. Cette approche porte
en anglais le nom d’Automatic Relevance Determination (ARD, [I78]) et a été introduite pour
réduire la dimension du domaine de définition, ce qui revient au méme que de faire de la sélection
de caractéristiques, une activité fréquente en apprentissage automatique [94].

En figure (a, ¢), j’ai représenté des tirages de processus gaussiens qui utilisent comme
fonction de covariance pour T = R et T = R2. Pour D = 2, j’ai choisi M = % (1) (1)
que plus la longueur caractéristique A est grande, plus les réalisations sont lisses, ce qui est cohérent
avec son interprétation comme la distance nécessaire a parcourir dans T pour que la valeur de la
fonction change significativement.

. On voit

2.3.4 Covariance pseudo-périodique

La fonction de covariance périodique a été introduite dans [I41] pour le cas T = R. Elle est
obtenue en utilisant la technique de warping présentée plus haut en section sur la fonction
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FIGURE 2.5: Tirages de processus gaussiens de moyenne nulle et de covariance exponentielle (a, c)
ou pseudo-périodique (b, d) pour T =R (a, b) et T = R? (c, d).

exponentielle carrée. La fonction de lien w considérée attribue a chaque instant de T =R une
position u (t) sur le cercle unité, et donc dans R?, appelée phase :

vVt € R, U, (t) =

27t
T
2t

To

sin
cos

La fonction exponentielle carrée est alors appli-

1

quée avec Mg = 5% 0 (1)

V(t,t,), kper (tat/ | a, TOag) = kEC (uTo (t)vuTo(t/) | M€7U)7

pour donner :

Dans le cas d’un signal périodique de période
To, la fonction est corrélée a elle méme toutes
les périodes. On doit donc comparer ¢ et t’
ramenés a la méme période.

(2.3.3)

dont on peut donner une forme plus directe :

2 .
— = sin?

kperl (ta t/ | g, TO,&) = 0'2 exp 52

21

t—t
TO(

)
(2.3.4)
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Comme on le voit, cette fonction de covariance est périodique de période Ty, provoquant la méme
périodicité des réalisations du processus gaussien correspondant. Si 'hyperparameétre o influe sur
I’énergie du signal et Ty sur la période du signal, le parametre £ est plus subtil : il indique la
stabilité de 'onde au sein de chaque période. S’il est élevé, les différents échantillons se trouvant
au sein d’une méme période seront tres corrélés. S’il est proche de 0, le motif qui se répetera sera
trés accidenté. Il influe ainsi sur la richesse spectrale des réalisations du processus.

Dans de nombreux cas, les signaux considérés ne sont pas strictement périodiques. En traitement
du signal audio par exemple, on sait que les sons harmoniques sont seulement pseudo-périodiques,
c’est-a-dire périodiques avec des modulations lentes de leurs composantes harmoniques. En termes
de processus gaussien, on peut tres simplement inclure cette connaissance dans le modele en mul-
tipliant la fonction de covariance périodique par une fonction exponentielle carrée de grande
longueur caractéristique, imposant ainsi que deux valeurs du signal trop éloignées 'une de l'autre
soient indépendantes, tout en permettant une corrélation périodique a court terme :

kpper (6, | 0,T0, &, N) = kper (8, | 0,T0,€) kpc (8,6 | 1, ). (2.3.5)

J’ai affiché cette fonction de covariance en fonction de t — ¢’ dans la figure [2.6| et des réalisations
de processus gaussiens ayant cette fonction de covariance en figure (b).

Ty =20,1=0.7, A =40T,
1 T T

0.8} 4
:“1 0.6} 4
£ oal
&0 »
0.2 .
0 AN i ‘h i Ana
10 20

-30 -20 -10 0 30
t—t

i

FIGURE 2.6: Fonction de covariance pseudo-périodique [2.3.4]

Il est possible de généraliser la fonction de covariance pseudo-périodique de nombreuses
maniéres pour I'appliquer dans T = R”. On peut & cette fin utiliser les différentes techniques vues
en section [2.3.2] Pour ma part, j’ai considéré une généralisation simple en prenant :

D
2 . 2
Fper (t,t' | 0,10, &) = H exp (—52 sin” <To (ta — t&))) :
d=1

qui produit des réalisations dont la période est identique dans toutes les dimensions de T. On peut
multiplier cette fonction de covariance par la fonction EC pour modéliser des signaux pseudopé-
riodiques définis sur RP. J’ai représenté des réalisations de processus ayant une telle fonction de
covariance en figure [2.5| (d) pour T = R2.

2.3.5 Autres types de fonctions de covariance

Toutes les fonctions de covariance que j’ai considérées jusqu’a présent sont stationnaires, c’est-
a-dire qu’elles dépendent de ¢t — t’. Ce n’est nullement une nécessité. Par exemple, la fonction qui
a deux éléments t et ¢ de T = RP, vecteurs de dimension D x 1, associe

E(t,t) —t"st

pour une matrice définie positive ¥ de dimension D x D est une fonction de covariance, c’est un
produit scalaire dans T. Elle a été utilisée avec succes dans des problemes de classification d’images
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en utilisant des processus gaussiens. Dans ce cas, T est I’ensemble des images, et la fonction étudiée
associe chaque image & une catégorie particuliére [184] [I78].

Un autre exemple célebre de fonction de covariance non stationnaire est celle construite par
WIiLLIAMS [219], qui établit un lien entre processus gaussien et réseaux de neuronesE On peut éga-
lement généraliser la fonction de covariance EC pour qu’elle présente une longueur caractéristique
qui varie en fonction de la position considérée [178].

2.4 Apprentissage des hyperparametres

2.4.1 Motivations

Le choix de la fonction de covariance d’un processus
gaussien est un des éléments fondamentaux dans la mo-

délisation d’un signal. Cette fonction de covariance est
en général adaptable au signal étudié par le biais d’un
lot d’hyperparametres. Comme je I’ai montré plus haut

Dans cet exposé, je considererai toujours la
fonction moyenne g connue. Une fonction
moyenne inconnue nécessite l'utilisation du
cadre plus général des fonction aléatoires in-

en section [2.3] la modification de ces hyperparameétres in-
flue grandement sur I'allure des signaux modélisés. Ainsi,
avec la méme fonction de covariance, un signal qui pourra
paraitre probable avec un certain lot d’hyperparametres deviendra tres improbable avec un autre.

Un cas de figure tres courant est celui ot le choix de la fonction de covariance peut étre justifié
par certaines connaissances a priori, mais ou la valeur exacte des hyperparametres est inconnue.
Ainsi, on peut par exemple savoir que le signal étudié manifeste une certaine régularité. Cette
connaissance justifie le choix d’une fonction exponentielle carrée vue en section Cependant,
on peut ignorer les longueurs caractéristiques a utiliser.

Comme d’habitude, supposons qu’on observe la valeur §(7T) de la fonction étudiée sur un
ensemble T' = [t1,...,tr] de L points de l'espace T. Supposons qu’on connaisse la fonction de
covariance k (¢,t' | ) et qu’on souhaite estimer la valeur 6* qui soit la mieux adaptée. Ce probléme
porte le nom d’estimation des hyperparameétres. Plusieurs approches peuvent étre suivies a cette
fin. Dans cette étude, je me focaliserai sur une estimation au mazimum de vraisemblance.

trinséques [32].

2.4.2 Maximisation de la vraisemblance

Les processus gaussiens offrent une maniére efficace d’apprendre les hyperparameétres a partir
de lobservation § (T"). Comme on I’a vu en section la probabilité de 3 (T') étant donnés u, k
et 0, aussi appelée vraisemblance des observations, est donnée par :

p(8(T) | p,k,0) =N (8(T);nu(T),Kp), (2.4.1)

ou Ky est la matrice de covariance, de dimension L x L. Le principe de I’estimation au maximum
de vraisemblance est de choisir # qui maximise la vraisemblance des observations :

0* = argmaxp (8(T) | u, k,0),
0
ce qui est équivalent a minimiser ’opposé de son logarithme népérienE :
6* = argmin —In (p (8 (T) | u, k,0)) . (2.4.2)
0

Dans le cas gaussien et pour des processus & valeurs dans R, 'équation [2.4.2] prend une forme
particuliere, obtenue par la simple application du logarithme & 'expression [2.2.2] de la probabilité
des observations[™] :

1 1 L
6* = argmin 3 (3(T) — u(T) Ky (3(T) — u(T)) + 3 In |Ky| + 5 In 27. (2.4.3)
(4
11. On montre qu’un réseau de neurones d’une couche cachée constituée d’une infinité de neurones est un processus

gaussien.

12. Cette équivalence est due au fait que le logarithme est une fonction croissante.

13. Dans le cas de processus gaussiens a valeurs complexes, il suffit de remplacer % In 27 par LInz dans 'expres-
sion @, ce qui ne change rien a l’estimation.
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Comme on le voit, le probléme d’estimation des hyperparameétres devient alors un probleme
standard d’optimisation, ou 'objectif est d’estimer #* qui minimise la fonction de cott En
fonction de la covariance et de I'hyperparameétre considéré, ce probléme peut avoir une solution
analytique ou pas. Il est fréquent d’utiliser pour la résolution de tels probléemes un algorithme
de descente de gradient [21, 23] et de nombreux auteurs ont présenté de telles méthodes par le
passé ainsi que diverses implémentations informatiques pour les fonctions de covariance les plus
rencontrées.

En section [} je montrerai comment des algorithmes récents de factorisation en tenseurs non
négatifs peuvent étre utilisés a cette fin, dans le cas particulier de signaux localement stationnaires
et régulierement échantillonnés.

2.5 Le cas stationnaire

Dans cette section, je considere le cas d’un domaine de définition discret de dimension finie D :
T =27Z".

Ce cadre est tres fréquent lorsqu’on considere des signaux régulierement échantillonnés dans
RP. Bien que le cas général de T = RP soit compatible avec les développements qui suivent, il est
d’une inutile généralité pour les applications que je vais considérer.

Dans toute cette section, les réalisations des processus sont considérées sur un ensemble fini de
positions, assimilable a une grille réguliére :

T:NL1X~-~XNLD (251)

ou Ly est le nombre de valeurs prises le long de la d®M€ dimension. Par exemple, les positions des
différents pixels d’une image de dimension L1 X Lo peuvent étre comprises comme des éléments de
NL1 X NLQ.

Compte tenu du fait que toutes les réalisations sont envisagées sur le méme ensemble fini T' de
points de T, j’omettrai ici les indices correspondants de maniére & alléger les notations. Ainsi, en
Pabsence d’ambiguité sur ce point, les formes d’ondes § (T') étudiées seront notées 3.

2.5.1 Définition

Dans le cas ou la fonction de covariance k (t,t’ | 8) considérée est une fonction de la différence
t — t’ entre ses arguments, on dit qu’elle est stationnaire. Dans ce cas, on note :

k(tt|0)=k(t—1t]0) (2.5.2)

La plupart des fonctions de covariance que j’ai données en exemple en section [2.3] sont station-
naires. Lorsque la covariance considérée est fonction de la norme ||t — ¢||, on parle d’une fonction de
covariance qui est en plus isotrope. C’est par exemple le cas de la fonction exponentielle carrée[2.3.2]
si la matrice M est l'identité.

Intuitivement, une covariance stationnaire dépend de 1’éloignement des points considérés, et
non pas de leur position absolue. Les écarts a la moyenne d’un processus gaussien dont la fonction
de covariance est stationnaire seront ainsi similaires quelle que soit I'origine choisie pour T. Si en
plus sa moyenne est partout identique, ses réalisations auront partout la méme allure, puisque leur
probabilité devient indépendante de l'origine choisie pour T. On dit alors que le processus
est stationnaire au sens large (SSL).

Définition 2. Un processus gaussien est stationnaire au sens large si sa moyenne est constante et
si sa fonction de covariance est stationnaire.

Dans le cas des processus gaussiens a valeur dans R, qui correspond a la grande majorité des
applications, il n’y a pas de différence entre les notions de stationnarité stricte et de stationnarité
au sens large. On peut montrer qu'un processus gaussien § a valeurs complexe sera strictement
stationnaire si et seulement si sa moyenne est constante et si E[(5(t) — ) (§(¢') — )], en plus de
sa covarianceﬂ est une fonction de ¢t —¢'. Dans la suite de cet exposé, la stationnarité sera toujours

14. Noter ’absence de conjugaison complexe.
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entendue au sens large et je ne développerai donc pas ici la différence entre ces deux concepts.

2.5.2 Filtrage de Wiener (D =1)

Avant d’introduire plus loin les résultats généraux sur les processus gaussiens stationnaires
pour D > 1 quelconque, je propose d’en faire sentir I'intérét dans le cas particulier des séries
temporelles (D = 1). Pour ce faire, une approche élégante est d’utiliser les propriétés asymptotiques

des matrices de Toeplitz [90][F]

Ainsi, considérons pour 'instant le cas de séries tem-
porelles (T = Z) et considérons le probléeme de la régres-
sion, posé plus haut en section[2.2.3] Je suppose alors que
le processus Z observé est la somme d’un signal § et d’un
bruit additif €, tous deux indépendants et de moyenne
nulle, et qu’on connait les fonctions de covariance k;z et

Si les théoréemes de BOCHNER et de WIENER-
KHINCHIN présentés plus loin suffisent & jus-
tifier les traitements fréquentiels appliqués
aux processus gaussiens, je trouve ’approche
algébrique intuitive et elle n’est pas fréquem-

ke de § et €, supposées toutes deux stationnaires. On a

ment exposée.
donc :

Vte T,z (t) = 5(t) +&(t),

et
T~ PG(0,ks + ke).

Supposons enfin qu’on observe & sur un ensemble T' = N de L points régulierement espacés
et qu’on souhaite estimer 5 sur le méme ensemble T’ = T. L’estimateur & de § est donc donné par

[V

= KG,2)K (@,2) '&
= K(3,3)(K(3,3)+K (&) 'z

Du fait de la stationnarité de ks et de ks, K (8,8) et K (€, €) sont des matrices de Toeplitz,
c’est-a-dire qu’elles sont de la forme :

k(0) k(=1)  k(=2) k(= (L—-1))
k(1) k() k(=1 k(=(L-2)
K= : k(1) k(0)
k(L -2) k(-1)
E(L-1) k(L-2) - k(1) k(0)

On peut montrer que ces matrices bénéficient de certaines propriétés intéressantes [90]. En
particulier, lorsque L — oo, elles deviennent équivalentesm a des matrices circulantesE], c’est-a-
dire dont chaque ligne est obtenue de la précédente par un décalage circulaire vers la droite :

k (0) k(1) k(-2) k(= (L-1))
k(= (L—-1)) k (0) k(=1) k(= (L—-2))
Cp = : k(—(L—-1) k(0 :
k(-2) E K k(—1)
k(-1) k(-2) o k(=(L-1)) k (0)

Ces matrices circulantes sont totalement déterminées par leur premiére ligne :

kp=1[k(0),.. . k(—(L—-1)".

15. Je remercie THOMAS FILLON pour m’avoir mis sur cette piste.
16. On dit que les séquences de matrices { K} et {Cr}, sont équivalentes si lim |Kj — Cp| =0, ou |-| désigne
L—oo

une pseudo-norme matricielle.

17. K est également circulante si k est périodique et si L est un multiple de sa période. Pour une raison de clarté
de ’exposé, jJomettrai de mentionner a chaque fois cette autre condition, qui joue cependant un réle important dans
les analyses dites pitch-synchrones.
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Soit Wy, la matrice de Fourier de dimension L x L :

S (- -1
Wil = —2r——"]. 2.5.3
[ L]l,l \/Z Xp ( rem L ( )
On montre que Wy, forme une base orthonormée de R”, c’est-a-dire que :
WWH =1p, (2.5.4)

ou Wf désigne la transposée Hermitienne de Wy, et ou I, est la matrice identité de dimensions
L x L.

Un résultat fondamental dans notre contexte est que toutes les matrices circulantes sont diagona-
lisables dans la base de Fourier [90]. Plus précisément, on a :

Cp=WHAW,L, (2.5.5)

ou A = diag (Wrky) est une matrice diagonale dont les éléments sont ceux de la transformée de
Fourier discréte de k. Par conséquent, pour L suffisamment grand, la matrice de covariance K
d’un processus stationnaire devient :

K~ Wfdiag (WLkL) WL

Considérons alors la transformée de Fourier discréte s de 8 qui se définit comme :

s

A {E} — W3,

son expression devientﬁ :

w)
Il

Wi Wi (K (3,8) (K (3,5) + K (,€)) ' @)
~ W Wildiag(Woks) Wy (W[ (diag (Wiks) + diag (Wrke)) WL)‘1 &
= diag (Wpks) WoW/' (diag (Wiks) + diag (Wrke)) ™ Wi,
soit :
Fi{ks} -
Fi{ks} + Fi {ke}

~
S

(2.5.6)

ou :
— a-bet ¢ représentent respectivement la multiplication et la division composante par com-
posante de a et b :

[a . b]k akbk

bl = b

— x est la transformée discréete Wi de &

Autrement dit, pour L suffisamment grand, I’estimée aux moindres carrés de s s’obtient simplement
composante par composante, ce qui implique que la complexité du calcul est en O (L), par contraste
avec la complexité en O (L3) requise par l'estimation en temporel m La forme d’onde 3
correspondante est obtenue par transformée de Fourier inverse W 3.

L’opération porte le nom de filtrage de Wiener, en hommage a NORBERT WIENER qui
fut le premier & la présenter dans le cadre du traitement des séries temporelles (D = 1) dans les
années 1940 [217]. Comme on le voit, il est d’'une importance déterminante pour les applications
pratiques des processus gaussiens, puisqu’il permet de filtrer les signaux sans avoir a procéder a la
cofiteuse inversion d’une matrice de covariance de rang plein.

18. ou j’ai utilisé , et le fait que (AB)71 = B~ 1A~ pour deux matrices A et B inversibles.
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2.5.3 Représentation spectrale pour D quelconque

Dans le cas d’un domaine de définition de dimension D > 1 quelconque T = ZP les mémes
résultats peuvent étre obtenus. Cependant, I’approche algébrique entreprise plus haut dans le cas
D =1 n’y est plus aussi intuitive.

Une meilleure maniere d’aborder le probleme dans ce cas est de directement considérer la
transformée de Fourier s = Fp (8) de la réalisation & d’un processus gaussien Stationnairelﬂ :

s(f)=Fp{s}(f)=>_ & (t)exp(—i2rf't) (2.5.7)

teT

ou f Tt est le produit scalaire des deux vecteurs f et ¢, tous deux de dimension D x 1. On montre
alors@ que si la fonction de covariance k du processus gaussien § considéré est stationnaire, on a :

Si § est un processus gaussien de fonction de covariance k stationnaire, observé sur une grille
T=Np, x---xNg,,

alors, si tous les Ly sont suffisamment grands, on a :

0 si f # [

Fp{k}(f) sinon ’ (25.8)

E [(s (/) = Fo {1} (D) (s () = Fo {u} ()] = {
ou Fp {k} désigne la transformée de Fourier de k. On a de plus :
E[(s (f) = Fp {u} ()] = 0.
Les composantes de s sont donc indépendantes et distribuées selon une loi circulaire gaussienne :
VF.p(s () | P =Fp (k)

-} exp<—'3(f)‘]f’§f{)“}(f"2>=Nc<s<f>|fD{u}<f>,P<f>> (25,9

Le fait que la matrice de covariance d’une série temporelle stationnaire se diagonalise dans la
base de Fourier est un cas particulier de 2.5.9] pour D = 1. Comme on le verra en section 2.5.4]
elle a en effet les mémes conséquences en termes de simplification des calculs de régression, mais
dans le cadre beaucoup plus général des processus définis sur ZP. Ces résultats se formalisent par
le biais de deux théorémes fondamentaux dans 1’étude des processus gaussiens stationnaires.

Tout d’abord, le théoréme de WIENER-KHINCHIN stipule que la Densité Spectrale de Puissance
(DSP) P (f) d’'un processus gaussien stationnaire est la transformée de Fourier de sa fonction de
covariance.

Ensuite, le théoreme de BOCHNER stipule que les fonctions de covariance stationnaires sont
caractérisées par une transformée de Fourier réelle et positive : une fonction k (7| ) de T dans C
est une fonction de covariance stationnaire k (t — t' | 6) si et seulement si elle peut étre représentée
par :

k(r) = exp(i2nf-7)P(f) (2.5.10)

fer
ou P est partout positive. Compte tenu du résultat du théoreme de WIENER-KHINTCHIN, ce résul-
tat est cohérent puisqu’une densité spectrale de puissance ne se congoit pas comme une quantité

19. Je rappelle que f désigne partout I'indice de fréquence dans une transformée discréte, et non pas une fréquence
exprimée en Hertz. Si les processus considérés sont & valeurs réelles, je considére de plus dans tout le texte que seuls
les indices correspondant a des fréquences positives sont conservés, puisque les valeurs de la transformée pour les
fréquences négatives peuvent en étre déduites de maniére déterministe.

20. Je remercie ici MAURICE CHARBIT et ROLAND BADEAU d’avoir eu la gentillesse de m’aider a redémontrer ces
résultats classiques.
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négative ou complexe. On a :

Une conséquence importante du théoréme de BOCHNER est que toutes les fonctions de covariance
stationnaires dans T = Z” sont paramétrées par ’ensemble

©={P|Vf, P(f)>0etFp' {P} existe}

des fonctions partout réelles et positives dans le domaine de Fourier. Chaque fonction P de la sorte
peut alors étre entendue comme la densité spectrale de puissance d’un processus gaussien.

2.5.4 Filtrage optimal de Wiener (D quelconque)

De maniere a illustrer 'avantage pratique de manipuler des processus stationnaires, je vais
considérer a nouveau le probleme de débruitage d’une observation régulierement échantillonnée,
vu dans le cas D =1 en section [2.5.2)

Supposons donc que le processus & observé n’est pas le signal recherché 3, mais sa somme avec
un signal additif €, supposé indépendant de § :

VieT, z(t)=5(t)+e(t).

Si § et € sont tous les deux des processus gaussiens stationnaires de fonctions de covariance kg
et kz, T est également un processus gaussien stationnaire de moyenne uz = uz + ue et de fonction
de covariance kz + k¢.

S’il est observé sur un ensemble de points T régulierement espacés de suffisamment grande
dimension, les résultats de la section précédente s’appliquent et tous les éléments du spectre s sont
indépendants, de mémes que les éléments de . Pour la suite, je noterai :

Py (f) = Fp{ks}(f)
P(f) = Fpike}(f)

les transformées de Fourier en dimension D des fonctions de covariance de § et € ainsi que

b (f) = Foiwsi(f)
pe(f) = Fp{uet(f)

les transformées de Fourier des vecteurs moyenne. Puisque la moyenne d’un processus stationnaire
est constante, pg et p, sont identiquement nuls sauf en f = 0. La méthodologie classique consiste
a tout d’abord écrire la distribution jointe de s (f) et « (f), pour un indice de fréquence f donné :

{ s (f) ]NN ([ s (f) } [Ps(f) Py (f) D
 (f) NN+ ) |7 LB (PN +P(f) |)°
ce qui conduit facilement & la distribution a posteriori de s(f) | « (f) grace aux résultats [2.2.8
page 2o :
s () L@ () ~ N (post (1) 0205 ()

avec :

2 _ PP - (2.5.11)
Tpost (f) = P (H+P(f)

Si les données sont centrées, c’est-a-dire si psz (t) = 0 et pe (t) = 0, les équations (2.5.11)) se
simplifient en :

Y@%wﬁ = 1, (f) + ey (@ () = 1y (F) = 1 (F))

Py
Bpost (F) = mrepp® () 2.5.12
o2 (f) = _P(HP(f) ’ (2:5.12)
post Ps(f)+Pe(f)

qui est la généralisation directe de pour D quelconque.
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Ainsi, la valeur estimée § (f) de s(f) étant donnés x et 0 = {Ps, P., puz, pe} qui minimise
Perreur quadratique moyennelﬂ est obtenue en choisissant § (f) = Hpost (f) dans[2.5.11} La forme

d’onde estimée s peut alors étre récupérée par une transformation de Fourier inverse de 8. Il est
remarquable que ces résultats soient valides quelle que soit la dimension D du domaine de définition

des signaux considérés.

Cette technique est toujours communément appelée
filtrage (optimal) de WIENER. Bien qu’aucune difficulté
majeure n’apparaisse lorsqu’on considére le cas plus gé-
néral des signaux définis sur des espaces de dimension
quelconque D > 1, il n’est pas si fréquent de trouver une
telle présentation dans la littérature.

Bien entendu, le filtrage de Wiener tel que je viens
de 'exposer nécessite la connaissance des DSP P; et P.
des processus § et €. C’est souvent sur leur estimation a

Les opérations [2.5.11] ne font intervenir que
L opérations simples sur les transformées de
Fourier des signaux, et non pas l'inversion
coliteuse d’une matrice de covariance de di-
mension L X L. Pour une image de dimen-
sion N x M, la méthode proposée implique
L = NM opérations dans le domaine spec-
tral, au lieu de l'inversion d’une matrice de

partir de la seule observation de & que se situe la véri- taille NM x NM.

table difficulté d’un probléme de débruitage. Cependant,

il existe certains cas ou ces DSP sont connues précisé-

ment. En particulier, le contexte de la séparation de sources informée, sur lequel je reviendrai en
partie [[TI] est particuliérement favorable sur ce point.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, j’ai tout d’abord cherché a montrer que dans beaucoup de domaines du
traitement du signal, les quantités étudiées peuvent étre vues comme des fonctions scalaires, définies
sur des espaces qui varient en fonction du domaine d’application. Ainsi, si une série temporelle sera
définie sur R, une grandeur spatiale sera définie sur R2, etc.

La plupart du temps, la nécessité d’un traitement vient du fait qu’on n’observe la fonction
qu’en certains points, ou bien qu’on ne 'observe pas directement, mais une autre qui lui est liée.
Dans ces conditions, ’objectif est souvent de déterminer la valeur de la fonction d’intérét partout
a partir des seules informations disponibles — on parle d’un probléme de régression — ou bien
d’extraire sa valeur des observations, auquel cas on parle souvent de débruitage, ou de lissage.

Dans le but d’aborder ces problématiques, il est indispensable de modéliser ce qu’on entend
précisément par fonction. Une premiere approche dans ce but est d’établir un modele paramétrique,
comme un modele linéaire, exponentiel, etc. Pour ce faire, il est nécessaire d’avoir sur la fonction
une connaissance a priori suffisante, qui vient souvent de 1’étude physique du probleme considéré.
En I'absence d’une telle connaissance, on court le risque d’établir un modele inadéquat pour le
phénomene étudié et d’ainsi obtenir des estimées mauvaises. Une deuxieme approche, dite non-
paramétrique, consiste a ne plus supposer de forme fixe a la fonction étudiée, mais plutot de se
concentrer sur des régularités locales comme sa continuité, sa dérivabilité, sa périodicité, etc.

Dans ce chapitre, j’ai présenté les processus gaussiens, qui sont un modele tres populaire pour
I’étude non paramétrique de fonctions. En effet, ils bénéficient de plusieurs propriétés avantageuses.
Tout d’abord, ils permettent de modéliser des fonctions scalaires définies sur n’importe quel do-
maine de définition. Ensuite, un processus gaussien est caractérisé par une fonction moyenne et une
fonction de covariance, qu’il est souvent possible de choisir selon le probleme considéré. Enfin, ils
offrent une mécanique simple pour prendre en compte les observations et en tirer des conclusions
sur la valeur de la fonction étudiée aux points d’intérét. Dans le cas ou la fonction étudiée est sta-
tionnaire, j’ai rappelé que les traitements dans le domaine fréquentiel permettent de grandement
simplifier les calculs.

21. Puisque la distribution a posteriori est gaussienne, je rappelle que ’estimateur minimisant I’erreur quadratique
moyenne se confond avec la moyenne. De plus, la transformée de Fourier est un opérateur unitaire, ce qui garantit
qu’une estimée aux moindres carrés de s est équivalente & une estimée aux moindres carrés de 3.



Chapitre 3

Approximations et modeles structurés

Pour alléger les notations, je considérerai dans ce chapitre que la fonction moyenne de tous les
processus gaussiens considérés est nulle. Comme on 1’a vu, des fonctions moyennes non nulles (mais
connues) peuvent étre prises en compte aisément, au prix d’une légeére complication des notations.
Ce choix se justifie principalement par 'application des méthodes proposées au traitement des
signaux audio, qui sont centrés la plupart du temps. Il est de plus extrémement classique dans la
littérature.

Dans mon travail de these, je ne me suis pas préoccupé du cas plus complexe ou les fonctions
moyennes sont inconnues. Il fait ’objet d’un champ de recherche plus vaste, qui occupe de nombreux
travaux en géostatistiques [32] [44].

3.1 Approximations parcimonieuses

3.1.1 Processus gaussiens et complexité

Le maniement de processus gaussiens pour la régression, tel que je I’ai présenté en section [2.2.3
nécessite 'inversion de la matrice de covariance des observations pour procéder a l'in-
férence. S’il y a L observations, la matrice a inverser est donc de dimension L x L, ce qui peut
devenir prohibitif dans de nombreux cas. Par exemple, en traitement du signal audio, il est fréquent
qu’un signal soit constitué de plusieurs millions d’échantillons, ce qui rend impossible 1'utilisation
des processus gaussiens telle que je I’ai présentée plus haut. Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser
certaines techniques permettant de réduire considérablement la complexité des traitements pour
pouvoir bénéficier des avantages de tels modeéles.

En effet, supposons qu’on étudie un processus gaus-
sien § dont on connait la fonction de covariance k. Le

Pour manipuler une observation de L points
comme la réalisation d’un processus gaus-
sien, il faut inverser une matrice de dimen-
sion L x L, ce qui est beaucoup trop pour de
nombreuses applications comme 1’audio.

processus observé n’est pas S, mais sa somme avec un
bruit additif €, dont on connait la fonction de covariance
(généralement blanche k. (¢,t') = 026). Supposons que
Z est observé pour L points T = [t1,...,tr] de T. Cette
observation est regroupée dans le vecteur & (T') de di-
mension L x 1 :

& (T) =5(T) +&(T).

Admettons enfin que I'on souhaite obtenir la distribution a posteriori des valeurs de § en

un autre ensemble de L’ points T’ =

distribution est donnée par :

[t],...t}/] de T. Comme souligné en section cette

5(1") | & (T) ~ N (fipost> Kpost) (3.1.1)

avec
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Si L est tres grand, la principale difficulté de I’approche réside dans l'inversion de la matrice
K (z(T),2z(T)) de dimension L x L, requise pour le calcul de la moyenne et de la matrice de
covariance de Comme je I'ai déja indiqué en section le cas ou la fonction de covariance
considérée est stationnaire et ou les observations sont régulierement échantillonnées implique de
considérables simplifications des calculs. En effet, I'inférence peut dans ce cas se faire dans le
domaine fréquentiel et ne nécessite plus que O (L) opérations, auxquelles on doit rajouter les
O (Llog L) opérations nécessaires & la transformation de Fourier et & son inverse. Cependant,
adopter un modele stationnaire n’est pas toujours adéquat. Il revient a considérer que la densité
spectrale du signal est partout la méme, ce qui n’est une bonne hypotheése que dans certains cas.
En traitement du signal audio par exemple, il est tres rare qu’on puisse considérer qu’un signal ait
une DSP constante au cours du temps. En effet, le contenu spectral d’un enregistrement a toutes
les raisons d’évoluer constamment. De plus, il est fréquent dans les applications que la fonction
étudiée ne soit pas régulierement échantillonnée sur son domaine de définition.

Dans le but de résoudre ce probléme crucial de la complexité des traitements induits par
I'utilisation de processus gaussiens, de nombreux auteurs ont proposé des techniques dont la plupart
sont basées sur la notion de parcimonie. On peut distinguer les techniques basées sur 'introduction
de points support, que je vais présenter rapidement en section [3.1.2] des techniques basées sur
I'utilisation d’une fonction de covariance a support compact, que j’évoquerai en section [3.1.3

3.1.2 Approches par points supports

De treés nombreuses méthodes basées sur l'introduction de points supportsﬂ ont été suggérées
pour permettre l'utilisation des processus gaussiens dans le cas d’une trés grande quantité de
données. Historiquement, elles furent proposées indépendamment les unes des autres, avant de
bénéficier d'un travail d’unification effectué par QUINONERO-CANDELA et RASMUSSEN dans [176]
qui a permis d’en identifier les points communs. Je me contenterai ici d’en présenter les principales
idées ainsi que quelques variantes populaires, sans rentrer dans des détails qui seraient hors de la
portée de ce texte. Cependant, le lecteur intéressé trouvera dans [I78, [I76] de nombreux pointeurs
vers la littérature.

Principe

Pour comprendre les approches par points supports, on peut tout d’abord considérer un instant
lopération d’inférence standard Le calcul de la distribution a posteriori p (3(T") | 3(T))
repose sur l'utilisation de la distribution jointe p (8 (T),8(T")). C’est par conditionnement de
cette distribution par rapport a la distribution marginale p (5 (7)) des observations que se fait
inférence. Le réseau Bayésien correspondant est représenté en figure [3.1]

gt)| | 7)) |2 )] |2 (ta) 7 (tr)

FIGURE 3.1: Réseau Bayésien correspondant & une inférence par processus gaussiens complete. Si
on suppose une covariance blanche pour ¢, les observations Z (¢;) ne sont liées qu’a la valeur latente
du signal 5 (¢;) a la méme position. Les valeurs de § sont quant a elles toutes reliées dans un réseau
dense de relations, représenté par le trait plein horizontal.

Comme on le voit, I’ensemble des variables § (¢) sont reliées entre elles, conduisant a la nécessité
d’inverser la matrice de covariance compléte K (& (T) , & (T')) des observations. Une idée permettant

1. Inducing inputs en anglais
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de simplifier grandement les calculs [198, [197, [I76] consiste & introduire un groupe de variables
aléatoires & (U), par le biais duquel transite toute I'information entre § (") et & (7”). Ces variables
3 (U) sont les valeurs prises par la fonction en un groupe U de Ly points fixés, appelés points

supports.

En pratique, on introduit un ensemble U = [uq,...,ur,] de Ly < L pointsﬂ de T, appelés
points supports, ainsi que le vecteur & (U) de dimension Ly X 1 qui regroupe les valeurs du processus

sur les points supports :

5(U) = [3(ur)ee s (ury)]

De maniére a simplifier p (5(T"),5(T")), on fait alors I'hypothese que &(T) et §(7”) sont condi-
tionnellement indépendants étant donnés & (U), c’est-a-dire :

p(3(T),3(T") | 3(U)) = p(3(T) | 3(U))p(8(T") | 3(V)). (3.1.2)

Les approches a points supports introduisent
un ensemble de points de T par lesquels tran-
site l'information des données d’apprentis-
sage 3(T) vers les données de test & (7").
Elles permettent ainsi de simplifier ’infé-
rence.

Cette hypotheése n’est pas suffisante a elle seule
pour éviter l'inversion de K (Z(T),&(T)). Il est né-
cessaire pour cela d’introduire des approximations sup-
plémentaires, qui consistent & remplacer p (8 (T") | § (U))
et p(8(7") | 8(U)) par des expressions ¢ (5(T) | §(U))
et ¢(5(7T")|8(U)) qui menent a des simplifications
de B.111:

S
—
[V N
—
&
S~—
V33
—
-
S—
—
e
—~
&
N

5(U)) (3.1.3)

On peut montrer que pour certains choix des ¢ (- | § (U)) dans on obtient une distribution
a posteriori beaucoup plus simple a calculer que Sans préciser les détails des calculs, je vais
a présent tacher de présenter trois méthodes classiques de la littérature. Pour ce faire, je vais
comparer le graphe de dépendance qu’elles introduisent a celui présenté en figure |3.1

Fully Independent Conditional

L’approximation Fully Independent Conditionalﬂ (FIC) [198, [I76] est représentée en ﬁgure
Elle consiste & supposer qu’étant donné & (U), tous les éléments de & (T) et de § (7”) sont indépen-
dants, c’est-a-dire a avoir :

L

arrc G(T) [3(U)) = [[rG)15) (3.1.4)
=1
L

aprc B(1) 13(U) = [[rG)13W). (3.1.5)
I'=1

Intuitivement, I’approximation FIC permet de simplifier les calculs parce que tous les éléments
de 3(T) et 8 (T") sont supposés indépendants. La matrice de covariance & inverser pour procéder
a l'inférence devient diagonale dans ce cas, ce qui permet de réduire la complexité de O (L3) a
O (LU?).

Cependant, comme démontré dans [197], cette approximation ne donne de bons résultats que
si les points supports sont suffisamment denses dans T. En effet, si une position de test ¢’ € T’
est trop loin des points supports, ’estimée qui y sera faite sera de mauvaise qualité, méme si de
nombreux points observés de T sont trés proches de ¢'.

2. 11 faut noter que les points supports ne sont pas nécessairement un sous ensemble des points observés T'. La
question du choix de ces points, que je n’aborde pas ici, fait ’'objet de recherches spécifiques [178].

3. Compte tenu de 'ancrage des termes en anglais dans 'usage, je n’ai pas trouvé bon de traduire le nom de ces
méthodes en francgais.
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L L'

FIGURE 3.2: Réseau Bayésien correspondant a 'approximation FIC. Si on suppose une covariance
blanche pour €, les observations Z (¢;) ne sont toujours liées qu’a la valeur correspondante du signal
5(t;), mais contrairement au modeéle complet, aucune des valeurs de 3(T') et de §(7”) ne sont
reliées entre elles directement : elles sont toutes supposées indépendantes étant donné s (U). Par
contre, tous les éléments de & (U) sont reliés entre eux. Les rectangles, correspondant & la notation
en assiette (plate), indiquent que les motifs encadrés sont répétés L et L' fois.

Partial Independent Training Conditional

Pour tacher de palier a cet inconvénient, 'approximation Partial Independent Training Condi-
tional (PITC) a été proposée dans [197], qui vise & atténuer la forte hypothese[3.1.4]d’indépendance
de tous les éléments de & (T') étant donné & (U). Pour ce faire, I'idée consiste a regrouper les élé-
ments de §(7T') en B blocs au sein desquels toutes les interdépendances sont conservées. Les blocs
sont construits de telle maniére a regrouper des points proches dans T. Le réseau Bayésien corres-
pondant est représenté en figure [3.3

La justification de ce modele est présentée par SNELSON comme un moyen d’introduire un
compromis entre une simplification globale telle que FIC et une approche purement locale qui
consisterait a n’utiliser pour la régression en un point donné ¢’ € T que le bloc le plus proche
de ¢'. On peut en effet voir PITC comme un compromis entre ces deux approches, ol une cer-
taine partie de I'information globale est conservée par le biais des points supports, mais ot une
information locale reste manifeste au sein des différents blocs. La distribution p (8 (T7) | 8 (T)) cor-
respondante repose sur 'inversion d’une matrice qui n’est plus diagonale comme dans FIC, mais
qui est bloc-diagonale. Une telle matrice s’inverse tres facilement, et la complexité de la méthode
est de O (LN g,) ou Np est le nombre de points dans chaque bloc.

SNELSON constate cependant [197] que PITC ne se démarque que trés peu en termes de perfor-
mances de FIC et ne permet pas réellement d’outrepasser les limitations dues a I'introduction des
points supports par lesquels transite toute l'information entre I'observation 3 (T') et les valeurs re-
cherchées § (T"). En effet, Phypothese d’indépendance conditionnelle force la moyenne a posteriori
a étre une somme pondérée de Ly contributions centrées sur les points supports, ce qui empéche
une modélisation correcte des que la régression concerne des points plus éloignés. C’est donc le
principe méme de supposer § (T) et § (T”) conditionnellement indépendants étant donnés & (U) qui
est responsable de la limitation des performances.
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B

T (tor)| | (te2)| |7 (ta)

FIGURE 3.3: Réseau Bayésien correspondant a I'approximation PITC. Contrairement a FIC, les
observations ne sont plus toutes indépendantes étant donné & (U). Au contraire, elles sont découpées
en B blocs au sein desquels tous les liens sont conservés, ainsi que ceux avec les variables de & (U).

Partially Independent Conditional

De maniere a remédier aux limitations introduites par I’hypothése d’indépendance condition-
nelle SNELSON la remplace par un autre type d’indépendance. Au lieu de séparer concep-
tuellement & (T) et & (1), 'approche Partially Independent Conditional (PIC) consiste & d’abord
regrouper ’ensemble des points observés T' et recherchés 7" en un ensemble Ty = 7' U T', puis
a découper Tint en B blocs, supposés conditionnellement indépendants étant donnés les points
supports.

B

T (ty)| [Z (e2)| |2 (tas)

5 (U)

FIGURE 3.4: Réseau Bayésien correspondant & 'approximation PIC. On ne fait plus comme dans
FIC ou PITC de distinction entre T" et 7”. L’ensemble des points sont regroupés en Tyoy = T UT",
et c’est Tiot qui est découpé en blocs indépendants étant donné & (U). Au sein de chaque bloc,
toutes les dépendances sont conservées. Il faut donc comprendre ty; € Tyt et les Z (¢;) ne sont
observés que pour ty; € T.

L’approximation PIC sort donc du cadre proposé par QUINONERO-CANDELA et RASMUSSEN
[176] dans le sens ou si les points supports sont conservés, ils ne servent plus & séparer T de T".
Cependant, ses avantages sont multiples. Pour un point ¢’ € T”, la régression se fait en utilisant
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conjointement tous les points observés qui sont dans le méme bloc que t’, mais aussi ’ensemble des
autres observations, qui n’interviennent que par le biais des points supports. De cette maniere, PIC
fournit un réel compromis entre une régression complétement locale et I'utilisation de ’ensemble
des données d’apprentissage 8 (T). Sa complexité calculatoire est du méme ordre de grandeur que
PITC.

PIC a cependant, tout comme PITC, I'inconvénient de ne pas garantir une estimation lisse,
méme si la fonction de covariance considérée k implique des réalisations lisses pour le processus
gaussien. Ce fait peut n’avoir qu’une importance tres secondaire dans beaucoup d’applications,
ou l’essentiel est de parvenir a de bonnes estimations. Cependant, dans d’autres applications,
Iintroduction de discontinuités dans les estimées est rédhibitoire. Dans le cas du traitement du
signal audio qui va nous intéresser principalement, la moindre discontinuité s’entend comme un
bruit désagréable et il est nécessaire de considérer d’autres techniques d’approximation.

3.1.3 Fonctions de covariance a support compact

Une direction de recherche indépendante des méthodes & points supports [206], [145] repose sur
I'utilisation de processus gaussiens munis de fonctions de covariance a support compact.

Si T est muni d’une norme ||-||, on dit qu'une fonction
de covariance k : T x T — R est a support compact
[85, [145] si k s’annule lorsque ses deux arguments sont L utilisation d’une fonction de covariance a
suffisamment loin I'un de P'autre. Formellement, k est 4 ~ SuPPort compact permet d’obtenir une ma-

support compact s’il existe £ € Ry tel que : 3es 6 covariance e, (,T)) creuse,
pour laquelle il existe des procédures d’in-

version rapides.
|t =t >FE=k(tt)=0.

La particularité des fonctions de covariance a support compact est qu’elles conduisent a des
matrices de covariance K (8(T),8(T)) creuses, c’est-a-dire dont peu d’entrées sont non nulles.
L’intérét de 'approche réside dans le fait qu’on dispose d’algorithmes rapides pour l'inversion de
matrices creuses [I50]. Ainsi, les méthodes basées sur l'utilisation de fonctions de covariance a
support compact ne procedent pas a des approzimations de la procédure d’inférence comme celles

évoquées plus haut, mais donnent lieu & une inférence a la fois exacte et rapide.

Dans ces conditions, I’enjeu de telles approches est la mise au point de fonctions de covariance
a support compact. En effet, tronquer une fonction de covariance valide pour qu’elle soit nulle si
It —¢|| est suffisamment grand ne conduit pas nécessairement & 1’obtention d’une fonction définie
positive, ce qui est pourtant nécessaire pour une fonction de covariance.

Dans [206], VANHATALO et VEHTARI montrent par exemple que si T = R la fonction

o} 2"‘%@”)(1—7“)—}—%sin(27rr)} sir= \/(t—t’)TQ(t—t’) <1

k(tvt/ ‘ 90, Q) =

sinon

est une fonction de covariance a support compact et peut donc étre utilisée pour la régression par
processus gaussiens. Dans cette expression, 2 est une matrice définie positive de dimension D x D.
Cette fonction induit des réalisations presque partout continues et dérivables. Comme je I’ai évoqué
en section [2.3] elle peut étre combinée avec d’autres fonctions pour modéliser un a priori particu-
lier sur le probleme traité, ou une dépendance & support borné se combine par exemple avec une
périodicité. D’autres auteurs ont introduit des fonctions de covariance a support compact dont on
trouvera un inventaire dans [85].
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Dans cette section, j’ai présenté les différentes approches explorées dans la littérature pour accélérer
la procédure d’inférence dans des modeles de processus gaussiens. Malgré leur efficacité significative,
ces modeles souffrent en effet d’'une complexité algorithmique prohibitive lorsque le nombre L
d’observations devient important.

Pour résoudre ce probléeme, certains auteurs ont proposé des approximations parcimonieuses repo-
sant sur l'introduction de points supports, tandis que d’autres ont montré que 1'utilisation d’un
certain type de fonctions de covariance permet de grandement simplifier les calculs. Bien entendu,
ces deux approches peuvent étre combinées, comme dans [206], pour bénéficier de leurs avantages
respectifs.

3.2 Tramage

3.2.1 Cadre de travail

Lors de mon travail, j’ai été amené a faire le rapprochement entre le probleme de la régression
par processus gaussiens et celui de la séparation de sources. Je présenterai plus avant ces rappro-
chements en partie [} L’essentiel pour I'heure est d’indiquer que les méthodes de I'état de l'art
que j’ai cherché a généraliser ont toutes la particularité d’effectuer la séparation dans le domaine
Temps-Fréquences (TF) [I7,80]. En pratique, les signaux sont découpés en trames, qui en sont des
sections de petite longueur (généralement un millier d’échantillons) et la séparation est effectuée
par un filtrage de WIENERE| différent dans chaque trame.

Il m’est apparu que ce procédé de tramage offre une similarité frappante avec les approximations
PITC et PIC présentées plus haut. En effet, il revient a effectuer un découpage par bloc des données.
Cependant, ces méthodes ne sont pas équivalentes, parce que le tramage est souvent fait avec un
recouvrement entre les trames successives, alors que PITC et PIC considerent des blocs distincts.
Dans ces conditions, je me suis interrogé sur la pertinence d’étendre ce procédé de tramage a un
domaine de définition T = RP plus large, et de le voir comme une méthode d’approximation pour
I’utilisation de processus gaussiens.

Il s’avere que le tramage bénéficie de propriétés intéressantes, en particulier la production
d’estimées lisses, au prix d’'une sous-estimation de la variance a posteriori des résultats. Ce travail
s’insere dans un cadre de recherche prometteur, ouvert par certains travaux récents sur la séparation
de sources [127, [I1] qui tentent de prendre en compte les dépendances déterministes entre les
échantillons de trames successives.

3.2.2 Opérateur de tramage (T =7Z)

Si on considére un instant le cas d’une série temporelle § régulierement échantillonnée (T =
Z), les traitements sont la plupart du temps précédés d’une opération de tramage, dite aussi de
fenétrage, qui consiste a extraire des portions successives du signal, de durée identique Ly < L et
qui ont entre elles un certain recouvrementﬂ p € [01]. Soit

To = [0, (Lo — )],
le tramage G {5} de § peut se comprendre comme un signal, défini sur Ty X Z et donné par :

V€ Z, G{5} () =g+ 5 Olserem (3.:2.1)

ou :
—Tg(n)={te€T|t—nLo(l—p) € Ty} est'ensemble des échantillons de T apparaissant dans
la trame n.
— g est un vecteur de dimension Lg x 1, appelé fenétre de pondération, par lequel sont multipliés
les éléments de chaque trame. Je supposerai pour des raisons de simplicité qu’aucun élément
de g n’est nul.

4. voir section |2.5 page 35

5. Les trames ne se recouvrent pas du tout si p = 0 et se recouvrent presque totalement si p est proche de 1.
Les choix classiques sont p = 0.5 ou p = 0.75. Je considérerai le cas général, en supposant cependant toujours que
(1 —p) Lo est entier.
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Si un signal § est observé sur un ensemble T' = Ny, de points, son tramage G {3} est observé sur
Tg=10,...,(Lo—1)] x[0,...,(N=1)],

ol N est le nombre de trames correspondant a Tﬁ Ainsi, le tramage d’une réalisation réguliérement
échantillonnée & (T') de § est une matrice G {8 (T")}, de dimension Ly x N.

Compte tenu des redondances introduites par le recouvrement des trames successives, le méme
échantillon est représenté dans plusieurs trames. Par conséquent, une matrice quelconque S de
dimension Ly x N n’est pas nécessairement le tramage d’un signal observé 3 (T').

Cependant, il est important pour les applications de
pouvoir reconstruire le signal §(7) a partir d’'un tra-
mage modifié S. En effet, apres avoir modifié le tramage
G {30 (T)} d’un signal 3¢ (T) pour aboutir & 3, on veut

La redondance des échantillons lorsqu’il y
a recouvrement implique que toute matrice

Lo x N n’est pas nécessairement le tramage
pouvoir produire un signal résultat 3(7") dans T. En  q'un signal. Ce n’est en effet pas le cas des

d’autres termes, il est important pour les applications  que les contraintes induites par le recouvre-
de disposer d’une inversion du tramage. Soit S une ma-  ment ne sont pas respectées.

trice de dimension Ly x N. Dans un article célebre [92],

GRIFFIN et LIM posent le probleme comme celui de trou-

ver

5(T) = argmin Y (g (3(T)} (t,n) — S (¢, n))2 (3.2.2)

5(T) t,n

et montrent que le signal recherché est donné par :
1
2
Yoneng 9t —nLo(1—p))

VieT, G {S} (t) =

x| Y S(t—nLi(1-p),n)g(t—nLi(1-p))| (3.2.3)
neNg(t)

Ng(t)={ne€Z |t—nLy(l—p)eTy} (3.2.4)

est I’ensemble des trames dans lesquelles I’échantillon ¢ € T apparait dans le fenétrage G. Cette
opération porte souvent le nom d’addition-recouvrement et on peut aisément constater que G oG
est bien I'identité.

Meéme si 'exposé de ces résultats classiques peut aujourd’hui paraitre superflu, ils prendront
une importance significative lorsque j’introduirai I’hypothese locale en section [3.2.4]

3.2.3 Opérateur de tramage (T = R?)

Une contribution mineure de mon travail a été d’introduire une généralisation du tramage clas-
sique des signaux temporels au cas des signaux définis sur T = RP. L’intérét de cette contribution
est de permettre d’appliquer aux signaux multidimensionnels les mémes simplifications calculatoires
qu’aux signaux audio. Bien entendu, ces simplifications se font au prix de certains inconvénients,
sur lesquels je reviendrai plus loin.

L’introduction du tramage pour T = R nécessite la généralisation des notations présentées
plus haut pour T = Z.

— De la méme maniére que pour T = Z, ou chaque trame est un signal de longueur Lg, chaque

trame pour T = R sera définie sur un domaine de trame :

TOZ[O,...,LOJ}X-'~X[O,...7L0,D] (325)
ou Ly 4 donne la longueur de Ty le long de la d®M€ dimension. Soit

LO = [LO,lv AR L(],D]T .

6. Pour des raisons de simplicité, je supposerai que L permet d’observer un nombre entier de trames. Un bourrage
par des 0 permet de le garantir si § (T) est trop court.
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— Les recouvrements py,...,pp des trames le long de chacune des dimensions d de T seront
regroupés dans un vecteur p, de dimension D x 1
pelo1”

— Une trame sera identifiée par son index n, qui est un élément de ZP :
n=Mny,...,np) c7ZP.
— L’ensemble des trames dans lesquelles apparait ’échantillon ¢ € T sera noté :
Ng@®)={neZP|(t—n-Ly-(1-p)) € To}

et on notera
Tg(n)={teT|(t-n-Lo-(1-p)) <€ To}
I’ensemble des positions de T apparaissant dans la trame n.
— L’ensemble des trames correspondant a un ensemble de points T sera noté

Ng = UperNg (1) .

— La fenétre de pondération g est une fonction de Ty dans R*.
Le tramage d’un signal § de T — C sera alors un signal G {3} de Ty x Z” — C, donné par :

V(t,n) € To x ZP, G {5} (t,n) = g () 5(t+n- Lo - (1 — p)). (3.2.6)

Comme on le voit, Pexpression [3.2.6] est la généralisation directe de[3.2.1] En effet, les notations
ne doivent pas éclipser la simplicité du procédé, qui consiste simplement a découper le signal en
trames de méme taille, qui ont entre elles un certain recouvrement, et a multiplier chacune par la
fenétre de pondération.

Si on observe un signal § sur L positions T = [t1,...,t;] de maniére & avoir une observation
5 (T) de dimension L x 1, G{s(T)} est obtenu comme 'observation de G {§} sur :
Ty = {{(t —n-Lo-(1-p) ’”)}"€N9<f>}teT‘ (3.2.7)

L’intérét du tramage devient apparent si la taille Ly des trames est suffisamment petite pour
assurer que le nombre d’échantillons |7g (n)| de chaque trame n est petit devant L.
Dans le cas discret, si T = ZP, Ty = Np,, x -+ x Np, , et sile signal § est régulicrement

échantillonné, toutes les trames auront le méme nombre d’échantillons |7g (n)| = HdD:1 Lo,q et
seront régulierement échantillonnées.

Si on suppose a présent que certains traitements ont

conduit & effectuer une modification de G {3 (T')} de ma-

Si § est une fonction de R” dans C, son tra-  niére un produire un signal S observé sur T, G, peut-on

mage G {3} est une fonction de To x Z” dans

C,ou Ty C T est le (petit) domaine sur lequel
est définie chaque trame.

récupérer le signal Z@ correspondant 7 De la méme ma-
niére que dans le cas unidimensionnel, tout S n’est pas
nécessairement le tramage d’un signal défini sur T, parce
que le recouvrement impose des contraintes sur la valeur
de certains échantillons du tramage.

Cependant, on peut appliquer la méme méthodologie et généraliser le résultat de [92] dans
notre cas, pour rechercher :

. 2
5(T) = argmin 3 ( )} (t,n) — S (t, n)) . (3.2.8)
) (t n GTg
On montre que la solution & ce probleme est donnée par :
1
2
Yonengm 9t —mn-Lo-(1—p))

VteT, g} {5} (t) =

x| Y St-m-Li-(1-p),n)gt—n-Lo-(1-p) |, (3.29)
neNg (t)
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qui n’est autre que la simple généralisation de la procédure d’addition-recouvrement au cas T =
RP. Si I'expression peut paraitre déroutante, I'opération correspondante est en fait assez
simple. Elle revient a remettre a sa place initiale chaque échantillon du tramage, en pondérant
sa contribution dans le résultat en fonction de g. Cette manceuvre permet d’avoir des transitions
douces entre les trames pour peu que g soit lisse, et d’ainsi éviter les discontinuités a leurs frontieres.
On peut remarquer que G~! o G est toujours 'identité.

Cette procédure de reconstruction des signaux a partir de leur tramage se distingue de ’addition-
recouvrement telle que présentée initialement par ALLEN et RABINER [5] [6] 40] pour des séries tem-
porelles réguliérement échantillonnées (D = 1). En effet, elle s’affranchit de la notion de fenétre de
synthése, distincte de la fenétre d’analyse g. Pourtant, étant donné un tramage, on pourrait cher-
cher a utiliser une autre fenétre g5 pour garantir des transitions douces entre les trames, différente
de celle utilisée pour 'analyse. Une telle procédure est possible. Dans ce cas, I'expression [3.2.9]
devient :

1
Yomengy9(E—m-Lo-(1=p))gs(t—n-Lo-(1-p))

VteT, g ! {S} (1) =

x| Y St-m-Ly-(1-p),n)gs(t—n-Lo-(1-p) |, (3.2.10)
neNg(t)

et on constate que les deux approches coincident si gs = g. Méme si la méthode de reconstruc-
tion [3.2.10 apparalt comme une heuristique plutot que fondée sur la minimisation rigoureuse d’un
critére objectif comme peut 1'étre [3.2.9] nous verrons en section [6.1.3| un exemple ou il est impor-
tant d’utiliser une fenétre de syntheése différente de celle d’analyse. Dans tous les cas, G~! o G est
toujours l'identité.

3.2.4 Hypothese locale

Muni de l'opération de tramage et de celle, complémentaire, d’addition-recouvrement, je peux
introduire une hypothese simplificatrice forte, que j'appellerai indépendance des trames, ou encore
hypothese locale.

Définition 3. Un signal § de T = R” dans C est & trames indépendantes pour un tramage G si
ses différentes trames G {35} (-, n) sont indépendantes.

En termes probabilistes, I’hypothese locale est équivalente a affirmer que :
p(B(T)|0)~[[p(G{5(T)}(,m)|06).
n

ou 6 sont les hyperparametres des distributions considérées. Si en plus de I’hypothese de trames
indépendantes, on suppose que chaque trame est un processus gaussien défini sur T et & valeurs
dans C, alors § est lui-méme un processus gaussien. Se donner un processus gaussien § a trames
indépendantes, défini sur T et a valeurs dans C revient ainsi a se donner un processus gaussien
G {3}, défini sur Ty x ZP, dont la fonction de covariance k est donnée par :

kE((t,n),t',n)) ~ dpnk(t,t',n). (3.2.11)

Sl est clair que [3:2.11] ne peut étre qu'une ap-
proximation compte tenu de l'occurrence des mémes
échantillons dans plusieurs trames, les procédures d’in-  En pratique, on observe 3 (T), puis on cal-
férences telles que celles présentées en section [2.2.3)  cule son tramage G{s(T)}. Enfin, on sup-
sont grandement simplifiées dans ce cas. Elles ne  P9¢ ,Siﬂfplemem que les différentes trames
font en effet plus intervenir la matrice de covariance EeEpal et den e
jointe K (8(T),5(T)) de toutes les observations, de
dimension L x L, mais les N matrices de covariance
KG{s(M}(,n),G{8(T)}(-,n)) des différentes trames, qui sont chacune d’une dimension
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|Tg (n)| x |Tg (n)], et donc beaucoup plus petites. Ainsi, I'hypothese locale permet de réduire
énormément la complexité calculatoire d’un modele de processus gaussiens.

Une autre propriété fondamentale de ’hypothese locale est que si les trames sont modélisées
comme des processus gaussiens de fonctions de covariance dérivables et que g est elle-méme déri-
vable, alors on peut montrer que la fonction de covariance de § est dérivable également, conduisant
a des réalisations presque stirement dérivables. Autrement dit, I’addition-recouvrement de fonctions
lisses reste lisse pour peu que la fenétre de pondération soit bien conditionnée. Ce résultat est fon-
damental en audio, car il signifie que le signal résultant d’un traitement distinct dans les différentes
trames ne présentera pas de discontinuités génantes a ’oreille, qui caractérisent les approximations
PIC ou PITC de la section précédente.

En figure extraite de notre publication [I31] sur la séparation de processus gaussiens,
j’ai représenté les performances comparées d'un modeéle complet, de PITC et du tramage sur un
probléme simple de régression par processus gaussiens. Il apparait nettement sur cette figure que
le principal avantage du tramage, en plus du gain calculatoire qu’il représente, est ’obtention de
moyennes a posteriori lisses.

GP regression, modéle complet

5
> OTW%W
-5 . . . . .
-30 -20 -10 0 10 20 30
X
GP regression, PITC
5 . . .
~ O7Ssa JPNGoE o
-5 . . . . .
-30 -20 -10 0 10 20 30
X
GP regression, tramage
5 ; ; ; ; ;
- OW%
-5 . . . . .
-30 -20 -10 0 10 20 30

FIGURE 3.5: Comparaison des résultats donnés par un modéle de processus gaussien complet (haut),
Papproximation PITC (milieu) et le tramage (bas) pour un probléme trés simple de régression, pour
un recouvrement de p = 0.9. On observe que le signal estimé par tramage est lisse et correspond
de maniere fidele au modele complet, contrairement & PITC, qui présente certaines discontinuités.
Cependant, la variance a posteriori donnée par tramage est trés nettement sous-évaluée, ce qui
n’est pas le cas pour PITC.

Tous ces avantages de considérer des trames indépendantes viennent au prix de plusieurs in-
convénients. Tout d’abord, cette hypotheése interdit de considérer des covariances non nulles sur
des échelles plus grandes que celles d’une trame. Par conséquent, le choix du domaine de définition
Ty des trames doit permettre d’inclure la majeure partie des dépendances, si on souhaite obtenir
de bonnes performances. Ainsi, plus T sera grand, plus I'estimation permettra d’inclure des dé-
pendances a long terme, mais plus I'estimation sera complexe, puisqu’elle ménera a l’inversion de
matrices de covariance de trames plus grandes.

En ce sens, cette hypothese peut étre rapprochée de 'utilisation de fonctions de covariance
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a support compact, telles qu’évoquées en section [3.1.3] En effet, si on se donne un processus
gaussien §, a trames indépendantes, le calcul de sa fonction de covariance

V(t,t), ktt)=E[Gg {8 ()G {5} ()] (3.2.12)

est extrémement similaire & ceux menés par MELKUMYAN et RAMOS dans [145], ot la “fonction de
base” devient ici la fenétre de pondération g utilisée pour le tramage. Il est d’ailleurs remarquable
que ces auteurs utilisent pour g la fenétre de HANN, extrémement classique pour le tramage du

signal audio. Ce rapprochement n’est cependant pas explicité dans leur article.

Une autre limite de I’hypotheése de trames indépen-
dantes apparait clairement sur la figure On voit que
si la moyenne a posteriori est bien estimée, il n’en va
pas de méme pour la variance. En effet, lorsqu’on en-
visage l'expression [3.2.9] de I'addition-recouvrement en
dimension D, on s’apercoit que supposer des trames in-
dépendantes alors qu’elles ne le sont pas revient a sous-

Le tramage permet de réduire fortement la
difficulté des calculs car il permet de traiter
indépendamment des petites portions du si-
gnal. Il offre en outre ’avantage de produire
des reconstructions lisses. En contrepartie, il
conduit & une sous-estimation de la variance

estimer la variance de l'estimée G~'. En effet, plus le
recouvrement est grand, plus le nombre de trames dans
lesquelles un échantillon donné ¢ € T apparait sera grand.
Par conséquent, addition-recouvrement [3.2.9] prise en ¢ sera modélisée comme la somme pondérée
d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes alors qu’elle est en fait la somme pondérée
de variables dépendantes. Sa variance sera ainsi sous-estimée.

Méme si le tramage est une opération extrémement classique en traitement du signal audio,
ses conséquences sur les modeles probabilistes pour la séparation de sources ont été largement
négligées jusqu’a tres récemment. Dans [127], LE ROUX et al. mettent au point des procédés pour
prendre en compte les dépendances déterministes entre les trames apres traitement. Ce faisant, ils
ne s’attaquent pas au probleéme fondamental de leur prise en compte dans les prémices du modele.
L’étude [II] de BADEAU est un exemple ol ce probléme est explicitement abordé. Ce champ de
recherche semble aujourd’hui prometteur, et certains chercheurs du domaine s’attellent a tirer profit
des dépendances déterministes introduites par le recouvrement pour améliorer les performances de
la séparation de sources [I18]. Je ne me préoccuperai pas plus avant de cette problématique pour
le reste de mon exposé, mais tirerai largement profit de I’hypothese d’indépendance des trames.

a posteriori des estimées.

3.3 Processus gaussiens localement stationnaires

3.3.1 Formalisation

Soit 5 un signal défini sur T = RP et & valeur dans C. Comme vu plus haut en section son
tramage G {5} est une fonction de Ty x Z” dans C. L’hypotheése de stationnarité locale suppose
que toutes les trames G {5} (-,n) de § sont des processus indépendants stationnaires, définis sur Ty
et a valeur dans C.

Définition 4. Un signal § est localement stationnaire pour un tramage G s’il est a trames indé-
pendantes et si chacune de ses trames est un processus stationnaire.

Si on suppose en plus que chacune des trames est un processus gaussien défini sur Ty, alors le
processus § sera un processus gaussien localement stationnaire. La fonction de covariance k (¢,¢', n)
d’une trame n donnée sera donc :

V(t,t)eT2 k(t,t',n)=k(t—t n).

Se donner un processus gaussien localement stationnaire §, défini sur T et a valeurs dans C
revient ainsi & se donner un processus gaussien G {3}, défini sur Ty x ZP, dont la fonction de
covariance k est donnée par :

kE((t,n),t,n)) =80kt —t n).
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3.3.2 Représentation spectrale

Considérons a présent comme en section que T = ZP et que § est régulierement échan-
tillonné. Soit & (T) une réalisation de ce signal et G {3 (T')} son tramage. Du fait de I’échantillonnage
régulier de 3, chacune des N trames G {8 (T)} (-, n) est elle-méme réguliérement échantillonnée sur
To.

Une grandeur qui prendra dans la suite une importance significative sera la transformée de
Fourier de chaque trame de G {3 (T')}. Dans toute la suite de cet exposé, je la noteraim :

V(f,n) €FxNg, s(f,n)=Fp{G{s(T)}(~n)}(f). (3:3.1)

Comme en section seuls les indices fréquentiels f non redondants seront conservés. Ainsi,
si les signaux sont a valeurs réelles, seules les indices f correspondants a des fréquences positives
seront conservés. Sinon, tous les indices de la transformée de Fourier seront conservés. Dans tous les
cas, je désignerai par F ’ensemble des indices fréquentiels conservés par la transformée de Fourier
discrete.

s porte le nom de Transformée de Fourier a Court
Terme (TFCT) de 5 (T'). C’est un signal défini pour f € F

La TFCT d’un signal & (7' est obtenue en
calculant le fenétrage de & (T), puis en calcu-
lant sa transformée de Fourier dans chaque
trame. Il s’agit ainsi d’une fonction a la fois
de l'indice de fréquence f € F et de I'index
de trame n € Ng

etn ENglﬂ

On peut appliquer les théoréemes de BOCHNER et de
WIENER-KHINCHIN, évoqués en section a chaque
trame de G {3 (T)}. Les principaux résultats correspon-

dants sont donnés en table [B.1]

On voit l'intérét de 'hypothese de stationnarité locale.
Elle permet de supposer que tous les éléments de la TFCT d’un signal sont indépendants, et donc
de les traiter isolément les uns des autres. Je vais illustrer cette propriété en section lorsque
je présenterai le filtrage de Wiener généralisé. On peut noter que ce modele est aussi appelé dans
la littérature modele gaussien local [70), 210, 2T4]. Il est cependant rare que sa connexion avec un
modele de formes d’ondes soit explicité comme c’est le cas ici et je n’ai pas connaissance d’une
étude le développant pour un domaine de définition T = Z” de dimension quelconque.

3.3.3 Filtrage de Wiener généralisé

Une fois de plus, je vais aborder le probléme de régression déja considéré en sections [2.2.3] [2.5.2]
et 2.54] pour démontrer l'intérét du modele localement stationnaire pour des problémes clas-
siques. Supposons que ’observation Z soit la somme d’un processus gaussien localement station-
naire (PGLS) §, de DSP P; (f,n) et d'un autre PGLS € indépendant de 3, de DSP P. (f,n). Du
fait de la linéarité de la TFCT, on a :

V(f,n),x(f,n):s(f,n)Jrc(f,n),

et on a par ailleurs :
— Tous les coefficients x (f, n) sont indépendants, puisque c’est le cas de ceux de s et de €, qui
sont par ailleurs indépendants entre eux.
— Chaque z (f,n) a pour distribution :

x(fvn)NNL<O’P6(f’n)+P€(f7n))

7. Pour des signaux de grande taille, je ne serai jamais intéressé par la simple transformée de Fourier Fp {3 (T}
des observations, mais plutét par leur TFCT. A partir de ce point de ’exposé, la notation s désignera par conséquent
toujours la TFCT d’une forme d’onde 8.

8. Ng est I'ensemble des trames n € ZP dans lesquelles apparait au moins une fois un des points de T. Pour
D =1, c’est tout simplement [0,..., (N —1)] ou N est le nombre de trames.
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1. La DSP P (f,n) de la trame n de G {5} a 'indice discret de fréquence f est donnée par

P(fvn) :]:D{k(7n)}(.f)

2. Siles trames sont suffisamment grandes, alors tous les éléments de s (f,n) sont indépen-
dants. L’indépendance pour une trame donnée provient de la stationnarité, I’'indépendance
pour des trames différentes provient de I’hypothese locale.

3. De plus, on a :

s(f,m) ~N:(0, P (f,m)), (3.3.2)
ot N, est la distribution complexe circulaire 2.5.9] :
N oy 1 |z — /i‘z
C(Z|,u,0)—ﬁexp _T .

4. Tous les points (f,n) étant indépendants, Popposé L (3| P) de la log-vraisemblance des

observations étant donnée la DSP P est donnée par :
o o s (£,m)°
L(8|P)=—logp(5|P)= Z logm +log P (f,n) + ———+
P(f,n)
(fm)
qui vaut, & une constante additive indépendante de P pres :
LEIP) =Y do(ls(fn)* | P(fin) (3.3.3)
(fm)
oll " "
do(x|y)=——log——1 3.3.4
(z|y) " " (3.3.4)
est la divergence d’ITAKURA-SAITO [69, [71].

5. Puisqu’on a étant donnée la TFCT s(f,n) d’un processus gaussien localement sta-

tionnaire, 'estimation v (f,n) de la DSP au maximum de vraisemblance est :
v(f.n)=ls(f,n)?, (3.3.5)
et est appelée spectrogramme de & (T).

TABLE 3.1: Propriétés de la représentation spectrale d’'un processus gaussien localement station-

naire
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— La DSP de 7 est donc la somme de celle de 5 et de € :

V(f,n), P.(f,n)=P;(f,n)+ P.(f,n).

Dans ces conditions, on peut facilement montrer que la distribution a posteriori de s étant donné
x devient :

s(f,n) [@(F,m) ~ N (Bpost (F:1) 020 (£,1)

avec :

P.(f,n)P(f,m) . (3.3.6)

Ps(f,

{”post (f,n) :%w(ﬁn)
2 _ s

Tpost (F+1) = B TR ()

Puisque cette distribution a posteriori est gaussienne, I’estimée aux moindres carrés de s étant
donné x est :
PS (f? n)

(f’n)+P€(f7n)

L’opération va prendre une importance déterminante dans toute la suite de cet exposé.
Elle permet de récupérer une estimée de la TFCT du signal recherché a partir de I'observation de
x, pour peu qu’'on dispose des DSP P, et P. des signaux constituants Z. Elle est souvent appelée
filtrage de Wiener généralisé, et est couramment utilisée en séparation de sources [30} [I7]. Le signal
temporel S est récupéré facilement par TFCT inverse, incluant une addition-recouvrement.

Il est remarquable que cette opération de filtrage ap-
porte les mémes gains en complexité pour des processus

Y(f.m) 3 (fm) = 5 v (f.m). (3:3.7)

Un processus gaussien localement station-
naire et centré (PGLS) § est complétement
déterminé par sa DSP P, (f,n) > 0. La
somme de PGLS reste un PGLS, et ce mo-
dele permet des opérations tres rapides de
filtrage.

localement stationnaires que le filtrage de Wiener pour
les processus stationnaires. Si le modele stationnaire n’est
souvent pas un bon choix, comme en audio (D = 1) ou
la DSP du signal évolue constamment, le modele loca-
lement stationnaire est quant a lui souvent un excellent

choix. Dans cette section, j’ai montré qu’on n’a que peu
a gagner a se restreindre au cas D = 1, puisque tous les
résultats s’appliquent de la méme maniére aux processus localement stationnaires définis sur Z”.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, j'ai évoqué la grande complexité des calculs requis par toute tache d’inférence
basée sur un modele de processus gaussien, ainsi que quelques-unes des approches actuelles les plus
populaires pour leur simplification.

Dans ce contexte, j’ai introduit la technique du fenétrage, ou tramage, qui est classique en
traitement des séries temporelles. Le tramage d’un signal consiste en la production d’un ensemble
de portions de taille réduite du signal, qui ont entre elles un certain recouvrement. Si on fait
I’hypothese que ces trames sont des processus gaussiens indépendants, on peut effectuer les taches
d’inférence indépendamment dans chacune, ce qui conduit a une simplification importante de la
complexité des calculs. Le signal original peut étre récupéré par une technique simple d’addition-
recouvrement. J’ai montré que les liens entre cette approche et ’état de ’art sont importants.

Si on fait de plus I’hypothése que le signal est un processus gaussien stationnaire dans chaque
trame, le modele correspondant y gagne encore en simplicité, puisque les procédures d’inférence
peuvent étre faites tres simplement sur la TFCT du signal. On a vu qu’un PGLS est caractérisé
par sa DSP pour chaque trame, estimée par son spectrogramme.

Si ces résultats peuvent paraitre classiques pour D = 1, une contribution de ce chapitre est de
les présenter dans leur généralité en dimension quelconque. On verra par ailleurs que ces dévelop-
pements me permettront en partie [[I| d’introduire trés simplement la séparation de PGLS.






Chapitre 4

Modeles de densités spectrales de
puissance

Dans ce chapitre, au lieu de considérer un seul processus gaussien § défini sur T et a valeurs
dans C comme je l'ai fait dans la plupart des chapitres précédents, je vais utiliser les notations
introduites en section[I.3.2) pour envisager plutot un groupe de J processus gaussiens indépendants
{8(J)}j=1,. s tous définis sur T = ZP et dont je considérerai une réalisation {3 (T i)} jer g
régulierement échantillonnée sur L points T = [t1,...,t] de T. Par extension, § désignera le groupe
de processus, défini sur T x N; et a valeurs dans C. De la méme maniere, toutes les grandeurs
définies plus haut pour un seul processus telles que sa DSP P ou son spectrogramme v sont
étendues au cas des groupes, et les notations restent les mémes, a part I'introduction d’un indice
j supplémentaire, relatif & I’onde considérée.

Dans ’ensemble de ce chapitre, les processus sont supposés centrés (& moyenne nulle) et mo-
délisés comme des PGLS tels que définis en section (3.3

4.1 Motivations et critere d’apprentissage

4.1.1 Modéeles paramétriques de DSP

En section j’ai montré qu'un PGLS est complétement déterminé par sa DSP P (f,n) dans
chaque trame. De la méme maniére, .J processus {3 (-, j)} j=1,....s gaussiens localement stationnaires
et indépendants sont caractérisés par leur DSP P (f,n,j). En effet, par application du théoréme
de WIENER-KHINCHIN, la connaissance de cette DSP est équivalente a celle de la fonction de
covariance de chacun des J processus dans chaque trame et détermine ainsi completement les
processus du groupe.

La plupart du temps, on ne connait pas les DSP des processus étudiés, mais on dispose d’une
réalisation 3. Cette observation permet d’estimer les DSP et comme on 'a vu en [3.3.5] I'estimation
au maximum de vraisemblance des DSP est donnée par le spectrogramme v, défini par :

V(fom,g), v(fim,g) = s (fin, ),

ou s est la TFCT de s. Ainsi, les opérations faisant intervenir la DSP des signaux, comme le
probléeme du débruitage considéré en section [3.3.3] peuvent étre menées en utilisant leurs spectro-
grammes v au lieu de leur DSP P.

Cependant, le principal probleme de cette approche est que le nombre de points (f,n) est en
pratique comparable au nombre L d’observationsﬂ ce qui signifie que le nombre de parametres
d’un PGLS est comparable au nombre de ses observations.

Bien que je présenterai ces problématiques plus loin, les applications pratiques des PGLS a la
séparation de sources que je vais considérer rendent indispensable la réduction du nombre de ces
parametres. En effet, elles impliquent deux problématiques principales :

1. Pour L fixé, ce nombre varie en fonction du recouvrement choisi entre les trames.

57
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1. L’estimation des DSP des J signaux a partir de I observations. Pour peu que I < J, cette
estimation implique plus de parametres que d’observations.

2. La transmission des DSP pour le codage. Dans ce cas, le probléeme n’est pas d’estimer des
DSP inconnues mais plutét de transmettre des DSP connues & bas cofit.

Dans ces deux cas de figure, il est indispensable de
réduire le nombre de parametres caractérisant les PGLS
étudiés. Pour comprendre ’approche adoptée, on peut Le? Processus gaussiens localement Stat_lon'
voir que les DSP P (f,m,j) d’un groupe de J ondes se naires sont .c.aracterlses par 161.11" DSP. Si on
. veut les utiliser en pratique, il est souvent
comprennent comme une fonction de FxNgx Ny dans R i ° b 3 )
N . , nécessaire d’en réduire la dimension.
ot je rappelle que F et Ng sont respectivement 1’ensemble
des indices fréquentiels et des indices de trames de la
TFCT de chaque onde. Chacun de ces indices est un vecteur de dimension DEI Le fait que P soit
a valeurs dans R, est une conséquence du théoreme de BOCHNER vu en section ge 38
Au lieu de considérer comme parametres du modele les valeurs P (f,n, j) prises par la DSP en
tout point (f,n,j), on peut procéder & une approche paramétrique, et supposer que P appartient
a un ensemble P (- | 8) de fonctions de F x Ng x N; — Ry, indexé par un lot de paramétres 0,
appelés parameétres de source dans la suite de cet exposé. On supposera ainsi que :

VP e RYNOMN 30 v (f,n, ), P(f.n,j) = P (f,n,j]0) (4.1.1)

L’intérét fondamental de cette approche réside dans
le fait que si[4.1.1]est vérifiée, alors il suffit de transmettre
les parametres de sources 6 pour avoir la valeur appro- Au lieu de devoir envoyer la valeur prise par
chée de P en chaque point (f,n,7) au lieu de transmettre =~ "€ droite en chaque point, il est plus efﬁcac_e
toutes ses valeurs directement. Si § contient peu d’élé- 60 envoyer la pente et 'ordonnée a l'ori-

p - 5 z

ments, la réduction du nombre de parameétres est consi- f;?;’le%tElflesZI}ZSSZiLiI)S%rrOS/ZTaE; r;r;f;
dérable. On peut envisager plusieurs modeles de sources et cxgemlle G o len dlommades mots e g
P. Dans la suite de cet exposé, j’en considérerai deux g ilables & une droite.
que je présenterai en sections et Le premier est
est valable pour D = 1 et est inspiré de techniques de
compression d’image tandis que le deuxieme est basé sur une décomposition de P en facteurs non-
négatifs et vaut pour tout D.

La justification de l'utilisation d’un modele paramétrique pour représenter un ensemble de DSP
de processus gaussiens localement stationnaires peut rappeler la discussion de la section [2.1] ou
les processus gaussiens eux-mémes ont été introduits comme une alternative possible a un modele
paramétrique.

En ce sens, si les approches actuelles font I’hypothese que les DSP des signaux sont membres
d’une famille paramétrique donnée (comme le modeéle NMF), il me semble clair aujourd’hui qu’une
piste de recherche intéressante est de ne plus faire cette hypotheése simplificatrice pour plutdt
considérer que P est la réalisation d’un processus aléatoire, caractérisé par des hyperparameétres
pertinents. Certains auteurs ont déja fait le premier pas dans cette direction [45] [149], mais les
modeles correspondants ne permettent encore que d’inclure des dépendances locales ou souffrent
d’une grande complexité calculatoire. La découverte de processus aléatoires a valeurs positives
suffisasamment souples pour rendre compte de la diversité des DSP de signaux réels reste un enjeu
non résolu. Je ne me préoccuperai pas de cette idée pour la suite de ce document.

4.1.2 Apprentissage des parameétres

Etant donnée une famille P de modeles, la question centrale de ’approche paramétrique est celle
de la détermination des parametres 6* qui permettent au mieux de rendre compte des observations

2. Pour une image par exemple, les fréquences sont spatiales et les trames situées dans le plan.
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s. En d’autres termes, si on dispose de l'observation s des TFCT d’un groupe de J PGLS, la
question se pose d’identifier le lot de parametres 6* qui est le mieux susceptible de rendre compte
des observations s.

Le cadre théorique des processus gaussiens offre une maniere élégante d’aborder ce probléme.
Comme on I’a vu en section [3.3.2], 'opposé de la log-vraisemblance des observations 5 d’'un PGLS
est donnée par [3.3.3 page 54} qui devient pour J signaux indépendantsﬂ

£GIP)= 3 do(Is(fm ) | P(£inif)). (4.1.2)
(fm.5)

Dans ces conditions, si on remplace P par P (- |#6) comme le suggere 'approche paramé-
trique £.1.1] le probléme de trouver 6* peut étre abordé selon le critére du maximum de vrai-
semblance[*] et devient :

0* = argmin L(5]0)
= argmin 3 do(0(fim0) | P (£, 10). (1.13)

(fm.5)

Comme on le voit, quelle que soit la famille P de
modeles paramétriques choisie pour modéliser la DSP de

L’étre humain a une sensibilité acoustique re-
liée au logarithme de ’amplitude des sons
entendus [26] et non pas & leur valeur ab-
solue. Il est intéressant qu’une estimation
au maximum de vraisemblance d’un mo-
deéle gaussien meéne a utiliser une divergence
proche d’une différence quadratique de log-
spectrogrammes.

processus gaussiens localement stationnaires, I’apprentis-
sage d’un modele de sources se comprend simplement
comme la recherche du modele de DSP qui est le plus
proche du spectrogramme des observations. La seule sub-
tilité introduite par le modele gaussien est que ’écart
entre ce spectrogramme et le modele n’est pas mesuré en
utilisant une fonction classique comme l'erreur quadra-

tique, mais plutot une distance spécifique, qui peut se
comprendre grossierement (voir comme
une erreur quadratique sur les logarithmes de ses opérandes.

Le probleme de la recherche des parametres de sources 0* qui rendent au mieux compte des
observations aboutit donc sur des bases probabilistes & la minimisation d’une fonction de cotit [f.1.3]
Nous quittons alors les terres de ’analyse probabiliste pour résoudre un probleme d’optimisation :
il s’agit de trouver la valeur 6* qui maximise la vraisemblance p (s | 8), dont on connait ’expression
analytique En fonction de la famille paramétrique P choisie, ce probleme admet des solutions
plus ou moins directes a obtenir.

4.2 Modele par compression d’images (CI) dans le cas D =1

4.2.1 Modéle

Dans le cas des séries temporelles (D = 1), on a déja vu que les spectrogrammes d’un groupe
de J DSP peuvent étre compris comme un tenseur v de dimension F x N x J. La principale
idée qui guide cette section est que ce tenseur peut étre vu comme un ensemble de J images de
méme dimension F' x N. A ce titre, il peut étre efficacement transmis en utilisant des algorithmes
de compression d’images. Partant de cette idéeEl, j’ai proposé dans [I37] d’utiliser des techniques
de compression d’images avec pertes appliquées sur les spectrogrammes des observations, comme

3. Je rappelle que do (z | y) = % — log % — 1 désigne la divergence d’ITAKURA-SAITO.

4. Je ne considérerai pas le critéere du mazimum a posteriori, qui permet en outre d’intégrer une distribution
a priori p (0) sur la valeur des parameétres recherchés. Ce critére est utile lorsqu’on souhaite privilégier des parameétres
ayant certaines propriétés, en plus de leur seule adéquation avec les observations. Par exemple, on peut souhaiter
obtenir des décompositions NTF dont les activations ou les spectres de bases sont lisses [I81][69} (19} [46]. Je reviendrai

au chapitre sur cette problématique.

5. C’est lors d’une discussion avec LAURENT GIRIN & Grenoble que nous est apparue cette idée.
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lalgorithme JPEG ou JPEG2000 [216l 220], pour réduire le poids des parameétres du modele
PGLSH L’idée sous-jacente est que s’il est possible de compresser une image par un facteur 100
sans que cela soit visible, la méme approximation doit pouvoir donner des résultats intéressants si
I'image considérée est un spectrogramme.

De maniere a formaliser cette approche, il me faut évoquer rapidement la structure globale
commune a la plupart des algorithmes de compression d’images. La premiere étape du traitement
consiste a découper 'image en trames. Pour JPEG, ces trames sont nécessairement de taille 8 x 8,
tandis qu’elles sont de taille arbitraire pour JPG2000. Ensuite, chacune des trames subit une
transformation qui dépend de la méthode. Ainsi, on considére une transformée en cosinus discrete
(Discrete Cosine Transform, DCT, en anglais) pour les trames 8 x 8 extraites par JPEG tandis
qu’on utilise une transformée en ondelettes pour JPEG2000.

Dans tous les cas, si M est une image de dimension F'x N je désignerai par C { M } 'ensemble des
coefficients produits apres tramage et transformation par la méthode considérée. Ainsi, pour JPEG,
C {M} regroupera des coefficients de DCT des trames 8 x 8 composant l'image M, tandis qu’il
regroupera des coefficients d’ondelettes pour JPG2000 [220]. Par ailleurs, C~! désignera 'opération
inverse a C, qui reconstruit une image de taille F' x N a partir des coefficients de C {M}. De cette
maniére, 'application successive de C et de C~! ne produit aucune modification sur I'image :

cH{c{M}} =M.

Etant donné un algorithme de compression d’image, ’ensemble des parametres 6oy (Compres-
sion d’Image) nécessaires a ’encodage de v est donc

Ocr = UC{U (,,j)} (421)

j=1

et regroupe simplement les coefficients produits par ’analyse indépendante des J spectrogrammes
des formes d’ondes.

Comme on peut le voir, les paramétres [£.2.1] du mo-
dele CI ne sont pas moins nombreux que ceux de v,

contrairement a ceux du modele NTF. Au contraire,
s’agissant simplement des coefficients d’'une autre repré-
sentation des spectrogrammes, ils ont toutes les chances
d’étre exactement aussi nombreux.

L’avantage de ce paramétrage apparait lorsqu’on
considere que bien qu’ils soient aussi nombreux que le

Le modéle par compression d’image (CI) re-
vient en pratique a utiliser une compression
de type JPEG sur les spectrogrammes des si-
gnaux. D’un point de vue formel, le nombre
de parametres de CI est trés important, mais
ces parameétres sont tres efficacement trans-
mis apres une étape de quantification, qui en

nombre d’entrées de v, les éléments de C { M} peuvent gé- annule la plupart.

néralement étre considérés comme indépendants, ce qui

permet d’adopter une stratégie de quantification scalaire

pour les encoder au lieu d’une difficile quantification vectorielle, tout en atteignant des gains im-
portants en débit.

Je reviendrai plus en détail sur le probleme de la quantification des parametres du modele CI
en section Pour I'heure, il me suffira de dire qu’au lieu de compresser des images
correspondant aux spectrogrammes des observations, il faut plutét compresser leurs logarithmes,
qui offrent une dynamique beaucoup moins importante et qui sont donc bien mieux encodés comme
une image d’un faible nombre de niveaux de gris. J’ai représenté en figure le résultat de la
reconstruction d’un spectrogramme de voix par JPEG, apreés quantification de 6c; en utilisant un
parameétre de qualité ¢ = 10/100.

6. Cependant, l'utilisation de logv au lieu de v dans les traitements n’était justifié dans [I37] que sur une base
empirique et non pas par les considérations plus rigoureuses de la section L’utilisation de techniques de
compression d’images dans ce contexte a fait 'objet d’un dépot de brevet dont je suis co-inventeur avec LAURENT
GIRIN, ROLAND BADEAU et GAEL RICHARD [83].
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Spectrogramme original (extrait)

indice fréquentiel

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
trame

Spectrogramme reconstruit

indice fréquentiel

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
trame

FIGURE 4.1: Tlustration du modele CI. L’apprentissage et la quantification du modele se fait
simplement par compression JPEG des log-spectrogrammes log v des observations. Le modéle 6¢
seul produit une reconstruction sans perte. C’est sa quantification fc; qui introduit un codage
efficace, en méme temps qu’'une erreur de reconstruction (d’apres [137]).

4.2.2 Apprentissage des parametres
Dans la mesure ot le modéle CI est simplement une autre représentation inversible de v, on a :
05 =C{v}. (4.2.2)

En effet, on a ainsi P (- | 65;) = v, qui minimise nécessairement Bien entendu, la transforma-
tion C de n’importe quelle fonction bijective de v peut étre envisagée avec les mémes conséquences,
puisque v peut toujours étre récupéré exactement dans ce cas. On verra en particulier en sec-

tion [10.3 page 133| qu’il est plus efficace de considérer les parametres :

05 = C{logv}, (4.2.3)
a la place de Dans ce cas, v est reconstruit simplement par
v="P( | 05;) =exp (CT{05r}) - (4.2.4)

4.3 Factorisation non négative (D quelconque)

4.3.1 Modéle

Le premier modele de sources que je vais présenter porte le nom de factorisation non négative. Ce
modele s’inscrit dans la continuité de travaux menés par une tres large communauté de chercheurs
[34,[69, [19] sur le probléme de la factorisation non négative de matrices ou de tenseurs (Nonnegative
Matrix/Tensor Factorization, NMF/NTF, en anglais). Le principe de ces approches est le suivant.

Considérons un tenseurm V' de dimensions F'x N x J, dont toutes les entrées V (f, n, j) sont des
réels positifs. Il est souvent utile pour faire I’analyse de V' de le décomposer comme un produit d’un

nombre réduit de facteurs. Ainsi, le modele dit canonique, polyadique, NTF, ou encore nonnegative
PARAFAC pose :

K
V(fn,3),V (fin) =Y W (f, k) H (n,k)Q (. k), (4.3.1)
k=1

7. Un tenseur peut étre compris comme un tableau a plusieurs entrées.
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ou W, H et Q sont des matrices de dimensions ' x K, N x K et J x K respectivement, pour
K € N appelé nombre de facteurs, ou de composantes, selon la communauté. Ce modeéle se distingue
du trés classique PARAFAC [96] par le fait que toutes les matrices W, H et @ considérées sont
supposées ne contenir que des entrées positives. Lorsque J = 1, on parle de NMF parce que V est
une matrice dans ce cas, tandis qu’on parle plus volontiers de NTF dans le cas général.

En fonction du contexte applicatif, les matrices W, H et @ peuvent étre interprétées diffé-
remment. Cependant, W sera souvent compris comme une collection de K motifs, ou formes de
base, dont H donnera [’activation pour chaque trame n, tandis que ) sera souvent compris comme
indiquant les coefficients de gain des motifs sur les J modalités de V. Quoiqu’il en soit, il est
remarquable que ce modele ait des applications dans des domaines aussi différents que ’analyse
statistique de corpus de textes [106], analyse de données biomédicales [34], le débruitage et la
reconnaissance d’images [142] [128], la transcription polyphonique [I9] ou enfin la séparation de
sources audio [69, 155, [163].

Cette popularité s’explique par I'existence d’algorithmes a la fois simples a implémenter et tres
efficaces pour estimer W, H et Q a partir de la seule observation de V. Ces algorithmes ont été
introduits dans article célebre de LEE et SEUNG [128] dans le cas J = 1 et ont fait 'objet d’un
constant effort de recherche depuis. Leurs propriétés de convergence ont fait I'objet de nombreux
travaux [I3] [T48] [71] et sont & présent établies sur des bases théoriques solides.

Dans ce texte, je propose d’utiliser une factorisation non-négative pour modéliser la DSP d’un
groupe de J processus gaussiens localement stationnaires définis sur Z”. Pour ce faire, j’étends la
notation habituelle [£.3.1] & des indices fréquentiels f et n de dimension D :

— Soit K € N, appelé le nombre de composantes.

— Soit {{W (f.k) e R+}feF}k:1 L ensemble de K bases spectrales.

— Soit {{H (n, k) € RJF}nGNg}k:l L ensemble de K activations, donnant I’amplitude

(positive) de chaque base spectrale sur chaque trame.
— Soit {Q (4, k) € ]RJF}(].’,C)eNJxNK un ensemble de J x K réels positifs, appelés gains.

Le modele NTF que je considere pose alors :

K
PNTE(fom, 1 0) = W (f,k) H(n,k)Q(j, k)
k=1

(4.3.2)
et est paramétré par :

Onrr ={W,H,Q}.

Comme on le voit, le modeéle NTF revient a approxi-
mer la valeur de la DSP de chacune des J formes d’ondes
en chaque point (f,n) comme une somme pondérée de
K formes spectrales. La matrice () de gains peut s’en-

Je propose dans cette étude d’utiliser un mo-
déle NTF dans le cas général des PGLS dé-
finis sur ZP. Cette extension n’implique pas
de difficulté majeure : la seule différence a
la situation classique est que les indices fré-
quentiels f et les indices de trames m sont
des vecteurs de dimension D. Je ne présente-
rai cependant pas d’applications d’une telle
extension dans ce document.

tendre comme donnant la répartition des formes spectrales sur les différentes ondes. On voit qu’en
plus de conduire a une paramétrisation intuitive, le modele NTF permet de réduire le nombre de

parametres d’'un PGLS de JEFN a

#Onrr =K (J+F+N),

ce qui constitue un gain considérable.

Comme on l'a vu en section [£.I] 'apprentissage d’'un modeéle de DSP pour un PGLS se fait en
minimisant la divergence d’ITAKURA-SAITO entre le spectrogramme v des observations et PNTF,

On a ainsi :

ONrp = argmin Z do (v (f,m,5) | PN (f,m,50)). (4.3.3)

fmng

Dans le cas ou D = 1, c’est-a-dire ou les signaux considérés sont des séries temporelles, le
modele est équivalent & celui qu’on retrouve dans la littérature [75], [71) [34, [155] 69] sur le
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traitement du signal audiolﬂ et on retrouve les résultats déja donnés dans [69], [19] que I'utilisation
de la divergence d’'ITAKURA-SAITO dy et du spectrogramme de puissance v pour I’apprentissage
d’un modele NTF correspondent a l’apprentissage au maximum de vraisemblance des parameétres
d’un PGLS. En figure j’ai représenté un exemple de décomposition d’un spectrogramme d’en-
registrement audio (J = 1) par le modéle NMF. On trouvera un autre exemple d’utilisation du

modele NTF (J = 3) en figure [10.3 page 139

r|ii1|

L

fréquence (kHz)
fréquence (kHz)

w
|

o = W

<200

=100 =100
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WH~V

410’ ’ ) d I'\

FIGURE 4.2: Illustration du modele NMF. L’apprentissage du modele se fait par décomposition
du spectrogramme v des observations en un produit W H de matrices non négatives. Ici, un enre-
gistrement de piano comporte deux notes, jouées alternativement puis simultanément. Un modele
NMF peut décomposer ce spectrogramme comme le produit d’une matrice de bases spectrales W
par leurs activations H. (d’aprés ROMAIN HENNEQUIN [100])

D’autres configurations alternatives a sont utilisées dans I'état de I'art pour la modélisation
audio par factorisation non-négative. En particulier, de nombreuses études [195] 196} [187] font
intervenir la divergence de KULLBACK-LEIBLER au lieu de celle d’ITAKURA-SAITO et le module de
la STFT plutét que son énergie. Cependant, il n’existe pas de modéle correspondant connu a ce
jour sur les formes d’ondes.

Ainsi, ces configurations ne peuvent étre aujourd’hui entendues que comme des modeéles d’images,
et I’étape de filtrage par laquelle ces études récuperent des formes d’onde, similaire au filtrage de
Wiener généralisé n’est pas justifiée théoriquement.

Il est cependant clair que leurs performances sont souvent comparables, voire meilleures, a celles
obtenues par l'utilisation de la divergence d’ITAKURA-SAITO et du spectrogramme de puissance.
Mon expérience montre en effet que le choix de la divergence a utiliser ou la puissance a laquelle il
faut élever le module de la STFT n’a pas une importance fondamentale sur la qualité des résultats
obtenus. Cependant, aucune explication théorique & ce phénomeéne n’est encore disponible.

4.3.2 Apprentissage des parameétres

Dans le cas du modele NTF, 'apprentissage des parametres optimaux 63, est plus délicat que
pour le modele CI. En effet, sauf situation exceptionnelle, aucun lot 6 de paramétresﬂ ne permettra

8. Je suis cependant, & ma connaissance, le premier & 'avoir exprimé pour J quelconque dans le cadre du
traitement du signal audio (D = 1) dans [130, [137]. La plupart des études se sont auparavant concentrées sur le cas
J =1 (mono) ou J = 2 (stéréo).

9. Le modele NTF peut devenir exact si on a affaire & des observations v de syntheése, ou bien si on considere
K = min (F, N). Aucun de ces deux cas n’a de réel intérét pratique.
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d’obtenir exactement v = P (- | OyrF), contrairement au modele CI. Autrement dit, un modele
NTF est nécessairement une approzrimation. Pour commencer, considérons données les TFCT s
d’un ensemble § de J formes d’ondes, et leurs spectrogrammes v :

v(fv”v.i)v”(f)”vj) = |S(f7n7j)|2'

La recherche des parametres NTF 63,5 qui maximisent la vraisemblance des observations est

donnée par qui devient dans ce cas :

Oyrr = argmin £(3]0)
0

K
= argmin »  do <v(f,n,j)|ZW(f,k)H(n,k)Q(j,k)>. (4.3.4)

k=1

Comme on le voit, "apprentissage d’un lot de para-
metres NTF qui maximise la vraisemblance des observa-
tions dans un modéle PGLS devient la recherche .34
des coefficients NTF 0%, = {W, H,Q} qui expliquent
au mieux le spectrogramme v des observations, lorsque
la fonction de cofit utilisée est la divergence A’ ITAKURA-
SAITO. Ce probleme a donné lieu a de trés nombreuses

Historiquement, les considérations probabi-
listes menant & 3.4 ont attendu les travaux
de C. FEVOTTE, N. BERTIN et J.L. DUR-
RIEU [69] [19]. Auparavant, la NMF/NTF
était déja utilisée dans le cadre de 'analyse
de signaux audio mais se justifiait par des

études [69, [19} 155, 163, [75] [711, [34] et il existe aujourd’hui
des algorithmes efficaces pour la recherche de 0%, 5. La
plupart de ces études sont focalisées sur le cas J = 1 ou
J = 2 et ne s’intéressent toutes qu’au cas D = 1. J’ai été le premier a ma connaissance a étendre
ces algorithmes au cas de J quelconque (dans [130] 137]) et de D quelconque (ce texte). Cependant,
de telles extensions sont immédiates et font intervenir exactement les mémes principes que ceux
présentés dans la littérature.

Le principe des algorithmes minimisant @ est d’identifier les parametres 63, par une
procédure itérative. Puisque la minimisation conjointe de en fonction de {W, H,Q} est tres
complexe, la stratégie adoptée est d’en effectuer alternativement une minimisation par rapport a
chacun des parametres W, H, puis @, les autres restants fixés, et d’itérer cette procédure jusqu’a
convergence. Plusieurs types de criteres d’arrét peuvent étre considérés mais il est classique de
simplement effectuer un nombre fixé d’itérations.

La difficulté principale de I'optimisation d’un modeéle NTF et sa distinction avec le modele PA-
RAFAC [96] réside dans la contrainte de n’avoir que des entrées non-négatives pour les parameétres
W, H et Q. En effet, si on procédait a une descente de gradient classique [21], la stratégie pour
mettre un jour un des parametres 6, (par exemple une des entrées de W) consisterait & choisir :

AL (3] 0)
00,

ol « > 0 serait un parametre de pas, dont la valeur peut étre fixée a priori ou bien dépendante
de Titération selon une loi empirique ou encore étre fonction de la dérivée seconde de £ (& | 6) si
cette derniere est disponible. Dans tous les cas, une application naive de avec un parametre
o fixé peut conduire a des valeurs négatives pour 6, ce qui ne respecte pas la contrainte de non-
négativité. Une idée originale proposée par LEE et SEUNG dans leur article [128] est de ne pas
effectuer une telle mise a jour additive, mais de privilégier plutdét une mise a jour multiplicative,
dont le principe est le suivant.

Considérons une fonction f () & minimiser, définie sur R. Supposons que cette fonction soit
dérivable et qu’on connaisse I'expression de sa dérivée f’ (x). La principale astuce des algorithmes
d’optimisation non négative repose sur une décomposition particuliere de f’, lorsque c¢’est possible,
comme la différence de deux termes positifs :

fr@) =G (2) =G (2)
VeeR, Gt (z) >0 . (4.3.6)
G (z) >0

considérations heuristiques.

0, — 0, — (4.3.5)
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La mise a jour du parametre x suggérée par [128] consiste alors & choisir :

G~ ()
Vo, Ty @) (4.3.7)

Ce procédé est illustré en figure pour f (x) parabolique.

lllustration des mises a jour multiplicatives

251

|
o
(¢,
T

FIGURE 4.3: Tllustration du comportement des mises a jour multiplicatives pour la recherche du
point minimum de f (z). On suppose que la dérivée f’ (x) est donnée par f'(x) = G (x) — G~ (2)
avec G (z) et G~ (z) positifs et connus. Dans tous les cas, la mise & jour multiplicative z + xg;gg

rapproche le point  du minimum de f.

Une des propriétés intéressantes de cette méthode de mise & jour est qu’elle garantie la non-

négativité de 'estimée, pour peu que le choix initial de x soit positif. En effet, le terme g%g? par

lequel x est multiplié est positif.
Bien entendu, la question se pose de la convergence de
cette technique d’optimisation en fonction de la nature

Les mises a jour multiplicatives de mo-
deles non-négatifs minimisant la divergence
d’ITAKURA-SAITO convergent rapidement et
sont faciles a implémenter. Leurs propriétés
de convergence ont été établies récemment.

de la fonction f. De nombreuses études ont porté sur
cette question dans le cas des fonctions de cofiit usuelles
et la décroissance du critére fut en premier établie [123]
pour une large famille de fonctions de cofit convexes[}

La question est cependant demeurée longtemps ouverte
dans le cas de la divergence d’ITAKURA-SAITO dy. Si
toutes les études empiriques concluaient a la validité de la procédure, il a fallu attendre des études
trés récentes pour démontrer que les mises a jour multiplicatives conduisent & la décroissance
du critére ([148), [12] et surtout [71]). En substance, on peut montrer que si f est la divergence
d’ITAKURA—SAITOE la mise & jour multiplicative correspond a l’application d’une procé-
dure de maximisation-égalisation. Dans tous les cas, ce que démontrent ces études n’est pas la
convergence des mises a jour multiplicatives vers un minimum global, mais la seule décroissance du
critere. Le probleme se pose ainsi de I'existence de minima locaux, mais en pratique, ces méthodes
conduisent a de trés bonnes estimées.

10. Les S—divergences pour 8 € [12].
11. Ces résultats s’appliquent plus généralement a n’importe quelle S—divergence.
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Je vais a présent développer Iapplication de ce schéma d’optimisation au cas de la fonction
de cofit donc pour J et D quelconques. Je vais par exemple considérer ’exemple de la mise
a jour d’un des coefficients W (f, ko) des parameétres NTF. Le cas des éléments de H et Q est
identique. Pour commencer, on peut montrer que :

ddy (v | y)

a9 =y 2(y—ux). (4.3.8)

Si on se rappelle que § = {W, H, Q} et que la notation P (f,n,j | #) désigne

K
P(fim.j|0) =" W(f k) H(nk)Q k),
k=1
on a :
L0 _ Zado@(f,n,j)|P<f,n,j|9>>a7><f,n,j|0>
ow (ankO) fon.j oP (fvn,j | 6) W(vakO)
= Y P(fom i |0)2(P(fo,m,5|60) = v (fo,m, ) H (n, ko) Q (4, ko),
n,j

dont les termes peuvent étre regroupés de maniére a obtenir une décomposition du type de [£:3.0] :

oL (3] 0)

m ZP ann]|9) H (n, ko) Q (j, ko) ZP fon v]|0) v (fo,m,4) H (n,ko) Q (4, ko) -

GH(W(fo,k0)) G~ (W(fo,ko))

Dans ces conditions, I'application du procédé de mise & jour multiplicative de W (£, ko) peut
se faire par application directe de [£.3.7] de maniére & obtenir :

S P (Formai | 0)" 20 (Fo.m.5) H (1, ko) Q (4, o)
Son; P (Formaj | 0)7 H (n, ko) Q (4, ko) '

L’algorithme donne la procédure complete d’estimation des parametres NTFE & partir de
I’observation de J formes d’onde régulierement échantillonnées. Il est possible d’implémenter effi-
cacement ces opérations avec des multiplications matricielles, que j’ai données en détail dans [137].
On peut de plus considérer des implémentations de cet algorithme sur des systémes paralleles et de
nombreuses techniques existent qui permettent de I'utiliser en pratique sur des signaux d’une taille
consid