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Introduction générale

- Introduction générale -

« Non quia difficilia sunt, non audemus, sed quian raudemus,
difficilia sunt. »
Séneque

D’apres une étude américaine, plus de quaranteéonslide tonnes d’aluminium ont été
produites dans le monde en 2010 [USG 11a]. Ceteuralasse I'aluminium au deuxiéme
rang du métal le plus utilisé, loin derriére I'aciavec ses 1400 millions de tonnes produites
en 2010 [USG 11a]. Il faut toutefois Iégeremenatigiser le rapport important entre les deux
productions en considérant que la masse volumigukabliminium est trois fois plus faible
gue celle de I'acier. Malgré cela, l'acier est taup beaucoup plus utilisé, en raison de ses
caractéristiques mécaniques plus élevées et deagdrinférieur [Reb 05]. La production de
I'aluminium est cependant en pleine expansion @rmieres années, comme en atteste la
figure 1.1, qui nous montre la production annudiguis 1900 [USG 11b].
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10000 -
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Figure I.1. Production annuelle d’aluminium, coutkaecée d’'aprés les données fournies par
une étude américaine [USG 11a, USG 11b].

Dans un ouvrage de Grinberg publié en 2003, ilcestement illustré que « I'histoire de
I'aluminium est intimement liée a celle des tramspanodernes : la conquéte de l'air s’est
faite grace a des appareils utilisant ce métaljuguant légereté et haute résistance
mécanique. Parce qu'il contribue a réduire les aomsations d’énergie et qu'il est hautement
recyclable, I'aluminium progresse dans l'automobilemme dans la construction navale
[Gri 03]. » Les autres domaines importants d’utiisn de I'aluminium sont la construction,
'emballage ainsi que les équipements électriqueméraniques. Nous tenons également a
signaler que bien qu’il soit le troisieme élémeanplus abondant sur Terre, aprés I'oxygéene et
le silicium, I'aluminium est loin d’étre inépuisahlpuisque d’aprés une étude menée par le
magazine Science & Vie ses gisements exploitables aolt acceptable seront épuisés en
2139 [Sci 08].



Introduction générale

La coulée (continue ou en lingots) est une étagmitante de la mise en forme des alliages
d’aluminium ; c’est celle qui nous intéresse ok @océdé de fabrication ayant déja été décrit
dans de nombreux travaux [Lud 04, Mat 07, Gra Ad{is ne revenons pas dessus en détail
dans ce document. Lors dune coulée, le métal aleithent liquide se refroidit
progressivement pour se retrouver a I'état solitke fan du procédé. Pendant le processus de
solidification, états liquide et solide coexist@our définir un état dit pateux. La phase solide
est plus dense que la phase liquide. En outrgdegprésents initialement dans le liquide sont
beaucoup moins solubles dans le solide. Pour cosepé® retrait de solidification important
dans ces alliages (de l'ordre de 4 & 7 %) et laraotion volumique a I'état solide, des
microporosités vont donc apparaitre et dégénéms dartains cas en fissuration a chaud, un
défaut rédhibitoire pour la qualité des pieces,agtiassocié a I'ouverture de criques dans les
régions a haute fraction de solide [Cer 07].

Afin de pouvoir prédire I'apparition de la fissumat a chaud en fonction des conditions de
coulée, de la composition de l'alliage utilisé & ld géométrie du moule, de nombreux
chercheurs ont travaillé a établir un certain nanie criteres. Eu égard a la dimension des
pieces a modeéliser (parfois plusieurs metres), aé@sres s'appuient sur des modeles
macroscopiques, incapables de prédire la compladét® phénoménes mis en jeu. Pour
alimenter ces criteres plus précisément, il peutrsalétre intéressant de réaliser des
simulations a des échelles plus petites. Pouralisiéir ces simulations, le recours a des
méthodes statistiques, telles que celle décritépdlion et al. [Phi 08b], semble indiqué.

En parallele des avancées de la simulation nunérilguderniére décennie a vu la percée
d’'une prometteuse technique expérimentale connue EBonom de microtomographie aux
rayons X [Sal 03, Bar 06a, Sal 10]. Cette technigeemet d’'imager in situ et en trois
dimensions (3D) des échantillons soumis a descgations thermomécaniques, de maniere
précise et non destructive. Des résultats tresessants ont ainsi été obtenus récemment sur
des alliages d’aluminium-cuivre pour des expériende maintien isotherme [Lim 07], de
solidification [Lim 09] et de traction isothermediT09].

Le projet SIMUZAL (acronyme de Numerical Simulatiohthe MUshy Zone behaviour in
Aluminium alloys ou simulation numérique du component des alliages d’aluminium a
I'état pateux en francais), financé par I'’Agencdidlaale de la Recherche (ANR) et dans le
cadre duquel cette these s’inscrit, réunit lesstmpartenaires académiques suivants: le
laboratoire SIMaP (Science et Ingénierie des Matdriet des Procédés) de I'INPG (Institut
National Polytechnique de Grenoble), le laboratbiesier de I'Ecole des Ponts ParisTech et
le Centre de Mise en Forme des Matériaux (CEMERYIEINES ParisTech.

Ce projet a pour ambition de combiner des approekpérimentale et numérique pour mieux
comprendre le comportement des alliages d’aluminiaml’état pateux, en utilisant
respectivement la microtomographie aux rayons destsimulations numériques a une petite
échelle. Contrairement a une approche statistiqumis avons souhaité initialiser nos
simulations numériques a partir des données deotnitiographie, afin de pouvoir obtenir
des comparaisons directes entre expérience etagionl

Le travail a effectuer a été réparti de la manisuevante entre les trois partenaires. Le
laboratoire SIMaP s’est chargé d’effectuer les erpées de microtomographie a 'ESRF
(European Synchrotron Radiation Facility ou inst#din européenne de rayonnement
synchrotron) de Grenoble et d’analyser les donnbtanues, ainsi que de déterminer la loi de
comportement de la phase solide par des tests méeanL'objectif du laboratoire Navier a
eté de développer et d’utiliser des outils de dati@ d’'image afin d’évaluer les conditions
aux limites a utiliser dans les simulations et deiliter la comparaison entre résultats
numeériques et expérimentaux. Le CEMEF s’est quali a&oncentré sur la simulation
numérique des expériences.
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Afin de profiter de I'expérience reconnue du CEMHB&ns le domaine de la simulation
numérigue du comportement des matériaux, nous aléridé dés le début du projet de faire
appel a CIMLib [Dig 07] (librairie du groupe de herche Calcul Intensif en Mise en forme
des matériaux), librairie écrite en C++ utilisapsdnaillages tétraédriques non structurés et la
méthode des éléments finis pour résoudre des égsatiux dérivées partielles. CIMLib est
interfacée avec PETSc [Bal 10] (Portable, Extemsibbolkit for Scientific Computation)
pour la résolution des systemes linéaires et avet [MPI 03] (Message Passing Interface)
pour la gestion du parallélisme. Le déplacementintesfaces y est assuré par une méthode
level set, décrite par Basset et Ville [Bas 06,Mib].

Au cours de cette these, nous nous sommes foalis@ simulation d’un test de traction
d’'un alliage d’aluminium-cuivre a I'état pateuxfexftué expérimentalement par Terzi et al.
[Ter 09]. Les images de microtomographie issueseadiest de traction ont été traitées et ont
permis d’obtenir une représentation éléments fiiviectement liée a la réalité expérimentale
tridimensionnelle (3D). Grace a cette représentati® I'échantillon, nous avons pu effectuer
un test de traction numérique et ainsi comparerdtas expérimentaux et numériques.

Ce manuscrit s’articule de la maniére suivanteptasmier chapitre est dédié a la description
de I'état de I'art dans le domaine de la simulatiitncomportement mécanique des alliages
d’aluminium a I'état pateux. Dans le deuxiéme ctrapinous expliqguons la méthode utilisée
pour transformer les données de microtomographieeprésentations éléments finis. Les
troisieme et quatrieme chapitres sont respectivernensacrés a la description des deux
solveurs utilisés pour effectuer le test de tractite solveur mécanique, grace auquel nous
accedons aux valeurs des champs de vitesse, dgopres de contrainte, et le solveur level
set permettant de déplacer les interfaces en mésé&mfin dans le cinquieme et dernier
chapitre, nous couplons ces deux solveurs poursetdle test de traction numeérique et
effectuer une comparaison avec I'expérience.
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- Chapitre 1 -
Etat de l'art

« Where all men think alike, no one thinks very mue

Walter Lippman

1. Introduction

2. Solidification

3. Comportement mécanique de la zone pateuse

4. Notre approche
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Chapitre 1

1. Introduction

En raison de leur importante utilisation dans dmimieux domaines industriels, les alliages
d’aluminium ont fait et font encore aujourd’hui bt de trés nombreuses études. Pour ce qui
concerne la solidification, ces études ont poueciifjde pouvoir prédire les caractéristiques
d’'une piece d’aluminium coulée dans des conditidmsnées et spécifiquement I'occurrence
de défauts rédhibitoires pour les applicationsegsafin de pouvoir orienter les conditions du
procédeé vers des solutions fiables.

Lee, Chirazi & See, expliquent dans leur revuelaunodélisation de la microporosité dans
les alliages d’aluminium-silicium [Lee 01] qu’'aucules modeéles disponibles ne fournit de
prédictions précises sur la gamme compléte des ittumel de coulée rencontrées
industriellement. lls ajoutent qu’'un modéle idéalit inclure 'ensemble des phénomenes
physiques a I'oeuvre, ce qui le rendrait trop carplpour étre réellement exploitable.

Notre objectif dans ce chapitre n’est pas de fairénventaire de tous les travaux ayant pour
sujet la solidification des alliages d’aluminiumodé$ préférons donc nous concentrer sur les
recherches en rapport direct avec notre propreeétbidus accordons ainsi une attention
particuliere aux travaux impliquant la microtomaggnae et les simulations numériques a
petite échelle et ayant pour but de mieux compeetelcomportement mécanique des alliages
d’aluminium a I'état pateux.

Nous résumons dans un premier temps les élémertasgeindispensables pour comprendre
la solidification des alliages d’aluminium. Nousoguons ensuite les travaux utilisant la
microtomographie aux rayons X et des calculs mégms sur des volumes élémentaires
représentatifs (VER) qui semblent intéressants potre étude, avant de présenter I'approche
retenue pour la suite de cette these.

2. Solidification

La solidification est une étape prépondérante duite en forme des alliages d’aluminium,
au cours de laguelle le métal, initialement liquidasse progressivement a I'état solide au
cours de son refroidissement. Pour une tres bonalyse des aspects fondamentaux de la
solidification, nous conseillons I'ouvrage de Kufz Fisher [Kur 98] ainsi que celui de
Dantzig & Rappaz [Dan 09].

Ludwig donne une description générale de la satalion d’'un alliage d’aluminium-cuivre
hypoeutectique [Lud 04], en précisant que I'évaintid’'une structure de solidification est
constituée de quatre étapes : la germination, déssance, la croissance dendritique et la
solidification eutectique.

Durant la solidification, la zone ou les phasesiitig et solide coexistent est appelée zone
pateuse. Dahle & Arnberg décomposent la progresséota solidification dans cette zone
pateuse en quatre étapes différentes [Dah 96ktiflas sur la figure 1.1. Tout d'abord
pendant le premier stade, les dendrites sont isalées le liquide et flottent librement. La
zone pateuse n’'a alors pas de résistance mécaaigtraction. Lors du deuxieme stade, la
fraction de solide dite de cohérence est atteitgs dendrites forment un réseau connecté. Le
liquide circule aisément dans ce réseau. En readahant la troisieme phase, la perméabilité
du squelette solide chute et le liquide ne peus plécouler aussi librement. La quatrieme et
derniere étape est atteinte pour une fraction salitt de cohérence. Des ponts solides sont
formés entre les grains, ce qui consolide la airectt isole le liquide.

La masse volumique du solide est plus importante ceile du liquide. Elle augmente
€galement au fur et a mesure que la températurewmPar conséquent, un apport de
matiere est nécessaire pour compenser le retragolidification et la contraction a I'état
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solide. Durant les deux premiéres phases cet appddit par une alimentation en liquide. En
fin de solidification il ne reste plus suffisammelat liquide pour compenser le retrait et nous
assistons a une chute de pression dans les poeHeguidie isolées, ce qui peut mener a la
création de pores, dont la formation est aus@edlila concentration en gaz dans le liquide.
L’explication de la figure 1.1 est également donpaeCerri et Ludwig [Cer 07, Lud 04].
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Figure 1.1. Les différents stades de la solidiftcat’'un alliage métallique, d’aprés Dahle &
Arnberg [Dah 96].

Dans certains cas, ces pores vont dégénérer emafissm a chaud. Il s’agit de I'apparition
d’une fissure au sein d’'un alliage pateux [Esk Qd]fissuration a chaud est un défaut majeur
rencontré durant la solidification des alliagedutianium. Elle entraine le rebut de produits
pour lesquels la solidification joue un role im@mt, tel que la coulée de lingots, la coulée
continue ou le soudage. Ce défaut réduisant laugtodté dans les procédés de coulée, il est
nécessaire d’en comprendre les phénomenes soudgacgomme illustré dans la revue
d’Eskin, Suyitno & Katgerman [Esk 04], de nombreravaux ont été menés sur la fissuration
a chaud et le mécanisme général d’apparition est tmpris. En effet, ce défaut est associé
a I'impossibilité pour le liquide de nourrir lesrms dans lesquelles des pores ont commencé a
apparaitre, ne permettant pas de résorber cestsléfaant qu’ils ne croissent.

Des eéetudes montrent que la fissuration a chaud peutement apparaitre en fin de
solidification, quand la fraction de solide est &tigpure a 85 % [Esk 07]. Pour de telles
fractions de solide, des pont solides existeniedes grains et le liquide restant est seulement
formé de minces couches et de petites poches adesugrains [Fab 06]. Il ne peut plus
s’écouler librement. La déformation due a la séitidiion continue et mene a des contraintes
en traction et des cavitations dans la phase kqir 10]. Ces pores coalescent et se
propagent sous forme de fissures a travers le uégeanulaire et peuvent entrainer une
fissuration a chaud si les ponts solides et laesuaince des grains ne ralentissent pas
suffisamment le phénomene [Bel 09]. Il est doncciadude développer une bonne
connaissance du comportement mécanique des alliégjaminium pateux [Gir 10].

3. Comportement mécanique de la zone pateuse

Les vitesses de déformation rencontrées en scohdifin sont faibles. Par conséquent, nous
écartons de cette partie I'étude du comportemembtiiope des alliages a I'état pateux,
autrement dit le comportement des suspensions @bsude cristaux équiaxes et soumises a de
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hautes vitesses d’écoulement et de déformatioactéistiques de I'injection [Mot 02]. Deux
approches principales ont été utilisées pour étddieomportement mécanique des alliages
métalliques a I'état pateux en rapport avec laufeson a chaud: expérimentale et
numérique. Eskin donne un bon apercu des difféidinsitifs expérimentaux utilisés au fil
des ans [Esk 07]. Récemment, Phillion et al. oseol® en trois dimensions I'évolution des
porosités au sein d’'un échantillon d’aluminium-mégjom a I'état pateux, soumis a un test
de traction interrompu, grace a la microtomograghie rayons X [Phi 08a]. Cette technique
d’'imagerie surpasse les techniques précédentesedpasr des observations surfaciques. Elle
a permis de conclure que les porosités préexistadsms I'échantillon entrainent une
augmentation des contraintes locales et permetl&adcommoder les déformations par
croissance de ces porosités. Mais le travail diédthprésente une importante limitation, due
a linterruption du test. Limodin et al., pour leexpérience de maintien isotherme, ont en
effet montré I'importance de faire des observationsitu [Lim 07], ce que Terzi et al. ont pu
réaliser pour une expérience de traction isotheading alliage d’aluminium-cuivre a I'état
pateux [Ter 09]. Les deux résultats importants midesont I'accumulation de liquide aux
surfaces intergranulaires perpendiculaires a I'dee traction, notamment au milieu de
I'éprouvette, ainsi que la propagation de lair sldféchantillon a partir de sa surface
extérieure.

Sun donne une explication du comportement mécanijue alliage péateux [Sun 10a] :
séparément, le comportement mécanique des phgaeeliet solide est connu. En revanche,
compte tenu de la complexité morphologique deifigh a I'état pateux, la compréhension du
comportement du mélange des phases liquide etesefiidifficile. Le matériau pateux peut
étre vu comme une structure polycristalline, avacliquide situé au niveau des joints de
grains. Ce liquide diminue grandement la résistanéeanique, laquelle est alors beaucoup
moins importante que celle du solide pur.

Fuloria & Lee [Ful 09] expliquent qu'une approcHassique pour accéder au comportement
mécanique d'un alliage pateux consiste a considétralliage comme un milieu poreux
saturé par un liquide visqueux [Mar 02]. Cela pergiientroduire une variable interne qui
représente la cohésion partielle du milieu poreuXidentifier les paramétres d’un modéle a
I'aide de tests mécaniques. Ce modéle peut en8urgeimplémenté dans un code éléments
finis [Lud 05]. Cependant, ce type de modéle esstait pour un alliage particulier et il est
difficile de I'appliquer a d’autres systemes [F@].0

Vernede, Jarry & Rappaz [Ver 06, Ver 07] ont mispaint un modéle granulaire qui permet
de simuler la transformation de la zone pateusa dlliage durant sa solidification, passant
d’un film liquide continu a un solide totalemenhépent. Grace a ce modéle, ils parviennent a
calculer I'approvisionnement en liquide de la zpd¢euse ansi que la percolation des grains
solides. Mais aucun couplage mécanique entre Ipodement des phases solide et liquide
n’est pris en compte.

Phillion, Cockcroft & Lee ont développé une simidatéléments finis directe pour étudier le
comportement mécanique des alliages métalliquadat pateux en initialisant leur domaine
de calcul par une tessellation de Voronoi [Phi 08bJont ainsi réussi a déduire une équation
décrivant le comportement mécanique et incluantefésts de parametres microstructuraux
tels que la fraction de solide, la taille des gsad encore la fraction de porosité [Phi 09a].
Cependant, les simulations effectuées présententir@tations suivantes: (i) elles sont
seulement bidimensionnelles, (ii) la déformationximmeale atteignable est faible, (iii) le
liquide est approximé comme un matériau plastiquecaune tres faible contrainte
d’écoulement, au lieu d’étre considéré newtonien.

Fuloria & Lee ont quant a eux utilisé des donnébtermues par microtomographie afin
d’effectuer des simulations éléments finis sur stesctures réelles [Ful 09]. Grace a cela, ils
ont pu déterminer un terme de dépendance a ladnade solide au sein d’'une équation
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constitutive qui permet d’estimer la contrainteadélement d’un alliage pateux. Ce terme est
seulement dépendant de la géométrie de I'éproyattgqui signifie qu’il peut étre utilisé sur
d’autres types d’alliage, a condition de connaledecomportement du solide pur. Leurs
résultats sont valables pour une fraction de sd@litbnt de 0,1 a 0,9. Seulement, la présence
de liquide n’est pas considérée dans leur étudeplDg seuls des tests de compression
uniaxiale sur des structures colonnaires ont étéalss.

Sistaninia et al. ont récemment développé a I'Ed¢dddytechnique Fédérale de Lausanne
(EPFL) une simulation basée sur un couplage delsanés éléments finis et éléments discrets
capable de prédire le comportement mécanique tlagesl métalliques a I'état pateux durant
leur solidification [Sis 11]. La géométrie 3D irite de l'alliage pateux est obtenue en
utilisant le modele granulaire précédemment déyedper 06, Phi 09b]. Malheureusement,
leur modéle souffre de plusieurs défauts. En effete peut prédire le comportement
mécanique de la zone pateuse (i) que pour desoinactolides entre 0,9 et 1, (ii) que pour des
faibles déformations et des taux de déformatioiitdisn (i) qu’'avant initiation de dommage a
I'intérieur de I'éprouvette.

4. Notre approche

Afin d’essayer de pallier les inconvénients desragipes proposées par Phillion, Fuloria et
Sistaninia, nous avons décidé de poursuivre leadrade Sun, développés au CEMEF avec
I'aide de CIMLib [Sun 10a, Sun 10b]. Mais contrament a lui, nous souhaitons initialiser
nos simulations éléments finis a partir de donnéesmicrotomographie et non d’'une
construction arbitraire basée sur une tessellat®Woronor [Hit 11]. Nous nous proposons
ainsi de résoudre les équations de conservatida masse et de la quantité de mouvement de
maniere monolithique sur I'éprouvette expérimentideTerzi et al. [Ter 09]. Cette résolution
monolithique implique le calcul des champs de eitest de pression a la fois dans les phases
solide, liquide et gazeuse, en une seule étape epresidérant une loi de comportement pour
chaque phase. Les équations de conservation dadsenet de la quantité de mouvement sont
données ci-dessous :

av_
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avecp la densité,V la vitesse de I'écoulemend, la gravité et le tenseur des contraintes
de Cauchy.

Le nombre de Reynolds de I'écoulement est un nombiraensionnel nous renseignant sur le
régime de I'écoulement. Il exprime le rapport descés d’inertie sur les forces visqueuses
[Pur 77] :

Re:pLL

n

avec Vv la norme de la vitesse, L la longueur caretique de I'écoulement @t la viscosité
dynamique.
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Il est tres utile de connaitre le régime de I'éeocudnt. Pour la phase solide, il est évident que
Re << 1. Pour le liquide, chacun des termes dait @aluép est la densité de I'aluminium :

p = 2700 kg.n?. L, la dimension caractéristique des veines ligsidst & peu prés de 100 pm
[Ter 09]. En ce qui concerne la viscosité, Vernddene la valeur I Pa.s [Ver 07]. Nous
avons Re = 270 v.

Dans le cas que nous voulons simuler ici, un testrdction uniaxiale sur un échantillon
millimétrique & une vitesse imposée de 0,1 [in{Eer 09] sur le plan supérieur, nous
considérons que le nombre de Reynolds est tréle faibque les termes d’inertie et de gravité
peuvent étre négligés. Nous devons donc résoudreedeations de Stokes sans second
membre :

O0m =0
O =0

La méthode de résolution de ces équations estldétdans le troisieme chapitre.

Une fois le champ de vitesse obtenu sur I'ensemibldomaine de calcul, il est nécessaire de
déplacer les différentes phases en présence. Snon&é une grande similitude entre les
formalismes lagrangien et eulérien pour ses teststrdction [Sun 10a]. La fenétre
d’observation étant fixe dans I'expérience de TEFar 09], nous avons choisi d’utiliser le
formalisme eulérien afin de garder le domaine deutdixe également. Ce formalisme est
décrit dans le quatrieme chapitre.

5. Conclusion

Nous avons donné dans ce chapitre une courte piésordu procédé de solidification et du
phénoméne de fissuration a chaud. Les travauxtaefieadans le cadre de cette these étant
assez éloignés de ces considérations et n'ayamquéss sur la mise au point d’'une équation
décrivant le comportement mécanique d’un alliagdudhinium a I'état pateux, nous avons
volontairement écourté cette présentation de I'é@atl'art, mais invitons les lecteurs
intéressés a étudier les références évoquées.

La microtomographie aux rayons X et les calculsanées sur des VER a I'état pateux ont
été développés assez récemment et les travaux pportadirect avec notre étude, qui
concerne le couplage entre microtomographie eutsalmécaniques, ne sont pas encore trés
nombreux. D’ailleurs, compte tenu de la grandeéddifice de propriétés mécaniques entre les
phases liquide et solide, il n’existe pas a notenaissance dans la littérature de méthodes
permettant de simuler avec précision [I'évolution da microstructure obtenue
expérimentalement par Terzi et al. [Ter 09]. Nolisna dans la suite de cette thése nous
attacher a en développer une, en nous appuyatésstravaux de Sun [Sun 10a, Sun 10b]. Il
est utile de préciser que si ses travaux nousgsanat adaptés pour atteindre notre objectif, ils
ont toutefois mis en avant de nombreux probléemesot@ergence au cours des résolutions
mécaniques, ce qui nous a poussé a examiner ledonement du solveur de Stokes avec la
plus grande attention au cours du troisieme chadirce document.
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Chapitre 2

1. Introduction

Nous consacrons ce chapitre a la description dééretites étapes nécessaires pour
transformer les images obtenues par microtomogeaphifournies par nos partenaires du
laboratoire SIMaP en représentations éléments fitlisées pour effectuer des simulations
numériques avec la librairie CIMLib.

Pour construire une représentation éléments fignarir de données microtomographiques,
nous retenons les trois étapes proposées par M3diussef [Mad 07, You 05]. La premiére
est la segmentation, qui consiste a identifierdégrents milieux (ou phases) en présence
dans I'échantillon. Nous devons ensuite constrdé® maillages surfaciques qui représentent
les interfaces entre ces milieux. Ces maillagefasigues permettent enfin de calculer un
maillage volumique sur lequel les propriétés degalkanmilieu peuvent étre définies.

Des travaux employant des images expérimentalesipitialiser des simulations ont déja été
menés au CEMEF. Dans des études concernant le domaidical, Paccini et Odin [Pac 05,
Odi 08] se servent du logiciel commercial Arflif&mi 10]. Ce logiciel, également plébiscité
par Madi et Youssef [Mad 06, You 05], utilise I'althme des marching cubes (MC)
[Lor 87] pour calculer les maillages surfaciquesoa#s aux images segmentées et une
méthode par suivi de front [Fre 98] pour la congtamc des maillages volumiques.
Cependant, les maillages tétraédriques obtenusgsaauteurs sont homogenes et isotropes.
Pour pallier cet inconvénient, Paccini choisit digél le logiciel Forge [Che 98] afin de
remailler son domaine de calcul avec une taillentslle hétérogéne, adaptée au calcul
éléments finis.

Milesi et al. [Mil 11], pour avoir une représentatinumérique d’inclusions de sulfure de
manganése contenues dans une matrice acier etdisresimulations d’essais de fatigue,
limitent 'usage d’Amir& au seul calcul des maillages surfaciques. Lesagats volumiques
correspondants sont alors construits grace a lmigee d'immersion de volume [Hac 10]
développée dans CIMLib. Avec cette méthode, baaédasgénération et I'adaptation d’'un
maillage anisotrope par optimisation locale [Gr{, 08s interfaces entre la matrice et les
inclusions peuvent étre fidélement représentées mvaombre de degrés de liberté beaucoup
moins important que pour des maillages isotropes.

Utiliser Amira® pour le maillage surfacique et CIMLib pour le ragle volumique nécessite
cependant I'ajout d'une étape intermédiaire afinreledre les fichiers de sortie d’Amfta
compatibles avec les fichiers d’entrée de CIMLIib. d&itre, le développement perpétuel des
techniques d’imagerie facilite de plus en plugdamsformation de données expérimentales en
représentations éléments finis et les projets stibdes de s’appuyer sur une telle technologie
vont potentiellement se multiplier au CEMEF au sodes prochaines années. Dans ce
contexte, il nous est apparu souhaitable d’éviterecours au logiciel commercial Anfira
d’autant plus que lalgorithme des marching cubegpleyé pour obtenir les maillages
surfaciques est désormais bien connu [New 06] ke lide droit. C’est pourquoi nous
développons ici notre propre version de cet algoré.

Pour commencer, nous donnons une description dsdllation européenne de rayonnement
synchrotron (ESRF), de la technique de la microtoequige aux rayons X, ainsi que des
images obtenues. Nous détaillons ensuite les étajses de construction de la représentation
eléments finis : la segmentation des images expétates, le calcul du maillage surfacique
par l'algorithme des marching cubes et celui dullage volumique par la méthode
d'immersion de volume. Nous expliquons alors cominoaitculer la surface spécifique d’'une
interface et une fraction volumique a partir d’'ue@résentation numérique, afin de pouvoir
établir des comparaisons avec les résultats expetaux.
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2. Acquisition des images

2.1. L’installation européenne de rayonnement synch rotron

Il existe actuellement plus de cinquante installadi de rayonnement synchrotron dans le
monde et de nouvelles sont en phase de conceptiodeoconstruction [Win 07]. Ces
installations de plus en plus prisées permetterd utilisation efficace de nombreuses
techniques expérimentales, dont la microtomographierayons X, et sont employées dans
de multiples domaines de recherche, tel que laseides matériaux [Har 09].

Le rayonnement synchrotron a été observé pourdmigre fois en 1947 [Eld 48, Pol 83]. Il
est émis par des électrons circulant a une vitpesehe de celle de la lumiére et dont la
trajectoire est déviée par un champ magnétiquéEBRF, les électrons émis par un canon a
électrons sont accélérés dans un accélérateuirénaaant d’étre transmis a un accélérateur
circulaire qui améne les électrons a une énergi@ @eV [Har 09]. Ces électrons sont ensuite
injectés dans un anneau de stockage de 844 m amif@rence ou ils circulent pendant de
nombreuses heures [Har 09]. Pour les lecteurs sgése Sands donne une introduction des
phénomenes physiques a I'ceuvre dans les anneatgakage d’électrons [San 79].

Les aimants de courbure font partie des différeligpositifs présents dans un anneau de
stockage. lls entrainent une modification de Igettaire des électrons de plusieurs degrés qui
provoque une perte d’énergie par émission de pkpibg’'agit du rayonnement synchrotron.
La lumiere ainsi produite est extrémement brillanteille milliards de fois plus que celles
produites par des sources conventionnelles de sayofHar 09]. Cette lumiére, dont les
propriétés sont mises en équation de maniére diégplpar Margaritondo [Mar 00], est
envoyée dans des pieces expérimentales appelées ldp lumiére et placées autour de
I'anneau de stockage.

Les lignes de lumiére ID15 et ID19 de 'ESRF, auxtpsehous avons eu accés pendant le
projet SIMUZAL, sont composées de trois cabinescabine optique est destinée a ajuster
les propriétés du faisceau envoyé par I'anneauatkage, telles que sa taille, son énergie ou
sa longueur d’onde, en fonction de l'applicatiosééd. L'échantillon, ainsi que les dispositifs
utilisés (four et machine de traction dans noti® sant placés dans la cabine expérimentale
en compagnie des détecteurs qui enregistrent fesriations issues de l'interaction entre le
faisceau et I'échantillon. Enfin, les scientifiquéslisent la cabine de contréle pour démarrer
leur expérience, s’assurer de son bon fonctionnestasollecter les données associées.

2.2. La microtomographie aux rayons X

La microtomographie aux rayons X est une techniqumagerie tres intéressante. Non
destructive, elle permet d’obtenir des images vaduies d’un échantillon in situ. Son essor
est important au cours de ces derniéres annéasdagdemps d’acquisition et une qualité des
images qui ne cessent de s’ameéliorer, ce qui ¢rataiiellement une méthode de choix en
science des matériaux [Sal 03, Bar 06a, Sal 10].

Le principe de la microtomographie aux rayons Xdesiné par Bernard [Ber 05] et illustré
schématiquement sur la figure 2.1 pour une expégiate solidification [Lim 09]. Nous le
résumons a présent en omettant volontairementlesidérations d’ordre technique.

Nous considérons un matériau homogéne sur lequedine®yé un faisceau d’'une certaine
énergie. Le rapport entre le nombre de photonslémts et le nombre de photons transmis est
alors fonction de I'épaisseur du matériau et de cmfficient d’atténuation, qui dépend du
numéro atomique du matériau, de sa densité etéertjie du faisceau [Sal 10]. Pour un
matériau hétérogene, le nombre de photons tranestisimplement lié a l'intégrale du
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coefficient d’atténuation le long du chemin empéuptr les photons a travers I'échantillon
[Sal 03]. Un dispositif optique adéquat permet ala’®btenir une image appelée
radiographie, qui est une mesure des coefficiel@géduation des milieux traversés. Une
seule radiographie ne permettant pas d’avoir désrnrations volumiques, I'échantillon
analysé subit une rotation et plusieurs centaieamdiographies sont obtenues sous différents
angles. Grace a ces radiographies, une image vglerde I'échantillon est reconstruite en
utilisant les outils mathématiques appropriés [Bsr
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Figure 2.1. Principe de la microtomographie aux ray$m’apres Limodin et al. [Lim 09]

Salvo et al. décrivent différents moyens d’utili#@rtomographie en science des matériaux
[Sal 10] en classant par intérét croissant la toaquige post mortem, la tomographie ex situ,
la tomographie in situ interrompue et la tomogreghisitu continue. Nous bénéficions dans
notre cas d’'expériences de tomographie in situimoat qui demandent un important travail
de calibration. Pour avoir une bonne idée des conditexpérimentales utilisées dans le
projet SIMUZAL, nous renvoyons le lecteur aux travascents du laboratoire SIMaP
[Lim 07, Lim 09, Ter 09].

2.3. Description des images obtenues

Aprés traitement, les données sont converties agesitridimensionnelles codées sur un seul
octet. Concretement, cela signifie que pour chagxel (un voxel est a une image 3D ce que
le pixel est a une image 2D) est défini un niveawds dont la valeur est comprise entre 0 et
255, 0 étant noir et 255 blanc. Ce niveau de gnsésente « la moyenne des coefficients
d’atténuation des différents solides et fluidesomtenus dans le voxel durant I'acquisition
[Ber 05]. Il est donc en grande partie relié au @oratomique des constituants présents dans
le voxel.

Plus le niveau de gris est petit, plus le coefficidiatténuation est faible et le numéro
atomique bas. Nous rappelons également que poualligges d’aluminium-cuivre a I'état
pateux, la phase liquide contient plus de cuivre tuphase solide. Cela signifie que les
voxels gris foncé appartiennent a la phase saodiddi$ que les voxels gris clair appartiennent
a la phase liquide, les voxels trés sombres repta@sela phase gazeuse.

Les volumes de données obtenus en micromotographietrés importants. Ainsi, pour une
expérience de solidification d’'un alliage Al-8 %sp@u faite sur la ligne de lumiere ID19,
décrite par Madi [Mad 06], les images posséden#t MaXels suivant chacune des directions
spatiales. Un voxel occupant une place d’'un oo, seule image nécessite donc 1 Go pour
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son stockage. Afin de pouvoir étudier les évolwiamcrostructurales durant la solidification,
92 images ont été reconstruites, avec un intenddl&0 s entre 2 images. Pour cette seule
expérience, nous avons ainsi 92 Go de donnéesiguaef2.2 illustre deux des images
obtenues.

Niveau de gris
0 51 102 153 204 255

Figure 2.2. Images obtenues apres 24 et 72 minld#fisation d’un échantillon cylindrique
d’Al-8 % Cu. La vitesse de refroidissement est @50C.&" et le champ de visualisation est
un cube de 1,43 mm de coté. Pour des raisons dé,daules trois coupes perpendiculaires
aux axes X, Y et Z et passant par le centre deatliensont montrées.

Pour pouvoir exploiter ce type d'images comme pdatdépart de nos calculs, nous devons
tout d’abord séparer ces différentes phases ligsiolée et gazeuse, les images pouvant étre
recadrées pour ne pas considérer le bord de I'éttbarLim 07]. Nous devons donc obtenir
une image possédant seulement deux ou trois niveaugris, selon que nous voulons
représenter la phase gazeuse ou pas. En procédacetie maniére, nous détruisons de
I'information et nous privons de la connaissance giadients de composition en cuivre dans
le solide et dans le liquide, laquelle pourraieé@bés importante pour nous aider a initialiser
nos simulations. Nous faisons ce choix car la teglend’acquisition actuelle des images ne
nous permet pas d'obtenir avec précision la contiposien cuivre pour chaque voxel.
Rucalvaba et al., dans leur étude de la fragmemtadiendritique [Ruc 07], arrivent a
reconstruire le champ de composition dans le liguithais ils considéerent un alliage Al-
20 % pds Cu, de composition en cuivre supériewella des alliages utilisés lors du projet
SIMUZAL, ce qui leur facilite la tache.

A I'ceil nu, il est trés facile de distinguer ledfélientes phases en présence dans les images
obtenues mais il est beaucoup plus difficile ddalee par ordinateur. En effet, nos yeux
interprétent automatiquement les images que noysng tandis que les ordinateurs ont
simplement accés a des séries de nombres repnéisBintage. La prochaine partie est donc
dédiée a la méthode de séparation des phasessempeédans I'échantillon.
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3. Traitement des images

3.1. Filtre médian

Nous étudions l'image 2D représentée sur la figBa. Nous souhaitons segmenter cette
image en déterminant la phase correspondante auehgigel. Comme il n'y a que deux
phases, nous parlons aussi de binarisation. Pouwariden l'image, nous choisissons
simplement une valeur de niveau de gris comme .s&uilun pixel posséde une valeur
inférieure a ce seuil, il est assigné a la phakeeset représenté en noir, sinon il correspond a
la phase liquide et est représenté en blanc. Patgr ioeage, quel que soit le seuil choisi, il
n'est pas possible d’obtenir une binarisation f&tiante. Sur la figure 2.3b, nous voyons en
effet que pour un seuil de 151, des pixels blalgside) sont présents dans le solide (en noir)
et inversement. Ce résultat lié a la méthode d'iadopn de I'image ne correspond pas a la
réalité expérimentale et ne permet pas de pouesiévraitement.

Pour résoudre ce probléeme, nous utilisons un fittéelian, tout comme dans d’autres travaux
impliquant la microtomographie [Lim 07, Lim 09]. Giére se caractérise non seulement par
sa facilité d'implémentation mais également par aptitude a conserver la définition des
frontieres tout en réduisant le bruit contenu dassmages de maniére significative.

Le filtre médian utilisé a le fonctionnement suivam deux dimensions. Nous parcourons
I'ensemble des pixels de I'image. Pour chaque pixalis plagcons dans un tableau le niveau
de gris de ce pixel ainsi que celui de ses huiimei Nous trions ensuite ce tableau de neuf
valeurs par ordre croissant et le pixel se voic#r la valeur médiane du tableau tri¢, c’est-a-
dire la 5™ Nous ajoutons que le sens de parcours n'a aloymartance, le niveau de gris
des pixels étant réactualisé a la fin du parcomiguement. Sur les bords de I'image, le
nombre de valeurs a placer dans le tableau estpairs ce cas, le niveau de gris du pixel
aprés application du filtre est la moyenne des deileurs médianes du tableau.

Nous illustrons le principe de notre filtre méd@amdonnant dans le tableau 2.1 les niveaux de
gris du pixel encadré en rouge sur la figure 213theeses voisins. Ce pixel a initialement une
valeur de 150 et appartient donc a la phase sdlipies le filtrage, son niveau de gris est de
162 et le pixel appartient bien a la phase liquide.

162 | 155 | 153
171 1150 |155 | —» |150|153|155|155|162|165/169|171|171
171 | 165| 169

Tableau 2.1. Niveau de gris d’'un pixel mal segmeatént et aprés application du filtre
médian. A gauche, niveau de gris du pixel (en rpwjede ses voisins. A droite, tableau
donnant les niveaux de gris triés par ordre crais€zn pratique, notre algorithme permet de
récupérer la valeur médiane sans trier le tableau pne question d’efficacite.

La figure 2.3c montre l'image aprés application filtre médian et la figure 2.3d la
binarisation associée avec un seuil de 151. Lee fédtainsi permis de correctement binariser
I'image : il n'y a plus de pixels blancs dans ldidm® et vice versa. Par ailleurs, les contours
entre les deux phases obtenus avant et apregdils@nt tres proches.

La description que nous venons de faire pour feefinédian en 2D s’applique également au
filtre médian en 3D. Un voxel qui n'est pas sitw# & bord de 'image possede alors 26
voisins. Le tableau a remplir compte donc 27 élémennous récupérons la valeur di™4
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Niveau de gris

255
204
153
102
S1

0

c)

d)

Figure 2.3. Intérét du filtre médian. a) Image aléi b) Image initiale binarisée. c) Image
filtrée. d) Image filtrée binarisée.

3.2. Segmentation

Pour déterminer le niveau du seuil a appliquer, ndilisons I'approche de Madi [Mad 06],
qui consiste a tracer un histogramme de distributies niveaux de gris. Cet histogramme
pour la figure 2.3c est représenté par la courkeeelsur la figure 2.4. Sachant que deux
phases seulement sont présentes dans cette intageidentifions les pics correspondants et
prenons une valeur de seuil située entre les diesx1b1 par exemple.

Ce type de segmentation manuelle est tout a faéblea si nous voulons traiter un petit
nombre d’'images. Cependant, si le nombre d'imagdesitar est grand, il peut étre intéressant
de déterminer le seuil de maniere automatique. Bela, nous procédons a un lissage de
I’histogramme, en ajoutant pour chaque niveau @& lgrnombre de pixels des niveaux de
gris adjacents. Par exemple, avec une épaisseussdégé de 4 niveaux de gris, la valeur
correspondante au niveau 151 est calculée en ajoldanombre de pixels possédant un
niveau entre 147 et 155. L’histogramme lissé cpwadant est tracé en rose sur la figure 2.4.
Il montre les mémes tendances que I'histogramme lisg@, mais permet d’identifier de
maniere beaucoup plus claire le maximum de laidigton pour chaque pic ainsi que la
valeur minimale entre les deux pics, que nous pregomme seuil.

Pour I'expérience de solidification, la compositidas phases solide et liquide évolue au
cours du temps et il n'est pas possible de comsate segmenter I'ensemble des images en
utilisant une seule valeur pour le seuil. Ainsiys@xtrayons un cube de 256 voxels de coté
pour différentes images et appliquons le seuillgematique que nous venons de décrire. La
figure 2.5 montre le niveau de gris de cette pordomage pour des fractions volumiques de
solide de 0,56 et 0,86. Nous voyons que le liquitient enrichi en cuivre, a un niveau de gris
bien supérieur pour la fraction volumique la plagportante. Ainsi, le seuil optimal pour
séparer liquide et solide doit augmenter durargoliification. La figure 2.6, qui donne la
valeur du seuil calculée en fonction de la fractrofumique de solide pour une épaisseur de
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lissage de 4 niveaux de gris, confirme cette aug¢mtien. Pour I'ensemble de ces seuils, nous
avons Vérifié que la binarisation est correctenedfieictuéce.

6 | Sans lissage
5
S
c 4
S
5 3 .
2 31 Avec lissage
@
o 24
1
O hal T T T T T T T T ha
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

Niveau de gris

Figure 2.4. Histogramme de distribution des nivedengris pour la figure 2.3c.

Niveau de gris
0 51 102 153 204 255

Figure 2.5. Images en niveau de gris pour des @nastsolides de 0,56 (a gauche) et 0,86 (a
droite).
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Figure 2.6. Evolution de la valeur du seuil en fanrctde la fraction volumique de solide.

4. Maillage surfacique

Nous appelons maillage surfacique I'ensemble desttiezs qui représente linterface entre
deux milieux. Nous parlons de maillage surfaciquellg que soit la dimension, alors que ces
facettes sont des triangles en 3D et des arét@®eNous détaillons a présent la maniere de
calculer ces maillages. Les codes correspondartts én C++, sont donnés en annexe.

4.1. En deux dimensions

4.1.1. Principe de base

Pour introduire l'algorithme des marching cubes (MYr 87], Rajon & Bolch [Raj 03]
commencent par une présentation en deux dimendienzarlent alors de marching squares
(MS). Nous allons faire de méme en illustrant lengpe de cet algorithme a I'aide d'un
exemple simple. Nous considérons I'image binaipeésentée sur la figure 2.7a. Cette image
comprend 3 pixels dans chaque direction. Le liqusgereprésenté en blanc et le solide en
gris.

Des carrés (appelés marching squares) sont sugsrpdsmage (figure 2.7b). Les 4 sommets
de ces carrés sont situés au centre des pixelsndgé. Nous plagons alors un point noir sur
chaque sommet situé sur un pixel blanc (figureb3..z’aréte d'un MS est traversée par
I'interface si un seul de ses deux sommets comporigoint. Un carré bleu est alors placé au
milieu de l'aréte traversée, comme indiqué a larkg3c. Ces carrés bleus constituent les
nceuds du maillage surfaciqgue. Ces nceuds sont eslitte eux pour former le maillage
surfacique extrait (figure 2.7d).

4.1.2. Algorithme

Un seul carré (MS) est traité a la fois. Les 4 sotsrsent utilisés pour savoir si le maillage
surfacique intersecte le carré et pour détermiaguadsition des nceuds et la facon dont ces
derniers sont reliés le cas échéant. Une fois qoauré est traité, le carré suivant est analysé

19



Chapitre 2

jusqu’a ce que toute I'image soit parcourue. Poablétl'algorithme, il suffit ainsi d’étudier
I'ensemble des possibilités pour un seul MS. Comhaeen des 4 sommets peut appartenir a
deux phases, il existe 16 configurations possilielexées sur la figure 2.8, sur laquelle sont
également tracées les arétes du maillage surfaeisgecié. En considérant que certaines des
configurations sont une rotation (configurationst12) ou l'inverse (configurations 1 et 14)
d’'une autre configuration, les possibilités peuvsatréduire a 4 formes de base [Raj 03]
illustrées sur la figure 2.9.

a) b) c) d)

Esa" "8 2

SS58 ]

Figure 2.7. lllustration du principe de I'algorithrdes marching squares.

JAEDSmr

0 1 2 3 6 7
}// }////{ \\i H //I }\\
8 9 10 11 12 13 14 15

Figure 2.8. Représentation des 16 configurationssiples pour un marching square.
Lorsqu’'un sommet est situé dans un pixel liquidepaint est dessiné.

0 1 I I

2 3

Figure 2.9. Représentation des 4 formes indéperglabtenues en considérant les rotations
et I'inversion.

Afin d’accélérer l'algorithme, la numérotation ddgférentes arétes est précalculée pour

chacune des 16 configurations et répertoriée damstable de connectivité. Cette table est
une matrice de 16 lignes (une pour chaque confiigumaet 5 colonnes. Les 4 premiéres sont
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utilisées pour donner le numéro des arétes intEmseet la derniére vaut toujours 4. En effet,
des que la valeur 4 est rencontrée, cela signiféelg calcul sur le MS actuel est terminé.

Pour déterminer la configuration sur chaque MS, raalsulons un index, indiqué sous les
configurations de la figure 2.8. Pour cela, noushatbns un bit a chaque sommet et sa valeur
est mise a un si le pixel correspondant appart&ntliquide, sinon le bit vaut zéro. La
numérotation utilisée pour les sommets et les srdten MS est donnée sur la figure 2.10 en
méme temps que l'index et la partie de la tablea®nectivité associés a la configuration
numéro 4.

R
Calcul de l'index
| 0 | | o [ 0 |
3 1
Connectivité
1 2 4 4 4
0 0 0

Figure 2.10. Numérotation des arétes et des sonanetanarching square, calcul de l'index
et connectivité pour la configuration numéro 4 defigure 2.8. Les numéros d'aréte sont
soulignés et les numéros des sommets sont écetsdifférentes couleurs.

En utilisant la méthode illustrée sur la figure@@dour toutes les configurations de la figure
2.8, la table de connectivité est rapide et fagilréer. Toutefois, nous remarquons qu’il est
egalement possible de seulement déterminer lessanétersectées pour les 4 formes de la
figure 2.9 et d'utiliser ensuite une rotation et/ooe inversion pour accéder aux arétes
intersectées pour les 16 configurations. Cela penatbler inutile en 2D mais se révele tres
pratique en 3D comme nous allons le voir plus loin.

4.1.3. Calcul de la normale

Sur la figure 2.10 illustrant une configuration nsiectée par un seul segment, nous devons
faire un choix pour I'ordre dans lequel les deurtoes des arétes sont donnés. De ce choix
dépend l'orientation de la normale au maillageatigue. Cette normale est calculée comme
suit :

nN=Vv;, LV,

avecn la normale,v,, le vecteur ayant pour origine le premier pointsdgment et pour
extrémité le deuxieme point &5 le vecteur ayant pour origine le premier pointsegment

et pour extrémité un troisieme point, de mémesiabsaet ordonnée que le deuxiéme et de
cote unitaire.

Nous pouvons employer une normale pointant veliglégde ou vers le solide, a condition de
rester uniforme pour I'ensemble de la table de eotivité. Ainsi I'ordre des deux points pour
les configurations 4 et 11 est impérativement ciffi€. La figure 2.11 illustre les deux
normales obtenues quand 'ordre des points estfi@odi
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Ps (X2, Y2, 1)
b4

N,

’ P, (X2, Y2, 0) Py (X1, y1, 0)

P (X1, Y1, O)pz

P> (X2, Y2, 0)

Figure 2.11. Détermination de la normale a parti dieux points du segment.

4.1.4. Ambiguité

Pour les configurations 5 et 10, la surface de diguast de 25 % de la surface du carré tandis
gue la surface du solide est de 75 %. Pourtantrt&sie de la forme 3 (figure 2.9) devrait
impliquer une répartition égale pour les deux si@$Raj 03]. Ce choix qualifié de direct par
Rajon & Bolch a donc tendance a diminuer la surfatale de liquide. Il est ainsi possible de
considérer une géométrie inversée pour laquelsaittace de liquide est alors de 75 %. Une
autre possibilité illustrée par Van Gelder & Wilimsl et désignée comme ambigué [Gel 94]
consiste a créer 4 zones difféerentes a I'intérswrcarré. Cependant, méme si cette option
respecte la symétrie du MS, elle nécessite la oreafiun nceud supplémentaire au centre du
MS et de 4 arétes pour obtenir un maillage surfa&ciges trois configurations possibles sont
ilustrées sur la figure 2.12.

Direct Inversé Ambigu

Figure 2.12. Différents maillages surfaciqgues potiv@ine associés a une configuration
ambigué.

Toutefois, cette forme ambigué a une occurrendentet limitée que nous ne jugeons pas
nécessaire d'y accorder une attention particuliéreoutre, quel que soit le choix retenu, le
maillage surfacique obtenu est fermé (hormis ssirblerds de I'image), ce qui est suffisant
pour le calcul du maillage volumique.

Nous signalons cependant que plusieurs auteursmimtau point des méthodes pour
déterminer précisément le maillage surfacique logsce cas ambigu est rencontré. Méme si
les techniques sont développées pour des apphsadD, certaines comme celles de Rajon &
Bolch et Nielson & Hamann [Raj 03, Nie 91] sontttaufait utilisables pour I'algorithme des
MS.

Dans notre cas, nous faisons le choix de la méttdete de la figure 2.12.
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4.1.5. Cohérence

Nous avons pour le moment expliqué que le calautBaque MS est indépendant, en mettant
I'accent sur la connectivité du maillage surfaciqeux choix sont possibles en ce qui
concerne la détermination de la position des nceluelspremier consiste a continuer de
procéder indépendamment sur chaque MS, en écrivetmigue fois la position des nceuds et
la connectivité correspondante, alors trés facileléderminer. Cette technique présente
'avantage de la simplicité mais elle a plusieursonvénients. Tout d’'abord, les nceuds du
maillage surfacique étant communs a deux MS (hoaomsbords de I'image), nous calculons
et écrivons deux fois leurs coordonnées, ce gesaréipercussions en terme d’efficacité et de
stockage. De plus, un fichier maillage de CIMLilb @smposé des coordonnées de I'ensemble
des nceuds puis de la connectivité et il n'est g@xcpossible d’écrire le maillage au fur et a
mesure, ce qui nécessite un stockage ou une éciitigrmédiaire des données calculées.

La deuxieme solution utilise la notion de cohéreint®duite par Lorensen & Cline [Lor 87],
pour laquelle les coordonnées d'un nceud ne sowculéak et écrites qu'une seule fois.
Cependant, ces deux auteurs ne détaillant passka @n compte de cette amélioration, nous
avons mis au point notre propre algorithme.

Pour coder I'algorithme des MC dans un environnemaralléle, Nicod propose de parcourir
I'image une premiere fois afin d’évaluer le nomkde nceuds et d’estimer le nombre
d’éléments du maillage surfacique, ce qui lui pdraiéquilibrer la charge de travail sur
chaque partition [Nic 97]. Tout comme lui, nous quarons I'image une premiére fois, en
commencant par I'axe des abscisses et en contimpantelui des ordonnées (voir figure
2.13). A chaque fois que deux pixels voisins appanent a une phase différente, cela
signifie qu'un nceud du maillage surfacique estésdntre ces deux pixels. Nous écrivons les
coordonnées de ces nceuds au fur et @ mesure dwgseat parcourons ensuite I'image avec
les MS pour écrire la connectivité.

Dans ces conditions, les connectivités ne sont glssi faciles a déterminer. Nous avons en
effet besoin de stocker des informations obtenaesdu calcul des nceuds. Pour cela, nous
remplissons un vecteur qui nous donne le nombreodeds sur chaque ligne et sur chaque

colonne et que nous appeloN$N . A I'image du codage au format Compressed SpdResd

(CSR) dont le principe est donné par Saad [Saa O3iphebre de noeuds est cumulé. Cela
signifie par exemple que la valeur correspondanie ligne 3 est la somme du nombre de
nceuds présents sur les lignes 1, 2 et 3. Pour oldemiméro du premier nceud de la ligne 3,
il nous suffit donc d’ajouter 1 au nombre de noecmistenus sur les lignes 1 et 2. Lors du

calcul de la connectivité, nous incrémentons letatgcNN afin de prendre en compte le
nombre de nceuds déja utilisés sur chaque ligneplebne). Pour incrémenter ce vecteur, les
MS situés sur la colonne la plus a droite sontésaite maniére différente puisque le nceud
correspondant a I'aréte numéro 1 de la figure B:&6t pas partagée avec un autre MS.
Reprenons I'exemple de la figure 2.7. La figure32montre le sens de parcours de I'image
pour écrire les coordonnées des nceuds et déterlmurerombre sur chaque ligne et colonne,

ainsi que le sens de parcours des MSL s'écrit dans ce cas {0;2;3;5;5;7;Bpurle
MS 1, la premiére aréte intersectée est celle daedrGette aréte correspond a la fleche

numéro 5 de la figure 2.13 et donc a la cinquiéalewr du vecteuNN , ce qui signifie que
5 noeuds précédent le nceud étudié. La connectstioac de 6. Ce nceud étant aussi présent

sur le MS 2, nous n’incrémentons pas le vecteir. Pour I'aréte inférieure du MS 1, en
appliquant la méme méthode, nous trouvons une ctinité de 1. Puisque le nceud considéré

ne sera pas reutilisé, I'élément correspondantettieur NN est cette fois-ci incrémenté, ce
qui nous permet de trouver la bonne connectivitdr paréte inférieure du MS 2. Sur ce MS,
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le nceud situé au milieu de l'aréte de droite n'afgpeant qu’au MS 2, I'élément associé du

vecteur NN est incrémenté et I'aréte de droite du MS 4 siteér la méme colonne pourra
ainsi étre traitée correctement.

4 5 6
1 = ? = ¢= 3 = »
l i MS3—ME4—H—r
e i
| it MSE——MS 28—
= = > 1 X N

Figure 2.13. Sens de parcours pour écrire les conéandes nceuds (a gauche) et ordre des
marching squares considérés (a droite).

Comme nous venons de le voir, quand I'aréte deaeddbiun MS non situé sur le bord droit de

I'image est intersectée, le vectetdN n’est pas réactualisé, car cette aréte corresgon
I'aréte de gauche du MS suivant. Ce n’est pasdepoar les arétes supérieures, méme si elles
correspondent a I'aréte inférieure du MS de la lignalessus. En effet, le parcours se faisant
de gauche a droite, il est nécessaire de tenir wordp nombre d’'arétes supérieures
intersectées, méme quand le MS n’est pas situé ald® 'image. Toutefois, ces nceuds
devant étre utilisés pour la ligne située au desu$a ligne en cours, nous utilisons une
variable pour garder en mémoire le nombre d’arétgmrieures intersectées sur une ligne.
Cette variable est remise a 0 lorsque nous pasaoparcours de la ligne suivante.

Le tableau 2.2 donne le maillage obtenu pour lésutsaavec et sans cohérence. Ce tableau
montre bien que le calcul sans cohérence impliqueeaonnectivité trés simple a déterminer
et que celui avec cohérence permet de ne pas dapligs noceuds du maillage surfacique.
Dans ce cas, nous considérons que les pixels fant @e cété chacun.

Si une zone d’ombre devait persister dans I'espritedteur a la suite de ce passage, nous
I'encourageons a regarder avec attention le cagmif@n annexe de cette these.
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9 2 6 2 12 2 6 2
2 1 3 2
4 1 2 1
4 3 4 1
2 5 5 2
4 5 4 3
3 2 3 2
3 4 2 5
5 2 3 4
5 4 3 4
4 3
5 4
6 1 4 5
2 8
3 6
4 7 1 2
7 3 3 4
9 5 5 6
7 8
9 10
11 12

Tableau 2.2. Maillage surfacique obtenu par l'alhone des marching squares utilisé sur
I'image de la figure 2.7. La premiére ligne représel’en-téte du maillage, c’est-a-dire le
nombre de nceuds, la dimension spatiale, le nomBténaents et le nombre de nceuds par
élément. Les lignes suivantes donnent I'abscisskoetonnée de chaque nceud et celles
d’apres la connectivité¢ du maillage. Calcul avebé&ence a gauche et sans cohérence a
droite.

4.1.6. Image en niveaux de gris

Nous travaillons jusqu'a présent avec des imageaifgs, pour lesquelles les nceuds du
maillage surfacique sont placés entre deux pixalsmilieu des arétes des MS. Sur des
images en niveaux de gris, Lorensen & Cline [Lof &Joptent une solution plus élégante en
calculant la position des noeuds par une interpoldinéaire. En procédant de la sorte, un MS
n'est plus nécessairement intersecté au centreeslear€tes. Ainsi pour l'aréte inférieure,

I'ordonnée du nceud est toujours la méme mais ssriss®e est calculée comme suit :

S_NG a

X=Xg +
Np —Ng

Avec x I'abscisse du nceudg I'abscisse du centre du pixel de gauche (coi@riatir gauche
du MS), a la longueur d’un pixel, S le seuil erre deux phased\s le niveau de gris du
pixel de gauche el le niveau de gris du pixel de droite.

De cette facon le nceud se situe sur l'aréte du WM& des sommets inférieur gauche et
inférieur droit. Cela permet d’obtenir une surfabes lisse, comme l'illustre la figure 2.14. II

faut cependant prendre des précautions lorsqualéanvd’'un pixel est égale a celle du seuil.
En effet, le noeud associé se situe alors sur un sbaumMS. Si deux arétes contigués du MS
sont intersectées, cela signifie par conséquentque nceuds du maillage surfacique ont les
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mémes coordonnées, ce qui pose deux problémes. denigprlieu, une aréte du maillage
surfacique se réduisant a un seul nceud, sachartegunesud est déja contenu dans au moins
une autre aréte, n'a aucun intérét. Le temps drilcabnsommeé pour calculer cette aréte et
I'écrire est donc vain. Nous ne sommes toutefois gans l'obligation de corriger ce
probléme car il ne diminue que légérement I'effittade I'algorithme.

Le deuxieme probléeme, plus important, est le suivaatéte étant constituée d’'un seul nceud,
il n’est pas possible de calculer une normale tecaéte. Or, la méthode par immersion de
volume, détaillée dans la partie suivante, néa@essie normale par aréte pour construire le
maillage volumique. Une solution pour régler lesxdproblémes consiste a intégrer des tests
supplémentaires dans l'algorithme pour traiterdas pour lesquels le niveau de gris d’'un
pixel est égal a celui du seuil. Mais il faut paeta modifier a la fois les parties concernant
I'écriture des noeuds et I'écriture des élémentgjuiecomplique la mise en ceuvre et ralentit
I'exécution. Pour garder la structure actuelle dde; nous préférons plutét modifier tres
Iégérement la valeur du seuil. Ainsi, dans la figRrl4b, le maillage surfacique est déterminé
avec un seuil de 150,999 au lieu de 151. Cela aageh quasiment rien dans le résultat,
d’autant plus que la valeur du seuil est imprédselusieurs niveaux de gris prés. En
revanche, les deux nceuds confondus avec un sedbd@e le sont plus, ce qui permet de
calculer une normale bien orientée. Nous remarqgaoascette stratégie est également utilisée
par Van Gelder & Wilhelms [Gel 94].

a) b)

Figure 2.14. Maillage surfacique extrait a partrld figure 2.3d (en trait continu rouge). a)
Avec l'image binaire. b) Avec I'image en niveauxgles.

4.2. En trois dimensions

En dépit de sa popularité trés limitée dans laréttée, nous avons choisi de largement
détailler l'algorithme des MS, car il aide grandeme& comprendre, et ce de maniére
simplifiée, la transposition a des cas 3D, connogsde nom d’algorithme des marching
cubes (MC). Rajon & Bolch utilisent d’ailleurs tocbmme nous les MS a des fins purement
explicatives pour le lecteur [Raj 03].

4.2.1. Principe

Le principe de l'algorithme est trés similaire auteies MS. Chaque MC est analysé
indépendamment et I'exécution se termine quancttbintage a été parcourue. Chacun des 8
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sommets d’'un MC ayant deux états possibles, itt@X56 configurations. Lorensen & Cline
[Lor 87], en utilisant les équivalences par invemsit par rotation, réduisent I'étude a 15
formes de base et il n'est donc pas nécessairemesenter les 256 configurations. Ces
formes sont montrées sur la figure 2.15 avec lemngdulations correspondantes. Une
triangulation est la collection de triangles repréant le maillage surfacique. Sur la figure
2.16, nous illustrons les 24 rotations [Nie 02JoasSes a la forme numéro 6 de la figure 2.15.
Déterminer la table de connectivité des 256 coméitjons n’est pas trivial. Pour Lorensen &
Cline, cela peut méme étre une étape propice aexirsr[Lor 87]. Il faut dans un premier
temps numéroter les sommets d’'un MC pour pouvdauter I'index, et numéroter les arétes
afin de pouvoir déterminer la connectivité. La nuot&tion choisie, similaire a celle de
Lorensen & Cline, est indiquée sur la figure 2.17edt ensuite conseillé d'utiliser les
triangulations des formes indépendantes et d’ofdéserotations adéquates. Pour nous aider
dans cette entreprise, certains auteurs commeadNietsal [Nie 02] ou encore Lewiner et al.
[Lew 03] n’hésitent pas a fournir des tables congsé&tu leur propre code.

La normale a la facette se calcule avec la mémeuiermu’'en 2D en prenant cette fois-ci
pour troisieme point le troisieme point du triangléinterpolation linéaire nécessaire a la
détermination des coordonnées des nceuds est sfiedimectement transposée en 3D.

N
=" =NEq
&L W N
N e

Figure 2.15. De 0 a 14, formes utilisées par Loner&eCline, en considérant la rotation et
l'inversion. De 0 a 22, formes utilisées par Niels al., en considérant seulement la rotation.
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Figure 2.16. Représentation des 24 triangulatidmsrues par rotation de la forme 6.
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4.2.2. Ambiguité

Avec les 15 formes de base de Lorensen & Cline, netusuvons le probléme d’ambiguité

rencontré en 2D, a la différence prés que danasege maillage n’est plus fermé, ce qui peut
poser des problemes lors des calculs subséquents, Mielson et al. [Nie 02], entre autres

auteurs, proposent de ne pas considérer l'invergaur établir 23 formes indépendantes,
montrées sur la figure 2.15. De cette facon, ldlaggs surfacique obtenu, troué en utilisant
seulement les 15 formes originelles, est bien feoogme le montre la figure 2.18.

Lorensen & Cline Direct Inversé

el ]|

Figure 2.18. lllustration du probleme de surface fermée obtenu avec l'algorithme originel de
Lorensen & Cline et résolu par les configurationgpd@mentaires de Nielson et al.

Sur cette figure représentant la triangulation @ggoa 2 MC contigus sous la forme numéro 3
de la figure 2.15, nous pouvons voir que le madlagrfacique n’est pas fermé. En ajoutant la
forme numéro 19, nous remédions a ce problémelaveéthode directe, dont le principe est
le méme qu’en 2D. Il est aussi possible d'utilis&rméthode inverse, pour laquelle les
triangulations associées aux formes numéro 3 sbhbinterchangées.

Au final, la table de connectivité est calculéeuwitisant trois tables différentes. Ces trois
tables nous donnent respectivement la triangulgimur les 23 formes de la figure 2.15, le
changement de numérotation de chaque aréte po2dlestations, ainsi que la forme et la
rotation associées a chacune des 256 configuratides deux dernieres sont données par
Nielson et al. [Nie 02], mais leur numérotation deétes et des sommets d’'un MC étant
différente de la notre, nous avons di modifiertabtes.
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4.2.3. Cohérence

Comme en 2D, nous utilisons deux étapes distirmbes le calcul du maillage surfacique, a
savoir I'écriture des noeuds et I'écriture de larmantivité. Le principe pour écrire les nceuds

et calculer le nombre de nceuds par ligne est égaliesmmilaire. Simplement, le vecteNN
comprend beaucoup plus d’éléments en 3D. En effagus appelons L, H et P la longueur,
la hauteur et la profondeur d’une image, c'estra-th nombre de voxels de I'image suivant
I'abscisse, I'ordonnée et la cote, ce vecteur cemgprH + L + 1 éléments en 2D et
HP+LP+LH+1élémentsen 3D.

Pour écrire la connectivité, nous incrémentons @eau le vecteuNN durant le parcours.

Par rapport au cas 2D, il faut déterminer le corgpoent de I'algorithme pour douze arétes
au lieu de quatre, et davantage de cas partic@rsrencontrés sur les bords de I'image. En
outre, un sommet pouvant étre commun a plusieiasglies au sein d'un méme MC, nous

réactualisons seulement le vecteMN apres I'écriture de toutes les facettes du amdl
surfacique intersectant le MC.

Le principe pour prendre en compte la cohérenceDeat8nt semblable a celui en 2D, nous
n'entrons pas davantage dans les détails de laoagtiNous nous contentons simplement
d’encourager le lecteur & bien assimiler la méthed@D pour comprendre celle en 3D. Les
codes figurant en annexe devraient pouvoir I'aideet effet.

4.2.4. Performances

4.2.4.1. Temps de calcul

Notre code écrit en C++ supporte seulement undsatibn séquentielle. Le temps
d’exécution pour extraire le maillage surfaciquecg# a I'image de la figure 2.5 pour une
fraction volumique de solide de 0,86 et montrélauigure 2.19, est de 9,3 s sur un PC de
3,25 Go de RAM avec un processeur Intel Core dguéréce 2,99 GHz, pour une image qui
comprend plus de 16 000 000 de voxels et un maillagfacique de 1 148 530 éléments.
Nous remarquons que la lecture de I'image de dépddcriture du maillage surfacique sont
responsables de 70 % du temps d’exécution et teilcalproprement parler dure donc moins
de 3 s.

Comme nous voulons seulement extraire le maillaggacque au tout début de notre
simulation et compte tenu du temps de calcul t@stc nous ne jugeons pas nécessaire
d’optimiser davantage notre code. Nous tenons fimista signaler que son application a des
images de plus grande taille ne pose pas de prebl@misque le temps de calcul est
proportionnel a la taille de I'image et au nombeersieuds du maillage surfacique. Pour une
analyse pertinente du temps de calcul associé tdisédion des marchings cubes et la
proposition d’'une version parallele performante’digiorithme, nous renvoyons le lecteur a
la thése de Nicod [Nic 97].
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Figure 2.19. Maillage surfacique extrait de la fig@.5 pour une fraction volumique de solide
de 0,86. Ce maillage présentant 1 148 530 face&iteygulaires a été obtenu a partir d’'une
image de 16 777 216 voxels (16 Mo) en 9,3 s.

4.2.4.2. Mémoire

Il est courant qu’'un algorithme soit davantage témpar la mémoire utilisée que par son
temps d’exécution. D’ailleurs, l'augmentation de maémoire disponible est une des
principales motivations de Nicod pour parallélisatgorithme des MC [Nic 97]. De nos
jours, les ordinateurs disposent de beaucoup musié@noire vive que dans les années 90,
mais les images a traiter étant elles aussi pllismineuses, le probleme peut toujours se
poser.

N’ayant finalement besoin de travailler qu’avec tleages de taille modeste pour calculer
nos maillages surfaciques (inférieure a 100 Moyjsnw'avons pas rencontré de probléme de
mémoire dans notre cas. Nous tenons toutefois aedomotre sentiment sur cette notion
importante, afin de pouvoir envisager dans I'avémitraitement d'images de taille beaucoup
plus grande.

Actuellement, nous chargeons lI'ensemble de I'imagemémoire, afin de simplifier et

d’accélérer l'algorithme. Nous stockons en supplée vecteur NN, qui représente en
mémoire I'équivalent de 12 couches supplémentaiee$image (en supposant une image
cubiqgue de méme dimension sur les trois axes), dvectets par €lément et un parcours
suivant les trois axes. Toutes les autres varialilésées dans notre calcul sont des scalaires.
Contrairement a Nicod qui souhaite visualiser dee®nt ses résultats [Nic 97], nous n’avons
pas besoin de stocker le maillage surfacique ques ®arivons au fur et a mesure, ce qui
représente un avantage substantiel. En effet, l@ag@imontré sur la figure 2.19, une fois
écrit, occupe une place de 37 Mo, contre 16 Mo piooage de départ en voxel.

Si malgré ce stockage relativement économique, dmaoire vient a manquer, il existe une
solution, que nous pouvons appliquer en utilisamtcbhargement partiel de I'image. Cette
solution est employée par Lorensen & Cline [Lor 8E]le nécessite seulement des
modifications mineures de I'algorithme et n'occasie qu’un trés léger surcolt de calcul.
C’est donc la méthode que nous préconiserions.
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4.2.5. Améliorations possibles

Pour dégager des pistes d'amélioration cohérentess devons nous concentrer sur
I'utilisation que nous faisons du maillage surfagigobtenu. Nous détaillons cela dans la
prochaine partie mais tenons d'ores et déja a ggéajue la méthode par immersion de
volume n’est pour le moment pas entierement pdisgdlE dans CIMLib. Ainsi, la
parallélisation de I'algorithme des MC, que nousre/déja évoquée, ne semble avoir qu’un
intérét limité. Cependant, si pour une raison cuaicie cet intérét devait croitre, nous
conseillerions I'étude du papier de Newman & Li ggsume plusieurs approches paralléles
[New 06].

Newman & Li donnent dans le méme article un inveatales méthodes utilisées pour
accelérer l'algorithme de base [New 06]. lls évagusotamment des techniques permettant
de minimiser le nombre d’opérations effectuées adangu’ils appellent les cellules inactives,
c’est-a-dire les marching cubes non intersectéslganaillage surfacique. lls expliquent
€galement les moyens adoptés dans la littératune géterminer l'isosurface dans les cas
ambigus, avec entre autres l'utilisation d’'uneripbdation de degré supérieur.

Une fois la construction du maillage surfaciquenieée, ajouter un post-traitement dans le
but de diminuer le nombre de facettes est une petisp intéressante. Cela permettrait de
diminuer la taille de nos fichiers et d’accéléres talculs ultérieurs. Si nous travaillons sur
des images binaires, il est tout d’abord possikleédiuire le nombre de triangles sans que la
surface résultante en soit affectée. Effectivembadt, possibilités d’intersection sont trés
limitées dans ce cas et il est fréquent que laasarassociée a plusieurs triangles contigus de
normale identique puisse étre représentée par onbreode triangles moins important. C’est
d’ailleurs le cas sur la triangulation directe de figure 2.19 pour laquelle 2 triangles
suffiraient la ou 6 sont pourtant présents.

Pour des images en niveaux de gris, diminuer lebnerde facettes sans changer la surface
est beaucoup moins évident. Toutefois, la surfagestogite résultant d’une discrétisation
imparfaite, des auteurs proposent de la modifierr@uisant le nombre d’éléments du
maillage, sans pour autant obtenir une surfacepquirait étre qualifi€ée de moins précise.
Garland et Heckbert [Gar 99, Hec 99] se servent pela d’éléments triangulaires, du méme
type que les éléments présents avant la rédudfiais. il est également possible d'utiliser des
formes de degré supérieur, tels que les B-splaamnelles non uniformes [Pie 96].

5. Maillage volumique

La construction du maillage volumique avec Afiifami 10] s’appuie sur une représentation
explicite de l'interface, par la méthode avec swei front [Fre 98, Fre 99]. Avec ce type
d’approche, les nceuds du maillage volumique siduksterface sont superposés aux nceuds
du maillage surfacique. Des nceuds sont ainsi posifis prés des interfaces et reliés aux
triangles du maillage surfacique pour constituee pnemiére couche d’éléments, appelée
front. D’autres nceuds sont alors ajoutés pres dat fpour établir une autre couche
d’éléments, et ce jusqu’a remplissage intégralaunae.

Avec des maillages surfaciques de taille importahftaut soit diminuer le nombre de nceuds,
soit faire en sorte que chaque facette trianguthirenaillage surfacique ne serve pas de point
de départ au calcul du maillage volumique. Dansake contraire, ce dernier ne peut pas étre
construit car le nombre de nceuds résultant seogitilnportant. En outre, si les éléments sont
généralement de bonne qualité au voisinage desiifante, des difficultés sont rencontrées a
I'endroit ou plusieurs fronts se rejoignent.

Dans CIMLib, nous préférons représenter les intefade maniére implicite, avec une
fonction level set (distance signée) définie auxudsedu maillage et dont l'isovaleur O
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représente l'interface. Nous avons donc un maillagamique qui comporte les différentes

phases. Pour cela, nous utilisons la méthode paemsion de volume décrite par Hachem et
al. [Hac 10], qui consiste a travailler a 'améditon d’'un maillage de fond pour représenter
de maniere implicite le maillage surfacique cong@d€ette méthode d'immersion de volume
comporte trois étapes, qui sont: (i) le calcullaelistance signée, (ii) la construction d’'un

maillage adapté au calcul et (iii) le mélange desppétés physiques. Nous détaillons les
deux premieres dans cette partie et le mélangerogsiétés dans le chapitre suivant. Afin de
pouvoir comparer les représentations en voxelekgscen éléments finis, nous expliquons
également comment utiliser la fonction level satmpealculer le volume de chaque phase et
I'aire de l'interface entre deux phases.

5.1. Calcul de la distance

Nous souhaitons déterminer la distance signée engesurface constituée d’'une collection
de facettes et I'ensemble des nceuds du maillagemiglie. L'opération élémentaire de ce
calcul est donc la détermination de la distanceeam point et un segment dans un espace 2D
ou celle entre un point et un triangle dans un&si3®. Si n est le nombre de noeuds et m le
nombre de facettes, il suffit donc d’effectuer nisfoette opération pour chaque nceud, de
prendre la valeur absolue minimale et d'y assdeisigne correspondant. Cette méthode que
nous qualifions de linéaire est simple a utiliseaisnnécessite n.m calculs de distance
élémentaire, ce qui peut prendre beaucoup de tempsachant que maillages surfacique et
volumique peuvent contenir respectivement plusieuitons de triangles et de noeuds. Afin
d’éviter cet inconvénient majeur, l'algorithme ey utilise le constat selon lequel la
distance entre un nceud et des facettes qui enrgsriloignées n’est pas nécessaire a calculer
précisément par rapport a celle entre ce méme mdedels facettes qui en sont trés proches.
Pour éviter des calculs superflus, nous nous servainsi d'un systeme de boites
hiérarchiques englobant chacune un nombre de émoa¢étfini.

5.1.1. Méthode linéaire

En 2D, pour déterminer la distance entre un ncewsh efegment, nous pouvons calculer la
position du projeté orthogonal du nceud sur la dragisociée au segment. Si le projeté se situe
sur le segment alors la distance est la distanite Enprojeté et le nceud. Sinon, il s’agit de la
distance entre le nceud et un des deux sommetsdel’ selon le cété duquel est situé le
projeté. Les trois configurations possibles soaosthées sur la figure 2.20.

En 3D, nous calculons les coordonnées du projet@gonal du nceud sur le plan défini par la
facette triangulaire. La distance entre le nceua dtidngle dépend alors de la région dans
laquelle se situe ce projeté. Il peut s’agir deitance a un sommet du triangle, & une aréte
du triangle ou au triangle lui-méme. Si le projgdérouve a l'intérieur du triangle, la distance
est alors directement égale a la distance entmrdeté et le nceud. Si la distance la plus
courte est la distance a une aréte, le projet@gotinal du projeté dans le plan sur cette aréte
nous donne le point le plus proche du nceud. Leérdiftes configurations sont illustrées sur
la figure 2.20. L'algorithme est donné par Schne&l&berly [Sch 02].

Cet algorithme permet de calculer la distance. Ralauler la distance signée, nous utilisons
la normale a la facette la plus proche du nceudjdelde I'expression suivante :

=" % [rlmoe
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Avec X et X, les coordonnées du nceud et de son projeté orthbgam le segment

p
(respectivement le planji la normale a la facette du maillage surfacique, distance ep la
level set (ou distance signée).

En deux dimensions En troisahisions
da
CIAC
da A
A B d
da s "B de
B
dg

Figure 2.20. Représentation des différentes zotikseas pour calculer la distance entre un
nceud du maillage volumique et une facette du ngglsurfacique. En noir, représentation de
la facette. En rouge, délimitation des différertenes. d, dg, dc, dag, dac, dsc €t Ghgc SONt
respectivement les zones dans lesquelles les pAinB C, les arétes AB, AC, BC et le
triangle ABC sont les plus proches du nceud.

Lorsque pour un nceud particulier, le point le plusche du maillage surfacique est un
sommet partagé par deux facettes contigués, laulermi-dessus ne suffit pas toujours a
calculer le signe de maniere univoque. Pour un2€assi ces deux arétes forment un angle
obtus, il existe en effet une région de I'espacer paquelle le signe est négatif par rapport a
une aréte et positif par rapport a une autre, ajoes la distance est la méme en valeur
absolue. Bruchon et al., qui ont implémenté l'aldpone du calcul de la distance dans
CIMLIb, illustrent ce constat et choisissent le sigtonné par l'aréte permettant de calculer
une projection de meilleure qualité [Bru 09].

5.1.2. Méthode hiérarchique

Le systeme de représentation hiérarchique est l@éal Bruchon et al. [Bru 09]. Nous le

décrivons en prenant le maillage surfacique mosiiréla figure 2.14b pour exemple. Nous
englobons ce maillage avec un rectangle, qui reptéda premiére boite de notre structure
hiérarchique. Si cette boite comprend un nombreadettes trop important, nous la divisons
en 4 en 2D (8 en 3D) boites de taille identiquenambre de facettes contenues a l'intérieur
de chacune de ces nouvelles boites est évaluées®’'itop important, la boite est a son tour
divisée en 4 plus petites boites qui englobentoidebde niveau supérieur. L’algorithme se
termine quand aucune des boites de plus bas niveatontient un nombre d’arétes trop
important. Ce nombre est en réalité fixé par lisdgiteur et nous voyons son influence sur la
figure 2.21.

34



Chapitre 2

Nombre maximal d’arétes par boite = 32 Keymaximal d’arétes par boite = 16
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Figure 2.21. Représentation hiérarchique du mallagrfacique. Les chiffres indiqués
correspondent au nombre de segments du maillateegre contenus dans chaque boite.

Pour calculer la distance a un nceud, nous détenmidans un premier temps la distance du
nceud aux boites ayant la plus grande taille, osl ghactement la distance de ce nceud a tous
les coins de ces boites, ce qui est trés simplas Mbtenons ainsi pour chacune une distance
minimale et une distance maximale. En comparanvalesirs de distance, nous éliminons du
calcul les boites qui ne peuvent pas contenir datfa la plus proche du nceud, c’'est-a-dire
celles pour lesquelles la distance minimale es$ pitande que la plus petite des distances
maximales. Nous poursuivons ces comparaisons gsubdites de niveau inférieur, jusqu’a
ce que plus aucune ne puisse étre éliminée. Leandest entre les arétes contenues dans les
boites restantes et le nceud sont alors calculéedapanéthode de projection décrite
précédemment et la plus petite valeur est retenue.

La fonction level set (distance signée) obtenue rdirpde ce maillage surfacique de 257
segments sur un maillage volumique de 9901 nceudeagrée sur la figure 2.22. Le temps
nécessaire pour calculer cette fonction est de §,@6ec 32 arétes par boite, 0,25 s avec 16
arétes et 1,01 s avec la méthode linéaire. Siélacation obtenue dans ce cas est déja
appréciable, elle peut devenir considérable pow cis 3D et un maillage surfacique
comprenant un grand nombre de facettes.
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Figure 2.22. Fonction level set obtenue a partinaillage surfacique de la figure 2.21. La
partie négative de la fonction représente le doenaolide, la partie positive le domaine
liquide et le trait noir l'interface.

5.1.3. Algorithme paralléle

Lorsque nous souhaitons travailler avec un mailleglemique comportant un trés grand
nombre de degrés de liberté, nous pouvons avoiurec un calculateur parallele. Dans la
version parallele, le maillage volumique est deté entre plusieurs partitions réparties sur
autant de processeurs. Chaque partition est traiddbeme s'il s’agissait d’'un maillage
indépendant. Cela nécessite de charger le maikkagtacique intégralement sur chaque
processeur, ce qui signifie que l'algorithme estité par la mémoire vive d'un seul
processeur et non de I'ensemble des processeunsi, Aiour des maillages surfaciques
comportant un trés grand nombre de facettes, tlcdévient impossible a réaliser, méme si
nous augmentons le nombre de processeurs.

Nous avons échappé a ce probléme dans les apptisadie cette thése mais nous tenons
toutefois a proposer plusieurs solutions qui paurpermettre d’utiliser nos algorithmes sur
des images de plus grande dimension. La premieastera réduire le nombre de facettes du
maillage surfacique [Gar 99, Hec 99]. Un deuxienwyem, tres simple a considérer mais qui
augmente le temps de calcul, est de transformeialage surfacique en plusieurs maillages
plus petits. Il suffit ainsi de garder en mémoaddvel set calculée pour le premier maillage,
de la comparer a la level set calculée pour le i@eux maillage en choisissant la plus petite
valeur absolue et ainsi de suite. Il est aussiiplesde ne calculer la distance signée que dans
une certaine épaisseur autour de l'interface, ldacionction level set présentera un intérét
pour la suite du calcul (voir la méthode de lissdgda level set présentée dans le quatriéme
chapitre). Cela permettrait de ne charger qu'unéigopdu maillage surfacique pour chaque
partition.

Une solution plus élégante serait sans contestealodon permettant de calculer la distance
signée pour I'ensemble des noeuds, tout en ne @rdrgeur chaque processeur que la partie
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utile du maillage surfacique. Toutefois, proposeraigorithme efficace permettant de traiter
I'ensemble des cas n’est pas trivial.

Si la mémoire peut poser probléme, le temps deubadn revanche, se réduit lorsque le
nombre de processeurs augmente. Nous ne donnod&palyse précise car la détermination
de la level set a partir du maillage surfaciquateiivient qu’une seule fois par simulation. De
plus, le temps de calcul nécessaire pour cette @apnégligeable en comparaison du temps
de calcul des autres étapes (calcul du maillageimviglue, calcul mécanique). A titre
d’exemple, le temps pour déterminer la distance avemaillage volumique de 3 000 000 de
nceuds, un maillage surfacique de plus d’1 000 @facdettes et un nombre maximal de 512
facettes par boite est de I'ordre d’1 min avec &@sseurs (62 Amd Opteron 6134 2,3 Ghz)
du cluster CEMEF.

5.1.4. Remarque

Nous utilisons en principe un maillage volumiquassdant les mémes dimensions physiques
gue limage utilisée pour calculer le maillage aoifue. Le calcul de la distance peut
cependant poser un léger probleme sur certains siceutiord. En effet, nous pouvons voir
sur la figure 2.7 que le maillage surfacique njgst défini sur une épaisseur d’une moitié de
pixel au bord de l'image. Pour résoudre ce probléhmous suffit de prolonger I'image d’un
pixel (ou voxel) sur tous ses bords ou dimmergemlaillage surfacique dans un maillage
volumique Iégérement plus petit que I'image de depa

5.2. Construction du maillage volumique

La construction du maillage volumique dans CIMLibpgaie sur une librairie indépendante,
appelée mtc et développée par Coupez et al. [CoGAO04, Gru 05] et par Digonnet et al.
pour le parallélisme [Dig 01, Dig 07, Mes 08]. Niat pas intéressé par les aspects techniques
de la génération du maillage, nous renvoyons leelecconcerné a ces références et nous
contentons de donner dans cette partie des élémierfdication importants pour I'utilisateur

de la librairie mtc et de CIMLIb.

5.2.1. Maillage initial

Le principe de génération d’'un maillage volumiquefasile a comprendre du point de vue de
I'utilisateur. Nous introduisons une fonction apjetaille de maille et associée aux nceuds du
maillage. Lorsque cette fonction est identique piouss les nceuds, nous parlons de taille de
maille homogeéne. Il s’agit sinon d’une taille deilleahétérogéne. Si la taille est identique
suivant toutes les directions, le maillage esrogm et |a taille de maille est définie comme un
scalaire. Au contraire, si nous souhaitons tramaiivec des tailles différentes dans chaque
direction, la taille de maille devient une foncti@msorielle et le maillage est alors anisotrope.
L’introduction de cette fonction taille de mailley’'dj ne faut pas confondre avec la métrique
calculée en interne par le mailleur, est destingenglifier I'utilisation de mtc. Nous notons

cette fonction h pour un maillage isotroper:etpour un maillage anisotropé,, h, et hg

représentent alors les tailles de mailles souhmitiens les directions de I'espace. Nous
illustrons a présent les différents types de taidlanaille sur des exemples simples en 2D.

Commencons avec un maillage isotrope et homogégmésentant le méme domaine de calcul

gue celui de la figure 2.22, a savoir un rectamtgel56 um de longueur et de 116 um de
hauteur. Pour cela, nous partons du maillage le grassier possible, comprenant 2 éléments,
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montré sur la figure 2.23. Pour obtenir le maillageulu, l'utilisateur doit seulement
renseigner une valeur de taille de maille. En prenae taille de 5 pm, nous obtenons le
maillage montré a droite de la figure 2.23.

Y

Figure 2.23. Obtention d’'un maillage isotrope embgéne a partir d'un maillage de 2
éléments.

A partir d’'un maillage de ce type, nous pouvongwar une taille de maille hétérogéne qui
dépend de la distance a l'interface. La figure dlRétre le résultat obtenu en utilisant la
taille de maille suivante :

h:1+m
5

Taille de maille (um)
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Figure 2.24. Exemple de taille de maille hétérogéedrait noir représente l'interface.

De cette fagon, la taille de maille a l'interface de 1 um et elle croit de maniere continue
avec la distance a l'interface.
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Pour obtenir un maillage anisotrope, nous utilisome taille de maille matricielle, qui
comprend 4 composantes en 2D et 9 en 3D. Les vaprames de cette matrice sont les
inverses des tailles de maille dans les 2 (ou i&ctions, qui sont quant a elles données par
les vecteurs propres de la matrice. Un moyen cjasspour avoir un maillage anisotrope
adapté a la représentation d’une interface estidation du gradient de la fonction level set
[Ber 09]. Nous utilisons ainsi la taille de maitiedessous :

1, 000p 1 1 99dpf 1 _ 1

o h, oxodx{h; h, oxay(h, h,
opopl 1 _ 1 1,090 1 _1
oxady\h; h, h, odyody\h; h,

Les valeurs propres sont 14t 1/b et les vecteurs propres sont le gradient de k&l kst et le
vecteur orthogonal au gradient de la level set.pEncipe, des €léments anisotropes sont
seulement employés dans une certaine épaisseuur atdo l'interface. Dans le reste du
domaine, la taille de maille est isotrope et nouma donc h= h,. En utilisant la méme taille

h, que celle de la figure 2.24 et une taille=h0,2 um dans une épaisseur de 2 pm, nous
obtenons le maillage montré sur la figure 2.25nlksatropie souhaitée des éléments est bien
prise en compte par le mailleur mtc, comme illustté I'agrandissement fait autour de
I'interface.

¥ JEAAATAVAVAVAVIE S P / N/ Level SEqu'tm) N\ A
' @ NN RSSE A g 2 1 - N 7\
X A;My\ﬁ AR I ) -2 N P N 1 N2\ 2
R R '
ek A
;?f‘/j a2 \ / A — | . \ S N
KK / N/ N T ~ 7\
‘W\ki/ bs \l / / \/(/\ \ T /! ~ / A\
e f A K L/i/j = -l B S

AT

SO
PRE
\J ]

L6

;]/ /<\\\r
SFE
K]
LS

KPS TR
SR VS AVAV R
IAVAV 55

‘A“‘f"‘v AWAVAYAYS ":‘"mv&
‘540

X
SN, 'Avnag»v&ﬂ»'é
i! <
SERRE PR

N

A‘?hiw

z 7
szz%@g (%
Hf

X

Figure 2.25. Exemple de taille de maille anisotrope

Nous tenons a préciser que l'utilisateur doit sentmew prudent deés lors qu’il souhaite utiliser
une taille de maille hétérogéne. En effet, si lacfmn taille de maille présente des
oscillations importantes dans une zone ou le nordi#éments du maillage initial est trop
faible, il est possible que la taille de maille simiérée par le mailleur ne puisse pas refléter
celle demandée par l'utilisateur. Il est ainsi @i d’effectuer plusieurs itérations de
remaillage afin de converger vers le maillage s@é@h&outefois, cela ne suffit pas toujours si
les maillages voulu et initial sont trop différentdous préconisons donc également d’utiliser
un maillage de départ suffisamment proche du résattendu.

En modifiant les parameétres utilisés pour calclddnille de maille associée a la figure 2.25,
nous pouvons obtenir de nombreux maillages utiksapour nos calculs futurs. Mais il est
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difficile de contr6ler I'erreur d’interpolation ole nombre d’éléments du maillage de cette
facon. C’est pourquoi il existe dans CIMLib des mny plus sophistiqués de calculer la taille
de maille. Hamide et al. proposent ainsi un esgomatd’erreur piloté par I'erreur
d’interpolation [Ham 08a, Ham 08b], tandis que NMes$rmal. ont mis au point une méthode de
calcul de la taille de maille qui permet de choisinombre d’éléments du maillage [Mes 08,
Zer 10]. Ces deux techniques s’appuient sur laraétation de la matrice hessienne, c’est-a-
dire la matrice carrée des dérivées partielles rabed (ou encore le gradient du gradient),
d’'une fonction choisie pour remailler notre domade calcul. Si le but est de raffiner le
maillage de maniere anisotrope a l'interface, tiljedicieux de choisir pour cette fonction une
level set lissée [Zer 10].

Les deux approches permettent d’obtenir une valeula taille de maille par élément, que
nous projetons aux nceuds et qui devient un parandé&ntrée du mailleur mtc (le second
parametre étant le maillage actuel). Coupez a dppél récemment un estimateur d’erreur,
basé sur le calcul d’'un tenseur de distributionldegueurs d’arétes, qui permet de calculer la
taille de maille directement aux nceuds et qui senddnner des résultats encore plus
performants [Cou 11]. Méme si ces outils paraiss@st attrayants, nous ne les utilisons pas
ici, pour des raisons exposées dans le quatrieayatod.

5.2.2. Remalillage

Nous tenons également a préciser que le maillee; dant nous venons de présenter
certaines applications, peut tres bien étre utpieér remailler le domaine de calcul, durant
une simulation. Une telle adaptation du maillage méme fonctionnement que le calcul du
maillage initial. Nous prenons pour maillage deatée maillage de I'incrément précédent,
calculons une taille de maille aux nceuds et nomgoss du mailleur mtc pour obtenir le
nouveau maillage. Il existe cependant une difféeédbodamentale entre le calcul du maillage
initial et un remaillage au cours de la simulatiBour le maillage initial, nous recalculons en
effet la level set a partir du maillage surfacigee,qui n'est pas possible pour un remaillage.
L’ensemble des fonctions définies sur I'ancien tag#é, parmi lesquelles la fonction level set,
doivent ainsi étre transportées sur le nouveauagail par interpolation linéaire. Un exemple
de remaillage unidimensionnel est illustré surigaife 2.26. Un champ de température fictif
est montré avant et apres adaptation du maillagejifférents points symbolisant les valeurs
aux nceuds du maillage. Nous remarquons que liakégte la température sur le domaine
avant et apres remaillage est différente, ce guifs¢ que I'énergie n’est pas conservée. Il est
par conséquent nécessaire de prendre le plus daupiegns possibles quant au choix des
tailles de maille souhaitées et de la fréquenceeatasillages.

40



Chapitre 2

1000 +
900 -
800 -
700 -
600 -
500

400 -
‘“\Nouveau maillac

Température (T)

3007 Ancien maillage
200 *
100 -
0 T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30

Abscisse (mm)

Figure 2.26. lllustration de la non conservationn# grandeur durant un remaillage.

5.3. Traitements

Dans les travaux de Limodin et al. portant surcle@ngements microstructuraux au sein d’'un
alliage d’aluminium-cuivre durant sa refusion pellé [Lim 07], les données expérimentales
sont utilisées pour déterminer I'évolution de laction volumique de solide ainsi que la
surface spécifique de l'interface solide-liquiddinAde pouvoir effectuer des comparaisons
entre expériences et simulations, nous expliquamsneent calculer ces grandeurs sur un
maillage éléments finis.

5.3.1. Calcul de la surface spécifique

- , s/l . . .
La surface spécifique s'écrE’ = avecS”' I'aire de l'interface entre les phases solide

et liquide et V le volume total du matériau étudié@us nous concentrons ici sur le calcul de
I'aire d’une interface. Cette interface est repnése par I'isovaleur 0 de la fonction level set.
Il s’agit d’'une isoligne en 2D et d’'une isosurfame 3D. La fonction level set étant interpolée
aux nceuds, son signe est différent sur les nceutls&@ément traversé par l'isovaleur 0. Il

faut alors calculer la longueur ou la surface (Bh @e I'interface sur cet élément.

Prenons le cas bidimensionnel d’'un élément reptésam la figure 2.27 par le triangle ABC.
A, B et C sont les trois noeuds de I'élément. Supp®silors que nous avolgg < 0, ¢g > 0 et
¢c> 0 avecqy,, @; et @ les valeurs de la fonction level set aux nceuds At C. Nous
pouvons affirmer que I'isovaleur zéro de la level soupe le triangle ABC en un point D
situé sur le segment [AB] et en un point E situélsuisegment [AC], comme illustré par la
figure 2.27. En outre, la level set étant interpdlééairement par élément, nous calculons la
position de ces deux points en utilisant les foemduivantes :
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_ XA ~Xp _ XA ~Xc
Xp =Xa —| 2B o, xg=x,-|2—"C|op
. P ~ P " = Pa —@c "
_ Ya —YsB _ Ya = Yc
Yo =Ya "|TT— @ YE=Ya~"| T/ |®
° A QPn —Ps A 3 A ®Pp —@c A

avec A, B, C, D et E les indices désignant lesédéfiits points. x et y sont I'abscisse et
I'ordonnée de ces points.

Nous n’avons alors plus qu’a calculer la longueur s, gment [DE] puis a sommer la
contribution de chaque élément pour détermineéten@tre de notre contour.

A

Figure 2.27. lllustration de la méthode
D permettant de déterminer la contribution d’'un
E élément au calcul du périmetre d’'une isoligne

C

Nous utilisons le méme principe en 3D. Au lieu dimvdes éléments triangulaires, nous
avons des éléments tétraédriques a quatre nceuds. déwvons donc calculer I'aire d'un
triangle dans le cas ou trois nceuds ont une |letaelesméme signe et l'aire d’un quadrilatere
si seulement deux nceuds ont une level set de mgme s

Pour valider notre implémentation, nous placons spieere de rayon 40 cm au centre d’'un
domaine cubique de cb6té 1 m, calculons la levelassbciée sur les nceuds d'un maillage
éléments finis et déterminons la surface de la&isph partir de cette level set. Sur la figure
2.28, nous pouvons voir que la surface obtenudepealcul se rapproche bien de la surface
analytique lorsque la taille de maille diminue.

2.02

2.01 Surface analytigt

Surface numérique

Surface de la sphére (m 2)
'_\
9

1- 92 T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Taille de maille (cm)

Figure 2.28. Evolution de la surface d’'une sphéréoaction de la taille de maille considérée.
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5.3.2. Calcul de la fraction volumique

S

. . . L V .
La fraction volumique de solide s’écif :7 avecV® le volume de solide. Pour calculer

ce volume, nous utilisons une technique similaiceléie employée pour déterminer la surface
de lisovaleur 0. Simplement, pour reprendre I'epéan2D de la figure 2.27, nous ne
calculons plus la longueur du segment [DE] maisudace du triangle ADE ou celle du
guadrilatere BCED selon que nous sommes intéressie polume d’'une phase ou de l'autre.
Cela ameéne des configurations plus complexes eN8Ds en décrivons cing qui permettent
de calculer le volume associé a la partie négatevda fonction level set pour un tétraedre
ABCD. Pour calculer le volume associé a la partisitpve, il suffit donc de changer le signe
de la level set sur tous les nceuds du maillage.c®eg situations sont représentatives de
I'ensemble des possibilités rencontrées :

- la level set associée aux quatre nceuds est poditveontribution de I'élément est
alors nulle ;

- la level set est négative pour tous les nceuds.pople I'élément dans le calcul du
volume est alors égal a son propre volume, dons mixienons par exemple la valeur
en utilisant la formule de Héron :

1 +(XB _XA)[(yC _yA)(ZD _ZA)_(ZC _ZA)(yD _YA)]
A :g _(Xc _XA)[(yB _yA)(ZD _ZA)_(ZB ~Za )(YD ~Ya )]
+(xp =% [(ys =Ya)zc =2a) = (25 =24 Nyc ~Va )]

VT est alors le volume du tétraédre ABCD tandis que et z sont I'abscisse,
'ordonnée et la cote des différents points ;

- lalevel set est négative en A et positive poutreis autres nceuds. Nous calculons la
position des points E, F et G situés sur les setgrj@B], [AC] et [AD] pour lesquels
la level set vaut zéro. La contribution de I'élémest alors le volume du tétraedre
AEFG ;

- la level set est positive en A et négative pourtles autres nceuds. Comme dans le
cas précédent nous calculons la position de E,&. éfapport de I'élément est alors
la différence entre le volume du tétraédre ABCDedtii du tétraedre AEFG ;

- lalevel set est négative en A et en B et posiiveC et D. Nous calculons la position
des points E, F, G et H situés respectivementesiségments [AC], [AD], [BC] et
[BD], pour lesquels la level set vaut zéro. La cdttion de I'élément est égale au
volume de 'hexaedre ABEFGH, qui peut étre déteédrem ajoutant le volume des
tétraedres AEFG, AFGH et ABGH dans le cas ou EFbt@é& un quadrilatere.

Pour vérifier le code correspondant, nous calculen®lume de la sphére utilisée pour tracer
la figure 2.28. Nous obtenons a nouveau une vailemrérique de plus en plus proche de la
valeur analytigue a mesure que la taille de maiileinue. Nous comparons également les
résultats obtenus avec ceux donnés par une mésiagpuyant sur le théoréme de flux-
divergence, qui permet de calculer le volume d’'stadace fermée. La formule employée est

la suivante :
IIID [FdV = ﬁﬁ[ﬂi ds
\Y >
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avec V un volume délimité par son contour ferlyé un champ vectoriel efi la normale
unitaire a la surface dirigée vers I'extérieur.

Si nous prenon& =x i , avec x la premiére coordonnée spatialé é¢ premier vecteur de

base, nous avoris [(F = €t nous obtenons par conséquent ﬁx imds.
z

Nous devons donc calculer la contribution sur cleaéiément traversé par l'isosurface puis
sommer I'ensemble des contributions pour obtenioleme de I'objet. En 3D, sur le triangle
ou le quadrilatére représentant l'intersectionhs@sse est définie de maniére linéaire. Les

vecteursi et i étant constants sur cette facette triangulairguadrilatérale, I'intégrale de
surface peut donc s’évaluer en un seul point cenlgacentre de gravité.

Pour calculer un vecteur normal a la surface ndigeteons le produit vectoriel entre deux
arétes du triangle ou du quadrilatére et nous alidigar sa norme pour obtenir la normale
unitaire. Pour nous assurer que nous calculonslaienrmale sortante, nous déterminons le
signe du produit scalaire obtenu entre cette n@retlun vecteur dirigé vers I'extérieur, par

exemple le vecteuAE , avec A un nceud situé a I'intérieur du volume etnBpoint situé sur
la surface de I'objet.

Le théoréme de flux-divergence donne les mémesnasdigue I'autre méthode pour la sphere
placée a I'intérieur du domaine cubique. Cependartpde que nous avons mis en commun
dans la librairie CIMLib est celui qui correspondla premiere des deux techniques

présentées, méme si elle semble beaucoup moirenéeden effet, cette derniere présente un
avantage trés important sur la méthode du théodinikix divergence, puisqu’elle permet de

calculer le volume associé a une surface non fepré&sente sur les bords du domaine.

5.3.3. Comparaisons

Les outils tout juste décrits permettent bien @effier des comparaisons entre les résultats
expérimentaux pouvant étre obtenus par nos parésndu laboratoire SIMaP et des résultats
obtenus par simulation numérique. lls peuvent égafd permettre d’avoir une idée sur la
précision de la transformation des images en reptasons éléments finis. Il nous faut pour
cela étre capable de calculer des fractions voluesicet des surfaces spécifiques a partir des
fichiers de tomographies. Une possibilité pourrkction volumique consiste a effectuer un
simple décompte du nombre de voxels appartenamphdse étudiée et de diviser le résultat
par le nombre total de voxels du matériau étudiecéqui concerne la détermination de l'aire
d'une interface, il est possible d’employer le ompic d’intercepts linéaires décrit par
Underwood [Und 70].

Nous tenons cependant a rappeler que les maillagésciques calculés par I'algorithme des
marching cubes constituent une bonne représentdgsninterfaces entre les phases. Il est
donc justifié d'utiliser ces maillages pour détarariles fractions volumiques et les surfaces
des interfaces. Les surfaces sont directement @snpéar la sommation de l'aire de
I'ensemble des facettes triangulaires. Si nous stdécidé de ne pas employer le théoréeme de
flux-divergence pour les maillages volumiques, dmble étre une bonne option pour
déterminer le volume associé a un maillage surtecid\fin d’employer ce théoréme, il est
nécessaire de fermer les surfaces qui ne le sergypdes bords. Pour cela, nous ajoutons une
couche de voxels blancs autour des images coneilé@ant d’extraire les maillages
surfaciques. Pour calculer les volumes de manigmreuse, un traitement spécifique doit
alors étre employé sur les bords.
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Idéalement, nous aimerions pouvoir établir une esprondance entre la taille de maille
utilisée pour le maillage volumique (plus exactetrierrapport entre la taille de maille et la
taille d’un voxel de I'image) et la précision dettansformation, c’est-a-dire les pourcentages
d’écart entre les surfaces des interfaces et lbamas de chaque phase obtenus avec les
maillages surfacique et volumique. Nous avons &ssiayle faire pour plusieurs images et
avons évidemment obtenu des représentations plokesi en diminuant la taille de maille ou
en utilisant des maillages beaucoup plus raffingsiaterfaces, obtenus avec les outils décrits
par Mesri et al. [Mes 08]. Cependant, établir uglketcorrespondance n’est pas possible en
toute généralité, car trop dépendant des morphedogincontrées. Il est en effet plus facile
d’obtenir un écart entre le volume donné par ledlagas surfacique et volumique de 2 %
pour les grains de taille importante contenus darigyure 2.19 que pour des grains de taille
plus modeste.

Nous choisissons ainsi de ne pas montrer de gra@hieprésentant I'évolution du volume
d’'une phase en fonction de la taille de maille. 8lancourageons toutefois les futurs
utilisateurs des outils présentés dans ce chapieffectuer leurs propres expérimentations
afin de déterminer le maillage volumique qui coosd au mieux a leurs attentes. Nous leur
conseillons également de prendre davantage endéwaton les possibilités offertes par les
solveurs qu’ils ont l'intention d’utiliser que largxision de la représentation elle-méme.
Obtenir une représentation numeérique parfaite diorege expérimentale ne présente en effet
aucun intérét si le maillage associé ne permetdieféectuer une simulation. Milesi et al.
présentent un bon exemple de ce qu'il faut pagaimir se résoudre a faire. Conscient de la
difficulté et de I'utilité limitée de représenteumériquement leurs images avec une trés
grande précision, ils préferent en supprimer lekisions les plus petites [Mil 11].

6. Conclusion

Nous venons de présenter la méthode retenue pahlir étes représentations éléments finis a
partir d'images de microtomographie obtenues parpartenaires grenoblois a l'installation
européenne de rayonnement synchrotron. En filtemimages, puis en les segmentant et en
calculant des maillages surfaciques qui correspandax interfaces entre les différentes
phases en présence, nous calculons des fonctioak det qui permettent d’initialiser un
maillage volumique du matériau imagé, a partir dligges simulations avec la librairie
CIMLib peuvent étre effectuées.

Avant de développer la technique présentée ici paitialiser les représentations par
éléments finis, nous avons employé une autre métli@drite dans un précédent rapport
[Zar 09] et consistant a calculer de proche enh@ame distance a I'interface directement sur
les voxels. Nous avons également utilisé le lobidl®rph-M, développé au Centre de
Morphologie Mathématique de MINES ParisTech [Enf, @fin de calculer plus précisément
cette distance a l'interface sur les voxels. Leslltats étant moins satisfaisants que ceux
obtenus par marching cubes et immersion de volames avons choisi de ne pas détailler ces
deux méthodes. Il existe également d’autres tecdsigour extraire un maillage surfacique a
partir d’'une image, telle que celle des marchinigateedra [Elv 92].

Les moyens décrits dans ce chapitre ne sont pa&sseicement optimaux. Mais méme si un
certain nombre d’améliorations peuvent étre enésagles travaux effectués permettent de
répondre au cahier des charges fixé au début djetp8MUZAL. Nous satisfaisons
notamment aux contraintes dictées par le maillesc de CIMLib, qui nous impose
I'utilisation de maillages non structurés compogks tétraedres. En outre, les outils
développés sont employés dans d’autres études MEEFHuk 11].
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Si nous n'avions pas da utiliser des tétraédresuihit pu étre intéressant d’essayer des
éléments différents pour la représentation numérigti particulierement des éléments
cubiques. Maire et al. décrivent notamment la nuthooxel/élément qui consiste a
considérer chaque voxel de I'image de départ commeélément du maillage de la
représentation numérique [Mai 03]. Cette technigeple a implémenter nécessite un trés
grand nombre d’éléments. Pour pallier cet incorestni Maire propose de baisser la
résolution de I'image, ce qui diminue le nombrel@idents. Il est également possible de
découper les cubes en tétraédres afin de pouviseuiCIMLIb.

La méthode voxel/élément présente un autre défantvoxel appartenant soit a une phase
soit a une autre, la représentation de l'interfesetrés abrupte. Pour corriger cela, tout en
gardant la résolution de I'image inchangée, nousnmmns faire appel a une représentation
level set de l'interface en calculant une distancemaillage surfacique sur un maillage
volumique de type octree [Los 04], pour lequeldEsnents cubiques sont beaucoup plus gros
loin des zones d’intérét. En faisant coinciderdksnents de ce maillage avec les voxels de
I'image au niveau de l'interface, I'isovaleur zé&te la fonction level set serait plus proche de
la surface définie par le maillage surfacique quilisant des tétraédres non structurés.
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1. Introduction

La méthode de résolution que nous décrivons darchapitre a été précédemment décrite
dans un grand nombre de travaux menés au CEMEB,différents contextes. Cette méthode
s’appuie sur une résolution éléments finis en s#gxession avec un champ de vitesse
linéaire enrichi par I'apport d’'une fonction bullu centre de I'élément et un champ de
pression linéaire. Il s’agit de la désormais classi formulation P1+/P1 trés largement
inspirée par I'approche MINI-élément introduite panold, Brezzi & Fortin [Arn 84].

Cette formulation P1+/P1 est maintenant utilisgeudeassez longtemps au CEMEF [Cou 97,
Per 00, Pic 97]. Dans CIMLIib, le solveur de Stokesec formulation P1+/P1 a été
implémenté en 2004 par Basset [Bas 06]. Le codalppté profite pleinement de la
programmation orientée objets et a permis le d@palment de solveurs plus complexes
S’appuyant sur cette base commune. Ainsi, un soldeuNavier Stokes incompressible
[Bas 06], un solveur de Navier Stokes compressiviec extra-contrainte [Pha 12] et un
solveur général mixte [Bru 07] s’appuient sur ckeeiar de Stokes.

Les équations de Navier Stokes ont fait I'objetrds nombreux travaux dans la littérature et
les méthodes pour les résoudre sont multiples. Mwaas choisi de ne pas mener une étude
bibliographique approfondie sur ce domaine, camé&thode utilisée au CEMEF depuis de
nombreuses années déja semble donner satisfadtois. nous contentons par conséquent de
conseiller au lecteur désireux de se familiarisercala résolution des équations de Navier
Stokes I'analyse des cours de Burkard [Bur 05keBdheid [Sch 08].

Dans ce chapitre, nous détaillons dans un premieps la formulation utilisée pour résoudre
les équations de Stokes incompressibles et saoaderembre. De cette formulation découle
un systeme linéaire pour lequel nous décrivons decbniques classiques de résolution : une
méthode directe et une méthode itérative. Nousstitms ensuite la précision de cette
méthode sur un test de traction uniaxiale d’'un&usion circulaire en comparant nos résultats
numériques a la solution analytique décrite dangtéature. Une fois le solveur de Stokes
validé, nous expliguons comment prendre en compteomportement viscoplastique. Enfin,
nous concluons sur le solveur mécanique utilis@@inons des pistes a explorer pour
I'améliorer.

2. Formulation

2.1. Formulation forte

Nous rappelons les équations de conservation dgdatité de mouvement et de la masse
pour un écoulement incompressible, des termesrtigneégligés et sans force de masse :

-0m=0
O@=0

Vreprésente le vecteur vitesse de I'écoulemenat & tenseur des contraintes de Cauchy.

Afin de pouvoir résoudre ces équations, nous deyoadjoindre une loi de comportement.
Dans cette partie, nous considérons une loi neemm@ : 0 = 2n (V) - pl avecp la

pression, | le tenseur identité,€(V) le tenseur des vitesses de déformation tel

que (V) = %(ﬁ\? + EVT) etn la viscosité dynamique supposée constante.
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En remplagant le tenseur des contraintes par gmegsion, nous obtenons :

~02nEW))+0p=0
0=0

Ces deux équations constituent la formulation fodies équations de Stokes. Cette
formulation est ainsi appelée car pour en étretisoluune paire de fonctions et p doit
respecter ces deux équations en tout point du denwinsidéré. Cette paire de fonctions est
alors appelée solution forte des équations de Stoke

Les équations de Stokes incompressibles sont bigrest écrites de la maniéere suivante dans
la littérature :

-nA(V)+0p=0
Uw=0

En effet, 0 [V =0 implique que Eﬂ?(v)):%A(\?) quand la viscosité est uniforme.

Nous avons cependant choisi d’écrire I'équatiorcaleservation de la quantité de mouvement
sous sa forme compressible dans un souci de g#éétah outre, le solveur a été codé
suivant la formulation en vitesse de déformatiom@nt suivant la formulation en laplacien

afin que puissent en découler des solveurs compless

2.2. Formulation faible

Si une paire de fonctiofi et p est solution forte des équations de Stokkeser est toujours
solution forte si les équations de Stokes sonte@sgment multipli€es par des fonctions test
W et g. De plus, comme ces équations sont respeptaastous les points du domaine
considéré, nous pouvons les intégrer sur I'ensendlee domaine pour obtenir [Bur 05] :

I(- 0 {eng W)+ Op)awdv =0
I@M}hdv=0

Q
avecQ le domaine d’étude sur lequel nous voulons résoladr équations.
En utilisant une fonctionv qui s’annule sur la frontiere du domaif® en réalisant une
intégration par parties pour les deux termes dgubéion de conservation de la quantité de

mouvement et avec des termes de bord nuls (conditie Dirichlet sur la vitesse), nous
avons :
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(2nE(v): E(W) - pO TW)dV =0

(-q0)dv =0

0 ey (O ey

Le symbole : représente le produit doublement eotc

Ces deux équations constituent la formulation éailkds équations de Stokes. Une paire de
fonctionsVv et p est solution faible des équations de Stokelessatisfait ces deux équations
pour toutes les fonctions test @t g, avec les fonctions wui s’annulent au bord du domaine
[Bur 05].

2.3. Formulation faible discrétisée

Pour appliquer la méthode des éléments finis, ramwons discrétiser notre domaine de
calcul. Cette discrétisation s’appuie sur l'utitisa du mailleur décrit dans le chapitre
précédent et elle consiste a décomposer le donesinee suite d’éléments triangulaires en
deux dimensions et tétraédriques en trois dimessi@ppelés d-simplexes par Gruau
[Gru 04]). A l'intérieur de chaque élément la valedes champs est calculée par une
interpolation linéaire qui dépend de la valeur @bamps aux nceuds (ou sommets) de
I'élément et de leur position.

De cette facon nous pouvons définir le champ dssiwa en tout point de 'espace comme la
somme de chaque valeur nodale multipliée par ufficieat de valeur unitaire si le point se
situe exactement sur ce noceud du maillage, de valgie si le point est en dehors d'un
élément comprenant ce nceud et de valeur intermédémon. Ces coefficients, dont le
nombre est égal au nombre de nceuds du domaineappetés fonctions de base. Nous
considérons que les fonctions test introduitesguémment sont également des fonctions de
base.

La formulation faible discrétisée des équationStikes s’écrit de la maniere suivante :

[(enz@,):5w,) -py0 w0, Jav =0

Q

I(—qhm v, )dV =0
Q

en utilisant la lettre h pour représenter les geansl discrétisées.

En considérant qu'il y a N fonctions de base et lgueghamp de vitesse est un vecteur, nous
décomposons la formulation faible discrétisée eensemble de (d + 1) N équations, ou d est
la dimension du domaine et N le nombre de nceudsobgre d’équations obtenues est égal
au nombre d’'inconnues a déterminer.

2.4. L’élément P1+/P1

L'utilisation d’'une interpolation linéaire en vites et en pression (P1/P1) semble évidente,
mais elle ne respecte pas la condition de stalkté@rezzi-Babuska [Bab 73, Bre 74]. En
revanche, la condition de stabilité est respectémmputant un degré de liberté au centre de
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chaque élément pour le champ de vitesse [Arn 8dlisNparlons alors d’élément P1+/P1. La
vitesse est décomposée en une partie linéaeeune partie bulle b

h =Vp +by

<

Pour la création des fonctions bulle, chaque él¢msinsubdivisé en d + 1 sous-éléments en
reliant le centre de I'élément a chacun de ses aodlidsi, a I'image des fonctions de base
linéaires, la fonction bulle a une valeur unitarecentre de I'élément et nulle sur le contour
de I'élément.

La formulation faible discrétisée des équationStikes s’écrit alors :

j(znf(vh):ﬁ(\fvh) ~ py 0 [, Jav =0
Q

j(—th B”?h)dv:o

Q

En utilisant la décomposition de la vitesse [Baked8a propriété d’orthogonalité de la bulle
[Per 00], nous obtenons le systeme suivant :

[ (enz(v,):5(w,,) - p, 0 T, JdV =0
Q
[(2n,5(61):E @) - a0 &, JaV =0
Q

| (—th v, —q,0 EBh)dV:O

Q

¢, représente la fonction test associée a la bullg,eta viscosité de la bulle, égale a la

viscosité au centre de I'élément multipliée par aefficient de stabilisation dont la valeur par
défaut est 1/4 en 2D et 1/36 en 3D. Cette valeudgtaut est celle présente dans le code et il
n'y a pas a notre connaissance de référence pqustifier.

Par un procédé de condensation statique qui cergisbtenir I'expression dfasn a partir de

la deuxieme ligne et a remplacBH par cette expression dans la troisieme ligne [B&s

Hac 09], nous incluons les degrés de liberté dmilee dans I'équation de conservation de la
masse. Le systéme a résoudre est alors :

(2nE@,):E(W,) - p,0 0w, )dV =0
Q
-1
~q, 0, dV +I—qhm b, dV J'zr]bi(ﬁh) F(E,)dV J.phD £,dV =0
Z’Z Q Q Q
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Le terme contenant le produit doublement contrattda viscosité de la bulle dans la
deuxieme ligne représente une matrice carrée a@dodgdrqu’il nous faut inverser (c’est la
signification du -1 en exposant).

2.5. Calcul des matrices locales

Pour appliquer la méthode des éléments finis, dewsns déterminer les valeurs numériques
des intégrales du systéme précédent sur chaquerlé@es valeurs constituent les matrices
locales du systeme a résoudre.

2.5.1. Terme en vitesse-vitesse

Nous voulons d’abord calculer la matrice localerdeuerme en vitesse-vitesse :

[ lenz @) -2 Jav
]

T représente un élément du maillage éléments finis.

Cette intégrale ressemble a celle rencontrée @acad classique du laplacien [Dem 08] pour
lequel la matrice locale comporte 9 composante®@ret 16 en 3D. Toutefois, nous ne
devons pas oublier que les fonctions de base s$idis€as ici pour une équation vectorielle et
non pour une équation scalaire comme dans le cdaptacien. Ainsi, puisque le champ de
vitesse admet 2 composantes en 2D et 3 en 3D, tlicenbbcale associée a ce terme comporte
36 composantes en 2D et 144 en 3D. Cette matriedel@st symétrique.

Pour calculer les valeurs des éléments de cettecaanhous devons effectuer deux boucles
sur les fonctions de base (une pour la fonctiobat®e associée au champ de vitesse et l'autre
pour la fonction de base associée a la fonctiai. teeur chacune de ces boucles, une boucle
sur les composantes est également nécessaire.

Nous illustrons a présent le calcul dans un cadBerPour le premier nceud de I'élémeny,

N 0
vaut( 01] pour la composante Ox %}\l ] pour la composante Oy oN; est la fonction de
1

base associée au noeud i de I'’élément considéré.
Ainsi, pour le premier des 36 termes de la matdcale :

ON;  10N;) (ON; 10N,

2
= (Ng) =[Ny x 2 dy x 20y |_(0N;) 10N,
E(VL): E(W =€ . € = : = —= + - —4

(V) E(Wh) [OJ [o} 10N, 10Ny ox ) 2 ay

0 0
2 oy 2 0y
Et pour le deuxieme terme :
% 1% 0 10N,
= = _=(N1) (0 _| ox 2 ay | 2 9x |_1(0NgY) oN;
E(Vh)'s(wh)_s(oJ'{Nlj_ 10Ny o [[L0Ni ONy 1 2( ax ) ay
2 ay 2 0X 6y
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De maniere générale, nous avons :

Al = [
T

05, |dv
an ox:

J

N, ON, N, ON
kot
an aXJ

avec AYY la matrice locale pour I'élément T, n et m le rérmdes fonctions test, k et | les

différentes composantes; le symbole de Kronecker égal a 1 lorsque i =rjidtdans le cas
contraire etx; la ™ coordonnée.
Pour cette expression, nous avons adopté la caomedd I'indice muet.

2.5.2. Terme en vitesse-pression (et pression-vie$

Les termes en vitesse-pression sont les suivants :

I(‘ Py Wy, )dV etJ-(—th Y

T T
Pour ces termes, la matrice locale est :

ON
A :I(— N, axrandV

T

2.5.3. Terme en pression-pression

Le terme en pression-pression est donné ci-dessous

-1

—Iqhm b, dv jznbi(ﬁh):i(éh)dv JphD E, dV
Q Q Q

Nous considérons dans un premier temps le terméesgse bulle-vitesse bulle :

| EICORACAEY
Q

La matrice locale correspondante est donnée par :

Abb:-.‘nlzaNbaNbakl+6Nb0Nb6jl iy
4 an aX]
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avecNy, la fonction de base associée a la bulle.

Cette matrice ressemble beaucoup a la matricertheten vitesse-vitesse, mais nous n'avons
pas de boucle sur les fonctions de base. La matdssede ainsi 4 composantes en 2D et 9 en
3D. Nous pouvons donc facilement I'inverser poutd&eul du terme en pression-pression.

Pour le terme en vitesse bulle-pression, qui cpmed au deux autres termes, la matrice
locale s’écrit :

abe =[N, Mo gy
nk n an
4

Pour calculer la matrice en pression-pression, effestuons le produit suivant :
-1 T
=) o)

ou le T représente la transposition d'une matriCette matrice en pression-pression
comprend 9 composantes en 2D et 16 en 3D.

2.5.4. Calcul des intégrales

Pour calculer les valeurs numériques des matrimesds, nous devons déterminer la valeur
des dérivées partielles de chaque fonction de paseapport aux différentes coordonnées.
Pour cela, nous rappelons que sur un élément,ametidn de base associée a un nceud vaut 1
sur ce noeud et O sur les autres nceuds de I'élé@emme une fonction de base est linéaire,
la résolution du systeme suivant nous permet derméter la valeur de la fonction de base
associée au premier nceud en tout point d’'un élétriangulaire :

ax; +by; +c=1
ax, +by, +c=0
aX3+by3+C:O

avecx; ety; les coordonnées dtfnoeud de I'élément et a, b et ¢ les valeurs améter.

Une fois ce systéme résolu, il est facile d’obtémigradient des fonctions de base [Dem 08] :

ilel Y2~Ys ; iszl Y3 ~VY1 ; iN3:£ Yi7Yo2
D Xl_X3 D X2_Xl

avecD = (x5 =X )(ys = y1) = (x3 = x1)(y2 = y1)-

Les dérivées partielles des fonctions de base étarstantes sur I'élément, elles peuvent étre
sorties des intégrales. Pour intégrer un polynéenprdmier degré, un seul point d’intégration
est nécessaire au centre de I'élément. Ainsi :
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_[Nidv=iv
d+1
T

ou V représente la surface de I'élément T pour2det son volume pour d = 3.

Pour calculer les intégrales dans lesquelles e lintervient, nous ajoutons les contributions
calculées sur I'ensemble des sous-€léments, repésssur la figure 3.1 en 2D. Il nous faut
ainsi déterminer les valeurs des dérivées padiglie la fonction bulle par rapport & chaque
coordonnée sur chague sous-élément ainsi que éarvekes fonctions de base associées a
chaque nceud de I'élément au centre de gravitéuddes sous-éléments.

Une méthode simple pour calculer ces valeurs censisrésoudre les systemes a d + 1
équations et d +1 inconnues appropriés. Pour latifam bulle sur le sous-élément SH
s’agit du systeme suivant :

X1+ X5 +X +y, +
a1t X2 Xs  Y1*tYotYs 4

ax, +by, +c=0
aX3+by3 +¢=0

SE;
Ni=1 N,=1

Figure 3.1. Représentation des sous-€léments @E)yn €lément triangulaire.

Pour le calcul de Nau centre du sous-élément 1, nous prenons la meya#s valeurs de;N

sur les trois sommets du sous élément 1. De mag@&rérale, nous avons :

1 surSE;N_i: d+2

[Ny, =(d+1)0N; sur SE: N; =
b ( ) | | (d+1)2 (d+1)2

sur Sk

avecN; la valeur d’une fonction de base au centre du étrent et j différent de i.
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2.6. Assemblage

Jusqu’a présent, nous avons seulement calculatigrales sur chaque élément. Nous devons
calculer ces intégrales sur 'ensemble du domagneatcul. Pour cela, nous utilisons I'égalité
suivante :

avec NE le nombre d’éléments sur notre domaineatbeiicet Tk le K™ élément.

L'intégrale sur I'élement est généralement nulyfssi N et N sont des fonctions de base

associées a deux nceuds d’'un méme élément. Enymatige fois la matrice locale a un

élément calculée, nous ajoutons toutes les comwifgi dans une matrice globale a la place
qui convient. La matrice globale est une matriceéeade dimension (d + 1) N.

Considérons un élément en 2D. Les nceuds apparterahielément ont pour numéros G,

et G, ou C correspond a la connectivité. Dans la matglobale, les contributions de cet

élément apparaitront donc dans les lignes et lemges correspondant 3,&; et G.

Nous donnons ci-dessous la matrice locale a cetefieavec les contributions a rajouter sur
les lignes correspondant a € les colonnes correspondantze@cadrées en noir :

Vv A% A% Vv Vv A% vp vp vp
Abax  Anay Abox Aoy Anax Aney A Ay Azg

v A% w vp vp vp
A 1ylx Al 1yly A 1y2x Al 1ly2y A 1y3x ALy 1y3y A 1ly A 2ly A 3ly

WV w vp vp vp
A 2x1x A% 2xly A% 2X2x A% 2x2y A 2x3x A% 2x3y A12x A 22x A 32x

Y, vV vp vp vp
Adax Ay Aoy Aoy Aoae Adysy | Ay Ay | Az

A \é\)ilx A 3xly A 3X2X A \é\;Zy A 3X3X A \é\;Sy A X?E)x A \Zng A \Bng
Agi Azny Az Ay Az Az Ay ARy Agy
Al Ay Al A As Ay AR ALY ARG
AZi  AZy A Ay A AR | AN AR | AR
A Asy  Amx Az, Ay Ay, AL AR AR

23y

Pour une meilleure lisibilité, nous avons préfétiisé x et y dans la notation des matrices
locales pour représenter les composantes de ksgite

Apres assemblage, nous obtenons :

>l
1

I

o

ol Aest la matrice globale du systéme, Ié& vecteur second membre global, dont les
composantes sont pour le moment toutes null@sletvecteur solution, que nous cherchons a
déterminer. Les composantes de ce vecteur soneatsment la vitesse suivant Ox, la

vitesse suivant Oy, la vitesse suivant Oz et lapoa du premier nceud, la vitesse suivant Ox,
la vitesse suivant Oy, la vitesse suivant Oz erdssion du deuxieme noeud, et ainsi de suite.
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2.7. Rajout des conditions aux limites

Si nous nous arrétons ici, nous devons résoudrgysiéme de (d + 1) N équations a autant

d’inconnues avec toutes les composantes deilles (ne considérant aucune force de masse)
et pour lequel le vecteur solution est donc lusansl, ce qui n’a pas beaucoup d’intérét.
Comme pour résoudre un probléeme de mécanique dasincontinus, nous devons ainsi
définir des conditions aux limites pour décrirestalicitation que nous souhaitons appliquer a
notre domaine. Ces conditions sont de plusieursstymais souhaitant uniqguement utiliser
des conditions de type Dirichlet en vitesse, naussrcontentons de décrire ces derniéres.
Imposer une condition de type Dirichlet sur undipate la frontiére d’'un domaine consiste a
fixer la valeur des degrés de liberté correspondamrtnoeuds se trouvant sur cette frontiere.
Ecrivons le systeme a résoudre avant impositiofadmndition aux limites sur le degré de
liberté m.

Aim X1 by
A m-1m X m-1 bm—l

A ml - A m,m-1 A m,m A mm+l - A m,ddI Xm |~ bm
Am+im Xm+1 D

A ddim X dl bgal

Imposer x,,, revient a annuler tous les termes de la ligneespondante, sauf le terme

diagonal. En outre ce degré de liberté étant conous pouvons faire passer tous les termes
multipliés parx,, au second membre. En imposant = , nous obtenons ainsi :

O Xl bl _VA 1m

0 Xm-1 b1 = VA m1m
0 .. 01 0 .. 0| xp |= \Y
0

X m+1 b m+l VA m+1,m

0 X gl baar = VA gdim

avec ddl = (d +1) N qui représente le nombre deédede liberté.

2.8. Calcul de la viscosité

La valeur de la viscosité intervient dans le catted matrices locales en vitesse-vitesse. Dans
le cas ou le domaine ne comporte qu'un seul mitleuviscosité constante, cette valeur
constante est directement sortie de l'intégral@uene pose aucun probléme.

Cependant, nous cherchons la plupart du temps alesirdes écoulements pour lesquels
plusieurs milieux de viscosité différente sont prés. Nous devons alors définir une loi de
mélange, qui va régir la variation du champ deosgé a l'interface entre les deux milieux.
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Nous avons décidé d’utiliser une loi de mélangeinée de I'approche Volume of Fluid
[Bas 06], pour laquelle la viscosité est calculeéd8 (constante sur I'élément) :

n=t; +[1-1)hn,

oun est la viscosité sur I'élémemj; etn, sont les viscosités des deux milieux & taux de
remplissage relatif au milieu 1 tel que :

d+1 d+1

Z%*;W

==L

d+1

2 Jo|
i=1

avecq la distance signée par rapport & I'interface elesedeux milieux, pour 1€ T nceud de
I'élément.

De cette maniere, la viscosité est égale a la sigcde chacun des milieux dans les éléments
non traversés par l'isovaleur zéro de la distan@une valeur intermédiaire sur les éléments
traverses.

D’autres lois de mélange sont envisageables. Rangbe, nous pouvons définir des lois P1,
pour lesquelles la viscosité devient linéaire sékeient, mais il faut alors spécifier une
epaisseur de mélange. Il est aussi possible deasiemmsidérer une moyenne arithmétique
pondérée par le taux de remplissage, comme nouss aywisi de le faire, mais une moyenne
géomeétrique.

Il pourrait ainsi étre intéressant d'utiliser cefélentes lois de mélange sur des cas simples
afin de déterminer laquelle permet d’obtenir ledllsgs résultats.

2.9. Stockage des matrices

Afin de tirer partie des caractéristiques de laripatglobale, dont la plupart des termes sont
nuls, un stockage en matrice creuse est utiliséeften, si un stockage classique, qui consiste
a garder tous les termes de la matrice en ménmiésente I'avantage de la simplicité, il est
loin d’étre optimal. Ainsi, si nous voulions résoeides équations de Stokes sur un maillage
3D d’un million de nceuds en stockant tous les terdela matrice, il faudrait déja que nous
soyons en mesure de garder en mémoire plus de 58eTdonnées (si nous faisons
I'hnypothése que chaque valeur est codée sur 4s)cte¢ qui représente une mémoire
supérieure a celle disponible sur I'ensemble daesdsadu cluster du CEMEF.

En supposant que chaque nceud d’'un maillage 3Dm@oganne 24 voisins (valeur légérement
supérieure a la réalité selon nous), c'est-a-direcuds avec lesquels il possede au moins un
élément en commun, cela signifie que sur une digmds correspondantes a ce nceud dans la
matrice globale, seulement 100 valeurs seront niles) et ce quel que soit le nombre de
degrés de liberté. Donc, dans notre exemple av@@0D00 de nceuds, il n'y aurait que
400 000 000 de valeurs non nulles sur une matoogpeenant 16 000 000 000 000 éléments,
soit un pourcentage de remplissage de 0,0025 %.

Le stockage réellement utilisé porte le nom de @S&npressed Sparsed Row) [Saa 03] et il
consiste a utiliser trois vecteurs : (i) un powcker les termes non nuls de la matrice, (i) un
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pour stocker les colonnes correspondantes a chiague non nul, (iii) un pour définir le
numéro du premier élément de chaque ligne.

Pour la mise en ceuvre numérique dans un contexadigh@, nous renvoyons le lecteur a la
thése de Marie [Mar 97]. Nous tenons aussi a sggnalie le parallélisme est assuré par
I'utilisation de la librairie MP1 [MPI 03].

3. Résolution des systémes linéaires

Nous venons de voir dans la partie précédente comoteenir les valeurs numériques du

systtmedX =b. La matrice A ne dépendant pas du vecteur soluiprte systéme est dit
linéaire.

La résolution des systémes linéaires est cruciale pbtenir des résultats cohérents. Il s'agit
aussi de la partie de nos applications qui demdadaus de temps de calcul. Pour cette
raison, il existe de tres nombreux travaux danditt@rature a ce sujet. Nous avons
volontairement choisi de ne pas nous attarder’étude bibliographique de cette question
extrémement vaste, comme peut par exemple eneattestombre de références (1699) de la
revue de Fadeev & Fadeeva [Fad 81]. Malgré toutjosis ne devions retenir que deux
documents, il s'agirait sans doute des ouvrage3adel [Saa 03] et de van der Vorst [Vor 03],
centrés sur la résolution itérative de grands sysséavec matrice creuse.

Comme il n’est pas possible de résoudre exactelasrgystemes lin€aires, nous définissons

un vecteur résidu, que nous cherchons a annulés,rdaniére suivante :
F=A%X-b.

Quand le vecteur résidu est nul, le systeme eshréGela étant impossible en pratique, nous
faisons en sorte que la norme du résidu ne dégassene valeur tres faible a la fin de la
résolution. Comme nous allons le voir, cela pewepales problemes. En effet il est possible
gue le résidu soit tres faible sur certains ncelmts gue la solution obtenue est encore tres
éloignée de la vraie solution.

Si la résolution des systemes linéaires a déjardé/sée précisément au CEMEF par Marie
[Mar 97] ou encore Perchat [Per 00], il n’existes plétude publiée pour la librairie CIMLIb,
au sein de laquelle la résolution des systemeaitigg est confiée a PETSc [Bal 10]. Le seul
travail pour lequel cette résolution a fait 'obgftune attention particuliere est la thése de
Basset [Bas 06], dans laquelle une indication eshéde au sujet du type de préconditionneur
a utiliser en fonction de la dimension du probléeme. préconditionnement est une
modification d’un systéme linéaire le rendant dasle a résoudre par une méthode itérative
[Saa 03].

Nous décrivons a présent succinctement les deuRaués disponibles dans CIMLib pour
résoudre les systemes linéaires : la méthode direttla méthode itérative. Puis nous
discutons des résultats obtenus sur quelques apiplis trés simples avec les deux méthodes.

3.1. Méthode directe

Une méthode directe de résolution permet d’obtemmie solution exacte en un nombre
d’étapes deéfini. Par exacte, il faut comprendrea diécision machine pres. Ce type de
méthode est tres robuste mais demande une gramdeitéamémoire et une importante
puissance de calcul. En outre, la parallélisatiama&l méthode directe est beaucoup plus
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délicate a implémenter que celle d’'une méthodeatité. Pour cette raison, la résolution
directe n’est accessible que de maniere séquentialhs CIMLib, ce qui limite donc son
utilisation a des cas avec un nombre de degrébeled réduit, que nous estimons inférieur a
500 000 sur un PC de bureau standard, ce qui pomdsa un peu plus de 100 000 nceuds en
3D (avec 4 degrés de liberté par nceud).

Pour une description de méthodes directes avear@dgsces creuses, nous renvoyons le
lecteur a I'ouvrage de Duff et al. [Duf 86]

Les méthodes directes utilisent 'équivalence eAge=b et x = A 1b.

Ainsi la méthode de factorisation LU codée dans $E&t utilisée dans CIMLib donne une

norme du résidu finale élevée si la matrice duésyst est singuliére, c’est-a-dire non

inversible. De plus quand une solution est obtgrareune méthode directe, elle ne dépend
pas du vecteur solution initial. En réalité, cesh’'@as exactement le cas dans CIMLIb,
puisque la factorisation LU est définie comme uécpnditionnement et qu’une méthode de
résolution itérative est tout de méme utilisée.dvidie converge en une itération.

Utiliser le solveur direct nous permet donc de éteer facilement si le probleme est bien

posé, ce qui est le cas quand il admet une solutlmgue. Nous estimons que cette

vérification devrait constituer une étape prépoadts dans toute construction d’application

CIMLib.

3.2. Méthode itérative

Pour résoudre les systemes linéaires découlare flerhulation éléments finis utilisée ici de
maniere itérative, nous utilisons la méme méthode @asset [Bas 06], a savoir un
préconditionnement de Jacobi par bloc [Saa 03] da 8D et de 1 en 3D avec une méthode
ILU pour chaque bloc (factorisation LU incomple{®ha 94], associée a la méthode du
résidu conjugué [Duf 64] pour la résolution du eys¢. Cette méthode du résidu conjugué,
tres proche de celle du gradient conjugué, permetsdoudre des systéemes avec une matrice
symeétrique non définie positive, comme c’est le icasLa méthode du gradient conjugué a
éteé initialement proposée par Hestenes & Stiefek[bR]. Shewchuk en donne quant a lui une
bonne introduction (qualifiée par I'auteur d’indad [She 94].

Pour la méthode itérative du résidu conjugué, letere résidu est utilisé pour définir un
vecteur direction, permettant de calculer une gwiut partir de la solution a l'itération
précédente. A chaque fois qu’un nouveau vectewtieal est calculé, le vecteur résidu et sa
norme sont également recalculés. Si la norme déi$amment faible, nous considérons que
le systeme linéaire est résolu. Il y a deux facdescalculer le vecteur résidu, que nous
appelons méthode initiale et méthode par cumulmiéghode initiale consiste a calculer le
résidu actuel de la méme fagon que le résidu inffia= AX; —b avec i qui désigne le
numéro de litération actuelle) et la méthode pamal utilise le résidu et la direction a
I'itération précédente. La méthode par cumul dermand nombre d’opérations moins
important, elle prend donc un temps de calcul iatéret c’est celle que nous utilisons.
Toutefois, cette méthode cumulant les erreurs afalis dues a la précision machine, il est
possible qu’elle donne un résultat sensiblememérdift de celui donné par I'autre méthode.
C’est cette observation qui pousse Dufour a utilsenéthode initiale toutes les 16 itérations,
afin de limiter ces erreurs [Duf 64].

Les matrices obtenues par la méthode des élémpistsdnt parfois mal conditionnées et les
systemes linéaires sont difficiles a résoudre peg méthode itérative. L’utilisation d’'un
préconditionneur est ainsi primordiale. Cela cdesisrésoudre le systeme suivant :
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clax=Ch

Avec C! la matrice de préconditionnemerﬁ‘lf plus facilement inversible un et
C™! plus rapide a calculer que™.

Quand un préconditionneur est utilisé, la convergese fait par défaut sur la norme du résidu
préconditionné, qui est calculé de la maniére suevaitialement :

F=ClAax-Cc b

Si l'utilisateur décide de ne fixer aucun paraméioeir la résolution du systeme linéaire
donné par le solveur de Stokes, la résolution pEaud est employée. Il s’agit d’'une
résolution par la méthode de généralisation de miggtion du résidu (GMRES) [Saa 86]
avec préconditionnement ILU(1) (le 1 entre paresgésignifiant par bloc de 1) [Cha 94,
Saa 03], 3 000 itérations au maximum et une patistlaxée de paramétre P ='10a

précision est la valeur en dessous de laquelleotan@ du résidu doit étre pour que la
résolution prenne fin. La relaxation sert a charlgevaleur de la précision en fonction du
nombre d’itérations. Par défaut, la valeur exigéerpa norme du résidu est donnée par :

[Fl<—i.
20C

En couplant GMRES et ILU(1), cette résolution péfadit est orientée vers la résolution de
problemes 3D pour lesquels les termes d’inerti¢ pagsents et qui donnent donc lieu a des
matrices non symétriques [Bas 06]. Utiliser cesomyst n’est pas judicieux ici.

Si la précision souhaitée pour la norme du résidstipas atteinte lorsque le nombre maximal
d’itérations a été effectué, la résolution s’arrétda solution calculée a la derniére itération
est renvoyée. En général, atteindre le nombre nabditérations n’est pas bon signe car la
derniere solution calculée peut étre moins bonrnengusolution calculée a une itération
précédente. Cependant, définir un nombre maximidérdtions présente deux avantages.
Premierement, le temps de calcul maximal nécespaine facilement étre estimé. En outre,
cela permet d'obtenir une solution méme si la giéni demandée a été renseignée de
maniere hasardeuse. Dans certains cas, il est pwssible de calculer une solution
satisfaisante méme si la norme du résidu exigételstent faible qu’elle sera impossible a
obtenir en un nombre d’itérations tres important.

La précision peut étre intuitivement percue comraeparameétre clef d’'une résolution
itérative. En effet, si elle est trop important&st-a-dire que la norme finale du résidu est
importante, la résolution du systéme linéaire g@fie en un nombre d'itérations faible, mais
la solution n’est pas nécessairement satisfais&uteontraire, si la précision demandée est
trés faible, il est possible que la résolution $enrbe dans des calculs inutiles alors qu’une
solution admissible a déja été obtenue. Dans oerteas, une solution correcte peut-étre
maintenue jusqu’'a atteindre le nombre maximal diiiéns, ce qui n’a donc que pour
conséquence d’augmenter le temps de calcul de masignificative. Mais dans d’autres cas
plus complexes, la solution pourtant correcte emsicirant une précision plus importante
peut dégénérer et entrainer l'interruption de nsitraulation.

Vouloir résoudre parfaitement nos systemes lingaira de toute facon pas de sens. Dans
notre tentative de simuler des phénomenes physiagiesserreurs sont déja introduites par
I'utilisation d’'un modéle numérique et d’'une didtsation éléments finis et obtenir une
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norme du résidu trés faible n’y changera rien. dt donc indispensable de définir une

précision intermédiaire et c’est la que résideddatdifficulté. Tout d’abord, le résidu étant

préconditionné, il n’a pas d'unité et il est difficde le relier a I'écart a la solution exacte.

Ensuite, la convergence étant définie sur la natmeésidu, il faut sans aucun doute prévoir
d’étre de moins en moins exigeant a mesure que aogsientons le nombre de degrés de
liberté.

3.3. Applications simples

Dans cette partie, nous avons choisi d’illustrerrésultats des méthodes introduites sur des
cas simples, afin de dégager un certain nhombresdivhtions. Nous utilisons toujours la
méthode du résidu conjugué pour résoudre le systédaire. Couplé au résidu conjugué,
nous avons la factorisation LU (solveur direct)e uabsence de préconditionnement ou le
préconditionnement ILU(4). La norme du résidu egigét prise constante, sans relaxation, et
sera précisée dans les cas ou c’est nécessaire.

3.3.1. Probleme mal posé

Nous donnons tout d’abord un exemple pour lequettrairement au solveur itératif, le
solveur direct permet de détecter si un problerhenas posé. Notre objectif étant de simuler
un test de traction d’un alliage d’aluminium cuidrdétat pateux, nous nous intéressons ici a
un test de traction trés simple.

Pour cela nous considérons un domaine carré deladitét posseédant une viscosité de 1 Pa.s.
Nous appliquons sur le bord supérieur de ce careévitesse de 1 nitssuivant Oy et une
vitesse nulle suivant Oy sur le bord inférieur. lcesditions initiales sont une vitesse et une
pression nulles. Le maillage de 13 216 nceuds é186éléments utilisé, avec une taille de
maille moyenne h de 1 cm, est montré sur la fi@u2e(en haut a gauche), ainsi que la vitesse
suivant Ox calculée par le solveur direct (en laadtoite) et par le solveur itératif avec une
précision de paramétre P =4@in préconditionnement ILU(4) et une vitesse Qe nulle

(en bas a gauche) et de 10 (sn bas a droite).

Sans donner aucune condition aux limites sur lenghade vitesse suivant Ox, les équations de
conservation admettent une infinité de solutions sqnt données ci-dessous :

vV, =C+05-x;vy =y ;p=-2Pa

avec C une valeur réelle et le coin inférieur gaudatrigine du repére.

Toutes ces solutions ont la méme vitesse suivaretQy méme pression. C’est également le
cas des solutions que nous avons obtenues. Nousmaussi constater que les champs de
vitesse suivant Ox calculés correspondent a unesalesions admissibles. Cependant, si la
norme finale du résidu est inférieure & Jur les résolutions itératives, elle est supégsieu
10" pour la résolution directe, ce qui signifie querlatrice du systéme linéaire est singuliére
(ou non inversible).

Il faut aussi remarquer que la valeur de C sembieespondre exactement a la valeur de la
vitesse initiale suivant Ox pour les résolutiodsatives. Cette observation pourrait permettre
de conclure qu'il est possible de résoudre desl@nuds mal posés de maniére itérative sur
des exemples plus complexes, comme le cas deudimi dont la solution analytique est
proposée par Gilormini & Montheillet [Gil 84]. Celdest toutefois pas rigoureux, car des
glissements non souhaités peuvent apparaitre ea detsimulation.
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Figure 3.2. De gauche a droite et de haut en Bade(maillage utilisé et les champs de
vitesse suivant Ox calculés (b) par le solveuraliet par le solveur itératif avec une vitesse
initiale de (c) 0 m:4 et de (d) 10 m5 L'échelle de couleur est différente pour les roi
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3.3.2. Dimension des résidus

A partir des expressions des matrices locales dmnpgecédemment, il est possible de faire
une analyse dimensionnelle du systéme linéairesaudse. Ainsi, le résidu en vitesse
s’exprime en kg8 en 2D et en kg.m%en 3D et le résidu en pression ehshen 2D et en
m®.s! en 3D. Les résidus ne sont donc pas homogénesor@at, bien que génant, ne doit
pas poser de probleme si les résidus en pressamwatesse sont du méme ordre de grandeur.
Nous considérons le méme carré de coté 1 m quesgmdunent. Cette fois-ci, nous
appliquons une condition de symétrie sur le plagalehe ¢, = 0) afin que le probleme soit

bien posé. La solution est tres proche de cellesadprécédent :
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Vy ==X ; Vy =Y, p=-2Pa.

Puisque les résidus ne sont pas homogenes, bregirbbable que le fait de changer la taille
de maille ait une influence sur le rapport enteerésidus en vitesse et en pression. Pour nous
en assurer, nous résolvons le systeme linéairenobtde maniere itérative et sans
préconditionnement pour différents maillages elisatit une précision P = T0Pour chaque
calcul, nous déterminons une erreur moyenne ersséateet une autre en pression, de la
maniére suivante :

avecS, la surface du domaine e} I'erreur en chaque nceud du domaine donnée par la
différence entre valeur analytique et valeur numegi

La figure 3.3 montre I'évolution des erreurs encliton de la taille de maille. Contrairement
au résultat recherché, diminuer la taille de maléraine une augmentation de I'erreur. En
effet, cela a pour conséquence de diminuer la vales résidus en pression, qui ont alors un
poids inférieur dans le calcul de la norme du résiidest ainsi possible d’atteindre une norme
du résidu faible sans que la pression soit déteérend® maniére precise.

Afin d’obtenir une pression plus fiable, il est aésaire d’augmenter la valeur des résidus en
pression. Une méthode simple est de changer lersgsti’unités en utilisant des mm comme
unité de longueur au lieu des m.

Par exemple, pour une taille de maille de 1 cnrrdi@ moyenne en pression passe de
0,102 mPa lorsque l'unité de longueur est le ml&MuPa lorsque I'unité de longueur est le
mm. Cependant, la norme du résidu initial étantubeap plus éleveée, il faut un nombre
d'itérations beaucoup plus important pour parvenitne norme finale inférieure a 1Qet
ainsi satisfaire P = 1{. En outre, obtenir des solutions dépendantesydtéme d’unité
employé n’a rien de rassurant et il est donc naiesd’employer une autre méthode.

Pour pallier ce probléeme au CEMEF, Jaouen trangdanmatrice globale du systeme de
maniere a rendre les résidus en vitesse et enigmesris les deux homogéenes a une force
[Jao 98]. Cette technique a montré son efficacdaésdle logiciel THERCAST [Cos 04,
Jao 98]. Malheureusement, elle n’est pas implémneedéis CIMLIib et nous n’avons pas de
données démontrant son efficacité dans le cas diréple que nous sommes en train
d’examiner.
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Figure 3.3. Erreurs moyennes en vitesse et enipresans préconditionnement.

Pour s’affranchir du probléme d’hétérogénéité dssdus en vitesse et en pression, c’est donc
le préconditionnement ILU(K) qui est utilisé. Laydre 3.4 montre les erreurs moyennes
obtenues en vitesse et en pression pour un prémmdEment I[LU(4). Ce
préconditionnement permet, hormis une diminutionsadérable du nombre d’itérations pour
atteindre une norme finale du résidu inférieure0d, He donner des erreurs beaucoup plus
faibles qui semblent diminuer lorsque la taillerdaille décroit, malgré des oscillations. Ces
oscillations sont sans doute provoquées par dearserd’arrondis dues a la précision machine
et par 'utilisation d’'une méthode de calcul dudéspar cumul.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Taille de maille (cm)
Figure 3.4. Erreurs moyennes en vitesse et enipneagec préconditionnement.
Méme si nous ne pouvons nier le caractéere indigiid@siu préconditionneur dans le but de

construire des applications de plus grande ampléudgut tout de méme souligner que
I'introduction de ce préconditionneur entraine aimainution plus erratique de la norme du
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résidu au fil des itérations. Il arrive ainsi qaenlorme du résidu soit plus importante a une
itération ultérieure, ce qui n'est pas le cas gagsonditionneur. Si ce phénomeéne se révele
anecdotique sur ce cas simple, il peut devenir ggré@rant dans d’autres situations en
empéchant d’atteindre la norme finale souhaitéer Bortir de la boucle de résolution, c’est
alors le paramétre du nombre maximal d’itérationispgend le relais. Dans ce cas, il est fort
probable que la norme du résidu finale ne soitigpasleur la plus faible calculée au cours de
la résolution et par conséquent que la solutioaldime soit pas non plus la meilleure obtenue.

Dans le cas que nous venons d’examiner, le prétondéur ILU(4) a pu gommer I'effet
d’hétérogénéité des résidus, mais il est Iégitimenous questionner sur sa capacité a le faire
si nous utilisons des systemes d'unité completerdéférents. Nous considérons la méme
application en changeant l'unité utilisée pourdagueur. C’est en effet elle qui a I'impact le
plus important sur I'ordre de grandeur des termm#tenus dans les matrices locales. En
passant de m a des mm, le rapport entre les tatenEsmatrice en vitesse-vitesse et ceux de
la matrice en pression-pression est divisé pa(l@? en 3D). Les figures 3.5 et 3.6 montrent
respectivement les erreurs moyennes en vitesse @iession ainsi que les normes initiale et
finale du vecteur résidu pour une taille de malbel cm et différentes unités.

Dans tous les cas, les erreurs sont trés faibless Houvons tout de méme observer que pour
les normes initiales du résidu plus importantesydur obtenue est plus faible. Dans ces cas,
la norme du résidu final calculé par cumul estriefére & 10, mais la norme du vrai résidu
final est en fait plus importante, ce qui signifige le systéme linéaire ne peut pas étre mieux
résolu. Pour le calcul en m, la résolution se teemjuand la norme est inférieure & 18lors
gu’il serait possible de descendre encore un pesi il donc d’obtenir une erreur plus faible.
En conclusion, le systéme d’unité utilisé ne serplle beaucoup affecter les résultats.

1.E-08 -

1.E-09 - Erreur moyenne en pression (Pa)
1.E-10

1.E-11

Erreur moyenne

Erreur moyenne en vitesse (m.s

1.E-12

l. E'l3 T T T T T T 1
1.E-09 1.E-06 1.E-03 1.E+00 1.E+03 1.E+06 1.E+09

Unité de longueur (m)

Figure 3.5. Erreurs moyennes en vitesse et enipness fonction de I'unité de longueur.
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Norme initiale du résidu

Norme du résidu

1. E'08 T T T T T 1
1.E-09 1.E-06 1.E-03 1.E+00 1.E+03 1.E+06 1.E+09

Unité de longueur (m)
Figure 3.6. Normes initiale et finale du résidu@mction de I'unité de longueur.

3.3.3. Solveur direct ou itératif

Perchat explique que le temps de résolution deesd directs est une fonction du nombre
de nceuds au carré [Per 00]. Il parvient a concoeretes solveurs directs par un solveur
itératif en terme de temps de calcul sur des proéte de plus de 5000 nceuds, qui
correspondent aujourd’hui a des problémes de ta&ile modeste. Pour savoir si cette
tendance est la méme dans I'environnement CIMLIBARE nous comparons le temps de
calcul et I'erreur en utilisant le solveur direttie solveur itératif (ILU(4) + résidu conjugué)

pour différentes précisions. La machine utilisée s PC de 3,25 Go de RAM avec un
processeur Intel Core de fréquence 2,99 GHz. Lardi@.7 nous montre la comparaison du
temps de calcul et la figure 3.8 celle de I'ernexmyenne en vitesse.

1000

—e— Direct
—a—P = 1.E-07
P =1.E-05
P =1.E-03
—x—P =1E-01
——P = 1E+01

=
o
o

=
o

Temps de calcul (s)

1 T T T T T T T 1
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Taille de maille (cm)

Figure 3.7. Temps de calcul pour les solveurs teeitératif avec différentes précisions.
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Figure 3.8. Erreur moyenne en vitesse pour lesesodvdirect et itératif avec différentes
précisions.

Nous constatons que le solveur direct est beaugluspprécis que le solveur itératif. De plus,

si pour le solveur itératif le temps de calcul dépeale la précision souhaitée, il est plus
important que pour le solveur direct, méme lorstigieeur en vitesse obtenue est grande.
Nous nous attendions a ce que le solveur diretpsas rapide que le solveur itératif lorsque

la taille de maille est grande et le nombre de reofaitile, et moins rapide pour des maillages
comprenant un plus grand nombre de degrés dedib@rtla figure 3.9 nous montre que c’est
le contraire qui se produit. Plus la taille de meadliminue et plus le rapport entre le temps de
calcul pour le solveur itératif et le temps de abjwur le solveur direct augmente.

8,
3
© 7
[&]
S 6 —e—P=1E07
2 = P=1E-05
€ 5 _
5 S P = 1.E-03
e, P=1E-01
©
5
o 34
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Figure 3.9. Rapport entre le temps de calcul pesisblveurs itératif et direct.
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Nous avons ajusté une courbe de tendance sumia f8)7 pour estimer I'évolution du temps
de calcul consommé par le solveur direct en fonddie la taille de maille. L’exposant calculé
est trés proche de -3. En considérant que le nodéreeuds est donné en fonction de la taille

de maille par la relatiolN = Ch™2 (avec C une constante), nous pouvons donc affiquere
temps de calcul est une fonction du nombre de n@udspuissance 1,5. Le solveur direct
proposé par CIMLIb/PETSc est donc beaucoup plusaeé# que celui utilisé par Perchat
[Per 00]. L’explication vient sans doute d’'une biewilleure exploitation de la structure
creuse de la matrice.

Pour h = 3 mm, la plus petite taille de mailleisék, le maillage comprend 136 944 nceuds. Il
serait bien sdr trés intéressant de continuer hapeamaison entre les solveurs direct et itératif
pour des systemes de plus grande taille, maisncalenalheureusement pas été possible, car
le solveur direct nécessite une mémoire trop ingobet et qu’il n’est pas utilisable dans un
environnement paralléle.

Puisque nous abordons actuellement la questioeffleacités respectives des deux solveurs
utilisés, nous devons également remarquer que, l@Epplication présentée ici, la viscosité
est constante. Si ce n’était plus le cas, le sold@ect permettrait de résoudre les systemes
linéaires en un temps identique, les valeurs ndlesyde la matrice globale étant situées a la
méme position. Au contraire, le solveur itératiipait souffrir d’'un net ralentissement, da a
un moins bon conditionnement de la matrice, et daric son attractivité par rapport a son
concurrent direct encore davantage réduite.

En guise de conclusion, nous préconisons forterientploi du solveur direct pour la
résolution d’'un systéme linéaire découlant de Iligagion du solveur local de Stokes pour un
probléme bidimensionnel. Le recours au solveuriiene devrait donc se faire que si le
solveur direct est pris a défaut faute de mémaoire.

4. Test de l'inclusion

Nous nous intéressons a présent a un cas de trgitie complexe que précédemment. Il
s’agit d’'un probleme de traction d’'une inclusiorhépque placée dans une matrice infinie,
avec un comportement newtonien de I'inclusion etadeatrice. Ce probléeme nous permet
donc de considérer deux phases de viscosité diffi&ree que nous n’avons pas fait jusqu’a
présent. Ce test est trés intéressant car il pisere solution analytique. Elle est donnée par
Gilormini, Montheillet & Germain [Gil 84, Gil 86, (G 87] et permet de connaitre
parfaitement la valeur des champs de vitesse @relsion sur 'ensemble du domaine. De
plus, méme si nous nous contentons ici d’'une étnéeanique statique bidimensionnelle, il
faut souligner que la solution analytique s'étend laa dynamique de [linclusion
tridimensionnelle, que nous considérons dans lgudéme et dernier chapitre.

Pour la solution en 2D, nous nous reportons au igrenges trois articles de Gilormini
[Gil 84]. Un aspect prépondérant de la solutionl'estiformité de la vitesse de déformation
équivalente et de la pression a I'intérieur decllision.

4.1. Maillage utilisé

Ne pouvant considérer un domaine de calcul infioiys prenons une inclusion de 25 um de
rayon placée au milieu d’'un carré de c6té 1 mm.Nayposons une vitesse suivant Oy de
0,05 pm.g sur le plan supérieur et de -0,05 pifnssir le plan inférieur. Pour bien poser le
probléme, nous appliqguons une vitesse suivant Qe sur le nceud situé au milieu du plan
inférieur. Le rapport entre le coté du carré etdgon de l'inclusion est suffisant dans la
mesure ou les champs de vitesse et de pressioytignats au bord d’'un domaine de cette
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taille ne sont presque pas modifiés par la préséadénclusion. Une autre option, privilégiée
par El Khaoulani dans sa these [Elk 10] consisapgliquer directement sur les bords du
domaine les valeurs analytigues du champ de vitdésest également possible de ne
considérer gu’un quart de la géométrie en tenamipte de la symétrie du probleme.
L’écoulement étant perturbé par la présence delligion, il est logique de considérer un
maillage avec une taille de maille plus fine atémface entre la matrice et l'inclusion et de
plus en plus grossiére a mesure que nous noushélwgle cette interface. Nous utilisons la
taille de maille suivante :

h =N si [ <E
h=hpn+f(d-E) silg>E
h = Nmax Si N> Doy

Avec hyi, la taille de maille a l'interface, E I'épaissewr h zone avec une taille de maille
constante la distance signée a l'interface, f le coefficienii régit 'augmentation de la
taille de maille en fonction de la distance giHa taille de maille maximale, utilisée pour ne
pas obtenir de trop gros éléments loin de I'intezfa

Ainsi la figure 3.10 nous donne la taille de madlefonction de la distance a I'interface, pour
des parameétressi = 1 um, Bax=50 um, E = 35 um et f = 0,2, ainsi que le mgélassocié.

Taille de maille (um)
N
[6)]

0 T T T 1
0 100 200 300 400

Distance a l'interface (um)

Figure 3.10. Taille de maille en fonction de lataliee a I'interface (a gauche) et maillage
associé (a droite). Le trait noir représente leamande l'inclusion.

4.2. Solution numérique

En utilisant le maillage de la figure 3.10 et uésalution itérative avec une précision non
relaxée P = 10 nous avons lancé la simulation pour des viscosigns la matrice et dans

linclusion de 10 GPa.s et 10 kPa.s, soit un rapgerl§ entre les deux.

Sur la figure 3.11, nous représentons les valees champs de vitesse analytique et
numérique sur le contour de linclusion. Pour trate solution numérique, nous avons

interpolé les valeurs données par la simulationdag capteurs répartis uniformément sur
I'interface matrice inclusion (un capteur tous4¢s° pour un total de 80 capteurs).
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Figure 3.11. Champ de vitesse sur le contour dellision. L'angle est calculé par rapport a
'axe des abscisses. Les vitesses analytique eémgue sont respectivement représentées par
un trait plein et des marques ponctuelles.

Les solutions analytique et numérique sont tresh@e dans ce cas et il en est de méme pour
le champ de pression, malgré la présence de quelogmllations a linterface, comme le
montre la figure 3.12.

Pression (Pa)
3.5

~

1.5
-0.50
-2.5

-4.5

-

-6.5

Figure 3.12. Champ de pression autour de l'inclusio
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4.3. Rapport des viscosités et précision

Un autre aspect important de la solution analytigsiela trés faible influence du rapport des
viscosités de la matrice et de [linclusion lorsaqi€u certaine valeur est dépassée.
Concretement, au-dela d’'un rapport de 1 000 ersaléux viscosités, il n’est plus possible
d'observer de différences a I'ceil nu sur les cosirbealytiqgues de la figure 3.11. Nous
souhaitons maintenant déterminer si les résultateéniques obtenus sont toujours trés
proches de la solution analytique pour un rappertidcosité encore plus grand qué.10

Pour cela, nous relancons le calcul en considétdféirentes viscosités de l'inclusion et
différentes précisions pour la résolution du systéiméaire. Pour avoir une idée de la justesse
de chaque résolution, nous calculons la moyenra daleur absolue de I'écart a la solution
analytique pour les 80 capteurs utilisés pour ézérde la figure 3.11. La figure 3.13
représente cette erreur moyenne pour la composianthamp de vitesse suivant I'axe Ox
pour des rapports de viscosité entre la matridénetusion de 16, 1&, 10'°, 10" et 13* et
des précisions P s'échelonnant entre 1 &£.10

0.01 -
HA
2 0001
5 —e— Rapport 1e6
© —= Rapport 1e8
c
S 0.0001 Rapport 1e10
3 Rapport 1e12
£ —=— Rapport 1e14
S 0.00001 -
o .
L]
0.000001 T \ \ \ )

1.00E-12 1.00E-10 1.00E-08 1.00E-06 1.00E-04 1.00E-02 1.00E+00
Précision

Figure 3.13. Ecart moyen a la solution analytiqoerpe champ de vitesse suivant Ox en
fonction de la précision de la résolution du systéiméaire et du rapport des viscosités.

Quel que soit le rapport des viscosités, une ndimage du résidu trop grande implique une
erreur importante, quasiment identique pour tolgesimulations. En effet, les points a droite
de la figure 3.13 représentent une erreur moyeerrke@nm.s, alors que la vitesse maximale
suivant Ox sur le contour de l'inclusion est derB.gt. De maniére similaire, en dessous
d’'une certaine norme finale du résidu, les erreaanst tres faibles, elles correspondent au
résultat montré sur la figure 3.11.

La figure 3.13 nous montre aussi que la précisiécessaire pour obtenir une erreur faible
diminue quand le rapport des viscosités augmemeteuc augmente également le temps de
calcul. Nous devons aussi préciser que s'il essiptesd’obtenir une norme du résidu finale
tres faible dans ce cas simple, ce ne sera phssléans d’autres simulations. Par conséquent,
il apparait plus prudent de ne pas considérer ggorés de viscosité trop importants, méme si
nous devons utiliser des viscosités non réalistes gela.
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4.4, Utilisation d’'un maillage plus adapté

La taille de maille utilisée dans cette partie @ @toisie de maniére tres simple et n'est pas
optimale dans l'optique de minimiser le nombre a@euds et par conséquent le temps de
calcul pour une précision donnée. Pour obtenir ailage plus efficace, nous pourrions avoir
recours a une métrigue anisotrope obtenue avestimateur d’erreur. Nous avons cependant
choisi de ne pas présenter une telle étude, ca vewions dans le prochain chapitre que le
solveur d'interface, qui est couplé avec le solvaé@canique, ne permet pas l'utilisation d’'un
maillage anisotrope dans notre cas.

5. Comportement viscoplastique

Nos partenaires du SIMaP ont effectué des testoagression sur des échantillons solides
d’aluminium-cuivre, pour diverses compositions eivie et différentes températures. lls en
ont déduit une loi de comportement viscoplastiquayr laquelle la contrainte équivalente
répond a une loi de type puissance a une températee :

o=Keg™

avec K la consistances la vitesse de déformation équivalente et m le fment de
sensibilité a la vitesse de déformation.

Nous utilisons les expressions de la contraintevétgnte et de la vitesse de déformation
équivalente données ci-dessous :

0=,/-5:5 ;&= |ZE(V):EWV
5 3() V)

avecs le tenseur déviateur des contraintes donnéspagn aIDIO?(\7) OU Ngpp est la viscosité
apparente du solide.

En combinant les expressions de la loi de compamemt celles de la contrainte équivalente,
de la vitesse de déformation équivalente et duatéwr des contraintes, nous en déduisons la
relation entre la viscosité apparente du solidelest deux paramétres de la loi de
comportement :

La loi de comportement considérée ici est en aceort celles décrites dans la littérature
pour les alliages d’aluminium a chaud [Ful 09, BBb]. Contrairement au comportement
newtonien, cette loi est non linéaire : la vis@sipparente est en effet une puissance m-1 de
la vitesse de déformation. Ainsi la matrice globdle systeme dépend du vecteur solution.
Une maniéere classique de résoudre ce type de ctenpemt est |'utilisation de la méthode de
Newton-Raphson, comme par exemple dans la thédd¢adede [Ham 08] et de beaucoup
d’autres theses au CEMEF. Cependant, dans le dentexrésolution CIMLib/PETSc, cette
méthode n’est pas implémentée de fagon optimalehaRil a ainsi montré que le codage
actuel peut présenter de graves problemes de gemax pour les faibles coefficients de
sensibilité a la vitesse de déformation [Ric 10]a Iégalement proposé une méthode pour
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mieux interfacer CIMLIib et les solveurs non linéairde PETSc mais ses développements
n'ont malheureusement pas encore été pérennisés.

Nous avons par conséquent décidé de résoudredesi@ts de conservation résultantes avec
le solveur linéaire présenté précédemment danshapitce. Pour cela, nous calculons la
viscosité apparente du solide, que nous utilisoosr passembler le systeme linéaire a
résoudre. La résolution du systeme linéaire nomnelan champ de vitesse, qui nous permet
de déterminer la vitesse de déformation équivalehia nouvelle viscosité apparente. Avec
cette nouvelle viscosité apparente, nous recossingi un systeme linéaire et ainsi de suite,
jusqu’a ce que suffisamment d'itérations linéaaent été menées. Cette méthode est appelée
méthode du point fixe.

En ce qui concerne la convergence pour la résolutece comportement non linéaire, nous
pouvons définir un rapport entre la norme initidlerésidu de la premiére itération linéaire et
celle de I'itération en cours, au dessus duques mamsidérons que la résolution est terminée.
Il est également possible d'utiliser un rapportrehé norme initiale du résidu de ['itération
linéaire en cours et la norme finale que nous e@xigeEn effet si ce rapport est faible, cela
signifie que notre itération linéaire actuelle reupqu’apporter de légeres modifications sur
les champs de vitesse et de pression et il apphmait superflu de poursuivre la résolution.
Sur la figure 3.14, nous avons traceé I'évolutioriagiscosité apparente du solide en fonction
de la vitesse de déformation équivalente avec onsistance de 30 MPa et un coefficient de
sensibilité a la vitesse de déformation de 0,2,aurespondent a peu pres aux parametres
identifiés par nos partenaires du SIMaP. Avec efie sensibilité a la vitesse de déformation,
la viscosité est multipliée par 6,31 a chaque dupis la vitesse de déformation est divisée par
10. Ainsi la viscosité devient tres importante ptes tres faibles vitesses de déformation.
Avec une vitesse de déformation de I'ordre dé&' B3, qui correspond & la vitesse de
déformation de I'expérience de Terzi et al. [Te @8e nous souhaitons reproduire, la
viscosité apparente de la phase solide est d’amii@oGPa.s. Mais durant le calcul, la vitesse
de déformation peut localement avoir des valeusit@up plus faibles, ce qui entraine une
viscosité tres importante.

Or, nous avons vu dans la partie précédente guaplgort entre les viscosités maximale et
minimale joue un rble important dans la convergedeenotre méthode. Sachant que la
viscosité réelle de la phase liquide est de I'ordee10® Pa.s, nous utiliserons donc une
viscosité du liqguide augmentée pour réduire ceagepplous nous servirons également d’'une

vitesse de régularisatiod, en imposante >€,., ce qui nous permettra de diminuer la

viscosité apparente maximale de la phase solidevaleur & donner au paraméte fera

I'objet d’une étude dans notre dernier chapitre.

Nous avons pour habitude de prendre des valeuia@si nulles pour les champs de vitesse et
de pression. Si cela ne pose aucun probléme lofteqeEmportement est newtonien, ce n’est
plus le cas pour une loi puissance, car la visé@sjuivalente ne peut pas alors étre calculée.
Pour la définir, nous utilisons une vitesse de dgétion initiale donnée par les conditions
aux limites et en considérant que le domaine a viseosité homogene, méme quand
plusieurs phases sont présentes. De cette facos pouvons laisser la vitesse nulle.

Pour calculer la viscosité dans un cas newtonidaux phases, nous faisons un mélange en
utilisant la formulen =1n, +(1—T)I’]2 définie dans la sous-partie 2.8 de ce chapitrer Po
calculer la viscosité dans une application a detasps, avec une des deux phases
viscoplastique et l'autre newtonienne, nous dé&fmis un coefficient de sensibilité a la
vitesse de déformation unitaire et une consista@gale a la viscosité dans la phase
newtonienne, puis nous mélangeons le coefficiersahsibilité a la vitesse de déformation :
m:Tm1+(1—T)m2 et la consistance K =TK1+(1—T)K2. m,, m,, K, et K, sont
respectivement les coefficients de sensibilité asitesse de déformation et les consistances
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des deux phases. Nous régularisons ensuite |seiths déformation > €, et déterminons

la viscosité dans tout le domaine a l'aide du tasules melangesn,,, = Ke™ /3. En
procédant de la sorte, la viscosité apparente dehése newtonienne est bien égale a sa

viscosité.
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Figure 3.14. Viscosité apparente du solide en foncde la vitesse de déformation
équivalente.

Pour déterminer une loi de comportement du soletfeessais de compression du laboratoire
SIMaP ont été menés a vitesse de déformation Verner paliers successifs. Dans le tableau
3.1, nous pouvons trouver les valeurs des paliergitdsses de déformation considérés ainsi
gue les valeurs de déformation maximales assodi€esoefficient de sensibilité a la vitesse
de déformation et la consistance ont pu étre détésma partir des courbes en contrainte
déformation. A une température de 525 °C, nous saimsi obtenu une valeur constante de
0,206 pour la sensibilité a la vitesse de déforomaét des consistances respectives de 19,32
MPa, 29,06 MPa et 36,28 MPa pour des compositiorugre de 1, 2 et 4 %.

Pour simuler ces expériences, nous avons condigédémaine cubique d’l mm de c6té, une
taille de maille de 100 um et des vitesses deidmcillant de 0,1 pni’sa 20 um3s. La
valeur du pas de temps a été déterminée pour obdesi résultats tous les 0,5 % de
déformation. La figure 3.15 montre les courbes s numériquement et
expérimentalement pour des compositions en cuigreé @, 2 % et 4 % a une température de
525 °C.

Vitesse de | 10 [ 2.10°]4.10* | 10* |8.10°|2.10°] 4.10° | 8.10° | 107 | 2.10°
déformation

Déformation| 0,04 | 0,08 | 0,12| 0,16/ 0,2 02% 0,325 04 0,475 0,55

Tableau 3.1. Vitesses de déformation utiliséesoauscdes essais

Au final, méme s’il existe une différence pour l@esses de déformation les plus élevées et
les compositions de 2 et 4 %, nous constatons un doxrord entre la simulation et
I'expérience et ce au moyen de la simple loi detdigrsans écrouissage et a coefficients
constants.
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18 Numérique o 1% . 2% 2 4%

16 1 Expérimental —— - R

14 -

. - [ —
10 -

Contrainte équivalente (MPa)

0.22 0.33 0.44 0.55

Déformation

Figure 3.15. Comparaison des contraintes obten685%C pour différentes compositions en
cuivre.

Pour résoudre le comportement non linéaire, nalisants a chaque incrément trois itérations
de point fixe, c’est-a-dire trois résolutions detgyne linéaire. Ce nombre parait faible, mais
il est suffisant dans ce cas simple. Pour le prguveus avons tracé sur la figure 3.16 la
norme du résidu initial pour les systémes linéaiésslus pour l'alliage a 4 % de cuivre. Sur
cette figure, nous voyons que seules quelques moringiales sont élevées. Elles
correspondent soit au début de la simulation, paquelle la vitesse est nulle, soit a un
changement de vitesse de traction et donc de viécdseés souvent, la norme initiale du
résidu a des valeurs faibles qui sont inférieuréss @récision souhaitée et aucune résolution
n'est par conséquent nécessaire.

1.E+03 -
1.E+02 - s B
1.E+01 /
1.E+00 |
1.E-01 - 4 . 4
1.E-02 - g “ 1'
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1.E-04 4
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LE06 |4 i i
1.E-07 A mm o

1. E'08 T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300

R i d
>

Norme du résidu initial

Systeme linéaire

Figure 3.16. Norme du résidu initial pour chaqustésye linéaire.
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6. Conclusion

Nous avons détaillé dans ce chapitre la méthod@st#ution des équations de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement utitiaée CIMLib. Pour cela nous avons dans
un premier temps considéré un comportement newiguear lequel nous devons résoudre un
systéme linéaire, par une méthode directe ou untbaueé itérative. Méme si la méthode de
résolution itérative s’est montrée moins efficace ta méthode directe, I'utilisation de cette
derniere est seulement séquentielle et reste dmitéé a des applications de taille modeste.
Travailler a rendre la méthode directe paralléfalde donc une piste intéressante.

Nous nous sommes par la suite focalisé sur I'atilm de la méthode itérative, qui consiste
en un couplage d’'un préconditionnement ILU(k) etalenéthode du résidu conjugué. Cette
méthode nous a permis d’obtenir des résultats eordcavec la solution analytiqgue du
comportement d’'une inclusion placée dans une neainifinie soumise a un test de traction
uniaxiale.

Nous avons également constaté que la méthode dritiés itérative décrite présente un
certain nombre d’'inconvénients. Pour commencepréeonditionnement utilisé ne s’appuie
pas sur la structure de la matrice du systéme aten® ce dernier est indispensable, il peut
induire des augmentations de la norme du résidaoaws de la résolution et une certaine
difficulté a converger. Une combinaison de la médthoactuelle avec la méthode
d’homogénéisation des résidus utilisée dans THERICA®urrait ainsi constituer une
solution élégante. Pour la méthode du résidu cajugine perspective séduisante serait
I'ajout de conditions d'arrét supplémentaires etind’calcul différent du vecteur résidu
[Duf 64].

En outre, la résolution présentée nécessite daselfiiser un rapport de viscosité entre les
différentes phases trop important. Pour augmengerapport, il serait peut-étre utile de
développer une méthode pour laguelle le conditiorerg de la matrice ne dépendrait que de
la taille de maille considérée [Bui 08]. Il est Egaent possible de recourir & une viscosité
bulle n’étant pas directement proportionnelle &itcosité au centre de I'élément, ce qui a
pour effet de réduire les oscillations dues au gharent de viscosité a l'interface [Pha 12].

En ce qui concerne la prise en compte d'un compute non linéaire, nous avons fait le
choix d’'une méthode tres simple de point fixe, éngiinent basée sur la résolution linéaire.
L'utilisation de la méthode de Newton-Raphson sexams doute plus efficace et plus robuste
de maniére générale. Pour cela, un meilleur coepkgtre CIMLib et PETSc doit étre
implémenté.
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1. Introduction

Nous venons de détailler dans le chapitre précédemtéthode utilisée pour déterminer un
champ de vitesse stationnaire qui satisfait auxiitioms aux limites imposées, les équations
de conservation de la masse et de la quantité devenwent ainsi que les lois de
comportement des différents milieux en présencéreNaut étant de simuler le comportement
d’un échantillon au cours du temps, il est nécesshd pouvoir déplacer les différents milieux
durant une simulation, en fonction du champ dessiecalculé. Nous allons décrire comment
faire dans ce chapitre intitulé déplacement d’faiegs.

Avoir choisi un tel titre peut de prime abord seentdtrange. En effet, si nous supposons que
chaque volume de matiére élémentaire posséde gaepivaleurs de propriétés physiques, il
est nécessaire de résoudre une équation permigtteiahsport de ces valeurs sur I'ensemble
du domaine de calcul et prenant en compte la ates 'écoulement en tout nceud du
maillage. Cependant, nous considérons ici que ehatlieu a des propriétés homogenes, ce
qui limite nos besoins au seul déplacement degfautes entre les différents milieux.

Comme expliqué précédemment, nous représentonsinterace entre deux milieux de
maniére implicite avec une fonction level set, plaguelle la valeur définie en chaque noceud
du maillage représente la distance signée a Ilfater Le champ de vitesse est utilisé pour
actualiser la level set dans un contexte eulégemn,contrairement au contexte lagrangien,
s’appuie sur l'utilisation d’'un maillage fixe. Lalcul de la nouvelle fonction se fait en deux
étapes. Il faut tout d’abord résoudre une équat®mnonvection pour propager la level set a la
vitesse définie sur I'ensemble du domaine. A laesdie cette résolution, la level set ne
correspond plus & une distance signée loin deetfate. En outre, comme la vitesse a
seulement une signification physique sur l'integfacious déterminons la solution d’une
équation de réinitialisation, grace a laguelleekel set redevient une distance signée, tout en
conservant la position de l'interface inchangée.

Les équations de convection et de réinitialisatamt toutes deux de type hyperbolique, leur
résolution peut étre combinée pour former une éguale réinitialisation convective. De
plus, la valeur de la level set n’étant utile quechpe de l'interface, il est possible d’utiliser
une level set lissée, qui n'est plus égale a ladt® signée, pour optimiser la résolution. Au
CEMEF, les solveurs de convection et de réinitiilis ont été implémentés dans CIMLib
par Basset pendant sa thése [Bas 06]. Des soldeutnitialisation convective, sans lissage
[Bas 06], avec lissage en fonction sinus et entfond¢angente hyperbolique ont été codés par
Coupez [Cou 06, Cou 07, Vil 114a].

Le déplacement d’interfaces étant un sujet tregelaent étudié, nous donnons dans un
premier temps un apercu de différentes méthodbséas dans la littérature. Nous décrivons
ensuite la technique utilisée dans cette thésaret €IMLib. Nous expliquons également le
fonctionnement de la méthode level set particulajiee nous abrégeons par PLS (Particle
Level Set). L’'analyse des résultats obtenus pardis< approches sur des cas test nous
permet ainsi de juger plus objectivement des cégmcéelles de la méthode employée dans
CIMLib. Aprés cette comparaison, nous considéransaliveau I'étude du test de l'inclusion
afin de formuler un certain nombre d’observatioos les conditions d’utilisation de notre
méthode. Pour conclure, nous donnons notre serttigiebal sur la résolution CIMLIb, en
résumant les améliorations envisageables.
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2. Etude bibliographique

Le déplacement d’'interfaces peut-étre utilisé part il est nécessaire de représenter une
phase ou plus en mouvement. Il trouve ainsi de$icapipns dans des domaines tels que la
mécanique des fluides, la mécanique des solidessHangements de phases, ou encore le
cinéma ou les jeux vidéo.

Il existe tellement de méthodes dans la littérapmar déplacer des interfaces qu'il serait trop
long de toutes les évoquer. En outre, il n'estfpade de déterminer rapidement 'ensemble
des caractéristiques pour chacune. Connaitre taie$, les avantages, les conditions
d’application, la difficulté d'implémentation, laitgsse de calcul ou les perspectives
d’évolution demande en effet pour chaque méthode longue manipulation que nous
n'avons malheureusement pas eu le temps d’effectuer

Cependant, deux mesures concrétes sont prises giderr les chercheurs a choisir plus
rapidement une méthode adaptée a leurs besoinsdBdaord, nous notons dans la littérature
I'utilisation de nombreux cas test pour lesquelg solution analytique est définie. Ainsi,
réaliser des simulations pour comparer ces solitamalytiques a des résultats numériques
est actuellement une étape obligatoire dans lelaj@vement de toute nouvelle approche.
Cela permet, outre la validation de sa méthodeyoi¥aun regard critique sur ses
performances en la situant par rapport aux autédbades.

Toutefois, les éléments de comparaison sont patrf@ispeu nombreux dans la bibliographie
et il devient alors utile de construire soi-méms depplications avec d'autres techniques de
déplacement d’interfaces afin de pouvoir positiont@rectement sa propre approche. Pour
nous aider dans ce travail, nous pouvons profies cdodes disponibles gratuitement sur
Internet comme par exemple la boite a outils dehatis level set de Mitchell [Mit 08], la
librairie de Mokhberi & Faloutsos [Mok 06] ou enedie logiciel CLAWPACK développé
par Leveque [Lev 96]. Grace a cette deuxieme mesuigser une technique totalement
inconnue devient beaucoup plus facile et il essides d’établir des comparaisons pertinentes
sans avoir besoin de maitriser tous les aspectshdque méthode, a condition de faire
confiance au contenu des outils proposés et alksaription.

Pour donner un apercu des différentes approchesstiplus commode de les classer par
catégorie. Un des criteres de classification les pertinents est le mode de représentation de
I'interface. Ce dernier est soit explicite, soifpinsite.

Pour une représentation explicite, le contour dullage et I'interface sont superposés. Le
maillage est alors déplacé avec la vitesse de Uléoment dans un contexte lagrangien, de
telle sorte que son contour est toujours superpesé l'interface. Ce type de méthode, connu
sous le nom de suivi d’interface ou suivi de frnterface tracking ou front tracking), est tres
avantageux pour imposer directement une condition lemites sur l'interface. Toutefois,
puisqu’il faut calculer un nouveau maillage a clegas de temps, il n'est pas trivial de
développer une procédure pouvant rendre compteplacements complexes de l'interface,
spécialement en trois dimensions. Pour obtenir gluslétails sur ce type de méthode, nous
renvoyons le lecteur intéressé a I'analyse destravle Tryggvason et de ses collaborateurs
sur la croissance dendritique [Jur 96, Alr 02, @4i.

Pour une représentation explicite de I'interfacasipouvons utiliser une fonction scalaire
définie sur 'ensemble du domaine de calcul. Sejoa la fonction est définie aux nceuds ou
aux éléments, la méthode s’intitule level set @igie niveau) ou VOF (volume of fluid ou
volume de fluide en frangais). Pour la méthode V@#néralement attribuée a Hirt & Nichols
[Hir 81], la fonction représente sur chaque éléneritaction volumique d’'une phase. Ainsi,
dans une simulation ou les deux phases en présamtede I'eau et de l'air, un élément
liquide a une fraction volumique de 1, un élémeaegix une fraction volumique de O et un
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élément situé a l'interface une fraction volumidoirmédiaire. Nous notons qu'utiliser une

fonction définie seulement aux éléments empéche m@menstruction trés précise de

I'interface. Pour la méthode level set, introdyir Osher & Sethian en 1988 [Osh 88], la
fonction représente la distance signée a I'intexfaa fonction level set est donc positive dans
une phase, négative dans l'autre et son isovaknr rous donne la position de l'interface.

Un des avantages de cette méthode est la simaigitalcul de la normale a l'interface et de
sa courbure [Jon 06].

Il est également envisageable de représenter fate de maniére implicite avec des

particules. C'est la méthode MAC (marker and cédlyrite par McKee et al. [Mck 08]. Dans

la méthode MAC, des points matériels ou particidest placés prés de linterface et

permettent sa reconstruction. La vitesse calculéaiise grille eulérienne est alors interpolée
pour chaque particule, permettant leur déplaceme¢npar extenstion le déplacement de
I'interface associée.

A la limite entre les modes de représentation iamgliet explicite, nous pouvons trouver la
méthode développée par Bargteil & Strain [Bar @, 06b], connue sous le nom de contour
semi-lagrangien (semi-Lagrangian contouring). Ebesiste a utiliser un maillage surfacique
qui définit explicitement la surface en combinaiswec un maillage eulérien. Le maillage

surfacique permet a chaque pas de temps de calmgedistance signée a l'interface sur la
grille eulérienne, laquelle est convectée avecédthode semi-lagrangienne de Strain [Str 01]
et utilisée pour reconstruire le maillage surfaeigMous signalons que Wojtan & Thirey

utilisent une méthode assez proche de celle det@heg en profitent pour replacer leurs

travaux dans la littérature de maniére pertinevtej [09, Thi 10].

Un autre moyen de classer les méthodes est le lismeautilisé pour déplacer les interfaces,
méme si cela peut grandement recouper le classdaiestiivant le mode de représentation
de l'interface. Nous avons déja dit que le suivifidat utilise un contexte lagrangien, mais
une formulation arbitrairement lagrangienne eutdreée (ALE) est possible [Jim 04]. Au
contraire, méme si des exceptions existent [Res [E3] méthodes VOF et level set
s’inscrivent en principe dans un contexte purenseiiérien. Elles nécessitent par conséquent
de résoudre une équation de convection décrivamblition des fonctions associées. Cette
équation dérive directement du principe de consenvale la masse pour la méthode VOF, ce
qui permet de maintenir le volume de chaque phamgstant dans des simulations
incompressibles. En revanche, nous assistons adiffusion de la fraction volumique
[Bas 06], qui complique encore davantage la recoasbn de l'interface. Pour la méthode
level set, la résolution de I'équation de convettientraine également une diffusion
numerique, qui se caractérise cette fois-ci parnore conservation du volume. En outre, la
fonction, initialement égale a une distance signé&m) est plus une aprés avoir été convectée,
a moins de s’étre servi d’'une extension performdatehamp de vitesse [Ada 99].

Comme expliqué en introduction, il est alors néaeesde procéder a une réinitialisation.
Hysing & Turek [Hys 05] donnent une étude compaeatle plusieurs méthodes courantes de
réinitialisation sur des maillages formés de guatinies, parmi lesquelles figurent la méthode
marche rapide (fast marching) développée par SefSiat 96, Set 99] et une méthode qu’ils
qualifient de brutale (brute force redistancingett€ derniere, qui consiste simplement a
extraire l'interface comme une suite de segments @uite de facettes triangulaires en 3D), a
partir desquels la distance minimale est calculédées nceuds de la grille, entraine des temps
de calcul importants. Hysing & Turek arrivent actanclusion que la méthode marche rapide
est la plus performante en terme de vitesse, [oécit robustesse. lls évoquent également la
méthode de réinitialisation impliquant la résolatdiune équation hyperbolique aux dérivées
partielles [Sus 94a, Cou 07].
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Pour avoir une bonne idée sur la variété des sché@ummériques utilisés pour résoudre cette
équation de réinitialisation, mais aussi I'équatid® convection, nous recommandons la
lecture de I'ouvrage d’Osher & Fedkiw [Osh 03], gsit de surcroit une bonne introduction
aux méthodes level set. Nous tenons néanmoins kigrseu que les schémas présentés
s’appliquent généralement a des maillages strustoodstitués d’'éléments carrés en deux
dimensions et cubiques en trois dimensions. Ce dgpmaillage, trés simple a construire, est
d’ailleurs considéré dans une grande partie degadsasur la méthode level set.

Certains auteurs ont pris conscience de la nééedsiproposer des solutions adaptées a des
maillages de type différent, qui peuvent dans g&steas présenter des avantages importants.
Ainsi, Barth & Sethian, le co-inventeur de la métbolevel set, proposent un schéma
numérique fonctionnant sur des maillages triangegaiBar 98]. Frey et son équipe de
recherche vont méme plus loin puisqu’ils utilisene méthode level set en combinaison avec
des maillages triangulaires ou tétraédriqgues ammiges [Duc 08, Bui 10, Bui 11], avec
lesquels ils parviennent a représenter préciselasimterfaces de leurs objets tout en limitant
grandement le nombre d’éléments. Des maillageaéétiques anisotropes sont également
utilisés au CEMEF dans la librairie CIMLib [Mes 08pu 11] mais les publications de ce
laboratoire ne donnent pour l'instant pas de rasikur des cas analytiques 3D avec ce type
de maillage, contrairement aux travaux de Bui, ayo Frey [Bui 10].

Les scientifiques utilisant des maillages non $tnés ont bien sdr pour objectif de réduire au
maximum la diffusion et la perte de matiére engéadrar I'utilisation d’'une méthode level
set en minimisant les temps de calcul. Mais il text¥autres moyens pour cela. Heo & Ko
introduisent par exemple une approche purementrieafée trés conservative en
reconstruisant la distance signée avec un polyridordre élevé prés de l'interface [Heo 10].
Certains auteurs, quant a eux, préconisent un agam@ntre plusieurs méthodes, profitant des
avantages de chacune tout en atténuant ses dgéadtspport de I'autre méthode.

C’est le cas de Sussman & Puckett [Sus 00], quides comparaisons entre des résultats de
simulations obtenus par la méthode VOF, par la au&Hevel set et par une méthode hybride
gu’ils intitulent méthode CLSVOF (coupled level satd volume of fluid). Cette nouvelle
méthode est généralement supérieure aux deux ne&thidécouplées et elle est a présent
utilisée dans de nombreux travaux [Men 07, NicYldh 06, Lv 10].

En parallele, Enright et al. présentent un couplegie une approche particulaire et une
méthode level set, nommée PLS (particle level Baty 01, Enr 02a, Enr 02b, Enr 02c,
Enr 05]. lls utilisent la level set pour sa capacdt prendre en compte les modifications
topologiques complexes de l'interface et les paléi€ pour reconstruire une fonction level set
donnant une meilleure conservation. Cette recottsbrufonctionne d’ailleurs tellement bien
gu’ils peuvent aisément ne considérer qu'un schémmaérique d’ordre faible pour convecter
et réinitialiser la level set [Enr 05]. Le temps awdcul économisé de la sorte compense trés
largement la légére baisse de précision par rappanh schéma numérique plus précis
[Enr 02c]. Une trés grande émulation existe autdercette méthode, pour laquelle de
nombreuses améliorations sont proposées [Hie 086,08aLos 04, Los 07, Pig 05, Wan 09].
De plus, les chercheurs intéressés par la méthb8epPuvent télécharger la librairie mise a
disposition par Mokhberi & Faloutsos [Mok 06], afitaccélérer leur compréhension et de
comparer les résultats obtenus a leurs propresd@dm 08a, Cun 08b, Mei 08].

Dans la méthode PLS, les particules sont situées tks cellules autour de linterface.
Mihalef et al. remarquent que ce n’est pas unessitéeabsolue et ils obtiennent de meilleurs
résultats en introduisant la méthode marker leee(MdLS), qui consiste a placer directement
les particules sur l'interface [Mih 06, Mih 07, M08, Mih 09]. Pour encore améliorer cette
méthode, EImi propose d’utiliser des marqueurgdgi[EIm 11]. Cela lui permet de réduire
le nombre de marqueurs puisqu’il n’en utilise psun au maximum par €lément. Les
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résultats qu’il obtient sont comparables avec agdoamnés par la méthode MLS. Cependant,
aucun résultat en 3D ou avec un champ de vitedsal&€gar un solveur mécanique n’est
présenté. Il faut aussi noter que ce travail aejutt soumis pour publication a I'heure
actuelle.

3. La méthode Level Set dans CIMLIib

Dans cette partie, nous décrivons I'approche lseelimplémentée dans la librairie CIMLIb.
Pour obtenir une description la plus exhaustivesibbs, nous orientons le lecteur vers I'étude
des documents suivants : [Bas 06, Cou 06, Cou 07,14, Vil 11Db].

Ayant fait la constatation qu’il est parfois bieiffidile de relier les équations énoncées dans
une thése aux lignes de code déployées dans utielode calcul, nous n’hésitons pas a
employer I'appellation locale des différents sohkgeque nous nous apprétons a décrire. Nous
Nnous en excusons par avance auprées des lecteéreerd a CIMLIb.

Nous tenons en outre a signaler que certains saailla méthode des éléments finis déja
évoqués dans le chapitre traitant de la résolutiénanique sont volontairement passés sous
silence.

3.1. Solveur de convection ConvectionP1

Nous rappelons la formulation forte de ['équatiore dconvection, en notation
eulérienne [Bas 06, Osh 01], avela fonction level set et \a vitesse :

o¢ _ -
— +Ve=0
o

Dans notre méthode, aucune condition aux limitestimposée sur les bords.

En multipliant cette équation par une fonction teset en I'intégrant sur I'ensemble du
domaine de calcu®, nous obtenons la formulation faible donnée ckdas :

J‘%de+J‘\7 MexdV =0
Q

En utilisant le méme type de notation que danshbpitre précédent, la formulation faible
discrete est alors la suivante :

%xhdv+‘[vmﬁcphxhdv:0

Q Q

En choisissant un schéma d’Euler implicite, la iisation temporelle s’écrit tout
simplement [Bas 06] :

0P _ Ph— Py
ot At

84



Chapitre 4

ou At est le pas de temps choisi pour la simulatiopgta valeur de la level set au pas de
temps précédent.

Une recommandation classique pour le choix du gatehps est le respect de la condition
CFL (Courant-Friedichs-Lewy [Cou 67]), qui impose pas de temps inférieur ou égal a la
taille de maille divisée par la norme de la vitesgen de ne pas franchir plus d'un élément
par incrément.

Comme Basset [Bas 06], nous utilisons un schémai-isgulicite en temps pour la
convection, pour lequel le termellg est calculé en utilisant & parts égales les valdur

gradient au pas de temps précédent et au pas ge tmtuel. En mettant au second membre
les termes dépendant de la fonction level set aulpdemps précédent, qui sont connus, nous
obtenons :

(phxhdv+;jvE|]]cphxth J‘%xhdv—%j\?ﬂﬁcpgxhdv.
Q

Q

Résoudre cette équation de convection par la métdedGalerkin standard, qui consiste a
prendre pour fonctions test les fonctions d’intémpon nodales Nde valeur unitaire sur le
nceud n et de valeur nulle sur les autres nceudélémént, entraine la présence d’oscillations
numérigues dans la solution [Bas 06]. Nous utissgar conséquent la méthode SUPG
(Streamline Upwind/Petrov-Galerkin), introduite pBrooks & Hughes [Bro 82], pour

laquelle une nouvelle fonction tegtn est employée. Cette fonction test s’écrit :
N, =N, +TVIN,

avect un taux de stabilisation qui dépend pour chagémeéht de sa taille dans le sens de
I'écoulement bet de la vitesse en son centretel que :

T 2M [Tez 86, Tez 03]
4\ 1 ZW |
n=1
avec d la dimension du probleme.

En utilisant la fonction test SUPG, la formulatifaible discrétisée devient :

~

On, R dv+ jvm]@hN dv = j@hN av-= Ivuﬁ N, dV.
) 2) 2

La matrice et le second membre locaux pour I'élériiesont donnés ci-dessous :

A N I\'”dv+1 VIIN, N, dV; B, (th gv -1 v, N, dV.
nm At 2 2 .

T T

85



Chapitre 4

Pour intégrer ces polyndbmes du deuxieme ordr@ubriaut d + 1 points d’interpolation, dont
les coordonnées sont données dans de nhombreuxgeswsar la méthode des éléments finis,
comme celui de Dhatt & Touzot [Dha 84].

Apres I'étape d’assemblage, nous obtenons un sgsti@@aire pour lequel nous avons un
nombre d’'inconnues égal au nombre de nceuds duagnilDe par la présence d’'un terme de
convection, la matrice de ce systeme est non siquétrAucune condition aux limites n’est
ajoutée. Pour la résolution du systeme linéairasndgilisons la méthode de généralisation de
la méthode de minimisation du résidu (GMRES) didplendans la librairie PETSc [Bal 10]
et inventée par Saad & Schultz [Saa 86]. La méthuitieée est plus exactement la méthode
GMRES (30) ou la valeur 30 représente la périodecdetialisation de la base de vecteurs
utilisée dans la résolution. Nous conseillons ateler voulant se familiariser avec cette
méthode de résolution itérative le livre de Quameet al., dans lequel il pourra trouver une
implémentation Matlab élémentaire de GMRES [Qua 00]

La résolution itérative est combinée avec une nu&hte préconditionnement de Jacobi par
bloc [Saa 03]. Tout comme Basset dans sa théseOfgasous avons utilisé des blocs de 1 en
3D et des blocs de 4 en 2D.

Pour toutes les simulations effectuées dans ceitobapous utilisons une précision non
relaxée P = 18 pour la résolution des systémes linéaires. Le mendhitérations est en
général tres faible et la précision demandée et dtieinte rapidement. Cependant, ce n’est
pas toujours le cas et nous présentons dans lapsotiss 6.6 de ce chapitre un exemple qui
montre que la résolution des systémes linéaires pee améliorée pour nos solveurs
d’interfaces.

Pour illustrer le fonctionnement du solveur de amton, nous étudions I'exemple trés
simple suivant. Nous considérons un domaine reatairg de longueur 10 m et de hauteur
1 m. L’interface entre les deux milieux se situe lsusegment d’abscisse 1 m, elle est donc
parallele a I'axe des ordonnées. La fonction Iseglest alors donnée ppe X — 1. Le champ
de vitesse est constant, avge\w et y, = 0.

Nous prenons une taille de maille de 10 cm, undeatemps de 10 ms et un temps final de
1 s. Nous plagons des capteurs sur la ligne d’'oréler0,5 m pour différentes abscisses. La
figure 4.1 montre le maillage, ainsi que la positie l'interface initiale et celle des capteurs
tandis que la figure 4.2 montre I'évolution de dadtion level set sur ces différents capteurs
au cours du temps, ainsi que la solution analytiqiette figure nous donne I'évolution
attendue, pour laquellg(x,t) = xexp(-t)-1. L'interface est située sur la droite d’équation

X =2,718 m ala fin du calcul, qui est aussi kuttat analytique, donné par exp(t).

Comme le montre la figure 4.2, les différentesdigale niveau sont de plus en plus resserrées
au fil du temps. En effet avec la vitesse consigléla valeur analytique du gradient suivant
Ox au cours du temps est donnée ghgidx = exp(-t) (le gradient suivant Oy étant nul).

Ainsi au début de la résolution, la norme du gnaidést unitaire sur tout le domaine. Aprés un
temps de résolution de 1 s, elle a une valeur2@80ggale a la solution analytique.

La norme du gradient n’étant plus unitaire, la tant level set ne représente plus une
distance signée a l'interface. Il est alors nédesske la réinitialiser. C’est I'objet de la sous-
partie suivante.
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Figure 4.1. Domaine de calcul, maillage et captagsdciés. L'interface est représentée par le

trait noir et les capteurs par les carrés rouges.

10

Level set (m)

—Xx=10m —x=9m

Temps (s)

Figure 4.2. Evolution de la fonction level set aaurs du temps lors de la résolution de
I'équation de convection pour différents capteurss carrés représentent les résultats

numeériques et les traits continus la solution dialg.

3.2. Solveur de réinitialisation ReinitLevelSet

Pour l'algorithme de réinitialisation, Basset a éogp la méthode présentée par Sussman et
al. [Sus 94a, Sus 94b], qui consiste a résoudreégnation aux dérivées partielles, construite
a partir de la propriété de norme de gradient iritde la level set. La démonstration de cette

propriété est donnée par Osher & Fedkiw [Osh 03].
Nous introduisons une fonction signe S tel que :

-1 si <0

S={1 si ¢>0.

0 si =0

L’équation de réinitialisation s’écrit alors :
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% - o~ |

avect homogéne a une distance et appelé temps fictidlmas de langage [Cou 06].

En résolvant cette équation, la fonction level et modifiée partout ou la norme de son
gradient n’est pas unitaire. La présence de latimmsigne permet de garder la fonction level
set inchangée au niveau de l'interface et de saleguel c6té de I'interface chaque point est
situé, afin de retrouver une distance signée.

La fonction signe n’étant pas différentiable @ 0, il est préférable d'utiliser une fonction
signe lissée, comme conseillé par Peng et al [BErM\®us avons [Bas 06] :

¢

0= ———
o' +[ad

avec h la taille de I'élément.

En I'état actuel des choses, I'équation de réisasion est une équation non linéaire
[Sus 94a]. Basset la linéarise en introduisantréelignt a I'incrément fictif précédent et en
approximant le signe de la level a I'incrément pdEmnt par le signe a I'incrément actuel :
- 12
Hﬁ‘pﬂ _ qu‘ _ HoMge

S

L’équation de réinitialisation devient aIO'QS(-p'l'S((p_ )@L__ 0= S(cp').
o " pe]

¢

¢

()

Ceci nous permet de définir une vitesse de rélisiison w :S(cp_) , grace a laquelle

()

nous avons finalemen%% +W [Me= S((p‘).

La vitesse de réinitialisation et le signe étanhres, nous obtenons une équation de
réinitialisation similaire a I'équation de convexti Ainsi, nous utilisons pour la résoudre les
mémes outils que pour I'équation de convectiora\ds une méethode éléments finis SUPG
avec un schéma en temps semi-implicite et un pdittonnement de Jacobi par bloc
combiné a la méthode GMRES pour la résolution dtesye linéaire.

La vitesse de réinitialisation ayant une normeairgt résoudre une fois I'équation a pour
effet de transformer la level set en une distaigeég sur une épaisseur égale au pas de temps
fictif considéréAt (lui aussi homogene a une distance). Pour obter@rnorme unitaire sur
une épaisseur plus importante, nous devons doraudes plusieurs fois I'équation de
réinitialisation. En ce qui concerne le choix dws ke temps fictif, Coupez préconise une
valeur égale ou inférieure a la taille de maille{@7].
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Reprenons I'exemple précédent la ou nous l'avotissda(aprées une convection d'une
seconde) pour illustrer le fonctionnement du sahdiréinitialisation. Nous utilisons un pas
de temps fictif de 50 mm, égal a la moitié de detale maille, et un temps fictif final de
10 m. Sur la figure 4.3, nous observons I'évolutilenia level set au cours du temps fictif sur
les mémes capteurs que précédemment. Nous corsstaterplus le capteur est situé loin de
I'interface, plus la réinitialisation prend de tesnpgen effet les droites de la figure 4.3
associées aux capteurs voisins de linterface @ample pour x = 3m), deviennent
rapidement paralleles a l'axe des abscisses ; Val Iset n'y est plus modifiée et la
réinitialisation est donc terminée. En outre, I'éion temporelle dep est identique au signe
pres dans les zones en cours de réinitialisatiareftet, le gradient de la level set étant nul
suivant Oy, nous avons donc :

W:S(@—)E:(s( '

o]

L’équation de réinitialisation nous donne par cmméltg—(p = S((p' {1—2—([’) =+0,632. Cette
T X

valeur est obtenue carg/dx = 0,368 aprés I'étape de convection.

La figure 4.4 permet de réaliser de maniére clgire la réinitialisation se fait a partir de
I'interface. Elle représente la fonction level agtsi que son gradient a différents temps.

—x=10m

——X=9m
X=8m
X=7m

——X=6m

——X=5m

——X=4m

Level set (m)
N

——X=3m

XxX=2m
X=1m

Xx=0m

Temps fictif (m)

Figure 4.3. Evolution de la fonction level set aaurs du temps lors de la résolution de
I’équation de réinitialisation pour différents capts.

Il faut signaler que réinitialiser une fonction é\set en utilisant une équation aux dérivées
partielles entraine un tres Iéger déplacementidieiface. Ce déplacement minime a chaque
réinitialisation peut devenir important et doncjpdéiciable a la qualité de la simulation si de
nombreuses réinitialisations sont nécessaires.
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Level set (m)
-3 -2 -1 (0] 1 2 3 4 5 6 7

Gradient de la level set
0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80

Figure 4.4. Fonction level set et gradient de \ellset pour des temps fictifs respectifs de O,
1, 2, 5 & 8 m. La couleur représente la level setdis que les fleches représentent son
gradient.

3.3. Solveur de réinitialisation convective Levelle r

Pour résoudre correctement un probleme impliquatrahsport d’'une fonction level set, il est
préférable de toujours travailler avec une distasigaée. Ainsi, la réinitialisation doit étre
utilisée plus souvent que sur notre exemple prétee@mmme cela occasionne un surcodt de
calcul et des déplacements non souhaitables deerfate, Basset suggere de ne pas
réinitialiser a chaque incrément. Il propose utecei basé sur la dégradation de la norme du
gradient que nous sommes préts a accepter poumiiéée quand la réinitialisation doit
s’opérer [Bas 06].

Une approche qui semble plus élégante est envispgéeCoupez. Les équations de
convection et de réinitialisation étant du mémeetyipa montré qu’il était possible de coupler
leur résolution en une seule et méme étape [Co06,07]. Cette approche a d'ailleurs été
reprise par Ville et al. [Vil 11a, Vil 11b], qui troduisent le paramétrg dans I'égalité
suivante :

% _ogot_1dq
ot otodt A ot
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Par la suite le parameétkeest pris égal a la taille de maille divisée pgpds de temps, comme
dans le papier de Coupez [Cou 06].

Ceci permet d’écrire I'équation de réinitialisatien faisant apparaitre la dérivée de la level
set par rapport au temps réel (et non plus paworappun temps fictif) de la fagon qui suit :

%H\\Tv Dﬁ(p:)\s((p')

Coupez et al. obtiennent alors une équation detidisation convective en rajoutant a
I’équation précédente la contribution apportéelparitesse de convection [Bas 06, Cou 06,
Cou 07, Vil 114, Vil 11b] :

%+(V+)\W)Dﬁcp:)\s((p‘).

En résolvant cette équation, le but de Coupez rpastd’obtenir a chaque incrément une
fonction level set égale a une distance signé€esusemble du domaine, mais seulement sur
une zone suffisamment large autour de linterfaoarpque I'équation de convection soit
résolue correctement. Ainsi, Basset explique cagplication d’'une troncature de la fonction
level set initiale apporte une stabilisation numpdel [Bas 06]. Cette troncature consiste a

définir une valeur maximale E pour la valeur absale la level set, en utilisam <E.
Dans cette configuration, I'expression suivanteuéisée pour la fonction signe :

So) = ¢

[g+ph+[og 2

avecp un parametre ajustable relié a I'épaisseur sureldg nous lissons le signe, dont la
valeur par défaut est fixée a 1. C'est cette vgbaurdéfaut que nous utilisons.

Nous tenons a signaler que cette équation corrdsporcode du solveur Leveller, méme si
elle n'‘est mentionnée dans aucun papier. Nous n®vear conséquent trouvé aucune
justification en faveur de cette expression, d’'atus que les monémes du dénominateur ne
sont pas tous homogénes a une distance.

Puisque la troncature de la level set entraineradignt nul loin de linterface, la vitesse de
réinitialisation est définie en utilisant une norrde gradient régularisée [Cou 06], pour
laquelle un parametie(de valeur 0,5 par défaut) est introduit :

-4} O el -eol-cfd

o

r

En utilisant la norme du gradient régularisée, nchusngeons la norme dewjui doit étre
unitaire (en supposant que le signe l'est). Pottie cgison, nous modifions I'équation de

réinitialisation en multipliant son second membmHE(p‘H/Hﬁkp‘Hr. L’équation finale a

résoudre, qui correspond au solveur Leveller de lGbVirapidement introduit par Basset
[Bas 06], est la suivante :
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- B Flo~
g—ctp+ \7+)\S((p‘)HED|Tqi D]]([):)\S((p_)u ¢ H

r

Nous résolvons cette équation pour I'exemple intitoplour le solveur de convection. Le pas
de temps choisi est de 5 ms. Nous langons deuxXations avec E zo et E = 1 m. La figure
4.5 montre les résultats obtenus pour les deuxlations a différents temps.

w -~

\! '@

v

>
el
-

Level set (m)
-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.

Figure 4.5. Fonction level set a différents tempgauche, E =o. A droite, E = 1 m. Les
temps, de haut en bas sont les suivants : 0 ;@#4;;0,6 ; 0,8 et 1 s.

Lorsque la level set est tronquée, des instab#ipimraissent loin de I'interface. Au bout d’'un

certain temps, ces instabilités perturbent le déptent de l'interface, ce qui compromet la
simulation. Au contraire, sans troncature, la fanctlevel set est proche d’'une fonction

distance dans le voisinage de l'interface.

Cette figure est en réalité trés dépendante dedlécde couleur utilisée pour représenter la
fonction level set. En effet, si nous utilisons udehelle dont les bornes sont a chaque
incrément les valeurs maximale et minimale de i&lleset, nous voyons beaucoup plus
d’instabilités, y compris dans le calcul sans tedoce.
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3.4. Solveur de réinitialisation convective Levelle rS

D’aprées Coupez, il existe deux moyens qui permettdiameéliorer le solveur de
réinitialisation convective [Cou 06]. Il est dans premier temps possible de ne prendre en
compte la vitesse de convection que dans le vgsimaoche de I'interface. En effet, pour
obtenir une distance signée loin de l'interfacejifasse de réinitialisation est suffisante. Nous
pouvons également agir sur la troncature de latimmdevel set. Préecédemment, nous avons
défini la level set comme une distance signée dares zone d'épaisseur 2E autour de
I'interface, la level set ayant pour valetiE dans le reste du domaine de calcul. Nous créons
ainsi une transition tres importante du gradientadievel set, sa norme passant brutalement
de 1 a 0. C’est ce qui explique la création detmbités observées a droite sur la figure 4.5.
Pour créer une transition plus souple, Ville etsal servent d’'une nouvelle fonction level set

?p [Vil 11a], représentée sur la figure 4.6 et dé&fide la maniere suivante :

__ZE Si (p<—E
TT
~ 2E (Tt )
=<—SIn — si —E<op<E
() - (ZE(pj ()
% Si o>E
T

Dans cette expressiopyeprésente la distance signée sur 'ensemble chaithe.

E 15-
(2]
® Leveller
(2] 1
©
>
]
e > €
0.5 |
2F LevellerS
Tt
T T T 0 T T 1
-1.5 -1 -0.5 ] 0.5 1 1.5
05 . Distance signée (m)
_1 4
-1.5

Figure 4.6. Comparaison des troncatures utilisées e Leveller et pour le LevellerS, avec E
=1m.

Dans la zone de variation de la nouvelle levelrsatis avons :
~ 2
@ = Co{l(pj - 1—(£ (pj
0p 2E 2E
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Par conséquent, en considérant”dim#:l, la norme du gradient éfes’écrit :

= (28

Cette norme est unitaire a l'interface, puis dineimrogressivement, jusqu’a atteindre une
valeur nulle poqrq = E. Pour réinitialiser cette level set, la norme dadgent ne doit donc

plus étre ramenée vers l'unité, mais vers son eg@we donnée ci-dessus, en
résolvant I'équation de réinitialisation suivante :

% -] v ) I

En théorie l'intérieur de la racine carrée estdarg positif, mais il arrive en pratique que ce
ne soit pas le cas, a cause d’'instabilités numésigDans ce cas, elle est prise égale a 0.

En combinant cette équation avec I'équation de ection, nous obtenons une équation de
réinitialisation convective proche de celle étaldlans le lissage de la level set en fonction
sinus. Elle est donnée par :

BT S N e )
o) 2 a2

e,

Hicp‘” représente toujours la norme du gradient de latiom level set régularisée avec
r

Hﬁ?pﬂr =g+ (1—8)”@&1”. Simplement, la valeur depar défaut n’est plus la méme que pour le

Leveller. Pour le levellerS = h/E .

Pour le Leveller, les vitesses de convection etrélaitialisation jouent un réle dans
'ensemble du domaine. Il est pourtant Iégitime rae prendre en compte la vitesse de
convection que sur linterface et celle de réifigetion dans tout le domaine sauf sur
I'interface. Pour cette raison, un parameétre e iegbduit dans le LevellerS. Il donne
I'épaisseur de la zone sur laquelle seule la cdioreest résolue. Au-dela de cette zone, seule
la réinitialisation est résolue.

-1 si ?ps—e
Nousavonsains's(?p): 1 si (sz+e;\7:6 Si ‘ﬂze

g<e
Si les parametres e et E ne sont pas renseiga@seiinent les valeurs suivantes :

e=2h; E=20h
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Comme la taille de maille h est calculée sur chagément et qu’elle varie donc autour de la
taille de maille moyenne, e et E ont dans ce casvdkeurs différentes sur chaque élément.
Pour éviter cela, nous préférons fixer nous-ménassvaleurs comme des multiples de la
taille de maille moyenne.

Nous essayons le LevellerS avec les mémes parangieedans la section 3.3, en prenant
E=1mete =0,2m. La figure 4.7 montre la valdel la level set dans la zone pour laquelle
seule la vitesse de convection intervient. Commatésse n’est pas la méme sur I'ensemble
de cette zone, les distances entre les différéstealeurs changent au cours de la simulation,
créant des instabilités numériques qui perturbeméiface.

Level set (m)
0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

Figure 4.7. Fonction level sai pour0s;05s;1s;15set2s. Les traiss représentent
les isovaleurs -0,2 ; 0 et 0,2 de la fonction les&s.

3.5. Solveur de réinitialisation convective Levelle rT

Récemment Coupez a développé un nouveau solveugimigalisation convective, appelé
LevellerT. Ce solveur a été intégré a CIMLib en sn2011. Méme s'’il n'a pas encore été
décrit dans la littérature, Coupez l'utilise dams article sur la construction de métrique
[Cou 11]. Il y définit une nouvelle fonction levatt de la maniére suivante :

P ¢
=Et X
o=tant{ 2|
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Ce lissage présente des avantages par rapportiadaelevellerS. Tout d’abord, il n’existe
gu’'une formule quelle que soit la valeur de laatise signée. Théoriquement, il est donc
possible de retrouver une vraie distance signéartir ple cette fonction level set en utilisant
I'argument tangente hyperbolique. De plus, la vatiila level set loin de l'interface est ici
directement égale a la valeur du parametre E.

A partir de cette expression nous exprimons la eadmgradient de la level set, comme nous
I'avons fait pour le LevellerS. Nous obtenons céits-ci :

fal=1-(&]

L’équation de réinitialisation convective de la étion level set lissée en tangente
hyperbolique est trés proche de celle pour la Isgtlissée en sinus. Elle s’écrit :

_ . 2\ lm=-
%, \7+}\S((_p_)HiDT(p_ o= sl 1-@ H?_“’
r

ot

r

mlel

w5, =+t =0 xsl

A partir de cette expression, la démarche pourutaddes matrices locales, assembler la
matrice et le second membre globaux et résoudsydeeme linéaire est similaire a celle
détaillée pour le solveur ConvectionP1.

Sur I'exemple précédent, avec E = 1 m, le Levellpdmet d’obtenir une meilleure
réinitialisation que le LevellerS. La figure 4.8usomontre qu’apres 2 s, les isovaleurs sont
seulement |égerement décalées par rapport au débatsimulation. Cependant, elles ne sont
plus tout a fait paralleles a I'axe des ordonnées.qualité de la réinitialisation dépend
fortement du parametre E. En effet, sur le basadéigure 4.8, prendre E = permet
d’obtenir des isovaleurs parfaitement droites niegs éloignées par rapport au début du
calcul. Dans ce cas, plus aucune réinitialisati@strfaite et les résultats sont similaires au
solveur de convection.

Malgré ces résultats, le solveur LevellerT est pumoment le plus performant dans
CIMLib. C’est donc celui que nous utilisons parslaite. Des travaux sont actuellement en
cours au CEMEF pour développer des solveurs déiadisation convective plus efficaces.
Pour relativiser cette observation, nous pouvomsaser que le champ de vitesse considéré ici
est trés éloigné de ceux calculés par notre solwgganique. Ainsi, si nous appliquons un
champ de vitesse possédant une composante suixarrStante, quitte a la faire évoluer en
fonction du temps, les isovaleurs sont bien miealgudées. Cela semble suggérer que I'ajout
d’'une procédure pour étendre la vitesse a lI'inberfsur les nceuds voisins comme proposé par
Tan & Zabaras [Tan 06] ainsi qu’Adalsteinsson &hsst [Ada 99] pourrait constituer une
amélioration importante de la résolution leveldaats CIMLIb.
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Level set (m)
-09 -08 -0.7 -06 -05 -04 -03 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.

Figure 4.8. De haut en bas : fonction level@giour E=1mett=0s et 2 s, puis pour & =

ett=0 s et 2 s. Les traits noirs représentenisiavaleurs -0,1 ; 0 et 0,1 de la fonction level
set.

4. La méthode PLS (Particle Level Set)

Nous nous intéressons a présent a la méthode PieSogpée a l'université Stanford par

I'équipe de recherche de Fedkiw [Fos 01, Enr 02&,(b, Enr 02c, Enr 05]. Cette méthode
s’appuie sur un maillage régulier constitué d’élateecarrés en 2D et cubiques en 3D, au
sommet de chacun desquels est stockée une valéfatection level set. Des particules sont
positionnées pres des interfaces entre les diff@remlieux. Chacune de ces particules
posséde une position, un rayon et un signe, paniatie savoir de quel cété de l'interface
elle se situe.

Une équation de convection est résolue pour ld Eateet pour les particules. Les particules
étant déplacées de maniére plus précise, ellesusitinées pour reconstruire la level set a
I'interface. Apres cette reconstruction, une méehdeé type marche rapide est utilisée pour
réinitialiser la fonction level set.

Pour nous faciliter la tache, nous utilisons ladibie fournie gratuitement sur Internet par

Mokhberi & Faloutsos [Mok 06]. Nous y avons appaties adaptations mineures pour la
visualisation et le post-traitement des résultdlsus décrivons a présent 'ensemble des
étapes nécessaires au fonctionnement de la méthdtle

4.1. Convection de la level set

Pour convecter la level set, un schéma numéricege dimple, connu sous le nom de semi-
lagrangien et de premier ordre, est employé. Lecjgge de la méthode semi-lagrangienne,
utilisée par Strain [Str 99, Str 00] repose suptanule suivante [Mok 06] :
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(%t +At) = ¢(x - v(x)At, t)

avecq la fonction level set; \te vecteur vitessexX le vecteur position, t le temps At |t pas
de temps.

Ainsi, pour déterminer la nouvelle valeur de lagleset sur un nceud de la grille, il suffit de
calculer la positiorx —V(Y()At . Pour obtenir la valeur de la level set pour cptisition et par

conséquent la level set sur le noeud, nous appigjuoe interpolation bilinéaire (trilinéaire
en 3D) en utilisant les valeurs de la level set mEsids appartenant a I'élément considéré.
L’expression correspondante en 2D est donnée pagliErt al. [Enr 05]

Enright explique également que ce schéma est intimmokellement stable et cite les travaux
de Strain pour davantage de détails [Str 99]. Conenechéma est inconditionnellement
stable, le choix du pas de temps n’est pas gouyEné condition CFL et Enright utilise un

nombre CFL de 4,9, c’est-é—dmmﬂu|maX/Ax+|v|maX/Ay): 49 avec | et|v|  les

max
normes maximales des composantes de la vitessansués axes Ox et Oy &ix et Ay la

taille des éléments suivant les axes Ox et Oy {Eijr Cette valeur est beaucoup plus élevée
gue celle utilisée dans d’autres méthodes, poqukdkies elle ne peut dépasser 'unité.

En choisissant le pas de temps de cette manideesigmifie que l'interface ne peut jamais
traverser plus de cing éléments en un seul pasndstet donc que la valeur de la level set en
un nceud ne peut dépendre que de la level set degsreitués dans une zone d’épaisselx 5
autour de l'interface. Pour cette raison, I'équatite convection n’est résolue que dans cette
zone, occasionnant un gain de temps important. Br@ére analogue, une diminution ou une
augmentation du pas de temps entraineraient réspment une diminution ou une
augmentation de I'épaisseur de la zone ou il esessaire de résoudre la convection de la
level set.

u
max

4.2. Création des particules

Les particules étant utilisées pour corriger leactare diffusif de la méthode level set, elles
sont seulement placées autour de linterface. Datravail de Foster & Fedkiw [Fos 01], les
particules ne sont placées que d'un seul cétéimterface. Mais il a été prouvé depuis qu’en
placer des deux cotés est plus judicieux [Enr ORat.défaut, nous placon® darticules par
élément sur une épaisseur deautour de l'interface (avec d la dimension coésig).

Le générateur de nombre aléatoire utilisé pourepldes particules est celui employé par
Mokberi & Faloutsos. Il s’agit du Mersenne Twisthkr Matsumoto & Nishimura [Mat 00].
Nous l'utilisons tel quel sans chercher a comprensisn fonctionnement. En réalité, un
générateur de nombres aléatoires n’est pas indigpn pour faire fonctionner la méthode
PLS. En effet, il est tout a fait possible de d&ieer des positions fixes pour les particules au
sein de chaque élément. Avec 16 particules paretiéen 2D, il nous suffirait simplement de
disposer les particules de maniére réguliere &rieur de chaque cellule. Mais le nombre de
particules étant un parametre ajustable par KatiGur, une disposition automatique parait
fastidieuse a envisager sans un tel générateur.

Afin de pouvoir corriger la fonction level set uigurement, il faut garder en mémoire pour
chaque particule, en plus de sa position, deuxnmitions supplémentaires. Il s'agit du signe
et du rayon associé. Le signe nous permet de sdeajuel coté de I'interface la particule se
situe. Quant au rayon, il nous donne une indicationa distance de la particule a l'interface.
Il est choisi de la maniére suivante [Enr 02c] :
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Fmax Sl ‘(pp‘ > Mmax
rp = ‘(pp S r'min < ‘(pp‘ < I’max
rmin S ‘(pp‘ < rmin

avecr, le rayon de la particuleg, la level set interpolée sur la particulg,, et i,y les

rayons minimal et maximal d'une particule, dont lesmleurs par défaut sont
rn = 0Amin(Ax,Ay) etr,. = 05min( Ax,Ay).

La figure 4.9 nous montre un exemple de positiorer@rmitial des particules dans un cas ou
Ax = Ay.

Figure 4.9. Exemple de positionnement des parscule quadrillage noir représente les
éléments. Les particules bleues sont associées kvel set négative tandis que les particules
rouges sont associés a une level set positivetrais verts correspondent de gauche a droite
aux isovaleursp=—r ., €= —Tqin, ¢=0, @=rpn €L ¢ =T

4.3. Déplacement des particules

Pour que les particules puissent permettre de gawrra fonction level set, un schéma
numérique plus précis est utilisé pour les déplaiteragit de la méthode de Runge-Kutta
d’ordre 2 pour laquelle le calcul est le suivant :

avec X, et Xy la position de la particule a l'increment actuebd’incrément suivant. La
figure 4.10 illustre les formules ci-dessus.
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xi

po =

Figure 4.10. Déplacement d’'une patrticule.

4.4. Correction de la level set

Apres convection de la level set et des particléssparticules ayant traversé l'interface sont
utilisées pour reconstruire la level set. Pour itntifier, la valeur de la level set est
interpolée sur chaque particule. Si elle est neégait que le signe de la particule est positif,
ou inversement, la particule est alors employée.

Pour cela, une distance signée a la particuleadstilée sur chaque nceud de I'élément auquel
elle appartient. Cette distance est déterminéessimdant la particule a un cercle de rayon
rp (respectivement une sphere). Pour un nceud donog,avons :

¢(x)=5, (rp - HX - Xp”)

avec cp(Y() la distance signee entre la particule et le nagyda position de la particule &,
le signe de la particule.

Les particules de signe positif sont utilisées paaonstruire la zone pour laquedpe> 0 et
celles de signe négatif permettent la reconstmam® la zone pour laquelig< 0. Comme |l
peut y avoir dans un méme élément des particulesgtes positif et négatif qui ont traversé

linterface, Enright et al. [Enr 05] utilisent dé=vel sets intermédiair@’ et ¢ . Avant la
correction, @ =@ =@. Pour les particules de signe négatyf; = max (cp’, o" ) et
pour celles de signe négatif, = min(cp’,cp').

Une fois toutes les particules échappées priseompte pour corrigep’ et ¢, il faut en
déduire une seule valeur papgrace a I'expression qui suit :

Ainsi, la level set recoit la distance la plus pre@de l'interface.

4.5. Réinitialisation de la level set

Comme dans CIMLIb, la level set aprés convecti@shplus une distance signée. Il faut donc
procéder a sa réinitialisation. Pour cela, la tepm de premier ordre connue sous le nom de
marche rapide est utilisée [Set 96, Set 99]. Peidguconvection n’est résolue que sur une
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certaine épaisseur autour de l'interface, il endesméme pour la réinitialisation, qui n’est
faite que sur une épaisseur d&6

Nous orientons le lecteur désirant une descriptiwécise et un code fonctionnel de
I'algorithme marche rapide vers la librairie PLSMekhberi & Faloutsos [Mok 06].

4.6. Remarques

Comme la réinitialisation marche rapide peut engmaide trés légers déplacements de
I'interface, une correction de la level set par pesticules est également utilisée apres la
réinitialisation. Nous sommes toutefois forcé destater que cette correction ne se fait que
sur les éléments situés a l'interface et donc quprbpriété de norme de gradient unitaire
retrouvée par I'étape de réinitialisation n’estyout a fait vérifiée.

Il peut également étre intéressant de redéfiniay®n des particules a la fin d’'un incrément
en se basant sur les nouvelles valeurs de la katelMais puisqu’une telle redéfinition
entraine des erreurs, il vaut mieux ne pas en abHseight et al. proposent de I'effectuer
toutes les 20 itérations [Enr 05]. Cependant, nolugisissons ici de garder les valeurs
initiales. Une idée similaire est I'ajout ou la pugssion de particules pendant la simulation,
en fonction de leur densité de distribution. Dass das simples que nous considérons, nous
conservons I'ensemble des particules initial.

4.7. Effet de I'apport des particules

Nous avons décidé de ne pas montrer les résultata dnéthode PLS sur I'exemple du
rectangle considéré précédemment pour les diff@msiveurs CIMLib. En effet, compte tenu
du champ de vitesse incompressible et du positioene initial aléatoire des particules, la
correction de l'interface par ces derniéres engralas oscillations. Pour obtenir la bonne
solution, nous pouvons prolonger le champ de \atés$interface [Ada 99, Tan 06], ce qui
est assez simple a réaliser sur le type de maitlagsidéré ici.

Pour démontrer l'intérét du couplage entre lesipads et la level set, nous préférons
considérer I'exemple bien connu de la rotation ddencle. A l'intérieur d’'un domaine carré
de 1 m de coté est placé un cercle de rayon 15tcde eentre (0,5 m ; 0,75 m). Nous
appliquons le champ de vitesse incompressible Esntleux composantes sont données ci-
dessous :

v, =2n(05-y)
vy =2m(x - 05)

Avec un tel champ de vitesse, le cercle tourneuwnutln centre du domaine dans le sens
trigonométrique tout en gardant sa forme initidlenet 1 s pour revenir a sa position de
départ. Ses positions analytiques sont montréetadiigure 4.11 pour différents temps. En
prenantAx = 1 cm etAt = 5 ms, nous lancons le calcul avec et sanscpégt. La level set est
montrée dans les deux cas au début du calcul, aprésur et aprés deux tours sur la figure
4.12. Comme la level set n’a pas de significatiangdla zone ou elle n’est pas réinitialisée,
nous faisons le choix de la tronquet &Ax pour la visualisation.

Sans les particules, le cercle perd trés vite drigace a cause d’une résolution level set tres
diffusive [Mok 06]. Avec l'apport des particules,aigré l'ordre peu élevé des schémas
numeériques pour la convection et la réinitialisatita conservation est plutét bonne. Nous
observons une perte de moins de 1 %.
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O O
O o O

Figure 4.11. Position analytique du cercle poufédiints temps. De gauche a droite, t = 0 ;
0,25;0,5;0,75et1s.
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Figure 4.12. Level set au début de la simulatioggiache), aprés un tour (au milieu) et apres
deux tours (a droite). Calcul avec particules (aathet sans particules (en bas). L’ensemble
du domaine de calcul est montré. Le trait blarfeteprésente l'interface.

5. Comparaison des deux méthodes

Nous allons a présent évaluer la précision des aegthodes introduites en utilisant deux
tests classiques de la littérature pour lesquslsiamps de vitesse sont fixés.

5.1. Rotation d'un disque

Nous reprenons le cas de la rotation d’'un disqpesix ci-dessus. Ce cas vraiment trés simple
a ete largement utilisé dans des travaux du CEMEE& 04, Bas 06, Vil 11a, Vil 11b]. Ville
et al. [Vil 11a, Vil 11b] ont notamment effectuésdealculs avec plusieurs tailles de malille et
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pas de temps en déterminant a chaque fois la a@tiar de la surface du disque. lls ont pour
cela utilisé le solveur LevellerS. Nous nous prapasici d’utiliser le solveur LevellerT et de
comparer les résultats obtenus avec ceux obtemua pethode PLS.

Pour évaluer la surface de l'objet au cours deidaulation avec la méthode PLS, nous
utilisons la technique décrite par Caiden, FedkivAgderson [Cai 01]. Avec CIMLib, nous
employons la méthode introduite dans le deuxienapitte.

Nous considérons des tailles de maille entre 1 thram et des rapports entre la taille de
maille et le pas de temps de 1 th& 16 m.g pour les deux méthodes. Nous n’allons pas
montrer les conservations obtenues avec CIMLib pdfit = 1 m.§', car les résultats sont
alors pollués par des oscillations apparaissarnioad du domaine. En effet, pour les pas de
temps correspondants, la condition CFL n’est pkspectée, en particulier sur les quatre
coins du domaine de calcul pour lesquels la norenka ditesse est la plus grande.

Sur les coins, nous avorfs||= 444m.s'. Sur le contour du disqudy|= 251 m.s* au

maximum durant la simulation. Cette valeur estigale et la norme maximale de la vitesse
sur le contour peut étre légerement supérieureratigpe. La valeur de la vitesse loin de
I'interface n’est censée jouer aucun réle dansolavection du cercle. Par conséquent, nous

décidons de la tronquer en impos#\?ﬂs 3 m.s'. La figure 4.13 représente les champs de

vitesse initial et tronqué, ainsi que les leves sditenues avec le LevellerT apres 1 s pour une
taille de maille de 10 mm et un pas de temps dmd@vec ces deux champs de vitesse. Des
oscillations sont présentes dans les deux casgdeefi Toutefois, elles sont beaucoup plus
importantes avec la vitesse initiale, puisqu’edlarainent la création d’'une nouvelle interface
dans le coin inférieur droit du domaine, ce quishigas le cas en utilisant la troncature de la
vitesse. Bien évidemment, pour une simulation gloplexe, nécessitant par exemple un
couplage avec d’autres solveurs éléments finis,telites apparition de matiére a bien souvent
des conséquences catastrophiques sur les solatiw@sues. Avec la méthode PLS, puisque
I’équation de convection n’est résolue que surfimebande autour de l'interface, le champ
de vitesse loin de l'interface n’est pas utilisesldes calculs et le tronquer ne modifie pas les
résultats obtenus.

Notre étude sur la taille de maille et le pas dap® est illustrée sur la figure 4.14. Cette
figure représente la perte de surface du cerclgaliniexprimée en pourcent, aprés une
rotation. Pour nous placer dans les mémes conditjme Basset et Ville, nous n’avons pas
tronqué la vitesse. Cette figure nous permet ée pilusieurs conclusions importantes.

Pour hAt = 2.m.§' (& gauche de la figure 4.14), CIMLib donne desllmis résultats que la
méthode PLS. Nous notons cependant que I'écae wdmrésultats est de plus en plus faible a
mesure que la taille de maille est diminuée. Ndilssans les huit points correspondant a
h/At = 2.m.§" pour tracer la figure 4.15, qui nous donne lagde surface en fonction de la
taille de maille pour les deux méthodes. La réaductle I'écart entre les résultats obtenus par
les deux méthodes est clairement visible sur dejtee, avec une vitesse de convergence
supérieure pour la méthode PLS.

Revenons a I'analyse de la figure 4.14. Pour umailsition a une taille de maille donnée, |l
n'est pas facile de déterminer le pas de tempsmaptpour lequel nous avons un bon
compromis entre temps de calcul et erreur comrRigar les deux méthodes, nous n’'obtenons
pas la bonne solution si le pas de temps est tapdg En le diminuant, nous arrivons a avoir
des résultats cohérents, qui sont encore améliorggue le pas de temps est diminué pour la
méthode PLS. Méme si pour réduire le temps de kalcwne parait pas judicieux de
considérer it > 4 m.§", nous voyons que les résultats ne sont pas dégsidé pas de
temps diminue. Au contraire pour CIMLIib, prendrepas de temps trop petit augmente a la
fois le temps de calcul et la perte de surfacendmbre de simulations est sans doute trop
faible pour approfondir cette observation, maisnibus semble tout de méme que
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'augmentation de la perte en fonction de I'invedsepas de temps est plutbt réguliére, les
trois points avec les pas de temps les plus petits chaque taille de maille formant des
droites paralleles les unes aux autres. Nous tetmrisde méme a proposer I'explication

suivante. Diminuer le pas de temps implique un pjuand nombre de résolutions de

I’équation de réinitialisation convective et dontplus grand nombre de réinitialisations. Or,
une réinitialisation ne permet pas de conservectergent la définition de l'interface et il est

donc préférable d’en effectuer le moins possible.

el e I

Norme vitesse (m/s) Level set (m)
008 006 004 002 00 002 004 006 008 0.1

Figure 4.13. En haut & gauche : champ de vitessal.iicn haut & droite : level set pour le

champ de vitesse initial aprés 1 s. En bas a gauchamp de vitesse tronqué. En bas a
droite : level set pour le champ de vitesse trongpées 1 s. Le trait noir représente
I'interface. Ces résultats sont obtenus avec heswolLevellerT.
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Figure 4.14. Conservation obtenue par le solveweleT de CIMLib et la méthode PLS
pour différents tailles de maille et pas de tentps.pointillés, résultats CIMLib et en traits
pleins résultats PLS. Les tailles de maille sodignées directement sur la figure.
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Figure 4.15. Vitesse de convergence des méthodédkikkt PLS.

5.2. Test du vortex

Nous voulions initialement présenter des résulgats la rotation du disque de Zalesak
[Zal 79], mais ce cas test déja étudié sommairempantVille [Vil 11a, Vil 11b] ne nous
apprend pas grand-chose de plus que I'étude meanék sotation du disque. Nous nous
contentons donc de souligner que ce test est unirmhoateur des erreurs de diffusion
rencontrées dans une méthode de déplacement thoesret qu'il est largement utilisé dans
la littérature. Mais il ne nous renseigne aucundrsan la capacité de nos deux méthodes a
représenter de maniére précise des structuresefi@ines longues et fines, qui peuvent
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apparaitre lors de certains écoulements, comme reguontrés par Bell et al. [Bel 89]. Nous
utilisons donc le champ de vitesse donné par Rédd¢othe [Rid 98]. Ce test est déja

employé dans CIMLib par Olivier Basset [Bas 06].dezcle initial est placé au méme endroit
gue précédemment et le champ de vitesse incomplessinsidéré est donné par :

v, = -2sin?(mx)sin(ny)cogny)
v, = 2sin(rx)coqmx)sin®(my)

Pour les deux méthodes, le pas de temps est piapwet a la taille de maille. Pour une taille
de maille de 2 mm, nous prenoAs = 1 ms pour CIMLib et 5 ms pour la PLS. Nous
souhaitons étudier la conservation de la surfagésapn temps de 5 s. La figure 4.16,
représentant la level set pour la PLS avec h = 1 nmas donne une idée assez précise de la
forme de I'objet a la fin de la simulation.

Etant donné que pour une taille de maille identidgi¢emps de calcul de la méthode PLS est
beaucoup plus faible, nous comparons les résulieésdeux méthodes a temps de calcul
équivalent et non a taille de maille équivalentensA la figure 4.17 nous donne la
conservation en fonction du temps de calcul posrdeux méthodes. Afin de prendre une
échelle logarithmique pour cette figure, nous namdrla valeur absolue de la conservation
calculée comme suit :

S -S|
S

C=

avec§ et§ les surfaces initiale et finale et C la conséovat

Le temps de calcul représenté ne comprend ni lpgeta traitement nécessaire pour calculer
la surface, ni celui des différentes sorties effées. Si pour les deux méthodes, la
conservation s’améliore lorsque le temps de cadigmente et donc lorsque la taille de
maille diminue, les résultats sont tout de méme diérents. Notamment, nous constatons
un gain de surface avec CIMLib et une perte avemédshode PLS. CIMLib est également
beaucoup plus lent pour donner un méme pourcemtag®nservation. Ainsi pour une taille
de maille de 2 mm, la méthode PLS donne une perte4l % pour un temps de calcul de 50
s, alors que CIMLib donne un gain de 7 % en un teplps de 1000 fois supérieur. Les
résultats avec CIMLib sont comparables avec cetiemis par Olivier Basset qui évoque un
gain de 5 % pour un temps plus court et une tdédlenaille plus importante [Bas 06].

Des tests avec des champs de vitesse fixés exéjalgment en trois dimensions. Toutefois,
compte tenu de I'étude 2D que nous venons de meaas, sommes convaincu que présenter
une étude 3D n’aurait qu'un intérét assez faibteirRvoir un apercu de la comparaison entre
les résultats CIMLib et PLS, nous conseillons autelar les travaux de Ville et al. [Vil 11a,
Vil 11b] et ceux de Enright et al. [Enr 05]
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Figure 4.16. Level set apres 5 s pour la méthodg @®lec h = 1 mm.
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Figure 4.17. Conservation de la surface du cemléoaction du temps de calcul pour les
méthodes CIMLIib et PLS.

5.3. Conclusion

La comparaison entre les deux méthodes nous senldgantage de la méthode PLS. Elle
est beaucoup plus rapide a précision équivalernteolire elle est tres utilisée dans la
littérature, dans laquelle de nombreuses amélmratet variantes sont proposées [Hie 05,
Gau 08, Los 04, Los 07, Pig 05, Wan 09], parmi ledigs nous pouvons citer la méthode
MLS [Mih 06, Mih 07, Mih 08, Mih 09, Elm 11] qui pmet de limiter grandement le nombre
de particules et donc le colt de calcul et la ménoécessaire, surtout en 3D.
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Malheureusement, les résultats PLS présentés acit iété obtenus qu’avec la librairie de
Mokhberi & Faloutsos [Mok 06]. Intégrer cette mé&lkoa CIMLib n’est pas un travall
simple. En effet, l'architecture de notre librairie calculs éléments finis est totalement
différente de celle nécessaire a I'implémentatienadméthode PLS. Les solveurs de CIMLib
sont tous utilisables en paralléle sur des maiflagaaédriques (ou triangulaires en 2D) non
structurés, alors que nous avons utilisé des cas®duentiels sur des maillages rectangulaires
structurés pour la méthode PLS. Nous n’avons ere @as détaillé d’applications 3D sur des
maillages hexaédriques.

Pour incorporer la méthode PLS telle quelle dandld, il nous faudrait ainsi étre capable
de la rendre parallele et de transférer les donrggse maillages tétraédriques et
hexaédriques. Les différentes étapes de la métRbde sont facilement parallélisables, a
I'exception de la réinitialisation marche rapideyi @st séquentielle par nature. Mais des
implémentations paralléles de cet algorithme emtstsomme celles proposées par Tugurlan
[Tug 08] et Herrmann [Her 03]. En ce qui conceredransfert de données entre les deux
types de maillage, certains outils, comme l'intéspon des champs lors du remaillage, sont
déja disponibles. De plus, un tel transfert a ééamis en place dans CIMLIib par Carozzani
et al., dans le cadre d’'un couplage entre automzg#slaires et éléments finis [Car 12].
Cependant, les interactions entre les deux maslagétant différentes de celles dont nous
avons besoin, une réflexion plus approfondie eses&aire pour déterminer si ces outils sont
exploitables dans notre situation.

Il est également envisageable d’'adapter la métiRid® a des éléments tétraédriques, afin
d’améliorer la précision du LevellerT. Une telleapthtion n’existe pas a notre connaissance
dans la littérature.

Une autre solution consisterait a ne considérer lgumaillage hexaédrique nécessaire au
fonctionnement de la méthode PLS. Il faudrait algue nous développions des solveurs
compatibles avec I'utilisation d’'un tel maillageou? cela, nous étudierions sans aucun doute
les travaux de Fedkiw et de son équipe de maniétaillée et notamment l'article de
Losasso, Gibou & Fedkiw, dans lequel une méthodeédelution des équations de Navier
Stokes sur un maillage de type octree est détrite 04].

6. Test de l'inclusion

Comme dans le chapitre précédent, nous avons cHaisiiser le test de traction de
I'inclusion pour valider notre solveur LevellerTolds considérons une inclusion sphérique de
rayon 25 pm placée au centre d’'une matrice cubitjlenm de c6té. Comme nous voulons
simplement valider le solveur d'interface dans bapitre, matrice et inclusion ont méme
viscosite, les deux matériaux étant choisis newtmiLe repére orthonormé utilisé possede
le méme centre que l'inclusion. Le champ de vitess&ant alors identique quelle que soit la
position de 'inclusion, nous utilisons sa valenalytique dont les composantes sont données
ci-dessous :

Vy, -V
kx . ; _k_zz aveck =—__—b

<
<
I
|
<
I
>
<
<
N
I

Vet V|, sont les vitesses imposées sur les plans supéignférieur de la matrice et H la
hauteur de la matrice. Nous prendhs = -V, = p@s5s’.

D’apres Gilormini & Montheillet, une inclusion spigue placée dans une matrice soumise a
ce champ de vitesse se transforme en ellipsoidéwbdution [Gil 86]. Il est ainsi possible de
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déterminer I'évolution analytique de la forme déndlusion au cours du temps. En
considérant que a est la longueur du demi-axe idelusion suivant I'axe de traction, la
vitesse maximale sur le contour de I'inclusion anivOy s’écrit :

vy =ka.

Ce qui, apres intégration et prise en compte dendition initiale nous donne :
a=Rexplkt)
R étant le rayon initial de I'inclusion.

6.1. Solution numérique

Nous utilisons un maillage du méme type que cehéisgnté dans la sous-partie 4.1 du
troisieme chapitre, avec une taille constante gem2sur une épaisseur de 35 um autour de
l'interface, un coefficient directeur f de 0,2 (vtest de I'inclusion dans le chapitre précédent)
et une taille de maille maximale de 50 um. Nousugams la traction sur une durée de 4000 s.
Pour déterminer la longueur du demi-axe suivantaOghaque incrément, nous calculons
simplement 'ordonnée des deux points d’intersecgatre la surface de l'inclusion et I'axe
des ordonnées. La différence entre ces deux orésmma@us donne alors la longueur de I'axe
complet de I'ellipse, que nous n'avons plus quiasdir par deux.

La figure 4.18 montre le contour de l'inclusion début de la simulation, aprés 2000 s et
apres 4000 s en utilisant un pas de temps de #0Qise épaisseur de lissage de la fonction
level set de 10 fois la taille de maille moyenne.

50 pm

Figure 4.18. Contour de l'inclusion au début dwcahlaprés 2000 s et aprés 4000 s.

Sur la figure 4.19 nous pouvons voir I'évolution t#e longueur du demi-grand axe de
I'ellipsoide de révolution au cours du temps. Ldeua numérique est trés proche de la
solution analytique. Aprés 4000 s, le volume decliision est de 65263 frpour un volume
initial de 65315 prh Cela représente une perte de volume de 0,079 %.
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Figure 4.19. Evolution de la longueur du demi-gramé au cours de la simulation. Solution
analytique en trait plein et solution numériquar@arques ponctuelles.

Pour ce calcul, nous avons mené une étude en donde la taille de maille et du pas de
temps. Comme prévu, nous obtenons de meilleurdtatsypour une taille de maille plus
faible. En revanche le choix du pas de temps esizagélicat, puisque sa diminution entraine
parfois une dégradation des résultats. Ces obsmmgattant similaires a celles obtenues pour
la rotation du disque, nous jugeons inutile deplgsenter.

6.2. Epaisseur de lissage

Nous relancons le calcul précédent pour différedesisseurs de lissage et montrons les
volumes obtenus aprés 4000 s sur la figure 4.2QisNmnstatons que plus I'épaisseur de
lissage est grande, meilleure est la conservat@omme illustré par la figure, cette
amélioration est loin d’étre négligeable, puisquengdre une épaisseur de®df (point non
montré sur la figure pour lequel la level set aldiest une distance signée) permet d’obtenir
une perte de 0,00011 %, 70 fois plus petite que pelur E = 10 h.

65320 - Volume initial

*
65300 -

65280 | .
Volurrle final

65260 -

65240 -

Volume (um 3)

65220 -

65200

*

10000

1 10 100

E/h
Figure 4.20. Volumes initial et final en fonctioe tépaisseur de lissage. Volume initial en
rose et volume final en bleu.

1000

Nous avons vu, lors de la présentation du LevellgtE prendre une épaisseur de lissage trés
grande revient a ne pas faire de réinitialisatibpermet de mieux calculer la position de
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I'interface. Cela est confirmé par comparaison idesaleurs analytique et numérique pour
E = 10° h. Il faut tout de méme souligner que cette otmtéom est valable car nous
considérons des champs de vitesse linéaires, pequels le gradient de la level set, méme
s’il n’a plus une norme unitaire, possede des valges régulieres. Avec le champ de vitesse
unidirectionnel utilisé pour tracer la figure 4lé, gradient avait d'ailleurs exactement la
méme valeur sur tout le domaine, avant réinitiibsede la level set.

Nous pouvons ainsi affirmer que dans cet exempleginitialisation est responsable de la
plus grosse partie de la perte de volume. Il egtcdwécessaire de connaitre I'épaisseur de
lissage minimale a considérer pour obtenir une bom@initialisation, afin de respecter au

2
mieux “i(ﬂ‘ :1—[EJ , tout en minimisant la perte de volume.

Connaissant la forme de I'ellipsoide apres 40000sis sommes capables de déterminer la
valeur analytique de la distance signée a l'intarfsur 'ensemble du domaine. A partir de la
level set et de I'épaisseur de lissage, nous aomifis’argument tangente hyperbolique pour
accéder a la valeur de la distance signée pouruehagnulation. Pour simplifier notre
analyse, nous n’allons considérer que les valeita tevel set sur 'axe des abscisses et celui
des ordonnées, ce qui est suffisant pour avoiidémde la qualité de la réinitialisation. Nous
pouvons ainsi hous contenter d’utiliser le caloilla distance d’un point a une ellipse décrit
par Eberly dans sa configuration la moins comp[&ke 08].

Les figures 4.21 et 4.22 représentent la différemrdre les distances signées analytique et
numérigue suivant les axes Ox et Oy, pour des sdexiet des ordonnées proches du centre
du repere. Nous choisissons de tracer cette ditérelutét que la valeur de la distance
signée elle-méme, car cela permet d'utiliser uneelde beaucoup plus petite et de mieux
visualiser les résultats.

Comme attendu, augmenter I'épaisseur de lissagaieatune erreur plus importante, rendant
ainsi la réinitialisation moins performante. Cepamgd méme avec une épaisseur de lissage
faible, I'erreur est loin d’étre négligeable. Paemple, la distance signée pour E/h = 5 et le
point de coordonnées x = 40 um et y = 0 est de020¢id (point montré par une fleche rouge
sur la figure 4.21) a comparer a la valeur analgide 19,53 um. Cela représente donc une
erreur de 6 %. Pour E/h =5 et le point de coordesrx = 0 et y = 60 um (point montré par
une fléche rouge sur la figure 4.22), les valeunmérique et analytique sont de 20,13 um et
22,70 um et I'erreur est alors supérieure a 11 %.

Pour calculer I'erreur commise, il semble toutefmitéressant et plus logique de rapporter
I'écart sur les valeurs analytique et numériqudadievel set a son déplacement analytique.
Pour x =40 um ety = 0, la level set initiale @st15 pm et nous avons donc un déplacement
analytique de 4,53 um (19,53 — 15) pour un écatt, #ié pum (20,7 — 19,53). Pour x = 0 pm et
y = 60 um, la level set initiale est de 35 um addplacement analytique est alors de 12,3 um
(19,53 — 15) pour un écart de 2,57 um (22,70 £30Nous avons alors respectivement 26
et 21 % d’erreur, ce qui semble important.

Les deux figures 4.21 et 4.22, nous donnent urea@nseignement. En effet, elles nous
permettent de savoir si la distance calculée epérgeure ou inférieure a la distance
analytique : quand I'erreur est négative, la valeumérique est supérieure et quand l'erreur
est positive la valeur numérique est inférieura &dleur analytique. Nous remargquons ainsi
que pour les points a I'extérieur de l'inclusiorr §axe Ox (ceux pour lesquels |x| > 20 um
sur la figure 4.21), la valeur numérique est swu#s a la valeur analytique et inversement
sur I'axe Oy (pour les points ayant |y| > 37 um lsufigure 4.22). Cela s’explique par le
champ de vitesse que nous imposons. Si nous nivagésajue I'équation de convection, les
isovaleurs analytiques a I'extérieur de I'inclusgont de plus en plus éloignées suivant I'axe
Ox et de plus en plus rapprochées suivant I'axe@gst ce qui est observé numériquement,
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avec ou sans réinitialisation. Simplement, la t&lhsation permet d’atténuer plus ou moins
le rapprochement ou I'éloignement des isovaleurgprction de I'épaisseur de lissage.

_ | [=—Em=5
§ 3 Efh=10 :
\g 2 Eh=20
% 1| Efh = &0
_ &0 .
3 —E/=10000) ,_,__...--"'"'“ﬁ'""--....u Analytique
c 0 TR == g
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©
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Figure 4.21. Erreur sur la distance signée le ldad'axe Ox pour différentes épaisseurs de
lissage.
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Figure 4.22. Erreur sur la distance signée le ldad’'axe Oy pour différentes épaisseurs de
lissage.

Nous pouvons tronquer le champ de vitesse pourxmi@uitialiser notre fonction level set.
Au cours du calcul, la longueur du demi axe decliision suivant I'axe Ox décroit, sa valeur
initiale et maximale étant de 25 um. Pour une alscile 30 um, le champ de vitesse suivant

Ox vaut 1,5 nm: Donc si nous prenong/,|<15nm.s’ et [v,[<15 nm.s', nous ne

modifions pas le champ de vitesse dans le voisimagehe de linterface tout au long du
calcul et la forme finale de l'inclusion reste dddentique. En revanche, la figure 4.23, qui
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est I'équivalent de la figure 4.21 avec une viteBsaquée, nous montre que la distance
signée numérique est plus proche de la distanceesignalytique, en particulier pour les
abscisses supérieures a 30 um (abscisse a paldigwidle la vitesse suivant Ox est tronquée)
et pour les épaisseurs de lissage les plus imgegan

—s—FE/h=5
Eh=10
E/h=20

—+—E/h =150

——FE/h = 10000

Erreur sur la distance signée (um)

'4 T T T T T T T 1
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Abscisse (um)

Figure 4.23. Erreur sur la distance signée le ldad'axe Ox pour différentes épaisseurs de
lissage avec une vitesse tronquée.

Nous venons de voir de maniére claire que modi@iethamp de vitesse loin de l'interface
peut permettre une meilleure réinitialisation ddeleel set. Pour cela, il semble logique de
propager la vitesse a linterface, comme suggémé Tz & Zabaras sur des maillages
rectangulaires et hexaédriques structurés [Tan@&pendant, proposer un tel traitement sur
des applications paralléles, basées sur des n&sllaQ non structurés, pouvant présenter une
forte anisotropie et quels que soient le champitsse et les interfaces considérés, est loin
d’étre trivial.

Pour modifier la réinitialisation, il est aussi pitde de changer la valeur du parametre
Dans tous les calculs, nous avons phkis h/At. Diminuer cette valeur dégrade la
réinitialisation et entraine une meilleure constova Cela a donc le méme effet qu'une
augmentation de I'épaisseur de lissage. Au coetraiiliserA > h/At dégrade la conservation
mais améliore la réinitialisation. Cependant, cailtdt n’est observé dans notre cas que pour
A < 1,8 hAt. Il est tout a fait probable que cette limiteigasi un autre pas de temps est
considéré.

En conclusion, bien que conscient des limites deerenlveur de réinitialisation convective,
nous utilisons par la suite, sauf précision corgtaiine épaisseur de lissage de dix fois la
taille de maille a l'interface, pour laquelle noestimons qu'un bon compromis entre
conservation du volume et qualité de la réinitalsn est obtenu. Nous utilisons également
A = h/At.
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6.3. Remaillage

Nous avons pour le moment considéré un seul mailf@mur I'ensemble de la simulation.
Pour obtenir des résultats cohérents, nous avoiliséuta solution analytique afin de
déterminer la configuration de l'inclusion dansmatrice au cours du temps. De maniere tres
simple, nous avons alors employé un maillage fuecaine taille de maille constante dans le
voisinage de l'inclusion tout au long du calculo&¥der de cette facon n’est pas optimal. En
effet, il est possible de considérer une taille rdaille constante dans le voisinage de
I'inclusion en effectuant des remaillages, ce aqgringet de diminuer I'épaisseur sur laquelle la
taille est constante.

Pour le remaillage, nous adoptons la méme formoimant la taille de maille en fonction de
la distance que celle utilisée au début de la stiarl, ce qui permet de comparer les résultats
avec et sans remaillage. Pour cela, il est négesdai recalculer la distance signée avant
chaque remaillage. L'argument tangente hyperboligétant pas défini pour des valeurs
supérieures ou égales a un, nous devons alors ddeation au choix de I'épaisseur de
lissage. En effet, prendre une épaisseur de ligsagdaible est impossible dans ce probleme,
puisque compte tenu de la précision machine limigé&evel set utilisée pour le LevellerT a
une valeur égale a I'épaisseur de lissage loin’ideerface, et il est donc impossible de
déterminer de nouveau une distance signée. Nousigmal sans doute appliquer directement
la taille maximale de 50 um sur les noeuds pourukdsgla distance signée ne peut étre
obtenue. Cependant, cela pourrait entrainer unatiar de la taille de maille moins réguliere
gue dans les calculs sans remaillage. Nous nou®rdons par conséquent d’utiliser une
épaisseur de lissage de®d1@ (la level est alors une distance signée), pogudbe ce
probléme est évité.

Les deux parametres clefs de notre étude sonti$sgar et la période de remaillage. La
figure 4.24 illustre le volume final de Il'inclusiopour différentes valeurs de ces deux
parametres. Afin que le remaillage présente unréfténous prenons un temps final de
12 000 s, pour lequel, avec I'épaisseur de 35 [intjusion n'est plus entierement contenue
dans la sphére initiale de rayon 60 um possédamttailte de maille de 2 um a la fin du
calcul. En effet, aprés 12 000 s, la longueur ditplg du demi-axe suivant Oy est de 83 pum.

65350 -
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65250 |

“ 65200 -
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Z 65150
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E 65000 - Epaizseur =20 pm
64950 -| Epaisseur=35 pm

64900 -

64850
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Figure 4.24. Volume final de I'ellipse pour diffétes épaisseurs et périodes de remaillage.
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Comme prévu, pour une épaisseur plus importanteremmaillage moins fréquent est
nécessaire. Cependant, remailler plus souventmblegas dégrader les résultats.

Nous tracons I'évolution du volume au cours deifaugation pour une période de remaillage
de 5000 s et les 4 épaisseurs sur la figure 4.@5r Rpaisseur de 5 um, nous notons une
baisse du volume avant le premier remaillage eB0@0 et 5000s, ce qui signifie que
I'interface n’est plus située dans une zone poquddle la taille de maille est de 2 um. Le
remaillage permet alors de remédier a cela. Cemgmiasque la taille de maille a l'interface
est modifiée, il en résulte une perte de volummtmyisée par les traits verticaux de la figure
4.25. Apreés le remaillage, le volume se stabiligsgu’a ce que l'interface sorte de nouveau
de la zone finement remaillée.

65320 -
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65280 -
_ 65260 -
™
£ 65240 -
= R
g 65220 —— Epaisseur=5 pm
=2 65200 - —— Epaisseur= 10 pm
> 65180 - Epaisseur=20 pm
65160 Epaisseur=35 pm
65140 - NP
65120 \ \ \
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
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Figure 4.25. Evolution du volume de l'inclusion@urs du temps pour différentes épaisseurs
de remaillage.

Il faut toutefois noter que la perte de volume aVépaisseur de 5 um et la période de
remaillage de 5000 s est relativement limitée, quesnous ne calculons gu’une différence de
0,48 % par rapport au volume analytique (de 654B0. A titre de comparaison, pour la
simulation avec une épaisseur de 35 um et unedetrile remaillage de 100 s, soit un
remaillage a chaque incrément, la différence papae au volume analytique est de 0,20 %.
La figure 4.26 révéle pourtant que le temps deutast trés différent. Il s’agit respectivement
de 1343 s (22 min) et 65 640 s (18 h), soit un odpgpe 50 entre ces deux simulations. Nous
remarquons toutefois que la différence entre ldsmes numeériques initial et final peut
justifier 'emploi d’un calcul plus précis. En effde volume initial numériqgue de l'inclusion
est de 65315 um pour I'ensemble des calculs, $agde les volumes finaux pour les
simulations durant 65640 et 1343 s sont de 658&t®5 138 um, ce qui représente
respectivement une différence de 1 et de 177 prpei@&ant, vouloir a tout prix minimiser
I'erreur faite au cours de la simulation au détrnimdu temps de calcul alors que I'erreur
initiale de discrétisation de la sphere est déja3fepum n’est pas forcément une bonne idée.
Dans notre cas, le meilleur compromis semble &iteru avec une épaisseur et une période
de remaillage de 10 um et 2000 s, puisque nousoliseune différence entre les volumes
analytigue et numérique de 0,21 % en 3100 s (52.nh@s trois points utilisés dans ce
paragraphe sont mis en avant sur la figure 4.26.
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Figure 4.26. Temps de calcul en fonction de I'épais et de la période de remaillage.

6.4. Maillage anisotrope

Jusqu’a présent, nous avons considéré des mailiagespes, pour lesquels la taille des
éléments est similaire dans toutes les directidtwur essayer d’optimiser la résolution
détaillée dans ce chapitre, il est possible d’akexpurs a des éléments anisotropes, possédant
une taille différente suivant la direction. Celaviddt a priori nous permettre de réduire le
temps de calcul a précision identique.

Coupez et Zerguine utilisent dans leurs application estimateur d’erreur pour capturer au
mieux les interfaces lors de calculs dynamiquesu[@d, Zer 10]. C’est ce que nous
souhaitons également faire. Toutefois, comme I#&rdnts paramétres d’un tel outil ne sont
pas faciles a calibrer, nous tenons a procédepgtiées étapes. Nous étudions tout d’abord le
comportement du LevellerT sur un maillage anisarojgvoluant pas au cours du temps. Ce
maillage anisotrope est obtenu en utilisant la déheadétaillée dans la sous-partie 5.2 du
deuxieme chapitre et dans un article de Bernacki. ¢Ber 09]

Comme nous l'avons vu, la détermination de la dade maille associée a ce type de
remaillage passe par le calcul du gradient de atfon distance. La distance étant définie
aux noeuds, le gradient est défini aux élémentsr Béfinir le gradient aux nceuds, nous
effectuons une moyenne de la valeur sur I'enserdbte éléments entourant chague nceud.
Cependant, comme cela entraine un manque de pré@sique nous remaillons seulement
sur la sphere initiale, nous préférons utiliservédeur analytique du gradient donnée ci-

dessous :
avecr =4/x% +y2 +z2.

Nous définissonsihla taille de maille dans la direction du gradidetla level set etshla
taille de maille dans les deux autres directiores @eux valeurs sont utilisées pour définir le
maillage a l'intérieur d’une sphere de 60 um censid@el’origine du repere. A I'extérieur de
cette spheére, la taille de maille est isotropee Ebt calculée comme précédemment, en
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utilisant la taille b, pour opérer la jonction entre les deux zones. tingpe 2D d’'un tel
maillage est montrée sur la figure 4.27. Dans & waus avons;iF 1 ym et h= 8 um. La
sphere rose de rayon 25 um représente le contdial idé I'inclusion. Le trait noir est un
cercle de rayon 60 um, délimitant la frontiere erdas zones de remaillages anisotrope et
isotrope.
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Figure 4.27. Coupe 2D montrant I'anisotropie desnéldéts autour de l'inclusion poui h 1
umeth=8pum.

Le choix de I'épaisseur de lissage pose égalentehigme avec un maillage anisotrope. En
effet, il est commun d'utiliser une épaisseur prtipanelle a la taille des éléments a
I'interface, mais cette taille varie suivant lesredtions. Nous devons par conséquent
considérer soit une épaisseur trés grande, soitépaésseur proportionnelle a la taille de
maille, dont la valeur optimale change vraisemblaelet en fonction de I'étirement des
éléments. Les résultats pour des épaisseurs éydaliesfois h et dix fois h ne montrent pas
une ameélioration de la conservation a temps deukcaquivalent pour des maillages
anisotropes. Nous décidons de commenter seulememnédedtats pour une épaisseur de
lissage infinie (en pratique 1Dhy), pour laquelle aucune réinitialisation n’est daipour
simplifier 'analyse.

Afin de respecter la condition CFL, le pas de terdp# s’adapter a la taille de maille
minimale. Ainsi, nous choisissons respectiverdgnt 50 s, 100 s, 150 s, 200 s, 250 s et 300 s
pourh=1pm, 2 um, 3 um, 4 um, 5 umet 6 um.

Comme l'augmentation de la taille de maille entraime perte de volume de la sphére
initiale, nous décidons de ne pas montrer la ceasen pour chaque simulation mais plutét
de représenter les différents volumes obtenus, mues pouvons comparer au volume
analytiqgue de la sphére. La figure 4.28 illustrevédume aprés 4000 s (aprés 4050 s pour
h; = 3 um) en fonction de;tet . En augmentant;hle volume final s’éloigne de la solution
analytiqgue. En revanche lI'augmentation deahun effet beaucoup moins important sur le
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volume final, ce qui indique que le résultat estataage influencé par la taille de maille
maximale.

Analytique

65200 -

65000 -

64800 -

64600 -

64400 -

Volume final (um 3)
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64000 -

63800 \ \ \ \ \ \

h2 (um)
Figure 4.28. Volume final de I'inclusion en fonctides tailles de maille; ket hy.

Ce constat ne plaide pas en faveur de l'utilisaiam maillage anisotrope. Cependant, il
nous manque encore une donnée importante pour clsamuéation, qui n'est autre que le
temps de calcul.

Ainsi, la figure 4.29 donne pour chaque simulat®wolume final de 'inclusion en fonction
du temps de calcul associé. Sur cette figure, téstp rouges représentent les simulations
avec un maillage isotrope, pour lesquellesHy. Les points situés a gauche (ou au-dessus)
de ce trait correspondent alors a des simulations lesquelles le compromis entre le temps
de calcul et la conservation du volume de I'inadasest meilleur que pour les simulations a
maillage isotrope. Or, aucun point symbolisant deaulations a maillage anisotrope n’est
situé dans ce domaine.

Nous déconseillons par conséquent vivement I'atili; d’'un maillage anisotrope calculé a
partir d'une fonction distance pour simuler avecLkvellerT le déplacement d’interfaces
soumises a un champ de vitesse issu d’un tesadtotn uniaxial.

Nous tenons également a apporter une réponse jadtmn selon laquelle I'anisotropie ne
dégrade la qualité de nos simulations que parcenque considérons un maillage fixe, pour
lequel les éléments ne sont plus adaptés pouridéémolution de la fonction level set au
cours du temps. Pour cela, nous utilisons le reagslladaptatif pour la simulation avec
h; =2 um et h=8 um. Le gradient de la level set ne peut giurs étre calculé a l'aide de la
formule analytique. Nous remarquons que le volumal fobtenu apres 12 000 s est moins
élevé que celui a maillage fixe, et ce quelle quiela période de remaillage. En outre, plus
les remaillages sont fréquents, plus la perte dewe est importante.

Cela s’explique par une différence fondamentaleedlet remaillage isotrope de la sous-partie
précédente et le remaillage anisotrope utiliséStie remaillage isotrope est effectué au bon
moment, la taille de maille a 'interface reste dante et les nceuds sont dans le pire des cas
seulement tres légérement déplacés, ce qui n’aetrai’une modification minime du volume
de linclusion. Au contraire, avec le remaillageisatrope, la taille de maille varie pour
chaque remaillage, car elle est fonction du gradient level set, dont le calcul au nceud est
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de plus relativement imprécis. La position des neaildinge par conséquent beaucoup plus a
chague remaillage, ce qui provoque une importaaitee gle volume.
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Figure 4.29. Temps de calcul en fonction des tadie maille het h.

Nous n’avons pas encore donné d’explication quantingfficacité du maillage fixe
anisotrope. Deux nous semblent pourtant évideriesis observons tout d’abord que la
sphére rose de la figure 4.27 semble mal définilgmdaune taille de maille minimale de
1 um. Pour ce type de géométrie, il semblerait pagique d'utiliser la courbure de
I'interface pour définir un maillage adapté. La dmure est cependant d’abord calculée sur
chaque élément a partir du gradient de la levelmas elle est réinterpolée aux nceuds, avec
une perte de précision. Un remaillage avec une felhction entraine donc des pertes de
volume importantes.

L’autre explication est la suivante : le maillagaré seulement adapté avec la fonction level
set, il ne correspond pas nécessairement au chamwigedse appliqué. La taille de maille dans
le sens de I'écoulement peut ainsi varier gde Iy, ce qui est peut-étre préjudiciable pour la
précision de nos simulations.

Pour confirmer cette hypothése, nous considéranmkgllages anisotropes déja utilisés pour
le test de traction de l'inclusion, mais cette foisvec un champ de vitesse égal au gradient
analytique de la level set. Le rayon de la sphégmente alors d’1 um a chaque s. Nous
arrétons la simulation pour un temps de 30 s @k de temps est pris proportionnel;a h
Nous avonsAt = 0,5 s pour h= 1 pum. Les contours initial et final obtenus avec
h; = h, = 4 um sont montrés sur la figure 4.30.

Nous comparons les volumes numériques au volumbytane et obtenons des résultats
semblables a ceux obtenus pour le champ de vitessaction. Comme sur la figure 4.28, h
ne semble pas beaucoup influencer le volume et cosamia figure 4.29, nous obtenons des
temps de calcul supérieurs pour les maillages aioes a volume final équivalent.

Par conséquent, si les maillages anisotropes neetibrpas satisfaction dans notre cas, il
semble bien que c’est a cause d'un probleme deétisation initiale de la sphere. A la
lumiére des résultats obtenus, nous décidons dencen a [utilisation de maillages
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anisotropes par la suite. Cela signifie que nousmeons également & I'utilisation des
estimateurs d’erreur présentés par Zerguine et €ojfger 10, Cou 11].

50 pm

Figure 4.30. Contour de l'inclusion au début e &l de la simulation pounh b, =4 um.

6.5. Plusieurs inclusions

Apres avoir mené plusieurs tests avec une seulasing, nous tenons a nous assurer que
prendre en compte plusieurs inclusions trés prodegsunes des autres ne pose aucun
probleme. Pour cela, nous positionnons sept immhgsdans la matrice. Nous situons une
inclusion au centre du repere, comme précédemmerd. sbe autres sont accolées a
I'inclusion centrale et leur centre est situé s frois axes du repere orthonormé. Comme
dans la sous-partie 6.3, nous utilisons une tdédlenaille minimale de 2 um dans le voisinage
des inclusions avec un remaillage adaptatif isetrepune épaisseur de lissage d& hOLe
résultat numérique en terme de conservation etatggieurs des axes est trés proche de la
solution analytique. Le contour des inclusions awetnapres déformation est montré sur la
figure 4.31.

Nous faisons aussi des tests en positionnant urlasion pres du bord supérieur de la
matrice, afin d’étudier le comportement du solveuartd un objet sort du domaine de calcul.
Cette inclusion est présentée a différents tempsasiigure 4.32. Nous obtenons également
dans ce cas un bon accord entre les résultats iguasret la solution analytique.
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~r

Figure 4.31. Contour des inclusio Figure 4.32. Contour d’une inclusion sort
Contour initial en bleu et conto du domaine de calcul. Plan supérieur
final en rouge. domaine en gris. La position de linclusi

est montrée a quatre différents temps.

6.6. Période de réinitialisation de GMRES

En 3D, la résolution du systeme linéaire associ &olveur de réinitialisation convective
dans CIMLIib est parfois tres instable. Comme nousnawemarqué que le LevellerT est
moins sujet a cette observation sur des cas simpbess, utilisons le LevellerS pour illustrer
ce phénomene.

Nous langons donc le méme calcul que dans la satis-pal en prenant une taille de maille
minimale de 8 um, un pas de temps de 400 s etpaisséur de lissage de 80 um (soit 10 fois
la taille de maille minimale). Le maillage considéa@mprend 19 893 noeuds, ce qui permet
d’avoir un temps de calcul beaucoup plus faibleegyrenant une taille minimale de 2 um,
taille pour laquelle la résolution du systeme lirast également instable avec le LevellerS.
Nous souhaitons une norme finale du résidu en desse 17 et fixons le nombre maximal
d’itérations a 5000.

Les figures 4.33, 4.34 et 4.35 représentent respeoent le nombre d’itérations, le temps de
résolution ainsi que les normes du résidu finalaeitale associés a chaque systeme linéaire.
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Figure 4.33. Nombre d'itérations de résolution dist&me linéaire pour les différents
incréments de calcul.
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Figure 4.34. Temps de résolution du systeme lirgaour les différents incréments de calcul.
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Figure 4.35. Normes initiale et finale du résidws dgystémes linéaires pour les différents
incréments de calcul.
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Ces calculs sont effectués avec l'option par détButPETSc, pour laquelle la période de
réinitialisation de la base de vecteurs utiliséeirpa méthode GMRES [Saa 86] est de
30 itérations. Comme les figures ci-dessus lillestr le nombre d'itérations nécessaire a la
résolution des systemes lin€aires peut tantot téde faible, tantét atteindre la limite du
nombre maximal demandé, ce qui signifie que la rdiimale du résidu est au dessus de celle
souhaitée, occasionnant ainsi un temps de calcuicbepa plus important. Cela peut aussi
avoir pour conséquence de donner une solution @erogt c’'est ce que nous observons pour
une taille de maille plus petite.

Pour pallier ce probléme, nous avons rajouté ddhi.id une option qui permet de changer
la période de réinitialisation de la base de veasteMous utilisons cette option pour résoudre
le septiéme systeme linéaire, pour lequel le nomtarimal d'itérations est atteint avec une
période de 30 itérations. La figure 4.36 illustéblution de la norme du résidu au cours de
la résolution pour différentes périodes de réihg#ion et la figure 4.37 le temps de
résolution pour chaque période. Pour des périatgsfaibles, la norme du résidu n’atteint
jamais la valeur souhaitée et réinitialiser la bdsevecteurs n’'a aucun intérét. Pour des
périodes suffisamment importantes, une seule r&lisdition suffit pour obtenir la
convergence. Nous constatons qu’aprés la réisiéitdin, la norme du résidu subit une
augmentation, due au recalcul du vecteur résidulpanéthode initiale (présentée dans le
chapitre précédent), puis elle décroit tres vitapkes le tableau 4.1, qui donne la valeur de la
norme du résidu et le nombre d’itérations nécessgpur la convergence apres
réinitialisation, il est inutile de prendre uneipée trop importante. En effet la résolution est
guasiment identique quelle que soit la périodeditatralisation, tandis que le temps de calcul
augmente si la période est supérieure.

Dans ce cas, considérer une période de réinitimisale 100 itérations est beaucoup plus
efficace. Cependant, nous trouvons une valeur airde la période différente pour d’autres
systémes linéaires. Idéalement, nous pensons qoeriade de réinitialisation de la base de
vecteurs devrait s’appuyer sur un critere prenant@npte I'’évolution du vecteur résidu au
cours des itérations. Une telle procédure estldiai# présentée par Joubert [Jou 94].

Période de Norme du résidu aprés | Nombre d'itérations nécessaire pour
réinitialisation réinitialisation (* 10) la convergence, aprés réinitialisation
100 9,874358 71
200 9,864202 70
500 9,862052 70
1000 9,861549 72
2000 9,861325 71

Tableau 4.1. Effet de la réinitialisation sur lame du résidu et sur le nombre d’itérations en
fonction de la période de réinitialisation.
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Figure 4.36. Evolution de la norme du résidu au €ale la résolution pour différentes
périodes de réinitialisation de la base de vecteurs
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Figure 4.37. Temps de résolution du systeme linéaime fonction de la période de
réinitialisation de la base de vecteurs.
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7. Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre la techniqueégéacement des interfaces utilisée dans
CIMLIb. Pour cela, nous avons détaillé la méthodpleyée pour résoudre les équations de
convection, de réinitialisation et de réinitialisat convective. Nous avons également
expliqué le fonctionnement de la méthode level sdiqudaire (PLS), ce qui nous a permis
d’effectuer des comparaisons avec l'approche algirdéveloppée au CEMEF (solveur
LevellerT). Pour les cas simples testés, ces caagmrs ont été favorables a la méthode PLS,
laquelle est beaucoup plus rapide que le Levebepiécision équivalente.

Le LevellerT souffre en effet de plusieurs limitaits. La réinitialisation n’est pas satisfaisante
et elle entraine une diffusion de la position detdrface, avec en outre un pas de temps dont
il n'est pas aisé de déterminer la valeur optim&leus rappelons également que pour
déterminer la nouvelle valeur de la fonction leset, nous devons assembler et résoudre un
systéme linéaire avec une matrice globale non syguétet dont le nombre d’'inconnues est
€gal au nombre de nceuds du maillage, et ce quedajuke périmetre (ou la surface en 3D)
de l'interface. Le lissage de la level set en tabgdyperbolique permet donc de limiter les
instabilités entrevues sur la figure 4.5 par I'apglun lissage du gradient de la level set et de
nous seécuriser sur la non imposition de conditauns limites lorsque la valeur de la level set
au bord du domaine est égale a sa borne maximededctivement minimale). Cependant,
cette méthode de lissage, appelée level set lpeal¥ille [Vil 11b], ne permet pas de réduire
I'effort de calcul nécessaire, contrairement pagregle a la méthode PLS, pour laquelle la
level set n’est calculée que dans le voisinagehwrale I'interface.

Pour rendre le LevellerT plus performant, nous psoms les améliorations suivantes. Pour
obtenir une meilleure conservation, le couplage avee méthode VOF [Sus 00], particulaire
[Enr 05] ou utilisant des marqueurs [Mih 07], seenttout indiqué. Concernant la
réinitialisation, nous avons montré qu’une extemsla champ de vitesse serait intéressante a
intégrer [Ada 99, Tan 06]. Nous suggérons égalend&jbuter une option permettant de
réinitialiser la fonction level set par la méthdtbeute force redistancing” [Hys 05]. Hormis
cette derniére méthode, pour laquelle les outilst st#ja présents dans CIMLib, comme
expliqué dans le deuxiéme chapitre, les autresiaragbns proposées nécessiteraient une
réflexion importante pour étre intégrées a notrdiditteque de calcul. En effet, I'extension
du champ de vitesse et les méthodes level setplaities n’existent pas a notre connaissance
dans la littérature pour des maillages tétraédsgamisotropes. En revanche, la méthode
CLSVOF a déja été étudiée pour des maillages thicaées [Lv 10] et la méthode VOF non
couplée existe dans CIMLib [Bru 04].

Malgré les limitations actuelles du LevellerT, @dveur est actuellement le plus performant
dans la librairie CIMLib pour effectuer des calcplaralléles de déplacements d’interfaces
couplés avec la résolution mécanique décrite damhdpitre précédent. Puisque nous allons
I'utiliser par la suite, nous retenons que destgmis analytigues ont été retrouvées avec
succeés. Nous listons a présent les conditions lidatibn retenues : maillages isotropes,
épaisseur de lissage de la level de dix fois lketdie maille & I'interface et pas de temps
respectant la condition CFL. Avant de pouvoir géli des maillages anisotropes pour nos
applications, nous recommandons d’étudier les odél€oupez sur les cas test 3D présentés
par Bui et al. [Bui 10]

Dans I'ensemble de ce chapitre, nous avons seuletraté des cas pour lesquels deux
phases sont présentes. Pour traiter les problem@gjuant trois phases du chapitre suivant,
nous utilisons alors deux fonctions level set, slusachant que cela peut créer des problemes
aux joints triples [Zha 96, Smi 02].
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1. Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est de réaliser simailation numérique représentative de
I'expérience de traction menée par Terzi et al.r[08] sur un échantillon cylindrique
d’Al-8% pds Cu a I'état pateux. Nous disposons peefa d'une série d'images de
microtomographie segmentées fournie par nos paresnau SIMaP, dans lesquelles les
phases gazeuse, solide et liquide ont été sép&éssmages nous permettent d’initialiser nos
simulations numériques, en utilisant les outilsrif@cans le deuxieme chapitre, et également
de comparer la morphologie expérimentale a celke ruus obtenons numériquement. Deux
résultats importants montrés par les images expétates de Terzi et al. sont 'accumulation
de liquide aux surfaces intergranulaires perpetaii@s a I'axe de traction, notamment au
milieu de I'éprouvette, ainsi que la propagation |@é dans I'échantillon a partir de sa
surface extérieure [Ter 09].

Notre but n’est pas facile a atteindre car poue éprésentatif de I'expérience, nous avons
besoin d’employer un maillage trés volumineux suuédes calculs sont complexes. Dans
un premier temps, nous devons coupler les solveidisanique et level set respectivement
décrits dans les troisieme et quatrieme chapitregr Bela, nous utilisons de nouveau le test
de l'inclusion. Nous utilisons ensuite une coupe ®&PDl'image expérimentale pour faire des
analyses nous permettant d’étudier I'influence diéférents parametres de la simulation, ce
qui nous permet finalement de réaliser un calcultrers dimensions, pour lequel nous
obtenons une comparaison avec les résultats exgeaonx.

2. Test de I'inclusion

Nous considérons a nouveau le test de l'inclusiorc@uplant cette fois-ci les résolutions
mécanique et level set. La solution analytique reatsdonnée par Gilormini & Montheillet
[Gil 86]. Méme en utilisant le logiciel Matlab, farme de cette solution est trop complexe
pour obtenir une intégration exacte nous donnatdrigueur du demi-grand axe en fonction
du temps et des différents parametres : rayorainite I'inclusion sphérique, rapport des
viscosités, vitesse imposée sur les bords du demdous utilisons par conséquent une
intégration numérique. Cependant, puisque nousonsuétudier dans cette partie I'influence
du rapport de viscosité sur la résolution, plutde da longueur du demi-grand axe nous
préférons considérer le volume final de linclusidiont la valeur analytique reste constante
guel que soit le rapport de viscosité.

Nous résolvons ici les équations de Stokésb =0 et J[V = 0 dans une configuration
newtonienne, avec la méthode présentée dans kkétr@ chapitre et en mélangeant la
viscosité des deux phaseg =, +(1—T)I’]| avecn, n,, etn, respectivement la viscosité

résultant du mélange et les viscosités constamtda thatrice et de l'inclusiort est le taux

de remplissage de I'élément. Le champ de vitesseeealculé a chaque pas de temps et
utilisé pour actualiser la fonction level set gracesolveur LevellerT, détaillé dans le chapitre

précédent.

La figure 5.1 montre le volume de l'inclusion ap#0 s, en utilisant le méme maillage que

celui utilisé dans la sous partie 6.1 du chapitéc@dent, un pas de temps de 100 s, une
viscosité de la matrice de 10 GPa.s et une épaisigelissage de la level set de 20 um, soit
10 fois la taille de maille a l'interface. La visesimposée au bord du domaine et le rayon
initial de l'inclusion 25 pm) sont également ceuxpdoyés au chapitre précédent. Nous

représentons le volume final pour trois précisiales résolution des systemes linéaires
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associés aux résolutions de Stokes et pour desontapde viscosité entre la matrice et
linclusion allant de 1 & 8. Dans cette figure, la viscosité de l'inclusiorrigadonc de 10
GPa.s a 1 mPa.s, qui est approximativement la vaémlie de viscosité du métal liquide a
considérer pour nos applications.

Cette figure nous permet de faire plusieurs obsemns Tout d’abord le volume final de
I'inclusion est plus éloigné du volume initial poun rapport de viscosité de 10 que pour un
rapport unitaire et il I'est encore plus pour uppart de 100. Il semble ensuite se stabiliser.
Nous voyons trois raisons pouvant expliquer c€la pour un rapport unitaire, la viscosité
reste constante sur tout le domaine au cours dpstemseule une résolution des équations de
Stokes est donc nécessaire, (ii) la matrice n’éwast de taille infinie, la meilleure solution
numérique ne correspond pas tout a fait a la soluginalytique donnée par Gilormini &
Montheillet [Gil 86] lorsque le rapport de visc@sit’est pas unitaire, (iii) plus le rapport de
viscosité augmente, plus l'inclusion se déformaedament et le pas de temps adapté pour le
rapport de viscosité unitaire du quatrieme chapier¢est donc plus tout a fait ici.

Les autres observations sont a rapprocher de delies lors de I'étude sur le rapport de
viscosité et la précision de la résolution du systdinéaire faite dans le troisieme chapitre.
En effet, pour des rapports de viscosité entre I0ttle volume final est le méme pour les
trois précisions. Lorsque le rapport de viscositgnaente et que la norme finale du résidu
exigée n'est plus suffisamment faible (par exempler pa précision 18 et le rapport 19,
nous remarquons tout d’abord que le volume dellision diminue. Les résultats sont alors
moins précis mais toujours cohérents. En augmeetactre le rapport de viscosité, I'erreur
sur la résolution mécanique devient trés importagitel’inclusion n'est plus déformée
correctement.
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Rapport des viscosités

Figure 5.1. Volume final de l'inclusion en fonctiolu rapport de viscosité et de la précision
de la résolution du systéme linéaire.

Plus la norme du résidu final exigée est faiblglas le temps de résolution des systemes
linéaires est important. Il est donc important deed@iner la précision (ou norme) requise en
fonction du rapport de viscosité considéré. Fordrbesement, nous nous rendons compte
gu’il est en pratique inutile de considérer un @pple viscosité trop important, puisqu’'a
partir de 16, notre solution analytique (intégrée numériquemeatvarie quasiment plus. Ce
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constat est illustré sur la figure 5.2, qui nousitm®la longueur analytique du demi-grand axe
de I'inclusion en fonction du rapport de viscosité.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que §épai de lissage de la level set est un
parameétre tres important lorsque seul le solveudé@acement d’interface est utilisé. En
effet, une faible épaisseur permet une meilleurmitidisation au détriment de la
conservation, tandis qu’une épaisseur plus élemémiae une meilleure conservation mais
une moins bonne réinitialisation. Nous observonsmiéme résultat lorsque le solveur
d’interface est couplé avec le solveur de Stokadidure 5.3 illustre d’ailleurs I'évolution du
volume de I'inclusion au cours du temps en fonctien’épaisseur de réinitialisation pour un
rapport de viscosité de 10Comme attendu, la conservation est meilleure pesirplus
grandes épaisseurs mais la réinitialisation moamnb.

Il existe cependant une différence importante pppaoe au chapitre précédent. Dans ce cas,
en raison du calcul mécanique, la conservatiorbeaticoup moins bonne méme lorsque la
level set correspond & une distance signée. Airesi ane épaisseur de lissage d&” h0(la
level set est alors une distance signée), nousiobseune perte de volume de 0,80 %. Elle est
de 1,06 % avec une épaisseur de 10 h. La différente ces deux conservations est par
conséquent beaucoup plus faible que sans calcunmitge, puisque nous avons obtenu un
rapport de 70 entre les deux (cf sous partie 6.2hdipitre précédent). Pour cette raison, nous
considérons par la suite des épaisseurs de liskalgelevel set égales a 10 tailles de maille.
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39 4

38

Longueur du demi-grand axe (um)

37 T T T T T 1
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Rapport des viscosités

Figure 5.2. Longueur analytique du demi-grand axé&idclusion apres 4000 s en fonction du
rapport de viscosité.

Cette étude sur la déformation d'une inclusion spghé nous permet ainsi de tirer la
conclusion suivante. Pour cette application, iliestile de considérer un rapport de viscosité
supérieur & 10 De plus, ce constat est valable & la fois arglgtinent et numériquement.
Dans la prochaine partie, nous traitons de la d@&tion de la coupe 2D d’'une image obtenue
par microtomographie, afin d’étudier le réle joué [garapport de viscosité dans un cas plus
complexe.
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Figure 5.3. Evolution du volume de linclusion amucs du temps en fonction de I'épaisseur
de lissage de la level set pour un rapport de sigeq,, /n, = 10

3. Calculs sur une image 2D

3.1. Représentation par éléments finis

Pour simuler le comportement de I'éprouvette expéntale, nous devons rajouter une
troisieme phase dans nos calculs. Plutét que dsidimer un cas test comme le cas de
I'inclusion, nous préférons commenter les résuliaiéenus directement sur une coupe
bidimensionnelle (2D) des images expérimentalesiaigon du temps de calcul relativement
court qu’elle nécessite, cette approche 2D esicpdisrement intéressante pour étudier les
parametres de la simulation. En effet, pour ungasiaine d’'incréments, une taille de maille
de 10 um et un comportement viscoplastique du solidecalcul 2D prend moins de deux
heures sur un processeur et un calcul 3D envirensemaine sur 32 processeurs. La coupe
2D considérée est montrée sur la figure 5.4. Lellag® utilisé a une taille de maille
homogene et isotrope de 10 um tandis que le dond@irealcul est un rectangle de 2,24 mm
de longueur et 1,43 mm de hauteur.

Pour obtenir cette représentation, nous utilises dutils décrits au deuxiéme chapitre.
Puisque trois phases sont présentes, nous décongplismage segmentée en deux images
binaires : la premiére représentant le liquide eetmiélange solide + air et la deuxiéme
représentant l'air et le mélange solide + liquid® maillage surfacique est calculé pour
chacune de ces deux images, ce qui nous permetediolsur le maillage volumique une
level set associée a la phase liquide et une #&tedssociée a la phase gazeuse. Nous pouvons
aussi calculer une level set associée a la phédise sosmme I'opposé du minimum des level
sets liquide et gazeuseg; = —min((pI ,(pg) avecq,, ¢ et ¢, respectivement level sets solide,

liquide et gazeuse. A partir de ces différenteslleets, il est facile d’obtenir la représentation
par phase montrée sur la figure 5.4. Pour cela, défisissons une fonction de phasgdont
nous calculons la valeur grace a la formule ci-ogss
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0 si @,<0
®=31 si @ <0
2 si @, <0

® =0,9 =1 etd = 2 correspondent respectivement aux domainesugazguide et solide.

Figure 5.4. Coupe bidimensionnelle utilisée powsrdanulations. Gaz, solide et liquide sont
respectivement représentés en noir, gris et blanc.

3.2. Comportement newtonien

Dans un premier temps et dans un souci de simglditanous considérons les trois phases
comme newtoniennes. Pour le solide, nous utilisores wiscosité de 10 GPa.s, qui est du
méme ordre de grandeur que la viscosité apparenteapbétre obtenue avec la loi puissance
évoquée dans le quatrieme chapitre a la vitessiéfdemation considérée. Pour convaincre le

lecteur nous rappelons la formule pour calculevikcosité apparente napp:Kém'lls.

Avec une consistance K de 30 MPa, une sensibillg\dtesse de déformation m de 0,2 et
une vitesse de déformation généraliséede 2.10* (valeur de vitesse de déformation donnée
par Terzi et al. [Ter 09]), nous obtenons ainsi viseosité apparentg,,, de 9,1 GPa.s.

Les viscosités réelles a considérer pour le liq@téair sont de I'ordre de 1 mPa.s et de
0,01 mPa.s, ce qui implique un rapport entre lgsosités maximale et minimale de*36t
une convergence tres difficile a obtenir avec cakws. Cependant nous pensons que,
comme pour le test de l'inclusion, travailler aves lgscosités réelles ne présente aucun
intérét des lors que nous prenons un rapport snffisent important entre la viscosité du
solide et celles de I'air et du liquide. Ne possddaas de solution analytigue dans ce cas,
nous faisons varier les viscosités et étudionsdssltats obtenus.

Pour déterminer la viscosité de I'éprouvette surgokaélément, nous devons donc opérer

deux mélanges. Tout d’abord, nous faisons un mélangutilisant la level set de I'air avec la
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viscosité de l'air et du liquide ng, =14,n, +(1—Tg,|)r]g avec ng,, le résultat du premier

mélange,n, et n, les viscosités de du liquide et de l'air g}, le taux de remplissage
d+1 d+1 d+1

associe a la level set de lairty, = Z(pg+2‘(pg‘ ZZ‘(pg‘ . Pour le deuxieme
i=1 i=1 i=1

mélange, la level set du solide est utilisée asaeddcosité du solide et les résultats du premier

mélange : n = Tgg)Ng/1 +(1—TS,(g,|))r]s ou n est la viscosité finale mélangée de

I'éprouvette,n; la viscosité du solide et () le taux de remplissage associée a la level set
d+1 d+1 d+1

solide :Tg(/) = Z(PS+Z|(P5| ZZ|¢S| :
i=1 i=1 i=1

Notre résolution des équations de Stokes prendeainsompte les propriétés des trois phases.
Le champ de vitesse obtenu nous permet alors décuder les level sets du liquide et du gaz,
en utilisant pour chacune des deux level setsileesolLevellerT. La level set solide, quant a
elle, est recalculée a chaque incrément a parts ldeel sets liquide et gazeuse:
¢ = —min(g;, ¢ ).

Pour une premiére série de 14 simulations, nousidérons des viscosités comprises entre
10 GPa.s et 1 mPa.s pour le liquide et une visealgt!'air 100 fois plus petite que celle du
liquide. Etant donné que les viscosités de l'aidetiquide sont tres faibles devant celle du
solide, nous lancons également une série de 14aions pour lesquelles nous faisons varier
la viscosité du liquide et prenons une viscosit@ar égale a celle du liquide. De cette facon,
nous n'avons besoin que d'effectuer un seul mélapger déterminer la viscosité de
I'éprouvette : en utilisant la level set solidea@mbinaison avec les viscosités du liquide (ou
de l'air) et du solide. En revanche, méme si nousions nous contenter de ne convecter
gue la level set associée au solide, nous convettaours la level set liquide et la level set
gazeuse, afin de pouvoir continuer de suivre indégmment les évolutions des phases
liquide et gazeuse au sein de I'éprouvette.

Le pas de temps choisi est de 40 s et nous arrésnsalculs aprés 2400 s, soit apres
60 incréments de calcul. Comme conditions aux éminous imposons une vitesse verticale
de 0,1 um3 sur le plan supérieur et une vitesse verticaldenslr le plan inférieur,
représentatives de I'essai de traction a modéliseeffet, lorsque nous regardons I'évolution
de la coupe 2D expérimentale (figure 5.5), le pla@rieur semble fixe et I'épaisseur de
I'éprouvette ne varie pas au cours du temps. Emanahwe, la figure 5.5 nous montre
clairement une diminution d’épaisseur sur le plapésieur. Nous avons choisi d’appliquer en
tout point de ce plan la vitesse donnée par Tdral.epour leur expérience de traction :
0,1 um.8 [Ter 09]. Il serait intéressant de considérer desditions aux limites plus
complexes sur le plan supérieur, calculées paréladion d’'image et correspondant plus
précisément aux résultats expérimentaux. Nous n®vmalheureusement pas regu les
données du laboratoire Navier pour cela.

Afin de résoudre un probleme bien posé, nous imp&galement une vitesse horizontale
nulle sur le nceud situé au centre de I'éprouveiltdéesplan inférieur.

Pour nous affranchir de la précision inhérente géé$mlution des systémes linéaires par une
méthode itérative, nous résolvons les systemesites provenant des équations de Stokes
par la méthode directe, ce qui est rendu possiatele faible nombre de nceuds dans le
maillage considéré : environ 40 000. Ce maillagellestré sur la figure 5.6.
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Pour déterminer les bonnes viscosités a utilisest-@-dire les viscosités maximales pour
lesquelles les résultats ne semblent plus varisgloelles sont diminuées, nous étudions la
forme des éprouvettes déformées ainsi que la épartdes champs obtenus par le calcul
meécanique a la fin de la déformation.

540 ¢

1080 : 1620«

Figure 5.5. Evolution de la coupe 2D expérimendaleours du temps.

La figure 5.7 illustre la forme de I'éprouvetteaafin de la simulation pour trois différentes
viscosités liquide et gazeuse, ainsi que la répmartides contraintes équivalentes de von

Mises au sein de I'éprouvette. En 2D,= 3\/(0XX —GW)2/4+0Xy2, avec 0 la contrainte

équivalente et,, , 0,, etao,, les composantes du tenseur des contraintes. fmarquons

gue ces trois figures sont tres proches les unesadées. Elles montrent chacune une
propagation de l'air au sein de I'éprouvette dasss 2ones ou du liquide était initialement
présent. Cependant, pour la plus importante deis tviscosités, nous observons un
endommagement de I'éprouvette moins prononcé, rahbsérpar une fleche sur la figure 5.7.
En prenant une viscosité de I'air et du liquidel@ekPa.s, nous obtenons un endommagement
beaucoup plus proche de celui observé pour laisnlgue nous qualifions de référence, pour
laquelle les viscosités liquide et gazeuse somgeas/ement de 100 mPa.s et 1 mPa.s. Ces
viscosités proches des viscosités réelles a camsid®nt en effet les plus faibles pour
lesquelles nous avons réussi a mener le calcul fesme.
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vy = 0,1 um.s-

Viscosif[é ( GPa.:
10.0

7.50

5.00

2.50

1.00e-005

Figure 5.6. En haut: maillage utilisé pour les dmtions sur la coupe 2D. En bas:
agrandissement sur des veines de liquide.
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n'=1MPa.s

n%=1 MPa.s
Ouverture
moins
prononcée

n' =10 kPa.s

n®=10 kPa.s
veine de N
liquide ~~a _Jj
différente~

n' = 100 mPa.s

n%=1mPa.s

Figure 5.7. Eprouvette apres 2400 s. Les contolarscket noir représentent respectivement
les isovaleurs zéro des level sets gazeuse eddéiguia couleur représente la contrainte
équivalente.
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Nous pouvons donc en conclure que malgré uneégeseé différence (la forme des veines de
liquide indiquée sur la figure 5.7), considérer rapport entre la viscosité du solide et les
viscosités du gaz et du liquide de® Ee@mble tout a fait justifié. Par conséquent aprésr
démontré précédemment que le solveur mécaniquséutie nous permet pas de réaliser des
calculs avec des rapports de viscosité trop imptstanous démontrons ici que considérer des
rapports trop importants est inutile. En effet, siwe présentons ici que la similarité des
résultats en contrainte équivalente, mais il endestméme pour tous les autres champs
mécaniques, comme la vitesse de déformation gésegalCe résultat confirme donc les
constatations effectuées dans le cas de l'inclugigisentées dans la partie précédente.

Nous étudions également les évolutions de la ciomgraquivalente moyenne dans la phase
solide et de la surface de liquide présente d&msduvette au cours du temps en fonction du
rapport de viscosité. La surface de liquide estutée par la méthode décrite dans le point
5.3.1 du deuxieme chapitre. Pour la contrainte v@jeite moyenne dans la phase solide,
nous calculons d’abord la contrainte équivalentechaque élément du domaine. Avec I'outil
décrit en 5.3.2 du deuxieme chapitre et la valeudadlevel set solide, nous calculons la
surface de solidetSporésente sur chaque élément, ce qui permet, masiomple sommation

NT
d'obtenir S;, la surface totale de solide5; :ZST’ N, étant le nombre d'éléments du

.
T=1
maillage. T, la contrainte équivalente moyenne dans le sdiderit alors de la maniere
N

.
suivante 0, = Z S; Oy /SS avecO; la contrainte équivalente sur I'élément T.
T=1

Les évolutions de la contrainte équivalente moyatares le solide et de la surface de liquide
sont respectivement montrées sur les figures 538%#avec seulement 4 différents rapports,
afin d’accroitre la lisibilité des résultats. Leppmrt 13" correspond & une viscosité de
100 mPa.s pour le liquide et de 1 mPa.s pour le aas constatons que plus le rapport est
important, plus nous nous rapprochons des réswulgssciés au rapport 10Ainsi, comme
pour la figure 5.7, nous réalisons qu'a partir drapport de viscosité de 30es résultats ne
varient plus que tres Iégérement. En outre, conermadntre la figure 5.7 (en comparant la
déformée du milieu a celle du bas) ne considéremguseule valeur de viscosité pour l'air et
le liquide est aussi une bonne approximation qumpé de simplifier les calculs. Nous
considérons donc par la suite que I'air et le ligubnt tous deux une viscosité de 10 kPa.s.
Dans cette application, la surface de liquide npest conservée en raison des conditions aux
limites du calcul. En effet, compte tenu d’une s#e suivant I'axe de traction nulle sur le plan
inférieur et positive sur le plan supérieur (0,1.§ith et de la représentation eulérienne
utilisée, le liquide s’échappe par le haut de Ibiwette au cours du calcul.

Pour les calculs en trois dimensions, le nombraeaeds du maillage est trés important et la
résolution des systemes linéaires associées aatiéqgs de Stokes ne peut plus étre directe.
Par conséquent nous étudions a présent l'infludada précision de la résolution itérative sur
les solutions obtenues pour notre image 2D.

La figure 5.10 montre I'évolution de la surfaceldpiide au sein de I'éprouvette pour deux
précisions différentes et pour la résolution deetkes résultats obtenus pour le solveur direct
sont quasiment superposés avec ceux obtenus pprédision de paramétre P =316t c'est
donc cette derniére que nous utilisons pour lesutalultérieurs. En outre, la contrainte
équivalente moyenne dans le solide et la confiqamatles éprouvettes déformées est
également trés proche. En revanche pour une préci paramétre P = T0qui n’est pas
suffisante, nous observons davantage de différences

137



Chapitre 5

1.65E+00 ~

—=—n/n, =10', n,/n, =100
—— ny/n, =10, n,/n, =100

ns/n, =1¢, n,/n, = 100
—%— Ns/n, = 10", n,/ng =100

1.62E+00 -

1.59E+00 -

1.56E+00 -

1.53E+00 -
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Figure 5.8. Evolution de la contrainte équivalenteyenne dans le solide pour différents
rapports entre les viscosités des trois phases,unerésolution directe.

Nous remarquons que pour le test de l'inclusioecawn rapport de viscositg, /n, = 10 et

une précision P = I¥) nous avons obtenu un résultat assez différenelle obtenu pour une
précision P = 18 (voir figure 5.1). Il semble donc que la précisianemployer pour la
résolution des systemes linéaires par une méthédative dépend du rapport de viscosité
mais également de la configuration des phasesiaueda matrice.

—=—n/n, =10, n,/n, =100

138000
/ =1 =1

< 137000 | —— 1s/n; =10, n,/ny =100
E 136000 - 1s/n, =16, n,/n, =100
o 1320007 s Ns/ny =10%, 0, /ng =100
T 134000 -
-] s
T 133000 - Hornnt
® 132000
©
@ 131000 |
£ 120000
2 129000 -

128000 ‘ ‘ | | | ‘

0 400 800 1200 1600 2000 2400

Temps (S)

Figure 5.9. Evolution de la surface de liquide pdifférents rapports entre la viscosité du
solide et du liquide. La viscosité du gaz est X plus faible que celle du liquide.
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Figure 5.10. Evolution de la surface de liquidemditférentes précisions de résolution des
systémes linéaires associés aux équations de Stokes

3.3. Comportement viscoplastique

Aprés avoir déterminé le rapport de viscosité epiécision a utiliser pour résoudre les
systémes linéaires pour une phase solide ayanbmpartement newtonien, nous travaillons
a présent sur la prise en compte de la loi puigssa@omme mentionné dans le troisieme
chapitre, nous résolvons le comportement non lie€a@r une méthode de point fixe, pour
laquelle nous effectuons plusieurs itérations im&a en réactualisant a chaque fois la
viscosité apparente de I'éprouvette. Pour optinlseésolution, il nous faut donc déterminer
dans un premier temps le nombre d’itérations datgddie nécessaire. Afin de nous affranchir
de la précision de la résolution du systéme liegaious utilisons pour cela le solveur direct.
Nous utilisons une consistance K 35,2 MPa et une sensibilité a la vitesse derd&ition
ms = 0,2, déduites de la campagne expérimentale mgareros partenaires du SIMaP. Afin
de limiter la viscosité apparente maximale danghkse solide, nous régularisons la vitesse de

déformation & une valeur de 46! : €2107° s*. Les déformées calculées sont montrées
aprés 2400 s sur la figure 5.11 en utilisant retygaoent 5, 20 et 50 itérations de point fixe
pour chaque résolution non linéaire des équatiomsStbkes. Nous pouvons voir que
I'éprouvette est beaucoup plus endommagée que ldanas newtonien. Cela s’explique
aisément. Dans le cas newtonien, il y a une reldiietaire entre la contrainte équivalente et
la vitesse de déformation généralisée. La viscesitda méme partout dans le solide, que ce
soit dans les bords inférieurs gauche et droitag@duvette ou la contrainte est trés faible ou
dans les ponts solides situés entre les veinegdéguou la contrainte est trés élevée. Au
contraire, en utilisant la loi puissance, les zosel&des ou la vitesse de déformation est la
plus forte sont aussi celles ou la viscosité (didepest la plus faible et par conséquent les
plus propices a 'endommagement.
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5 itérations

20 itérations

50 itérations

Figure 5.11. Eprouvette apres 2400 s. Les contolarsc et noir représentent respectivement
les isovaleurs zéro des level sets gazeuse eddiguia couleur représente la contrainte
équivalente.
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Nous remarquons également que les déformées mouissaz peu de différences pour les
trois nombres d’itérations. Par conséquent, nousilisons que cing itérations de point fixe
pour la suite des calculs. Nous tenons malgrédaduligner qu’en utiliser plus dans ce cas
impligue seulement un temps de calcul plus long’e$t donc pas rédhibitoire pour le bon
déroulement des simulations. La figure 5.12 noustrned’évolution de la norme du résidu au
début de chaque itération de point fixe, duramré&miere résolution mécanique et lorsque 50
itérations sont considérées. Afin d’éviter la cadm dans I'esprit du lecteur, nous rappelons
a présent succinctement les différentes étapesrpeaudre les équations de conservation de
la quantité de mouvement et de la masse, dans dedame phase solide ayant un
comportement viscoplastique.

1.00E+02 +

Lo

1.00E+01
1.00E+00 ~
1.00E-01 ~
1.00E-02 ~

1.00E-03
1.00E-04 -
1.00E-05 -~

Norme du résidu initial

1.00E-06 \ \ \ \ \
0 10 20 30 40 50

Nombre d'itérations
Figure 5.12. Evolution de la norme du résidu ihitias de la premiére résolution mécanique.

Nous initialisons tout d’abord la vitesse de défation généralisée en considérant une valeur
constante dans I'éprouvette, donnée par la forrauleante : €, = (VH —VB)/H avec Vy,

Vg et H les vitesses suivant I'axe Oy appliquées Issr plans supérieur et inférieur de

I'éprouvette, ainsi que la hauteur de I'éprouvdttevitesse et la pression initiale sont nulles.
Nous effectuons ensuite un mélange pour obtemiomsistance et la sensibilité a la vitesse de
déformation sur chaque élément du domaine de calenl= Ty, )m, +(1—TS,(g,|))mS et

K =Tgg)Ki +(1—TS,(9,|))KS avecTy (g ) le taux de remplissage de I'élément calculé grace
a la level set solidg, m; =m, =1 la sensibilité a la vitesse de deformation danigjiede et
le gaz, K| =K, =10 kPa la consistance dans les phases liquide eugazéa viscosité

apparente est alors obtenue;,, = KE™™! /3. Cette viscosité nous permet d’assembler le

systéme linéaire suivantAx =b, pour la résolution duquel nous utilisons le sotveirect.

Le vecteur résidu s’écrit = AX —b et nous montrons sa norme sur la figure 5.12 (j@rem

point en haut a gauche). Une fois le systeme réaghe nouvelle vitesse est obtenue
permettant de recalculer la viscosité apparentée atouveau systeme linéaire associé a
résoudre. La norme du résidu correspondante estueieéme point de la figure 5.12 (nombre
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d’itérations = 1). Cette procédure est répétéelasgtteindre le nombre d’itérations de point
fixe considéré : 50 dans le cas de la figure 5.12.

La figure 5.12 nous montre que la norme du régidial (calculée avant la résolution directe
du systeme linéaire) décroit continlment en fomctla nombre d’itérations de point fixe. Si
cette norme initiale n’a pas de rapport avec lanaofinale du résidu dans le cas d’'une
résolution itérative avec un comportement newtoren’éprouvette étudié précédemment,
nous faisons malgré tout la méme observation laemant : il est inutile de vouloir que cette
norme soit trop faible, car les résultats obtenessant plus améliorés en dessous d’une
certaine valeur.

Nous avons pour linstant calculé la viscosité appte du solide en prenant pour valeur
minimale de la vitesse de déformation équivaler®® &'. Concrétement la vitesse de
déformation équivalente atteint parfois des valeler$ordre de 18 s* sur certains éléments
appartenant a la phase solide. Sans troncatureis¢asité apparente associée a de tels
éléments deviendrait trés importante et le rappotte les viscosités maximale et minimale
nous empécherait de mener les calculs a bien. Bleowuss décidé de changer la valeur de la
troncature afin d’étudier son influence. La figlwd3 montre le contour de I'air pour trois
différentes valeurs. Avec T0s', la viscosité maximale dans le solide est moingoirtante
dans les zones a faible vitesse de déformatioaieprend plus facilement la place du solide
dans les coins inférieurs gauche et droite.

Par conséquent l'air a aussi plus de difficulté&® @ropager au sein de I'éprouvette que dans
un cas avec une vitesse de troncature plus faiéte valeur de 1Ds? correspond a la
vitesse de déformation minimale pour laquelle la de comportement du solide a été
identifiée et il est donc difficile de savoir si airautre troncature est plus appropriée.
Cependant, nous notons que compte tenu de laeitggdiquée en haut de I'éprouvette et de
sa hauteur, la vitesse de déformation généralia@s l@ cas d’'un échantillon purement solide
serait inférieure a 1bs® et il nous parait donc important de considérer uakeur de
troncature plus faible. Nous considérons par ltesume valeur de 10s* pour laquelle une
diminution n’entraine plus beaucoup de changenudants les résultats obtenus.

10° st

Figure 5.13. Isovaleur zéro de la level set gazpose différentes vitesses de régularisation.
A gauche de la figure, les isovaleurs pouP &0 et 10° s* sont quasiment confondues, ce qui
empéche de voir l'isovaleur pour 6™,
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Les résultats avec la loi de comportement viscdéiglas sont pour I'instant obtenus avec le
solveur direct. Comme pour le comportement newtgmeus faisons a présent des tests avec
le solveur itératif. Dans un premier temps, noumakdons une précision constante pour
chacune des cinq itérations de point fixe. Uneipige P = 10 semble la plus adaptée dans
ce cas. Nous estimons cependant qu’il n’est passséaement utile de prendre la méme
précision pour toutes les itérations de point fixe.effet, apres une seule itération, méme une
solution obtenue avec une résolution parfaite diesye linéaire sera encore tres éloignée de
la solution non linéaire. Au contraire, il sembtalispensable pour la derniére itération de
point fixe, pour laquelle nous sommes beaucoup plashe de la véritable solution, d’exiger
une norme du résidu suffisamment basse. Ce castdlustré sur la figure 5.14, sur laquelle
nous représentons les déformées apres 2400 srpmudifférentes résolutions itératives.

Les deux premieres déformées sont obtenues avegréeesion constante pour les cing
itérations tandis que nous avons continuellemertifigda précision pour la déformée du bas
de la figure 5.14 : les normes du résidu exigéast éespectivement 1 ; 0,1 ;4010° et 10

Les disparités observables sur cette figure enysaal les trois éprouvettes sont assez
limitées mais il existe tout de méme une différeasgsez importante matérialisée par les trois
fleches rouges, ayant méme dimension pour les défismées. Dans le cas avec la précision
de 10°, I'ouverture provoquée par la propagation de |airsein de I'éprouvette est moins
importante. Ainsi, le résultat obtenu en diminusuntcessivement la norme du résidu final est
plus proche de la solution obtenue avec la précidm 10" (la plus précise des 3) que celle
obtenue avec 13) et elle nécessite pourtant un temps de calcis! falible. Exiger une norme
du résidu variable en fonction du numéro de l'iti@rade point fixe permet donc d’obtenir
une meilleure solution tout en diminuant le temescdicul : c’est ce que nous appliquons par
la suite.

3.4. Influence du pas de temps et de la taille de m aille

Le pas de temps fait partie des parametres imperda la simulation. Il ne doit pas étre
choisi trop grand, afin de respecter la conditidfLCévoquée au chapitre précédent et selon
laquelle I'interface ne doit pas franchir plus délément par incrément. Si le pas de temps est
choisi trop petit, le temps de calcul est inutilemaugmenté. En outre comme vu au chapitre
précédent, la conservation peut alors se détérfpmemrapport a un calcul avec un pas de
temps plus grand. Dans les cas ou nous imposorchamp de vitesse fixe pour tester le
solveur de convection, nous connaissons la valeaximale de la vitesse au voisinage de
I'interface et il est donc tres facile de choigirpas de temps adapté. Mais a présent, le champ
de vitesse étant calculé par notre solveur mécaniqudétermination du pas de temps n’est
plus aussi simple.

Il est possible de travailler avec un pas de teagaptatif, calculé en fonction de la valeur
maximale du champ de vitesse au voisinage de ifate. Mais cela rendrait la simulation
plus instable car I'obtention d’'une valeur erroredetrés importante en un seul nceud du
domaine de calcul pourrait réduire drastiquementvddeur du pas de temps, qui ne
correspondrait plus alors a la vitesse calculédesuautres nceuds. De plus, I'utilisation d’'un
pas de temps fixe permet des comparaisons denteefdes éprouvettes aprés un méme temps
de simulation, comme illustré précédemment. Et oelas donne également I'occasion de
pouvoir estimer facilement le temps de calcul matiges simulations que nous effectuons.
Malgré notre choix d’utiliser un pas de temps de finous tenons a signaler que I'emploi
d’'un pas de temps adaptatif fait actuellement Eoloje travaux au CEMEF, afin d’optimiser
le temps nécessaire aux simulations.
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Précision 16

Précision 17

Précision 1 ;
0,1:10°:
10°; 10*

Figure 5.14. Eprouvette aprées 2400 s pour diff@endsolutions itératives.
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Pour déterminer le pas de temps fixe a utiliseasnconsidérons les conditions aux limites
appliguées au bord du domaine. Nous rappelons glaigit d’'une vitesse verticale de
0,1 um.& sur le plan supérieur et d’une vitesse verticaléersur le plan inférieur. Avec une
éprouvette composée de solide pur, la vitesse cadgtiappliquée sur le plan supérieur
constitue donc la vitesse verticale maximale cékeidur le domaine de calcul. Avec notre
échantillon multiphasique, ce résultat n'est plasable car la vitesse peut localement étre
plus importante dans des veines de liquide ou Bainpénétrant a I'intérieur de I'éprouvette.
Cependant, aprés une observation minutieuse dalatésobtenus, nous pouvons affirmer
gue bien souvent la norme maximale de la vitesseeau de I'éprouvette ne dépasse pas
0,5pum.8 et le pas de temps & considérer est donc du médne de grandeur que ceux
considérés pour les calculs sans résolution destiégs de Stokes. En utilisant les parametres
déterminés lors des études détaillées plus tdét danshapitre, nous avons donc relancé la
simulation avec différents pas de temps. L'évolutiie la surface de liquide dans I'éprouvette
au cours de ces simulations est montrée sur laefigul5. Le pas de temps de 40 s est celui
utilisé précédemment.

165000 +

o~ 1550007 <«—— Probléme dans la
£ résolution mécanique
= 145000 - ——5s
(]
o —=—10s
: X
.8 135000 - 20s
% ——40s
[} —=—-80s
o 125000 -
o] 160 s
©
@
115000 1 - = "\‘\'\‘\‘\‘\-\-\
105000 T T )

0 500 1000 1500 2000 2500
Temps (s)

Figure 5.15. Evolution de la surface de liquide siéiéprouvette au cours de la simulation
pour différents pas de temps.

Avec un pas de temps plus important, les résuttatesnus sont comparables. Nous notons
toutefois que certaines petites poches et veinesigdede disparaissent au cours de la
simulation, d’ou la plus faible surface de liquidleservée sur la figure 5.15. Pour le pas de
temps de 20 s, la déformée finale ressemble égatdme@aucoup a celle obtenue pour le pas
de temps de 40 s, avec davantage de liquide a tufcalcul. Nous remarquons toutefois que
durant la premiére moitié de la simulation, la scef de liquide augmente. Ce résultat n’est
pas étonnant, car la non conservativité de notkesolevel set peut aussi bien entrainer des
pertes que des gains de surface, d’ailleurs obtgous le cas du vortex étudié dans le
chapitre précédent. Nous ajoutons cependant qu’Bgeconditions aux limites et le suivi
eulérien de la matiére considérés ici, la quanti¢ liguide présente initialement dans
I'éprouvette ne devrait pouvoir que diminuer, car liquide s’échappe par le haut de
I'éprouvette au cours du calcul et aucune alimerian’est prise en compte. Un calcul au
cours duquel la surface de liquide est en augmentanhportante, comme par exemple pour
les pas de temps de 5 et 10 s, trahit par conségnemanque flagrant de conservation de la
matiére et les résultats associés doivent étredinés avec les plus grandes précautions.
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Pour le pas de temps de 10 s, nous constatonsmégaleine diminution trés rapide de la
surface de liquide aprés 1600 s. En analysantreutEment du calcul a ce moment précis,
nous nous rendons compte que cette diminution @n@vec une non convergence de la
résolution mécanique. La figure 5.16 illustre d&ils la variation de la norme du résidu pour
la cinquieme et derniére itération de point fixeariée.

Nous pouvons voir sur cette figure que la normeéhidu oscille énormément et ne descend
jamais en dessous de la valeur exigée d& 118 résolution continue ainsi jusqu’a atteindre le
nombre maximal d’itérations que nous fixons a 50.@eulement, la norme du résidu a la
derniere itération est supérieure a 76 et la smiutbtenue est donc tres mauvaise. Pourtant, la
norme du résidu a la 3%% itération est de 1,15 T0 valeur trés proche de la norme
demandée, et il est donc certain que la solutiorespondante est satisfaisante.

Pour éviter ce probléme, il nous suffirait par danmegent de garder en mémoire la solution
associée a la plus faible norme du résidu calcaléeours de la résolution itérative avant de
la poursuivre afin d’obtenir une norme encore paible. Et en cas d’échec, comme montré
sur la figure 5.16, nous récupérerions la solutitiee de c6té. Cette idée semble a priori
extrémement simple a appliquer, mais ce n'est miathessement pas le cas dans
I'environnement CIMLib/PETSc. Pour pallier ce préile, nous avons donc recours a une
solution moins élégante : pour les calculs en tdamsensions, obtenir une norme du résidu
aussi faible que celle demandée en deux dimengionsles 4™ et 5™ itérations de point
fixe est trés compliqué et nous utilisons doncdaam de relaxation pour laquelle la norme du
résidu exigée augmente au fil des itérations {€f Ghapitre). Cette différence est justifiée par
le nombre de degrés de liberté beaucoup plus irpioen 3D : il est plus difficile d’obtenir
une norme du vecteur résidu inférieure & t@r ce vecteur comporte alors beaucoup plus

d’éléments. Concrétement la norme du résidu exépéda suivante || <Pi/200 avec i le

numéro de l'itération de résidu conjugué, et Peespement égal a 1; 0,1 ;1010° et 10*
pour les cinq itérations de point fixe.

1 E+07 -
1 E+06 -
1 E+05 -
1 E+04 -
1 E+03 -
1E+02 -
1E+01 -
1E+00 -
1E-01 4
1E-02
1E-03

1E-04 2 . : . . . : . : . .
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000

Itérations

résidu

Nome du

Figure 5.16. Evolution de la norme du résidu Idumnd résolution ou la convergence n’est pas
obtenue.
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Pour résumer brievement les conclusions liéesta éatde sur le pas de temps a considérer,
nous nous contentons de préciser que nous consely@as de temps pris dans les études
précédentes, c’est-a-dire 40 s pour une taille aélerde 10 pum.

A l'image du pas de temps, la taille de maille @stautre paramétre clef de la résolution.
Nous avons pour le moment considéré une taille@g@rh, plus importante que la taille du
pixel de limage de départ, égale a 5,6 um. En aqreries mémes parametres que
précédemment et le méme facteur de proportionnalitér calculer le pas de temps et
I'épaisseur de lissage de la level set, nous reflete calcul pour des tailles de maille de 5, 4
et 3 um. En comparant les déformées de la figuté &vec celle calculée pour la taille de
maille de 10 um (bas de la figure 5.14), nous @ioss deux différences importantes : (i) de
petites poches de liquide ayant disparu avec lla i maille de 10 um sont encore présentes
avec les tailles plus faibles, (ii) I'air s’est pagé de maniere différente a lintérieur de
I'éprouvette a droite des images. Nous remarqugaseent une grande ressemblance des
déformées pour les trois tailles de maille, ce sjgnifie qu’il est alors inutile de raffiner
encore davantage le maillage. Une taille de mdél® um semble par conséquent adaptée.

4. Calculs sur une image 3D

Tous les tests effectués en deux dimensions nouseptent de choisir les paramétres a
employer pour les calculs tridimensionnels. Enstidimensions, le principe de résolution est
le méme, a une différence fondamentale pres. Leorouhe degrés de liberté nécessaire pour
avoir une représentation suffisamment fine desridlmas est trés important, ce qui implique
des calculs beaucoup plus longs et difficiles digé&a Ainsi, nous préférons procéder par
étape en étudiant dans un premier temps le commpentedu solveur LevellerT.

Pour cela, nous créons la représentation élémémits de départ a partir d’'une image
expérimentale, en ne considérant que la phasedéget la phase solide (figure 5.20). Nous
appliquons alors un champ de vitesse incompresditm@é par la solution analytique d’'un
test de traction uniaxialv, =-kx/2 ; v, =ky ; v, =-kz/2 aveck =V, -V,/H. V, et

V, sont les vitesses imposees sur les plans supé&iaoaférieur de la matrice et H la hauteur

de la matrice. Ce n’est ni plus ni moins que laadpction du test de I'inclusion utilisé dans
le chapitre précédent et appliqué a une morpholdgite de veines et de poches liquides.
Comme nous tenons a voir 'amélioration de la corege®n avec la diminution de la taille de
maille, nous ne considérons qu’une portion de d& &ylindre expérimental afin de limiter la
taille des maillages employés. En outre nous rajmitune couche de solide au-dessus de
I'éprouvette pour que le liquide reste contenu dandomaine de calcul tout au long de la
simulation. L’éprouvette fait alors 1,85 mm de leautet le champ de vitesse appliqué suivant
I'axe de traction est de 0,1 pm.sur le plan supérieur. Elle est nulle sur le pieérieur.

La figure 5.18 montre I'évolution du volume de lide au cours du temps pour différentes
tailles de maille. L'épaisseur de lissage de l&lleset vaut 10 tailles de maille et le pas de
temps est également proportionnel a la taille d#lenall est de 50 s pour la taille de 10 pm.
Le temps final est de 4000 s. Le volume de liqéstede plus en plus important au début de la
simulation a mesure que le maillage est raffin@s€Caussi le cas pour le volume de liquide a
la fin du calcul. En outre la perte de volume ggtlément de moins en moins élevée quand la
taille de maille est diminuée, comme l'illustrefigure 5.19. Nous avons en effet une perte de
pres de la moitié du volume initial pour la taile maille de 15 um et elle n’est plus que de
0,72 % pour la taille de 4 um. La figure 5.20 ithesles contours initial et final du liquide
pour cette taille de 4 pm.
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Spum
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Figure 5.17. Eprouvette apres 2400 s pour diff@etdilles de maille.
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Figure 5.18. Evolution du volume de liquide pour clramp de vitesse incompressible en
fonction de la taille de maille.
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Figure 5.19. Evolution de la conservation en fanctie la taille de maille apres 4000 s.

Méme si I'obtention d’'une aussi bonne conservaponr la taille de maille la plus faible
semble encourageante, nous devons préciser quadcld associé a la figure 5.20 a nécessité
environ 5 h avec 50 processeurs. Le maillage qooretant possede presque 9 000 000 de
nceuds et il ne permet pourtant de ne représentanayportion de 15 ° de I'éprouvette
expérimentale. Nous venons ainsi de montrer la em@nce du solveur level set pour
déplacer des veines liquides mais nous devronsemahsement nous résoudre a lancer des
calculs avec une plus grosse taille de maille asnmulons représenter une plus grosse partie
de I'échantillon. Pour pallier ce probleme, nousras également testé des calculs avec
remaillage, mais n’y avons pas donné suite pourdisens décrites dans les deux paragraphes
suivants.
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Figure 5.20. Contours initial (a gauche) et firsab¢oite) du liquide pour la taille de maille de
4 um.

Avec le test de linclusion, pour lequel le remaije adaptatif était tout a fait justifié,
I'interface présentait une faible surface par rappola taille du domaine de calcul et était
extrémement localisée. Au contraire, dans le casaedimage réelle, l'aire de I'interface est
beaucoup plus importante et le liquide est plusmmins réparti uniformément dans tout le
domaine de calcul. Avoir une taille uniforme sueuwertaine épaisseur autour de l'interface
nécessiterait donc beaucoup plus de nceuds qud’ipolusion unique située au centre de la
matrice. Et si l'utilisation d’un maillage anisop® permettrait de limiter le nombre de noeuds,
nous avons vu au chapitre précédent qu’elle limitesurtout la conservation du liquide.

Nous précisons également qu'utiliser des remailaagaptatifs avec un aussi grand nombre
de processeurs prend en proportion beaucoup plesnges que sur un seul processeur. En
effet le remaillage, bien que parallele, nécesdgenombreuses communications entre les
différents processeurs et le repartitionnement @maine de calcul est lui aussi loin d’étre
immédiat. Si les deux raisons exposées ci-desaus ot déja semblé amplement suffisantes
pour seulement utiliser des maillages fixes, il@glement utile de signaler que les calculs
avec remaillage s’interrompent parfois brusquensnt le cluster du CEMEF, pour des
raisons qui nous sont malheureusement encore inesnrLa perte de précision due au
transport des champs n’est, elle non plus, pasghgeé pour justifier 'emploi du maillage
fixe.
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Nous nous intéressons a présent a une résoluticamogie, sans déplacement d’interface.
Pour cela nous considérons un quart de I'éprouesfiérimentale, que nous discrétisons avec
un maillage homogeéene et isotrope de 10 um. Le awallconsidéré comprend plus de
3 000 000 de nceuds et 16 000 000 d’éléments. Laidende calcul est un parallélépipéde
rectangle de dimension 1,12 mm x 1,43 mm x 1,08 henfigure 5.21a montre l'interface
expérimentale entre l'air et le mélange liquidet®b13 s aprés le début du test de traction.
Elle est obtenue a partir d'une représentation emelg associée a une image de
microtomographie. La figure 5.21b montre la ménterfiace pour la représentation éléments
finis. Nous pouvons observer la trés bonne recoatitm géométrique de l'interface avec le
maillage éléments finis.

Les conditions aux limites appliquées sont lesanties : (i) vitesse verticale de 0,1 pfrssir

le plan supérieur, (ii) vitesse verticale nulle kuplan inférieur, (iii) vitesse normale nulle sur
les deux plans intérieurs de I'éprouvette, (iv)ume condition sur les deux plans extérieurs.
Ces conditions sont appliquées quelle que soithies@ présente aux bords du domaine et
aucune couche de solide n’est cette fois-ci ragult@ résolution est alors la méme qu’en
deux dimensions. La figure 5.22 montre la répariitde la contrainte équivalente et de la
vitesse de déformation généralisée sur une coupal@la microstructure associée a la
représentation éléments finis de la figure 5.21dus\Npouvons voir que les valeurs de vitesse
de déformation maximale sont situées dans les saleeliquide. La contrainte équivalente,
guant a elle, est trés hétérogene dans le solidmsemaxima sont situés entre des veines de
liquide, dans les ponts solides.

Solide
v
et

liquide

Figure 5.21. Frontiére entre I'air et le mélangkdsdiiquide 513 s aprés le début du test de
traction. Frontieres (a) expérimentale et (b) nuguer.

151



Chapitre 5

o
o
o
—

—
it

=]
o

Figure 5.22. Résultats mécaniques sur une coupmed@prouvette.

Apres avoir testé les résolutions mécanique etl Isseséparément, nous lancons un calcul
dynamique pour lequel les deux solveurs sont caupléus pouvons grace a cette simulation
directement comparer les évolutions morphologiquiss interfaces numérique et
expérimentale. La figure 5.23 illustre une tellenpa@raison pour l'interface entre I'air et le
mélange solide/liquide 1323 s aprés le début dudedraction expérimentale. Nous avons
pris pour représentation numérique initiale cellentrée sur la figure 5.21b, juste avant la
propagation expérimentale de I'air dans I'échamtill Avec un pas de temps de 13,5 s, les
60 incréments de calcul effectués pour tracer garé 5.23b ont nécessité un temps de
simulation d'un peu plus d’'une semaine avec 32 g@seurs du cluster CEMEF. Nous
constatons que l'accord avec l'expérience est dgobent satisfaisant. En particulier la
pénétration de I'air dans I'éprouvette s’effectamsi les mémes régions et avec une amplitude
du méme ordre de grandeur.

Pour conforter cette comparaison qualitative etsque nous possédons de nombreuses
images de I'expérience de traction, nous pouvoire fan calcul purement mécanique a
différents temps pour voir I'évolution de la comite équivalente moyenne dans la phase
solide, et la comparer a I'évolution calculée p@rcalcul dynamique. C’est ce que nous
montre la figure 5.24. Nous voyons que la conteadininue au cours du temps dans les deux
cas, en raison de 'endommagement de I'échantillod la propagation de I'air. En outre, les
valeurs calculées de maniéres statigue et dynamsque assez proches, ce qui est plutét
encourageant.
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Figure 5.23. Frontiere entre I'air et le mélangkdediquide 1323 s apres le début du test de
traction. Frontieres (a) expérimentale et (b) nuguer.

254

(MPa)

Calcul dynamique™™ =

Contrainte équivalente dans le solide

O T T T T T T 1
500 700 900 1100 1300 1500 1700 1900 2100 2300 2500

Temps (s)

Figure 5.24. Evolution de la contrainte équivalenteyenne dans le solide au cours du temps.

Pour déterminer la pertinence du calcul dynamidgjuest judicieux d’étudier également la
variation du volume de liquide au cours de la satiah. Cette étude est illustrée sur la figure
5.25, qui nous donne également la variation dumelue liquide associée a I'expérience et
aux calculs statiques. Le volume correspondant eaiculs statiques suit le volume
expérimental, avec un certain écart di a une disati®n insuffisante du domaine de calcul.
Le volume expérimental, quant a lui, augmente dwtde I'expérience, comme expliqué par
Terzi et al. [Ter 09], et il cesse d’augmenter @ipalu moment ou l'air commence a se
propager dans I'éprouvette. Cette augmentation aleme est provoquée par un flux de
liquide se déplacant de la périphérie de I'épraevérones inférieure et supérieure non
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imagées) vers la zone centrale d’observation. Qe tifest pas pris en compte dans notre
modele. Par conséquent, le volume de liquide deemistamment diminuer pour le calcul
dynamique, au fur et a mesure que des poches digdicgortent du domaine de calcul
eulérien par sa face supérieure. Or ce n'est peadeu cours des 500 premieres secondes de
simulation (entre 513 s et environ 1000 s), ce apristitue une preuve supplémentaire de
I'aspect diffusif (ou non conservatif) de notre hate level set. Il faut toutefois souligner que
cette limitation est peut-étre salutaire dans Bolibn de nos résultats, cet enrichissement
artificiel en liquide permettant sans doute de liteci la propagation de l'air au sein de
I’échantillon.

Le volume de solide, quant a lui diminue tout anglale la simulation, ce qui est cohérent
avec les conditions aux limites considérées. Irestplacé par du gaz, dont le volume est en
constante augmentation durant le calcul. Nous aba@rsvérifié que le volume total des trois
phases reste constant. La figure 5.26 montre Ii&a du volume des différentes phases au

cours de la simulation.
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Figure 5.25. Evolution du volume de liquide au codu temps.

Total
&~ 1.00E+09 -
c 1
o Solide
E
>
©
>

1.00E+08 +

Liquide

1.00E+07 T T T T T T 1
500 700 900 1100 1300 1500 1700 1900 2100 2300 2500

Temps (s)

Figure 5.26. Evolution du volume des trois phasesaaurs du temps.
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5. Conclusion

Nous venons de détailler dans ce chapitre la méthgez employée pour parvenir a réaliser
une simulation par éléments finis sur une éproaveprésentative d’un test de traction sur un
échantillon cylindrique d’Al-8% Cu, ce qui nous &rmis d’obtenir une comparaison
encourageante entre simulation et expérience. Pelar, nous avons essayé au maximum
d’isoler chacun des paramétres a considérer aéitudier leur influence sur les résultats de
simulation pour en déduire les valeurs optimalada@pter.

Nous tenons tout de méme a souligner que malgtégdes difficultés encore présentes, et
bien que la physique de notre modele reste a coenpléne telle simulation constitue a notre
connaissance une premiére dans le domaine deithfisation des alliages métalliques, ce
qui ouvre des perspectives intéressantes, qued@mrs/ons en conclusion générale de cette
these.

Avant d’évoquer des pistes pour enrichir le modéds simple actuellement utilisé, nous
préférons tout d’abord sensibiliser le lecteur Isunécessité absolue d’améliorer la fiabilité
des solveurs mécanique et level set actuelleméisiestdans CIMLIb. A titre d’exemple, les
résolutions itératives pour le calcul dynamiquespréé a la fin de ce chapitre n’ont pas
convergé a 69 reprises. Cela ne signifie pas naicesgent que les résultats obtenus sont
faux, mais augmenter le temps de calcul pour nee fque dégrader des solutions déja
satisfaisantes ne nous semble pas particuliéreiméispensable.

Pour le moment, nous avons di nous résoudre adeéwasiseulement un quart de la
géométrie expérimentale. Il serait évidemment edgant de considérer I'ensemble de
I'éprouvette pour nos simulations. Pour cela, @us solutions nous semblent
envisageables : le recours (i) a un maillage atifp{@) a un plus grand nombre de
processeurs, (iii) a un type de résolution plusdepour les systemes linéaires, en faisant par
exemple appel a un solveur multigrille [Elk 10].
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- Conclusion générale -

« A vaincre sans péril, on triomphe sans gloire. »

Pierre Corneille

Nous venons de présenter une méthode originalegienmb de coupler des simulations par
éléments finis a des expériences de microtomogeani initialisant les simulations a partir
des données expérimentales. Grace a cela, nous puagffectuer des comparaisons directes
entre résultats expérimentaux et numériques paastede traction d’un alliage d’aluminium-
cuivre a I'état pateux. Les travaux accomplis dansadre de cette these souffrent d’un trés
grand nombre de limitations, mais ils ont permisndes convaincre du bien-fondé de notre
approche, dont les principales étapes sont résuonéessous.

Nous avons dans un premier temps expliqué commemstrtire une représentation par
éléments finis a partir de données de microtomdgeagPour cela, nous traitons les images
expérimentales afin d’identifier les différentesapls présentes, ce qui permet I'extraction de
maillages surfaciques par I'algorithme des marctunbes et la construction d’'un maillage
volumique par la méthode d’'immersion de volume.t€ehéthode consiste a calculer la
distance aux maillages surfaciques et a adaptemailage avec des éléments plus fins a
I'interface. Nous rappelons cependant avoir simgletrutilisé des maillages homogenes et
isotropes pour nos applications.

Nous avons par la suite présenté la méthode déutidsodes équations de Stokes utilisée
dans CIMLIib et dans cette these, qui s’appuie s formulation monolithique P1+/P1 en
vitesse-pression, pour laquelle les champs de sétest de pression sont calculés
simultanément sur tous les nceuds du maillage, efuee que soit la phase qui leur est
associée. Pour cette résolution monolithique, milisons une loi de mélange aux interfaces
afin que les viscosités des différents milieux eéspnce soient considérées. Nous avons
également donné quelques pistes concernant lautésoldes systémes linéaires assemblés
par la méthode des éléments finis, en établissaet relation entre la précision de la
résolution et le rapport des viscosités.

Le champ de vitesse calculé permet d’actualiselfdestions level set représentatives des
interfaces par une méthode de réinitialisation ective. Nous avons détaillé le
fonctionnement de cette méthode avant de la sotenatune étude approfondie et a une
comparaison avec la méthode level set particulagepnnue dans la littérature pour ses
gualités. Malgré la supériorité de la level setipalaire sur notre méthode, nous avons tout
de méme obtenu avec cette derniére une conservdtiomolume satisfaisante pour une
inclusion sphérique soumise a un test de tractivaxial. Toutefois, nous avons mis en avant
la difficulté a obtenir une réinitialisation conaie. Nous espérons en outre avoir contribué
par ce travail a la remise en cause de certainssrtems relatives aux solveurs de
réinitialisation convective développés dans CIMLinsi, dans la conclusion de leurs
travaux de thése, Ville et Francois affirment dpmodu solveur de réinitialisation convective
de CIMLib (le LevellerS dans leur cas) gu'il « p&tmune représentation trés fidele de
I'évolution d’une surface libre et sans aucuneuditbn numérique » [Vil 11b] et que « son
caractere local permet de réduire le temps de Icalffera 11], ce qui nous semble inexact
pour les applications présentées dans cette tiEse.deux auteurs évoquent également le
recours a un estimateur d’erreur et a des élémamitotropes a linterface comme une
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perspective séduisante, mais nous appelons a dagpdunde prudence a ce sujet. En effet, il
n'existe pas a notre connaissance d'étude motigraolution du volume de matiere au cours
du temps pour des champs de vitesse incompressilniee type de maillage.

Dans le dernier chapitre de cette thése, nous agtaidi un couplage entre les solveurs
meécanique et level set. Nous avons tout d’abordsidéné une inclusion placée au centre
d’'une matrice cubique et de viscosité beaucoup faliée que celle de la matrice, soumise a
un test de traction uniaxial, avant d’étudier dests de traction sur une coupe 2D issue d’'une
image de microtomographie. Ces tests ont permigétierminer les parametres a utiliser sur
une simulation 3D, pour laquelle nous avons puefaine comparaison qualitative avec les
résultats expérimentaux.

Nous tenons également a signaler que I'utilisatiela méthode décrite tout au long de cette
thése peut présenter un intérét pour accroitre mampréhension des phénomenes physiques
impliqués dans tous les domaines de recherche lpsguels des microtomographies aux
rayons X et des simulations par éléments finis séaiisables.

En raison des difficultés rencontrées dans I'@ilen des outils disponibles dans CIMLiIb,
nous avons déja proposé dans les troisieme etigmatrchapitres des perspectives afin
d’améliorer la robustesse et la qualité des sob/enucaniques et level set. A la lumiere des
limitations observées, nous pouvons également deagander si le choix d’utiliser CIMLIib
était le plus pertinent. En effet pouvoir utilisdes maillages tétraédriques anisotropes
calculés par un estimateur d’erreur et adaptéslafiaition des interfaces apparaissait a priori
séduisant, mais nous avons en réalité di nousdésauemployer des maillages isotropes et
homogénes. Dans ces conditions, il aurait pu @téressant d’utiliser un maillage de type
octree [Los 04] avec des éléments correspondartsaels de I'image initiale a l'interface.
Pour cela, 'emploi de PhysBAM [Dub 11], librairgratuite de simulation multiphysique
développée a l'université Stanford et disposantsdeeurs meécanique et level set, nous
semble particulierement adapté.

En dehors des perspectives d’amélioration évoqeéese qui concerne les méthodes de
résolution des équations, nous pouvons énonceeuairt nombre d’ajouts qui permettraient
d’enrichir notre modéle numeérique.

Il pourrait ainsi étre intéressant de considérsrdspects suivants : compressibilité de I'air,
effets de tension de surface et de mouillabiliifusion de I'hydrogene [Car 07, Sas 08,
Fel 10] et définition d’un critere d’apparition dperosités. Ces aspects sont tous reliés a la
création et a la propagation des pores au seii¢pi@uvette. En I'état actuel, notre modele ne
permet en effet que de simuler 'endommagemenp@aétration de I'air depuis I'extérieur de
I’échantillon. Ainsi, un pore isolé gardera sonurak constant au cours d’un test de traction,
ce qui ne correspond pas a la réalité physiquel ldlmécessité de considérer I'air comme un
fluide compressible. La tension de surface, la traiiité et la gravité ont quant a elles une
grande influence sur la géométrie des veines lepuit donc sur le comportement mécanique
du mélange pateux. De plus, définir un critere péafiion des porosités est obligatoire pour
simuler la cavitation dans les films liquides.

En outre, I'expérience que nous avons essaye dedweipe par simulation numeérique était un
test de traction effectué a température constatt@ous avons estimé |égitime de ne pas
considérer la solidification dans notre modéle nugue. Toutefois, la solidification ne peut
évidemment pas étre négligée pour comprendre leditcans d’apparition de la fissuration a
chaud et les expériences de traction anisotherfieeteées par nos partenaires du SIMaP
montrent d’ailleurs bon nombre de différences descexpériences de traction isotherme. I
est donc nécessaire de résoudre l'équation de m@tem du soluté, I'équation de
conservation de I'énergie ne semblant pas primtrdiaésoudre car la température peut étre
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considérée comme homogéne dans les échantillotimétiiques contenus a l'intérieur d’'un
four.

Afin d’ajouter la solidification dans notre modgbeur simuler des expériences de traction
anisotherme, nous préconisons l'approche suivaotesistant a (i) utiliser le solveur de
convection diffusion réaction développé dans CIMlab cours de la thése de Hachem
[Hac 09], (ii) valider son couplage avec la résoltlevel set en étudiant des problemes de
Stefan [Vui 93] tel que celui de la solidificatien coin simulé par Tan & Zabaras [Tan 06] et
dont la solution analytique est donnée par RatBjekji [Rat 71], (iii) rajouter les termes de
courbure et d’anisotropie afin de retrouver leslévmns de structures dendritiques décrites
dans la littérature [Kim 00, Gib 03, Ram 04, Tan],0@v) utiliser les données de
microtomographie de Limodin et al. obtenues lorsnaintien isotherme d’un échantillon
d’aluminium-cuivre [Lim 07] pour initialiser uneraulation numérique et la comparer avec
les résultats expérimentaux, (v) reproduire cetbengaraison pour une expérience de
solidification dendritique [Lim 09].

De tels travaux ont déja initiés au CEMEF. Frangoigar exemple retrouvé un bon accord
entre ses résultats numériques et la solution agaéy pour le cas de solidification en coin
d’'un corps pur [Fra 11]. Plusieurs stages sur laétisation par level set de la croissance
dendritique ont également eu lieu [Mzo 09, Vu 0ar D8], mais ils n'ont pas permis
d’obtenir des résultats en accord avec la thé@ ik dolvabilité microscopique [Kar 98].
D’autres améliorations de ce travail sont envishigsaen ce qui concerne les expériences de
microtomographie et la corrélation des images. Neasrésumons a présent brievement et
laissons le soin a nos partenaires des laborat®lMaP et Navier de les détailler.

La microtomographie aux rayons X faisant des progapidement, il est maintenant possible
d’effectuer des expériences avec des acquisitioinsage a la fois plus rapides et plus
précises, permettant donc un acces a de meilletésslutions et a des vitesses de
refroidissement beaucoup plus importantes que scalmnsidérées jusqu’a présent. Des
progrés peuvent aussi étre obtenus au niveaurtigrlimentation des expériences. Un capteur
d’effort permettrait par exemple d’effectuer desnparaisons entre les contraintes calculées
par simulation numérique et par I'expérience.

Les outils de corrélation d’images, quant a euxaisat avantageux pour renforcer le lien
entre les expériences et les simulations, que itgpsor déduire précisément les conditions
aux limites a appliquer dans les simulations, our mmmparer les résultats expérimentaux et
numérigues sous un angle différent. Il est en gffetsible de transformer nos résultats
numériques par éléments finis en images de voxelandme format que les données
expérimentales, afin d’appliquer des techniquesateclation similaires a celles appliquées
aux images expérimentales [Ter 09].

L'approche employée dans cette thése est colteusengps de calcul et ne peut étre
employée que pour des volumes de faible dimenSthapparait indispensable de simuler
d’autres expériences de microtomographie pour keinnmtre modéle, il serait également trés
intéressant d’utiliser des volumes élémentairesesgmtatifs en modifiant des parametres tels
gue la taille des grains, la fraction de soliddafraction de porosité, afin de déterminer une
équation décrivant le comportement mécanique dkaje pateux, pouvant étre employé
dans des simulations a plus grande échelle. Utnatedil a déja été mené a bien par Phillion,
Cockcroft & Lee [Phi 09a].
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Code pour les Marching Squares

#include <fstream>
#include <iostream>

using namespace std;

/I Table de connectivité
unsigned char TableSegments[16][5]=

{
{44,444}, 110
{3,0,4,4,4}, /1
{0,1,4,4,4}, 1I2
{3,1,4,4,4}, I3
{1,2,4,4,4}, Il4
{3,0,1,2,4}, /5
{0,2,4,4,4}, 116
{3,2,4,4,4}, 7
{2,3,4,44}, 118
{2,0,4,4,4}, 119
{0,1,2,3,4}, /110
{2,1,4,4,4}, /11
{1,3,4,4,4}, Il12
{1,0,4,4,4}, 1113
{0,3,4,4,4}, 114
{4,44.4,4}, 1115

I3

int main()

{

/I Choix des parameétres

int L=78; // Largeur de I'image

int H=58; // Hauteur de I'image

double a=2.0; // Taille d'un pixel

unsigned char Seuillmage=151; // Seuil a applique
ifstream Entree("78x58.raw",ios_base::binaryFi¢hier d'entrée
if(!Entree) // vérification du fichier d'entrée

{ cout << "pas de fichier d'entree\n";return -1;}
ofstream Sortie("Surface.txt"); // Fichier de sort

// Début du code

double S=static_cast<double>(Seuillmage)-1le-3;
intL_1=L-1,L_2=L-2,H 1=H-1,Hpl=H+1;

unsigned char Index,NumeroArete;

int i,j,Noeuds=0,Elements=0,C1,C2,jpl,jL,jLpl,jpdlLpl;
double NG1,NG2,1,x,y;
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int * NN = new int[L+Hp1];NN[0]=0;

unsigned char * Image = new unsigned char[L*H];
/I Ligne laissée pour l'en-téte

Sortie << " \n";

/I Lecture de l'image

int Decalagelnit=H_1*L,Decalage=-L*2;
Entree.seekg(Decalagelnit,std::ios_base::beg);
for (j=0;j<H;j++)

{

JL=L;

for (i=0;i<L;i++)

{

Image[i+jL]=Entree.get();

}

Entree.seekg(Decalage,std::ios_base::cur);
}

/I Ecriture des noeuds suivant I'abscisse
for (j=0;j<H;j++)

JL=j*L;
jLpl=jL+1;
for (i=0;i<L_1;i++)
{
if(lImagel[i+jL]<S!=Image[i+jLp1]<S)

Noeuds+=1,
NG1l=static_cast<double>(Image][i+jL]);
NG2=static_cast<double>(Image][i+jLpl]);
I=(S-NG1)/(NG2-NG1)*a;
x=(i+0.5)*a;y=(j+0.5)*a;
Sortie << x+l<<"  "<<y<<endl
}
}
NN[j+1]=Noeuds;
}
/l Ecriture des noeuds suivant I'ordonnée
for (i=0;i<L;i++)
{
for(j=0;j<H_1;j++)
{
if(lImagel[i+j*L]<S!=Image][i+(j+1)*L]<S)
{

Noeuds+=1;

NG1l=static_cast<double>(Image[i+j*L]);

NG2=static_cast<double>(Image][i+(j+1)*L]);

[=(S-NG1)/(NG2-NG1)*a;
x=(i+0.5)*a;y=(j+0.5)*a;
Sortie << x << " " << y+l << end|;
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}
NN[i+H+1]=Noeuds;
}
int NNAS; // Nombre de noeuds utilisés sur l'atpérieure
/I Calcul des éléments
for(j=0;j<H_1;j++)

JL="Ljpl=j+1jLpl=jL+1;jpll=jp1*L;jplLpl=jplL+1;
NNAS=0;
for(i=0;i<L_2;i++)
{
Index=0;
NumeroArete=0;
/I Calcul de l'index
if(lmage[i+jL]>=S)

Index+=1,
if(lmage[i+jLp1]>=S)
Index+=2;
if(lmagel[i+jplLpl]>=S)
Index+=4;
if(lmagel[i+jplL]>=S)
Index+=8;
while(TableSegments[Index][NumeroArete]!=4)
{
switch(TableSegments[Index][NumeroArete])
{
case 0 : C1=NNJj]+1;NN[j]+=1; break;
case 1 : C1=NNJ[i+Hp1l]+1; break;
case 2 : C1=NN[j+1]+NNAS+1;NNAS+=1; break;
case 3 : C1=NNJ[i+H]+1;NNJ[i+H]+=1; break;
switch(TableSegments[Index][NumeroArete+1])
{
case 0 : C2=NNJj]+1;NN[j]+=1; break;
case 1 : C2=NNJ[i+Hp1l]+1; break;
case 2 : C2=NN[j+1]+NNAS+1;NNAS+=1; break;
case 3 : C2=NN[i+H]+1;NN[i+H]+=1; break;
}
NumeroArete+=2;
Elements+=1;
Sortie<< Cl<<" "<<(C2<<" 0"<<endl
}
}
i=L_2;Index=0;

NumeroArete=0;
/I Calcul de l'index sur la derniere colonne
if(lmagel[i+jL]>=S)
Index+=1;
if(lImagel[i+jLp1]>=S)
Index+=2;
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if(lmage[i+jplLpl]>=S)

Index+=4:
if(lmage[i+jplL]>=S)

Index+=8;:
while(TableSegments[Index][NumeroArete]!'=4)

{

switch(TableSegments[Index][NumeroArete])
{
case 0 : C1=NN[jJ+1;NN[j]+=1; break;
case 1 : C1=NN[i+Hp1]+1;NNJ[i+Hp1]+=1; break;
case 2 : C1=NN[j+1]+NNAS+1;NNAS+=1; break;
case 3 : C1=NN[i+H]+1;NN[i+H]+=1; break;
}
switch(TableSegments[Index][NumeroArete+1])
{
case 0 : C2=NN[jJ+1;NNJ[j]+=1; break;
case 1 : C2=NN[i+Hp1]+1;NN[i+Hp1]+=1; break;
case 2 : C2=NN[j+1]+NNAS+1;NNAS+=1; break;
case 3 : C2=NNJi+H]+1;NNJ[i+H]+=1; break;
}
NumeroArete+=2;
Elements+=1;
Sortie << Cl<<" "<<(C2<<" 0"<<endl
}
}
/I Ecriture de I'en téte
Sortie.seekp(0,ios::beg);
Sortie << Noeuds << " 2 "<< Elements <<" 3"

Sortie.close();
return O;
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Code pour les Marching Cubes

#include <fstream>
#include <iostream>

using namespace std;

/I Table de connectivité
unsigned char TableTriangles[256][16]=

{

{12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12 1A},
{8,3,0,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 1
{9,0,1,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},// 2
{8,1,9,3,1,8,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, 113
{1,2,11,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 4
{0,8,3,1,2,11,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /I5
{9,2,11,0,2,9,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /I 6
{2,8,3,2,11,8,11,9,8,12,12,12,12,12,12,12}, 17
{10,2,3,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 8
{10,0,8,2,0,10,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 9
{1,9,0,2,3,10,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 10
{1,10,2,1,9,10,9,8,10,12,12,12,12,12,12,12}, 1111
{3,11,1,10,11,3,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 12
{0,11,1,0,8,11,8,10,11,12,12,12,12,12,12,12}, 1113
{3,9,0,3,10,9,10,11,9,12,12,12,12,12,12,12}, 1114
{9,8,11,8,10,11,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 15
{4,7,8,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},// 16
{4,3,0,7,3,4,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, 1117
{4,7,8,9,0,1,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /118

{4,1,9,4,7,1,7,3,1,12,12,12,12,12,12,12}, 1119
{4,7,8,11,1,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /I 20
{3,4,7,3,0,4,1,2,11,12,12,12,12,12,12,12}, 1121
{9,2,11,9,0,2,8,4,7,12,12,12,12,12,12,12}, 1122
{4,7,3,4,3,11,4,11,9,11,3,2,12,12,12,12}, /1123
{8,4,7,3,10,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /| 24
{10,4,7,10,2,4,2,0,4,12,12,12,12,12,12,12}, 1125
{9,0,1,8,4,7,2,3,10,12,12,12,12,12,12,12}, Il 26
{1,10,2,9,10,1,9,7,10,9,4,7,12,12,12,12}, 1127
{3,11,1,3,10,11,7,8,4,12,12,12,12,12,12,12}, /1128
{7,0,4,7,11,0,7,10,11,1,0,11,12,12,12,12}, 1129
{4,7,8,9,0,10,9,10,11,10,0,3,12,12,12,12}, /130

{4,7,10,4,10,9,9,10,11,12,12,12,12,12,12,12}, /1131
{4,9,5,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},// 32
{9,5,4,0,8,3,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /133
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{5,0,1,4,0,5,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, 1134

{8,5,4,8,3,5,3,1,5,12,12,12,12,12,12,12}, /I 35
{5,4,9,11,1,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 36
{4,9,5,0,8,3,11,1,2,12,12,12,12,12,12,12}, /I 37
{5,2,11,5,4,2,4,0,2,12,12,12,12,12,12,12}, /I 38
{8,3,2,4,8,2,4,2,11,4,11,5,12,12,12,12}, /1 39
{4,9,5,3,10,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 40
{0,10,2,0,8,10,4,9,5,12,12,12,12,12,12,12}, /I 41
{0,5,4,0,1,5,2,3,10,12,12,12,12,12,12,12}, Il 42
{4,8,10,4,10,1,4,1,5,2,1,10,12,12,12,12}, /I 43
{11,3,10,11,1,3,9,5,4,12,12,12,12,12,12,12}, /] 44
{5,4,9,11,1,8,11,8,10,8,1,0,12,12,12,12}, /I 45
{5,10,11,5,0,10,5,4,0,0,3,10,12,12,12,12}, Il 46
{5,4,8,5,8,11,11,8,10,12,12,12,12,12,12,12}, Il 47
{9,7,8,5,7,9,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 48
{9,3,0,9,5,3,5,7,3,12,12,12,12,12,12,12}, /I 49
{0,7,8,0,1,7,1,5,7,12,12,12,12,12,12,12}, /1 50
{5,7,1,1,7,3,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 51
{9,7,8,9,5,7,11,1,2,12,12,12,12,12,12,12}, /I 52
{11,1,2,9,5,0,5,3,0,5,7,3,12,12,12,12}, /I 53
{11,5,7,11,7,0,11,0,2,8,0,7,12,12,12,12}, /I 54
{2,11,5,2,5,3,3,5,7,12,12,12,12,12,12,12}, /I 55
{7,9,5,7,8,9,3,10,2,12,12,12,12,12,12,12}, I 56
{9,2,0,9,7,2,9,5,7,7,10,2,12,12,12,12}, Il 57
{2,3,10,0,1,8,1,7,8,1,5,7,12,12,12,12}, I 58
{10,2,1,10,1,7,7,1,5,12,12,12,12,12,12,12}, /1 59
{1,10,11,1,3,10,5,7,9,7,8,9,12,12,12,12}, /1 60
{5,7,0,5,0,9,7,10,0,1,0,11,10,11,0,12}, /1 61
{10,11,0,10,0,3,11,5,0,8,0,7,5,7,0,12}, Il 62

{5,7,10,11,5,10,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, [/ 63
{5,11,6,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 64
{5,11,6,0,8,3,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /I 65
{9,0,1,5,11,6,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 66

{1,8,3,1,9,8,5,11,6,12,12,12,12,12,12,12}, I 67
{1,6,5,2,6,1,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 68
{1,6,5,1,2,6,3,0,8,12,12,12,12,12,12,12}, /1 69
{9,6,5,9,0,6,0,2,6,12,12,12,12,12,12,12}, 1170
{5,2,6,5,8,2,5,9,8,3,2,8,12,12,12,12}, 1171
{6,5,11,10,2,3,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 72
{10,0,8,10,2,0,11,6,5,12,12,12,12,12,12,12}, 1173
{5,11,6,1,9,0,10,2,3,12,12,12,12,12,12,12}, 174
{5,11,6,1,9,2,9,10,2,9,8,10,12,12,12,12}, 175
{6,3,10,6,5,3,5,1,3,12,12,12,12,12,12,12}, 1176
{0,5,1,0,10,5,0,8,10,10,6,5,12,12,12,12}, 177
{6,3,10,5,3,6,5,0,3,5,9,0,12,12,12,12}, 1178
{6,5,9,6,9,10,10,9,8,12,12,12,12,12,12,12}, 1179
{5,11,6,4,7,8,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 80
{4,3,0,4,7,3,6,5,11,12,12,12,12,12,12,12}, /1 81
{8,4,7,9,0,1,6,5,11,12,12,12,12,12,12,12}, I 82
{6,5,11,4,7,9,7,1,9,7,3,1,12,12,12,12}, /1 83
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{6,1,2,6,5,1,4,7,8,12,12,12,12,12,12,12}, /I 84
{4,7,0,0,7,3,6,5,1,6,1,2,12,12,12,12}, /I 85
{8,4,7,9,0,5,0,6,5,0,2,6,12,12,12,12}, /I 86
{7,3,9,7,9,4,3,2,9,5,9,6,2,6,9,12}, /I 87
{4,7,8,6,5,11,3,10,2,12,12,12,12,12,12,12}, /I 88
{5,11,6,4,7,2,4,2,0,2,7,10,12,12,12,12}, /I 89
{2,3,10,9,0,1,4,7,8,6,5,11,12,12,12,12}, // 90
{9,2,1,9,10,2,9,4,10,7,10,4,5,11,6,12}, /191
{4,7,8,6,5,10,5,3,10,5,1,3,12,12,12,12}, /] 92
{5,1,10,5,10,6,1,0,10,7,10,4,0,4,10,12}, /1 93
{5,10,6,5,3,10,5,9,3,0,3,9,4,7,8,12}, /1 94
{6,5,9,6,9,10,4,7,9,7,10,9,12,12,12,12}, /1 95
{4,11,6,9,11,4,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 96
{4,11,6,4,9,11,0,8,3,12,12,12,12,12,12,12}, 1197
{11,0,1,11,6,0,6,4,0,12,12,12,12,12,12,12}, /1 98
{11,6,4,11,4,3,11,3,1,3,4,8,12,12,12,12}, /1 99
{1,4,9,1,2,4,2,6,4,12,12,12,12,12,12,12}, /1 100
{8,3,0,4,9,2,4,2,6,2,9,1,12,12,12,12}, /1 101
{4,0,6,6,0,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 102
{8,3,2,8,2,4,4,2,6,12,12,12,12,12,12,12}, /1 103
{11,4,9,11,6,4,10,2,3,12,12,12,12,12,12,12}, /1 104
{8,2,0,8,10,2,9,11,4,11,6,4,12,12,12,12}, /1 105
{10,2,3,11,6,1,6,0,1,6,4,0,12,12,12,12}, // 106
{6,4,1,6,1,11,4,8,1,2,1,10,8,10,1,12}, /1107
{9,1,3,9,3,6,9,6,4,10,6,3,12,12,12,12}, /1 108
{8,10,1,8,1,0,10,6,1,9,1,4,6,4,1,12}, /1 109
{3,10,6,3,6,0,0,6,4,12,12,12,12,12,12,12}, /1110
{6,4,8,10,6,8,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 111
{7,11,6,7,8,11,8,9,11,12,12,12,12,12,12,12}, 11112
{0,9,11,0,11,7,0,7,3,6,7,11,12,12,12,12}, /1113
{0,1,11,8,0,11,8,11,6,8,6,7,12,12,12,12}, /1114
{11,6,7,11,7,1,1,7,3,12,12,12,12,12,12,12}, /1 115
{7,8,9,7,9,2,7,2,6,2,9,1,12,12,12,12}, /116
{2,6,9,2,9,1,6,7,9,0,9,3,7,3,9,12}, 11117
{7,8,0,7,0,6,6,0,2,12,12,12,12,12,12,12}, /1118
{2,6,7,3,2,7,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 119
{3,10,2,7,8,6,8,11,6,8,9,11,12,12,12,12}, 11 120
{2,0,7,2,7,10,0,9,7,6,7,11,9,11,7,12}, /1121
{8,6,7,8,11,6,8,0,11,1,11,0,3,10,2,12}, 1122
{10,2,1,10,1,7,11,6,1,6,7,1,12,12,12,12}, /1123
{8,9,6,8,6,7,9,1,6,10,6,3,1,3,6,12}, Il 124
{9,1,0,7,10,6,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 125
{3,10,6,3,6,0,7,8,6,8,0,6,12,12,12,12}, 11 126

{6,7,10,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 127
{6,10,7,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 128
{7,6,10,8,3,0,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /] 129
{9,0,1,7,6,10,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 130

{8,1,9,8,3,1,10,7,6,12,12,12,12,12,12,12}, /1131
{11,1,2,6,10,7,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 132
{8,3,0,10,7,6,1,2,11,12,12,12,12,12,12,12}, /1133
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{2,9,0,2,11,9,6,10,7,12,12,12,12,12,12,12},
{7,6,10,8,3,11,8,11,9,11,3,2,12,12,12,12},

{2,7,6,3,7,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},

{7,0,8,7,6,0,6,2,0,12,12,12,12,12,12,12},
{2,7,6,2,3,7,0,1,9,12,12,12,12,12,12,12},
{7,9,8,7,2,9,7,6,2,2,1,9,12,12,12,12},
{11,7,6,11,1,7,1,3,7,12,12,12,12,12,12,12},
{0,11,1,8,11,0,8,6,11,8,7,6,12,12,12,12},
{0,11,9,0,7,11,0,3,7,6,11,7,12,12,12,12},

{7,6,11,7,11,8,8,11,9,12,12,12,12,12,12,12},
{6,8,4,10,8,6,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},

{3,6,10,3,0,6,0,4,6,12,12,12,12,12,12,12},
{8,6,10,8,4,6,9,0,1,12,12,12,12,12,12,12},
{9,3,1,9,6,3,9,4,6,10,3,6,12,12,12,12},
{6,8,4,6,10,8,2,11,1,12,12,12,12,12,12,12},
{11,1,2,6,10,0,6,0,4,0,10,3,12,12,12,12},
{9,0,11,11,0,2,8,4,6,8,6,10,12,12,12,12},
{11,9,3,11,3,2,9,4,3,10,3,6,4,6,3,12},
{8,2,3,8,4,2,4,6,2,12,12,12,12,12,12,12},

{4,6,0,6,2,0,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},

{9,0,1,8,4,3,4,2,3,4,6,2,12,12,12,12},
{1,9,4,1,4,2,2,4,6,12,12,12,12,12,12,12},
{11,4,6,11,3,4,11,1,3,3,8,4,12,12,12,12},
{11,1,0,11,0,6,6,0,4,12,12,12,12,12,12,12},
{4,6,3,4,3,8,6,11,3,0,3,9,11,9,3,12},

{4,6,11,9,4,11,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},
{4,9,5,7,6,10,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},

{5,4,9,7,6,10,0,8,3,12,12,12,12,12,12,12},
{5,0,1,5,4,0,7,6,10,12,12,12,12,12,12,12},
{6,10,7,5,4,3,5,3,1,3,4,8,12,12,12,12},
{9,5,4,11,1,2,7,6,10,12,12,12,12,12,12,12},
{4,9,5,6,10,7,0,8,3,11,1,2,12,12,12,12},
{7,6,10,5,4,11,4,2,11,4,0,2,12,12,12,12},
{4,11,5,4,2,11,4,8,2,3,2,8,7,6,10,12},
{7,2,3,7,6,2,5,4,9,12,12,12,12,12,12,12},
{9,5,4,0,8,6,0,6,2,6,8,7,12,12,12,12},
{6,3,7,6,2,3,4,0,5,0,1,5,12,12,12,12},
{6,2,8,6,8,7,2,1,8,4,8,5,1,5,8,12},
{4,9,5,7,6,1,7,1,3,1,6,11,12,12,12,12},
{8,1,0,8,11,1,8,7,11,6,11,7,4,9,5,12},
{4,0,11,4,11,5,0,3,11,6,11,7,3,7,11,12},
{7,6,11,7,11,8,5,4,11,4,8,11,12,12,12,12},
{6,9,5,6,10,9,10,8,9,12,12,12,12,12,12,12},
{6,10,3,5,6,3,5,3,0,5,0,9,12,12,12,12},
{0,1,5,0,5,10,0,10,8,10,5,6,12,12,12,12},
{6,10,3,6,3,5,5,3,1,12,12,12,12,12,12,12},
{1,2,11,9,5,10,9,10,8,10,5,6,12,12,12,12},
{5,0,9,5,3,0,5,6,3,10,3,6,11,1,2,12},
{10,8,5,10,5,6,8,0,5,11,5,2,0,2,5,12},
{2,11,5,2,5,3,6,10,5,10,3,5,12,12,12,12},

11134
/1135
/11136
11137
/1138
/1139
/1140
/1141
11142
/11143
/1 144
/1 145
/11 146
Il 147
/1148
/1 149
/1150
// 151
/1152
/1 153
/1 154
/1 155
/11 156
/11 157
/1 158
/1159
/11160
/1161
11162
/1163
11164
/1 165
/11 166
11167
/1168
/1169
/11170
11171
11172
11173
11174
11175
11176
1177
11178
11179
/1 180
/1181
/11182
/1183
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{5,6,2,5,2,8,5,8,9,3,8,2,12,12,12,12}, /] 184
{9,5,6,9,6,0,0,6,2,12,12,12,12,12,12,12}, /1 185
{1,5,8,1,8,0,5,6,8,3,8,2,6,2,8,12}, /1 186
{1,5,6,2,1,6,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 187
{1,3,6,1,6,11,3,8,6,5,6,9,8,9,6,12}, / 188
{11,1,0,11,0,6,9,5,0,5,6,0,12,12,12,12}, /1 189

{5,6,11,0,3,8,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 190
{6,6,11,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 191
{5,10,7,11,10,5,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 192

{10,5,11,10,7,5,8,3,0,12,12,12,12,12,12,12}, /1 193
{5,10,7,5,11,10,1,9,0,12,12,12,12,12,12,12}, /1 194
{5,11,7,7,11,10,1,9,8,1,8,3,12,12,12,12}, /1 195
{10,1,2,10,7,1,7,5,1,12,12,12,12,12,12,12}, /1 196
{0,8,3,1,2,7,1,7,5,7,2,10,12,12,12,12}, /1197
{9,0,2,9,2,7,9,7,5,7,2,10,12,12,12,12}, /1 198
{7,5,2,7,2,10,5,9,2,3,2,8,9,8,2,12}, /1 199
{2,5,11,2,3,5,3,7,5,12,12,12,12,12,12,12}, /1 200
{11,7,5,11,0,7,11,2,0,8,7,0,12,12,12,12}, /1 201
{9,0,1,5,11,3,5,3,7,3,11,2,12,12,12,12}, /1 202
{9,8,2,9,2,1,8,7,2,11,2,5,7,5,2,12}, /1 203
{5,1,7,1,3,7,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 204
{0,8,7,0,7,1,1,7,5,12,12,12,12,12,12,12}, /I 205
{9,0,3,9,3,5,5,3,7,12,12,12,12,12,12,12}, /I 206
{9,8,7,5,9,7,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, I/ 207
{5,8,4,5,11,8,11,10,8,12,12,12,12,12,12,12}, /1 208
{5,11,10,5,10,0,5,0,4,0,10,3,12,12,12,12}, /1 209
{1,9,0,5,11,4,11,8,4,11,10,8,12,12,12,12}, /1 210
{11,10,4,11,4,5,10,3,4,9,4,1,3,1,4,12}, /1211
{4,10,8,4,1,10,4,5,1,2,10,1,12,12,12,12}, /1 212
{0,4,10,0,10,3,4,5,10,2,10,1,5,1,10,12}, /1 213
{0,2,5,0,5,9,2,10,5,4,5,8,10,8,5,12}, I 214
{4,5,9,3,2,10,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 215
{8,2,3,4,2,8,4,11,2,4,5,11,12,12,12,12}, /1216
{5,11,2,5,2,4,4,2,0,12,12,12,12,12,12,12}, 1217
{4,3,8,4,2,3,4,5,2,11,2,5,9,0,1,12}, /1 218
{1,9,4,1,4,2,5,11,4,11,2,4,12,12,12,12}, /1 219
{8,4,5,8,5,3,3,5,1,12,12,12,12,12,12,12}, /I 220
{5,1,0,4,5,0,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 221
{8,4,5,8,5,3,9,0,5,0,3,5,12,12,12,12}, I 222

{4,5,9,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},// 223
{4,10,7,4,9,10,9,11,10,12,12,12,12,12,12,12}, 11224

{0,8,3,4,9,7,9,10,7,9,11,10,12,12,12,12}, 11225
{7,4,0,7,0,11,7,11,10,1,11,0,12,12,12,12}, 11 226
{3,1,4,3,4,8,1,11,4,7,4,10,11,10,4,12}, 11227
{1,2,10,9,1,10,9,10,7,9,7,4,12,12,12,12}, 11228
{9,7,4,9,10,7,9,1,10,2,10,1,0,8,3,12}, 11229
{10,7,4,10,4,2,2,4,0,12,12,12,12,12,12,12}, 11230
{10,7,4,10,4,2,8,3,4,3,2,4,12,12,12,12}, /1231
{4,3,7,4,11,3,49,11,11,2,3,12,12,12,12}, 11232
{9,11,7,9,7,4,11,2,7,8,7,0,2,0,7,12}, /1 233
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{3,7,11,3,11,2,7,4,11,1,11,0,4,0,11,12}, Il 234
{4,8,7,11,2,1,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /] 235
{49,1,4,1,7,7,1,3,12,12,12,12,12,12,12}, 11236
{0,8,7,0,7,1,4,9,7,9,1,7,12,12,12,12}, 11237

{4,0,3,7,4,3,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, /11238
{4,8,7,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},// 239
{9,11,8,8,11,10,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, [/ 240
{3,0,9,3,9,10,10,9,11,12,12,12,12,12,12,12}, Il 241
{0,1,11,0,11,8,8,11,10,12,12,12,12,12,12,12}, Il 242
{3,1,11,10,3,11,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, [/ 243
{1,2,10,1,10,9,9,10,8,12,12,12,12,12,12,12}, Il 244
{3,0,9,3,9,10,1,2,9,2,10,9,12,12,12,12}, Il 245
{10,8,0,2,10,0,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, // 246
{10,3,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 247

{2,3,8,2,8,11,11,8,9,12,12,12,12,12,12,12}, /1 248
{9,11,2,0,9,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}, [/ 249
{2,3,8,2,8,11,0,1,8,1,11,8,12,12,12,12}, /11 250

{1,11,2,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12}// 251

{8,9,1,3,8,1,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},  // 252

{9,1,0,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},// 253

{8,0,3,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12},// 254

{12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12, 42855
5

int main()
{
/I Choix des parametres
int L=256; // Largeur de l'image
int H=256; // Hauteur de l'image
int P=256; // Profondeur de I'image
double a=1.4; // Taille d'un voxel
unsigned char Seuillmage=141; // Seuil a appliquer
ifstream Entree("30.raw",ios_base::binary); //Htéc d'entrée
if('"Entree) // vérification du fichier d'entrée
{ cout << "pas de fichier d'entree\n";return -1;}
ofstream Sortie("Surface.txt");
/I Début du code
double S=static_cast<double>(Seuillmage)-5e-2;
unsigned char Index,NA;
int i,j,k,I,Noeuds=0,Elements=0,C,jL;
int jLpkHL,JLpkHLp1,kHL,P_1,jLpkplHL,Lp1;
int kH,kHp1,jpkH,jp1lpkH,jpkp1H,jplpkplH,jplLpl,jhl
int HP,LP,HL,HPpkLp1,HPpLP,HPpLPp1,HPpLPplpjL,ipllpkplHLp1;
int jplLpkHL,jp1LpkHLp1,jplLpkplHL,jplLpkplHLp1,kIKLp1,kpll, , kplLlpl;
intL_1=L-1;
int Lpl=L+1;
P 1=P-1;
int H_1=H-1;
HL=H*L;HP=H*P;LP=L*P;
HPpLP=HP+LP;HPpLPpl1=HPpLP+1;
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int AreteAppelee[12];for(k=0;k<12;k++){AreteAppedk]=0;}
int * NN = new int[(H+L)*P+HL+1];NN[0]=0;

int * NNDA = new int[(H+L)*P+HL+1];

unsigned char * Image = new unsigned char[P*H*L];

bool * AppelSommetSuivantZ = new bool[HL];

double NG1,NG2,l,x,y,z;

for (k=0;k<HP+LP+HL+1;k++)

{

}

/I Ligne laissée pour l'en-téte

Sortie << " "\n
/I Lecture de l'image

int Decalage=-L,Decalagelnit;

for (k=0;k<P;k++)

NNDA[K]=0;

{
KHL=k*HL,;
Decalagelnit=HL+kHL;
Entree.seekg(Decalagelnit,std::ios_base::beg);
for (j=0;j<H;j++)
{
JLpkHL=j*L+kHL;
Entree.seekg(Decalage,std::ios_base::cur);
for (i=0;i<L;i++)
{
Image[i+jLpkHL]=Entree.get();
}
Entree.seekg(Decalage,std::ios_base::cur);
}
}

/I Ecriture des noeuds suivant I'abscisse
for (k=0;k<P;k++)
{
kH=k*H;
kHpl=kH+1;
kHL=K*HL;
for (j=0;j<H;j++)
{
jL=j*L;
JLpKHL=jL+kHL;
jLpkHLp1=jLpkHL+1;
for (i=0;i<L_1;i++)
{
if(lmage[i+jLpkHL]<S!=Image[i+jLpkHLp1]<S)
{
Noeuds+=1;
NG1l=static_cast<double>(Image[i+jLpkHL]);
NG2=static_cast<double>(Image][i+jLpkHLp1));
I=(S-NG1)/(NG2-NG1)*a;
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x=(i+0.5)*a;y=(j+0.5)*a;z=(k+0.5)*a;
Sortie << x+l <<"" <<y << "" << z << end|;
}
}
NN[j+kHpl]=Noeuds;
}
}
/I Ecriture des noeuds suivant ['ordonnée
for (k=0;k<P;k++)

{
HPpkLpl=HP+k*L+1;
KHL=k*HL;
for (i=0;i<L;i++)
{
for(j=0;j<H_1;j++)
{
if(lImageli+j*L+kHL]<S!=Image[i+(j+1)*L+kHL]<S)
Noeuds+=1,
NG1l=static_cast<double>(Imagel[i+j*L+kHL]);
NG2=static_cast<double>(Image][i+(j+1)*L+kHL]);
I=(S-NG1)/(NG2-NG1)*a;
x=(i+0.5)*a;y=(j+0.5)*a;z=(k+0.5)*a;
Sortie << x <<""<<y+l << " " << z << end];
}
}
NN[HPpkLp1+i]=Noeuds;
}
}

/I Ecriture des noeuds suivant la cote
for(j=0;j<H;j++)

JL=*L

HPpLPplpjL=HPpLPpl+jL;
for (i=0;i<L;i++)

Lt
IpjL=I+L;
for(k=0;k<P_1;k++)
{
if(lImagel[ipjL+k*HL]<S!=Image][ipjL+(k+1)*HL]<S)
{
Noeuds+=1;
NG1l=static_cast<double>(Image[ipjL+k*HL]);
NG2=static_cast<double>(Image][ipjL+(k+1)*HL]);
I=(S-NG1)/(NG2-NG1)*a;
x=(i+0.5)*a;y=(j+0.5)*a;z=(k+0.5)*a;
Sortie << x<<"" <<y <<"" << z+H << end|;
}

}
NN[HPpLPplpjL+i]=Noeuds;
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}
}
/I Ecriture des éléments
NA=0;
for(k=0;k<P_1;k++)
{
kH=k*H;
kHpl=kH+1;
kHL=k*HL;
kL=k*L;
KLpl=KL+1;
kplL=KL+L;

kplLpl=kplL+1,;
for(j=0;j<H;j++)

{
NNDA[j+kH]=0;
}
for(i=0;i<L;i++)
{
NNDA[HP+i+kL]=0;
}

for(j=0;j<H;j++)

JL=*L;
for(i=0;i<L;i++)
{
AppelSommetSuivantZ[i+jL]=0;
}
}
for(j=0;j<H_1;j++)
{
JpkH=j+kH;

jplpkH=j+kHp1;
jokplH=j+kH+H;
jplpkplH=jplpkH+H;

jL=j*L;
jLpl=jL+1;
jplLl=jL+L;
jplLpl=jLpl+L;

JLpKHL=*L+kHL,
jLpkHLp1=jLpkHL+1;
JLpkp1HL=jLpkHL+HL;
jLpkplHLpl=jLpkplHL+1;
jplLpkHL=jLpkHL+L;
jp1LpkHLpl=jLpkHLp1+L;
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jp1LpkplHL=jLpkp1HL+L;
jplLlpkplHLpl=jLpkplHLp1+L;

NNDA[jpkH]=0;
NNDA([jpkp1H]=0;
for(i=0;i<L_1;i++)
{
Index=0;
/I Calcul de l'index
if(lImage[i+jLpkHL]<S)
Index+=1;
if(lImagel[i+jLpkHLp1]<S)
Index+=2;
if(lImage[i+jp1lLpkHLp1]<S)
Index+=4;
if(lImagel[i+jp1lLpkHL]<S)
Index+=8;
if(lImagel[i+jLpkp1HL]<S)
Index+=16;
if(lImagel[i+jLpkp1lHLp1]<S)
Index+=32;
if(lmage[i+jplLpkplHLp1]<S)
Index+=64;
if(Image[i+jp1LpkplHL]<S)
Index+=128;
if(TableTriangles[Index][0]'=12)
{
while(TableTriangles[Index][NA]'=12)

{
switch(TableTriangles[Index][NA])

{
case 0 : C=NNJjpkH]+1; break;
case 1 : C=NN[HP+i+kLp1]+1; break;
case 2 : C=NN[jp1lpkH]+NNDA[jplpkH]+1; break
case 3 : C=NN[HP+i+kL]+1; break;
case 4 : C=NNJ[jpkp1H]+NNDA[jpkplH]+1; break;
case 5 : C=NN[HP+i+kp1Lp1]+NNDA[HP+i+kplLpl]+break;
case 6 : C=NN[jplpkpl1H]+NNDA[jplpkplH]+1; break;
case 7 : C=NN[HP+i+kp1L]+NNDA[HP+i+kpl1L]+1; brka
case 8 : C=NN[HPpLP+i+jL]+NNDA[HPpLP+i+jL]+1; leak;
case 9 : C=NN[HPpLPpl+i+jL]+NNDA[HPpLPpl+i+jL]+break;
case 10 : C=NN[HPpLP+i+jp1L]+NNDA[HPpLP+i+jpl1L])t break;
case 11 : C=NN[HPpLP+i+jplLpl]+NNDA[HPpLP+i+jppl]+1;

break;
}
AreteAppelee[TableTriangles[Index][NA]]=1;
NA+=1;
if(NA%3==0)
{

Elements+=1;
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case 0 :
casel:

case 2.
case 3:
case 4 .
case5:

case 6 .
case 7 :
case 8.
case 9:

Annexe 2

Sortie << C << " 0" << endl;

}
else
{
Sortie << C << "™
}
}
for(I=0;l<12;l++)
{
if(AreteAppelee]l])
switch(l)
{
NN[jpkH]+=1; break;
if(i==L-2)
{
NN[HP+i+kL+1]+=1;
}
break;

NNDA[jplpkH]+=1; break;
NN[HP+i+kL]+=1; break;
NNDA[jpkplH]+=1; break;

if(i==L-2)
{
NNDA[HP+i+kplL+1]+=1;
}
break;
NNDA[jplpkplH]+=1; break;

NNDA[HP+i+kplL]+=1; break;
AppelSommetSuivantZ[i+jL]=1; break;
if(i==L-2)

case 10 : if(j==H-2)

{

AppelSommetSuivantZ[i+1+jL]=1,;
}
break;
{

AppelSommetSuivantZ[i+jL+L]=1;
}
break;

case 11 : if(j==H-2 && i==L-2)

{

AppelSommetSuivantZ[i+1+jL+L]=1;
}
break;

}

}

AreteAppelee[l]=0;
}
NA=0;
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}
}
}
for(j=0;j<H;j++)
{
L=
for(i=0;i<L;i++)
{
if(AppelSommetSuivantZ[i+jL])
{
NNDA[HPpLP+i+jL]+=1;
}
}
}

}

Sortie.seekp(0,ios::beg);

Sortie << Noeuds << " 3" << Elements << " 4";
return O;
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Simulation numérique directe multiphasique de la dé formation d’un alliage Al-
Cu a I'état pateux — Comparaison avec des observati  ons par tomographie aux
rayons X in situ en temps réel.

RESUME : La fissuration a chaud est un défaut majeur rencontré en solidification des alliages
d’aluminium. Elle est liée a I'incapacité du liquide de s’écouler dans les zones ou des porosités sont
présentes, ne permettant pas de les refermer avant qu’elles gagnent en volume. Pour comprendre la
fissuration a chaud, il est crucial de développer nos connaissances du comportement mécanique de la
zone pateuse. Pour cela, il est treés utile d’effectuer des expériences de microtomographie aux rayons
X et des simulations mécaniques sur des volumes élémentaires représentatifs. Dans cette thése, nous
proposons de coupler les deux approches en initialisant une simulation par éléments finis grace a des
données de microtomographie issues d’un test de traction isotherme d’un alliage d’aluminium-cuivre a
I'état pateux. Cette approche originale nous donne directement acces a la réalité expérimentale et
permet des comparaisons des évolutions numérique et expérimentale de I'éprouvette. Nous
expliguons dans un premier temps comment obtenir la représentation numérique a l'aide de
I'algorithme des marching cubes et de la méthode d'immersion de volume. Nous présentons ensuite
notre modéle numérique qui s’appuie sur une résolution monolithique des équations de Stokes. Une
fois le champ de vitesse obtenu dans I'ensemble des phases solide, liquide et gazeuse, nous utilisons
une méthode level set dans un formalisme eulérien afin de faire évoluer la morphologie de notre
échantillon numérique. Malgré la simplicit¢é du modéle, les résultats expérimentaux et numériques
montrent un accord raisonnable en ce qui concerne la propagation de I'air a I'intérieur de I'’échantillon.

Mots clés : Test de traction, Microtomographies in situ 3D en temps réel, Marching cubes,
Eléments finis, Méthode level set

Direct and multiphase numerical simulation of the A I-Cu alloy deformation in the
mushy state — Comparison with in situ and real-time X-ray tomogr ~ aphy observations.

ABSTRACT : Hot tearing is a major defect arising during solidification of aluminium alloys. This defect
is associated with the inability of liquid to feed areas where voids have started to appear, not allowing
to heal small defects before they grow bigger. To understand hot tearing, it is mandatory to develop a
good knowledge of the semi-solid mechanical behaviour. It is thus very useful to carry out X-ray
microtomography experiments and mechanical simulations on representative elementary volumes. In
this work, we couple both approaches by initialising a finite element simulation with the help of
microtomography data obtained during an isothermal tensile testing of an aluminium-copper alloy in
the mushy state. This innovative approach gives a direct access to the experimental reality and allows
comparisons of numerical and experimental evolutions of the sample. We explain in a first time how to
get the numerical representation thanks to a marching cubes algorithm and the immersed volume
method. Then, we present our numerical model for which we solve the Stokes equations in a
monolithic way. Once the velocity computed in all the solid, liquid and gaseous phases, we use a level
set method in a Eulerian formalism to obtain the morphological evolution of our numerical sample.
Despite the model simplicity, numerical and experimental results show a reasonable agreement
concerning the air propagation inside the sample.

Keywords : Tensile testing, In situ and real-time 3D Microtomography, Marching cubes, Finite
elements, Level set method
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