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0 - INFRODUCTION
0.1 - Origine de 1°gtude

Cette ¢tude a initialement trouvé sa motivation dans un projet mené au
Cantre d'Informatique et Automatique de 1'ENSMP, concernant en particulier la
gestion optimale d'un habitat solaire [8] Un certain nombre d'heuristiques avait
été développées a cette occasion et, avant de poursuive, une étude théorique

s'avérait nécessaire pour savoir si ces heur etre a
des configurations plus générales. En particulier, la démarche utilisée faisait
clairement appel a des notions de temps lent et de temps rapide: 1'évolution du
stock de chaleur était "lente”, celle de la température de la maison était
"rapide”, celle de la météo était "rapide” et aussi "trés rapide". Pour des
raisons de stabilité énergétique, 1'approximation faite sur le comportement de
1'habitat relevait des perturbations singuliéres. Par contre on pouvait diffici-
lement parler de stabilité pour les phénoménes météo, puisqu’'ils présentent
souvent (passages nuageux) des caractéres "oscillatoires rapides”; et pourtant

une séparation nette entre "temps rapide” et "temps lent" était clairement

effectude, puisque certains niveaux de la
les variables d'état lentes (température du stock d'eau chaude) comme constantes
sur un pas de temps, tout en se préoccupant des fluctuations rapides de
1'environnement météorologique. En particulier, & ce niveau, la programmation

a un cot de type intégral, mais

statique, et de type hamiltonien. Ces phénomémes oscillatoires "rapides” et ce
coOt intégral nous ont fait penser aux méthodes d'averaging utilisées en
ai lle ( isation dans (6]) et en contrdle optimal

stochastique (5], ainsi qu'aux techniques d@'homogénéisation en équations aux
dérivees partielles [3]

Une premiére étape & consisté & regarder ce qui se passe dans un cas
pimple, cas lindaire quadratique, phénoméne péricdique (chap II). Un certains
nombre de i sont en particulier la nécessité

d'utiliser un controle rapide, ainsi que le doublement d'ordre d‘approximation.
on constatait également que le premier ordre du contrdle optimal provenait d'un
nouveau probléme linéaire quadratique, mais en temps lent, que nous avons baptiseé
"probléme moyenné”. Ceci était confirmé formellement dans le cas non linéaire par
1étude du développement a priori de la fonction valeur (chap I, § 1.2).
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Dés lors, trois questions se posaient:
. généraliser autant que possible la notion de probléme moyenné
. confirmer le développement & priori de la fonction valeur
regarder dans quelle mesure la résolution du probléme moyenné permet de
résoudre la probléme d‘origine.

C'est & ces questions aue nous espérons avoir répondu dans cette étude.
0.2 - Objet de 1'étude
Nous avons considéré ob un probléme de contrSle optimal déterministe,

dont la aépend de rapides”, modélisés sous la forme d'un
temps rapide t/e, € petit. Le lecteur notera que ceci définit en fait une classe

de problémes, chacun d'entre eux correspondant & une valeur d'e. En particulier,
nous ne nous sommes pas posés la question d'extrapoler un signal "rapide” en une
classe de signaux rapides par e interposé: la dépendance en temps rapide est

considérée ici comme connue.

D'autre part, le phénoméne rapide n'est pas contrdlé, contrairement A ce
qui se passe en perturbations singulieres. En ceci nous sommes fidéles A 1'idée
initiale considérant le phénoméne rapide comme provenant des fluctuations
météorologiques (phénoméne non contrdlé s'il en est). Enfin le temps rapide
n'intervient pas dans le coGt A& minimiser, ce qui était le cas dans le sujet
initial (coQt de chauffage & prix constant). L'étude peut sans doute se
généraliser au cas ol le colt intégral dépend du temps rapide, au prix de quelques
complications techniques.




0.3 - Plan

La plus grande partie de 1'étude porte sur le cas particulier ou le temps
rapide intervient de mani¢re périodique dans la dynamique, en particulier dans

les trois premiers chapitres.

Dans le premier chapitre, on identifie la fonction valeur limite (& -> 0)
qu'on interpréte comme la fonction valeur d'un probléme de controle optimal: le
probléme moyenné.

Le second chapitre traite du cas linéaire quadratique, périodique.

Le troisiéme chapitre présente un résultat de doublement d'ordre
a'approximation, le contrdle utilisé étant le controle optimal du probléme

moyenné (cas périodique).

Le quatrieme chapitre présente un résultat de convergence des fonctions

valeur ne faisant pas intervenir lement la mais une

hypothése de moyenne sur 1'Halmiltonien minimal.

Le cinquiéme chapitre généralise la notion de probléme moyenné au cas non
périodique et permet d-interpréter la limite obtenue dans le chapitre précédent.

Enfin une annexe présente quelques résultats simples sur les moyennes

d'équations différentielles.






CHAPITRE I

(CAS PERIODIQUE)






I - PROBLEME MOYENME DANS LE CAS PERIODIQUE

1.1 - Introduction

Nous allons, dans ce nous a4 des de contrdle

optimal “rapidement oscillants”, c'est-a-dire des problémes P, pouvant se
modéliser par

£ : R" xRP x [0,T] x Ry —> R"
(x,u,t,0) —> £(x,ut,0)

ol £ est continue, Lipschitz en t et périodique en © de période w indépendante de
x,u ou t: £(x,u,t,6+0) = £(x,u,t,0) pour tout x,u,t,0 et

L : R" x RP x [0,T] —> R
(x,u,t) —> Lxut)

ol L est continue;

Le probléme P, consiste A& minimiser:

T
3wy = [ Wx(t),u(k),£)at,  sachant que:
o

o f(xw)/U(t).t,E)ppt € [0,T]1 (e€> o, "petit")
1) at .

x(0) = x

et que u e L1([0,T1,RP), u(t) e U ppt, od U] est une partie fermée non vide de
Ry

On peut qualifier ces problémes de rapidement oscillants, puisque dans
leur dynamique le temps intervient partiellement de maniére périodique, avec une
période ew, petite

Nous savons [1] que de telles trajectoires peuvent &tre approximées, si u
n'est pas trop "rapide” par des trajectoires régies par:
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©
dy _ 1
X3 Lf(y(c),a(t),e,s)ae

y(o) = x(0) = x_

Neéanmoins, en contrdle optimal, il convient d'étre plus prudent quant &
de telles approximations, car nous n'avons aucun renseignement sur la "vitesse
d'évolution” du contréle u, en particulier d'un contrdle optimal uc.

Afin de préciser un peu les choses, nous allons regarder ce que pourrait
etre la limite de la fonction valeur d'un tel probléme lorsque e tend vers O en
procédant & un développement formel de celle-ci.

Pour ce faire, et afin de mieux exploiter le caractére périodique du
probléme, nous considérerons de plus que la phase initiale €(o)(ici=o) peut étre

quelconque, sant ainsi une aretat re.

1.2 - Développement formel de la fonction valeur et probléme moyenné

le de optimal sui it
- & fxu k@) , uk) € 0™, n(o) = x
P at o
. @ _1 5o
a "« [

T
minimiser [ L(x(t),u(t),t)at,
°

o f est périodique en © de période w, indépendemment de x,u,t.
dax t
Pour &(0) =6, ona : i £(x(t),u(t), .0 + 2 )
Or on sait que, pour e petit, une telle trajectoire peut en général &tre

approchée par une trajectoire y partant de méme condition initiale x, et régie
par:

©
:—: =2 [ mwcorue) eoxe,
°
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et on peut donc approcher le cot par:

T
J' Ly(E),u(t), £)de.
°

De telles trajectoires et de tels colts sont indépendants de la condition
©,. Il semble donc que pour € petit on puisse approcher le probléme d'origine par
un probléme od 1'état rapide © aurait disparu.

Si V€(x,t,©) est la fonction valeur du probléme d'origine, on peut donc
espérer 1'approcher par une fonction de la forme V(x,t).

Supposons donc que V€ puisse se développer en e de la maniére
suivante:

N
@) Vixee) =vyxt) + L Y (xt.e)
Je=1

que V€ est i en © de période w et que donc, si le

développement ci-dessus est valable pour tout e dans un voisinage de 0, les Vj
doivent @tre périodiques également.

Nous allons étudier V, & partir de 1'équation d'Hamilton—Jacobi. V€

vérifie:
< <
v’ 1 9v
o (60 + o5 (xte)
av*
(3 + ::3“ (5 (x/£,©)E(X,u,£,0) + L(x,u,t)) =0

v¥(x,T,0) = 0

Développons (1.2.2) & 1'aide de (1.2.1), en supposant que le développement passe
A la dérivation. Au premier ordre on a:

3Vo avl HVD
FE ) + g (180) + Mingy (52 (IR UES) ¢ LX) = 0
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Compte tenu de la périodicité de V), on obtient, aprés intégration en ©
sur une période:

av, 1 av
(x,£) + = I in_ (=2 (x,t)E(x,u,t,0) + L(x,u,t))1de = 0,
ol iepdd X

Or 1'hamiltonien ici moyenné peut en fait se réécrire (a condition, par
exemple, que la minimisation n'envoie par u 4 1'infini quand © varie) comme le
minimum dans wad, de:

v w v
Bk, t) = 3 [ (22 6)Ex,v(8),¢,0) + Lx,¥(8),t)1de,
o

ax
oo W= (v e L(lo,0l,”P),ve) € U™ pp o).

V. verifie donc:

av v, G
(4) g (xt) + Min G (x®) EJ £(x,V(8),t,8)d0
) °

v(e)eu Ippe L
+2 IOL(K,V(S).t)dB) =0

Il reste & trouver une condition limite a V,.
Or, si on a V¥(x,T,@) = 0 pour tout x, © et tout € au voisinage de 0, on doit avoir

Vo(X,T) = 0 pour tout x.

De (4) et de la condition 1limite précédente, on peut donner une
interprétation de V, en terme de controle.

En effet, on peut donner a V, le sens suivant:

Vo est solution de 1'équation d'Hamilton Jacobi du probléme de controle
optimal suivant P:

A 1l'instant ¢, le controle v prend sa valeur vy dans l'ensemble W24 des
applications de (0,w) 4 valeur presque partout dans U3d, intégrables. Vi peut
' interpréter comme un feedback sur ©.
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La dynamique est donnée alors par:

v € L°([0,T1,L'([0,wIR"))

v, e w* ppt

©
dy _ 1
.2 Jof(y(t),vt(e),t:e)de ot

at

et le cot a minimiser est :

T w

dat
| S [ urorvyontre.
o® o

on voit que P se deduit de B, (ou P.) en moyennant dynamique et coQt en ©, a
de des en sur l'état rapide ©. C'est
pourquoi on donnera & B 1'appellation de probléme moyenné.

Bien que les calculs précédents soient purement formels, ils permettent
de mettre en évidence comme candidat a une "limite" du probléme P, un nouveau
probléme de contrdle, dit moyenné. En particulier, ce probléme moyenné se définit
aisément & partir des données du probléme P, c'est autour de ce probléme que sera

construite 1'étude qui va suivre (chapitres II et III).

1.3 - Remarque:

Le probléme moyenné présenté ici peut ne pas paraltre classique,
puisqu'il fait appel & des contrbles prenant ses valeurs dans un espace de
dimension infinie. En fait le lecteur se convaincra aisément qu'il est tout &
fait classique, en ce sens qu'il peut 8tre traité par les outils habituels du
contrtle optimal, principe du minimun, programmation dynamique... Ce point est
drailleurs repris dans le v o( moyenné, cas non

périodique).

Une autre question peut 8tre posée: si on résoud le probléme moyenné et
que 1'on utilise un controle optimal de celui-ci pour commander le systéme
d'origine (& = t/e), on sera & priori en feedback sur 1'état rapide. Est-ce bien
nécessaire pour espérer étre optimal (ou presque)? La réponse est oui, comme le

prouve l'exemple suivant, assez simple bien que relativement général.



dous allony considécer un P lindaire qua que

czcillant et womtrer qu'un contrfle “leet" (et en particulier un controle
ijnosapt 1'&tat vapide) ne pout €cce quasi optimel. Plus précisément, nous allons

considérer une suite de contr&les u® dans H'((0,T1,R) (la continuité ici ne sera

paz un facteur de sous optimalité) et "lents", c'est & dire weérifiani

>0

e
P
at LZ € —> o

et monte qu'une telle suite de contrdles ne peut 8tre quasi optimale
pour e petit, c'est-a-dire lim J°(u®) » Inf 3%(u) + X, Ve , k> o

En effet considérons le probléme:

ax®

R t e <
= x® 4w sin 2, x%0) = x , x(£) € R, t € (0,1

ik T e 2 « 2
Minimiser I [(x"(£))° + r(u(£))71at , avec r> o
°

Pour u soit quasi optimal, on doit avoir 1im J€(u) € J¥(o) (qui est en fait
indépendant de e) et donc |uf|L2 € M pour tout e.
En particulier la trajectoire engendrée par u€ restera bornée en norme sup,

crest-a-dire:

sup [xe)| <m,
tefo,T]

pour tcut € et tout u® quasi-optimal.

Hous allons montrer que pour

< au®
anh 2 4, e 1§l 2 o0

A
[ dr —em> 3%0) = uto)

© % o



3 pazi-opti

1 et 2onc nous aurons montré

qutes ne peut i oprimal vizifiant:

<
du

e g2 -

<> o

Soit donc y la trajectoire comandée par v = 0; nous avons:

w(t) = xoe‘t

t
x5y = y(t) + I e Fu%(s) sin £ as et don
o
T t
[ x%ae - 2oy = [ aFeey v wen [ (@) 2in £ as
o ° °

uxSil  est borné. D'autre part :

IS
I e®u®(s) sin E ds =

t € s
o) [ ainZas - [ [t sin2an
€ ds €
o o ° o

t
or | [ e®sinZas | <xe
°

- e 12
et nufi_ < x i Y
@ 2

<
un

‘:z . d'ou
"

® M
I I e u¥(s) sin 2as | sk e ¢ nufn M au®y e Sy
. H 2 o &t

<k e nun — o
€ -> 0

2t done ” €2 ar (o)
£

veszons

maistenant au escond point: O n'est pas quasi-optimal
Pour simplifisr les calculs, prenons r = 1/24
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La fonction valeur de probléme moyenné vaut:

AL
LAET)

2
X P (E), P (t) =

3+

La trajectoire moyennée correspondante est définie par:

4(t-T)

9 - - (usep yy = - 222

at Y. Y(O)-"0

Prenons (par exemplel) la commande u(t,z) = - 12 P_(£)y(E) sin § ;

nous avons g: = x - 12 P_(6)y(E) sin? E dont nous savons que z:

az
@ = % 6 B (t)y(t), z(o) = x_ est telle que:

[xeer = zcer] <x e caa s |xt) - wer] <x e
T 2 T 2
et donc J' x%(t)dt est asymptote a I y2(e)at.
o o
T 2.t at (Y2
Drautre part J ru¥(t,5)at  est asymptote & J' 3 J u’(t,0)d0
o o o

T 2 2
- I 3 PX(£)y°(£)at et donc
o

T T
J' (x® + ru’)at est asymptote & I (143 P:)dt - x: PZ(o)
° °

done | a%(u) - x: | <xe

I1 convient donc de




et donc le contrdle nul n'est jamais quasi-optimal, d'ol la nécessite de
prendre des contidles suffisamment rapides FKous verrons plus tard que u
(u(t,t/e) = ~ 12 Po(t)yit) sin t/e) est, lui, un contrdle quasi-optimal

(chapitre II, cas lindaire quadratique).

On voit bie

que, dans cet exemple, les contréles "lents" sont sans effet
( i ) sur la , alors que des contrdles "rapides” modifient

suffisarment celle—ci pour cbtenir un colt qui s'avére, pour le contrdle choisi,
ici meilleur. On notera en particulier que la moyenne du contrSle optimal du
probléme moyenné n'est pas quasi-optimale et que, de maniére générale, on ne
peut, dans cet exemple (bien anodin) exhiber de contrdle lent quasi-optimal,

contrairement & ce qui se passe en perturbations singuliéres.






CHRPITRE 2
CAS LINEAIRE QUADRATIQUE
(CAS PERIODIQUE)
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II - CAS LINEAIRE QUADRATIQUE

2.1 - Introduction

e
Nous allons étudier, sur deux le compo dau »

pour € petit. La forme particuliére et bien connue des problémes traités nous
permettra de conduire jusqu'au bout un certain nombre de calculs dont 1'exécution

dans le cas non-linéaire serait d'une difficulté prohibitive.
De cette étude on peut retenir deux éléments essentiels:

non seulement il n'existe pas de développement limité & proprement parler
de la fonction valeur (ce A quoi on s'attendait) mais un développement
asymptotique doit, & partir d'un certain ordre, tenir compte a la fois de la phase
initiale (~ t/e) et de la phase finale (~ T/€). On mettra ce fait en parallele

avec les déve de tra: res en annexe, od 1'on voit bien, a
partir du second ordre, intervenir un terme de phase (X,(t,t/€)), que l'on peut,
dans une certaine mesure, associer & un phénoméne de couche limite; le terme de
phase finale étant probablement associé & un phénoméne analogue sur 1'état
adjoint.

on cbserve, comme en perturbations réguliéres, un doublement d'ordre
d'approximation, en particulier si on utilise le contrdle optimal (boucle
ouverte) du probléme moyenné (la notion de probléme moyenné est ici essentielle)
Ceci n'est pas incompatible avec ce que l'on observe en perturbations singu-
lidres: en effet, nous avons vu (Cf Remarque (1.3)) qu'on ne peut en général pas
définir de contrdle lent qui soit quasi optimal (en générall, puisque ce n'est
pas le cas dans le premier exemple traité ici); si donc on veut faire une analogie

avec les résultats obtenus en perturbations singuliéres, il faut considérer

globalement: contrdle lent + i or ce lui, un
doublement de 1'ordre d'approximation.
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2.2 - Etude d'un exemple

2.2.1 - Présentation

Nous allons considérer dans un premier temps le probléeme:

dx n
3t~ ax + cu + d(e) x eR
g _1

&= ©®eR, teloT]

o 2 2
Minimiser J (x“+ru’)at ,
o

o) a et c sont deux réels, r et e deux réels > O et d une fonction continue de R
dans R, périodique de période w, non constante.

Ceci consitue un exemple simple de probléme "rapidement oscillant".

L'¢tude se fera en deux temps: nous commencerons par chercher un

deve! i de 1la valeur pour e petit, puis nous
tenterons d'utiliser ce développement afin d'élaborer des contrSles quasi
optimaux,
Notations:

Pour £ périodique de R dans R, continue, nous désignerons par £ la
moyenne de £ et par N(f) la primitive de f-f de moyenne nulle.
2.2.2 - Développement A priori de la fonction valeur

La fonction valeur du probléme V€ est de la forme:

VE(x,t,8) = P(t)x2 + 2 Q¥(t,0)x + RE(t,0)

o0 Q€ et RE sont périodiques en © de période w.
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Une premitre idée consiste a chercher un développement de Q€ ot R€ sous

la forme:
< ® ok
Q7 (t,0) =Q(t) + [ € Q(t,8) et
=1
< ® x
R°(£,0) = R(t) + [ € R(t,0).
=1

En général, ce développement n'est pas compatible avec les conditions aux
limites: Q€(T,©) = 0 et RE(T,8) = 0.

En effet, supposons la convergence des séries et des séri

uniforme et "développons” 1' a'Hami en

dérivées

d'e Nous
savons que P est indépendant du terme additif d et donc d'e. P vérifie:

2
ar < 2
(1) FT+2p+1-2-p =0 HT)=0

Nous avons d'autre part

are

ﬂi+ag —C—Zygewi\d(e)-o Q%(r.0) = 0
% T . .

2

<
18 4 2%e -

€ 2 3
< %0 (@) =0, R(T,0) =0

) £+£‘+aq—2—ng4pd(s)-o,q(-r)-o
R, o2
(s) E+F¢zm(e)f;-9 =0, R(t)=0
Aprés moyenne en © sur une période, nous avons:
2

) Prag-Tre+dr-0 gm=o

(7)%%#2QE~§—Q—D R(T) = 0
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ayant une

Les deux

unique,

nous en

déduisons R et Q. Remarquons que Px? + 20r + R est la fonction valeur du probléme

moyenné:

ay 1
= ay%cajuh(e)detd

T 2 12
Minimiser J v 4wt I ug(e)e)lat
° o

En effet nous savons que P est solution maximale de (1).
De (4), (5), (6) et (7), nous deduisons:

Q) _

35 * Bae) - &) =o

BRl
3 * 20ace) - d)y=o0

drou Q) = - PM(d) + q(t) ; Q(T) =
Ry == 2Q0M(d) + r,(£) ; R(T) =1x,(T)=0

A l'ordre suivant et aprés moyenne, nous obtenons:

dql CZ

& TPy to g(m=o

dr. 2

tiz2q d-2pmara-2%g9

at 1 r 99

ar 2

S a-2%¢ -0 r (T) =0
9 r 29 it

d'od r =g =0,Q =-PNd), R =-20Ka)

Nous avons donc:

2 290,
ae c 2 2
- 3 M@ - apma) « - pnea) + 2F

Q,
2y, 2
®

- nga) (g§4aP-- ek

= (@) (aP 4+ 1)+



En particulier, pour t = T nous avons, pour tout ©:

39,

maye) + (r,ey = o

Or Q(T,0) =0 donc M(d) =0 et d=3d;

or d est supposée non-constante

La forme choisie de développement ne convient donc pas.

maintenant prouver que V€ se développe sous la forme suivante:

i ©
VE(X, £,0) =V (X,b) + €V (X,£,0) + [ €V (x,£,0,0 +
o 1 x

Plus précisément, nous avons le théoréme suivant:

Nous allons
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2.2.3 - 2.1 ¢ de la valeur)

(8 0%(T,0) = (@) avec

® x Tt
(9) EQ = Q(t) - eP(t)N(d)(e) +k]-:2 € (a ()0 (8 + ==) + b (t)D,(0))

oL, L,
ou 2, 302 convergent normalement, uniformément en e au

Q" ot

voisigne de O et
€ Cz € .2 <
(10) R(t,Q)-B(t)r—(Q )Y - 22 (t,8), ol:

(11) z%t,0) = £ (t,0) avec

©
(12) [, =2 (t) + € Z(t0)+ L ak(u.k(t) +8,(£,0) + % (t,0,7)
k=2

+ 78T gen :
oz oz
_z
2 ' ot
uniformément en € au voisinage de O et o on a:

'z

od L. (séries dérivées) convergent normalement

=(d), D, = (D), B est 1'unique solution sur [0,T] de
2
das c
FrE Py =1
A(T) =0
1 .
et a, b, i, 8, %, V, sont de classe C', d'arguments réels, a

valeurs dans R, , et & , 7, , V, sont périodiques de période w en ©

et en 7.0, 8 une

% Y%k

une i de deux iables].

De plus, les deux premiérs termes de ces développements

x a ceux du déve (qui sont donc
exacts).
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A) Etude de g¥

a) Identification des 2. ay
(2) et (3) formant un systéme “triangulaire”, nous pouvons étudier Q

indépendemment de R Reportant [y dans (2) nous obtenons aux ordres:

2
de _ 3 - < -
01 58~ (ad) +ap- - PQ+ Pd

QT) = 0 (vérifice)

2
ct 2
1’_5291”"0 -ap D - Z-PD =0

db, fﬁ‘ Z
k32 1 30= D(O) + z= D) (er—) + B, D (0) + (a - S-B)
Tt
(5,D,(8) + 3Dy (&+=_=)]
ceci pour tout ©, e.
avec a (T) + B(T) =0 , k> 2.
Nous avens donc:

= - (aP + 1)

2
<
L T T

d 2
dTik+(a -5 P a =0, a T -b(T), ka2

ce gui nous définit la suite des a, , by de mani¢re unique

&2
TP)Me
on vérifie que:

et

/
L.
oo
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) Convergence de 1a série Ly

Comme 11Dl o < (26)% 1idll , on peut majorer la série des normes
sysociée A YQ par une série géométrique et conclure A la convergence uniforme

dans un voisinage de O.

I1 reste a étudier la convergence de séries dériviées:

La serie obtenue par :—e ne pose pas de probléme; la série obtenue
« 2

B 100° ¢ e

par 3p vaut - - 28 + Z- P - pa(e) par construction et on

3

conclut donc & la convergence uniforme au voisinage de O.

La serie [, véfifie donc (2); cette équation admettant une

solution unique, on conclut & 1'égalité de Q° et de la série Iy -
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B) Etude de Z¢

a) Préliminaires

De (10) nous déduisons:
az¢

&2 &2 2 e oot
»2&——4-(1—29(—9-&))—&) +28 -0 S

€ 2 € 2
1,22 S gs 2 ¥ - S (%2
+2 (-2 55+ 28 - 07 35 +20°4(0) - - (Q9)

« 2 2
22 < 2,10 ¢ e < <
-2+ Q (Gotoe " PQ PO +aQ)
<
1 oz <
-2 ;55 +20%0) =
< 2
z° 10z < e <
20-5-Z% ~B8; 9 Pde+Qae) 1=0
az% | 1 ozt &2
et donc (14) 5t—+—-—-Qd(e) (1—9——1’).2(?9)-0

oti 1'on s'est débarasseé de (2°)°.

2 T
Nous poserons a(t) =1 — % B(t)P(E) , A(t) = — I a(s)a,(s)ds
t

T
w, =5, L BeE) = - [ e, (sras
t

A T TER)

b) Identification de L

Développement du second membre :
ordre 0 : Qd(8)a(t)
ordre 1 : =P Dl(e)d(s)a
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2
ra k> - . 2,¢c” p-1 t-T
ordra k>2 Ik 2+ (24P a(e)a()la, (69D, (9 )b (41D, (€)1

c

L o2
k=2p+l - (a‘ﬁ—)pd(e)ﬂ(t)P D, (®)

2p+l
Hous avons simplement utilise 1'expression de L,. Nous en
deéduisons le développement de (14)

a

ordre 0 : =9 dx

at

aron z
©

. N S < 3
Au premier ordre R = - 2Z_ + B - (si RS = LeR)
ar

2 2
= <t <
et donc ;T--ZQda*2B;Qf;‘QP‘BQ-dP)G

)
r ac

2
Q
2 2

2
--zQEaz;—spQE—zB:—sin+°

2
2 dp c
b Q (E + 28 (;— P-a))
- cz
A T
L'identification précédente conduit donc & R comme terme du
premier ordre de R et on retrouve le probléme moyenné.

i) ordre 1

az.
) .
35 = @A) et donc Z, = QD & + z,(t)

et ona :

az.

ay,
a—ez + P D (@)d(O)a(t) = 0 et donc, en moyenne en t

=0 Z,(T)=z,(T) =0 et donc

2
8) et donc Ry = - 22, - 26 - QPD,
ii) ordre z (initialisation de la récurrence)
Désommais, la iable T int , et comme iable i si on cherche

4 resoudie le probléme pour T quelconque. Naturellement, nous aurions pu
effectuer la méme démarche lors de 1'identification de Lg; nous avons profité du

fait qu'une forme A priori était disponible
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les condi

long de & = 7 (d'ob T = t)

les primitives [ le seront par rapport & ©;

ne €inales sercnt donc interprétées comme des conditions le

Zvant de poursuivre, nous allons effectuer certaines dérivations qui

s'averernnt utiles par la suite. Nous avons:

do

(P - B)

= - 2u(a? +1) +1=1-2ba

ds
g = -1+ 28

d(cste) -
at °

(1)
aeg) _ &2 =
- = A - aag + Pd)
aceQ) acr
3t -Qa‘amvd?(l «)
_(2)

ies encadrés précisent les espaces stables par dérivation. Nous dési-

gnerons par ) et M les matrices de dérivations associés aux cadres 1 et 2

Revenons & Z¢:

Hous avens donc:

£

LR o) < - 3
D](G) at Dl 4 8 a(aQ + Pd) ]

a5 97,

-3t P DAL

Aprés woy=nne en T nous avons donc:



et donc

de plus: ¥, =0 car y, est de moyenne nulle

fous powions entamer lz recurcence comde suit, en benant compte de la

parité ée 1'ordre,

3ii) ovdre 20-2 , pre
On suppose 85 p et ypp 5 connus (vrai pour p = 2) Nous avons:

2oz, Mapm
at

a8, &
o l2pmr | e
EE) C:l

P
a® + =) ace)ta(t)w, (2) + B0, ()]

2p-2
o a3 35, 2 p-2
. P2 2p-2 2p-1 _ .2, ¢
Aot g b T e = (@ 4+ ) A(e)()p,D, (0)

(moyenne en T)

2 2P -
a5y atda, A, () 4k, w )

2p-2

(moyenae en 6)

() byle) M,

a(6) a(e) G o, (r)

a(t) by Lo, -,

2 " T2p-2

o2 .
¥ tateiiattia ity D, (2)
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et donc :

2 2P2
Fop2 = (a”+ ) “2p~2 B(t) + T(n)

2 p-2 ad
2, ¢ 2p-1
5 '+ 3y ap, =)

2 f2p2 LS

2 p-2 —
-(az+:—) A(t) @ D,

2p-2(T) + ST

Y2p-1

2 p-2 av,
-(a?+ S _ 2p-2
(a® + 5y (@) ma, D, (T) - N(—522)

Remarquons que yppj est de moyenne nulle en ©, et que 3yyp 1/90 nous
détermine ypp ) de maniére unique; de méme pour Spp 3.

La condition finale: upp p(T) + 625 5(T,0) + ¥2p 2(T,0,0) + vap 5(T,0) =
0 nous donne:

cte(u) + 82p-2(T.©) + ¥2p2(T,0,0) + G(©) = 0 d'od, en moyenne:

cte(p

)= Yop (T

G(T) =~ szp»z”'z’ = Yap (T ZeZ) + ¥, (T

1
avec (Trer) =3 I YzP_z(T.e.e)de -

Y2p-2

Nous connaissons donc 5, .V

202 * Pap2 * Yapz * Vap-z ®F Yapa ¢

8,5, (S0us réserve de dérivebilité, dérivabilité que nous prou-
verons par la suite)
iv) Nous pouvons maintenant passer & 1'ordre 2p-1
a8,

d“zp—_x b lapa pa .
at £ ot

<
b3 2p-1

2
—(a® + &P qeyxtir b, (©)
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2
2, ¢
done a? e TP d(e)u(t)x’(t)nzp’l e)
Hop1 . Vapa
et —ZE2 4 22l o0 (par moyennes successives)
done
P ageyact)e(t) D, 1(®)
et donc Bypa ™ cte , "2p—) -G(T)
a8,
- (a2 4 S p—l - m(—2B2
Ezp (a“ + ) zp_1(9) n( at )
- (2B
Yap M—5¢)
Ies conditions finales donnent:
Bap1 * Bzwx(r’g) + yzp_l('r.e,e) +G(8) =o
et donc [ "’zpd” )
G(T) =~ BZp—x‘T") - yzp_l(’l‘,f,r) + yzp_l('r,‘h)
Ce nous ddtemmine gy ) 4 Voo et By . Vyp

) La récuryence précédents nous permet donc d'identifier la suite des py, Sx,
ee Vi-
Neanmoins, nous pouvess expliciter celle-ci un peu plus en vue, notamment,

d'¢tudler la convergence de la série [gz.

Nous poserons A () = o~ 08, « A=A

2 -1

s alions montrer que:
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1, 2P
= L () 02342080 Ppg(8) Dy gy (M

(15) Y2ph1
i=o
(p>1)
Pl , Zpid
et (16) o= 151(; +5-) D,5(8) Ay ((£) Dy 4y (T)
(p22)

En effet, nous avons y, = 0 et donc
73 = D,(8) oa, D(T)

a
et donc y, = - M(5x(v,))

= = D,(8) A () D(T)

1,2
== L (@) Dy(0) Ay (8 Dypsy(T)y

i=1
Si (16) est vraie pour p (en 1'occurrence, p=2 au départ) alors:

2 c2 Pl
Yapt1 ™ (a™+) D,(®) ca, sz(r)
Pl , 2P
F0CE (a5
=1

D54(®) Ays(E) Dy 5y(TD)

2 2 P2
= (a%) D,() ca, D, (T)

1, 2Pl
(©) a,;(t) Dz(p_i)(f)

+ L (a™+—) D,
- T 2141
Pl , 2 pi-i
= 151 (a4 P2141¢®) Bs(®) Py g () -

ce qui vérifie (15). Alors:
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== (%) 0,4(8) Ay D, (T

1-1-3i
Pp1(8) Pyyy Popg)(™)
a'ot la xécurrance.
Nous pouvons maintenant reconsidérer les moyennes de Yx(T.©,0).

Par integraticn par parties, nous avons

1
R Pa(p-1)(®)% = My

P

w
1
st o aniu(g) Dy(p-1)(®)@ = ©

Nous pouvons maintenant expliciter un peu plus k. B, Yy, Vi

2 o2 Pl Pl , 2Pl

Kap = Hpp((aH4E-) B(E) + =z (a%+) Ay (™
2 p-1 a6,

L o 2,80 _ 20-1

IEZP (a i ) ﬂ(l)!’(t)th_l(e) m( at )

| , 2 _

ivzp =T A, (T) - 6, (TiT)

| P, 2P

i + 151 (are “11-1(“')[”21”)”2(;7—1)(T)’“zi]

2,¢” pm1-i
e 15\ (arg) L300 By 1) Dy iy(T)

ec
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Papra ™ ©

z p-l a5,
2,c” _ 2p
Popiy ™ (345 W(EID,(E) By = W ()

vzpq(t,v') - "zpu(') -— BZPH(T,T) - yzpn('l'r'rr'r)
I
2pn (40T = (8 D,142(8) Bpg(8) Dy s (1)

I1 nous reste d'une part a prouver la dérivabilité des 8y en t, d'autre part a

étudier la convergence de la série.
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c} Btude des Gy

fa récurrence G —> byy) Stant affine, nous allons étudier la solution
particuliere pour 3=0 (donc Q=0 et 8,=0) puis étudier la solution homogéne. En
fait, vu les valours initiales (&) i par des

différentielles linéaires a second membre C® (en t), on voit bien que 6y sera de
classe C®, et la question de la dérivation ne se pose pas. Néanmoins une étude des
& nous aiders pour la question de la convergence.

Le fait qu'on construise 8y & partir de solutions d'équations différen—

tielles va nons permettre d'expliciter un peu plus la récurrence.

i) Etude lorsque G=0 (donc Q=0)

Hontrons que 8y est de la forme:

1 2 3 e
8 (£:0) = € (8) + ¢ (8)x + ()8 + c (O)P

1,2
En effet : 5, =~ 3 (D] + M) @

2 2 3 5 4
don =l mc = -
C 1, =, =, 0, c

1 2
2 2" Tz (Pt M)

Supposons ceci vrai pour k=2p (veérifié pour pe1)

EH

22 —;—z(nP—B)] + c;p(za—uzam + cppl1-2a-2200]
- - C;P + C;p} + G(ZC:D - 2C;P]
+o [Ef ch +2a c:p] + opl- :—2 c:p - 2a c:pl
done B, = = (ap + 1ya(a® + :—z)p—l 8,5(0) = n(%) qui est de

1a Forme requize Plus précisément on & :
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ENETERER
Epm e D a vamel, -l
C:P"l =-n [Ez czp +2a c;p]
C;p‘-l = - a(a® + ‘;)p‘l B5p * n[‘ll:— c:p + 2a c;P]
et de meme 8, = - (a? + ':_z)p @ by, - n(“:twl)
aron oz ™ Mg ~ “apia)
c:pﬂ - — 2n(z::l»1 - c;pu)
Capr2 T T ﬂ(g‘ c;pl—l + 2a cipﬂ)
C;p»z - (a?+ EE)PAZP + n[i—2 c;ptl + 2a c;pﬂ]
or nan < M, W

et les relations de récurrence assurant que

i x
feyl <m n’c‘ w
&2
=sup (- +2a, 2,
avec M_ = Sup (;-+2a, 2

La série I & 6,(t,8) converge donc uniformément pour

wM_ e <

ii) Récurrence homogéne
la suite définie précédemment (d=0)

Soit 3,

2
et Soit g(t,8) = D,(6) Qlua - E_ I3



- 40 -

=g+
alors 6, =g+ 8,

-2 *-2
tonc pour k > 2 & = (-1) 15 22—3) 4+
k a2 E3

k.
ou, si l'on préfére, en posant g = 1) 28y
ot

Saz ™ Ot Bz
11 convient donc d'étudier la suite des gy

Nous allons montrer que gx est de la forme:
2 3 4 5
9 ™ 4;(8) + d(B)a + A (O)B + A (O)aP + 4 ()eQ

En effet on a le tableau de dérivations suivant:

(e from— ,,'Q)
}

’L_e, !

<\

Explicitons les récurrences pour étudier la convergence

°

2
1 2 3 4 5 6
k=0 4 =d =d =d . 4 =aD(e) d =~ - D,(e)

ag,
e f G T MGED)

Partons de g,

M _ 2
= = alt-S(pap)) + a)(2a-1+22p]

dk(l 2a0P-2a] + dk(»BQ—auQ—MPJ
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6 X
4dx[m;1+anq—ﬁc2+ﬂ

3 a r .6 3 4 r 6
-l—dk&dk—ll;idk]&alldk~zdk+ll;§dk]

&’ 4 5

2
+pS- af +2a )1 + - £ ti—zadk—lldk)

donc dku-n(a;Aq; +ui;a:)
R
<

E 2 3
Geay T TG G+ 22 g)

si Hd est la norme sup de la matrice implictement écrite ci-dessus
wors il <K

donc on a convergence pour € w Md < 1

| conclusion: il existe €c>o tel que pour e<eco

la serie [ & 8,(,©) converge uniformément

(la question de la dérivabilité étant implicitement réglée)



et donc [yzpl <p -2

- 42 -

a) Etude de 7}, et convergence de Ly

L'etude de la suite yy nécessité d'étudier de plus prés la suite des Ay.

1A encore, on montre gue A, appartient & un espace vectoriel de dimension finie

stable par dérivation En effet, on a:

a < a
gifoay) = a,(z-prax) et =(pa,) = a (ctas)

1 2
donc A, = eca, + epa, , avec la récurrence:

1 cz 2
G "oz Py T am,) + el

, +asa)
1 2 c2 1 2
= oa,(~ ae + ef) + pa (I~ e + aey)
1 1,2
donc ey . = - ae + el
2, Lt e
k1T r %k 13

2 2
c c
- S S
donc si M = Sup (- a, o 1)

[2] < mg 2%

Rous pouvons maintenant estimer | kl En effet, on a

|

<ubmk

“2( p-1)
e

On proceds de méme POUX Yapiy
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donc | il existe €0 tel que pour e<e, la série des ey converge uniformément.
De la convergence des séries en by, yc, on déduit celle des séries en py.

Vic-

et le dsve uni pour e<eq.

e) Conclusion sur [y

Il nous reste a justifier les dérivations sous le signe L: 8/80 et 3/9T ne

posent pas de probléme et 8/5T se déduit des la

Nous avons donc:
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2.2.% - Ukilisation du developpement précédent pour définir des feedbacks quasi-

arovdre 4

2.2.4.1 - Intzocduction

Nous ailons utiliser des déduits du de Q€ en Ly,

et montrer qu'ils provoq un d'ordre a* imation. Dans le cas

non lin¢aire, nous mettrons en évidence, sous certaines hyptoheses (vérifiées
dans le cas qui nous occupe), le m@me phénoméne, mais sur l'utilisation du
contrdle optimal en boucle ouverte du probléeme moyenné. Ces deux résultats sont
li¢s. En effet, de par la nature du probléme (lindaire quadratique) nous
connaissons la forme des feedbacks optimaux: w(x,t,0) = u(t,@)x+v(t,0). Si on se

a ces le optimal des systémes P€ et P par les
feedback w se reméne intrinséquement au contrdle optimal en boucle ouverte des

systemes (P€)g et (B)g:

< ax T 2 2
(2% | §f = (atcu)x + d(6) + cv , I(u,v) -_[ (x” + r(ux+v)“)at
°

% _

at

A

- —
(13)E gi: = (atcu)x + @ + €V , J(u,v) = I (x? + r(us2uvxiv?))
°

Du fait de la lindarité on a (P)g = (PS¢), et donc extraire un feedback de
P pour 1'utiliser dans P® revient & extraire un controle en boucle ouverte de (P)g
pour 1'utiliser dans (P€)g, sachant que 1'avant-dernier est le probléme moyenné

du dernier.

Fexmors ici cette parenthése et revenons & notre sujet, en commengant par

un lemme.
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2.2.4.2 ~ Leume
Soit la commande en boucle fermée:

uS(x,t,0) = - £ (Px + x(t,0,¢))

avec x de classe C en t,0

et X, (s), 8 e [t,T],

ax + cu(x,t,7) + A(T) , X(t) = x

1
-2 , T(t) =09
T 2 2
et wix,t,0) = [ 0X(8) + ru’(X(8),8,7(8))2ds
t

alors WS(x,t,0) est de la forme :
W = p(t)? + 20%(t,0)x + pS(t,0)

ait u® une valeur W® qui coincide

avec V° sur les termes de degré 2 et 1 en x.

Preuve
% verifie :
« < € < 2 2
W 19 W W c )
% tew toe tox (x(a—-P) + A(8) - = X(t,0,€)) +

2
2 + & (ee® =0

wS(x,T,0) = 0

avec WS(x,t,0) = p*(t. 0" + 2q°(¢,0)x + p(¢,0).

et donc 1
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2

8 e 1o .« < c « - -
or (P-P) + Z 55 (P -P) + 2(p ~P)(a~~P) = 0, p (T;8) = B(T) = 0

et nécessairement p* = P

d'autre part:

€ cz Cz Cz
-t d(a- - P)+RAG) - ) 4 PX =0

a%(r,e) = 0
dron :
g% | 1 ag° &
-t ;.;vq(a»;—p)+?d(e)-o.q('l'9)-o

et donc qF = @

Notons que p° vérifie alors:

e 2 2
:%;lw +20%ae) - &0 + &% =04 p%r.0) =0

comme on a d'autre part:

2
JR 1an €
E+;se—4zgd(e)~—m)-o.n('r,e)-o

on en déduit, qu'en posant &p = p* — R , 6p vérifie:

:Bp*iaﬁﬂ‘—(g -x? =0, saT.e) = O,

qui a (3)

En particulier, si nous posons:

o+ 8 (0% - )%,

2
%p 1 "P 11— xS p- .
Fralh i )+ (x 2[)( p - a)e© x)

Q- X)

3l
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2
- e - axe - 0%+ 3 ek Suet - 0%, wTe) =0

2.2.4.3 - (2.2) d'ordre 4*

: X X
Soit X (t.€,€) =L, , ob Ey
des (k+1) premiers termes definiaaant la série [ s et soit

w: Aéfini par "x comme dans le lemme précédent. Alors

désigne la somme

11 existe K> 0, ¢ > 0, tels que pour « < < :
sue | WX, £,0) - v‘(x,t,s)I <x 20D

ts(o T3

On observe donc un doublement de 1'ordre d'approximation.
Démonstration

I1 nous suffit, d'aprés le lemme précédent, de montrer que

1601 <k %) Giest-a-dire, de manitre équivalente,
1z] <K 52(k61) puisque :
_ x: 2 ¢ g 2(KHD)

£l 12 € €2 e €2 18 < € .2
or (Gr + 232 — X)) =20 - )G D RUR - )]

®
=20° - xHd + 2 50 £ <aem (e + IE) b (ex (o))
d=k+1

c_ e % i e, Py
20" - x) £ gtoerEhH e Fo@ +in o (o0
=kl

CNCNS Y
=20 - %) (€D, (6D (8) +j-£;1s (FralACR

dbx
*aE Py(®) + by, OO0

P x 2 LY Tt
= 2(Q - xk}(bku(t)bx(e)e “(a=-=P) L[ e(aDi(e+ =)+
FEEY

+b; D.(O)))



- « * & « €2
=200 =) b (V3D (8) + 2 P - a)Q” - X)) et donc :

oz 1 oz «
st e *o(0® = %Py, ()0, () , 2(T,©) =0

T
2t done z(k,0) =~ [ Faaxe® <), o8t Tt
t

(=)D, (s&———)ds

Py
x 2 (T st Tt -t
- - € L I € P(8)b, L, (2)D, (81=_=)[a, (8)D, (S4+=_=)4b,(8)D,(S+—_")]
il e

8-t
B( s )bk%l( 8)D, (B+—_=)a (s )as

- I B(s )by, (3)D (SOLt)Dl(SOL;—s)bi(B)dI
inku

et donc, a K El(k&l) pres,

2(t,0) ~ - 51 0, (s)nk(mi;—")-k“(a)as

T
B(s)b,
e +1

Tt
ey

s-t
* I P8Iy (20D (Nm)°x+1‘e’T)bk¢1(')d’

Tt
2353 Tt s
- 1T 4y (OF77) IB B(att)b . (8+E)D (BF )y (s+t)ds

Tt
s
+ J ACSHEND L (844D, ((:»—)n (si—)bk*l(eﬁ)bk“.(s*t)ds)

#ais Dy et D Dyyy Sont de moyenne nulle et le terme entre accolades peut

@ure majors pex K ¢ : d'oul 1'estimatlon proposée.
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2.2.5 — Utilisation du contrdle optimal en boucle ouverte du probléme moyenné
2.2.5.1 - Intrcduction

Nous allons démontrer ici par une autre méthode le résultat énoncé dans
le cas non linéaire et dont nous avions parlé plus haut, & savoir que le contrdle
optimal (en boucle ouverte) du probléme moyenné est optimal & Ke2 prés dans le

probléme d'origine.

Cette commande est donnée par:
uk) = = S (RCEW(E) + Q(E)), avec

2
Hmay-S v+ +3 . ¥o) = X0o)

Remarquons que dans ce cas (bien particulier) la commande optimale ne
dépend pas de 1'é¢tat rapide: la minimisation de 1'Hamiltonien exclut d.

Nous allons donc prouver le théoréme suivant:

2.2.5.2 ~ (2.3) da'ordre d (boucle ouverte)

Soit u(t) la commande optimale du probléme moyenné, pour la condition initiale
X. Alors u engendre dans le probléme (P) un colt optimal a Ke2 prés.
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Démontration

2
Soit Xz(t,B) - n(&x = %— (P(E)y(t) + Q(t)) + d(.))(e) - xz(e)
=D, (8)
et Kl défini par:

ax. 1 wa cZ
;r-(;L;(u~t—(w+q)+d(s))ae)xl

w 2
(ax - £ (py + @) + a(8)) x,(t,0)0

+
el

|

°

2

©
a
At Iobl(e)de et
x,(0) + x,(0,0) = 0
crest-a-dire:
Y o ax , x (o) =-D (o) donc x (t)=- D (0)e*
Y 1 ne X 2
Nous savons que si x° est la trajectoire commandée par
c ax & €
u(t) = - 2 (P(E)Y(E) + Q(t)), cad g& = ax - &= (Py + Q) + d(J)
alors il existe koo tel que:

sup 1xce) - y(e) - exy(5) - e (er < xe®
telo,T]

Notations: = signifiera: A ke’ prés.

T
Nous avons donc J(u) = I ()2 + ru?(t)lat
°

L)
tyce) + 2ey(E)(x (£) + xz(s)) + ru()1at
°

T
= I ty2(e) + 2ey(E)x (t) + ru’(t)ldt (car x, est de moyenne nulle)
o
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T 2 Cz 2 T
=[P+ & ey v @) 4 2e [ weomcey
o o

Soit q(t) = 2(Py + Q) 1'état adjoint du probléme moyenné:

aq _ _ o _ _ . _
at S aq - 2y

kd L a
Nous avons donc 2 on x, at = - Lxl (aq + ) =

T L
x(0)a(0) + J qax, at - J'o q ax At = x,(0)q(0)
- Dl(o)q(°)
D'autre part,
* 2 c 2
] (v* + & (v + )")at  represente le cott optimal du
°
probléme moyenné, puisque u = — g (Py(t) + q) en est la commande
optimale. On a donc:
3%(u) = P(0)X> + 20(0)X + R(0) - 2e D, (0)(B(0)X + Q(o)
~ B(0)X” + 20(0)X + R(0) + €(20,(0)X + R (0)),

qui constitue la somme des deux premiers termes du dévelop-
pement de la fonction valeur en t =0, &0) =0 et vaut donc le

coat optimal a ke’ prés.
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2.3 - Cas général homcgéne sans contrainte
2.3.1 - Présentation

Nous allons considérer maintenant le probléme

xerR",ver, tetom

T
Minimise J [X'(2)Q(3)X(8) + U'(8)R(3)U(s)1ds

ot A, B, Q, R sont des borneées, en leurs Aet B
périodiques en © de période w, Q > O et R > BId, B> 0, Q et R symétriques.

Pour simplifier, nous posercns G =A - BR™1 B' Py, od P, est la "fonction
valeur” (modulo X' X) du probléme moyenné et nous supposerons A, BR™! B' et Q
analytiques en t [ou dérivables en t jusqu'a 1'oxdre nécessaire, de dérivées

continues bornées]
2.3.2 - Développement de la fonction valeur
Nous avons donc VE(X,t,8) = X'P(t,0)X, ob nous cherchons & mettre P€

sous la forme

re=o+ It
<

® ok
P (t) + € P (t,©) + E € P (t,0,7)
°© * il x

P° vérifie:

« <
) « b € -1,
i tIa tP A+A P ro-P BR B P =0

»5(r,8) = 0
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x-1
En posant R, = 15) P, BR B' P, pour k > 1, nous cbtenons,

en reportant le développement espéré dans (1):

oy -1
+ 55 +AP +P A+ Q-PBR BE

=0 p(T) =0

ap. P,

1 2 . - “lgip - "15'p = -
(2) aE + — +A P) +* Pll POE“ B P1 PlBll B Pa o Pl(T,B) o
P, 8P,
k X+l .
3t +G'By +PG=R _, P (T©0) =0

ceci pour tout t,0,T [pour tout T signifiant pour tout TI.

En utilisant les mémes techniques que dans 1'étude précédente, nous

pouvons exhiber un déve: de PE. la de
la récurrence mise en oeuvre rend difficile 1'étude de la convergence de la
série. Nous nous contenterons de montrer que celle-ci définit une suite de

Aéve de P¢, c' qu'on a:

N
sup [e%(t.0) - B (t) - e (t,0) - ¢ ek(t,e,eir—zfﬂ < xge"
t.e Je=2

Aprés moyenne en © du développement au premier ordre de 1'équation
d'Hamilton-Jacobi, nous avons:

+ AP +pi+q—yn_1rp =0 P (T)=o0,
o ¥ o o ° of

qui est 1'équation d'Hamilton Jacobi du probléme moyenné:

£

T
-ix+ﬁ,n.m](x‘gx+6%)at
o

od U(t) est une fonction périodique de R des RP. Si nous admettons la
légitimité du développement (ce que nous faisons ici), c'est-A-dire od nous
supposons || PSP, Il < ke, nous pouvons aisément montrer que X'PoX est la fonction
valeur du probléme moyenné. En effet; considérons v un contrble optimal pour le
probléme moyenné avec instant initial t et condition initiale X (v est une

st une fonction

application de [t,T] dans E;) nous pouvons supposer que v(t)




péciodique ef que (t,8) < [v(L))(@) est continue, pulsque nous savons dans le
ca3 gui nous occupe quus te) contrdle optimal existe Posons uf(t) = [V(£))(t/e)
one T¥(t.x,u®) Je colt engendré par u€ dans le probléme PE(&(0)=6,), W 1a

fonction valeur du probléme moyenné, VE(x,t,8) la fonction valeur du probléme P€,

et V, le premier terme de son développement Une étude trajectorielle nous

apprand que:

w(a,t) < 0%t xu®) + ke
< Wi, t,6 ) + Kk €
8
Or, par hypothése sur le développement, nous avons:

WE(x,t,8) & Vo(x,t) + k'e et donc, pour tout e dans un certain voisinage

de o,
W(x,t) € Vo(x,t) + (k + k') ¢ d'ob:

bi du

WX, t) € Vo(xX,t) ; comme Vg i a1 ion d'Hami

probléme moyenné, nous en déduisons que W = V,.

Cette démonstration, nous réserve d'existence et de régularité d'un

contréle optimal pour P, peut bien sOr se généraliser au cas non-linéaire.

De (2) et (3) nous déduisons:

+ (n-B)'P_+ P (A-R) - P (BR 'B'-BR 'B')P_ =0
ot ¥ o o

et donc ¢

-1
- . - - "y
By = 2 O(BR8')2_ - O(A)'P = P_G(A') + p,
o p, re dépend que de t

Apies woyenne de la seconde équation de (2) nous obtenons:

dap. - —
1 = -

N o - e -

i *A'® -pA PBR B'p - pBR B'P +PAIG) + AG) B =0

P,(T) = 0
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car Py(T,8) = py(T),

puis de cette méme équation nous déduisons 6, et y,, en
les

de 1'exemple

Pr(t,0,t) = y(t) + B(£,0) + ne(t,0,7) + Vi(t,T).

On veérifie par le méme raisonnement que précédemment qu'on ne peut en général pas
avoirs ¥ = yx = O [prendre A = —5iné Id, Q = Id].

Si on pose

Ri-1(,0,7) = me_3(t) + G_1(£,0) + g_1(£,0,7) + me_3(¢,7),

la récurrence a4 l'ordre k s'exprime comme suit:

7, et & sont connus et

an o I
Yi'ykc-‘G‘pk-‘BkG‘#G'Bk-lk_ll

w
avec (T + é I % (T;©/0)d0 = 0
o

38,
L3 .
< Bar T T MG O P BIC H G ) — 4 )

v,
% == —
. + Vk + G vk +

=

avec H(T) + 8, (T,8) + % (T,6;8) + v, (T,8) =0

Ver T T Ftk F Ay P IS H Gy ) -9 )

o0 m .4 . m_ . g, sSont connus:

aot w, vy, 8, ety . , de maniere unique; on vérifie
en particulier que ces matrices sont symétriques.

Cette récurrence ne nous servira d'ailleurs pas pour traiter les deux
questions qui nous occupent.
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2.3.3 - Validitd du développement

Posons, pour € > 0,

2%5(t.0) = &

G e, ©) = B (t) - P (£,0) ~ [epi(ts;m—

mous =llons montver gque Z€ est Lornée Pour cela, réécrivont 1'équation
satisfeite par P¥, compte tenu de (2) qui définit les Pj:

a2 1a < . e 3
S G Ry PR ku(:s*p JBR B(Elt )
x-1 x x
+ :— £ R - z%Rr I8 ( £ elp,) - ( £ &'p,)Br B2
5y 'y £l 3
&Moo im0 im0
C KM e gl e
et 2z %(T,0) =m0
on posera:
X x k-1
T —-—k—u wr LR N R Can B
=1 =0
qui est borné (par construction des R, 1)
x
et s ~a-Br B ([ < 2 (boxne),
(borne)
apP,
it ote 1 P
)

)
\. 2%r,8) =0

ou encore =n posant Y




- 57 -

axy

< il e kil -1,
Et_+(s B BR BOY® + vt e Br )
(5) — &R ey 4 ¢

Y (T,0) =0

Notons que Y€ est solution de (5) si et seulement si P€ est solution de
1'équation d'Hamilton—Jacobi de P€, en particulier Y€ est solution miximale de

(5). X'Y*X est donc la valeur du

lineaire

X+l -1, k+1 @ _1
= (8" - € BR B'B )X+ BU, g =2

T
Minimise J xrcx + &Murrutat
°

dont on voit par une étude directe que le colt optimal est borné

Note: En

Y par les régulieres,
on voit que X'Y.X est asymptote &:

Jx(s)(—kx# ’“‘ L G+ G B ) x(s)ds

ax @@ _1

avec 35 = Gx , X(t) =X , oo =, c'est-a-dire:
T

- I x
o

ou encore, au premier ordre:

T op
x+2
- J'Oy 2 (s,0,+

(s,0,+ %)x as avec X = ox , x(t) = x

v as avec I =Gy , y(e) = x

étant de moyenne nulle, on voit donc que X'Y X est d'ordre

ke et donc | 2° P,y | € Xe pour e petit, ce qui est conérent

avec la suite du développement.
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2.3.4 - t

A'oxdee d (koucle fermée)

Fous allons déduire du développement précédent des contrdles en boucle
fexmér engendrant dans P¥ un doublement d'ordre d'approximation

Soit X¥p(t,6) une matrice mm symétrique, bornée lorsque t décrit [0,T1,
© decrit R et e décrit 10,1(, périodique en © de période w, continue en t, ©. A
W€y et A l'entrer k nous associons la matrice:

wK(e,0) = B () + € W(E,0) 51k =0

WS e0) = B (£) + € B (£,0) + ¥ W(t,0) sik =1

<X ko
W(k,0) =R (E) + € B(£,0) + L € P (0,0 +
i=2

+e’“1w:, sik>2

et a w*'® nous associons le contrsle en boucle fermée:

v Xk, e,0) = - R 28w K(t,0) x

Nous allons prouver le résultat suivant:

X engendre dans le probleme P un cout optimal A

x 20+

o

pres

Afin de simplifier les écritures, nous omettrons de préciser, lorsque ce
sera sans dquivoque, les indices «, et k (k ordre d'approximation)

De maniére général, le systéme commandé par US-X est décrit par:

-1, de
(A~ BT By, ¥(e) =, 32

1
T ALY =8



il engendre un codt:

T
x’z"k(L,eo)x - J (Y0¥ + Y'WBR “BWYide

2% verifie:
.oz, 1oz R S T
(6} at+sae+z(k BR "B'W) 4+ (A WBR "B’ )z
~1
+Q +WER B'W =0, z(T,0) =0
2k+1
<,k 1 Ch i
Wous poserons 2 30k01) (z L € Pi)
€ i=o

Pour prouver la véracité de la propositon, il suffit de
montrer que z 5% est borne.

G20k,

verifier
1 (2(kH1) 22, k41 ez 2;” it 2 Pin
at ) E
is
2(k+1) -1 ko5
+ & (ZA + A'Z - ZBR B' [ €P
i=o
2kl k 2kt

-r r e prle. p R ER) 4 L €(AR, + A'R)
3 3% 1 i 1
im0 jwo dmo

k k
P A la'pj - ) gpg B+ wrsn'la'z)

i~ o ‘

21
£ e lsw s warteer ) + 0+ Ny prtew
. i e T % i *
imo
1+l - -1
£ e s law 4 wsR YeE ) =0
3 et 1
1o

Intéressons nous & la pertie de 1‘'équation précédente od

ni Z ni W_n'interviennent. Elle peut s'écrire:

2%+l | ap, oP 241 2kl
i + +3 -
4,y roe Je B pep

ES)

&

3
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LI kel 241 N
+ B €(AP +AP) F L < pER B + 0
im0 1ektl kil

compte tenu de (2), ceci est donc de la forme:

ap,
__2x+1 D 2(k+1) 2(k+1) & €
« —ae  t € T,y ©0 T, est une fonction bornée

de €, t, ® sur [0,1] x [0,T] x R (continue)
Intéressons nous maintenant & la partie de 1'équation

précédent o W_ intervient mais pas Z. Elle peut 8'écrire:

2K4+L
- Pat el(Piaﬂ B'W_ + W BR 15'91) + &
imk+l

2(k4) y prlpew
¥ r

20641) g€ ou 1 est une fonction

et est donc de la forme e .2

bornée de €, t, ® sur [0,1] x [0,T] x R, et continue.

Divisant (7) par €2**1) nous obtenons donc:
oz 10z _ 1 Faxn x i,
EE!;;@-;—————-#Z(A—BR n':e )

x

_ + _ _

+(A-BRIB [ ')z - &N zer W, + W BR YB'Z)
A 1 W

€

+T =0, ZT.O) =0

“ < <
avec T =T kT,

Comme dans 1°étude on peut 1 Z-Py(x+1) Comme 1'intégrale
d'un coOt le lony de trajectoires "rapidement ossillantes” et conclure au fait

que Z est borne

2.3.5 - Doublement d'ordre d'approximatrion (boucle ouverte)

Considérons le proi:léme moyenns:
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T
Minimiser f XK + U RUIG
©

Ce probléme admet un contréle optimal, v, ob v(t) est une fonction

périodique Bur R. Mous 2llcins montrer que v engendre dans P un coQt optimal A X
par des techniques voisines de celles utilisées dans le cas non-

&2 pres,

linéaire.

Preuve
ax® €, e € -1 t

Posons donc So = ACE DX B, IR T(E)B(E, IR (EIV(E)
x(0) = X

o G-y - a7}
3o = Rty - BRUB(EIR ()
y(o) = X

x,(£,8) = (A = BR"B'P_)(@)y(t)
ax, o
X ot g =Ax +Rx, , x(0) +x(00) =0
Nous savons qu'il existe K> 0 tel que:

(€)= y(b) - ex (t) - exz(t.z)l <k &

soit, en notant = la phrase "dgal & K < prés”

. €
xE) = y(t) + éxl(t) - ex:(L,:)
q vérifie:

Pesons encore q(t) = B _(E)y(t)

= - Qy - A'g, q(T) =0

Enfin on posera L(X,U,t) = X'OX + U'RU et u(t) = [v(t)](%)

est & dize (k) = - R"‘(t)B‘(t,E)Po(t)y(t)
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a) Développement du colt engendré dans P€
Hous avens:

IT
o

x, ¢tant de moyenne nulle nous avons donc:

T T +

oxae = I y'oyat + 2e I [x, + x (t,2)1'Qy at
1 2 €
© °
3 T
[ oxae = [ yror - 2¢ [ xper (3 + Brapae
18 (G

° © °

~ (aprés intégration par parties)
T T
Iy‘gy dt - 2e x,(0,0)q(0) + 2¢ I q' Rx, dt
° °

D'autre part, nous savons que:

T T
. "lge = [y . —ex g
J: PBR B'Py dt = IZ BBR B'P_y dt-eX'P _(O)I(BR B')(0,0)P (X)X

et donc: %) -J' L(x(£),uS(E), t)ae
°

T
-y —
= X'P_(0)X-eX"P _(0)(BR B')(0,0)Pe(ﬂ)X—Zexz(o,o).q(o)&zs[oq'hz at

b) Comparaison avec le coQt optimal
Nous savons que PE(t,0) = P(t) + € 5,(£,0) + € p ()
ob 5, est de moyenne nulle en © , avec:

“ap
o

S+ a4 +o- P - -
T A A Q P BR "B'P o P (T) o

S = -T (AP _4+PA-PBRE®D)
1 o’ %o o o

e . _—1
5c- + A'P, + P,A - B BR B'p, - pBR B'R
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Nous avons donc:

. = - 2XT(A* - L
x's (0,0)% 2XT(AT ~ B_BR )(0,0)P_(0)X
. -1,
X'P_(0)N(BR B’ )(0,0)P (0K

1,
-— xz(o,o).q(m - xPo(u)n(sn B )(o,c)pox

I1 nous reste donc & comparer:

T
ze!q'
°

Or X'p (o)X peut etre interpreté come le colit intégral:

, 4t et & X'p (o)X

T
f z'(t) (2 AA(G) + AN(G)" B_J =(t) at
°

le long de la trajectoire:

az = -1,

3 - (R-BBR B)Z, z(0) =X,

c'est-a-dire le long de y, et donc:

T
eX'p (o)X = ¢ I ' (6)(RNI(G) + RA(G) B Jy(t) at
°
T —
=2e [ ar(y) RiCGHw(e) ae
°

T .
=2« I q't) Aﬂ(AABR_lB'Po)y(t) at
°

T

q'(r.wixz‘ at . MNous avons donc:

25y = X'[2_(0) + €5,(0,0) + ep (0)IX

=RLe () + GPJYZD;G))X

et u® est donc optimal A K € pres.






CHAPITRE IIX

DE L'ORORE D'

(CAS PERIODIQUE)
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III - DE L'ORDRE D

3.1 - Introduction

Nous avons pu, dans le cas lindaire quadratique péricdique (cf chapitre

). un d'ordre a* e ire que le
contrdle optimal en boucle ouverte du probléme moyenné engendrait dans le pro-
bléme @'origine (P€) un colt optimal & la €2 prés

Or c'est ce genre de résultat qui justifie dans la pratique, 1'approxima—
tion, du par le limite (ici le probléeme P€ par le

probléme moyenné) lors du calcul d'un contrdle optimal (ou quasi-optimal). C'est

pourquoi il nous a paru intéressant de le généraliser au cas non lindaire.

Le lecteur familier de la théorie des perturbations en contrdle optimal
ne sera pas surpris par les hypothéses faites ou les technigues de démonstration
utilisées: elles sont en effet inspirées de ce qu'on peut trouver en pertur—
bations réguliéres et singuliéres [2]. En particulier on remarquera que la notion
de probléme tangent se généralise trés bien au cas de 1'averaging: elle four-
nirait d'ailleurs problablement les termes d'ordre supérieur,

3.2 — Théoréme (3.1) Minoration du codt de (P¢) & 1'ordre 2

3.2.1 - Hypotheses

(1) ¢ sott £: R xR x (0.7 xR —> R"
(x,u,£,8) —————> £(x,u,t,0)
LR xR x (0,11 ————> Rr
(xu k) > L(xut)

et e « 10,10 ,

ob f£,L sont continues, de classe C2 en x et u, de dérivées secondes

Lipachitz en u et x; Les i et de £ en x et u sont

bornées; les dérivées secondes de L sont bornées.

De plus £ est périodique en © de période
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Ie probléme P_ est défini par

Hininiser J_(u) = I L(x(s),u(8),8)ds

a2 contrdle
{ = ExEy 0,65 L x(0) = x, , u e (0,7, R,

Le probleme P est défini par

[

w
ax 1
&~z Iof(x(t),u{t,s),t,e)ds .

x(0) = x_, ue Lz(o,m)x(o,u).kp)

T w
Minimiser J (u) = I ? J L(x(8),u(s,0),8)d0
o °

Pour (x,p,v,t,0) € R” x R” x R x [0,T] x R,

on pose H(pP,x,v,t,0) = p.f(x,v,t,0) + L(x,v,t)

Le probléme P_ admet une commande optimale u_ .
définissant une trajectoire y et un état adjoint q

" R,
I1 existe B> O tel que, pour tout x € R", v ¢ R,

t e [0,T], © € R,

2
u: (a(t),x,v,t,0) > g 1d
av

Pour tout x ¢ R, v e R, t e [0,T], © € R ,

2. -1 2
aH a H £ aH
=3 = 3m9 (—3) —1 (at)x.v,t,0) >0
8’.{2 oxov avz avax
EY(6),u (£,0),£,8) et 32 (q(E),¥(£),u (¢,0),£,0)

sont de classe C* en t, de dérivée lipschitz en t.
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Comme décrit en annexs, on notera g(o,.) ou g(o) la moyenne en © de g(0,0)
si g est périodique en 9 et N{g(v,.)) la primitive en © de moyenne nulle de
g(o,©)-a(0).
on posera Xp(t,8)=N(£(y(t), us(t,.),t,.))@)

Pour u dans L2({0,T),RP) on notera x la trajectoire associée.

- t
On posera  x(t) = x(t) - y(£) = € x,(¢,)
£ k) = u(e) - u (e,
© o' e
On notera alors p(A,p,t,0) le point (y(t)«nu(qz(t,e)&(t)),q(t),

u (£,0) + ABI(£),£,0), et on posera:

t
P A ) = p(r, €. 0)

323 GZH

UX2 axav
xt(mx) = R

2 o’

avax avz

o’ o)

2
ax’ axadv
t

Foonm = (otrm e,

2 2

ar ar

dvax sz

(R

2

ax’ axdv
\ t
Loy ~ pOn e 5))

2, 2

3L 2L

avax avz

On notera a(t,8) = (y(t), u (t,8),t)
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3.2.2 - Enoncé

Pour u et x comme précédemment, il existe €>0 et X>o tels que, pour tout

€ < €, on ait:

T T &
I L{x(t),u(t), t)de > I I(y(E) u (€, 0) k)a
° °

" 5 2
+ e R FR(Y(E) Q) u (E, ),k )% (¢, . )dt-eq(0).x,(0,0) ke

Note: = gignifie: a la €2 prés

Soit P (£,0) = ~ MIE((£),a(t),u (t,.),t,.))O)

Consi le lindaire

dz _ of £t t of,
e = e O(E ) () + X (6,0)) + F(o(E,

2(0)#xy(0,0)=0
ob v est dans 1°(0,T,RP) ; Minimiser:

vy
o = [ ez oen Rygoron X E))

TSIV
+ e D)(Gate,

t of ot
,;)z(t) + ;ﬁ(v(t,;).z)v(t))]dt

Ce probleme admet un contr6le optimal vy, unique. Si y; est la trajec-
toire optimals associde, alors Ilyll co et 1V}l co restent bornés quand « varie
On notera q; 1'état adjoint; g; est également borné quand e varie.

Preuve du lemwe 1

Les (Hy) et (Hy) 1vexi et1 les hypo-
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sont bornds. Raisonnons en feedback. Soit V(x,t)=X'P()X+2Q'(t)X+R(t) la fonc-
tion valeur; en utilisant le contrdle U=0, on vérifie que P, Q et R sont bornés

quand e varie

le t
or gt = 2E (oe 5w (0 + xSy

- (a(t,—),—)t—wt(o o eEE (oce ), Syeey 1)
2
r ZE (oo, + 3 (o, 5. Bipy e En
et y,(0) = - x)(0,0)

2 -1
Donc v, est bornée; or v, = - 2 (p (0,00 0235 ot 5y, Expy, 40y
u

3‘7" (py(o.0))y; + 50 (a(t —),—)pz(t,-)] » et est donc borné;

= 2(Py, + Q) est également borné.
Remarque: En l'absence de précision, et pour la briéveté de
1+énonce,
x, signifiera : x,(t,5), u : u (t.5)x + xt), o = ot &) ete
2 2" "€’ To o ‘e’ ’ ‘e o

Lemwe 2

T T t
J’ L{x(t),u(t), t)at = J I(y(E),u (€, 2), E)at
° o

+ e [D z—x (q(b) v(t) u (e ) k)X (8,036~ eq(o).x (0,0)

M -
e v (e e ST ate, w0k 1 e

- t
x(t):sxz(t,;))

T 1 1
x ey or
+ Laejomxjoau(x ey exy(t, v (t))}(e(x,u)( P
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Preuve du lemse 2

T T ~ ~
] Lex(E),u(t), t)at -I ykex, X, u b, £)at
o o
T T
- . [ 2L, * ) 3 £
J’OL(},uo,t)dt + JOI,X(Y,HO,Q:)(XO-SXZ) q au(y,uu,t,e)u]dt
T 1 b - ot
+ [ ae] aan] aucerrexg 0 o0t 2
o o Yo M
T t
= [ u e e
°
T ~
+ [ 52 (a0 Erinrex,
o
T eE £~ of £~
- J' @35 (o, Srxce) + 35 (o Druryiae
°
T
LJAE t
- Lq o (000, at

T 1 L U ~ *
+ [ae [aan [auce + exgund ™2y
o Jo o u

x Tt e T TR I IO IS ]
or g = flyrex,hx,u tu 0 ~ Hy(6)u (8,8

- e mdceoce, 0o - gy e

-

By, u (6,0, E )

= e i Zp et 0 e ) + 2 (0 Eyiarex,)

[L P81
u e

+

I T T rex,
ue J A j an(xvexy u ) F O 2)
o o 3

T
et e f q‘n(gé (f(a(t..),.))(f) dt est d'ordre 2 d'aprés 1'hypothése (H5)
°
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T T
gore [ nexu )3 = [ Uy,ug et
° °

-9 gy

+ j 2 (o bHomexyat - [ a0 §

: x+ex
+ I at J AdA J' an(x +exg,ur )'R(A,n)( z 2)

T ——
o8 £t o ol
« Lﬁ(q(t).a(c.;)lg)xzm;m e Joax(md(t,.)“)xz(t,.)dt

a of L,
et 5T = - Srer (et 0 - THvCE)u (k) €)

ECA.
axl 3ot
d'ou le résultat aprés intégration par parties.

Lemme 3

Soit r=x-ey . v=u-ev et

2 -1 .2
z Ouxey = wee) + (D R o (xtepen(e,%)
@ p(Ayn.t.

1 1
et soit z2 = I AdA J ap nz_(auon 2
< e 2
o ° L

Alors il existe k> o tel que:

2 2 2
Hril o < K(eS 4 z)

et v ? < ke + 2%
2 «

Preuve du lemme 3

ayy
ar _ax _ay _ _4a_ .
Gt " ae " ae - % at (}(tC - at

- -+ + +u_tev ,t,
f(xtytex,tey, ,vhu tev, b

t t
- Ky e DeD)
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of t 9 _t
=€ ax (OONyHx,) - € 0 (0,0
Bto t
= e I (gp (£(o(t,.)))(<)
= f(riytex +ey ,viu tev_,t E) — f(y+ex tey ,u +ev_,t S)
271" e T e 2 710 1" 'e
1 1 x,+Y,
2 ayr v 271
+ & Jom,\ L"“"‘z"’x"x’ye“""( . )

- e (& ot o

£ 2 8
pone 1)t < ¢f [ 7 (5t (Ecos, 1,2 Eras|
o

(Aen)(8) -

t t
af af
+ Ilﬁll © Jolr(n)lﬂ! + IIEII © Iod

2 -1 .2
TS Nl

s
) 1 (x(8) + ex (8,2))
e avox: 2 e

8

PN 1,8, T)
ST 2 2

+ 5 ko Gy n o+ nvin 0y

IEII

t t
of,
= Ila—‘llmlulx(swu + n2k oas]ze(x.») -

2. -1 .2
PP Nl |

s
e ovax)p“ e !)(: + ex,(8,))
B

(cf. lemme 1 et hypothése (Hg)

Donc il existe a> o, B>0, ¥y> o

tels que |r<e)| ‘<a Itlr(u)lds +p IT |z€(x,u)|at + ye
o o

+ ye)

donc  nxi_ < Mo NT 0z (A, )i
© -« LZ
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et donc 11 existe k tel que Nxil 2 <X (€8 + 2 Nz O %)
L

ceci pour tout A,n et donc llx": < x(gz4z:)
D'autre part on ar

1 o t
< NZ e Lz+ H As;pt Fvax (PO DN e llx il )

uvi

qu'on peut majorer par un terme de la forme:
o NZ 00+ e

d'od la seconde estimation.
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Soit ry défini par:

ary

t
. - + 3
o = E(xptyrex tey) vhu tev, ) - E(yhex ey, u tev  £,0)

3
(o) =0

Alors 11 existe k> o tel que Ilr-r il _ <ke

Preuve du lemme 4:

l|£|l

|(’_’1’(“| <" o

[[frrrofas

2 t
€ 2 2 2 t
s 5 T oy 2 e wvn )+ e”omﬁ(f(o(t.-)..)))(e)dt
Or le dernier terme est d'ordre 2 d'aprés 1'hypothese (H)
Corollaire du lemme 4
2 2 2
On adonc Nr Il o < 2k(e” + z)

Lemme 5

T B T ~
Iﬁé (00,5 - 2 (qott,). 0% at

T
2 o t
=€ Ioﬂ(ﬁ ax( 2 oE ) NNQIE () at

t.Jof, ¢ af, t gt
Sax( T au( T e ex

T
[+ e I Pk,
°

.
v.ml)gu,...(v:)}at

ou 1'on a voir le du lemme 1.
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Preuve du lemme 5

4 ot Eyy = 2
Remarquons que - ¢ S (P(t,5)) = e MEE

Ll t t !
+ ax (20,0(2,0.0) - 72 (.0t

H t
Tl ACE) ot ), NN

».), par un calcul analogue a

celui qui fournit la dérivée de xz(t.E). T1 ne reste plus qu'a

intégrer par parties. On a donc:

® [
;4 t a8
L(;; (2,0.) - 32 (q.0(t,.

T —
il t, .0 (*)
= _[ol” (4,0.20) = 51 (2.0(t,.), ) 1x +ey, dat

T
=- e mg (@ott, ), e (et - eL%p;hE))(r;sygu

T
a_ o8 t 2
-— ejoﬂ(s—‘:- (Gx (@0t ) NNE (E)at — €'p,(0,0)x,(0,0)

t

T
+ | py(t,
o
+ € g (0’(t,§)»£)(y14x2(t,§)) + e g‘—f (W,E)VJ dt
o 2 oH t
= - e [ SRR (et (e
o
Tty of €t o€ £
vefpye D Zow Db ¢ 3 oD ow
o

r.
+ (xjr2(eyiren) ), viizev)) t(A,u)(‘,l)} de

t
[f( I tybex tey  vhu tev, b, D)-E(ytex, bey, u_tev &

(*) y, dépend d'e ; une étude direct du cas linéaire quadratique

montrerait que si y‘l’ est la trajectoire du pb moyenné, alors

T -
o o _ 3H 2
17,7751 <Xke ; et donc | J‘o(a - Sp)ev,at| € ke
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I1 existe k> O tel que:

- I e a,oce, 5, et > - xefazd)

Preuve du lemme &
| j n (& (& (@t xubrtar

P
=] [r e (B ot rem

ar,
8] 5= (t)at

T t
- & @ om
o o

qu'on peut majorer (cf. hypothése (H,) et annexe) par :

ar,
ke( e I _+ Nz=Il )
1" w L
ar
|| <xd|m] + o]
2 2
<x~(z+| + 'vl )
ar.
1 - 2
donc NgE=ll | <KL+ z)

e
2 (q,a(t,.),,)))( )x (£)de

et finalement « I 3 (5

2 2
P
NI )
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I1 existe X > O tel que :

t
eJo(

LA
2e(y,4x,)" ,v'+2£vi)ﬁ(k,u)(v1} at » - kez(1+zz)

Preuve du lemme 7
t
. . 1

| j'ouyluz) ,vl)g';(hu)(:)dt[

< X( Hx‘lll 2 + v 2) <k(2 + ||!‘1|| 22 + uvi 22)
L L L L

. 2, 2
<Sxiz+ e 4zl
T r
1
Drautre part | | (ri,v')?i(x.u)<v>at| <k, 4 uvn )
o L L
wr 2 2

< k(e +22)

T rl
donc € I (5] + 2eCy4x,) s v+ 2evy) (o) Pat

> —kreX(2 + € +2°) - kue(e? + 22)

e '«
w2, 2

P okmre(1 4 z)

Récapitulons :

by ——
on a donc jot:-’: (@05 = 22 (qoce,0, 05w ay

T

t ?f t f t 2 2.2

> e J pyt.5) [E‘x (@5, + 38 (U,;)v]dt - ke® - xe'z?
°

Nous allons passer & 1'étude des termes de la derni2re ligne de
1'énoncé du théoréme 2, aprés avoir étudié la ligne précédente.
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I1 existe k> O tel que :
T 1 1
J at J' Adn I du(x'+ex‘,u )&(A w|* >
o o o

T 1 1
— xe? + pz” + zeJ atl Adkl au(y;, vy )In wy(Fr%2
< o o o

Preuve du Lemme 8

I:de j:m [:am;waé,ﬁ)&u.u)(’—‘z"z

= j“ [ Aan ] auce m.,v,zgu,m(‘*“)
e 2e [l ran Loy vl,ugu,..,("“)
or (r'+ex,v' )%(A,u)(""‘> -

o8 A
((xhex,)', ZLUARIE) = (x'+exy)|T2- (25 } N
av' PN €2

28
.
2 2 -1 .2
2’8 B H " aH
wvox 2 z (k rY(E) - [(;) ——m] (Nﬂz)

PN, n.t.—) PN B,

Nous omettrons de mentionner p dans la suite du calcul.

o%n ’n
= (xve) S8 (rvemy) ¢ atrvenyy L5 2 O

22 25 1 52
R - N )
- 2(rhexy)' oo (—WZ avax("“ )+ Z(N u)(t)—z(x r(E)
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2 Z. -1 .2
H L) 28
- 2(x'+ex; )mz(x L) + (xrtdex) )axav m(r&exz)
2 2 2. -1
2 aH & H " B H
Rl R O R N e o TR O
ax axav av avax

»p lze(x.u)(t)lz

I1 ne reste plus qu'a intégrer en t, puis A et j pour
obtenir le résultat.

Lemme 3

11 existe k > 0 tel que

2¢ I:dl: J:xdx rduui,viﬂiu,u)(r:ﬂ2>

< 2e I:dt I:AGA I:du(yi,vi )1(£(o,e)(t:Ex

9

Preuve du les
Rappelons que les dérivées secondes de H en x et v sont

lipschtz en x et v.
Donc si A est la constante de Lipschtz on a:

rhex,
|evpoon E o —Wt(o,on( . 2)|

2 1/2 (]t#q ‘svll + |v4¢v | )|X/2

x [rreny |22

‘nxp(l

v, %, et v, étant bornés pour tout t, €, on peut majorer
ce terme par un autre de la forme:

xeEfa® o o]

]zg I:dt I:xax j:a,.w;,viu!(tu,,.) —lt(o,o))(ﬂ?z |
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vl 2 2 2 2
S k'e(e” + Nzl 4 Nl Lz) < ke + kez_
Récapitulons: Il existe k > 0 tel que:
L3 T N
J Lix(t),u(t), t)dat > _[ L(y(£),u (€, 2), )t
° o

kL
+ e L ;: (A(E),0(t, ), )X (£, . )dt — €q(0).x,(0,0)

t, of

t of _t
iox (0907 + o5 (oe)vide +

T
+ e J py(t,
o

T 1 1 €X,
2
+2¢ [at [ aan [ aucy:.v) (0.0) )
Io Io L 1710 ¢ v
+ 228 - ke) - ke’

Nous pouvons achever la démonstration du théoréme a 1'aide du:

Lemme 10 : Il existe k > O tel que:

£, 9f & ot
€29 5% (0007 + 55 (3, )vide +

<]

T o rtex,
'L 2
2¢ Iodt ondl Iodu(yl,vl) t(ca,o)(v )

> — xe( ezui)

Preuve du Lemme 10
Rappelons-ncus du probléme tangent énoncé dans le lemme 1. On a:

dq; 2 2
L P ce, 52t 28 pIVNeLN | t
ac Uaxl ) * Pyt 5o D) + [713‘2(""""4)*vlavax(q'“’s”

D'autre part nous avons:

2

2
. 28 t . 28 t C O Gty -
vi e (90,0 + 7] 5ae (W02 + (9 +p,)" 50 (00 ) =0
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En approximant r par r, et en négligeant szz, on a donc:

fopyt,—)r— (0.5, + 2 (0. 5ywrae

T 1 1 rtex,
T
1 1 1
(notons que H,(0,0) ne dépend pas de (A,u) et que J' AdA I =3
R i

T 2
t, of dH t
=< e H L @hH vy 25 @ad) v vy L8 (a0t

2 2
e, 8y 2 ot LS t )
+[ppeH E @b vy £ o v &3 o

T |[aqy
1, Lt
"‘J‘O[ET"qxax(" ’]' tq

]v at

1av

t
- « (£(xr +y+ex ey ,viu +ev ,t,=) —
(ql(’l' 1(0 ) I 1 1 2 1 o «

t
E(yrex, tey) ,u tev) b, )

af t af t
~ (G,;)!l - (u,;)v) at
T 1 1 r +2ex_t2ey.
. R 1 2 1
mefaea [ I aucry v F o T2 .
) o o 1

dont on peut majorer la valeur absolue par un terme de la forme

2.2
ke(e4z_).
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Récapitulons:

« étant plus petit que 1, il existe donc k > O tel qu'on ait:

T T +
I L(x(t),u(t), t)dt » I L(y(E),u (€, 2),t)de
° °

+e :g;': (a(®),0(E, -y (t, XAt ~ €q(0).x,(0,0)
+ zi(p - ke) - ke?
Le théoréme est donc prouvé par ¢ = s
3.2.4 - Corollaire (3.1) Minoration du colt optimal de (P,) & 1'ordre 2
Soit JTx - 2 Inf J (u).
vet’(o,T,’P) <

Alors, pour € < ona

T —
[3 e
Iz Iouy(t),uo(t,:),t)dt + e ax (A(E)0(E, ), )X, (¢, . )at

- € a(0).x,(0,0) - ke
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3.3 - (3.2): du colt pour ug,
probléme moyenné

commande optimale du

Soit £, L et u, vérifiant les hyptohéses (Hy), (Hz), (Hs) du théoréme
(2.1). Soit U, le contrdle défini par Ug(t) = ug(t,t/e)

T t
a0 = [ uyee,ue b oae - e aomyo,0)
Alors °

—_—
‘e L 2 (are), o0t 0, it At

ou = signifie: A ke> prés
Démonstration
les

du
trajectoire commandée par U,, c'est A dire:

(2.1) et posons x comme étant la

dx t t
b f(x(t),uo(t,;).t,;), x(0) = Xy

on a, bien 80r, u = 0

T T
£t
pone [ moxce),ugce, 5.6, 5 = [ uernuge
o o
+ ‘JTﬂ(q(; (620 (6t = € @' (0)x(0,0)
R Lot ), Ry (0
. o
oH t o8 -
+ [ols; (@.0.%) - 2 (ae),o0t, ), 0% at
T 1 1 2
- a8 t .-
+ | at AA | du(x'4ex)) — (q.0,=)(xtex,)
IO J‘3 JO 2 axl € 2

Il s'agit donc de montrer que la somme des deux derniéres lignes est d'ordre 2.
D'aprés 1'hypothése (Hg) et la partie (A.2) de 1'annexe, nous avons |x-y|<ke et

donc |¥]<dce. Cecl nous assure que le dernier terme (en 22H/ax2) est d-ordre 2.



D'autre part, en

T
o t
I Uox (B0 -
°
T
a_ o8
- I % (B2 (aut,.
°
T
=e [ pyct,
.[o 2
ax 2
or = - e M (5 (£(o(,.
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raisonnant comme dans le lemme 5 du théoréme (2.1) on a:

3H ~
% (qa(t),o(t,.),.)Ix at

(e 8y &
(t,2) gg dt

» t

~ L]
.)))(%)x at + e J
°

est d'ordre 1.

x

3 oS + 2 (0. Exxrex,)

1 1 - 2 ~
+ [ ran [auxrvagy S5 (oot Sy cvexy)
o o ax

Du fait que x est d'ordre 1 on déduit que dx/dt est d'ordre 1, ce qui clot la

démonstration.
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3.4 - Corollaire (3.2): doublement de 1'ordre d'approximation

Soit £,L et u, vérifiant les hyptohtses du théortme (2.1),y 1la
trajectoire optimale du probléme moyenné associde & ug.

Alors il existe k>0, €,>0 tels que, pour ey, on ait:

* * 2
T <T(u)) <T 4 ke

De plus, 81 u est "meilleur” que u, (c'est a dire
J(u)F(ug)), 81 x est la trajectoire commandée par u pour le probléme Pe, on a
alors:

1
llx—y||w<k(1+;‘—_;)<

< k(1 +

u-u e
n °ll )

1
1%(0,T,R°) N

Preuve du corollaire:

e
32 = & au theoreme (2.1) Pour « < <, on a:

Soit € = )

J; >3 (u) -k & - X, <% a'apres le corollaire (3.1) et le théoréme (3.2)

51 u est meilleur que u_, alors, pour e < «
I (u) >3 (u) > 225 ~ ke) - ke + J_(u_)
Yo B « &Y

2p 2
>z, 8- ke’ + 3 (u)

2 2 1
+ X (1 + 2
donc  z € <xg( )

c -y - - 2 1
donc X -y - ey - eIl o <KL+ )
2 1
et lu, = u = ev .2 <R+ 3

d’od les estimations annoncées.
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3.5 — Comparaison des développements obtenus avec le développement a-priori de la
fonction valeur.

Sous les hypothéses de théoréme (2.1) nous avons doncC:
T €
Joux(t),uo(t,;),t)dt =

T
J-O“Y(t),uo(tyz),t)dt - eq(o).xz(n,o)

+ g (y(E),a(t),u (t,. ),k )X (t, . )dt

Il serait i de ce déve. a celui obtenu

en développant la fonction valeur VE(x,t,0) en Vo(X,t)+eVi(x,t,8) comme dans
le paragraphe (1.2).

Commengons par identifier V, et V3 par un calcul formel, analogue & celui
effectué¢ dans le paragraphe I.2, et dans le cas linéaire quadratique. Nous avons:

av

v
o
el luun o (X EE(xUE, ) + L(x,ut)] =0, V (x,T) =0

En 1 de unique et en le notant v(x,t,0)

nous avons:
VI(X,t,e) - Sl(x.tve) + Ql(xlt) avec
avc
Sl(x,t,a) -— "[F (x, t)E(x, v(x,t,.),t,.) + L(x,v(x,t,.),t)}(©)
v
= - nin (52 (L OEK WL, L) + KXV, E)I6) .
u

Ce qui a toujours un sens si on suppose, par exemple, une continuité

uniforme de £ en ©;
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Remarquons que §,(x,T,8) = - M(Min(L(x,u,t)) = 0 od 1'on
u
oL
voit intervenir 1'hyptchese 2o = ©.

Supposons maintenant V de classe C? en x, pour simplifier.

ozve J_ azv
Alors (€)' —= £ == z WEy) G50 £5 4O
o2 oxox) 3

ce qui vaut, aprés intégration par parties,

1
o'V,
1
H 1: MED 3o x axjax £5 40 , qui est donc nul; et donc
a5 azv v,
5 £ - e :— f+-a—x—n(3-) :+n(—) £

W
o . @ 3
== Lo MGREGa vix £, ) b ) MR X, V(X 8, L) ) IE(X, VX, &, ) k)

o  9f oL
-— [;ﬂ(a (X,V(x,t,.),t,‘))&n(;'x(x,v(x,t,.).t))lf(x,v(x,t,.),t.)

=0 (G (G (6t)xE  )EX V(XL L)L)

soit, aprés intégrations par parties,

(x.£),x,t, HA(E(x, v(x,t,.), ¢,

ot —z° n'intervient plus; en particulier ce résultat doit se
ax

généraliser au cas od % n'admet des dérivées qu'en un sens plus faible:
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Or on vérifie:

L
+ 55 EOGW(xEL

3t

(X, t, )E(X,v(X,t,.),t,.) =0

QT =0

et @ peut s'i (sous ar

de ces

trajectoires) comme 1'intégrale

S,
. S (3(8),5,)K(x(8),%(2(5),8,.),8,. )8

le long des trajectoires (optimales)

a4z _ e
a5 ~ fz.v(z,8..).8).)

Z(t) = x

Cette trajectoire existe en particulier pour x=x, et t=0:

ona v(y(s8),8,8) = uy(s,0); et donc, d'aprés ce qui précede,

Q,(x,,0) = IT g (y(E),at),u () 8 )x,(t, . )dt
par définition de x,.

D'autre part,

8,(x,,0,0) = = 1(q (0).£(x_,u (0,.),0,.))(0)

= M(E(x_,u (0,.),0))(0)

= = q(o)x,(0,0) = MI(x ,u (0,.),0)(0)
Le développement & priori de la fonction valeur nous donne donc un
cout optimal pour P qui, & ke’ prés, vaut:

Vo(%5:0) + € 8,(x_,0,0) + € @ (x,0) c'est-a-dire

clest y, et
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T
j' HF(EI U (E,.),E)at — €q(0).x,(0,0)
o

T
‘e L B (yeerace) u (e, )t Ox (k)

~ & I(L{x .,u (0,.),0))0)

Or un théoréme d'approximation nous apprend que:

T " L
jo L(y(E),u (£, 0), )t = jo E(y(E), u (€, ), E)ae
T
+ € DLY(T),u (T, ), THT) — € ML(x ,u (0,.),0)(0)
™
- IQL(Y(C)IHO(*::-):!)dt — €M(L{x_,u (0,.),0)(0)

- esymrD

or nous savons que S (x,T,0) = 0 ; les deux développements coincident donc.






CHAPITRE IV

THEOREME LIMITE SUR LES FONCTIONS VALEUR






TV ~ THEOREME LIMITE SUR LES PONCTIONS VALEUR

4.1 — In.roduction

Rappelons—nous comment, dans le chapitre I, nous avions introduit le
probléme moyenné associé 4 des problémes oscillatoires rapides. Nous avions
commencé par étudier les trajectoires du probléme d'origine et remarqué quon
pouvait les approximer, pour « petit, par des des trajectoires "moyennées”, ceci
par une méthode d'averaging classique en équations différentielles. Or cette méme
méthode (CE. annexe) peut se généraliser & des dynamiques non périodiques en ©,
mais satisfaisant & une hypothése de moyenne sur cette derniére variable.

La question se pose donc de généraliser 1'approche précédente & des
problémes de controle optimal "a temps rapide" mais non périodique, en ce sens
que la dynamique £ n'est plus nécessairement périodique en ©.

La question du doublement d'ordre d'approximation nous est apparue
Gélicate & traiter, en raison de la vitesse de convergence de la moyenne, qui ne
restitue pas forcément un ordre entier. Néanmoins, ce qui a été fait devrait
pouvoir se généraliser au cas of £ admet une primitive en © qui soit bornée, &
supposer que le probléme moyenné (cf chap-V) soit facilement manipulable

Par contre, il nous est apparu qu'un théor2me de convergence sur les

fonction: valeur, analogue & celui présenté dans [5], devait pouvoir se

généraliser au cas non périodique, en s’ sur des de
woyenne, et que, si hypothése de moyenne il y devait y avoir, il suffirait de la

faire sur le minimm de 1'hamiltonien H(p,x,t,@), s'il s'agit d'un probléme de

controle ou, de maniére général, sur une fonction H(p,x,t,6) gquelconque
Aéfinissant une équation d'Hamilton-Jacobi. C'est un tel théoréme de convergence

qui est présenté dans ce chapitre

Bien s0r, dans le cas iodi ce 8'i comme un

résultat de convergence de la fonction valeur V€ du probléme d'origine vers celle
@ problime moyenné. Nous verrons (chapitre V), aprés avoir généralisé la notion

do probléeme moyenné, que ceci est également vrai dans le cas non périodique
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Sur la démonstration

Une approche trajectorielle, utilisant les résultats présentés en

annexe, le double de ne pas tre trés concluante et de ne

pas épuiser la question. Une approche directe par étude de 1'équation d'Hamiton-
Jacobi bute sur la non unicité de la solution: c'est pourquoi il nous a paru
intéressant de perturber le probléme par 1'adjonction d‘un terme de viscosité aaV
dans 1'équation d'Hamilton-Jacobi, et gagner ainsi régularité et unicité. Si nous
pouvons sérier les deux problémes de limite en o et en e et si nous pouvons
répondre & la question pour oo, alors nous tiendrons la réponse pour o=o; Or la

des de v. i est essentiellement un résultat

spatial, en ce sens qu'elle ne dépend que de la régularité des donnés en espace;

en particulier le taux de st i d'e, qui ne que
la "rapiditeé" du temps. Si V€, la de 1 d'Hamilton—

Jacobi du second ordre pour un terme de viscosité « et un temps rapide t/e, on a
donc convergence uniforme des VS, vers VO, « étant simplement un paramétre.
C'est la démarche qui a été faite ici.
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4.2 - Hyptohdses

On considére:

(z.y 8+ R" x " x [0,T) x R R
1 3
(p.x,t,8) ————— H(P,%,t,0)

borné uniformément continu dés que p est borné, cad:
H e suc (B, x R x 10,71 x R,) pour tout R> o
avec : jA(P,X,t,8) ~ B(p,y,t,8)1 < C(L+IPI ) 1x-¥1)

pour tout x,y,p,t,0.
Remarque:  Si H représente 1'Hamiltonien

A(p,x,t0) = Infy (P'E(x,u,£,0) + L(x,u,£))
uer™

B vérifiera les hypothases précédentes si f et L sont borndes,
continues, Lipschitz en x et vérifient les hypotheéses des § (

Fotations:

P n - p o0
on mote Ly . (R x [0,T)) = (¥ € L] (R x [0,T], R),

sup, J' |v(x,t)lp dxdt <+ w )
yeR Ix-yl<1
tefo,T]
2,1,p . on - P n
et wirot? (R x t0,71) = (v e 1Y (R" x [0,70),
ad 32" P n
R sont des éléments de 1P (" x (o,T1)),

quion peut noxmer par  sup  WPH , .
yer W’ B(B(y,1)xt0,m1)
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4.3 - Rappels

4.3.1 - W3(K) € CO(K) avec injection compacte si p > n+l, pour la topologie de la
convergence uniforme (K compact de RN) (4]. De plus,

si v e w2 1P x ro,m1)

nif

et p> ntl , il existe C_ et p =1 - 1;—’— tels que:

2 ar, ., =
% ey - Hanen| <o uen(|xy

lﬂxrt) - 'f(y.t')l <c v (

+ |t—t'| )

Pa|ee

pour tout x,y,t, t"
4.3.2 - Equations paraboliques (61, [7]
Soit, pour T, €> o0, a> o, l'équation :

<
s

o < « t n
(1) ) 5e + « AV + B(5= % t,0) = 0 sur R x [0,T)

.
v .
(xT) =0

Alors pour tout p > 1 il existe une unique solution v: de (1)

dans u:r"i'fp(n" % [0,T1), et donc une unique solution appartenant

1,p, n
a Wi¢ (R x [0,T]) pour tout p> 1.

De plus il existe k (resp k,) ne dépendant que de
«,T,n,p (resp T,n,p) tel que

<

nwon <k et
o 1,2,p .0 1

unie (R x [0,T1)

ave ave
sup  ( -"(xt)l + |J<xt)|) <x
o ax ’ at ’ 2
R x(0,T]
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4.3.3 — Bquation déterministe [9]

Soit 1'équation d'Hamilton-Jacobi:

t

=0 sur R x [0,7]

vi(x,T) = 0

Alors il existe une unique solution de viscosité de (2).
et v° & w''®(R” x [0,T1) ; 81 H représente 1'hamiltonien d'un

probléme de controle, Vv° en est la fonction valeur.
4.3.4 — Viscosité évanescente (9)
Pour « > O borné, il existe k' ne dépendant que de C, n et

T tel que pour tout € > o on ait:

ns - v <x' N
(R x 10,11)

4.4 - Hyptohese de moyenne
On fera également 1'hypothése de moyenne suivante sur H:

(H,) il existe & : " % ®" x (0,71 —> R tel que:

>0

Rer
e Lt_ H(p,x,£,0)d0 ~ (P, x,t)
T D tw

o

pour tout p,x,t
Remaxque: si H vérifie les hyptohéses (H;) alors H également, & ceci prés que H
est indépendant de ©. En particulier tout ce qui précéde s'applique a H, a
condition d'ignorer, bien sOr, le paramétre <. En particulier, si f et L
wvérifient les hypothéses du chapitre I, H est 1'hamiltonien du probléme moyenné

et V, pour o=0 sa fonction valeur

Nous pouvons passer & la ion du
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4.5 — Théortme (4.1)

Soit H vérifiant les hypothéses (Hy) et (Hp), V€ la solution de (1) pour
©o et Vy la solution de (1) pour B=fl. Alors V€y converge vers Vq quand e tend

vers 0, uniformément sur tout compact de R® x [0,T].

Démonstration:

Considérons o fixe et e décrivant 10,1[, alors la famille V€, est

relativement faiblement compacte dans:
2,1,p, . n
Yinig (R x [0,T1)

pour tout p > o et donc, pour p assez grand, la famille

<
v
—)) est relativement compacte dans [C°(K x [0,T1)1? pour tout K

<
Ve 3%

avon
. 55 ) on peut extraire

B
compact de R ; et donc, de toute suite v,
une sous suite convergeant uniformément sur tout compact.
it v +2,P, N
Soit V. "l o 1+
it Ve Wi (R x [0,T1) (P> n+l) une valeur

d'adhérence correspondant & une suite € , € —> O
no>w

De par 1'unicité de la solution de (1) nous aurons prouvé la convergence si V&
vérifie (1), c'est-a-dire si, pour tout fonction test ¥ € C*(R" x [0,T]) & support

compact on at

«
ax

v

(x,8) + ca¥ (x,t) + B () x )] 2 k) =0

I:dt J' o= [

- <
(puisque va(x,m) - Vu(-x,'l‘) =0)

Or cette quantité est la somme de trois termes -r: + -r; + -r;
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€ o
J ax rx,6) U gd - 5+ aaV - Vs )
c N - a at -3

= <
T

- . Ya €

z’Jd f dx #(x,t) [H( (x €)xk g

R

- n(ﬁf(x,n,x,t,gu

. T _ v, v
- [ ae i axvost) Gt ), ) = R0 x e 5
R

or T] —> 0 par convergence faible.
o

Dlautre part T, —> 0 par Lebesgue dominé, puisque les quantités
o

sous le signe somme sont bornées sur le support de '

I1 nous reste A estimer T, i soit D un entier > 0,
T
t =k p pour X € [0,D-1] et

hg ¢ K x 0,70 —> R
> hp(x,t)

« 7y €
avec  hy(x, ) = H(5= (X&)%, 4,2)

sit e [ b 0

et By R x (0,10 _—>

L hD( xt)

avec hD(x sE) - u(—— (x5 ),% )

site b, b 0

est enfin ¥, , discrétisée de ¥ suivant le méme procéde.

B étant uniformément continu pour p borné et x dans le domaine ¥,

o
:—} étant bornée et continue, on en déduit que, x étant fixé:
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sup |h(x, y*H(——(xt)/xtn) l <o (3 1y
te(0,T]

av,

sup R (xe) - A ¢

S (xemt) | <0 (3
telo,T]

sup [k ) - w0 | <0 (B
telo,T]

independemment d'e

I1 nous guffit donc de montrer que

T
I at I ax v (x,€) thi(x, ) - T(x,£)] —> 0
o n e—>o

| j:(hg(x.e) - By (o)1 (x |

T
S
sl e[ w (— Gt 5 - n (— b0 601|
ko o
t,
1 -t % v
T De o
<wvn o5 Lo | I (8 (5 (= ),xt,,6) -
< 1 ) ~
_ Hvu
R~ (x,tk),x,tk)ldtl
<uwen T swp tA(p,x, £,0) — H(p,x,t)1at|

t-tk,l:sm,n—l]

Vv,
Lar-ataan]

= 0,(D,€},0,(D,€) —> 0 . Soit n> 0, D tel que o(3) <2
>0 D 2

et e > 0 tel que, pour << on ait 0 (D,e) <2 s alors pour



T _ li‘lﬂ EVG t
| et v )7 (F merme) - B G ey x| <n
o

et donc ce terme tend vers O quand e tend vers 0, ceci pour tout x
on en déduit que 'r; —> 0 par Lebesgue dominé
o

T v ~ av

or | J' at j ax [5ZRxt) + oV (x,€) + B (55
o '

(x,t),x,£)19(x, )
R
< T+ T 4 T pour tout e

avec r;+1';+-r; —> 0, ceci pour tout ¥ ,

et donc Va =V Il y a donc une unique valeur d‘adhérence,
d’od convergence

En supposant un peu plus de régularité sur H et une hypothese de moyenne
plus forte, on obtient la convergence uniforme sur R? x [0,T]:



- 104 -

4.6 ~ Théoréme (4.2) (convergence uniforme globale)
Soit H vérifiant (Hy), 1'hypothése de moyenne (Hp) avec de plus:

(8,) H est localement lipschitz en p

Tar
(1) sw | 3] npxte)e - Bext) | —> 0
o t -> + o
n
xeR

Alors v: converge uniformément vers V_ sur R x 10,11

a) 1* (Hy) est rai En effet, B
de p et t et la convergence de V€, vers V, uniforme sur R? x (0,T]. On en déduit

que ve uni vers V. oOr:

€ T t
v(x, t) = J' Bex, Sae = (1) 2
t

doit converger uniformément vers V(x,t)=(T-t)A(x); on en déduit la

convergence uniforme en x des moyennes.

b) la premiére hypothése de moyenne (Hp) est plus forte qu'il n'y
parait, puisque, de la régularité de H on peut déduire que la convergence des
moyennes vers H est uniforme sur tout compact de RD x RP x [0,T], par le théoréme
d'Ascoli

c) Compte tenu de la 1 de moyenne (Hg)
ci~dessus peut se réécrire:

t4r
s | 2[ mp.xt00- Hipx )| —> 0
o t T—> +o
t{[OhT]
XeR
Ipi<x

pour tout r positif.

Commengons par démontrer le lemme suivant:
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Lemme

e de fonctions de L(R"x[0,T1,R") bornées

B gas ¢ 2

indépendemment de X

(), g UNe suite de fonctions de R"x[0,T] dans R, borndes

it de ¥, équi-uni continues, et vérifiant:

(55) pour tout fonction ¥ C® de [0,T] dans R,
=z n

I P(E)hy (X, )36 —> 0 ; pour tout x de R

o x> w

. 2,1,p .p
- (W, )y .y Une Suite de fonctions appartenant a W\ tF(R'x(0,T1)

2.

pour tout p>1, bornées dans W2’ ’P independemment de k et vérifiant:

unif

e P
S+ B0 E) 328 (b + asi 4 B (x,t) =0
W (x,T) =0

Alors W converge vers O quand k tend vers 1'infini, uniformément

sur tout compact de R'x[0,T]
Demonstration du lemme
En raison des mémes arguments de faible relative compacité dans Ww2:1.P que ceux

utilisés dans la démonstration précédente, il nous suffit pour conclure de
montrer que toute sous-suite de Wy, faiblement convergente dans
'irl\;s' Bl x ro,py) COWErgeant unifornément, ainsi que son gradient,

sur tout compact de RMx[0,T], ne peut avoir qu'une limite nulle.

Considérons donc une telle que nous également
Wy, pour simplifier les notations, et notons W sa limite; nous allons montrer que W

vérifie une équation du type:

W

e _
at#Bs—-xQ-uAW 0, W(x,T) = 0.
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Remarquons que la suite (By) est rel dans I quitte

a , nous pouvons que By i vers une
B dans L(R%x(0,T1,R").

Soit ¥ une fonction test, C® & support compact dans RPx(0,T]. Nous avons:
K ow, o,
I "dx Ioat P E)I—E + By 2 s+ h ] =0

J' ax _[ at w(x, t)(—k + o4, 1 converge vers:

W
at ‘f(x,t)[T: + W1, par convergence faible
°

. I #(x,£)h (x,£)3t converge vers O et donc
°

T
. I ax I dt ¥(x,t)h (x,t) Cconverge vers O d'apres le
n "o
théoreme de Lebesgue.

T J'k ai
. J ax ¥(x,t) B (= - 2} converge vers 0 par convergence
o Bl ox " ax

W,
X
uniforme de —~ , et donc [ ax I at w(x,t) sk[-—— - -—1 converge
R

vers 0 (Lebesgue).

T
de[dt w(x,t) (BBl % vers 0 par
R o ox

faible de §_vers B

et W vérifie donc, pour tout ¥ de &) (R"x[0,T],R):

I dxjdtw(xt)[—+m+n%§'
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Nous pouvons maintenant passer a la ion du
dit, en commengant par montrer qu'a t fixé, la convergence de V€, vers Vg est

néceseairement uniforme sur R.

En effet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi Il existe alors 8>o, une

suite ¢ , ¢ —> 0 de réels positifs et une suite x de point R” tels que:
k> o

(3) | ":k"&'” - V(%) I > & pour tout k.
t v Koxex by = v t
Posons W, (x,t) o (X %) (XX E)s
av
28 o t
B (x,t) -J 3 (om R + Auk(x,t),x-—)s:,t,;)dl

_ vy
hk(x,t) = H(;;—(xf&,t),!'xk,t)

oy .
- H(;(rxk.t).x‘-ﬁ(,t.q)

Alors les W, forment une suite bornde de w‘z"’é'ip(n" x [0,T1) pour tout p>1,
les By une suite bornée de L(R"x[0,T],R") de par 1'hypothése (H3) et les Wy
vérifient:

BWK “k
3o F BL(EE) 5(RE) 4 osM 4 B (x,E) = 0 pp Xt

L x,T) =0
Enfin les by ont visiblement la régularité requise: il nous reste A vérifier (Hs)
pour pouvoir appliquer le lemme précédent. Il nous suffit en fait de montrer
(apreés discrétisation et “gel du temps lent” comme dans la démonstration du
théoréme (4.1)) que, pour tout D>O, tel0,T], xeR®

2T
+X
5

§up| L CH(

v,
M

LA
xox ), xR ) - H(-ﬁ(rxx,t),x—x‘{,t,;—mr
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tend vers € quand k tend vers 1'infini
Or on peut majorer cette expression par:

P

t- ﬁ(D _
sop | o |, [fi(p,x,t) ~ A(p,x,t,0)100 | ,
B t

1Pl de,

n
xeR

qui tend vers O quand k tend vers 1'infini, ceci par hypothése. On notera
1'importance de la convergence uniforme, puisque x-xy est lié & la valeur d'e,
ey
Nous pouvons donc appliquer le lemme précédent et en déduire la convergence
uniforme de Wy vers O sur tout compact et, en particulier, la convergence
ponctuelle en 0: or ceci est contradictoire avec (3).

Nous avons donc convergence uniforme de V€, vers V4 & t fixeé.
La convergence uniforme sur R'x[0,T] s'en déduit aisément, puisque les V€, sont
Lipschitz en t indépendemment d'e.

(4.7) Corollaire

Soit H vérifiant (H;) et 1'hypothése de moyenne (Hp), V€ solution de
viscosité de (2) pour €0, V solution de viscosité de (2) pour H=H.

Alors V€ converge uniformément vers V sur tout compact de RPx(0,T].

Si en outre H vérifie (H3) et 1'hypothése de moyenne uniforme (Hy), alors

V€ converge uniformément sur R™x[0,T].

Peuve: La convergence de VS vers VS est uniforme pour (e,X,t) décrivant
10, I1xRPx[0,T] et celle de V, vers V uniforme sur R"x[0,T].
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4.8 - Remarques cas péricdique
a) 5i H(p,x,t,8) = Iniad(pTE(x,u,t,s) + L(x,u, )}
uel
alors B est périodigue en © et H a toujours une moyenne; de fait
- 1 “
fip.x,t) = 5 [ Hp.x.€,0)0.
© o

De plus, si 029 est compact, ou i la minimisation & p,x,t, fixés, peut se faire
en restreignant 039 a4 un compact indépendant de © (par une hypothese de
convexité, par exemple), alors:

1
®

"
fip,x, ) = min, 07 2 [ fvie)te) + 1 [ uxve) )
veW o o

ob w2 a eté Aéfini dans le chapitre I, et H représente donc 1'hamiltonien du

probléme moyenné.

On en déduit que si H vérifie (H;), alors la fronction valeur du probléme
(P.) converge uniformément sur tout compact vers celle du probléeme moyenné.

H veérfiera (H;) si, par exemple, f et L sont bornées et uniformément

continues.
b) En fait, le résultat de convergence se généralise facilement aux cas du type:

£ sous lindaire, £<c(1+Ix|+|ul), Lipschitz en x
L sous localement L en x

L(x,u,t) > k(-1+1ul?), et uer?

En effet un calcul classique permet Je montrer que les trajectoires
optimales pour le probléme P, restent nécessairement dans un domaine borné,
adapté au caractére récursif de la fonction valeur, et estimable A priori. Par
exemple si on pose o=6kZ(1+2k), p=6kZ(1+k) et Q(x)=((x,t)eR"x(0,T1, Ix12% (a/B)+—
(r2+a/p)ePt), en supposant que 0s039, alors la valeur de V€ et V sur Q(r) ne
aspend que des valeurs de f et L sur @(r).

D2s lors, on peut modifier £ et L en dehors de Q(r) de maniére A les rendre
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bornées et, si par exemple L n'est que localement Lipschitz en x, la rendre

globalement Lipechitz.

La convergence se demontre alors sur la restriction de V€ et V & (r),

c'est-a-dire, finalement, sur tout compact de R"x[0,T].

mote: La i est valable si f et L ne sont pas

périodiques.




CHAPITRE V

PROBLEME MOYENNE
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V - DEPINITION DU PROBLEME MOYENNE DANS LE CAS NON-PERIODIQUE

5.1 — Introduction

Nous considererons ici
£ & x &% x (0,71 x R, —> K"
(x,u.t,0) —>  f(x,u,t,0)

LR xR x (0TI xR, —> R

(x,u,t,8) —>  L(x,u,t,0)

avec

(fe Buc(d” x B° x (0,11 x R, R")
e % B +

pour tout r > 0

L e BUC(B” x BY x [0,T) X R,, R)
r r +

on E: designe la boule fermée de R", de centre 0
et de rayon r,

et i‘r’ 1'analogue dans R)

Let £ est Lipschitz en x

auxquelles nous pouvons associer la famille de problémes:

s < T t
sinimiser 3%(u) = [ Bex(e),uee), b5t
o

sachant que u < L(10,T1,RP)u(t) « v pp ¢

(ax _ t n
et [ I = E(x(£),u(t),£,0) pp £, X(t) € R

L x(0) = x

Dans le cas ot f est périodique en © (et L indépendant de ©, puisque

c'était le cadre dans lequel nous nous étions placés) nous retrouvons le probléme
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P, défini dans le chapitre I

Hous avons vu (cf. chapitre IV), qu'a condition de satisfaire & une
hypothése de moyenne sur le minimum de 1'hamiltonien: p'f+L et & quelques
estimations sur f et L (bornées, ou autres hypothéses: cf. remarque (4.7)), la
fonction valeur VS du probléme moyenné converge uniformément sur tout compact
vers une fonction V, solution de viscosité de 1'équation d'Hamilton Jacobi dont

1'hamiltonien est la moyenne de 1'hamiltonien suivant:

Min o P'E(x,u,t,0) + L(x,u,t,0),

ueU
que nous avions noté H(p,x,t). En particulier H est concave en p, lipschitz en p
(localement) donc continu en p et présente donc toutes les caractéristiques d'un
hamiltonien de contrSle optimal. Nous savons d'ailleurs que, dans le cas
périodique, H représente 1'hamiltonien du probléme moyenné (*) défini au chapitre
1

La question se pose donc de généraliser ce résultat au cas non

périodique, c'est-a-dire de définir un probléme que nous appellerons moyenné,
dont la fonction valeur soit V, c'est-a-dire dont H soit 1'Hamiltonien minimum.

Nous proposons dans ce qui suit une notion de probléme moyenné

directement inspirée de la notion d' ai 1le en

annexe, et dont 1'hamiltonien minimisé vaut H.

(*) a condition, par exemple, de supposer que la minimisation en u, & x et t fix¢s,
peut se faire sur un compact indépendant de ©, de maniére a récupéer un

arg.Min mesurable en ©.
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5.2 — Probléme moysnné

. Si nous avons & considérer une moyenne, il semble qu'elle soit du
ype:

.
um 2 [ £0xu,t.0)0 . et de meme sur L
T ® )

Si nous voulons généraliser 1'ensemble W24 des valeurs de contrSle

admissibles (cf. chapitre I) nous pouvons penser a:

ad 1
W vt

£(RF), ve) ¢ 0™ pp o et

L

;J £(x,u(0),t,0)d0 a une limite quand T > + ® ,
°

pour tout x,t, et de méme pour L)

on notera E(x,u,t) la moyenne de f et L(x,u,t) celle de L.

on s'assurera que W3 est non vide(*) en supposant, par exemple, qu'il

les a valeur dans U3d, soit:

T T
; J £(x,u,t,0)d0 et ; J L(x,u,t,0)de
© °

convergent quand T tend vers +w pour tout (x,u,t)eR"xU3dx[0,T].
La dynamique est alors donnée par:

ax _ - n
gt~ BOx(E),v(E),t) |, x(o)mx , x(t)eR

ver' (to,T1,L" ,&P)) avec v(t)ew*ppt

unigRe

(*) Hypothése non nécessaire, d'ailleurs, car le théortme (5.1) exhibe des
éléments de wad
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Le colt & minimiser est:
T -
3wy = [ Exe), vy, t)ae
°

L'hamiltonien de ce probléme est défini pour v dans w29 par:

h(p,x,v,t) = pE(x,v,£) + Lx,v,t)

Nous pourrons identifier la fonction valeur de ce probléme & V(cf chap IV)

si H(p,x,t,) = Min h(p,x,v,t) ceci pour tout p,x.t,.
ad

vew
La question est non triviale en ce sens que rien nous assure qu'un argument de
minimisation de H (donc dépendant de ©) Soit admissible du point de vue de la
moyenne en £ et L, puisqu'a priori on n'a de moyenne que sur une combinaison
linéaire des deux, en 1'occurrence 1'hamiltonien H. Néanmoins, si H admet une

moyenne pour tout p, cette est st forte pour essen-

tiellement, si H A une moyenne H pour tout p, alors 1a o0 dH/dp existe, 9H/3p a
une moyenne qui vaut dH/9p ; et dH/dp vaut f en ces points

Cest sur cette idée que s'appuie la démonstration du théoréme suivant qui
identifie H au minimum de h sur wad

Nous ignorerons provisoirement la dépendance de H et H en x et t, pour ne nous

préoccuper que de p,u et ©.
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6.3 - Théoréme (5.1): Hamiltonien du probléme moyenné

9 une partie fermée non vide de RE

Soient:
£: R xR —> R"
4
(u,8) —> £(u,9)
LR xR —>R
(u,8) —> L(u,9)
Byptohees

(By) ©On supposera que f et L sont dans BUC(BxXR, ) pour toute partie B bornée de RP.
(H;) On supposera également que la minimisation par rapport a u dans 034 ge
1‘Hamiltonien: h(p,u,8)=p’'f(u,0)+i(u,8), lorsque © décrit Ry et p décrit un
domaine borné de R, peut se faire un compact de U2d indépendant de p et ©.

Notations
on notera w39 1'ensemble (éventuellement vide) des fonctions v de R, dans

RP, localement intégrables, A valeur presque partout dans U3d telles que:

% J’ £(v(€),0)d0 & une limite £(v) lorsque T —> + m

-
et ;J L(v(©),0)d® a une limite I(v) lorsque T —> + o
o
ad

Pour v dans W, on note h(p,v) la quantité p' E(v) + L(v)

(H3) Enfin, on suppose que, pour tout p dans ®", 1'hamiltonien

H(p,©) = Min_; h(p,u,©) a un moyenne fi(p), c'est-a-dire que:
uev

1
:

.
A(p.@)le —> H(p)
o T >t

Alors, #°C est non vide et, pour tout p de R",
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Min_. h(p,v)
vewad

Deémonstration:
s n ad - =
Soit E= (pe R, 3vew , B(p)="h(pV)),

E étant éventuellement vide, par exemple si WaJ est vide.

Nous allons monter que E est fermé et que son complémentaire est de mesure nulle,

et donc que E = RP

a) E est ferme

Si E est vide, E est ferme

51 E est non vide, considérons une suite p, de E convergeant vers p dans

®", Vv, dans w39 tel que H(p,)=h(pp,Vp).

Remarquons que les suites £(V,) et I(V,) sont bornées, puisque v,(©) reste dans

un compact K indépendant de © et de n.

I1 existe donc une sous-suite (q ) de (B,), 4 laquelle on associe une sous-suite
Wn de vy, lelle que £(w,) ait une limite £ et L(w,) ait une limite I, avec:

18(wp) = 1 <

1L(wy) - 1 < /n

Nous allons construire & partir des W, une fonction v dans Wad telle que f(v)=E,

T(v)=L et h(p,v)=fi(p). Posons T,=0 et, pour n entier >0, choisissons un réel T,>O

(il en existe) tel que:
T i
n
.
pour tout 7 x 7|2 j £w_(e),0)a8 - £w )| <2
n'lr o n - n n

et @éfinisons maintenant v par:
v(8) = w
(8) = w (0) 81 6 e [r ;7 1

Visiblement v est localement intégrable & valeur presque partout

dans v3d; i1
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£ et que L(V(.)) est de moyenne L.

Soit 7 € [T ,7 [ avec 1, par exemple.

Nous avons:
1" =
3 [ stwer.one - E -
°

-1
B ] £(v(©),6)d0
T ©

™ —_—
Io £w_(),e)0 - T F

+
Rl

Tn-1
fo £(v,_,(©),0)d0

'
I

e

™ -
j' £y (8),0)0 + I F
o

-
+ 3 qu(vn(s),e)da -,

Soit la somme de cing termes (1 par ligne): T) + T, + T, + T, + T,

A

sont majorés par ( ) sup If(u,e)' -k
uek "

.

T n
SR B fer erene -

. de meme pour |

[oe ||

-
et donc I [ £(v(e),epe —> F
o T —> + o

oOn procéde de méme avec L et donc v & WS

D'autre par G(q“,w“) - ﬁ(q“) =q, E(wn) + i(wn)
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or H est visiblement continu et donc

Q) Ew )+ v ——> B(p)
n-—>o

D'autre part q E(un) + f.(w“) —> p* £ 4 L = h(p,v)

et donc h(p,v) = H(p) , p € E.

b) La complémentaire de E est de mesure nulle

Vues les hypothéses faites, nous savons qu'il existe une application
mesurable u de R7xR, dans 027 telle que:

np,u,(p,©),0) = Hin_ , h(p.u,6)
ueU
avec u bornée sur tout B x R;, B domaine borné de RV,
H est donc localement lipschitz en p, et donc presque partout dérivable.
Nous allons monter qu'en p ot H est dérivable, £(u(p,.),.) admet une moyenne (en
©), et que cette moyenne vaut 2H/9p.
Pour simplifier, posons F(p,©)=£(u(p,0),0).
Commengons par remarquer que, pour tout €0, €30, p et q dans R", on a:

H(pteq,O) - H(p,0) .
< < q'F(p.©)

H(pteq,©) - H(P,0)
€

(2) q'F(pteq,®) <
et donc

(3) 0 < q'R(pe) - HBLLO) Z HPO) ¢ gip(p,0) - F(preq,0)]

(3)  q'F(preq,e) < HEE ==t

H(p,®) - H(p-eq,0)
.

(5)  d'P(preq,e) < 2 (pt=d.9)
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B(pteq,© H(p.©)

(6) 0 < q'F(pteq,®) <

< Blpteq,0)-H(p.0) , H(pteq.©)-H(p.©) _ 2H(p+2eq,0)-H(p.0)

Soit p un point ot H est dérivable et q un élément
(arbitraire) de K",
1,
L'ensemble des valeurs - I q'F(p,©)de, pour 150, est
°

relativement compact dans R. Soit 7 une suite de réels > 0,

™
convergeant vers + = telle que J a"F(p,©)d® ait une limite
n o

1 € R quand n tend vers + w . Nous avons alors, pour tout €>0:

(110 <1 - Bereasie) Epyeea) , Aprea)ie)

_ o H(pt2eq)-H(p)
2
En faisant tendre e vers O nous en déduisons:

ToH , T AH T oH T 28
) o T _ T,
(8)0<1-q go<a Go+a a 3

.
et donc 13, I q"F(p.0)d0 —> 4"
o TS tw

ceci pour tout g dans R” et donc:

F(p,©)d® —> — (p)
Tt

On en @éduit aisément que:

- -
2 [ wutp,e), 130 —> fiee) - ¥ 32 (»
© TS w P

et donc, pour presque tout p de R?, u(p,.) e u3d

Tt 0 es 4o @ Abeek Auwavt Aane B0 et de mesure nulle, on en déduit
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que E=R" giyne part et que, d'autre part, pour tout p de R?, il existe un élément
u de wad tel que h(p,u) = H(p).

Comme visiblement pour tout v de W29 on a h(p,v) > B(P), on en déduit que,
pour tout p de R?, il existe uew3d tel que:

h(p,u) = (p) =

Min_. W(p,v)
vew™d
Remarque: la concavité de H en p est essentielle. En effet, il suffit de
considérer 1'exemple sulvant:

H(p,©) = sin(p,6) P e€ER, 6> 0

Alors E admet une moyenne pour tout p et cette moyenne est nulle:
fi=0 et donc Buo
ap

D'autre part ;g = © cos(p,0)

1 kL T
et donc L 35 (P@)O =T sip=0

=2 gin (pry) + L 2 cos(pr)
P 27

P
sip=0

et donc %ﬁ n'a pas de moyenne.
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5.4 - Corollaire

Sous les hypothéses du théoréme (5.1) (pour tout x,t), la fonction V du
corollaire du theortme (5.1), solution de viscosité de:

P
ot (X&) + B (52 (5t),x,t) =0

V(x,T) = 0

représente la fonction valeur du probléme moyenné.
En particulier, si H vérifie les hypothéses (H;) et (Hp) du théorsme

(4.1) (ou celle du § b de la remarque 4.8, laquelle remarque vaut évidemment pour

le probleme moyenné), alors la valeur du (<)
uniformément sur tout compact vers celle du probléme moyenné.
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Quelques propriétés de moyenne

A.1 - Théorsme principal

Soit (T50 et £:(0,TIxR’ —> R bornée, continue,
«0 (£,8) >  £(t,0)

uniformément en t. On suppose qu'il existe £, de [0,T] dans R",

L b _
vérifiant  Sup |,; L £(t,0)d0 — f{t)' -0
%0 3 TS w

tel0,T]
1 ‘(\:W' = (*)
Soit A(T) = Sup Sup li J' f(t,a)d&f(t)l. pour T>0
5T Bo t
tefo,T)
Soit, pour 550, m(8) = Sup  |£(t,8) - £(t*,0)|
tefo,T]
t'efo,T)
1t-t" <6
OR,
t
D

t
et B(t,e) = Inf, (2D m(s)ds + t A(Z=))
DeN Ju De

Alors sup ls(t")l —s o
tel0,T] 2o
et | j}(r,{)ﬂr = J:E(r>af| < “‘I“"|'=)

pour s et t dans [0,T].
Démonstration: Supposons t > s.

’—‘%1) pour k e (0,...,D).

Soit D entier > o et t =

(*) A est décroissante, bornée par 2 €Il s on notera A(o)=limA(T)



- 128 -

on a visiblement  Sup Bty - £(£)| <m(8)
teto,T]
t'efo,T]
It-t* <8
s .o
denc I C _[ (T, 0) - f('r)]d'rl
¥o e
tk+1 D-1

s
m(r-t, )ar + L | I ey Dy - E(tk)ldvl
ko | Tt

t-s

£(t,,0)d0 - E(t ) |

t-s

<20 J P n(rar + (t~s)n(t%:),
°

d'od 1'estimation (m est car

Reste & montrer la convergence uniforme de B. Soit 1O Pour:

n
&< Zmm F A ¢

n n -
alors B(t,e) < 2m(T) T + (o) + () + A(0) A(o) = n ,

pour tout € > o.

Soit D tel que m(g) < Lﬂ_ (rappelons que m(8) —> 0 )
85— o

et &, telque A (5 (zm?‘iT‘I‘i?ETS’ <3

Alors, pour t > ;€ < e, (A est décroissante)

—_—n
2m(T) + A(o)

) T R F—
B(t,2) < 2Tm (D) + T A(DEO(ZN(T) T A(o))) <n

D'od la limite.
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et f e€R
N 4T -
Alors  Sup [ ij f(ryar - £ | —> o
= t T 4w
si et seulement si il existe une suite T, T —> + @ avec
n-—w
Lo N
sup | ij fryar - | —> o
tro n't —> 4o

En effet, soit T un dlément quelconque de la suite et k le

quotient de la divison euclidienne de T par T, , et p le reste.

Alors I %I:’r £(T)dr - %; | I::j“”n £(ryar -
w2 Bouen 4 |
sup I %n J:w“ £(ryar - | +2 ;'—‘ tuen - l

que 1'on peut majorer par
4T
sip | & [ Memar - £ | +2 P onen - |E)
tro nt
ceci pour tout T,

Soit donc, pour Mo , Tn tel que
G
SupiFI nf(r)dr—fisg
o ' Tn t
et T8y +IE|)
n ©
L BT
Alors pour tout t>o on a | EI £r)ar - E | <n, @'ou le résultat.
t

Cn voit donc que 1'hypothése d'uniformité par rapport a 1'intervalle
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a'intégration est tres forte

Nous supposerons, dans toute la suite de l'annexe, toutes les fonctions
périodiques en ©, o © est la variable par rapport A laquelle on fait la moyenne,
et de période w.

Commengons par analyser le théoréme principal lorsque f£ est périodique,
en utilisant le fait que la moyenne sur R, (au sens précédent) est nécessairement

celle sur une période (pour s'en convaincre, prendre T,=nw)

A.2 - ipal, £
Soit £ : [0,T] x R, —> rR" continue, périodique en © de
(t,0) —> £(t,0) période w.

Soit €> 0, s et t dans [0,T]
t t
- -
Alors ' I £, Dyar - J' E(ryar | <2 (Tm(ew) + ew NEN )
s s

ol m est définie comme dans le premier théoréme.

En particulier, si £ est Lipschitz en t de constante A, alors

| I:f(r,z) - I:?(v)dr l <2 eo(TA + NEN )

Démonstration
1t-s| . . 5
Soit D = E (<=22%), ob E désigne la partie entiére ; et

t-s
g =k 522

« x
Alors l I £r, et — E(r)df‘
s s

D-s tk‘-i. tk"l
< ¢ | I f(v,E)dT - I E(ryar I 2 ewlEN
ko | Tt
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LR . o ke _
< | th gr,D) - a0y | ar s = th [&m - Fep] ar
Dt L33 - _
v | ] te(r, Dy - Ee ) ar I vz ew e

Le troisiéme terme étant nul, on peut majorer le tout par:

e
2D J m(s)ds + 2 eo €N, qui est inférieur a
°
o
20 |es| o J'o w(s)as + eo NEN )

<2 (T w(ew) +ew NEN )

En particulier, si f est Lipschitz en t de constante A, on peut majorer
1'expression par 2ew[TA+ I £l o]

Nous pour £ application continue de R dans R",

périodique de période v, I(£) comme étant la primitive en © de moyenne nulle de f—
£.

Autrement dit,

e _ . w -] ©
ﬂ(f)(e)x[ f(r)dv—ef»ﬁjdej'f(r)dr+5
o o Yo
Si £ dépend d'autres arguments, notés globalement o, alors nous poserons

n(e(o,.) =ni fu) , ol EV est l'application partielle en © au

point o , et £(g,.) = E(o)

Remarquons que pour © e [o,w],
©

[mcexer| <omen + |5 -e| nen 45 ]:edel wEn



- 132 -

En particulier, si |&(o,0)-£(c",)| < Ao |ve , alors
(&, .))@) = I(Ea,.}®)| < HI(E(e,.)) - DK@, .1
<20 1€, .) - Ko, N < zuxlﬁr-|
A.3 - Développement 4'intégrale au second ordre

Soit £ : [0,T] x R —> R" , périodique en © de période w,
(t,8) —> £(¢,8)
continue, de classe C' en t, de dérivée Tipschitz en t de constante A.

Alors, pour &o, pour s et t dans (0,T]

t t
| [ gerDoar - [ Emar - encece, xS + encecs, 2
B s

<a T A+ NEN o

Démonstration

a T
§r (enCeCT, XD =

af T T3
e Gl oD + & Dy - Er)
t t
Donc J S(T,E)d'r - J E(r)ar — en( f\‘t,.))(E)
s s
s £ f T
+en (ie0NE) = - e Ln(;;(v,.))(;)dv

Or, d'aprés ce qui précéde,

€
”Bn(gtf (T,.))(E)ﬂtl S 2ew T (20M) 4 26 HEN )
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A4 - a i ai les

Premier ordre

soit £: R" x [0,TI xR —> R"
(x,t,0) —>  f(x,t,0)

f continue, Lipschitz en x et t de constante A, périodique en 6
période en © de période w. Soit XE et y deux applications absolument
continues de [0,T] dans K", que l'on suppose vérifiant:
.
ax t
(1) g = f(x(t),.t,0) ppt € [0,T], x(0) = x|

@ F - Fyeere PRt € [0,T), x(0) = x,

Alors | sup [xS(t)-y()| <2 ew Temacar uEyIN )+ nEHN
telo,T]

on HEYIN = sup |Ey(t),t.0)
tefo,T)
©<R

Preuve:

|xer-see] = “t[f(X(s),!E] - (), )as|
o

< J:lx(s)—y(s)lds + ”:(:(y(s),s,z) - E(v(-).s)lds]

Or le second terme peut &tre estimé & partir du théoréme principal.

onas ey, ey - fyee o] on feerfox v )

Posona donc IE(YIN =  Sup Bt
tel(0,T),8eR

t
Alors lx(t)w(t)l <A I |x(s)fy(!)lds + 2ew(TACLH ILE(YIN ) +
o
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Gonc [x(£)-y(£) < zew(TACL+ NEIN ) + HEEN ) T

second ordre
Soit £ : R x [0,T]1 x R —> R"
{x,t,0) —> f£(x,t,0)
continue, périodique en © de période w, de classe C' en x et t ;

3; est bornée et lipschitz en x de constante 1

On suppose qu'il existe x° et y définies comme dans le développement

au premier ordre, et on pose x,(t) = N(£(y(£),t,.)) et on note

x,(£)(8) = x,(t,0). On définit x, , application de [0,T] dans R"

ax, [
par s = 2 oo, + Eyeore o

x,(0) + xz(ﬂ,ﬂ) -0

soit W(y) = sup sl Liyer.eo|. |t | ee))
telo,T

TH(Y), |

UY) = 2m(7)Cx + au(y)e THY)

cy) = 4u(y)e
of of
©n suppose que Zo(y(t),,0), FH(¥(t),t,0), £(y(t) t,®) sont Lipschitz

en t de constante A(y) [ce qui est déja vrai pour £(y(t),t,©)1.

Sott AY) = A+ 2™ Vi 1rau(3) B P ranyyucy )2,
et k{y) = TA(Y) + wW(y))
Alors

25|| T

I
sup  xScerwCer-ecx, (ormy e, S € uPactiyrke T
telo,T]




- 135 -

Preuve

L t
Soit P(t) = y(t) + ((xz(t,;) + x (t))
_ £ to
alors 52 = Eye),6) + e nErcer b n(HEwCE), 6

v ey, e o+ sy, - e,

5 - -
+ e SX(y(E), ) x (€) + e Sy(E), & HUCE(Y(E). €, )

= a6 5 + 2o, v 5H0ece) - v + e seyeer e )

ol S5(z,t,0) = n(%{(z,t,.))(e) + lg{(z,t) - -i—;f‘(z,t,a)] x, ()

S(y(t),t,8) est continue, périodique, de moyenne nulle et Lipschitz
en t. Estimations sur S:

soit uy) = swp sue(|FEver e |2vcer. 0| | v, v
tel0, 7]

BeR

* |
L

a
Rors — < uy)|x,| + 20 wn?

x,(0)] < 20 u(y)

T(Y) _

donc X, Il < 20 u(y) (2 1] et donc :

15(y(t),£,8)1 < 26 w(y) + 40 p(p)? 122 =13 + aw ney)?

=20 u(y) [+ + au(ye™ Ty = w wy)

et 1S(y(t),t,8) - s(y(t'),t",e)i
Crb-tl (2o A(Y) + 4 Mye a(y) 267 113 4 8 wupcy)PeTHY)

+ 8 Ay = et Ay) @

D'aprés le théoréme principal, on a donc:

t
| [ seremmDiar | < zaim acn + ww = e’y
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on a doncs

*
xe) - peen < | [ teexs),.2) - Eyta)8.2)
°
- Liyes),m, 2 e(8)y(s))1as| + FuTk(y)
of * * 2 2
- Liyisr.e, e rvis)|as + fuk(y)
or |ers),8.2) - £(y(s),8,2) - SEv(e).8.Exmee) - o))

<1|pes) - wo|?
< Wewtany)e™ ¥ - 2uy) + zmv)!}z = 1657y

f
axll ot

done  |x(t) - 2(t)| < ’taciy) + kiye



51

(sl
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