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Chapitre 1

Introduction

La régulation des colonnesà distiller est un desproblèmesles plus étudiés à l'intersection
de l'automatiqueet du géniechimique. Durant les trente dernières de très nombreux
chercheursont proposédiverses méthodespour l'appréhender.Nos travaux le
cadrede la commandenon-linéairedescolonnes,initiée par Gauthieret Bornardau milieu de la
décennieprécédente[44J. Ils sont directementinspirésdes résultatsde Lévine et Rouchon [98,
72], dont ils constituentune extension.Ces auteursont considéréplus particulièrementle cas
des mélangesbinaires;notre principal résultatconcernele calcul de lois permettantle rejet. de
perturbationspour une classe de colonnesmulticomposécs,les colonnespseudo-binaires.

Ce mémoirecomprenddeux parties:

- la premièreest consacréeà l'établissementde modèlesde ladynamiquedes colonnes.Nous
y proposonsdans unpremierchapitreune méthodepour la constructionde modèlesde
simulation.Dans lr-secondchapitre,nous détaillonsl'établissementd'un modèlesimplifié,
appelémodèle(L,V). Les trois chapitressuivantsconcernentl'étudedes propriétésde ce
modèle. Nous avonssouhaitéinsister sur les difficultés particulièresdes mélangesnon-
binaires.Le lecteurretrouveradonc ladichotomiecolonnebinaire-colonnemulticomposée
dans l'étude des points stationnairesdu modèle, dans l'étude de sa stabilité, et enfin
dans l'étude de sa réduction. C'est dans cechapitre que nous décrivons une nouvelle
méthodepour réduire les modèles(L,V) de colonnespseudo-binaires.Nous démontrons
alors plusieurspropriétésintéressantesvérifiées par de tels modèlesréduits.

- la secondepartie traite de la commandedes colonnesà distiller. Nous abordonsdans un
premierchapitrela commandenon-linéairede modèlesréduits.Le secondchapitreest un
panoramades méthodesexistantes.Par dessimulations,nous comparons,au troisième
chapitre, les diverses approches.Un quatrièmechapitre présentele logiciel temps réel
écrit pendantcettethèseet des relevés sur site. Dans ledernierchapitre,nous présentons
l'étudede deux colonnescouplées.Ce travail constitueà notre connaissancela première
tentativepour la commandenon-linéairede tels procédés.

On trouveraen annexedeux résultatsnouveaux,sur la dynamiquedu flash et sur
bien des fonctions d'équilibre liquide-vapeur.Nous discutonsensuitebrièvementde
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bilité d'un observateurrécemmentproposé.Cettepartie annexeest complétéepar le rappelde
quelquesrésultatsde la littérature.

1.1 Fonctionnementet conduitedescolonnesà distiller

La contribution de cetravail réside dansl'extensionde l'analysedu comportementqualitatif
et de la commandedes colonnesà distiller au caspseudo-binaire.Le but decettesectionest
d'expliquerqualitativementle fonctionnementd'unecolonneà distiller et de poser leproblème
de commande.Nous y introduisonsle vocabulairequi sera constammentutilisé dans lasuite
de cc mémoire.

1.1.1 Principede fonctionnementd'unecolonne

La distillation [128J est l'une des opérationsunitaires utilisées pour le raffinage. ElJepermet
d'isoler les divers constituantsd'un mélangede composéschimiques. ElJe a pour origine le
résultatd'expériencesuivant. Quandun mélanged'hydrocarburesest placé dans uneenceinte
sous certainesconditionsde températureet de pression,deux phasesdifférentesapparaissent,
lu ru- liquide et l'autrevapeur,et un équilibre thermodynamiques'établitentreelles. Une ana-
lyse de la composition des deux phasesrévèle que lavapeur contient préférentiellementles
composésdont la massemolaire est petite. Cetteopérationde séparation,appeléeflash, peut
s'effectuerde façon continue.L'enceinteest alimentéepar le mélangeet deux flux ensortent,un
flux cie liquide, plus riche encomposéslourds que lemélangede départ,et un flux de vapeur,
plus riche encomposéslégers.

En pratique,la séparationainsi obtenuen'estpas assezsélectiveet l'on procèdeparséparations
successives.Les opérationsde flash ontphysiquementlieu sur desplateaux,empilésà l'intérieur
d'une colonne. Chaqueplateauest alimentéà la fois par la phasevapeursortant du plateau
inférieur ct par la phase liquidesortantdu plateausupérieur.On parle d'opérationà contre-
courant.Un plateauspécial, leplateaud'alimentation,reçoit en plus lemélangeà séparer.Un
équilibre thermodynamiquetend à s'établirsur chaqueplateau,entre les quantitésde liquide
et de vapeurqui y sont retenues.

On distinguetraditionnellementdeux zones dans unecolonne:

la zone derectification est l'ensembledes plateauxsituésau-dessusdu plateaud'alimen-
tation;

la zone d'épuisementest l'ensembledes plateauxsituésau-dessousdu plateaud'alimen-
tation,

Dans le cas le plussimple, illustré sur la figure (1.1), le flux de va.peur qui sort enhaut (ou en
cie la colonneest totalementcondensé.Le liquide ainsi obtenuest divisé en deuxparties:

Ip qui est un desproduits de la séparation,et le reflux, qui constituel'alimentation
liquide du plateaude tête. Leproduit liquide soutiré en bas (ou en fond) de lacolonneest
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lm autreproduit de la séparation,le résidu. Il est enpartie vaporisédans unrebouilleurpour
générerle flux de vapeurau fond de lacolonne.

La pressionest pratiquementidentiquesur tous lesplateaux(elle croît en fait trèsfaiblement
d'un plateauau plateauinférieur), mais est plus faible dans leballon de tête qu'en fond de
colonne,ce qui permetaux flux de vapeurde monter par différencede pression.Les flux de
liquide quant à eux descendentpar gravité.

Moyennantun nombresuffisantde ces flashessuccessifs,on réussità obtenirun distillat con
tenantessentiellementles composéslégers et un résiducontenantessentiellementles composés
lourds.

Commeune séparationtotalen'estni possibleni d'ailleurssystématiquementsouhaitée.on
caractériseles produitsde la distillation par leurs taux d'impureté:

- pour le distillat, le taux d'impuretéest la proportion de composéslourds qu'il contient;

- pour le résidu, le taux d'impuretéest la proportion de composéslégers qu'il contient.

Définissonsplus précisémentce qu'on entendpar composéslégers etcomposéslourds. Lors-
qu'on veut diviseren deux produits le flux d'alimentation,deux composésjouent un rôle parti-
culier. On lesappelleles composésclés. Oncommenceainsi par choisir une clé légère et une clé
lourde,le but de laséparationpar la colonneétantde minimiserà la fois la quantitéde clé lourde
dans ledistillat et la quantitéde clé légère dans lerésidu. Puis on chercheà établir sur les pla-
teaux (exceptionfaite éventuellementdes plateauxprochesdes extrémités)les conditionsd'un
équilibreliquide-vapeurtel que la clé légèretendeà seconcentrerdans lavapeuret la clé lourde
dans leliquide. Les autrescomposésmajoritairemententrainésdans la vapeur forment alors
avec la clé légèrel'ensembledes composéslégers. Inversement,les composésmajoritairement
entrainés dans leliquide forment avec la clélourde l'ensembledes composéslourds.

Une valeur adéquatede la pression dans lacolonne permet de garantir l'existenced'un
équilibre liquide-vapeurpour toute la plage descompositionsrencontréessur les plateaux.
Pour une colonnestandard,à pressionfixée, la températured'équilibreest d'autantplus faible
que le mélangeest riche encomposéslégers: la températuredoit décroitred'un plateauau
plateausupérieur.Cette différencedr- températureentre la tête et le fond de la colonne,qui
fait la qualité de la séparation,est obtenuepar un apport de caloriesen fond (via lapuissance
de rebouiJ1age) et par unapport de frigories entête (via le débit de reflux).

1.1.2 Conduite d'une colonne

Pour la raisonmentionnéeplus haut, la pressionde fonctionnementest un desparamètresfon-
damentauxlors de laconceptiond'unecolonne. Enpratique,on réguleprécisémentla pression
sur leplateaude têteautourde cettevaleur. Cefaisant,on régule en fait lapressionsur chaque
plateau,à de faibles varia.tions près ducsà des phénomèneshydrodynamiques.

Pour pouvoir modifier les débitsinternesdans lacolonneet adoucirles vaIliÜlOIISde coinpo-
sition des produits,on disposeen haut et en bas deballons contenantdes quantitésde
nettementplus importantesque sur lesplateaux(voir figure 1.1) :
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Figure 1,1: Colonneà distiller
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- grâce au ballon detête,on peut augmenterle débit de reflux, donc lesdébits internesde
liquide;

- par vaporisationdu contenudu ballon de fond, onpeut augmenterles débits internesde
vapeur.

Pour disposerà tout instant de cesretenues,on régule lesniveaux de liquide dans les deux
ballons.

D'un point de vue automatique,la pressionsur le plateaude têteet les deux niveauxsont
des sortiesdu système.En comptantles entréessur lesquelleson peut agir, les commandesdu
système,on s'aperçoitqu'il est possiblede régulerdeux autressorties:on cherchegénéralement
à réguler les taux d'impuretédans ledistillat et. dans lerésidu.

A l'exclusion du débit et de lacomposit.ionde l'aliment.ation,qu'il faut considérercomme
des perturbations,les entréesdu systèmesont:

la puissancefournie pom condenserle flux des vapeursde têt.e,Qc;

la puissancefournie au rebouil1eurpour vaporiserune partie du résidu, Q;

- le débit. de résidu,R;

le débit de distillat., D;

- le débit. de reflux,L;

On disposedonc de cinqcommandespour commandercinq sorties:

- la pressionde tête;

le niveaude tête;

- le niveaude fond;

- le taux d'impuretédans ledistillat;

le taux d'impuretédans le résidu.

Pour assurerle bon fonctionnementde la colonne, il est nécessairede réguler efficacement.
la pressionde tête et lesniveaux. Ces variablesont desdynamiquesplus rapidesque celles des
taux d'impureté.Aborder globalementle problèmede la régulationdes cinq sorties implique
donc un mélangede dynamiquesaux constant.esde t.empssensiblement.différentes,qui conduit
à des problèmesde robustesse.On préfèreà cetteapprocheune commandehierarchisée:

- les régulationsde base, pression de t.ête etniveaux, sont d'aborddéfinies. Leurs dyna-
miquesont desconstantesde tempsde l'ordre de cinq minutes;
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- les régulationsdes taux d'impuretésont conçuesensuitesous l'hypothèsede bon fonc-
tionnementdes régulationsde base. Leursdynamiquesont des constantesde temps de
j'ordre de la demi-heure.

Seule la secondepartie nous intéressedans cemémoire. C'est la commmandeen qualité
-"dual compositioncontrol"-.

Régulationsde base

Elles sont assuréespar des bouclesproportionnelles-intégrales.A priori, n'importequelle com-
mandepeut êtrechoisie pour régulerchacunede cessortieset on peuteffectivementrencontrer
sur site laplupart des combinaisonspossibles[67]. Il existe cependantune combinaisonmajo-
ritairementadoptéepar lesconcepteursde colonnes. Elleconsisteà :

- réguler la pressionde tête par la puissancede condensation;

- réguler le niveau de tête par ledébit de distillat;

- réguler le niveau de fond par le débit de résidu.

Ce choix permetd'éviter l'introduction dans la colonne, via ledébit de reflux et la puis-
sance derebouillage,des fluctuations rapidesinhérentesà ce type derégulations:ce sont les
produits de la séparationqui fluctuent. C'est généralementlorsquece phénomèneest génant
qu'uneautre combinaisonest choisie. Nousreviendronssur cesaspectslors du chapitrecon-
sacré à la commandelinéaire. Pour l'essentielde ce mémoire,cettecombinaisonest adoptée.
Les commandesdisponiblespour le contrôleen qualité de la séparationsont donc ledébit de
reflux et la.puissancede rebouillagc.

Contrôle en qualité

Dans uneraffinerie, chaquecolonne s'intègredans uneunité qui regroupediverses opérations
élémentaires.Son alimentationest un flux résultantd'uneou deplusieursopérationssituéesen
amont. Elle est doncsujetteà des variationsde débit et decomposition.

Il est possible,moyennantune cuve intermédiaire,de réguler ce débit d'alimentationet
d'amortirles variationscie sacomposition.Cettesolutionest coûteuse.On la rencontresurtout
en pétrochimie,lorsquela séparationest.très difficile et. que le prix desproduitsfabriquésincite
à la conceptionde colonnessimplesà piloter.

Dans lesautrescas, lesvariationsde l'alimentationpeuventperturbersensiblementle fonc-
tionnementde la colonne. Il est. nécessaired'agir plus rapidement.sur les cieuxcommandes
disponiblesafin d'éviterque les sorties nes'éloignenttrop desspécificat.ionsfixées. En pratique,
le débit deJ'alimentationest mesurémais sacompositionne l'est pas. Nousabordonsdonc le
problèmesuivant.
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Le co ntrôle e n q uali t é d ' une colo nneft (Iist i ll(' r li pour bu t d e m ai nt e n irà
de s spécifica t ions fix ées les tau x d'impure té da ns le d istill at et dan s le rés id u, en
présen ce d e va ria t ion s d t' l' a lim ent a ti on, m esurées p ou r le d éb itmais non m es urées
pour la composit ion .

Mentionno ns ici deux caractéristi ques deseolonues ,qui jm;d se nt le typ e du problèmeà
tra iter . Suppo sons l'a limelltatio n constan te.

- Le changement d'u ne des deux comma ndes (dioh jt de reflux ou pui ssance de rebo uill ege) se
traduit par Ull changement des deux soeties : le pro blème estdonc vraime ntmulrivariable-

La sensibilité des sort ies aux variation s des commandes (les ga ins statiques) d épend du
point deIonctlonnemcnt choisi: le prob lème est donc non- linéaire .

1.2 Modélis atio n d u comportement d y na rnique pour la
commande r o b uste

Depuis ses débuts, l'auto mat ique prés uppose une connaissanceadéquate des syst èmes pour en
synthét.iserla comm ande .Celle con naissance estconsignéeda ns ce qu 'on appelle com muném ent
un modèle, qu i doit permettre de rep rod uire et prédi re les phénomènes dynamiques<Jill." l 'on
désire compenser. Aussi, il ne s'agit pas d'ex pliquer mais d 'util iser une conna issa nce appro chl'P.
pou r agi r. Cett eapproche reste empirique : aucune métho de n'e xiste pou r di-term inerJans
le modèle l' informat ion indis pensabl eà la commande. Nous allonsbrièvement introduire la
démarchesuivie dans cetravail, sans nous r éférerà son application à la commandedes colon nes
â distiller.

Tm souvent, les modèles issus de la physique des procédés mêlent desphénomènesrapides
ct st ablesà des phé nomènes lents.Dl." plus, les phénomènes rapides sontsouventsati sfaisants. de
telle sorteque 1'011 désire uniquem ent modifier les comportements lents. I.a quest ionimportante
qui se pose da ns ce contexte concerne la possibilité de synthé tiser , unique mentà par ti r des
var iab les lentes du systè me, des lois de comm ende per mettant ces mod ifications. Si une telle
synt hèse est possible, alo rs la commande,indépendant e des comportements rapi des, pst plus
robuste visil vis de leurs pertu rbat ions. Le problème est simple dans le cas linéai re, que nous
exposolLs da ns une première sectio n. Al'inverse,J ans le cas non -linéaire , la quest.ion reste en
gran de parti e ouverte, sauf pou r les systèmes singu lièrement per tu rbés que nousanalysonsdans
une seconde section. Les colonnesà dist iller ent rent dansceltecatégorie: les lois de comm ande
non-linéairesdt' modèle s rëdu its que nous présento ns dan s ce mémoi re peuvent êt re comprises
dan s cc sens.
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1.2 .1 Cas lin éai re

Soit le systè me linéa ire

pou r lequ el

- les valeurs prop res deAl sont toutesà parti e réelle strictementn égetive :

- dans le plan complexe. il existe une droit e, par allèleil. l'axe imagin aire, quisépa re les
valeurs propres deAl tic celles IleAl ' Les part ies réelles des valeurs prop res deAl peuv ent
donc êt re soit posit ives, soit nu lles, soit négati ves tout en restant, dans ce dernier cas ,
stric temen t supérieuresà celles deAl .

Dans ces condit ions, il existe pourIl fixé deux var iétés invariantes tr ansverses[1091,qui sont
simpleme ntX I = 0 et X l = O.

Si la paire(A J,BJ)est commandeble, il est possible de stabi liser globalem ent cesystèmepa r
un bou clage u= J(XI. En effet, densIOCcas lesystèmebouclé esttriangulaire et visible ment
sta ble puisqueAl +BI K et Al sont 111'5mat rices dont les valeu rs propres sontà par tie s réelles
négati ves.

L'int ér êt de ce lt e déma rche ('st que la loi de com manden'utilise qu'une par t ie de l 'état. De
plus , la var iétéXI = 0 est invariant e par le bouclage. Les erreu rs de modélisat ion deAl n'o nt
aucune influence sur les pcrformanres d u sys tème bouclé.

1.2 .2 C as non -li n éa ire

(1.1){
Xl =0 f .(X I, x2,e,u)
dl = fJ (Xl,X 2,e, u )

où e est un pe tit réel positif,XI l'état lent etXl l'ét at rapide . Supposonsquo

Le ras non -linéa ire est plus complexe. Décrivons le cas des sing ulièrement pert urbés.
Soit donc

(XioX l, Il ) = (0, 0, 0) soit un pointetetionnai re de ( J.I ), indépendamment de e, 11I--st

to ujours possib le de se rameneril.H: cas ;

- la part ie rapide est localement sta ble :1<"lI valeurs .1.. exprimêe aul'oint
atat.ionnair e, sontà part ies réelles str ictement négati ves .

le spect re de l' approximat ion tangente au l'ointstationnaire se compose de deux par t ies
dis tinc tes. Cons idérons les part ies réf.llt'S dece spect re :il exlsto une d ista nce de l'ordre
dlO Il e entrela plus gran de par tie réel1.. asso ciéeil. la part ie rapide et la plus petite part it,
réelle associ éeil la par t it' lente.
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En boucle ouverte = 0) D'aprèsnos hypothèses,il existe localementautour du point
stationnairedeux invariantestransverses[109] :

d'équationX2= h2(xJ,é), est la variétélentedu système.Elle est attractriceet définie
à O(é) près par !2(J:I,h2(X100),0,0) = 0;

- d'équationXl = hl (:I:2,é),est lavariétérapidedu système.Elle est définie il, Olé) près
par Xl = O.

En boucle fermée Considéronsle bouclageu = k(Xl)' avec k(O) = O. Le bouclagepréserve
la structuresingulièrementperturbée(les partiesréelles des valeurspropresde (8hlàx2) sont
en lié). Il existe toujours, localementautour du point stationnaire,deux variétésinvariantes
transverses

- d'équationX2 = est la variété lente. Elle estattractriceet définie à Olé)
près par = 0;

- d'équationXI = h7(X2,e), est lavariétérapide.Elle est définieà O(é) près par J:l = O.

Ainsi, modulo des termesen O(é), la variétérapideest préservéepar le bouclage, ::::=

Par contre, la variété lente est modifée,l:7 # Localement,l'espaceE2 correspondantà
reste inchangéalors que l'espaceEl correspondantà est transforméen l'espaceE{,

correspondantà Ces phénomènessont illustrés sur la figure (1.2).

On voit qu'il est possibledans le cassingulièrementperturbéde construirepar un retour
statiqueet partiel de l'état des lois decommandequi préserventla structuredu système'la
partie rapideque l'on souhaiteconservern'estpas modifiée.

Dans l'étudequi nous intéresse,la commandeen qualitédes colonnesà distiller,
est sous formesingulièrementperturbée:l'approchesuivie est conformeà ce qui vient
décrit.

Le cas dessystèmesnon singulièrementperturbésest plus difficileà traiter. Lorsqu'il existe
une séparationentreles valeurspropresde l'approximationtangente,impliquant l'existencede
deux variétésinvariantestransverses,cetteapprocheest-ellegénéralisable?Une généralisation
est possibleà partir de bouclagesdynamiques[15], mais la question reste engrandepartie
ouverteet dépassele cadrede cemémoire.
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Boucle fermée

X I = O(e)

Figure 1.2:Le cas singulièrement pert urbé
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Modèles de colonnes à distill er
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Chapitre 2

Modéliser la dynamique des colonnes

Nous exposonsdans ce
dynamiquedes colonnes

les hypothèseset les équationsutilisées pour modéliser la
Nous insistonsparticulièrementsur deux modèles.

un modèle"complet",dont le but est dereprésenterfinement les phénomènesréels. Utilisé
dans un simulateur,il nous permetprincipalementde testerdiversesapprochespour la
régulationen qualité.

- un modèlesimplifié, dit modèle (L,V) -"constantmolal overflow model"-. De nombreuses
lois de commande,dont celles que nouspréconisons,sont synthétiséesà partir de ce
modèle:nous détaillonsici sa construction.L'étudede sespropriétésfait l'objet des trois
chapitressuivants.

2.1 Un modèle complet

Les progrès de l'informatique ont permis l'émergenced'un nouvel outil qui trouve sa
entre la conceptiondes lois decommandeet leurs essais sur site. Cetoutil est la

tend à remplaceravantageusementles essais sur lespilotes ou les maquettes.Il nécessite
des modèlesalgébro-différentielsreprésentantla dynamiquedes procédésétudiés

La règle heuristiquesuivanteest trèssouventutilisée: plus le modèleincorporede phénomènes
physiques,plus prochesde la réalitésont lesrésultatsobtenuspar l'intégrationde seséquations.
Il convientcependantd'êtreprudent:

- la manièred'écrireles équationsd'un systèmealgébro-différentielpeut avoir une influence
sur la validité des résultatsde simulation.C'est le problèmede l'index [98] ;

- l'augmentationdu nombredes phénomènespris en compteva de pair avec l'augmenta-
tion des paramètresdu modèle. Ces dernierssont souvent mal connus ou difficilement
estimables.Il peut être préférablede négliger un phénomèneque de mal lemodéliser.
Le but du modèle doit de toutes façons renseignerson concepteursur la richessedes
phénomènesà représenter.

19
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En tenant com pte de ces remarques, nous J ans cettesec t ion un m odèle de colonne
à dist ille r. C'es tCf' type Je modèle que nous uti lisons po ur tester en simulat ion les lois de
commande prése ntées Jail li la suite de ce mé moir e.

2.1.1 Modè le d e pl a t eau

• H yp oth èses

Nous adoptons les hypothèsesclassiques suiva ntes :

- le liquide et la vapeu r sont à l'éq uil ibre t henn od ynamique ;

le liqu ide , comm e la vapeu r, est homogène ;

les paro is du plat ea u sonta diaba t iq ues ;

Les modèles ut ilisés pour [es équilibres th er mod ynamiq ues et l'hydrodynamique sont décrit s
respectivement dan s les sections 2.1.4, page 26cl 2.1.5, page 27

• Descri p t ion

Le modèlel' st alg ébro-différenriel :

- la part ie différentielle consiste en les bilans de ma tière et d 'énergie, pou r lesq uelsla va -
riat ion des qua ntit és acc umu léeségale la d ifférence ent re les flux ent rant et sorta nt d u
plat eau (591:

- la pa rt ie algéb rique comprend trois ty pes d 'éq uat ions :

le calcu l des qu ant ité s accu mulées ;

les équa tions d 'équ ilibre t hcrmody namiq ue ;

les équa tio ns du mod èle hydrodynam ique.



2.1. Un modèlecomplet

En utilisant les notationsregroupéesà la section 2.1.7, page 30, lemodèles'écrit:

.bilan de matière

21

NJ

.bilan d'énergie

h/(lj_i, Pj-i,Tj-dLj-l +
-h/(l)l PJlTj)L j - r; Tj)Vj

.calcul des quantitésaccumulées

v/(lJ' PJ'TJ) i, PJ' Vj

v/iq Vtot_Vhq

T
J)

ul(L J,PJ'Tj) + PJ' r; Tj)

(i=1, .. ,c)

(i=l, ... ,c)

.équilibrethermodynamique

o = J-l"'(Lj,P)lTj) - (i=l, ... ,c)

PJ+l-PJ

Pj+i-Pj

.modèlehydrodynamique

î.; PJ'T)liJ+l' V;+i, PJ+1, Tj+L)

Pj, t; Pj+l,TJ+1 )

où nous notonsLj = L; et Lj = (L;)i=l.....c Les mêmesnotationsvalent pour les débits
de vapeuret, dans la suite, pour les molesretenueset les potentielschimiques.

Le modèlehydrodynamique,décrit à la section 2.1.5, page 27, fournit .6.;ap et Le
modèle thermodynamique,décrit à la section 2.1.4, page 26, fournit les volumes
vl(L)l PJ,TJ) et lesenthalpiesmolaires hi(lJ,PJ,TJ) et TJ), les énergies
molairesu'(Lj,pj, Tj) et PJ'TJ), ainsi que lespotentielschimiques iJ,1(LJ,Pj, TJ) et Pr "1 )

Les inconnuesdu plateauj sont

NJ' le vecteur des nombres de molesaccumulées;

- iJ' le vecteurdes débits molairespartielsde liquide;

le vecteurdes débits molaires partielsde vapeur ;

- UJ , l'énergieinterneassociée àl'étage;

- Pll la pression del'équilibre thermodynamique;

- T
J

, la. températurede l'équilibre t.herrnodynamique:
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ZJ' la haut eur de liquide dan s ledéversoir ;

- le volume de liquide su r le pla teau.

Pour le plateau d 'alimentation, les bilan s de ma tièr e et d 'éner giepre nnent en compte les
débits part iels de la charge el son enth alpie .

2.1.2 Modèle de ba llon de tê te

• Hyp othèse s

Nous supposons que

- la conden sat ion est tota le, ct' qui sign ifie qu 'i l n'y a pas de dist illat vapeur .Il ex iste
néanmoins un équilibre liquide -vape ur dans1., bellon : la vapeur occupe l'espace laissé
lib re par le liquide. ,

le pas sagedan s lecondenseur in tro du it unepertede charg e constante;

la pression au plateau2 est régulée par une act ion prcpor fionnelle-in t égrale surla. pui s.
sance de conde nsation ;

le volume de liquide (n iveau detête) est rt'gul; par une act ionproportlonucllc-intégre!e
su r le débitde disti llat ;

- le débi t de reflux,disponiblepour la commandeen qualité, est fixé par l'utilienteur ;

• Description

R em ar q ue 1Pour le conditionnement Ilumi rique du système,llOU S introdu isonsUIl distillai
vapeur (dégazage) donl le débit tolal estfid à une valeur ortntrairementpdif e, inférieure 1111

millième du débit vapeurcllfnmt.

Le modè le est algéb ro-dilfércntiel. Sa str ucture est semblableà celle d'u n modèle de platea u.
Les bilan s sont modifiés pour dist inguer ledébit de reflux et 11:' d ébit do distill at . Le modele
hyd rodynam ique seréduit à une pert e de cha rge constanteclans le condenseur. J) I:'S équa tions
pour la restr iction du distillat vape ur et 1e5 régulation s cornpléten t la ll.-scriplio n.



2.1. Un modèle complet

.bilan de matière

(1 + Li -

.bilan d'énergie

hVCV2,P2,T2)V2

-h1(Lt, Pl, TI)(LI +D) - hv(iit, Pl, TI )V1 _ Qcond

.calcul des quantités accumulées

+ Via! -

vl(L I, Pl, Tl) LI VvCVI,PI,Tl) V[

uV(iit,P[,Tr)
v1(Lt,P[,Tt} vv(V[,PI,Tt}

.équilibre thermodynamique

pl,'(L,pt,T[) -p""(iit,Pl,Tl)

.restriction du débit vapeur

.perte de charge due au condenseur

P2 - P[ Docond

-régulation de pression

Q cond I{cond (p. _pc + Fond)
2 2 T cond

dIcond
P2-P/j

er égulat.ionde niveau

D = K D(vl,q- vl,q,C +!..!!....)
1 1 T D

dID

di:

(i=l, ... ,c)

(i=l, ... ,c)

(i=l, ... ,c)
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Remarque 2 LI représentele reflux, soit l'alimentation liquide du plateau2. Contrairement
au modèle de plateau décrità la section précédente,il ne rend pas compte de la totalité du
liquide sortant du ballon de tête.

Remarque 3 L 'homogénéitéde
d'effectuerles calculs avec les

desfonctions du modèle thermodynamiquepermet
II
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Les incon nues sont

C hap. 2. M odé liser la dynamiqu e des co lon ne s

- ..VI. le \"t'CtCUT (les nombr es Of"moles accum ulées;

- i l. Je vecteu r des déb itsmolairespartie-ls de reflux;

- V" le vecteu rI ICl! débits molaires par tiels de vapeur :

- UI • l' énergie interne associéeà l'étage ,

Plo la pression (le l'équilib re t hermodynemiq ue ;

- TI. la températur e de l'équilibre thermodynamique;

V:,q.le volume deliquide dans le ballon ;

_o-«, la puissance de eondonsati on ;

D, le déb it de distilla t ;

- i-«, le te rme int égra l du régu lateur de pression ;

ID, le terme intégra l du réll;ulate nTde niveau.

2.1. 3 Modè le d e ba llo n d efond

• Hypothèses

Nous supposons que

le rebonillage est une sour ce d 'énergie (lui permet de vaporiser une part ie du liquide
présen t dansJeballon ;

- le liqu ide et la vape ur sontà l'équ ilibre the rmodyna miq uc :

le volume de liquide (niveau de fond ) est régulé pa r une action proportionnelle-iot égeals
sur le débitJe résidu ;

la puissance de rebo uillage, disponib le pour lacommandeen qua lité , est fixée par l' ut ili
sateur.

• Descript ion

Par rapport à un modèle de plateau,Il '.'!bilans sont modifiés car te ballon , s'i l n'est pas alime nté
en vapeur , bénéficie d' une sourced'énf'rgie ex té rieur e. Il n'ex iste pas de modèle hydro dyna-
mique. mai s la r égulat ion du niveau doit être déc rite .
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eb lla n de m at ièr e

- -

ebflan d'énergie

h'(Ï,"_I,P.._1,T.._dL.._1

- hl( l .., p..,T..)L .. - h"(V.., l' " ,T,,)V.. + Q'"oo

(i=l •.. . ,c)
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u,

eca lcu ldesquantit és accumulées

I)'(i" ,P.., T..) Ln v"CV.., P..,

V hq V Iol _ _

t.l(i", 1J'( I." ,P", T,,)+ 1)"(0", p.., u"(V", P" , T,,)

O= l ,. . . •c)

eéqu lfib re t he rmo dy na mique

o = ""'(i .,P.J. ) - ",,'(V..P. ,T. )

er égul a f io n d en iveau

f{ R (VI;f _ V " f '" + !!:..)
.. .. TH

_

Les inconn ues sont

s: le vecteur des nombres de moles accumu lées ,

i ... le vect eur des d ébits molaires par riels de liquid e ;

- .., le vecteur des débit s molair es de vapeur;

- U.., l'éner gie interne associéeà l'étage ;

p... la pression de l'équilib re t hermody nam ique ;

- T... la tempér at ure de l' équlhb re t hermodyna mique ;

- le volume de liquide dans le ballon ;

[ R, le te rme intégral du régula teur Je niveau.

(i = I ,.. . ,c)
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2.1.4 Modèle thermodynamique

Le modèle thermodynamiquerelie lescompositionsdes phasesliquideet vapeur, latempérature
et la pression. Il permet en outre de calculer, en unités molaires, les énergiesinternes des
phases, leursenthalpieset leurs volumes. Enfin, il fournit lespotentielschimiques descomposés
du mélangedans lesconditions de l'équilibre thermodynamique.Nous adoptons le modèle
R.K.S. [120, 121, 101, 102]-du nom de sesauteurs,Redlich, Kwong etSoave-,qui est bien
adaptéaux mélangesd'hydrocarburesque noustraitons. Dans cettesection,nous neparticula-
risons pas deplateauet notons T la température(K), P la pression(Pa). A chaquecomposéi
est associé:

w', son coefficientacentriquede Pitzler;

TC", sa températurecritique;

pC", sa pressioncritique.

Les interactionsentre les composés sontdécritespar la matrice symétriquedes coefficients
d'interactionbinaire k"). Nous supposonsque le modèle est valable aussi bien pour leliquide
que pour lavapeuret notonsgénériquement( = (Ç);=1,...,c la composition,soit du liquide, soit
de la vapeur.

Le modèleR.K.S. est fondé sur uneéquationd'étatexplicite en pression

__a_
-v-b v(v+b)'

où

R est la constantedes gazparfaits;

- v est le volumemolaire;

- a est donné par

a= tta")(i()
.=1 )=1

',' _ ( RTc" (1 + (0.4851+ 1.5517w·- 0.1516(w')2))(1- V;;;)) )2

a - 9pC,'(21/3_ 1)



2.1. Un modèle complet

- b est donnépar

b=ttb"jÇ(J
,=1 J=1

Si l'on considèrele facteurde compressibilitéZ = Pv/RT, l'équationd'étatdevient

Z3 - Z2+ (A - B - B2)Z - AB = 0,

27

où A = aP/R2T2et B = bP/RT Cette équation cubiquepossèdegénéralementplusieurs
solutions.Pour la vapeur, il convientde prendrela plus granderacine,pour le liquide, la plus
petitesupérieureà B. Conservonsla notationZ pour la racineainsi choisie. Alorsv = RTZ/P
et, pour i = l, ... ,c, lescoefficientsde fugacité ,p' valent

, (P(v - b)) ,Z -1 v (' 2ab')log é =1-Z-log 2a +a- b '

avec a' = 2::;=1 ai,J(Jet b' = 2::;=1 bi,Je

Les potentielschimiquessont donnéspar

fl'((,T,P) = g'(T,pstd)+ RTlog

où s' est l'enthalpielibre molairedu composéi et pstdla pressionstandard.L'équilibre thermo-
dynamiqueétantdéfini commel'égalitédespotentielschimiquesdans les deuxphases,les valeurs
de g' et pstdont peu d'importance.11est possiblenotammentde prendreg' = 0 et pstd = p
L'enthalpiemolaires'obtientpar

où h9P.' est l'enthalpiemolairedu gazparfait associé aucomposéi. L'énergiemolairevaut alors

u((,T,P)= h((,T,P)- Pv((,T,P).

2.1.5 Modèle hydrodynamique

Le modèle hydrodynamiquepermetd'exprimer à la fois la différence de pressionentre deux
superposéset le volume liquide de l'étagesupérieur.Les équationset corrélationsuti-

dépendentdu type desplateaux:plateaux perforés, plateaux à clapets .. (voir par
exemple[128]). Nous avons repris ici lemodèlede Galhm et Holland [35]. Le liquide descend
par gravité en chutantpar-dessusla jupe du déversoirsitué sur l'lm des cotés duplateau. La
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vapeur montepar différence de pression àtraversles trous aménagéssur l'aire active duplateau
supérieur.Ce mode defonctionnementest illustré sur la figure 2.1.7, page 35.

La pressionest définie àl'interface liquide-vapeursur le plateau.Les hauteursde liquide,
dans lesdéversoirset sur lesplateaux,jouent un rôle important. Soit en effet unliquide de
massevolumique p occupantun volume défini par sahauteurz et la surface de sa base. Le
poids du liquide implique que la pression à la base estsupérieureà la pressionau-dessusdu
liquide. Cettedifférence égale pzg, où 9 est l'accélérationde la pesanteur.Pour un plateau
de colonne,

- le liquide sur la surface active est mélangé avec des bulles de vapeurprovenantdu plateau
inférieur. L'utilisation directede la formule = pzg impliquerait une surestimationdes
variations de pression, due à la différence des massesvolumiquesdes phasesliquide et
vapeur.Pour remédierà ceproblème,la hauteurz est multipliée par un réelstrictement
inférieur à un, calculé par une loid'aération;

- la hauteurde liquide au-dessus de lajupe est calculée par une loi dedéversoir:elle est
proportionnelleau débit volumiquedu liquide à la puissance2/3.

Par ailleurs,il est nécessaire deprendreen comptel'effet des goulotsd'étranglementrencontrés
par les flux. Ilsimpliquentdesvariationsde pressionappeléespertesde charge,proportionnelles
au carré desdébitsvolumiques.La pression estsupérieureen amontdu goulot d'étranglement.
Pour un plateaude colonne, cephénomènea lieu en deuxendroits:

au fond desdéversoirs,pour les flux de liquide, car la surfacey est plus faiblequ'auniveau
de lajupe;

- au niveau des trous desplateaux,pour les flux de vapeur.

Ces deux effets, poids du liquide et goulotd'étranglement,sont les seuls que nousprenons
en compte.Nous négligeonsnotammentle poids de la vapeur. Ensuivant le trajet du liquide,
du déversoirdu plateauj jusqu'àl'interface liquide-vapeurdu plateau j + J, nous avons (les
notationssont regroupéesdans lasection2.1.7, page 30)

En suivant le trajet de la vapeur duplateauj + 1 au plateaui, nous obtenons

Les pertesde charge valent

=

=

La hauteurestiméedu liquide sur leplateauj s'écrit

z;st,mée= (1 _ a)(z;upe+



2.1. Un modèlecomplet

où le coefficient a de la loi d'aérationest donné par

a = ,

et la hauteurlibre au-dessusde la jupe par la loi dedéversoir

z;ibre = >.ltbre(LJ/ l;éV)2/3
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Le volume de liquide est la sommedes volumes deliquide sur le plateauet dans ledéversoir:

Le calcul des masses et desdébits volumiquesrequiert la connaissancede températures,pres-
sions et compositions:

1

LJ = TJ, Pl)

VJ = TJ,PJ)

= TJ,PJ)
liq vap--f

p) = PJ ("i, TJ,PJ)'

Les équationsdonnantPJ+1 - P, sur lestrajetsdu liquide et de lavapeursont donc implicites.
Formellement

{

PJ+I-PJ =

PJ+1-PJ =

= TJ,PJ)'

Nous ne décrivonspas ici l'extrapolationde cemodèleutilisée pour simuler les engorgements
et les asséchements.

2.1.6 Modèle completet commentaires

Le modèlealgébro-différentielde la dynamiqued'une colonnes'obtienten juxtaposant,à un
modèle de ballon detête et un modèle de ballon de fond, desmodèlesde plateaux.Le cas
échéant,le modèlede plateaudoit être légérementmodifié, pour prendreen comptedes souti
rages ou desalimentations.La dimensiondifférentielle d'un tel modèle,c'està dire le nombre
des équationsdifférentiellesqu'il comporte,égale n(c+ 1) +3 pour une colonnede n plateaux.

Revenonsaux remarquespréliminairesde la section.Ce modèlepeut-il être résolu de façon
correctedans unsimulateur?Si oui, dans quellemesureles résultatsobtenussont-ils en accord
avec la réalité?

• Index et résolutionnumérique

Le modèleest inversible : ses variables algébriquessont exprimablesen fonction de ses va-
riables différentielles, les retenuesde matière NJ et d'énergieUn plus les termes intégraux
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des régulateurs.Ceci signifie que, moyennantune condition initiale vérifiant les équations
algébriques,la solution du systèmeest uniquepuisquele champde vecteurest régulier.

Par ailleurs, la partie différentielle étant explicite, le modèle est d'index 1 [31, 30, 98] :
sa résolution numériquepar la méthodede Gear [45,46,47,48]ne diverge pas. C'est cette
méthodequi est mise enœuvrepar le logiciel SPEEDUP(ProsysTechnology [92]) que nous
utilisons. Nos résultatsde simulationsont donc fiables. Ilresteà s'assurerque lesphénomènes
non-modélisésne sont pasprépondérantspour les étudesqui nous intéressent.

• La descriptionest-ellesuffisante?

Il va sans dire que cemodèlene rend pasentièrementcomptede la réalitéd'unecolonne.Nous
avons supposéles plateauxtotalementefficaces et passé soussilence les échangesde chaleur
avec l'extérieur. Les phénomèneshydrodynamiques,tout comme les rebouilleurs sont
nettementplus complexes.Les shérnasde condensationet de régulation offrent quant eux
une très grande diversité d'aspects:les installations locales et l'imagination des ingénieurs
jouent là un rôle important.

Le problèmede l'efficacité des plateauxnous semblele plus importantmais est facilement
résolu. Il suffit, en fonction de relevés réels, soit demodifier les équationsdu modèle (en in-
troduisant par exemple une efficacité de Murphree), soit d'ajuster le nombre des plateaux
théoriques.

Par contre, tenterde représenterfinement les autresphénomènesest illusoire et conduirait
rapidement,les utilisateursle saventbien, àdistinguerles fonctionnementsde jour et de nuit, en
hiver ou en été(fuites thermiques,limitations physiquesdes aero-réfrigérants... )! Le nombre
des paramètresà incorporer au modèle serait forcément important et leur identification ou
estimation une tâche très complexe. voire impossible. Tout cela pour un gain malgré tout
modeste,une meilleure représentationde phénomènesrapides et stables,faiblement couplés
avec ladynamiquelentequi nous intéresse,celle descompositions.Nous noussatisfaisonsdonc
de ce modèle qui donne, en statique, une bonne estimation des profils decompositions,de
températureet de pressionet reproduitfidèlementen dynamiqueles constantesde tempsde la
séparation.Il requiertdes informationsfaciles àobtenir:géométriedes plateauxet desballons,
caractéristiquesthermodynamiquesdes composés,pressionen tête de colonne, débits entrant
et sortant (alimentation,distillat et résidu).

2.1.7 Notations

L'indice j rapporteau plateauj. Les plateauxsont numérotésdu ballon de tête (plateau1) au
ballon de fond (plateaun). Les mélangesimpliquent c composés.

o Notationsdu modèlede plateau,page20

- Rétentions

Nn vecteurdes nombresde molesNj retenuessur le plateau;
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UJ , énergie interneassociée auplateau;

ZJ' hauteurde liquide dans ledéversoir;

- Grandeursthermodynamiques

PJ' pressiond'équilibre,définie à l'interfaceliquide-vapeur;

TJ , températured'équilibre;

u l et uv, énergies molairesinternesdes phasesliquide et vapeurj

hl et h", enthalpiesmolaires des phasesliquide et vapeur;

et potentielschimiquesdu composéi dans les phasesliquide et vapeur

- Débits

L]1 débit molaire liquide total quittant le plateau.Somme desélémentsL; du

vecteurLJ des débits molairespartielsde liquide quittant le plateau;

1/;,débit molaire vapeurtotal quittant le plateau.Somme desélémentsV;' du

vecteur des débits molairespartiels de vapeurquittant le plateauj

- Volumes

vi et v", volumes molaires des phases liquide etvapeur;

volume liquide sur leplateauj

v;ot, volume total du plateau,

o Notationssupplémentairespour le modèlede ballon de tête, page22

- Débits

D, débit dedistillat;

Lç, débit de reflux (L l est ici le vecteurdes débits partiels de liquide refloués
dans la colonne)j

Qcond, puissancede condensation;

Régulateurs

de consigne durégulateurde pression,

intégralemesure-consignedu régulateurde pression;

proportionneldu régulateurde pression;

T cond, temps intégral du régulateurde pression;

point de consigne durégulateurde niveauj

ID, intégralemesure-consignedu régulateurde niveau;

J<D, gain proportionneldu régulateurde niveau j

T
D, temps intégral du régulateurde niveau;

- Divers

c, valeur à laquelle estrestreint le distillat vapeurtotal;

.0..cond, pertede charge dansle condenseur;

o Notationssupplémentairespour le modèlede ballon de fond, page 24
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- Qrebo, puissancede rebouillage;

- Régulateurde niveau

point de consigne;

[R, intégralemesure-consigne;

KR, gain proportionne!;

T R, tempsintégral,

o Notationsdu modèlethermodynamique,page26

Energies

s', enthalpielibre molairesdu composéi;

h, enthalpiemolaire;

h9 P,' , enthalpiemolaire du gaz parfait associé aucomposéi;

U, énergiemolaire;

Il', potentielchimiquedu composéi;

- Pressions

P, pressionde l'équilibre thermodynamique;

r->, pression critique du composéi ;

t-«. pressionstandard;

- Températures

températurede l'équilibre thermodynamique;

températurecritique du composéi;

- Paramètresdu modèle

w', coefficient acentriqucde Pitzler du composéi;

kt,), coefficient d'interactionentreles composési et i .
a, variablede l'équationd'état;

a', variable pour le calcul desfugacités;

a"', variable intervenantdans les calculs dea ct a' ,

b, variablede l'équationd'état;

b', variablepour le calcul desfugacitésj

b"', variable intervenantdans les ca.Jculs dea et a' ;

- Divers

1J', fugacitédu composéi;

(, composition(liquide ou vapeur);

v, volume molaire;

Z, facteur de compressibilité;

A et E, réels intervenantdans l'équationde la cubiqueen :t,
R, constantedes gazparfaits;
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<> N o t a ti o ns du m o d èl e hyd ro d ynamique , page 27

Aires

33

Ajdwe,aire act ive du plate au ;

aire du dèvcrsoir ;

Atond, aire disp onible en fond de déversoir pour le passage du liqu ide sur le
platea uj + 1;

aire totale des tro us su r la su rface act ive ;

- Hauteurs

z), hauteur du liquide dan s le déversoir ;

z;'hmte, ha uteu r équivalen te du liquide sur le plateau ;

zrpe
, hauteu r de la jupe du déversoi r ;

hau teu r au-dessus de lajupe du déversoir ;

Pertes de charge

fonct ion pert es de charge dues aux déversoirs ,

fonct ion pertes de charge ducs aux trolls ;

- Coefficients de corr élat ion

loi d 'aéra tion ;

Ad••, pertes de charge dues au x déversoirs ;

A"·" , loi de déversoir ;

AlTO"', pertes de charge dues aux trous ;

- Volumes

fonction volume liquide sur le plat eau ;

volume liquide sur le plat eau ;

volume total (lu plateau ;

Grandeurs volumiques

i n débit volumique de liquide ;

V)' débit volumiq ue de vape ur ;

masse volumique d u liquide;

l''';'P, masse volumique de la vapeur ;

- Debits molaires part iels

i J , vecteur des débits mola ires par t iels deliquide ;

vect eur des déb its molaires parti els de vape ur ;

- Grandeurs tberrnodynarniques

p}, pression ;

T), températ ure ;

- Divers
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a, loi de déversoir,

accélérationde la pesanteur.

largeurdu déversoir.
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1- 1-
Plateauj

Volume tota.l V;ol
Pression p)

Températ ureTJ
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Platea uH I

Volume liquide - :

i
k

:
1n l

:
c ::J c

i ,

n ::!J -----0
r- 1- j - 1 •

fi gure 2, 1: Notations du modèle h)'drodynamiGue
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2.2 Le modèle(L,V)

Dénommé"constantmolal overflow model" dans lalittératureanglo-saxonne,le modèle(L,V)
est courammentutilisé par laplupart deschercheursimpliquésdans lacommandedes colonnes
à distiller. Avant l'avénementde l'informatique,il avait aussi uneimportanceconsidérablepour
la conceptiondes unités.Cettesection estconsacréeau détail deshypothèsesnécessairespour
l'établir.

2.2.1 Etablissementdu modèle(L,V)

Le modèle (L,V) se caractérisepar l'égalité, pour chacunedes phases, desdébits molaires
totaux entrantet sortant. Cettepropriétédécoule d'hypothèsessur les énergies associées aux
constituants,parfois appeléeshypothèsesde Lewis.

Les hypothèsesutilisées à la sectionprécédenteconcernantles équilibresthermodynamiques
(mélangesparfaits,équilibresidéaux) et lesplateauxsont toujours utilisées ici. Levolumetotal
de chaqueplateauest doncconstant.

Hypothèse1 La pressionsur chacun des plateaux estconstante.

Cette hypothèseimplique l'abandondu modèle hydrodynamique,qui relie la différence de
pression entredeux plateauxaux flux. Comme le volume (parconstructionde la colonne) et
la pressionsur chaqueplateausont constants,la variation d'énergiese réduit à la variation
d'enthalpie.

Adoptonsles notationssuivantes:

- l'indice rapporteau numérode plateaudans la colonne (lesplateauxsont numérotésde
haut en bas);

- c est lenombredes constituantsdu mélange;

L J est ledébit liquide total quittant le plateauj;

- '0 est ledébit vapeur total quittant le plateauj;

- X J est levecteurdesfractionsmolaires dans leliquide: X J = (x}, ... , xj)t Par définition,

L x ' = l ;
t=l

est levecteurdes fractions molaires dans la vapeur : = (y;, ... Par définition,
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- H; et H;sont lesretenues("holdups") molaires liquide et vapeur sur leplateaui:

- h; et sont lesenthalpiesmolaires liquide etvapeur;
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- est l'enthalpiemolairepartielledu constituanti dans la phasep, p valantsoit l ; soit v

t>.h' est l'enthalpiemolaire partielle de vaporisationdu constituanti.

Les bilans dematièreet d'énergies'écriventpour un plateau

{

+ = LJ-1X J-1+ - LJXJ -

+ = LJ-1hf-1 + - LJh; -

Hypothèse2 [Hypothèsesde Lewis] Pour chaqueconstituantet dans chaque phase,l'enthal-
pie molaire partielle est indépendantede la pression,de la températureet de la composition.

Autrementdit, l'enthalpiemolaire partielle d'un constituantest constantedans chaquephase,
quel que soit leplateauconsidéré.

Sous cettehypothèse,le bilan d'énergiese réécrit

où hl" et li": réprésententles enthalpiesmolaires partiellesliquide et vapeur duconstituanti,
indépendammentdu plateauconsidéré.

En utilisant le bilan matièredans cettedernièreexpression,nous tirons

où t>.hi représentel'enthalpiemolaire partiellede vaporisationdu constituanti, indépendamment
du plateauconsidéré.

Hypothèse3 Les enthalpiesmolaires partielles de vaporisationsont identiquespour tous les
composés.

En statique En utilisant le fait que x' = 1, y' = 1, nousobtenons

= V;.

Par un bilanmatièreglobal, nous endéduisons
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En dynamique Grâce à l'hypothèse2, les résultatsobtenusen statiquesout valables en
dynamiquedès lors que,

Hypothèse4 Les retenuesmolaires liquides sur lesplateauxsont constantes.

Notons qu'enutilisant un changementde coordonnées pour les fractions molaires,il est possible
de se passer del'hypothèse3 pour obtenir l'égalité de flux d'énergieentrantet sortant.Ces calculs
sont exposés dans la thèsed'Albaret [2J.

2.2.2 Ecriture du modèle(L,V)

• Rappeldes hypothèseset des notations

Hypothèsesthermodynamiques

Le liquide et la vapeursont, sur chaqueplateau,homogèneset à l'équilibre t.hermodyna-
mique;

- Les enthalpiesmolairespartiellesdes constituantssont indépendantesde la pression,de
la températureet de lacomposition;

Les enthalpiesmolairespartiellesde vaporisationde t01lS lesconst.ituantssont identiques.

les équilibresliquide-vapeursont tels que, si uncomposéest absentd'unephase,alors il
est absentde l'autre phase.

Hypothèsessur la colonne

la pressionsur chaqueplateauest constante;

la retenuemolaire liquide sur chaqueplateauest constant.e;

- la retenuemolaire vapeursur chaqueplateauest négligeable;

- les parois des plateauxsont. adiabatiques;

la condensationdes vapeursde têteest totale;

- le débit. d'aliment.at.ion,le distillat et. le résidu sonttoujours strictement.posit.ifs.

Notations

Les plateauxsont numérotésdu haut vers le bas, duplateau1 (ballon de tête)au plateauTl

(ballon de fond). Lesvariablesse rapportantau plateauj sont repéréespar l'indice j. La
séparationimplique c composés.
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L est le débit de reflux;

- V est le débit de vapeur généré en fond decolonne;

F est le débit d'alimentation,z sa composition.L'alimentationentreau plateaui :

H, est laretenuemolaire liquide sur leplateauj ;
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- X J est le vecteur desfractions molaires dans leliquide sur le plateau j. La sommedes

:·(:tt.e. est intégréedans ladéfinition

- k est la fonction d'équilibreliquide-vapeur.k(x J ) est levecteur,de dimension(c - 1), des
fractions molaires dans la vapeur surle plateauj. Nous nerappelonspas ladépendance
en la pression dek pour alléger lesnotations. Si x J est un scalaire (casbinaire), cette
fonction est croissanteet vérifie k(O)= 0 et k(1) = 1 (ces égalités sontdirectementliéesà
la dernièredeshypothèsesthermodynamiques).Dans le casmu1ticomposé,sespropriétés
sont mal connues, mais unrésultatconcernantson jacobienest présentédans l'annexeB,
page 159. Nous l'utiliserons par la suite .

• Description

Sous leshypothèseset avec lesnotationsde la sectionprécédente,le modèle (L,V) s'écrit

- x,) + V(k(X'+l) - k(x,)) (i = 2 à f - 1)

H dXf
f-----;}i

(L + F)(X'_1 - x,) +V(k(X'+I) - k(x,)) (i = f } 1 à n -1)

(L +F)(Xn-l - Xn)+V(Xn - k(xn))
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Chapitre 3

Propriétés du flot et points
stationnaires

Le but de cechapitreet des deuxsuivantsest l'étude qualitative de l'équation différentielle
ordinaire représentéepar le système(2.1), page 39. Lesinformationsfournies par cetteétude
sont importantescar ellespermettentune meilleurecompréhensiondu procédé,précieuselors de
la synthèsede lois decommande.Nous commençonspar exposerdeux propriétésdémontrables
indépendammentdu nombredes composésintervenantdans lesmélanges:le fiot existe pour
des temps non bornés etadmet au moins un point fixe. Nousdiscutonsensuitede l'unicitÉ'
de ce zéro du champ devecteurs.Il nous faut là distinguerentre les colonnesbinaireset les
colonnesmulticornposées.Pour lespremières,l'unicité du zéro estdémontrable,ce n'esl
pas le cas pour les secondes. Nousexposeronspourquoi après avoirrappeléquelques
partiels valides soit pour des flashes (vucommedes colonnesà un seulplateau),soit pour des
systèmessans alimentationintermédiaire,formés deplusieursplateauxet d'uneextrémitéde
colonne.

Dans toute la suite de cemémoire,nous nous plaçons sous leshypothèsessuivantes

- les débits L, V, F, (V - L) -distillat- et (L + F - V) -résidu-sont strictementpositifs

- z E [0,W- 1

3.1 Existencede trajectoires pour destempsnon bornés.
Dépendanceparamétrique.

Lemme 1 Pour toute condition initiale appartenantau compactJ( = [0,11n(c- l ) 1 le système(2.1)
admet, indépendammentde la valeur des paramètresL, V, F et z , unesolution prolongeable
en tempsjusqu'à L'infini. _

Preuve Par la régularité du champ de vecteur, une solution uniqueexiste pour des temps
suffisammentpetits. Il nous suffit de montrer que le champ de vecteursassociéal! système

41
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est rentrant sur le bord al<de K. Dans cesconditions, le théorèmede prolongementsur un
compact [3] s'appliqueet fournit directementle résultat.Soit donc x E oK. Il existe alors au
moins un tel que = aou = 1 :

ox'
= 0, il est clair d'aprèsles équationsde (2.1) quedi :::: 0;

ox'
de la mêmemanière,si = 1, di o.

Ainsi, le champest rentrantsur oK et le résultatsuit.

3.2 Existenced'au moins un point stationnaire

Lemme 2 Le systèmedécrit par le modèle (L, V) admet au moins un point stationnaire dans
le compactJ( = [o,l]n(c-I) •

Preuve Cette propriétédécouledirectementdu théorèmesuivant (voir [61], page 118), qui
est une formeéquivalentedu théorèmede Brouwer [82, 61].

Théorème1 Soit Dn le fermé borné de Rn

Soit ri applications continuest. :D n -----> R telles que, pour tout i E {l, n}

:::: a
< a

Alors, il existe ( appartenantà Dn tel que fi (() = a pour tout i E {l, n}

La démonstrationde la propriétéprécédentemontreque lechampde vecteursdu système(2.1)
vérifie les hypothèsesde cethéorèmepour ai = 0, b, = 1 quel que soiti et le résultatsuit.

3.3 Unicité du point stationnaire

La questionde l'unicité du point stationnaireest importante:

d'un point de vue théorique,l'unicité permetnotammentde garantir l'unicité de la solu-
tion de divers problèmesd'inversionintervenantdans desalgorithmesde commande.

- d'un point de vuepratique,l'existencede points stationnairesmultiples impliquerait une
étudede leurs bassinsd'attractionrespectifspour éviter de brusquesvariationsdu mode
de fonctionnement.Ce phénomèneaurait aussi desconséquencessur les méthodesde
calcul desunités.
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Tout d'abord, rappelons qu'il existe au moins unpo int stati onnai re. L'u nicit é est ain si
un problème bienpos é. Plusieur s au teurs ont récemment rappo rtél'observation en simula-
t ion de poillts starlonuairee mult iples pour cer tains mod èles de distillat ion. So us en discu tons
br ièvement : ces travaux ne sontpas ecnchrantsdans te cad re d 'un équilibrethermodynamique
hiphasiqu e oùinterviennent une phase vapeurct une seule phase liquide. Nous t raitons àpart le
cas binaire pour lequell'unic ité est facilementdémontra ble.Pour les colonnes multicomposées ,
nous ment ionnons quelques résultats part iels connu s et décrivons deux tentat ives infruc t ueuses
pour démo nt rer l' un icité d u poinlstationna ire d 'un modèle (L,V) muhi composé .

3.3 ,1 D es po int s stat ionna ires multip les observés e n s im ulation

Depuis les travaux origina ux de Magnussen el al en 1979 [78], dive rs aute urs on t obse rvé en
simulat ion l'existence Ile points sta t ionnai res mu lt iples pour des modèles de d ist illation [66,
91. 133]. O n peu t émet t re des réser ves sur les méthodes em ployées. En effet , les équilib res
the rmodynamiquesétant calculés par minimisation, il convient de s'assurer que l'algorit hme
ut ilisé condu it bien à un mim imum global. Cet as pect n'est pas abo rdé dans les pub licat ions
que nous mentionnons.Cependant, un point comm un à ces ét udes doit être relevé: tons les cas
présenté; impliquent

- ou des ml:la nges al.l:Ulrop ique3 (c'estil.di re des méla nges pour lesquels les phases liquide-
et vapeur peuve nt êt re de composit ions ident iques) ;

- ou une seconde phaseHqulde ;

- ou des équilibres the rruodyn emiques non-idéaux.

Cc problème demultiplk.it é c!{'s poin ts stat ionnai res n'est pas encore tres bien compris.
Doherty el Per kins [24] font remarque r qu'aucune observat ion sur un site ind ust riel [l'aété
rappo rtée. L'hypothèsed'un problème numérique n'est donc pas àexclure,même si Sridha r et
Lucia [122, 123] ont insist é récemment sur l'imp or t ance de la sta bilité de l' équi libre liquide-
vapeur pour leurs ét udes des points stati onna ires de modèles J e dist illat ion. Q uoiq u'i l en soit ,
nous ne nous int éressons ici qu'à des mélanges eéotr opiques dans des condit ions d 'équilibre
liquide-vapeur idéal et srahle. A not re conn aissance, il n'aét é mentionné pour ceux -ci au cun
comp ort emen t sem blable,tant d 'un point de vue théo rique que prati que. Au moi ns sons ces
hypot hèses t. hermod ynarnlq ues, il est donc légit ime de tente r de démontrer l' unicitédu point
stat ionnaire des modèles (L,V ).

3 .3. 2 C o lon ne b inaire

Le mme 3 Dans le casbirlaire , le r2. /) admcl un point station naire unique dans[0, I l''.
P reu ve Rappelons que t"St li n sralairf' strictement posit if (annexe B, pag e 159) et que

k{x ) est une biject ion(1.. [0, II da ns [0,IJ.
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- E tape 1 Montrons pa r récurrence l'assert ion suivant e : la compos it ionXI est rel iée par
des difféomor phis mes croissa nts su r [0, 1) aux composit ions sur lesplateaux 2 à J

- l' assertion est vraie po urJ'l. En effe t , au point stat ionna ire ,k(J'2) = :f I et es t
posit if. ô:r

- no tons r = L/ V et Y I = k(x1 ) . Com me le dé bit de d isti lla tV - L est sUp J>O!Jc
st r icte ment positif 0 < r- < 1. Supposons que l'assert ionsoit vraie pour le plateau j
et dém ontrons qu'a lorsd ie est vraie pour le plateauj + 1. Au point stat ion nai re :

fJYJ+l = ( l _r)+rf!!.l.0!.L.
ôr , Ô!h arl

Ce scalaire est posit if et J'assert ion est démontrée, puisqu e (1 -r )Yl + rx J(x d ap -
per tien t à [0, 11

- E ta pe 2 De la m ême façon, il est possib le de démo ntr er que la composit ionx .. est rel iée
par des d ifféomorphismes croissants sur[0. 11aux composit ions surles platea ux /1 - 1 à

- Eta pe 3 Par un bilan mat ière global, nousobt eno ns :

où z E [0, IJ et 'Pl et 'P.. sont des difféomorphismes croissan ts sur [0, IJ. Par un argum ent
1111 même ty pe quecelui Ile l'étape1, z est difféomorphe à XI et donc à tous les Xl' Le
point stat ion nai re est uniqueet appart ien tà [0, l ]n

P ro fll de composit ion a u po int st at io n na ire:

Lem m e ·1Si l' it at x du modèle (L, V) représellte le composé lourd (k( xJ ) < X J ' VXJ EJO, l(),
clors, fI1 1 point Iitat iOJIIWire:

0 < X l < X2 < . .. < X" _ 1 < Z n < 1.

La pre uve d écoule di rectement de I'exprcsslon du champ de vect eur .

3.3.3 C olonne m u lticomposée

Nous savons déjà qu'u n modèle (L.V)multicomposéad met un poi nt stat ionnaire. Nous savon s
de plus que,50 115 l' hypot h1-sed'équilibre thermodyn amique liquide -vapeur idéa lcl stab le de
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mélangeszéotropiques,J'existencede points stationnairesmultiples n'a été observéeni en si-
mulation ni sur un site industriel. Se fondant sur la propriétéd'unicité du point stationnaire
pour lesmodèles(L,V) binaires,les efforts portent sur la questionsuivante.

Si:

thermodynamiqueest idéal etimplique l'existenced'une phasevapeur et dune
phase liquide quel que soit le plateauconsuléré;

d'azéotropespour les compositionsrencontréesdans la colonne (distillation

le modèle (L, V) d'une colonnemulticomposéeadmet-il un point stationnaire unique'?

A notre connaissance,cettequestionn'estpas résolue.Quelquesrésultatspartielsexistent,
que nous mentionnonsavant dedécriredeux approchesqui n'ont pour l'instant pas abouti.

• Rappelde résultatspartiels

Lemme5 Soit un plateau
tion xo) et devapeur
des fractions dans le
modèle (L, V) du plateau,

admetun point stationnaire unique.

La démonstrationest simple. Elle est basée sur lathéorie du degré [73]. Commeok/axi est
une matrice diagonalisableà valeurs propresréelles, distincteset positives (voir l'annexeB),
l'application

<p(xd= + k(xJl

n'est pas dégénérée.Par ailleurs, elle envoie le bord de [0,W-I sur le bord de [0,1+ L/V]C-I
Il est possiblede construireune homotopie,n'admettantaucun point critique, qui transforme
cetteapplicationen l'identité. Commel'identité est de degré 1,notre applicationest aussi de
degré 1 et lerésultatsuit.

Ce résultatn'estpas adaptableail cas deplusieursplateaux.Face à cesdifficultés, iJ est utile
de simplifier le problèmeen posantde nouvelleshypothèses.Parmi ces dernières,l'hypothèse
des volatilités relativesconst.antes estclassique.Soit un mélangede c constituants.A l'équilibre
thermodynamique,les phasesliquide et vapeursont caractériséespar leurs compositionsres-
pectives x = (Xl .. .rC)1et y = (yi ...«r. La volatilité du composéi est, par définition, le
rapport y' [x': Sa volatilité rc1ative a' est définie parrapport à un constituantde référence,
noté] ici. E1Jevaut
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La relation d'équilibreliquide-vapeurs'écrit alors pour chaquecomposé

En utilisant cettehypothèse,il est possiblede démontrerle résultatsuivant.

plateau.

Le point stationnaireau modete(L, V) dessystèmes(tête decolonne-t-section
en épuisement+fondde colonne), où lessectionss'entendentsans
est unique si lesvolatilités relatives sont constantessur chaque.

Nous ne rappelonspas ici la démonstration,très technique,présentéepar Canon dans sa
thèse [8]. Sonrésultat concerneen fait l'inversion de relations intervenantpour la distillation
batchmais sereformuledans lestermesdu lemmeci-dessus.Il n'estextensible,ni au casd'une
sectionde plateau,même sansalimentationintermédiaire,ni au casd'unecolonne.

On le voit, cerésultatn'apportepas deréponsesatisfaisanteà la questionposée. Les ten-
tatives que nousdécrivonsmaintenantsont elles-aussiinfructueuses.

• Techniquede type point fixe

C'est la voie suivie par Lucia et Sridhar [74, 122, 123]. Ils nes'intéressentpas uniquementau
modèle(L,V), qui est cependantinclus dans la classe desmodèlesabordés.Leurs travaux ont
pour origine l'étuded'un flash isobareet isotherme.qui peut être modélisépar le système

où

l' -1' _ut

F Hf - LH/ - VHV + Q

u'

l'
1

o
L

V

F

(P, .. ,le)t

(Vl, ... ,ve)t

(P, ,fe)!

(équilibre thermodynamique)

;i = 1, ... ,c (bilan matière)

(bilan énergétique)

L, V sont lesdébitsmolairesliquideet vapeursortantet F le débit molaired'alimentation'

- les l' sont lesdébitsmolairespartielsdu liquide sortant,pour chaquecomposéi de
Les flux molairespartielsassociésà V et F sont, demanièresimilaire, les ut et

111 ct I1v sont lespotentielschimiquesassociésà la phaseliquide (1)et à la phasevapeur(v) ;
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- HI, HU et Hf sont lesenthalpiesassociées aux fluxL, V et F;

Q est l'énergieapportéeau ballon de flash sous forme dechaleur.
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En dérivant la premièreéquation pour faire apparaitreles dérivéessecondesdes énergies
libres Cl et GV,on obtient les égalitéssuivantes:

{
Dv = (D 2GI + D2GV)-lD 2GI.Df = M.Df
Dl = (D2G1+ D2GvtlD2Gv.Df = (T- M).DJ

Grâce aux relationsde Gibbs-Duhem,il est possible demontrerque lesvaleurspropresde IvI
et de 1 - M appartiennentau segment[0,1].

La colonneest ensuiteconsidéréecomme unempilementde flashes,alimentéschacun
le flux de vapeurdu flash situé en-dessouset le flux de liquide du flash situé au-dessus.
possibled'écrire,pour chaqueplateauj,

où MJ est définie de la même façon queM. Sridharct Lucia définissentà partir de cesrelations
l'application

où X est le vecteurdes flux partiels v;. Dans le casbinaire, à partir des propriétésdes ma-
trices NIj , ils montrentque cetteapplication'Pest contractante.Il s'agitensuited'étudierle cas
plus réalisteisobareet adiabatique.Ces auteurscherchentà définir des cheminsréguliersqui
permettent,en conservantl'unicité du point stationnaire,de déplacerla solution du problème
isobareet isothermevers la solution du problème isobareet adiabatique.Dans le cas mul-
ticomposé,leurs recherchesn'ont pas encoreabouti à la démonstrationde la propriétéqui nous
préoccupe.

• Généralisationdirectede la démonstrationdans le cas binaire

C'est la voie suivie parAlbaret [2]. Les étapesde la démonstrationsont identiquesà celles du
cas binaire. Il s'agit de construiredes difféomorphismesde 5 da.ns 5, 5étant le simplexedans
lequel évoluent les compositions.Toute la difficulté provient du fait que ladimensionde 5 est
ici strictementsupérieureà un. La démarcheest lasuivante:

Supposonsconnuesles compositionsdu distillat et du résidu. Les débits L, V et F, ainsi
la compositionz, sont fixés.

(1) Démontronsque les compositionssur les plateaux 2 à f sont difféomorphesà la
compositiondu distillat.

(2) Démontronsque lescompositionssur lesplateauxf à n - 1 sont difféomorphesà la
compositiondu résidu.
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(3) Utilisons un bilan matièreglobal pour relier lacompositionde la chargeaux compo-
sitions du distillat et du résidu.

(4) Transformonsce bilan matièregrâce auxdifféomorphismesprécédents:la composition
de la chargeest alors reliéeà la compositionsur leplateaud'alimentation.

(5) Pourconclure,démontronsque cettedernièrerelationdéfinit aussi undifféomorphisme.

Alors, quandla compositionde la charge est fixée, lacompositionsur le plateaud'alimentation
et donc l'ensembledes compositionsest défini demanièreunique.

Cetteapprocheéchoue dès Je point (1). En effet, ennotant r le ratio L/V, nous pouvons
écrire pour la zone derectification

Nous savons que est représentépar unematricea valeurspropresréellesstrictementpositives

(voir l'annexeB, page 159).

Démontronsque Y3= k(X3) est difféomorpheà.Xl' Au point stationnaire,Y2= Xl, donc

Alors

= (l-r)I -:

est à valeurs propresréelles strictementpositives,soit de déterminantnon nul et lerésultat
suit.

Supposonsmaintenantque X, est difféomorpheà Y2et tentonsde démontrerque Xi+l est
difféomorpheà Y2. Il faut que la matrice

fJ,Yi+1 = (l-r)1 +r (fJ,k-
1

)

OY2 oY, fJY2

détel:minantnon nul. Or il est impossiblede caractériserles valeurs propresdu produit

En conséquence,même si ledéterminantde ceproduit est forcémentnon nul,
oy, aY2

nous nepouvonspas affirmer quel'homotopie

H: [0,1] x 5 -4 5
11(1,Y2)= (1 - I)Y2+ iX,(Y2)

n'admetaucunpoint critiquequand i varie de 1à r, Le même problèmesc posepour la section
d'épuisement.Sans hypothèsesupplémentairesur la thermodynamique[2], ce typede technique
ne peut pasaboutir au résultat souhaité,

Pour clore cechapitre, notons que nous démontreronsau chapitre 5 l'unicité du point
stationnairepour un modèlesimplifié de ladynamiqued'uneclasse decolonnesmulticomposées,
les colonnespseudo-binaires,qui peuventêtre vuescommeune perturbationdu casbinaire.



Chapitre 4

Stabilité

Nous nousintéressonsdans ce brefchapitreà la stabilitéen boucle ouvertedes modèles(L,V).
Là encore,une dichotomies'imposeentreles colonnesbinaireset lescolonnesmulticomposées.
Rosenbrocka montréen 1962 [95, 96, 97] que lespremièresétaientstables.Pour les secondes,
quelquesrésultatstrès partielsexistent.Ce chapitres'articuledonc naturellementen deux par-
ties. Dans unpremiertemps,nous rappelonsle résultatde Rosenbrocket affinons ladescription
du point. stationnairedes modèles de colonnesbinairespar uneétudede l'approximationtan-
gente. Nous abordonsensuiteles colonnesmulticomposéespour lesquelles seul unrésultatsur
le flash existe. Il découled'un résultatbeaucoupplus généralsur la stabilité des flashes,établi
par P. Rouchon. L'annexeA, page 147, expose cerésultat et l'étend en présentantune nou
velle interprét.ationgéométriquede la dynamique:c'est un systèmegradient sur une variété
riemanniennepour laquelle la métriquedécoule del'entropie.

4.1 Colonnesbinaires

4.1.1 Stabilité de la dynamique

Lemme 7 [Rosenbrock] la dynamiquedu systèmedécrit par le modèle(L, V)
est globalementasymptotiquementstable

F, L el V sont strictementpositifs..

- V - L + F - V, soit respectivementles débits dedistillat et derésidu, sont strictement.
Preuve Un théorèmede Rosenbrock,rappelédans l'annexeD.2, page 167,donnedes condi
t.ions suffisantespour que lesystème
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où f(() = (f;(())J=I ... ", admettepour fonction de Lyapunov

V(()=tlfJ(OI,
J=I

Chap. 4. Stabilité

Lemme8 Soit

On peut montrer (voir par exemplela thèse deRouchon [98]) que le modèle (L,V) binaire
remplit ces conditionslorsqueles débits internes(L et V) et externes(F, V - L, L + F - V)
sont strictementpositifs. La fonction deLyapunovdu systèmeest alors

Le systèmeest globalementasymptotiquementstable.

4.1.2 Etude du linéarisé tangent

= A.5x+ B.5u (.5:rE R)

t'approzimaiiou linéaire tangentedu système(2.1) pour c = 2. Alors, la matrice A a les pro-
suivantes:

A a n valeurs propres réelles, négativeset distinctes

o> À1 > À2 > ... > ÀJ > ... > Àn - 1 > Àn ;

Le oecteurpropre VJ associéà la
entre sescoordonnéessuccessives.Par

ÀJ présentej - 1 changementsde signe

signe(V1)
signe(v2)
signe(v3)

- ... - --)
(- - - - ++ + ++)
(----++ ++-_ ... _-++ .. ++)

(-+-+- .. -+-+ .. -+-+ .. -+)

Notamment,les coordonnéesdu vecteurpropre correspondantà À1 sont toutesnon nulles
et de mêmesigne. _

Le premierpoint de cc lemmecaractériseplus précisémentle portrait de phasesau voisinage
du point stationnaire:c'estun nœud et non un foyer. Le second point est liéà l'invariancedes
espacesdxfdi > 0 et (lx/dt < 0 sur le modèlenon-linéaire.
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Preuve Elle est basée sur la forme deA, grâce à laquelle il est possibled'adaptercertaines
propriétésdesmatricesoscillatoires(voir [37], page 98).

Le calcul del'approximationlinéaire tangentedonne pour A

-v
li;
L

H;

L;n
F

-i(L+F-V+V

c'està dire unematricetridiagonale(ou matricede Jacobi).Sous leshypothèsesde la page 38,
les élémentsde la diagonalesont strictementnégatifs et ceux de lapremièresur-diagonaleet
de la premièresous-diagonalesont strictementpositifs.

Avant d'aller plus loin, rappelonsquelquespropriétésd'algèbrelinéaire [36, 37] .

Une matriceest dite totalementnon-négative(respectivementpositive) si tous sesmineurs
de tous les ordres sontnon-négatifs(respectivementpositifs) ;

- Une matrice M est dite oscillatoiresi elle est totalementnon négativeet s'il existe un
entier q > 0 tel que M" soit totalementpositive;

Les matricesoscillatoiresjouissentdes propriétésénoncées dans lethéorème;

Une matricede Jacobi estoscillatoiresi

- les élémentsde sadiagonalesont positifs,

- les élémentsdes premièressur-diagonaleet sous-diagonalesont positifs;

- ses mineursprincipauxsuccessifs sont positifs.

Considéronsmaintenantla matrice A obtenueà partir de A en changeantle signe des
élémentshors-diagonaux.A et À ont le mêmepolynômecaractéristiquecar lesélémentshors-
diagonauxapparaissentcouplés dans desproduits. Les calculs montrent que -À a tous ses
mineursprincipauxpositifs. Les valeurspropresde A étantopposéesà celles de-A, le premier
résultatdu lemme suit.

Clairement,Aet -À ont les mêmesvecteurscaractéristiques.Pour A, la valeur propre la
plus grandeest associée à unvecteurpropre qui admet n - l changementsde signe dans ses
coordonnées,la plus petiteà un vecteurpropredont lescoordonnéessont de même signe, .
-Ji est en effetoscillatoire. Intéressons-nousaux modifications des vecteurspropres lors du
passagede A à A. Grâce à la structuretridiagonalede cesmatrices,il est facile d'exprimer
en fonction de lapremière(ou de ladernière)coordonnéeles autrescoordonnéesdes vecteurs
propres.On remarquealors que:
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les coordonnéesdes vecteu rs propresde À et A sont égales en valeu rs abso lues ;

If' passagede À à A imp lique une modifica tio n de signe en tre les coordonnées succe ssive s.

Soit v le vecteurprop re deÀ corr espondant à la valeur propre À. Associons à Ii un vect eur
ç de dimensionn - 1, en suivant la règle suivante : po ur i variant de 1à n-L, s'i l exis te un
cha ngem ent de signe entre les coordonn éesIJi et i)i+-J de V, alors i;' = 1. Sinon , ';;= 0. Nous
pouvons effec t uer des opérations logiques sur de tels vecte urs. Soit maintenant v le vecteur
prop re deA corr espondantà la mêmevaleur propreÀ. Par la seco nde rema rque , levecteurç

asso ciéà v s' ob t ient à par t ir deé par
ç= ç* :=:,

où * re présen te leou exclusifet ::::= (t , l , ' . . , 1). Même si cec i ne permetpas deconnaîtrea
prior i le signeOPla prem ière coordon née vt , il rest e n éanmoins qu e, sili adme ttei tj chan gemen ts
de signeentreses coord onnées succes sives ,v Cil aJrneln - l - j, et le rés ulta t su it. Not amment ,
la valeur propre la plus élevée , qu i étai tassociéepour À à un vecte ur prop re admettant n - [
changements de signe, estassociéepour A à un vecteu r prop re dont toutes lescomposantes
sont demêmesigne.

4 .2 Colonnes multicomposées

La sta bilit é desmodèlesde colo nnes mult icornposéc sresteun pro blème ouve rt. Pour une colo nne
à un seul plateau (un flash), nous pouvonscaractériser correctement la dynamique,pour lin
modèlepluscomplet quele mod èle (L,V ) : elle derive d' un potent iel su r une variétériemannienn e
dont la m étriqueest définieà pa rtir de l 'ent rop ie.Cettedynamique est donc st able. Ce résultat,
ex posé dans l' annexe A, page 147, n'est pas directementextensible au cas de plusieursplateaux
su perposés.Cette propriété seretrouve po ur les modè les (L,V) de flashes . Soit en effe t un
plateau de colonne alim enté par un flux de liquide (de déb it molaireL et de composit ionxo)
ct un flllx de vapeur(de déb it mo lai reV et decomposit ion Yl)' Appelon sXl la com pos ition du
liquide sur ce plateau et k(x J) la fonct ion d 'équilibre liquide-vapeur. Le modèle s'éc rit

= I-(xo - xJ) + V(Yl - k(xJ)) .

Ce systèm e est locale ment asym ptot iquemen t stabl e puisque8k/fh\ adm et des valeurs propres
il.par ties ree lles positi ves.

Pour termine r, remarquons le lieu ent re lathermodynam iqueet les propriétés Je la fonc tion
valeu r abso lue du théorème de Rosenbr ock,utilisé dans le cas binaire. Celle -ci est convexe ct
homog ène de degr é un , propriété dont jouis sent les énergies int ernes associées aux syst èmes
th ermodynam iques fermés. Ceci dit , la recherche, pour les modèles (L,V) de colo nnesmu l-
ticompos ées,d' une fonct ion de Lyapunovil.part ir de valeurs absolues des champs de vect eurs
n'est plus fruc tu euse que l'é tude des systèmes linéa risés tangents. Les étu des numériques
révèlent systém atiquement des valeurs pro presil. part ies rée lles néga ti ves pour les ma tr ices des
dynam iquespropres. Mais nous ne somm es pas pa rven us,à l 'inverse du cas binaire, à déduire
les propriétés de ces matricesà par ti r de leur str ucture (tr id iago nale par blocs). Dohe rty, no us
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le citions au chapitreprécédent,remarquequ'il n'a jamaisété fait mention, dans la pratique
industrielle,de pointsstationnairesmultiplespour lescolonnesmulticomposées.Pourcompléter
son propos,nous pouvonsdire qu'enpratiquele point stationnaired'unecolonnemulticomposée
est stableen boucleouverte.Nous démontreronsau chapitre5 la stabilité de la dynamiqueen
boucleouvertepour le modèlesimplifié d'uneclasse decolonnesmulticomposécs,les colonnes
pseudo-binaires.





Chapitre 5

Réduction

Les modèles(L,V) obtenuspar la procéduredécrite dans la premièrepartie sont encorepeu
satisfaisantspour le calcul des lois decommande.Si en pratiqueils représententcorrectement
le point stationnaire-et remplissentainsi leur fonction initiale-, ils comportentdes constantes
de temps très diverses.Autrement dit, la matrice de dynamiquepropre de l'approximation
tangentea un rayon spectral très important. D'un point de vue commande,il est difficile de
compenserles variations rapides tout en conservantdes objectifs à long terme. Par ailleurs,
la représentativitédes faibles constantesde tempsest discutable:les constantesde de
dynamiquesnégligéeslors de la phasede modélisation-en particulier les régulationsde
et l'hydrodynamique-sont du mêmeordre de grandeur. A l'inverse, nous pouvons accorder
un crédit important aux constantesde temps les plus grandes.Ces constatationsconduisent
naturellementà l'idée qu'uneloi de commanderobustedoit reposersur un modèleréduit, ne
concernantque lesdynamiquesles plus lentesde la colonne.Nous verronsdans lasecondepartie
que, parmi les lois decommandequi ont été proposées,les plus robustesse conformentd'une
manièreou d'uneautreà cetteidée. Hienentendu,le classiquecompromisprécision-robustesse
implique une précisionmoindrepour les commandessynthétiséessur desmodèlesréduits:dans
notre cas, lerejet des perturbationsne seraquasympf.otique.Nous proposonsici des solutions
pour extrairede tels modèlesréduitsà partir de modèles(L,V) :

- une technique"d'a.grégationdes plateaux" : moyennantun changementde coordonnées,
les modèles(L,V) s'écriventsous une formesingulièrementperturbée.Certainsd'entre
eux vérifient les conditions du théorèmede Tikhonov (annexeD.l). Une réduction est
alors possible,qui consisteà négliger la part.ie rapide stable.Deux sont
essentiellespour appliquercetteméthode:l'unicité dl! point stationnaired'un
ment" formé deplusieursplateauxsuperposés-pour exprimerla partierapideen fonction
de la partie lente- et la stabilité de la dynamiqued'un tel compartiment-pour pouvoir
négligerla dynamiquerapide-;

une techniquede discriminationdescomposéssuivantleur comportementlors deséquilibres
liquide-vapeurrencontréssur les plateaux, Elle est valable pour une classede colonnes
multicomposées,les colonnespseudo-binaires.Par un argumentde type perturbations
(singulièreset régulières),il est possibled'obtenirpour ces colonnesun modèleréduit.
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Le chapitreest organiséen deux sections. Laréductiondes modèles de colonnesbinairespar
la techniqued'agrégationdesplateauxest présentéedans lapremièresection. Cettetechniquene
s'appliquepas, hormisformellement,aux colonnesmuIticomposées.D'où l'intérêt de la seconde
section, où nousétudionsle cas des colonnespseudo-binaires.Nous obtenonspour cetteclasse
de colonnes des modèles réduits par latechniquede discriminationdes composés. Cesmodèles
jouissentde propriétéstelles qu'il est possible de leurappliquerla techniqued'agrégationdes
plateaux.

5.1 La technique d'agrégation des plateaux

Nous nousintéressonsdans cettesection uniquementaux colonnesbinaires.L'idée deregrouper
les plateauxd'une colonne encompartimentsn'est pas nouvelle.Benallou et al [4], Espaaet
Landau [29],notamment,ont développé desméthodesde réduction.Nous ne lescommenterons
pas [98]. Leprincipe d'agrégationpar plateauxexploite les conséquencesde relationsexistant
entre lesretenuesmolaires H) pour le modèle 2.1, page 39

(RI) (:JoE R,o ':::11 Hl = oHn ) : les retenuesmolaires dans le ballon de tête et dans le
ballon de fond sont du mêmeordre;

(R2) (H) <K Hl 'ij tf- {l,n}) et (H) <K Hn 'ij tf- {l,n}) : les retenuesmolairessur les
plateauxsont nettement(dix fois typiquement)plus faibles que lesretenuesdans leballon
de têteet dans le ballon de fond;

(R3) (:Jk < n l 'ip E {I, n}, 2::=1 H) '::: Hp) : l'accumulationdes retenuesmolairesde
plusieursplateauxpeut représenterune quantitéégale à laretenuedans leballon de tête
ou la retenuedans le ballon de fond;

(R4) (:Jl < ni 'ip E {l,n},'ij E {1,2, ... ,n -1,n},H) <K Hp + l'accumula-
tion des retenuesmolaires deplusieursplateauxet de la retenued'un des ballonspeut
représenterune quantiténettementsupérieureà toute retenueprise séparément.

Ces relations permettentla mise en évidenced'un petit paramètredans leséquationsdu
modèle 2.1, page 39.Moyennantun changementdes coordonnées,ce modèleapparaitcomme
singulièrementperturbéet le théorèmede Tikhonov ou celui de lavariété centre, tous deux
rappelésdans l'annexeD.I, page 165,peuvents'appliquer.Le modèle réduit utilisé pour la
commandecorrespondalors ausous-modèlelent obtenuen négligeantles dynamiquesrapides.
Lévine et Rouchon [72, 98]utilisent ainsi des modèles dont ladimensiondifférentielleest trois
ou cinq, àcomparerà la dimensiondu systèmede départ,au moinssupérieureà quarantedans
la plupart des cas. Nousdétaillonsici la constructiond'un modèle dedimensioncinq.

Supposonségales lesretenuessur tous lesplateauxà l'intérieur de la colonne.Supposons

aussi que Hl = Hn H. Ces hypothèsesne sont pasnécessairespour appliquer la méthode
mais éclaircissentsingulièrementles calculs. Larelation (R2) nousfournit le petit paramètree
permettantde mettreen évidencedeux échelles de temps dans lesystème:pour un plateau
quelconquej à l'intérieur de la colonne, one H, = eH, L'applicationdu théorèmede Tikhonov
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conduit à faire tendree vers O. Ici, il n'est physiquementpas raisonnablede considérerque
les retenuessur les plateaux internestendentvers O. Par contre, il est possibled'interpréter
correctementla décroissancede e vers 0 commeun transfert des retenuesentre les plateaux.
Pour cela, considéronsdans la colonne cinqcompartiments,comme l'indique la figure 5.1,
page 64 :

- le ballon de tête (plateau1);

- un compartimentdans la zone derectification, du plateau2 au plateaur ;

- un compartimentautour de l'alimentation,du plateaur + 1 au plateaus - 1;

- un compartimentdans la zoned'épuisement,du plateaus au plateaun - l ,

- le ballon de fond (plateaun).

Accordons,pour chaquecompartimentà l'intérieur de la colonne,un statutparticulierà un
plateau.Nous appeleronsplateauxsensiblesces trois plateauxr, j et s (r pour rectificationet,
classiquement,j pour feed-charge-et s pour stripping-épuisement-).Le choix de laposition
du plateausensibledans lecompartimentest multiple. Disons qu'il faut un écartsuffisantentre
les plateauxsensibles.Par la relation (R3),

(:Jar E R, œ, 1 1 H = art HJ ) .

J=2

De la mêmefaçon,
.-1

(:3aJ E R,CLj 11 H = aJ L H J )

J=r+l

et

En utilisant les définitions de E: et des a1' il estpossiblede réécrirele profil des retenues,sans
en modifier les valeurs parrapport au systèmede départ :

(1 -wJ(s-r-2))H
aj

(1- w.(n - s - 1))H
a.

,Vj {l,r,j,s,n}

(5.1)
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Faire tendree vers 0 revient endéfinitive à transférerles retenuesde l'ensembledes plateaux
d'un compartimentvers leplateausensible associé à cecompartiment.La relation (R4) est utile
pour lesagrégationsen trois compartiments:elle ne servirapas ici.

Effectuonsle changementde coordonnées:

XJ
QTxT

xJ
xJ

Xf xf Qf HJxJ (5.2)

xJ

X. a.

X.+l

x.+!

xn
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et le changementde temps t = er Dans lesnouvellescoordonnéeset en fonction du temps
rapide T, le systèmes'écrit

n as,
----;---;[;

H dxJ- 1

dr

H dXJ
-;;;;d:;:
Hdxj+l

dr

H dXs- l

dr

H dxs

H dXs+1

dr

(L +F)(X}_l - x)) +V(k(x)+d - k(x})) (j = s+ 2 à n - 1)

(L + F)(Xn-l - Xn)+V(xn - k(xn))

(5.3)
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Les dynamiquesdes états XI, xf, Xs et xn sont visiblement plus lentes que lesautres.
Par le théorèmede Tikhonov, nous savons qu'il est valided'approximerla dynamiquede la
colonne par celle dusystèmed'état (i:I,xTlxf,x81.1:n )! dès lors que, cesystèmelent étant à
j'état stationnaire,le sous-systèmerapiderestantest stable.C'esteffectivementle cas. Ainsi, le
modèleque nousutilisons est lesystèmealgébrodifférentielobtenupour e = 0 en tempslent:

L(XT- 2 - xT-tl +V(k(xT) - k(:r,_tl)

L(xI - x,) +V(k(xT+I) - k(X2))

+L(.1:r - xr+d + V(k(X r+2) - k(Xr+I))

o
H dXf
-;;;di
o

o
II d i ,

-;;'di
o

L(xf-2 - xf-d +V(k(xf - k(xf-I))

Fz + LXT+ Vk(x.) - (L + F)xs_I - Vk(xr+t)

(L +F)(xf - Xf+I) +V(k(Xf+2) - k(xf+I))

(L +F)(X s-2 - i s- I) +V(k(xf) - k(xs_I))

(L +F)(xs_I - xn-d +V(k(xn) - k(xf))

+(L + F)(is - xs+tl +V(k(X s+2)- k(xs+I))

(5.4)

o (L + F)(xJ-I - XJ)+ V(k(xJ+I) - k(xJ)) (j = s + 2 à n - 1)

(L + F)(Xn-l - Xn ) + V(xn - k(x n ) )

1/1 XI
Y2 Xn

On peut. montrer que la partie algébriqueest inversible. Par ailleurs, le profil des rete-
nues (5.1) et lechangementde coordonnées(5.2) sont tels que nous ayons, poure = 0,

{

= XI

xf = xf
Xs = x ,

xn ==



5.2. Réductiondes modèles(L,V) de colonnespseudo-binaires

La dynamiquede la colonne seréduit finalement au système(agrégé):

h(Xl,Xr , L ,V )
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h(:Cr,xj,x.,z,L,V,F)
(.5.5)

5.1.1 Propriétésen boucleouvertedu modèleagrégé

Tout d'abord,remarquonsque les pointsstationnairesdesmodèlescompletet agrégécoïncident.
Les gains statiquessont donc les mêmes pour les deuxmodèles.La structuredu modèleagrégé
est aussitridiagonale.Tladmetun point stationnaireunique.La fonction de Lyapunovdu modèle
complet est directementadaptableau modèle agrégé: celui-ci est doncasymptotiquement
stable.En conclusion,le modèleagrégé conserveles propriétésdu modèleoriginal [98].

5.2 Réductiondes modèles(L,V) de colonnespseudo-
binaires

Les deux chapitresprécédentsont présentéle peu derésultatsdisponiblespour les colonnes
mult.icomposées.Il est toujours possible de posercomme hypothèsesl'unicité du point sta-
tionnaire et la stabilité d'un compartiment.Ces développementsformels ont été présentés
par P. Rouchon[98]. Dans cettesection,nous nousintéressonsà une classe decolonnesmul-
ticomposées,les colonnespseudo-binaires,très fréquentesen pratique.Dans unpremiertemps,
nous développons,par une techniquede discrimination des composés,des modèlesapprochés
pour ces colonnes. Ils vérifient despropriétésqui permettentl'utilisation de laméthoded'agréga-
tion des plateaux.

5.2.1 Introductionpar un exemple

Pour une colonne réelle, lemélanged'alimentationcontient la plupart du tempsdes composés
non-clés,dans desproportionsqui influent sur la séparationde manièresignificative. Il importe
alors d'élaborerdes lois decommandequi prennenten compte ce caractèremulticomposé.
Très souvent,le comportementde cescomposésnon-clés estsimple, commel'illustre l'exemple
suivant.
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L'alimentationd'un dépropaniseurréel comprendgénéralement,outresescomposésclés pro-
pane etbutane,au moins deuxautrescomposés,l'éthaneet le pentane.L'éthane,à deuxatomes
de carbone,est plus léger quele propanequi en comptetrois. Nous l'appelleronscomposétrès
léger danscet exemple.Inversement,le pentane,à cinq atomesde carbone,est plus lourd que le
butanequi en comptequatre.Nous l'appelleronscomposétrès lourd. Considéronsmaintenant
un c!épropaniseurde n = 42 plateaux,l'alimentationse faisant au plateauf = 21. Introduisons

les notationssuivantes:

L, Vet F désignentrespectivementles débitsde reflux, de vapeuren fond etd'alimenta-

tion;

(respectivementy;) désignela fraction molaire du composétrès léger dans le liquide
(respectivementdans lavapeur);

X
J

(respectivementY
J

) désignela fraction molaire d'un des composésclés dansle liquide
(respectivementdans lavapeur);

- x; (respectivementyn désignela fraction molaire du composétrès lourd dans leliquide
(respectivementdans lavapeur);

Lorsquel'on observeles profils decompositionau point stationnaire,on remarqueque.

est presquenulle dans la zoned'épuisementet très faible dansla zone derectification.
aussi presquenulle dans la zoned'épuisementet quasimentconstantedansla zone

rectification, exceptionfaite de quelquesplateauxprochesde la tête;

- inversement,x; est presquenulle dans la zone derectification et quasimentconstante
dansla zone d'épuisement,exceptionfaite de quelquesplateauxprochesdu fond. Y7 est
presquenulle dans la zone derectification et très faible dans la zoned'épuisement.

Le produit très léger est présentessentiellementdans la zone derectification et le produit
très lourd est présentessentiellementdans la zoned'épuisement.Ce phénomènes'explique
simplementà l'aide de perturbationsrégulièresdes profils statiques.En effet, pour le produit
très léger, la fraction molaire dans la vapeur est beaucoupplus importanteque la fraction
molaire dans le liquide. Inversement,pour le produit très lourd, la fraction molaire dans le

est beaucoupplus importanteque la fraction molaire dans la vapeur. En introduisant
c,O < c <t: 1, nous pouvonsécrire:

Le modèle(L, V) d'un plateauj de la colonnes'écrit,au point stationnaire,

L(X;_1 - xj) +CV(X]+l - x})
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Pour e = 0, nous obtenonsles profils

63

:: : : L" ] et

YJ = (j = 3, ,f)

Yl = 0 (j = j + 1, ,n)

(

xJ = 0 (j = 1,· .. ,j - 1) )

xJ = L:Fzh (j = j, ... ,n - 1)

=

De plus, quel qne soitj différent de 1,x} = 0, x; valant Fz'/(V - L); quel que soit = o.
Ces profils sont une bonneapproximationdes profils réels,commele montrela figure

Nous allons exploiter dans la suite de ccchapitreles conséquencesde cephénomènesur la
dynamiquede la séparation.
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Compartiment
de rectification

Compartiment
d'alimentation

Ballon de tête

Compartiment
d'épuisement

Ballon de fond

Figure 5.1: Colonne agrégée en cinqcompartiments
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Figure 5.2:Comparaison des profils des systèmes réels et pert urbés.
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5.2.2 Colonnespseudo-binaires

• Définition

Commençonspar définir la classe des colonnes que nousexaminonsdans la suite de cechapitre.

Nous colonnepseudo-binaireune colonne traitant des mélangesdont les constituants
appartiennent,quel que soit le plateau,à un des deux groupessuivants:

le groupe descomposéstrès légers, beaucoup plus volatils que la clé légèrej

le groupe descomposéstrès lourds, beaucoupmoinsvolatils que la clé lourde.

Cette définition exclut notammentles colonnes dans lesquellescertainscomposésont des Cil-

prochesdes composésclés. L'idée principale, commele suggère l'exemple, est
d'étudier dynamiquedes colonnespseudo-binaireslorsque le réel e tend vers O.Avant de
considérercette limite, il convient d'être attentif aux modificationsà apporteraux fonctions
d'équilibre: que devient l'hypothèsede compatibilitédes phases(l'absenced'un composédans
une phaseimplique son absencedans l'autre) lorsque

- la fraction molaire des composéstrès légers dans leliquide tend vers O?

- la fraction molaire des composéstrès lourds clans lavapeur tend versü?

Nous abordonsces aspectsdans la section suivante. Nous pourrons alors établir le modèle
d'aborddans le cassimpled'unecolonneà trois plateauxet quatrecomposés,puis

le casgénéral.

• Propriétéslimites des fonctions d'équilibre

La modification rigoureusedes fonctionsd'équilibrethermodynamiquen'estpas unetâchetrès
simple quandon désire prendreen comptel'absencede certainscomposésdans l'une ou l'autre
des phases.Considéronstout d'abord l'équilibre de deux composésdont lescaractéristiques
thermodynamiquessont très différentes.Si X, la fraction molaire dans leliquide du composé
le plus volatil est choisie commecoordonnéedu simplexe [0,1], la fonction d'équilibre liquide
vapeura l'allure suivante
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T
1

Pour X prochede 0, X = El. La penteà l'origine est proportionnelleà E-1 Inversement,si le
composéle moins volatil est choisi, nous avons

1
1 ------------------

Quand X est suffisammentéloignéde l, 1 = EX. Faire tendreE vers 0 revient à approximerces
deux courbesrespectivementpar

- 1 = 0 si X = 0, 1 = 1 si X -1 0 ;

- T = 0 si X -Il, 1= 1 si X = J

Que deviennentces approximationspour un mélangeà quatrecomposéstels que, à pression
fixée, deux composéssont prochesthermodynamiquement(les composésclés), un autreest très
volatil (très léger) et ledernier très peu volatil (très lourd)?
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Choisissonscommecoordonnéesdu simplexed'équilibreles fractions molairesx'du composé
très léger,x du composéclé et xh du composétrès lourd. Soitk(x l

, X, x h
) la fonction d'équilibre.

D'aprèsnos hypothèses,autour de xl =°et v"= 0, son jacobiena la forme:

(

au )8k a12 an

8x/ x xh = a21 an a23
a.11 a32 Ea33

Nous avonsmontréque leshypothèsesnécessairesà l'établissementd'un modèle (L,V) impli-
quent que lesvaleurs propresde cettematricesont réelles,distincteset strictementpositives
(voir l'annexeB, page 159). Satrace doit donc être strictementpositive. Comme elle vaut
(au + Ean + E2a33)/E,nous endéduisonsau > O. Par ailleurs, la sommede sesmineursprin-
cipaux (les trois matrices2 x 2 extraitesà partir de la diagonale)doit êtrestriternentpositive.
Cette condition s'obtient facilement par le critère de Routh, par exemple. Un raisonnement
sirmlaire montrealors que a22> O. Commedy = andx+a23dxhen E = 0, nousobtenons,pour

constant,une courbed'équilibreayant l'allure suivante:

Y

1- yl

Les fractions molairesyi et x" sont définies par un bilanmatière:pour un flash, parexemple,
en notant:

F, L et V respectivementles débits d'entrée,de sortie liquide et de sortie vapeur;

(ZI,Z,Zh) la compositionde l'alimentation,

nous aurions Vy' = Fzl et Lx" = Fz h En définitive, l'équilibre thermodynamiquea lieu
uniquemententre les composésclés mais estparamétrépar yi et x h Nous pouvonsétablir ici
un parallèleentrenotreapprocheet unehypothèsesouventutiliséedans les calculsd'équilibreen
génie chimique: lorsqu'uncomposétrès volatil (azoteou hydrogène)entredans lacomposition
d'un mélangeà séparerpar un flash, on lesupposecomplétementvaporisé,de fraction molaire
yi Si P est la pressionà laquelle le flash doit opérer, les calculs sont en faiteffectuésà la
pression partielle pl = py' : yi paramètrel'équilibre.



695.2. Réductiondes modèles(L,V) de colonnes

5.2.3 Etablissement du modèle dans un cassimple

• Hypothèses

Hypothèsesthermodynamiques

- Le liquide el la vapeursont, sur chaqueplateau,homogèneset à l'équilibre thermodyna-
mique;

Les enthalpiesmolairespartiellesdes constituantssont indépendantesde la pression.rie
la températureel de la composition;

- Les enthalpiesmolairespartiellesde vaporisationde tous lesconstituantssont identiques

- les équilibresthermodynamiquessuivent les règlesétabliesà la section5.2.2.

Hypothèsessur la colonne

la pressionsur chaqueplateauest constante;

- la retenuemolaire liquide sur chaqueplateauest constante;

- la retenuemolaire vapeursur chaqueplateauest négligeable;

- les paroisdes plateauxsont adiabatiques;

- la condensationdes vapeursde tête esttotale;

- le débit d'alimentation.le distillat et le résidu ne sontjamais nuls .

• Notations

- Lesplateauxsont numérotésdu haut vers le bas, duplateau1 (ballon detête) au plateauTI

(ballon de fond). Les vari ables serapportantau plateauj sont repéréespar l'indice j

L est le débit dereflux;

- V est le débit devapeurgénéré en fond decolonne;

- F est le débit d'alimentation. Sa composition est
composéstrès léger, clé et très lourd.L'alimentationentre

- H J est la retenuemolaire liquide sur le plateaui .

x; (respectivementy;) est la fraction molaire du composétrès léger dans leliquide (res-
pectivementdans lavapeur) sur le plateaui :

- x
J

(respectivementY
J

) est la fraction molaire du composéclé dans leliquide (respective
ment dans lavapeur) sur le plateaui ,
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- x; (respectivementy;) est la fraction molaire du composétrès lourd dans leliquide
(respectivementdans lavapeur) sur le plateaui,

kl est lafonction d'équilibreliquide-vapeurpour lecomposétrès léger dans lescoordonnées
xl, x et xl. ;

- k est la fonction d'équilibreliquide-vapeurpour le composéclé dans lescoordonnéesxl,
x et xl.;

k" est la fonction d'équilibre liquide-va.peurpour le composétrès lourd dans les co-
ordonnéesxl, x et xh;

- leest la fonction d'équilibre liquide-vapeurpour le composéclé dans lescoordonnéesyi,
x et xl.;

leh est la fonction
ordonnéesyi, x et

liquide-vapeur pour le composétrès lourd dans les co-

• Enoneédu théorèmeprincipal

Le modèlede départest simplementle modèle(L,V) d'unecolonnede trois plateauxet quatre
composésoù nous retenonsun composéclé et les deuxcomposésnon-clés pour décrire la
compositionsur un plateau:

L(xi - + V(k'(x&, x3, - x2, + F(zl -

(L + - x&)+ V(.r& -

- Xl)

L(x l - x2)+ V(k(.r&, x3, - x2,xm + F(z - X2)

(L +F)(x2 - x3) + V(x 3 -

(5.6)

dxhHI--i
- + - + F(zh -

(L + - + - kh(x&,x3,xm.

Le reste decettesectionest dédiéà la démontrationdu ..
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Théorème2 Sous les de la page69, la dynamiquedu système(5.6) peut être ap-
proximéepar celle du

-(V-L)x;+Fz1

-Vx?

(L + - (L + F -

la fraction molaire du composéléger dans la vapeur) x
J

et x;. Elle
composéclé dans lavapeur. •

La dynamiquedu composétrès léger est plusrapide que celle desautrescomposés,hormis
dans le ballon de tête.Commeelle est stable,il est possihlede neconsidérerla dynamiquedu
systèmeque sur lavariétéatt.ractriccdéfinie par leséquationsde l'étatstationnairedu composé
très léger. Lestrajectoiressur cettevariété sont à c près celles dusystème,plus simple, pour
lequel les fractions molaires du composétrès lourd dans lavapeur sont Huiles. C'est cette
description,traduite dans le théorème,que nouschoisissons.Elle permet de réduire de n - L
la dimension différentielle du modèle (dans cetexemplesimple, n = 3 ct nous ne
que peu d'états!). Remarquonsla présenced'une partie de la composition de
(la fraction molaire de très léger,zl) dans l'équationdu ballon de tête. Nousretrouvonslà un
phénomènebien connu desopérateurs:les variationsdu composétrès léger dansl'alimentation
se répercutentpresqueinstantanémentsur le distillat. Le fait que cesperturbationsne soient
pas rejetablesest normal car le composétrès léger nepeut physiquementpas sortir dans le
produit de fond. De même, lecomposétrès lourd nepeut pas sortir dans leproduit de tête.
Ses variationsdans l'alimentationne peuventêtre rejetéesque si nous nousdésintéressonsdu
composédé, ce qui n'est pas le but. de lacommande.De fait, elles sont suhies aumêmetitre
que celles ducomposéléger.

Notons aussi ladissymétriedes comportementsdes composéstrès léger et trèslourd. Elle
s'explique par l'importance, sur chaqueplateau, de la retenuede liquide par rapport à la
retenuede vapeur, que nousnégligeons:le tempsde séjour est nul dans lavapeur, mais pas
dans leliquide. Les variationsdu composétrès léger sepropagentinstantanément.A l'inverse,
le composétrès lourd est dilué sur lesplateaux.Ses variations ne peuventse propagerqu'à
une vitesse finie. Enfin, les constantesde temps de dilution dans la zoned'épuisement(les
IIJ/(L + F)) ne sont pas isolées dans lespectrede l'approximationtangente.Partant,il n'est
pas possiblede mettreen évidenceune différenced'échellesde tempsentre la dynamiquedu
composéclé et celle ducomposétrès lourd.
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Ce modèlejouit de propriétésutiles qui neseront décritesque dans lecadregénéral,à la
sectionsuivante.

• Preuvedu théorèmeprincipal

D'aprèsles hypothèsesthermodynamiquesde la section5.2.2, page 66, lafonction d'équilibre
liquide vapeurpour le composétrès léger,e(xl,x,xh), est telle que

""'. 0, où e est un réelpositif proche de O. Inversement,pour le composétrès lourd,
est telle que

8kh

si»:
Or, nousétudionsle systèmepour Xl""'. O.Nous allons doncintroduireé dans seséquationspour
mettreen évidencedeux échelles detemps.Auparavant,il convientd'effectuerun changement
de coordonnéeset d'écrireen yi = e(xl, x, Xh) les équationsde variation du composétrès léger.
Alors, Xl = <pl(yi, x, xh) avec, pour X ""'.0,

Da.ns cesnouvellescoordonnées,nous notonsles fonctions d'équilibrepour lescomposésclé et
très lourd respectivementpar k(y/, x. xh) et kh(yl. X, Xh).Cettedernièreexpressionest telle que
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Le sys tème (5.6) devient

73

_a
Dk

; . ( L( .r\ - Xl ' + - + F (: I - x"x,
iJk/ dx ak' dxh

+H'7k,'df + J/2fhij "-jf

((l, + + -
.x,

f}k l dX3 Bk'
+lha;;"dt" +H3 fu§"Ji""

- xd

L(x1- x ,) + - + F (z - x, )

(L + F )(x l - x3)+V(x3 - k(Yi, X3' xm

-

- +EV(i· ... - + F (: '" -

(L + - + -

La présence commune de ter mes1"11E et Cil e- ' 1I0U S conduit au changement de tempst = cr
où T un temps rapiJ t' par rappor t à t.En notant
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où a) représenteune fonction positivede x;, x
J

et x;, nous écrivonsen T :

cV - ex\)

Œ2· (L(xi - x2, + V(y; - y1)+ F(zl - x2,

+
uX2 T uX2 T

a3. ((L + - + - y;))

+
uX3 T OX3 T

xz, - xd

e [L(x I - xz) + V(X,(y;, x3, - xz, + F(z - X2)]

e [(L + F)(x z - x3)+ V(x 3 - k(y;, x3,

Ev(kh(yLx2 , -

e - + V(k"(y;, x3' - xz,xm + F(z" -

e [(L + - + - k"(y;, x3 , xml

Les variablesrapidessont et y; ; la fraction molaire dans leliquide du composétrès léger
dans leballon de tête est unevariable lente. Conformémentau théorèmede Tikhonov (D.l,

165), nous devons vérifier que lesous-systèmerapideen e = 0 est hyperboliquementstable.
pourrons alors légitimementapproximer le systèmede départ par le sous-systèmelent.

Or, en e= 0, le sous-systèmerapides'écrit:

{

_ _ 1 1 -.1 1
Hr ;.[; Œ2.(V(Y3- Y2)+ LXI +Fz )

H3iJ = -a3'Vy;,

où le signe" "sur une variable ou une fonction signifie qu'elle est constante.Ce système
linéaire, triangulaireinférieur, est visiblementstable. A son point stationnaire,y; = 0 et =
(Lx; + Fz1)/V D'où l'énoncédu théorème.

5.2.4 Un modèledansle casgénéral

NOLIs nous limitons à des énoncésconcernantune colonneà n plateauxqui est alimentée,en
plus descomposésclés, par ununique composétrès léger et ununique composétrès lourd.
Avec des démonstrationsanalogues,les résultatssont directementextensiblesdans des cas
où lesensemblesdes composéstrès légers et très lourdscontiennentplusieurséléments.Nous
considéronsla chargetotalementliquide clans le seul but desimplifier l'exposé.
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T héorème 3 S ous leshypothèses de fa IJ/lge69 ft avec les m êmes Ilolalions que dans lasecnen
pricédenle ,fa dynam ique d'une colonne de n plat eauxpeul èlre approxim éepar

le système

- t Fz'

Il ,_1d'dt-I

l/ I '!jf

L(x, _z- x,_I)+VCt. - l·(f z/,x"O))
L (z / _1- XI )+V(t. -l· (Gzl,XI'Z' ))

t F(z -x, )

(j =" ..,/ - ,j

(L t F)(x n_1 - x,,)t V (x" - k

- (1. +F ):r ' +F/ '

I/,'!Jf- (L +F}( xJ_I-xJ) (j =/ +l, · ,n4
( L + - (L + F -

(5.7 )

P reu ve : en appliquant la techniquedécri te il. la sect ion précéden te, nous abou tissonsà cet te
exp ression pour la dyuam jque d u com posé t rès léger. Sur les plateaux situ és au-dessus de
l'alimenta tion, la fraction molairl' l'Ill composé très lourd scstabilise à O. Les cou plag('s vers les
pla teaux su périeu rs se faisant par la vapeur , celte dy nami que ne peut plusêtreexcitée:nou s
la négligeons . Leséquations de la dynam ique ducomposéclé sont celles obtenuespar notre
m éthode lorsqu'est prise en comp te la remar que précédente concer nant le comp osé très lourd .
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Dans lesénoncéssuivants,S est lesimplexeauquel appartiennentles fractions molaires.

Théorème4 Soit le système(5.7) sous leshypothèsesde la page69. Pour Fz1/(V - L) < 1
et Fzh /(L + F - V) < l , Alors,

(i) les trajectoires de (5.7) soni prolongeables entempsjusqu'à l'infini et restent dans Sj

(ii) (5.7) admetun point stationnaireunique dans Sj

(iii) les trajectoires de (5.7) convergentasymptotiquementvers le point stationnaire.

Les hypothèsessupplémentairesreliant le débit dedistillat (V - L) et le débit derésidu
(L +F - V) au débit età la compositionde la charge ne sont pas dutout restrictives:elles sont
vérifiées pour tout fonctionnementnormal de la colonne.Notamment,au point stationnaire,
nous avonsFz1= (V -L)xi et Fzh= (L+F- avecxi < 1 et < 1. Donc Fz1/(V- L) <
1 et Fzh/(L+F- V) < 1.

Preuve:

Preuvede (i): on montre simplementque le champ estrentrant sur le bord deS. Le
résultatsuit par lethéorèmede prolongementsur un compact(cf chapitre2).

Preuvede (ii) : Les équationsdes composés très léger et très lourd sontcomplétement
découplées.Elles définissent un pointstationnaireunique xi= Fz1/(V -L), xJ = Fzh/(L+F)

pour j = l,' .. ,n - 1 et = Fzh /(L + F - V). Par ailleurs, l'inégalité > 0 découle des

hypothèsesthermodynamiques.Nous pouvonsétendrela démonstrationdu théorèmed'unicité
du point stationnairedes modèles (L,V) de colonnesbinaires.La constructiondesdifféomorphismes
est possiblegrâce àl'inégalité précédente.Il convient cependantde préterattentionà leur do-
maine dedéfinition. Commençonspar la zone derectification. Rappelonsque

= V L zl;

y; = Gzi pour j E [3,Il·

Soit XI tel que a< Xl < 1 - Nous avons

YJ = (1 - + = (1- +

k-I(YJ_I(XI)) E [0,1], puisquele composé très lourd estabsentde cesplateaux.Il nous faut
vérifier que pour Xl maximum,soit égal à 1 - YJ est bieninférieur ou égalà 1 - y;.Or, à ce
point,
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Ainsi, pour 2 < j < J, Yj E [0,1 - est difféomorphe à Y2 E [0,1 - V: L /]. Ces

difféomorphismessont de plussimplexes-compatibles(ils envoient le bord d'un domainesur le
bord del'autredomaine)

Pour la sectiond'épuisement,rappelonsque

Soit X n tel que 0< x ; < 1 - Nous avons

k(XJ+l(Xn ) ) E [0, I], puisque le composétrès est absentde cesplateaux. II faut
vérifier que pour Xn maximum,soit égal à x) est bien inférieur ou égal à 1 Or, à
ce point,

XJ = (1 - L F)(1 - + L F = 1 - (1- L = 1 - x;
Ainsi, pour J j < ti - 1, x) E [0,1 - L: F zh]est diffémorpheà Xn E [0,1- L Vzh].

Ces difféomorphismessont de plussimplexes-compatibles.

Le bilan matièreglobal sur la colonnes'écrit

V-L L+F-V
z = -F-xl + --F-J:n'

XI et Xn sont difféomorphesà Xj. Commedans le casbinaire, z est ainsidifféomorpheà x l : II
F

vérifier que pour :rj rnaximum,soit égal à 1 - L + FZ", z E [0,1- zl - zh]. Or, dans

Yj = 1 - et, d'aprèsla propriétédes difféomorphismesen rectification, XI = J

F 1

V_LZ j

X n = 1 - L +;_Vzh, par la propriétédes difféomorphismesen épuisement.

Alors, z = l - zl - z'' Ce difféomorphismeest lui-aussi simplexecompatible.

Donc, pour z E [0,1 - zl - zh], il existe un unique Xj E [0,1- L: Fzh]. Par suite, les

compositionssur tous lesplateauxsont définies demanièreuniquect le résultatsuit.

Preuvede (iii) : les dynamiquesdescomposéstrès léger et trèslourd sont découplées.Elles
sont linéaireset stables.La trajectoiredu composéclé estpartoutdéfinie pendantla stabilisation
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des composéstrès léger et trèslourd,-point (i)-. Les équationsdu point stationnairepour ces
composésdéfinissentune variété invarianteglobalementat.tractrice.L'étudede ]30stabilité du
systèmese ramènedonc à l'étudede lastabilitésur cettevariété (il n'existepas dephénomène
de "peaking"). Comme(ôk/ôx) > 0, les hypothèsesdu théorèmede Rosenbrocksont vérifiées
sur cettevariété:la sommedes valeursabsoluesdeschampsde vecteursassociésà la dynamique
du composéclé, pondéréepar lesIIj , est unefonction de Lyapunovet le résultatsuit.

Nous allons maintenantexploiter ces propriétéspour construiredes modèlesde commande
en utilisant la méthoded'agrégationdes plateaux.

5.2.5 Agrégationpar plateaux du modèle simplifié

Etablissementdu modèleen cinq compartiments

Soit le modèle (5.7) sous leshypothèsesde la page 69. Les règles(RI) à (R4) de la page ,56,
qui concernentles retenuessur lesplateaux,restentvalables. Nous allonspouvoir construireun
modèleagrégéen cinq compartiments:

- ballon de tête;

compartimentde rectification: plateaux2 à r, la dynamiqueétantrapportéeau plateaur ;

compartimentd'alimentation:plateauxr + 1 à s - l, la dynamiqueétant rapportéeau
plateaul ,

- compartimentd'épuisement:plateauxs à n - 1, la dynamiqueétant rapportéeau pla-
teau s;

- ballon de fond.

Commedans le casbinaire(section5.1, page 56), noussupposonspour simplifier que lesretenues
sur tous lesplateauxsont identiqueset que de plusHl = H n = H. Par la relation (R3) :

C:3ar E n,«; 11H = ar 'tH}).
j=2

De la mêmefaçon,
s-l

(3aJ E n,s, 11If = aJ L H))
}=r+1

Nous pouvonsmaintenanténoncerle..
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Théorème1 Sousles hypothèsesde la page69, la dynamiquedécrite par le modèle5.7, page 75
(avec Hl = lIn = H ct les Il) égaux pourj f- 1 et j f- n }, peut être approximéepar celle du
modèle

-(V - L)xi + Fz1

H dx]

;;;dI LXf- I (Xr,Xf,X7,ZI,L, V,F) - (L + F)xf

+V V, E')- k + Fz

(L + F)(Xs-I(xf,X."r',xZ, L, V, F) - Xf)

V, F) -

(5.8)

-(L + F)x1 + Fzh

(L + F)(x' -

(L + F)xZ - (L +F -

où

Œr) ŒI et Œs sont des réels positifs prochesde 1;

représentela [rection molaire dans le liquide ducomposéclé sortant du compartiment

à f-1);

molaire dans le liquide ducomposéclé entrant sur le plateau
1 à f-1);
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la fraction molaire dans la vapeur ducomposéclé entrant sur le plateau
(plateaux f+ 1 à s -1),-

X s- 1 représentela fraction molaire dans le liquide ducomposéclé sortant du compartiment
d'alimentation (plateaux f + 1 à s - 1),.

représentela jructioti molaire d'ans la vapeur du composé clésortant du compartiment
àn-l),-

Preuve Il suffit de montrerque la dynamiqued'un compartimentde m plateauxest stable,
et. qu'unefois fixés les fractions molaires et les débits entrants,un tel compartimentadmet
un uniquepoint stationnaire.Ceci nenécessitequ'uneadaptationde la preuvedu théorème1,
page 76, que nous nedétailleronspas. Unchangementde variable similaire à (5.2), page58,
met alors lesystèmesous forme singulièrementperturbée.La partie rapideen E = 0 consiste
en la dynamiquedes sectionsde plateaux2 à r - 1, r + 1 à f - 1, f + 1 à s - 1 et .s+ 1 à
Tl - 1. Nous venonsde voir qu'elleétait stable.Par la propriétéd'unicitédu point stationnaire
des compartiments,il est possibled'exprimerles fractions molairessortantesen fonction des
déhitset desfractions molairesentrants.Ce faisant, nous aboutissonsau modèledécrit dansle
théorème,qui est alorsdémontré.

Propriétésdu modèleagrégé

Théorème2 Considéronsle modèle (5.8) sous leshypothèsesde la page69. Alors,

(i) pour toute condition initiate ptiusiqucment admissible,le système(5.8) admetune tra-
jectoire prolongeable en qui décrit un étatphysiquementadmissible,.

(ii) Pour z, zl, z'", L, V et F fixé, lesystème(5.8) admetun unique pointstationnairex ,

(iii) l'unique point stationnaire fi; est globalementasymptotiquementstable.

Preuve La preuve de (i) est identique à celle du point (i) du théorème4, page 76. Les
modèles.5.8 et 5.7, page 75 ont lesmêmespoints stationnaires.Commecelui de 5.7 estunique,
le point (ii) est démontré.La dynamiquedu composéléger (.:ri)est découpléeet stable.Celle
du composélourd (x], et est linéaire et triangulaireinférieure. Elle est aussidécouplée
et stable.Une fois que lescomposéslégers ct lourds sont stabilisés,la dynamiquedu composé
clé remplit les hypothèsesdu théorèmede Rosenbrock.Elle est doncstable,et le point (iii) est
démontré.

Ainsi, il est possiblede construire,pour les colonnespseudo-binaires,des modèlesréduits
de la dynamiquene conservantque lesphénomèneslents que l'onsouhaiteréguleren pratique.
Nous allons voir dans leschapitressuivantsque cesmodèlespermettentd'élaborerdes lois de
commandesde rejet de perturbationqui s'avèrentrobustes.



B

Comman de d e colonnes

81





Chapitre 6

Commande de modèlesréduits

Ce chapitreest consacréà la descriptionde lois decommandesynthétiséesà partir des modèles
réduitsétablisdans lechapitreprécédent.Elle est divisée en deuxsections.La première,brève,
consisteen des rappels de la commandedes modèles agrégés de colonnesbinaires. Dans la
seconde,nous présentonsla commandedes modèlesagrégés de colonnespseudo-binaireset
établissonsun théorèmed'existencepour une loi de rejet desperturbations.

6.1 Commande d'un modèle réduit binaire

Nous rappelonsdans cettesectionl'essentieldes résultatsobtenuspar Lévine et Ronchon [72].
Reprenonsle modèleagrégé (5.5), page 61. Endérivant les sorties YI = Xl et Y2 =
obtient:

Soit i l'unique point stationnairepour L = L et V = li; fh = XI et 112 = in. Les champsde
vecteursI, et in sont telsqu'estinversiblela matrice

(
?BI ?BI )8L Yl,x.,L,v 8V YI,x"L,V

E!bl E!blet. YI,xr,L,V av YI.xr,L,V

Notonsyf et les consignes.En choisissantdes trajectoiresde reférence'Pl(YI, yD et 'P2(Y2.
pour lessorties,L et V sont calculéspar inversion de

{

h(YI,Xr,L,V)-'PI(YI,yf)c

in(Xs,Y2,L,v.F)-'PAY2'Y2)= 0

83
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Il reste à traiter le problèmede l'observationde z , et X S' En effet, lesvariablesX r et x , Ile sont
pas directementmesurables:seules lescompositionsXl et X n des produits le sont. Par contre,
si nous disposonsde capteursde températuresur lesplateauxl' et s, il est possibled'observer

et.x , en utilisant les relationsd'équilibreliquide-vapeur

La pressionde tête P2étant connue,P, et P, s'obtiennentaisémentpar une estimationde la
pertede chargeentreles plateauxsuccessifs. Si onadmetque lesmesuresde températuredont
nous disposonssur site sontreprésentativesde l'état du modèle(L,V) complet,elles permettent
d'obtenir x; et J: s à O(é) prêt. En pratique,L et V sont calculésen inversant

{

= 0

fn({3(T" Ps ) , Y2,L,V, Ji) - 'f!2(Y2, = 0

Lévine et Rouchonmontrentque la dynamiquedes zéros dusystème(5.5) est localementexpo-
nentiellementstable.La démonstrationest technique.Elle consisteen l'utilisation du critèrede
Routhsur la matricede dynamiquepropredu systèmelinéarisétangent.Aucunepropriétéplus
forte n'a pu êtreobtenue,comme parexemplela stabilitéglobale de ladynamiquedes zéros du
systèmeagrégéou la stabilité, même locale, dusystèmecomplet quand L et V sont calculésà
partir du modèleagrégé.

6.2 Commande du modèle réduit pseudo-binaire

Dans le casbinaire, le changementde variablessur lesentrées

(6.1)

permet de montrer simplementl'existencelocale d'une loi de commandede rejet despertur-
bations [98, 72] : la dynamiqueen tête estindépendantede r s et la dynamiqueen fond est
indépendantede r.: Dans le caspseudo-binaire,la situation est plus délicate,au moins au-
dessus del'alimentation:la fonction d'équilibreliquide-vapeurfait intervenirà la fois r; et r.,
par l'intermédiairedes fractions molairesdu composétrès léger.Cettedépendancenous oblige
à particulariserla fonction d'équilibre. Nous avons choisi la classe desfonctions

(6.2)

et oW/ox; > O. Ces fonctions permettentde décrire des phénomènes
essern.iers a. la. IJle""ULt: composéstrès léger et très lourd.

Le lecteurse convaincrasans peine que le choix ducomposéclé n'influe en aucunemanière
sur la méthodede réduction que nous avonsdécrite. Il est donc possibled'écrire un modèle
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réduit pour la clé légère et unautre, en tous points similaire, pour le clé lourde. Or, il est
commoded'exprimerles points de consigneen têt.ecommeune fraction molairede clé lourdeet.
en fond commeune fraction molairede clé légère. NotonsX J la fraction molairede clélourdesur
le plateauj et Xl la fraction molaire de clé légère sur leplateauj. Les fonctions obtenuespar
la techniqued'agrégationdes plateauxserontsurmontéesdu signe «<» lorsqu'ellesdépendront
de X. Notamment,k(yl, x, .T

h) devient k(yl, X,x h
) , et nous avons

Nous pouvonsmaintenanténoncerle résultatsuivant.

Théorème3 Considéronsle modèle (5.8), page 79, où les fonctions
à la classe définies par (6.2). Dans un du JJUlI," sicu.urnruitt»:

existe une loi de commandequi permet de
de la fraction molaire du composéclé dans

Cette loi de commandes'obtient en inversant en L et V lesystème

{

V(Y2(Xj,Xnxi,zl,L,V,F)-l:j)-'Pj(xj,xD = °
(L + F)Xn-j(Xs,Xn, L, V, F) (L + F - V)Xn - Vk(O, - = 0,

où et 'P2 sont des trajectoires de référencefixées pour les sorties et paramétréespar les

et •

6.2.1 Preuve

La preuveest technique.ReprenonsJechangementde variables(6.1). Dans cesvariables,X k et
Yk deviennentrespectivementX, et Y k , notation adoptéeaussi pour lesfonctions surmontées
du signe "'Il

Il suffit de montrerque la matrice

(6.3)

est de rang plein.Montronsque sesélémentsdiagonauxne sontjamaisnuls. La preuverepose
sur lespropriétésdes dérivéespartiellesdes fonctions Y 2 et )(n-j. Elle comprenddeux parties.
Dans la première,nous nous intéressonsà )(n-j. La secondeest dédiée à Y z. Auparavant,
mentionnonsune propriétévérifiée par le pointstationnairedu modèle(5.S), page 79 : si, pour
une sectionde plateauxsuccessifs (1 à m, lesplateauxétant numérotésdu haut vers le bas),
les fractions molairesdes composéstrès léger dans lavapeuret très lourd dans leliquide sont
identiques,alors lesfractionsmolairesdu composéclé sur cesplateauxsuccessifssont ordonnées
de la manièresuivante:
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lor94l1c le com posé d é est laclé l ég ére,X I > .. . > x..;

- lor sque le com poséclé est la d é101Jr(!e, Xl < . . . < Z " .

Ccci d écoule di rect ement propriét és du poin t stat ionnaire des colonnes bina ires, liéà la
mon ot onie de s fonct ions d 'équ ilibre Repre nons la notat ion habitue lle pou r lespiat f"<l.ux, d u
ballon de t ête (1) au ballon de fond (n). Il est impo rta nt de noter la nécessaire uniformité
des fract ions molai res des composés non-clés peu r l'ordonn anceme nt (les fract ions molai res du
composéclé :

- lorsque le comp oséclé est la d élégère, il est généralementraux d'affirmer Xl > X,. En
effet, le com posé très léger se concen tret' il têtede colonne ("1 abaisse le point de bu lle du
méla nge de telle sor te quek(y',\ , 0) < \. C'est le phé nom ènehie-nconnu d u
dt'!l l égers"

- lorsque le com posé clé est la clélourde,il existeenfond colonne un phénomèneldent lque
de "recyclage des : le com posé très lourd se concent rer-n fond de colonne et il est
lmpos aibled 'as surer queX .. _ 1 < z " quand lecomposéd é est le composé lourd .

Par cont re, on peut gar ant irque XI < X 1 pour la clé lourde (respect iveme ntX..-1 > X.. pour la
clé légère) ; le phénomène de recycle renforce le caractè re de la d é lourde (respectivemen t de
la d é l{\gi-re).

E p ui seme n t

Considér ons le compart iment formé des plateauxs + 1 à n - 1 et sup posons les équat ions de
bilan écrites pour laclé légère. Pour chaque plat eaui , nous avons = xZ,que nous no ter ons
simplemen tx h par la suite, l' our un plateaui, Je bila n pour le composé clé s'écrit:

A XJ-" XJ+1. xh. el r, fixés , nous avons vu quecette équat ion défin issait un uniqueXJ =
XA XJ_h '\ J+ l, x iL,r , ) , Le t h éorèmedes fonctions implicite permet {l'alfirtnt' r que
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Pour le compartimenten épuisement,la techniqued'agrégationdes plateauxnous donneno-
tamment Xn-l = Xn - I (X., Xn, x h

, Ts) -nous obtenonsune fonction similaire pour la va
peur sortant du plateau8 - 1, mais ellen'est pas utile pour démontrerl'existencedune loi
de commande-.Nous allons montrer que DXn-tiOTs < 0 au point stationnaire.Pour cela,
considéronsle plateauj + 1. Alors, (XJ - XJ+l) + T,,(k(O, XJ+2, xh

) k(O,XJ+l, xh
) ) = O.L'ex-

pressiondes dérivéespartiellesde XJ+l = XJ+1 (XJ- I , XJ+2, Xh
, T s ) fait intervenir le réel positif

(
Dk) 1 ak ax

r, 1 + T s -a_ -a-, qui vaut -a.J • Elle est telle que
XJ XJ+I XJ+l

De la mêmefaçon, onmontrepar récurrenceque pour tout k E [s+ 1, n - 2],

Au point stationnaire,nous avons donc

< 0, > ° et
UTs UXJ-l

Xn-l dépenden plus de =f:7:\ mais lesrelations ci-dessusrestentvalables.
pour j = s et k = n - 1, nOU8obtenonsle résultatsouhaité.Commede plus Xn <
l'élémentnon nul de lasecondeligne de (6.3) eststrictementnégatif.

Rectification

En rectification, la situationest différentepuisquela fonction d'équilibreest paramétréedirec
tement par lesvariables r-, T s et zl -plus xi au plateau 2 : en effet, la fraction molaire de
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ak
fiYi < o.

La dérivéepartiellede X ) par ra pportà T, est telle que

très l éger dan s la vap eurn'est pas une var iable du mod èle mais intervient sur chaque platea uj
(j E [3,1 - 1]) sousla forme Pz/I V (F z1IV+ LxV V au plate au 2). Nous notons yi = P z/IV
POUf un plat eauj (j E [3,1 - 1]) , nous avo ns

r , (.1') _1 - x) + k(y',x)+J, O) - k(yl ,x " O) = Q.

Nous savons quepour X ,_ lo X j-+l . r. et y' fixés, cet te équ atio n fournit une sclu t.lcn unique
pour Il " Nou s po uvon s do nc exprime rI ) = X A x]_l, xJ+i, r.. r., z' ). Mais, dès lors que l'on
souhai te étud ier le signe delld érivées parti ellesde X l' des renseignements sur les dér ivées
part ielles dek sont n&essa.ÎTt'S ; il nous faut par ticu lariser la fonct ionk. Nous avons choisi la
classe des fonct ions (6.2). Ces fonctions per mettent de retrouver le phénomène esse ntiel , c 'es t
à dire

( ak ) ' ex, ( ak 1 ak1 ) ay'r, + fu = (X, - 1- x) )+ fil - fjï {k'
J' Y "", Y r, •

Evaluer au po int sta tion nai re Il' signe du me mbr e dedroitede reneégalité revientà évalu er le
si!'(ne de

(6.4)

Au point s t.ationnaire, nous avons

avec (Il'{x,. d - l11 (xJ )) > O. n 'après(6.4), nous étud ions le signe de

e.

Montrons qu e cc signe es t négat if. Cela revie ntà mo ntre r queZl < r •. O r Fzl = (V -
avec < l , d 'où Fz' < V - L. Com me r, = V/(L + F ) < l , on mon tr e facilement 'l ' le
(V - L)/F < r. et le rés ulta t suit. Ainsi ,

ax) ( ak) ' < 0 (a) < 0)
De. r, + fi;; a)

sx, ( alf > 0
lJXI_1 t-, + li;; r ,

lJX , ( akf ak > 0r+ - -
8X1H

• 8x) 8xJ t\

Pour chaque rom parumemformé du plat ...auj et de plat eaux super ieurs, la fracti on mola ire
du dé bit de vape nr sort an t d urompartl me nt est définie de unique. Ainsi, la fractio n
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molaire du débit liquide sortant du plateausupérieurest définie demanièreunique. Soit k:
l'indice de ceplateau(k E [3,j]). Alors Xk= X k(Xk-J,XJ+l,TTlT,,,Z'),et on montrefacilement.
par récurrenceque, pour t.outplateauk (k E [3,j]),

ex, (T aXk+1+ .!!l)-1 ak < 0 (ak < 0)a;:; r f)xk+l aXk

ex, (aXk+l ak) 1
aXk-l TT aXk+l + a;;;. r ; > 0

sx, (aXk+l ak ) -1 ( ak aXk+l) > O.
aX)+1 TT OXk+l + a;;;. aXk+l aXj+!

Les signes desdérivéespartiellesde X j sont lesmêmesque ceux desdérivéespartiellesde la
fraction molaire liquide X k du plateausupérieurd'un compartimentenglobantle plateauj et
des plateauxsituésau-dessus,jusqu'auplateau3. Il convientde regarderplus attentivementce
qui se passelorsquele plateau2 est englobédans lecompartimentde rectification. Nous avons
X3= X3(X2,Xj+l, rTl r Sl zl) et

avec = Fz'jV +T'rX;, De la même façon,X2est défini demanièreunique:

X2= X2(Xl,XJ+J,TTl7'Slz/,x;).

Nous voulons montrerque
aX2
-<0
arr

au point stationnaire.Pour cela, il suffit demontrerque

(6.5)

Mais nous avons, au pointstationnaire,

T(XI - X2)+ (1 y/)(IJ1(X3) - \lJ(X2)) + \lf(x2)x;rr = O.

En extrayant (W(X3)- W(X2))de cette relation et en la reportant dans (6.5), noussommes
amenésà montrerque

r ;

ce qui est vrai (voir lesdéveloppementsconcernant
de X2 implique l'unicité de Y2=
point stationnaire,

Nous venonsde montrerque l'élémentdiagonalde la premièreligne de (6.3) eststrictement
négatif. Parsuite, la matrice(6.3) est de rang plein et lethéorèmeest démontré.

Nous ne sommespas arrivés à démontrer la stabilité de cette loi de commande,même
localementsur le modèleréduit. Mais lessimulations(voir le chapitre8, page 107) ne nous ont
pas révéléd'instabilités.
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6.2 .2 Synthèse e n température

D'un point de vue pr atiq ue, il n'est posaible de mes urer que1(.,.compositions des produits, soit
XI cl Xft. Il res te à estimerx" x..xL Zl, xZet x:. Il est possib le pour cela d 'u ti liser des capte urs
de tempé rat ure . En prat ique, nous mesuron s les températuressuivante s :

- la températ ure au pla tea u2 ;

- la températ ure au plateau rj

- la te mpérat ureT. au plateaus ;

- la températu re Tn au plateau n ;

Les relations d'i-(jllilihrc thermodynamiqu e et les fonct ionsobtenuespar la techn ique d 'ag réga t ion
des plateau x nOIlNdon nent

La pression Pz est mesurée . Com me nous disposons avec une précision suffisant e de la diff érence
de pression ent re tes plateaux successifs, nous pouvonsobtenir simpleme nt Pr. p. et Pn. Les
deux pre mières tempé rat ures nous perm ettentd'obtenir z' en fonct ion de et d'a utres varia bles
connues. L'éq uat ion = -{ li - +Fz' nous perm et alors d 'obt enirX l, puis zl ct z- ,
De manière sim ilaire, les deux derni èreste mpé rature-s nou s permettent d'o bten irx:en fonct ion

x;. u t ilisons alors Hd:r: / dt =(/,+ F)xZ- ( L + F- V )x: pour ob ten irx..
x, et Zn'



Chapitre 7

Autres approches

La com mande enqualité des colon nesà.dis tiller est un vieux problème el J e très nombreux
chercheurs s' y sont consacré s[:W,28, 841.Le but est de rédu ire à la fois la tâ che des opéra teu rs
el la consommat ion d'én ergie [I I , 1241. Etan t donnée l'ampleur de lalittérature sur le suje t, un
panoramades tr avaux ne peut pas ra isonn ab lement prétendreà l'exhaust ivité. Ici , noustentons
plutôt de montrer pourquoi( l'T t aines techniques échouent alors que d'autres per m...tt ent des
pl"'rformances correc tes. Nousaboutissons au consta t su ivant :

pour comma nder correctementr n qualiti une colonn e,il est nécessairede sebaser surun mod èle
réd uit de sa dynamiqut'el d 'uti liser des t'ariables caractérisantSon étal inter ne.

.Notre discussions'articule Autour de quat re prin cipaux problèmes :

- (P l) les co u p lag es : l'ac t ion sur une deux comman des implique unevariation des
deu x sort jes ;

- (P 2) la gr ande di m e nsio n d esmodèles d e co n na issance;

- (P3) les nou-linéerit ée :

(P 4) la p osi ti on d e!'!c apteur s , c'es tà dire Ir choix des variab lesà utjliser da ns les
contr e-réact ions.

Nous mon tro ns que la plu part des mét hodes employées jus qu' ici se heurtentà l'un ou l 'au tre
-voire à plusieur s- de ces problèm es .

La régulation(JI''' nivea ux et dt>la pression se fait par des bouclesp ropor tjon nelle s-In t égrale s
(P.L). Celles-ci ne posent pas {le problèmes parce qu'el les inte rag issent peu : l' idée d'a pp lique r
de telles bouc lee pour la régulation en quali té es t venue nat urellement . Mals les concep teur s se
sont alors heurtés auproblèm..( P l). Ils on t essayé d 'y remédie r en modifia nt lescommand..s
ut ilisées, en prenant df'3 combinaisons linéaires ou des ratios descinq vari ab les
L, V, F, D et R - d ébit de reflux, de vapeur en fond, d 'al imentat ion, de distillat et de résld u- . Un>:'
mes ure des couplag es statiq ues -t e Iame use RGA , Rela t ive Gain Arra y- fut développée dans
ce bu t . Toutes les tentati ves de conca ténat ion de boud es P.I. monova riablcs la commande
cléct>ntralisee ou "decentre liaed conl ro\" - , s'yréfèrent. Leurs résul tats décevan ts on t amen é

91
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les chercheursà une prise encompteexplicite des couplages.Celle-ci implique l'utilisation de
modèlesde la dynamiquedes colonnes.Or, et c'est leproblème(P2), les modèlesissus de la
physiquesont de trèsgrandetaille puisque,même dans le casbinaire, au moins uneéquation
différentielleest nécessairepar plateau.Partant,deux voiesexistent:commanderle modèlede
grandedimensionou un modèleréduit.

La premièrevoie est représentéepar la commandedes modèles(L, V) complets,linéarisésou
non. nous verronsque, si leproblème(P3) peut êtreévité en non-linéaire,les deux approches
seheurtentau moins auproblème(P4), via (P2). Nos travauxen non-linéairesesituentdans la
seconde voie. Nous les avonsprésentédans unepartiedistincteet insistonsici sur lesapproches
linéaires. La premièrequestion concernela façon d'obtenir le modèle réduit: identifier les
paramètresd'un modèle a priori de la dynamiques'avèredélicat. Sur le modèle réduit, de
nombreusestechniquessont applicables.Nous lesregrouponsen commandesnon-stationnaires
-essentiellementdes commandesde type prédictif, avec ou sans prise encomptede contraintes
et commandesstationnaires-commandcslinéairesquadratiquesà horizon infini, par placement
de pôles, avec ou sans le recours auparamétragepar modèleinternc-. Dans les deux cas, les
problèmesliés à la représentativitédes modèlesréduits (P3) sont prépondérants.La tendance
principale est de prendreen compte les non-linéaritésen calculant des commandesrobustes
face aux perturbationsde modèles-Il-synthèse,Hoocontrol, ..

Le choix desmesuresà employerdans la loi decommande,le problème(P4), est masqué
par celui du choix desentrées-très étudiédans le but d'obtenirune combinaisonde variables
minimisant les couplageset permettantune commandedécentraliséerobuste-.JI est pourtant
capital d'utiliser des informationssur l'état internede la colonne. Lesvariationssont décelées
avant d'atteindreles sorties etpeuventêtre contrecarrées-cf le théorèmedu rejet despertur-
bations. Par ailleurs,

- ces informationssont facilementaccessiblespar desmesuresde températures;

- les capteursde température(bon marché)sont rapideset fiables. Al'inverse, la mesure
des compositions,communémentassuréepar deschromatographes(chers),est lente:elle
introduit des retardsimportantset de surcroît variables(périodesd'''auto-test'').

Lescommandesbasées sur desmodèlesentrées-sorties(compositions),si ellespermettentd'éviter
simplementles décalagesstatiques,s'exposentdès laconceptionà des problèmesde robustesse
dus aux retards.Pourtant,pour une colonnebinaire, réguler destempératuresdans lacolonne
(une enrectification, une enépuisement)revient,à des perturbationsprès, à régulerla compo-
sition des produits. Il est doncpossiblede considérerdes modèlesentrées-sortiesoù les sorties
sont destempératuresinternes.Toutesles méthodesque nous allonsdécriresont applicablesà
de tels modèles.Elles devraientdans ce cass'avérerplus robustes,leur précisionétant liée à
une traduction correctedes consignes,de compositionsen températuresinternes.

La plupart des auteursn'abordentque trèssuccintementl'identification des modèles.C'est
pourtantun problèmedélicat, rapportétrès tôt par Luyben [77, 85]. Il explique au moins en

la disparition dans lalittératuredes approchesadaptatives,que nousn'aborderonspas
On pourraconsulterà ce
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sujet [1, 12, 13, 14, 56, 69, BO, 103, 13-1, I38J, où\('Sversion s ada ptati ves de diverses tf'ch·
niques (li néair egéométrique, P.I., com man deprédictive) sont présentées.

Ce chap itr e secomposede quatr e sections. Dans la prem ière, nous abo rdo ns J'uti lisation
de régu lateurs P.1. et le prob lème des couplages. La seco nde estconsacrée à la com ma nde de s
modèles (L,V) com plets . Dans la tro isième, nous abordons la com man de pré dictive. Enfin, nous
discutons quelques app roches pour la com mande statio nna ire (le mod èles linéaires réd ui ts, en
pa rt icu lier la sy nthès e par mod èle interne.

7.1 Ut iliser d es régulateurs proporti on nel s- in t égraux

7.1. 1 La m ét hod e

Constatons d'abord qu'unecolonne à dist iller est systé ma ti queme ntéquipéede pl usieurs bo ucles
de ce type pou r les rég ulatio ns de base [niveaux et pression ). L' idée d'ut iliser Je tel les boucles
à une échelle de temps plus lente pour la régulat ion des ta ux d' imp ureté est don c na turelle.
Sur sit e, les configurat ions monovarie bles dutype suivant son tsouvent rencontrées : ledébit
de reflux est fixéct la pu issan ce dl! rebouillage ser tà réguler unetempéra t ure dans la zone
d 'épuisement.Lesconcep teurs de ce type de régulat ion ont donc tr ès tô t réglé leproblème du
choix des capteurs (P 4) et on topté pour des varia bles inte rnes, quit te à to lérer desdécalages
st at iques sur la composi tion (les prod uits : Ics tem pér atures auxextrémités de la col onne ne
sont pas uti lisées ai nsi.

Les pro blèmes ap pa rais sent lorsq u'o n tont e de régulerà la fois une tempé rat ure en recti fica-
t ion et une températ ure en épuisemr-nt , c'es tà di re lorsqu'on tent e decommanderune colonne
en la voyant comme une conca té na t ion desys tèmesmo novar iables [21. 76, 129, 94]. En effet ,
les cou plages rend ent le des par amètres (gains ettempsintf grau x) t rès d ifficile, voire
im possible. Le concepte ur, se heu rtan t ainsi au caractère mu lt ivar iable descolonnes à d is t iller ,
peu t alors se poser la question de l'in fluence du choix des commandes sur ces coup lages [130].
En effet , il est possible qu'en aborda nt la régulat ion en quali té avec des com mandes aut res que
le déb it de reflux ct la puissa nce de rebo uillag e, les couplages dim inue nt . Dans cc ca s, il faut
bien en tend u reconsidérer la mise au po int des r égulateurs de base.

Des éléme ntsde r éponseà cet te question sont appor tés pa r la matrice de s gains relat ifs.
décrite à la sect ion suivante. Remar quons auparavant l'a pp roche de Luyben qu i, si e lle n 'évite
pas ce problème de coup lages, insist e sur l'a vantage d 'u t iliser des tem pératuresà l' int ér ieur de
la colon ne. Soit donc une tem pérature en rect ificat ion et une te mpératureT. en épujse me nt ,
YI Yl désignent respect i\'emcnl la compositio n (lu distillat ct celle du résidu,L et V II' débit
de reflux et le d ébit devapeu ren fond. Ap ri;s avoir remarqué l' inefficacité des bo uclesL .... YI
et V Yl en présence de reta rds réalist es, Luyben[:141 pro pose la m ise en place desrégulateurs
1'.1. L el V ..... les points de con signeT; et T: po ur T. et T. étant eux-mêm es calc ulés
par des régulateurs P.1. plus lents ,T; ..... YI ct r: .... Yl . Une vers ion d ifférente estprésentée
par Mount ziaris[861où des variahles Cl lle L ct V sont ut ilisées. Dans (139], Luyben
éte nd l 'u t ilisat ion des tempér atu res et propose des bo uclesT; ..... T2 et T: ..... T.. (n et T.. sont
res pr-ctivernent la température J e tête et la tem pérature de Iond ].Lesauteurs des ar t icles cités
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aYl aYl
1

8y1a Yl '

soulignent l'efficacité de celle st ruct ure hiérarchiséeà deux échelles de temp s, qui prend en
compte leproblème(P 4).

7.1. 2 La m atrice d es gains re latifs

Historiquement int roduite par Bristol en 1966 (voir [7]), la mat ricetif>3 gain relat ifs est toujours
ut ilisée dans les raffineries pour la mise ail point de régulations en qua lité, depuis son app licat ion
aux colonnes parShlnskcy [108J(m ir aussi (49, 81]). Elle fournit unemesuredes couplages
stat iques el permet de choisir la comma ndeà affecter à chaque sort ie pour minim iserœil

c-ouplages. O n cspt.-re ainsi obte nir de bons résult ats en boucleferm ée en mettant en œ uvre
conjo intem ent plu sieurs boud es de régu lat ion monovariah les. Pa rmi la mult itude d 'articles (lui
lui sont consacrés, nous avons retenu [64, l lâ, 136, 137].

P rincip e

Les systèmesconsidérés sont dela. forme :

{

g, 7 y,( u" ", u. )

y" ::;: Y,,(UIl . . ,u,,)

A chaque cou ple(Yi' U, ) est associé le rapport des deux nombres suivants :

- var iati on de Yi par rapportà u" les u. éta nt consta nts pou r ,k f:. j ,

- variat ion dey. par rappo rtà u" les Yi étant constants pourk -1 i.

La variat ion de Y, par rapportà u, en boucle ouverte(UI< cons tant s pourk # j) est donc
rapportéeà ceu e mêmevar iation lorsque le systèmeest totalementet parfaitemen t com mandé
(Yk cons ta nts pourk # i ). Ou construit ain si1111(' mat rice réelleIl x n ayant les pro prié t és
suivantes;

(1) La somml'des élpmpllts de chaqu eligne ou de chaque colonne vaut1;

(II) Les élémen ts de la mat rice sontinvariantspar changement d'éc helle,ta nt sur les1.1,

que sur les y, .

l' our un système(2x2), par la pro priété (1), toute l' informat ion pst cont enue dans la variable
À telle q u..
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ct la matrice des gains relati fs PSt

( " 1-")1- >' >.

Considérons un bouclagey, ..... II J stab le lorsque tout es les au tres boud es sont ouver tes.
P lusieurs cas se pour ;

- >"J < 0 signifie que la boud ey, .....Uj est à non min imum de phase ou inst able qua nd les
aut res boud es sontferm ées :le choix du coup le(y"u.i ) n'est pas souhaitabl e;

- >" J :» l signifie que la fermetu re des aut res boucles dimin ue for tem ent lasensibilitéde
la boud ey, .... !.lJ : l'effort sur uJ devra êt re important pou r com penser les variat ions de
y, . Le cas limite0 11 >" J -> 00 (aucune act ion de!.lJ su r y, quand Ica aut res boucles sont
Ierm éesj cst à proscrir.. ;

- >" J 0 et pos it if signifip que la fermeture des aut res boucles augmente la sens ibi lité de
la boucle y, .....Il )" Le CiHI limite où >'iJ = 0 (aucune actio n eILboucle ouverte deU1 sur y,)
est à proscrire ;

- 1 et posi t if sign ifie que la fermeturedes autres boudesperturbe peu le bouclage
y...... II J . Ce bouclage t'st donc inté ressant mais avant de concl ureil convien t d'étudi er le
sous-système presque découplé formé des entréeset sorties restante s.

Ces quelques règles aidentà choisir les bouclagesà effect uer. L'idéa l dans ce tt e opt ique est ,
d' a près la pro pr iété (1), d 'obtenir une matr ice dont les entrées valen t soit 0, soit1. On a alors
affaire à un système tot alement décou plé enstatique.

Limi t es d e la R G Aet d ér ivé es

La méthode, par la façonm êmecl.. const ruire la mat rice des gain s relat ifs, présentede sérieu ses
lim ites: le fait de supposer\I ll fonctionnement parfait des boucles de régula tion revien tà
négliger to talem ent les aspects dynamiq ues. Ceux-c i sont pris en compteéventuellement et de
ma nière heur isti que pourguider le choix lorsque plusieur s combinaisons s'avf.re nl poss ibles.

En conclusion, sila RG A permet d'é viter des erre urs grOlisièrcs, elle s'avère néa nmoi ns
insuffisan te pour la mise a u point d 'une comrnande en qua lité auxperformancesrais onna bles. En
effet , aucun e combi naiso n des ent rées n'élimine to talementles couplages, même stat iques [62] :
la phase de réglage sur siteIles paramètres de la comm ande est fast idieuse. En pratique, ceci sc
traduit par un aban don progressif du"decentralized control" au profit de techniq ues réso lumen t
mulrlvariab les. Noton stoutefois 'Ille À donnedes renseignements sur le compo rtement a prior i
vis à vis des variat ions dr-s dive rses com mandes. Par une ét ude des valeurs singulières du
tran sfer t st atique , il est possible d'in todulre un réel - appe lé "dis turbanœcondit ion numbcr "-
for tementlié à À [114,5-1,6J. On ret rouve en parti culie r le fai t que lacommande (pas forcément
décentralisée]est difficile quand>' est tr ffl importan t [li S].Cetteapproche permet notamm ent
de mont rer qu 'i l est plus simpif' declhériorer les deux produitsà la fois qut' de les rend re
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plus purs simultanémentet que lesvariationsdes commandespeuventavoir des répercussions
totalementdifférentessuivant la direction dans laquelleelles sontappliquées[119].

Quelqueschercheurstententde pallier certainsdéfautsde la RGA enprenanten comptedes
effets dynamiques[111, 1J2].Shinskeysoulignaitdéjà cespossibilitésd'extension.L'idéede base
est la suivante:la vapeurgénéréeen fond de colonnemontebeaucoupplus rapidementque le
liquide ne descend.Cetteconséquencedu transit du liquide sur lesplateauxest bienconnue:on
trouvesur site, enmonovariable,beaucoupplus de bouclespuissancede rebouillage-température
en épuisementque de boucles débit dereflux-températureen rectification.La prise encomptede
ce phénomènepasse parl'introduction d'unesérie de filtres dupremierordre, un par plateau,
pour modéliser le retard à la descentedu liquide. La matrice des gains relatifs est ensuite
calculéeà partir des fonctions de tranfert en boucle ouverte.Dans cesconditions,si une seule
des commandesutilise le débit devapeur, il est clair que plus lafréquenceaugmenteplus les
actionssont découpléeset plus .\(8) tend vers1. Pour chaqueconfiguration, une fréquenceSd

est calculéepour laquelle la valeur de À(.5d) atteint un certain seuil. Ceci permet de classer
les différentesconfigurationspar Sd croissants.Sur cettebase, Skogestadentenddémontrerla
supérioritéde certainescombinaisonsdescommandes.Mais il ne note pas que ladéstabilisation
classiquea lieu par créationet amplification d'oscillationslentes (appelées"pompages").Dans
ce cas, ce sont bien lescouplagesà bassefréquencequi priment. Commeles couplagesstatiques
ne sontjamaisnuls (confère lasectionprécédente),par continuit.élescouplagesà bassefréquence
ne le sont pas non plus, ce qui rend inefficacecetteapproche.Dans le mêmeordred'idées,citons
ici [52, 53], où lesauteursinterprétentles couplagescommedes incertitudessur un système
découplé.Ils introduisentune mesuredes couplages,basée sur uneétudede valeurssingulières,
et en déduisent.des conditionssur la st.ablit.é en boucle fermée dessystèmessous commandes
décent.ralisées.

D'autresauteursétudient, en boucle ouverteet. au point stationnaire,la répartition des
variations du débit en variations du distillat. et du résidu. Cet.équilibragedu bilan matière
global est fonction des variablesut.ilisées pour larégulation des niveaux: par exemple,si le
débit de distillat est fixé, lesvariationsdu débit de charge nepeuventse répercuterque sur le
débit du résidu. L'idée consisteà retenir pour la commandeen qualité une combinaisontelle
que, enboucleouverte,cetterépartition minimise les écartsdes sorties [55, 65]. Ainsi, l'action
de la commandeserait. a priori moindrepour compensercesécarts.D'où une minimisationdes
problèmesde couplageet. une plusgranderobustesseen boucle fermée ...Cette approchene
constituequ'un pis-alleret ne résoud pas leproblèmedes couplages-problème(Pl).



7.2 . C om ma nde s ur lemodèle (L,V) com ple t

7.2 Com mande su r le m odè le(L ,V) comple t

97

Notre ap proche consisteil. appliq uer la technique du rejet de per turbat ions sur des modèles
rffi uits expriman t la dynami que lente des colonnesil dist iller. Il est possible d 'appliquerla m ême
technique sur le modele (L,V) original. Historiquement, les prem iers t ravaux dans ce sens sont
du sil.Takamats u et al \125]. Uti lisaJlt Iel:! résult ats de w onhem [135J, ils ont appl iqué la mét hode
du rejet de pertu rbations sur l'approxima tion ta ngente du modèle (L,V). La génér alisation rn
non linéaire est dueil Ga ut hieret al (4-t]. Sicelledernière étend le domaine de valid ité rie la loi
de commandeet règle le problème (P 3), il reste néanmoins que ces deux appr oches sont peu
robus tes.

Dans les deuxcas,les travaux concernent les colonnes binaires : nous considéro ns le modèle
( L,V) suivant.

III V( k(x}) - x d

H/ !Jf L(X._1- x,) +V(k(x,+\ ) - k(x,)) (j =2 il r - 1)

L(Xf _1 - xJ ) + V(k(zf +.) - k(xf)) + F(z - xf )
(7.1)

(L + F )(Xi_1- x.)+ V(.I.·(X'+I ) - ,(:(Xi)) (j "" f + 1 à n - 1)

(L + F )(Xn _ l - Xn)+ V(Xn - k(xn ))

Y I ::;; X J

y,

7.2 .1 Co mmande del' approxima ti o n tangente

Soit x le point sta tion naire de (7.1) pourL = L, V = V , F = F et z = i, Pour le Jinéllri!lé
langent eni , d 'état Erx =x - i, les sortie s sontFr Yl =Xl - il et liYl = Z" - in _Les commandes
sont liL ct Fr V , les pert urbat ions du d ébit de chargeEr F

Les tec hniq ues géométr iques de Wonham, basées sur des inclusions d' espaces vectori els,
montrent qu'il est possible de rejeter les variat ions de la composi tion de la charge, pas eel1t'S de
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son débit. Ln dérivant deux foisÔYI et une foisfiYl, on obtient

Cha p. 7. Au tr es ap p roche s

En choisissa nt {les traject oires de r éf érence du second ordre pour6Yl et d u premie r ordr e
pour 6Yl, le rejet des pert urbatio ns Je la composit iond'alimentatio n est possib le, moyennant
la connais sancede

- F , le di;bi t de-charge;

- YI l"'t 91, l.-scomposit ions des produit s,(Iist illat et eésidu ;

Xl. Z3 ct X .._h des composit ions à l' intérieur de la colonne.

En effet, la matrice

est deTang plein po ur F '#0 (i l suffit d'utiliser la propr iété su r le profil de composit ion et les
relat ions au pointstationnaire]. Notons qu' il n'a jamaisété prouvé que cette loi de commande
garantissa it un syst ème stable en boucle ferm ée. Cett e app roche, notammen t le choix des pôles,
a été affinée par la suite [70, 88 , 105, 106, 107, 126J. Nous n' insist erons pas sur le ca rac t ère
local d'unetell .. lo! . problème- (P 3 ).

7.2.2 Com mand e non lin éai re du mod è le

On ret rouve sim pl ement ,à.pa rtir de la techniquedu grap he déve loppée par Lévine et Ka-
sinski [631. qu'il es t possible de rejeter génériquement les variat ions de com pos it ion de la charge.
Ledébit de cha rgeF do it par contre êtn , connu. Son action sur la sort it,Y2est similaireà celle
des commandesL l 't V : YI ne peut donc pasêt re re-nd ue insensibleit M'S varia tions .
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Pour calc uler la loi de comm an de - voir par exem ple [601 pou r une descri pt ion de la technique
(lu rejet des penurba t ions - ,0 11 peut dériver chaq ue sortie une fois pour obt enir :

{

= V(k(x,)- y,)
dt III

= (L + F)(x"- I - Yl ) + V (Y2- k(YI))
dt H" II"

(7 .2)

Moyennantla connaissance(le YI,Y2,3:2 , 3:.. _ 1et F , l'inv ersi on de(7.2) donneL cl V .Cepen dant ,
au poin t sta t ionnaire de(7. 1), 1.:(3:1) =X l ct la m atrice de dé couplage

(

0 k(x, ) - x, )
t. - 1/

- X" _ I - 3:.. .r.. - A\z..)
H. 1/.

dégé nè re. Ceci est une cons équenc e de la cond..nsat ion to tale en tê te de colonne et corr es pond
à la nécessit é (le dériver J eux fois la sort ie de tête dans l'app roche liné air e. P lu tôt que de
dériver une seconde fois YI> pr éfé rablede choisir la nouvel le sort iefit = k( X1) : réguler
la compoeitlc n des vapeurs de tf-,te revientà réguler laccmpositl on du distill at . P ar dér ivat ion
des sor tie s, on obti ent alors

C..ne loi de com mande nr cessit '" en plus la conn aissance deX3. Par contre, la mat rice de
déco uplage

n'est pasdé g én ér éeau point sta tion na ire . Noton s qu' il n'a jam ais été pro uvé qu ecette loi d..
commandegarantissait un sys tèmc stabl e en bo ucle fermée .

7.2 .3 C om m ent a ir es

Ind épe nda mm entdu prob l"me posé par Ill.ml:'SUre0 11Pobservation de compositions à l'inthicur
de la ....olo nne, n 's lo is de commande sont mo ins rob ustes que' celles calculéesà partir de mod èles
rédu its.Lesra isons sontliées à la.fois au modèl e uti lisé - prohlème(P 2)- et aux ca ractérist iques
en boucle ferm ée. Nous avon s compar é les spec tr es d 'un mod èle(L ,V) bina ireC il bo ud e fermée,
la comma nde étan tcalculée soh directement surcc modèle, soit sur unmodèle réd uit ob te nu
par la technique d 'a grégat ion desplateaux. Ces compar aisons mon t rent que;

- ùans lous les cas , la com man de ca lculée sur le modèle complet modifie les faib les cons-
ta ntes de temps d u rnodèle ;
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- sur le modèleréduit, au fur et à mesurequ'estrestreint le nombredes plateauxpour les
compartimentsde rectification et d'épuisement(au profit du compartimentd'alimenta-
tion), la commandemodifie desconstantesde tempsde plus en plus faibles.

Utiliser des mesuresprochesdes extrémités implique des variations plus brutales de la
commandecar lesperturbationssont observéestardivement-problème(P4)-. Nous avons par
ailleurs mentionnédans lapartieprécédentela mauvaisereprésentativitédes faiblesconstantes
de tempsdu modèle (L,V). Ceci se traduit en boucle fermée par unemauvaiseprécision des
gains de lacommande.Ces variationsplus brutaleset moins précisesde la commandene sont
pas sensiblesquand il n'y a qu'un très faible retard à l'acquisition des mesureset au
des commandes.Dans le cascontraire,la dynamiquede la colonneest beaucoupplus
et l'ensemblede cesdifférents phénomènestend à déstabiliserl'ensemblecolonne-commande,
commele montrentles simulationsdu chapitre8.

Nous discutons brièvement en annexe d'un observateur proposé par Deza[22], qui de
reconstituerl'état du modèle complet et éviterait ainsi la mesure des compositions Nous
montrons dans la section 8 que même sousl'hypothèsed'un état mesuré, la commande du modèle
complet est très sensible aux retards sur les sorties. En conséquence,l'utilisation de cetobservateur
n'amélioreraitpassesperformances.

7.3 Commande prédictive

C'est une méthodetrès employéedans l'industrie. Elle consisteà.calculer la commandepar
minimisation d'un certain critère sur un horizon fini, ce quirevient à résoudreun problème
d'optimisation.L'erreurentre les sorties-dont l'évolution est préditepar un modèle-et leurs
consignesentretoujours dans lecritère. Une pénalisationde la variation descommandeslui est
adjointe la plupart du temps.

Le type du critère, la définition ou non decontraintes,le type demodèlelinéaire utilisé con-
duisentà de très nombreusesvariantes.Les critèreslinéairessont peuutilisés (pour unexemple,
voir [10], où les auteursutilisent un algorithmede programmationlinéaire). Les critèresqua-
dratiquesleur sont généralementpréférés.Les problèmessans contraintesont été utilisés les
premiers.Citons le "Model Algorithmic Control" et le "Dynamic Matrix Control" [19,87,141].
La résolution de tels problèmesest simple d'un point de vue algorithmique. La possibilité
d'indroduire des contraintessur les sorties ct les commandessembleavoir été un élément
déterminantdans le succès de cesapprochesauprèsdes industriels.Introduitesdans cecontexte
par Garciact Morshedi (QuadraticDynamic Matrix Control) [41], elles sontactuellementtrès
en vogue [43,50, 140]. Il u'existeque peu derenseignementssur \csalgorithmesde résolution.
Les méthodesdes contraintesactives(résolutiondesconditionsde Kuhn-Tucker)et du gradient
réduit semblentgénéralementutilisées[93]. Un exposé de cesalgorihmcsest disponibledans [75],
ou [16, 17, 18]. Un résumécompletdes diversesapprocheset applicationsexistedans [42], où les
auteursexhibentles similitudesavec laméthodedu modèleinterne,discutéedans lasection7.5.
Le but n'estpas ici dedétailler toutescesapproches,ni d'analyserles problèmesd'initialisation
et de convergencedes algorithmes,ou les problèmesde stabilité en boucle fermée. Nous Ile
remettonspas en cause le faitqu'ellespuissentfonctionnercorrectement-au moins tant que le
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systèmeévolue dans unvoisinagedu point pour lequel lemodèlea été identifié-. Mais nous re-
marquonscependantque l'utilisation d'un modèleréduit de la dynamiqueest systématique.En
effet, desmodèlesentrées-sortiessont utilisés -Iessortiessont lescompositionsdes produits et.
non destempératuresinternes-.Commeles systèmesconsidéréssont stables,les tranfertssont
développésen séries,tronquéesà un certain ordre. Même sicette réductionest dictéepar des
problèmesde complexiténumérique,elle facilite l'identification et revient à utiliser un modèle
de la dynamiquelente. Ceciconforte notre constatationsur l'utilisation des modèlesréduits.
Là encore,le désavantageprincipal réside dansl'approximationlinéaireet des travaux récents
tententd'y remédier(par exempleen utilisant une prédictionen partienon linéaire [43]).

7.4 Commandesstationnaires de modèlesréduits

Dans cettesection,nous décrivons:

- la commandepar modèleinterne,qui occupeune place trèsimportantedans lalittérature
depuisles travauxde Morari [116];

une méthodede réduction,dite desréalisationséquilibrées.Nous n'affirmonspas quecette
méthodeconduit à une régulation plus performanteque les approchespar commande
prédictiveou par modèleinterne. Nous souhaitonssimplementmontrer la robust.essede
la commandedes modèlesréduits. Dans cebut, nous utiliserons commeexempledans
le prochain chapitreun modèleréduit par cette méthode.Nous mettronsen œuvresur
ce modèleun schémaclassiqueobservateur-contrôleur(calculépar synthèsequadratique,

= 1<.6.xavec J( solution d'uneéquationde Ricatti) qui nous serviraen quelquesorte
de prototypedes commandesde modèleslinéairesréduits.

7.5 Synthèsepar modèle interne

Plusieurschercheursinsistent beaucoupsur la pertinencede l'approchepar modèle interne.
Elle concerneles systèmeslinéaires] et consisteà utiliser une paramétrisationdifférente des
contrôleurs.La dynamiquedu procédéest supposévérifier la relationentrées-sortiesfréquentielle

y(s) = G(s)u(s) + d(s),

où

- y(s) est levecteurdes sorties;

-u(s) est levecteurdes entréesj

des)est un vecteurde perturbations;

Idans [57], les auteursproposentnneextensionnon-linéairepourunrnodèlestabJe,mono-entréeet mono-
sortie, defermenteur.Dans [27],Economouet al tentent une extensionplus globale mais peuconvaincante il
reste beaucoupde problèmesd'inversionet de stabilité à régler.
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G(s) est la fonct ion detransfert du procédé.

Chap. 7. Autr es approc hes

l' our atteind re la consigney", au lieu J 'ut iliser le classiq uerégulateur C(s) <le la figure 7.1,
cet te approche se base sur la figure 7.2, oit l'st la connaissancedisponibled u procédé
el Gc(s ) est défini parJ'utili sateu r [14.'51. Les deux représentations sontéquiva l..nte s : pour
chaqu e coup le(G(s), G. (s)), il existe =:; (1 - G. (,,)G(5))-IG,,(S) qui conduit a u même
transfert deyO(s) à y(s ).On a

, l') G(' l(J - G«.)(U(,) - è (' )W'G «.)(y«.) - dt. )) +d(. ).

si on su ppos e queG(s) =G(.,) , la syn thèse est très simple puisqu' il su ffit, siG(s) est
stable, J 'assurer la sta bilité deGc(s) pour garan ti r lastabilit e de l'ensemble. Comme l'ont
remar qué Garcia. Prett etMOfllri, cette param étris at lon n'es t pas récen te (voir les références
dan s['12]). SOli intérêtestde simpliferla mise au pointdescont rôleurs. PourG(,,) stab le, Garcia
ct Moreri [38, 39] p roposent la démarc hesuivante :

- (i) facto riser (;(5) Cil è(s) = è+( s)è _(s),où Gt (O) = l , G-t(s ) compr end tous les
ret ardset les zérosinstablesde è (s);

(ii) chois ir un "filtre" P(s) tel que F (O) =: 1 ;

(iii ) choisir =: O_(S)- I1"(s).

Les cond it ionssur Gt(O) et F (O) permettent d'éviter les dé<-alag('sstatiques.Le rôle ne 1"{s)
estd'adouci r les variations de la commande et degarantirla possibilitéde réaliserC c [10·1, 131].
Garcia el Morari [40], puis d 'autre s, ontcherché<k puis i\ calculerdifféremmentles contrôleurs
Ge(s) =: 11(., )1"(8). La démarche reste la même,

recherche d'unJl (s) pour è(s) =: G(s ) ;

- synt hèsede F(s ) pour conse rver une certainerobustessepolir è (s )#- C (s),

ma is 1l:"S étapes de recherche deIf (., ) et sont plus raffinées.lI (s ) est la solut ion d 'un
probl ème d'o ptim isation, au sensHoc" plus rarement au sens de la nor meJ12 [143, 144, 142].
Un lien ex iste avec la command epr édictive [42] : on cherch eà obteni r en bouclefermée des
performanc es défin ies par le critèreà minimiser. Là on obti ent d irecte ment la valeur des com-
ma ndes (la commandeest non-stati onna ire ) alorsqu'iel on ob t ient la fonct ionlie t ra nsfert d 'un
cont rôleu r (lacom mande est stat ionnaire).Le filt re 1"(s) est calc ulépar la mét hode de la valeu r

de structure, aut rementdit pa r la p-synthèseint rodu ite par Doyle[25, 26]. La con-
naissancede la structuredl':; incert itudes sur le modèle est alors nécessaire(117, 119,J18). Se
grt'lfenl <Joncsu r la struct ure parmodèle interne lesap proc hes récentesde commandelin éaire
"rohuste" [33, 32].

Les modèles duproc édésont J et! modèles réd uit s de ladyna miquelente et vont d ans le
sens d' unerésolution de (P 2). (1' 4)n'est pasabord é :dans les ar t icles, les sort ies sont les
compo sit ions des produits.11 est cepe ndant probab le que pour les applicatlous, la méth ode
soit utilis ée sur des modèles dont1('5 sorties sont des températures int erne s. L'approche suivie
pour te nte r de résoud re (1'3 ) consis!.", en une étude de la robu stesse face aux perturbations de
modèles.
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Figure 7.1: Approcheclassique
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Figure7.2: Approchepar modèleinterneet robustesse
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7.5.1 Exemplede commanded'un modèleréduit

Nous avons vu que laréduction du modèlede commandea une grandeimportance.Plusieurs
techniquessont envisageablespour la menerà bien. L'identification d'un modèlea priori de la
dynamiqueest courante.Sans mêmeparler des difficultés qui lui sont inhérentes(on pourra
consulterà ce propos [85, 77]), elle nécessitede nombreuxtests sur le site, quiperturbentla
bonne marchede la raffinerie. Il s'agit en effet d'analyserla réponseà des échelonsou à des
impulsionssur lescommandeset le débit de la charge,tout en maintenantla colonneautour
du même point de fonctionnement-Ia compositionde charge devant donc être constante-.
Nous procédonsdifféremment. A partir de renseignementssur la géométriede la colonneet
son mode de fonctionnement,nous construisonsun modèle de connaissance,de type (L,V).
L'approximation tangentede ce modèle nousfournit un systèmelinéaire que nous pouvons
alors réduire. Aucune procédured'identification sur site n'est dans ce casnécessaire.Bien
entendu,une telle approchene permet pas de modéliserdes retards -est-cesi important?-

Par contre, l'obtention de linéariséstangentsen de nouveauxpoints stationnairesest plus
simple. Par ailleurs, le modèlecomplet permet le calcul deplusieursmodèlesréduits d'ordres
différents sans difficulté. Nous présentonsici la méthodede réduction dite des réalisations
équilibrées,introduitepar Moore dans[83, 89]. Nous neprétendonspas quecetteméthodeoffre
des performancesvraiment intéressantesd'un point de vuepratique. Nous nous enservirons
dans le troisièmechapitre (107) pour montrer en simulation que lescommandesà bases de
modèles linéairesréduitssont plusrobustesque lesapprochessur desmodèleslinéairescomplets.

Soit le systèmelinéaire stationnaire

dt
Y

olt x E Rn, 11 E H" et y E H"

Les grammiensde commandabilité

Ax+Bu

Cx

et d'observabilité
Wo = 100

etATCTCetAdt

sont lesuniquesmatricessymétriquesdéfinies positivesrespectivementsolutionsdes équations
de Lyapunov

et

Une réalisation(A,E, è) est dite équilibréesi

(i)elleest minimale;
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(ii) = Ax est unsystèmeasymptotiquementstable;

(iii) les grammiensde commandabilitéet d'observabilitécorrespondantssont égaux à la
matrice diagonaleA = diag(0"1, ••. ,O"n), 0"1 0"2 O"n, OÙ les 0", sont les valeurs
singulièresde À.

Moore montre que, sous lesconditions (i) et (ii), il existe un changementde coordonnées
linéaire de l'état qui rend la réalisation (A, E, C) équilibrée. Il proposealors de réduire le
systèmeen neconservant,pour la réalisationéquilibrée,que lesétatscorrespondantaux plus
grandesvaleurs singulièresde A. Ceci revient à éliminer les étatsles moins commandableset
observables.La stabilité du systèmeréduit est par ailleursgarantie(c'est uneconséquencede
la stabilité de A).

I! existeplusieursalgorithmespour calculer lechangementde coordonnées[68, 71, 83]. Voici
celui proposépar Moore, largementamélioré depuis:

- Calculerle grammiende commandabilitéWc du systèmeoriginal;

- Mettre Wc sous la formeWc= VcEcEcv;,T ;

- Effectuer le changementde coordonnéesx = VcEcx;

- Calculerle gram miend'observabilitéWo du systèmetransformé;

- Mettre Wosous la formeWo= vaT;

'" ....-1.
- Effectuerle changementde coordonnéesx = v"Eo 2 x.Le systèmeen xa unereprésentation

équilibrée.





C hapitre 8

Simulations

Ce chapitre est ronsar réà 11\ de r ésult ats de simulat ion. IlNi t organ isé en deux
sect ions :

dans la premiè re, nouscomparons1('5perform ances de quat re méthodes pour la commande
d' une colon ne bina ire (un d épeopaniseu r} : nous montro ns qu' il estnécessai reen pratique
d 'ut iliser un mod èle (le ta dynamique lente ;

- dans la seconde, nous présento na, pour une cotonn e pseudo-bina ire (une stab ilisation
d 'essences ) clans un environnement très perturbé, les performances de la loi de commande
que nous avons exposée au chapitre 6, page 83.

8.1 C omparaiso ns d ediverses m éthodes

8.1.1 D escrip t ion d e la co lon ne

La colonne choisie pour ces simulat ions est un déprop anise ur , pour lequel lescomposésdés
sont le propane et le butane . Cdu- colonnede 12 plateau x estalimentée au plat ea u21 parun
mélan ge con te na nt

- 2,5%d'éthane ;

35% de propane;

- 60% de butane ;

2,5 % de pentane.

Les prod uits de la sépara tion sont:

un dist illat qui cont ientmajoritahemeut d upropane. L'é thane con tenu da ns l'a lime nta-
t ion se concentre ent ètede colonn ect ne peu tsor t ir que dan sce produ it . La.régulat ion de
la fract ion molairede bu tane Ja ns le di st illa t const itue un desobjtttirs de la commande ;

107
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- un résiduqui contientmajoritairementdu butane.Le pentanecontenudans l'alimentation
se concentreen fond decolonneet nepeut sortir que dans ceproduit. La régulationde la
fraction molairede propanedans le résiduconstituele secondobjectif de la commande.

Dans lesconditionssimulées,la colonne doit permettred'obtenirdes taux d'impuretécon-
sidérés commefaibles dansl'industriedu raffinage (lescritèressont plus stricts en pétrochimie
où lestaux d'impuretédoivent être de l'ordre d'unepartie par million -ppm-) :

le distillat contient 0,5% debutanej

- le résidu contient 0,5% depropane.

Ces valeurssont représentativesdes souhaitsdes utilisateurs,les résultatssur site duchapitre
suivant le montrent.

Les équationsutilisées pour la simulation sont cellesprésentéesdans la premièrepartie
du mémoire sur chaqueplateau, nous écrivons un bilan de matière et d'énergiepour les
quatrecomposéset utilisons un modèlehydrodynamique.Les caractéristiqueset les relevésde
fonctionnementde la colonne réelle nouspermettentde choisir diversparamètresde manièreà
reproduireau mieux sa dynamique.Le sytèmealgébro-différentielainsi défini estintegrégrâce
au logiciel SPEEDUP.

8.1.2 Descriptiondes lois de commandetestées

Etant donnéesles faibles teneuren éthaneet pentanede l'alimentation,la colonne estsupposée
binaire. Nous avons écrit lemodèle (L,V) correspondantà la dynamiquedes composésclés,
propaneet butane.Le composéde référenceest lepropane.La retenuemolaire par plateauest
estiméeà partir du point stationnairedu modèlede simulationdécrit précédemment.

Commandelinéaire du modèle(L,V) eomplet

C'estla commandede l'approximationtangentedu modèle (L,V). Cettecommandenécessitela
connaissancede l'état correspondantaux plateaux2,3 et n -1, c'est à dire l'écart à la fraction
molaire de propaneà l'équilibre. Par un calcul du pointstationnairedu modèle (L,V), nous
connaissonsles fractions molaires de propaneà l'équilibre. Quoiqu'ellesne soient pas mesu-
rables enpratique,le contrôleurdisposeen simulationdesfractionsmolairesde propanesur ces
plateaux:elles sontsupposéesparfaitementmesurées,nous neconstruisonspas d'observateur.

La trajectoirede référencepour la sortiede têteest du second ordre. Pour lasortie de fond
Ull premierordre suffit. Les pôles choisis pour cestrajectoirescorrespondentà des constantes
de tempsde dix minutes. Nous avonstestédes valeursdifférentes,mais lesrésultatsobtenus
sont comparablesavec ceuxdécrits ci-dessous.
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Nous appliq uons la techniq ue d u rejet <les pertur bations sur le mod èle (L,V) , les sorties cho isies
étant la frac tion molaire depropaneen fond et celle d upropane dans les vapeur s detête, pour
éviter le prob lème dedégéné rescence dl:la matrire {le découplage au poin t st at ionnaire . Comm e
pour la métho de précédente, 1l.'Sfractions molaires depropane sur les plateaux 2, 3 etn - 1
sont nécessai resà la commande: le cont r ôleur en dispose pendant les simulations (elles sont
sup posées parfaitement mesurées]. Les t raje ctoires de référence sont linéaires d u prem ier ordre ,
avec des constantes detemps<le dix minutes . Li!.encore, un choix différent de ces consta ntes
ne remet pas en que stion les conclusions eXJ>osPes ci-dessous.

C o m m a nde lin éa ire d'un m od èle réd u itpar la technique de s réalisation é q uilibrées

Nous nous basons sur l 'approximat ion tangen te du modèle (L,V). Par la technique des réali sat ions
équi librées déc rite a u chap it re précédent , nous ob tenons un modè le de dim ension cinq,q UÎ capte
l'essen tie l de la dynamiqu e. Le cha ngeme nt linéaire de coordonnées nécessaire pour obt enir une
réa lisat ion équilibrée dé tr uit le sens physique <les état s d u modèle : il n'es t plus quest ion ici
d 'écar t par rappor t aux fractions molaires de pro paneà l'équilibre. Nous supposons donc que
seules lessortiessont mesurées et const ruisonsUI1 observateur de type Lucnberger pour estimer
les cinq éta ts du modè le.

Les commandes sont ca lcu lées par un retour d 'ét at linéaire, solutio n d 'un prob lèm eà cri tère
quadratiq ue sur un hor izon infini. Lamatrjre des gains est donc soluti on d'une équ ation de
Ricatt i. Les formee quadr atiques affcr teés aux ent rées et aux sort ies tradu isent , ou t re une
mise i!. l'échelle des var iab les , une pénalisat ion de la variat ion des sort ies. Nous toléron s de
fortes variat ions des com ma ndes pou rvu que les sort iC's restent proches de J'orir;ine. Le gai n
de l'obser vateur est calcu lé par placement de pôles. Ceux -ci sont fixés au double de ceux du
contrôleur. de sort e que la converge nce de l'observateur soit plus rapid e.

Unc êt ude en simulation de tou tes les comm andes linéairespr oposées récemme nt nousaurait
conduit t rop loin. Nous consid érons donc cette loi de commande comm e un prototype des
commandes de modèles linéaires réduits. A cc tit re , les conclusions que nous t irons quantà ses
performances doivent être compris es comme le minimumatteignable par de telles ap proc hes :
robustess e cor recte mais doma ine de validité réd uit par n ' que les non-linéa rités ne sont pas
prises en compte.

Co mmande non-linéa ir e d 'u n mo dè le réduit par a grégatio n d es p la t ea ux

Le modèle (L,V) complet est réduit par la technique d 'ag régation des plateaux. Nous extr ayons
lin modèle de dimensi on cinq en considérantles cinq compartiment s suivants :

ballon de tête (p lateau 1) ;

plateaux 2à 13, les retenues sont tr ansférées sur le plat eau 13 ;

plateaux1·1 à29, les retenues sonttra ns fé réessur le plateau d' a limenta tion (plateau 21) ;
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plateaux30 à 41, lesretenuessont transféréessur leplateau30;

- ballon de fond (plateau42).

Les sorties sont lesfractions molaires de propanedans ledistillat et le résidu. Lacommande
nécessitela connaissancedes fractions molaires de propanesur les plateaux 13 et 30. Nous
supposonsqu'ellesne sont accessiblesqu'àpartir des températuresmesuréessur cesplateaux.

8.1.3 Résultats

Chacunedes commandestestéesest implémentéedans lesimulateursous forme desystème
algébro-différentiel: le débit de reflux ct lapuissancede rebouillagesont appliquéesau modèle
de colonnede façoncontinue.En pratique,les commandesne sont calculéesque toutesles trois
à six minutes;nous nesimulonsdonc pas ici les effets liés à unediscrétisationde la commande.

La perturbationretenueest unevariationde lacompositionde l'alimentation:en 30minutes,
la fraction molaire de propanedans l'alimentation de 35 à 20%, alors que dans lemême
tempsla fraction molaire de butanepasse de 60 Ce type deperturbationest courant
sur site. Lesconsignesne sont pas modifiéspendantla durée de lasimulation.

Pour que lesrésultatssoient significatifs, il nous faut considérerque lesmesuresdes taux
d'impureténe sont pasdisponiblesinstantanément.Nous synthétisonsles résultatssur deux
figures, représentant:

- pour la figure 8.1, lesvariationsdes taux d'impureté,communiquéesau contrôleuravec
deux minutesde retard;

pour la figure 8.2, lesvariationsdes taux d'impureté,communiquéesau contrôleuravec
trois minutesde retard.

Ces retardsrestentnettementinférieurs à ceux constatésen pratique, qui sont généralement
supérieursà dix minutes.

Premièrefigure

- commandelinéaire du modèle (L,V) complet: au bout d'environ une demi-heure,les
sortiescommencentà osciller de façoninstable.En moins d'uneheure,les variationsdes
commandesdeviennenttrès importanteset impensablessur site. Elles sont telles que le
simulateurne plus pluscontinuerà intégrer;

- commandenon-linéairedu modèle (L,V) complet: ses performancessont très bonnes,
surtoutpour le produit de fond qui nes'éloignepas de laconsignefixée. En têteon relève
un dépassementde 20%environ, mais la sortie rejoint sa consigneen une heure;

- commandedu modèlelinéaire réduit: les sortiess'éloignentbeaucoupplus de leurs con-
signes, de 50% en têtejusqu'àplus de ]00% en fond. Elles yretournentpar oscillations
amorties,en trois heures pour latêteet en guère plusd'uneheure pour le fond;
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- commandenon-linéairedu modèleagrégé:les dépassementsd'environ20%sont del'ordre
de celui observéen tête pour lacommandenon-linéairedu modèle (L,V) complet. Le
retour aux consignes estcependantplus lent et comparableen tempsà celui obtenupar
la commandedu modèlelinéaire réduit, quoiqu'il ait lieu dans ce cas sansoscillation.

Les commandesnon-linéairesoffrent dans ce cas debonnesperformances:faiblesdépassements,
retouraux consignes sansoscillations.La commandelinéairedu modèle(L,V) completest inef-
ficace. Par contre,malgréde forts dépassementset un retour lent aux consignes,la commande
linéairedu modèleréduit fonctionne.Notons lecaratèreasymptotiquedu rejet despertubations
pour les commandesde modèlesréduits: il se traduit par un retour plus lent aux consignes.

Secondefigure

La commandelinéairedu modèle(L,V) complet,déjà inefficace pour unretardde trois minutes,
n'cst pas représentéeici.

commandenon-linéairedu modèle(L,V) complet: pour un retard de trois minutes,elle
présentele même type deréponseque la commandelinéaire du modèle (L,V) complet
dans le casprécédent.Au bout d'une demi-heure,les sorties commencentà osciller de
façon instableet, en moinsd'uneheure,les variationsdemandéessur lescommandessont
telles que lasimulation s'arrête;

- commandelinéaire du modèleréduit: les dépassementsobservés(environ 50 %en tête
et plus de 100%) en fond sont comparablesau cas précédent.Toutefois le retour aux
consignes,toujours par oscillationsamorties,est plus lent: il s'effectueen quatreheures
environ, au lieu detrois;

commandenon-linéairedu modèleagrégé:les performances,tant du point de vue des
dépassements(environ 20% en tête commeen fond) que duretour aux consignes(sans
oscillation en trois heuresenviron) sont quasimentidentiquesà celles du casprécédent.
L'augmentationd'uneminute du retard n'a pasd'effet sensiblesur lesperformances.

Les commandesde modèlesréduitsoffrent desperformancescomparablesau casprécédent,à
l'exeptiondu tempsde retour pour la commandelinéaire.Parcontre,la commandenon-linéaire
du modèlecomplet devient inefficace enprésenced'un retard plus important.

Conclusions

Ce comportementdesquatrelois de commandeest reproductibleen faced'autresperturbations,
pour divers réglages descommandeset problèmesde capteurs.On peut, noter toutefois une
améliorationdes performancesdes commandeslinéairesquandles taux d'impuretéchoisis sont
plus importants.Ces deux testspermettentd'affirmer que

- la prise en compte des non-linéaritésne suffit pas pour la synthèsed'une commande
robuste;
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- il est ca pital d'u t iliser lin modèleréduit de la dynamique pour gagner enrobustesse. C 'est
alors seulementqu' il est ut ile dl"prend re encompte 1("8 non-linéarités , afin d 'améliorer
la préc ision. En présence Jetrès fe rtes per tu rbat ions,cet te prise en comp te devient
nécessaire, carmêmela comm ande demod èleslinéairesréduitsdevient dansce cas inef-
ficace.

Xous avons étu d ié - dan sle casréelle men tbinaire- le spec tre de l' approxi mat ion tan gente
quand lessorti es de la colo nne sont par IF.!com mandesnon-linéai res présen téescl-
dessus. Rappelons q u'en boucl e ou verte, le modèle(L,V) d' une colonne binaire possède une
approxima t ion ta ngent edon t toutes lesvale urs propres sont réelles cl néga ti ves,Sur la fi
gure (8.3), les phénomènes suivants sont bien visibles :

- la commandenon-linéair edu modeleromplet tend à modifier l'ensemble du spect re.Elle
implique notamment l'apparit ion devale urspropres comp lexes conjuguées ;

la commande non-linéa ire d u modèle réd uit ne modifie que les plus grandes const an tesde
tem ps du système :ces résu ltats sont enacco rdavec la mét hode deréduction présen tée
dans l' introduct ion dece mémoire.

Le modèle (L,V) com plet n'est pas celui qu i sert pour simuler le fonctionnementde la
colonne. Encons équence,et confo rméme ntaux commentai res de la pagt>99, celui-citraduit mal
les faibles const antes de temps (lu modèle, l' t'(:11ga ins de la commande sont peu précis pour
la compensation desph énomè nes r-apides,théoriquementgarant it>pa r lacommande du mo dèle
comp let . Cec i n 'es tpas géna ntsi 11.'11mesure ssont lnt anuanées-les perfo rma nces de la commande
du modèle non -linéa ire comp let sontexcellentesdan sce cas-, ma is devientred hibi toir edès q ue
des retards sontintrod uit s dan s le bouclage.

8 .2 C o mmande d'un modèl e réduit d e colonne pseudo-
bina ir e

Nous présenton s danscette sect ion1("$ performancesde la com mande d 'un modèle réduit de
colonne pseudo-binaire. La colonneest une sta bilisationd' essences :le but ane conten u da ns
l'ali mentati ones t sout iré entête de colonne, laissant en fond uneessen ceplus lourde, donc
sta bilisée.Le but cie la colonne est de réguler 1l."S taux d' impu reté du penta ne le plus léger
[lsopentane] dans le produit de tête et dubutane le plus lourd (normal-butane) dans leproduit
de fond. La colonne a 38 plateau xd o'St alimentée au 20 par lin mélang etrès riche
d ' éthane , de prop ane, de butanes (isohutan ..et normal-but ane), d,. pentanes[isopentane s et
normal -pentane), plus des essences (nous employons cc te rme pou r désigner les moléculesà plus
de six carbones ].

Pour simuler la dynam ique d'u ne telle colonnt" par la. méthod e décr ite dans la p remière
part ie d u mémoire, il faut se baser sur un nombre raisonnable de com posés.Le modè le alg ébeo-
différent iel ob tenu en décrivant les bilans J e mati ère et d'én ergie ainsi que l' hydrodynamique
des plate aux et lei régulations de hase res t.. clans cc cas ruenipulablepar le logiciel ut ilisé. A
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par t ir des chromatographies disponibles de l'al imen tat ion, nous avonsregroupé les isopent.anes
en un seu l composé auquel nous avons att ribu é les ca racté rist iques de l'is open tan e ma jo rita ire
dans l'a limentation. Nous allons répart i les molécu les à plus de six atom es de car bone en deux
"essences" , etidentifié leurs paramètre s thermodynam iques par des somm es, pondér ées par
la teneur dans l'alimentation. des paramètres des comp osés originels. Cett e mét hode, d ite de
Pliicker, nous apermis de r..prod uire co rre-ct..m..ntk profi l de température J ans la colonne,
est iméà part ir de relevés de

- la tem pératu re J e tête ;

- la te mpé rat ure su r un plate au de la zone de rect ifica tion ;

- la te mpérat ure sur un plateau de la zone d'épuisement ;

- la températ ure de fond.

Pour construire le modèle decommande, nous avons supp osé que la colonne séparait un
mélange dequatrecomposés :

un composé trè s léger, représentant l'éthane, le propane et l'isob utane ;

- un compo sé clé, le normal- but ane;

l'a utre composé clé, l'iso pen tane ;

un comp osé très lourd , rep résentant le normal- pen tan e et les essences .

Le but d'u n regroupementen quatre comp osés es t de synth ét iser une loi de com man de ut ilisan t
seulement les quatre mesures de tempé ra t ure citées ci-dessus. Nous avons ensui te écrit un
modè le (L,V ) complet de la dynam ique de ces qua tre composés . La commande est ca lcu lée sur
le modèle rédu it déri vé de cc modèle (L ,V) .

Dans le résultat que nous présent ons, le débit d 'alimentat ion a les ca rac téris t iques d' un
bruit blanc (figure (8.4)). La composi t ion J e l'a limentation estmodifi éeen Je ux heures:

- l 'éth ane passe de 0,5à 1% ;

- le propane passe de 6à 9%;

- les but anes passent de 14 à 20% ;

- les pent anespassentde 5, 5à 10%;

- l'esse nce légère passe de[la à 50% ,

l'essence lourde passe de 21 à 10%.

Cette variatio n Je Ill.com posit ion de l'alimentat ion est importa nte. Dans lemêmete mps, la
températ ure de l' al imentation chut e de 10 degrés (396Kà 386K) . La comman de est calc ulée
toutesles trois minutes et
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- les mesuresde températuresont retardéessystématiquementde deuxminuteset arrondies
au dixièmede degré;

- les mesuresde compositionsont retardéesde quinzeminutes;

les commandescalculées ne sont pasappliquéesdirectementmais passentdans un filtre
du premierordre dont laconstantede temps est fixée à 5minutes;

la puissancede rebouillagecommuniquéeau modulede commandediffère de 10% de celle
appliquéeà la colonne.

A l'inverse de la section précédente,la commandeest ici discrète.Ces caractéristiquessont
représentativesdes problèmesrencontréssur site, quoique nous ayons exagérévolontairement
les variationsdu débit de la charge et leretarddescapteursde température(les thermo-couples
généralementutilisés n'introduisentpas de telsretards).La commandeest appliquéeà partir
du temps0 des relevés.

Sur la figure (8.5), on peutconstaterque lesperformancessont acceptableset que lessorties
sont réguléesconvenablement:elles s'éloignentmomentanémentde leurs consignes, mais y
reviennenten un tempsraisonnable.Les variationsde l'alimentationsont perceptiblessur le
relevé destempératures(figure 8.6). Cerésultat montre la robustessedes lois decommande
que nousproposons,mais révèle aussi ses limites(précision),dues aucaractèreasymptotique
du rejet desperturbations.De telles commandessont utilisées en raffinerie, nous leverronsau
chapitresuivant. Elles ont remplacé,avantageusementau dire desutilisateurs,les commandes
monovariablesclassiquespar des bouclesproportionnelles-intégralespuissancede rebouillage
+---+ températureen épuisement.
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Figure 8.4: Simulation de la commande d'une colonne pseudo-binaire
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Chapitre 9

Résultats sur site

Dans cechapitre,nous décrivonsle programmeCOLBIN qui permetla commandedes colonnes
sur site. Lapremièresectionfournit des détails sur le fonctionnementet la mise enplacede ce
programme.La secondeconcernela présentationet le commentairede sonfonctionnementsur
une stabilisationd'essenceet sur undépropaniseur.

9.1 Le programme temps-réel COLBIN

Nos lois decommandenon-linéairesde modèle réduits sont utilisées actuellementdans trois
raffineriesde la sociétéELF-ANTAR France.Un programmetempsréel, écrit enFortran,en est
le support.Ce programmes'appelleCOLBIN, pour colonnebinaire, dont la régulationétait le
but initial. Sa mise aupoint est le fruit d'uneétroitecollaborationentrele CentreAutomatique
et Systèmesde l'Ecoledes Mines deParis,représentépar P.Rouchonet l'auteurde cemémoire,
et la sociétéELF-ANTi\R France,représentéeprincipalementpar Fari Djenabet JeanLaforêt.
COLBIN permetmaintenantd'appréhenderla commandeen qualité des colonnesbinaireset
pseudo-binaires'il est installé sur desdépropaniseurs,des dééthaniseurset des stabilisations
d'essence.

9.1.1 Modes de fonctionnement

COLBIN peut utiliser pour la régulation en qualité des couples de commandesextraits de
l'ensembledébit de reflux, débit de distillat, débit de résidu et puissancede rebouillage. Le
coupledébit de distillat-débit cie résidu est exclu, à cause cie lacontrainteimposéepar le bilan
matièreglobal.

Pour toutecolonneexistentdescontraintesde circulation interne;il faut éviter par exemple
l'engorgementet l'asséchementdes plateaux. Ces contraintessont traduitespar des bornes,
inférieureset supérieures,sur Jedébit de reflux et lapuissancede rebouillage.Lorsqu'unecon-
trainte devient active, COLBIN passeautomatiquementen mode monovariable: la commande
correspondantà la contraintenon-activeest utilisée pour réguler la sortie prioritaire, définie
par l'utilisateur. Le retour au mode multivariable a lieu dèsl'inactivation des contraintes.Ce

J2]
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mode de fonct ionnement perme t d'é viter lesd ébouclegeeet correspondà un souhait des ut i-
lisateu rs. CO LAIN est utilis able en mode mono var jable ; dan s ce cas l' uti lisate ur do it préciser
que llecommende il souhaite employer.

9 .1.2 M ise en pl ace

COLB IN fourni t à des inte rval les de tempsrégulie rs[de â àGminu tes) les nouvelles com mandes.
En deho rs des consigne s pour les sorties, les variabl essuivantessont utilisées :

le (lébit de ehar go et sa fract ion vapori sée ;

- les débits de dist illat et de résidu ;

- les fract ions mol aires <l' imp ure té dans les deu x sorties ;

- les températures sur le plateau de tê te et le plateau de fond ;

- la tempér at ure sur un plateau dans la zone de rectification ;

la températu re sur unplateau dans ta zone d' épuiseme ntj

la press ion eu tête de colonne.

La mise en place du logiciel est simp le. Il faut disposer d 'en regist remen ts du fonctionnement
de la colonne sur une période de temps assez longue . Couplésil.des renseignements d ispon ibles
(le nombr e dt: p latea ux, leur géomé trie , les comp osés présen te,... ), ces en registrements sont
suffisants pour init ialiser COLBIN , en par tic ulier les te rmes int égraux. Nousévitons la phase
dél icate d'id enrification de paramètres à parti r des réponsesde l' unité à desexcitalions calib rées.

Après un accueil mitigé, COLBI:" est mai ntena nt consid; r;' par les opé rat eurs des ra ffiner ies
françaises de ELf'-A:'lTAIt Franc e commeU ll ou t il fiable ct per formant ; la confiance dan s le
bon fonctionnement du logiciel tes inci nte à focaliser leurattention sur des unités plus sen-
sibles ; réacteurs, colonnes de bru t . . . Pour tes colonneséquipées, seules des modificat ions de
consignes ,espacées,leur dem andent d u temps. L'essentiel des «;'bou clages est lié à des pann es
d'ordinateurs et il convient ma inte nant d'ê t re atten t ifl' II problène suivant; quelles con nais-
sances Faut -il maint enir pour être capable, le cas échéant , de conduire les colonnes en débi t de
reflux et pui ssan ce derebouillage.

9.2 R ésult ats sur s it e

Pour illustrer le fonctionne ment du logiciel , nous avons choisi de reproduire, avec l' accord de
ELF-AXTAR France, une jo urnée du fonctio nnement d 'Un d èpropaniaeurd d'unestabilisa tion
d 'essences, deux colon nes sit uées à 1/\ raffinerie de Cr and puits (Sei n.. et \ fa rne) .
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9.2 .1 La stab ilis atio n d es essences
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C'est une colonne pseudo-binai re de 32 platea ux fonctionnan t sous une pression de l a bars.Elle
perm et de débar rasser l'essence de sescomposésplus légers que le pentane. Les deuxcom pos és
clés sont ains i le normal-butane, le plus lourd des butane s, et l'iso pent ane , le plus lt>gN (les
penta nes.

Pendant la journée qu i nousint éres se,l'a limentati on de la colonne subi t de brusques va-
riat ions, tan t end ébit qu' en composition -figure (9.1)- . Elles se retrouvent sur les en trée s
-f igure (9.2)- . Les consignes son t respe-ctées en moyen lie (0,8% molaire de normal-bu ta nedans
le produit de fond et 0,2 % d'isopentaue dan s le produ it de tête).Le ca ractère asy mp to tiq ue
d u rejet est bien visible aux alento urs de la huiti èmt' heu re, quand ont lieu les plu s fortes
varia t ions -figurc (9.3)-. Le fai t que la composit ion de la cha rge ait cJ];\ngé est détect able si
les températu res des ext rémités -fi gure (9.4)- sont exallli llN'S en même temps que les ta ux
d' impureté J ans les prod uits. En effet, pour des taux d ' impu reté ideut.iqucs, la
température de tê te se stab ilise t rois degrés en-dessous, celle du fond environ deux degrés en-
dessou s.

Ces perf ormances sont jugées bonnes par les ut ilisa teurs. Noto ns to utefo is que la préc ision
de la comm ande est bien entend u fortement liée à la préci sion des capteu rs, quiposentsou vent
des problèmes de décalages ct de précision(dé bitmè t res]ou de retard s (chromatographes ].

9.2.2 Le dépropanise ur

Leprodu it det ètede lastabilisat ion d'essencesprécéde mme ntdécr ite alimen te u n dééthaniseur.
Ce lui-ci est aussiéquipéde COLBIN et don ne de bons résulta ts. Mais son foncli onn t'llIf'nt ,
monovariable,est moins intéressant dans le cad re de ceuc présentat ion (le d isti llat , vapori sé, a
un débit tr op faible pour servir à la commande ; c'est le débi t de reflux qu i permet lar égulat ion
du nivea u detête). Le produi t de fond decette colonne est majo ritai rementUll méla nge de
prop anect de butane, auquel s'ajoutent en faiblesproport ions [quelques pourccm s mola ires]
de l'ét hane et du pen tane. Ce produit est unepartie de l'a limentation du d épro panise ur do nt
le foncücn nemenr es t discuté da ns cett e section .

Su r 42 plat eaux et sous une pression de 15 bar s, le d épropaniseur perm et deséparer le
bu tan e du propane. Pendant les vingt quat re heures, le débi t dt" l'alimen tation est modé rément
variab le - figure (9.5)-.Le fai t le plus ma rquant est la brusque impulsionautour <le la huitièmt'
heur e, dueà un changementdes tamis. Les varia t ions de l'énergie del'aliment aricn ,r évéléespar
les changementsde températu re, ont en fait une influence plus impo rta nte sur les sorties:cet te
perturbat ion n 'es t pas mes urée, ct p"r ailleurs la commande néglige lesaspects.énergét iques.

Coté sort ies -fig ure (9.6)- , on rem arque une meilleure régu lation de la com posi tion du résidu .
Approxima tlvemc nt entr e la d ixièmeet la qui nzième heu re, la contra inte demaximum sur la
puissance de reb ouillage est ac tive - figure (9.7)- : Ill.régulat ion passe en mOllovariable avec pour
objec tif la sort ie de rond , prior itaire . Suite à une baisse du débit de cha rge, lacommandemul -
t ivaria ble redevient poss ible vers la quinzi ème heure; COLBIN abandonne automat iquement
le mode mon ovaria ble et corrige très rapidement la sorti!" de têt e.
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Figure 9.1: Résultats sursite : stabilisation d'es sences
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Figure 9.2: Résultats sursite: sta bilisa tion d'es sences
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Chapitre10

Commanded'un réseaude colonnes

Le but de ce chap itre est de fourn ir un exemple de l'ut ilité de notre app roche en étud ian t un
procédé à deux colonnes coupl ées, uti lisépO UT la dist illat ion des essences. Une première section
décri t la complexité du procédé-réd .Vient ensuite une descript ion minima le de sa dyn amique,
qui nO\ISpermet de bâti r des modèles de ta ille ra isonna ble pour la simulat ion et la synt hèse de
10Îs dl" com mande. Nous verrous qu ' il est possible de construire une loi de comm ande or iginale
à par t ir d' un modè le agrégé . Cett e loi de comman de mult.ivar juble, impliquant quat re entrées
et quat re sort ies , se révèle robus te.

10 .1 D escri ption du procédé sur site

10 .1. 1 Méla ng e à sé p a re r etschéma d e sé p a ration

Le mé lange à sépar er est t rès riche, puisqu ' il implique centà deux cents const it uants, dont le
nomb re d 'atomes de carbon e par molécule varie de cinqà dix. Pour un nombre d 'a tom es de
carbo ne donné, les familles suivan tes sont pr ésentes :

- paraffines :

isopareffines

nap htèn es ,

- ar o m a trques;

- olefines ;

- cydo-oléfines ;

- sryr éniques.

Le schémade fonct ionnem ent d ucouple de colonnes est représe nté su r la figure (10.1.1). Le
méla nge à sép arer ent re dans la première colonne (appelée spli tt er], sur unétageproche du fond.
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Un sou tirage, dans le tiers supér ieur , permet d 'a limente r la seconde colonne (a ppelée st ripp er ).
Le flux de vapeur sortan t en tête du stripper est réinject é dans le split.ter sur le p lateau de
recycl age , sit ué juste au-dess us du plateau (le soutirage . Ce shéma de fonctio nneme nt perme t
d 'ob tenir t rois prod uits :

- une essen ce légère, en tête de splitter. Elle cont ient des comp osésà cinq ou six atome s de
carb one par molécule;

une essence moyenne, en fond de str ipper. Elle contient des compos és dont le nomb re
d' at omes de carbone par molécule varie de cinqà huit;

- une esse nce lour de, en fond de spli tte r. Elle cont ient des composés don t le nombre d' atomes
de ca rbon e par molécule var ie de sept à dix.

10.1.2 Variables d e commande e t va r ia b lesà co m mander

Les variab les à commander sont .

- Pour le spli t ter :

- la pression de tête ;

- le niveau de tê te ;

- le niveau de fond ;

- la com posit ion du pro duit de tê te et celle du pro duit de fond ;

- l' ou r le st ripper :

- le niveau de fond ;

la composit ion du prod uit de fond.

Le débi t et la composition de la charge ne sont pas manipulahlcs. Par contre, l' uti lisateur
dispose .

. . pour le split ter, de

- la puissance de condensa tion des vape urs de tête ;

la puissance derebouillage ;

- le déb it de dist illat ;

- le déb it de résidu ;

le débit de reflux ;

le déb it de soutir age ;

. pou r le st.ripper, de
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- la puissancede rebouillage;

- le débit de résidu.

Notons que:

133

la pressiondans lestripperest indirectementrégulée par lapressionen tête de splitter

le flux de liquide quipermetle contre-courantdans lest.ripperest généré parl'alimentation
à l'extremit.ésupérieure.On ne trouve donc ni ballon, ni reflux entête de stripper.

10.1.3 Régulations de baseet commandeen qualité

• Régulationsde base

Classiquement,la commandeest hiérarchisée:les niveauxet la pressionen têtede splitter sont
réguléspar des bouclesrapidesde type proportionnel-intégral.La commandeen qualité, plus
lente, intervient au niveausupérieur.Les boucles de basesont:

- pour le splitter,

- pressionde tête f-----4 puissancede condensation;

- niveaude tête f-----4 débit dedistillat;

- niveau de fond f-----4 débit de résidu;

pour le stripper,niveau de fondf-----4 débit de résidu.

Les quatrecommandesdisponiblespour la commandeen qualitésont donc:

le débit de reflux;

- le débit de soutirage;

- la puissancede rebouillagedu splitter;

- la puissancede rebouillagedu stripper.

• Commandeen qualité

Actuellement,le but de larégulationen qualitéest

- de maximiserle taux descomposésà six carbones(communémentappelésles C6) dans
l'essencelégère tout en restanten-dessousd'un seuil fixé à l'avance;

- parallélemcnt,de maintenirl'essencemoyennedans une plage decompositioncaractérisée
par un "point 95%" (températurepour laquelle 95% du mélangeest distillé dans un
appareilnormalisé).
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L'essence lourde n'est pas spécifiée. On cherch e doncà rt'gllier seulement deux sorti es.
Dans la suite (Je cett e étude , nous allons transform er ces ob jecti fs pour tirer parti desquatre
commandes disponibles.

10 .2 Descr iption minima le du procédé

10 .2 .1 Agrég ation d es co m posés

La simulat ion dynam ique d'u n tel procéd é imp lique le d éveloppement {le modêles d ifficile-
ment manipulables,étant donné le nombre impo rt ant de const it uants du mélangeà séparer.
Notre premier ob jecti f est de représenter ce mélange par un nombre minimal de composés,
suscept ibles de représenter l'essent iel de la dynamique du procédé . Nous avons choisi de reteni r
quatrecomposés, dont les proprié tésthermodynamiques sont dédu ites (If' celles descomp osés du
mélange origi na l. Dans la su ite , nousrepérerons ces composés par les dénominations suiva ntes:

- le composéléger , qu i correspond a pproximativement aux CS;

- le composé m oyen , qui correspondapproximat ivement aux C6;

- le comp osé lou rd , qu i corr espond approximativem ent au x C7 et aux plus légers des CS;

- le com posé t r b lo u rd (ou lou rd plus), qui eng lcble des CS, les C9el ClO.

Qualitati veme nt . nous pouvons observe r que :

- If':comp osé tr ès lourd ne monte pas dans la colon ne au-dess us du plateaud'alimentation.
Il sort da ns le produ it de fond dusplitter.

Inversement, le composé léger ne descend pas au-dessous d u plateau d'a limentation. Il est
par contre enpartiesoutiré: on le trouve donc majorit ai rementdam Je prod uit de tête
du splitt er ma is il est présent aussi dan s le pro du it de fond du stripper;

- Il" composé moyen est présent dans les deux colon nes. S' il sor t maj oritaire ment dans le
prod uit de fond dustripper, il est prese nt il la fois dans les prod uits detêteet de fond
d u splitt er.

- en fin, seules rreces du composé lou rd sont observab les su r les plateaux situésau-dessus
du plateau de recyclage . Celui-ci sort majorit airement dans Je prod uit de fond dusplitt er
mai s inte rv ient pou r 20à.30% dana la compositiondu pro duit de fond de st ripper.

La figure (10.2.1) résum e cescomportements qualitatifs.
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10.2.2 Objectif de la commandeen qualité
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Partantde cesobservations,nous nous sommesattachésà l'objectif de commandesuivant:

- régulationdu taux de composé moyen dans leproduit de tête dusplitter;

- régulationdu taux de composé moyen dans leproduit de fond dusplitter;

- régulationdes taux des composés léger et lourd dans leproduit de fond dustripper.

Nous ajoutonsainsi unespécificationdu produit de fond desplitter. Notons par ailleurs que
la doublespécificationdu produit de fond dustripperdoit permettredetraduirecorrectementen
termesde fractionsmolaires laspécificationen termesde "point 95%" La commandedisponible
du stripper (puissancede rebouillage)ne peut servirqu'àévacuer unsurplusdu composéléger.
Ceci impliquequ'il est nécessairede réguler le taux ducomposélourd sur leplateaude soutirage,
pour qu'enfond du stripperil puisse sestabiliserà la consigne fixée.

10.3 Ecriture d'un modèlede commande

Etantdonné lacomplexitédu système,nousn'avonspas pudémontrerde propriétésintéressantes
vérifiées par les modèles ledécrivant (unicité du point stationnaire,stabilitéen boucleouverte
.. ). L'extensionque nousproposonsest donc formelle. Danscettesection,nous écrivons un

modèle(L,V) agrégé pourdécrirele fonctionnementdynamiquedu couple decolonnes.

10.3.1 Descriptiondes flux totaux internes

Nous appelons:

F le débit d'alimentation;

LI le débit de reflux dusplitter;

L 2 le débit liquide soutiréau splitter, soit l'alimentationdu stripper;

- V1 le débit de vapeur en fond desplitter;

V2 le débit de vapeur en fond destripper.

10.3.2 Agrégation

Nous avons choisi, en fonction des fluxinternes,d'agrégerl'ensembleen cinq compartiments:

- la totalité du stripper constitueun compartiment.Les retenuessont transféréessur un
plateauproche de la tête(plateaut). Le ballon de fond est leplateaunt;
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- la par tie haute dusplitter, c'est à di re Je ballon de reflux (p lat eau 1)et les pla teaux de la
tête jusqu'au recyclage inclus, forme le com part iment de recti ficati on. Les ret enues sont
transférées sur un plat eaul'Il reetifieation [plateaur);

- la par t ie basse du split tet, c'està dire le ballon de fond (plate aun) et les plateaux
ju squ'au plateaue, forme le comp art iment d 'épuisemen t. Les retenuessont transférées
sur le plat ea u e (leplus hau t ) ;

- le pla teau de soutirage (plateaus )et les plateau x en-dessous, jusqu'auplateaurn, forment
le compartimentmédian, les ret enuesétant tr anféréessur le plate au m(le plus bas ) ;

- les plateau x m+ 1 à e - 1 forrneut lc dernier compartiment . Les reten ues sont tr ansféré es
sur le pla teau d 'alim ent ation.

10. 3 .3 Equat io ns d e la command e

Not ons x [respec t.ivementy) les fract ions molaires dans le liqui de [res p. dans la vape ur) pour
Je etri pper . Pour lestripper,nous notonsX (resp.1) les fractionsmo laires dans le liquide [resp .
dans la vape m) La structuredu modèle agrégé permet d'éc rire

X I Sdx"L Il Vh V2 )

X nl = S1(Xh L1,V2)

Xn = S4(Xe, LI, VI, L2, F)

Pour ces t rois zones, les calcu ls sont toutil, fait sta ndards. Au plate au de sout irage , nous avo ns

L1x, _1+ V1 Y,+1 - L )x . - V1y, = o.
L'agrégation nous donneY.+! comme une fonction dex., Xm • Li> VI et L2. Par contr e, il
pst difficile d' obtenirX, _l . En fai t , il ex iste plusieurs façons d 'ou trepasse r ce pro blème . Nous
les avons testées en simulation afin Jesélectionne r la plus per forma nte, quis'avère êtr e la
suivante . .

Il est possib le d 'exprimer toutes les fract ions molaires du compa rtimen t média n en uti lisant

YJ+I = Y' +l + /'1 L2 (x) _ x,) .

Nous somm es ainsi ramenés ail prob lème de l'est imation dex. ct y.+! . Des approxi mat ions
sont nécessaires ct c'es t ici qu'i ntervi ent le savoir-faire accum ulé lors de l'étu de des colonnes
pseudo-hinaires. Soit E: un petit réel positi f. Nous SUppOSOIlS que

- (i) dan s le str ipper , les équi libres thermodynamiques sont te ls que1 L = E:XL, où l'exp osant
L rapporte a u composélourd ;

- (ii) dans le compartiment média n du split.ter, les équ ilibres thermodynamiq ues sont tels
que xl = E:Y' , où l'exposant1 rapporte au composé léger ;

- (ii i ) le dis t illat d usphtter ne cont ient pas de com posé lourd .
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Estimationde x, Le modèle the rmody namique d u compart iment médian est te rnai re . Nous
connais sons X*" Par l'hy poth èse (i), nous obte nons pouré = 0

t. ( V,) 'x. = 1 - L; Xnp (10.1)

qui nou s fourni t la fract ion mola ire du com posé lourd au soutirage. Paret la tempéra tu reT.,
nous pouvon s connait rex. entiè rement , grâce aux relati ons (l't'quil ihre thermody namiqu e.

Est im a ti o n d eY.+! L'hypot hèse (i i) noua don ne, pour z=0, = Or , nousconnaissons
x. et pou vons calcu lery•• L'hypothèse (i ii) nous per met d'écrire pour II' poin t stationnaire

Ut ilisant l'hy pothèse (i) pou rE.= 0 (voir ( lO.I)), cette équation devient

qui nous fourni tY:+I' Not re est ima tion deY.+! est complète.

10 .3 .4 Synth ès e p ar les températur es

La commande est calculée en inversan t les équat ions pr écédentes. Là.aussi. les fract ions mo laires
non- mesurées sont toutes est imables si l'on dispose des tempér at ures suivantes:

- T2, températ ure en tête de splitt er ;

- T" tempéra t ure dan s le compar t iment de rectifica tion du sp litter;

- T., tem pérat ure au soutie age ;

- T,.., températ ure à l'e xtrémité inférieure d u comp artim ent méd ian du splitter;

températu reà.l'('x trémi té supé rieure du comp arti ment d'épuisement du splitter;

Tn• température en rond de splitter ;

- 'li, t l'mpéra ture dans le compartiment J 'épuisement du strip per ;

- T"" temp é ra tu re en rond du st ripper.
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10.4 Performances de la commande

Nous présentonsdans cette section la réponsesimuléedes deux colonnesà une perturbation
du débit de charge,qui baisse demoitié en une demi-heure.Les sortiessont mesuréesavec un
retard de quinze minuteset les températuresavec un retard de deux minutes. Le modèlede
simulation,qui comporteuniquementquatrecomposés,a été construit selon les règlesétablies
dans lesecondchapitrede cemémoire: il prend en compte les phénomènesénergétiqueset
hydrauliques.

Sur la figure (10.3), on note que letaux d'impuretédu moyen estcorrectementrégulé, en
tête ct en fond de splitter. Etant donnéela consigne importante pour le composélourd cn
fond de stripper, la fraction molaire de léger y est moins facilement régulée, encoreque les
performancessoient là-aussi tout à faitacceptables-figure (l0.4)- : la commandeproposéeest
robustevis-à-vis des retards.

D'autressimulationsnon présentéesici donnentégalementde bons résultatset valident la
structurede la loi decommandeque nousproposons.

Représentationdescomposés L'étudeprésentéeest relativeà un modèlesimplifié à quatre
composés,ce qui nepeutprétendrereprésenterfinementla réalité.Se pose donc unproblèmede
la représentationdescomposés.La méthodeutiliséejusqu'ici,notammentpour lareprésentation
des essencesdans lesstabilisations,fournissait de bonsrésultats.Nous n'avonspas eu letemps
d'étudiercomplétementcette question,mais desétudespréalablesnous ont montré qu'il con-
venait d'être très attentifà cettephase d'élaborationde la loi decommande.

Cettestructurede loi de commandesera prochainementtestéesur un siteindustriel.
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Figure 10.1: Schéma defonctionnementdu couplesplitter-stripper
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SPLITTER

x', [xm
]

1-------------'--------

T
, x m XL
, "

*
1

Figure 10.2: Comportementqualitatif des quatrecomposésagrégés
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Figu re 10.3: Commande du couple split.ter-str jpper
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Fraction molaire du composé léger en fond de stopper
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Conclusion

Par cettethèse,nous étendonsl'approcheintroduite par Lévine et Rouchonpour la commande
des colonnesbinaires.

Une généralisationde leur approchepour les colonnes multicomposécsest très difficile
quandaucunehypothèsen'estposée surle comportementdes composés.Cettedifficulté se tra-
duit par la méconnaissancedes propriétésdes modèles.L'unicité des points stationnairesdes
modèles(L, V) n'est pas démontrée;notre contribution est la démonstrationd'une propriété
vérifiée dansce cas par lejacobiendes fonctions d'équilibre. Au vu des tentativescommentées,
il nous sembleque cette propriété sera utile pour des étudesultérieures.La question de la
stabilité en boucle ouverteresteen grandepartie non résolue;notre contribution concerneici
une plus finecaractérisationde la dynamiquedu flash. Nousespéronsqu'elle pourraservir de
base à denouvellesapprochesdu problème.

Devant ces difficultés, il nous a paru judicieux de restreindrenos travaux aux colonnes
pseudo-binaires.Nous fondant sur une nouvelle méthodede réduction, nous construisonsdes
modèlesde ladynamiqueet montronsqu'ils sont stablesen boucleouverteet qu'ils admettentun
uniquepoint stationnaire.Nous pouvonsalors utiliser rigoureusementla techniqued'agrégation
des plateauxet démontrerd'intéressantespropriétésvérifiées par le modèleréduit. Les ques-
tions de l'existenceet des propriét.ésdes lois derejet de pertubationssur cesmodèlesrestent
toutefois délicates:nous avons pudémontrerseulementun résultat d'existencede telles lois.
Les simulationset les résultatssur site sont néanmoinstout à fait rassurantsquant à leurs
performances,ct permettentd'envisagersous unanglenouveaula commandede procédésplus
complexes,commel'illustre l'étudedu splitt.er-stripper d'essences.

La conclusionà notre sens le plusimportantede cettethèseconcernela placefondamentale
qu'il faut accorderà la modélisationpour la commande,et qui se traduit ici par la nécessité
de ne pasprendreen compteles phénomènesrapideset stables.Pour reprendrel'introduction,
cetteattentionconstitueà notreavis uneapprocheplus intrinsèquedesproblèmesde robustesse.
Il restelà beaucoupà faire, notammentdans l'éclaircissementdes liens avec lesétudesdans le
cas linéaire.
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Annexe A

Géométrie de la dynamique du flash

Dans nousreprenonset étendonsun résultatprésentépar PierreRouchondans
sa thèse[98]; nous qualitativementla dynamiqued'un flash adiabatiquepour lequel
la pressionet les rétentionsliquide et vapeursont fixées. Sil'équilibre thermodynamiqueest
stable, le systèmed'équationsdifférentielles ordinairesdécrivant la dynamiquepeut être in-
terprétécommeun systèmegradient sur une variété riemanniennepour laquelle la métrique
dérivedes matriceshessiennesdes entropieset le potentielest la productiond'entropie.Quand
l'alimentationest constante,une telle interprétationassurela stabilité asymptotiqueet prouve
la convergencesans oscillationsvers le point stationnaire,où la productiond'entropicest mi-
nimale.

Nous commençonspar une formalisation adéquatede l'équilibre thermodynamique.Nous
présentonsensuitele modèlealgébro-différentieldu flash et construisonsun systèmedifférentiel
équivalent. Finalement,la structureriemannienneet l'interprétationsous forme de système
gradientsont décrites.

A.l Préliminaires thermodynamiques

Cettesectionest consacréeà une formalisationinhabituellemais pratiquedes relationsd'équilibre
thermodynamique.

Nous notons,pour un mélangehomogènede c constituants,S l'entropie,N = (NI"'" Ne)
les nombresde moles, H l'enthalpie.v le volume, P la pression,T la températureet /-l, le
potentiel chimique du constituanti. Commela pressionest considéréepar la suite commeun
paramètre,un ensembleadaptéde variables indépendantesest II, 1'1 ct P. L'entropie S est
donc considéréecommeune fonction de H, N et P satisfaisantla relation différentielle

'j'dS = dH - t /-l,dN, - vdP.
I=l

(A.1)

Ipour l'essentiel,cette annexe est latraduction en français deJ'article "Geometryof the flash dynamics"
par P. RouchonetY. Creff [100].
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Cons idér onsmaintenantun sys tème Ierrné dt"c consti tu ants mai nten uà la pression P et
ne rece vant de l'extér ieur ni chale ur ni masse.Le second pr inci pe de la t hermody namique
stipu le que le systèmetend vers un éta t d'équili brt"p OU f lequel l'ent ropie estmaximale sous les
cont rain tes de constancede l'enth alpieJJ et des retenuesN. Noto nsp le nomb re possible de
phases. L'éq uilibre the rmodynamiq ue est alors ob tenu en résolvant le prob lème d'op tim isa tion

ou l'exposan t j est relat ifil. la phasei. Si la phasej ("ll lahs('nIRil. l'éq uilibre , N' et H J valen t
O. Si lesp phases possibles sontprésentesà nous pouvons écri re, pou r tou tj et to ut
k appartenant à {l , . . . ,pl, l'égalité dhivPt-s premi ères de SJ etSk :

aSJ ôSt aSJ as t

a HJ =a llk et aNJ =ONt
(A.2)

Ces condi tion s d'éq uilib re sont équ ivalentes auxcondiuonsclassiques d'é galit édes températures
cl des potentiels ch imiques dans toutes les phases.

Les équ ations d 'équil ibre(A.2) associéesaux contreintea de conser vat ionJI = L H J et
fi,' = L N J ne per mettentpasd'assu rer que l'ent ropie estmaximale. Ellesveu lent simplement
dire que sa pre mière variat ion,6S, est nulle. Si sasecondevar iation, 62S , est négative,cet
extremum est un maximum(loca l). Avec condi t ionsde stabilité de chaque phasei .de telles
condit ions su r62S sont appelées condi tion s de sta hilité thermod ynam ique :

(A.3)

pour toutesph asesj et k (j f- k) et où D2SJ l'st la ma tricehessienneJe l'entropieSJ par
rapport au x varia bles extens ives(N J, Il ' ). Remarquons(Ille D2S' :50 prov ient de lacondition
de st abilité de la phasej .

Dans la suit e , nous considéronsunique ment des équilibres liquide-vapeu r.Lesphases liqui de
et vapeur serontrespectivement distinguéo apar les expo sant s1et v.

NOliS nous plaçons sous J'hypoth èse suiva nted.. sta bilité the rmodynamique :

T S: l'équilibre est thermod llnamiquement stable:

(A.4)
Si (HJ, .\ 'J, P) DSJ(II ' ,NJ,P) · (Jti , N J)

o = D2S' ( IIJ ,NJ, P) _( II J, I"'J)

Com me la dépendance deSJ par rappor til 1/' et N'est homogène de degré un, nous avon s
les iden tités d' Euler (voir les rappelsà la fin de l'annexe) , appelées rela ti ons de
(l ibbs-D uhem :
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vapeur

F = (F•• .. . , Fc.FuJ)

liquide

Figure A.l : Un flash adiabatiqueoù la pression el les volume s sont constants.
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où D SJ et Ol SJ rep résentent respectivementles dérivées première el seconde deSJ par rapport
aux var iablesextensives(ll'. NJ) (j = l .v ) et où le point ..... correspo ndà l'évaluation des
opérateurs linéaires. Noto ns que la cond itio n de rang da ns les hypoth èsesT5 signi fie que la
concavit éde SJ est st rict e exce pté dans la direction de (HJ,NJ) .

Pour les mélan gesaaéotropiqucsoù 1e5composi tio ns des phases liquide et vap eu r sontiden
t iques ,T 5 reste vra i en génhal étantdonnéela dépendance en les enthal piesH/ et Il '' de 5/ et

Dan s des condit ionscr itiques, oùles deux phasesdeviennent indistinguables. D 2S1 + D2S"
n'est plusJ;fi nie négative, ct TS n'est plussatisfaite.

A.2 Mod è le algébro-d ifférent ie l

Co nsidérons te flash adiabatique représe nté sur la fi/!;ure A. l . Supposons que:

- la pression,ICl:Ivolumes liqui ded vapeur so nt co ns tan te(régulateurs depressionet de
niv..au plU" fa it.'l) ;

- 1f'S phase s liquide etvape ur sont parfai tementm élangéeset à l' éq uilibre th erm od yna-
m ique ;

- l'équilibre thermodynam ique satis fait les rela t ionsTS indé pendernmen t du temps.

l.e comportementdy namiquedece systèmeest déd uit , d 'u ne par t des éq ua t ionsdifférenrlellesde
bilan ma tiè red énergie , d'a utre par t des éq uatio ns algé brique s Je l'équilibre thermod ynamiq ue
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et desrégulations:

où

Chap. A. Géométrie de la dynamique du flash

dRI dRv
F-L-Vdi+-;U

RI vl(R 1) vi
vl(L) L (A.5)

RV V V
DSI(R I ) DSV(RV)

F = (F" ... ,Fe,FH! ) correspondau flux d'entréematièreet énergie (c est lenombrede
constituants);

- L = (L I1 ... ,Le,LH,) (resp. V = (Vi, .. ,VClVHV)) correspondau flux liquide (resp.
vapeur) de sortie;

RI = (RL ... (resp. W = (Rt, .. correspondaux rétentionsdans le
liquide (resp. dans lavapeur);

- 51 (resp. SV)est l'entropiedu liquide (resp. de lavapeur).DSI (resp. DSV) est la dérivée
premièrede 51 (resp. SV) par rapport à RI (resp. RV);

Vi (resp. VV)est la fonction volume liquide (resp.vapeur) (voir, à la section précédente,
l'équation(A.l)); vl(L) (resp. VV(V)) est le flux volumiquede liquide (resp. devapeur) j

- Vi (resp. VV)est le volumeliquide (resp. vapeur),supposéconstant.

La seconde (resp.troisième)équationde (A.5) assuresimultanémentque

- la retenueliquide (resp. vapeur) a la mêmecompositionque le flux de liquide (resp, de
vapeur) sortantdu flash;

la retenueliquide (resp.vapeur)est constante.

Dans (A.5), nousn'avonspas rappeléla dépendancepar rapport à la pression deSI, Sv, vi et
V V

: celle-ci est effetsupposéeconstante.Remarquonsque lenombred'inconnues(RI, W, L et
V), 4(c+ 1), est égal aunombred'équations.Remarquonsaussi qu'enraison del'homogénéité,
il est possiblede considérerindépendammentvl(R I) et vl(L), vV(RV)et VV(V).

A.3 Passageà un systèmedifférentiel

Pour des raisons declarté, la dépendancedes différentielles par rapport à RI et RV ne sont
vi VV

rappeléesque lorsqu'undouteest possible. NotonsTI(L) = vl(L) et TV(V) = vV(V) les temps

de séjour dans leliquide et dans la vapeur. Nous avonsRI = TI(L) L, RV= TV(V) V
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La premièredifficulté provient du caractèreimplicite du systèmealgébro-différentiel(A..5).
La notion d'indexpermetde mesurerce caractèreimplicite. Ici, le systèmeest d'index 2. Pour
plus de détails, consulterSincovec et al[110] pour les systèmeslinéaires et Fliess, Lévine et
Rouchon [30,31]pour lessystèmesimplicites généraux.

Le modèle(A.5) peut être réécrit explicitementde la façonsuivante.

Lemme9 Les solutionsde (A.5) coincidentavec lessolutionsdu systèmedifférentiel ordinaire

= [D2SI + D2SVr l
D2S"

dt ri r V

dRu
(A.6)

dt = [D2S1+D2S"rl
D2S1

ri rv

{:
Dvi [D2S'+ D2Svrl D2sv·P

Vi
(A.7)

Dvv [D2S1 +D2S"rl D2Si . p

r V VU

pour des conditions initiales R;)) satisfaisant

Preuve Nous avons

L'hypothèseTS implique que D2S 1 + trs: est unematricerégulière.Alors

{

= [D2S1+D2Svrl D2S"·

= [D2Si + D2Svr l D2SI
.

où R = RI +W et 9f!- = F - L - V = F - -

à exprimer ri et r" comme desfonctions de RI, RU, vi, V" et F. Détaillons le calcul
pour Commele volume liquide est constant,nous avons

dR/
Dvl.&=O,

soit
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FigureA.2: Le comportementdynamiquedu flash adiabatiqueest.décrit par unsystèmegradient
sm la variétériemannienneL:. Le potcntiel est. la productiond'entropieW

Les relationsde Gibbs-Duhemimpliquent que ors-. RV= 0, d'où

1 Dv l [D2S1 + D2Svri D2sv.F
-;i Do' . [D2S/ + D28vr 1

• D2Sv. RI

Comme
Dv l . RI = vl(RI) = d,

nous obtenons(A.7) pour l'expressionde

A.4 Interprétation comme systèmegradient

Commele montrc la figure A.2, nous allonsprouverque lesystèmedynamiquedécrit par (A.5)
est un systèmegradientsur une variétériemannienne(voir les rappelsà la fin de l'annexe).

A.4.1 Structure riemannienne

La constructionsuivanteest faite dansl'esprit de la formulation des équilibres thermodyna-
miquesproposéepar Weinhold [132]. Cependant,nous neconsidéronspas directementl'espace
de Gibbs del'entropie, du nombrede moles et duvolume. L'espacede basedans lequel est
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plongée notre variété d'équilibre est le produit cartésien]O,+oo[c+lX]O,+oo[C+1 de l'espace
des rétentionsliquide par l'espacedesrétentionsvapeur.

Considéronsla sous-variétéL:de ]0,+oo[c+1x]O,+oo[c+1définie par leséquationssuivantes:

l: = {l'v! = (RI, RV) E]O,oo[c-l-I X]0,oc] c+t, tel que:
DS/(RI) = DSV(RV), vl(RI) = vi et vV(RV) = VU.}

Notons que leséquationsdéfinissant l: sont indépendantes,c'est à dire que le jacobien de
dimension (c +3) x 2(c+ 1),

est de rang plein,c +3. Cela découledirectementdes relationsde Gibbs-Duhem(A.4) et de
l'hypothèseTS.

L'espacetangentà MEl:, Tl:M, peut être identifié comme lesous-espacedes vecteurs
(0,1, QV)E JRc+l X IRc+l tels que

où lesopérateursD2 SI, o-s-, Dv' et Dv v sont évalués au point 1\1

Pour chaqueMEl:, nous considéronsla forme quadratique

où t représentela transpositionet où D2S1 et ir s- sont lesmatriceshessiennesde 51 et SV
évaluées au pointM = (Ri,RV).

Lemme10 Pour tout M E
(l:,Q) est unevariété

définit une structure euclidiennesur Tl:M. Autrementdit,

Preuve Clairement,QM est non-négative(hypothèseTS). Il reste à prouver que QM est
non-dégénérée.Considérons(QI, QV)E Tl: M tels queQM(QI, QV)= O. Alors, tQI . D2S1. QI = 0
et tQv. D 2sv . QV = O.L'hypothèseTS implique que QI est proportionnelà RI ct QVà RV Mais
Dvl . QI = 0 et DVI . RI = vi > O. Donc Qi = O.Similairement,QV = o. •

A.4.2 La dynamiquedérive d'un potentiel

• Productiond'entropie

La retenued'entropie,S, est donnée par
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Les résulta t s que Pri goginect Glansdorff [51, 90] ont obtenu pou r les sys tèmes dissipa tifs
peuvent s'a ppliqu er dire ctementici : la prod uction d' entro pie,

est non négat ive(S / est le flux entropique del'alimentatio n, S i = S' CL) [ resp. = S"( V))
est le flux ent ropique liquide [resp.vapeur)sortant).

Com mec'estla dans la thèse de Pierre Rouchon [98J, cela peul se montrer di rectement
su r le mod èle (A .5). Nous avons

Comme lJSl = et d(R} R") = F - L - V , fl O U S ob tenons

= os' . F - ns . L - DS" V.

:'.Iais, par homogénéi té ,5 ' = DS/ L el S" = OS" V Donc

w = ns/· p - sl (A.9)

Considéron s mai nte nant les fluxpl et F" aux flux (le liquide et de vape ur corre spo ndant
au point sta tion na ire. Ils sont solutio n du problème d 'optimisation:

max (5'(1" ) +S"( F"))
p l , F'"

FI +Fv =;; F

En rempl açan tF par FI +F" et en utilisant l'hom ogénéité de51ct S", obte nons

IV = ( OS' (L) - OS'(F ' )) . F' + (05"( V) - DS"(F")) · F" + s'(F' )+ S"(F") _ 51

Pour poursuiv re , nou s avons besoin du résult at su ivant: Si 4Jest une fonction réel le concave

et homogène de degré l dépenda nt dex EjO,00(" et tellf' (lue le rang de égale n - l , alors ,

'l uc-lquesoit aEjO, + oof, o ll a min ( [-aal> ] x-ç.(rl) = 0.
.. J: d

L'hy pot hèseT5 et le résult at ci-dessus donne nt

Les définiti ons deF' et 1"" lmpllq uent que

SI(pl) + S"(F" ) - SI :::: O.
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Ceci prouveque la productiond'entropieW, donnéepar (A.9), est toujours non-négative.De
surcroît,elle est minimale à l'équilibre.

A l'exceptiondu termeconstantS/(pl) +SV(PV) - SI, la productiond'entropieest dans la
forme standard

introduite par Prigogineet Glansdorff [51, 90] et où lestermesJ" sont les flux associésaux
forces thermodynamiquesgénéraliséesX". Ici, les termesde flux sont pl et FV et les forces
thermodynamiquesgénéraliséessont DSI(L) - DS1(PI) et DSV(V) - DSV(PV).

Le critère universel d'évolution de Glansdorff et Prigogine [51] stipule que l'évolution de
tout systèmemacroscopiquedissipatifdont la production d'entropieest donnéepar L" J"X"
satisfait à

ex;

Nous endéduisonsdirectementla stabilitédu flash quand la charge P resteconstante.Comme

les termes de flux pl et pv sont constants, ::; O. De plus, il est aisé demontrer que

= 0 si et seulementsi = O. Autrement dit, West une fonction de Lyapunov et

la stabilité est assurée.Mais cette analysepeut être enrichieen montrant que la dynamique
dérive d'un potentiel, ce qui constitueune propriétéplus forte quel'existenced'une fonction
de Lyapunov.

• Le systèmegradient

Théorème4 Le systèmedynamiquedécrit par (A.5) dérivedu potentiel (la production d'en-
tropie)

W = DSI·P-SI

sur la variété riemannienne

dt

où 'V représentel'opérateur gradient associéà la métrique Q et 111 = (RI, RV) est le point
courant

Ce résultat implique que:

- si la chargeF resteconstante,le potentielW satisfait

II est (localement)minimal à chaquepoint stationnaire.Donc, chaquepoint stationnaire
est localementasymptotiquementstable.
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autour de chaquepoint stationnaire,toutesles valeurspropressont réelles etnégatives:
Commedans lescoordonnéeslocales surI:, le jacobienest de la forme-AB, où A et B
sont desmatricesreprésentantdes formesquadratiquesdéfinies positives(A est l'inverse
de la matricede la métriqueet B est la matricehessiennedu potentiel W), ce jacobien
est diagonalisableà valeurs propresréelles négatives:ceci découled'un résultatclassique
sur lesfaisceauxréguliersde matrices.

Preuve Nous devons prouver que les coordonnéesdu gradient de dans l'espacevecto-
riel JRc+l xTRe+l sont données par lemembrede droite dans l'égalité (A.6). Autrement dit,

donnéela définition du gradient,si nous trouvons (gl,gv) E T''EM satisfaisant,pour tout
E TI: M ,

alors, nécessairement(gl,gv) sont lescomposantesde \7W dans l'espacevectoriel 1ReH x 1Rc+1

contenantT'EM'

D'aprèsle lemme9, établissons

gl [D2S1+ D2Svr1 trs-. (F - -

s" [D2S1+ D2Svr1 D2S1 (F _ _

et montronsque gl et e" appartiennentà TI: M . Nous avons

8n effet,

D2S1 [D2S1 + D2Svr1 D2sv = D2S1 [D2SI+ D2Svr1 • D2sv

+D 2S1 [D2S1+ D2Svr1 . D2S1

-D2S1 [D2S1+ D2Svr1 D2S1

D2S1 - D2S1 [D2S1+ D25vrl. D2S1

D2S1- D2S1 [0 251+ D2Svr1 D2S1

+D 2sv [D2SI + D2Svr1 • D2S1

_D 2sv [D2SI + D2Svrl D2S1

tr s- [D2S'+ D2Svrl D2S1
,

soit

Les relations (A.7) avec lesrelations de Gibbs-DuhemD 2S 1 RI = 0 et o-s- RV = 0
impliquent que

Dv l
. / = 0 et Do" . gV = o.
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Par conséquent , E

Prenon s mainten an t(0',0") E l'EAf. Rapp elo ns qu 'alorsD2S/ ·ni = œ" !\OIlS avons

_ ln ' · D2S1 [D 2S' + F

[D2S' + D2S ' · F
_ lo / · D2SI · F

F

- D i t ' (0' , 0")

Alors qui sat isfont (A . IO) pourtout vecteurtangent(0', 0. ), sont les com pos ant es
de V It' dans 11l. <t1 x Il e-u •

A.5 Con clus ion

L'ana lyse ci-d essus peu t êt re fa itepour un flash isot.hf'rmf'. La fonction ent ropieS doit alor s
êt re rem placée pat la fonct ion éne rgie de Gib bs G . Par ailleurs, l'introduction Jepl us de Je ux
phases nereqniert pas de mo difications substantielles.

Le problèm e es t beaucoupplus com plexe quand on considè re pl usieurs é tag es. Ccci es tdu au
fa it que ,à l'i nverse du flash, laproductiond 'ent ropi e n'pst plus minimale a il poin t st at ionnaire
e l pa r su ite n'e st plus candida te commefonct ion de Lya punov.

Q uelques r ésult ats m at héma ti q u es

Id entités d ' Eu ler pou r le s fonctions homogèn e sde degré un L'ent ropie S est une
fonct ion homogène de degrl'> un, parrapport aux variables ext ensivesH et N , s..s dériv éessuccesives
obéissen t aux identit és d 'E uler . Soit / un.. fonction dez E Uin , homogène de degré un, c'est à dire
qUl' /(>.z ) = IÀI/( z ). Alors, les dérivées premières et secondes de / vérifient:

D/(z ).z = /( z), D f (Àz ) = D/(z ),
D2f (z ).(z ,.) =O, IÀ-ID'J(h ) =D2/ (z) .

Varié t és riema n n iennes e t sy stèmesgradien t s On trouvera une présenta t ion détaillée
de la géomt rie ri..mannlenn.. dans Il.' livre dl:'Boo thby[5J. Une introduction élémentaireaux sys tè mes
gradie nts est disponible dans Il' livre de Hirsch et Smale (5RI, page 199. NOliSrapp ..lonsici la définition
des objet s ut ilisés dans cette an nexe. Soit E une variété de dlmenaion11. Noton s AI \.>point coutant
sur E et T EM, de dimensionn , l'esp ace tangent à E enM . Une mé tr iq ue ri em annienne Q est
ca ractérisée par une applica tion E '" AI .....Q,'W , où QM h t une forme quadrati que définir positive
sur T EM. Gèomé triq uemeut , est la longueur du vecteurIl E TE M. QM défin it sur T EM un
unique produit scalai re noté< .,. > M. te l que < Il ,11 > M= QM(U) pour tout Il E T };loI.

Le gradientde la fonctio n réelle U' sur E est l'unique champ de vecteurs

E M ..... V W( M ) E T EM
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satisfaisant

Chap. A. Géométrie de la dynamique du flash

'VuE rL.M, < V'W(M),u >M = LuW(M),

où LuWest la dérivée de Lie deW par rapport à u. LuW correspondà la premièrevariation de W
dans ladirection tangente1l en M. A chaque champ devecteursX -> X(M) correspondun système
différentiel dM/dt = X(M). Cc systèmeest appelésystèmegradientsi, et seulementsi, le champde
vecteurs X égale l'opposédu gradient d'une fonction réelle W : X = -V'W West alors appeléle
potentieldu système.



AnnexeB

Formedu jacobien des fonctions
d'équilibre

NOlis nou s int éressons id ,à pressionP fixée, aux propriét és dujacobien enx de la fonction
d'équilibre y = k(x , P ),où x (respec ti vem enty) désig ne levecteurdes fra ct ions mo laire s da ns
le liquide (respectivementdan s la vapeu r].r et y sont de dimen sionc - 1 si c comp osés sont
impliqués dan s le mélange. Cette fonct ion aété définie lors de la présent ation du modèle (L,V)
de colo nne , sans not er exp licite ment sa dé pendance en la press ion, celle-ciétan t considérée
commeconstante.

Le résult at connu sous le nom de troi sième loi de Konovalov [791permet d'affirmer qu'endc hon
dt' la région cr it ique, le jacobien(fJk/ fJx) est un sca laire strictement positif pour les mélangps
b inaires . Le but de cet te annexe est d émontr er uneextension decette loi valable dans le
cas multicomposé .

P ro p osit ion 1 Si les enthalpies m olaire s pflrtid/es de,'aporisation sont égalcs pou r lou s les
alors, en dehors de la régiun cri tique, la ma trice (akj az) est diagonali_

Mbk valeurs prop res sont to ules ,list illcteset IIO.t il ives.

L' hypothèse d'tiga lité des enth alpiesmolaires par t if"lIf"s de vapoeisatio n esturihséeaussi pour
écr ire 1I10d<-le (L,V) de la dynamique d' une colonneà dlsfille r. Gr âceà.cetteproposit ion ,nous
dis posonsd 'u ne proprié té intér essante ponr l'é t udedt.'tel s modèles .

P reuve :

Soit le systèm e fer mé repré senta nt un mélange de c composés pour lequ el coe xiste ntà l'équ ilibre
t hermodynamique unephaseliqui de et une ph ase vapeu r.La. pressiondu sys tème est su pposée
con st ante.

Introduisons les nota t ions suivantes :

- les exposants1et v rapportent respect ivemen t aux phasesliquide et vape ur;
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- N; désignele nombrede moles ducomposéi (i = l, ... ,e) dans la phasep (1 ou v). NP
désignele vecteur(NP,')'=I,...,c;

- pp" désignele potentielchimiqueassocié aucomposéi dans la phasep (1ou v). pP désigne
le vecteur(pp,,)i=I, ...,c;

- le produit scalaireusuel desvecteursVI et V2 est noté < VI, V2 >;

l'exposantT représentela transposition.

En définissant I1P,' comme ladérivéepartielle de l'enthalpielibre de la phasep par rapport à
NP", nous avonsà l'équilibre thermodynamique:

où la dépendanceen la pression,constante,n'estpas rappelée.Les déplacementssur la variété
d'équilibre (déplacementsquasi-statiques)à pressionconstantesont tels que

soit

(B.l)

Remarquonsque:

. (ili que nousnoterons1\ = (1\').=1,..c, égale multiplié par le vecteur desal' 87" T
enthalpiesmolairespartiellesde vaporisation(différenceentreles enthalpiesmolairespar-
tielles descomposésdans lesphasesvapeuret liquide), En effet, endésignantrespective-
ment l'entropie,l'enthalpiect l'enthalpielibre de la phasep par SP, HPet CP,

O/-IP,' = (OI1P'i) =
et er P,Np

(
a OCP) (DSP ) 1 (OTSP)

75TONp,1 P = - oNp" T P = -T ONp,i T P =, ,

(O(HP - CP)) = _ I1 P,' )

T ONp,1 T,P T '

où hP,' est l'enthalpiemolaire partielledu composéi dans laphasep. Les élémentsde ce
vecteursont tous positifs en dehors de la régioncritique.

. est la dérivéesecondede l'enthalpielibre de la phasep par rapport à NP. Or les

enthalpieslibres sont convexes ethomogènesde degré 1 parrapport aux variablesexten-

sives NP.Les I1P,i sont donchomogènesde degréO.Les sont des formesquadratiques

définies non négatives.Leurs matricesassociéespermettentde définir desapplications
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linéai res dont le noyau, de dime ns ion l , est l'ensemble des vecteurs colinéairesà NP,Ceci
s'expr ime par la rela t ion de Gibbs-Duhem (ou Euler) :

8p '
ôNpNP= O.

En multi pliant (Il l ) à gauche pa r(Nif , flOUS t irons

dT = < N,l.A > (.\")T

= -< N:,A > A(t..'')T

Soit N" la som me des éléments deNPel les fractions molaires

(R.')

(1l.3)i\'/ OIIL d \' = fV" ÔlJ
v

dl'
aN'" 1 as'" < NL,!!. > " aN"

En not antX = (X,);·l•. ,r et Y = (y.).: I.....", pt en utilisan t la rela t ion (le C ibbs- Duhcm, (0. 2)
devie nt

Mais, par définit ion,

Choisissons lescoordonnées indé penda ntesr = (;: I )' = I " ..'C- I ct y = (y i)i=l. .,c- I Nous avons
clX = Pdx et d l' =l' dy , où P est lamatricerectangulairec x (e - 1)

( t.: )
- \ ···-1

et 1c_1 la matr ice identi té dedimension c - \ . SOliS l'h ypot hèse que les ent halpi es molaires
par t ie llesJe vapor isati on sont éga les pour tou s les compo sés,(0.3) s' écr it

l'T l' dI = f; pT P dy.

Montro ns quep T une formequadratique définie posi t ive.Cette mat rice(c-1 ) x (c- 1)

est clairement symétrique . De plus, siv = (v·)'· I,....<- 1

I:
T

pT = wT;;;pW,
avt"t:w = (Vi, ••. , v C-I , _ V i •. - VC-l ?, donc n'appartena nt au noyau de la for me définie

non négat ive

L'assertion estd émont réecar les valeurs propres dela mat rice jacobie nne dey = k(x ) sont

cel les dufaisceau p T P +>"1'7 P, où les deux m at rices sont dé finies posit ives {36, :I7J.
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Annexe C

R emarque sur l'observateur de
D eza-Gauthier

Da ns sa thèse (vo ir [221ct lee référencesincluses), F . D",7.ll.pre pose une nou velleméthodeP"'T'
mett ant la constr uct ion d'obse rvateurs pou r une classe de sys tèmes non-liné aires . San s remett re
en cau se sonintérêt , nous discutons brièvement ici SOli applicabi lité aux colonnesà disti ll..r.
Dans ce cadre , il pourrait inte rvenir dans une comm ande par retourd 'é ta t sur le modèle com-
plet .

Cons idérons le modèle (L,V) d'u ne colonne bina ire de quatr e platea ux,à con denseur totalet
ali mentéeau plateau 3 par un mélange au point de bulle. l' our les plateau x, les rétentions
molaires dans la vapeur sont négligées et [es rétentions molaires dans le liquide sont tou tes
prises égalesà 1. En nota nt :

Xi la com posit ion liqu ide ail plateaui;

- k(x; ) la composit ion vape ur ail plateaui;

- z la compositi onde la charge ;

- L , V ct F respec tiveme nt les d ébit s molaires (le liquide, de vape urct d 'alime ntat ion,

ce rnodè le s'é crü :

(C.I)
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= Xl,
{

=
y =

En reprenant les notations deOn " (voir [23]), le système(C.l) se réécrit, pour une sor tie
y=.l l

Deza montre que, sous certa ines conditio ns, l'étatx du système précédent est observable. Il sait
alors cons tru ire lin obse rvat eur pour leq uel l'e rreur d 'observation converge asymp toti quement
vers zéro mai" doit pour cela uti liser Je changement de variable suivant :

(

h(x i )
z = x = [,g,h(x)

<p( ) L; ,h(x)

L:,h(x)

Ce changeme nt de variable s'& rit :

En pratique. il est nécessaire de calculer If!jacobien de'P. Ici. <les dérivées dek(x) jusqu 'à
l'ordre2 interviennent . Dans le cas d' une colonlieà n plateaux, des dériv ées jus qu'à l'ordre 11- 2
inte rv iendra ient. C'est cet aspect qui pose pro blème. En effet, les modi-ll'1lthermodynam iques
d'o ù est issue la fonct ionk sont généralement a justés,à l'ordre zéro,à par t ir d 'expé riences. II
n'est donc pas réa liste num ér ique ment d'apporter uncrédit important auxdérivéesn-ièmes de
k(x ). POlIr cett e raison,IlO US douton s de la pertinencede cette mét hode pou r les colonnes à
distille r, mêm e s'il est possibled'obtenir, voir [23J,des résu lta ts conc lua nts lorsque les modèles
Je colonne simulé et ut ilisé pour l'observat ion sontidentiques ou t rès proches l'un de l 'au t re
ct qu'il est possib le en outre d 'obtenirexplicitement l'expression des dérivées de la fonctio n
J'équilibrek .



Annexe D

Résultatsd e la littérature

D .l Approx ima tion d es systèmes

Nous présen tons dans ce-tte sectinn

le théorème de T ikhonov, pour l' approx imation des sys tèmessingulièrementper tu rbés :

- te t héorème de la variété cent re, qu i permet aussi d'a borderl'approxima t ion dessystèmes
sing ulièrerfll> nt perturbA.

D .1.! T héorème d e Tik hn nov

Soit le système

{
= f (x" ,u(I) ,ô)

= g(x ,z , U(t) ,E)

(D.1)

(D.2){
= f(x,z,u(t),O)

o = g(x,z,u( t ),O).

où e est un pet it réel positj f,.:rl'é tal lent el z l'étal rapidedu sys tème,u les ent rées.f et 9
sont des fonct ions régulières. Soit(x(l, e ), z(t,e »la solution de ce systèmeSUT l'in tervalle [0,T]
correspondan t à la solut ion init ialex(O,e) = .:r0 et z(O,e) = ZO On peul associe rà (0 .1) le
sous-système lent

Supposons que ce systèmeadmettesur l'int ervalle [0,Tl uno solution(xo(t) ,zo(t» J e condit ion
init iale :totO)= X

O Pour l dans [0,1'], le sous-sys tèm e rapid e (enT = ' le)est
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T héorèm efi Si, pour" tout i E [0,TI, la mat rice associéeà

= g(xo, z(r),u(O),O),

est à t'uleur",propresà parties rùlles nrgot ives,fi si de plusZO appartit llt au bassin d'a ttra ction
d.

alors

{
lime_ o. z (l , t ) xo(t )
liTl1c_o. z(t , e) == .lo(t )

uniform im erll su r toutin len' al lt f erméde 10.TI .

Pour la preuv e, voir 1I27J.

D .1.2 Théor è me d e lavariété ce nt re

(D.3)
{

dI
dt == Al' + f(z ,y)

= 8 y + g(z ,y )

ad mett ant(D,a) pour point st at ionnaire. Nous avons doncj(O,O) = 0 el y(O,O) = O. Nous
suppos ons de plus qu e les dérivées pa rtie lles def et [1 sont nulles au po intstationnaire, que
to utes1f'Svaleurspropres deA sont à pa rti .. réelle nulleet celles Jen à part k- n'ell enegat ive.

Soit le systè me

T hé orè me 6!ii l'équation g(x,y) admd une Ullique solution y = h(r ), alors il exis te, pour
y proche de0 a dans un voisinage du point stationnaire, une vanité inra6anle
définie par:1I = h(r ). Sur ({ tic t'anité appt/ éet'an i té centre, la dynamiqu e s'é crit

u( t) vafant :l(t) plus un lerme decroissent exponenti ellemen t versO. De plus, sied le dynamique
est localemen t stable enIl = 0, alors le point stat ion nairede (D.S) est stable. _

Ainsi, dan s un voisinage dupoint sta ti onnaire, il es t possible d 'ap proximer la dynam iqu e
du systè me(0 .3) par la dy nam iqu e su r savariété centre. Le CIUi (les systèmes sin gulièrement
perturbéspeut êt re vucommeun cas part icu lier d 'applicat ion d u t héorème de la var iété cent re.
Il sulfit d 'i ndure l 'équat ionde/dt = 0 dans la définit ion du sys tè me et de développer les champs
(le vecte urs définissant ce dernie r aut our deé = O. Pour de tel s dé veloppements, voir le livre
(II:'Car r [!:IJet les r éférences qu i s'ytrouvent.
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D .2 Le théorème d e R osenbrock
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A la suite det ravaux sur la dist illat ion[95], Rosenbrock d émontre unthéo rèm e[96] permettant
la const ruct ion d 'une fonctionde Lyapunovpour uneclasse de systèmes,incl uant la d ist illati on
rlans le cas bina ire[97]mais aussi certain sr éac teu r s [99]. L'ob jet deceucsection es t J e rappeler
l'é noncé de ce th ffireme, ut ili"; ;" plusie urs reprises dan s ce mémoire.

T héo rème 7 [Rosenbrock]Soit le sysUme

* = f (X),

oul'étal x de dimensÎon p (x= (,rit=l ... J.Supposons que

J. x E fi , oufi est un convexej erm i bornéde /fI? ;

2. f = (fT· I..... est contÎnûmentdént'1I6le liur n ;

3. pour toute condit ion initi llle dansfi , III SOfll1iQn reste dansn j

(D A)

.;. tous les hors diagonaux del 'a/!1Jrori mllt ioll tangente dej sont po,'Iitifs ou nuls ,

.'J. pout' chllque colonne de l 'Ilpproximllt iMI tangente de f , l 'opposé de lu somme des
est positif 0 11 nul;

6. S i, pour !Hle colonnei , le rU I défini au point précédent est nul, alors ilu isl e une colonne
j diff érente dei leUe quefJf' lfJ,r' soit non nul. S i la somme des élément s de III colollnej
est nulle, alorsil uisle unecolonne1:diff érenle des colonn esi et j pour laquell efJr lihJ

est non 'lui. Si la somme de.'1 il éments de la colonnek est nulle, alors il eri steune colonne
k ... Ce processus conduità une cotonne 1 donl fasommedes éléments estnon nut/e .

Alors, le sysU me (D.4) admet un unique poinl sltllionn airc dansn, globalem ent Il.'Iymptoti-
cucmcnt stable dansO.La j onct ionEf=l IF(x)l est une jonct ion de LYllpunot' du système (/) .4)..
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