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Chapitre 1
Introduction

La régulation des colonnes a distiller est un des problemes les plus étudiés & I'intersection
de Pautomatique et du génie chimique. Durant les trente derniéres années, de trés nombreux
chercheurs ont proposé diverses méthodes pour I'appréhender. Nos travaux s'inscrivent, dans le
cadre de la commande non-linéaire des colonnes, initiée par Gauthier et Bornard au milien de la
décennie précédente [44]. Ils sont directement inspirés des résultats de Lévine et Rouchon [98,
72], dont. ils constituent une extension. Ces auteurs ont considéré plus particulierement, le cas
des mélanges binaires; notre principal résultat concerne le calcal de los permettant le rejet de
perturbations pour une classe de colonnes multi ées, les colonnes pseud

Ce mémoire comprend deux parties :

“lag i\ ée & Iétabli de modeles de la dynamique des colonnes. Nous
y proposons dans un premier chapitre une méthode pour la construction de modzles de
simulation. Dans le second chapitre, nous détaillons I'établissement d’un modéle simpl
appelé modéle (L,V). Les trois chapitres suivants concernent I'étude des propriétés de ce
moddle. Nous avons souhaité insister sur les diffcultés particulitres des mélanges non-
binaires. Le lecteur donc la dichotomie colonne binai lticomposée
dans D'étude des points stationnaires du modele, dans Pétude de sa stabilité, et enfin
dans P’étude de sa réduction. C'est dans ce chapitre que nous décrivons une nouvelle
méthode pour réduire les modeles (I,V) de colonnes pseudo-binaires. Nous démontrons

alors plusieurs propriétés intéressantes vérifiées par de tels modeéles réduits.

- la seconde partie traite de la commande des colonnes & distiller. Nous abordons dans un
premier chapitre la commandc non-linéaire de modéles réduits. Le second chapitre est un
d Par des simul nous au troisiem
chapitre, les dwerses approches. Un quatrieme chapitre présente le logiciel temps réel
écrit pendant cette thése et des relevés sur site. Dans le dernier chapitre, nous présentons
Pétude de deux colonnes couplées. Ce travail constitue & notre connaissance la premiere
tentative pour la commande non-linéaire de tels procédés.

On trouvera en annexe deux résultats nouveaux, sur la dynamique du flash et sur le jaco-
bien des fonctions d’équilibre liquide-vapeur. Nous discutons ensuite brievement de Papplica-

7



8 Chap. 1. Introduction

bilité d’un observateur récemment proposé. Cette partie annexe est complétée par le rappel de
quelques résultats de la littérature.

1.1 Fonctionnement et conduite des colonnes & distiller

La contribution de ce travail réside dans I'extension de Panalyse du comportement qualitatif
et de la commande des colonnes a distiller au cas pseudo-binaire. Le but de cette section est
dexpliquer qualitativement le fonctionnement d’une colonne & distiller et de poser le probleme
de de. Nous y introduisons le vocabulaire qui sera constamment utilisé dans la suite
de ce mémoire,

1.1.1 Principe de fonctionnement d’une colonne

La distillation [128] est Pune des opérations unitaires utilisées pour le raffinage. Elle permet
d'isoler les divers constituants d’un mélange de composés chimiques. Elle a pour origine le
résultat d’expérience suivant. Quand un mélange d’hydrocarbures est placé dans une enceinte
sous certaines conditions de température et de pression, deux phases différentes apparaissent,
I'une liquide et Iautre vapeur, et un équilibre thermodynamique s’établit entre elles. Une ana-
Iyse de la composition des deux phases révéle que la vapeur contient préférenticllement, les
composés dont la masse molaire est petite. Cette opération de séparation, appelée flash, peut
sellectuer de fagon continue. L'enceinte est alimentée par le mélange et deux flux en sortent, un
flux de liquide, plus riche en composés lourds que le mélange de départ, et un flux de vapeur,
plus riche en composés légers.

En pratique, la séparation ainsi obtenue n’est pas assez sélective et I'on procéde par séparations
successives. Les opérations de flash ont physiquement lieu sur des plateaux, empilés a lintérieur
d'une colonne. Chaque plateau est alimenté  la fois par la phase vapeur sortant du plateau
inférieur et par la phase liquide sortant du plateau supérieur. On parle d’opération & contre-
courant. Un plateau spécial, le plateau d’alimentation, regoit en plus le mélange & séparer. Un
équilibre thermodynamique tend & s°établir sur chaque plateau, entre les quantités de liquide
et de vapeur qui y sont retenues.

On distingue traditionnellement deux zones dans une colonne :

la zone de rectification est I’ensemble des plateaux situés au-dessus du plateau d’alimen-
tation ;

~ la zone d’épuisement est I'ensemble des plateaux situés au-dessous du plateau d’alimen-
tation.

Dans le cas le plus simple, illustré sur la figure (1.1), le flux de vapeur qui sort en haut (ou en
Lét¢) de la colonne est totalement condensé. Le liquide ainsi obtenu est divisé en deux parties :
le distillat, qui est un des produits de la séparation, et le reflux, qui constitue I'alimentation
liquide du plateau de téte. Le produit liquide soutiré en bas (ou en fond) de la colonne est
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un autre produit de la séparation, le résidu. Il est en partie vaporisé dans un rebouilleur pour
générer le flux de vapeur au fond de la colonne.

La pression est pratiquement identique sur tous les plateaux (elle croit en fait trés faiblement
dun plateau au platean inférieur), mais est plus faible dans le ballon de téte qu'en fond de
colonne, ce qui permet aux flux de vapeur de monter par différence de pression. Les flux de
liquide quant & eux descendent par gravi

Moyennant un nombre suffisant de ces flashes successifs, on réussit  obtenir un distillat con
tenant essentiellement les composés légers et un résidu jell les

lourds.

Comme une séparation totale n’est ni possible ni d’ailleurs systématiquement souhaitée, on
caractérise les produits de la distillation par leurs taux d’impureté :

— pour le distillat, le taux d’impureté est la proportion de composés lourds qu'il contient;

~ pour le résidu, le taux d’impureté est la proportion de composés légers qu'il contient.

Définissons plus précisément ce qu'on entend par composés légers et composés lourds. Lors-
qu'on veut diviser en deux produits le flux d’alimentation, deux composés jouent un réle parti-
culier. On les appelle les composés clés. On commence ainsi par choisir une clé légere et une clé
lourde, le but de la séparation par la colonne étant de minimiser & la fois la quantité de clé lourde
dans le distillat et la quantité de clé légére dans le résidu. Puis on cherche a établir sur les pla-
teaux (exception faite éventuellement des plateaux proches des extrémités) les conditions d’un
équilibre liquide-vapeur tel que la clé 1égére tende  se concentrer dans la vapeur et la clé lourde
dans le liquide. Les autres maj inés dans la vapeur forment alors
avec la clé légere P'ensemble des és légers. | les és majoritairement
entrainés dans le liquide forment avec la clé lourde I'ensemble des composés lourds.

Une valeur adéquate de la pression dans la colonne permet de garantir existence d’un
équilibre liquide-vapeur pour toute la plage des compositions rencontrées sur les plateaux.
Pour une colonne standard, & pression fixée, la température d’équilibre est d’autant plus faible
que le mélange est riche en composés légers : la température doit décroitre d’un plateau au
plateau supérieur. Cette différence de température entre la téte et le fond de la colonne, qui
fait la qualité de la séparation, est obtenue par un apport de calories en fond (via la puissance
de rebouillage) et par un apport de frigories en téte (via le débit de reflux).

1.1.2 Conduite d’une colonne

Pour la raison mentionnée plus haut, la pression de fonctionnement est un des paramétres fon-
damentaux lors de la conception d’une colonne. En pratique, on régule précisément la pression
sur le plateau de téte autour de cette valeur. Ce faisant, on régule en fait la pression sur chaque
plateau, & de faibles variations prés dues a des phénoménes hydrodynamiques.

Pour pouvoir modifier les débits internes dans la colonne et adoucir les variations de compo-
sition des produits, on dispose en haut et en bas de ballons contenant des quantités de liquide
nettement plus importantes que sur les plateaux (voir figure 1.1) :
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Ballon de téte

Niveau de téte

Condenseur
Puissance de condensation Q.
Tauz d'impureté
dans le distillat
Distillat
D

Pression de téte

Rectification Plateau j

Plateau j + 1

Alimentation — Plateau d’alimentation
Pz — b
Epuisement
Niveau de fond Tauz d’impureté
dans le résidu
— Résidu
Ballon R
Rebouilleur de fond
Puissance de rebouillage Q

Figure 1.1: Colonne & distiller
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— grice au ballon de téte, on peut augmenter le débit de reflux, donc les débits internes de
liquide;

- par vaporisation du contenu du ballon de fond, on peut augmenter les débits internes de
vapeur.

Pour disposer & tout instant de ces retenues, on régule les niveaux de liquide dans les deux
ballons.

D’un point de vue automatique, la pression sur le plateau de téte et les deux niveaux sont
des sorties du systeme. En comptant les entrées sur lesquelles on peut agir, les commandes du
systeme, on s’apergoit qu'il est possible de réguler deux autres sorties : on cherche généralement
2 réguler les taux d'impureté dans le distillat et dans le résidu.

A Vexclusion du débit et de la comp de Valimentation, qu'il faut considérer comme
des perturbations, les entrées du systeme sont :

la puissance fournie pour condenser le flux des vapeurs de téte, Q. ;
la puissance fournie au rebouilleur pour vaporiser une partie du résidu, Q ;
~ le débit de résidu, R;
le débit de distillat, D
- le débit de reflux, L;

On dispose donc de cing commandes pour commander cing sorties :

~ la pression de téte;

le niveau de téte;

- le niveau de fond;

le taux d’impureté dans le distillat ;

le taux d’impureté dans le résidu.

Pour assurer le bon fonctionnement de la colonne, il est nécessaire de réguler efficacement
la pression de téte et les niveaux. Ces variables ont des dynamlques plus rapides que celles des
taux d’impureté. Aborder global le probléeme de la régul des cing sorties implique
donc un mélange de iques aux de temps qui rondun

& des problémes de robustesse. On préfére a cette he une de hi

— les régulations de base, pression de téte et niveaux, sont d’abord définies. Leurs dyna-
miques ont des constantes de temps de I'ordre de cinq minutes ;
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- les régulations des taux d'impureté sont congues ensuite sous I'hypothise de bon fonc-
des régulations de base. Leurs dynamiques ont des de temps de
Pordre de la demi-heure.

Seule la seconde partie nous intéresse dans ce mémoire. Cest la commmande en qualité
~“dual composition control’~.

Régulations de base

Elles sont assurées par des boucles proportionnelles-intégrales. A priori, n’importe quelle com-
mande peut étre choisie pour réguler chacune de ces sorties et on peut effectivement rencontrer
sur site la plupart des combinaisons possibles [67]. Il existe cependant une combinaison majo-
ritairement adoptée par les concepteurs de colonnes. Elle consiste a :

— réguler la pression de téte par la puissance de condensation ;

- réguler le niveau de téte par le t de distillat ;

— réguler le niveau de fond par le débit de résidu.

Ce choix permet d'éviter I'introduction dans la colonne, via le débit de reflux et la puis-
sance de rebouillage, des fl ons rapides inhé & ce type de régulations : ce sont les
prodmts de la séparation qui fluctuent. C’est généralement lorsque ce phénoméne est génant
qu'une autre combinaison est choisie. Nous reviendrons sur ces aspects lors du chapitre con-
sacré a la commande linéaire. Pour Dessentiel de ce mémoire, cette combinaison est adoptée.
Les commandes disponibles pour le contrdle en qualité de la séparation sont donc le débit de
reflux et la puissance de rebouillage.

Contréle en qualité

Dans une raffinerie, chaque colonne s’intégre dans une unité qui regroupe diverses opérations
élémentaires. Son alimentation est un flux résultant d’une ou de plusieurs opérations situées en
amont. Elle est donc sujette & des variations de débit et de

Il est possible, moyennant une cuve intermédiaire, de réguler ce débit d’alimentation et
d’amortir les variations de sa composition. Cette solution est coiiteuse. On la rencontre surtout
en pétrochimie, lorsque la séparation est trés difficile ct que le prix des produits fabriqués incite
a la conception de colonnes simples & piloter.

Dans les autres cas, les variations de Valimentation peuvent perturber sensiblement le fonc-
tionnement de la colonne. Il est nécessaire d’agir plus rapid sur les deux
disponibles afin d’éviter que les sorties ne s'éloignent trop des spécifications fixées. En pratique,
le débit de Palimentation est mesuré mais sa composition ne I'est pas. Nous abordons donc le

probleme suivant.
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Le contrdle en qualité d’une colonne a distiller a pour but de maintenir a
des spécifications fixées les taux d’impureté dans le distillat et dans le résidu, en
présence de variations de I’alimentation, mesurées pour le débit mais non mesurées
pour la composition.

Menti ici deux caractéristiques des colonnes, qui précisent le type du probleme &
traiter. Supposons alimentation constante.

— Le changement d’une des deux commandes (débit de reflux ou puissance de rebouillage) se
traduit par un changement des deux sorties : le probleme est donc vraiment multivariable -

La sensibilté des sorties aux variations des commandes (les gains stathues) dépend du

point de foncti choisi : le probleme est donc

1.2 Modélisation du comportement dynamique pour la
commande robuste

Depuis ses débuts, I ique présuppose une i adéquate des systemes pour en
synthétiser la de. Cette connai est consignée dans ce qu'on appelle communément
un modéle, qui doit permettre de reproduire et prédire les phénoménes dynamiques que I'on
désire compenser. Aussi, il ne 'agit pas d’expliquer mais d’utiliser une connaissance approchée
pour agir. Ceite approche reste empirique : aucune méthode existe pour déterminer dans
le modeéle I'i ble & la de. Nous allons brievement introduire la
démarche suivie dans ce travail, sans nous référer & son application 4 la commande des colonnes
a distiller.

Trés souvent, les modéles issus de la physique des procédés mélent des phénoménes rapides
et stables & des phénoménes lents. De plus, les phénomenes rapides sont souvent satisfaisants, de
telle sorte que I'on désire uniquement modifier Ies comportements lents. La question importante
qui se pose dans ce contexte concerne la é de synthéti & partir des
variables lentes du systéme, des lois de commande permettant ces modifications. Si une telle
synthése est possible, alors la commande, indépendante des comportements rapides, est plus
robuste vis & vis de leurs perturbations. Le probleme est simple dans le cas linéaire, que nous
exposons dans une premicre section. A linverse, dans le cas non-linéaire, la question reste en
grande partie ouverte, sauf pour les systémes singuliérement perturbés que nous analysons dans
une seconde section. Les colonnes a distiller entrent dans cette catégorie : les lois de commande
non-linéaires de modéles réduits que nous présentons dans ce mémoire peuvent étre comprises
dans ce sens.
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1.2.1 Cas linéaire
Soit le systeme linéaire

& = A+ Biu
iy = Ay + Bou

pour lequel

- les valeurs propres de Aj sont toutes & partie réelle strictement négative;

- dans le plan complexe, il existe une droite, paralléle & I'axe imaginaire, qui sépare les
valeurs propres de A; de celles de Az, Les parties réelles des valeurs propres de 4, peuvent
donc étre soit positives, soit nulles, soit négatives tout en restant, dans ce dernier cas,
strictement supérieures & celles de Az

Dans ces conditions, il existe pour u fixé deux variétés invariantes transverses [109], qui sont
simplement z; = 0 et z; = 0.

Si la paire (A;,B,) est commandable, il est possible de stabiliser globalement ce systeme par
un bouclage u = Ko, En effet, dans ce cas le systéme bouclé est triangulaire et visiblement
stable puisque A; + By K et Az sont des matrices dont les valeurs propres sont & parties réelles
négatives.

Lintérét de cette démarche est que la loi de commande n’utilise qu'une partie de Pétat. De
plus, la variété z; = 0 est invariante par le bouclage. Les erreurs de modélisation de A; n’ont
aucune influence sur les performances du systéme bouclé.

1.2.2 Cas non-linéaire

Le cas non-linéaire est plus complexe. Décrivons le cas des systémes singulicrement perturbés.

Soit done )
@ = filzr,,6u) .y
ey = [a(wr,22,6,u) :

ol ¢ est un petit réel positif, z; 'état lent et 2, I'état rapide. Supposons que

(21,22,%) = (0,0,0) soit un point stationnaire de (1.1), indépend de e 1l est

toujours possible de se ramener & ce cas;

- la partie rapide est localement stable : les valeurs propres de (9f2/9z2), exprimée au point
stationnaire, sont & partics réelles strictement négatives.

le spectre de Papproximation tangente au point stationnaire se compose de deux parties
distinctes. Considérons les parties réelles de ce spectre : il existe une distance de I'ordre
de 1/¢ entre la plus grande partie réelle associée  la partie rapide et la plus petite partie
réelle associée & la partie lente.



1.2. Modélisation du comportement dynamique pour la commande robuste 15

En boucle ouverte (v = 0) D’aprés nos hypotheses, il existe localement autour du point
stationnaire deux variétés invariantes transverses [109] :

1, d'équation a2 = ha(r1,<), est la variété lente du systeme. Elle est attractrice et définie
4 O(¢) prés par fa(21, ha(21,0),0,0)

~ 5, déquation 21 = hy(w2,¢), est la variété rapide du systeme. Elle est définie & O(e) prés
par z; = 0.

En boucle fermée Considérons le bouclage u = k(z1), avec k(0) = 0. Le bouclage préserve
la structure singulicrement perturbée (les parties réelles des valeurs propres de (9f,/dz,) sont
en 1/¢). 1l existe toujours, localement autour du point stationnaire, deux variétés invariantes
transverses

- %k, d’équation z = hj(a1,¢), est la variété lente. Elle est attractrice et définie & Ofc)
pres par fa(z1, h§(21,0),0, k(z1)) = 0

— 54, d’équation z; = h¥(zy,¢), est la variété rapide. Elle est définie & O(c) prés par z; = 0

Ainsi, modulo des termes en O(c), la variété rapide est préservée par le bouclage, £ = £,.
Par contre, la variété lente est modifée, S5 # %y. Localement, lespace Ej correspondant i
%, reste inchangé alors que I'espace E; correspondant & £, est transformé en l'espace E¥,

. dant & EX. Ces phénoménes sont illustrés sur la figure (1.2).

On voit qu’il est possible dans le cas singulierement perturbé de construire par un retour
statique et partiel de I'état des lois de commande qui préservent la structure du systéme - la
partie rapide que I'on souhaite conserver n’est pas modifiée.

Dans I'étude qui nous intéresse, la commande en qualité des colonnes & distiller, le systeme
est sous forme singuliérement perturbée : I'approche suivie est conforme a ce qui vient d’étre
décrit.

Le cas des systemes non singulierement perturbés est plus difficile & traiter. Lorsqu’il existe
une séparation entre les valeurs propres de 1" imation tangente, impli Pexistence de
deux variétés invariantes transverses, cette approche est-elle généralisable? Une généralisation
est possible & partir de bouclages dynamiques [15], mais la question reste en grande partie
ouverte et dépasse le cadre de ce mémoire.
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By
Do ay =0(e)
— E
Boucle ouverte \
By a2z = ha(a,6)
Ef

Boucle fermée

£k ap = hi(21,€)

Figure 1.2: Le cas singulierement perturbé
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Chapitre 2

Modéliser la dynamique des colonnes

Nous exposons dans ce chapitre les hypothéses et les équations utilisées pour modéliser la
dynamique des colonnes & distiller. Nous insistons particulierement sur deux modeles .

un modele “complet”, dont le but est de représenter finement les phénoménes réels. Utilisé
dans un simulateur, il nous permet principalement de tester diverses approches pour la
régulation en qualité.

- un modeéle simplifié, dit modéle (L,V) ~“constant molal overflow model”-. De nombreuses
lois de commande, dont celles que nous préconisons, sont synthétisées a partir de ce
modéle : nous détaillons ici sa construction. L'étude de ses propriétés fait I'objet des trois
chapitres suivants.

2.1 Un modele complet

Les progres de Iinformatique ont permis Pémergence d’un nouvel outil qui trouve sa place
entre la conception des lois de commande et leurs essais sur site. Cet outil est la simulation,
qu) tend & remplacer a.vantageusemenl les essais sur les pilotes ou les maquettes. Il nécessite

ins des modéles algébro-di pré lad ique des procédés étudiés.
La régle heuristique suivante est trés souvent utilisée : plus le modele incorpore de phénomenes
physiques, plus proches de la réalité sont les résultats obtenus par lintégration de ses équations.
11 convient cependant d’étre prudent :

ébro-diffé

- la maniére d’écrire les équations d’un systeme alg | peut avoir une influence
sur la validité des résultats de simulation. C’est le probleme de index [98] ;

~ Paugmentation du nombre des phénoménes pris en compte va de pair avec I'augmenta-
tion des paramétres du modele. Ces derniers sont souvent mal connus ou difficilement
estimables. 1l peut étre préférable de négliger un phénomene que de mal le modéliser.
Le but du modéle doit de toutes fagons renseigner son concepteur sur la richesse des
phénoménes & représenter.
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En tenant compte de ces remarques, nous détaillons dans cette section un modele de colonne
a distiller. C’est ce type de modele que nous utilisons pour tester en simulation les lois de
commande présentées dans la suite de ce mémoire.
2.1.1 Modeéle de plateau
« Hypothéses
Nous adoptons les hypothases classiques suivantes :

- le liquide et la vapeur sont & I"équilibre thermodynamique ;

le liquide, comme la vapeur, est homogene ;

les parois du plateau sont adiabatiques ;

Les modeles utilisés pour les équilibres thermod, i et 'hydrod;

respectivement dans les sections 2.1.4, page 26 et 2.1.5, page 27

ique sont décrits

o Description
Le modele est algébro-différentiel :
- la pastie diférentielle consiste en les bilans de matiére et d'énergie, pour lesquels la va-

riation des i lées égale la d entre les flux entrant et sortant du
plateau [59];

- la partie algébrique comprend trois types d’équations :

le calcul des quantités accumulées ;

déquilibre ther ique;

les

les équations du modéle hydrodynamiq
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En utilisant les notations regroupées a la section 2.1.7, page 30, le modéle s’écrit :

ebilan de matiére
dN; L Vi v )
2 = BatVi-L-V (i=
ebilan d’énergie
du; . .
G = Mo P Tie) Lic 4 R (Vi Py ) Vi
—W(L,, Py T)L; = k(V,, P,y Ty)V;
ecalcul des quantités accumulées
li lig i
[ LA L it A7 (i=1,...,c)
T WL, P LT eV, P, T Y e
Plia . ot i
U, = — NL,, P, T;) + —2 Vi, P, T,
D gy T gy e e T
eéquilibre thermodynamique
0 = w(L;, Py T;) - w(Vi, P T) (i=1,...,0)
emodele hydrodynamique
P =Py = Yz, L0, P Ty Ly Vi, P Tin)
Pi—PF = A';”U:p‘"]aP]yT;»VM»UPJH,TJH)
Vit = 13z, L,V BT,

oit nous notons L; = Y0, L et L; = (L) Les mémes notations valent pour les débits

de vapeur et, dans la suite, pour les moles retenues et les potentiels chimiques.

Le modele hydrodynamique, décrit & la section 2.1.5, page 27, fournit A, AL et T4, Le
modéle thermodynamique, décrit & la section 2.1.4, page 26, fournit les Volimes malaires
WLy, P,y ;) et v(V, P;, ), les enthalpies molaires h(L,, P,,T;) et " (V,,P T,), les énergies
molaires w/(L;, P;, Ty) et u*(V;, P,, Ty), ainsi que les potentiels chimiques (L, 5, T,) et ji*(V,. P,. )

Les inconnues du plateau j sont
N, le vecteur des nombres de moles accumulées;
~ L, le vecteur des débits molaires partiels de liquide;
V;, le vecteur des débits molaires partiels de vapeur;
- U,, Pénergie interne associée & I'étage;
- P, la pression de I"équilibre thermodynamique;

=T la é de Péquilibre ther ique;
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z,, la hauteur de liquide dans le déversoir;

- V!, le volume de liquide sur le plateau.

Pour le plateau d’alimentation, les bilans de matitre et d’énergie prennent en compte les
débits partiels de la charge et son enthalpie.

2.1.2 Modele de ballon de téte
« Hypothéses
Nous supposons que

~ la condensation est totale, ce qui signifie quil n’y a pas de distillat vapeur. 11 existe
néanmoins un équilibre liquide-vapeur dans le ballon : la vapeur occupe I'espace laissé
libre par le liquide. ,

le passage dans le condenseur introduit une perte de charge constante;

la pression au plateau 2 est régulée par une action proportionnelle-intégrale sur la puis-
sance de condensation ;

le volume de liquide (niveau de téte) est régulé par une action proportionnelle-intégrale
sur le débit de distillat ;

- le débit de reflux, disponible pour la commande en qualité, est fixé par I'utilisateur ;

o Description

Remarque 1 Pour le conditionnement numérique du systéme, nous introduisons un distillat
vapeur (dégazage) dont le débit total est firé & une valeur arbitrairement petite, inférieure au
milliéme du débit vapeur entrant.

Le modele est algébro-différentiel. Sa structure est semblable & celle d’un modéle de plateau.
Les bilans sont, modifiés pour distinguer le débit de reflux et le débit de distillat. Le modele
hydrodynamique se réduit a une perte de charge dans le cond . Des équations
pour la restriction du distillat vapeur et les régulations complétent la description.
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ebilan de matigre

eéquilibre thermodynamique
0 = ph(Ly, Py Ty) — p(Va, Py TY)
erestriction du débit vapeur
Vi = ¢
eperte de charge due au condenseur
PP = A
erégulation de pression
Jeond
Qe = Kend ( Po P+ de)
ageond
L ]
erégulation de niveau
b (e ypae, 12
D = KP (v -vi s
a1t
at

R e 7

w(Vi, P, Th)

N \ LAY
T Vi (”L.)L-‘“
ebilan d’énergie
dU, 5
% = PP TV
—W(Ly, P 1)Ly + D) = h*(Va, Py To)Vs — @4
ecalcul des quantités accumulées
PO B O 7 7 i
(@ AT B (VAT Y
g tot _ 1yl
u = 4V—'u’(L1,P|,T|) + Ll_._.lil_..
(L, P, Th) v(Vi, P, Th)

(i=1,...

)

Remarque 2 L; représente le refluz, soit U'alimentation liquide du plateau 2. Contrairement
au modele de plateau décrit @ la section précédente, il ne rend pas compte de la totalité du

liquide sortant du ballon de téte.

Remarque 3 L homogé,
deffectuer les caleuls avec les débits partiels Ly

Gité de degré zéro des fonctions du modéle thermodynamique permet
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Les inconnues sont

~ Ny, le vecteur des nombres de moles accumulées ;
— I, le vecteur des débits molaires partiels de reflux ;
— ¥4, le vecteur des débits molaires partiels de vapeur;
~ Uy, Pénergie interne associée & I'étage
Py, la pression de Péquilibre thermodynamique;
~ T, la température de I'équilibre thermodynamique;
V¥, le volume de liquide dans le ballon;
- Q= la puissance de condensation;
D. le débit de distillat ;
~ I, le terme intégral du régulateur de pression

1P, le terme intégral du régulateur de niveau,

2.1.3 Modéle de ballon de fond
« Hypothéses
Nous supposons que
le rebouillage est une source d’énergie qui permet de vaporiser une partie du liquide
présent dans le ballon;
~ le liquide et la vapeur sont & Péquilibre thermodynamique;

le volume de liquide (niveau de fond) est régulé par une action proportionnelle-intégrale
sur le débit de résidu;

la pui de rebouillage, disponible pour Ia de en qualité, est fixée par Putili

sateur.

« Description

Par rapport & un modeéle de plateau, les bilans sont modifiés car le ballon, s7il n’est pas alimenté
en vapeur, bénéficie d’une source d’énergie extérieure. Il n’existe pas de modéle hydrodyna-
mique. mais la régulation du niveau doit étre décrite.
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sbilan de matiére
dANi

& = b=V )
ebilan d’énergie
du, =
= Mt P To) Lo
—h!( Ly Py To) L = b (Va, P, To)Va + Q7
scalcul des quantités accumulées
PR N
b WLy Py T) B (Vo Py ) Ve
i B vty
Uy = ==L, Py T) + — (Vs Py, T,)

(L, Py T) v(V,, Py T)
eéquilibre thermodynamique

0 = p(Ln, Po, To) = g% (Vo P, Th)

erégulation de niveau

IR
L, = KR (ui;v —Vhee 4 —,,)
o
di?
S =y pline
2 ' —Va

Les inconnues sont

N, le vecteur des nombres de moles accumulées,,

L, le vecteur des débits molaires partiels de liquide;
~ Vi, le vecteur des débits molaires partiels de vapeur;
~ U,, lénergie interne associée & I'étage;

P,, la pression de Iéquilibre thermodynamique;
- T,.. la température de I'équilibre thermodynamique ;
— V4, le volume de liquide dans le ballon ;

IR, le terme intégral du régulateur de niveau.
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2.1.4 Modele thermodynamique

Le modéle thermod ique relie les itions des phases liquide et vapeur, la température
et la pression. Il permet en outre de calculer, en unités molaires, les énergies internes des
phases, leurs enthalpies et leurs volumes. Enfin, il fournit les potentiels chimiques des composés
du mélange dans les conditions de I’équilibre thermod; ique. Nous adoptons le modele
R.K.S. [120, 121, 101, 102] -du nom de ses auteurs, Redlich, Kwong et Soave-, qui est bien
adapté anx mélanges d’hydrocarbures que nous traitons. Dans cetie section, nous ne particula-
risons pas de plateau et notons 7' la température (K), P la pression (Pa). A chaque composé i

est associé :

w', son coefficient acentrique de Pitzler;
T, sa température critique;
PO, sa pression critique.

Les interactions entre les composés sont décrites par la matrice symétrique des coefficients
d’interaction binaire k7. Nous supposons que le modzle est valable aussi bien pour le liquide
que pour la vapeur et notons génériquement ¢ = (¢')="¢ la composition, soit du liquide, soit
de la vapeur.

Le modéle R.K.S. est fondé sur une équation d’état explicite en pression

RT a

Lty ek

R est la constante des gaz parfaits ;
~ v est le volume molaire;

~ a est donné par

=1 =1

@ = Vava(l -

avec

’)

2
(1’:37'“x (1 + (04851 + 1.5517w" — 0.1516(w*)?)) (1 - /7%)) )

o= 9PeH 2/ — 1)

et
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- best donné par

b= S e

e
avec » .
po o BT @V - RTO
2 3poi
Si I'on considere le facteur de ibilité Z = Puv/RT, Péquation d’état devient

22~ Z2* 4 (A—B-B)Z - AB =0,

oil A = aP/R'T* et B = bP/RT Cette équation cubique possede généralement plusicurs
solutions. Pour la vapeur, il convient de prendre la plus grande racine, pour le liquide, la plus
petite supérieure & B. Conservons la notation Z pour la racine ainsi choisie. Alors v = RT'Z/P
et, pour i = 1,...,c, les coefficients de fugacité ¢' valent

Z

lo; vtb
L) 2
bRT e )

Iogé‘:l—Z—log(P(;iT_,b))+2b‘ S

avec a* = Y5, aW(7 et b = Y5, ¢

Les potentiels chimiques sont donnés par

WG T, P) = (T, P + RT log (P ).

patd

ol ¢' est Ienthalpie libre molaire du composé i et P**# ]a pression standard. L’équilibre thermo-
dynamique étant défini comme I'égalité des potentiels chimiques dans les deux phases, les valeurs
de g* et P*“ ont peu d’importance. 1l est possible notamment de prendre g' = 0 et P** = P
L’enthalpie molaire s’obtient par

log .
a 9 “poP (T
h((,T,P)=(I ﬁ‘{—a) (b" )+Pu—RT+Z(h”(r),

=
oit h7 est I'enthalpie molaire du gaz parfait associé au composé i. L’énergie molaire vaut alors

w((,T,P) = h((,T, P) — Po((,T, P).

2.1.5 Modéle hydrodynamique

Le modéle hydrodynamique permet d’exprimer & la fois la différence de pression entre deux
étages superposés et le volume liquide de I'étage supérieur. Les équations et corrélations uti-
lisées dépendent du type des plateaux : plateaux perforés, plateaux a clapets .. (voir par
exemple [128]). Nous avons repris ici le modéle de Gallun et Holland [35]. Le liquide descend
par gravité en chutant par-dessus la jupe du déversoir situé sur I'un des cotés du plateau. La
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vapeur monte par différence de pression A travers les trous aménagés sur D'aire active du plateau
supérieur. Ce mode de fonctionnement est illustré sur la figure 2.1.7, page 35.

La pression est définie & Iinterface liquide-vapeur sur le plateau. Les hauteurs de liquide,
dans les déversoirs et sur les plateaux, jouent un réle important. Soit en effet un liquide de
masse volumique p occupant un volume défini par sa hauteur z et la surface de sa base. Le
poids du liquide implique que la pression & la base est supérieure a la pression au-dessus du
liquide. Cette différence A égale pzg. ot g est Paccélération de la pesanteur. Pour un plateau
de colonne.

~ le liquide sur la surface active est mélangé avec des bulles de vapeur provenant du plateau
inférieur. L’utilisation directe de la formule A = pzg impliquerait une surestimation des
variations de pression, due & la différence des masses volumiques des phases liquide et
vapeur. Pour remédier & ce probleme, la hauteur z est multipliée par un réel strictement
inférieur & un, calculé par une loi d’aération ;

- la hauteur de liquide au-dessus de la jupe est calculée par une loi de déversoir : elle est
proportionnelle au débit volumique du liquide & la puissance 2/3.

Par ailleurs, il est nécessaire de prendre en compte I'effet des goulots d’étranglement rencontrés
par les flux. Ils impliquent des variations de pression appelées pertes de charge, proportionnelles
au carré des débits volumiques. La pression est supérieure en amont du goulot d’étranglement.
Pour un plateau de colonne, ce phénoméne a lieu en deux endroits :

au fond des déversoirs, pour les flux de liquide, car la surface y est plus faible qu’au niveau
de la jupe;
- au niveau des trous des plateaux, pour les flux de vapeur.
Ces deux effets, poids du liquide et goulot d'étranglement, sont les seuls que nous prenons
en compte. Nous négligeons notamment le poids de la vapeur. En suivant le trajet du liquide.

du déversoir du plateau j jusqu’a interface liquide-vapeur du plateau j + I, nous avons (les
notations sont regroupées dans la section 2.1.7, page 30)

Pras = Py = 20l = A — S5
En suivant le trajet de la vapeur du plateau j + 1 au plateau j, nous obtenons
rous estimée I
Prin = Py = A0 4 250mee g,

Les pertes de charge valent

A = (L, ARy

AT N AV

La hauteur estimée du liquide sur le plateau j s’écrit

seme _ (| g)(22 4 e,
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ol le coefficient a de la loi d’aération est donné par

a= XY, /P::P‘/A;Llwe)ﬂ.]l )

et la hauteur libre au-dessus de la jupe par la loi de déversoir

sfire  Ntbre( g pdéoyers

Le volume de liquide est la somme des volumes de liquide sur le plateau et dans le déversoir :

lig _ jestimée gactive dév
V)i=2 AT+ 2, A

Le calcul des masses et des débits vol requiert la i de é s, pres-
sions et compositions : B

L, = L(L,T,P)

v, = V(V.T,P)

o= (LT, )
AT = AV, T, Py,

Les équations donnant P41 — P, sur les trajets du liquide et de la vapeur sont donc implicites.
Formellement

Pa =Py = AV, L, Ty, Py Lty Vi Ty, Pras)
P =Py = ALV, T P Vi, Ty Praa)
Vi = Y0z, LV, T, Py).

Nous ne décrivons pas ici I'extrapolation de ce modéle utilisée pour simuler les engorgements
et les asséchements.

2.1.6 Modele complet et commentaires

Le modele algébro-différenticl de la dynamique d’une colonne s’obtient en juxtaposant, & un
modéle de ballon de téte et un modéle de ballon de fond, des modéles de plateaux. Le cas
échéant, le modéle de plateau doit étre légérement modifié, pour prendre en compte des souti
rages ou des alimentations. La dimension différentielle d’un tel modzle, c'est & dire le nombre
des é ielles qu'il comporte, égale n(c+ 1) +3 pour une colonne de n plateaux.

aux inaires de la section. Ce modele peut-il étre résolu de fagon
correcte dans un sxmu[ateur7 Si oui, dans quelle mesure les résultats obtenus sont-ils en accord
avec la réalité?

o Index et résolution numérique

Le modele est i ible : ses variables algébri sont ex bles en fonction de ses va-

riables différentielles, les retenues de matiére N, et d’énergie Uy, plus les termes intégraux
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des régulateurs. Ceci signifie que, moyennant une condition initiale vérifiant les équations
algébriques, la solution du systeme est unique puisque le champ de vecteur est régulier.

Par ailleurs, la partie différenticlle étant explicite, le modéle est d’index 1 [31, 30, 98] :
sa résolution numérique par la méthode de Gear [45, 46, 47, 48] ne diverge pas. Clest cette
méthode qui est mise en ceuvre par le logiciel SPEEDUP (Prosys Technology [92]) que nous
utilisons. Nos résultats de simulation sont donc fiables. Il reste & s'assurer que les phénomenes
non-modélisés ne sont pas prépondérants pour les études qui nous intéressent.

o La description est-clle suffisante ?

1l va sans dire que ce modéle ne rend pas entiérement compte de la réalité d'une colonne. Nous
avons supposé les plateaux totalement efficaces et passé sous silence les échanges de chaleur
avec 'extérieur. Les phénomenes hydrodynamiques, tout comme les rebouilleurs réels, sont
nettement plus complexes. Les shémas de condensation et de régulation offrent quant & eux
une trés grande diversité d’aspects : les installations locales et I'imagination des i

jouent la un téle important.

Le probleme de Iefficacité des plateaux nous semble le plus important mais est facilement
résolu. 11 suffit, en fonction de relevés réels, soit de modifier les équations du modéle (en in-
troduisant par exemple une efficacité de Murphree), soit d’ajuster le nombre des plateaux
théoriques.

Par contre, tenter de représenter finement les autres phénoménes est illusoire et conduirait
rapidement, les utilisateurs le savent bien,  distinguer les fonctionnements de jour et de nuit, en
hiver ou en été (fuites thermiques, limitations physiques des aéro-réfrigérants...)! Le nombre
des paramétres & incorporer au modéle serait forcément important et leur identification ou
estimation une tiche trés complexe, voire impossible. Tout cela pour un gain malgré tout

modeste, une meill ion de phénoménes rapides et stables, faiblement couplés
avec la dynamique lente qui nous intéresse, celle des compositions. Nous nous satisfaisons donc
de ce modéle qui donne, en statique, une bonne estimation des profls de compositions, de
température et de pression et reprodui en dy les de temps de la

séparation. Il requiert des informations faciles & oblenir : géométrie des plateaux et des ballons,
caractéristiques thermodynamiques des composés, pression en téte de colonne, débits entrant
et sortant (alimentation, distillat et résidu).

2.1.7 Notations
L’indice j rapporte au plateau j. Les plateaux sont numérotés du ballon de téte (plateau 1) au
ballon de fond (plateau n). Les mélanges impliquent ¢ composés.

o Notations du modéle de plateau, page 20

- Rétentions

N,, vecteur des nombres de moles NV} retenues sur le plateau;;
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U,, énergie interne associée au plateau;
2,, hauteur de liquide dans le déversoir;
- Grandeurs thermodynamiques
P,, pression d’équilibre, définie & Iinterface liquide-vapeur ;
T,, température d’équilibre;
ul et u, énergies molaires internes des phases liquide et vapeur
I et h*, enthalpies molaires des phases liquide et vapeur;
" et ", potentiels chimiques du composé i dans les phases liquide et vapeur
- Débits
Ly, débit molaire liquide total quittant le plateau. Somme des éléments L} du
vecteur L, des débits molaires particls de liquide quittant le plateau;
V,, débit molaire vapeur total quittant le platean. Somme des éléments V; du
vecteur V, des débits molaires partiels de vapeur quittant le plateau ;
-~ Volumes
ol et v", volumes molaires des phases liquide et vapeur;
V1, volume liquide sur le plateau;
V!, volume total du platean
o Notations supplémentaires pour le modele de ballon de téte, page 22
~ Débits
D, débit de distillat ;
Ly, débit de reflux (L, est ici le vecteur des débits partiels de liquide refloués
dans la colonne) ;
Q"¢ puissance de condensation
Régulateurs
%, point de consigne du régulateur de pression,
I intégrale mesure-consigne du régulateur de pression ;
(™ gain proportionnel du régulateur de pression ;
7%nd temps intégral du régulateur de pression ;
V49, point de consigne du régulateur de niveau;
17, intégrale mesure-consigne du régulateur de niveau;
KP, gain proportionnel du régulateur de niveau;
7D temps intégral du régulateur de niveau;
- Divers
¢, valeur & laquelle est restreint le distillat vapeur total ;
A perte de charge dans le condenseur;

o Notations supplémentaires pour le modéle de ballon de fond, page 24
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~ Q" puissance de rebouillage;
- Régulateur de niveau
Ve, point de consigne;
IR, intégrale mesure-consigne;
KR, gain proportionnel ;
7R temps intégral ,

o Notations du modeéle thermodynamique, page 26

Energies
4", enthalpie libre molaires du composé i ;
h, enthalpie molaire ;
hoP* | enthalpie molaire du gaz parfait associé au composé i ;
u, énergie molaire;
4*, potentiel chimique du composé i ;
— Pressions
P, pression de 'équilibre thermodynamique;
PO pression critique du composé i
P*t pression standard
- Températures
T, température de I'équilibre thermodynamique ;
T, température critique du composé i
— Parametres du modele
w*, coefficient acentrique de Pitzler du composé i
£, coefficient d'i ion entre les ésietj;

a, variable de I'équation d’état ;
a, variable pour le calcul des fugacités;
', variable intervenant dans les calculs de a ct @',
b, variable de I'équation d’état;
b, variable pour le calcul des fugacités;
b, variable intervenant dans les calculs de a et a';
~ Divers
&, fugacité du composé i ;
¢, composition (liquide ou vapeur);
v, volume molaire;
Z, facteur de compressibilité ;
A et B, réels intervenant dans I'équation de la cubique en Z,
R, constante des gaz parfaits;
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° du modéle hydrodynamique, page 27

Aires
Agete, aire active du plateau;
A%, aire du déversoir;
! aire disponible en fond de déversoir pour le passage du liquide sur le
plateau j + 1;
A¥e | aire totale des trous sur la surface active;
- Hauteurs
2,, hauteur du liquide dans le déversoir;
24mée hauteur équivalente du liquide sur le plateau;
o,
2l hauteur au-dessus de la jupe du déversoir;

hauteur de la jupe du déversoir;

Pertes de charge
A%, fonction pertes de charge dues aux déversoirs,
Atow fonction pertes de charge dues aux trous;

~ Coefficients de corrélation
A%, loi d’aération ;

X0, pertes de charge dues aux déversoirs ;
Ntbre o de déversoir;
Aous | pertes de charge dues aux trous;

- Volumes
T, fonction volume liquide sur le plateau ;

V47, volume liquide sur le plateau ;

V¥, volume total du plateau ;
Grandeurs volumiques

£,, débit volumique de liquide;

V,, débit volumique de vapeur;

4, masse volumique du liquide;

/4%, masse volumique de la vapeur ;

~ Débits molaires partiels
L,, vecteur des débits molaires partiels de liquide;
V,, vecteur des débits molaires partiels de vapeur;

- Grandeurs thermodynamiques
P,, pression;

T,, température ;

- Divers
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a, loi de déversoir,
g, accélération de la pesanteur.
12, largeur du déversoir.
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Figure 2.1: Notations du modéle hydrodynamique
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2.2 Le modéle (L,V)

Dénommé “constant molal overflow model” dans la littérature anglo-saxonne, le modele (L,V)
est couramment utilisé par la plupart des chercheurs impliqués dans la commande des colonnes
4 distiller. Avant ’avénement de I'informatique, il avait aussi une importance considérable pour
la conception des unités. Cette section est consacrée au détail des hypothéses nécessaires pour
Pétablir.

2.2.1 Etablissement du modéle (L,V)

Le modéle (L,V) se caractérise par I'égalité, pour chacune des phases, des débits molaires
totaux entrant et sortant. Cette propriété découle d’hypothéses sur les énergies associées aux
constituants, parfois appelées hypothéses de Lewis.

Les hypotheéses utilisées a la section précédente concernant les équilibres thermod;

(mélanges parfaits, équilibres idéaux) et les plateaux sont toujours utilisées ici. Le volume total
de chaque plateau est donc constant.

Hypothése 1 La pression sur chacun des plateaus est constante.
Cette hypothese implique I'abandon du modeéle hydrodynamique, qui relie la diffé de
pression entre deux plateaux aux flux. Comme le volume (par construction de la colonne) et
la pression sur chaque plateau sont constants, la variation d’énergie se réduit a la variabion
d’enthalpie.

Adoptons les notations suivantes :

- Pindice rapporte au numéro de plateau dans la colonne (les plateaux sont numérotés de
haut en bas);

~ ¢ est le nombre des constituants du mélange;
L, est le débit liquide total quittant le plateau j;
W, est le débit vapeur total quittant le plateau j;

- X, est le vecteur des fractions molaires dans le liquide : X, = (e},...,25)" Par définition,

=1

¥, est le vecteur des fractions molaires dans la vapeur : ¥, = (y,...,y¢)" Par définition,

S
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~ H! et H} sont les retenues (“holdups”) molaires liquide et vapeur sur le plateau j,;

~ h et hY sont les enthalpies molaires liquide et vapeur;

~ 3" est 'enthalpie molaire partielle du constituant i dans la phase p, p valant soit (, soit v

=Tk et by =S
AR est Ienthalpie molaire partielle de vaporisation du constituant 7.
Les bilans de matiére et d'énergie s’écrivent pour un plateau

%(H;x, FHY) = LoaXea + ViV = LY, - VY,
SUHK 4B = Lybley + Vs, = L = Vb

Hypothése 2 [Hypotheses de Lewis] Pour chaque constituant et dans chaque phase, Uenthal-
pie molaire partielle est indépendante de la pression, de la température et de la composition.

Autrement dit, 'enthalpie molaire partielle d’un constituant est constante dans chaque phase,
quel que soit le plateau considéré.

Sous cette hypothése, le bilan d’énergie se réécrit
d o i . . e pui . i
I+ H) = S Ry = La) + D b (Vg = Vi),

ot h"* et h** réprésentent les enthalpies molaires partielles liquide et vapeur du constituant i,
indé du plateau considéré

En utilisant le bilan matiere dans cette derniére expression, nous tirons
ot S wed it B = S AR Vo
gi(Hohs + HYRY) — Dot + ) = XL ARy, — Vo),
=

oit Ahf réprésente I'enthalpie molaire partielle de vaporisation du constituant 7, indépendamment
du plateau considéré.

Hypothase 3 Les enthalpies molaires partielles de vaporisation sont identiques pour tous les
composés.

o

Vi = V.

En statique En utilisant le fait que Y37, ' =1, 7, " = 1, nous obtenons

Par un bilan matiére global, nous en déduisons

L =1,
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En dynamique Grace & Phypothése 2, les résultats obtenus en statique sont valables en
dynamique dés lors que,

Hypothése 4 Les retenues molaires liquides sur les plateauz sont conslantes.
Notons qu’en utilisant un changement de coordonnées pour les fractions molaires, il est possible

de se passer de I'hypothse 3 pour obtenir 'égalité de flux d’énergie entrant et sortant. Ces calculs
sont exposés dans la thése d’Albaret [2].

2.2.2 Ecriture du modéle (L,V)

« Rappel des hypothéses et des notations

Hypothéses thermody
Le liquide et la vapeur sont, sur chaque plateau, homogénes et a I'équilibre thermodyna-
mique ;

~ Les enthalpies molaires partielles des constituants sont indépendantes de la pression, de
la température et de la composition ;

Les enthalpies molaires partielles de vaporisation de tous les constituants sont identiques.
les équilibres liquide-vapeur sont tels que, si un composé est absent d’une phase, alors il

est absent de I'autre phase.

Hypothéses sur la colonne

la pression sur chaque plateau est constante;

la retenue molaire liquide sur chaque plateau est constante;
~ la retenue molaire vapeur sur chaque plateau est négligeable;
~ les parois des plateaux sont adiabatiques;

la condensation des vapeurs de téte est totale;

— le débit d’alimentation, le distillat et le résidu sont toujours strictement positifs.
Notations
Les plateaux sont numérotés du haut vers le bas, du plateau | (ballon de téte) au plateau n

(ballon de fond). Les variables se rapportant au plateau j sont repérées par l'indice j. La
séparation implique ¢ composés.
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L est le débit de reflux;
— V est le débit de vapeur généré en fond de colonne;

F est le débit dali jon, 2 sa composition. L'ali fon entre au plateau f;

Hj est la retenue molaire liquide sur le plateau j;

- 2, est le vecteur des fractions molaires dans le liquide sur le platean j. La somme des
fractions molaires dans le liquide égale un. Cette propriété est intégrée dans la définition
de 2,, qui est de dimension (¢~ 1) : 2, = (},...,257)";

— k est la fonction d’équilibre liquide-vapeur. k(z,) est le vecteur, de dimension (¢ — 1), des
fractions molaires dans la vapeur sur le plateau j. Nous ne rappelons pas la dépendance
en la pression de k pour alléger les notations. Si z, est un scalaire (cas binaire), cette
fonction est croissantc et vérifie k(0) = 0 et (L) = 1 (ces égalités sont directement lides &
la derniére des hypothe d

thermod )- Dans le cas multicomposé, ses propriétés
sont mal connues, mais un résultat concernant son jacobien est présenté dans Iannexe B,
page 159. Nous lutiliserons par la suite.

o Description

Sous les hypotheses et avec les notations de la section précédente, le modele (L,V) s’écrit

B = V) - )

H-% = L@ —2) + V(ke) - k(z,) oaio

% = U =)+ Vibaro) - Me) 4 Fle =) @1
B = (L4 B = 2) + Vo) ~ Ke)) (i=ft1an—1)
H"ddit" : (L + F)(wn-1 = @) + V(20 = k(2a))
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Chapitre 3

Propriétés du flot et points
stationnaires

Le but de ce chapitre et des deux suivants est Pétude qualitative de I'équation différentielle
ordinaire représentée par le systéme (2.1), page 39. Les informations fournies par cette étude
sont importantes car elles permettent une meilleure éhension du procédé, p lors de
la synthése de lois de commande. Nous commengons par exposer deux propriétés démontrables
indépendamment du nombre des composés intervenant dans les mélanges : le flot existe pour
des temps non bornés et admet au moins un point fixe. Nous discutons ensuite de Iunicité
de ce zéro du champ de vecteurs. Il nous faut la distinguer entre les colonnes binaires et les
colonnes multi ées. Pour les premiéres, 'unicité du 7éro est démontrable, ce qui n'est
pas le cas pour les secondes. Nous exposerons pourquoi aprés avoir rappelé quelques résultats
partiels valides soit pour des flashes (vu comme des colonnes & un seul plateau), soit pour des
systemes sans alimentation intermédiaire, formés de plusieurs plateaux et d’une extrémité de
colonne.

Dans toute la suite de ce mémoire, nous nous plagons sous les hypothéses suivantes
~ les débits L, V, F, (V — L) ~distillat- et (L + F — V') ~résidu- sont strictement positifs

- ze0,1!

3.1 Existence de trajectoires pour des temps non bornés.
Dépendance paramétrique.
Lemme 1 Pour toute condition initiale appartenant au compact K = [0,1]"¢~), le systéme (2.1)

admet, indépendamment de la valeur des paramétres L, V, F' el z, une solution prolongeable
en temps jusqu’a Uinfini. .

Preuve Par la régularité du champ de vecteur, une solution unique existe pour des temps
suffisamment petits. Il nous suffit de montrer que le champ de vecteurs associé au systéme

41
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est rentrant sur le bord 3K de K. Dans ces conditi le théoréme de prol sur un

compact [3] s'applique et fournit directement le résultat. Soit donc & € 9. Il existe alors au
moins un 2} tel que o} = 0 ou 2} = | :

oz
si 2 = 0, il est clair d’aprés les équations de (2.1) que % >0;

1z}
de la méme maniére, si 2} = 1, —2 P 2 <0.

Ainsi, le champ est rentrant sur 9K et le résultat suit.

3.2 Existence d’au moins un point stationnaire

Lemme 2 Le systéme décrit par le modéle (L, V) admel au moins un point stationnaire dans
le compact K = [0, 1]"(=—IJ o

Preuve Cette propriété découle directement du théoréme suivant (voir [61], page 118), qui
est une forme équivalente du théoreme de Brouwer [82, 61].
Théoréme 1 Soit D, le fermé borné de R™
Dy =17y [a, b)) (=00 < a, < b; < +00).
Soit . applications continues f, : Dy — R telles que, pour tout i € {1,n}

{ﬁ((.,,..,c..,,a,,a“,u.,cn) 20
Sty Gon b Gisny s G) <0

Alors, il eziste { appartenant D, tel que f;(C) =0 pour tout i € {1,n} .
La démonstration de la propriété précédente montre que le champ de vecteurs du systéme (2.1)
vérifie les hypothéses de ce théoréme pour a; = 0, b, = 1 quel que soit i et le résultat suit.

3.3 Unicité du point stationnaire

La question de Punicité du point stationnaire est importante :

dun point de vue théorique, I'unicité permet notamment de garantir Punicité de la solu-
tion de divers problémes d’inversion intervenant dans des algorithmes de commande.

- d’un point de vue pratique, I'existence de points stationnaires multiples impliquerait une
étude de leurs bassins d’attraction respectifs pour éviter de brusques variations du mode
de fonctionnement. Ce phénoméne aurait aussi des conséquences sur les méthodes de
calcul des unités.
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Tout d’abord, rappelons qu'il existe au moins un point stationnaire. L’unicité est ainsi
un probleme bien posé. Plusieurs auteurs ont récemment rapporté I'observation en simula-
tion de points stationnaires multiples pour certains modeles de distillation. Nous en discutons
briévement : ces travaux ne sont pas concluants dans le cadre d’un équilibre thermodynamique
biphasique o interviennent une phase vapeur et une seule phase liquide. Nous traitons & part le
cas binaire pour lequel I'unicité est facilement démontrable. Pour les colonnes multicomposées,
nous mentionnons quelques résultats partiels connus et décrivons deux tentatives infructueuses
pour démontrer 'unicité du point stationnaire d’un modéle (L,V) multicomposé.

3.3.1 Des points stationnaires multiples observés en simulation

Depuis les travaux originaux de Magnussen et al en 1979 78], divers auteurs ont observé en
simulation D'existence de points stationnaires multiples pour des modeles de distillation [66,
91, 133]. On peut émettre des réserves sur les méthodes employées. En effet, les équilibres
thermodynamiques étant caleulés par minimisation, il convient de s'assurer que I'algorithme
utilisé conduit bien & un mimimum global. Cet aspect n'est pas abordé dans les publications
que nous mentionnons. Cependant, un point commun & ces études doit étre relevé : tous les cas
présentés impliguent

- ou des mélanges azéotropiques (c'est & dire des mélanges pour lesquels les phases liquide
et vapeur peuvent étre de compositions identiques) ;

- ou une seconde phase liquide ;

~ ou des éq thermodynami idéaux.

Ce probleme de multiplicité des points stationnaires nest pas encore trés bien compris.
Doherty et Perkins [24] font remarquer qu'aucune observation sur un site industriel n’a été
rapportée. L’hypothese d’un probléme numérique n’est donc pas & exclure, méme si Sridhar et
Lucia [122, 123] ont insisté récemment sur Pimportance de la stabilité de Péquilibre liquide-
vapeur pour leurs études des points stationnaires de modéles de distill Quoiqu'il en soit,
nous ne nous intéressons ici qu’i des mélanges zéotropiques dans des conditions d’équilibre
liquide-vapeur idéal et stable. A notre connaissance, il n’a été mentionné pour ceux-ci aucun
comportement semblable, tant d’un point de vue théorique que pratique. Au moins sous ces
hypothéses thermodynamiques, il est donc légitime de tenter de démontrer Punicité du point
stationnaire des modeles (L,V).

3.3.2 Colonne binaire
Lemme 3 Dans le cas binaire, le systéme (2.1) admet un point stationnaire unique dans [0, 1]

ak
Preuve Rappelons que - est un scalaire strictement positif (annexe B, page 159) et que
k(x) est une bijection de [0,1] dans [0,1].
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- Etape 1 Montrons par récurrence 'assertion suivante : la composition ; est reliée par
des difféomorphismes croissants sur [0, 1] aux compositions sur les plateaux 2 & f

. . . . . Ik
- Passertion est vraie pour z;. En effet, au point stationnaire, k(z2) = 1 et 7 est
z
positif.
— notons r = L/V et y, = k(z,). Comme le débit de distillat V — L est supposé
strictement positif, 0 < r < 1. Supposons que I'assertion soit vraie pour le plateau j
et démontrons qu'alors elle est vraie pour le plateau j + 1. Au point stationnaire :

Ypa1 = (1 = r)yz +r2,(21),
s0it
Oy Jz, dy,
"0z By, 9z,
Ce scalaire est positif et 'assertion est démontrée, puisque (1 — 1)y + rz,(z1) ap-
partient a [0,1]

=(1-r)+r?

- Etape 2 De la méme fagon, il est possible de démontrer que la composition z, est reliée
par des difféomorphismes croissants sur [0, 1] aux itions sur les plateaux n — 1 &

~ Etape 3 Par un bilan matiére global, nous obtenons :

V-L L+F-V V-1 L+F-V
ot S = T () + S (),

oit z € [0, 1] et py et @, sont des difféomorphismes croissants sur [0, 1]. Par un argument
du méme type que celui de Pétape 1, z est difféomorphe & z; et donc a tous les z,. Le
point stationnaire est unique et appartient & [0, 1]

Profil de position au point i B

Lemme 4 Si Uétat = du modéle (L,V) représente le composé lourd (k(z,) < =, Y, €]0,1[),
alors, au point stationnaire :

O<ay<ap < s <oy < < 1.
La preuve découle directement de I'expression du champ de vecteur.
3.3.3 Colonne multicomposée

Nous savons déja qu'un modéle (L.V) multicomposé admet un point stationnaire. Nous savons
hese d’équilibre thermodynamique liquide-vapeur idéal et stable de

de plus que, sous Ihyp
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mélanges zéotropiques, I'existence de points stationnaires multiples n’a été observée ni en
mulation ni sur un site industriel. Se fondant sur la propriété d’unicité du point stationnaire
pour les modeles (L,V) binaires, les efforts portent sur la question suivante.

Si

~ Péquilibre thermodynamique est idéal et implique Uezistence d’une phase vapeur et d'une
unigue phase liquide quel que soit le plateau considéré;

— il existe pas d’azéotropes pour les compositions rencontrées dans la colonne (distillation
zéotropique),
le modele (L,V) d’une colonne multicomposée admet-il un point stationnaire unique?

A notre connaissance, cette question n’est pas résolue. Quelques résultats partiels existent,
que nous mentionnons avant de décrire deux approches qui n’ont pour Iinstant pas abouti.

o Rappel de résultats partiels

Lemme 5 Soit un plateau alimenté par un fluz de liuide (de débit molaire L et de composi-
tion z0) el un flur de vapeur (de débit molaire Vet de composition y;). Si a1 est le vecteur
des fractions molaires dans le liguide et k(zy) celui des fractions molaires dans la vapeur, le
modéle (L,V) du plateau,

doy
di

admet un point stationnaire unique. .

= L(zo = 21) + V(y2 — k(21)),

La démonstration est simple. Elle est basée sur la théorie du degré [73]. Comme Ok/dz, est
une matrice diagonalisable & valeurs propres réelles, distinctes et positives (voir I'annexe B),
Papplication
L
plan) = g+ k(a)

nest pas dégénérée. Par ailleurs, elle envoie le bord de [0, 1) sur le bord de [0, 1+ L/V]<
1l est possible de construire une homotopie, n’admettant aucun point critique, qui transforme
cette application en l'identité. Comme Pidentité est de degré 1, notre application est aussi de
degré 1 et le résultat suit.

Ce résultat n’est pas adaptable au cas de plusieurs plateaux. Face a ces difficultés, il est utile
de simplifier le probléme en posant de nouvelles hypothéses. Parmi ces derniéres, ’hypothése
des volatilités relatives constantes est classique. Soit un mélange de ¢ constituants. A I"équilibre
thermodynamique, les phases liquide et vapeur sont érisées par leurs itions res-
pectives z = (z! ..2°) et y = (y'...y°)". La volatilité du composé i est, par définition, le
rapport /2. Sa volatilité relative a* est définie par rapport & un constituant de référence,
noté 1 ici. Elle vaut

gt
iyt
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La relation d’équilibre liquide-vapeur s%écrit alors pour chaque composé

(Xil"
T+ Yop(ak = 12t

En utilisant cette hypothése, il est possible de démontrer le résultat suivant.

¥ =k()

Lemme 6 [Canon] Le point stationnaire du modéle (L, V) des systémes (téte de colonne+section

en rectification) et (section en épui fond de colonne), oi les sections s’entendent sans
alimentation intermédiaire, est unique si les volatilités relatives sont constantes sur chaque
plateau. -

Nous ne rappelons pas ici la dé ion, trés techni par Canon dans sa
thése [8]. Son résultat concerne en fait I'inversion de relations intervenant pour la distillation
batch mais se reformule dans les termes du lemme ci-dessus. Il n’est extensible, ni au cas d’une

section de plateau, méme sans alimentation intermédiaire, ni au cas d’une colonne.

On le voit, ce résultat n'apporte pas de réponse satisfaisante & la question posée. Les ten-
tatives que nous décrivons mai sont elles-aussi infructueuses.

o Technique de type point fixe

(est la voie suivie par Lucia et Sridhar [74, 122, 123]. Ils ne s'intéressent pas uniquement au
modéle (L,V), qui est cependant inclus dans la classe des modéles abordés. Leurs travaux ont
pour origine Iétude d’un flash isobare et isotherme, qui peut étre modélisé par le systéme

W =0 (équilibre thermodynamique)
fiol-v =0 ji=1,...,c (bilan matiere)
FH/ —LH' -VH +Q = 0 (bilan énergétique)

Yol =1

T o=V

wf = F
1= ()
v o= ()00
Fo= N

L,V sont les débits molaires liquide et vapeur sortant et F* le débit molaire d’alimentation *

~ les I' sont les débits molaires partiels du liquide sortant, pour chaque composé i de 1 a c.
Les flux molaires partiels associés & V et F sont, de maniére similaire, les v et les fi;

4 et ¥ sont les potentiels chimiques associés a la phase liquide (1) et & la phase vapeur (v) ;
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~ H', H" et H' sont les enthalpies associées aux flux L, V' et F;

Q est Pénergie apportée au ballon de flash sous forme de chaleur.

En dérivant la premiére équation pour faire apparaitre les dérivées secondes des énergies
libres G' et G*, on obtient les égalités suivantes :

Dv = (D*G'+D*G")'D*G'.Df = M.Df
Dl = (D*G'+ D*G*)\D*G*.Df = (I—M).Df

Grice aux relations de Gibbs-Duhem, il est possible de montrer que les valeurs propres de M
et de [ — M appartiennent au segment [0, 1].

La colonne est ensuite idérée comme un il de flashes, ali és chacun par

le flux de vapeur du flash situé en-dessous et le flux de liquide du flash situé au-dessus. Il est
possible d’écrire, pour chaque plateau j,

Duv, = M,.(Dvjs1 + Dli_y)
DI, = (I-M,).(Dvy41+Dly) *

oii M, est définie de la méme fagon que M. Sridhar et Lucia définissent a partir de ces relations
I’application
X = (XY,

oit X est le vecteur des flux partiels v}. Dans le cas binaire, & partir des propriétés des ma-
trices M), ils montrent que cette application ¢ est contractante. Il s'agit ensuite d'étudier le cas
plus réaliste isobare et adiabatique. Ces auteurs cherchent & définir des chemins réguliers qui
permettent, en conservant Punicité du point stationnaire, de déplacer la solution du probleme
isobare et isotherme vers la solution du probléeme isobare et adiabatique. Dans le cas mul-
ticomposé, leurs recherches n’ont pas encore abouti 4 la démonstration de la propriété qui nous
préoccupe.

o Généralisation directe de la démonstration dans le cas binaire

Cest la voie suivie par Albaret [2]. Les étapes de la démonstration sont identiques & celles du
cas binaire. 1l s'agit de construire des difiéomorphismes de S dans S, § étant le simplexe dans
lequel évoluent les compositions. Toute la difficulté provient du fait que la dimension de $ est
ici strictement supérieure & un. La démarche est la suivante :

connues les itions du distillat et du résidu. Les débits L, V et F, ainsi
la composition z, sont fixés.

(1) Démontrons que les compositions sur les plateaux 2 & f sont difféomorphes a la
composition du distillat.

(2) Démontrons que les compositions sur les plateaux f an — 1 sont difféomorphes & la
composition du résidu.
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(3) Utilisons un bilan matiére global pour relier la composition de la charge aux compo-
sitions du distillat et du résidu.

hi écédents : la compositi

(4) Transformons ce bilan matiere grice aux d
de la charge est alors reliée & la composition sur le plateau d’alimentation.

(5) Pour conclure, démontrons que cette derniére relation définit aussi un difiéomorphisme.

Alors, quand la composition de la charge est fixée, la composition sur le plateau d’alimentation
et donc I'ensemble des compositions est défini de manitre unique.

Cette approche échoue dés le point (1). En effet, en notant r le ratio L/V, nous pouvons
écrire pour la zone de rectification

Y1 = k(zin) = (L =)z, + 7z,

Ik PR . . .
Nous savons que —— est représenté par une matrice a valeurs propres réelles strictement positives
(voir ’annexe B, page 159).
Démontrons que ys = k(z3) est difféomorphe & z;. Au point stationnaire, y; = z;, donc
ya = (1 = r)y2 + raa.
Alors
s
Iy
est & valeurs propres réelles strictement pos

k!
=(-nlerg

ves, soit de déterminant non nul et le résultat

suit.
Supposons maintenant que z, est difféomorphe & y; et tentons de démontrer que ;4 est
difféomorphe & y». Il faut que la matrice

yin _ AN (.
¢ 7”1”( ay, ) (@yz)

ait un déterminant non nul. Or il est impossible de caractériser les valeurs propres du produit

Ok A\ B . . ., . . N

( % 7"’ . En conséquence, méme si le déterminant de ce produit est forcément non nul,
Yo Y2

nous né pouvons pas affirmer que 'homotopie

0,1]xS—S
H(t,y2) = (1 = t)yz + ta.(y2)

a'admel acun point crmque quand ¢ varie de 1 & r. Le méme probléme se pose pour la section

Sans h he aire sur la th ique [2], ce type de
ne peut pas aboutir au résultat. souhaité.

Pour clore ce chapitre, notons que nous démontrerons au chapitre 5 Punicité du point
stationnaire pour un modéle simplifié de la dynamique d’une classe de colonnes multicomposées,
les colonnes pseudo-binaires, qui peuvent étre vues comme une perturbation du cas binaire.



Chapitre 4

Stabilité

Nous nous intéressons dans ce bref chapitre  la stabilité en boucle ouverte des modeles (L,V).
La encore, une dichotomie s’impose entre les colonnes binaires et les colonnes multicomposées.
Rosenbrock a montré en 1962 [95, 96, 97] que les premiéres étaient stables. Pour les secondes,
quelques résultats trés partiels existent. Ce chapitre s’articule donc naturellement en deux par-
ties. Dans un premier temps, nous rappelons le résultat de Rosenbrock et affinons la description
du point stationnaire des modeles de colonnes binaires par une étude de I’approximation tan-
gente. Nous abordons ensuite les colonnes multicomposées pour lesquelles seul un résultat sur
le flash existe. Il découle d’un résultat beaucoup plus général sur la stabilité des flashes, établi
par P. Rouchon. L’annexe A, page 147, expose ce résultat et I’étend en présentant une nou

velle interprétation géométrique de la dynamique : c’est un systéme gradient sur une variété
riemannienne pour laquelle la métrique découle de I'entropie.

4.1 Colonnes binaires

4.1.1 Stabilité de la dynamique

Lemme 7 [Rosenbrock] Dans le cas binaire, la dynamique du systéme décrit par le modéle (L, V)
est globalement asymplotiquement stable si

F, L el V sont strictement posilifs;
“ V=L, L+F =V, soit respectivement les débits de distillat et de résidu, sont strictement

posilifs. .

Preuve Un théoréme de Rosenbrock, rappelé dans I'annexe D.2, page 167, donne des condi
tions suffsantes pour que lesysteme
¢ _

G=1O

49
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- admette pour fonction de Lyapunov

out £(¢) = (S(O)P=
V) = Y16

On peut montrer (voir par exemple la thése de Rouchon [98]) que le modéle (L,V) binaire
remplit ces conditions lorsque les débits internes (L et V) et externes (F, V — L, L 4 F — V)
sont strictement positifs. La fonction de Lyapunov du systéme est alors

W:ill,

=

dr
dt

Le systeme est globalement asymptotiquement stable.

4.1.2 Etude du linéarisé tangent

Lemme 8 Soit

d(
dt
approximation linaire tangente du systéme (2.1) pour ¢ = 2. Alors, la matrice A a les pro-

Abz+ Bsu (§z € R)

priétés suivantes :
A an valeurs propres réelles, négatives et distinctes
0> X >X> - >A > > >\

Le vecteur propre v, associ¢ d la valeur propre A, présente j — | changements de signe
entre ses coordonnées successives. Par ezemple,

signe(v,) =
signe(vy) =

signe(vs) = b m—e o= et 4)
signe(va) = -t =)

Notamment, les coordonndes du vecteur propre correspondant & A, sont toutes non nulles
et de méme signe. .

Le premier point de ce lemme caractérise plus précisément le portrait de phases au voisinage
du point stationnaire : c’est un nceud et non un foyer. Le second point est lié a Invariance des
espaces dz/dt > 0 et dz/dt < 0 sur le modele non-linéaire.
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Preuve Elle est basée sur la forme de A, grace & laquelle il est possible d’adapter certaines
propriétés des matrices oscillatoires (voir [37], page 98).

Le calcul de Iapproximation linéaire tangente donne pour A

v v ok
H; Hy oz,
L 1 2 Vv 8k
m mEt ) W,

L+F 1 A v_ok
TEE S (L+F+V = e
By STV S Holy 02,

L+F 1 Bk

T murr-vev gl
Cest & dire une matrice tridiagonale (ou matrice de Jacobi). Sous les hypotheses de la page 38,
les éléments de la diagonale sont strictement négatifs et ceux de la premiére sur-diagonale et
de la premiere sous-diagonale sont strictement positifs.

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques propriétés d’algebre linéaire [36, 37] -

Une matrice est dite total égative (res positive) si tous ses mincurs
de tous les ordres sont non-négatifs (respf.cnvcmcnt posmfs),

~ Une matrice M est dite oscillatoire si elle est totalement non négative et s'il existe un
entier ¢ > 0 tel que M? soit totalement positive;

Les matrices oscillatoires jouissent des propriétés énoncées dans le théoreme ;
Une matrice de Jacobi est oscillatoire si

~ les éléments de sa diagonale sont positifs,

— les éléments des ie di le et di le sont positifs;

~ ses mineurs principaux successifs sont positifs.

Considérons maintenant la matrice A obtenue & partir de A en changeant le signe des
éléments hors-diagonaux. A et A ont le méme polynéme caractéristique car les éléments hors-
diagonaux apparaissent couplés dans des produits. Les calculs montrent que —A a tous ses
mineurs principaux positifs. Les valeurs propres de A étant opposées i celles de — A, le premier
résultat du lemme suit.

Clairement, A et —A ont les mémes vecteurs caractéristiques. Pour A, la valeur propre la
plus grande est associée & un vecteur propre qui admet n — 1 changements de signe dans ses
coordonnées, la plus petite & un vecLeur propre dont les coordonnees sont de méme signe, ...
—A est en effet oscillatoi aux mod ions des vecteurs propres lors du
passage de A & A. Grace & la structure tridiagonale de ces matrices, il est facile d'exprimer
en fonction de la premiére (ou de la dernitre) coordonnée les autres coordonnées des vecteurs
propres. On remarque alors que :
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les coordonnées des vecteurs propres de A et A sont égales en valeurs absolues ;

le passage de A & A implique une modification de signe entre les coordonnées successives.

Soit  le vecteur propre de A correspondant  la valeur propre A. Associons & & un vecteur
¢ de dimension n — 1, en suivant la régle suivante : pour i variant de 1 & n-1, s'il existe un
changement de signe entre les coordonnées o et 51 de , alors ¢ = 1. Sinon, ¢'=0. Nous
pouvons effectuer des opérations logiques sur de tels vecteurs. Soit maintenant v le vecteur
propre de A correspondant & la méme valeur propre A. Par la seconde remarque, le vecteur ¢
associé & v s'obtient & partir de ¢ par

§=CxE,
ol * représente le ou ezclusif et =
priori le signe de la premitre
de signe entre ses coordonnées successives, v en admeln—1 —j, et le résultat suit. Notamment,
Ia valeur propre la plus dlevée, qui était associce pour A & un vecteur propre admettant n — |
changements de signe, est associée pour A & un vecteur propre dont toutes les composantes
sont de méme signe.

+1). Méme si ceci ne permet pas de connaitre a
ins que, si o admettait j ch

4.2 Colonnes multicomposées

La stabilité des modéles de colonnes multicomposées reste un probleme ouvert. Pour une colonne
& un seul plateau (un flash), nous pouvons caractériser correctement la dynamique, pour un
modéle plus complet que le modéle (L, V) : elle dérive d’un potentiel sur une variété riemannienne
dont la métrique est définie & partir de Ientropic. Cette dynamique est donc stable. Ce résultat,
exposé dans I'annexe A, page 147, n'est pas directement extensible au cas de plusieurs plateaux
superposés. Cette propriété se retrouve pour les modeles (L,V) de flashes. Soit en effet un
plateau de colonne alimenté par un flux de liquide (de débit molaire [ et de composition zo)
et un flux de vapeur (de débit molaire V' et de composition yz). Appelons 2, la composition du
liquide sur ce platean et k(zy) la fonction d’équilibre liquide-vapeur. Le modele s'écrit
% = L(zo— 1) + V(y2 — k(22))-

Ce systéme est localement asymptotiquement stable puisque dk/day admet des valeurs propres
4 parties réelles positives.

Pour terminer, remarquons le lien entre la thermodynamique et les propriétés de la fonction
valeur absolue du théoréme de Rosenbrock, utilisé dans le cas binaire. Celle-ci est convexe et
homogéne de degré un, propriété dont jouissent les énergies internes assocides aux systemes
thermodynamiques fermés. Ceci dit, la recherche, pour les modéles (L,V) de colonnes mul-
ticomposées, d’une fonction de Lyapunov a partir de valeurs absolues des champs de vecteurs
est pas plus fructueuse que Iétude des systemes linéarisés tangents. Les études numériques
révelent systématiquement des valeurs propres & parties réelles négatives pour les matrices des
dynamiques propres. Mais nous ne sommes pas parvenus, & 'inverse du cas binaire, & déduire
les propriétés de ces matrices & partir de leur structure (tridiagonale par blocs). Doherty, nous
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le citions au chapitre précédent, remarque qu'il n’a jamais été fait mention, dans la pratique
industrielle, de points stationnaires multiples pour les colonnes multicomposées. Pour compléter
son propos, nous pouvons dire qu'en pratique le point stationnaire d'une colonne multicomposée
est stable en boucle ouverte, Nous démontrerons au chapitre 5 la stabilité de la dynamique en
boucle ouverte pour le modele simplifié d’une classe de colonnes multicomposées, les colonnes
pseudo-binaires.
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Chapitre 5

Réduction

Les modeles (L,V) obtenus par la procédure décrite dans la premiére partie sont encore peu
satisfaisants pour le calcul des lois de commande. Si en pratique ils représentent correctement
le point stationnaire et remplissent ainsi leur fonction initiale-, ils comportent des constantes
de temps trés diverses. Autrement dit, la matrice de dynamique propre de 'approximation
tangente a un rayon spectral trés important. D’un point de vue commande, il est difficile de
compenser les variations rapides tout en conservant des objc(‘hfs a long terme. Par ailleurs,
la rep ivité des faibles constantes de temps est di les de temps de
dynamiques négligées lors de la phase de modélisation —en particulier les régulations de base
et Ihydrodynamique- sont du méme ordre de grandeur. A inverse, nous pouvons accorder
un crédit important aux constantes de temps les plus grandes. Ces constatations conduisent
naturellement & l'idée qu’une loi de commande robuste doit reposer sur un modéle réduit, ne
concernant que les dynamiques les plus lentes de la colonne. Nous verrons dans la seconde partie
que, parmi les lois de commande qui ont été proposées, les plus robustes se conforment d’une
maniére ou d’une autre & cette idée. Bien entendu, le classique compromis précision-robustesse
implique une précision moindre pour les commandes synthétisées sur des modeles réduits : dans
notre cas, le rejet des perturbations ne sera qu’asymptotique. Nous proposons ici des solutions
pour extraire de tels modéles réduits a partir de modeles (L,V) :

— une technique “d’agrégation des plateaux” : un ch de coord
les modeles (L,V) s’écrivent sous une forme singulierement perturbée. Certains d’ entre
eux vérifient les conditions du théoréme de Tikhonov (annexe D.1). Une réduction est
alors possible, qui consiste & négliger la partie rapide stable. Deux caractéristiques sont
essentielles pour appliquer cette méthode : I'unicité du point stationnaire d’un “comparti-
ment” formé de plusieurs plateaux superposés ~pour exprimer la partie rapide en fonction
de la partie lente- et la stabilité de la dynamique d’un tel compartiment —pour pouvoir
négliger la dynamique rapide-;

une technique de discrimination des és suivant leur comportement lors des équilibres
liquide-vapeur rencontrés sur les plateaux. Elle est valable pour une classe de colonnes
multicomposées, les colonnes pseudo-binaires. Par un argument de type perturbations
(singulires et régulieres), il est possible d’obtenir pour ces colonnes un modéle réduit.
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Le chapitre est organisé en deux sections. La réduction des modéles de colonnes binaires par
la technique d’agrégation des plateaux est présentée dans la premiére section. Cette technique ne
sapplique pas, hormis formell aux colonnes multi ées. D'oit intérét de la seconde
section, ot nous étudions le cas des colonnes pseudo-binaires. Nous obtenons pour cette classe
de colonnes des modéles réduits par la technique de discrimination des composés. Ces modéles
jouissent de propriétés telles qu'il est possible de leur appliquer la technique d’agrégation des

plateaux.

5.1 La technique d’agrégation des plateaux

Nous nous intéressons dans cette section uniquement aux colonnes binaires. L'idée de regrouper
les plateaux d’une colonne en compartiments n'est pas nouvelle. Benallou et al [4], Espaa et
Landau [29], ont développé des méthodes de réduction. Nous ne les
pas [98]. Le principe d’agrégation par plateaux exploite les conséquences de relations existant

entre les retenues molaires H, pour le modele 2.1, page 39

(R1) (30 € Rya =~ 1| Hy = af,) : les retenues molaires dans le ballon de téte et dans le
ballon de fond sont du méme ordre;

(R2) (H, < Hy Vj & {1,n}) et (H, < H, Vj ¢ {1,n}) : les retenues molaires sur les
plateaux sont nettement (dix fois typiquement) plus faibles que les retenues dans le ballon
de téte et dans le ballon de fond;

(R3) (3k < n | Vp € {1,n}, 5, H, > Hy) : Paccumulation des retenues molaires de
plusieurs plateaux peut représenter une quantité égale a la retenue dans le ballon de téte
ou la retenue dans le ballon de fond ;

(R4) (31 < n | ¥pe {L,n},Vj € {1,2,...,n — L,n}, H, < H, + ¥'_, H;), Paccumula-
tion des retenues molaires de plusieurs platcaux et de la retenue d'un des ballons peut
représenter une quantité nettement supérieure & toute retenue prise séparément.

Ces relations permettent la mise en évidence d’un petit paramétre dans les équations du
modele 2.1, page 39. Moyennant un changement des coordonnées, ce modele apparait comme
singulierement perturbé et le théoreme de Tikhonov ou celui de la variété centre, tous deux
rappelés dans 'annexe D.1, page 165, peuvent s’appliquer. Le modele réduit utilisé pour la
commande correspond alors au sous-modéle lent obtenu en négligeant les dynamiques rapides.
Lévine et Rouchon [72, 98] utilisent ainsi des modeles dont la dimension différentielle est trois
ou cing, & comparer & la dimension du systéme de départ, au moins supérieure a quarante dans
la plupart des cas. Nous détaillons ici la construction d’un modéle de dimension cing.
Supposons égales les retenues sur tous les plateaux A Iintérieur de la colonne. Supposons
aussi que Hy = H, . Ces hypothéses ne sont pas né ires pour i la méthode
mais éclaircissent singulierement les calculs. La relation (R2) nous fournit le petit paramétre &
permettant de mettre en évidence deux échelles de temps dans le systeme : pour un plateau
quelconque j & Pintérieur de la colonne, on a H, = ell. L’application du théoréme de Tikhonov
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conduit & faire tendre € vers 0. Ici, il n’est physi pas rai ble de idérer que
les retenues sur les plateaux internes tendent vers 0. Par contre, il est possible dinterpréter
correctement la décroissance de ¢ vers 0 comme un transfert des retenues entre les plateaux.
Pour cela, considérons dans la colonne cinq compartiments, comme I'indique la figure 5.1,
page 64 :

-~ le ballon de téte (plateau 1);

~ un compartiment dans la zone de rectification, du plateau 2 au plateau r;

~ un compartiment autour de I'alimentation, du plateau r + 1 au plateau s — 1;
- un compartiment dans la zone d’épuisement, du plateau s au plateau n — 1,

~ le ballon de fond (plateau n).

Accordons, pour chaque compartiment & I'intérieur de la colonne, un statut particulier & un
plateau. Nous appelerons plateaux sensibles ces trois plateaux r, f et s (r pour rectification et,
classiquement, f pour feed —charge- et s pour stripping —épuisement-). Le choix de la position
du plateau sensible dans le compartiment est multiple. Disons qu’il faut un écart suffisant entre
les plateaux sensibles. Par la relation (R3),

(Jav € Ray 1| H=0a,y H,)
=2

De la méme fagon,
51
(3as€Ray~1|H=0a; Y H)
frt}
et

-t
(o, € Ry~ 1| H=0a,y H,).
=
En utilisant les définitions de ¢ et des a, il est possible de réécrire le profil des retenues, sans
en modifier les valeurs par rapport au systeme de départ :
H = H
H, = eH Vi g AL f,s,n)

g o (=cal=1),
ay

g, - Ucoomr=2), .1)
ay

g~ (calnos—1),
ay

H., = H
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Faire tendre & vers 0 revient en définitive & transférer les retenues de I'ensemble des plateaux
d'un compartiment vers le plateau sensible associé & ce compartiment. La relation (R4) est utile
pour les agrégations en trois compartiments : elle ne servira pas ici.

Effectuons le changement de coordonnées :

Ty
T
z
ES
Ty
z;
zy =& = (5.2)
T L
s 3,
Ts
H z, =
Tst1
: ™
Tn

Tn
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et le changement de temps ¢ = er Dans les nouvelles coordonnées et en fonction du temps
rapide 7, le systéme s%écrit

Hin
e dr
di,
Il?
di,
i
H di,
ca, dr

dirgy
H p

di,

ey

=

H di,
cay dr

s

diy

dign

V(k(;) - 21)

= L(@-1 = &) + V(k(E41) - k(&) (=2ar-2)

I

[}

[}

Lres = Fret) +V (k (m) - ui,-n)

st
%&ﬂu’,) + V(k(Er41) — k(32))

L& -

+L (m - irﬂ) + V(k(Zr42) = k(Er41))

Ly =)+ V(i) k() (1=r+2a1-2)

—) - k(j,_l))

) ~(L+ F)gy = VE(Frs1)

L(Eg-2 = &) +V (k (

— e E
prat’ et v

(L+F) ( s - oae(Ta E + T

1—age(s—r—2)

s—l)

) i/“) + V(k(Z142) = K(E141))

(L4 F)(#1 = 3,) 4 V(k(Ey01) — (7)) (=1+2a5-2)

(L4 F)(Era—du) +V (k (5
(L4 F) (&1 — &na) +V (k[z,‘) - (.

T ase(n
R ot
(M g ) + V(k(Eara) — FEn))

(L + F)(#-1 — &) + V(k(&41) = k(&) (=s+2an—1)
(L + F)(&n-y = &) + V(n — k(&)

&

En
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Les dynamiques des états Z,, &, &y, &, et Z, sont visiblement plus lentes que les autres.
Par le théoreme de Tikhonov, nous savons qu’il est valide d’approximer la dynamique de la
colonne par celle du systéme d’état (y,%,,2s,%,,%,)" dés lors que, ce systéme lent étant a
I’état stationnaire, le sous-systéme rapide restant est stable. C’est effectivement le cas. Ainsi, le
modele que nous utilisons est le systeme algébro-différentiel obtenu pour & = 0 en temps lent

H% = V(k&) - &)

0= UEa-E)HV(ME) k&) (=2ar-2)
0= L) + V)~ KEm)

gd;t, = L(#— &) + V(k(E41) — k(2)

or L = Frn) 4 V(EGEra2) — KEra))

0= LEa )+ VG - K@) (=rezai-2)
e )

;% = PrtLi, + VR - (L + F)ies — VE(Era) (5.4)
0 = (LA F)Ey =) + V(M) = k(Ern)

0 = AP i 5) 4 ViR~ KE) (= f42h5-2)
0= (L4 F) e Eae) + V(G — (in)

Dl o (L F)Eams = 0ma) + V() = b(ED)

0 = LA F)E = Eapa) +V(R(Ear2) = K(Ean1))

0= (L4 F)Ea - ) 4 V(HE) ~ &) G=s+2an-1)
H% = (LA F)(@no1 = &n) + V(En — k(&)

Y =&

v = In

On peut montrer que la partie algébrique est inversible. Par ailleurs, le profil des rete-
nues (5.1) et le changement de coordonnées (5.2) sont tels que nous ayons, pour & = 0,

#Ho= o
i = z
y zs
&, = z,
En = Tn
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La dynamique de la colonne se réduit finalement au systéme (agrégé) :

d:

G = A LY)
dz,

o = fevenanLV)
dey

pral fi(er,2g, 25,2, LV, F) 55

dz,

& = Jenzeem LV.F)
da,, »
o = FEnen LVF)

n T

Y2 Tn

5.1.1 Propriétés en boucle ouverte du modéle agrégé

Tout d'abord, que les points stationnaires des modéles complet et agrégé coincident.
Les gains statiques sont donc les mémes pour les deux modéles. La structure du modele agrégé
est aussi tridiagonale. Tl admet un point stationnaire unique. La fonction de Lyapunov du modzle
complet est directement adaptable au modele agrégé : celui-ci est donc asymptotiquement
stable. En conclusion, le modéle agrégé conserve les propriétés du modele original [98].

5.2 Réduction des modeles (L,V) de colonnes pseudo-
binaires

Les deux chapitres précédents ont présenté le peu de résultats disponibles pour les colonnes
multicomposées. 11 est toujours possible de poser comme hypothéses I'unicité du point sta-
tionnaire et la stabilité d’un compartiment. Ces développements formels ont été présentés
par P. Rouchon [98]. Dans cette section, nous nous intéressons & une classe de colonnes mul-
it ées, les colonnes pseudo-binaires, trés fré. en pratique. Dans un premier temps,
nous dével par une technique de discrimination des és, des modeles approchés
pour ces colonnes. Tis vérifient des propriétés qui permetient I'utilisation de la méthode d’agréga-
tion des plateaux.

5.2.1 Introduction par un exemple

Pour une colonne réelle, le mélange d’alimentation contient la plupart du temps des composés
non-clés, dans des proportions qui influent sur la séparation de maniére significative. Il importe
alors d’¢laborer des lois de commande qui prennent en compte ce caractére multicomposé.
Trés souvent, le comportement de ces composés non-clés est simple, comme Iillustre Pexemple
suivant.
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Lali jon d’un dé iseur réel comprend général outre ses és clés pro-
pane et butane, au moins deux autres composés, I'éthane et le pentane. L'éthane, & deux atomes
de carbone, est plus léger que le propane qui en compte trois. Nous I'appellerons composé trés
léger dans cet exemple. Inversement, le pentane, 4 cing atomes de carbone, est plus lourd que le
butane qui en compte quatre. Nous l'appellerons composé trés lourd. Considérons maintenant
un dépropaniseur de n = 42 plateaux, Ialimentation se faisant au plateau f = 21. Introduisons
les notations suivantes :

L,V el F désignent respectivement les débits de reflux, de vapeur en fond et d’alimenta-
tion;

ol (vespectivement y) désigne la fraction molaire du composé trés léger dans le liquide
(respectivement dans la vapeur) ;

2, (respectivement y,) désigne la fraction molaire d’un des composés clés dans le liquide
(respectivement dans la vapeur) ;

~ " (respectivement y*) désigne la fraction molaire du composé trés lourd dans le liquide
(respectivement dans la vapeur);

Lorsque I'on observe les profils de composition au point stationnaire, on remarque que .
4 est.presque nulle dans la zone d'épuisement et tés feible dans la zone de rectfication.
ol est aussi presque nulle dans la zone d'épuisement et quasiment constante dans la zone
de rectification, exception faite de quelques plateausx proches de la téte;

- !

~ inversement, z* est presque nulle dans la zone de rectification et quasiment constante
dans la zone d’épuisement,, exception faite de quelques plateaux proches du fond. y* est
presque nulle dans la zone de rectification et trés faible dans la zone d’épuisement.

Le produit tres léger est présent essentiellement dans la zone de rectification et le produit
trés lourd est présent essentiellement dans la zone d’épuisement. Ce phénoméne s'explique
simplement a I'aide de perturbations régulires des profils statiques. En effet, pour le produit
trés léger, la fraction molaire dans la vapeur est beaucoup plus importante que la fraction
molaire dans le liquide. Inversement, pour le produit trés lourd, la fraction molaire dans le
liquide est beaucoup plus importante que la fraction molaire dans la vapeur. En introduisant
le réel €, 0 < & < 1, nous pouvons écrire :

Le modele (L,V) d’un plateau j de la colonne s’écrit, au point stationnaire,

o
L}

L@y — ) + V(Y —¥) = el(y)s —v}) + Vb — V!
Lz;y =) + V(0 —v,)
= L, -2+ V(=) = Lk, —a)) +eVieh, —2})

o
I
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Pour & = 0, nous obtenons les profils

=

w=0 @ =0 =l S

[ r

PV-L et | 2 = & (=frn-1)
P L+

2 g7 =30 o= LA

y, = 0 (j=f+1,-,n) " L+F-V

De plus, quel que soit j différent de 1, 2! = 0, 2} valant F2//(V — L); quel que soit j, y/ = 0.
Ces profils sont une bonne approximation des profils réels, comme le montre la figure 5..1.

Nous allons exploiter dans la suite de ce chapitre les conséquences de ce phénoméne sur la
dynamique de la séparation.
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R

Ballon de téte
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de rectification
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-— d’alimentation
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Figure 5.1: Colonne agrégée en cing compartiments
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5.2.2 Colonnes pseudo-binaires
o Définition

Commengons par définir la classe des colonnes que nous examinons dans la suite de ce chapitre.

Nous appelons colonne pscudo-binaire une colonne traitant des mélanges dont les constituants
non-clés appartiennent, quel que soit le plateau, & un des deuz groupes suivants :

le groupe des composés rés légers, beaucoup plus volatils que la clé légére ;

le groupe des composés trés lourds, beaucoup moins volatils que la clé lourde.

Cette définition exclut notamment les colonnes dans lesquelles certains composés ont des ca-
ractéristiques proches des composés clés. L'idée principale, comme le suggére Pexemple, est
d’étudier la d ique des colonnes pseudo-binaires lorsque le réel ¢ tend vers 0. Avant de
considérer cette limite, il convient d’étre attentif aux modifications & apporter aux fonctions
déquilibre : que devient I'hypothése de compatibilité des phases ('absence d’un composé dans
une phase implique son absence dans l'autre) lorsque

- la fraction molaire des composés tres légers dans le liquide tend vers 07

- la fraction molaire des composés trés lourds dans la vapeur tend vers 07

Nous abordons ces aspects dans la section suivante. Nous pourrons alors établir le modéle
approché, d’abord dans le cas simple d’une colonne & trois plateaux et quatre composés, puis
dans le cas général.

o Propriétés limites des fonctions d’équilibre

La modification rigoureuse des fonctions d’équilibre thermodynamique n’est pas une tache trés
simple quand on désire prendre en compte Pabsence de certains composés dans 'une ou I'autre
des phases. Considérons tout d’abord Iéquilibre de deux composés dont les caractéristiques
thermodynamiques sont trés diffé Si x, la fraction molaire dans le liquide du composé
le plus volatil est choisie comme coordonnée du simplexe [0, 1], la fonction d’équilibre liquide
vapeur a l'allure suivante




Pour x proche de 0, x = €Y. La pente & l'origine est proportionnelle a e Inversement, si le
composé le moins volatil est choisi, nous avons

Quand x est suffisamment éloigné de 1, T = ex. Faire tendre ¢ vers 0 revient & approximer ces
deux courbes respectivement par

ST =0six=0,T=1six#0;

S T=0sixALT=1lsiy=1

Que deviennent ces approximations pour un mélange & quatre composés tels que, & pression

fixée, deux composés sont proches thermodynami les és clés), un autre est tres
volatil (tres léger) et le dernier trés peu volatil (trés lourd)?
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Choisissons comme coordonnées du simplexe d’équilibre les fractions molaires 2! du composé
trés léger, @ du composé clé et o du composé trés lourd. Soit k(a!, 2, z*) la fonction d’équilibre.
D’aprés nos hypothéses, autour de o' = 0 et y* = 0, son jacobien a la forme :
an
Ok — @12 a3
az ax G
an  ax £azs

a2, z,

Nous avons montré que les hypotheses nécessaires a I'établissement d’un modle (L,V) impli-
quent que les valeurs propres de cette matrice sont réelles, distinctes et strictement positives
(voir 'annexe B, page 159). Sa trace doit donc étre strictement positive. Comme elle vaut
(any + caz; + €%ass)/e, nous en déduisons ayy > 0. Par ailleurs, la somme de ses mineurs prin-
cipaux (les trois matrices 2 x 2 extraites & partir de la diagonale) doit étre stritement, positive.
Cette condition s'obtient facilement par le critére de Routh, par exemple. Un raisonnement
similaire montre alors que az; > 0. Comme dy = agdz + azdz® en € = 0, nous obtenons, pour
2" constant, une courbe d’équilibre ayant I’allure suivante :

Les fractions molaires ' et =" sont définies par un bilan matiére : pour un flash, par exemple,
en notant :

F, L et V respectivement les débits d’entrée, de sortie liquide et de sortie vapeur;
(2!, 2,2") la composition de Ialimentation,

nous aurions Vy' = Fz' et Lz* = Fz* En définiti , Péquilibre ther a lien
uniquement entre les composés clés mais est paramétré par y' et a* Nous pouvons établir ici
un paralléle entre notre approche et une hypothtse souvent utilisée dans les calouls d'équilibre en
génie chimique : lorsqu’un composé trés volatil (azote ou hydrogéne) entre dans la

d’un mélange & séparer par un flash, on le suppose completement vaporisé, de fraction molaire
y' Si P est la pression & laquelle le flash doit opérer, les calculs sont en fait effectués  la
pression partielle P! = Py' : y' parameétre 'équilibre.
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5.2.3 Etablissement du modele dans un cas simple

o Hypothéses

b

Hyp ther y

~ Le liquide et la vapeur sont, sur chaque plateau, homogenes et & Péquilibre thermodyna-
mique;
Les enthalpies molaires partielles des constituants sont indépendantes de la pression, de
la température et de la composition ;

~ Les enthalpies molaires partielles de vaporisation de tous les constituants sont identiques

— les équilibres thermodynamiques suivent les régles établies a la section 5.2.2.

Hypotheses sur la colonne

la pression sur chaque plateau est constante;
~ la retenue molaire liquide sur chaque plateau est constante ;
- la retenue molaire vapeur sur chaque plateau est négligeable ;
~ les parois des plateaux sont adiabatiques
- la condensation des vapeurs de téte est totale;

- le débit d’alimentation, le distillat et le résidu ne sont jamais nuls.

» Notations

~ Les plateaux sont numérotés du haut vers le bas, du plateau | (ballon de téte) an plateau n
(ballon de fond). Les variables se rapportant au plateau j sont repérées par l'indice j

L est le débit de reflux;
=V est le débit de vapeur généré en fond de colonne;

— F' est le débit d’alimentation. Sa composition est (2!, z,z"), respectivement pour les
composés trés léger, clé et trés lourd. L’alimentation entre au plateau f;

H, est la retenue molaire liquide sur le plateau j ;

! (respectivement y!) est la fraction molaire du composé trés léger dans le liquide (res-
pectivement dans la vapeur) sur le plateau j ;

~ z, (respectivement y,) est la fraction molaire du composé clé dans le liquide (respective-
ment dans la vapeur) sur le plateau j ;
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— 2 (respectivement y*) est la fraction molaire du composé trés lourd dans le liquide
(respectivement dans la vapeur) sur le plateau j;

k' est la fonction d’équilibre liquide-vapeur pour le composé trés léger dans les coordonnées

2tz etz

~ k est la fonction d’équilibre liquide-vapeur pour le composé clé dans les coordonnées z!,

z et ah;

k* est la fonction d’équilibre liquide-vapeur pour le composé trés lourd dans les co-
ordonnées z!, et z*;

~ k est la fonction d’équilibre liquide-vapeur pour le composé clé dans les coordonnées y!,

xetah;

J* est la fonction d’équilibre liquide-vapeur pour le composé trés lourd dans les co-
ordonnées y', z et z*

o Enoncé du théoréme principal

Le modéle de départ est simplement le modéle (L,V) d’une colonne de trois plateaux et quatre
composés oht nous retenons un composé clé et les deux composés non-clés pour décrire la
composition sur un plateau :

V(K (e 2y, 73) — 1)

L(} — ab) + V(K (b, 5, 28) = K(ah, 2y, 24)) + F(2 — xb)

(L4 F)(a} = 2b) + V(ah = K(h, 25, 21))

V(k(z}, 2y, 2}) = 21)

L2y = @) + V(k(zh, 23, 28) = (2}, 2, 23)) + F(z = 22) (5.6)
(L+ F)(a; — 23) + V(zy — k(zh, 25, 2%))

V(KM (zh, 2y, k) — 24)

L(zh — ak) + V(KM(ab, 7, 28) — KA (ah, 75, 28) + F(2* —o})

(L + F)(a} - 2) + V(2§ — k(4 25, 25))-

Le reste de cette section est dédié & la démontration du. .
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Théoréme 2 Sous les hypothéses de la page 69, la dynamique du systéme (5.6) peut étre ap-
progimée par celle du systéme :

da .
H,d—l‘ = —(V-L)a}+Fzt
da. Lal + F2
mi v (b (B ) - n .
d . S (Lal 4 F
m8 = 1o+ v (0 a) - (P ) ) 4 R -
d:
Hy R = (L4 F)(a = 29) + V(x5 = k0, 25,28))
dat
H.d—t: = —Vat
d: -
HQ% = Lizh —ab) + F(* —2h)
da} ° i h
HSE = (L4 F)ad = (L+F - V)ab,
o k, est une fonction de y), la fraction molaire du composé léger dans la vapeur, z, et z*. Elle
donne la fraction molaire du composé clé dans la vapeur. .

La dynamique du composé trés léger est plus rapide que celle des autres composés, hormis
dans le ballon de téte. Comme elle est stable, il est possible de ne considérer la dynamique du
systeme que sur la variété attractrice définie par les équations de 'état stationnaire du composé
trés léger. Les trajectoires sur cette variété sont & ¢ pres celles du systéme, plus simple, pour
lequel les fractions molaires du composé trés lourd dans la vapeur sont nulles. Clest cette
description, traduite dans le théoréme, que nous choisissons. Elle permet de réduire de n — |
la dimension différentielle du modeéle (dans cet exemple simple, n = 3 et nous ne gagnons
que peu d’états!). Remarquons la présence d'une partie de la composition de I'alimentation
(la fraction molaire de trés léger, z') dans ’équation du ballon de téte. Nous retrouvons la un
phénomene bien connu des opérateurs : les variations du composé trés léger dans I’alimentation
se répercutent presque instantanément sur le distillat. Le fait que ces perturbations ne soient
pas rejetables est normal car le composé trés léger ne peut physiquement pas sortir dans le
produit de fond. De méme, le composé trés lourd ne peut pas sortir dans le produit de téte.
Ses variations dans Ialimentation ne peuvent étre rejetées que si nous nous désintéressons du
composé clé, ce qui n’est pas le but de la commande. De fait, elles sont subies au méme titre
que celles du composé léger.

Notons aussi la dissymétrie des comportements des composés trés léger et trés lourd. Elle
Sexplique par importance, sur chaque plateau, de la retenue de liquide par rapport & la
retenue de vapeur, que nous négligeons : le temps de séjour est nul dans la vapeur, mais pas
dans le liquide. Les variations du composé trés léger s propagent instantanément. A I'inverse,
le composé trés lourd est dilué sur les plateaux. Ses variations ne peuvent se propager qu’a
une vitesse finie. Enfin, les constantes de temps de dilution dans la zone d’épuisement (les
H,/(L + F)) ne sont pas isolées dans le spectre de I'approximation tangente. Partant, il n’est
pas possible de mettre en évidence une différence d’échelles de temps entre la dynamique du
composé clé et celle du composé trés lourd.
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Ce modele jouit de propriétés utiles qui ne seront décrites que dans le cadre général, & la
section suivante.

o Preuve du théoréme principal

D’aprés les hypothéses thermodynamiques de la section 5.2.2, page 66, la fonction d’équilibre
liquide vapeur pour le composé trés léger, k!(z!, ., z"), est telle que

ok 1

@ x €
pour z! ~ 0, ol ¢ est un réel positif proche de 0. Inversement, pour le composé trés lourd,
kh(a!, z,a") est telle que

k*

Fak <&
Or, nous étudions le systéme pour z! ~ 0. Nous allons donc introduire € dans ses équations pour
mettre en évidence deux échelles de temps. Auparavant, il convient d’effectuer un changement
de coordonnées et d’écrire en y' = k'(a!, z,2") les équations de variation du composé tres léger.
Alors, 2! = ¢!(y', z,2") avec, pour z ~ 0,

limg'(y', 2, a") = 0.
i)

Dans ces nouvelles coordonnées, nous notons les fonctions d’équilibre pour les composés clé el
trés lourd respectivement par k(y',z,z*) et k*(y', z, z"). Cette derniére expression est telle que

0.

lim o', )
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Le systeme (5.6) devient

dal
Hh = V(h-a)
dyy H Il 1ol 3 ! ] ] b h
mgE = 5 (L(x} = @b (vhs 200 2h)) + V(Yh — d) + F (' = @h(h, 25, 21)))
o, mbk‘ dz2
) o2}
dy oK
HB3 = o ((L+F )(eh(vh, 75, Ta)*‘h (v5 22, 25)) + V (h(v5, 75, 25) — )
ok dxa o dal
e Sz
d
H,% = V(k(gh og7h) — 71)
4 .
Hz% = Lz — @) + V(k(yh, w5, 24) = Kyh, 25, 25)) + Pz — 22)
dz
yzd—: = (L+ F)(z, — z4) + V(25 — k(y}, 24, 2%))
dat .
H’Tz‘ = V((ys, 20, 25) = 21)
d: h . M
W = Lt = o) + eV, 2, 28) — F(uh 23, 28) + F(2* - 2
dzh
HSE = (L F)(ah = o) + V(e = B (uh, zg,21).

La présence commune de termes en ¢ et en ¢~' nous conduit au changement de temps ¢ = e7

ol 7 représente un temps rapide par rapport a t. En notant
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oli a représente une fonction positive de z!, z, et z!, nous écrivons en 7 :

da!
mg = Ve
d;
P = oa (Lial — Ghluh maroh) + V(5 = v3) + F( — 0h(vh, 23, 28))
0K dzy oK' dah
, 20z, dr " 'od} dr
dy
HP = o ((L+ F)(sh 750 8) — ehuh o2, ah)) + V(908 23, — 1)
P Ok dz, Ok dah
29z, dr T ozh dr
dz.
H,j—; = eV(k(yhapeh) — 1)
B2 = e [Lla =2 + V(k(sh 25,28) - K(uh 7,2)) + F(z = 22)]
d:
HG2 = (L4 Pz = 29) + Viws = kuh, z5,28)]
»
vy ) o)
>
A
AT = (et — o) + VI Gy ) = B 0 2) + PP — 2B)]
'3 "
HE = (L4 Pk = o)+ V(eh — Pk )]

Les variables rapides sont y} et y!; la fraction molaire dans le liquide du composé trés léger
dans le ballon de téte est une variable lente. Conformément au théoréme de Tikhonov (D.1,
page 165), nous devons vérifier que le sous-systeme rapide en = 0 est hyperboliquement stable.
Nous pourrons alors légitimement approximer le systéme de départ par le sous-systéme lent.
Or. en € = 0, le sous-systéme rapide s'écrit :

dy!
B = e (V=) + L3l + Fo)

113"“ = e,

o le signe 7 sur une variable ou une fonction signifie quelle est constante. Ce systéme
linéaire, triangulaire inférieur, est visiblement stable. A son point stationnaire, yh = 0 et y} =
(L} + F2)/V Dot Pénoncé du théoréme.

5.2.4 Un modele dans le cas général

Nous nous limitons & des énoncés concernant une colonne & n plateaux qui est alimentée, en
plus des composés clés, par un unique composé trés léger et un unique composé trés lourd.
Avec des démonstrations analogues, les résultats sont directement extensibles dans des cas
oit les ensembles des composés trés légers et trés lourds contiennent plusieurs éléments. Nous
considérons la charge totalement liquide dans le seul but de simplifier 'exposé.
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« Description du modéle

Théoréme 3 Sous les hypothéses de la page 69 et avee les mémes notations que dans la section

précédente, la dune colonne pseudo-binaire de n plateaus peut étre approzimée par
le systéme
d: L
MG = (VL4 P
da. Lol + F2!
H.d—t‘ =V (lc (‘T,IQ,O) -
dz (F L(F
2 = Lz, —z)+V (k (V""’H"O) ~k (Vz‘,x,,O))
dzy_ (F (F
Ha =2 = L=z )4V (k (Vz',z,,:r7) —k (Vz',x,,o))
dz, F
H,Tt/ = Lz, —x)+V (l- (0,274, 2%,0) =k (Vz',x,,xg))
+F(z - z))
dIJ I h I h
G = AP =n)+V (Onneh) -k Or,e) =7+ 09
dz, b a
Hogh = L P =) 4V (@, =k (02,,20)
da
H’d_t/ = —(L+F)h+ F2t
da} h h ;
HE = WP -l G=f+1 n9
day; " h
V= (L Ph — (L P =Val

5.7)
L

Preuve : en appliquant la technique décrite & la section précédente, nous aboutissons a cette
expression pour la dynamique du composé trés léger. Sur les plateaux situés au-dessus de
Palimentation, la fraction molaire du composé trés lourd se stabilise & 0. Les couplages vers les
plateaux supérieurs se faisant par la vapeur, cette dynamique ne peut plus étre excitée : nous
la négligeons. Les équations de la dynamique du composé clé sont celles obtenues par notre
méthode lorsqu’est prise en compte la remarque précédente concernant le composé trés lourd.
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o Propriétés du modele en boucle ouverte
Dans les énoncés suivants, S est le simplexe auquel appartiennent les fractions molaires.

Théoréme 4 Soit le systéme (5.7) sous les hypothéses de la page 69. Pour F2'/(V — L) < 1
et F2h/(L+ F V) <1, Alors,

(i) les trajectoires de (5.7) sont prolongeables en temps jusqu’a Vinfini et restent dans S ;

(ii) (5.7) admet un point stationnaire unique dans S ;

(iii) les trajectoires de (5.7) » vers le point stati
L]

Les hypothses supplémentaires reliant le débit de distillat (V — L) et le débit de résidu
(L+F=V) au débit et & la composition de la charge ne sont pas du tout restrictives : elles sont
vérifiées pour tout fonctionnement normal de la colonne. Notamment, au point stationnaire,
nous avons Fz! = (V—L)al et Fzh = (L4 F=V)ah, aveca! < 1 et zh < 1. Donc Fz!/(V — L) <
let F2'/(L+F-V)<1

Preuve :
Preuve de (i): on montre simplement que le champ est rentrant sur le bord de S. Le
résultat suit par le théoreme de prolongement sur un compact (cf chapitre 2).
Preuve de (ii) : Les équations des composés trés léger et trés lourd sont complétement
Jécouplées. Elles définissent un point stationnaire unique zi = Fz/(V — L), o = Fzh/(L+ F)

. o O <
pour j = Jy-+yn—1et ok = Fz*/(L + F = V). Par ailleurs, Vinégalité 5~ > 0 découle des
hypotheses thermodynamiques. Nous pouvons étendre la démonstration du théoreme d'unicité
du point stationnaire des modeles (L,V) de colonnes binaires. La construction des difféomorphismes
est possible grice & l'inégalité précédente. Il convient cependant de préter attention & leur do-

maine de définition. C par la zone de rectifi R lons que
F
! I
V=5
F
v= ! pour j € 3, f].

Soit z; tel que 0 < zy < 1 — y}. Nous avons
L
v=0= gyt VI) @) = (- —)11 +v k H(ya(2))-

k7 (y,-1(z1)) € [0,1], puisque le composé tres lourd est absent de ces plateaux. Il nous faut
vérifier que pour #; maximum, soit égal & 1 —y}, y, est bien inférieur ou égal 4 1 —y!. Or, & ce

point,

L L L
===+ =1-0-Fu=1-y
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Ainsi, pour 2 < j < f, y; € [0,1 — 72’] est difféomorphe & y, € [0,1 — 2. Ces

-’
diffé ibles (ils envoient le bord d’un domame sur le

phismes sont de plus si
bord de autre domaine)

Pour la section d’épuisement, rappelons que

F
ho F
i"_L+F»VZ ;
zh = ———2" pour j € [f,n—1].

7 L +F
Soit z, tel que 0 < z, < 1 — a%. Nous avons

z,=(1- )an + @y 41(2a))-

L+F L+F‘

k(z,41(zn)) € [0,1], puisque le composé trés léger est absent de ces plateaux. Il nous faut
vérifier que pour z, maximum, soit égal a 1 — z!, z, est bien inférieur ou égal & 1 — z;‘. Or, a
ce point,

v 14
—zh —_—] —_ L -
,) + IiF 1-(1 L+F):" 1-2}

|4
z ==l

L+F

Ainsi, pour f <j<n—1,z,€[0,1 L+F—Vz]'

Ces difféomorphismes sont de plus simplexes-compatibles.

2"] est diffémorphe & z,, € [0,1 —

Le bilan matiere global sur la colonne s’écrit
VoL L¥FP-V,
PR S A
F F
2y el &, sont difféomorphes & z;. Comme dans le cas binaire, z est ainsi difféomorphe & z. Ii

2", 2 €[0,1 -2~ 2"]. Or, dans

z=

F
nous faut vérifier que pour z/ maximum, soit égal & 1~ 7

ce cas

yy=1- Vz‘ et, dapres la propriété des difféomorphismes en rectification, @) = 1 —

" par la propriété des difféomorphismes en épuisement.

T =

TL+F-V

Alors, z = 1 — 2/ — 2 Ce difféomorphisme est lui-aussi simplexe compatible.

Donc, pour z € [0,1 — z' — 2%, il existe un unique z; € [0,1 — 2", Par suite, les

compositions sur tous les plateaux sont définies de maniére unique et le résultat suit.

Preuve de (jii) : les dynamiques des composés trés léger et trés lourd sont découplées. Elles
sont linéaires et stables. La trajectoire du composé clé est partout définie pendant la stabilisation
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des composés trés léger et trés lourd,-point (i)-. Les équations du point stationnaire pour ces
composés définissent une variété invariante globalement attractrice. L’étude de la stabilité du
systeme se rameéne donc & I'étude de la stabilité sur cette variété (il n’existe pas de phénomene
de “peaking”). Comme (9k/dz) > 0, les hypothses du théoréme de Rosenbrock sont vérifiées
sur cette variété : la somme des valeurs absolues des champs de vecteurs associés a la dynamique
du composé clé, pondérée par les Hj, est une fonction de Lyapunov et le résultat suit.

Nous allons maintenant exploiter ces propriétés pour construire des modéles de commande
en utilisant la méthode d’agrégation des plateaux.

5.2.5 Agrégation par plateaux du modéle simplifié
Etablissement du modéle en cinq compartiments

Soit le modéle (5.7) sous les hypothéses de la page 69. Les régles (R1) & (R4) de la page 56,
qui concernent les retenues sur les plateaux, restent valables. Nous allons pouvoir construire un
modéle agrégé en cing compartiments :

~ ballon de téte;

compartiment de rectification : plateaux 2 & r, la dynamique étant rapportée au plateau r ;

compartiment d’alimentation : plateaux r + 1 & s — 1, la dynamique étant rapportée au
plateau f;

- compartiment d’épuisement : plateaux s & n — 1, la dynamique étant rapportée au pla-
teau s;

ballon de fond.

Comme dans le cas binaire (section 5.1, page 56), nous supposons pour simplifier que les retenues
sur tous les plateaux sont identiques et que de plus Hy = H, = H. Par la relation (R3) :

;
(Jaw € Ryoy 1| H =y Hy).
=
De la méme fagon,

1
(3ay€ Roay~1|H=a; Yy H)

=il

et
(o, € Ryay 1| H =0,y H;).

=

Nous pouvons maintenant énoncer le. .
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Théoréme 1 Sous les hypothéses de la page 69, la dynamique décrite par le modéle 5.7, page 75
(avee Hy = H, = H et les H, égauz pour j # 1 et j # n), peut étre approzimée par celle du
modeéle

‘% = —(V-L)aj+F
HI v LV ) - )
gd;[ = L(Xoa(n,anahy 2 LV, F) — 2,)
' n (Yr“(x,,x/,z}z’,L,V,F)—lc(g:’,x,,o))
aﬁ!dditf = LXpa(ananh e LV, E) — (L + F)ey
n (Y,H(I,,z,,z?,zf,L,V, Pk (%z',z,,r;)) s
H da 8)
Al (L4 PXslepanah s LV F) = )
+V (Yo (@0, 20,2}, 28, LV, F) = k0,20, 21))
HER = (L P Xoa(n i ahah LV, F) = (L4 F = Vo~ VEQ,2,,2%)
gddi; = —(L+F)+ Fzh
B )
% = (L4 F)eh— (L4 F—V)ah

@y, ay et a, sont des récls positifs proches de 1;

~ Y,_s représente la fraction molaire dans la vapeur du composé clé sortant du compartiment
de rectification. Celte fonction cst obtenue en résolvant les équations qui décrivent le
fonctionnement (statique) de la section englobant les plaleauz 2 a v — 1 ;

X,_y représente la fraction molaire dans le liguide du composé clé sortant du compartiment
de rectification (plateauz 2 dr —1);

Y,41 représente la fraction molaire dans la vapeur du composé clé sortant du compartiment
d’alimentation (plateauz v+ 1 f—1);

~ Xy_y représente la fraction molaire dans le liquide du composé clé entrant sur le plateau
d’alimentation (plateauzr+1d f—1);
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- Yj41 représente la fraction molaire dans la vapeur du composé clé entrant sur le plateau
d’alimentation (plateaur f+1ds—1);

X,_y représente la fraction molaire dans le liquide du composé clé sortant du compartiment
d’alimentation (plateans [ +1 ds—1);

Yai1 représente la fraction molaire dans la vapeur du composé clé sortant du compartiment
d'épuisement (plateauz s +1 an—1);

Xon représente la fraction molaire dans le liquide du composé clé sortant du comparti-
ment d’épuisement. (plateauz s +1 an —1). .

Preuve Il suffit de montrer que la dynamique d’un compartiment de m plateaux est stable,
et. qu'une fois fixés les fractions molaires et les débits entrants, un tel compartiment admet
un unique point stationnaire. Ceci ne nécessite qu’une adaptation de la preuve du théoréme 4,
page 76, que nous ne détaillerons pas. Un changement de variable similaire a (5.2), page 58,
met alors le systeme sous forme singulirement perturbée. La partie rapide en & = 0 consiste
en la dynamique des sections de plateaux 237 — L, r+ 14 f—1, f+las—lets+14a
n — 1. Nous venons de voir qu'elle était stable. Par la propriété d’unicité du point stationnaire
des compartiments, il est possible d’exprimer les fractions molaires sortantes en fonction des
débits et des fractions molaires entrants. Ce faisant, nous aboutissons au modéle décrit dans le
théoréme, qui est alors démontré.

Propriétés du modele agrégé
Théoreme 2 Considérons le modéle (5.8) sous les hypothéses de la page 69. Alors,

(i) pour toute condition initiale physiquement admissible, le systéme (5.8) admet une tra-
jectoire prolongeable en temps jusqu’a Uinfini, qui décrit un état physiquement admissible ;

(ii) Pour z, ', 2, L, V et F fizé, le systéme (5.8) admet un unique point stationnaire 7 ,

(iii) Punique point stationnaire & est global i stable. .

Preuve La preuve de (i) est identique a celle du point (i) du théoréme 4, page 76. Les
modéles 5.8 et 5.7, page 75 ont les mémes points stationnaires. Comme celui de 5.7 est unique,
le point (ii) est démontré. La dynamique du composé léger (a}) est découplée et stable. Celle
du composé lourd (2, =} et z%) est linéaire et triangulaire inférieure. Elle est aussi découplée
et stable. Une fois que les composés légers et lourds sont stabilisés, la dynamique du composé
clé remplit les hypothéses du théoreme de Rosenbrock. Elle est donc stable, et le point (iii) est
démontré.

Ainsi, il est possible de construire, pour les colonnes pseudo-binaires, des modeles réduits
de la dynamique ne conservant que les phénomenes lents que Pon souhaite réguler en pratique.
Nous allons voir dans les chapitres suivants que ces modéles permettent d’élaborer des lois de

des de rejet de per fon qui S'averent robustes.
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Chapitre 6

Commande de modéles réduits

Ce chapitre est consacré & la description de lois de commande synthétisées a partir des modéles
réduits établis dans le chapitre précédent. Elle est divisée en deux scctions. La premiére, bréve,
consiste en des rappels de la commande des modéles agrégés de colonnes binaires. Dans la
seconde, nous présentons la commande des modeles agrégés de colonnes pseudo-binaires et
établissons un théoreme d’existence pour une loi de rejet des perturbations.

6.1 Commande d’un modéle réduit binaire

Nous rappelons dans cette section D'essenticl des résultats obtenus par Lévine et Rouchon [72]
Reprenons le modéle agrégé (5.5), page 61. En dérivant les sorties y, = @, et y, = @, on
obtient :

S A

dt

dy2

G = P LVF).

Soit Z I'unique point stationnaire pour L = L et V = V; §; = %; et j = .. Les champs de
vecteurs fi et f, sont tels quest inversible la matrice

21} o
oL ENAY v o2 LV
A A
OL gy OV lgs Ly

Notons y¢ et y5 les consignes. En choisissant des trajectoires de reférence @1 (1, y§) et wa(yz, y5)
pour les sorties, L et V sont calculés par inversion de

Az LV) = onyyf) = 0

Sal@esya, L Vo F) = palya,v5) = 0

83
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1l reste & traiter le probléme de I'observation de , et z,. En effet, les variables z, et z, ne sont
pas di bles : seules les itions 2, et z, des produits le sont. Par contre,
si nous disposons de capteurs de température sur les plateaux r et s, il est possible d’observer

z, et z, en utilisant les relations d’équilibre liquide-vapeur

{z, = BT, P)

z, = B(T,,P).

La pression de téte P, étant connue, P, et P, s'obtiennent aisément par une estimation de la
perte de charge entre les plateaux successifs. Si on admet que les mesures de température dont
nous disposons sur site sont représentatives de I'état du modele (L,V) complet, elles permettent
dobtenir z, et ., & O(c) prét. En pratique, L et V' sont calculés en inversant

Ay BT P), LY) —nlwn,yi) - = 0
Fa(B(To, P),y2, LV, F) = 0a(y2,95) = 0

Lévine et Rouchon montrent que la dynamique des zéros du systeme (5.5) est localement expo-
nentiellement stable. La démonstration est technique. Elle consiste en Iutilisation du critére de
Routh sur la matrice de dynamique propre du systéme linéarisé tangent. Aucune propriété plus
forte n’a pu étre obtenue, comme par exemple la stabilité globale de la dynamique des zéros du
systeme agrégé ou la stabilité, méme locale, du systéme complet quand L et V sont calculés a
partir du modéle agrégé.

6.2 Commande du modele réduit pseudo-binaire

Dans le cas binaire, le changement de variables sur les entrées

oy (-t
(8)-(2 7%
* L+F

permet, de montrer simplement Iexistence locale d’une loi de commande de rejet des pertur-
bations [98, 72] : la dynamique en téte est indépendante de r, et la dynamique en fond est
indépendante de r,. Dans le cas pseudo-binaire, la situation est plus délicate, au moins au-
dessus de Dalimentation : la fonction d’équilibre liquide-vapeur fait intervenir & la fois r, et r,,
par Pintermédiaire des fractions molaires du composé trés léger. Cette dépendance nous oblige
a particulariser la fonction d’équilibre. Nous avons choisi la classe des fonctions

k(y) 2, 25) = (1= 9)) ¥ (w,) (6.2)

avec w, = z,/(1 — %) et d¥/dz! > 0. Ces fonctions permettent de décrire des phénomenes
essentiels liés & la présence des composés trés léger et trés lourd.

Le lecteur se convaincra sans peine que le choix du composé clé n’influe en aucune maniere
sur la méthode de réduction que nous avons décrite. Il est donc possible d’écrire un modéle
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réduit pour la clé légére et un autre, en tous points similaire, pour le clé lourde. Or, il est
commode d’exprimer les points de consigne en téte comme une fraction molaire de clé lourde et
en fond comme une fraction molaire de clé légere. Notons z, la fraction molaire de clé lourde sur
le plateau j et x, la fraction molaire de clé légére sur le plateau j. Les fonctions obtenues par
la technique d’agrégation des plateaux seront surmontées du signe “” lorsquelles dépendront
de . Notamment, F(y', z,z") devient k(y', x,z"), et nous avons

dXn
HGP = (Lt F)oms (o X @, LV, F) = (L F = Vs = VHO, o, 2.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant.

Théoréme 3 Considérons le modéle (5.8), page 79, oi les fonctions d’équilibre appartiennent
i la classe des fonctions définies par (6.2). Dans un voisinage du point stationnaire de (5.8), il
eziste une unique loi de commande qui permet de rejeter les perturbations dues d la variation
de la fraction molaire du composé clé dans Ualimentation.

Cette loi de commande s’obtient en inversant en L et V' le systéme
V(Ya(ar, 20,25, 2 LV, F) = 21) = pa(21,25) =0
(L A+ F) s (Xor Xouy 0,8y LV F) = (L F = V)Xo = VE(0, X, 78) = 02(xn, X5) = 0,

ot @1 et @y sonl des trajectoires de référence fizées pour les sortics et paramétrées par les
consignes a5 et X5 .

6.2.1 Preuve

La preuve est le de variables (6.1). Dans ces variables, X et
Yy deviennent respectivement Xy et Yy, notation adoptée aussi pour les fonctions surmontées
du signe «

1l suffit de montrer que la matrice

rF 9Y, rF 0%,
T=rr, or, T=rr, or, ©3)
F ax"_ -
0 m(xn—k(o Xay ) + e )

est de rang plein. Montrons que ses éléments diagonaux ne sont jamais nuls. La preuve repose
sur les propriétés des dérivées partielles des fonctions Yz et X,1. Elle comprend deux parties.
Dans la premiére, nous nous intéressons & X,;. La seconde est dédiée a Y. Auparavant,
mentionnons une propriété vérifiée par le point stationnaire du modele (5.8), page 79 : si, pour
une section de plateaux successifs (1 & m, les plateaux étant numérotés du haut vers le bas),
les fractions molaires des composés trés léger dans la vapeur et trés lourd dans le liquide sont
identiques, alors les fractions molaires du composé clé sur ces platcaux successifs sont ordonnées
de la maniere suivante :
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lorsque le composé clé est la clé légére, x1 > ... > X}

- lorsque le composé clé est la clé lourde, ; < ... < @,.

Ceci découle directement des propriétés du point stationnaire des colonnes binaires, lié & la
monotonie des fonctions d’équilibre Reprenons la notation habituelle pour les plateaux, du
ballon de téte (1) au ballon de fond (n). Il est important de noter la nécessaire uniformité
des fractions molaires des composés non-clés pour I'ordonnancement des fractions molaires du
composé clé :

- lorsque le composé clé est la clé légere, il est généralement faux d’affirmer x; > . En
effet, le composé trés léger se concentre en téte de colonne et abaisse le point de bulle du
mélange de telle sorte que k(y', x,0) < . C’est le phénoméne bien connu du “recycl
des légers”

~ lorsque le composé clé est la clé lourde, il existe en fond de colonne un phénomene identique
de “recyclage des lourds” : le composé trés lourd se concentre en fond de colonne et il est
impossible d’assurer que ,—; < 2, quand le composé clé est le composé lourd.

Par contre, on peut garantir que z; < z; pour la clé lourde (respectivement xn—1 > x» pour la
clé légere) : le phénomene de recycle renforce le caractére de la clé lourde (respectivement de

la clé légere).

Epuisement

Considérons le compartiment formé des plateaux s +1 & n — I et supposons les équations de
bilan éerites pour la clé légére. Pour chaque plateau j, nous avons &} = zf, que nous noterons
simplement z* par la suite. Pour un plateau j, le bilan pour le composé clé s'écrit :

(=1 = X)) + 75RO, Xy41,2") = K(0,x,,2") = 0.

A X,-15 Xy415 " et 7, fixés, nous avons vu que cette équation définissait un unique x, =
X, (Xs-15 Xp41, 2%, 7). Le théoreme des fonctions implicite permet d’affirmer que

ar,

X, _ (0 -
M1 ox;
1

- (1 +§7’“) (k(0, 41, ) — K0, x,,2%)

X, ok ak
= l4rn—] —
e " ( “‘%) o

Comme, au point stationnaire, £(0, X,41,2") — k(0. x,,2") < 0, nous avons :

X, X,
0, 2 > 0 et 2
x5 @ oon
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Pour le companlmcnh en épuisement, la technique d’agrégation des plateaux nous donne no-
tamment Xa-1 = Xn-1(Xss X 2", 2%, 7) ~nous obtenons une fonction similaire pour la va-
peur sortant du plateau s — 1, mais elle n’est pas utile pour démontrer existence d’une loi
de commande-. Nous allons montrer que axﬂ../an < 0 au pomt stationnaire. Pour cela.
considérons le plateau j + 1. Alors, (x, = xy41) -+ 7y (K(0, Yoo k) — k(0, x,41,2")) = 0. Loex-
pression des dérivées partielles de X,41 = X,41(X,-1, X,42, 2", 7) fait intervenir le réel positif

r (1 + r,;}—;) ﬁff , qui vaut 6‘7’(7“. Elle est telle que

X, ok o%, \ " (: o g
_ i _ W
o (1 + i o (0, X542, ") = k(0, X541, 2") +

K _ (), 0k 0K, ok,
“ox,

X1 Won ) Oxim
R (), ok X, T ok
OXy42 YO, 0xn ) Oxpee

De la méme fagon, on montre par récurrence que pour tout k € [s + 1,n — 2],

Xk = Xi(Xpm1eXka1, 2", 7),

avec
. A .
X _ Ok OXy_y N i PR,
o (H‘r’axk,. e k(0, xis1,2") = k(0, Xk, 2") + s
o _ (,,, 0k 0% ok,
[ TOxk-1 Ok 9,1
oXe _ (), ok 0% ok
Niwn “Oxko1 Oxw Ix,42
Au point stationnaire, nous avons donc
(2. X, Xy
<0, >0 et
Irs X1 “ Bon

Xn-1 dépend en plus de z/ # 2", mais les relations ci-dessus restent valables. En particulier,
pour j = s et k =n— 1, nous obtenons le résultat souhaité. Comme de plus x» < k(0, xn, z%),
I’élément non nul de la seconde ligne de (6.3) est strictement négatif.

Rectification

En rectification, la situation est différente puisque la fonction d’équilibre est paramétrée direc-

tement par les variables r,, 7, et z —plus 2} au plateau 2 : en effet, la fraction molaire de
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trés léger dans la vapeur nest pas une variable du modele mais intervient sur chaque plateau j
(j € [3,f —1]) sous la forme F2!/V (Fz'/V + Lz}/V au plateau 2). Nous notons y' = Fz!/V
Pour un plateau j (j € [3, f — 1]), nous avons

7@y = 2,) + By 250,0) = k(y',2,,0) = 0.

Nous savons que pour z,-1, i1, 7» et y' fixés, cette équation fournit une solution unique
pour z,. Nous pouvons donc exprimer z, = X, (2,1,2,41,7r, 75, 2). Mais, dés lors que 'on
soubaite étudier le signe des dérivées partielles de X, des renseignements sur les d
partielles de k sont nécessaires : il nous faut particulariser la fonction k. Nous avons chois
classe des fonctions (6.2). Ces fonctions permettent de retrouver le phénomene essentiel, c’est
4 dire

ok
oy

La dérivée partielle de X, par rapport a r, est telle que

A N> S L4

" oz,) or, T \PTTH oy

Evaluer au point stationnaire le signe du membre de droite de cette égalité revient a évaluer le
signe de

<0.

_ k) ) ot
ol ) ar

41

(2721 = 2,) + (U(y41) = U(a,)) 2 (6.4)

Au point stationnaire, nous avons

Montrons que ce signe est négatif. Cela revient a montrer que 2! < r,. Or Fz! = (V — L)z}
avec 2} < 1, d'oit Fz! < V = L. Comme r, = V/(L + F) < 1, on montre facilement que
(V = L)JF <, et le résultat suit. Ainsi,

X, ok !

o = (r'+3z,) a, < 0 (e, <0)
X, kN

P ("*57,) r, >0

X, ok ™' ok

o = (43s) 7 20

Pour chaque compartiment formé du plateau j et de plateaux supérieurs, la fraction molaire
du débit de vapeur sortant du compartiment est définie de maniere unique. Ainsi, la fraction
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molaire du débit liquide sortant du plateau supéricur est définie de maniére unique. Soit k
I'indice de ce plateau (k € [3,]]). Alors zj = Xi(24-1,2,41,7+,7s,2'), et on montre facilement,
par récurrence que, pour tout plateau k (k € [3, ),

X, d kN

# = (r?:—::"+a—k) ax < 0 (ar<0)
Xy [ 0Xen | ORN '

X - ( k) ™ >0

X _ (r X, Ok ) N ( ok axm) = o
02y T Oxipr | Ok Ozpr Ozjn .
Les signes des dérivées particlles de X; sont les mémes que ceux des dérivées partielles de la
fraction molaire liquide X du platcau supérieur d’un compartiment englobant le plateau j et
des plateaux situds au-dessus, jusqu’au plateau 3. Il convient de regarder plus attentivement ce
qui se passe lorsque le plateau 2 est englobé dans le compartiment de rectification. Nous avons
@3 = Xa(@2, Tjg, 77,75, 2') €t

ro(@1 = 22) + k(y', 22, 0) — k(y}, 22,0),
avec yi = F2/V + r,a!. De la méme fagon, z; est défini de maniere unique :

22 = Xa(@1, 541,75, 21, 31)-

Nous voulons montrer que

X,
o <0
au point stationnaire. Pour cela, il suffit de montrer que
(21 = 22) + (¥(23) — U(22))2' + 2} ¥(z2) < 0. (6.5)

Mais nous avons, au point stationnaire,
@y — a2) + (1 = y')(V(2a) — U(a2)) + W(za)air, = 0.

En extrayant (¥(z3) — ¥(z,)) de cette relation et en la reportant dans (6.5), nous sommes
amenés a montrer que

z - <0,

ce qui est vrai (voir les développements concernant le plateau j). Fixons j = r — 1. L'unicité
de @, implique Punicité de y = Ya(w1,@r,7r, 70, 21,24) = k(yh, Xa(@1, @, 70,7y 21,28),0). Au
point stationnaire,

Y, _ 0k 09X, | Ok oy}

O, O Or, | Oyhar

Nous venons de montrer que I'élément diagonal de la premiére ligne de (6.3) est strictement
négatif. Par suite, la matrice (6.3) est de rang plein et le théoréme est démontré.

Nous ne sommes pas arrivés & démontrer la stabilité de cette loi de commande, méme
localement sur le modéle réduit. Mais les simulations (voir le chapitre 8, page 107) ne nous ont
pas révélé d’instabilités.
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6.2.2 Synthése en température

D’un point de vue pratique, il n'est possible de mesurer que les compositions des produits, soit
21 et xn. Il reste & estimer z,, Xa, z}, 2!, 2! et zh. Il est possible pour cela d’utiliser des capteurs
de température. En pratique, nous Ies température :

- la température T; au plateau 2;
- la température T, au plateau r;
— la température T, au plateau s;

- la température T, au plateau n;

Les relations d’équilibre thermodynamique et les fonctions obtenues par la technique d’agrégation
des plateaux nous donnent

= TZ(PZaIlenIlhz’ LV, F)
T, = T,(Par2, LV, F)
TP xoal)
Ta(

Tu w(Pay Xy Th)

La pression P; est mesurée. Comme nous disposons avec une précision suffisante de la différence
de pression entre les plateaux successifs, nous pouvons obtenir simplement P, P, et P,. Les
deux premiéres températures nous permettent d’obtenir 2 en fonction de 2} et d’autres variables
connues. L'équation Hdz!/dt = —(V — L)z} + Fz' nous permet alors d'obtenir z, puis z' et z,.
De maniére similaire, les deux derniéres températures nous permettent d’obtenir o en fonction
de zf. Nous utilisons alors 'équation Hdz![dt = (L + F)a! — (L + F — V)z! pour obtenir x,,
zh et zh.



Chapitre 7

Autres approches

La commande en qualité des colonnes a distiller est un vieux probléme et de trés nombreux
chercheurs s’y sont consacrés [20, 28, 84]. Le but est de réduire & la fois la tiche des opérateurs
et la consommation d*énergie [11, 124]. Etant donnée lampleur de la lttérature sur le sujet, un
panorama des travaux ne peut pas rai étendre & Pexh é. Ici, nous tentons
plutét de montrer pourquoi certaines techniques échouent. alors que d’autres permettent des
performances correctes. Nous aboutissons au constat suivant :

pour commander correctement en qualité une colonne, il est nécessaire de se baser sur un modéle
réduit de sa dynamique et d’utiliser des variables caractérisant son état interne.

Notre discussion s’articule autour de quatre principaux problemes :
- (P1) les couplages : I'action sur une des deux commandes implique une variation des
deux sorties ;

- (P2) la grande di ion des déles de i 3

- (P3) les non-linarités;

(P4) la position des capteurs, c’est & dire le choix des variables & utiliser dans les
contre-réactions.

Nous montrons que la plupart des méthodes employées jusqu’ici se heurtent a I'un ou I'autre
—voire & plusieurs- de ces problemes.

La régulation des niveaux et de la pression se fait par des boucles proportionnelles-intégrales
(P.LL). Celles-ci ne posent pas de problemes parce qu'elles interagissent peu : I'idée d’appliquer
de telles boucles pour la régulation en qualité est venue 1l Mais les se
sont alors heurtés au probléme (P1). Ils ont essayé d'y remédier en modifiant les commandes
utilisées, 1l en prenant des combinaisons linéaires ou des ratios des cing variables
L,V, F, D et R -débit de reflux, de vapeur en fond, d’alimentation, de distillat et de résidu-. Une
mesure des couplages statiques -la fameuse RGA, Relative Gain Array- fut développée dans
ce but. Toutes les tentatives de concaténation de boucles P.I. monovariables la commande
décentralisée ou “decentralized control”-, s’y réferent. Leurs résultats décevants ont amené

91
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les chercheurs & une prise en compte explicite des couplages. Celle-ci implique I'utilisation de
modzles de la dynamique des colonnes. Or, et c’est le probleme (P2), les modeles issus de la
physique sont de trés grande taille puisque, méme dans le cas binaire, au moins une équation
différentielle est nécessaire par plateau. Partant, deux voies existent : commander le modéle de
grande dimension ou un modele réduit.

La premiere voie est représentée par la commande des modéles (IL,V) complets, linéarisés ou
non . nous verrons que, si le probléme (P3) peut étre évité en non-lindaire, les deux approches
se heurtent au moins au probleme (P4), via (P2). Nos travaux en non-linéaire se situent dans la
seconde voie. Nous les avons présenté dans une partie distincte et insistons ici sur les approches
linéaires. La premiére question concerne la fagon d’obtenir le modéle réduit : identifier les
paramtres d’un modéle a priori de la dynamique Savre délicat. Sur le moddle réduit, de

h sont icables. Nous les regroupons en des non-stationnai
~essentiellement des commandes de Lype prédictif, avec ou sans prise en compte de contraintes
et des st des linéaires quadratiques & horizon infini, par placement
de ples, avec ou sans le recours au paramétrage par modsle interne-. Dans les deux cas, les
problémes liés & la représentativité des modéles réduits (P3) sont prépondérants. La tendance
principale est de prendre en compte les non-linéarités en calculant des des robustes
face aux perturbations de modeles —u-synthése, Haocontrol, ..

Le choix des mesures & employer dans la loi de commande, le probleme (P4), est masqué
par celui du choix des entrées -trés étudié dans le but d’obtenir une combinaison de variables
minimisant les couplages et permettant une commande décentralisée robuste—. Il est pourtant
capital d’utiliser des informations sur I'état interne de la colonne. Les variations sont décelées
avant datteindre les sorties et peuvent étre contrecarrées ~cf le théoreme du rejet des pertur-
bations. Par ailleurs,

- cesi fons sont. par des mesures de températures ;

— les capteurs de température (bon marché) sont rapides et fiables. A I'inverse, la mesure
des compositions, communément assurée par des chromatographes (chers), est lente : elle
introduit des retards importants et de surcroit variables (périodes d’“auto-test”).

Les commandes basées sur des modéles entrées-sorties (compositions),s eles permettent d'éviter
simplement les décalages statiques, s'exposent des la fon & des

dus aux retards. Pourtant, pour une colonne binaire, réguler des températures dans la colonne
(une en rectification, une en épuisement) revient, & des perturbations prés, & réguler la compo-
sition des produits. Il est donc possible de considérer des modeles entrées-sorties ot les sorties
sont des températures internes. Toutes les méthodes que nous allons décrire sont applicables &
de tels modeles. Elles devraient, dans ce cas s'avérer plus robustes, leur précision étant liée a
une traduction correcte des i de en internes.

La plupart des auteurs n’abordent que trés succintement I'identification des modéles. C'est
pourtant un probléme délicat, rapporté trés tét par Luyben [77, 85]. 1l explique au moins en
partie la disparition dans la littérature des approches adaptatives, que nous n’aborderons pas
ici. On pourra consulter & ce
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sujet [1, 12, 13, L4, 56, 69, 80, 103, 134, 138], oi les versions adaptatives de diverses tech-

niques (linéaire P, de prédictive) sont

Ce chapitre sc compose de quatre sections. Dans la premiére, nous abordons I'utilisation
de régul P.L et le probleme d La seconde est consacrée & la commande des
modéles (L,V) complets. Dans la troisiéme, nous abordons la commande prédictive. Enfin, nous

quelques approches pour la de stationnaire de modgles linéaires réduits, en
particulier la synthése par modzle interne.

7.1 Utiliser des régulateurs proportionnels-intégraux

7.1.1 La méthode

Constatons d’abord qu’une colonne 4 distiller est systématiquement équipée de plusieurs boucles
de ce type pour les régulations de base (niveaux et pression). L'idée d'utiliser de telles boucles
a une échelle de temps plus lente pour la régulation des taux d’impureté est donc naturelle.
Sur site, les configurations monovariables du type suivant sont souvent rencontrées : le débit
de reflux est fixé et la puissance de rebouillage sert & réguler une température dans la zone
d’épuisement. Les concepteurs de ce type de régulation ont donc trés tot réglé le probleme du
choix des capteurs (P4) et ont opté pour des variables internes, quitte & tolérer des décalages
statiques sur la composition des produits : les températures aux extrémités de la colonne ne
sont pas utilisées ainsi.

Les problemes apparaissent lorsqu’on tente de réguler & la fois une température en rectifica-
tion et une température en épuisement, c’est & dire lorsqu'on tente de commander une colonne
en la voyant comme une concaténation de systémes monovariables [21, 76, 129, 94]. En effet,
les couplages rendent le réglage des paramétres (gains et temps intégraux) trés difficile, voire
impossible. Le concepteur, se heurtant ainsi au caractére multivariable des colonnes & distiller,
peut alors se poser la question de 'influence du choix des commandes sur ces couplages [130).
En effet, il est possible qu’en abordant la régulation en quame avec des commandes autres que
le débit de reflux et la pui de rebouill les i Dans ce cas, il faut
bien entendu reconsidérer la mise au point des régulateurs do base.

Des éléments de réponse & cette question sont apportés par la matrice des gains relatifs,
décrite & la section suivante. Remarquons auparavant I'approche de Luyben qui, si elle n’évite
pas ce probleme de couplages, insiste sur 'avantage d'utiliser des températures & Vintérieur de
la colonne. Soit donc unc température 7, en rectifiction et une température T, en épuisement.
v et yp dési D la ition du distillat et celle du résidu, L et V le débit
de reflux et le débit de vapeur en fond. Aprés avoir remarqué Dinefficacité des boucles L « y,
et V e y, en présence de retards réalistes, Luyben [34] propose la mise en place des régulateurs
PL Lo T, et Ve T, les points de consigne T¢ et T¢ pour Ty et T, étant eux-mémes calculés
par des régulateurs P.1. plus lents, TS » y; et T¢  y,. Une version différente est présentée
par Mountziaris [86] oti des variables autres que L et V sont utilisées. Dans [139], Luyben
étend I'utilisation des températures et propose des boucles T¢ « T; et T¢ e T, (T; et T, sont
respectivement la température de téte et la température de fond). Les auteurs des articles cités
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soulignent D'efficacité de cette structure hiérarchisée a deux échelles de temps, qui prend en
compte le probleme (P4).

7.1.2 La matrice des gains relatifs

Historiquement introduite par Bristol en 1966 (voir [7]), la matrice des gain relatifs est toujours
utilisée dans les raffineries pour la mise au point de régulations en qualité, depuis son application
aux colonnes par Shinskey [108](voir aussi [49, 81]). Elle fournit une mesure des couplages
statiques et permet de choisir la commande & affecter & chaque sortie pour minimiser ces
couplages. On espére ainsi obtenir de bons résultats en boucle fermée en mettant en ceuvre
conjointement plusieurs boucles de régulation monovariables. Parmi la multitude d’articles qui
lui sont consacrés, nous avons retenu 64, 113, 136, 137].

Principe
Les systemes considérés sont de la forme :

no= nlw,...u)
Yo = Un(uryooostn)
A chaque couple (yi,u,) est associé le rapport A, des deux nombres suivants :

~ variation de y; par rapport & u,, les uy, étant constants pour , k # j,

~ variation de y, par rapport & u,, les y; étant constants pour k # i.

La variation de y, par rapport & w, en boucle ouverte (ug constants pour k # j) est donc
rapportée & cette méme variation lorsque le systeme est total et parf:
(yx constants pour k # i). On construit ainsi une matrice réelle n x n ayant les propriétés
suivantes :

(I) La somme des éléments de chaque ligne ou de chaque colonne vaut 1;

(I1) Les éléments de la matrice sont invariants par changement d’échelle, tant sur les u,
que sur les y,.

Pour un systéme (2x2), par la propriété (I), toute 'information est contenue dans la variable
A telle que
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et la matrice des gains relatifs est

Considérons un bouclage y, « u, stable lorsque toutes les autres boucles sont ouvertes.
Plusieurs cas se présentent pour );, :

~ A, < 0 signifie que la boucle y, < u; est & non minimum de phase ou instable quand les
autres boucles sont fermées : le choix du couple (y,,u;) n’est pas souhaitable ;

~ A, > 1 signifie que la fermeture des autres boucles diminue fortement la sensibilité de
la boucle y, ¢ u, : Veffort sur u, devra étre important pour compenser les variations de
4. Le cas limite ot A, — oo (aucune action de u, sur y, quand les autres boucles sont
fermées) est & proscrire ;

~ Ay = 0 et positif signifie que la fermeture des autres boucles augmente la sensibilité de
la boucle y, < u,. Le cas limite ol A;) = 0 (aucune action en boucle ouverte de u, sur y,)
est & proscrire;

~ Ay ~ 1 et positif signifie que la fermeture des autres boucles perturbe peu le bouclage
4. & u,. Ce bouclage est donc intéressant mais avant de conclure il convient d’étudier le

sous-systéme presque découplé formé des entrées et sorties restantes.

Ces quelques régles aident a choisir les bouclages & effectuer. L'idéal dans cette optique est,
daprés la propriété (I), d’obtenir une matrice dont les entrées valent soit 0, soit 1. On a alors
affaire & un systeme totalement découplé en statique.

Limites de la RGA et dérivées

La méthode, par la fagon méme de construire la matrice des gains relatifs, présente de séricuses
limites : le fait de supposer un fonctionnement parfait des boucles de régulation revient &
négliger totalement les aspects dynamiques. Ceux-ci sont pris en compte éventuellement et de
maniére heuristique pour guider le choix lorsque plusieurs combinaisons s’avérent, possibles.

En conclusion, si la RGA permet d’éviter des erreurs grossieres, elle s’avere néanmoins

insuffisante pour la mise au point d’une e en qualité aux p isonnables. En
effet, aucune combinaison des entrées n’élimine totalement les couplages, méme statiques [62] :
la phase de réglage sur site des etres de la de est fastidieuse. En pratique, ceci se
traduit par un abandon progressif du “decentralized control” au profit de techniques résolument
multivariables. Notons toutefois que A donne des rensei sur le comportement a priori

vis & vis des variations des diverses commandes. Par une étude des valeurs singulieres du
transfert statique, il est possible d’intoduire un réel ~appelé “disturbance condition number”-
fortement lié & A [114, 54, 6. On retrouve en particulier le fait que la commande (pas forcément
décentralisée) est difficile quand X est trés important [115]. Cette approche permet notamment
de montrer quil est plus simple de détériorer les deux produits a la fois que de les rendre
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plus purs et que les variations des peuvent avoir des répercussions
totalement différentes suivant la direction dans laquelle elles sont appliquées [119].

Quelques chercheurs tentent de pallier certains défauts de la RGA en prenant en compte des
effets dynamiques (111, 112]. Shinskey soulignait déja ces ibilités d’ ion. L'idée de base
est la suivante : la vapeur générée en fond de colonne monte beaucoup plus rapidement que le
liquide ne descend. Cette conséquence du transit du liquide sur les p]ateaux esL bien connue : on
trouve sur site, en monovariable, beaucoup plus de boucles pui
en épuisement que de boucles débit de reflux-température en rcrtlﬁcahon La prisc en compte de
ce phénoméne passe par introduction d’une série de filtres du premier ordre, un par plateau,
pour modéliser le retard a la descente du liquide. La matrice des gains relatifs est ensuite
calculée a partir des fonctions de tranfert en boucle ouverte. Dans ces conditions, si une seule
des commandes utilise le débit de vapeur, il est clair que plus la fréquence augmente plus les
actions sont découplées et plus A(s) tend vers 1. Pour chaque configuration, une fréquence s,
est calculée pour ]a,que]lt, la valeur de A(.u) atteint un certain seuil. Ceci permet de classer
les différents par sq Sur cette base, Skogestad entend démontrer la
supériorité de certaines combinaisons des commandes. Mais il ne note pas que la déstabilisation
classique a lieu par création et lification d’oscillations lentes (appelées ”). Dans
ce cas, ce sont bien les couplages & basse fréquence qui priment. Comme les couplages statiques
ne sont jamais nuls (confére la section précéd ), par continuité les 1 abasse fi
ne le sont pas non plus, ce qui rend inefficace cette approche. Dans le méme ordre d’idées, citons
ici 52, 53], ol les auteurs interprétent les couplages comme des incertitudes sur un systeme
découplé. Tls introduisent une mesure des couplages, basée sur une étude de valeurs singulicres,
et en déduisent des conditions sur la stablité en boucle fermée des systémes sous commandes
décentralisées.

D'autres auteurs étudient, en boucle ouverte et au point stationnaire, la répartition des
variations du débit en variations du distillat et du résidu. Cet équilibrage du bilan matiere
global est fonction des variables utilisées pour la régulation des niveaux : par exemple, si le
débit de distillat est fixé, les variations du débit de charge ne peuvent se répercuter que sur le
débit du résidu. L'idée consiste & retenir pour la commande en qualité une combinaison telle
que, en boucle ouverte, cette répartition minimise les écarts des sorties [55, 65]. Ainsi, laction
de la commande serait a priori moindre pour compenser ces écarts. Dol une minimisation des
problemes de couplage et une plus grande robustesse en boucle fermée ... Cette approche ne
constitue qu'un pis-aller et ne résoud pas le probleme des couplages ~probleme (P1).
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7.2 Commande sur le modele (L,V) complet

Notre approche consiste & appliquer la technique du rejet de perturbations sur des modéles
réduits exprimant Ja dynamique lente des colonnes a distiller. Il est possible d’appliquer la méme
technique sur le modele (IL,V) original. Historiquement, les premiers travaux dans ce sens sont
dus & Takamatsu et al [125]. Utilisant les résultats de Wonham [135], ils ont appliqué la méthode
du rejet de perturbations sur I'approximation tangente du modele (L,V). La généralisation en
non linéaire est due & Gauthier et al [44]. Si cette dernicre étend le domaine de validité de la loi
de de et régle le probleme (P3), il reste néanmoins que ces deux }
robustes.

sont peu

Dans les deux cas, les travaux concernent les colonnes binaires : nous considérons le modéle
(L,V) suivant.

dzy

Mg = Ve -2
H,% = L@y — 2.) + V(k(z) — k(2) (i=2af-1)
S = Ly = 2) 4 Vikags) ~ Ha) + Fle = 2))
dt (1)
1B o (1 Pt = 2) + V(bean) - ke) (G=r+1an-1)
HES = (L4 F) oy = 2 4 Vi~ k)
A =T
Y2 = Tn

7.2.1 Commande de I’approximation tangente

Soit # le point stationnaire de (7.1) pour L = L, V = V, F = F et z = z. Pour le linéarisé
tangent en Z, d’état §z = z — 7, les sorties sont 8y; = z; — &, et §y2 = &, — &». Les commandes
sont 8L et 6V, les perturbations du débit de charge 6F

Les techniques géométriques de Wonham, basées sur des inclusions d’espaces vectoriels,
montrent qu'il est possible de rejeter les variations de la composition de la charge, pas celles de
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son débit. En dérivant deux fois &y, et une fois 6y2, on obtient

Lloy) _ V(L ok| |V
a2 T o, T )
V(Lo vk 7ok )Y,
TH\ H, 0n|,, " Hy 022, H; \ )y, :
V:ok| Ok| o
HH, 91y, 0z,
k| Verog) | Ok V(kE) - k),
T ol i T dwl, T WL v
d(sy,) L+ F (s Ok
& - @ L A L+ F Fr 1“V bz,
2o — k(Z0)
eV

En choisissant des trajectoires de référence du second ordre pour 8y et du premier ordre
pour 8y, le rejet des perturbations de la c ition d’ fon est possible,
la connaissance de

~ F, le débit de charge;
~ 41 et ya, les compositions des produits, distillat et résidu;

22, T3 el Ty, des compositions a Iintérieur de la colonne.

En effet, la matrice

- ARG = | Vikz) - ke )
(Tn-1 — n) (&n — k(Za))

est de rang plein pour F # 0 (il suffit d’utiliser la propriété sur le profil de composition et les
relations au point stationnaire). Notons quil n’a jamais été prouvé que cette loi de commande
garantissait un systeme stable en boucle fermée. Cette approche, notamment le choix des poles,
a été affinée par la suite [70, 88, 105, 106, 107, 126]. Nous n’insisterons pas sur le caractére
local d’une telle loi -probleme (P3).

7.2.2 Commande non linéaire du modéle

On retrouve simplement, & partir de la technique du graphe développée par Lévine et Ka-
sinski [63], qu'il est possible de rejeter génériquement les variations de ition de la charge.
Le débit de charge F' doit par contre étre connu. Son action sur la sortie y, est similaire a celle
des commandes L et V : y; ne peut donc pas étre rendue insensible & ses variations.
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Pour calculer la loi de commande ~voir par exemple [60] pour une description de la technique
du rejet des perturbations-, on peut dériver chaque sortie une fois pour obtenir :
Ay _ (e - )
dt H,

(12)

L+ F)(rnf;; y2) + v —Hk(yz))

Moyennant la connaissance de yy, yz, @2, @n_1 et I, Vinversion de (7.2) donne L et V. Cependant,
au point stationnaire de (7.1), k(z2) = 2, et la matrice de découplage

0 k(z2) — 21

A = Hy
Tnot = Tn Tn = k(Tn)

H, H,

dégéncre. Ceci est une conséquence de la condensation totale en téte de colonne et correspond
4 la nécessité de dériver deux fois la sortie de téte dans I'approche linéaire. Plutét que de
dériver une seconde fois yy, il est préférable de choisir la nouvelle sortie §i; = k(z3) : réguler
la composition des vapeurs de téte revient & réguler la composition du distillat. Par dérivation
des sorties, on obtient alors

djp (= ""@')) ok (k(zs) = 4n) Ok
=L VT,

dt 0z,

dy2 (z,. = yz) (y: — k(y2))

@~ 0 1,
Cette loi de commande nécessite en plus la connaissance de zs. Par contre, la matrice de
découplage

(@1 —22) Ok (k(zs) — k(a2) Ok
A = 0, oz T 9
e e 7 R
H, i,

n’est pas dégénérée au point stationnaire. Notons qu’il n’a jamais été prouvé que cette loi de
commande garantissait un systéme stable en boucle fermée.

7.2.3 Commentaires

Indépendamment du probleme posé par la mesure ou I'observation de compositions a Iintérieur
de la colonne, ces lois de commande sont moins robustes que celles calculées a partir de modéles
réduits. Les raisons sont liées & la fois au modele utilisé ~probléeme (P2)- et aux caractéristiques
en boucle fermée. Nous avons comparé les spectres d’un modéle (L,V) binaire en boucle fermée,
la commande étant calculée soil directement sur ce modéle, soit sur un modzle réduit obtenu
par la technique d’agrégation des plateaux. Ces comparaisons montrent que :

- dans tous les cas, la commande calculée sur le modéle complet modifie les faibles cons-
tantes de temps du modele;
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- sur le modele réduit, au fur et a mesure qu’est restreint le nombre des plateaux pour les
compartiments de rectification et d’épuisement (au profit du compartiment d’alimenta-
tion), la commande modifie des constantes de temps de plus en plus faibles.

Utiliser des mesures proches des extrémités implique des variations plus brutales de la
commande car les perturbations sont observées tardivement —probléme (P4)-. Nous avons par
ailleurs jonné dans la partie précéd la mauvaise ivité des faibles
de temps du modele (L,V). Ceci se traduit en boucle fermée par une mauvaise précision des
gains de la commande. Ces variations plus brutales et moins précises de la commande ne sont
pas sensibles quand il 'y a qu'un trés faible retard & I'acquisition des mesures et au passage
des commandes. Dans le cas contrwre la dynamique de la colonne est beaucoup plus excxtee,
et I ble de ces différent: é & tend a déstabiliser I’ ble colonne-c
comme le montrent les simulations du chapitre 8.

Nous discutons briévement en annexe d’un observateur proposé par Deza [22], qui permettrait de
reconstituer Iétat du modéle complet et éviterait ainsi la mesure des compositions internes. Nous
montrons dans la section 8 que méme sous I'hypothése d’un état mesuré, la commande du modéle
complet est trés sensible aux retards sur les sorties. En consé Putilisation de cet observateur
n'améliorerait pas ses performances.

7.3 Commande prédictive

(est une méthode trés employée dans lindustrie. Elle consiste & calculer la commande par
minimisation d’un certain critére sur un horizon fini, ce qui revient & résoudre un probleme
doptimisation. L'erreur entre les sorties ~dont I'évolution est prédite par un modéle- et leurs
consignes entre toujours dans le critére. Une pénalisation de la variation des commandes lui est
adjointe la plupart du temps.

Le type du critére, la définition ou non de contraintes, le type de modéle linéaire utilisé con-
duisent & de trés nombreuses variantes. Les critéres linéaires sont peu utilisés (pour un exemple,
voir [10], ot les auteurs utlisent un algorithme de programmation linéair). Les ertéres qua-

leur sont préférés. Les problemes sans contraintes ont été utilisés les
premiers. Citons le “Model Algorithmic Control” et le “Dynamic Matrix Control” [19, 87, 141].
La résolution de tels problemes est simple d’un point de vue algorithmique. La possibilité
d'indroduire des contraintes sur les sorties et les commandes semble avoir été un élément
déterminant dans le succés de ces hes aupres des industriels. Introduites dans ce contexte
par Garcia et Morshedi (Quadratic Dynamic Matrix Control) [41], elles sont uctuellement trés
en vogue [43, 50, 140]. Il nexiste que peu de sur les algori
Les méthodes des intes actives (résolution des conditions de Kuhn-Tucker) et ™ gradxent
réduit semblent généralement utilisées [93]. Un exposé de ces algorihmes est disponible dans [75],
ou [16, 17, 18]. Un résumé complet des diverses approches et applications existe dans [12], oi les
auteurs exhibent les similitudes avec la méthode du modele interne, discutée dans la section 7.5.
Le but n’est pas ici de détailler toutes ces approches, ni d’analyser les problemes d’initialisation
et de convergence des algorithmes, ou les problémes de stabilité en boucle fermée. Nous ne
remettons pas en cause le fait qu'elles puissent fonctionner correctement ~au moins tant que le
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systeme évolue dans un voisinage du point pour lequel le modéle a été identifié-. Mais nous re-
marquons cependant que Iutilisation d’un modele réduit de la dynamique est systématique. En
effet, des modéles entrées-sorties sont utilisés ~les sorties sont les compositions des produits et
non des températures internes-. Comme les systémes considérés sont stables, les tranferts sont
développés en séries, tronquées & un certain ordre. Méme si cette réduction est dictée par des
problemes de complexité numérique, elle facilite I'identification et revient a utiliser un modéle
de la dynamique lente. Ceci conforte notre constatation sur Iutilisation des modéles réduits.
L encore, le désavantage principal réside dans I'approximation linéaire et des travaux récents
tentent d’y remédier (par exemple en utilisant une prédiction en partic non linéaire [43]).

7.4 Commandes stationnaires de modéles réduits
Dans cette section, nous décrivons :

- la commande par modéle interne, qui occupe une place trés importante dans la littérature
depuis les travaux de Morari [116];

une méthode de réduction, dite des réalisations équilibrées. Nous n’affirmons pas que cette
méthode conduit & une régulation plus performante aue les approches par commande
prédictive ou par modéle interne. Nous souh montrer la rob de
la commande des modéles réduits. Dans ce but, nous utiliserons comme exemple dans
le prochain chapitre un modele réduit par cette méthode. Nous mettrons en ceuvre sur
ce modéle un schéma classique observateur-contraleur (calculé par synthése quadratique,
Au = KAz avec K solution d’une équation de Ricatti) qui nous servira en quelque sorte
de prototype des commandes de modeles linéaires réduits.

7.5 Synthése par modeéle interne

Plusicurs chercheurs insistent beaucoup sur la pertinence de I'approche par modéle interne,
Elle concerne les systémes linéaires' et consiste & utiliser une paramétrisation différente des
contraleurs. La dynamique du procédé est supposé vérifier la relation entrées-sorties fréquentielle

u(s) = Gls)u(s) + d(s),

~ y(s) est le vecteur des sorties;
~ u(s) est le vecteur des entrées ;

d(s) est un vecteur de perturbations;

Tdans [57], les auteurs proposent une extension non-linéaire pour un modéle stable, mono-entrée et mono-
sortic, de fermenteur. Dans [27], Economon el al tentent une extension plus globale mais peu convaincante : il
reste beaucoup de problémes d’inversion et de stabilité & régler.
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G(s) est la fonction de transfert du procédé.

Pour atteindre la consigne y°, au lieu d'utiliser le classique régulateur C(s) de la figure 7.1,
cette approche se base sur la figure 7.2, oit G(s) est la connaissance disponible du procédé
et Ge(s) est défini par Dutilisateur [145]. Les deux représentations sont équivalentes : pour
chaque couple (G(s), Ge(s)), il existe C(s) = (I — G.(s)G(s))"Ge(s) qui conduit an méme
transfert de y<(s) & y(s). On a

y(s) = G(s)I = Ge(s)(G(s) = G(s))) "' Gels)(y(s) = d(s)) + d(s).
Mais, si on suppose que G(s) = G(s), la synthése est trés simple puisquil suffit, si G(s) est
stable, dassurer la stabilité de G.(s) pour garantir la stabilité de I'ensemble. Comme l'ont
remarqué Garcia, Prett et Morari, cette paramétrisation n’est pas récente (voir les références
dans [12]). Son intérét est de simplifer la mise au point des contréleurs. Pour G(s) stable, Garcia
et Morari 38, 39] proposent la démarche suivante :

- (i) factoriser G(s) en G(s) = G4(s)G_(s), ot G1(0) = I, G4(s) comprend tous les
retards et les zéros instables de G(s);

(ii) choisir un “filtre” F(s) tel que F(0) =
(iii) choisi G = G_(s)™' F(s).

Les conditions sur G(0) et F/(0) permettent d'éviter les décalages statiques. Le role de F(s)
est d’adoucir les variations de la commande et de garantir la possibilité de réaliser G, [104, 131].
Garcia et Morari [40], puis d’autres, ont cherché depuis & calculer différemment les controleurs
G.(s) = H(s)F(s). La démarche reste la méme,

recherche d'un H(s) pour G(s) = G(s);
— synthése de F{(s) pour conserver une certaine robustesse pour G(s) # G(s),

mais les étapes de recherche de H(s) et F(s) sont plus raffinées. H(s) est la solution d’un
probleme d’optimisation, au sens He, plus rarement au sens de la norme H; [143, 144, 142].
Un lien existe avec la commande prédictive [42] : on cherche & obtenir en boucle fermée des
performances définies par le critére & minimiser. L on obtient directement la valeur des com-
mandes (la commande est non-stationnaire) alors qu’ici on obtient la fonction de transfert d’un
contréleur (la commande est stationnaire). Le filtre F(s) est calculé par la méthode de la valeur
singuliere de structure, autrement dit par la y—synthése introduite par Doyle [25, 26]. La con-
naissance de la structure des incertitudes sur le modzle est alors nécessaire [117, 119, 118]. Se
greffent donc sur la structure par modele interne les approches récentes de commande linéaire
“robuste” [33, 32].

Les modzles du procédé sont des modéles réduits de la dynamique lente et vont dans le
sens d’une résolution de (P2). (P4) n'est pas abordé : dans les articles, les sorties sont les
compositions des produits. 1l est cependant probable que pour les applications, la méthode
soit utilisée sur des modéles dont les sorties sont des températures internes. L'approche suivie
pour tenter de résoudre (P3) consiste en une étude de la robustesse face aux perturbations de
modeles.



7.5. Synthése par modéle interne 103

d
<% u +
y —

c G +f y

Figure 7.1: Approche classique
d
u
v G G
— G

Figure 7.2: Approche par modele interne et robustesse
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7.5.1 Exemple de commande d’un modeéle réduit

Nous avons vu que la réduction du modéle de commande a une grande importance. Plusieurs
techniques sont envisageables pour la mener & bien. L'identification d’un modgle a priori de la
dynamique est courante. Sans méme parler des difficultés qui lui sont inhérentes (on pourra
consulter & ce propos [85, 77]), elle nécessite de nombreux tests sur le site, qui perturbent la
bonne marche de la raffinerie. 1l s’agit en effet d’analyser la réponse & des échelons ou a des
impulsions sur les commandes et le débit de la charge, tout en maintenant la colonne autour
du méme point de fonctionnement -la composition de charge devant donc étre constante-.
Nous éd diffé A partir de i sur la géométrie de la colonne et
son mode de fonctionnement, nous construisons un modele de connaissance, de type (L,V).
L’approximation tangente de ce modeéle nous fournit un systéme linéaire que nous pouvons
alors réduire. Aucune procédure d'identification sur site n’est dans ce cas nécessaire. Bien
entendu, une telle approche ne permet pas de modéliser des retards -est-ce si important?—

Par contre, I'obtention de linéarisés tangents en de nouveaux points stationnaires est plus
simple. Par ailleurs, le modéle complet permet le calcul de plusieurs modéles réduits d’ordres
différents sans difficulté. Nous présentons ici la méthode de réduction dite des réalisations
équilibrées, introduite par Moore dans [83, 89]. Nous ne prétendons pas que cette méthode offre
des performances vraiment intéressantes d’un point de vue pratique. Nous nous en servirons
dans le troisieme chapitre (107) pour montrer en simulation que les commandes a bases de
s réduits sont plus robustes que les approches sur des modéles linéaires complets.

modéles linéai

Soit le systeme linéaire stationnaire

dz
@ Az + Bu
y = Cz
otz € R ue R"etyc R™

Les grammiens de commandabilité

We

ad T
/ BB e dt
o

et d'observabilité N
W, = / ATCTCMdr
o

sont les uniques matrices symétriques définies positives respecti solutions des ¢
de Lyapunov
AW, + W.AT = —-BBT

et
ATW, + W,A=-CTC.

Une réalisation (A, B, C) est dite équilibrée si

(i) elle est minimale;
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d )
(ii) d—f = Az est un systeme asymptotiquement stable;

(i) les grammiens de commandabilité et d’observabilité correspondants sont égaux a la
matrice diagonale A = diag(a1,...,0x), 01 = 02 > . > 0y, oit les o, sont les valeurs
singulires de A.

Moore montre que, sous les conditions (i) et (ii), il existe un changement de coordonnées
linéaire de Iétat qui rend la réalisation (A, B,C) équilibrée. 1l propose alors de réduire le
systeme en ne conservant, pour la réalisation équilibrée, que les états correspondant aux plus
grandes valeurs singuliéres de A. Ceci revient a éliminer les états les moins commandables et
observables. La stabilité du systéme réduit est par ailleurs garantie (c’est une conséquence de
la stabilité de A).

1l existe plusieurs algorithmes pour calculer le changement de coordonnées [68, 71, 83]. Voici

celui proposé par Moore, largement amélioré depuis :
- Calculer le grammien de commandabilité W, du systéme original ;
~ Mettre W, sous la forme W, = V.52V ;
— Effectuer le changement de coordonnées z = V. X.&;
_ Calculer le grammien d'observabilité W, du systéme transformé;
~ Mettre W, sous la forme W, = V,5,5,V," ;

1
~ Effectuer le changement de coordonnées & = V,%,” 3. Le systéme en i a une représentation
équilibrée.
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Chapitre 8

Simulations

Ce chapitre est consacré a la présentation de résultats de simulation. Il est organisé en deux
sections :

dans la premiére, nous comparons les performances de quatre méthodes pour la commande
d’une colonne binaire (un dépropaniseur) : nous montrons qu'il est nécessaire en pratique
dutiliser un modéle de la dynamique lente;

- dans la seconde, nous présentons, pour une colonne pseudo-binaire (une stabilisation
dessences) dans un environnement trés perturbé, les performances de la loi de commande
que nous avons exposée au chapitre 6, page 83.

8.1 Comparaisons de diverses méthodes

8.1.1 Description de la colonne

La colonne choisie pour ces simulations est un dépropaniseur, pour lequel les composés clés
sont le propane et le butane. Cette colonne de 42 plateaux est alimentée au plateau 21 par un
mélange contenant

- 2,5% d’éthane;
35% de propane;
- 60% de butane;
2,5% de pentane.
Les produits de la séparation sont :
un distillat qui contient majoritairement du propane. L’éthane contenu dans I'alimenta-
tion se concentre en téte de colonne et ne peut sortir que dans ce produit. La régulation de

la fraction molaire de butane dans le distillat constitue un des objectifs de la commande;

107
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~ un résidu qui contient majoritairement du butane. Le pentane contenu dans Palimentation
se concentre en fond de colonne et ne peut sortir que dans ce produit. La régulation de la
fraction molaire de propane dans le résidu constitue le second objectif de la commande.

Dans les conditions simulées, la colonne doit permettre d’obtenir des taux d’impureté con-
sidérés comme faibles dans Iindustrie du raffinage (les critéres sont plus stricts en pétrochimie
ol les taux d’impureté doivent étre de Pordre d’une partie par million ~ppm-) :

le distillat contient 0,5% de butane ;

- le résidu contient 0,5% de propane.

Ces valeurs sont représentatives des souhaits des utilisateurs, les résultats sur site du chapitre
suivant le montrent.

Les équations utilisées pour la simulation sont celles présentées dans la premiére partie
du mémoire sur chaque plateau, nous écrivons un bilan de matiére et d’énergie pour les
quatre composés et utilisons un modéle hydrodynamique. Les caractéristiques et les relevés de
fonctionnement de la colonne réelle nous permettent de choisir divers paramétres de manicre a

au mieux sa dynamique. Le sytéme algébro-différentiel ainsi défini est integré grace
au logiciel SPEEDUP.

8.1.2 Description des lois de commande testées

Etant données les faibles teneur en éthane et pentanc de ali ion, la colonne est é
binaire. Nous avons écrit le modéle (L,V) cor dant & la dynamique des és clés,
propane et butane. Le composé de référence est le propane. La retenue molaire par plateau est

estimée a partir du point stationnaire du modele de simulation décrit précédemment.

Commande linéaire du modéle (L,V) complet

(’est la commande de I’approximation tangente du modele (L,V). Cette commande nécessite la

de I’état cor dant aux plateaux 2,3 et n — 1, c’est a dire I'écart a la fraction
molaire de propane & P’équilibre. Par un calcul du point stationnaire du modéle (L,V), nous
connaissons les fractions molaires de propane & I'équilibre. Quoiqu’elles ne soient pas mesu-
rables en pratique, le controleur dispose en simulation des fractions molaires de propane sur ces
plateaux : elles sont supposées parfaitement mesurées, nous ne construisons pas d’observateur.

La trajectoire de référence pour la sortie de téte est du second ordre. Pour la sortie de fond
un premier ordre suffit. Les poles choisis pour ces trajectoires correspondent & des constantes
de temps de dix minutes. Nous avons testé des valeurs différentes, mais les résultats obtenus
sont comparables avec ceux décrits ci-dessous.
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Commande non-linéaire du modéle (L,V) complet

Nous appliquons la technique du rejet des perturbations sur le modele (L, V), les sorties choisies
étant la fraction molaire de propane en fond et celle du propane dans les vapeurs de téte, pour
éviter le probleme de dégénérescence de la matrice de découplage au point stationnaire. Comme
pour la méthode précédente, les fractions molaires de propane sur les plateaux 2, 3 et n — 1
sont nécessaires & la commande : le contréleur en dispose pendant les simulations (elles sont
supposées parfaitement mesurées). Les trajectoires de référence sont linéaires du premier ordre,
avec des constantes de temps de dix minutes. La encore, un choix différent de ces constantes
ne remet pas en question les conclusions exposées ci-dessous.

Commande linéaire d’un modzéle réduit par la technique des réalisation équilibrées

Nous nous basons sur 'approximation tangente du modele (L,V). Par la technique des réalisations
éaquilibrécs décrite au chapitre précédent, nous obtenons un modéle de dimension cing, qui capte

Pessentiel de la dynamique. Le linéaire de coordonné ire pour obtenir une

réalisation équilibrée détruit le sens physique des états du modéle : il n'est plus question ici

décart par rapport aux fractions molaires de propane & I'équilibre. Nous supposons donc que

seules les sorties sont mesurées et construisons un observateur de type Luenberger pour estimer

les cing états du modele.

Les commandes sont calculées par un retour d’état linéaire, solution d’un probleme a critére
quadratique sur un horizon infini. La matrice des gains est donc solution d’une équation de
Ricatti. Les formes quadratiques affecteés aux entrées et aux sorties traduisent, outre une
mise & I'échelle des variables, une pénalisation de la variation des sorties. Nous tolérons de
fortes variations des commandes pourvu que les sorties restent proches de l'origine. Le gain
de T'observateur est calculé par placement de poles. Ceux-ci sont fixés au double de ceux du
controleur, de sorte que la convergence de I'observateur soit plus rapide.

Une étude en simulation de toutes les des linéaires nous aurait
conduit trop loin. Nous considérons done cette loi de commande comme un prototype des
commandes de modeles linéaires réduits. A ce titre, les conclusions que nous tirons quant 4 ses
performances doivent étre comprises comme le minimum atteignable par de telles approches :
robustesse correcte mais domaine de validité réduit parce que les non-linéarités ne sont pas

prises en compte.

Commande non-linéaire d’un modéle réduit par agrégation des plateaux

Le modéle (L,V) complet est réduit par la technique d’agrégation des plateaux. Nous extrayons

un modéle de di ion cing en idé les cinq compar nts suivants :

ballon de téte (platean 1);
- plateaux 2 & 13, les retenues sont transférées sur le plateau 13;

plateaux 14 4 29, les retenues sont transférées sur le plateau d’alimentation (plateau 21);
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plateaux 30 & 41, les retenues sont transférées sur le plateau 30;
- ballon de fond (plateau 42).
Les sorties sont les fractions molaires de propane dans le distillat et le résidu. La commande

nécessite la connaissance des fractions molaires de propane sur les plateaux 13 et 30. Nous
supposons qu’elles ne sont accessibles qu’a partir des températures mesurées sur ces plateaux.

8.1.3 Résultats

d 16 lat

Chacune des testées est i dans le sous forme de systéme
algébro-différentiel : le débit de reflux et la pui de rebouillage sont appliquées au modéle
de colonne de fagon continue. En pratique, les commandes ne sont calculées que toutes les trois
& six minutes ; nous ne simulons donc pas ici les effets liés & une discrétisation de la commande.

La perturbation retenue est une variation de la composition de I’alimentation : en 30 minutes,
la fraction molaire de propane dans I’alimentation passe de 35 & 20%, alors que dans le méme
temps la fraction molaire de butane passe de 60 & 75%. Ce type de perturbation est courant
sur site. Les consignes ne sont pas modifiés pendant la durée de la simulation.

Pour que les résultats soient significatis, il nous fout considérer que les mesures des taux
d’impureté ne sont pas disponibles instantanément. Nous synthétisons les résultats sur deux

figures, représentant :

~ pour la figure 8.1, les variations des taux d’impureté, communiquées au controleur avec
deux minutes de retard ;

pour la figure 8.2, les variations des taux d’i é iquées au oleur avec

trois minutes de retard.

Ces retards restent nettement inférieurs & ceux constatés en pratique, qui sont généralement
supérieurs & dix minutes.

Premiére figure

~ commande linéaire du modéle (L,V) complet : au bout d’environ une demi-heure, les
sorties commencent & osciller de fagon instable. En moins d’une heure, les variations des
commandes deviennent trés importantes et impensables sur site. Elles sont telles que le
simulateur ne plus plus continuer  intégrer ;

— commande non-linéaire du modéle (,V) complet : ses performances sont trés bonnes,
surtout pour le produit de fond qui ne s'éloigne pas de la consigne fixée. En téte on releve
un dépassement de 20% environ, mais la sorlie rejoint sa consigne en une heure;

- commande du modele linéaire réduit : les sorties s’éloignent beaucoup plus de leurs con-
signes, de 50% en téte jusqu’a plus de 100% cn fond. Elles y retournent par oscillations
amorties, en trois heures pour la téte et en guére plus d’une heure pour le fond ;
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— commande non-linéaire du modzle agrégé : les dépassements d’environ 20% sont de I'ordre
de celui observé en téte pour la commande non-linéaire du modéle (L,V) complet. Le
retour aux i est dant plus lent et ble en temps a celui obtenu par
la commande du modzle linéaire réduit, quoiqu'il ait lieu dans ce cas sans oscillation.

Les commandes non-linéaires offrent dans ce cas de bonnes performances : faibles dépassements,
retour aux consignes sans oscillations. La de linéaire du modele (L, V) complet est inef-
ficace. Par contre, malgré de forts dépassements et un retour lent aux consignes, la commande
linéaire du modéle réduit fonctionne. Notons le caratére ique du rejet des pertubati

pour les commandes de modéles réduits : il se traduit par un retour plus lent aux consignes.

Seconde figure

La commande linéaire du modéle (L,V) complet, déja inefficace pour un retard de trois minutes,
nest pas représentée ici.

commande non-linéaire du modéle (L,V) complet : pour un retard de trois minutes, elle

présente le méme type de réponse que la commande linéaire du modele (L,V) complet
dans le cas précédent. Au bout d’une demi-heure, les sorties commencent. & osciller de
fagon instable et, en moins d’une heure, les variati dées sur les des sont
telles que la simulation s'arréte;

- commande linéaire du modéle réduit : les dépassements observés (environ 50 % en téte
et plus de 100%) en fond sont comparables au cas précédent. Toutefois le retour aux
consignes, toujours par oscillations amorties, est plus lent : il s'effectue en quatre heures
environ, au lieu de trois;

commande non-linéaire du modéle agrégé : les performances, tant du point de vue des

dépassements (environ 20% en téte comme en fond) que du retour aux consignes (sans

oscillation en trois heures environ) sont quasiment identiques & celles du cas précédent.

L’augmentation d’une minute du retard n’a pas d’effet sensible sur les performances.
Les commandes de modeles réduits offrent des perf bles au cas précédent,
Pexeption du temps de retour pour la commande linéaire. Par contre, la commande non-linéaire
du modele complet devient inefficace en présence d’un retard plus important.

Conclusions

Ce comportement des quatre lois de commande est reproductible en face d’autres perturbations,
pour divers réglages des commandes et problémes de capteurs. On peut noter toutefois une

des p es des des linéaires quand les taux d’impureté choisis sont
plus importants. Ces deux tests permettent d’affirmer que

- la prise en compte des non-linéarités ne suffit pas pour la synthése d’une commande
robuste;
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~ il est capital d’utiliser un modéle réduit de la dynamique pour gagner en robustesse. C'est
alors seulement qu'il est utile de prendre en compte les non-linéarités, afin d’améliorer
la précision. En présence de trés fortes perturbations, cette prise en compte devient
nécessaire, car méme la commande de modeles linéaires réduits devient dans ce cas inef-
ficace.

Nous avons étudid dans le cas réllement binaire- le spectre de l'approximation tangente
quand les sorties de la colonne sont régulées par les G-
dessus. Rappelons qu’en boucle ouverte, le modéle (L,V) d’une colonne binaire possede une
approximation tangente dont toutes les valeurs propres sont réelles et négatives. Sur la fi-
gure (8.3), les phénoménes suivants sont bien visibles :

- la commande non-linéaire du modéle complet tend & modifier Iensemble du spectre. Elle
implique notamment |'apparition de valeurs propres complexes conjuguées ;

la commande non-linéaire du modéle réduit ne modifie que les plus grandes constantes de
temps du systéme : ces résultats sont en accord avec la méthode de réduction présentée
dans Pintroduction de ce mémoire.

Le modele (L,V) complet est pas celui qui sert pour simuler le fonctionnement de la
colonne. En consé et conformément aux ires de la page 99, celui-ci traduit mal
les faibles constantes de temps du modéle, et les gains de la commande sont peu précis pour
la fon des rapides, théori garantie par la de du modéle
complet. Ceci n'est pas génant si les mesures sont i ées -les p. dela d
du modéle non-linéaire complet sont excellentes dans ce cas-, mais devient redhibitoire dés que
des retards sont introduits dans le bouclage.

8.2 Commande d’un modéle réduit de colonne pseudo-
binaire

Nous présentons dans cette section les performances de la commande d’un modéle réduit de
colonne pseudo-binaire. La colonne est une stabilisation d’essences : le butane contenu dans
J'alimentation est soutiré en téte de colonne, laissant en fond une essence plus lourde, donc
stabilisée. Le but de la colonne est de réguler les taux d’impureté du pentane le plus léger
(isopentane) dans le produit de téte et du butane le plus lourd (normal-butane) dans le produit
de fond. La colonne a 38 plateaux el est alimentée au plateau 20 par un mélange trés riche
déthane, de propane, de butanes (isobutane et normal-butane), de pentanes (isopentanes et
normal-pentane), plus des essences (nous employons ce terme pour désigner les molécules a plus
de six carbones).

Pour simuler la dynamique d’une telle colonne par la méthode décrite dans la premiere
partie du mémoire, il faut se baser sur un nombre raisonnable de composés. Le modele algébro-
différentiel obtenu en décrivant les bilans de matiere et d’énergie ainsi que hydrodynamique
des plateaux et les régulations de base reste dans ce cas manipulable par le logiciel utilisé. A
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partir des ch ies disponibles de Iali jon, nous avons regroupé les isopentanes
en un seul composé auquel nous avons attribué les caractéristiques de Iisopentane majoritaire
dans Dalimentation. Nous avons réparti les molécules & plus de six atomes de carbone en deux
“essences”, et identifié leurs paramétres thermodynamiques par des sommes, pondérées par
la teneur dans Palimentation, des paramétres des composés originels. Cette méthode, dite de
Plicker, nous a permis de reproduire correctement le profil de température dans la colonne,

estimé & partir de relevés de
— la température de téte;
- la température sur un plateau de la zone de rectification ;
~ la température sur un plateau de la zone d’épuisement ;
- la température de fond.

Pour construire le modéle de commande, nous avons supposé que la colonne séparait un
mélange de quatre composés :

un composé trés léger, représentant Iéthane, le propane et 'isobutane ;
- un composé clé, le normal-butane;
Pautre composé clé, 'isopentane;

un composé trés lourd, représentant le normal-pentane et les essences.

Le but d’un en quatre és est de synthétiser une loi de de utilisant
seulement les quatre mesures de température citées ci-dessus. Nous avons ensuite écrit un
modéle (L,V) complet de la dynamique de ces quatre La de est calculée sur
le modéle réduit dérivé de ce modele (L,V).

Dans le résultat que nous pré le débit d’alimentation a les caractéristiques d’un

bruit blanc (figure (8.4)). La composition de I’alimentation est modifiée en deux heures :

~ I'éthane passe de 0,5 & 1%;

~ le propane passe de 6 & 9%;

— les butanes passent de 14 a 20%;
~ les pentanes passent de 5,5 & 10%;
~ Pessence légere passe de 53 & 50%

Pessence lourde passe de 21 & 10%.

Cette variation de la composition de I'alimentation est importante. Dans le méme temps, la
température de I’alimentation chute de 10 degrés (396K a 386K). La commande est calculée
toutes les trois minutes et
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- les mesures de température sont retardées systématiquement de deux minutes et arrondies
au dixieme de degré;

- les mesures de composition sont retardées de quinze minutes;

les commandes calculées ne sont pas appliquées directement mais passent dans un filtre
du premier ordre dont la constante de temps est fixée & 5 minutes;

lap de rebouill. iquée au module de de differe de 10% de celle
appliquée & la colonne.

A Vinverse de la section précédente, la commande est ici discréte. Ces caractéristiques sont
représentatives des problemes rencontrés sur site, quoique nous ayons exagéré volontairement
les variations du débit de la charge et le retard des capteurs de température (les thermo-couples
généralement utilisés n'introduisent pas de tels retards). La commande est appliquée & partir
du temps 0 des relevés.

Sur la figure (8.5), on peut constater que les performances sont acceptables et que les sorties

sont régulées convenablement : elles s'éloignent ément de leurs consignes, mais y

i en un temps raisonnable. Les variations de Dali jon sont perceptibles sur le
relevé des températures (figure 8.6). Ce résultat montre la robustesse des lois de commande
que nous proposons, mais révéle aussi ses limites (précision), dues au caractére asymptotique
du rejet des perturbations. De telles commandes sont utilisées en raffinerie, nous le verrons au
chapitre suivant. Elles ont remplacé, au dire des utili , les d
monovariables classiques par des boucles proportionnelles-intégrales pui de rebouill
— température en épuisement.
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Fraction molaire de butane dans le distillat
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Figure 8.1: Comparaison des lois de commande en présence d'un retard de deux minutes sur
les sorties
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Fraction molaire de butane dans le distillat
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Figure 8.2: Comparaison des lois de commande en présence d’un retard de trois minutes sur les
sorties
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Fraction molaire d'isopentane dans le produit de téte
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Température de téte (Kelvins)
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Figure 8.6: Simulation de la commande d’une colonne pseudo-binaire



Chapitre 9

Résultats sur site

Dans ce chapitre, nous décrivons le programme COLBIN qui permet la commande des colonnes
sur site. La premiere section fournit des détails sur le fonctionnement et la mise en place de ce
programme. La seconde concerne la présentation et le ire de son foncti sur
une stabilisation d’essence et sur un dépropaniseur.

9.1 Le programme temps-réel COLBIN

Nos lois de commande non-linéaires de modele réduits sont utilisées actuellement dans trois
raffineries de la société ELF-ANTAR France. Un programme temps réel, écrit en Fortran, en est
le support. Ce programme s’appelle COLBIN, pour colonne binaire, dont la régulation était le
but initial. Sa mise au point est le fruit d’une étroite collaboration entre le Centre Automatique
et Systéemes de I’Ecole des Mines de Paris, représenté par P. Rouchon et Iauteur de ce mémoire,

et la société ELF-ANTAR France, représentée principalement par Fari Djenab et Jean Laforét.
COLBIN permet mai dappréhender la de en qualité des colonnes binaires et
pseudo-binaires * il est installé sur des dépropani des dééthaniseurs et des stabilisati
dlessence.

9.1.1 Modes de fonctionnement

COLBIN peut utiliser pour la régulation en qualité des couples de commandes extraits de
Pensemble débit de reflux, débit de distillat, débit de résidu et puissance de rebouillage. Le
couple débit de distillat-débit de résidu est exclu, a cause de la contrainte imposée par le bilan
matiére global.

Pour toute colonne existent des contraintes de circulation interne; il faut éviter par exemple
I’engorgement et I'asséchement des plateaux. Ces contraintes sont traduites par des bornes,
inférieures et supérieures, sur Je débit de reflux et la puissance de rebouillage. Lorsqu’une con-
trainte devient active, COLBIN passe automatiquement en mode monovariable : la commande

dant & la contrain tive est utilisée pour réguler la sortie prioritaire, définie
par l’uuhsatsur Le retour au mode multivariable a lieu dés I'inactivation des contraintes. Ce

121
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mode de fonctionnement permet d’éviter les débouclages et correspond & un souhait des uti-
lisateurs. COLBIN est utilisable en mode monovariable; dans ce cas I'utilisateur doit préciser
quelle commande il souhaite employer.

9.1.2 Mise en place

COLBIN fournit & des intervalles de temps réguliers (de 3 & 6 minutes) les nouvelles commandes.
En dehors des consignes pour les sorties, les variables suivantes sont utilisées :

le débit de charge et sa fraction vaporisée;
~ les débits de distillat et de résidu;
- les fractions molaires d’impureté dans les deux sorties
- les températures sur le plateau de téte et le plateau de fond ;
- la température sur un plateau dans la zone de rectification ;
la température sur un plateau dans la zone d’épuisement ;

la pression en téte de colonne.

La mise en place du logiciel est simple. Tl faut disposer d’enregistrements du fonctionnement
de la colonne sur une période de temps assez longue. Couplés & des renseignements disponibles
(le nombre de plateaux, leur géométrie, les composés présents, ... ), ces enregistrements sont
suffisants pour initialiser COLBIN, en particulier les termes intégraux. Nous évitons la phase
délicate d'identification de paramétres & partir des réponses de I'unité & des excitations calibrées.

Apres un accueil mitigé, COLBIN est ar les opé des raffineries
francaises de ELF-ANTAR France comme un outil fiable et performant : la confiance dans le
bon fonctionnement du logiciel les incinte & focaliser leur attention sur des unités plus sen-
sibles : réacteurs, colonnes de brut ... Pour les colonnes équipées, seules des modifications de

ignes, espacées, leur demandent du temps. L'essentiel des débouclages est 1ié a des pannes
dordinateurs et il convient maintenant d’étre attentif au probléne suivant : quelles connais-
sances faut-il maintenir pour étre capable, le cas échéant, de conduire les colonnes en débit de
reflux et puissance de rebouillage.

9.2 Résultats sur site

Pour illustrer le fonctionnement du logicicl, nous avons choisi de reproduire, avec accord de
ELF-ANTAR France, une journée du f dun dépi et d’une stabilisati
dlessences, deux colonnes situées & la raffinerie de Grandpuits (Seine et Marne).
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9.2.1 La stabilisation des essences

(C’est une colonne pseudo-binaire de 32 plateaux fonctionnant sous une pression de 10 bars. Elle
permet de débarrasser Pessence de ses composés plus légers que le pentane. Les deux composés
clés sont ainsi le normal-butane, le plus lourd des butanes, et I'isopentane, le plus léger des
pentanes.

Pendant la journée qui nous intéresse, I'alimentation de la colonne subit de brusques va-
riations, tant en débit qu'en composition -figure (9.1)-. Elles se retrouvent sur les entrées
figure (9.2)-. Les consignes sont respectées en moyenne (0,8% molaire de normal-butane dans
le produit de fond et 0,2% d’isopentane dans le produit de téte). Le caractére asymptotique
du rejet est bien visible aux alentours de la huitieme heure, quand ont lieu les plus fortes
variations —figure (9.3)-. Le fait que la composition de la charge ait changé est détectable si
les températures des extrémités —figure (9.4)- sont examinées en méme temps que les taux
d’impureté dans les produits. En effet, pour des taux d’impureté sensiblement identiques, la
température de téte se stabilise trois degrés en-dessous, celle du fond environ deux degrés en-
dessous.

Ces performances sont jugées bonnes par les utilisateurs. Notons toutefois que la précision
de la commande est bien entendu fortement liée & la précision des capteurs, qui posent souvent
des probléemes de décalages et de précision (débitmétres) ou de retards (chromatographes).

9.2.2 Le dépropaniseur

Le produit de téte de la dessences décrite alimente un dééthaniseur.
Celui-ci est aussi équipé de COLBIN et donne de bons résultats. Mais son fonctionnement,
monovariable, est moins intéressant dans le cadre de cette présentation (le distillat, vaporis
un débit trop faible pour servir & la commande ; c’est le débit de reflux qui permet la régulation
du niveau de téte). Le produit de fond de cette colonne est majoritairement un mélange de
propane et de butane, auquel s’ajoutent en faibles proportions (quelques pourcents molaires)
de Péthane et du pentane. Ce produit est une partie de Palimentation du dépropaniseur dont
le fonctionnement est discuté dans cette section.

Sur 42 plateaux et sous une pression de 15 bars, le dépropaniseur permet de séparer le
butane du propane. Pendant les vingt quatre heures, le débit de I’alimentation est modérément
variable —figure (9.5)-. Le fait le plus marquant est la brusque impulsion autour de la huitieme
heure, due & un changement des tamis. Les variations de I'énergie de I'alimentation, révélées par
les changements de température, ont en fait une influence plus importante sur les sorties : cette
perturbation n’est pas mesurée, et par ailleurs la commande néglige les aspects énergétiques.

Coté sorties ~figure (9.6)-, on que une mei égulation dela ition du résidu.
Approximativement entre la dixieme et la quinzieme heure, la contrainte de maximum sur la
puissance de rebouillage est active ~figure (9.7)- : la régulation passe en monovariable avec pour
objectif la sortie de fond, prioritaire. Suite & une baisse du débit de charge, la commande mul-
tivariable redevient possible vers la quinzieme heure : COLBIN abandonne automatiquement
le mode monovariable et corrige trés rapidement la sortie de téte.
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Figure 9.2: Résultats sur site : stabilisation d’essences
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Chapitre 10

Commande d’un réseau de colonnes

Le but de ce chapitre est de fournir un exemple de Iutilité de notre approche en étudiant un
procédé & deux colonnes couplées, utilisé pour la distillation des essences. Une premiére section
décrit la complexité du procédé réel. Vient ensuite une description minimale de sa dynamique,
qui nous permet de batir des modéles de taille raisonnable pour la simulation et la synthése de
lois de commande. Nous verrons qu'il est possible de construire une loi de commande originale
& partir d’un modele agrégé. Cette loi de commande multivariable, impliquant quatre entrées
et quatre sorties, se révéle robuste.

10.1 Description du procédé sur site

10.1.1 Mdélange i séparer et schéma de séparation

Le mélange & séparer est trés riche, puisqu'il implique cent & deux cents constituants, dont le
nombre d’atomes de carbone par molécule varie de cing & dix. Pour un nombre d’atomes de
carbone donné, les familles suivantes sont présentes :

— paraffines;
isoparaffines
naphtenes,

— aromatiques;

— olefines;

~ cyclo-oléfines;

— styréniques.

Le schéma de fonctionnement du couple de colonnes est représenté sur la figure (10.1.1). Le
mélange & séparer entre dans la premiére colonne (appelée splitter), sur un étage proche du fond.

131
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Un soutirage, dans le tiers supéricur, permet d’alimenter la seconde colonne (appelée stripper).
Le flux de vapeur sortant en téte du stripper est réinjecté dans le splitter sur le plateau de
recyclage, situé juste au-dessus du plateau de soutirage. Ce shéma de fonctionnement permet

dobtenir trois produits :
~ une essence légére, en téte de splitter. Elle contient des composés & cing ou six atomes de
carbone par molécule;

une essence moyenne, en fond de stripper. Elle contient des composés dont le nombre
d’atomes de carbone par molécule varie de cinq a huit;

- une essence lourde, en fond de splitter. Elle contient des composés dont le nombre d’atomes
de carbone par molécule varie de sept & dix.

10.1.2 Variables de commande et variables & commander
Les variables & commander sont .

~ Pour le splitter :

~ la pression de téte;

- le niveau de téte;

- le niveau de fond;

~ la composition du produit de téte et celle du produit de fond ;
- Pour le stripper :

- le niveau de fond;

la composition du produit de fond.

lables. Par contre, I

Le débit et la composition de la charge ne sont pas manip

dispose ..

.. pour le splitter, de
~ la puissance de condensation des vapeurs de téte;
la puissance de rebouillage ;
~ le débit de distillat ;
~ le débit de résidu;
le débit de reflux;
le débit de soutirage;

. pour le stripper, de
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- la puissance de rebouillage;
~ le débit de résidu.

Notons que :

la pression dans le stripper est indirectement régulée par la pression en téte de splitter

le flux de liquide qui permet le contre-courant dans le stripper est généré par Ialimentation
& Pextremité supérieure. On ne trouve donc ni ballon, ni reflux en téte de stripper.

10.1.3 Régulations de base et commande en qualité

« Régulations de base

Classi la de est hiérarchisée : les niveaux et la pression en téte de splitter sont
régulés par des boucles rapides de type proportionnel-intégral. La commande en qualité, plus
lente, intervient au niveau supérieur. Les boucles de base sont :
~ pour le splitter,

~ pression de téte «——s puissance de condensation ;

~ niveau de téte «— débit de distillat;

~ niveau de fond «—» débit de résidu;

pour le stripper, niveau de fond — débit de résidu.

Les quatre des disponibles pour la de en qualité sont donc :

le débit de reflux;
- le débit de soutirage;
- la puissance de rebouillage du splitter;

- la puissance de rebouillage du stripper.

o Commande en qualité

Actuell le but de la régulation en qualité est

~ de maximiser le taux des composés & six carbones (communément appelés les C6) dans
Pessence légere tout en restant en-dessous d’un seuil fixé a lavance;

- parallélement, de maintenir essence moyenne dans une plage de composition caractérisée
par un “point 95%” (température pour laquelle 95% du mélange est distillé dans un
appareil normalisé).
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Lessence lourde nest pas spécifiée. On cherche donc a réguler seulement deux sorties.
Dans la suite de cette étude, nous allons transformer ces objectifs pour tirer parti des quatre
commandes disponibles.

10.2 Description minimale du procédé

10.2.1 Agrégation des composés

La simulation dynamique d’un tel procédé implique le développement de modeles difficile-
ment manipulables, étant donné le nombre important de constituants du mélange a séparer.
Notre premier objectif est de représenter ce mélange par un nombre minimal de composés,
susceptibles de représenter essentiel de la dynamique du procédé. Nous avons choisi de retenir
quatre és, dont les d i sont déduites de celles des composés du
mélange original. Dans la suite, nous repé ces composés par les dénominations suivantes :

h
ther

- le composé léger, qui correspond approximativement aux C5;
- le composé moyen, qui correspond approximativement aux C6;
- le composé lourd, qui correspond approximativement aux C7 et aux plus légers des C8;

~ le composé trés lourd (ou lourd plus), qui engloble des C8, les C9 et C10.
Qualitativement, nous pouvons observer que :

- le composé trés lourd ne monte pas dans la colonne au-dessus du plateau d’alimentation.
1l sort dans le produit de fond du splitter.

inversement, le composé léger ne descend pas au-dessous du plateau d’alimentation. Il est
par contre en partie soutiré : on le trouve donc majoritairement dans le produit de téte
du splitter mais il est présent aussi dans le produit de fond du stripper;

- le composé moyen est présent dans les deux colonnes. $'il sort majoritairement dans le
produit de fond du stripper, il est présent & la fois dans les produits de téte et de fond
du splitter.

~ enfin, seules des traces du composé lourd sont observables sur les plateaux situés au-dessus
du plateau de recyclage. Celui-ci sort majoritairement dans le produit de fond du splitter
mais intervient pour 20 & 30% dans la composition du produit de fond de stripper.

La figure (10.2.1) résume ces comportements qualitatifs.
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10.2.2 Objectif de la commande en qualité
Partant de ces observations, nous nous sommes attachés a 'objectif de commande suivant :

- régulation du taux de composé moyen dans le produit de téte du splitter;
~ régulation du taux de composé moyen dans le produit de fond du splitter;

— régulation des taux des composés léger et lourd dans le produit de fond du stripper.

Nous ajoutons ainsi une spécification du produit de fond de splitter. Notons par ailleurs que
la double spécification du produit de fond du stripper doit permettre de traduire correctement en
termes de fractions molaires la spécification en termes de “point 95%” La commande disponible
du stripper (puissance de rebouillage) ne peut servir qu’a évacuer un surplus du composé léger.
Ceci implique qu'il est nécessaire de réguler le taux du composé lourd sur le plateau de soutirage,
pour quen fond du stripper il puisse se stabiliser & la consigne fixée.

10.3 Ecriture d’un modeéle de commande

Etant donné la complexité du systeme, nous n’avons pas pu démontrer de propriétés intéressantes

vérifiées par les modeles le décrivant (unicité du point stationnaire, stabilité en boucle ouverte
..). L'extension que nous proposons est donc formelle. Dans cette section, nous écrivons un

modele (L,V) agrégé pour décrire le fonctionnement dynamique du couple de colonnes.

10.3.1 Description des flux totaux internes
Nous appelons :
F le débit d’alimentation ;
Ly le débit de reflux du splitter;
Ly le débit liquide soutiré au splitter, soit I’alimentation du stripper;
V4 le débit de vapeur en fond de splitter;

V, le débit de vapeur en fond de stripper.

10.3.2 Agrégation
Nous avons choisi, en fonction des flux internes, d’agréger Iensemble en cing compartiments :

- la totalité du stripper constitue un compartiment. Les retenues sont transférées sur un
plateau proche de la téte (plateau ¢). Le ballon de fond est le plateau nt;
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- la partie haute du splitter, c’est & dire le ballon de reflux (plateau 1) et les plateaux de la
Léte jusqu’au recyclage inclus, forme le compartiment de rectification. Les retenues sont
transférées sur un plateau en rectification (plateau r);

~ la partie basse du splitter, c’est & dire le ballon de fond (plateau n) et les plateaux
jusquau plateau e, forme le compartiment d’épuisement. Les retenues sont transférées
sur le plateau e (le plus haut);

le plateau de soutirage (plateau s) et les plateaux en-dessous, jusqu’au plateau m, forment
le compartiment médian, les retenues étant tranférées sur le plateau m (le plus bas);

~ les plateaux m + 1 & ¢ — 1 forment le dernier compartiment. Les retenues sont transférées
sur le plateau d’alimentation.

10.3.3 Equations de la commande

Notons @ (respectivement y) les fractions molaires dans le liquide (resp. dans la vapeur) pour
Je stripper. Pour le stripper, nous notons  (resp. 7) les fractions molaires dans le liquide (resp.
dans la vapeur) La structure du modéle agrégé permet d’écrire

a1 = Si(wn, L, V1, V2)
Xnt = Sa(xe, L2, V2)
Ty = Si(ze, L1, V4, Lo, F)
Pour ces trois zones, les calculs sont tout & fait standards. Au plateau de soutirage, nous avons
Lz + Vitssa — Lyay = Viy, = 0.

Lagrégation nous donne Y41 comme une fonction de @,, @m. L1, Vi et L. Par contre, il
est difficile d’oblenir z,_;. En fait, il existe plusieurs fagons d’outrepasser ce probléme. Nous
les avons testées en simulation afin de sélecti la plus perf qui Savére étre la
suivante. .

11 est possible d’exprimer toutes les fractions molaires du compartiment médian en utilisant
Ly — Ly
Yot1 = Ysbr + v (e, = z,).
Nous sommes ainsi ramenés au probleme de I'estimation de , et y,41. Des approximations
sont nécessaires et c'est ici qu'intervient le savoir-faire accumulé lors de I'étude des colonnes
pseudo-binaires. Soit ¢ un petit réel positif. Nous supposons que

~ (i) dans le stripper, les équilibres thermodynamiques sont tels que 7 = ex¥, ol I'exposant
L rapporte au composé lourd ;

~ (ii) dans le compartiment médian du splitter, les équilibres thermodynamiques sont tels
que z' = ey!, olt I'exposant [ rapporte au composé léger ;

(iii) le distillat du splitter ne contient pas de composé lourd.
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Estimation de o, Le modele thermodynamique du compartiment médian est ternaire. Nous
connaissons x%. Par I'hypothése (i), nous obtenons pour € = 0

v
o= (1 - L—’) Xk (10.1)

2

qui nous fournit la fraction molaire du composé lourd au soutirage. Par z¥ et la température T,
nous pouvons connaitre z, entiérement, grace aux relations d’équilibre thermodynamique.

Estimation de y,11 L’hypothése (ii) nous donne, pour & = 0, y} = y,,. Or, nous connaissons
2, et pouvons calculer y,. L’hypothése (iii) nous permet d’écrire pour le point stationnaire

(Ly = Vo)xi + (In = La)at = Viyly,
Utilisant Phypothése (i) pour & = 0 (voir (10.1)), cette équation devient
L
Y = 3t

qui nous fournit y%,,. Notre estimation de y,4; est compléte.

10.3.4 Synthése par les températures

La commande est calculée en inversant les équations précédentes. La aussi, les fractions molaires
ées sont toutes bles si I'on dispose des températures suivantes :

T, température en téte de splitter;

T,, température dans le compartiment de rectification du splitter;
- T, température au soutirage;

T,n, température & Pextrémité inférieure du compartiment médian du splitter;

T., température & I'extrémité supérieure du compartiment d’épuisement du splitter;
T,, température en fond de splitter;

Ty, température dans le compartiment d’épuisement du stripper ;

~ T, température en fond du stripper.
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10.4 Performances de la commande

Nous présentons dans cette section la réponse simulée des deux colonnes & une perturbation
du débit de charge, qui baisse de moitié en une demi-heure. Les sorties sont mesurées avec un
retard de quinze minutes et les températures avec un retard de deux minutes. Le modéle de
simulation, qui comporte uni quatre és, a été construit selon les régles établies
il prend en compte les phénoménes énergétiques et

dans le second chapitre de ce mémoire
hydrauliques.

Sur la figure (10.3), on note que le taux d’impureté du moyen est correctement régulé, en
téte et en fond de splitter. Etant donnée la consigne importante pour le composé lourd en
fond de stripper, la fraction molaire de léger y est moins facilement régulée, encore que les
performances soient la-aussi tout & fait acceptables ~figure (10.4)- : la commande proposée est
robuste vis-a-vis des retards.

D'autres simulations non présentées ici donnent é
structure de la loi de commande que nous proposons.

1 de bons résultats et valident la

Repré ion des és L'étude présentée est relative & un modle simplifié & quatre

és. ce qui ne peut prétend ter finement la réalité. Se pose donc un probleme de
Ia représentation des composés. La méthode utilisée jusqu'ici, notamment pour la représentation
des essences dans les stabilisations, fournissait de bons résultats. Nous n’avons pas eu l temps
d'étudier complétement cette question, mais des études préalables nous ont montré qu'il con-
venait d’étre trés attentif a cette phase d’élaboration de la loi de commande.

i hai

Cette structure de loi de sera p: testée sur un site industriel.
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Figure 10.1: Schéma de foncti du couple splitter-stripper



140

Chap. 10. Commande d’un réseau

de colonnes

2

]

A

o4 2]
SPLITTER
STRIPPER
L‘ zl-"
2], 2™, ["]
).zt 2t

Figure 10.2: Comportement qualitatif des quatre composés agrégés
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Conclusion

Par cette these, nous étendons I'approche introduite par Lévine et Rouchon pour la commande
des colonnes binaires.

Une généralisation de leur approche pour les colonnes multicomposées est tres difficile
quand aucune hypothése n’est posée sur le comportement des composés. Cette difficulté se tra-
duit par la méconnaissance des propriétés des modeles. L’unicité des points stationnaires des
modéles (L,V) n'est pas démontrée; notre contribution est la démonstration d’une propriété
vérifiée dans ce cas par le jacobien des fonctions d’équilibre. Au vu des tentatives commentées,
il nous semble que cette propriété sera utile pour des études ultérieures. La question de la
stabilité en boucle ouverte reste en grande partie non résolue ; notre contribution concerne ici
une plus fine caractérisation de la dynamique du flash. Nous espérons qu'elle pourra servir de
base & de nouvelles approches du probleme.

Devant ces difficultés, il nous a paru judicieux de restreindre nos travaux aux colonnes
pseudo-binaires. Nous fondant sur une nouvelle méthode de réduction, nous construisons des
modeles de la dynamique et montrons qu'’ils sont stables en boucle ouverte et qu’ils admettent un
unique point stationnaire. Nous pouvons alors utiliser rigoureusement la technique d’agrégation
des plateaux et démontrer d’intéressantes propriétés vérifiées par le modéle réduit. Les ques-
tions de Iexistence et des propriétés des lois de rejet de pertubations sur ces modéles restent
toutefois délicates : nous avons pu démontrer seulement un résultat d’existence de telles lois.
Les simulations et les résultats sur site sont néanmoins tout a fait rassurants quant a leurs
performances, et permettent d’envisager sous un angle nouveau la commande de procédés plus
complexes, comme lillustre Iétude du splitter-stripper d’essences.

La conclusion & notre sens le plus importante de cette thése concerne la place fondamentale
qu'il faut accorder & la modélisation pour la commande, et qui se traduit ici par la nécessité
de ne pas prendre en compte les phénoménes rapides et stables. Pour reprendre I'introduction,
cette attention constitue a notre avis une approche plus intrinséque des problemes de robustesse.
1l reste la b 4 faire, not t dans Péclairci des liens avec les études dans le
cas linéaire.
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Annexe A

Géométrie de la dynamique du flash

Dans cette annexel, nous reprenons et étendons un résultat présenté par Pierre Rouchon dans
sa these [98]; nous étudions qualitativement la dynamique d'un flash adiabatique pour lequel
la pression et les rétentions liquide et vapeur sont fixées. Si 'équilibre thermodynamique est
stable, le systeme d’équations différentielles ordinaires décrivant la dynamique peut étre in-
terprété comme un systéme gradient sur une variété riemannienne pour laquelle la métrique
dérive des matrices hessiennes des entropies et le potentiel est la production d’entropie. Quand
Palimentation est constante, une telle interprétation assure la stabilité asymptotique et prouve
la convergence sans oscillations vers le point stationnaire, ol la production d’entropie est mi-
nimale.

Nous commenons par une formalisation adéquate de Péquilibre thermodynamique. Nous
présentons ensuite le modéle algébro-différentiel du flash et construisons un systeme différenticl
équivalent. Final la structure 1i jenne et interprétation sous forme de systeme
gradient sont décrites.

A.1 Préliminaires thermodynamiques

Cette section est ée a une inhabituelle mais pratique des relations d’équilibre

thermodynamique.

Nous notons, pour un mélange homogéne de ¢ constituants, S lentropie, N = (Nj,..., N.)
les nombres de moles, H Penthalpie, v le volume, P la pression, T la température et 4, le
potentiel chimique du constituant i. Comme la pression est considérée par la suite comme un
paramétre, un ensemble adapté de variables indépendantes est I, N et P. L'entropie S est
donc considérée comme une fonction de H, N et P satisfaisant la relation différentielle

TdS = dH - N, — vdP. (A1)

=

Pour Dessentiel, cette annexe est la traduction en frangais de I'article “Geometry of the flash dynamics”
par P. Rouchon et Y. Creff [100].
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Considérons maintenant un systéme fermé de ¢ constituants maintenu & la pression P et
ne recevant de Dextérieur ni chaleur ni masse. Le second principe de la thermodynamique
stipule que le systeme tend vers un état déquilibre pour lequel Pentropie est maximale sous les

de constance de l'enthalpie H et des retenues N. Notons p le nombre possible de
phases. L'équilibre thermodynamique est alors obtenu en résolvant le probleme d’optimisation

(is’(H’,N’,P))

max
HY,NL,... HP, NP
H PN =

oit 'exposant j est relatif a la phase j. Si la phase j est absente & Péquilibre, N7 et H? valent
0. Si les p phases possibles sont présentes & 'équilibre, nous pouvons écrire, pour tout j et tout
k appartenant a {1,...,p}, Pégalité des dérivées premiéres de S7 et S*
¢ ke ‘] k.
9 _ o5t o0s oS (A2)
oH ~ oHF 9N7 = NF

Ces conditions d’équilibre sont équi aux condition: d’égalité des

et des potentiels chimiques dans toutes les phases.

Les équations d’équilibre (A.2) associées aux contraintes de conservation H = Y3 H” et
N =¥ N’ ne permettent pas d’assurer que U'entropie est imale. Elles veulent simpl
dire que sa premiére variation, 65, est nulle. Si sa seconde variation, §%5, est négative, cet
extremum est un maximum (local). Ave les conditions de stabilité de chaque phase j, de telles

ditions de stabilité thermod q

conditions sur 625 sont appelées
D257 <0 et DS 4 DSk <0 (A3)
pour toutes phases j et k (j # k) et ot D25 est la matrice hessienne de I'entropie S? par

rapport aux variables extensives (N7, 7). Remarquons que D2S? < 0 provient de la condition
de stabilité de la phase .

Dans la suite, nous considé i des équilibres liquide-vapeur. Les phases liquide
et vapeur seront respectivement distinguées par les exposants l et v,

Nous nous plagons sous I’hypothése suivante de stabilité thermodynamique :

TS: Uéquilibre li peur est thermod i stable :

D*§'<0, DS <0 et D2S'+ D*SY <0,

les rangs de D®S' et D2S” valant c.

Comme la dépendance de S? par rapport & H” et N7 est homogene de degré un, nous avons
les identités d’Euler (voir les rappels & la fin de I'annexe), classiquement appelées relations de
Gibbs-Duhem :

SHH?,N’,P) = DS(H’,N’,P)-(H,N?)

(A4)
0 = DSI(H’,N’,P)-(H'.N?)
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V=MW, ...V, Vu)

vapeur
F=(F....F Fys)

liquide

L= (L., Les L)

Figure A.1: Un flash adiabatique ol la pression et les volumes sont constants.

oit DS et D?S? représentent respectivement les dérivées premiere et seconde de S? par rapport
aux variables extensives (H?,N?) (j = ,v) et ol le point “” correspond & I’évaluation des
opérateurs linéaires. Notons que la condition de rang dans les hypothéses TS signifie que la
concavité de S7 est stricte excepté dans la direction de (H?, N7).

Pour les mélanges azéotropiques ot les compositions des phases liquide et vapeur sont iden-
tiques, TS reste vrai en général étant donnée la dépendance en les enthalpies H' et 11 de S et
$¥. Dans des conditions critiques, ol les deux phases deviennent indistinguables, D2S' + D?S*
n'est plus définie négative, et TS n'est plus satisfaite.

A.2 Modele algébro-différentiel

Considérons le flash adiabatiqu ésenté sur la figure A.1. Supposons que :

~ la pression, les volumes liquide et vapeur sont constants (régulateurs de pression et de
niveau parfaits) ;

- les phases liquide et vapeur sont parfaitement mélangées et & Péquilibre thermodyna-
mique;

- Péquilibre thermodynamique satisfait les relations TS indépendamment du temps.

Le comportement dynamique de ce systeme est déduit, d’une part des équations différentielles de
bilan matiére et énergie, d’autre part des équations algébriques de Iéquilibre thermodynamique
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et des régulations :

AR dRY
wta = F Lf)*" ~
R = 22 o ¥
vi(L) vi(L) (A.5)
Lo vR)
R (T ()

DS'(R') = DS(R)
o

F = (F,...,F. Fys) correspond au flux d’entrée matiére et énergie (c est le nombre de
constituants) ;

<L = (Luyees, Loy Lygt) (resp. V. = (Vi,..., Vi, Viss)) correspond au flux liquide (resp.
vapeur) de sortie;

R = (RY,..., B, Ryp) (resp. RY = (RY,..., RY, Riv)) correspond aux rétentions dans le
liquide (resp. dans la vapeur);

~ 51 (resp. §) est Ventropie du liquide (resp. de la vapeur). DS' (resp. DS?) est la dérivée
premiere de S' (resp. S7) par rapport & R! (resp. R*);

! (resp. v*) est la fonction volume liquide (resp. vapeur) (voir, & la section précédente,
Péquation (A.1)); v!(L) (resp. v*(V)) est le flux volumique de liquide (resp. de vapeur) ;

~ %' (resp. ©”) est le volume liquide (resp. vapeur), supposé constant.
La seconde (resp. troisime) équation de (A.5) assure simultanément que

- la retenue liquide (resp. vapeur) a la méme composition que le flux de liquide (resp. de
vapeur) sortant du flash ;

la retenue liquide (resp. vapeur) est constante.
Dans (A.5), nous n’avons pas rappelé la dépendance par rapport & la pression de ¢, §, v' et
v" : celle-ci est effet supposée constante. Remarquons que le nombre dinconnues (R, R”, L et

V), 4(c+ 1), est égal au nombre d’équations. Remarquons aussi qu’en raison de ’homogénéité,
il est possible de considérer indépendamment v!(R') et v!(L), v*(RY) et v'(V).

A.3 DPassage a un systéme différentiel

Pour des raisons de clarté, la dépendance des différentielles par rapport & R' et RY ne sont
o5

rappelées que lorsqu’un doute est possible. Notons r/(L) = et (V) =

o T les t
o) h0%) les temps
de séjour dans e liquide et dans la vapeur. Nous avons R' = (L) L, R* = ™MV)V
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La premiere difficulté provient du caractére implicite du systeme algébro-différentiel (A.5).
La notion d’index permet de mesurer ce caractére implicite. Ici, le systeme est d’index 2. Pour
plus de détails, consulter Sincovec et al [110] pour les systemes linéaires et Fliess, Lévine et
Rouchon [30, 31] pour les systémes implicites généraux.

Le modéle (A.5) peut étre réécrit explicitement de la fagon suivante.

Lemme 9 Les solutions de (A.5) coincident avec les solutions du systéme différentiel ordinaire

R
o
dR®
a

avec

4
= [D814+ D25 Drse (F—ﬁl

p

]
= [p*st+ 028 DS (F-E,-

7
1 Do [D*S'+ D*s*]" DS F
N
1 Dv' [D*S'4 DY) DS F
™ bl

pour des conditions initiales (Rb, Ry) satisfaisant

DSY(Ry) = DS*(Ry), v'(Rg) =v' et v*(Rg)=v

Preuve Nous avons

an
3

.
DASU(RY - % — D2SH(RY).-

=)

R")

Tv

(A6)

(A7)

L'hypothése TS implique que D2S' + D2S” est une matrice réguliére. Alors

dR
W R=R
olt R=R'+ R" et i

1l reste & exprimer 7' et 7% comme des fonctions de R', R, T,

dR' 261 2gu)-1 prgy. IR
T [D*S! + D2s¥] Dise-
AR ihegiy prgt pegt. 9B
S L I
4 v
:F7L7V=F-£‘—£A
LA A

o

pour 7/ Comme le volume liquide est constant, nous avons

soit
Dv'

Du‘-% 0,
2 gl 2 gv] ! 2gv . (f R R
[p*s" + D?s*] DS-(I‘—;—T—V)

et F. Détaillons le calcul

=0.
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Equations de £
DS'(R!) = DS¥(R")
V(R

v(RY)

. Métrique s &
z tsR!. D2S' . §R! -t SRV . D?S* .6R"

/" Espace des retenues liquide et vapeur : (R, %)

Le comportement dynamique du flash adiabatique est décrit par un systéme gradient
riemannienne 3. Le potentiel est la production d’entropie W

Les relations de Gibbs-Duhem impliquent que D2S” - R* = 0, d’oi
1_ Do [D*S'+ DYt DAsUeF
17" D2sv - Rt

T Dot [D?S! 4 DS
Pour la méme raison, [D*S' + D*S*] R'= D*S"- R!, soit

[D?*S' + D*s*]”" D*S*-R'= R

Comme

Dv'-R =!(R') =7,

. 1
nous obtenons (A.7) pour expression de —.

A.4 Interprétation comme systéme gradient

Comme le montre la figure A.2, nous allons prouver que le systéme dynamique décrit par (A.5)
est un systéme gradient sur une variété riemannienne (voir les rappels  la fin de Pannexe).
A.4.1 Structure riemannienne

La construction suivante est faite dans Iesprit de la formulation des équilibres thermodyna-
miques proposée par Weinhold [132]. Cepend idé i

nous ne pas Pespace
de Gibbs de I'entropie, du nombre de moles et du volume. L'espace de base dans lequel est
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4,

plongée notre variété d’équilibre est le produit cartésien ]0, +o0o[ +1x]0, +00[*1 de Tespace
des rétentions liquide par I'espace des rétentions vapeur.

Considérons la sous-variété 5 de ]0, +oo[ +1 x]0, +0o[ *+! définie par les équations suivantes :
{M = (R', R") €)0,00[ =+ x]0,00[ 1, tel que :
DS'(R) = DS*(R), v!/(R') = o et v/(R*) = 5.}

Notons que les é défini % sont indépend c’est & dire que le jacobien de

dimension (¢ +3) x 2(c + 1),
p2st —p2se
D0
0 Do

est de rang plein, ¢ + 3. Cela découle directement des relations de Gibbs-Duhem (A.4) et de
I’hypothése TS.

Llespace tangent & M € %, TSy, peut étre identifié comme le sous-espace des vecteurs
(af,0”) € IR x IR tels que

D*S'- ol = D?SV ", Dv'-of =0et Dv’-a’ =0,

out les opérateurs D*S', D2S¥, Dv' et Dv¥ sont évalués au point M

Pour chaque M € X, nous considérons la forme quadratique

Qu: TESw — R A
(o) T Oulaha®) = —taf DSl ol —tav. pistoar (D)

ot * représente la transposition et ot D*S' et D2S¥ sont les matrices hessiennes de S' et ¥
évaluées au point M = (R, R"

Lemme 10 Pour tout M € £, Qu définit une structure euclidienne sur TSy, Autrement dit,
(Z,Q) est une variété riemannienne.

Preuve Clairement, Qy est non-négative (hypothése TS). Il reste & prouver que Qu est
non-dégénérée. Considérons (af,a’) € Ty tels que Qu(a’,a¥) = 0. Alors, ol - D25 .ol =0
et '’ D?SY o’ = 0. L’hypothese TS implique que o' est proportionnel a B! et a¥ & R* Mais
Dv'-af =0 et Dv'- R =% > 0. Donc o = 0. Similairement, a® = 0. []
A.4.2 La dynamique dérive d’un potentiel

« Production d’entropie

La retenue d’entropie, S, est donnée par

S = SR+ S*(R").
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Les résultats que Pngogme et Glansdorfl [al 90] ont obtenu pour les systemes dissipatifs
peuvent s’appli ici: la ion d’entropie,

w — (8 -8'=58Y),

est non négative (8 est le flux entropique de Ialimentation, S' = S(L) (resp. S* = $*(V))
est le flux entropique liquide (resp. vapeur) sortant).

Comme c’est la cas dans la thése de Pierre Rouchon [98], cela peut se montrer directement
sur le modele (A.5). Nous avons

dR'
4 _ ps' v
dt DS'- == 4 DS - dt
3 v
Comme DS' = DS* et M = F— L~ V, nous obtenons
%—DS’ F-DS'-L-DS" V.

Mais, par homogénéité, §' = DS'- L et S* = DS* V Donc
W=DS".F-s8 (A.9)

Considérons maintenant les flux F! et F'” associés aux flux de liquide et de vapeur correspondant
au point stationnaire. Ils sont solution du probleme d’optimisation :

max (S‘(F’) +SU(FY))
F’ Fr
+FY =
En remplagant F par F' + F* et en utilisant 'homogénéité de S' ct S*, nous obtenons
W = (DS'(L) = DS'(F")) - F' + (DS"(V) = DS*(F")) - F" + S'(F') + §*(F*) — 8
Pour poursuivre, nous avons besoin du résultat suivant : Si ¢ est une fonction réelle concave

et homogéne de degré 1 dépendant de & €10, 00[" et telle que le rang de 2 égale n 1, alors,
; . ¢
quelquesoit a €0, +oof, on & _min ([ELI - qﬁ(z)) 0.
Lhypothése TS et le résultat ci-dessus donnent
(DSU(L) = DS!(FY) - F'2 0 et (DS*(V)— DS*(F*))- F* 0.
Les définitions de ' et F* impliquent que

SHFYY + SY(FY) -8 > 0.
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Ceci prouve que la production d’entropie W, donnée par (A.9), est toujours non-négative. De
surcroit, elle est minimale & Péquilibre.

A Pexception du terme constant S'(F') + S*(F*) — S/, la production d’entropie est dans la
forme standard
W= Z JoXas

introduite par Prigogine et Glansdorff [51, 90] et ot les termes J, sont les flux associés aux
forces thermodynamiques généralisées X,. Ici, les termes de flux sont F' et F¥ et les forces
thermodynamiques généralisées sont DS'(L) — DS'(F') et DS¥*(V) — DS*(FV).

Le critére universel d’évolution de Glansdorff et Prigogine [51] stipule que I’évolution de

tout systeme macroscopique dissipatif dont la production d’entropie est donnée par 3, JuXe
satisfait &

Nous en déduisons directement la stabilité du flash quand la charge F' reste constante. Comme
les termes de flux F' et £ sont constants, - < 0. De plus, il est aisé de montrer que

i
W _ 0 5 et sculement si d—f = 0. Autrement dit, W est une fonction de Lyapunov et

d
la stabilité est assurée. Mais celte analyse peut étre enrichie en montrant que la dynamique
dérive d’un potentiel, ce qui constitue une propriété plus forte que Pexistence d’une fonction
de Lyapunov.

o Le systeme gradient

Théoréme 4 Le systéme dynamique décrit par (A.5) dérive du potentiel (la production d’en-
tropic)

W=Dps"-F-s!
sur la variété riemannienne (5,Q):
= - _vw
dt
o0i V représente lopérateur gradient associé i la métrique Q et M = (R',R") est le point
courant sur $.

Ce résultat implique que :
~ si la charge F' reste constante, le potentiel W satisfait

daw

S = _Qu(vW) <.
dt

Tl est (localement) minimal & chaque point stationnaire. Done, chaque point stationnaire

est localement asymptotiquement stable.
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— autour de chaque point stationnaire, toutes les valeurs propres sont réelles et négatives :
Comme dans les coordonndes locales sur £, le jacobien est de la forme —AB, ot A et B
sont des matrices représentant des formes quadratiques définies positives (A est Iinverse
de la matrice de la métrique et B est la matrice hessienne du potentiel W), ce jacobien
est diagonalisable & valeurs propres réelles négatives : ceci découle d’un résultat classique
sur les faisceaux réguliers de matrices.

Preuve Nous devons prouver que les coordonnées du gradient de W dans Pespace vecto-
riel R+ x IR+ sont données par le membre de droite dans I'égalité (A.6). Autrement dit,
étant donnée la définition du gradient, si nous trouvons (¢',¢") € TSy satisfaisant, pour tout
(al,a”) € TEa,

il DSt g —tav . DASY " = —DW (ala¥)
A b S (A10)
alors, nécessai (',9") sont les de VW dans I'espace vectoriel I2<+! x JRe+!

contenant T's.

Dapres le lemme 9, établissons

J - s s (po B
L
!

g = [DZSI+D251']“ DSt (F_£1_£>
Tt

et montrons que g' et g* appartiennent a TSs. Nous avons
D2§l. gl = DSV g"
En effet,

DS (DSt 4+ p*sY) TN prst = DSt (DSt D2SY]T . DRsv
+D28' [D*S' + D*S5*] 7t D2t
-D*s' [D*S'+ 28]t DSt
= D*$'-D*S' [D*S'+ DY)t DRt
= D' - D' DS+ D25t DRt
+D%SY DS+ D2s5*]H. Dt
~D$ (DS 4 D?s¥]7t DS
= Ds* [D*S'+ DS DS,
soit
D8t [D*S'+ D*s*) DPs* = D*S' [D*S'4 D*sY]T DSt
Les relations (A.7) avec les relations de Gibbs-Duhem D2S' R! = 0 et D2S* RY
impliquent que

Dv'-g'=0et Dv”-g" =0.




A.5. Conclusion 157

Par conséquent, (g',g") € TSy
Prenons maintenant (a',a”) € Ty. Rappelons qu'alors D2S! - ol = DS - o Nous avons

—tal . DSl gl —ta¥. D2Sv.g" = —tal.D2S! [D’S’+D’S’]" D2Sv. F
~‘av - DIS* [D*S' 4 D*S*] TN DS F
= D' F
= —fa*-D'S'-F
= —DW (d,a?)

Alors (g',9"), qui satisfont (A.10) pour tout vecteur tangent (o!,a"), sont les composantes
de VW dans R+t x IR°*! []

A.5 Conclusion

L'analyse ci-dessus peut étre faite pour un flash isotherme. La fonction entropie S doit alors
étre remplacée par la fonction énergie de Gibbs G. Par ailleurs, lintroduction de plus de deux
phases ne requiert pas de modifications substantielles.

Le probleme est b lus complexe quand on plusieurs étages. Ceci est dii au
fait que, & l'inverse du flash, la production d’entropie n’est plus minimale au point stationnaire
et par suite n’est plus candidate comme fonction de Lyapunov.

Quel résultats

Identités d’Euler pour les fonctions homogénes de degré un Leentropic § est une
fonction homogéne de degré un, par rapport aux variables extensives H et N. Ses dérivées succesives
obéissent aux identités d’Euler. Soit / une fonction de & € IR", homogéne de degré un, c'est 4 dire
que f(Az) = A f(2). Alors, les dérivées premibres et secondes de f vérifient :

Df(z)x = f(z), Df(Aa) = Df(a),
Df(@)(z,) = 0,\D*f(Az) = D*f(2).

Variétés riemanniennes et systémes gradients On trouvera une présentation détaillée
de la géomtrie riemannienne dans le livre de Boothby [5]. Une introduction élémentaire aux systemes
gradients est disponible dans le livre de Hirsch et Smale [58], page 199. Nous rappelons ici la définition
des objets utilisés dans cette annexe. Soit ¥ une variété de dimension n. Notons M le point courant
sur ¥ et TSy, de dimension n, lespace tangent & £ en M. Une métrique riemannienne Q est
caractérisée par une application £ 3 M — Qar, ot Qar est une forme quadratique définie positive
sur TEpr. Géométriquement, \/Qar(u) est la longueur du vecteur u € TSps. Qps définit sur TS un
unique produit scalaire noté < .,.> s, tel que < u,u >pr= Qar(u) pour tout u € TEps.

Le gradient de la fonction réelle W sur ¥ est I'unique champ de vecteurs

E3M - VW(M)eTEy
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satisfaisant
Yue TSy, < VW(M)u>y = LW(M),

ot LW est la dérivée de Lie de W par rapport & u. L,W correspond  la premitre variation de W
dans la direction tangente u en M. A chaque champ de vecteurs X — X (M) correspond un systéme
différentiel dM/dt = X (M). Ce systeme est appelé systéme gradient si, el seulement si, le champ de
vecteurs X égale Popposé du gradient d’une fonction réelle W : X = —VIW W est alors appelé le
potentiel du systéme.



Annexe B

Forme du jacobien des fonctions
d’équilibre

Nous nous intéressons ici, a pression P fixée, aux propriétés du jacobien en @ de la fonction
déquilibre y = k(z, P), ol @ (respectivement y) désigne le vecteur des fractions molaires dans
le liquide (respectivement dans la vapeur). o et y sont de dimension ¢ — 1 si ¢ composés sont
impliqués dans le mélange. Cette fonction a été définie lors de la présentation du modele (L,V)
de colonne, sans noter explicitement sa dépendance en la pression, celle-ci étant considérée
comme constante.

Le résultat connu sous le nom de troisieme loi de Konovalov [79] permet d’affirmer qu’en dehors
de la région critique, le jacobien (9k/dz) est un scalaire strictement positif pour les mélanges
binaires. Le but de cette annexe est de démontrer une extension de cette loi valable dans le
cas multicomposé.

Proposition 1 Si les enthalpies molaires partielles de vaporisation sont égales pour lous les
composcs, alors, en dehors de la région critique, la matrice jacobienne (9k/dz) est diagonali-
sable. Ses valeurs propres sont toutes distinctes et strictement positives.

L’hypothése d’égalité des enthalpies molaires partielles de vaporisation est utilisée aussi pour
écrire le modele (L,V) de la dynamique d’une colonne & distiller. Grice & cette proposition, nous
disposons d’une propriété intéressante pour I'étude de tels modéles.

Preuve :
Soit le systéme fermé représentant un mélange de ¢ composés pour lequel coexistent & I'équilibre

thermodynamique une phase liquide et une phase vapeur. La pression du systeme est supposée
constante.

Introduisons les notations suivantes :
~ les exposants | et v rapportent respectivement aux phases liquide et vapeur;
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., ¢) dans la phase p (I ou v). N?

~ N: désigne le nombre de moles du composé i (i =
désigne le vecteur (NP*)i=le;

~ uP* désigne le potentiel chimique associé au composé i dans la phase p (I ou v). p? désigne
le vecteur (u?*)i=tee s

- le produit scalaire usuel des vecteurs vy et v, est noté < vy, vy >

Pexposant T représente la transposition.

En définissant »¢ comme la dérivée partielle de Ienthalpie libre de la phase p par rapport &
NP4, nous avons & Iéquilibre thermodynamique :

(TN = (T, NY),

o la dépendance en la pression, constante, n’est pas rappelée. Les déplacements sur la variété
déquilibre (déplacements quasi-statiques)  pression constante sont tels que

Dp!(T,N') = Dp*(T, N*),

soit.

o opr ot Ot
<6T - aT)dT+aN,dN = SN (B.1)

Remarquons que :

ol ai>
ar ~ ar
enthalpies molaires partielles de vaporisation (différence entre les enthalpies molaires par-
tielles des composés dans les phases vapeur et liquide). En effet, en désignant respective-
ment I'entropic, lenthalpic et Penthalpie libre de la phase p par 7, H? et G?,

o (a,w-') _
or 0T ) o

iaa») 7(¥ asv> 7_L(6TS”) B
TNt )~ \ ON#* o™ T \ON? )7,

(M L

L1 o
gale — multiplié par le vecteur des

 que nous noterons A = (A")*=

oNv

oit h7* est V'enthalpie molaire partielle du composé i dans la phase p. Les éléments de ce
vecteur sont tous positifs en dehors de la région critique.

o ) o R
o P ot la dérivée seconde de 'enthalpie libre de la phase p par rapport a N?. Or les
enthalpies libres sont convexes et homogénes de degré 1 par rapport aux variables exten-

sives N”. Les uP* sont donc homogenes de degré 0. Les % sont des formes quadratiques
définies non négatives. Leurs matrices associées permettent de définir des applications
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linéaires dont le noyau, de dimension 1, est 'ensemble des vecteurs colinéaires & N*. Ceci
Slexprime par la relation de Gibbs-Duhem (ou Euler) :
o o
I _ »_
(TS =0, SN,
En multipliant (B.1) & gauche par (N')T, nous tirons
o
T v
ar= TV'AJN) RL
o o P)
ot ( nr 9
RN ] T v
vV = N - 2 N‘ A5y SN, (B2)
Soit V7 la somme des dléments de N? et les fractions molaires
LN N
A A T

En notant X = ()™ et Y = (,)"™, et en utilisant la relation de Gibbs-Duhem, (B.2)
devient _
v N

ot
1 v 79
N ,)NLdX N Nde N, > ) dY (B.3)

i:.iz. =0, idy, =0.
=

=1

Mais, par définition,

Choisissons les coordonnées indépendantes & = (a%)'=1=¢~1 et y = (3')=<=! Nous avons

dX = Pdz et dY = Pdy, ot P est la matrice rectangulaire ¢ x (c — 1)

I
S P
et I, la matrice identité de dimension ¢ — 1. Sous I'hypothése que les enthalpies molaires

partielles de vaporisation sont égales pour tous les composés, (B.3) s'écrit

T op N T op”
paN'de NET AN

Pdy.

»
P est une forme quadratique définie positive. Cette matrice (c—1) x (c—1)

9
Montrons que PT
est clairement symétrique. De plus, si v = (*)i=1c=t

P A
T pT 9K T
UPHN!*PU_

avec w = (v),..., 0"}, = —v=1)7, donc n’appartenant pas au noyau de la forme définie
oo OH

non négative .
BEYE BNe

Uassertion st démontrée car les valeurs propres de la matrice jacobienne de y = k(x) sont

ot

v
cells du faiscean P70 P AP b s dewx matices sont défnies positives (36, 37].
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Annexe C

Remarque sur ’observateur de
Deza-Gauthier

Dans sa thése (voir [22] et les références incluses), F. Deza propose une nouvelle méthode per-
mettant la construction d’observateurs pour une classe de systémes non-linéaires. Sans remettre
en cause son intérét, nous discutons brievement ici son applicabilité aux colonnes & distiller.
Dans ce cadre, il pourrait intervenir dans une commande par retour d’état sur le modéle com-
plet.

Considérons le modéle (L,V) d’une colonne binaire de quatre plateaux, & condenseur total et
alimentée au plateau 3 par un mélange au point de bulle. Pour les plateaux, les rétentions
molaires dans la vapeur sont négligées et les rétentions molaires dans le liquide sont toutes
prises égales a 1. En notant :

i 1a composition liquide au plateau i
~ k() la composition vapeur au plateau i;
~ 2 la composition de la charge;
= L,V et F respectivement les débits molaires de liquide, de vapeur et d’alimentation,
ce modele s%écrit :

dey

e Vike) o)
B2 Vi) - K + L - )

(€1
B V(e ~ M) + Lles = 20) + Fe =)
B Vi) + (L4 F)ea )
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En reprenant les notations de Deza (voir [23]), le systéme (C.1) se réécrit, pour une sortie
y=n P

.
{ L~ V@) +o(e P L)

dt
Vo= k@) = o,
e ka2) - @
o () 2B
24— k(za)

Deza montre que, sous certaines conditions, I'état = du systéme précédent est observable. Il sait,
alors construire un observateur pour lequel Perreur d’observation converge asymptotiquement
vers zéro mais doit pour cela utiliser le changement de variable suivant :

h(z)
L h(z)
P L, h(z)
L, h(z)
Ce changement de variable s'écrit :
2
Hep=om
o ~(k(e2) = 21) + (ko) — k(2)
= 2,
® o) = = (2 + k(o) + (5 ))(k(za) Ka2)

ok’ ok

(31'2 dz3

)(k(x4) = k(w3))

En pratique, il est nécessaire de calculer le jacobien de . Ici, des dérivées de k(z) jusqu’a
Fordre 2 interviennent. Dans le cas d’une colonne a n plateaux, des dérivées jusqu’a 'ordre n—2
interviendraient. Cest cet aspect qui pose probleme. En effet, les modéles thermodynamiques
d'o est issue la fonction k sont généralement ajustés, & Pordre zéro, & partir d’expériences. Il
est donc pas réaliste numériquement d’apporter un crédit important aux dérivées n-iemes de
k(z). Pour cette raison, nous doutons de la pertinence de cette méthode pour les colonnes &
distiller, méme s'il est possible d'obtenir, voir (23], des résultats concluants lorsque les modéles
de colonne simulé et utilisé pour P'observation sont identiques ou trés proches Iun de autre
et quil est possible en outre d'obtenir explicitement 'expression des dérivées de la fonction
déquilibre k.



Annexe D

Résultats de la littérature

D.1 Approximation des systémes
Nous présentons dans cette section

le théoreme de Tikhonov, pour I'approximation des systémes singulierement perturbés:

~ le théoreme de la variété centre, qui permet aussi d’aborder Uapproximation des systemes
singuliérement perturbés.

D.1.1 Théoréme de Tikhonov

Soit le systeme

‘di—f = f(z,zu(t),e)
@ (D.1)
oG = gezuv),e)

oft € est un petit réel positif, @ 'état lent et z I'état rapide du systéme, u les entrées. f et g
sont des fonctions réguliéres. Soit (z(1,¢), 2(t, €)) la solution de ce systeme sur 'intervalle [0, T
correspondant & la solution initiale 2(0,¢) = 2® et 2(0,¢) = 2% On peut associer & (D.1) le
sous-systeme lent

dt (D2)
0 = g(z,zu(t),0).

Supposons que ce systéme admette sur lintervalle [0, 7] une solution (zo(1), zo(t)) de condition
initiale zo(0) = 2° Pour I dans [0, T}, le sous-systéme rapide (en 7 = t/e) est

{ E fazu),0)

&~ g(ao(®), ), u(d,0).
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Théoreme 5 Si, pour tout £ € [0,T], la matrice associée @

1]
3, (@D, 20(r),u(D),0)

est & valeurs propres @ parties réelles négatives, et si de plus z° appartient au bassin d’attraction
de

& = gla, 20,0,
alors
lim,—os 2(te) = @o(t)
lim,—os 2(t,€) = zo(t)
uniformément sur tout intervalle fermé de 10,T). .

Pour la preuve, voir [127].

D.1.2 Théoréme de la variété centre

Soit le systeme

‘;—f = Azt [(zy)
dy (D.3)
o = Butelw)

admettant (0,0) pour point stationnaire. Nous avons donc f(0,0) = 0 et g(0,0) = 0. Nous
supposons de plus que les dérivées partielles de f et g sont nulles au point stationnaire, que
toutes les valeurs propres de A sont & partie réelle nulle et celles de B & partie réelle négative.

Théoréme 6 Si Iéquation g(z,y) admet une unique solution y = h(z), alors il eziste, pour
y suffisament proche de 0 et dans un voisinage du point stationnaire, une variété invariante
définie pary = h(z). Sur cette variété appelée variété centre, la dynamique s’écrit

d

.TZ: = Au+ f(u, h(u)),
u(t) valant o(t) plus un lerme décroissant exponentiellement vers 0. De plus, si cette dynamique
est localement stable en u =0, alors le point stationnaire de (D.3) est stable. .

Ainsi, dans un voisinage du point stationnaire, il est possible d’approximer la dynamique
du systéme (D.3) par la dynamique sur sa variélé centre. Le cas des systemes singulierement
perturbés peut étre vu comme un cas particulier d’application du théoréme de la variété centre.
11 suffit d’inclure I'équation de/dt = 0 dans la définition du systeme et de développer les champs
de vecteurs définissant ce dernicr autour de ¢ = 0. Pour de tels développements, voir le livre
de Carr [9) et les références qui sy trouvent.
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D.2 Le théoréme de Rosenbrock

A la suite de travaux sur la distillation [95], Rosenbrock démontre un théoréme [96] permettant
la construction d’une fonction de Lyapunov pour une classe de systemes, incluant la distillation
dans le cas binaire [97] mais aussi certains réacteurs [99]. L'objet de cette section est de rappeler
I’énoncé de ce théoreme, utilisé & plusieurs reprises dans ce mémoire.

Théoréme 7 [Rosenbrock] Soit le systéme

dz

5 = 1@, (D.4)
ot Vétat z est de dimension p (x = (a)="+? ). Supposons que

1 2 €Q, 0iQ est un conveze fermé borné de IR? ;
f = (f)=1 est continiment dérivable sur Q ;
pour toute condition initiale dans ©, la solution reste dans Q;

tous les éléments hors diagonauz de Uapprozimation tangente de f sont positifs ou nuls,

& B e

pour chaque colonne de Uapprozimation tangente de f, Uopposé de la somme des éléments
est positif ou nul;

>

Si, pour une colonne i, le réél défini au point précédent est nul, alors il existe une colonne

j différente dei telle que df? /da' soit non nul. Si la somme des éléments de la colonne j

est nulle, alors il existe une colonne k différente des colonnes i et j pour laguelle 9 f*/dz

est non nul. Si la somme des éléments de la colonne k est nulle, alors il eziste une colonne
. Ce processus conduit  une colonne I dont la somme des éléments est non nulle.

Alors, le systéme (D.4) admet un unique point stationnaire dans ©, global
quement stable dans Q. La fonction 37, |f(z)| est une fonction de Lyapunov du systéme (D.4).
M
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