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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation et apport original

La théorie des équations et inéquations variationnelles est une théorie qui englobe les problémes
Woptimisation, de minimax, d’équilibre économique et de jeux, ainsi que de nombreux autres proble-
mes. Cette théorie s'est i ppée par les spécialistes des équations et i i
aux dérivées partielles. Ces équations et inéquations sont issues en particulier des problemes de la
mécanique et de la physique et peuvent &tre reformulées en termes d’égalités et inégalités variation-
nelles. ce qui permet un traitement mathématique complet des équations et inéquations de base

La résolution d'une inéquation variationnelle peut se formuler ainsi ~soient W une application
dun espace de Hilbert & dans son dual 4* et 4*' un sous-ensemble convexe fermé de &4; le probleme
variationnel posé est de trouver u* € U™ tel que

W) u-w) =0 Vueu ()

Si U™ =Y. (1) devient une équation  trouver u* € U™ vérifiant

la dérivée d'une fonction convexe J. ' minimise J. Si ./ est
remplacée par celle de sous-différentiel 0J (dans le cas de
fonction convexe) qui est un opérateur multivogue. La formulation de (1) dans le cas d’un opérateur
W multivogue devient  trouver u* € U™ et 1t € W(u') tels que

o u-uty20  Yueu

Dans le cas o W ne dérive pas d’un potentiel, le probleme de résolution de I'inéquation variationnelle
(1) n’a pas en général une interprétation en termes de probléme d"optimisation.

Pour résoudre I'inéquation (1. nous étudions le comportement des algorithmes bitis sur le Principe
du Probleme Auxiliaire.

Algorithme L1 A 'étape k, connaissant w* calculer v en résolvant le probleme auxiliaire de

munimisation

min [él\'(u) | <w(u‘) - %I\"(ﬂ“),n>] (2)

et

La convergence des algorithmes bitis sur le Principe du Probléme Auxiliaire pour la résolution
des inéquations variationnelles fit établie dans le cas ol 1'opérateur vérifie les propriétés suivantes.
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Ce dernier cas est intéressant dans la mesure o le régulari:
tivoque est non seulement univoque, monotone et Li

. La monotonie et une *

ion
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La forte monotome. Ce cas particulier a €1 étudié dans [§] ob on démontre la convergence
forte de la suite générée par Palgorithme vers la solution unique du probléme variationnel.

. La monotonie et la symétrie ('opérateur est le gradient d’une fonction convexe, ce qui ramene la

résolution de I'inéquation variationnelle 2 la résolution d"un probléme de minimisation). L'étude
des algorithmes dans ce cadre a été effectuée dans (4], [S] et [6]. On obtient des résultats de
convergence faible e la suite générée vers une solution du probléme d’optimisation. Dans le cas
o 'opérateur n’est pas symétrique. F. CHAPLAIS a suggéré le contre-exemple oit on considere
I’opérateur de rotation de 7/2 qui est monotone non symétrique et pour lequel I’ Algorithme du
“gradient” diverge. En effet, pour 1’ = (u].u9) donné et en prenant K'(u) = [||?/2. la suite
{ut = (u}.ud)} construite par I'Algorithme L1 selon le schéma itératif

..i" uf (0 -1 )

! uy Lo uh
a sa nome qui croft 4 chaque pas pour toute valeur strictement posidve de ¢ et ne peut done
converger vers la solution unique «* = (0.0).

tructure de point-selle” Lopérateur global W est défini sur le produit

de deux espaces U et P et il existe une fonction L(w. p) convexe-concave telle que

Vued VpeP  Wup) - (Ly(uwp).~Lju.p)

Cet opérateur est monotone. 1l s"agit 13 du cas particulier des problemes de recherche de point-
selle d’une fonction convexe-concave. Quand L est fortement convexe en w. on obtient des
résultats de convergence forte sur ¢ et faible sur P (71 En dehors de cette hypothese de forte
monotonie de la premidre composante de W en u, on doit avoir recours 4 d’autres techniques
(par exemple Ta ré; pour assurer la ¢

La forte monotonie emboitée. On suppose dans ce cas que I'opérateur est défini sur un produit
@espaces. Cette propriété de forte monotonie emboitée est moins forte que I’hypothese de forte
monotonie de I'opérateur global et ne garantit méme pas la monotonie globale de I'opérateur. On
obtient dans le cas o 'opérateur vérifie I'hypothése de forte monotonie emboitée des résultats
de convergence forte de la suite générée vers la solution unique du probleme variationnel [9].
1l est cependant difficile de vérifier pratiquement I'hypothése de forte monotonie emboitée. De
plus. cette notion introduit une certaine hicrarchie entre les variables qui rompl la symétrie entre
les divers joueurs dans 'application aux problémes d’équilibre de Nash par exemple [10].

. L'ypothése de Dunn. Cetie propriété implique que I'opérateur est monotone et Lipschitzien

si I'opérateur est L et fortement monotone, il vérifie la propriét¢ de
Dunn. On peut donc dire que pour un opérateur Lipschitzien, I'hypothese de Dunn est moins
forte que I'hypothise de forte monotonie. Ce résultat est démontré dans [15]. Dans le cas ob
I'opérateur est un gradient, vérifier I'hypothdse de Dunn est équivalent A vérifier 1'hypothese
de Lipschitz et la monotonie simple [17]. On obtient dans ce cas de figure des résultats de
convergence forte de la suite {W(u*)} des valeurs de I'opérateur vers sa valeur W(u*) 2 la
solution. laquelle est unique. Quant 2 la suite {u*}. on ne peut énoncer cependant que des
résultats de convergence faible [15].

d'un opérateur monotone méme mul-
hitzien mais il vérifie également la propriéié

de Dunn [15]. ce qui incite A appliquer I'Algorithme 1.1 congu par le Principe du Probleme Auxi-
liaire non pas 4 opérateur lui-méme, mais & I'opérateur régularisé qui vérifie cette propriété de
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Dunn. Cetie manipulation présente cependant un inconvénient majeur qui est le caleul de I'opérateur
régulansé & chaque pas d'itération. lequel est un probleme variationnel pratiguement de méme nature
que le probleme de départ. Notre ambition est de faire & chaue itération un seul pas d'algorithme
correspondant A la régularisation de I'opérateur.

Notre étude traite done la résolution des inéquations variationnelles avec un opérateur W(u) seule-
ment monotone (et non symétrique en général). Nous proposons un algorithme itératif effectuant un
pas de régularisation suivi d’un pas de minimisation. Cette seconde étape correspond 2 une itération
de I"Algorithme 1.1 appliquée i I'approximation courante de I'opérateur régularisé.

1.2 Organisation du mémoire

LLe Chapitre I1 est un rappel des définitions et ésultats connus dans fa résolution des inéquations varia-
tionnelles. avee un opérateur quelcongue. iniégrable ou de p . Nous i i I la
notion de ré & Lopérateur mbuumb un opérateur monotone

est détini par

WL () = Y —(u))
01 5 est un réel strictement positif et 7(x) est la solution unique du probleme variationnel

) 20 voeu

Fu) €U (W) F (i) — u).

On pose le probléme régularisé qui admet e méme ensemble de solutions que le probleme (1) de

départ et qui est maintenant sans contraintes  trouver u* € U tel que

Wy (u') = 0 )

Au lieu &’ appliquer 2 Popérateur W | L1, on pourrait I'appliguer a I'opérateur

régularisé V. qui véritie I'hypothdse de Dunn.

Algorithme 1.2 A ['étape k. connaissant w* et v* caleuler w**' comme la solution du probleme

awxtliaire .
mi/l/| [il\(“) i <\1u(u‘) - ‘/\"(n‘),uﬂ )

1) oM E étant la solution de I'inéquation variationnelle

o Wi (uh) = At =

W) 4yt = db =Yy >0 veeu™ (5)

Lalgorithme que nous proposons par la suite calcule u** ! de la méme maniére que I Algorithme 1.2;
par contre pour le calcul de ¢!, on ne passe plus par la résolution exacte de I'inéquation variationnelle
(5) mais seulement par la résolution d’un probléme auxiliaire de minimisation.

Algorithme 1.3 (Parallele en (i.0)) A I'étape k. connaissant u* et v* caleuler u*=" et ++=% en

résolvant les problemes awxlaires de mmmisation
[
—=K'(u*).u

min [- (o) F <W(r‘) bk — k) %L'(n‘y ,>}

s [0 (ot -
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Algorithme 1.4 (Séquentiel v avant w) A ['étape k, connaissant vk et b calculer vV et vt en
résolvant les problemes auxiliaires de minimusation

& Kby Yk,
”W[ L(r) + <w(. )t =) = S ),A>}

o < otk — by _[1\"(1,‘)‘u>]

min
el

L opérateur global (1. ) présent A chaque pas d'itération des algorithmes ci-dessus s’écrit
o)\ (A=)
T v) ( Been )~ L) by -w
1l 4 la particularité de vérifier les proprictés suivantes
(i) A(1.v) est fortement monofone en 1 uniformément en ©;

(if) B, v) est fortement monotone en o uniformément en 1 (forte monotonie au premier niveau);

(iii) T vérifie 'hypothése de Dunn partielle par rapport 4 sa premidre composante, avec la constante
7. 2 savoir

V(). (' 0") €U x U™
(AGr 1) = Aol u =) b (Blaww) = Bl ). 0 =) > %HA(u.u) —AG

(iv) Wo(n) = A(,(u)) 0d (1) est la solution unique du probleme
(BOw.i(u)).0 —i(w) 20 Yoeu

vérifie I'hypothese de Dunn avec la constante 7.

La propriété (iv) est une conséquence immédiate de I'hypothese de Dunn partielle de I'opérateur T
Dans le Chapitre ITI, nous montrons la convergence de 1" Algorithme paralldle biti sur le Principe
du Probleme Auxiliaire avec un opérateur global défini sur le produit de deux espaces de Hilbert,
non nécessairement issu de la régularisation et qui vérifie la forte monotonie au premier niveau et la
propriété de Dunn partielle par rapport A sa premiére composante. Nous traitons d’abord le cas o le
sysiéme variationnel original comporte une inéquation variationnelle et une équation, ef nous étudions

ensuite le cas ob le systeme variati comporte deux

Dans le Chapitre: IV, nous montrons I convergence des Algorithmes 13 et 14 o I'opérateur
global est 'opérateur de i Nous traitons e cas o
Ie probléme original est la résolution dune Equation et celui ol le probleme posé est la résolution
d'une inéquation variationnelle. Nous donnons un exemple ique de la
simultanées de I'équation ob I'opérateur considéré est I'opérateur de rotation de /2. Nous étudions

des Algorithmes 1.3 et 1.4 de dans le cas o
I"opérateur original ¥ est un gradient. Cette étude est suivie d’un exemple numérique.

Dans le Chapitre V, nous Studions un cas o les hypotheses sont plus faibles que précédemment.
Nous supposons seulement la propriété (ii) de forte monotonie au premier niveau et la propriété
(iv) de Dunn pour Popérateur emboité (la forte monotonie emboitée suppose la forte monotonie




1.2. Organisation du mémoire

de I'opérateur emboité). L'opérateur global ne vérifie méme pas la monotonie simple. Il suffit de
considérer opérateur linéaire [(u. 1) défini dans 2 par

- (21)(3)

Cet opérateur vérifie bien L forte monotonie au premier niveau. L opérateur emboité est 'opérateur
nul il vérifie done 'hypothése de Dunn. Pourtant I n’est pas monotone.

Cependant, la ion de de 1"Algorithme biti sur le Principe du Probleme
Auxiliaire que nous proposons ne traite que les opérateurs affines, en dimension finie.







Chapitre 11

Résultats Généraux. Notations

Dans ce chapitre. nous rappellons les définitions et les résultats d’existence et de caleul des solutions
@un probléme de résolution di i jati Nous considérons un espace de Hilbert U.
de dimension quelconque (éventuellement infinie) identifié 2 son dual 4* et muni d"un produit scalaire
noté (. ).

Les topologi
et au produit scalaire.

Soient W une appls
posons le probleme vari

forte et faible sont des topologies associées respectivement 2 la norme ||| = (- /2

jon de &4 dans son dual 4* et U* une partie convexe fermée de U. Nous
jonnel suivant trouver 1* € 4 tel que

(W) u—u') =0 Vueu W

Dans le cas ol 'opérateur ¥ est intégrable, il existe une fonctionnelle convexe J : U — I telle que
() = W(u) et le probleme (1) s¢ ramene au probléme d’optimisation

min /(1) )

uedd

II.1 Cas d’un opérateur ¥ quelconque
Définition IL1 On dit que I'opérateur W est monotone sur U™ si

Yuv €U (W(u) = W(v)ou—v) 20 3)
Définition 11.2 On dit que 'opérateur \V est fortement monotone sur U™ si

Ja >0 tel que Vuov €U (W) — W(v),u—v) > allu— | (4)

Définition 113 On dit que I'opérateur @ vérifie I'hypothése de Dunn sur U™ st
1

V() = w(w)|? (5)

3A > 0tel que Vv eU™  (W(u) — W(v)u— ) =
Définition 114 On dit que I'opérateur \v vérifie I'hypothése de Lipschitz sur U™ si
3A>0tel que Vv €U | W(w) — U(v)]| < Allu -] (6)

Lemme IL.1

1. St I'opérateur v vénfie Uhypothése de Dunn avec la constante A, alors W est monotone et
Lipschutzien de constante A.
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2. St 'opérateur v est fortement monotone de constante a et Lipsclutzien de constante A, alors
W vérifie I'hypothése de Dunn avee la constante A/a.
Lemme 11.2 St l'opérateur W vérifie 'hypothése de Dunn. alors I'ensemble
o W) [ (B -ty =0 Ve U}
se réduit a un seul point,

La preuve de ces deux lemmes se trouve dans [15, Chapitre II1].

éfinition ILS Soient U et V deux espaces de Hilbert etU*. V" leurs duaux respectifs. On considére
U et V¥ deux convexes fermés respectivement de U et V. On introduit I'opérateur T - (I, T3) de
U XV dans U* x V* On dit que Iopérateur T vérifie I'iypothese de Dunn partielle par rapport i

sa premiére composante i

3y > 0tel que Vo). (o) € UM x VM

() = Ty ') ow =) b (Da(ue) = Ty’ ') 0 = o) > =[|Cy(u o) = Ty (')

Lemme 113 Si l'opérateur U vénfie I'ypothése de Dunn partielle par rapport & sa premiére com-
nstante 3, alors I'opérateur Q) = Ty(w.5(w)). o () est une solution du

posante avec la
probleme variationnel

u) e VM (Da(wii(n), v —(w)) 20 Voey™
vérifie I'hypothése de Dunn avec la constante
La preuve de ce lemme se trouve dans |15, Chapitre I11].

Remarque IL1 A priori, (1) n’est pas unique, et donc $(1) n’est pas univogue. Pourtant, le lemme
ci-dessus indique que € vérifie 'hypothdse de Dunn. Tl est done Lipschitzien et donc univoque. €

Définition TL6 On suppose que ['espace U est le produit de deux sous-espaces Uy et Uy de maniére
& pouvorr écrire

= (o) €U w €U welh UM = xu! (7)

o U ( Us') est un sous- ble convexe fermé de Uy (respectivement Us). La
notation Wy (respectivement W) désignera la composition de W avec la projection canonique sur Uy
(respectvement Us).

On dit que I'opérateur W est fortement monotone emboit
nelle (1) et a la décomposition (7) st

relativement a I'inéquanon variation-

(1) Popérateur Wy, 1) est fortement monotone en 1wy uniformément en-uy. Soit ity (wy) la solutton
unique de I'iné i enuy g étrée par

T(m) €U (ol w)) o — () 20 Vay € U0

(iv) I'opérateur Q(uy) = W (wy.7ia(wy)) est fortement monotone en wy.

Pour la généralisation de la définition au cas ol & est décomposé en N sous-espaces, avec N supérieur

22, voir (9]
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Lemme 114 St Popérateur W est fortement monotone sur U de constante a, alors avec la
décomposinon (7). W est fortement monotone emboité de constante uniforme a.

Pour la preuve, voir [9].
Lemme IL5 Soi W = (W, W2) un opérateur fortement monotone emboité. On considére le systeme
d'inéquanons variationnelles suwvant  trowver (u5.113) € U x Uz tel que

(W) —af) 20 Yy e U (8)
(Wa(ufug)ug —u3) 20 Vg € 03" 9)

soit ia(y) la solution unique de I'né i enuy g étrée par
fia(m) €U (Vo i) — () 20 VYup €U (10)

sout Q U'opérateur
Q) = Wa(ugdia(w)

et sont uj la solution umque de I'inéquation varianonnelle en w, — trouver uj € Ui tel que

(Qup)ow —u}) 20 Yug €U (1)
Alors (1], fia(u})) est solution du probleme original (8)~(9). Réciproquement. si (uj.3) est la solution
(unique) de (8)~(9), alors @ia(u}) = uh et uj est la solution de (11).

Preuve

Etant donné (uj,iiz(u})) solution de (1D=(10), on pose uy = uiz(u})  alors (uf.u}) est
évidemment solution de (8)-(9).

En partant maintenant de la solution de (8)«9). la réciproque est tout aussi évidente.

-
Nous rappelons le théoréme ([ 11], Chapitre L Théoreme 3.1) relatif 2 I'existence d’une solution u* a
I'inéquation variationnelle (1).

ivantes

Théoréme IL6 Nous faisons les hypothése
(i) W est faiblement continu sur tout sous-espace de dimension finie de U

(1) W est monotone sur UM

_ V(). — i
(i) 1l exste it € U tel que lim % .
r o

Alors il existe une solution u* au probléme vanationnel (1).

Remarque 112 L’hypothdse (iii) est inutile si &*' est borné. De plus, cette hypothése est automa-
tiquement vérifiée si W est fortement monotone. Sous cette hypothese, u* est unique. [s}

Remarque IL3 Si W est un opérateur affine associé 3 un opérateur linéaire non injectif dont le noyau
est un sous-ensemble de 4*' alors I'hypothdse (iii) ne peut étre vérifie. En effet,

V(u) = Autb
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ou A est un opérateur linéaire possédant un noyau de dimension non nulle et b est un élément de U.
Donc.

(W) u— i)

Au+bou — @)
lim (Au+ bou — i)
ey [

[fell
(hou—7)

el

vieu

o _
fim By (W'H R M)
e al i el

Cette derniére limite est égale A [[bl]. Par conséquent.

(), u— i)

Yael lim 7t
e [

I1.2 Cas d’un opérateur intégrable. Probléemes d’optimisation

Nous supposons qu'il existe une fonctionnelle ./ : & — % telle que W(u) - ./'(x), et nous posons le
probléme d’optimisation suivant
min J(1) (12)
aelist

on 117 On dit que la fonctionnelle J est convexe st
vAE(01]  vwwed (i (1= Ne) < M)+ (1= A)J(0)
Définition 11.8 On dit que la fonctionnelle .J est strictement convexe si
YAEO]  YuFved  JOwt (1= Nv) < A(u) + (1= A)J(v)
Définition 119 On dit que la fonctionnelle J est fortement convexe de constante a si
VAEO ] VaoreU  JOat (1= Nr) < AJ(u) + (1= A)J(0) —aA(1 = A~ vf]?/2

Lemme IL7 Si la fonctionnelle .J est fortement convexe de constante a, alors elle est strictement
convexe.

Définition 1110 On dit que la fonctionnelle J est concave si —.J est convexe.
Définition 1111 Soit J une fonctionnelle défime sur U. On appelle domane de J, I'ensemble
dom(.J) = {ueld|J(u) < {x}

Définition 1112 Soit .J une foncuonnelle défine sur U. On appelle

graphe de J, Uensemble

épi()) = {(up) €U X E | J(u) < p}
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Détinition 1113 On dit que la fonctionnelle .J est propre s son domame est non vide et st elle n'est
nulle part égale & —.

Définition 1114 On dit que lu f J est fortement I
inférieurement (s.c.i.) si pour tout u € U et pour toute suite d'éléments {u*} C U telle que u* — u
(fort) (respectivement u* ~ u (fatble)).

Ju) < I‘iminl'./(u‘] (13)

On défmit de la méme fagon la semi-contmnuité supérieure (s.c.s.) (forte ou faible) en remplagant (13)
par
J(u) = limsup J (") (14)
[amess

St J est semi-continue & la fous inféreurement et supérieurement, alors J est contnue.

Lemme IL8 Une fonctionnelle J e
est fermé.

Semi-continue inférieurement st et seulement st son épigraphe

Lemme IL9 St J est une fonctionnelle convexe, s.c.u. forte. alors elle est s.c.1. faible.

Pour 1a preuve de ces deux lemmes, voir [11].
Définition 1115 La fonctionnelle .J est dite “coercive sur U™ st
o soit UM est borné,

° soit

Théoreme IL10 Si la forctionnelle .| est convexe. s.c.i. et coercive sur U™ alors il existe au moins
une solution au probleme d'optimisation (12). Si . est strictement convexe, alors ce minimum est
unique.

Pour la preuve, voir [11], Chapitre L, Proposition 1.2.

Définition 1L16 On dit que la fonctionnelle .J admet une dérivée directionnelle (ou différentielle au
sens de Gateawx) au pomt u € Y dans la direction v si (J(u § ) = J(w))/ It admet une limite quand
I =+ 0 (dans B.). Cette limite est notée D.J(1; v).

Si pour tout v € U, DJ (1) existe et si elle est une forme linéaire continue de v, alors J est dite
différentiable au sens de Gateaux (G-différentiable) en w € U et il existe un élément noté J'(u) € U
tel que

Yoel  DJ(we) - (J(u).0)

Cet élément est appelé le gradient de J en .
Définition I1.17 On appelle sous-différenticl de J au point w € dom(J), 'ensemble
Q) = {reld |voeu  J@) —J@) = (o —w)}
(1) Tout élément r de 0] () est un sous-gradient de J au point w

(w) si 0J(w) # @, alors J est dite sous-différentiable au point 1. -
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(iii) si J est différentiable, alors 9J(u) = {J'(w)}.

Lemme IL11 $i J est convexe, continue et finie en un point w € U, alors J est sous-différentiable
en ce point.

Lemme IL12 Si J est convexe, sous-différentiable et " est solution du probleme d’optimisation (12),
alors
It ealw)  (tu-u)20  Vueu

Si J est différentiable, alors

vueU  (J(u')u—u') 20

iproquement, ces conditions caractérisent les solutions de (12).
Pour la preuve de ces deux lemmes, voir [11].

Lemme IL13 Soit J une fonctionnelle différentiable en tout point de U. Les conditions suivantes
sont équivalentes

(i) J est fortement convexe de constante a
(i) YuveU  J(u) =z J W)+ (S (0)u—v) + %”u —f?
(iii) YuveUd  (J'(u) = J'@)ou—v) > allu—vl?
La preuve de ce lemme se trouve dans |16, Chapitre X).

Lemme I1.14 Si J est différentiable et a gradient Lipschitzien de constante A, alors

Vuved  Ju)=J(v) < (S(v)u—v)+ guu —uf?

Preuve Pour tous u et v. soit la fonction
vieR (1) = J((1 =1t tw) — J () =t (S (v)u—v)
Alors,
S = (J((1 = v+ tw) = J'(@),u —v)
Enfin,
w(1) Jw) = J () = {J'(v).u—v)

.
w0 [ A

A

4
0+/ ')l at
o

A

'
/A\It(u—u)HHuqudL
o

- Sie—va
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Lemme 1115 Si la fonctionnelle . est sous-différentiable et fortement convexe de constante a, alors
a
Vuv €U Vs€dJw) )z J@) +(su=v) | Fllu- vl (15)

et le sous-différentiel est un opérateur (multivoque) fortement monotone de constante a. ¢'est-d-dire

Vuved  Yreddu)  VYsedlw) (s—rov—u) = alu—o|? (16)
Preuve D’apres la Définition ILY. on a

v €|o. 1] Yu.r el St (1 =) < tJ(u) + (1 =00 (0) = at(] = t)]Ju — v]2/2

Par ailleurs. si s € J(v). le premier membre ci- est supérieur 3 J(v) § (s./(u — v)). En

divisant par « dans I'inégalit¢ ainsi obtenue, puis en lai 1 tendre  vers zéro, on obtient (15).
Enfin. en additionnant (15) écrit deux fois en intervertissant le role de u et ¢ (et de r et ), on

obtient (16). -

Lemme 1116 Soit ./ une fonctionnelle différentiable, alors le gradient J'(u) vénfie I'hypothése de
Dunn sur U™ avec la constante A st et seulement st il est monotone et Lipschitzien de constante A.

Preuve (d"apres [18])

1. On suppose que /' vérifie I'hypothese de Dunn avec la constante A, ¢'est-i-dire
. Loy .
Vv eU™ (') = S (v)ou =0y 2 — |0 () = @) =0
En utilisant 'inégalité de Schwartz. on arrive i

L )
lle = vl = 1) = S0l

Par conséquent. /' est bien monotone Lipschitzien de constante A.

~

On suppose maintenant que ./’ est monotone Lipschitzien de constante 4. On pose. pour

donné,
h(u) = J(u) = J(@) = (J'(@)ou — )

Comme J/ est monotone, /i est positive et on a h(x) = 0 et i'(x) - 0. On a donc

’
Vyeu ) < h (.v - MT")>

< i 1 (-T2 1 4

Cette dernidre inégalité est une conséquence de Phypothése de Lipschitz de /', Elle est obtenue
en appliquant le tésultat du Lemme 1114, avec w =y et v - y—1'(y)/A  On arive donc

h’(ﬂl) H

Vaog e U™ h(x) < hiy) — 2_”" "nll*

En remplagant /» par son expression en fonction de /. on obtient

Ve €Ut 0<S(y) = J(x) - (S'(a)y — 1) - 7@ = T'(@)|? a7
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eton a aussi

L
) =) = S =) = 3710 @) = @)

ey eU™ 0=

En additionnant ces deux dernieres inégalités, on arrive &

v ol

1
yeuw! () =S @)y -2z 1) -

Le gradient /' vérifie donc bien I'hypothdse de Dunn avec la constante

I1.3 Cas d’un opérateur de point-selle

113.1 Opérateur de point-selle quelconque

Nous considérons deux espaces de Hilbert et P. Soient 4*' C U et P*' C P deux sous-ensembles
convexes fermés et & une fonctionnelle définie sur & x P. Le probleme de recherche dun point-selle
de la fonctionnelle & peut se formuler ainsi  trouver (1*.p*) € U™ x P* tel que

Vueu YpeP  d(u'p) < b(utp') < blup') (18)
Lemme IL17 Soit & : (u.v) — (. 0) une foncti érentiable convexe en . (
fortement convexe en u de constante a, uniformément en v), et concave en v (respectivement, fortement
concave en v de constante b, uniformément en w). Alors, I'opérateur (1, v) — (/,(w,v), =¥, (u,v))
st monotone (respectivement. fortement monotone de constante min(a. b)).

Pour la preuve, voir [9].

Lemme ILI8 L'ensemble des points-selle est de la forme U™ x P, adire. si (uj.p}) et
(3. p3) sont des points-selle, alors (1}.p3) et (u3.p}) sont aussi des points-selle.

Lemme IL.19 Si la fonctionnelle & admet des powmts-selle, en notant UM x P U'ensemble des
powts-selle de & sur U™ x P* et par U et P les ensembles

0 = arg min sup ®(u.p) et P - arg max inf &(u.p)
WU e PP el
alors U™ = U et PP = P.
Pour la preuve, voir (15, Chapitre 11].
Lemme [1.20 La fonctionnelle & admet au moins un point-selle sur U™ x P si et seulement si elle
vérifie I'égalité suvante

min, sup b(ip) = max int . p
b s, (1e.p) = max inf ¢ p)

Pour la preuve, voir (3, Chapitre TT).

Théoréme [1.21 Si & est convexe-concave, s.c.i. en w pour tout p et s.c.s. en p pour tout u et si I'une
des deux conditions suivantes est vérifice
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(1) UM et P sont bornés
() ol existe (i p) € U x P tel que

lim {@(u.f) = b(@p)} - +x

et

alors & admet un point-selle sur U x P

enant que @ est dérivable en u et en p. alors le
es

Pour la preuve, voir 3. Chapitre IIJ. Supposons m:
probleme (18) de recherche d’un point-selle de @ est équivalent aux deux inéquations variationnell
suivantes trouver (u'.p*) € U™ x P tel que

Yu e y™ (@) ou—u') 20
vpe P (@ pt)p=p') <0 19)

11.3.2  Optimisation avec dualité

En plus de I'espace de Hilbert 2. nous introduisons un autre espace de Hilbert C identifié 4 son dual
ce des contraintes, muni du produit scalaire (-.-) et de norme associée notée || - ||

Détinition 1118 Sou (' un sous-ensemble de C. espace de Hilbert. On dit que (" est un cone de
sommet () st

Vge('  YAeR el
Par défmiton, ~C' = {=q | g € C}. St CN(=C) = {0}, alors &+ > y & =y € C défmut dans
C une relaton d'ordre compatible avec la structure d'espace vectoriel. On appelle alors C' le cone
posinf de C et —C' le cane négatif.

Définition 1119 On défit le cone conjugué C'* de C par

C - {peC | (pag)20  YgeC}

Nous consi a foncti J U — B et Vappli © U — C et nous posons le probleme
@optimisation sous-contraintes suivant

min J (1)
el
sous

) €

(20)

U™ est un sous-ensemble convexe fermé de ¢ et € est un cone convexe fermé de C. d’intérieur non

vide. Nous notons

Llup) = J(w) + (p.O()) @1

le Lagrangien associé au probleme (20) ob p est un élément du cone conjugué C* de ' Nous
supposons I'application © C'-convexe dans le sens suivant

Ve el YAE[0] A0 + (1= X)) —6(\u i (1-Apw) € C (22)

Cette propriété a pour conséquence le caractére convexe de la fonctionnelle 1 — (p, ©(w)) pour
tout p € C*

Remarque 114 Dans le cas des contraintes égalité, ¢'es
dire que © est une application affine.

ire €' = {0}, la propt

22) revient a
a

Nous introduisons les conditions de qualification des contraintes connues aussi sous le nom des
conditions de Slater
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o OWUM)Nint(—C') # @ dans le cas des contraintes inégalité

o 0 int(OU™)) dans le cas des contraintes égalité

‘Théoréme 11.22 Nous faisons les hypothéses suvantes

et coercive sur UM

(1) J est une f convexe, s ¢ nfér
(¢f. Défnition I1.15)

(i) © est C-convexe sur U™ et telle que la fonctionnelle 1w v (p.O(w)) est semi-continue

inférieurement pour tout p € C*

Alors. si £ admet un pont-selle (u*.p*) sur U x (" ¢est-a-dire

vueur  wpe(” Llut.p) < LG p') < Llup')
alors u* est une solution du probleme (20).
Réciprogquement, si u* est une soluton du probleme (20), et si la condition de qualification des

contraintes est vérifice, alors il existe p* € C* tel que (u*.p*) est un point-selle du Lagrangien L.

‘Théoréme 11.23 Sous les hypotheses (i) et (ii) du Théoréme 11.22, si J et © sont différennables. alors
u* est solution du probléme (20) s et seulement si

Sty s Ot =y 20 vueu™

.0 =0 O') e -C (23)

Les conditions ci-dessus sont les conditions de Kuhn et Tucker pour le probleme (20).
Remarque L5 Si de plus. ./ et © sont différentiables sur /', alors en remplagant & par £ dans
(19). nous obtenons le systeme variationnel suivant — trouver (u*.p*) € U™ x C* tel que

Y e U™ () + O )T =ty 20
Ype (=O@*)p—p) 20

En posant z = (w.p)7 ces deux inéquations variationnelles se réduisent 2 I'inéquation variationnelle
enz=(z.z2) touver z* €U x C* tel que

Vzeu x (W(z*).z =z >0
L'opérateur W(z) est défini par

Wz) = () + Oz —0)T (24)
Sous les hypotheses ./ convexe™ et 0 C-convexe” le Lagrangien £(1. p) est une fonction convexe-

concave. A l'aide du résultat du Lemme 1117, nous pouvons affirmer que I'opérateur W de point-selle
défini par (24) est un opérateur monotone. a
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1.4 Principe du Probleme Auxiliaire

1141 Cas d’un opérateur non intégrable

On considere une tonction auxiliaire A" : &4 — ¥ qu’on choisit fortement convexe et différentiable. et
un nombre positif £, Pour 1 € U, on introduit le probleme auxiliaire suivant

1|¥/El[ll\‘lul s<\lr(1-)7 - \"(m.u>} (25)

Soit @t(r') la solution de ce probleme. Cette solution est aussi caractérisée par I'inéquation
suivante

]/\"(M.u —ﬁm> >0 vueu"

Lo o
<Vl\ (i) + Wie) =
Lemme 11.24 St ii(v) v, alors () est solution de (1)
Pour la preuve, voir [§]. Ce lemme suggere Ialgorithme de point fixe suivant
Algorithme 111
(1) Soit k = 0. chorsir u” € U™,

(1) A létape k. résoudre le probleme (25) avec v - u*

nin [11\'(”; ' <~|:(u‘) - h'(u‘).uﬂ . (26)

sout wh* 1 la solution de ce probleme.

(i) Si |tV — u¥|| est mféreur & un seuil. fin de Ualgonthme, simon retour au point (i) avec
b=k

IL4.1.1  Cas d’un opérateur fortement monotone
Théoréme 11.25

1. Sous les hypotheses ™ est fablement contmu sur tout sous-espace de dimension finte de U
W est fortement monotone de constante o le probleme variationnel (1) admet une solution

unique w*

2. 81 K' est fortement monotone de constante b, alors 1l existe une solution unique u*~' au
probleme auxliaire (26).

3. Si de plus W est Lipschutzien de constante A et,
0< < 2ab/A?
alors la sute {u*} engendrée par U'Algorithme 1.1 converge fortement vers u*

Pour la preuve, voir (8]
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I14.1.2 Cas d’un opérateur vérifiant I’hypothise de Dunn
Théoreme 11.26

1. St le probleme variationnel (1) admet une solution 1", st K" est fortement monotone de cons-
tante b, alors il existe une solution unique v**" au probleme auxiliaire (26).

2. Si de plus W vérifie 'hypothése de Dunn avec la constante A et
0<e<2h/A (27)

alors la suite {W(u*)} converge fortement vers W(u*), la suite {u*} est bornée et tout point
d’accumulation faible de {u*} est solution du probleme (1).

Pour la preuve. voir (15, Chapitre 111]

11413 Cas d’un opérateur fortement monotone emboité
On suppose que le probleme variationnel (1) peut se formuler ainsi - trouver (uj.u3) € U x U tel
que

(W} )y —ug) > 0 Yy € Ut

(Wa (. u3). iz —u3) 2 0 Yy € Us" (28)

L’ Algorithme IL1 s'écrit, en introduisant deux p; (e

a

1 deux fonctions auxiliaires Ay et Ky

Algorithme IL.2 (Paralléle) A I'étape k. connaissant w} et ub, caleuler w}™" et uy™ en résolvant

les deux problemes auxiliaires

min [ih‘.(u.) + <w.<u:.u§) - ll\'((uh.u,>] (29)
el £
min {}n‘z(uz) + <w2m.u§) 1 1\';(.L§),uz>] (30)
weli [e2 &

La version séquentielle de I Algorithme [12 “u; avant 1" (respectivement “uz avant 1,") consiste
a remplacer dans (30) «} par a}" (respectivement. résoudre d’abord (30), ensuite résoudre (29) en
remplagant w4 par 1" ')

Nous supposons I'opérateur W fortement monotone emboité, ¢’est-a-dire

(i) I'opérateur Wa(uy.uz) est fortement monotone en uz uniformément en 1y * soit () la
solution unique de I'inéquation variationnelle en uy paraméirée par 1,

o) €U (Wl (). — () 20 Vg € U

(ii) I'opérateur

Q) - Vil i(u)

est fortement monotone en 1ty
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Ceci se traduit par les propriétés suivantes
Vi e U Vb €U (Walur ) — Valwy ).z — ) >ty — iy

Y €U Q) - Qu)u =) =l — ]
. il existe une solution

. Sous

ol £ et sont des constantes réelles strictement positive ypothese
unique (u.u3) au probiéme variationnel (28).

Nous faisons également les hypothdses suivantes il existe des constantes positives telles que.
pour tout ;. 1t; € UL et pour tout uz. 1w € Uy

[1Wy ey w2) = Wy (. w2) | € Xl =y
191 (ur.wz) = W (. )| < Y 2 = wa)
12ty u2) = Wa (. )| = Z e = wyl
[IWaur. uz) — Wa (g, uh)|| < Tllug = |
165 () = K{ )| = Cllwy = ai|
| W3(u2) = K3(i3)l| = Dz — wi|
(K{(w) = K@) =) = el =

(Kj(u2) = K3(uh).ua = 1h) > dlluz — uh?

Théoreme [1.27 Sous les hypothéses cr-dessus. & partir de (u.u) € U x UM, I'Algorithme 11.2
génere une sutte {(uh k) } bien dépme. De plus. il existe une fonction h de = (posinve pour =3 > 0)
telle que. st

0 < e < 2d1/T? 0 <&y < hie)
alors la suite {(u}.u})} converge fortement vers (1w}, u3).

Pour la preuve. voir [9].

I1.4.2  Cas d’un opérateur intégrable

Nous supposons qu'il existe une fonctionnelle ./ : & — E telle que  W(u) = ./'(u). et nous posons
le probléme d’optimisation suivant

in ./
a0 o

Lemme [1.28 Soient F une fonctionnelle convexe et G-différentiable, et ¢ une constante positive. Soit
u* une solunon de

min F(u
el ) (32)
St de plus,
F'iu')y = ed'(u') (33)
alors u* est solution du probleme (31).
Pour la preuve, voir [6].
Soit = > 0, et K une foncti convexe et G-difté Nous consi la

suivante

W K(u) + (eJ'(v) = K'(v), )

Nous avons

(FY(v) = eJ'(v)
Donc. si - est solution de (32). avec F' = F" alors v est solution du probleme (31). Ceci suggére
I'algorithme de point-fixe suivant.
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Algorithme 113
(i) Sout k =0, choisir u° € U™

(ii) A I'étape k, résoudre le probleme (25) avec v = u*

min [él\'(u) + <./'(1.k, - l:c’(u‘).u>] (34)

et

soit w*=" la solution de ce probleme.

(ui) Si [Jub " =¥ ou [|J(u*t) = J(uh) || est inférieur & un sewl, fin de I'algorithme, sinon retour
L

au pownt (un) avec k — k|

i de L' Algorithme IL1 en remplagant W par /0

Remarque L6 L’ Algorithme 113 se déduit aus

ivantes

‘Théoréme 11.29 Nous farsons les hypotheése:

(1) J est coercive, convexe, semi-continue inférieurement et ayant une G-dérvée Lipschitzienne de
constante A sur U

(1) La fonctionnelle K est convexe: sa G-dérwée est fortement monotone de constante b, et Lips-
chuzienne de constante B.
Alors 1l existe une solution u* au probleme (31) et le probleme (34) admet une solution w**" unique.
(1ii) Si & vérifie Iinégalité
0<e<2h/A
alors la suite {J(u*)} est strictement décroissante et converge vers J(u'). Tout point
d'accumulation de la sutte {u*} est une solution du probléeme (31).

(iv) St de plus J' est fortement monotone de constante o sur U™ alors u* est unique et la sutte {u*}
converge fortement vers u*. et

"=t =)l < (1/a)(B/e + A)|u** T —ub|| (35)

Linégalité (35) ci-dessus est une “majoration 2 posteriori de 'erreur” car [[u**! — || est calculable
en ligne. La preuve de ce théordme se trouve dans [6].

Remarque IL7 Sous I' hypothése */ est convexe et Lipschitzienne de constante A, le gradient J'
vérifie 'hypothése de Dunn avec la constante A (voir le Lemme IL16). Par conséquent, avec le
résultat du Théoreme 11.26. on déduit que la suite {//(u*)} converge tortement vers J'(1*). S}

1143 Cas d’un opérateur de point-selle

Nous considérons deux espaces de Hilbert & et P. Soit ¢ une fonctionnelle définie sur & x P telle
que 1 (2. 1) est convexe et s.c.i. en u uniformément en p et p— b(i,p) est concave et s.C.s. en
p uniformément en . Soient 4™ C U et P*! C P deux sous-ensembles convexes fermés. On pose
le probleme (18) de recherche dun point-selle de la foncti ®. On suppose @ di iable en
u et en p et on s'intéresse au systeme variationnel (19).
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Lemme 1130 Soit A une fonctionnelle défine sur U x P convexe-concave et différentiable en et en
P qui admet au mowns un powt-selle (u*_p') sur U x P On suppose qu'il existe = > 0 et p > 0
tels que

ALt ) = ed) (utp*) At pt) = pl (gt

Alors (u*.p*) est aussi un pownt-selle de ® sur U™ x P

Pour la preuve. voir [6]. Ce lemme suggére I'algorithme itératif suivant en introduisant une fonction
auxiliaire (. p).

Algorithme 114
(1) Soit k = 0, choisir (u%.1") € U™ x P>

(1) A I"étape k. résoudre le probléme auxiliaire suivant — trouver le point-selle (u**' p*=') de lu
fonctionnelle suvante sur U x P

(1.p) = () + (¥t pF) = (b b)) b (b ph) = gt )

(1ii) fin de I'algorithme si un certain degré de précision est atteint, sinon retour au point (ii) avec

ke—ktlL

Comme on a deux variables, on peut utiliser un schéma de relaxation soit paralléle soit séquentiel
La version séquentielle (i avant ) peut s'écrire

Algorithme L5 Dans I'Algorithme 114, remplacer le pas (1i) par les deux pas suwanis
(1-a) résoudre le probleme auxiliawre de minimisation
min (10, 1) + (e, 0. 15) = 0 1), )

soit ut* ! une solution -

(1i-h) résoudre le probleme auxiliaire de maximisation

Kil

m;aw(u““ P+ (p®h by = g (k) )
s

sou pM Y une solution.

11.4.3.1 Minimisation avec contraintes explicites. Algorithme a un niveau

Nous é le probleme d' isation sous-contraintes introduit dans le §11.3.2

min ()
it
sous (36)
O € —C

et nous appliquons I'Algorithme 114 avec & = £, le Lagrangien défini par 21), P* = C* et
@lup) = K(u) + (p. w(w)

obr K et 4 sont des fonctions de méme nature que J et © respectivement.
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Algorithme IL6 Dans I'Algoruhme IL4. poser & = L. P* = (" Le pas (n) s'mterprete alors
comme suit

(i) résoudre le probleme aunliaire

=0/ (u*) — w'(a¥)).u)

min K(u) + /() = K'(u¥)ou) 1+ (o
]
sous

wlu) + pO(u*) — w(u*) e =

Sout w*=V une solution et p** ' un muluplcateur optimal associé @ la contramte ci-dessus.

s particulier o0 U™ = U. (* - {0}
affines. On pose

Le théoréme de convergence de cet algorithme est restreint au
(contrainte égalité), ./, K quadratiques fortement convexes et © et i

Ju) = %(11 — [ A(u = f))

K@) = 31—, Bl - g))
O(u) - Dlu—d)
w(u) = E(u—e)

ol A et B sont des opérateurs linéaires, symétriques et continus sur &/, D et £ sont des applications
lingaires continues de &/ dans C et [, g. d et ¢ sont des éléments de U.

‘Théoréme 1131 Sous les Iypothéses

(i) J et K sont fortement convexes et D et E sont surjectives,
() DA'ET + EAT'DT — DA™*BA™' DT est fortement monotone sur C*
les paramétres < et p de I'Algonthme 116 sont choisis ansi & = p et
B — £A/2 est fortement monotone sur U
DA 'ET § EA 'DT — DATN(B + £A/2)A™' DT est fortement monotone sur C*

Alors, a partir de (1. p°) donné. I'Algorithme 11.6 génére une suite unique {(v*,p*)} qui converge
vers lunque solution (u*. ") du probleme (36).

La preuve de ce théoréme se trouve dans [6].

11.43.2 Minimisation avec contraintes explicites. Algorithme 2 deux niveaux

Nous appliquons maintenant I'Algorithme T15 pour la recherche d'un point-selle du Lagrangien £
avec le choix suivant de la fonction auxiliaire

. 1o

plup) = Kw) = 5llpll

Algorithme IL7 Dans I'Algorithme ILS. poser & = L. P™ = C* Le pas (ii) correspond alors aux
deux pas suvants
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(1) résoudre le probleme auxliaire en

min K (u) + (ed'(uh) = K'(ub). u) + e(pt O(w))
nele

! une solution.

soit ub”
(ii-b) P POR et )
oit P désigne la projection sur C* (st (' = {0}, P est alors Iidentuté).
Théoréme 11.32 Sous les hypothéses

(i) J' et K sont fortement de constantes respectives a et b et L iennes de con-
stantes respectves A et B:

(1) © est C-convexe et Lipschitzienne de constante 7
() L admet un pomt-selle (u*,p)
alors u* est umque M existe et d est umque; si de plus < et p vértfent les condions
0<e<b/A 0<p<2a/r?

alors la suite {u*} générée par I'Algorithme 117 converge vers u*. La suite {p*} est bornée et tout
pomt daccumulation faible p est tel que (u*.p) est un point-selle du Lagrangien L.

La preuve de ce théoreme se trouve dans |6]
Remarque IL8 En choisissant A = J et 1 dans I'Algorithme 117, on obtient I'Algorithme
@Uzawa. Si on choisit K(u) = [[ul/2. si U™ = U, et si © et affine, alors le pas (ii-a) de
1 Algorithme IL7 s

LR T o (TR T

et on retrouve 1" Algorithme ¢ Arrow-Hurwicz o
Remarque 119 La preuve de convergence de I'Algorithme 117 suppose la forte convexité de la
fonctionnelle /. ou alors la convexité de la fonctionnelle ./ et la “stabilité du Lagrangien en u” [12,
Chapitre VIIT] dont nous donnons la définition plus loin. o
Nous notons {7 'ensemble des solutions du probleme (36) et P I'ensemble des solutions du
probleme dual suivant

max A(p)

et

ou A est la fonction duale définie par

min L(w,p) sipeCt
min, £(.p) sip (37)
x

Alp) = {

sinon.

Nous notons aussi
T(p) - arg min L(u. p) P(u) = arg max £(w.p)
el pect
La fonctionnelle A est concave et les inclusions suivantes sont toujours vraies
Wt e P U ()

Yut € I P C P(u’)
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Lemme 1133 La fonction duale A est différentiable st et seulement st (U (p)) est un singleton pour
tout pec
Pour la preuve, voir |15, Chapitee 11]
Définition 1120 Le Lagrangien £ est stable en u st

wpte P () < 1 (38)
Remarque 110 Si / est strictement convexe en u, alors £ est stable en u et la tonction duale A est
ditférentiable. =]
La stabilité en u du Lagrangien permet de conclure sur la convergence au sens de la topologie faible
vers une solution du probléme (20) comme le montre le lemme suivant
Lemme [1.34 Soent u* € U7, p* & P™ et une suite {u*} bornée dans U™ telle que L(u* . p*) —

Lt p*). Alors, si L est stable et semi-contin mférewrement en . tout pomt d'accumulation faible
u de la sutte {u*} est un élément de UV et (w.p*) est un pomt-selle de L.

La preuve de ce lemme se trouve dans [12].
Remarque [L11 Quand la tonctionnelle ./ n'est pas fortement convexe sur 4%, d'une part I'égalité
(3%) n’est pas garantie. Par conséquent. si la suite {p*} converge vers P on peut au mieux
aémontrer gue la suite {u'} converge vers [7(p*) pour p* € P*™ et pas vers I'ensemble des solutions
{70, D’autre part, comme [ (p) n'est pas nécessairement réduit 4 un singleton, la fonction duale A
n'est pas partout différentiable et la remise & jour des variables dans I'Algorithme 117 avec un pas
s p* ne tendant pas vers zéro n'est plus valable.

s ol la fonctionnelle ./ est convexe et le Lagrangien est stable en i, il faut utiliser des
jour des multiplicateurs p*  Des méthodes pour assurer la stabilité
dans [12, Chapitre VIIT] o

fixe ou des p:

“petits pas” p* () dans la remise
du Lagrangien en i ont été étudié
Une maniére de surmonter les difficultés liées & la non-stabilité du Lagrangien et la non-différentiabilité
de Ia fonction duale et Putlistion du Lagrangien augmente. 3 fa place du Lagrangien ordinaire [12,
Chapitre IX]. Cette i a une régularisation de la fonction duale A connue
sous le nom de la régularisation de Yosida ou de la transformation par proximité de Moreau

114

Lagrangien augmenté

te (" = {0}). le Lagrangien augmenté associé au probleme (36) est

Dans le cas des contraintes &
détini par

Lo(up) = Llwp) t %H(—)(u)”z

0 ¢ est une constante strictement positive. Dans le cas des contraintes inégalité, on ramene formelle-
ment e probléme de départ (36) au cas des contraintes égalité par la formulation suivante
min /()
nelge -
sous
A —€ =0

On définit dans ce cas le Lagrangien augmenté par

Lo(up) = J(u) + 0(O(w). p)

L sure {4} est decrorssante et ext une o-suite.

staedire que Y pF = oo et i(,ﬁ)? < oo
= =
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avec - .
o, (0.p) = Min (p.0 =€) +51l0 —¢)?
Lemme 1135 La fonction ¢, est convexe en 6, concave en p et différenniable en § et p avec
(¢)5(8.p) = (p + ch)
@y0.p) = [T + B) =] /e

La fonction ¢, peut aussi §'écrire

po(6.p) = max [ (0,0) + =g plI?

D(6.) = ,0) + =lig = 7l

@(6.p) = max ( (g 2l =7
ou encore .
0,(6.7) = 5 (I + A = pl1)
oi [T désigne la projection sur C* On a de plus les mégalués suvantes

YpeC” vO € -C PO) <o (0.p) 20
Lemme 1136 Sowent A une fonctionnelle concave sur un espace de Hilbert X et ¢ un réel strictement
posiif. Sout A, la foncuionnelle défime par
aa
Acla) = sup (Aly) = |l = yll*/2¢) (39)
wex
Alors
(1) A, est concave et différennable partout oi le sup est attemt dans (39)
() A(r) 2 Ar)  VreX
(1) sup A(x) = sup A(x) et les ponts o le sup est attemt sont les mémes des deux coiés.
Jer red

Pour la preuve de ces deux lemmes, voir [12].
Remarque 1112 La transformation (39) est connue en Analyse Convexe sous le nom de la

régularisation de Yosida ou de la transtormation par proximité de Moreau. Le Lagrangien augmenté
correspond 2 la régularisation de la fonction duale Jéfinie par (37) comme le montre le théoreme

ci-apres. o
Théoreme 1137 Avec la définttion du Lagrangien augmenté £, par
L, (up) = J(u) + 6.(O(u), p)
sout A, la fonctionnelle définie par
Ae)™ min £, Wpec (40)
i

On faut les hypotheses suivantes

(1) J est convexe, s.c 1. sur un ouvert O contenant U™ et Lipscluzienne sur tout ouvert borné B
contenu dans O. (est-a-dire que

VBeO 3Ls VwveB  |J(w)—J(w)| < Lslu-vl
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() U est bomé ou bien

iuklk € M} cu™ Jim il - oo = lim JaF) /et - b

(i1i) © est C-convexe et Lipschitzienne de constante T sur un ouvert O contenant U™
(1v) la condition de qualification des contraintes est vérifiée.
Alors,

(i) La fonction A, définie par (40) est bien la régularisée —au sens de (39)— de la fonction duale A
associée au probleme (36)

(it) le Lagrangien augmenté a au moins un point-selle sur U x C'*-

(tit) Les Lagrangiens £ et £, ont le méme ensemble de pomts-selle U x PP sur Y x C* et
U X C* respectivement

(1v) le Lagrangien augmenté L, est stable en u.

Pour la preuve, voir [12].
Remarque IL13 En I'absence de la forte convexité de la fonctionnelle /. P'utilisation du Lagrangien
augmenté 4 la place du Lagrangien ordinaire assure la différentiabilité de la nouvelle fonction duale
régularisée A, ce qui permet 'utilisation de grands pas p dans la mise A jour des multiplicateurs p*
et assure en méme temps la propriété de stabilité en 1. o

Algorithme IL8 (Algorithme d’Uzawa)
(i) Choisir p° € C*, poser k = 0.

(1) A I'étape k. résoudre le probleme d'optinusation

min £ (u.p") (@1)
el
soit u* une solution -
(i) metre & jour p* par
R Ry AN

»* (1 - ’-) 20t + coqty)
/e
(1v) fin de I'algorithme st |[p*~=" = p*|| est inférieur & un seuil, smon k — k + \ et retour en (ii).
Théoreme 1138 Sous les liypothiéses

(i) J est convexe, s.c.i. sur un ouvert O contenant U™ et Lipschitzienne sur tout ouvert borné B
contenu dans O, ¢’est-a-dire

VBeO 3lg  YuwveB  |J(w)—J@)| < Lyl -]

(i) st U™ n'est pas borné. alors

bk € N} cu™ Jim )] = +oo = Jim S/ k|| = oo
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(1) © est C-convexe et Lipscluzenne de constante T sur un ouvert O contenant U

(1v) 1l existe un powt-selle du Lagrangien L, sur U™ x C* (ce qui est assuré st la condition de
qualificaton des contraintes est vérifiée)

alors 1l existe une solution (non nécessarement wnique) au probléme d'optimisauon (41). St, de plus
0<p<2e

alors toute sute {(1. ")} engendrée par Algoruthme 118 est bornée et tout pownt d'accumulation
faible est un powt-selle de L, sur U™
Pour la preuve, voir (7).

Dans le cas ob © est additive par rapport A une décomposition de /. on peut aussi proposer
Ialgorithme suivant.

Algorithme 119 A I'étape k, connarssant u* et ph - calculer u* =" et g+ par

min, (K (u) + (') = K'(u*)) = ;(w;,(e)(u’).,,‘),e(u))) (42)

F ot pdl (Ot ). )
[ A W T Y
= (1 () + 111’1(7: +c0ut))

Théoreme 1139 Sous les hypothéses
(1) J est convexe. différentable. de dénvée Lipschitzienne de constante A sur U*
(1) © est C-convexe et Lipscluzenne de constante T sur un ouvert O contenant U™

(ui) Il existe un pomnt-selle du Lagrangien L, sur U™ x C* (ce qui est assuré si ] est coercive et la
condition de qualfication des contraintes est vérifiée)
é) de dénvée L sur tout

(w) K est fortement convexe de constante b et
bomé de U

alors 1l extste une solutton unique au probleme (42). St, de plus

0<e<b/{A+cr?)

o
0<p<2e s C={0} (contraintes d'égalié).

ou
O<psc st C#{0) (contramtes d'mégali),
alors la swite {(w*,p*)} générée par I'Algorithme 119 est bornée et tout pomt d’accumulation dans

L topologue furble est un pownt-selle de L, sur U™

Pour la preuve, voir 7).
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IL5 Régularisation d’inéquations variationnelles

Comme nous I'avons déjd mentionné dans 1" ction, il existe des opérateurs non
intégrables pour les * Agorithme bati sur le Principe du Probléme Auxiliaire ne converge pas vers
la solution du probléme posé (par exemple. I'opérateur de rotation de 7/2 pour lequel I’ Algorithme de
“gradient” diverge). Le but de la régularisation des i fati est de caleuler, A partit
de I'opérateur monotone original, un opérateur dit régularisé tel que la nouvelle inéquation variation-
nelle posée avec cel opérateur admet le méme ensemble de solutions que I'inéquation variationnelle
originale. et qui vérifie certaines propriétés pour lesquelles il existe déja un théoréme de convergence.

On régularise I'inéquation variationnelle (1) o W est un opérateur monotone en définissant
I'opérateur régularisé par

Wa(u) = y(w—(u))

ol 7 est un réel strictement positif et #(u) est la solution unique du probleme variationnel
) eU™ (W)t Y@B@) —w)or— i) =0 Yo eu™

et on pose le probleme régularisé qui est maintenant sa

ns contraintes  trouver u* € U tel que
W) = 0 (43)

Lemme 1140 St u* est solution de (1), alors u* est aussi solution de (43) et réciprogquement.

Lemme IL41 Si W est monotone, alors i vénpie I'hypothése de Dunn avec la constante .

La preuve de ces deux lemmes se trouve dans [15).

Au lieu d’appliquer directement 3 I'opérateur W I'Algorithme IL1. on pourrait appliquer a
P'opérateur régularisé W, qui vérifie hypothdse de Dunn.

Algorithme 1110 A Iétape k. connaissant u* et v* caleuler vt~ !

auxtharre

comme la solution du probleme

min
weld

NOK <~n,(n‘) - ]\"('u‘).u>} (44)

01 W () = A(uh =AY, oMY éant la solution de I'inéquation variationnelle

WY 4yt —d o=y 200 vweu (45)

Théoreme 1142 Si le probleme variationnel (1) admet une soluton w*  sachant que V., vérifie
U'hypothése de Dunn avec la constante . si K est fortement monotone et Lipschitzienne de constantes
respectives b et B, alors il existe une solution unique v**" au probleme auxiliaire (44). Si de plus

0<e<2/y
alors la suite {W(u¥)} converge fortement vers Wo(u')

converge vers 0 ; la suite {u*} est bornée et tout point d’ac
des problemes (1) et (43),

O, ce qui signifie que |lu* — v+ 1|
cumulation faible de {u*} est solution

Lalgorithme que nous proposons par la suite calcule «** ! de la méme manidre que I' Algorithme I1. 10
par contre pour le calcul de v+~ e plus par la résolution exacte de I'inéguation variation-
nelle (45) mais seulement par la résolution d’un probleme auxiliaire de minimisation.




IL6. Nouvel algorithme de résolution/régularisation

I1.6 Nouvel algorithme de résolution/régularisation

Algorithme IL11 (Paralléle en (. v)) A I'étape k. connaissant o' et % caleuler u*~' et v*~" en

résolvant les problemes auxiliires
)]

min [h,(.») F <w(u‘) byt — k) — 11,'(.*)..»)]
r ”

et

lI\’(u) t <w(n‘ —a*) -

Algorithme 1112 (Séquentiel 0 avant u) A I'étape k, connaissant v* et u* calculer v+ % et b

en résolvant les problemes auxilidires

min [«lk(w) + <wu-‘7 byt =) — lL'(r").r)]
” ”

el

min
ueld

l,\,(“) 4 <wt‘ ‘,‘A»l),él\"(u‘m>]

Lopérateur global [(u. 1) présent & chaque pas d"itécation de I'algorithime ci-dessus s'écri
(A =)
o) ( Blu.v) W) + (v — 1)
1 la particularité de véifier les propriétés suivantes
(i) A(u,v) est fortement monotone en « uniformément en v *

(ii) B(u,v) est fortement monotone en v uniformément en u -~

(ifi) I" vérifie I'hypothése de Dunn partielle par rapport 4 sa premidre composante avec la constante
9. 2 savoir
V), (W) €U x UM (A(wv) = A" !)ou — )
' nool /
+Blr) = B w')v = ') 2 Sl A ) = A
(iv) W (u) = A(u. () ob #(1) est la solution unique du probleme
(B(u.i(w). v — () 20 Voeu™
vérifie I'hypothise de Dunn avec la constante 7.
Les propriétés (i) (ii) et (iii) sont évidentes (¥ est supposée monotone). La propriété (iv) est une
conséquence immédiate e la propriété (iii) (Lemme 11.3). Nous démontrons ci-dessous cette dernire
propriété.
(A(w) = AQ ) =1y + (Blawv) — Bl o!).0 = of)
= A=) = (= o)ou—) F (0 — ) = (o =) v =)
F(W(v) — V()0 =)
Al =P+ Al =P = 2y(u — '\ v =)
= A=) = @ =)
1
= G - Aa)P

2
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Dans le chapitre suivant, nous démontrons la convergence de I'Algorithme IL11 dans le cas d’un
el qui véritie les hypothéses (i) et (iif)

opérateur ' non nécessai issu de la
ci-dessus.



Chapitre I11

Hypothese de Dunn Partielle et Forte
Monotonie au Premier Niveau

IIL.1  Algorithme paralléle

Dans ce chapitre, nous montrons la convergence de I'Algorithme biti sur le Principe du Probléme
Auxiliaire pour un opérateur défini sur le produit de deux espaces et qui vérifie la forte monotonie
au premier niveau et hypothése de Dunn partielle par rapport A sa premiére composante. Le pre-
mier paragraphe est consacré au cas de la résolution d’un sysiéme composé d’une équation et d’une
inéquation variationnelle. Dans le second paragraphe. on s'intéresse au cas b Ialgorithme est appliqué
A la résolution d’un sysieme de deux inéquations variationnelles.

Nous considérons deux espaces de Hilbert ¢ et V. de dimension quelconque (éventuellement
infinie) et munis d’un produit scalaire noté (-.-)

Les topologies forte et faible sont des topolo;
et au produit scalaire et Y* et V* sont leurs duaux respectifs.

Soient U™ C U et V¥ C V deux sous-cnsembles convexes fermés. Soit T une application de
Ux V dans U x V*. Lopérateur A (respectivement 5) désigne la composition de I avec la projection
canonique sur U* (respectivement sur V*). Nous posons le probléme variationnel suivant — trouver
(. 07) € U x V™ tel que

(12

espectivement i la norme [|-|

{ (AQ* o' )u—u)y 20 Vueus "

(B(u'.v*)r =)y >0 Vuey™

Nous noterons 7i(x) la solution paramétrée par u de I'inéquation variationnelle suivante  trouver
#(u) € V* tel que
(B(u,#(u)).v —i(u)) 20 voey

Nous définissons I'opérateur €(u) par

Qu) = Au.ii(u))

LI Nous I'inéquation vari en u suivante  trouver 1t € U tel

que
Q) u—u)y 20 vueu™ (2)

Soit u* une solution de (2) et * = F(u*), alors (1) est une solution du probleme variationnel (1)
(voir Lemme L), o

31
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Algorithme IIL1 (Paralléle en (u.v)) A ['étape h, connassant u* et v* calculer ub" et o**' en
résolvant les problémes auxilaires de mmunnsation

n [11\‘(.1) + <A(u‘.m - 11(/(1Ak).’ll>J
€ €

)

Pour la preuve de la convergence de I"Algorithme TIL1, nous faisons les hypothéses suivantes
existe des constantes positives telles que, Vi, 1z € U™ et Yoy, vy € VX

min [—'L(u) N <B(u‘ oy L
» P

eyt

il

A 00) = A o) € Ylion =]
181 0) - Bluz.o)ll < Zliwr ~ ez
1BGu. 01) = B, o)l < Tlhn — oall

15" (1) = K'(u2)|| < Clln =zl

IL ) = L)l < Dljor — wal
(Blr,01) = B(ugoi), o — 1) >ty — oo
(") = K2 i — 1) > el — il
(L) = K)oy = 02) > oy =l

(Alur, 01) — Az, 1) 11 = u2)
1
+ (Bluy, ) = Blug, 1), 01 ~ v2) > ;\Iﬂ(ﬂm’x) —Atwn)l* 3

Remarque I111.2 Dans le cas ou I'opérateur global I est I'opérateur de I'algorithme de résolu-
tion/régularisaton simultanées, ¢’est-a-dire

: Ay (-
Tlr,) <B(u‘:') ) ( V(o) + Y(w—u) )

les constantes Y Z, Tet f sontestimées 4 Y =9, Z =T =4+ yett

Remarque I1L3 L’hypothése (3) de Dunn partielle avec la constante  entraine la propriété de Dunn
de I'opérateur €2 avec la méme constante 5 [15. Lemme 11L10. p. 36]. o
Lemme IL1 Sous les hypothéses ci-dessus,

Vg €U [i(n) = 3(um)|| < Sl — |

o S = Z/t. Dans le cas oi I'opérateur global T est I'opératenr de Ualgoruhme de
résoluton/régularisation simultanées. S = 1.

(1) et 12 = i(uz). Ces éléments véritient respectivement les deux inéquations

Preuve Posons v, =

variationnnelles
(B(uy,v1),v —m) 20 W ey @)
(Bua.v2).0 —12) 20 Vo e v )
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En additionnant (4) avec » = 17 4 (5) avec ¢ = 1y, nous obtenons
(B, ) = Bltig. v1). vz = v1) 2 (Blua. v2) = Blaia. vy), v2 = v1)
D'une part, nous avons I'inégalité
(Bluz, ) = Bluz,vn), v = 1) 2 tloy = wa|*

Jautre part,
(B(ur. v1) = Blaz.v1)v2 — v1) < Zlwy = walfJoz = wi]

Par conséquent,

z
o = vall < Zfay —

111.2  Convergence de I’Algorithme IIL1 dans le cas particulier ot V* =)

Théoreme 1112 Sous les hypothéses du b1, & partr de (1. 0°) € U x V¥ I'Algorithme IL1 en-
gendre une suite {(u*, %)) bien défmie. De plus, il existe une fonction [ dépendant d’un paraméire o
et de p telle que. pour tout &> 0 ¢t st

2adt

) _ Zodt
V<< mra (6)

alors (., p) > O, et st de plus
0<e< flap) (7

alors la swite {(n*,v*)} est bornée et tout pomt d’accumulation faible 7 de la suite {1*} est soluton
de (2),

Remarque I11.4 La borne maximale sur p croit de fagon monotone de 0 4 2d¢/T? lorsque « passe de
04 +00. Donc, du point de vue de (6). le «v optimal est vers 100, Cependant, ce choix est défavorable
4 (7) puisque f(c.p) tend vers O quand o tend vers +oo. D'autre part, quand p s’approche de sa
borne maximale, la borne supérieure de < tend vers (). Celle-ci est maximale pour au moins une valeur
de p dans |0.2adt/T3(1 + o)[. En appelant D, le domaine de convergence défini par (6) et (7), on
obtient un domaine de convergence maximal avec D = D, o

aeRM\{0)

Preuve Nous dcrivons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité vérifiées par ', v*

e .
b 2 k) b et ph4

(A o) —ut) =0 Yueu™ 8)
@) —u) =20 Yueu™ ©
Blu' ') =0 (10)
Bt wh) =0 an

El [(Wt ) = W =] + (AGRh)— by 20 vuew a2

/l‘ [Lw@ - £ah] + Bt b =0 a3
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Soit la fonction de Lyapounov © définie par (i, v) = & (u) + do(v) + da(u.v) ob

®y(u) %[l\'(y") = K(u) = (K'(u).u* —u)]

®y(n) [Le*) = L) = (L'(v). 0" = )]

L
7

D, 0) = ‘7: [L(()) = L(v) = (L'(0). i) — )]
0l ¢ est une constante strictement positive.

(ADFT =@yt !) - &y (uh)

LTty = 1) = (K by — M”)] p 1 [(1\"(u‘) K'Yyt — by

<
La forte monotonie de A" mene i
P
En utilisant Uinégalité (12) avec u = u* nous arrivons &
52 (AWt )t =ttt
et en prenant u = ' "' dans Vinégalité (). nous arrivons 2 la relation suivante

52 < (AR oh) — At o)t = by

(14)
(15)

(16)

Comme I'opérateur global vérifie I'hypothése de Dunn partielle (3), nous obtenons I'inégalité suivante

5 < 7\\;&(.&.#) — At )P

F (AR 0F) — At ot) b = at ) b (Bl o) — Blutot) ok —vt)

Nous arrivons donc  'inégalité suivante

' -
B € st — P = AR ) A )R

F AR ) =A@ o) [lnh =t + (Bt o) = Blu® ot),0F = 0ty

D’autre part,
(B = @) = @a(eh)
= /—1, L) = LMY = (U(v*).

,m)] 4}% [(L’("*) — LY, 7',kol)]

La forte monotonie de L' méne a

P —

LR
="

En utilisant les égalités (10) et (13), nous arrivons &

sa = (B(uk . o%) = B(u® ") 0" — ¥y 4 (Bah
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A 'zide de (11), nous pouvons écrire

se = (B(uh o'y = Blub wh) ot =AY
R e |

Nous arrivons donc 2 I'inégalité suivante
d - .
(Aot < =l — M (Bl o) = B(u"0). 0" — o) + Tt — et ot = o)
Nous aboutissons finalement &

e e bt b ket _ h2
(A + (e s ol =t —Z—/‘H” i

[LAG* 0%y — AQe o) P
FILAGE by = A o)l = b Tk = et = )
Par ailleurs,
(ADF = B ) = ()
= o Bt = L)+ ) = L) = A ) 00— o)
a

-3 [L(w‘) — LMY — (LA ot - HM)]

L R N N e R ]

< Sy & [weh - cer et oy
% v
e - - =

a

+ [L(m“')—L(w*)%ﬁ(/.’(n"‘),u:‘ Wkt )
» »

A Laide des égalités (11) et (13), nous arrivons

o = alBt oh), wt =0ty
= (B, o) = Bt wt), et =ty + Bt o) = BOF wh), ot — oMy
< —atlt — P+ aT ot — ettt =t

Par ailleurs.

o < ‘7: (L) wh™h = by %hu“‘ —whP
Donc
57458 < %Hw“" —wt|? + %<L’W) — L), ot k) %(L’(n") — L (MY, whH — k)
A I'aide du résultat du Lemme 1111, nous arrivons &
aD: aDS|

s
ld =t — b2 ==l
»

574
TEN=T,

e |
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Par conséquent.

ad . .
(Agit < 727””./-‘ PP —atllet — w4 aT ot — ettt = ot
aDS? aDs )
T R B U L R |

Nous arrivons finalement 2

Ayt bt

‘

2

1
~ LAt ot
S

aDSs

aDs?

Ny (b k)

1 d
: ) Jh= — b — %H,-H Z P~ atfloh — k]2

— A )P+ [JA@R o) — AGe o)l =)

e e e P T |
"
)Tt = wh et =)
1
= —Hme

ou (T = (JAGF . F) — A
symétrique suivante

Nous montrons maintenant qu

(o)t = b [ = b [t = b)) et o M est la matrice

Z 0 0 -1
b
0 2t (e 0D
7
: "
0 (1 ey Ut oD
r ”
aDS 7"[)5 < aDS?
) » B P

st possible de choisir les parametres p et £ de telle sorte que la matrice

M soit définic positive. Cette dernidre propriété se traduit par les quatre conditions suivantes

qui sont évidentes, et

di(a,p) =

2

)
0

250 O 50
7 2at

di(ap) >0 dyoep) >0

2 0 0
5
) 20t ~(1+ )T :2“”‘—;)’31(/‘) 7
0 —(1 )T (14 a)d Y
0

Pi(p) = =pT*(1 } @)  20udt (18)
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et da(a.e.p) = det(M), ¢ est-d-dire
200 (L4 )T 7$ 0 200 —(1+a)T
(.. p) 1+ a)T (Lt a)d _abs + 0 -0 +aT (4 w)d
” ” ”
_aDs _aDs (5 _ uDSZ) o _abs aDs
» ” E » »

Le deuxidme terme ci-dessus s"avdre &tre égal & —d; (v, p)/2. Quand au premier. il est développé
par rapport A la dernidre ligne. On obtient alors

. 2ot 0D (0 rmr 008

2008 N m

dfo.cp) = T2 -

S S

sy 0D (+a)d ol

” r 3

2
| ( # - %) (. p)

202D%5?
”r

La condition (17) est véri

. aDS?
(2p(at + (1 +@)T) + (1§ @)d) + (‘E 4%

) di(oep)  (19)

¢ pour p tel que

2ot

0P v (20)

Pour s vérifiant cette dernire condition, la condition (19) peut se traduire par la nouvelle condition
sur £
0<e< flap) @y
ou
Haup) 2vypcdy (v, p)
ap) =
f Y2 (2aDS? +3p) (v p) + 402 D252 (2p (ot + (1+ a)T) + (1 + @)d)

Nous pouvons donc conclure que sous les conditions (20) et (21), la matrice M est définie positive.
Par conséquent, A}*! est négatif. La suite {$(ut.v5)} - {@(u*) + ®2(0F) + ads(uk vk)} est
décroissante.
De (14), (15) et (16), nous déduisons que
@h) 2 it -
) > Lt o
=
d
Bi(uh o) > “27”.,-‘ — |

Donc.

. i d
Pk > Sl =t P e et — o2 i 2
Py 2l i gt = gt



3 Chap. IIL. Hypothése de Dunn Partielle et Forte Monotonie au Premier Niveau

+) est done positive décroissante, elle est alors convergente ef la ditférence entre deux
cutifs tend nécessairement vers 0. Nous en déduisons donc que la suite {¢*} converge
tortement vers (0.0.0.0)7  Cest-a-dire que [|A(u* . 0f) — A(ut o*)||, [[ob = wh|) lut "t = ub]] et
[[o*+1 — v*|| convergent fortement vers 0. Comme la suite {®(u*.v¥)} est convergente, elle est
bornée et nous pouvons affirmer que la suite {u*. v*} engendrée par I’ Algorithme TIL1 est bornée. La
suite {w"} définie 2 partir de w* par w* ! Fi(u") est aussi bornée. Soit 7 un point d’accumulation
faible de la suite {u*}, nous considérons la sous-suite {k,} telle que {*} converge faiblement vers
7. Nous montrons maintenant que 7 vérifie I'inéquation variationnelle (9),

La suite (1
fermes cons

D’une part. nous avons,
6k — Q@) =A@t ety = Aty

[[AG@E k) = At M| AGE o) = At )|

Yilwh = of |4 LA ot — A

<

— oH|| et [JAGuF 0%y — A(u* . 0*)|| convergent tous les deux fortement vers (0, il en est

Comme ||
de méme pour [|2(u*) — Q(u")|
D’autre part, comme € vérifie 'hypothdse de Dunn avec la constante 5. nous pouvons écrire

Vinégalité suivante

5

(1) — Qur). T =ty = = xm) - Qb

Comme u* converge faiblement vers 7 et Q(u*) comme nous venons de le voir, converge fortement
vers Q(u*). par passage A la limite quand k, tend vers infini dans la dernidre inéquation. nous
pouvons déduire I'égalité

Q) = Q')
Par ailleurs. I'inéguation variationnelle (12) 4 pour conséquence

> l,(/\"(u“’y — K'(u¥ )bt — )

Yu e U™ (At by — o

o
e [ i [ PRy |

Par passage 2 la limite dans la dernidre inégalité pour la sous-suite {k,} et du fait que A(u*,v*)
converge fortement vers A(u*.v*) = Q(u’) et qui n’est autre que (), nous obtenons

VueU  (Q@).u-T) >0 (22)

re et suffisante d’optimalité du couple (77, 7(1))

La relation (22) est équivalente 2 la condition néces
L]

(cf. Remarque 1L 1).

1I1.3  Convergence de I’Algorithme II1.1 en présence de contraintes de type
pad

‘Théoreme 1113 Sous les hypothéses du SHL1, @ partir de (u0. o) € U™ x V™, I'Algorithme IILI en-
gendre une swite {(u*.v%) bien défnie. De plus. il existe une fonction g dépendant d’un parametre o
et de p telle que. pour tout &> 0 et si

O<pe 72% 23)
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alors g(o.p) > 0, et st de plus
0<e<glpa)

alors la suite {(1*,v¥)} est bornée et tout point d’accumulation faible 7 de la suite {u*} est solution
de (2).
Preuve Nous ¢erivons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité vérifiées par u® v

et~ gy e -
wk E ) b e pht

(A v ) u—u)y >0  Vueu (24)
(Bt v')v =1y >0 Voev @s)
Q) u-u)>0  veeu (26)
(Ber wf) v —wk) >0 vee v @n
R R S R R G R P )
{l[(l,’(u“ L’(w‘).n-w‘“)] F (Bt o= oF Yy >0 Vee v 29
)

Soit la fonction de Lyapounov & définie par (1, ) = (1) § ®2(0) + Pa(re 1) 1 a(w.v) on

() = %[K(u‘)—I\'(n)—(l\"(u).n'—u)] @
Ga(v) = %[L(v')—L(u)—(L'(w),u'—u)] a1
e = 2 (L6 - L)~ (i) - o) &)
Byur) = (Blww). 0 — i) IE5)

ol v est une constante strictement positive. Cette fonction de Lyapounov n’est pas différente de la
précédente (voir §111.2) dans la mesure oil @4 = 0 lorsque V4=V Ona

(At = &b - by (uh)
[K(u*) — K@) = (K (ub), b — b '>] +é [(A"(u*‘) — K'Yyt — by

1
e

La forte monotonie de X" mene
LTSt k2
851 £ —==|ju - u
<1 [

En utilisant I'inégalité (28) avec u = «' nous arrivons 2
52 < (A@r k)t —atty
et en prenant w = 1**! dans I'inégalité (24), nous arrivons 2 la relation suivante

5 < (A At vt ut — k),

Comme Iopérateur global vérifie I'hypothése de Dunn partielle (3). nous obtenons I'inégalité suivante

n < —%NA(M,M‘)—A(u',v‘)Hl

(AR DY) — At v*) ot =T (B k) = Bt ot) ot —v)
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Nous arrivons donc finalement 2
c

(@Aptt <

+lAGH oh) = A )l =t (Bt oty - Bt ) oh — 0ty

D’autre part,

1
=2 = j\A(n&n‘) — A o)

(D) = @t — @y(sf)
i

= /1 LM = LM = (L)oot =0t + % [t = et or - by

La torte monotonie de L' méne &

d
P Al _ b2
1S =gl =

s

En utilisant les inégalités (25) avec » = of et (29) avec v = v* nous arrivons i

s € (Blut oh), ot — k=)

< (Bt ooty = B(ut 0t) 0t = ob) 4 (Bluh ok), oh — oty
ouerr -y

Nous pouvons écrire ss Je la maniére suivante

so=

(B oty = Blut k) b — oMYy (Bt ) b = b
< Tt =t flflet = 4 (Bt ), ot = by

Nous arrivons donc 2 I'inégalité

. d
(B! < *Z—FHY‘”’ =M+ (Bt ob) = Bl o), 0" - o)

+ b = wh o+ =M+ (Bt by b — Y

Nous aboutissons finalement &

« d e 1 N
AP (Bt = gt == T o - A o) - A o)

Par ailleurs,

+AG* 0N — At o)t =B+ Tt =kl =k
+ (Bt wh) b =ty

At = Dt o) — (it ob)
(As);

_ % [L(wm) L") + k) — Lh ) — (LR k! — oF*) 4 (L (o), 0 —u“)]

a

L) = D)+ (L)t = ) = (L, =y
»

[

4 j—’, [zatn - Lty + %(L’(w‘"),w‘ — )

= eeh -t
v

s

LAk = ok*hy

_ﬂm,m Z oM+ by — L), b — oy
2% ol

<
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A 'aide des inégalités (27) avee ¢ = of ! et (29) avec ¢ = w*  nous arrivons
so < alBut bt = oty
< (B vF) = Buh wh), b = ok (Bt B(uk wky ok — ok by
< —atltf = w*|? + aTfe* —wb|loht = o)
Par ailleurs.
s < % F) k= k) }gH’H“'l—uv*HZ
Donc.
ab i 2, By Qg ket etk
51t < et = R+ (L(u Y= L'y ke );;(L(r Y= L'@* Yottt —wk)y
7
A Paide du résultat du Lemme L1, nous arrivons
DS DS
I e ey N [t R T |
Par conséquent.
ka1 vl k1 A2 b A2 b k Al A
LA et (ot R L [
erS DS
e e U [ T R U
D’autre part.
(Aq)}™! (Bt b b =k ) < (Bt wk). ot — k)
= (Bt ek I7.1* ') FBat why et by (Bt k) btk
S (Bt wt ) = Bt ety bt — b (Bl wf). b — bty
+ (Bt k), bt k)
Nous pouvons écrire sy de la manidre suivante
= (Bh Lty = Bk by oM — ) (B k) = Bk o) o - k)

so =
(BEr k) = Bt wh) r ok b — ket — b

V(BT k) — Bub by bt —ob b b -ty
TSt — k| [\Iw"' —oM et 7”1‘\\] — ittt -t

1A

+ Z[E k| [W*' — oM+ ot =t 1 Sl 71,*”]

ZSr = b2 4 (TS 1 2t =) [u.v**' — o -w‘||]

In

Grice a inégalité (27) traduisant I'optimalité de w*, nous déduisons 1'inégalité ci-dessous

s10 = (Bb k) wh — by <0
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Par conséquent.
(AN < 28|ttt — b (TS + 2) b~ =t [”w‘ — b+ ot —woh
3 (Bt wh), oM =)

Nous arrivons finalement

AP = @t oMY — Bt o)
5T ¢ ! .
< (254 abs —i) ket — = & *") O b b2 — o — b2
2
- %H.A(n‘.n") — A@' )|+ AGP oh) —A(1l'.n')||||'u““ —at|
S i 1
' ('r.s'+z+ "‘Z )“m*' =t [l = ot ot - o)
+ (L4 )Tl = W[l = ot
Lk T ek
= 2(( VM
ot ()T = (LA@R oK) = At ot et = bl R = o [ = ) et o M est la matrice

symétrique suivante

z 0 0 -1

B

0 20 —(l+a)T (45 —z- ‘Lﬁﬁ)
0 —(4 T “t—‘“)d ( TS~Z—aD5)

' S 2
-, (_7 Z_uns) (_Ts'vz—"n'()) (5 aDs? 225)
” ” €

Nous montrons maintenant qu'il est possible de choisir les parametres p ef & de telle sorte que la matrice
M’ soit définie positive, Cette derniére propriété se traduit par les quatre conditions suivantes

2
2.0 3 Ol
v 0 2at
qui sont évidentes, et
Ao >0 dyae) >0
avec )
E 0
5
Al =|0 200 —(11a)7T |- 2LORE) (34)
R
0 —(4ar UEad
]
ob

Pi(p) = =pT*(1 + @) + 2adt a3s)
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et
dyac=p) = de(M)
2at (1 + )T (_TS‘ e nns>
»
2 .
] =14 T atoyd ps_ g aDs
7 L
(_.m 7 um) (_1
»
0 2at —( T
o ~(1tmT (1 +a)d
»
—1 ("r.s'szﬂ) (—Tsfz,ﬂ)
r P

Le deuxieme terme ci-dessus s'avere Stre égal & —vd) (o p)/2. Quand au premier, il est développé
par rapport & la dernidre ligne. On obtient alors

2 (nl)h‘

Ay p) = - n

2at (—TS - ﬁ)
»

TS Z) x

~(L+a)T (—TS —7- ﬁ’-i)
»

—(+a)T (-’l:s‘ -z~ ’—‘D“) o (Jrs -z- —"')S)
» » »
¢ aD$t oy
+ (; - s - 3) di(a.p)
= 7;3 (aDS + p(TS Z))Z @pat + (1 +)T) + (1 + a)d)
¢ aD$t 5
+ (; - oz - E) i p) 36

La condition (34) est vérifiée pour p tel que
20t
T>(1 +a)
Pour p vérifiant cette dernire condition, la condition (36) peut se traduire par la nouvelle condition

sur ¢

0<p< (37)

0<e<g(op) (38)
o o)
 2ypedi(p)
e )
avec
gilaep) = 3 2aDS? + p(4ZS + )] dy(a. p)

+4[aDSs +p(TS + Z)]Z [2p(cxt + (1 +)T) + (1 + a)d]



ielle et Forte Monotonie au Premier Niveau

44 Chap. 1. Hypothése de Dunn Pay

Nous pouvons done conclure que sous les conditions (37) et (38), la matrice M est définie positive.
Par conséquent, AF"! est négatif. La suite {®(ut 0F)} = {dy(uh) 4 ba(0¥) + da(ut vF)} est
décroissante.

De (30), (31) et (32). nous déduisons que

.
e e
& Ay e
T
R Ll
byt h) > ,.L’Hwbm‘ul
=y
Donc. comme 4 (ub. v%) est positive.

g d d
Dt oty =t =P 2’—/,”.-A — v.z’—ﬂu:* —ut?

La suite ®(u*, v*) est donc positive décroissante, elle est alors convergente et la différence entre deux
termes consécutifs tend nécessairement vers (. Nous en déduisons done que la suite {¢*} converge
fortement vers (0.0,0.0)7  Clestadire que [|A(*. %) — A(ut v*)||, [[o* = wh]|, [lh =1 — u¥|| et
[[t*=1 = v¥|| convergent fortement vers 0. Comme la suite {(u*.v*)} est convergente, elle est
bornée et nous pouvons affirmer que la suite {u*. v*} engendrée par I"Algorithme IIL1 est bornée. La
suite {w*} définie A partir de 1t par w* ' Fi(u*) est aussi bornée. Soit T un point d’accumulation
faible de la suite {*}, nous considérons la sous-suite {k} telle que {u*} converge faiblement vers
7. Nous montrons maintenant que T vérifie I'inéquation variationnelle (26).
D'une part, nous avons

o6k = Q@) = JAGH wb) =A@t o)
[lAG 0y = AGtob)|| + LA oK) = At o)

<
< Yt —ob| 4 LA 0R) — At et

Comme [[w* — v et [[A(u*. 1) — A(u*.v*)|| convergent tous les deux fortement vers 0, il en est
de méme pour [[Q(u¥) — Q(u*

D'autre part. comme €2 vé
Vinégalité suivante

fie 'hypothése de Dunn avec la constante 7, nous pouvons écrire

(Q(7) — Qak). T — k) > %|\xz(m — Q)|

Comme % converge faiblement vers T et (u*), comme nous venons de le voir, converge fortement
vers (u*), par passage 2 la limite quand k, tend vers I'infini dans la dernidre inéquation, nous
pouvons déduire I'égalité

Q@) = Q')
Par ailleurs. I'inéquation variationnelle (28) a pour conséquence

vuelu™ (AR u—ubTl) > (KRN = K F) u - Y

1
€

)

> e

e

Par passage 2 la limite dans la derniére inégalité pour la sous-suite {k,} et du fait que A(u,
converge fortement vers A(u*,v*) = {(u*) qui n’est autre que $2(7). nous obtenons

Yuelu™  (Qm).u-T) 20 (39)
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La relation (39) est équivalente i la condition nécessaire et suffisante d*optimalité du couple (7. 7(7))
(cf. Remarque 1IL1). 4






Chapitre IV

Algorithme de Résolution/Régularisation
Simultanées

Duns ce chapitre. nous montrons la convergence du nouvel algorithme de résolution/régularisation
simultanées. Nous donnons le théoréme de convergence de la version parallele dans les deux cas od
le probléme original est une équation ou une inéquation variationnelle. Nous montrons également la
convergence de la version séquentielle de I"algorithme ( avant u) dans ces deux cas de figure.

Soient W une application d’un espace de Hilbert &/ dans son dual 4* et U* un sous-ensemble
convexe fermé de 4. 12opérateur W est supposé monotone. On pose le probleme variationnel suivant
trouver u* € U tel que

(W) ou—u'y 20 Vuey (1)

On régularise I'inéquation variationnelle ci-dessus en définissant 1'opérateur régularisé par

W) - (= i(u)

ol 5 est un réel strictement positif et 5(u) est la solution unique du probléme variationnel

) €U (WEW) +1F(w) = w)v — (@) 20 Ve e U
et on pose le probléme régularisé qui est maintenant sans contraintes  trouver ' € U tel que
Wa(ut) = 0 2

Nous rappelons 1'équivalence entre les problemes (1) et (2) (voir Lemme [1.40). Nous avons aussi le
résultat suivant (voir Lemme 111.1)

Vi €U [TGn) = B(u)|| < llw = wal| (3)

IV.1 Algorithme paralléle

Algorithme 1V.1 (Parallele en (u.v)) A I'étape k. connaissant w* et v* caleuler w**' et %
résolvant les problemes auxiliaires de minimisation

min [:l_l\’(u) t <~,(uA -y = _ll\"(u").u>]

min [lL(rJ + <\v(,‘; +y(h =) = L’(:"A)m>]
» »

]

47
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Nous taisons les hypothéses suivantes il existe des constantes positives telles que. iy 1z € U et
Yoy, v € UM

W) =)l < Alley — ol

1K/ (u) = K')| < Cllwy =gl
L) = L'(m)| < Dljen =l

(') = K)o = w2) 2 ellwg = wal?
(L) = L'(ma) oy = 02) = dl|oy — v

Remarque IV.1 La constante de Lipschitz T introduite au §1IL1 est telle que Vi € U et Yoy, v €
U W) — ¥(vz) + v(vr — )| < Tlloy — vz|. Elle est estimée a (A + ) et la “copie” de la
démonstration du §IV.1.1 mene & des conditions de convergence sur p et £ ot T est remplacée par
cette estumation. Cependant, dans I'exemple ot W est I"opérateur de rotation de 7/2, la constante T
s’avere intérieure A cette estimation. o

IV.1.1 Convergence de I’Algorithme IV.1 dans le cas particulier ou ' = U

Théoréme IV.1 Sous les hypothéses du IV.1, a partr de (o, 1°) € UxU, I"Algoruthme IV.1 engendre
une suite {(v*,u*)} bien défine. De plus, i existe une fonction f dépendant d’un paramétre et de
p telle que. pour tout o > 0 et st

e e 20y .
STt a) )

alors f(ev, p) > O, et st de plus
0 <e< flo,p) (5)

alors la sutte {(v*,u*)} est bornée et tout pomt d’accumulanon fable T de la sute {u*} et de la
suite {v*} est solution de (1) et de (2).

Pour la preuve de ce théoréme, voir le Chapitre T1I.

IV.1.2  Convergence de I’Algorithme IV.1 en présence de contraintes de type /*!

Théoreme 1V.2 Sous les hypothéses du 51V.1, & partr de (u°,1°) € U x U™ I'Algorithme V.1 en-
gendre une swite {(1*,v*)} bien défime. De plus, il existe une fonction g dépendant d'un paramétre o
et de p telle que. pour tout & > 0 et st

ND<p< 2ady 6)
, < 20
ST a) (©
alors g, p) > 0, et si de plus
0<e<glenp) 0

alors la swte {(u*.v¥)} est bomnée et tout pont d’accumulation fable 7 de la suite {u*} et de la
suite {v*} est solution de (1) et de (2).

Pour la preuve de ce théoréme, voir le Chapitre I11,



1V.2. Algorithme séquentiel

IV.2  Algorithme séquentiel

ant w) A l'étape k, connaissant o* et vt caleuler o+ Vet b1 en

de minimisation

Algorithme 1V.2 (Séquentiel
résolvant les problemes auxiliai

vl

min [lL(:-) + <\v(w‘) Fy(et =) - lL’(ﬂ‘)-">]
» »

ueid

min [l[\'(u) F <7w —t - /\"(n‘).u>J

Pour la preuve de la convergence de 1'Algorithme IV.2. nous faisons les hypotheses suivantes il
existe des constantes positives telles que. Yy uz € U et Y.y € U

1) = W(o)|| < Afln = 02|
I8 (w) = K'(w)| = Cllay = e
[L' () = L' < Doy = va|

(W' () = K)oy —wa) > cfluy — wa?
>

(L) = L(a)omn — 1) = dlley =l

1V.2.1 Convergence de I’Algorithme IV.2 dans le cas particulier ol /"' = U/

Théoreme 1V.3 Sous les hypothéses du §1V.2, a partir de (10.4°) € U xU, I'Algorithme IV.2 engendre
une suite {(u* v*)} bien défmie. De plus. il existe une fonction h dépendant d'un paramétre « et de

1 telle que, pour tout a > 0 et si

0 < p < min (
alors hia.p) > 0, et si de plus
0<z<hla.p) ©)

alors la suite {(u*.v*)} est bornée et tout point d’accumulation faible T de la suite {u*} et de la
suite {vh} est solution de (1) et de (2).

aires et suffisantes d’optimalité vérifiées par u*

Preuve Nous écrivons les conditions néc
Gt "
wh k), b e b

wu') =t (10
(') - 0 an
w(wh) § oyt =ity =0 az)

! (K’(u"') I\"(u‘)) byt oty =0 13)

(14)

[LeH Y = aH] + 6h) + 0t - )

Soit la fonction de Lyapounov & définie par ®(u.v) = (1) + Ba(v) + da(u,v) od

By(u) - % [K() = K(u) = (K'(u). " = )] as)
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&y (1) = % [Liw') = Lw) = (L' (v). 0" = )] (16)
Ba(v) = 7%”1v —w? an
Dy(1.v) = % [L(#(w) — L(w) — (L'(w), () = v)] (18)

Ol ¢ est une constante strictement positive.
(AN = oyt - @ ()
{I((u‘) — Kk — (K (b, b — .L"f')] +§ [(A"(u*) — K@Y — bty

1
£

« “

La forte monotonie de K’ mene i

LT e k2
s ot -
2 I
En utilisant I'égalité (13), nous arrivons i
sz =yt = okt )

Nous arrivons donc a I'inégalité suivante
O L R )
D'autre part,
(B} = @yt~ @o(ot)
= LUt - L = . - )] 4

[(Lr(”k) — L) ut = oAty

P

La forte monotonie de L’ mene &

d
S gt =
2

En utilisant les égalités (11) et (14), nous arrivons &
sa= (W(F) = W(at), 0t = oF) + (U(F), of — 0P ) (o — bt — b))
—
<0
sso= (U(0F) = W(wk) — y(wh —uF) ot — okl
= (W(F) = (k) v* =AY 4 (b =t oh = o ) oy (uf — o b - Ry
Nous arrivons done 2 I'inégalité suivante
d A
(M) < ‘z_,,”"m — Ry f -t — %)

+ oyt = wh oh =) () — k), ot — pEY
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Nous aboutissons finalement &

d e
[ O R I v et

4oyt =t =ttt Ry () = (k)b - R
Flt =t ot =y gt = =t

LT

= 7%\]1! — FIE = Al — o

e A
- Z—HVL to I
7
+y(ut = ot

Fyt = b ot

b= (b)) = Wty ok =Ry
i1y

ut =
Par ailleurs.
[0S e A N EL A}
R R
- %Hr"‘An‘Hz Pk =k et =
Nous arrivons maintenant &
@it s @t @

! ket A2 d At Az A
e
< -l =g =1

12+ gt — ot ah =t
FU(R) = W) o — ATy bk ok Ay %W" R

S T LR A B

+ (e
d

_zium'* k| - 2’—”1*“’ — R =l =Ryt — ot b bty
3 7

+ (k) = Wik oh

I

4t =tk = et o 2t

oot bk — oAb by
C it b= (e ) Il =t i
) ). =) 0 = ki)
et ey
Par ailleurs.
(B! = bl )y )
A = L) IO = ) = A ) 0k
"

-3 [L(v‘) — LM = (L) -]

+% [L(,UM, — L) b (L) oak =) — (L h ) ekt = oh )

B A D P O I SO
Dokt = 2 2 (L) — 2t ot = o]
"

x

XLty -L(w*')] 4 '/—:(l/(M*').w‘ — k|
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A Paide des égalités (12) et (14). nous arrivons i

so = aU(ek) 4 (0t — byt =t
= (W) by — by = W) — (et =)k — bty
= a (W(k) = Byt = oF) Wk = Wiak) ot - o*h)
NS Gt

<0

— ot = w2 an(eh —ut ot -ttt

Par ailleurs,
)
<l [(L’(nl‘j. Wkt k) ’—uw‘*' -wuz]
» 2

Donc,
87 1 sy
/.1) )
< Hu —uh|? + —(L(u- )= Li*). bt — ) 4 ’/—“(r/(m — Lk ek by
D [)
< “’ gt =iy Lun‘ [ |

Par conséquent,
a5 HIE -+ adw(oh) — wiaok).oh — o)

. od, .
@ < =gl = R et~

tl)
Fay(h =k b —ohety 4 W*' — k|2

ab, .
el =) [t 71#” S|
Nous arrivons finalement &

A= @bt o) gt oh)

. 1+ a)d -
< )nu* L ((Z—” ' 1) A=t = w2 = ot — k|2
— At = oMyt =t b =l (1 a)(W(h) = W(k) ot = Py
R e S S Y ST S
F(L+ )yt — b b — b ')+—||u‘l b [uw‘ — ) R —ob
. 1 +ayd
™ ‘-
< Yt 7(T+Z o1 = o4 = ot = b

— e = o 4l = Al ]
O (A et — ket -

,m N ab "
nu‘ LT [ P TS (T m) [l =) ffo*t = ok

| Tl [ el |

= —5« S

ob (¢ = (lu = Mot =kl ot = oA it = F]) et o M est la matrice symétrique
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suvante

0 - )
200 ~(1+a)(A+7)
1 +a)d
—(1L+a)(A+7) ¥+
oD oD
- -,
” »

Nous montrons maintenant qu'il est possible de choisir les parametres p et & de telle sorte que la
matrice M soit définie positive. Cette dernidre propriété se traduit par les quatre conditions suivantes

23 0
290 o 200 |70
qui sont évidentes. et
difap) > 0 (19
o p) > 0 20
avec
2y 0 N
29P(p,
dilep) = | 0 20 —(1+a)(4+7) %(” @n
1+ a)d
S sy G
ol
Py(p) = =p((1 + ) (A+ )2 —av?) + 20(1 + a)yd (22)
el

dafae.p) = det(M)

0 - -
=9 2a —(1+a)(A+7) —%
1+ a)d aD
Srayasy LR, oD,
1d ”
dn
pat - -
oD )
B R R e "
” »
(1+a)d ab
- =4 -1
» /

i
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2 0 -
D
(2] 0 20 _ab -22) 40
’ B v
D
Sy —(ra)Aty) -2
»
£
Ona
)
2 2oy '% 20 (b4 b
dyy -y
4 1
—(1+a)(4t9) _ab_ S Fa)(A+n) (1 +a)d .
” »
1t ayd +aD )
~z<,z,,7 (( i ")I” o +zw) (v w)(%—u L)+ ,,))
- <AM F(F (A ) _1,,3)
it
2yD
_72<M Pt M)Mﬂ)ﬂz)
P "
<0
) )
by - 20D ((l At ﬁ,(i . ﬁ) LoD ((1 Mm“))
” ” » P
@D onD(Lka)(A+y)
” »
. mb (u FaA ) (ZL“ +37) LoD (2(1 +a)d H))
” ” ” »
<0
it D )
dn - =207 ('ﬁ v 7) (2"0 ' 37) _ 20D+ a)(A +7) (i H)
’ n » »
<0

Finalement,

dy(ep) = 7) ,l,(/..,,),L‘ o'’ + 602 D1+ a)(A +7) + 20)
2 7

rayD*plda(l + a)(A+9) +402y Fay) + 202(1 + a)y D]

1
o (e (0ep) = <P()

P(p) = ot [%4.(1\./:) P 9,,74] FaDp? [ +673(1 Fa)(A 4 7) | 12077]
FayDip[da(l +a)(4 4 7) +40Py k] 12031+ @)D @)

La condition (19) sur p est vérifiée si

2a(1 + a)ye

L (¥ I e )



hme séquentiel 55

st verifiée si

La condition (20) liant p et £

epldiiap)
L 25
Pp) 25

oit dy (. p) est défini par (21) et P(p) par (23). Nous pouvons donc conclure que sous
thons (24) et (25). Ia matrice M ext définic positive. Par conséquent. A est négatif.
(k. oF)} = {y(ub) 1 Da(h) 4 Da(vF) b by(uhv)} est décroissante.

De (15). (16) et (18), nous déduisons que

=< h(a.p)

les condi-

) = it -

Bafeh) + a(e) 2 (7—~)u —|

ml
LGSR v et

Sous les conditions (8) et (9). la suite {®(u*.v")} est décroissante. Comme elle est positive, elle
est alors convergente et la différence entre deux termes consécutifs tend nécessairement vers 0.
Nous en déduisons done que la suite {¢*} converge fortement vers (0.0.0.0)7  C’est-a-dire que
Jluh = ob [l o = ottt — ] et [of T — ok convergent fortement vers 0. Comme la suite
{d(uh v*)} est convergente, elle est bornée et nous pouvons affirmer que la suite {u*.1*} engendrée
par I'Algorithme TV.2 est bornée. La suite {w} définie 2 purlir de o par w " T(uk) est aussi
bornée. Soit  un point d’accumulation faible de la suite (u }. nous considérons la sous-suite {k, }
telle que {u*} converge faiblement vers 7. Les suites {v*} et {wh} convergent également faible-
ment vers 2. En passant A la limite dans (12) ¢t (14). nous avons d'une part que  lim W(w*) - 0 et

Jim (o) = 0. Dautre part avec la définition de w = T(r0) qui vérifie \(w) + 3w —u) = 0. il
=

est facile de montrer que

Vaoy g € UM {(Wawy) — W),y = ug) 2 [[W(rwy) — W(wp) |
En posant dans cette dernidre inégalit w; = w® et wy - (%) = 7, et par passage A la limite quand

k, tend vers oo, comme w* converge faiblement vers T et W(wk) converge fortement vers (), nous
obtenons finalement W(7) = 0, ce qui montre Ioptimalité de 7. .

V22 Convergence de I'Algorithme IV.2 en présence de contraintes de type /*!

Théoreme 1V.4 Sous les lypothéses du §1V.2, a parur de (u".0°) € U x U™ I'Algorithme IV.2
engendre une suite {(u*.v*)} bien définie. De plus, il existe une fonction | dépendant d'un parametre
et de p telle que. pour tout & > 0 et si

d 201 + a)yd
0 ———
<w<min (it S ) o

alors U(a. p) > 0. et st de plus
0<e <o) @7

alors la suite {(u¥,v%)} est bornée et tout point d'accumulation faible T de la sute {u*} et de la
suite {1*} est solution de (1) et de (2).
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ssaires et suffisantes d’optimalité vérifies par u®

Preuve Nous écrivons les conditions néc

et . -
wh = k), et b=t

Wut) =t 28
() u—u) 20 vueu 29
(U(ok) 4yt —uF) o —wf) 20 veey™ (30)
L (Kb = K + 0 = 1) = 0 )

1 [Wehh) = LR e o]+ (#eh) oot ==t )z ey ()
7

Soit Ia fonction de Lyapounov @ définie par $(1.v) = Py (10) + B2(v) + (1) + By(10,0) + s, 1)
o

Py(u) = = [K (") = A(u) = (K'(u).u” = )] (33)
() = % (L) = L) = (L' ()" =) 34)
Pi(v) = —%Nv —-u|? (35)
Bafre) = 5 (L) = L) = (L) 70 = )] 36)
D1 0) = (Vi) + 1 (F(u) - u).v = 5(w) N

Ol (v est une constante strictement positive.
(AN = Byt =y (h)
L ] ”
- -[A(u*;-/\(n‘*‘)-u\ (u*).u‘-u"w]
c

1

[W7t) = Koty e =ty

M M
La torte monotonie de K’ mene a
5 < -éum*' — |2
En utilisant I'égalité (31), nous arrivons
am k= R gy
Nous arrivons donc 2 I'inégalité suivante
e R
D’autre part.
(Ba)f*t = Ba(eh*h) —da(of)
[Let) = Lty = Lty ot — .r“‘)] +/1, [(L’(n‘) — LMY 0 — by

1
»

La torte monotonie de L' meéne a

d
< —z—ﬂuy‘-' — o2
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En utlisant les inégalités (32) avec v = u* et (29) avec n = v* nous arrivons
sa < (D) et — )t - o)
< (U(K) = )t — oF) + (B(0h), of = 0P h — bl —hT)

<0 <

sso= (W(F) = (wh) =y —ub), or = oMY 4 (Wt -yt = db) b = ot
= (BR) — W) ot = ) b ek b ) gt b -ty
F Wty 4 vt =ty bty
Nous arrivons donc 2 I'inégalité suivante
d
A < 72'7,41"" — P bt — bt — o) 4 () — Bt ) ot — )

B e e Y ) R e VIRV MR T T

Nous aboutissons finalement &

. g i
(A + (At < »z'—gn..“' S 2’_ I L )
7
+ (W(0F) = W) ot — o ) e =k o =My
(ot — ATt ) (k) byt — k) k- by

72L;”“A+1 T 2%“'““‘ Z I =it — ot
Ft —ohat = W) (D) — w(h), ot — oA
B S S B S
(W) + (et = byt = ot
Par ailleurs,
(AP = Ba(eh*) — (o)
— It = Lt -
%”,,m R At — b e — gy
Nous arrivons maintenant 4
(A0 + (Do)t 4 (A

I3 d
L e L e A RS UL
() = (k) ot — oMY 4 (et — b b - oy %HM" PR
(Rt ot ) (W) 4yt — i) oh = o)

e

P
=yl AR

d
AT .
gyl =

=t = oF P+t~ otk — bty

4 (U(0F) = Wk, oh = o) ok — ek k- o %I\u’”’ — R

B A e s R S L T ST IR C 1T R (LT S Y

_ b _gppe_ (ALY
Sollt*t =t (zﬂ +3

(W) = W), of = o) oyt k= by b b gy

F T = b b =) (Bt + et -t b =t

oA = o =yl — k|2 4 b — ok kbl
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Par ailleurs.

(Da)} ™= @a(uh ! M) — byt 0t
.

= 7'/ [L(w“") — L(w*) + L(o*) = LMY = (LM )bt — oM 4 (U (0F) b = o)

= 2 [eeh - Lt - @t - k)
P
+% [L(w‘*') — L(wf) b (L(F), b — oMYy — (DA, b = oYy

S0 2 () = D, =ty
2 »
e

+ 2 (Lt -L(u“)] e W |
ol v

o M

A Vaide des inégalités (30) avec ¢ = ¢**! et (32) avec v = w* nous arrivons &

so € a@(eh) ot — i)t — ot
< a0ty + y(oh =) = W(h) =yt = by e = by
= (W) = Tkt =) FaBt) = Bk, ot = ot ot - wb)?
%
Fav(oh =t ot -t
Donc,
0 < ABE) = (k). b = o) — ot — wh]E 4 ek — 0 vk — bt
6 < af (
Par ailleurs,
D +
<l [(L'(m‘),m‘*' — ) St — m*"?]
P 2
Donc,
57+
< [;—D\lw“' b2 4 L) = Lttt — by + L) = D) 0k k)
r ” ”
oD oD . .
R T [ gt S Ly |
2 »

Par conséquent,
ad
(A)fTt < =5t - VMR = oot = [ 4 (B (0k) — B(wk), vk — ohF)
P
. ab
Fay(t —wk oh =ty St k2
2
D "
+ bt b [k — oA+ okt — o]
» !
D’autre part,

(A = De(uf ) — Bt 0h)
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(b et =T by — k) oyt = byt =ty
L B e T R T L
gt — b b ) (W) (et — ) b k)
(W) vt — byt =ty
_—
< (Wt = Wty b by et ) = Wt ) b — by
Wty =tk -ty

B
oyttt =k oM k) oyt =t b — k) = bt — k|
ot —at e k) gt bt ok k)
byl =t b by g (k) oyt —aF) ek k)

< (Wt = ety R by (et ) — k) b — k)
e T

Fafet =T oy gt = bk k)
Pyt =t b by ety et = by oy

Nous arrivons finalement 2

AR = ot A — (ot
< (825 - - (*‘l L S L

) 2
7’7H11 B R (T TN Tl W A I I 7 ¢ )—\l/(w Yook —ohly
+ y(ut = bk + :"‘”*u ub — o + y{u Rt gk gt

At ¥ ¥ )

D .
F (L4t -tk =ty Lu"‘ L B sl

+ (Wt — vv(u-") okl by ¢ (\I‘(w"') — W)t —wky

B L o e T B SR (T T
1 i
< (8B g) e (U Y e

— oyt =2 =yt ot Al ot
(@) (A+ et = bl = et = e = o)

+ (% bAG 7) b=t~ et = oA

aD
+ (7 + A+2')) [kt = b |l = 0¥

LAt
—5 (TN

ou (T = (flut = oMLl = aF e = bt = i) et oi A est la matrice symétrique
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suivante
pal 0 i
0 20 —(1+a)(A+7)
V= -y =1+ o)A+ M+w

N

-y —(ﬂ -nnzv) - (£+A+v)
r r

Nous montrons maintenant qu'il est possible de choisir les parametres p et £ de telle sorte que la
matrice A soit définie positive. Cette derniére propriété se traduit par les quatre conditions suivantes

X 2y 0
29>0 ’” 209 >0
qui sont évidentes. et
diop) > 0 (38)
dy(ae.p) > 0 39)
avec
| 2v 0 -y
0 - 2P,
dlap) = 2av ((1]4;2))(4/4 +7) | _ 7_:(/7) (@0)
v A ey Sy !
oir
Pi(p) = —p((1+ )2 (A +7)? = o) +2a(1 + a)yd (41)

Les trois conditions ci-dessus sont semblables & celles du paragraphe précédent. La dernidre condition
se traduit par

daleve,p) = det(N)

0 - -
- 20y 0 ta)At ) 7("/—ID+A+27)
14w D
(rapd ey LA —(L*:A+’y)
14 ”
P
2y -1 -7

£+A+zw) 0 —(14a)(A+7) —(“Tf)mnw)

-

1 d

N LES R J
” 14

4
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2y 0 -

aD aD
2 ha ) _(el
+(/’+ m) 0 20y (ﬂ44ozy)

— —(l{a)(Aty) —(% P A *,)

dz

ab

¥ (5 L z)> dy(a.p)

Ona
iy
D
i 20 - (L+ Al 27) , 20 (U4 a)(A b
Ay ,(ﬂ.M.) (I ra)A i) “t%"lv
" [vzm,<“ tad 1D | F27)
—(l+a)A 0«)(7 + 4+Z’7—(l+u)(4+'y)>]
2 [,Z"“+7”)7" P4 a)d(A 3)1-m‘]
e
3
1[z,'q(£+-l + 1) FOLT o)A+ a)(- P 4+z~,)}
)
<0
A = -2 (ﬁ i A¢2ﬁ) [(1 +u)(A+~,)<£ P A H)

i (rv[) VAL ) ((1—{»/7:v)41+7)}

2
Pd ("7 + A+2-,.) — (14 )4 +~,)(% ‘A +27)

A ) (“’ +A12 ) (2"’ +24 +1w)

(22 (R )
» r

0
dn - —4m‘(£+,4 m) 72’»(1(»11)(4+7)(¥+4&' )('I—f)un-zy)

A

-207" (—+ 4+~,)

- 72071(7 »A+w) (2‘+ ' 24+17)
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) )
— 21+ a)(A+) (i A 7) (ﬂ, Fa2y)
r ”n )
<0
Finalement.
. s,
dale,p) = (i _ab —’) dilap) - {p‘w [4A'(l +a) + A(19 +220)
2 7

+ AP0+ 38) + 7' (16 4 210) |+ 200 [(1 4+ ) {43(d + 4aD)
Fadv(A+ 7)) +aD {Ay(12 4 150) + 449 + n,y))]
+payD [(x ) (BA(d +aD) + 8dy} + aDy(S + m)] + 202D (1 + (x)}
|
= — (en'dile ) = £Q(p)
&
ol Q(p) = P*Qa(p) + P Qa(p) + pQi(p) + Qo avee
Qi) = %d.(l!./’) 1 [4A + ) « 43519+ 220) + A7(30 + 38) + 1} (16 + zmj]

Qalp) = aDdy(n,p) + 27 {(1 ‘1.)[.42(,/* 40D) +4dy(A + )]

+abD [m(lz +150) + 129 + mﬂ }

Qip) = b {(1 ) [AA((I +ab) + Kzl'v] +aDy(s + M)}

Qv = 208D(1+0)
La condition (38) sur p est vérifiée si

20(1 + a)yd
P T F A

La condition (39) liant p et & est verifiée si
ep'di(a.p)

()

e<lap) =

o dy (1, p) est défini par (41) et Q(p) par (42).

Nous pouvons donc conclure que sous les conditions (24) et (25), la matrice A’ est définie positive.
Par conséquent, A} est négatif. La suite {@(u". 0")} = {®(uF) + ®y(0F) + B3 (0F) + Ba (b, 0F) 4
Pt 0k)} est décroissante. De (33), (34) et (36). nous déduisons que

b *) > Z{—;Hu‘—u'\ll
I
* Ay oz (L) ek — et
Ba(0h) + a(et) > (2” 3 ) et =l
od

27“"‘ —wh|?

byt 0ty >
De plus, comme ®s(ut. 0F) est positive,

d

s kb2
P ¥k —

|| ”2/'“” wt||

- d
St k) > %{nu‘ —u?+ (117. -
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Sous les conditions (26) et (27). la suite {®(u*.0*)} est décroissante. Comme elle est positive,
elle est alors convergente et la différence entre deux termes consécutifs tend nécessairement vers 0.
Nous en déduisons donc que la suite {¢*} converge tortement vers (0,0,0.0)7  Clest-a-dire que
[luk = v¥ ), flo* = wh|, b —at|| et [[o**! — o*|| convergent tortement vers 0. Comme la suite
{®(ut, 0F)} est convergente. elle est bornée et nous pouvons affirmer que la suite {u*, ¥} engendrée
par I'Algorithme V.2 est bornée. La suite {w*} définie a partir de 1* par w* ' (u) est aussi
bornée. Soit 7 un point d’accumulation faible de la suite {x*}, nous considérons la sous-suite {k,}
telle que {u* } converge taiblement vers 7. Les suites {v* } et {w* } convergent également faiblement
vers . Nous avons dune part!

im [0, = dim [t —w?)
T (=T

< lim (vnuu.v‘uw,uriﬂ.yAu)

0

D’autre part, comme ¥, (1) vérifie la propriété de Dunn avec la constante 5 (voir Lemme [L41), on
a inégalité suivante

(U () — o (uh). T — by > 1 1, () — By (b1

Comme u* converge faiblement vers 7 et ¥, (1*), comme nous venons de le voit. converge fortement
vers (). par passage 4 la limite quand £, tend vers Uinfini dans la derniére inéquation, nous pouvons
déduire 1'égalité W, () = 0. Cette égalité est bien la condition nécessaire et suffisante d'optimalité
de 7. L]

IV.3  Application a ’opérateur de rotation de 7/2

Le but de cette section est d'illustrer 1'appli de Talgorithme de i simul
tanées dans le cas de I'opérateur W de rotation de /2. Cet opérateur est monotone mais ne vérifie
pas I'hypothése de Dunn. Nous rappelons que I'algorithme de “gradient™ habituel diverge quand il
est appliqué directement & cet opérateur (voir Figure IV.1). Pour v € R? W(v) s'écrit

wo- (3 )(2)

et I'opérateur de régularisation I'(1, v) introduit au 4116 s'écrit

o
A\ [ -0 | A2 —)
D(wm) = ( Blu.v) ) = ( W(v) +1(v - 1) ) = i =)

=+ (2 — 1)

'vour la denmition de Ioperateur régularise en début de chapitre
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Figure IV.1: Trajectoire engendrée par I'algorithme de “gradient” pour un pas de 0.1

IV.3.1  Algorithme parallele

[[o* un pas de 'Algorithme IV.1 s'écrit 4 I'étape k.

En prenant K (u) = Lflul? et L(n) =1
), caleuler 1"+ et o** 1 selon le schéma suivant

connaissant ut = (u}, uf) et vb = (0} v}
AL b (b — ok
W = b - en(ud — ob)
Al b on(h — b
W =k - ey(ub — ob)
B4 gk 4 ok bk
o = o — (b — k)

K4k b K _ ok
W =0k = pub = py(vh — k)

ce qui peut s'écrire, en posant W* = (u}, ub, v} v}).

wht Mwt
ol M est la matrice 4 x 4 définie par
-7 0 e 0
M= 0 1-% 0 9
w 0l
0 W o-p -

L'étude du spectre de la matrice M revéle que les valeurs de p et de & admissibles (le rayon spectral
de la matrice M est strictement inférieur 2 1) sont effectivement dépendantes 'une de 1'autre (le
domaine admissible n’est pas un rectangle). Cependant, ce domaine admissible est plus grand que
celui donné par la théorie et de plus. la borne maximale pour = ne s'annule pas pour p tendant
vers sa borne maximale. Ce phénomene peut étre expliqué d’une part par le fait que nous donnons
uniquement des conditions suffisantes, qui sont en général plus sévéres que les conditions nécessaires
et suffisantes. et d'autre part par le fait que nous appliquons les conditions de convergence pour

des opérateurs généraux A un opérateur particulier W (uy, uz) = (7;2: (. 12), 2 (uy, uz)) pour la
fonction “point-selle” L(wy,uz) = (11,12)
o Le “meilleur” rayon spectral, qui a pu &tre obtenu pour 3 = 0.1, est de I'ordre de 0,99. 11 est
obtenu pour € = p = 0.101
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 Pour 7 = 0.5, le taux optimal est de I'ordre de 0,707. Il est obtenu pour & = p = 1.
o Pour 7 = 1. le taux optimal est de 'ordre de 0,88. I est obtenu pour & = 0,42 et p = 1,06
 Pour y = 5. le taux optimal est de Iordre de 0.99. 11 est obtenu pour & = 0,07 et p = 1,32

La Figure IV.2 représente une trajectoire engendrée par I'algorithme. Sur la Figure IV.3, on a représenté

Figure IV.2: Trajectoires engendrées par I'algorithme parallle pour y = 05 et p = = = 1 trait
continu {u*} - trait pointillé  {v*}

la courbe du taux optimal de convergence en fonction de 7. sur I'intervalle |0,1;5]. Soit r(M) le rayon
1\ 1(M)

0.95

0.75

Figure IV.3: Taux optimal de convergence en fonction de 7

spectral de la matrice M (qui dépend de p, et 7). Sur les Figures IV.4 2 IV.8, on a représenté les
courbes de niveaux de la quantité min(r(M), 1) en fonction de p (en abscisse) et & (en ordonnée) pour
différentes valeurs fixées de 7. La ligne de niveau (M) = 1 délimite le domaine de convergence
Nous tragons également le graphe de min(r(A), 1) en fonction de p et de & pour différentes valeurs
fixées de 7 (Figures IV.9 2 IV.12). Au vu de ces expériences numériques. il apparait que le meilleur
taux de convergence est obtenu pour 5 = 0.5 et p = & = L. Il est de I'ordre de 0,707

Lcs constantes introduites au 81111 sont égales A ¥ = 3, Z =7, T = /T4 72 C = 1, D = 1
=~,¢=1etd= L. Les conditions sur p et ¢ du Théoreme II.2 sont

2ay

(T4 a)(1++?)

0<p< 0<e<h(ap)
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Figure IV.4: Domaine de convergence pour y = 0.1

Figure IV.5: Domaine de convergence pour v = (.5
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Figure [V.7° Domaine Je convergence pour y = |
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Figure IV.8: Domaine de convergence pour 7 =

Figure IV.9: min(c(M), 1) pour 5 = 0,1
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X

Figure IV.12: min(r(M). 1) pour

1
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ec
av oy — Intesr)
ha, p) = SN2
" e )
ol

In(a.p) =2(1 +a)p*oy — (1 4 a)(1 +4%)p)

hala.p) = ey = (14 o) (L)) (L +a)(vp* +20p) + 203 ((L+a) +2{ay +(1+a)V/1 + 42)p)
Indépendamment de a. la borne suprieure sur  est maximale pour 7 = . En posant o = 1, ces
conditions deviennent
21— p( +7*)
O<p< 0<e<
(v =p(1+ )% + 20) 4 (1 + (v +2V1 +9%)p)

Nous tragons la borne supérieure sur &, ¢'est-d-dire h(a, p) en fonction de p et pour différentes valeurs
de a, ainsi que la courbe maximale (Figures 1V.13 2 IV.18). On a choisi les valeurs de a suivantes
@ =001 o variant de 0.1 2 0.9 avec un pas de 0,1 o variant de 0.91 2 099 avec un pas de 0,01

aw=13;0=15 a=17 «avarantde | 49 avec un pas de | * o variant de 10 a 100 avec un
pas de 10 . a =200 et a = 1000,

_
1+9?

0.00025} (e, p)

Figure IV.13: h(a. ) en fonction de p pour 7 = 0,1 et pour les ditférentes valeurs de o

V32 Algorithme séquentiel

En prenant K(u) = fuf? et L(v) =
connaissant v* = (vk,0f) et ub = (ub, ub)

[v]* un pas de I'Algorithme V.1 s'écrit

a I'étape k,
, calculer pf* "

et u**1 selon le schéma suivant

w7 =y = (o) - )
O = vk = b pry(uk — )
W = (1= ey + e +ex(1 = Ap)vk + eypud
Wt = (1 =y + e o)l —evpvl kev(1 —yp)vd
ce qui peut s'écrire WA = NW* en posant W* = (v}, o5, 1k, uf)T ot NV est la matrice 4 x 4 définie
par
1= » w» 0
N —p 1—p 0 0
Tl et e (—evrertn) 0
—evp el =9p) 0

0 (1—ey +evp)
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. max hi(ap)
0.00025¢

0.0002
0.00015
0.0001

0.00005

0.1

Figure IV.15: hi(cx, p) en fonction de p pour v = | et pour les différentes valeurs de o

max ha.p)

Figure [V.16: Courbe maximale de £ en fonction de p pour 3 = 1
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h(a.p)

Figure IV.17: h(cx, p) en tonction de p pour v = 100 et pour les différentes valeurs de o

max h(a,n)

0.00L
0.0008
0.0006
0.0004
0.0002
t ,
0.005 0.01 0.015 0.02

Figure IV.18: Courbe maximale de € en fonction de p pour 7 = 100
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Surle total des expéri iques. la version ielle ne semble pas apporter une amélioration
du taux de convergence. Le “meilleur” rayon spectral qui a pu étre obtenu est de 1'ordre de 0.707. 11
est obtenu pour 7 = 1, p = 1 et =

Sur la Figure 1V.19, on a repésenté la courbe du taux optimal de convergence en fonction de v,
sur Pintervalle ]0,1:5]. En comparant cette courbe A celle de la Figure V.3, on remarquera que la
sensibilité du taux de convergence optimal autour du -y optimal est moins grande que dans le cas de
I'algorithme paralléle de résolution/régularisation

1\ (V)

Figure IV.19: Taux optimal de convergence en fonction de

La Figure IV.20 représente une trajectoire engendrée par I'algorithme.

Figure IV.20: Trajectoires engendrées par I'algorithme séquentiel pour y = 1, p = 1 et £ = 0,5 - trait
continu {n*} wait pointillé  {v*}

Soit t(V) le rayon spectral de la matrice N (qui dépend de p. € et 7). Sur les Figures V.21 2 V.24,
on a représenté les courbes de niveaux de la quantité min(r(V, 1) en fonction de p (en abscisse) et
= (en ordonnée) pour différentes valeurs fixées de 7. La ligne de niveau r(N) = 1 délimite le
domaine de convergence. Nous tragons également le graphe de min(r(IV), 1) en fonction de p et de
= pour diftérentes valeurs fixées de 4 (Figures IV.25 2 1V.27). Nous tragons la borne supérieure sur
-dire I(cx, p) en tonction de p et pour différentes valeurs de a ainsi que la courbe maximale
). On a choisi les valeurs de o suivantes o = 0.01 o variant de 0,1 2 0.9

£, clest
(Figures IV.28 2 V.3




Chap. IV. Algorithme de Ré

~

Figure IV.21: Domaine de convergence pour v = 0.1

Figure IV.22: Domaine de convergence pour 5 = 0.5
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Figure V.23: Domaine de convergence pour = |

Figure IV.24. Domaine de convergence pour y = 10
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Figure IV.27; min(c(N), 1) pour ¥ = 10
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avec un pas de 0.1 o variant de 091 2099 avec un pas de 001 "a =13 a=15;a
- a variant de 10 2 100 avec un pas de 10 ; a = 200 et a = 1000,

variant de | 3 9 avec un pas de |

0.000175} HeeP)

0.00015
0.000125
0.0001
0.000075
0.00005
0.000025

_ -

0.0250.050.075 0.1 0.1250.15

Figure IV.28: [(a, ) en tonction de p pour 5 = 0.1 et pour les différentes valeurs de a

max (1,
0.000175

0.00015
0.000125
0.0001
0.000075
0.00005
0.000025
»

0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15

Figure IV.29: Courbe maximale en tonction de p pour = 0,1

IV.4  Cas d’un opérateur intégrable
suivie d'un pas d’optimisation dans le cas ol

Nous nous ala
I'opérateur en question dérive d'un probléme d’optimisation sans contraintes explicites. Soient .J une

tonctionnelle définie sur un espace de Hilbert & et 24*! un sous-ensemble convexe fermé de U. Nous
posons le probleme d’optimisation suivant
(42)

min J (1)
ueti

IV4.1 Convergence de la version paralléle

L'algorithme de résolution/régularisation appliqué au gradient .J’ s"écrit
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|

0.01s Hap)

Figure IV 30: [(a, p) en tonction de p pour 4 = 1 et pour les différentes valeurs de o

max ((.p)

0.01
0.008
|

S

0.005 0.01 0.015 0.02

Figute [V.32: (. p) en fonetion de p pour v = 100 et pour les différentes valeurs de o
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max /()

0007

0006
0.0005
0.0004
0.0003
0.0002

0.0001
P

0.005 0.01 0.015 0.02
Figure IV.33: Courbe maximale de & en fonction de p pour ¥ = 100

Algorithme IV.3 (Paralléle en (u. 1)) A I'étape k, connaissant u* et v caleuler v*=" et v*% en
résolvant les problemes auxiliaires

m%l\‘(n) b <w(u‘ — o) - %l\"(u*).u> (43)
! k- i 1 %
min, ;L(v) + <J'(M) + (" — k) ;L’(w‘).v> (44)

‘Théoréme IV.5 Nous faisons les hypothéses suivantes

(i) J est coercive, convexe, semi-continue inférieurement et ayant une G-dé
constante A.

ée Lipschitzienne de

(it) La fonctionnelle K est convexe = su G-dérivée est fortement monotone de constante ¢ et Lips-
chitzienne de constante ('

(iii) La fonctionnelle L est convexe - sa G-dérivée est fortement monotone de constante d et Lips-
chitzienne de constante D.

Alors il existe une solution u* au probléme (42) et les problémes (44) et (43) posseédent une solution
(uh 1 4%+ unique. Si p et & vérifient les inégalités

2
0
<D<t @)
2c[2d = p(A + 7))
e T “6)
ou bren
0<e<X “n
i
2d( )
0<P<Fae—ey 120 @8

alors la suite {J(v*)} converge vers J(u*). Tout point d’accumulation faible de la suite {u*} et de
la suite {v*} est une solution du probleme (42).
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Preuve Nous écrivons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité vérifiées par ' wb*! et
by
o

o ey (J(u)ov—u') =0 (49)

[l\"(u‘*') - l\"(n‘)] Lyt =0ty =0 (50)

o e % [ = LD = ]+ R a0t =)o =) 200 (s1)
Soit 1a fonction de Lyapounov & définie par & (1, v) = ®; (v) + ®;(u). ol
o) = ,i (L) = L) — (L) — )]
) = L[RGO) — K G0 00,0 0]
Nous étudions la variation A} = d(uh=! pArl)y — d(ut k)
@O = B = e

= % [LGA) = Lt = (L), ot = by +%(L’(1«”) S LMy - M

La forte monotonie de L' mene &
d
5 < - A — )2
<l I

En utilisant Iinégalité (51) exprimant Uoptimalité de o**! et en prenant v = u* nous obtenons

52 < (' (0F) +y(0h = uF) ut — oMt
1

En tenant compte de (49) avec v = v**! nous aboutissons

s € (TR = St = ok) b (T (0F) = ()t = bty
N T )

De plus, comme J' est monotone et Lipschitzien de constante A, il vérifie 'hypothése de Dunn avec
la constante A et donc

W) = St ot =) > %H.f’(w‘) —J'))?
Donc,

52 < A%W’("‘) =P IR = S ), ok =k

Fab -kt

+(0h — bt — ¥ + et — o
Nous arrivons donc 2
X d Lo o " o -
@OET S et = o = 7 = SOOI+ 0 = ), 0 =0

B T R A A Tl }Y
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Par alleurs.

(Do) = @a(uh) = dy(ut)

! o Ty +
! K(uh) = KM = (K ()b = by +;([\"(u‘)—f\ ()t — )
e

La torte monotonie de K’ a pour conséquence
¢
53 < =t = b2
B
et I'égalité (S0) prise pour w = u* nous permet d'écrire

s =t —ohat -t

B A S AR Tt}
B T W Tt | e LU TL T

Donc,

(aa)f™

c : .k

B Lt i BT T Vo T ) W I L P Y
%

Finalement, nous arrivons a

d 3 1
AR g bl I it = R =l ) = P

B T L T R e e AT L LV )
d ¢ 1
L B ) e Bt e AU B ol
1) = T = ot = oM = o = At = )
1
= —5chTMmct

ou (¢4)T = (It =, 177 (o%) = I )|, e =t e =) et ot M est la matrice symétrique
suivante

d
- -1 0 -
»
2
|-t = 0 o
M= a .
[ R
c

- 0 =y 2y
Nous montrons maintenant qu'il est possible de choisir les parametres ¢ et p de maniére a ce que la

matrice M soit définie positive. Cette dernidre propriété est vérifiée si ¢ et p vérifient 'une des deux
paires de conditions suivantes

2d Y .
o —1>0  det(M) YT [ev(=2d + Ap) = 2ep(A + 7) + 4ed] > 0

ou bien 2
¢ _pso det(M) > 0
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Les deux premidres conditions se tradutsent par
2
< 7f ex(2d - Ap) < 2¢ [2d = p(A + )]

ou encore.

P T 52
2ePd—pa+7)
¢ S~ Ap) (S8
Les deux derniéres conditions peuvent s'écrire
2
£< (54)
v
202 -
< 2 =) .

AQc—em) + 207
Nous pouvons donc conclure que sous les conditions (52) et (53), ou (54) et (55), la matrice M est
définie positive. Par conséquent, A} +! est négatit. Lasuite {®(u* v*)} = {® (") +Ba(0*) +Pa(1F)}
est strictement décroissante. Comme elle est positive, elle converge et la différence entre deux termes
consécutits converge nécessairement vers 0. Nous en déduisons que la suite {¢*} converge tortement
vers (0,0,0)T ¢'est-a-dire

Tim [t — b)) =« lim [t = oh =0 lim [l =o' =0
il ke k=n

et que
I =0

I J'(0F
170
De plus, nous avons les inégalités suivantes
o(f) =0
G 2 gt P
;

L R T

Comme la suite {®(x*, o*)} est convergente. nous pouvons affirmer que la suite { (1}, v%)} est bornée,
Soit 7 un point daccumulation faible de la suite {u*}, nous considérons la sous-suite {k,} telle que
{u*} et {vM} convergent taiblement vers T (en effet. [|u* —v*|| — 0). Par passage 2 la limite quand
k — 400 dans (51) pour la sous-suite {¢*}, nous obtenons

L bl — ot

Ga-m 2 -2 tim o v~
7 1o
>0 wveeu
Par ailleurs,
) = @b =T 2 S k)~ @I
Par passage 2 la limite quand k — 400 dans cette derniére inéquation. nous arrivons
J) = J'(ut)

On a done
(@ -1 veeu

De plus, 7@ € V™ car V™ est convexe fermé donc taiblement termé. Ii est done bien solution du

probleme (42). [
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IV.4.2 Convergence de la version séquentielle

La version ielle de Ialgorithme de ré égularisation (v avant ) appliqué au gradient
I séent

Algorithme IV.4 A l'étape h, connarssant v* et u®, caleuler v*=* et w**1 en résolvant les problemes
auxtliarres

o
.13}’.1‘%1,(") 4 (R At — ) - % ” (56)

ik
min;;ll\'(u)—# <~«(n‘7v“‘)-u ) (57)

el
Théoreme IV.6 Nous faisons les hypothéses survantes

(1) J est coercive, convexe. semi-continue mférieurement et ayant une G-dérvée ipsclutzienne de
constante A.

(u) La fonctionnelle K est convexe  sa G-dérvée est fortement monotone de constante ¢ et Lips-
chuzienne de constante ¢

() La fonctionnelle L est convexe  sa G-dérvée est fortement monotone de constante d et Lips-
chuzienne de constante D.

Alors 1l existe une solution u* au probleme (42) et les problemes (56) et (57) possédent une solution
(A1 W) unmique. St p et € vénfent les mégaliés

0 d
SPSaT 5 (58)
2024 - p(A4 27))
022 nlAd 27) 5
A= p(A—1a7) 69
ou bren
0ce< 60)
S (60)
0<p< A2 (1)

&) +v(2¢ + Tve)

alors la sutte {J(v*)} converge vers J(w*). Tout powmnt d’accumulanon fuble de la sute {u*} et de
la suite {v*} est une solution du probleme (42)

Preuve Nous écrivons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité vérifiées par u* w1 et
I
o
Yoed™ () -u')=0 (62)

é[[(’(.f“)d{'(#)} (et — oty =0 (63)

Vo e U % [(L’(W') (M) - .,“‘>J SO A0 =)oy 20 (6d)
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Sout la tonction de Lyapounov ¢ définie par d(w. 1) = b((1) & by(1) 4 $a(u) od
1 o
Biw) = L) = L) = (F)a = 0]
By(v) = —%Hw—u'”l

i) = é[1\(11')—1((u)—(I('(u),u‘—u)]

a
2

>0

Sous la condition (58) ou (61) sur p.

v

Dl v) ) lo =2 + é”u — |

Nous étudions la variation A1 = d(ut=! A +1) — (1t ok
@A = 2" = ()

. % L) = DoY) = (L(oh). b — 1y +%(L'(1r‘)—L'(u“’),n'—n”‘)

La torte monotonie de L' mene &

A ket _ a2
81 S e A
' zﬂl\ il

En utilisant I'inégalité (64) exprimant I'optimalité de v**+! et en prenant v = u* nous obtenons
52 S(TF) + (0t — k)t =Yy

En tenant compte de (62) avec o = of*1 nous aboutissons

s < (O =Tt = oty F ()
4ot — b = o)+ (ot =

J'(u*), ok — ot *Yy
S

=

De plus, comme J’ est monotone et Lipschitzien de constante A, il vérifie 1'hypothese de Dunn avec
la constante A et donc

T (%) — ' () |2
Donc.
!
2 < -l TRy = TG 4+ (M) = () oh = ot
Fyt —atut = o) oy — b b =ty

Nous arrivons donc 4

@it =< fzi”wu“'»v‘u*f%u.r'(w‘) P+ @) = ), vt = ok

(0t — bt b fat -t -ty
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(A} = @t — da(et)
e LT el
T R S R )

2t = I 4 (aht

Lt =kt

Par ailleurs,

(AT = ) = da(uh)

- 51[1((1L‘)71\'(1L‘*')7 (K)o =] +

K'(1b) = K' (1), ut — bty

La monotonie de K’ a pour conséquence
bt _ b2
< Wttt
22l I

et 'égalits (63) prise pour = u* nous permet d'écrire

so= @t =t )
= b =t =P ey (eh ottty
RAG

= b vt wt =t ot — bt MY
so = b = vh ot = oF) gl = R vt — ok — b
Donc,
LN S R 7 S S RO S
+optut — ot = k) 4yt = ot b =kt
et
< -
(B HANE S gt =P =yt = et -t
ettt =Mt b
.,
gt =t ot =) byt =0k b = b
so = A —oF bt b pah — ot gt - Y
A T e T G T T B (T P
On a done

. :
L LA R T e [

(et = oh ot k) gt = = b
F R b by A b b k)
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Finalement, nous arrivons &

d AR ST AP A M2
A< (L L O e v
i = 7 + 2 Jlv ol ZEH i II Il II

2,

- ;n‘r’(.. V)P + (S @) = T (), oF =
4 290k — bt = ) gyt — Rt — B b ok ATk

d . bl _ b2 Skt A2 b b2
< - (L£4+2 CaE = St — k2 = Ayt — b2
= (20 + Z) Il Il 25” HE =l I

L . ot
1 () = TP+ 17(h) = T )l = o)
e e [ e e | L [ |

Ly
—3 (TN

i

ou (¢M)”
suivante

(e =M+ = oA+ = 08 = () et o A” est 1a matrice symétrique

2 -y -2y 0

- -0

= S d
N=| v — 24y 2
» R
0o 0 -1 =
0 g

Nous montrons maintenant qu'il est possible de choisir les paramétres e el p de maniére A ce que la
matrice A’ soit définie positive. Cette dernidre propriété est vérifiée sous les conditions suivantes

die) > 0 (65)
d(pe) > 0 (66)
dipe) > 0 67)
avec
2y -27
2 | e -~ & -
dife) R ORI !
- g 27 = s
27 -2y 0
-y -0

:
- . d
dipe) =0aN) =| 5 St !

E

La condition (65) sur ¢ est vérifiée si
e<= (68)
La condition (66) liant p et < se traduit par

d(2c — 4e)
P et e
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1V.4. Cas d’un opérateur inté _

et la condition (67) est équivalente &
24d(2¢
7S A —7y) 1 292c £ 72)

On ne retiendra que cette dernitre condition sur p en fonction de <.
On peut aussi avoir des conditions sur £ en fonction de p et sur p indépendamment de . En effet,
la matrice A7 est définie positive sous les conditions suivantes

di(p) > 0 69
di(p.e) > 0 (70)
avec :
A
i 0 2y = 1))
d
-1 -2y -4
»
et 2
-_ O
2 0
0 27 -
= det(N) =
e -1 =2y 4 by
»
0 - =
La condition (69) sur p est vérifiée si "
y
T

La condition (70) liant p et £ se traduit par
_ 2002d—p(A 1 27)
F2d— (A= 147))

La fin de la preuve est semblable i celle de la preuve du §IV.4.

V4.3 Application numérique

11 est bien connu que des algorithmes tels que I'algorithme du gradient ou celui du gradient 2 pas
optimal convergent de manidre trés lente quand ils sont appliqués 2 des problemes mal conditionns.
De ce fail. afin de bien apprécier le comportement de I’ Algorithme I11.1, nous proposons de I'appliquer
a de tels problémes. Soit 4 résoudre dans B" le probleme de minimisation quadratique suivant

(L 13
min (Eu M+ b 11) an

0l M est une matrice 7 x 1 symétrique définie positive et b est un vecteur de B

Nous supposons que la matrice M est mal conditionnée (I plus petite valeur propre de M. Ay,
et la plus grande, Ayas. sont telles que le conditionnement x(M) = 32 est s supéricur 4 I'unité).
Un pas de I'algorithme du gradient s’écrit (en ayant ramené la \ululmn 4 zéro par un changement
Worigine)

= (I = pM)p* (72)



88 Chap. IV. Algorithme de Résolution/Régulari

ot [ est la matrice identité dans B Avec A (1) = 4[[u|* et L(v) = }Ilv[* un pas de I'algorithme
de résolution/régularisation " écri

W = b — eyt = oF) (73)

P = b = Mt = (o — b (74)

(i) =nwa ()

ot Ta matrice A/(p. <) est la matrice 27 x 2n suivante

( (1= eyl )
mI (L= I = pM

On démontre, dans le cas considéré ici ob M est symétrique semi-définie positive, que la matrice
1 — pM a comme rayon spectral optimal (munimal) 77 = (Auax = Awgn)/(Auax + Auga). Obtenu pour
7 = 2/(Awax + Ausa)- En prenant dans (74) p = 7. le p optimal pour (72). on va démontrer ci-apres
que le rayon spectral de A est supérieur 2 celui de la matrice (1 — pM).

A un choix de p dans (72) comespondent des valeurs propres i(p) pour la matrice (I — pM)
intervenant dans (72). Dans la suite. on notera tout simplement ¢ une quelconque de ces valeurs
propres, mais on se souviendra de 1a dépendence de i en p (avec notamment la propriété limye = 1)

ou encore

Nip.

L'idée est d’exprimer les valeurs propres A de opérateur intervenant dans le second membre
de (73)~(74) (fonctions de (. p.7)) comme des tonctions de ji. ce qui sera possible A condition de
considérer la méme valeur de p dans (72) et (74). Pour cela, on note (1, v)T un vecteur propre associé
4 une valeur propre A et I'on a

M= (I—eyu+te s
Moo= (L= pM) - (o =) (76)

De (75), on tire u = (A— 1 4 le0. que I'on reporte dans (76). ce qui donne
AA= e mA=D e )

A—1+4ey
Cette équation montre que si (jc. 1) est une paire de valeur propre-vecteur propre pour (1 — pM) (%),
alors les solutions de I'équation suivante sont des valeurs propres de I'opérateur au second membre
de (75)(76) pour le méme vecteur propre ¢ el pour u déduit par la relation (75)

MA=14+ey)+ (A=)

= a2 -
S i B AN+ o)y

—w Al —ey)—py =0 (78)

Cette équation est du second degré car  une valeur propre 4 correspondent deux valeurs propres A
puisque le systéme est de dimension double. Comme la matrice associée 2 Ialgorithme (73)~(74)
n'est pas symétrique (si € # p), les valeurs propres A peuvent étre réelles ou complexes conjuguées.

Comme la matrice / — pM a comme rayon spectral optimal (minimal) 7 = (Amax — Auan)/ (Aax +
Auua). ODIENU pout 7 = 2/(Auax + Auua), la matrice I — pM a une valeur propre égale a i et une
autre égale a —77, les autres valeurs propres €lant comprises entre ces deux valeurs.

On va montrer que pour toute valeur propre 4, 1'une au moins des deux valeurs propres A associées
via équation (78) est telle que

IAL> 1l (79)

*Comme cette matrice est symetrque. j et forcement réelle
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Comme ceci s"applique aussi & la valeur propre 72 qui détermine le rayon spectral de I'algorithme (72).
on peut en conclure que le rayon spectral pour I'algonithme (73)~(74) est nécessarement supérieur &
celur de I'algorithme (72). Cette conclusion est valable pour toute matrice M symétrique semi-définie
positive, mais on n’oubliera pas que cette conclusion s'applique seulement i la situation o I'on se
contraint 2 utiliser le p optimal pour (72) (4 savoir p = 2/(Auax + Awn)) aussi dans 1'algorithme
(73)-(74).

Preuve de (79) Les A sont reliées aux s via 'équation (78) qui est du second degré en A. Les
conditions pour que les racines d’une équation aa? + hr + ¢ = 0 soient de module inférieur 4 1 sont
[19. Egs. (1.149)~(1.150))

F<a® e (c+a)P>i?

Pour que les racines soient de module intérieur 4 «v > 0, il suffit de faire le changement de variable
: = cuy et de donner les conditions pour que 1'équation an’y? + by + ¢ = O aient des racines y de
module nférieur a 1. Ces conditions sont don¢

<ot e oM< (c+ata)?

S le cas qui nous intéresse, on a (voir (78))

A= c=p(l-er)=py  b=(e+pr—-l—-p a=1
On obtient donc les conditions

(Wl —ey) =)t <pt et pAe+ p)y— L= )t < (1 —e) = py+ p)?
[ (i)

La condition (i) implique

(1 =&y —p) < py < p(l — ey + p)
On observe que le membre de gauche est toujours plus petit que le membre de droite quel que soit
le signe de ye. Par ailleurs, ces conditions nécessitent que le membre de droite soit positit puisque py
Vest aussi.
La condition (ii) implique
2l — ey + 1)
[T

dans la mesure od p7 > 0. En rapprochant ces conditions. on obtient la condition nécessaire

2u(l —ey +p)

Tt p

m>

<ul—ey+p) = l<p

puisque 1'on rappelle que p > —1 et que (1 — & + p) doit ére positit. La condition gz > 1 est
impossible et donc I'une au moins des racines de (78) a un module supérieur 4 ||, C.Q.ED.
Exemple IV.1 On prend pour M la matrice symétrique 4 x 4 suivante

1o 100
0 1 0 10
100 1000 0
0 100 1000

M=

et pour b le vecteur nul. Les valeurs propres de M sont 0,899 et 1000,1. La solution du probleme
(71 est le vecteur nul. Un pas de I'algorithme du gradient est décrit par (72) ot [ est la matrice
identité dans ¥ Le meilleur taux de convergence (le plus petit rayon spectral de la matrice (/ — pM))
en fonction de p est de Iordre de 0.998. 11 a éé obtenu pour p = 0.0019. Ce taux de convergence
est trés mauvais,
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Algorithme paraliéle de résolution/régularisation  Avec A (1) = [luf? et L(v) = 4[[o]%, un pas

de I'Algorithme (paralléle) 1V.3 est décrit par (73)~(74). Le meilleur taux de convergence (le plus

petit rayon spectral de la matrice A de dimension 8 x 8). pour des valeurs de 7 allant de 0.1 3 S,

avec un pas de 0,1 a été obtenu pour 7 = (.1 et il est aussi de T'ordre de 0.998. 11 a 6t obtenu pour
— 7021 et p = 0.0019.

Algorithme séquentiel de résolution/régularisation  Avec K () — 4llu[? et L(v) = }[Jo]* un pas
de I'Algorithme (séquentiel) V.4 s"écrit

V= oh — Mt =yt — )
W= (1 - ey 4 et + ex((1 = )] — pM)t

1 '
“ u
=N
( Pk ) o
oi la matrice A est la matrice suivante

—ey+em) (L= )l = pM)
mI = m) = pM

ou encore

N(p.e) = ( (

Le meilleur taux de convergence qu'on a pu obtenir est de I'ordre de 0.975. 11 a é¢é obtenu pour
5= 107 p=929897 x 107" et e = 101024 x 107 o

Exemple IV.2 On prend pour M la matrice diagonale 2 x 2 suivante

1o
0100

et pour b le vecteur nul. Le meilleur taux de convergence obtenu avec I'Algorithme du gradient
est de P'ordre de 098. 11 est obtenu pour p = 75 = 2/101. Avec I'Algorithme (séquentiel) 1V.4,
on arrive 2 obtenir un taux de convergence égal 4 0,859 obtenu pour 7 = 105, p = 7 = 2/101 et

o

&= 1,00037 x 10~

M

IV.5 Cas d’un opérateur de point-selle de Lagrangien

Nous nous inté Al ré suivie d’un pas d’optimisation dans le cas ou
Vopérateur en question dérive d'un probléme d’optimisation sous contraintes explicites. Nous con-
sidérons deux espaces de Hilbert 24 et C. 44*' est un sous-ensemble convexe fermé de U et C est un
cone convexe fermé de ¢ Nous considérons la fonctionnelle convexe J U — [ et application
C-convexe © : U —» C et nous posons le probléme d’optimisation sous contraintes suivant

min J ()
Pl
sous (80)
o) € —C
Dans le cas ob J et © sont différenti I de ré isation appliqué 2

ropérateur W p) = (J'(1) + O () p, —O(w))T 'écrit. en notant z = (w,p) et w = (v.q)
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Algorithme IV.5 (Paralléle en (z,w)) A ["érape k. connassant 2 et w* caleuler 27" et w* ' en
résolvant les problemes auxihatres

1 1,
_min, [EK("’ + <w(;* — k) - oK (z‘),z>]
min [lmuv) + <w<m k=) - l‘)-t’(m‘).wﬂ
wetines | p »

Dans le cas particulier ou les tonctions auxiliaires K et M sont de la torme
. o2
K(z) = K(u) + E””“

1
H(w) = L(r) + fl\ul\z
un pas de ce dernier algorithme ¥’ écnt

Algorithme 1V.6 A I'étape k. connaissant w* p', o> et ¢ caleuler v*=". ptvt ph= s

I et gt en
résolvant les problémes auxiliaures en v et u ci-dessous et en effectuant des uérauons de pas de
gradient pour les variables p et q

min [%K(u) + <~,(n‘ —ot) - él\"(n‘).n>]

M=t —ah - dh

min {lw) + <J’(w‘) (et -t - lL'(..»;,”> + e’(u‘).m]
el | P

#H =P [q‘ i [(»)(M) — (=P )])
lei, P désigne la projection sur C* (st C = {0}, P est alors 'udentité).

Remarque IV.2 Contrairement & I'Algorithme 117 ol la variable duale p est calculée de maniere
séquentielle, ce nouvel algorithme —méme dans sa version séquentielle— calcule les variables duales
p el q de manitre paralldle par rapport & “leur” variable primale correspondante. o






Chapitre V

Forte Monotonie au Premier Niveau et
Hypothese de Dunn au Second Niveau

Nous considérons une apphication \ d’un espace de Hilbert W dans son dual W* et W™ un sous-
ensemble convexe termé de W Nous posons le probleme vanationnel suivant — trouver w* € W
tel que
(W(u')ow—w)y 20 Ywew™ (1
Nous supposons que U'espace W est le produit de deux sous-espaces U ef V) de manidre & pouvoir
écrire
W=uUxy W=uxv utcu vy (2)
0 U* et V™! sont des sous-ensembles convexes fermés. Comme ¥ est une application de W dans
son espace dual W* =U* x V* nous pouvons écrire

W(w) = (A(w). Bw))

ol A et B désignent respectivement la composition de W avec la projection sur 4* respectivement

Sous ces dernidres I'inéquation (1) est éq au systéme d'inéqua-
tions variationnelles suivant  trouver (u*.v*) € U™ x V™ tel que

(A o) u—u')y >0 Yueu™ 3
(B(w v*)v—v) =0 Yoe V™ (]

Nous définissons un nouvel opérateur §2(1) par
Q(u) = A(n.i(n)) (4)

F(n) étant la solution paramétrée par « de I'inéquation variationnelle — trouver ii(n) € V™ tel que
(B(w,#(w). v = () 20 voe v (5)

Nous ferons plus loin des hypothdses sur B qui assurent 'existence et I'unicité de 9(u). Nous nous
intéressons alors 2 1'inéquation variationnelle en 1 suivante trouver 1* € U™ tel que

Q) —w) =0 VYueu (6)

Par rapport A l'article (9] od I'hypothése de forfe monotonie emboitée est supposée vérifice par
I'opérateur . autrement dit I'opérateur B3(u. 1) est fortement monotone par rapport v uniformément
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en u et lopérateur Q(u) est fortement monotone, nous attablissons cette derniere hypothese en
supposant que (1) vérifie uniquement I'hypothése de Dunn. 11 s'agit bien d'une hypothese plus
taible car dans le cas de la forte monotonie emboitée, modulo des hypothises de Lipschitz sur les
opérateurs A et B,  est aussi Lipschitzien [9. Lemme 5.1], et nous avons rappelé (Lemme 1L1)
qu'un opérateur fortement monotone et Lipschitzien vérifie la propriété de Dunn. Grice au résultat
du Lemme 113, nous pouvons atfirmer que I"hypothése de Dunn sur € est plus faible que 1'hypothese
de Dunn partielle sur I'opérateur global

Nous donnons ci-dessous un exemple qui illustre ce résultat et qui montre que notre étude s adresse
& des opérateurs qui ne sont pas nécessairement monotones
Exemple V.1 On considere u € P2 o e B, 4™ =R V' =

weo = (5 2) ()< ()

B = (1 -2) ( 0 ) o

n

L’opérateur global est I'opérateur hnéaire suivant

-1 3 2 w
W, 0) = 0 -1 1 1ty
12 "
1
Cet opérateur n'est pas monotone. En effet. pour u ( H ) et v = 0, le produit scalaire

(W(u.0). (1, 0)) est égal & —1. Par conséquent. il ne peut pas vérifier 'hypothése de Dunn par-
tielle. Pourtant, 1'opérateur B(u, v) est tortement monotone en o uniformément en u et I’opérateur

Q(u) = A(u, T(u)) défini par
w- (1) (2)

vérifie bien 'hypothése de Dunn avec la constante 2. o

En plus de la forte monotonie de B sur V™' on suppose qu'il est faiblement continu sur tout sous-
espace de dimension finie de V., ce qui nous garantit I'existence d'une solution unique parameétrée par
« & 'inéquation variationnelle (5) (voir Théoreme I16). Soit u* une solution de (6) et v* = H(u*),
alors (', v°) est une solution de (3) (Lemme ILS),

V.1 Algorithme

Lalgorithme que nous proposons est décrit dans le Chapitre TII (Algorithme T1L1) et le but de I'étude
est de donner un théoréme de convergence dans le cas o 'opérateur €2 ne vérifie plus I'hypothese de
torte monotonie mais uniquement I'hypothése de Dunn.

i

1 1

Algorithme V.1 (Parallele en (1, 0)) A ["étape k. connassant v* et o' calculer u**' et v**' en

résolvant les problemes auxihaires de mimumisation

min [lmu) + <A(u‘.r‘; - ik'(u‘). u>}

(o) + <5(u‘,1,‘) - %L’(M),w>]
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Nous étudions dans un premier temps la convergence de I'Algorithme V.1 dans le cas simple ot
W U v =V, K () = Y2 L(e) = Hlo]? et ob les opérateurs A et B sont des opérateurs
atfines. Nous noterons

A(w,v) = Au+ Bvta
B(u,v) = Cut Dvtb

Le probleme (3) s'écrit maintenant  trouver (u*. ') € U x V tel que
)
) o

Q) =0 (8)

A o)
Bu*. o)

et le probleme (6) s’écrit  trouver n* € U tel que

Soit 24" I"ensemble des solutions du probleme (8). Nous rappelons que si u* est une solution de ce
probleme, alors (u”. 7(1e")) est une solution du probleme initial (7). Une itération de I’ Algorithme V.1
sécrit dans ce cas particulier

Wt = b — (At + Bt 1a)
bt =k (Cut 4 DR )

Afin de prouver la convergence de I'Algorithmie V.1, nous supposons vérifiées les hypothéses suivantes.
11 existe des constantes positives telles que Vo, ' € U. et Yo, 1/ € V

I1B(r =)l < Yv—o' ©

G =)l < Zllu—u')) (10)

1D =) < Tie = an

(Do =)o =) = tllu- oI 12)
() = Q') yu —u') 2 FIQn) — Q)| 13)

Remarque V. Sous les hypothéses ci-dessus. 7i(1) est défini explicitement pa

et 2 est I'opérateur affine défini par

Q) = Mu+m

ob
M=A-BD'C .  m=a-BD"
[=]
Lemme V.1 Sous les hypothéses ci-dessus, Yu, ' € U.
li(w) = 5 < Slhe—]| 14
[1€2(w) = ()| M@=
< Rlu—| as)

ou S = Z/tet R=1/r



96 Chap. V. Forte Monotonie au ler Niveau et Hypothése de Dunn au 2nd Niveau

Preuve A P'aide de (12), nous déduisons gue D" est Lipschitzien de constante 1/t. Comme C est
Lipschiizien de constante Z et (1) = —D~'C'n — Db, alors (14) est immédiate.

Quant a (15), c'est une conséquence (13) en utilisant 1'inégalité de Schwartz au premier membre
de (13). []
Remarque V.2 En définissant la norme d’un opérateur linéaire Q défini sur &/ par

lIQul|
Q= max =
19l = max “r (16)

I'inégalité (15) est équivalente 2 dire que 'opérateur linéaire M est borné. a

V.2 Théoréeme de convergence
Théoreme V.2 Nous farsons les hypothéses suvantes
o Le probleme (7) admet une solution (', v*)
o W =U xV est de dimension finie
o les hypotheses (9), (10). (11). (12) et (13) sont véripées.
Alors il existe deux polynomes ' en oy et p, notés Py(cv. p) et Py(cx. p) et ayant les propriétés suvantes
o sout polc) la plus pente racine poswwe de Py (quu existe), alors Py(a, p) < 0510 < p < po(er)

o stas XAV /drt et 50 < p < (4ot — X2V 200 alors Paa, p) > 0

0< < min  pofar), o0t =X2Y2 17
/ i) == an
—Pa(a,p)
T
alors.

~ Les suttes {u*} et {v*} sont bornées
= la sute {¥(u* v*)} converge fortement vers U(u*, v*) =0
~ tout pont d'accumulaton @ de {u'} est tel que (7. 7(T0)) est une solution du probieme (7).

Nous considérons 1a tonction
D(u,0) = By (n) + 0dy(1,0) 1)
O x est une constante positive qui sera choisie par la suite et oi
By = min o — w2 = el — 2
S 2 %

z est donc la projection de u sur I'ensemble M,

1 . 1
@(n, ) = 27”1‘ —T)|? = z_p”" —wi?

'dont I'expression explicite sera donnee duns la preuve du theoréme
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Dans notre cas particulier, Uensemble & est égal & {n € U, Q(u) = 0} Nous pouvons donc
atfirmer que = est la solution du probléme doptimisation sous contrainte d"égalité suivant

1

min — ju — u*|*

mn o i |

sous la contrainte

Qu*) =0
Les conditions nécessaires et suffisantes doptimalité de z conduisent au systeme suivant

Qz)=0 et (z—wu' -2z >0  Vu' vérifiant Qu") =0

Lemme V.3 [l exste X > 0 tel que

Yueld flue ==

< X[|Qu) - ()|l (19)

Remarque V.3 Si € était supposé fortement monotone, alors la propriété (19) serait vraie pour tout
wet z dans U. Avec seulement I'hypothese de Dunn sur €2 et son caractére linéaire, nous obtenons la
méme propriété mais uniquement lorsque  est la projection de w sur 4™ o

Nous avons besoin des résultats qui suivent pour Ja preuve du Lemme V.3

Théoréme V.4 (de Banach sur Popérateur inverse [13, Ch. IV, 45, Théoréme 31) Sou Q un opé-
rateur Inéare bomé qut applique bunvoquement un espace de Banach € sur un espace de Banach €.
Alors Uopérateur inverse Q™" est auss borné.

Coroltaire V.5 Sout Q un opérateur lnéatre bomé qui apphque un espace de Hilbert D dans un autre
espace de Hilbert Dy. Sou S une variéié linéarre dans imQ*  Alors I'opérateur R

R:S—QTQJ(S)

oi I ( J) représente I canonque de Dy dans Dj (respectivement de D*
dans D), est fortement monotone.

Preuve Nous démontrons d’abord que I'opérateur R est inversible. Comme il est surjectif, il sufit
de démontrer qu'il est injectit, ou encore que ker R = {0}. Soit 2 un &ément de S tel que Rar — 0.
Alors,

Q'IQIr =0 = (Q'IQ
= (1QJx,QJx) =0
= =0

Or ker @ = J((imQ)*) et § € imQ" donc .+ = 0. Par ailleurs, [[Z]| = [[/]| = I et comme Q est
borné, [|Qfl = |Q°[| = g, alors R est borné et [R]| = ¢%. A I'aide du résultat du Théoreme V.4, nous
déduisons que I"opératenr inverse de R est borné. Soit v = [R ' Pour un élément = de S, nous
pouvons écrire

IR Rall < V2R
ce qui entraine
flel?

(Q'1QI, Ja) = [|Qu|? > s
e

Q1o
q
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ce qui acheve la démonstration »

Preuve du Lemme V.3 1l suffit de prouver que u — z est un élément de imM® et d’appliquer le
résultat du Corollaire V.5 dans le cas 0d S = imM®. On ne fera pl a distinction entre un espace
de Hilbert et son dual. La projection z de u sur &4 est défini par I'inéquation variationnelle

Vet vérifiant Q(u') = Mur* 4 m =0

(=’ —z

et elle vérifie aussi
Mz4m=0
ce qui mene 2
(z—wy) 20 vy vérifiant My =0
Cette dernigre proposition est équivalente & dire que (= — u) est orthogonal & ker M — im(A4*)* Par
conséquent, (11— z) est un élément de imM* Nous pouvons donc affirmer. d’apeés le Corollaire V.

que
flw —

1920) = QN = [ M(u — =

>

ou X = MM M) . L]
Lemme V.6 Sowent U un espace de Hilbert de dimension fune n et {24}y une sute de U telle que

ST =H e dim -

Al =0

alors la sutte {z* ) ey est bornée.

Preuve On considere la décomposition de Jordan z = €D, z, selon les sous-espaces invariants associés
aux valeurs propres A, de H (on appellera S, ces s spaces).  Avec cette i les
itérations s’écrivent

= (A + N3t

ou I, est la matrice identité de dimension n, (33, n, = 1) et o

01 0 0
0 0 1 0

01
0 00

On note que N}" = 0. De plus [[z5+!

Alors

2t = (WL + N (A = D, N 20

Posons b, = ((A = 1)L, + N,) 22 alors, pour k = n,,

(WD + N = | 3SNTICIN | b (20
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K1/ 71k = )!. Compte tenu de la torme de la matrice ;. on observe que pour la coordonnée
n,. seul le terme AMb, apporte une contribution non nulle. Si X | = 1. cette coordonne de b, doit étre
nulle, ou sinon il y a une contradiction avec le tait que ML i ~ (). Alors, le seul terme dont
la coordonnée 7, — L est non nulle est encore Ab, dont la coordonnée correspondante doit éure nulle,
et ainsi de suite. Finalement, tout le vecteur I‘, dont &tre nul si [A,| > 1. et alors !
Or. cette égalité ne peut 8tre vraie pour tout z0 que si A, = 1 et N, = 1, ce qui mnnm: que sous lcs
hypotheses du Lemme V.6, toute valeur propre de module supérieur ou égal a 1 est égale A 1.

Dans le cas od [A| < I, le plus grand coefficient de (Al + N;)* tend vers zéro (voir le second
membre de (20)—le plus grand coefficient est d'un ordre inférieur 2 ™A' qui tend vers zéro) et
comme 2 = (AT, + N)F20. alors 2 — 0.

Finalement. on a moniré que toute valeur propre A, de H est soit de module inférieur 2 1, soit
égale 2 1. Pour les composantes z, sur les sous-espaces S, associés aux valeurs propres de module
inférieur a 1, les suites {z}} tendent vers zéro, et pour les autres. elles sont stationnaires. L ]

ou ¢

w k), u

Preuve du Théoreme V.2 Nous écrivons les conditions véringes par u* o
o et 2

Au' + Bo' ta=0

Cu' + Dv' +b=0

wh = -D7'Cut = D7

Wttt =t - e(Aut 4 B 4 a) @n
b= p(Cut + Dot 1) 2

o
Quant & z"7! ¢"est 1a solution du probleme de minimisation suivant

hL_ o2
i g =

et vérifie donc I'inéquation variationnelle d’optimalité associée 3 ce dernier probléme d’optimisation
3 L A ] (23)

Nous considérons la tonction de Lyapounov définie par (18) dont nous étudions la variation sur un
pas d'itération

[ AR EL AT

1

< s L
[ | rm

= bt = K - St — 2
5 I1F = ozl = 2

_ %Wﬂ_”k“u_lmm T

c

T
-l =+

L’équation (21) nous mene a

st = {Aut 4 Bt +a, 2 — bt
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En prenant 1" = z* dans (23). on arrive & 5, < 0. Nous avons donc Iinégalité suivante

(B € ol =P = o = 2 s,
Comme Q(z*) = 0, nous pouvons écrire
s1 = (Aub + Bob pa—-Q@h). 2 -t

= {((A* + BvF +a) — (At + But ta), 2t — )

o

+ ((Aut + Bo* 4 a) — (Au* + Bt a)ut —utt)

b
4@k = Q). =ity + Qb)) - QEF) -t

o 4

Nous avons
1= (B(o* —w*). 2" =)

Comme zF —u¥ € imM* alors |2 — b || < X[Q(5) — Q(u*)| et done,
b < XYt —wtl2*) — Q@)

2 = (B(o* —wh) ut = by < Yot — bt =

1l

= (QF) = Q). 2 = by < =) — Q@)

= (b)) — Q) Wb — W) < 0 = Q) It =

Nous arrivons finalement 2 I'inégalité suivante

B P gl - R ) - 0

—

1
5l
+ XY [oh =t () - QB + Y [t — ok (|luf = )
+ 1905 = QU+ = ot

@np < - 5le

Nous étudions maintenant (Az){*! = @yt *1 o*+1) — By(uh, k).

i P
N I DS I
@ = ol IR = gl =t
! e A2 1 e A2
SIS S
3! P+ 50 I
B
1 f 1
T T S
v

i 4
D'aprés le Lemme V.1. nous avons I'inégalité suivante pour #s

2
< iuu‘“ -2
=2
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te = (wh— oMb+ Dot )

(b — M (€t Db g ) = (Cub o+ Dt )
= (=t Dt —wh)) + @F = oM Dt - wh))
< —tlot =t + Tt = bl =)

el

1 4
S )
7

S
< St -t it ot et - u‘"]
P

Nous aboutissons finalement &

.
(Bt € =gl I =l = A S

ot (¢M)T
suivante

Nous montrons maintenant q

S -
+ T+ = ot lfof = bl + ;“u‘“ L [ Ly

(@nf +aanft
= = = 5P = G — 20

" as?
A A2 et — R 4 E k2
2 2

L
2
+[192(z5) = Q[ — b

+ XY ot =t [I925) = Q)|+ Y[t =t [t = |

+aT|lb ! — ok |lljob — W + —’uu‘*’ — M| [t = ot 4 foht = mu]
’

LD TR
=3NSl 2 [eX0)

= (J[o* =t 1925) = Qb | [[of = wh |, [[1n5H—ut ) et ot A est la matrice symétrique
!

) —aT —os
” ”
0 2 —Xxy -1
N as
ST -XY 2 ¥R
—as as 1 as?

» T
ible de choisir les parameires o, € et p de telle sorte que la

matrice A7 soit définie positive. Cette dermiére propriété se traduit par les 4 conditions suivantes

o
250 oo
» ”
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qui sont évidentes, et

L —
»
dlaen)=| o 2 -xy|= % [~20T?p + dart = X2Y?] > 0 (25)

—aT —XY 2t

dy(a,e, p) = det(N) >0 (26)
En posant
(MM
N= ( No N
avec
2o
N = r Ny = n
0 2 XY -l
AT —-al -XY 20t
M= = Ny =
T L A ) Ly
» "

nous pouvons calculer le déterminant de la matrice AV en utilisant la tormule suivante
det(N) = det(N)) det(Ns — N5, 'Ay)
Nous avons

da) = 2

»
Xy? S
—apT? + 2ext — 23/ - ('/—‘s 1aST+Y 4 );—y)
- _ 3 v
det(Na = NNTING) - = as Xy | 208 1
([ +asT+Y S - _ L
0 2 e Tp 2
1
< SR [ePia. ) + Palap)]
ob
Pilep) = aTip'+ 20 (0*rS*T? — at = 200STY — aSTXY —7Y?* — XY?)
+2ap (S2X?Y? — 4§ — 20 S*T — 2rSY — SXY) —20%rS? @n
Pala,p) = p* (dart —200pT? - X2Y?)
3
- 2
= Sdiaey) @28
On a donc "
detN = o [ePi(a.p) + Pala. p)] (29)
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La condition (25) est vérifiée pour a et p vérifiant les conditions suivantes

(30)

(31)

En conséquence, d’une part pour p vérifiant la condition (31), le polynome Pa(cx, p) est strictement
positif * d’autre part, nous avons

Pi(a,0) = —-a*rS?<0
Pi(a0) = 20 (XY —4arS?t — 20 ST —2rSY — SXY) <0
La dernidre inégalité est une conséquence de la condition (30) sur . Comme. lim P\ (a, p) = o0,
1=

nous déduisons des deux dernieres inégalités que le polynome P (rv. ) est négatif pour p compris
entre 0 et sa plus petite racine positive po(a). Par conséquent. la condition (26) est vérifiée pour p et
& vérifiant les conditions

0 < < min (o), 2L X2 2
p < mi
I Pl = 32)
0<e < Dewp) 3

Pi(ap)
En conclusion, pour cv. p et £ et véritiant les inégalités (30), (32) et (33), la matrice AV est définie posi-
tive. Par conséquent, Af*! est négatif. La suite {®,(1*) + a®,(u*, v*)} est strictement décroissante.
Comme elle est positive, elle est convergente et donc bornée, et la différence de deux termes consécutifs
tend nécessairement vers 0. Nous en déduisons donc d’apres (24) que la suite {¢¥} converge vers
(0.0.0,0)T En particulier,

lim Q) — Q4| =0

k=t

Jlim [luh*t =t = Jim At + Bvt 4 all =0 (34)
e £

lim [o**1 —o*| = lim p|Cut F Dot ) =0 35)
k=400 [hsr¥

Soit (u*,0") un élément de U x V' tel que
Au' 4 Bv' +a = 0
Cu'+ D' +b = 0
En considérant les suites {(u* — u*)} et {(v* = o*)}. I'Algorithme V.1 s’écrit
Wk (I = eA)(uh —u*) = eB(o* — o*)
Wt = pCh — ) (T = pC) (0 —0t)
La suite {¢¥} = (u* — " v* — v*)T vérifie d’une part
e

Ii-cA B
= ( —C Ry —pD )

on



et d’autre part, d'apres (34) et (35),

Jim ¢t = ¢t =0

Grice au résultat du Lemme V.6, nous déduisons que les suites {1*} et {v*} sont bornées.

Soit 7 un point d’accumulation de la suite {1*}. Nous considérons la sous-suite {k,} telle que
{u*} converge vers . Nous montrons que 7 est un élément de " autrement dit, 7 vérifie la
condition nécessaire et suffisante d’optimalité ()

D'une part, comme ™ converge vers 7 et Q vérifie I'hypothese de Dunn avec la constante 1 /7, et
est donc Lipschitzien de constante 1/7, alors $2(1*) converge vers (7). D'autre part, Q(u*) comme
nous venons de le voir, converge vers 0, donc (%) = (. Par conséquent, 7 est bien un élément de
UM et le couple (T, (7)) est une solution du probleme (7). ce qui achdve la démonstration. L]

Remarque V.4 Nous limitons notre étude au cas oi les contraintes d’ensemble sont absentes et o les
opérateurs sont affines. L'exemple suivant montre qu'il est difficile de se prononcer sur la convergence
de I"Algorithme V.1 dans le cas d’un opérateur non affine

Soit (1) V'opérateur défini par

-1 sin<l
Q)= ufu si —l<u<l
sil<u

dont le graphe est représenté sur la Figure V.1. et soit

0.5

Figure V.1: Courbe de € en fonction de

AQwv) = Q) — o]
Bluw) = v

Le systeme d’équations

A(wv) = 0
Bluv) = 0
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a pour solution unique (1*,v*) = (0.0). Ce que nous avons appelé €2 ci-dessus comncide bien avec le
€ de la théorie générale défini par

Q) = A, 3())
0 (1) est la solution en » paramétrée par 1 de 'équation B(w,v) = 0. Dans cet exemple particulier,
(1) = 0,¥u € B. et © vérifie bien 'hypothdse de Dunn avec la constante I. L’Algorithme V.1
écrit

W =t - g(QrF) - b))
(1= pyt

En posant p ~ dt et 7 = &/p, la version continue de I'algorithme ci-dessus s

i = —7(Qu) = ol
i Ty vl) } 36)
avec par exemple it = du/dt. Soit (11g, vo) un point au voisinage de (0.0) avec 1o et 1y positifs. On
approxime les termes de droite de (36) par leur développement de Taylor au premier ordre autour de
(116, 1) afin &’étudier le comportement du systeme linéaire tangent de (36). On obtient le nouveau

systeme
it —7{(u + 2uo( — 10) — )
v - -1
dont le point ¢équilibre se situe & 1 = 110/2 et 1 = 0. En effectuant la changement de variables
la matrice du sys@me linéarisé a pour valeurs propres — 1 et ~27uo. Cette dernidre valeur tend vers 0

quand g tend vers 0 (point d"équilibre du systeme non linéaire). On en déduit qu'au voisinage de 0,
la suite {u*} “a du mal” a converger vers 0. Les nos p

s}

V.3 Exemple d’application

Nous revenons 2 1'Exemple V.1 et nous étudions la convergence de I'Algorithme V.1. On a u €
v e R, UM LV = R et

wen = (5 2) () ()

Buv) = (1 -2) ( w ) i

w0

Nous posons le probleme suivant  trouver (x*1*) € 2 x I tel que
} (37)

= {(m,12.v) €R* |y = 1z = v}

A(t, o)
B v%)

L'ensemble S* des solutions de ce probleme est
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Un pas de I"Algonthme V | y'écnt & 'étape h. connassant o’ = (uf.uj) et ! calculer u**! et
#*=1 selon le schéma suivant
it wh — e(—uf + 3ud —205)
bt = e(—b + o)
# = o= = 2uf + 0b)
ce qui peut s'écrie. en posant W4 = (uh, ub.v¥)T

wht = pwt

o M est la matrice 3 x 3 définie comme suit
lte

M - 0

-

Les valeurs propres de M sont 1, fi(p.¢) et fa(p.e). o

242
)
hipe) = ﬁw_/

Le maximum des modules de f, et de f, s'annule pour p = p = 24 et e = £ = 02. ce qui
veut dire que I’Algorithme V.1 converge en un seul pas vers une solution du probleme (37). Sur la
Figure V.2, on présente le domaine de convergence de I'Algorithme V.1 dans le plan p (en abscisse)
el & (en ordonnée) un point (p.) est un €lément du domaine de convergence si et seulement i

max (/1(p.). f2(p,€)) < 1. Sur la Figure V.3. on fait un zoom autour du point optimal (7).
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Figure V.2: Domaine de convergence en fonction de p et €
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Figure V.3: Zoom autour de (7,%)



Chapitre VI

Conclusion et Problemes Ouverts

VI.1 Conclusion

La résolution d’une inéquation variationnelle comporte d’une part des difficultés liées au choix
de P'algorithme de résolution et d’autre part aux propriétés vérifiées par I'opérateur impliqué dans
I'inéquation variationnelle. Dans ce mémoire. on propose de résoudre une inéquation variationnelle
ou I'opérateur est monotone (saut dans la situation considérée ol I'opérateur est affine mais peut ne
pas étre globalement monotone) en utilisant le Principe du Probleme Auxiliaire. Ce dernier donne lieu
2 un algorithme itératif od & chaque pas on résoud un probleme auxiliaire de minimisation. L’apport
original de ce travail porte sur I'affaiblissement des hypothéses dans le cadre d’opérateurs généraux.
On donne une preuve de convergence dans le cas oi I'opérateur global est défini sur le produit de deux
espaces de Hilbert et qui vérifie d’une part I'hypothése de Dunn partielle par rapport 4 sa premidre
composante et d’autre part est fortement monotone par rapport a sa deuxiéme composante. Ceci nous
permet de mnter num le cas d’s npémleur.s simplement monotones dans la mesure ol on propose un

de ées dans lequel 'opérateur global obtenu vérifie les
propriétés mentionnnées ci-dessus
Dans le Chapitre V, on démontre la convergence du méme 2 avec des encore

plus faibles que précédemment  on ne suppose méme pas la monotonie globale de I'opérateur mais
seulement Ia forte monotonie au premier niveau et I'hypothése de Dunn pour I'opérateur emboité. La
preuve que nous donnons se limite au cas particulier des opérateurs afines en dimension finie et sans
contrainte de type 4

VI.2 Problemes ouverts

Il reste des questions auxquelles on n’a pas encore donné de réponse et qui mériteraient d’étre étudiées.
Parmi celles-ci, on peul mentionner les suivantes.

« Une preuve de convergence de I’algorithme de résolution/régularisation dans le cas par-
ticulier d’un opérateur de point-selle de Lagrangien (les conditions générales s'appliquent
bien siir 2 ce cas. mais nous cherchions A obtenir des conditions plus spécifiques exploitant la
structure particuliére des opérateurs “point selle”). Une premidre tentative a abouti A des con-
ditions de convergence —positivité d’une matrice 8 x 8 “assez pleine”— difficiles 2 exploiter.
L'utilisation de la méthode adoptée dans [9] méne aussi A des conditions compliquées.

« Lextension de la au cas des
L'inéquation variationnelle 2 résoudte s ccrt dans ce cas trouver 1 & U et 1 & V(') tels

109
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Gt u—wy 20 Yueu™

s"écrit en i isant des “petits pas” p* (')

v paraliele de

Algorithme VL1 (Parallele en (1, 0)) A I'étape k. connaissant u* et v* calculer u**" et v*+!

en résolvant les problemes auxliawres de mmmisation

min le) + <~(m -4 L, >} "
et P‘Lm " <‘I'(”L) it ) - S0k, u>] @
| .

La présentation de cet algorithme comme tel ne parait pas naturelle. En effet, Iitération (2),
qui fait la régularisation. devrait intuitivement converger “plus vite” que I'itération (1), qui fait
la résolution. Or, avec l'introduction des petits pas. ¢’est plutdt le contraire qui va se passer. ce
qui rendra les algorithmes trds “lents” Des fentatives de preuve de convergence ont té menées
a ce sujet. On a aussi étudié la version o on remplace le pas £ par un petit pas ' = mp*
olt m est une constante positive. Li aussi, on n'a pas eu de résultat sur la convergence de
Palgorithme.

« Lextension de la preuve de convergence du Chapitre V A des situations plus générales ot
il y a des contraintes de type 4*' en dimension infinie. et avec des opérateurs non linéaires.

o Enfin, une autre direction qui mériterait d'étre exploitée est celle ob & chaque étape de
Palgorithme de résolution/régularisation. on effectue un pas de résolution —minimisation sans
contrainte sur 1— suivi d’un nombre fini de pas de régularisation —minimisation sur v—, ce
qui veut dire qu'on ne méne pas, A chaque pas la régularisation jusqu’au bout —comme dans
I"Algorithme 1.2— et en méme temps on favorise un peu plus Ta phase de régularisation.

"L suite () est décromssante et elle ventie 3 b = +oc et 3 () < oo
= =



Bibliographie

(1] A. AUSLENDER. Optimisation. Méthodes numériques. Masson, 1976.

(2] A. AUSLENDER. Problémes de Mimmax via I'Analyse Convexe et les Inégalités Varianonnelles

Théore et Algorithmes. Springer-Verlag. Berlin, 1972.

[3] V BARBU, Th. PRECUPANU. Convexity and Optimization in Banach spaces. D. Reidel Pub-
lishing Compagny. Bucarest, 1986.

[4] G. COHEN. Dé a C en Opumi; Dé Diffé et Non-
Différentiable. These de Doctorat &s-Sciences Mathématiques, Université de Paris IX-Dauphine,
1984

(5] G. COHEN. Optimisation by det and ination  a unified approach. JEEE Trans-

cctions on Automatic Contral, Nol. AC-23, No. 2. pp. 222-232. April 1978.

[6] G. COHEN. Auxiliary problem principle and decomposition of optimization problems. Journal

of Optimizanon Theory and Applications, Vol. 32, No. 3, pp. 277-305, November 1980,

[7) G. COHEN. D.L. ZHU. Decomposition coordination methods in large scale optimization prob-

lems. The nonditterentiable case and the use of augmented Lagrangians. In  J.B.Cruz. Ed
Advances i Large Scale Systems Theory and Applications. Vol. 1, JAI Press. Greenwich, Con-
necticut, USA, 1983,

8] G. COHEN. Auxiliary problem principle extended to variational inequalities. Journal of Opui-
muzanion Theory and Applications, Vol. 59, No. 2, pp. 325-333, November 1988.

(9] G. COHEN. E. CHAPLAIS. Nested monotony for variational inequalities over product of spaces

0

i

it

[

i

and of iterative i Joumal of and Vol. 59.No. 3,
December 1988,

0] G. COHEN, F. CHAPLAIS. Algorithmes numériques pour les équilibres de Nash. Revue
APII/AFCET Nol. 20, pp. 273-293, 1986.

1] I. EKELAND, R. TEMAM. Convex Analysis and Variational Problems. North-Holland, Amster-
dam, 1976.

2] D.L. ZHU, Optumisation Sous-Différentiable et Méthodes de Décomposution. Thése de Doctorat
en Mathématiques et Automatique. Ecole des Mines de Paris, Avril 1982

3] A. KOLMOGOROV, S. FOMINE. Eléments de la Théorie des Fonctions et de I'Analyse Fonc-
twonnelle. Editions Mir, Moscou, 1974,

4] B. MARTINET. R¢ ion d’inés iati par ives.
Revue d', d' et de Recherche Opér . R-3. pp. 154-159. 1970.

1



12 Bibliographie

[15] M.A. MATAOUL. C¢ a la Dé et a I'Agré; des Problémes Variation-
nels. These de Doctorat en Mathématiques et Automatique, Ecole des Mines de Paris, Septembre
1990.

[16] M. MINOUX. P i ér Théorie et . Tome 2. Dunod, Paris,
1983,

[17] I B. HIRIART URRUTY, C. LEMARECHAL. Convex Analysis and Optimization Algoruhms,
a paraitre.

(18] Y. NESTOROV. Efficient Methods for Convex Optimization Problems.Radio y sviats, Moscou,
1988 (selon communication privée de C. Lemaréchal).

[19] E.I JURY. Sampled-Data Control Systems. Wiley, 1958.



