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Résumé

Nous étudions le probleme de la robustesse de la bornitude et de la stabilité pour les systemes
non-linéaires.

La premiere partie est consacrée a 1’énoncé des conditions suffisantes garantissant que les
propriétés de bornitude ou de stabilité pour le systeme réel peuvent se déduire de celles du
modele.

La premiére condition que nous proposons est fondée sur la technique de fonctions de gain.
Elle repose sur la notion SpES qui est une généralisation naturelle de la stabilité entrée-a-état
(ISS) introduite par E.D. Sontag. Pour un systéme décomposé en sous systeémes interconnectés,
la notion SpES permet d’énoncer un Théoreme du petit gain généralisé dont la conclusion porte
sur la stabilité entrée-sortie et sur la stabilité au sens de Lyapunov des variables internes. Ce
théoreme généralise le théoreme du petit gain monotone donné récemment par Mareels-Hill. La
seconde condition repose sur la technique de Lyapunov. Cette condition dite GUEC quantifie
une sorte de distance et nous permet de prendre en compte potentiellement une large classe
de perturbations. Cette partie est terminée par une comparaison des caractérisations nouvelles
proposées avec trois caractérisations plus classiques : stabilité totale, perturbations singulieres
et perturbations régulieres.

La seconde partie s’intéresse a la synthése de commande pour satisfaire les conditions énon-
cées dans la premiere partie.

Nous montrons d’abord que pour une certaine classe de systemes non-linéaires, nous pouvons
élaborer des lois de commande pour satisfaire les conditions du théoréme du petit gain généralisé.
En particulier, des problemes de stabilisation globale par retour d’état partiel et par retour de
sortie sont résolus. Nous donnons ensuite une application du théoreme du petit gain a une
classe de systemes soumis a des perturbations paramétriques et dynamiques et concevons des
controleurs adaptatifs assurant la bornitude des solutions. Enfin, pour examiner ’aspect de
convergence asymptotique des solutions, nous introduisons un signal de normalisation dynamique
qui informe de la “taille” des effets non-modélisés.

Mots-clefs :

Systeme non-linéaire, Bornitude, Stabilité, Stabilité entrée-a-sortie, Petit-gain, Robustesse, Re-
tour de sortie, Retour d’état-partiel, Commande adaptative.






Abstract

We study the problem of robustness of the boundedness and the stability properties for
nonlinear systems.

The first part is devoted to the formulation of sufficient conditions guaranteeing that the
properties of boundedness or stability of the actual system can be obtained from those of the
model.

The first condition we propose is based on the technique of gain functions. It is related to the
notion SpES which is a natural generalization of the input-to-state stability (ISS) introduced by
E.D. Sontag. For a system composed of interconnected subsystems, the notion SpES allows us
to state a generalized small-gain theorem which contains a result on input-ouput stability and
another one on stability in the Lyapunov sense of the internal variables. This theorem generalizes
the small monotone gain theorem recently found by Mareels-Hill. The second condition is built
on Lyapunov techniques. This condition called GUEC quantifies a kind of distance and permits
us to take into account potentially a large class of perturbations. This part is closed by a
comparison of these two new characterizations with three more classic characterizations : total
stability, singular perturbations and regular perturbations.

The second part is concerned with the control design to satisfy the conditions stated in the
first part.

We start by showing that, for a class of nonlinear systems, we can elaborate control laws
to fulfill the conditions of the generalized small-gain theorem. In particular, some problems
of global stabilization by output feedback and by partial-state feedback are solved. Then we
give an application of the small-gain theorem to a class of systems subject to parametric and
dynamic uncertainties. We design adaptive controllers which guarantee the boundedness of
the solutions. Finally, for the purpose of getting asymptotic convergence of the solutions, we
introduce a dynamic normalizing signal which informs about the size of the unmodelled effects.

Keywords :

Nonlinear system, Boundedness, Stability, Input-to-output stability, Small-gain, Robustness,
Output feedback, Partial-state feedback, Adaptive control.
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Introduction

L’objet de ce mémoire est la synthese de loi de commande en vue de stabiliser un équilibre ou
de réguler une sortie. Pour établir ces propriétés nous cherchons a nous placer dans un con-
texte aussi réaliste que possible. Nous appelons processus de simulation une idéalisation du
processus réel telle qu’on puisse le décrire comme le systeme dynamique instationnaire suivant :

X = F(X,t,u), Xe€Q, ucR™ (0.1)

ol X est I'état, u est 'entrée et F est le champ de vecteurs défini sur Q x Ry x R™, Q étant un
ouvert de RY. La description parfaite d’un systeme réel par un tel processus de simulation est
irréaliste ou méme impossible. Mais n’ayant, d’un point de vue théorique, acces a aucune autre
donnée, ce processus de simulation est considéré comme décrivant la réalité. Le prix que nous
devons payer pour le réalisme de ce systéme (0.1) est sa complexité. Celle-ci est en général telle
qu’on ne peut pas utiliser le processus de simulation pour la conception de lois de commande.
Nous devons alors introduire un processus de syntheése simplifié, i.e. le systeme dynamique
stationnaire suivant :

z = f(z,u), zeR" (0.2)

ou x est ’état du modele dont la dimension n est bien str en général (beaucoup) plus petite que
N.

Comment synthétiser une loi de commande qui “tolere” les erreurs de modélisation entre (0.1)
et (0.2) et plus précisément telle qu’on puisse garantir de bonnes propriétés pour le processus
réel & partir de celles obtenues pour le processus de simulation (0.1) ou pour le processus de
synthese (0.2) est le probleme de base en automatique. La littérature est extrémement riche
méme dans le contexte de processus nonlinéaires (voir, par exemple, [20], [40], [43], [75]). Dans
cette these, nous proposons des techniques nouvelles pour la synthese de telles commandes.

Notre étude commence par des caractérisations des effets non-modélisés pour lesquelles les
propriétés de bornitude et/ou stabilité des solutions d’'un modele sont robustes. En second
lieu, nous montrons pour quelques systemes particuliers comment obtenir des lois de commande
telles que ces caractérisations soient satisfaites.

Au Chapitre 1, on se pose le probleme de caractérisation des effets non-modélisés par le
systeme dynamique décrivant le processus de synthese. Apres un bref rappel de trois car-
actérisations classiques : stabilité totale, perturbations singulieres et perturbations régulieres,
nous présentons deux caractérisations plus nouvelles appelées ici SpES et GUEC. La premiere
consiste a décomposer un systeme en deux sous-systemes. Ceci se traduit par une considération
tres classique d’un systeme de simulation comme un systeme interconnecté composé d’un modele
et d'une dynamique incertaine. Cette facon de caractériser les effets non-modélisés motive un
théoreme du petit gain généralisé qui permettra de décrire le comportement entrée-sortie du
systeme de simulation; de plus, la stabilité des variables internes pourra aussi étre obtenue. La
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seconde caractérisation GUEC nécessite la connaissance d’'une fonction de Lyapunov du modele
de synthese choisi. En introduisant un signal de comparaison qui mémorise les états passés du
modele, on cherche a recouvrir une classe d’effets non-modélisés la plus large possible.

Les Chapitres 2 et 3 étudient les possibilités que nous avons pour satisfaire les hypotheses
posées dans le Chapitre 1 avec un choix approprié d'une loi de commande. Dans le Chapitre
2, nous étudions le probleme de stabilisation globale par retour d’état partiel et par retour
de sortie d'une classe de systémes rétroactifs récurrents perturbés. L’objectif est d’établir des
ingrédients de synthese a I’aide du théoreme du petit gain, puis de montrer comment les utiliser
de fagon systématique pour la construction d’'une commande robuste.

La commande adaptative est une approche particuliere dans le domaine de la commande
robuste. Dans ce cas la forme du modele de synthese (0.2) est complétement connue, mais a
des parametres inconnus pres. La Section 2.4 et le Chapitre 3 sont dédiés a cette approche.
La Section 2.4 est une premiere tentative d’utilisation du théoreme du petit gain pour 1’étude
d’un systeme nonlinéaire soumis a des incertitudes dynamiques et paramétriques. Elle nous
permettra d’établir un résultat de bornitude des solutions.

Pour examiner les aspects de convergence asymptotique, dans le Chapitre 3, nous proposons
I'utilisation d’un signal de comparaison dynamique dans la commande. Un tel signal
permet de prendre en compte des informations sur la “taille” des effets non-modélisés. L’idée
d’utiliser un tel signal de normalisation dynamique dans la commande adaptative linéaire est
due a L. Praly [61, 62]. Son intérét est justifié par les trés nombreuses publications sur le sujet.

Tout au long de ce mémoire, nous utilisons les mots “local” et “global” dans les sens suivants :

Local = “... Etant donné un systeme ... il existe un voisinage ouvert ... ”

Global = “.. Etant donné un voisinage ouvert difféomorphe a R" ... il existe ...”

Plus précisément, quand nous parlons du cas global, il est sous-entendu que, un ouvert
difféomorphe a R" étant fixé a priori, nous voulons que tous nos résultats soient valables pour
toute solution démarrant dans cet ouvert. Pour le cas local au contraire, les résultats obtenus
ne sont valables que dans une région, en général plus petite que la région prescrite.

L’exemple simple suivant, di a mon collegue F. Mazenc, illustre cette différence.

Exemple : Considérons le systeme d’ordre 2 :

. 3 .
r1 = X7 + sinxe
! (0.3)
i‘g = Uu.
Nous cherchons a stabiliser asymptotiquement la solution (z1,x2) = (0,0), globalement sur

louvert (—1,1) x (—m/2,7/2), difféfomorphe & R?. Ceci signifie que nous cherchons un controleur
Y(x1, x2) qui rende l'ouvert (—1,1) x (=7 /2,7/2) un sous ensemble du bassin d’attraction de
Iéquilibre (z1, z2) = (0, 0). Pour obtenir cette commande, faisons le changement de coordonnées
suivant :

Z1
(1—af)!/? (0.4)
Yo = tanxs .

Y1 =
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L'ouvert (—1,1) x (=7 /2, m/2) est bien transformé en R? et le systeme (0.3) est transformé en :

Ys

Y — 3 2\3/2
o U 05)

pour lequel un contréleur globalement et asymptotiquement stabilisant est :

Y -t
u = [(1+y22) <1+ (1+Y12)1/;(12+Y22)1/2>] x (0.6)

1+ Y2)3/2 1 Y; Vi(1+ Y32
YA+ ye)E . Y34 (14 v2)32 22 i 1(1+Y5)
(1+ Y2)1/2 1+Y; 1+Y5 (14 Y2)/2
Il est associé a la fonction de Lyapunov suivante :
1 1 vi 2
VY, Y) = Y2 4+ 2 (Yot ——rns (1 4+ YH)Y2) . 0.7
i) = 3% + 5 (Ve gy + 1) (07

Il est intéressant de noter que sinx est une fonction bijective de (—7/2,7/2) sur (—1, 1), ainsi
la méthode, maintenant classique, d’ajout d’un intégrateur [76, 7|, aurait pu étre appliquée
directement au systeéme (0.3) apres avoir fait le changement de coordonnées suivant :

a=om (0.8)
Zy = sinzs .

Dans ce cas, ouvert (—1,1) x (—m/2,7/2) est transformé en (—1,1) x (=1, 1) et le systeme (0.3)
est transformé en :

21 = 78+ Z
) L (0.9)
Zy = (1-2Z)HY%u .

La version la plus simple de cette méthode d’ajout d’un intégrateur donne la fonction U suivante
comme fonction de Lyapunov assignable :

1 1
U(Zy,Zs) = 5212 + 5(Z+ 2 + 73)% . (0.10)
Le controleur u associé est :
w=—1-=22"Y22Z + W 4+32)Z} + Z2) + (Zo+ Z1 + Z3)] . (0.11)

Malheureusement pour que cette commande puisse étre appliquée au systeme (0.3), il faut
garantir que la composante Z, des solutions reste tout le temps dans 'ouvert (—1,1). Donc une
estimée du bassin d’attraction est :

S = {(21,25) | U(Z1, Z3) < ¢}
ou c est le plus grand des nombres réels positifs tels que

{(Zl,ZQ) ‘ U(Zl,ZQ) < C} C (—1, 1) X (—1, 1) .
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S est donc strictement inclus dans (—1,1) x (=1, 1) dans le nouveau systéme de coordonnées, en
d’autres termes, strictement inclus (—1,1) x (=7 /2, 7/2) dans ’ancien systéme de coordonnées
(1, 22).

Nous voyons ainsi qu’en spécifiant a I’avance le domaine de stabilisation désiré de sorte qu'un
changement de coordonnées le transforme en I’espace tout entier, nous avons pu obtenir une loi
de commande stabilisant globalement sur l'ouvert (—1,1) x (—m/2, 7/2) et non pas uniquement
localement comme le donne cette application trop hative de la technique d’ajout d’un intégrateur.

Dans tout ce qui suit, pour simplifier la présentation, chaque fois que nous parlons d’“un
signal f(t) défini sur [0,7T) avec T' > 0", ceci signifie souvent, sauf que nous le précisions, que
f(t) est défini sur un intervalle semi-ouvert fini ou infini.
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Liste des principales abréviations !

Les données originales sont manquantes

! Les abréviations d’expressions anglaises sont notées d’une étoile *.



Introduction




Chapitre 1

Caractérisation des Effets Non
Modélisés et Théoremes
Correspondants

1.0 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons et comparons rapidement diverses caractérisations des effets
non modélisés des systemes dynamiques non commandés proposées dans la littérature. La
motivation de notre étude vient du fait qu’en Automatique, la syntheése de loi de commande a
toujours pour but de prendre en compte des incertitudes qui se présentent dans les systemes
réels. Typiquement on distingue 3 types de processus :

1 — le processus réel auquel la commande doit garantir de bonnes propriétés.

2 — le modele de simulation, qui étant déja un modele, est une idéalisation de la réalité bien
qu’on le veuille d’habitude le plus réaliste possible.

3 — le modele de synthese qui est un modele simplifié pour permettre sa manipulation dans la
conception de la commande.

La description complete du processus réel étant impossible, on espere la modélisation suff-
isamment bien faite pour qu’il puisse étre considéré comme une (petite) perturbation du modele
de simulation. L’objectif de commande est atteint si les propriétés garanties pour le modele de
simulation ou de synthese par la conception de la commande sont préservées en présence de ces
(petites) perturbations. Dans ce cas, on dit que ces propriétés sont robustes par rapport aux
incertitudes, ou plus précisément, que ces propriétés sont ouvertes pour la “topologie” définie
souvent tres implicitement par la caractérisation choisie pour les incertitudes. Dans ce chapitre,
on se place a commande fixée et nous étudions d’abord les systéemes dynamiques non commandés.
Dans les chapitres suivants, on passe aux systemes dynamiques commandés.

Comme nous le verrons en deuxieme partie (constituée des chapitres 2 et 3), les résultats
principaux du Chapitre 1 peuvent étre utilisés pour définir des objectifs de synthese pour la
détermination des commandes pour les systemes commandés. On cherche alors a synthétiser
des controleurs assurant une certaine robustesse des propriétés correspondantes et en particulier
de celle de la bornitude des solutions.

La seconde méthode de Lyapunov est une des méthodes favorites des automaticiens pour
I’étude de la stabilité. Non seulement elle représente un outil efficace pour 1’étude de la sta-
bilité, mais aussi elle permet d’exhiber des propriétés qualitatives des solutions de systemes

7



8 Chap.1. Caractérisation et Théorémes

dynamiques. Cette méthode consiste a ramener I’étude de la stabilité a celle de I'existence d’une
fonction “énergie”, nommée fonction de Lyapunov pour laquelle ’équilibre est un minimum.
Malgré I'importance évidente de cette idée, I'existence d’une telle fonction de Lyapunov pour
une équation différentielle n’est pas toujours facile a prouver. D’ou la nécessité de combiner la
méthode de Lyapunov avec d’autres techniques afin de développer une méthode plus utile et
directe.

Nous avons indiqué qu’un processus réel n’est jamais parfaitement décrit, mais on peut
espérer obtenir une bonne représentation en prenant un modele de simulation sous forme décrite
par les équations différentielles :

(1.1)

&t = flz,t) + w(x,2,1)
z = h(z, z1t),

ce systeme différentiel étant souvent trop complexe, on cherche a étudier ses propriétés a partir

d’un modele de synthese simplifié et décrit par :

& = f(x,t). (1.2)

Puisque la réalité n’est pas accessible et que 1’on postule que (1.1) en est une bonne description,
nous identifions processus réel et modele de simulation et nous appellerons (1.2) modéle de (1.1).
Dans ce cas, le terme w dépendant de z, z et de ¢ sera appelé perturbation de (1.2) par rapport
a (1.1). Le probleme qui nous intéresse est de savoir quelles propriétés de stabilité possedent les
solutions de (1.1) quand (1.2) a des solutions uniformément stables ou uniformément asympto-
tiquement stables (deux notions a préciser ci-dessous). Pour répondre a cette question, I’avantage
de combiner la seconde méthode de Lyapunov avec d’autres techniques est évident surtout quand
la taille du modele (i.e. dim(x)) est strictement inférieure a celle du processus réel (i.e. le cas
ou dim(z) > 0).

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : on commence par un bref rappel de quelques
caractérisations classiques en présentant des résultats connus liés a ces caractérisations. Deux
caractérisations plus récentes (SpES et GUEC pour le cas global, ou LISS et LUEC pour le cas
local) sont proposées avec pour but de contenir une classe d’incertitudes la plus large possible.
Une breve comparaison avec les approches classiques est donnée a la fin du chapitre. Nous avons
fait un certain nombre de notes bibliographiques pour permettre au lecteur de situer nos rappels
ou nos contributions.

1.1 Caractérisations classiques

Dans cette section, en introduisant certaines restrictions sur les fonctions w et A du systeme
(1.1), nous prendrons en compte des caractérisations de perturbations qui appartiennent en gros
aux trois théories de stabilité suivantes :

e La théorie de la stabilité totale.
e La théorie des perturbations singulieres.
e La théorie des perturbations régulieres.

Afin de les comparer, nous allons, sans entrer dans les détails techniques, rappeler certains
points importants de ces trois théories. Mais tout d’abord, nous allons rappeler quelques notions
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fondamentales de la stabilité au sens de Lyapunov dans le cas ou dans (1.2) le champ de vecteurs
f est régulier sur R™ x Ry et = 0 est un point d’équilibre ou tout simplement équilibre, i.e. :

F0,8) =0, t>1>0. (1.3)

Définition 1.1 L’équilibre x = 0 de ’équation différentielle (1.2) est stable au sens de Lya-

punov si pour chaque € > 0, il existe un nombre réel 6(e,ty) > 0 tel que pour toute condition

initiale xo satisfaisant |zo| < 0, la solution associée x(t) avec x(ty) = xo, définie sur [ty, +00),
satisfait

lz(t)| < e V>t . (1.4)

Si, en plus, § ne dépend que de €, on dit que x = 0 est uniformément stable au sens de Lyapunov.

Dans le cas ou la propriété (1.4) n’est pas satisfaite, on dit que ’équilibre x = 0 est instable.

Définition 1.2 L’équilibre x = 0 de l’équation différentielle (1.2) est asymptotiquement stable
au sens de Lyapunov s’il est stable et attractif, attractif ayant le sens suivant : pour une certaine
constante p > 0, quels que soient n > 0 et tg > 0, il existe une constante T(n, zo,t9) > 0 tel
que :

ol < p = |z(t)| <n Vt>to+T. (1.5)

Si, en plus, T ne dépend pas de to mais dépend seulement de (n, zg) et si x = 0 est uniformément
stable, alors on dit que x = 0 est uniformément asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

Remarque 1.1 L’uniformité dans les deux définitions précédentes est vérifiée par les systemes
périodiques et surtout les systemes autonomes. O

Définition 1.3 L’équilibre x = 0 de ’équation différentielle (1.2) est globalement stable si
pour chaque € > 0, il existe un (e, ty) > 0 tel que lim._,o (e, tg) = 0o et pour toute condition
initiale xo satisfaisant |xo| < 9, la solution x(t) avec x(ty) = o, définie sur [to, +00), satisfait :

lz(t)] < e Vt>t .

L’équilibre x = 0 est globalement asymptotiquement stable (GAS). s’il est globalement stable et
globalement attractif, i.e. : pour toute valeur de p > 0, quels que soient n > 0 et tg > 0, il existe
une constante T (n, zo,tg) > 0 tel que :

[zol < p = fz®)] <n Vixto+T.

Si, de plus, 0 et T ne dépendent pas de ty, x = 0 est [’équilibre uniformément globalement
asymptotiquement stable (UGAS).

Deux autres définitions équivalentes de UGAS sont dans le théoreme suivant :

Théoreme 1.1 Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) L’équilibre x = 0 de (1.2) est UGAS.

(i) Il existe une fonction réguliére V(x,t), et trois fonctions définies positives a1, ag, ag telles
que o est propre et :

aj(z) < V(z,t) < as(x), VeeR", t>0 (1.6)
V‘(1.2) < —ag(z), VaxeR™. (1.7)

(iii) Il existe une fonction B de classe KL telle que, pour toute condition initiale o, la solution
associée x(t) de (1.2) satisfait :

[z < Blol,t) , VE=0. (1.8)
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Preuve : L’équivalence entre (i) et (ii) est donnée par Kurzweil [42, Theorems 1 & 7]. L’équivalence
avec (i) et (iii) est donnée par Hahn [20, Theorems 35.1 & 35.2]. ]

Notes bibliographiques. Les définitions 1.1 et 1.2 de stabilité au sens de Lyapunov peuvent
étre trouvées dans la plupart de livres pédagogiques en automatique, par exemple, [4, 20, 37, 77].
La définition de stabilité (asymptotique) globale (uniforme) se trouve par exemple dans Hahn
[20] ou Narendra-Annaswamy [55].

Maintenant on rappelle trois caractérisations classiques de perturbations.

1.1.1 Théorie de la stabilité totale

Considérons le cas ou nous avons, dans (1.1), w := w(z,t) et dim(z) = 0, c’est-a-dire le cas ou
aucune dynamique n’est rajoutée par la perturbation w. Si w(0,t) = 0, la stabilité de Lyapunov
garde son sens. Par contre, des que w(0,t) # 0, il nous faut introduire une nouvelle notion de
stabilité, la stabilité totale.

Définition 1.4 L’équilibre x =0 de (1.2) est totalement stable si pour chaque £ > 0, il existe
deux nombres réels positifs d1(g) et da(e) tels que |xo| < 61 et |w(x,t)| < do impliquent que la
solution x(t) de (1.1), avec x(tg) = xo, satisfait |x(t)| < e.

La relation entre la stabilité totale et la stabilité asymptotique au sens de Lyapunov est illustrée
par le théoreme suivant dont la réciproque est fausse méme si w(0,t) = 0.

Théoréme 1.2 Si [’'équilibre x = 0 de (1.2) est uniformément asymptotiquement stable, alors
il est totalement stable.

Preuve : voir Appendice A. O

Remarque 1.2 La réciproque du théoréme 1.2 est fausse. Voici un contre-exemple :
1\ 2
T = —x(sin—) , zeR.
x

L’obstacle a la stabilité asymptotique de ce systeme en x = 0 est qu’il posséde une infinité de
points d’équilibre autour de x = 0. Par contre, il est connu [4, Theorem A.12] que, s'il existe un
voisinage de ’origine qui ne contient aucun ensemble invariant sauf ’origine, alors la réciproque
du théoreme 1.2 est vraie, i.e. la stabilité totale implique la stabilité asymptotique. O

Remarque 1.3 La version globale du Théoreme 1.2 est fausse de méme que sa réciproque, en
d’autres termes, la GAS uniforme de 1’équilibre n’implique pas la stabilité totale globale i.e. la
satisfaction de lim._,o, 01(¢) = 0o dans la Définition 1.4. Voici un exemple simple :

flz,t) = -z, w(z,t) = \a?
oll A est un nombre réel strictement positif quelconque. Donc la notion de stabilité totale n’a
en général qu'un intéret local. O

Pour mieux apprécier la notion de stabilité totale, il est utile d’observer qu’un grand nombre
de systemes ont cette propriété, une sous classe ayant été identifiée par le Théoreme 1.2.

Théoréme 1.3 S’il existe une fonction définie positive V(x,t) dont les dérivées partielles OV /0x;
sont bornées dans une région G, x Ry, G, un voisinage de x = 0, et dont la dérivée le long des
solutions de (1.2) est définie négative, alors l’équilibre de (1.2) est totalement stable.
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Notes bibliographiques. La notion de stabilité totale est tres répandue dans la littérature
sur la stabilité du mouvement. Une bonne référence est le livre [20] de Hahn. Le contenu de ce
paragraphe est tiré principalement de ce livre. Les théoremes 1.2 et 1.3 sont respectivement [20,
Theorem 56.4] et [20, Theorem 56.3]. Le contre-exemple donné dans la Remarque 1.2 est dua &
Bacciotti [4, p. 165]. La preuve du théoreme 1.2 a été prise de Narendra et Annaswamy [55].
Le théoreme 1.2 sera utilisé pour nos analyses de comparaison.

1.1.2 Théorie des perturbations singuliéres

Considérons un cas particulier du systeme (1.1) :

{ z = f(z,z,¢) (19)

Z = h(z,z¢e)

ou (z,z) est un vecteur d’état défini sur un ensemble ouvert U de R™ x R", ¢ est un petit
parametre réel positif, et f et h sont deux fonctions régulieres définies sur U x (—¢gg, g9) pour
gg > 0. Un systeme de ce type est appelé un systéme singulierement perturbé. La théorie
des perturbations singulieres consiste & étudier le comportement des solutions de (1.9) pour e
suffisamment petit mais non nul, et au mieux, de déduire les propriétés asymptotiques de (1.9)
a partir du comportement asymptotique de son systeme dégénéré :

&t = f(x,2,0)
{0 = h(z,2,0). (1-10)

Le mot “dégénéré” vient du fait que le systéme (1.10), étant obtenu de (1.9) avec ¢ = 0, est
d’ordre inférieur a celui de (1.9). Remarquons qu’a cause de la nonlinéarité, la seconde équation
de (1.10) peut avoir plusieurs solutions. Pour bien situer notre probléme, on suppose que toutes
les solutions z = (x) de la seconde équation de (1.10) sont isolées et de composantes réelles.
Choisissons une solution z = ¢(z). (La fagon de la choisir est telle que les hypotheses du
théoreme 1.4 ci-dessous soient satisfaites.) Dans ce cas, le systeme (1.10) se réécrit comme :

& = f(z,¢(x),0). (1.11)

Ce systeme est appelé systéme réduit ou modéle d’ordre réduit.
Définissons une nouvelle variable Z := z — ¢(x). Dans le nouveau systeme de coordonnées
(z,%), le systeme (1.9) est représenté par le systeme :

I

z = flz,z+p(x),e) = folz,Z,€)

ez = h(z,z+¢(x),€) — eg—if(x,i—i—ap(x),e) = ho(z,Z,¢€) . (1.12)
La transformation réalisée entre (1.9) et (1.12) a conduit a :
ho(z,0,0) = 0,
si bien que le systeme réduit devient :
i = folz,0,0). (1.13)

Aussi, introduisons un nouveau changement de variables sur ’axe du temps :
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Puisque € est un petit parametre, cette nouvelle variable 7 est souvent appelée temps rapide,
tandis que t est appelée temps lent. En utilisant le symbole “/” pour représenter la dérivation
par rapport a 7, vu (1.12), on obtient un autre systeme “limite” de (1.9) en plus du systéme
“limite” (1.13) :

7 = ho(x,%,0) (1.14)

ou x pourrait étre regardé comme un parametre constant (son évolution en temps est lente).
Le théoreme suivant nous permet de relier la stabilité asymptotique de deux systemes “lim-
ites” (1.11) et (1.14) & la stabilité asymptotique du systeme original (1.9).

Théoréme 1.4 [17] Supposons que les champs de vecteurs fy et hy dans (1.12) sont tels que
les matrices jocobiennes suivantes :
8f0(x 0 0) 8h0(0 Z. 0)
My = ——222(0) et M, = ———=(0
o= A0220) et My, == (0)
sont strictement Hurwitz i.e. les parties réelles de leurs valeurs propres sont strictement négatives.
Alors il existe un nombre réel positif € € (0,g¢) tel que, pour chaque 0 < & < &* le systéme
original (1.9) posséde un équilibre (xc, z¢) prés de 0, avec les propriétés suivantes :
1- (xe, 2z2) est le seul équilibre de (1.9) contenu dans un voisinage approprié de 0,
2— (x., zc) est (localement) exponentiellement asymptotiquement stable.

La preuve du théoréme précédent est basée sur la Théorie de Variété Centre (voir, par exemple,
[11]). I est intéressant de noter un cas particulier de (1.9) ou l'utilisation de la technique de
la variété centre n’est pas utile, mais ol la premiere méthode de Lyapunov est tout simplement
appliquée.

Corollaire 1.5 Sous les hypothéses du Théoreme 1.4, supposons que
©(0) =0, f(0,0,e) = h(0,0,e) =0 Vee (—eo,e0),

alors il existe un nombre réel positif £ € (0,g9) tel que, pour tous les € € (0,e*), I’équilibre
(z,2) = (0,0) de (1.9) est exponentiellement asymptotiquement stable.

Preuve : Sous les hypotheses de ce corollaire, le linéarisé du systeme (1.12) autour de (0,0)

s’écrit comme :
&t = (Mg + Ao(e))zr + Ai(e)z

L + B + B e

z =
ou Ay, A1, By et By sont quatre matrices de dimensions appropriées et dépendent de fagon
continue en ¢, avec Ag(0) = 0 et By(0) = 0. D’apres [44, Theorem 24.1] sur les conditions de
stabilité fournies par la premiére approximation et la technique de lieu des poles [16], il existe
un nombre réel positif e* < g tel que pour € € (0,e*) I’équilibre (z,%) = (0,0) de (1.12) et donc
(z,2z) = (0,0) de (1.9) est exponentiellement asymptotiquement stable. O

L’exemple suivant montre que, bien que tres restrictives, les hypotheses dans le théoreme 1.4
ou dans le corollaire 1.5 ne peuvent étre supprimées.

Exemple 1.1 : On considere le systéme singulierement perturbé :

Lo b 2
x z’ + wle)z (1.16)
gf = —z + ex?
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ou w(+) est une fonction définie sur R, continue telle que :

w(e) >0, Ve >0. (1.17)
Pour cet exemple, le systeme réduit :
est asymptotiquement (mais non exponentiellement) stable en son équilibre x = 0. Notons
donc que les hypotheses du corollaire 1.5 ne sont pas satisfaites. On va montrer que 1’équilibre

(z,2z) = (0,0) de (1.16) est instable. Pour ce faire, on réécrit (1.16) dans le systéeme du temps
rapide i.e. 7 =1t/g, avec " désignant la dérivation par rapport & 7 :

{ x e(—2° + w(e)z?)

Zz = —z+€m2.

(1.18)

D’apres la Théorie de Variéte Centre [11], une variété centre en (0,0) de (1.16) est une fonction
z = 7(x) satisfaisant :

om

%(x)e(—x‘r’—i—w(e)w(x)% = —m(z) + ex? . (1.19)

Une solution possible de (1.19) est de type :
m(z) = ex? + Rs(x)

ou R5(z) est un reste d’ordre 5. Le flot sur la variété centre z = w(z) est donné par :

¥ = e(w(e)es — 2°) + Ry(x)
avec Ry (x) un reste d’ordre 7, et donc est instable en = 0 pour n’importe quel e > 0. Donc, vu
le Principe de Réduction dans la Théorie de Variété Centre [11, Theorem 2, pp.21], on conclut
que 1’équilibre (z, z) = (0,0) de (1.16) est instable.
On reviendra sur cet exemple dans la Section 1.4 ou une autre explication de I'instabilité en
(0,0) va étre donnée. |

Remarquons que le corollaire 1.5 a été prouvé par Kokotovié, Khalil et O'Reilly [40, Corol-
lary 2.3, pp.297] avec une approche de type Lyapunov, c’est-a-dire que, au lieu de supposer
directement la stabilité asymptotique de (1.11) et de (1.14), les auteurs demandent ’existence
de fonctions de Lyapunov appropriées pour le systeme réduit (1.11) et pour le systeme rapide
(1.14). Aussi certaines conditions de croissance sur les champs de vecteurs f et g du systeme
original (1.9) exprimées par ces fonctions de Lyapunov sont demandées. L’intérét de cette
derniere approche par rapport a celle présentée ci-dessus est que, d'une part, le probleme global
et le probleme local peuvent étre traités en méme temps, d’autre part, la généralisation du cas
autonome au cas non-autonome est simple.

Plus précisément, considérons un systeme nonlinéaire singulierement perturbé :

z = flz,z), zeR",

1.20
ez = g(z,2), zeR" (1.20)

qui admet un équilibre isolé a l'origine (z, z) = (0,0). Supposons que f et g sont suffisamment
réguliéres pour que, les conditions initiales étant spécifiées, (1.20) ait une solution unique.
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Soient B, C R"™ et B, C R" deux ensembles ouverts. Pour étudier la stabilité du systeme
(1.20) dans le domaine B, x B,, nous faisons les hypotheses suivantes :

Hypothese 1 :

L’origine est un équilibre isolé de (1.20) dans B, x B,, et z = h(z) est une racine isolée de
0=g(z,z).

Hypothese 2 :

Il existe une fonction W de classe C! telle que pour tous les (x,2) € By X B,

(i) Wi(x,z) >0Vz#h(x) et Wz, h(x))=0.
(ii) %—Z/g(x,z) < —c?(z—h(x)), c2>0 (1.21)
(iii) IV f(x,2) < k¢*(z—h(z)) + doo(x)p(z — h(z)), k>0, dy>0 (1.22)

ou () et ¢(+) sont deux fonctions scalaires qui s’annulent seulement en leurs origines respectives.

Hypothese 3 :
Il existe une fonction de Lyapunov V(z) pour le systeme réduit de (1.20) :

& = f(x,h(x)) (1.23)
telle que pour tous les (z,2) € B, X B,
W fah@) < —era) . >0, (1:24)
° v
B (@:2) = [z, h@))] = did(z)d(z— h(z)), di>0. (1.25)

Nous avons :

Théoréme 1.6 [40] Sous les hypothéses 1-3, l'origine est un équilibre asymptotiquement stable
du systéme singuliérement perturbé (1.20) pour tous les € € (0,e*), ot * > 0 est donnée par :
* C1C2

- - 1.26
c c1k + dids ( )

Corollaire 1.7 [40] Supposons que les hypothéses du théoréme 1.6 sont vérifiées pour tous les
(z,2) € R" xR" et que les fonctions V et W sont propres (i.e. W(x,z) — 400 si |z — h(x)| —

+o00). Alors, l’équilibre (x,z) = (0,0) est globalement asymptotiquement stable pour tous les e
dans (0,e*).

Notes bibliographiques. La plupart de résultats du paragraphe se trouvent dans Fenichel [17]
et Kokotovi¢, Khalil et O'Reilly [40]. L’exemple 1.1 vient de Isidori [26]; nous avons introduit le
coefficient w(e) pour permettre une meilleure illustration. Le théoréme 1.4, qui est une version
en temps infini du Théoreme de Tikhonov [75], est di & Fenichel [17]. Le cas particulier ot un
systeme singulierement perturbé admet un équilibre isolé et constant pour les parametres de
perturbation proches du zéro a été résumé par Kokotovié¢, Khalil et O’Reilly [40]. Le théoréme
1.6 et le corollaire 1.7 sont dans [40, pp.297]. Pour plus de clarté et faciliter nos comparaisons
de la Section 1.4, nous nous sommes limités au cas stationnaire. Les lecteurs intéressés sont
invités a consulter Kokotovi¢, Khalil et O’Reilly [40, Chap.7] pour une version instationnaire de
ces théoremes.
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1.1.3 Théorie des perturbations régulieres

La théorie des perturbations régulieres [75] a pour objet d’étudier le systéme nonlinéaire suivant :
X = F(X,t,e), XeRV (1.27)

ol € est un petit parametre et le second membre de (1.27) dépend de & d’une fagon réguliére.
Ceci implique en particulier que la dimension de ’espace dans lequel vit le systéme ne change
pas lorsque ¢ reste dans un voisinage de 0. (1.27) peut étre vue comme une sous-classe des
systemes représentés par (1.1), le modele (1.2) s’obtient en faisant ¢ = 0 dans (1.27). (Dans ce
cas, l'ordre de z peut étre supérieur ou égal & 0.)

Nous rappelons ici des résultats concernant le cas ot (1.27) se décompose de la fagon suivante :

- f(y7 Z? t? 8) ) y e Rnl (1'28)
z = h(y,zte), zeR™ (1.29)
ou les champs de vecteurs f et h sont définis sur U x Ry X (—gg, &), € est un parametre qui

se trouve dans (—gg, gg) avec 0 < g9 < +00, et U un voisinage ouvert de (0,0) dans R™ x R"2,
Supposons que f et h sont localement lipschitziens et satisfont :

£(0,0,t,e) = 0, h(0,0,t,e) = 0 Vt>0, e € (—ep,e0) -

L’avantage de la décomposition de (1.27) en deux sous systemes est qu’au lieu d’étudier le
systeme de départ (1.27) dont la dimension est souvent treés grande, on étudie les deux “petits”
sous-systemes indépendamment 'un a I’autre en considérant les termes d’interconnexion comme
des perturbations. Par exemple, le systéme (1.28)-(1.29) peut se réécrire sous la forme :

y = f(y7 07 t? 0) + [f(y7 27 t7 8) - f(y7 07 t7 0)]
z2 = h(0,2,t,0) + [h(y, 2, t,e) — h(0,2,t,0)] .

(1.30)

Ainsi, le systéme suivant :
y = f(y7 07 t? 0)
z = h(0,2,t0)

(1.31)

est considéré comme le modele de synthese pour (1.28)-(1.29), et les termes de perturbations
sont f(y,z,t,e)— f(y,0,t,0) et h(y, z,t,&) — h(0, z,t,0).

Pour présenter un résultat sur ce probleme, nous devons d’abord rappeler une définition de
stabilité, la quasi stabilité.
Considérons un systeme instationnaire :

= f(z,u,t), xz€R", weR™. (1.32)

Dénotons par B,(r) la boule ouverte de rayon r > 0, centrée en x = 0 et par R le nombre réel
positif fini ou infini. Aussi, dénotons par |- |max la norme maximum i.e. |z|pax := max{|z;|} pour
x = (z1,...,2,) € R™ Supposons que le champ de vecteurs f est défini sur B, (R) x B, (R) xR,
localement lipschitzien et satisfait :

£(0,0,8) =0 Vt>0.



16 Chap.1. Caractérisation et Théorémes

Définition 1.5 L’origine x = 0 est K-quasiment stable pour (1.32) lorsqu’il existe un nombre
réel strictement positif K tel que, quels que soient 0 < n < R et tg > 0 il existe un nombre
réel 0 < §(n,to) < n tel que, pour n’importe quelle fonction continue du temps u(t) définie pour
tous les t > 0, si |u(to)|max < 9, alors toute solution x(t) de (1.32) avec u remplacé par u(t)
et |x(to)|max < 0 admet la propriété que dans n’importe quel intervalle to < t < t; dans lequel
[u(t)|max < 1 nous avons |z(t)|max < K.

Dans le cas ot R = +00 et lim,_, 1 (1, tg) = +00, on appellera la K -quasi stabilité globale.

Remarque 1.4 La K-quasi stabilité de x = 0 pour & = f(x, u,t) implique la stabilité (au sens
de Lyapunov) de ’équilibre z = 0 du systeme & = f(x,0,t). O

Retournons maintenant au systeme (1.28)-(1.29). Supposons sans nuire a la généralité que
les champs de vecteurs f et h sont définis sur By(R) x B;(R) x Ry x (—eq,€0), i.e. U =
By(R) x B;(R).

Nous avons :

Théoréme 1.8 [43, pp.124] Si Uorigine y = 0 est (globalement) Ki-quasiment stable pour
(1.28) et z =0 est (globalement) Ko-quasiment stable pour (1.29) respectivement, avec K1 > 0
et Ko > 0 tels que K1Ky < 1, alors l’équilibre (y,z) = (0,0) est (globalement) stable pour
(1.28)-(1.29).

Preuve : Etant donnés n > 0 et ty > 0, il existe deux nombres réels positifs correspondants
91(n,to) et da(n,tp) de la Kj-quasi stabilité de (1.28) et de la Ko-quasi stabilité de (1.29).
Supposons sans nuire a la généralité que K1 < 1. Soit § un nombre réel strictement positif défini
par :

5(17,t0) = min{él(n,to) N (52(K117,t0)} . (1.33)

Considérons une solution maximale (y(t), z(t)) de (1.28)-(1.29) sur [ty, T') telle que |y(to)|max < 9
et |2(t0)|max < 0. Supposons 0 < t; < T le premier instant tel que |z(¢1)|max = 1. Donc,
|2(t)|max < 1 pour tg <t < t1. Puisque y = 0 est Kj-quasiment stable pour (1.28), |y(¢)|max <
Kin pour tp <t < t;. Ceci implique, avec la Ks-quasi stabilité de (1.29), que z(t) < KoKin
sur [tg,t1]. Comme K1K9 < 1, on obtient que z(t) < n sur [to,t1]. Ceci contredit I’hypothese
que |z(t1)| = n, et donc t; = T. En d’autres termes, |z(t)| < n pour tout t € [tg,T). On en
déduit tout de suite que |y(t)| < n pour tout ¢ € [ty, T). D’apres le théoreme de continuation
des solutions, on montre par contradiction que 7" = +oc. Finalement, on obtient que z(t) < n
et |y(t)| < n pour tout t € [ty, +00). Ceci dit, (y,z) = (0,0) est stable pour (1.28)-(1.29).

Remarquons que si d1(n, t) et d2(n, tg) tendent vers U'infini lorsque 1 tend vers l'infini, (1.33)
implique :

lim &(n,ty) = 400 .
n—-+00

|

Il est important de noter la similarité du théoreme 1.8 avec le théoreme du petit gain linéaire.
Pour illustrer le théoreme 1.8, considérons le systeme linéaire suivant :

{ vy = vt ar (1.34)
Z = —Z 4+ &y .

Comme on peut le vérifier directement, le sous systeme y de (1.34) est (|e1]|+0)-quasiment stable
avec § > 0 arbitraire. De méme, le sous systeme z de (1.34) est (|e2| 4+ §)-quasiment stable avec
d > 0 arbitraire. Dans le cas ou |e1e2]| < 1, et nous choisissons d > 0 comme suit :

—(le1l +le2]) + /4 + (Jea] — [e2])?
2 )

0 <6<
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nous avons :
(le1] +6)(Jea] +6) < 1.

Donc le théoréme (1.8) s’applique a (1.34) et on obtient la stabilité de (1.34) lorsque |e1e2| < 1.
En effet, le systeme (1.34) est globalement exponentiellement stable lorsque e169 < 1.
Une autre illustration est donnée par le systeme nonlinéaire suivant :

y = -y +eaxn
2 o= —2(23 + 22 —e2y?) — = (1.35)
Zy = —22(2% + z% —e9y?) + 21 .

Comme indiqué précédemment, le sous systéme y est (|e1| + 0)-quasiment stable avec § > 0
arbitraire. D’autre part, en considérant la fonction candidate de Lyapunov V = z% + z% pour
le sous systéme (z1, z2) de (1.35), nous pouvons démontrer que ce sous systéme avec y comme
entrée est \/@—quasiment stable. D’ou la stabilité de (1.35) est impliquée par le théoreme 1.8

lorsque |e1]+/]e2| < 1.

Notes bibliographiques. Il n’y a pas une définition unanime pour la “perturbation réguliere”.
Nous empruntons cette terminologie de 1'ouvrage [75] de Tikhonov, Vasileva et Sveshnikov. Le
théoreme principal dans [75, Chap. 7] est relatif au comportement asymptotique des solutions
de (1.27) en temps fini lorsque e tend vers zéro. La décomposition d’un systéeme dynamique
(1.27) sous forme de systemes interconnectés (1.28) et (1.29) est tres classique, méme dans le
contexte linéaire (voir, par exemple, Desoer-Vidyasagar [15]).

Le probleme de la stabilité de (1.28)-(1.29) a été étudié par de nombreux chercheurs. La
référence [43] de Lefschetz pour I’étude de stabilité d’un systeme interconnecté (1.28)-(1.29) est
la seule bonne référence que nous avons pu trouvé dans la littérature. Selon le théoreme 1.8 de
Persidskii, le systeme (1.28)-(1.29) est stable si le sous systeme z (resp. z) est K; (resp. Kj)-
quasi stable avec K1 K9 < 1. La contribution de ce théoreme est que la stabilité d’un systeme de
départ, qui est souvent complexe, peut étre obtenue a travers I’étude de “petits” sous systemes.
Ainsi on réduit énormément la complexité du probleme. Le théoréme original de Persidskii [43,
pp.124] traite le cas ou K1 = Ko = 1 et s’étend facilement au cas global.

Une autre fagon d’énoncer la définition de K-quasi stabilité est dire que le systeme (1.32) est
localement un opérateur de gain fini K pour la norme L*°. La condition KKy < 1 s’interpréte
alors comme la condition du théoreme du petit gain (voir Desoer-Vidyasagar [15, Chap. 3]).
En fait, c¢’est grace a cette interprétation du théoreme 1.8 de Persidskii que nous allons obtenir
dans les sections suivantes une généralisation.

1.2 Caractérisations plus récentes: cas global

Dans la section 1.1, nous avons révisé trois caractérisations classiques des effets non-modélisés :
la théorie de la stabilité totale, la théorie des perturbations singulieres et la théorie des per-
turbations régulieres. Nous avons pu constater que la notion de K-quasi stabilité est tres utile
pour I'étude de la stabilité d’'un systeme décomposé en deux sous systemes. Nous continuons
a travailler le long de cette ligne dans cette section. Le premier objectif ici est de présenter
le concept de SpES (stabilité pratique entrée-a-sortie) qui généralise la notion de K-quasi sta-
bilité et permet d’établir un théoreme assez général pour la stabilité du systeme interconnecté
(1.28)-(1.29). Le second objectif est d’essayer d’établir une nouvelle caractérisation de type Lya-
punov qui s’appellera GUEC. 1l s’agit d’étudier la stabilité d’un systéme a partir d’un modele de
synthese et, d’une hypothese sur 'erreur de modélisation exprimée par une borne fonctionnelle
d’une fonction de Lyapunov du modele.
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1.2.1 SpES et le théoreme du petit-gain généralisé

L’objectif du paragraphe est d’étudier le systéme interconnecté suivant :

i1 = filzr,y2,u1), y1o = ha(2r,y2,u) (1.36)
oy = fo(xo,y1,u2), Yo = ha(w2,y1,u2) (1.37)

ol, pour ¢ = 1,2, xz; € R™ et u; € R™ représentent 1’état et ’entrée du systeme, y; € RP!
représente la sortie du sous systeme x;. Les fonctions f1, fa, hi et ho sont régulieres.

Nous introduisons d’abord quelques notions de stabilité liées a un systeme ayant x comme
état, u comme entrée et y comme sortie :

{g‘c = flz,u), z€R", ueR™ (1.38)

y = h(z,u), yeRP.

Définition 1.6 On dit que le systéme (1.38) admet la propriété de :

1. Observabilité de la Non Bornitude (ONB) si, pour chaque entrée continue u(t) définie sur
[0,T) avec 0 < T < +00, la solution mazimale associée x(t) de (1.38) définie sur [0,T") (T" < T)
satisfait la propriété suivante :

1) Si T' est strictement inférieur o T, alors y(t) est non bornée sur [0,T").

2) Si TV =T et |z(t)| tend vers linfini lorsque t tend vers T, alors

lim (Ju(®)] + [y(®)]) = +oo.

2. Observabilité Forte de la Non Bornitude (OFNB) si, de plus, il existe une fonction (3 de
classe KL et une fonction ~ de classe K telles que :

[z(t)] < B(x(0)[,8) + ( sup \(U(T)vy(T))TO vte[0,T7) . (1.39)

T7€[0,¢]

Notons que la définition OFNB est un peu différente & celle de Sontag [70, eq. (38)] car le terme
[ dépendant de la condition initiale z(0) est introduit dans (1.39).

Définition 1.7 Le systéme (1.38) admet la propriété de Stabilité pratique Entrée-a-Sortie
(SpES) s’il existe une fonction [ de classe KL, une fonction ~ de classe K et une constante
positive d telles que, quelles que soient la condition initiale x(0), et trois fonctions continues
x(t), u(t) et y(t) définies sur [0,T) qui satisfont le systéme (1.38), nous avons la propriété
suivante :

(@) < B(lz(0)],2) + v ( sup \U(T)\> +d Vtel0,T). (1.40)

T7€[0,¢]

Dans le cas ot (1.40) est vérifiée avec d = 0, le systéme (1.38) est dit admettre la propriété de
Stabilité Entrée-a-Sortie (SES).

La fonction « dans (1.40) sera appelée gain (nonlinéaire) de 'opérateur entrée-sortie.
Avec ces notions en mains, nous énongons le théoreme principal de cette section.
Théoréme 1.9 (Bornitude et Stabilité)

1. Supposons que (1.36) (resp. (1.37)) admet la propriété SpES avec (y2,u1) (resp. (yi,u2))
comme entrée, y; (resp. yz) comme sortie, et le triplet (G1,71,d1) (resp. (B2, v2,d2)) satisfaisant
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(1.40), et que (1.36) et (1.37) satisfont la propriété ONB. S’il existe deux fonctions p1 et pa de
classe Ko et un nombre réel non-négatif ds satisfaisant :

v2 o (Id+ p1)oyi(s) < (Id — p2)(s) + ds Vs>0, (1.41)

alors, quelles que soient les fonctions continues ui(t) et ua(t) définies et bornées sur [0,+00),
toutes les solutions (x1(t), zo(t)) de (1.36)-(1.37) sont définies sur [0, +00), uniques et bornées.
De plus, st uy =0, us =0 et dy = dy = d3s =0, nous avons :

Jim (g (0] + () = 0. (1.42)

2. Dans le cas ou w1 = 0, ug = 0, et les hypothéses du point 1 sont vérifiées avec dy = dy =
ds =0, si (1.36) et (1.37) satisfont la propriété OFNB, alors ’équilibre (z1,x2) = 0 du systéme
(1.36)-(1.37) est GAS.

Remarque 1.5 Certaines conditions suffisantes garantissant (1.41) ont été données dans [47].
Aussi, la propriété (1.41) est équivalente a sa propriété symétrique: il existe deux fonctions
pi(i =1,2), de classe K, et un nombre réel non-négatif dj tels que :

mo(d+p)ora(s) < (Id=ph)(s) +dy  Vs=0. (1.43)

|

Remarque 1.6 Or la conclusion du théoreme 1.9 est fondée sur la manipulation des deux
inégalités (1.40) de SpES ainsi que la condition du petit gain (1.41), ce théoréme peut étre utilisé
dans un contexte ou soit le systéme considéré n’a pas explicitement une expression (1.36)-(1.37),
soit il est instationnaire. Ceci sera le cas pour la Proposition 1.1 (voir les analyses de (1.70) a
(1.78)) et pour le théoreme 2.3 (bis). O

Nous appellerons le théoreme 1.9 théoréme du petit gain généralisé.

Il est intéressant de remarquer un cas particulier ot y = x dans (1.38). Dans ce cas, les
propriétés ONB et OFNB sont toujours satisfaites par (1.38) et la notion SES est la stabilité
entrée-a-état (ISS), mais restreinte aux entrées continues. La notion SpES devient la stabilité
pratique entrée-a-état (ISpS), i.e. :

Définition 1.8 Le systéme & = f(x,u) est entrée-a-état pratiquement stable (ISpS) avec u
comme entrée s’il existe une fonction 3 de classe KL, une fonction v de classe K et un nombre
réel positif d tels que pour chaque entrée u(-) mesurable, essentiellement bornée et définie sur
Vintervalle semi-ouvert [0, +00), et pour chaque condition initiale x(0), la solution z(t) existe
pour tous les t > 0 et satisfait!

lz@®)] < B(lz(0)],t) + v (lwll) + d. (1.44)
Si d=0 dans (1.44), ISpS devient ISS.

Définition 1.9 Le systéme & = f(x) est globalement pratiquement stable (GpS) s’il existe une
fonction (B de classe KL, un nombre réel positif d tels que les solutions x(t) avec la condition
initiale x(0) sont définies sur [0,400) et satisfont :

[z < B(z(0)[,1) + d . (1.45)
Si d =0 dans (1.45), GpS est clairement GAS.

|| - || signifie la norme L*°. Mais dans la suite, nous nous restreignons souvent aux signaux continus.
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Nous avons pour cette notion ISpS un résultat un peu plus fort que le théoreme 1.9, ceci non
pas pour des raisons techniques mais simplement parce que c’est le premier résultat que nous
avons obtenu. Plus précisément, considérons le systéme nonlinéaire (Figure 1.1) :

Uy

2y

Figure 1.1: Systeme par bouclage

Xp o & = f(z,z,m) (1.46)

X9 1 2 = g(z,z,u9)
ou (u1,ug) est entrée, f et g sont deux fonctions régulieres. Nous supposons que :

(H1) le systeme ¢ est ISpS avec (z,u1) considérée comme entrée et (31,71, d1) comme triplet
satisfaisant (1.44).

(H2) le systeme ¥, est ISpS avec (x, uz) considérée comme entrée et (32, y2, d2) comme triplet
satisfaisant (1.44).

Théoréme 1.10 Si les hypotheéses (H1) et (H2) sont satisfaites avec v1 et ~yo telles qu’il existe
deux fonctions p1 et po de classe Ko, et un nombre réel non-négatif ds satisfaisant :

v2 o (Id+ p1)oyi(s) < (Id — p2)(s) + ds Vs>0, (1.47)

alors, le systéme (1.46) est ISpS avec (uy,us) considérée comme entrée. De plus, si (H1) et
(H2) existent avec di = 0 et do = 0, et si (1.47) est satisfaite avec ds = 0, alors le systéme
(1.46) est 1SS avec (u1,usz) considérée comme entrée.

Preuve : voir Appendice B. O

Remarque 1.7 Quand les entrées uq et us sont identiquement nulles, et di = do = d3 = 0, le
systeme (1.46) est en fait GAS. O

Pour illustrer le théoreme 1.10, considérons le systeme suivant :

T = Az + w(z,2) (1.48)
Z = h(z,z) (1.49)
ou A est une matrice strictement Hurwitz, et h et w sont deux champs de vecteurs réguliers tels

que :
h(0,0) = 0, w(0,0) = 0.
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Soit P une matrice symmétrique définie positive satisfaisant :
ATP + PA = —I.
Nous avons :

Corollaire 1.11 Sile systéme 2 = h(x, z) est ISS avec x comme entrée, et s’il existe un nombre
réel k dans (2,+00) tel que :

kx'Pw(z,z) < z'z Vo ,Vz, (1.50)
alors 'équilibre (z, z) = (0,0) de (1.48)-(1.49) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve : Nous allons démontrer que le sous systeme z (1.48) est ISS avec z comme entrée et un
gain 7, = 0. Pour ce faire, considérons une fonction quelconque z(t) continue,? bornée et définie
sur [0, +00). Soit z(t) la solution maximale définie sur [0, 7).

Considérons la fonction :

V(z) = ' Pz .
Sa dérivée temporelle le long des solutions de (1.48) est :
V = —z'z + 22" Pw(z, 2) .

A Daide de (1.50), nous avons :

: 2
vV < —(1—E>x% Vte[0,T).

Selon Sontag [70, Lemma 6.1], ceci implique 7' = 400 et I'existence d’une fonction 3, de classe
KL telle que :

z(t)Tz(t) < Bo(x(0)"2(0),1) Vt>0.

On en conclut immédiatement que le sous systeme (1.48) est ISS avec z comme entrée et un
gain 7, = 0. Le théoreme 1.10 permet de conclure. O

Notes bibliographiques. Dans le contexte classique de la stabilité entrée-sortie (I0S) (voir,
par exemple, [15]), le role des conditions initiales n’a pas été rendu explicite. Le théoreme du
petit gain linéaire? peut étre trouvé dans Desoer et Vidyasagar [15]. Une généralisation récente
du théoreme du petit gain linéaire au cas de gains nonlinéaires est due a Hill [23] et Mareels et
Hill [47]. La premiere partie du théoréme 1.9 n’est rien d’autre que le théoreme de Mareels et
Hill [47, Theorem 2], relatif & ’approche entrée-sortie. La seconde partie du théoréme 1.9 est un
résultat de stabilité relatif & 'approche de Lyapunov. La notion SES est fortement liée & celle
(I0S) proposée par Lin [45, Definition 4.2.1]. La notion ISS est due a Sontag [70, 71].

Le Corollaire 1.11 est une généralisation de [26, Lemma p.442] du cas local au global (voir
aussi le Corollaire 1.15 du paragraphe 1.3.1).

2Comme z est ici une composante des solutions C' du systeme (1.48)-(1.49), il suffit de considérer les entrées
continues.
3Le mot “lindaire” ici signifie que les gains des sous-systemes (pouvant étre nonlinéaires) sont linéaires.
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1.2.2 GUEC

L’objectif de ce paragraphe est de développer une nouvelle caractérisation de type Lyapunov
dans le but de capturer une classe d’effets non modélisés la plus large possible. Pour ’approche
SpES introduite dans le paragraphe précédent, nous avons étudié la stabilité d’un systeme en le
décomposant convenablement en deux sous systemes. Ici, nous nous contentons d’observer que
les solutions du systeme ne satisfont pas 1I’équation différentielle du modele que nous proposons.
Dans ce contexte, le probleme est d’essayer de proposer des bornes sur cette erreur d’équation
qui soient a la fois utilisables et significatives. Ceci va étre développé avec I'aide d’une fonction
de Lyapunov du modele et d'un signal de comparaison. Le prix de cette généralité est que nous
ne pourrons donner qu’un résultat de valeur qualitative et non quantitative.
Plus précisément, considérons le systeme de simulation suivant :*

X = F(X,t), XeQ
r = H(X,t), zeR"

(1.51)

ou X est I’état, x est une variable observée, I est le champ de vecteurs et H est une application
d’observation, et € est un voisinage ouvert de lorigine dans RY. En général, = n’est pas
l’observation directe notée y du systeme (1.51), elle est souvent la sortie d’un filtre ayant y
comme entrée. Nous supposons que F, X ainsi que sa dimension N sont inconnus, mais que F
et H sont régulieres sur 2 x R et telles que :

H(Q,0) = R (1.52)

L’interprétation de la contrainte (1.52) est que nous cherchons des résultats qui sont globaux
dans l’espace de I'observation = du systeme (1.51). Le cas local sera traité dans la Section 1.3.
Notons que le systéme (1.51) a une forme plus générale que (1.1). Comme modele pour
I’évolution de la variable mesurée x = H(X,t) de (1.51), nous prenons le systéme dynamique

suivant :
&t = f(z), zeR". (1.53)

L’objectif est de :

trouver des conditions suffisantes sous lesquelles la bornitude globale des solutions de (1.53)
impliquerait la bornitude globale des solutions de (1.51).

Pour cela, nous supposons dans un premier temps que le systeme de simulation (1.51) admet
la propriété suivante ou 02 représente la frontiere de €2 :

Hypothése OE (Observabilité de I’Evasion de (2) (1.54)
Pour toute condition initiale X (0) dans Q, soit X (t) la solution mazimale sur Q associée de
(1.51). Si X(t) est définie mazimalement sur [0,T), alors :

(X(t) - 90Q sit—T) = limsup|H(X(t),t)| = 400 .
t—T

L’hypothese OE (1.54) signifie que, pour savoir que la trajectoire { X (t) };c(o,1) est bornée, il suffit
d’observer que la trajectoire {H (X (t),?)};c(o,7) est bornée. En d’autres termes, I'état X (¢) du
systeme (1.51) ne peut pas tendre vers la frontiere de son domaine “global” €2 dans (1.52) sans

4Notons que notre probléme n’a de sens que si n < N.
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que 'observation z(¢) ne tende vers l'infini. Néanmoins, nous remarquons que ’observation de
I’évasion n’est pas impliquée par la notion usuelle d’observabilité. Voici un exemple tres simple.

Exemple 1.2 : Considérons le systeme d’ordre 2 :
. 3
T =z

1.55

{ y = T. ( )

Pour ce systeme, nous posons X = (av,y)—r et I'application d’observation est donnée par la
matrice H = (0,1). Pour chaque zp # 0 et chaque yy dans R, la solution de (1.55) avec la
condition initiale (zq,yo) est définie sur [0, 51) et s’écrit explicitement comme :

(v S 2(0) (1.56)
T = x94| ———, x(0) = x¢, .
N1= 2ta’ 0
1 1 — 2tz}
y(t) = o+ — - —2, y(0) = o - (1.57)

Zo Zo

Donc pour tout ¢ dans [0, 21?), xo peut étre obtenu a partir de y(t). Ceci démontre ’obser-
0
vabilité. En effet, y(t) — yo est une fonction continue et croissante de z. Mais y(t) est bornée
sur [0, ﬁ), alors que x(t) ne 'est pas. |
0

Aussi, supposons que le modele (1.53) satisfait :

Hypothése GB (Bornitude Globale) (1.58)
Il existe une fonction C'V positive et propre telle que :

aa_Z(x) f(z) def W) <0 VxeR". (1.59)

Cette hypothese implique que toutes les solutions du modele (1.53) sont bornées.

L’origine de notre caractérisation GUEC est que, quand (1.53) est considéré comme notre
modele pour le systeme (1.51), il est supposé que le champ de vecteurs f du modele (1.53)
satisfait :

OH oOH
a—X(X,t)F(X,t) + E(X,t) = f(H(X,t)) V(X,t)e QxR . (1.60)
Malheureusement, a cause d’approximation, incertitudes, ..., (1.60) n’est typiquement pas satis-

faite. C’est pourquoi nous devons quantifier I’écart de (1.60) ou en d’autres termes, caractériser
la distance entre notre modele (1.53) et le systeme actuel (1.51).

Pour atteindre notre objectif, nous introduisons une nouvelle fonction et deux suites de
nombres positifs de la fagon suivante :

(H) 1l existe une fonction réelle positive continue Y définie sur R", avec T(0) = 0, qui satisfait
la propriété suivante :
il existe deux suites croissantes de nombres réels positifs {u; };>0 et {v;}i>o telles que :

0 <wup <wvy < oo < U <V < U] < oeey U; — F00 (1.61)
et :

W(z) > seué) T(y) Va: V()€ u;,v (1.62)
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oun B, :={yeR": V(y) <V(x)}.

Cette hypothese technique traduit la propriété que W doit dominer T sur certains ensembles
de niveau de V. Elle est verifiée par exemple dans les deux cas suivants :
1- il existe une fonction positive et continue «, avec a(0) = 0, qui est croissante sur [vg, +00) C
R, et satisfait : pour tous les x € R",

a(V(z)) < W(z) et Y(z):= a(V(x)).

2- pour tous les (z,y) € R?", Y(y) < W(x) si V(y) < V().
Avec les fonctions V', W et T satisfaisant (1.59)-(1.62), nous avons maintenant ce qu’il nous

faut pour proposer une caractérisation des effets non modélisés.

Hypothése GUEC (Caractérisation Globale des Effets Non-modélisés) (1.63)
1l existe deux nombres réels positifs w1, ps tels que, quel que soit Xo € 2, pour chaque solution
mazimale de (1.51) X : [0,T) — RY avec la condition initiale X (0) = Xq et lintervalle semi-
owvert mazximal a droite [0,T), il existe un nombre réel positif D satisfaisant : ¥t € [0,T),

T @) 6(0) = Fe(®)]] £ W l0) + 2 swp Ta(s) +D (164

ot x(t) = H(X(t),1t).
On appellera dorénavant signal de comparaison le signal défini par :

ro= OiligtT(x(T)) . (1.65)

Il est important de noter les deux propriétés intrinseques de cette caractérisation :

(P1) Invariance par difféomorphisme : 1'équation (1.64) est indépendante du systeme de co-
ordonnées du modele. Précisément, pour chaque difféomorphisme global ¢, (1.64) est satisfaite
avec la nouvelle variable du modele x = ¢(z).

(P2) Invariance sous les transformations convexes : Dans le cas ou il existe une fonction a de
classe K, telle que

T(z) < a(V(x)) < W(z),

pour chaque fonction 1 convexe, définie positive et de classe C*, Hypothese GUEC est satisfaite
avec la nouvelle fonction de Lyapunov (V).

En effet, dans le nouveau systeme de coordonnées xy = ¢(x), le modele (1.53) est transformé
en :

X = e 0™ 00) = 0 (1.66)
avec ¢’ représente ici la dérivée de ¢. Donc GB (1.58) est satisfaite par (1.66) avec :

Vi) = V'), W) = W '),

en d’autres termes, nous avons :
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Finalement,
S [ = T | = [ G0 - ¢ o 00t~ ]|
= |2 o) o) — S0
< m W 0)®) + p2 sup T(x(s)) + D (1.67)

0<s<t
ce qui démontre (P1) avecz(x) = T(¢'(x)). De plus, il est direct de vérifier que ce nouveau

triplet de fonctions (V, T, W) vérifie encore la propriété (H).
En ce qui concerne (P2), (1.53) satisfait GB (1.58) avec V' et W remplacées par :

Vo(z) = v(V(x)), Wolz) = &'(V(z))W(x) .
Puisque nous avons ici I’'inégalité suivante :
T(z) < a(V(z) < W(x),
pour chaque D > 0 et € > 0, il existe un nombre réel positif Dy tel que :
Dy'(V(z)) < ep'(V(2))W(z) + Do .

Par conséquent, nous avons succesivement :

%(w(t)) [(t) — f(w(t))]‘ = w’(V(w(t)))g—Z(w(t)) [E(t) = f(x(®)]]
< mWola(t) + met(V(2(1))) sup T(x(s)) + Dy'(V(x))
< (p+e)Wo(x(t)) + o Oillgt{w’(v(w@)))T(w(é’))} + Do
< (1 4 e)Wo(x(t)) + peo o;<1i_1<)t Yo(z(s)) + Do (1.68)

ce qui démontre la propriété (P2) avec :
Yo(z) = ¢'(V(2))Y(x) .

De plus, il est direct de vérifier que ce nouveau triplet de fonctions (Vp, Yo, Wp) vérifie encore
la propriété (H).

En introduisant le signal de comparaison 7, nous cherchons a autoriser des dynamiques non
modélisées en plus d’incertitudes statiques. Remarquons que si r n’était pas présent, il serait
suffisant comme d’habitude de vérifier (1.64) seulement point par point dans l'espace d’états
étendus (X, t). Mais, di a la présence de r, (1.64) devient une hypothese & vérifier solution par
solution, et donc la vérification de (1.64) est souvent une tache difficile. Par contre, (1.64) peut
étre vérifiée en ligne dans le cas ol & est mesuré. Si & n’est pas mesuré, on peut remplacer (1.64)
par sa version intégrale suivante : V0 < s <t <T

V) - V) — [ S @) )i (1.69)

S
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< /t W(x(r))dr + 2 /t sup Y(z(r'))dr + D(t —s) .

0<r'<r

Ceci nous permet de nous passer de la mesure de X. Notons finalement que, a 1'aide des
propriétés des systemes considérés, il est souvent possible de la vérifier sans la connaissance
explicite des solutions (voir le paragraphe 1.1.3).

Le signal r peut étre vu comme la norme L d’'un “opérateur” mais avec une entrée spécifique
T liée a la “marge de stabilité” du modele et d’une sortie plus spécifique (multiplication par
‘?9—‘;). Pour aller plus loin, nous allons comparer I’hypothese GUEC (1.63) avec ’approche SpES
en supposant que (1 est dans (0, 1) et nous sommes dans le cas particulier suivant de I’hypothese
(H) : il existe une fonction « de classe K telle que

T(x) < a(V(z)) < W(x) YzeR". (1.70)
Dans ce cas, GUEC (1.63) et GB (1.58) donnent :

V < (1= p)W(x(t) + po sg[lopt]{r(x(T))} + D. (1.71)

Soit p un nombre réel arbitraire dans (0,1 — pg). Vu (1.70), (1.71) se réécrit comme :

V < —pa(V(z(t) — [(1 — 1 — p)a(V(z(t)) — pe sel[lopt]{T(w(T))} - D] (1.72)

A partir de (1.72), nous allons démontrer que 1'“opérateur” ° entrée sortie ¥ — (V') ayant =

comme état est SpES avec le gain 7, défini dans (1.75). Notons d’abord que cet “opérateur”
vérifie la propriété ONB puisque « et V' sont propres. Puis, en appliquant I’algorithme de Sontag
[70, Proof of Theorem 1] & (1.72), nous obtenons :

a(V(z@) < Sila(V(2(0))),t) + n ( sup {T(w(T))}> + Dy Vte[0,T) (1.73)

T7€[0,¢]

ou 1, v1 et D1 sont définies par :

S
d
n(s) := —/ T Vs >0,
1 pe(T)
0 si s=0
A pu— > 1.
B(s,t) 0 si s> 0ett+n(s) > 8_1)I51+n(s)
n~Ht+n(s) si o s>0ett+n(s) < lir&n(s)
S—>
Bils.t) = aBas)0) + oy V(st) ERy xRy (1.74)
et, pour tout s > 0,
M2
s) = — M 1.75
ne) = (1.7
D
Dy = —— (1.76)
L= —p

SFaute de mieux, cette terminologie est utilisée par abus. Néanmoins, ceci ne géne pas d’établir les deux
équations essentielles (1.73) et (1.77) auxquelles le théoréme 1.9 s’applique pour obtenir notre résultat.
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D’autre part, il est clair que a(V) — T satisfait ONB et vérifie la propriété SES avec le gain
linéaire v, :=1d, i.e. :

Y((®) < suw {a(Viz(r)} . (1.77)

On s’apercoit que le gain v; dans (1.75) et le gain v9 = Id satisfont la condition du petit gain
(1.41) dans le théoreme 1.9, pourvu que :

12

— < 1. 1.78
L= —p (1.78)

Puisque p est arbitraire dans (0,1 — p;), la condition (1.78) est équivalente a :
I — 1 —p2 > 0. (1.79)
Donc en appliquant le théoreme 1.9 avec (voir la Remarque 1.6) :
z=w, y=alV(), z=z, y="T,
nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.1 Sous les hypothéses OF (1.54) , GB (1.58) et GUEC (1.63) , si pour une
certaine fonction « de classe Koo, nous avons :

1 — g — po2 > 0, (1.80)
T(z) < a(V(z)) < W(x) YzeR", (1.81)

alors chaque solution X (t) de (1.51) avec la condition initiale X (0) € Q est bien définie sur
[0, +00), unique et bornée. De plus, s’il existe un nombre réel positif t. tel que, quels que soit
te < tg < t, nous avons :

g—‘;(w(t)) [E(t) = f(@(@®)]] < mW(z(t)) + p2 sup {T(x(s))} , (1.82)

to<s<t
alors la fonction V(x(t)) converge vers zéro quand t tend vers +oo.

Preuve : voir Appendice B. O

Pour le cas moins restrictif ou, au lieu de (1.81), nous avons I’hypothese (H), nous avons le
résultat suivant :

Proposition 1.2 (Bornitude Globale) : Supposons que OF (1.54) et GB (1.58) sont vérifiées.
Si, pour une certaine fonction Y satisfaisant I’hypothése (H), l'hypothése GUEC (1.63) est sat-
isfaite avec 1, po satisfaisant :

1 — g — po > 0 (1.83)

alors chaque solution X (t) de (1.51) avec la condition initiale X (0) € €, dont le nombre réel
positif associé D dans GUEC (1.63) satisfait :

D < (1 — pp — p2) liminf W(x) , (1.84)
|| —+o0
est bien définie sur [0,400), unique et bornée. De plus, s’il existe une fonction o de classe K

telle que
T(z) < a(V(z)) < W(z) VzeR", (1.85)
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alors pour chaque solution, satisfaisant pour tous les ty > 0,

maX{Ov g—‘;(w(t))[i(t)—f(w(t))] — mW(x(t)) — p2 sup {T(w(é’))}} — 0 (1.86)

to<s<t
quand t — ty tend vers 400, la fonction V(x(t)) converge vers 0 quand t tend vers +oo.

Preuve : voir Appendice B. O

Nous remarquons que D peut dépendre de la solution et donc des conditions initiales. Ceci
va causer une difficulté pour l’analyse globale. Cependant, quand W est propre, (1.84) est
trivialement satisfaite. Dans ce cas, il n’y a pas de contrainte sur la condition initiale X (0)
donnée implicitement par D. La satisfaction de (1.86) impliquera 'existence d’une fonction
positive D(to,t) qui satisfait une équation similaire & (1.64) et la convergence vers 0 quand
t— to — OQ.

Pour terminer ce paragraphe, nous signalons les points suivants qui rendent la Proposition
1.2 plus générale que la Proposition 1.1 :

1. Pour conclure la bornitude globale des solutions, on n’exige que la propriété (H) entre le
triplet de fonctions (V, W, Y) dans la Proposition 1.2, a savoir que (1.81) dans la Proposi-
tion 1.1 implique automatiquement (H).

2. Pour obtenir la convergence asymptotique de V' (z(t)), on a besoin de I'uniformité de GUEC
(1.63) par rapport a l'instant initial ¢y avec D = 0 dans la Proposition 1.1. Mais dans la
Proposition 1.2, on n’a besoin de I'uniformité de GUEC (1.63) qu’avec le fait que D(to,t)
tend vers 0 quand ¢ — ¢y tend vers +oo. Aussi, (1.85) est satisfaite seulement avec une
fonction o de classe K (non Ku!).

Par contre, le prix de ces généralisations de la Proposition 1.2 par rapport a la Proposition 1.1
est que, aucun résultat de stabilité (au sens de Lyapunov) a été obtenu dans la Proposition 1.2.
En revanche, la possibilité d’avoir un résultat de stabilité existe dans la Proposition 1.1 puisque
la derniére est une conséquence du théoréeme du petit gain 1.9 (voir Exemple 1.3).

Notes bibliographiques. La synthese de commande robuste dépend de la caractérisation
des effets non modélisés choisie. La caractérisation GUEC généralise des récentes approches
dans la littérature (voir par exemple [5], [12], [19]) au sens suivant : (1) permettre de capturer
des dynamiques incertaines en introduisant le signal de comparaison 7; (2) avoir une généralité
académique a travers l'introduction des ensembles de niveau d’une fonction de Lyapunov du
modele dans (H).

1.2.3 Exemples illustratifs

Dans ce paragraphe, a ’aide de trois exemples, nous illustrons les hypotheses et les résultats qui
ont été présentés dans les paragraphes précédents.

Exemple 1.3 : Considérons le systeme nonlinéaire :

z = f(z) + w(z,2)
{2 = h(z,x) (1.87)

ouxz €€ R™ zeR™, f hetwsonttrois fonctions régulieres telles que :

£(0) =0, w(0,0) =0, h(0,0) =0.
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Nous faisons les hypotheses suivantes sur le systeme (1.87) :
(A1) Le sous-systéeme Z = h(z, x) est ISS avec z comme entrée et une paire de fonctions (3, 7).

(A2) 1l existe une fonction C' V' : R™ — R, trois fonctions a1, az, az de classe Ko telles
que, pour chaque z dans R™

ar(lz]) < V(z) < a(lz])

et
aa_‘;(x) flz) = —W(z) < —a3(V(x)) .

Ceci signifie que 1'origine est une solution globalement asymptotiquement stable de @ = f(z).

(A3) Le terme couplé w(x,y) est restreint de la facon suivante :
il existe trois fonctions réelles positives 71, 79, 3 et trois nombres réels positifs €1, €9, €3
satisfaisant que 3 est non décroissante et :

€1 +e0+e3 < 1 (1.88)
v302v(a) < asoaj(a) Va>0 (1.89)
w(z,2)] < n(zl) + (=) V(z,z2) e RM™ (1.90)
ov
%(x) n(lz)) < eeW(z) VeeR™ (1.91)
oV ni+nsg
%(x) y2(lz]) < eW(x) + esys(lz]) V(z,2)eR . (1.92)

Notons que les équations (1.91) et (1.92) peuvent étre en général obtenues par 'inégalité de
Young (voir [22]), comme dans I'exemple 1.4.

Nous voulons montrer :

d’une part que, sous ces hypotheses (A1) & (A3), en trouvant des sorties convenables pour
les deux sous systemes de (1.87), chaque sous systéme est SES et une condition du petit gain
est vérifiée. Donc le théoréme 1.9 s’applique & (1.87).

D’autre part, ces hypotheses (A1)-(A3) impliquent la satisfaction des propriétés OE (1.54) ,
GB (1.58) et GUEC (1.63) et donc la proposition 1.2 s’applique a ce systeme. Avec cet exem-
ple, nous montrons aussi l'utilisation de la condition du petit gain et/ou de I’hypothese GUEC
(1.63) dans le probleme de stabilisation globale d’une classe de systémes nonlinéaires intercon-
nectés.

Selon I'hypothese (A2), vu les équations (1.90), (1.91) et (1.92), la dérivée de la fonction V'
donnée par (A2), le long des solutions de (1.87), vérifie :

V < —(1—e; —e)W(x) + e373(]2|) (1.93)
ou les g; (1 <i < 3) sont donnés par (A3). Puisque V et W satisfont :
ar(lz]) < V(z) < ao(lz]) et az(V(z)) < W(z),

en appliquant 1’algorithme de Sontag [70, Proof of Theorem 1] & (1.93), nous obtenons une
fonction 3, de classe KL et une fonction 7, de classe K satisfaisant 1’équation suivante :

az(V(z(t)) < Be(as(V(2(0))),1) + 7 ( sup {73(\2(7)\)}> : (1.94)

T7€[0,¢]
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(B ne jouant aucun role dans la suite, nous donnons uniquement ’expression de ~,, :

Yu(s) = %33 Vs>0 (1.95)

ou ¢ est un nombre réel quelconque dans (0,1 — €1 — e2) (voir (1.88)). Le sous systéme x peut
étre vu comme un systeme SES avec v3(|z|) comme entrée et a3(V(z)) comme sortie. Grace a
I’hypothese (A1), nous avons :

sall2(0) < 202805001, 0) + 2. ( s oa(V(a(s)) ) (1.96)
ou l'on a utilisé [70, eq. (12)] et ., de classe K, est définie par :
v.(s) = y302y0a;  caz'(s) Vs>0. (1.97)

D’apres (1.89), nous avons : v,(s) < sVs > 0. La condition (1.41) du théoreme 1.9 donne donc,
pour € > 0, v, 0 (1 4+¢€)vy, <1—¢, soit ici e3(1 +¢)/0 <1 — ¢, ce qui donne :

ez(l—¢e) < (1—¢e)(1—e1 —e9)

qui n’est rien d’autre que (1.88). Donc, en utilisant le théoreme du petit gain 1.9, nous concluons
que 1’équilibre (z, z) = (0,0) de (1.87) est globalement asymptotiquement stable (GAS).
En résumé, nous avons montré le résultat suivant.

Proposition 1.3 Sous les hypothéses (A1), (A2) et (A3), l’équilibre (x,z) = (0,0) de (1.87)
est GAS.

Démontrons maintenant que les hypotheses OE (1.54) , GB (1.58) et GUEC (1.63) sont
vérifiées. Remarquons d’abord que dans (1.87), N = ny 4+ ng, n = ny et

X - (xuz)—rv H - (In1><n1 I Onlxng) I Q - Rn1+n2 I

et (1.52) est trivialement satisfaite.
En prenant le systeme

= f(x) (1.98)
pour le modele du systeme (1.87), nous avons :

Lemme 1.12 : Sous les hypotheses A1, A2, A3, les hypothéses OF, GB et GUEC sont satis-
faites.

Preuve : Remarquons premiérement qu’en raison de I’hypothese (A2), le modele (1.98) satisfait
la propriété GB. Ensuite, OE est une conséquence directe de (Al). Enfin, soit (x(t), z(¢)) une
solution de (1.87) définie maximalement sur son intervalle semi-ouvert [0, 7"). D’apres (A1)-(A3),
nous obtenons, pour tous les t € [0,7) (vu [70, eq. (12)]) :

G (@ (1) w(x(t), 2(1))]
(€1 + e2)W(z(t)) + ezys(|=(D)])

(61 +