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Préface

Ce mémoire présente les di érents travaux réalisés au coursle ma thése avec pour
ligne directrice I'étude de propriétés de contrdlabilité & non contrélabilité d'équations aux
dérivées partielles.

La premiére partie est consacrée a I'étude de systémes quagniies bilinéaires unidimen-
sionnels principalement autour de deux axes : la non contr@bilité en temps petit avec
des contrbles petits et la controlabilité simultanée. Ce tleme possede de nombreuses ap-
plications physiques, comme la manipulation de moléculesv@c des champs électriques, ou
la réalisation de portes logiques quantiques. On établit uncadre pour lequel, bien que la
vitesse de propagation du systéme considéré soit in nie, l@ontrélabilité exacte locale avec
des contréles petits est véri ée si et seulement si le tempssé su samment grand. Ces résul-
tats, basés sur la coercivité d'une forme quadratique ass@e au développement de I'état a
l'ordre deux, sont étendus dans le contexte de la controlafité simultanée. On montre alors,
en utilisant la méthode du retour de J.-M. Coron, la contrdlabilité exacte locale simultanée
pour deux ou trois équations, a phase globale et/ou a retard lgpbal prés. La trajectoire de
référence utilisée est construite via des résultats de cordle partiel. En utilisant un argu-
ment de perturbation, on étend cette idée pour montrer la cotrdlabilité exacte globale d'un
nombre quelconque d'équations sans hypothéses sur le potéa.

Dans la deuxieme partie, on prend en compte dans le modéle urrtme supplémentaire,
quadratique en le contrdle. Ce terme, dit de polarisabilité généralement négligé, présente
un intérét physique dans la modélisation, mais aussi mathémtique dans le cas ou le terme
bilinéaire est insu sant pour conclure a la contrélabilité . En dimension quelconque, on
construit des controles explicites réalisant la contrblalilité approchée de I'état fondamental.
En adaptant conjointement I'argument de perturbation précédent et certains résultats du
contréle bilinéaire, on prouve aussi la contrdlabilité gldale exacte du modéle avec polari-
sabilité 1d.

La derniére partie de ce mémoire est consacrée a I'étude de dantinuation unique pour
un opérateur de type Grushin sur un rectangle2d. Cet opérateur présente une singularité
et une dégénérescence sur un segment séparant le domaine ewxicomposantes. On donne
une condition nécessaire et su sante sur le coe cient du potentiel singulier pour obtenir la
continuation unique.

Mots clés : équation de Schrédinger bilinéaire ; contréle exact; contble simultané;
polarisabilité ; équation de Grushin singuliére
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1.1 Introduction générale

La problématique de la théorie du contr6le réside dans la qusion suivante : étant
donnée la loi d'évolution d'un systeme (physique, biologige ou autre), étant donnés un
état initial et une cible, est-il possible de guider I'évolution de ce systéme, via une action
extérieure, de |'état initial vers la cible ? Il est alors posible de vouloir atteindre cette cible
de maniére exacte ou de maniére approchée, en temps ni (corile) ou asymptotiquement
(stabilisation).
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Mathématiqguement, on considére le systeme

0_— . .

x"= f(x;u); (1.1)

X(0) = Xo;
ou l'état x est a valeurs dans un espac¥ et le contréle u dans un espaceJ.
Si l'espaceX est de dimension nie, les propriétés de contrdlabilité de[.1)) sont relativement
bien comprises (voir par exemple les livres [54, 129] par M. Coron et E.D. Sontag). Par
exemple, le critére de Kalman assure la controlabilité en tat temps de x°= Ax + Bu avec
A matrice réelle de taillen n et B matrice réelle de taillen m si et seulement si la
matrice (B; AB; LA n 1B) est de rang maximal. Pour un systéme a ne en le controle
i.e.f(x;u) = fo(x)+ jmzl u; f; (x) les propriétés de contrdlabilité sont reliées aux propriéés
de l'algébre de Lie engendrée paffo;fi;:::;fmg.

Si I'espaceX est de dimension in nie, les propriétés de contrélabilité & (T.1) sont plus
subtiles. Les notions de contrélabilité envisagées déperdt des propriétés des opérateurs
di érentiels apparaissant dans (I1.1). En e et, il est par exemple vain de chercher a montrer
la controlabilité exacte globale pour un systeme régulariant. Les espaces fonctionnels dans
lesquels on examine les propriétés de controlabilité peunt aussi étre déterminants. Cette
dépendance vis a vis du cadre fonctionnel est soulignée dafe sous-section suivante pour
un systeme de contrdle bilinéaire. Dans ce mémoire, on met aai en évidence I'existence
d'un temps minimal pour la contrdlabilité exacte locale bien que le systéme considéré ait
une vitesse de propagation in nie. Il n'y a donc pas de théore générale uni ée pour étudier
la contrdlabilité en dimension in nie : chaque situation doit étre examinée au cas par cas.
Ce mémoire s'intéresse aux propriétés de contrélabilité paor des systemes de controle de
Schrédinger bilinéaire, des systémes de Schrédinger aven terme de polarisabilité (i.e. avec
un terme quadratique en le contréle en plus du terme bilinéai) et des systémes paraboliques
dégénérés et singuliers de type Grushin. Ces trois modelesrtstituent les trois parties de
ce mémoire.

La suite de cette introduction s'attache a présenter, pour tiacune des parties, le modéle
étudié et certains résultats de la littérature liés a ce modi. Le but n'est pas de donner
un panorama exhaustif de la littérature existante mais de mationner des résultats ou des
idées, soit pour situer les résultats de cette thése parmi ¢t littérature, soit pour introduire
certaines notions utilisées dans ce mémoire. On présente ®rite les principaux résultats
obtenus durant cette thése ainsi que les idées et les strati&g mises en place pour résoudre
les di cultés qui se sont présentées. On conclut en donnant @ nouveaux problémes ouverts
apparus durant cette étude.

1.2 Contrble bilinéaire d'équations de Schrddinger

1.2.1 Modele

On considere une particule quantique évoluant dans un espacde dimensiond. Cette
particule est décrite par sa fonction donde : (t;x) 2 R RY 7! (t;x) 2 C. Pour un
sougdomaing de RY, la probabilité que la particule se trouve au tempst dans! est donnée
par , j (tx)j%dx.
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On note que pour toute fonction : R! R, les fonctions d'onde et é () décrivent
le méme état : la phase globale n'a pas de signi cation physige. L'évolution de la fonction
d'onde est donnée par I'équation de Schrodinger

i~@ (tx)= H(t) (tx) 1.2)

ou H est I'hnamiltonien du systéme et~ la constante de Planck réduite. Dans ce mémaoire, on
considere que la particule se trouve dans un potentieV/ (x) in ni hors d'un domaine borné
régulier D RY. L'hamiltonien du systéme est indépendant du temps et on traive aprés
un changement d'échelle

g i@ (tx)=( + VX)) (tx); (tx)2(0;T) D;
(t;x)=0; (t;x) 2 (0;T) @D; (1.3)
(0;x) = o(X); x 2 D:

Les conditions au bord de Dirichlet homogéne modélisent leaft que la probabilité de trouver
la particule au bord est nulle. Au vu de l'interprétation pro babiliste précédente de la fonction
d'onde, celle-ci évolue sur la sphére unité d&?(D; C) notée S dans la suite. On noteAy
I'hamiltonien du systeme libre (I.3) dé ni par

AV ::( + V) ; D (Av):: H2\ H&(D, C) (14)

Pour V 2 L?(D; C), on note ( kv )k2n la suite croissante des valeurs propres déy
et ' v les vecteurs propres associés dar$. On obtient alors des solutions évidentes du
systeme libre [1.3) données par les états propres

v (EX) = e Tty (x); (Ex)2R D (1.5)

L'état propre de plus basse énergie ;.v est appelé état fondamental. Concernant le cadre
fonctionnel, on note pours > 0, H,, == D AJ

Ayant en vue des applications comme la manipulation de lienshimiques de certaines
molécules ou la construction de portes quantiques logiquesomme préalable a I'ordinateur
quantique, on souhaite contrdler I'évolution de la fonction d'onde via un champ électrique
extérieur. L'hamiltonien du systeme est alors la somme de flamiltonien libre précédent et
de I'namiltonien d'interaction. En premiére approximatio n, I'hamiltonien d'interaction est
donné par u(t) (x) ou u(t) 2 R est 'amplitude du champ extérieur appliqué et (x) est
le moment dipolaire de la particule considérée. Les di éretes approximations conduisant
a cette expression sont détaillées par exemple dans 63, Qbitre 2]. On considéere alors le
systéme

8

2i@ (tx)=( + V(X)) (tx) u) (x) (tx); (tEx)2(0;T) D;
(t;x)=0; (t,x)2(0;T) @D; (1.6)
O;x) = o(x); x 2 D:

Le contrdle est la fonction réellet 7! u(t) et I'état est la fonction d'onde (t; ) 2 S.
Lorsque le systéeme[(116) est bien posé on note(t; o;u) la solution au tempst. Bien que
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cette équation aux dérivées partielles soit linéaire, ce mbléme de contrdle est non linéaire
i.e. I'application (u; o) 7! (T) est non linéaire. L'appellation bilinéaire est relative a ka
bilinéarité du terme "u(t) (x) " par rapport au couple état, contréle ( ;u ).

Un cas particulier, trés étudié, est celui du puits de potentel unidimensionnel i.e.

i@ = @ u) (x); (tEx)2(0;T) (0;1);

(0= (t1)=0: (1.7)

Sans autre précision, les éléments propresco, ' ko €t ko seront notés , ' et .

1.2.2 Résultats précédents

Le contrble de systémes quantiques est un domaine en pleinses. Pour preuve, le Prix
Nobel de Physique 2012 a été décerné a S. Haroche pour ses ti&da expérimentaux sur
l'observation de particules quantiques sans les détruireSi le fossé entre résultats théoriques
et expérimentations physiques reste encore a combler, ledédes de mesures de particules
quantiques développées par I'équipe de S. Haroche ont étéilisées pour la controlabilité
d'un systeme quantique [126].

Mathématiquement, le probléme de contréle linéaire de I'égation de Schrédinger a
été largement étudié. La propriété de réversibilité en temg et la méthode HUM (dont
le principe est rappelé en Sectiol 1.412) permettent de rédre la contrblabilité exacte a
l'observabilité du systeme adjoint. De nombreux outils ont été utilisés pour étudier cette
inégalité d'observabilité comme la méthode des multiplicéeurs (voir [71] par C. Fabre, [99]
par E. Machtyngier), I'analyse microlocale (voir [98] par G. Lebeau, [34] par N. Burq), les
inégalités de Carleman (voir [93/94] par |. Lasiecka, R. Tiggiani et X. Zhang) ou la théorie
des nombres (voir [119,131] par K. Ramdani, T. Takahashi, GTenenbaum et M. Tucsnak).
Pour de plus amples détails, ainsi que des résultats pour desquations de Schrédinger non
linéaires, on renvoie aux articles de synthesé [143,195] p&. Zuazua et C. Laurent. Au vu
de la modélisation précédente, ce cadre linéaire est insuant pour viser les applications
physiques mentionnées. On se focalise donc, pour la suitejrde cadre bilinéaire du systeme
@8).

Historiqguement, le premier résultat concernant le contrék bilinéaire en dimension in nie
revét une importance particuliére. J.M. Ball, J.E. Marsden et M. Slemrod ont démontré dans
[5] que pour un systeme de contrle bilinéaire abstrait,

( wot) = Aw(t) + p(t)Bw(t);

W) = wo. (1.8)

'ensemble des états atteignables a partir de n'importe quew, est d'intérieur vide dans
I'espace ambiant. Ce théoréme s'énonce comme suit.

Théoréme 1.1. Soit X un espace de Banach de dimension in nie. SoitA le générateur
in nitésimal d'un semigroupe continu sur X etB : X | X un opérateur linéaire borné. Soit
Wo 2 X. Pour p 2 L ([0;+1 );R), on note w(t;wo;p) l'unique solution faible de [I.8).
Alors, I'ensemble R(wp) des états atteignables a partir devy dé ni par

R(wo) == fw(t;wo;p);t  O;r> Lp2Li.(0;1);R)g;



1.2. Contrble bilinéaire d'équations de Schrodinger 5

est contenu dans une union dénombrable de compacts ¥e En particulier, le complémen-
taire de R(wp) dans X est dense dansX.

Ainsi, arbitrairement proche (pour une norme naturelle) de tout état atteignable, il
existe des cibles que I'on ne pourra pas atteindre. Dans le dee d'équations de Schrédinger
bilinéaire, I'évolution de (7)) ayant lieu sur la sphére S, ce résultat n'‘est pas surprenant.
Cependant, en adaptant le Théoréemé_L]1 pour prendre en comptcette conservation de la
norme, G. Turinici a montré dans [134] le théoréme suivant.

Théoreme 1.2. Soit o2 S\ HE, . Pour u2 L?(0;T), on note (t; o;u) la solution de
(LD issue de (. Soit R( () l'ensemble des états atteignables a partir deg dé ni par

R( 0= (t ou);t Ou2L?(0;T)R) :
Alors le complémentaire deR( o) dansS\ HE, est dense dansS\ H, .

Ces résultats ne sont donc pas engageants du point de vue de t¢antrolabilité exacte
pour les systémes bilinéaires de dimension in nie.

Partant de ce constat, deux possibilités sont alors envisatgs pour I'étude de tels sys-
temes : considérer des systemes de dimension nie ou s'ingsser au contrdle approché du
systeme de dimension in nie. Néanmoins, comme explicité da la Section[I.Z.Z.P, ces ré-
sultats négatifs sont fortement dépendants du cadre foncbnnel et tombent en défaut pour
des espaces ambiants plus réguliers.

Un systeme quantique bilinéaire de dimension nie est de ladrme

ic:j—i( = HoX + u(t)H1X; (1.9)
ou X 2 C" et Hg, H; sont des matrices hermitiennes. Ce systéme entre dans le foalisme
des systemes de dimension nie a nes en le contrdle dont les mpriétés de contrblabilité
sont reliées a l'algebre de Lie engendrée pdiy et Hy (voir par exemple [63, Chapitre 3]
par D. D'Alessandro).

En dimension in nie, les crochets de Lie itérés peuvent étremal dé nis et leur appli-
cation éventuelle a la contrdlabilité est mal comprise. Pou ces raisons, on ne détaille pas
les résultats relatifs a la dimension nie qui sont assez éignés des problématiques de ce
mémoire.

1.2.2.1 Contrdle approché de systémes quantiques bilinéai res de dimension
in nie
Controle exact des approximations de Galerkin. Concernant le controle approché

de systemes quantiques bilinéaires de dimension in nie, pkieurs stratégies cohabitent. Une
des méthodes les plus proli ques consiste a utiliser les oils du contrdle géométrique. Le
premier résultat pour un systéme abstrait

(zi_t(t) =A A)+u®)B (1); ut)2U R, (1.10)

a été obtenu par T. Chambrion, P. Mason, M. Sigalotti et U. Boscain dans [45]. L'idée
principale pour montrer la controlabilité approchée dansL? consiste & contrdler de maniére
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exacte les approximations de Galerkin du systemd(1.10) paid'obtenir de bonnes propriétés
d'approximation du systéme de dimension in nie par les sysémes de Galerkin de dimension
nie. Il est a noter que, si cette stratégie semble naturelleles propriétés de contrélabilité d'un
systeme de dimension in nie sont parfois trés di érentes decelles de ses approximations de
Galerkin. A cet égard, il est important de garder a I'esprit le cas de I'oscillateur harmonique
quantique

i@ = :_ZL @ +x> utx ; x 2R (1.11)

M. Mirrahimi et P. Rouchon ont montré dans [L04] que seule la jpsition moyenne, dé nie
par xj (t x)j2dx (de dimension 2), est contrdlable bien que toutes les appramations de
Galerkin soient contrdlables (voir [127]).

La méthode mise en +uvre dans[[45] est appliquée au cas du psitle potentiel de dimension
3 et a des variantes de l'oscillateur harmonique quantique® (x) 6 x. Il est & noter que le
fait de considérer des opérateurs abstraits dans{1.10) peret de traiter des problémes plus
généraux que [[1.6), en toutes dimensions, ou des problemesg®s sur des variétés. Cette
méthode permet aussi d'étudier un probléme trés important di point de vue physique : la
contrdlabilité (approchée) des matrices densité. Le réstat de [45] a été ra né a n d'a aiblir

les hypothéses.

Hypothéses 1.1. On suppose queH est un espace de Hilbert et qugA;B; ; ) sont tels
que

i) A et B sont des opérateurs antihermitiens deH,

i) = ( «k)kzn est une base hilbertienne deH de vecteurs propres deA associés aux
valeurs propres(i k)kzn,

iii) k2 D(B) pourtout k2 N,
iv) A+ uB :Vectf (;k2 Ng!H estessentiellement antihermitien pour toutu 2 [0; ],
v)sij6 ket j= alorsh;;B «i=0.

Pour ce systéme, on appelle chaine de connexité un sous-emtde S de N? tel que,
pour tout n;p 2 N, il existe L 2 N, s7;:::;8f 2 N, s3;::1;85 2 N, tels que(s);s,) 2 S,
st=n,s5=p " =5, eth ;B ,4i&O0.En utlisant cette stratégie de controle des
approximations de Galerkin, U. Bloscaiil, T. Chambrion, M. Caponigro et M. Sigalotti ont
prouvé dans [25] le théoréme suivant.

Théoreme 1.3. Supposons qudgA;B; ; ) vérient les Hypothéses[I.l. Supposons qu'il
existe une chaine de connexit& non résonnante i.e. pour tout(s;;s;) 2 S, j s, s2) €
it t,] pour tout (ti;tp) 2 N2nf(sy;s,);(S2;S1)g vériant h,;B i & 0. Alors, pour
toutr 2 N, 3;:::; §2H, @ H!H unitaire et "> 0, il existe u : [0;T]! [0; ]
constant par morceaux tel que si | est la solution de [T.I0) avec condition initiale ¢ et
contréle u alors '

k 1(T) Dk <" 8k=1;:m

Ce résultat de contréle approché simultané est valable quefue soit le nombre d'équa-
tions ; la notion de contréle simultané est au c+ur des Chapites[3 et[4 présentés dans cette
introduction en Section [.Z.32. Ce résultat a été étendu paN. Boussaid, M. Caponigro
et T. Chambrion, a des normes plus fortes pour des systéme ditfaiblement couplés dans
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[30], pour des contrdles a variation bornée dan$[33] ou poutes modeles avec un terme de
polarisabilité dans [31] (voir la SectionI.3 pour de plus arples détails sur ce modéle). Pour
un article de synthése sur les di érents résultats obtenus pr ces techniques et quelques
problémes ouverts, on renvoie a[27].

Concernant la contrdlabilité approchée en temps ni de cerains modeles particuliers,
on mentionne les résultats de R. Adami et U. Boscain[]1] utilsant la théorie adiabatique
et l'intersection de valeurs propres dans I'espace des caiiiles et ceux de S. Ervedoza et
J.-P. Puel [70] basés sur des contrbles explicites pour la ntdlabilité approchée de sommes
nies de fonctions propres.

Méthode de Lyapunov. Une autre méthode pour montrer des résultats de contrdla-
bilité approchée est I'adaptation de la méthode de Lyapunovet du principe d'invariance
de LaSalle. Cette méthode sera utilisée a plusieurs reprisedans ce mémoire sous la forme
suivante : on cherche a stabiliser

i@ = @ +VX ul) (X

vers un état ~. L'idée est alors de construire une fonction de Lyapunow. c'est-a-dire une
fonction positive, minimale en ~et décroissante le long des trajectoires du systéeme considé
La décroissance le long des trajectoires est assurée par leoex du contrdle u sous la forme
d'une loi de rétroaction. Généralement, la fonctionL est choisie telle que

2L )= uF( o) (112)

La loi de rétroaction u(t) := F( (t)) assure alors la décroissance. Ainsi, si de plus est
une borne supérieure d'une certaine normé Kk, la fonction de Lyapunov étant décroissante le
long des trajectoires, celles-ci sont bornées polkr k. Moyennant quelques détails techniques
si I'ensemble invariant est réduit a ~, on peut espérer obtenir la convergence faible vers.
Cette notion de stabilisation fournit alors un contréle approché en temps grand pour des
normes plus faibles quek k.

Cette méthode a d'abord été utilisée dans le cadr&? par M. Mirrahimi dans [L03] pour
un opérateur libre présentant un spectre mixte puis par K. Beauchard et M. Mirrahimi
dans [17] pour [I.T) dans le cas (x) = x % La convergence faibleL? ne permettant
pas de conclure a la stabilisation, ces deux articles démorgnt la stabilisation approchée
dansL? de I'état fondamental en combinant la stratégie de Lyapunovet des arguments de
perturbation.

En utilisant une fonction de Lyapunov adaptée au cadreH ? construite par V. Nersesyan
[I171] et la stratégie précédemment décrite, K. Beauchard €¥. Nersesyan ont prouvé dans
[19] la stabilisation semi-globale faibleH ? de I'état fondamental, pour ([.8), sous des hypo-
théses favorables suV et . La loi de rétroaction proposée dans[19] contient une conatte
choisie uniformément pour toute condition initiale dans ure boule pour la normeH 2 : c'est
le caractere semi-global de ce résultat. L'utilisation de ette fonction de Lyapunov a aussi
permis dans [111] de conclure & la contrdlabilité approchéglobale dansL ?.

Enn, cette fonction de Lyapunov a été étendue par V. Nersesgn dans [112] pour
toute norme de SobolevH S avecs > 0 conduisant a la contrélabilité approchée de I'état
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fondamental dansH*® . Dans ce cas, la dérivée de la fonction de Lyapunov le long des
trajectoires ne prend pas la forme [[I.IR). La décroissanceedla fonction de Lyapunov est
assurée par un argument variationnel ; V. Nersesyan prouveédxistence d'une direction dans
laquelle la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la &jectoire est non nulle. Ceci
conduit a l'existence d'une suite de temps et de contrbles léong desquelles la trajectoire
associée converge vers |'état fondamental. A la di érence @ la méthode de controle des
approximations de Galerkin, I'utilisation de fonctions de Lyapunov permet donc d'obtenir
des résultats de contrble approché dans des espaces tresuligrs. En contrepartie, les in-
formations sur le temps nécessaire a la contrdlabilité apfrchée sont perdues. Ces fonctions
de Lyapunov (pour les normesH ? et HS) sont utilisées et adaptées dans ce mémoire (voir
les Sections”T.Z.3]3 €L 1.313).

1.2.2.2 Contrdle exact de systemes quantiques bilinéaires de dimension in nie

Nous allons voir que les résultats négatifs précédents (volThéoréme[1.2) pour la contr6-
labilité exacte de systémes bilinéaires tombent en défaut qur d'autres cadres fonctionnels.
Ainsi, K. Beauchard a démontré dans [[10] le résultat suivant

Théoreme 1.4. Soit (x) = x. Soient ¢; 1 2 R. Il existe T > 0et > 0 tels que pour

tout o; 5 2S\ H(7O) véri ant

kK o e'°'1kH7<; K ¢ elf']_kH7<;
il existe u 2 H((0; T);R) tel que la solution de [I.Y) satisfasse (T)= .

Ainsi, I'ensemble des états atteignables a partir de I'étatfondamental ' ; contient une
boule pour la normeH’, qui est bien dintérieur vide dans H(ZO). Alors que, suite au ré-
sultat de J.M. Ball, J.E. Marsden et M. Slemrod, le systeme [17)) était considéré comme
non contrélable, il apparait des lors clair que la bonne leatre de ce résultat négatif est
la non contrdlabilité dans H(%). La preuve relativement technique de ce résultat est basée
sur la méthode du retour (introduite par J.-M. Coron et dont | e principe sera détaillé en
Section[1.Z.3.2), des déformations quasi-statiques inds@&nt un temps long pour la contr6-
labilité, la méthode des moments et le théoréme de Nash-Mosd_e recours au théoreme de
Nash-Moser est di a une apparente perte de régularité.

Ce résultat a ensuite été ra né dans [16] par K. Beauchard et C Laurent pour des modeles
plus généraux, dans un cadre fonctionnel optimal. La mise elumiére d'un e et régularisant

a aussi permis de déduire la contrélabilité locale du systembilinéaire a partir de la contro-
labilité du linéarisé en utilisant le théoreme d'inversion locale et non plus le théoreme de
Nash-Moser, ce qui conduit a une simpli cation de la preuve.Ce théoréme s'énonce comme
suit.

Théoréme 1.5. Soit 2 H3((0;1);R) tel que

9C > Otel quejh' ;" «ij %; 8k 2 N : (1.13)

Soit T > 0. Il existe > 0 et une application C1,

D Vel L3((0;T);R);
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ou n 0
Vri= ¢ 2SVHG ke 1(Mkyy <

telle que ( 1(T))=0 et, pour tout ¢ 2 Vr, la solution de (I.4) avec contrleu = ( )
et condition initiale ¢ = ' ; satisfasse (T)= .

La normek ky 8 est dé nie par
!

kK kys = * ik3h;' ij?
H(O) . ’ J ’ kJ
=1

1
2

Ce théoreme appelle quelgues commentaires au vu du résultaggatif du Théoréme[T1. Il
est clair que l'opérateur

H2

2
H ©

©

7!
est un opérateur borné et que I'on est donc dans le cadre d'agipation du Théoreme[I.].
Par intégrations par parties, on obtient

4

W= e (DM M) %0 ¢ 0 (1.14)

k3
Ainsi, I'hypothése [I3) impliqgue %0) Y1) 6 0. Comme
Hg =  2H3(0;1:;0); (0= 1= Q9= =0 ;

ona :H (3(3) 6 H(30). Ceci explique que le résultat négatif du Théoréemé&TIl1l ne cave pas le
cadre fonctionnel H(%) sous I'hypothése [T.1B).

Les idées du Théoremé&1l5 sont essentielles pour les réstdtale la Partie[l En plus de la
mise en lumiere de I'e et régularisant [16, Lemme 1] qui perret de démontrer le caractére
bien posé du systéme[{I]7) dan#i 2 , la preuve repose sur la controlabilité du linéarisé

(ON
autour de la trajectoire ( 1;u  0),

8
2i@= @ v(t) (x) 1 (EX)2(0O;T) (0;1);

, (£0)=(t1)=0; (1.15)
(0 ;x)=0:
Des calculs explicites conduisent a I'expression
% Zr
(T)=i h" ;' «i v@)elx Ddt (T): (1.16)
k=1 0
Ainsi, trouver v tel que ( T) = ¢ est équivalent a résoudre le probléeme de moments
trigonométriques 7
T ht;, k(T

v(t)e «  Didt = — ;

VO T

Sous cette forme, on voit I'importance du comportement desae cients h' ;' «i etde I'hy-
pothese [1.IB). Indépendamment du probléme de contrdle, leésolution d'un tel probleme

8k 2 N : (1.17)
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de moments est liée a l'existence d'une condition de saut paues fréquences considérées
(voir par exemple les livres [141792] de R.M. Young et de V. Kmornik et P. Loreti). Le
temps T nécessaire a la résolution d'un tel probléme de moments eselié au saut minimal
entre les fréquences. Le fait que x = k? 2 entraine que le saut entre les fréquences tend
vers l'in ni, ce qui permet de résoudre le probléeme de momerg en temps arbitraire.
En utilisant I'asymptotique de Weyl, on obtient que pour un domaine de RY su samment
régulier les valeurs propres du Laplacien Dirichlet véri ent
2

K c( ;d)kd:
Bien qu'encore ouverte, la question de l'extension de la shatégie de K. Beauchard et
C. Laurent en dimension supérieure, pourrait trouver une réponse positive en dimension
deux. Le cas de la dimension supérieure ou égale a trois esi hors de portée par ces tech-
niques, le linéarisé [1.1b) étant fortement non contrdlabé. Ainsi, les résultats basés sur la
résolution d'un probleme de moments trigonométriques de Idorme (T.I7) sont restreints a
des modéles unidimensionnels.

En couplant le Théoreme[I.h aux résultats de contrdle apprde vers I'état fondamental
dans des espaces réguliers de V. Nersesyan [112], on obtiEntontrdlabilité exacte globale de
(1) dansS\ H (30’; avec des hypothéses génériques sur Comme souligné dans’[27, Section
IV.A], ce résultat de contr6le exact global ne peut étre obtéu en couplant le Théoremé1.b et
la contrdlabilité globale approchée donnée par la méthodeealcontr6le des approximations de
Galerkin (Théoreme[L3). En e et, méme si cette technique a # étendue a certains espaces
de Sobolev, via la notion de systeme faiblement couplé par NBoussaid, M. Caponigro et
T. Chambrion [30], cette stratégie impose des restrictionssur I'espace ambiant. Ainsi, si
ces résultats s'appliquent pour la norme d'un espace de Solav, I'ensemble atteignable a
partir de certaines conditions initiales (par exemple I'état fondamental) est d'intérieur vide
dans cet espace (voir[27, Propositions 2 et 8]). Les cadresrfctionnels pour la controlabilité
exacte locale et la notion de systéeme faiblement couplé somtonc incompatibles.

Avec des arguments semblables a ceux du Théorérmell.4 deux eed résultats de controle
exact ont été montrés pour des systemes quantiques particigrs de la forme [1.T7). Le cas d'un
puits de potentiel dynamique a été considéré dans [15] par KBeauchard et J.-M. Coron.
Dans ce modele, (x) := x, le contrdle est l'accélération du puits de potentiel et I'déat est
le triplé fonction d'onde, vitesse et position du puits de pdentiel. Dans [11], K. Beauchard
a considéré le cas d'un domaine de longueur variable. Apréshangement de variables, on
trouve un systéme de la forme[[IJ7) ol (x) = x2 avec un contrdle(4v?(t) v(t)) en lieu et
place deu(t).

Si l'asymptotique de Weyl pour les valeurs propres du Laplaizn semblent étre un frein
a l'extension de la contrdlabilité exacte a des dimensionsupérieures, les travaux de V. Ner-
sesyan et H. Nersisyan[][113, 114] montrent que ces obstructis ne sont pas valables en
temps in ni. lls ont en e et montré la contrélabilité exacte en temps in ni dans des espaces
réguliers (contenant H3\‘,’)) du systéme [I.6) pourD un rectangle deRY. En considérant
un temps in ni, la condition de saut n'est plus nécessaire : 'indépendance des fréquences
considérées su t pour la contrélabilité du systéme linéarisé.

On se tourne maintenant vers les apports de ce mémoire cong&nt les problémes de
contréle quantique bilinéaire.
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1.2.3 Principaux résultats
1.2.3.1 Temps minimal pour la contrlabilité

La premiere question discutée dans ce mémoire concerne unéngralisation du Théo-
reme[L% ou I'on a aiblit les hypothéses sur conduisant a I'existence d'un temps minimal
pour la contrélabilité exacte locale de [1.Y).

Les résultats présentés ici sont exposés en détails dans len&pitre 21 L'article [L8],
écrit en collaboration avec K. Beauchard, dont s'inspire leChapitre 2l a été accepté pour
publication dans le journal Mathematical Control and Related Fields
Nous avons vu que la résolution du probléeme de momentd (TIL7t donc la preuve du
Théoréme[LH nécessitent I'hypothése (1.13). On s'intéreg a la question de savoir ce qui
persiste du résultat de contrdlabilité exacte locale si I'in des coe cients h' ;' i est nul
i.e., d'aprés (I.I6), si la direction x est perdue sur le linéarisé. On précise la notion de
contrélabilité étudiée pour ce probléme.

Dé nition 1.1. Soient T > 0, X et Y espaces normés tels qu L2((0;1);C) et
Y L2((0;T);R). Le systéme [1.7) est dit controlable dansX, localement autour du
fondamental, avec des contrbles dan¥’, en tempsT si pour tout " > 0, il existe > O tel
que pour tout  2S\ X vériant k ; 1(T)kx < , il existe un contréle u 2 Y avec
kuky <" tel que la solution associée, , de (I.4) avec condition initiale o= "' ; satisfasse

(M= +.

Cette notion implique donc la contrélabilité exacte localeau voisinage de I'état fonda-
mental mais requiert en plus que des mouvements arbitrairemnt petits se fassent avec des
contrdles arbitrairement petits. Au regard de la dépendane C! (continue su rait) entre la
cible et le contréle obtenue par K. Beauchard et C. Laurent das le ThéoremeLb, cette
notion de contrdlabilité est tout a fait justi ée.

Non contrdlabilité en temps petit : formes quadratiques coe rcives. Le premier
résultat que nous avons obtenu est le suivant (voir le Théonne[Z.3 pagd5h).

Théoréme 1.6. SoientK 2 N et 2 H3((0;1);R) tels que
h' 1;'ki=0; et Ax:=Hh 9 1;'i&0: (1.18)

Soit ¢ 2f 1;1gdénipar « = sign(Ax). Il existe T, > O tel que, pour toutT < T,
il existe "> 0 tel que pour tout contréleu 2 L2((0; T);R) véri ant

Kukp 201y <™

la solution associée, , de (I.4) avec condition initiale o= "1 vérie
p—— .
(M6 1 2 (M+igke "T'g: 8>0: (1.19)

Ainsi, (L7] n'est pas contrélable dans H(30), localement autour du fondamental, avec des

controles u 2 L2((0;T);R) en tempsT < T .
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Il est a noter que la cible [I.I9) non atteignable est arbitrarement proche de 1(T).

Contrairement au Théoréme[11, ce résultat de non contrélaliité n'est pas de nature topo-
logique. En e et, il n'est pas lié au cadre fonctionnel puisqie la cible {T.19) est analytique
et arbitrairement proche de I'état fondamental pour toute norme.
Si I'existence d'un temps minimal pour la contrdlabilité es naturelle pour des équations
a vitesse nie de propagation (comme I'équation de transpor ou I'équation des ondes), ce
phénoméne peut sembler moins naturel, au premier abord, paoudes équations a vitesse
in nie de propagation (comme I'équation de Schrédinger cosidérée ici). Ce temps minimal
est ici d0 a la nonlinéarité du systéeme de contrdle. Ce phénoéme avait déja été mis en
évidence par J.-M. Coron, dans le cas particulier du potengl dynamique [53] (contrblable
en temps grand d'aprés[[15]), en démontrant le théoréeme suant.

Théoréme 1.7. |l existe " > 0 tel que, pour toutD 6 0, il nN'existe pas de controleu 2
L2((0;");( "™)) tel que la solution(;S;D ) 2 C° [0;"];H&((0;1);C)  C°(0;"L;R)
C([0;"];R) du probléme de Cauchy

?@ d uv x 3 ©020T) O
(t0)= (t1)=0:
2 S(= u; (Y= SO
;S;D (0)= ' 1;0;0;
satisfasse ;S;D )}(T)=  1(");0;D .

Ainsi, le Théoréme[I.® généralise ce résultat. En e et, pouK =1, on a bien
1, .
x 5 'u'k =0 Ak = H 1" ki &O0:

La non contrdlabilité en temps petit ne provient donc pas de & contrainte supplémentaire

de contréler, en méme temps que Ia fonction d'onde, la vitegset la position du puits de

potentiel mais du fait que (x) = x . De plus, notre hypothése sur la taille des controles
est exprimée pour la normelL 2 et non plus la normeL?! ce qui est plus naturel vis a vis du

cadre fonctionnel.

On explique ici I'neuristique de la preuve du Théorémé_1J6. Bur étudier la contrélabilité
autour de la trajectoire ( 1;u 0), on considére un contréle de la formai=0+ v + 2w
et on développe la fonction d'onde suivant les puissances de

= 1+ + 2% 402
ol est solution du linéarisé [IT.I5) et vérie

8

2i@ = @ v (¥ w(t) (x) 1; (tx)2 (0;T) (0;1);

(0= (t1)=0; (1.20)
(0;x)=0:

>
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D'aprés (I.I8), ( T) appartienté\Ath(sO) Vectf' ; k 6 Kg .Donc, sil'ondéplace ( T)+
2 (T) dans la directioni e ' 7' ¢ alors ( T)=0 i.e.

Z
n T
v2Vr:= v2L%0;T);R); v()elx I'dt=0; pourtout k2 N
0
0
telqueh' 1;' ki&O0

et (T)=1i ge 1T avec > 0. Nécessairement, la forme quadratique
Qkr (V) :=Im(h(T)e ' 7' i) (1.21)

est alors du signe de k. L'essence du Théoremé&_116 repose sur le fait que cette forme

quadratique Qk.T ait un signe strict en temps petit. Ainsi, pour  de signe contraire a

celui de cette forme quadratique (ici k := sign(Ax ) avecAx dé ni en ([I8)) des cibles

de la forme [I.I9) sont inatteignables. R
Supposons queAk > 0. En utilisant des intégrations par parties, si s(t) := év( )d

on obtient I'existence d'un temps explicite T, tel que pour tout T < T

Zq
Q. (V) ATK s(t)?dt; 8v 2 Vi: (1.22)
0

Ce signe strict de la forme quadratique conclut donc cette haristique et justi e la restriction
du Théoréme[I6 au cas de contrdles petits danis?. En e et, faire le lien entre le signe de
Qk.r etceluidelm(h (T);e ' :T* ki) n'est possible que si est une bonne approximation
de . Ceci n'est réalisé que pour des controles petits.

Pour des raisons techniques, l'obtention du signe strict ddm(h (T);e ' :T' i) néces-
site, dans la preuve du ThéoremgZLl6, la coercivité de la formquadratique Q.1 . L'inégalité
([22) implique la coercivité vis a vis des et non dev. L'inégalité de coercivité vis a vis de
v n'est pas véri ée. Pour cette raison, I'analyse conduite das le Chapitre[2, repose sur la
méme étude pour le systéme auxiliaire avec contrdle

8

3i@~= @ "~ is(t) 2 @+ T +st)? )3T
~(t0)= ~(t1)=0; (1.23)
0;x) = " a(x);

obtenu a partir de (L) par le changement de variable
z t
(tx)= (x)es® O sty= v()d:
0

Contrdlabilité en temps grand : développement aux ordres su périeurs. Comme
annoncé, le résultat principal du Chapitre [2 est I'existen@ d'un temps minimal pour la
contrélabilité exacte locale de [I.7). Au vu du Théoreme L Kil sut maintenant de mon-
trer la contrélabilité en temps grand, ce qui est fait dans lethéoréme suivant (voir le
Théoréme[Z.4 pagéH1).
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Théoréme 1.8. Soit 2 H3((0;1);R) tel que
%) 91)so0: (1.24)
Alors, le systéeme [I.T) est contrdlable dandd 2, , localement autour du fondamental, avec

)’
des controlesu 2 L?((0;T);R), en tempsT su samment grand.

Nous avons vu en [T.T¥) que I'hypothese[{1.24) est une condbin nécessaire pour que
I'hypothese (I.I3) soit véri ée; et obtenir ainsi la contrélabilité exacte locale en temps
arbitraire. Cette hypothése (I.Z4) est en fait su sante pour conclure a la contrlabilité,
mais uniguement en temps su samment grand.

La preuve du Théoréeme[ll.B repose aussi sur le développement puissances de du
controle et de la fonction d'onde et sur l'analyse des termesd'ordre un et deux, respective-
ment et solutions de [T.I%) et [1.20). En utilisant I'asymptotique ([I.14) et I'hypothese

jh' 15" ki %; 8k 62Ki;::;KnG; (1.25)

h' 1"k, i=0; 8 2f1::5;Ng:

Ainsi, cette estimée et la stratégie du Théorém€&Tl5 permeént de conclure a la contrélabilité
de l'ordre un  a codimensionN prés. Le reste de la preuve consiste a prouver que l'on
récupérer, a l'ordre deux , ce nombre ni de directions perdues. Pour cela, on adapte ua
idée due a E. Cerpa et E. Crépeau pour une équation de Kortewede Vries [44]. Le point clé
de leur stratégie est que, dans une certaine base, les compaotes de la solution du systéeme
libre (i.e. associée au contréle nul) tournent toutes, et aec des vitesses distinctes. Dans
notre cas, en décomposant la solution du systemé&<(1.7) libredans la base des états propres

X1 )
(t)= h o' «ie ' ¥Uy;
k=1

on constate que l'on est bien dans ce cas favorable (voir le beme[2.5 pagd_6B).

Cependant, sous I'hypothéseh' ;' ;i =0, lorsque I'on travaille au voisinage du fonda-
mental, la premiére directioniR ; est perdue a I'ordre un et ne tourne pas a l'ordre deux.
Ceci est di au fait que la trajectoire( 1;u  0), autour de laquelle on linéarise, n'est pas
constante contrairement a celle considérée dans[44]. Il ealors de nécessaire de procéder
a quelques adaptations. La stratégie globale est la méme queelle de [44] : on combine des
phases successives de contrble et de rotation (contréle numais un traitement di érent est
réservé a la premiére composante si elle est perdue.

Ces idées sont aussi utilisées pour montrer la contrdlabi de certaines directions sous
I'hypothése %0) = 9%1) 6 0 (resp. 40) =  91) 6 0) dans le Théoréme Zb page 52.
Signalons que, lorsque 40) = Y1) = 0, le résultat négatif de J.M. Ball, J.E. Marsden et
M. Slemrod (Théoréme[11) permet de démontrer qu'il n'y a pascontrolabilité exacte dans
H(%) avec des controled 2((0; T); R). Le cadre fonctionnel adapté a la contrélabilité exacte
locale n'est plus le méme. Supposons qu'il existe 2 N tel que 2 H2-*3((0;1);R) et

@D oy= @D (1)=0;8k2f0;:::;L 1get @) @D (1)60:
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Alors, en exploitant les techniques développées pour le Tlegéme[1.8, on peut prouver la
contrélabilité de (I.7), dans H(ZOS *3 | localement autour du fondamental, avec des controles
dansL?((0;T);R), en tempsT su samment grand.

Temps minimal. En combinant les Théorémed 116 ef 118, on obtient I'existere d'un
temps minimal pour la contrdlabilité locale.

Théoréme 1.9. Soit 2 H3((0;1);R) tel que les hypothése$(1.18) pouk 2 N et (T.Z4)
soient véri ées. Alors, il existe Tmin > 0 tel que la propriété de controlabilité du systeme
(D), dans H(3), localement autour du fondamental, avec des controles 2 L?((0;T);R),
soit vériée si T > Tmin etnon vériée si T < T min .

Toutefois, la caractérisation de ce temps minimal est un prbléme largement ouvert.
Dans un cadre favorable, ou seule la premiére direction estgodue a I'ordre un, un encadre-
ment de ce temps minimal est proposé en Sectidn 2.6.

Dans la suite, sauf mention explicite, on n'impose plus leseastrictions sur la norme du
controle établies dans la Dé nition [T.1.

1.2.3.2 Contrdle exact local simultané

Une deuxieme question d'intérét concernant I'équation de ghrddinger bilinéaire est celle
du contr6le simultané. Plus précisément on considéere, pouN 2 N , le systeme

8 . . .

i@ ’'= @ ' un ' Gx)2©OT) (0:1);

(toy= J(;1)=0; j2f1:::;Ng; (1.26)
1) = " (0:

C'est un modéle simpli é de I'évolution des fonctions d'once de N particules identiques

soumises au méme champ extérieur. Les particules sont supgées indépendantes et I'on
néglige lintrication.

>

Les résultats discutés ici sont exposés en détails dans le @pitre Bl L'article [L09], dont
s'inspire le Chapitre [3, est publié dans le journalAnnales de ['Institut Henri Poincaré.
Analyse Non Linéaire.

L'objectif est ici de contrdler localement, autour desN premiers états propres, le systeme
(I:Z8), avec un seul contrdlau. La notion de contrélabilité simultanée considérée ici n'st pas
a confondre avec celle présentée dans le livie ]98] de J.-Lions et étudiée par de nombreux
auteurs (voir par exemple [132/4/,3,88] par M. Tucsnak, G. Wss, S.A. Avdonin, W. Moran
et B. Kapitonov). Contrairement a ces références, le® opérateurs d'évolution et de contréle
considérés dans[{1.26) sont identiques.

La premiere remarque est que I'évolution de[(1l7) étant uniaire, les trajectoires de [1.26)
Véri ent les invariants suivants

hi@): K@i h 7(); *©0)i; 8t2[0;T]; 8k 2f1;:::;Ng: (1.27)

Les cibles doivent donc véri er des conditions de compatilité avec les conditions initiales.
Une premiére étape pour obtenir la contrélabilité simultanée de [1.2ZB) est que chague équa-
tion, considérée séparément, soit contrélable. D'aprés l&@héoreme[1%, ceci est assuré par
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I'hypothese suivante

9c > Otel quejh' ;" ij k—CS; 8k2N ;8 2f1;:::;Ng: (1.28)
Non contrdlabilité pour deux équations. La stratégie naturelle pour montrer la
controlabilité du systeme (I1.Z8) au voisinage de la trajeabire ( 1;:::; n;u 0) est de

montrer la contrélabilité du linéarisé
8 _ -
2i@ "= @ ' vt) 0 x)2©0;T) (0;1);
(t0o)= J(t1)=0; j2f1:::;Ng; (1.29)
10;x)=0:

>

Dans la base des états propres, on obtient alors
. Xt Zr
IMy=i h i velx Ddt (T): (1.30)
k=1 0
La contrblabilité du linéarisé est donc équivalente a la réslution du probleme de moments
trigonométriques

T o hhmi
v(t)elx Dtdt= —— "~ 8j2f1:::;Ng;8k2 N ; (1.31)
0 ih' 5" ki
ol ( #;:::; M) estlacible visée pour le systtme{1.29) au temps.

Supposons queN = 2. La linéarisation des invariants (I.Z4) conduit a considéer pour le
linéarisé (I.2Z9) des cibles véri ant

Re(h t; 1(T)i)=Re(hh f; »(T)i)=0; (1.32)
h i »(T)i+hY¥T); %i=0: (1.33)

On peut donc oublier le coe cient h 2(T); 1(T)i dans le probléme de moments : il est
contrélé directement parh 1(T); »(T)i et la contrainte (L33). Les fréquences

f o« ivi2fL2g0k j+letk=j=2g

véri ent une condition de saut susante a la résolution en to ut temps du probléeme de

moments trigonométriques associé. Finalement, le seul otzcle a la contrdlabilité de (T.29)

est le fait que la frequenced soit de multiplicité deux ( k  j pourj = k=1 etj = k=2).
En e et, les coe cients diagonaux h 1(T); ;(T)i sont liés par la relation suivante

i . A
@M e
th' 5" i 0
Pour N 2, on a donc au moins une direction perdue a l'ordre un. On est aks dans un
contexte similaire a celui du Théoremd_Lb6. Le premier réstat concernant la contrélabilité
simultanée est donc négatif (voir le Théorémé¢=3]1 page D0) ditablit la non contrdlabilité
autour de ( 1; ) avec des contrbles petits dans.? en temps petit.
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Théoréme 1.10. Soit N 2. On suppose que 2 H3((0;1);R) vérie
A= h oyt 9% 23 2l h ' gt aih( 92 1) 41 60: (1.34)

Ondénit 2f 1;1gpar := sign(Ah' 1;'1i). llexiste T > 0et" > 0 tels que pour
tout T < T, pour tout u 2 L?((0;T);R) vériant jjujj2p.ry <", la solution de (1.28)
satisfasse

p .
YT); A(T) 6 o(T); 1 2+ oT) ; 8> 0 (1.35)

On note que la cible [1.3%) véri e bien les invariants [I.2T)et, pour petit, est arbitraire-
ment proche de( 1(T); 2(T)). L'hypothése (I.34) est technique : son r6le est discuté en
Section[I.Z:4. Similairement au ThéorémE&-116, le ThéoreneID est prouvé par I'étude du
signe d'une forme quadratique appropriée. PouN =1, le ThéoremeZLLb montre la contrd-
labilité exacte au voisinage de 1 en temps arbitraire avec une dépendanc€? entre la cible
et le contrdle. Ce résultat ne s'étend donc pas au ca 2 sous I'hypothese [T.34).

Contrélabilité simultanée de deux équations : méthode du re tour. Il estimpor-
tant de garder a I'esprit que, du point de vue physique, la desité de probabilité de présence
étant donnée par le module de la fonction d'onde, la phase gi@le n'a aucune signi cation.
Ainsi, pourtout 2 R, ( ; 2)eté ( 1; 2) décrivent le méme état et sont donc physi-
quement équivalents. En travaillant & phase globale prés, @ montre le résultat suivant (voir
le Théoremel 32 pagé&d0).

Théoréme 1.11. Soit T > 0. On suppose queN =2 et 2 H3((0;1);R) vérie (LZ8] et
h' 1;' 1i& h' 2;' Ji. llexiste 2R, "o> 0 et une application C!

: O, ! L%((0;T);R)

ou
8 9
< 2 _ x . =
Oy:=_ {1 72 HE hi;fi= jcet i ¢ i(Miing, <"o.
j=1 ’
telle que pour tout }; 2 2 O-,, la solution de (I.Z8) avec contréleu = b2
satisfasse

(AT 2aN=C # P

On obtient alors la contrdlabilité au voisinage de( 1; ) a phase globale pres, en temps
arbitraire, sous des hypotheses génériques sur le momentpdilaire . Nous avons vu au
Théoréme[LB que dans ce cadre, une direction perdue a l'orlrun peut étre récupérée a
I'ordre deux en utilisant des phases successives de contebkt de rotation (contrdle nul).
Néanmoins, comme pour le cas d'une équation, les directiondiagonalesh '(T); (T)i
perdues ici sont précisément les seules directions qui ne ggentent pas ce phénoméne de
rotation (voir le Lemme .5l page68). Pour cette raison, lesé@sultats positifs de controlabilité
présentés au Chapitre[B sont basés sur une stratégie di éreéa : la méthode du retour.

Cette méthode, introduite par J.-M. Coron pour un probléme de stabilisation, a été utilisée
a de nombreuses reprises pour montrer la contrélabilité deystémes non linéaires dont
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le linéarisé est non contrdlable. Un panorama non exhaustiést présenté en Sectiof_3.114
page[@3. Pour une présentation pédagogique, on renvoie awte de J.-M. Coron [54, Chapitre
6]. Dans notre contexte, I'idée principale de cette méthodest la construction d'un contréle

de référenceure; tel que la solution ( L ; 2;) de (I.Z8) associée vérie

(% Z)T)=¢€ ( o(T); 2T))

et que le linéarisé au voisinage de cette trajectoire de réfénce soit contrlable. La contrbla-

bilité de ce linéarisé induit alors (via le théoréme d'invession locale) la contrélabilité locale

de (I-Z8) au voisinage de L, ; 2;)(T) et conclut la preuve du Théoreme LIlL. Si le sys-
teme considéré est réversible en temps alors la constructiod'une trajectoire de référence

est immédiate. La plupart des trajectoires de références cstruites pour des systémes non
réversibles en temps sont basées sur des calculs explicite®ir par exemple [59,[60]). Le

systeme [L.T) véri e la propriété suivante, souvent quali ée de réversibilité en temps. Pour
u2L?(0;T);R)etv:=u(T ),ona

(T; (T; osu);v)= o (1.36)

Bien qu'utilisée a plusieurs reprises dans ce mémoire, la nugaison complexe rend cette
propriété de réversibilité en temps di cile a exploiter pour la construction d'une trajectoire
de référence. L'idée principale de la construction de la trgectoire de référence, en Sectidn 3.3,
consiste a utiliser des résultats de contrdle partiel conjmtement aux invariants (L.2Z7). La
propriété de contrélabilité du linéarisé au voisinage de larajectoire de référence repose sur
deux idées :
la trajectoire de référence( L, ; 2;) est susamment proche de ( 1; 2) pour que
toutes les directionsh 1(T); «(T)i dans (I.30) contrdlables par résolution d'un pro-
bléme de moments trigonométriques soient encore controldés (voir le Lemme[31
page[102),
les coe cients diagonaux h 1 (T); i (T)i sont indépendants (voir le Lemme 3B page
[103).
Intuitivement, la phase globale introduit un degré de liberté supplémentaire qui permet
de gérer le fait que la fréquenced soit de multiplicité deux (pour les deux coe cients
diagonauxh (T); 1(T)i eth 2(T); »(T)i) dans la résolution du probléme de moments
trigonométriques.

En modi ant [égerement la construction de la trajectoire de référence, on montre aussi
pour N =2 la contrblabilité exacte a un retard global prés (voir le Théoreme[3.3 pagé90).

Théoréme 1.12. On suppose queN =2 et 2 H3((0;1);R) vérie (LZ8) et 4h' ;' 1i
h' 5;'2i&0. Il existe T > 0tel que, pour toutT O, il existe "¢ > 0 et une application
Cl
: Oy ! L%((0;T + T)R)
ou
8 9

2 . .
Ogr =, {5 f 2 Hy hisfi=j=cet  j{  j(Miuky <"o.
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telle que pour tout }; 2 2 O-,.r, la solution de (I.Z8) avec controleu = i
satisfasse

T +T) AT +T) = f F

Ainsi, ce théoréme ne fait plus intervenir de phase globaleteprouve la contrélabilité
exacte pour deux equations. La encore, les hypothéses susont génériques. L'appellation "a
retard global prés" provient du fait que les cibles proches d ( 1(T); 2(T)) sont atteintes
non pas au tempsT, mais au tempsT + T; le retard T étant le méme pour tout T
et toute cible. Comme précédemment, le retard global joue lgdle d'un degré de liberté
supplémentaire pour gérer la multiplicité double de la frégence O dans le probleme de
moments trigonométriques associé.

Adaptation au cas de trois équations. Si I'on considére maintenantN = 3 alors,

pour le systéme linéarisé[(1.29), la fréquence est de multiplicité trois dans le probleme de
moments trigonométriques associé. Le systemé(1.29) prége donc de nouvelles directions
perdues et I'on montre alors que, méme a phase globale présn m'a pas contrblabilité

locale au voisinage dg( 1; »; 3) avec des contréles petits dand.? en temps petit. Plus

précisément (voir le Théoreme3¥ pagE 1), I'adaptation déa preuve du ThéoremeL.ID
conduit au résultat suivant.

Théoréme 1.13. Soit N 3. On suppose que 2 H3((0;1);R) vérie

B:= h' g'si h ' o' ai W 9% g5 i
+ h' g hotogtai hC9% i
+ h' 5toi byt W97 g i B0 (1.37)
Ondénit 2f 1;1gpar = signB(h' ;' 2i h ' 1;'1i) . llexiste T >0et"> 0
tels que, pour toutT <T , pour tout u 2 L?((0;T);R) vériant j UjjLz(o;T) <", la solution
de (I.Z8) satisfasse

1) 2Ty 3(T) 66 i(T): oT): "1 2+ oT) : 8> 0.8 2R

L'hypothése (I.31) est une adaptation de I'hypothése[[T.3¢discutée en Sectior_I.Z}4.

Au regard des Théoreme$ 111 df1.12, pour pouvoir gérer la riiplicité triple de la fré-
quence0 dans le probléme de moments, on introduit deux degrés de lilve& supplémentaires :
la phase globale et le retard global. En e et, en adaptant lestrajectoires de référence de
ces deux théorémes, on prouve pouN = 3, la contrélabilité au voisinage de( 1; 2; 3)
a phase globale prés et a retard global prés, sous des hypo#tes génériques sur (voir le
Théoréme[3.5 pagé91).

Théoréme 1.14. On suppose quéN =3 et 2 H3((0;1);R) vérie (LZ8) et 5h' ;' 4i
8h' ;' 2i +3h' 3;'3i & 0. llexiste 2 R, T > 0tels que, pour toutT O, il existe
"o > 0 et une application C*

L Onpr | L2((0;T + T);R)



20 Chapitre 1. Introduction

ou

8 9

S s 3 3 0. ks o . .
Owri=. i 5§ 2 Hg hifi=j=cet ¢ € j(Ming <"0. ;

j=1 '
telle que pour tout *; 2 # 2 O.,71, la solution de (I.28) avecu = oz B
satisfasse
T +T) 5T +T) 3T +T) = P

1.2.3.3 Contrdle exact global de N équations

La stratégie développée pour prouver le Théoreme“1.14 ne sshd pas directement pour
N 4 équations. Non seulement il semble que la résolution du prddéme de moments
trigonométriques nécessite de nouveaux degrés de libertpour gérer la multiplicité N de la
fréquence0, mais on voit aussi apparaitre des fréquences résonantesgpexemple ; 1=
s 4). Un moyen de résoudre ce probléme de fréquences résonantesisiste a considérer
un potentiel V non nul i.e.

g i@'= @+Vvx ' out ) tEx)20:T) (0;1);
. o= I(1=o0; j2f1:::;Ng; (1.38)
Oix) = H(x):

En tirant parti de ce potentiel V, on étend au Chapitre[2 les idées du Théoremie T.114 pour
montrer la controlabilité exacte globale de [1.38). La prémblication [L10], dont s'inspire le
Chapitre @], a été écrite en collaboration avec V. Nersesyan.

Pour simpli er les notations, on considére en symboles grates vecteurs i.e. on note

H . Le principal résultat du Chapitre flest le suivant (voir le Théoreme[Z4.]l pagéT122).

Théoréme 1.15. Soit N 2 N . Pour tout V 2 H#4((0;1);R), on a contrdlabilité exacte
globale du systémd{1.38) dansl ?V)' génériquement par rapport & dansH*((0; 1); R). Plus
précisément, pour toutV 2 H4((0;1);R), il existe un ensemble résiduey de H*((0;1);R)
tel que, pour tout 2 Qv , pour tout vecteurs ,; { 2 S\ H E‘V) unitairement équivalents,
il existe un tempsT > 0 et un contréle u 2 L?((0;T);R) tels que la solution de [1.3B)
satisfasse

(M= :

Deux vecteurs ,; ; 2 S sont dits unitairement équivalents s'il existe une applicgion
unitaire U deL? telle que ; = U i.e.

b=ul; g 2f1:::Ng

Au vu de I'évolution unitaire de I'équation de Schrddinger considérée, cette hypothese
d'équivalence unitaire entre la cible et la condition initiale n'est pas restrictive.

Un argument de perturbation, développé ultérieurement (var le systeme [1.40)), permet
de considérer une partie du moment dipolaire comme un potemgl supplémentaire. Ainsi,

méme pourV quelcongue, on se ramene a étudier le systémg (1138) sous dgpothéses
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favorables sur les éléments propres de l'opérateur libre. Dfait de I'absence de restrictions
sur le potentiel, méme dans le cas d'une seule équation, le €oréme[I.Ib constitue une
généralisation de la littérature existante concernant la ontrélabilité des systémes quantiques
bilinéaires unidimensionnels. La preuve du ThéoremE_1.15epose sur les idées suivantes.

On montre, en utilisant la méthode de Lyapunov, la contrélahilité globale approchée
vers des sommes nies d'états propres.

En adaptant la trajectoire de référence construite pour la weuve du Théoreme L. TH,
la méthode du retour de J.-M. Coron permet de conclure a la camdlabilité exacte
locale au voisinage de certaines sommes nies d'états proes.

Grace a des arguments de connexité et de compacité, on étenette propriété de
contrélabilité exacte au voisinage de vecteurs (dont les qoposantes sont des sommes
nies d'états propres) di érents pour les conditions initi ales et nales.

On conclut en combinant les résultats précédents et l'argurant de réversibilité en
temps (L.38).
On termine cette section en donnant les énoncés et des élénterde preuve de chacune de
ces étapes.

Contréle global approché : fonction de Lyapunov. Sil'on dé nit pour M 2 N ,
Gu = Vectf' 1.v;iii" mv O (1.39)
on prouve le résultat de contr6le approché suivant (voir le Théoréeme 4.2 pagé 126).

Théoréme 1.16. Soit N 2 N . On suppose queV/; 2 H4((0;1);R) véri ent

h' jv i kvi&O0 pourtoutj 2f1;:::;Ng k2 N .
iV kv 6 pv  qv pourtoutj 2f1;:::;Ng, kip;g2 N tels quefj;kg8 fp;og
etk 6 j.
Alors, pour tout 52 S\ H E‘V) vériant h {);' jv 160 pourtoutj 2f1;:::;Ng, il existe
M 2N, ;2Cy,dessuitesT, > 0etu, 2 C} ((0;Tn);R) tels que la solution de [1.3B)
associée satisfasse
(T) ! ¢ dansH 3

Ce résultat est I'adaptation au casN > 1 du résultat démontré par V. Nersesyan avec
N = M =1 dans [112]. L'idée principale consiste a construire une fation de Lyapunov

G 2 Ctels quejgj = 1) et qui assure une borne des solutions dansl *. Le contrdle, qui
garantit la décroissance de cette fonctionnelle le long desajectoires, n'est pas une loi de
rétroaction explicite, mais un contréle en boucle ouverte,dont on montre l'existence par
un argument variationnel comme dans[[11R]. L'analyse déveppée ne nous permet pas de
démontrer que la solution de (I.38) approche(c:' 1.v;:::;cn' nov ) (qui est le minimum
de V) mais seulement un vecteur composé de sommes nies d'étatsqpres (qui est un point
critique de V).

Comme souligné en pag€—10, ce résultat n'est pas couvert page Théoreme[LB et la
notion de systéme faiblement couplé.
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Controlabilité exacte locale au voisinage de sommes nies d 'états propres : mé-
thode du retour. Au vu du Théoreme[LI6, une étape clé pour conclure a la conttébilité
exacte globale est de montrer la contrélabilité exacte lodament au voisinage de sommes
nies d'états propres. Ce résultat est I'objet du théoréme siivant (voir le Théoréme (43
page[130).

Théoréme 1.17. Soit N 2 N . On suppose queV; 2 H3((0;1);R) vérient
il existe C > 0 tel que

v kv i E 8 2f1;:::;Ng; 8k2 N ;

k3’
v kv 8 pv nv pourtoutj;p 2f1;:::;Ng, k j+1,p n+1 tels que
fi;kg 8 fp;ng,
1, 1v::i:; nv sont rationnellement indépendants.

Soient Co; C; des matrices unitairesN N et zg := Co' , z; := Ct' . Alors, il existe
> 0etT > Otels que, si I'on pose

n . x 0o
O;Co:: 2ngv),h], ki: j:k et k J Z%)kH(R:V)< !
j=1
n . b U 0
O;Cf = ZH?\/),h], ki: j=k et kJ Z#kH(R)V)< ;
j=1
pour tout 52 O.c, et ; 2 O.,, il existe un contrdle u 2 L2((0;T);R) tel que la

solution associée de[{1.38) issue de ; satisfasse (T)= ;.

La normek ky 5 est dé nie par

(1
2

k k — X 'k3h.| i'2
HE,) - J pokv )
k=1

De facon usuelle, pourC matrice de taille N N, les composants du vecteurC  sont
donnés par

X .
(C )= Cij '

j=1
Tout comme pour le ThéoremdLIB, les hypotheses du ThéorérfIeLd semblent trop fortes
pour conclure a la contrélabilité globale exacte pour un pogntiel arbitraire. Cette question
est discutée au paragraphe suivant. PouiCy = Iy la matrice identité, ,=",,et ; =
C'  pour toute matrice C unitaire de taille N, ce théoréeme montre la réalisation exacte de
n'importe quelle porte logique quantique, en temps grand. Bur de plus amples détails sur
ces portes logiques et une preuve de réalisation approchém renvoie al[32] par N. Boussaid,
M. Caponigro et T. Chambrion.

On conclut ce paragraphe avec la stratégie de preuve du Théeme[I.I7. Ce théoréme

contient principalement deux aspects : la controlabilité eacte locale au voisinage d'un
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vecteur dont les composantes sont des sommes nies d'étatsqpres et le fait que les vecteurs
Zo et z; au voisinage desquels sont considérées les conditions iales et nales puissent
étre diérents. Pour traiter ce deuxiéme aspect, on utilise la connexité dans le groupe
unitaire, qui induit I'existence d'un chemin entre Cqy et Ct . Par un argument de compacité,
on est ramené a étudier la contrdlabilité exacte locale en @dqgue point de ce chemin i.e. le
Théoreme[1.I7 dans le cas oGy = C; est une matrice unitaire arbitraire. Par linéarité du
systeme [1.38) vis a vis de I'état, il est alors su sant de dénontrer le Théoreme[I.IY dans
le cas ouCp = C; = Iy est la matrice identité.

Ce résultat est technique et nécessite plusieurs étapes. limemiére étape est une géné-
ralisation de la méthode du retour utilisée pour démontrer & Théoreme L. Tll, dans le cas de
deux équations : on montre la controlabilité exacte pour desonditions initiales proches de
'y et des conditions nales proches dg€ ' 1y ;i€ N ny ) olles j sont des termes
de phases inconnus. Plus précisément, on prouve le résultatiivant (voir la Proposition £3]
page[131).

Proposition 1.1.  Supposons queV; 2 H3((0;1);R) vérient les conditions du Théo-
reme[L.I7. Pour toutT > O, il existe 1;:::; n 2 R, > 0 et une application C!

1 0% 0 "1 L2((0;T):R);

ou
n _ U )
0°: = 2H(3V);h1;ki:,-=ket k! 'j;VkH(sv)< :
j=1
n , e 0
o' := 2HYy h!; K= jocet k! e'i'j;Vkav)< :
j=1
telle que pour tout ,20°%et ; 20", la solution de (I.38) avec contrdleu := o1 ¢

issue , satisfasse (T)= ;.

La preuve de cette proposition est une variation de celle du fiéoréme[L.TU. Les hy-
pothéses surV assurent que le spectre de l'opérateur libre est non résonarlLes valeurs
propres . Veéri antla méme asymptotique que les i, les fréquences apparaissant dans les
di érents probléemes de moments trigonométriques satisfohune condition de saut su sante
pour la résolution de ces probléemes de moments en temps arbgire. On prouve alors la
Proposition [I.T pour un nombre N d'équations quelconque en appliquant la méthode du
retour de J.-M. Coron. La encore, la construction de la trajectoire de référence est basée sur
des résultats de contréle partiel et I'utilisation des invariants (L. Z7). Comme I'on n'impose
aucune condition sur les termes de phase;, la fréquence0 (dont la multiplicité était un
obstacle a I'extension du Théoremé—1.14 pouN  4) n'apparait plus dans le probleme de
moments associé a la construction de la trajectoire de réfénce.

Conjointement a I'hypothése d'indépendance rationnelle d spectre de I'opérateur libre,
la Proposition [L.1 permet de conclure la preuve du ThéorémeI4. En e et, I'indépendance
rationnelle des réelsf1; 1.v;:::; nv O et le théoreme d'approximation diophantienne si-
multanée de Kronecker impliquent

Adh (€ W' :ie W t20+1) =fé ; 2RgV:
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Ainsi, il existe un temps de rotation T, > 0, tel que  appartienne 20’ ol

=l Ty dln Ty ).
Ce vecteur est la solution au temps T, du systeme [1.38) libre (contrdle nul) issue de
(€ *' 1v;ii€ vy ). Enutilisant la Proposition L.1] on obtient I'existence de controles
tels que les solutions associées dE(1138) issues dg et de ; soient égales au temps

permet alors d'atteindre ; a partir de , en temps2T + T,, ce qui conclut I'heuristique
de la preuve du Théoréme_1.117.

Contréle exact global : perturbations. L'utilisation conjointe des Théorémes[T.16
et [[.T4 conduit & la contrdlabilité exacte globale sous desypothéses favorables suV et

sur  (voir le Théoréme[4.4 pagd140). Par un argument de perturbabn, on se raméne au
systeme [1.38) ou les fonctiond/ et sont remplacées paV + et . En e et, le systéeme

(@I avec contrbleu(t) = ©(t) 1 s'écrit

8

2i@ = G +V+ () s () (Gx)2(O:T) (0;1);

(t0)= (1)=0; (1.40)
0:x) = o(x):

>

Le potentiel de ce systéme est alor¥ + et les éléments propres.y + et' v+ , peuvent
alors satisfaire des hypothéses favorables, méme\siest arbitraire. Ceci justi e le fait qu'on
puisse supposer aux Théoremds TN 6 BT 1117 des hypothéesestrietives sur les éléments
propres de l'opérateur libre et conclure au Théoremé&1.15 &lcontrdlabilité globale exacte
pour un potentiel V arbitraire. La généricité de telles hypothéses sur est prouvée en
Section[4.A.2 pagd 145 en étendant la stratégie utilisée pav. Nersesyan [111[ 112]. Pour
des résultats de généricité similaires, incluant aussi la @néricité de certaines propriétés
spectrales vis a vis du domaine considéré, on renvoie[@a11H)Z] par Y. Privat, M. Sigalotti
et P. Mason.

1.2.4 Perspectives

Au vu des résultats présentés dans la Sectidn_1.2.3 et détbik dans la Partiell, certaines
guestions et extensions apparaissent naturellement.

Non contrdlabilité en temps petit. Dans le Théoremd_Lb nous avons mis en évidence
la non controlabilité en temps petit, avec des controles pets dans L?. Ceci donne lieu &
I'existence d'un temps minimal strictement positif pour la contrdlabilité locale autour de
I'état fondamental au Théoreme[I.9. Une question intéressae est alors la caractérisation
de ce temps minimal. Cette question, encore ouverte, est au-ar de la Section[2.§ pagd 8D
ou I'on propose un encadrement du temps minimal dans le cas ouniquement la premiére
direction est perdue ainsi qu'une conjecture dans le cas géral. Le fait que le résultat néga-
tif se base sur le systéme auxiliaire[{I.23) alors que le réat positif est obtenu directement
sur le systeme[[1.¥) introduit une di érence de cadres fondbnnels. Pour cette raison on ob-
tient, méme dans le cadre favorable présenté, un encadremiegt non une caractérisation du
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temps minimal. L'estimation du temps minimal serait aussi intéressante pour une meilleure
compréhension des ThéoremdsT10 €T T]13 basés sur les méargsiments.

Un autre point commun a ces trois théorémes est que leur valité repose sur une hypo-
thése supplémentaire sur (par exemple Ax 6 0 dans (I.I8)). Analysons cette hypothése.
La non contrblabilité en temps petit est impliquée par le fak que la forme quadratique
dé nie par (L.ZI) véri e une inégalité de coercivité de la fame (I.22). D'apres le LemmdZ]L
pagel5h, cette forme quadratique se réécrit

Z, z. z,
Qi (s) = Ak . s(t)? cos|( « o(t T)ldt+ . s(t) . s( )k (t; )d dt;

ol kgt 2 CO(R R)ets(t) = R(;v( )d . Lorsque le coe cient Ak est non nul et que le
temps T est petit, le premier terme de la forme quadratiqueQg.r domine le second. La
forme quadratigue Qk.t a donc un signe (celui de A ) et véri e une inégalité de coercivité.
Dans le cas ouAk = 0, l'existence d'un signe strict pour la forme quadratique Qx.t est
un probleme ouvert. Notons qu'une intégration par parties sipplémentaire (en primitivant
s(t)) n'est pas envisageable, pour des raisons de sommabilitéotsque la forme quadratique
Qk:t est identiguement nulle, on montre, au cours de la preuve du Miéoréme 26, que la
direction associée (perdue a l'ordre un et a I'ordre deux) dsautomatiquement récupérée a
l'ordre trois, et ce, en tout temps T > 0. Un temps minimal strictement positif se détecte
donc uniguement sur les ordres pairs.

Dans cette direction, on peut donner une autre interprétation du coe cient Ak . On
réécrit (L7)) sous la forme abstraite

@ =fo( )+ u®)fs( ); (1.41)
oufo( ):= i@, avec domaineD(fo):= H?\ H((0;1);C) et fi( ):= iu(t) (x) avec
domaine D (f1) := L2((0;1);C).

On remarque alors que, pour 2 D(fg), les crochets de Lie itérés suivants sont bien

dé nis

fufol( )= ) +2 W@

fi;lfesfol ()= 20 (x)?;

f1, f1;[f1:f0] ( )=0:
Ainsi,

Ak 60 (0h  fg;[f1;f0] ("1);" ki&O:

La preuve du Théoréeme L6 se basant sur des arguments a l'omldeux, il est cohérent de
trouver une hypothése sur les crochets itérés de longueur de. Bien que l'utilisation des
crochets de Lie pour les systemes de dimension in nie soit dheure actuelle relativement

mal comprise, cette interprétation pourrait donner de nouwelles idées pour gérer le cas ou
AK =0.

Les résultats positifs de contrélabilité en temps grand, okenus au Théoréme[ LB, re-
posent en partie sur les idées utilisées par E. Cerpa et E. Cp&au, dans [[44], pour le
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systeme de Korteweg-de Vries

8

2 Vit Yx T Yaxx +yyx=0; (tx)2(0;T) (O;L)

S Y(E0)=y(tL)=0; (1.42)
yx (L) = (1);

q__
pour des longueurs critiquesL 2 2 K*K*IZ .41 2 N . Pour ce systéme, E. Cerpa

et E. Crépeau ont montré la controlabilité exacte locale aubur dey = 0 en temps grand.

La contrélabilité en temps arbitraire étant ouverte, les outils développés pour prouver le
Théoreme[L.® pourraient aider a apporter une réponse a cettguestion. Néanmoins la di é-

rence de structure entre ces deux systéemes (contrdle au boet équation non linéaire pour

Korteweg-de Vries, contréle bilinéaire et équation linéaie pour Schrédinger) ne permet pas
d'appliquer directement la stratégie développée ici.

Une autre question d'intérét est de savoir si le temps minimé pour la contrélabilité
exacte locale subsiste sans la condition de petitesse sursleontrbles. L'étude présentée
ici consiste en l'analyse des di érents ordres dans le déwagbpement en puissances de du
contréle. Il est évident que, pour des contrbles grands, lesystéemes d'ordre un ou deux ne
sont pas une bonne approximation de la dynamique du systémeedcontréle non linéaire.
Cette question nécessite donc l'introduction de nouveaux atils et de nouvelles méthodes.

Controlabilité simultanée. La encore, le temps pour la contrélabilité simultanée est au
c+ur des préoccupations. Dans les Théorémés 111 2[eTT]14, arontre la controlabilité exacte
(resp. a phase globale prés et) a retard global prés localemepour deux équations (resp.
trois équations). D'aprés la construction de ce retard gloll en Section[3.3.B pagé 98, on
voit que T tend vers 2, qui est la période commune des états propres, quand la traggoire

la contrélabilité en temps su samment grand en lieu et place de la contrélabilité a retard
global prés.

Le ThéorémeII5 prouve la contrdlabilité exacte globale din nombre quelconque d'équa-
tions de Schrddinger bilinéaires unidimensionnelles en teps su samment grand. Dans la
preuve, la controlabilité approchée vers des sommes nies'états propres du Théoreme 1. 16
et la controlabilité exacte locale du Théorém¢L 17 nécedsit un temps su samment grand.
La propriété de contrdle approché étant basée sur la méthodele Lyapunov, elle néces-
site fondamentalement des temps su samment grands. L'adapation du Théoreme[L.17 en
temps arbitraire est une question ouverte. Dans cette preus, deux étapes utilisent un temps
su samment grand : la rotation pendant un temps adéquat (donné par le théoréme d'ap-
proximation diophantienne de Kronecker) et I'utilisation d'un argument de compacité (pour
passer du casCy = C; au cas ouCy et C; sont des matrices unitaires arbitraires).

Une autre possibilité d'amélioration du Théoreme[1.I5 résle dans le cadre fonctionnel.
Du fait de la convergence faible donnée par la méthode de Lyamov, on a considéré des
conditions initiales et des cibles plus régulieres quél f’v) qui est le cadre optimal pour la
contrélabilité exacte locale. Avec une fonction de Lyapun® (non stricte) de type distance
HS a la cible, si I'on souhaite démontrer la stabilisation pour la topologie forte de HS,
le principe d'invariance de LaSalle nécessite la compacitél * des trajectoires du systéme
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bouclé. Cette propriété de compacité est dicile a établir. Le probléme de stabilisation
forte reste donc relativement mal compris (voir [55] par J.M. Coron et B. D'Andréa-Novel
pour un exemple de mise en +uvre de cette méthode). L'approah développée ici consiste a
utiliser la compacité faible H# des bornés deH . Ceci justi e la di érence entre la régularité
H 3 des résultats de contrélabilité exacte locale (voir Théoréne[I.IT et Proposition[I.1) et
la régularité H# pour la controlabilité exacte globale (voir Théoréme[L.1b)

Si la stabilisation forte dans H 3 était possible, cela conduirait a la controlabilité exacte
globale dansH 3, qui est I'espace fonctionnel optimal. Ce résultat de stalisation forte est
ouvert.

La robustesse des di érentes techniques présentées pouraditres équations est abordée
dans la section suivante pour des modeles avec un terme quadigue en le contr6le en plus
du terme bilinéaire.

1.3 Contréle d'équations de Schrodinger avec un terme de
polarisabilité

1.3.1 Modéle

Nous avons vu en Sectioi_1.Z11, que la dérivation du modéle Ibiéaire (L), étudié
par de nombreux auteurs, et au c+ur de la Partie[l, est obtenuepar une approximation
d'ordre un sur I'hamiltonien d'interaction. Pour des champs électriques de faible amplitude,
le modéele bilinéaire produit une assez bonne description deinteractions. Cependant, dans
certains cas (voir les travaux de C.M. Dionet al. [64,[65]) il est nécessaire de poursuivre le
développement de I'hamiltonien a un ordre supérieur. Le teme suivant dans ce développe-
ment est  u(t)? »(x) ol , estle moment de polarisabilité. On considére donc le systém

suivant. 8
2i@ =( + V(x)) ut) 1(x)  u(t)? 2(x); x 2 D;
> i@p=0; (1.43)
O;x) = o(X):

Du point de vue de la contrdlabilité, on a donc un seul contréé u(t) intervenant a la fois de
maniére linéaire (moment dipolaire) et de maniere quadratijue (moment de polarisabilité).
Si l'introduction de ce terme est justi ée physiquement, on peut aussi chercher a en tirer
prot mathématiquement : si ce terme n'est pas négligé (i.e. » non nul) peut-on obtenir
la contrélabilité dans des cas ou le terme bilinéaire n'est @s su sant? Cette question est
le point central de la Partie [[ldont les principaux résultat s sont présentés dans les sous-
sections suivantes.

1.3.2 Résultats précédents

Les résultats de contrblabilité pour un systéme quantique gec polarisabilité de la forme
(I43) antérieurs a ceux de ce mémoire ont été obtenus pour E/stéme de dimension nie
8

< i% ()= Ho+ u(®H1+ u®)’Hz  (1);

©)= o

(1.44)
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ou Ho;H; et H, sont des matrices hermitiennes de taillen n. Pour k 2 f1;:::;ng, on
note  les valeurs propres deHg et ' i les vecteurs propres associés.

Les propriétés de contréle de ce systéeme de dimension nie bété étudiées dans[135] par
G. Turinici. En utilisant les critéres de contrélabilité do nnés par l'algébre de Lie engendrée
par Ho; H, et Hy, G. Turinici démontre la contrélabilité de (L.44) sous les némes hypotheses
que pour le systeme
8
<.d
e ()= Ho+ u(Hi+ v(t)Hz (1);
0= o;

avec deux contr6les indépendants. La stabilisation de[{I4) par boucle de rétroaction a
aussi été étudiée. Dans[80], A. Grigoriu, C. Lefter et G. Tumici ont montré, en utilisant

des arguments de Lyapunov, la stabilisation du premier étap propre' 1 si le spectre deHg
est non dégénéré et que tous les autres vecteurs propreg sont couplés & ; via Hy i.e.

Hy' 1;' «i&0; 8k2f2:::;ng:

La stratégie utilisée est une adaptation de[[105] par M. Mirahimi, P. Rouchon et G. Turinici,
dans le cadreH, = 0, sous les mémes hypothéses sur les matricely et H;. An de tirer
prot de l'introduction du terme de polarisabilité, J.-M. C oron, A. Grigoriu, C. Lefter et
G. Turinici ont étudié, dans [57], la stabilisation de ' ; dans le cas ou chaque vecteur propre
'k estcouplé &' ; via H; ouviaH; i.e.

8k2f2:::;ng, MHy' 1;' «iGEO0 oulHy' 1;' i&EO: (1.45)

Dans cet article, les auteurs ont proposé des lois de rétrotion discontinues et des lois de
rétroaction dynamiques périodiques en temps. Une analyseedstabilité pour le cas de la
loi de rétroaction discontinue est faite dans[[79] par A. Grgoriu. On détaille maintenant
la stratégie basée sur des lois de rétroaction périodiquesjui sera appliquée au systeme
in ni dimensionnel (LZ3) dans le Chapitre[H. Pour une introduction aux lois de rétroaction
dynamiques on renvoie a[[54, Chapitre 11] par J.-M. Coron. liiée développée dans[57]
consiste & chercheu sous la forme

ut )= ( )+ ()sin & (1.46)

On introduit ce contrdle périodique en temps dans[(1.44), ebn considére le systéme moyen

d 1
P Ho+ H 1+ 2+§2 Hy (1.47)

Le systeme Rgloyen de = f (t;x), avecf ( ;x) T-périodique, est dé ni par Xay = fay (Xay) OU
fav(X) = Tl OT f (t; x)dt. Suivant I'idée développée dans105], la phase globale defbnction
d'onde n'ayant pas de signi cation physique, on peut introduire un contrdle supplémentaire,
dit ctif, ! a valeurs réelles et considérer plutét le systeme

d

. 1
P Ho+ H 1+ 2+§2 Ho+ 1 e (1.48)
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Les solutions des deux systeme$ (T.U7) ef (1}48) di érent uguement du terme de phase
g o' ()l est donc équivalent d'introduire ce contrdle ctif ou de travailler & phase
globale pres.

Les lois de rétroactions et sont construites pour assurer la stabilisation du systéme
moyen (1.48) vers' ; en supposant que le spectre dély est non dégénéré et que (1.45) est
veéri é. Des résultats classiques sur les systémes dynamiga en dimension nie impliquent
gue le systéme moyen[{1.48) est une bonne approximation du sieme [1.44) avec loi de
rétroaction dynamique (I.48) si ce contrdle est susammentoscillant i.e. si" est su sam-
ment petit. Le couplage de ces deux résultats conduit alors #a stabilisation approchée du

systeme bouclé [T.24),[(1.26).

1.3.3 Principaux résultats
1.3.3.1 Contrdlabilité approchée par des contrles explic ites

Le premier résultat présenté dans ce mémoire sur le systemg.@3) est I'adaptation de la
stratégie de [57] basée sur des lois de rétroaction périodigs fortement oscillantes au cas de
la dimension in nie. Ces résultats sont détaillés au Chapite[3. L'article [108], dont s'inspire
le Chapitre [, est publié dans le journalMathematics of Control, Signals, and Systems

La stratégie mise en place est la méme que pour le systéeme demdinsion nie. On
cherche une loi de rétroaction périodique oscillante de lasime (I.48). On peut alors réécrire
le systeme [I.4B) sous la forme

8
2@ ()= Ay +F % (1)

S (1.49)
" jen=0;
ol Ay est dé ni par (LZ) et
F(s;2):=i( (2)+ (2)sin(s)) 1z+i( (2)+ (z)sin(s))2 2Z:
Stabilisation du systéme moyen : méthode c&- Lyapunov. En adaptant les tech-
niques de dimension nie, on poseF°(z) := % OT F (t;z)dt et on étudie le systéme moyen
( :
@ av :_ |.AV av t FO( av); (1.50)
avVij@p O'
Le calcul deF° conduit alors a expliciter le systéme moyen[{1.50) sous la fme
8 1
% i@ av = + V(X)) a (av) 1(X) av ( av)2 + 2 ( av)2 2(X) av;
§ aviep — 0;
Toaw©@)= o
(1.51)

Soient P la projection sur I'espace engendré paf' v ; kK 2get

L(z):= k( + V)Pzk?,+1 jhz;' 1vij% 8z2S\ H2\ H}; (1.52)
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ou > 0 est une constante a déterminer. On pose
(2):= | 1(2); (2) = 9(12(2)); 8z2H? (1.53)

avec > 0 susamment petit (xé uniformément pour toute condition in itiale dans une
boule deH ?) et

g2 C?(R;R") telle que g° bornée g(x) = 0 si et seulement six 0;

et pourj 2f 1;2q, A _
i
lj(z) = Im h( + V)P jz;( + V)Pzi+hjz; ih;zi:
n 0 n 0
Soientho = k Z;h]_' l;V;Ik;Vi&O etJo = k Z;h]_' l;V;Ik;ViZO . On
obtient alors le théoréme suivant prouvant la stabilisation du systeme moyen vers ;.y
(voir le Théoreme[5.2 pagé_158).

Théoréme 1.18. Supposons qué/; 1; » 2 C! (D; R) vérient
8k 2 Jo;h 2" 1v;' kv i&DO0 ie. tous les vecteurs propres .y sont couplés & 1. via
10U 2,
Card(Jo) < 1 i.e. le nombre de directions perdues par ; est ni,
1V kv 8 pv qv pour k;p;q 1tels quefl;kg$6 fp;ag.
Soit 92 S\ H2\ H} avecO < L( o) < 1 La solution 4 du systéme bouclé[{T51),
(C53) vérie
a(t) b C=fc v c2Cetjg=1g dansH?:

La condition L( o) < 1 n'est pas restrictive : elle est assurée par le choix de la cstante
dans (I.52). Dans le cadre unidimensionnel, nous avons vu eff.Z8) que I'hypothése
Card(Jo) < 1 estvériéesi (0) 9(1) 6 0. Ce théoréme est obtenu par la méthode
de Lyapunov et le principe d'invariance de LaSalle pour la foction de Lyapunov L dé nie
par (I.52). Cette fonction de Lyapunov est celle utilisée das [111,19] par K. Beauchard et
V. Nersesyan dans le cadre , = 0. La dérivation de cette fonction de Lyapunov le long des
trajectoires conduit a

d 1

_L( av(t)):2 | l( av(t))+2 2+ 202 |2( av(t)):

dt 2
L'expression des lois de rétroaction et en fonction desl; est inspiré du cadre ni
dimensionnel de [[57].

Approximation du systéme oscillant par le systeme moyen. A n de pouvoir uti-
liser le Théoreme[I1.IB de stabilisation du systeme moyeri 1), (I.53) dans I'étude du
systéme [L.48), on étend au cas de la dimension in nie les ppriétés d'approximation d'un
systeme oscillant par le systeme moyen. Poury 2 S\ H(%), on pose

UM = (a®+ (a)sin © o (1.54)

oU 4 estla solution du systéme bouclé[{T.51),{1.83). On prouveel résultat d'approxima-
tion suivant (voir la Proposition £.5]page [162).
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Théoréeme 1.19. Soit [s; L] un intervalle de temps xéet ¢ 2 S\ H(‘})) avecO< L( o)< 1.
Soit 4y la solution du systéme bouclé{1.51),[{T.53) avec conditionnitiale 4y (S; )= o.
Pour tout > 0, il existe "o > O tel que, si - est la solution de [IT:43) associée au contrdle
u’ dé ni par ([:54) avec " 2 (0;"o), avec la méme condition initiale -(s; )= o, alors

i)  a )i ; 8t2][siL]

La démonstration utilise des bornes sur la normeH?2 de @ ., . Pour cette raison, les
conditions initiales sont supposées plus réguliéres que ¢adreH 2 dans lequel cette propriété
d'approximation est prouvée.

Si ce résultat est classique en dimension nie, son extensioa la dimension in nie n'est
pas directe. On note ici une di érence avec le cas de la dimef nie : le systéme moyen ne
sert plus seulement a dé nir les lois de rétroaction et . Dans (I1.54), ces lois sont calculées
le long de la trajectoire associée au systeme moyen : le systé (I.43) n'est pas considéré
avec une loi de rétroaction, comme en dimension nie, mais ac le controle explicite u’

dé ni par (L54).

Controle approché vers I'état fondamental avec des contr6l es explicites. La
stabilisation du systéme moyen au Théoréemé&T118 et lI'appraration du systeme oscillant
par le systéme moyen au Théorémg_1.19 conduisent a la contgddilité approchée vers |'état
fondamental en normeH*® pour s < 2 avec des contrdles explicites a phase globale prés
(on rappelle que I'ensembleC est dé ni au Théoreme[1.18). Plus précisément, on obtient le
théoréme suivant (voir le Théoreme 5.1l pagé154).

Théoréme 1.20. On suppose queV; ;1 et , vérient les hypothéses du Théoremé_1.18.
Pour tout s < 2 et pour tout o2 S\ H(‘})) avecO< L( ) < 1, il existe une suite croissante
de temps(Ty)n2n dans R, tendant vers+1 et une suite décroissante(",)n2n dans R,
tels que - la solution de (IT.43) associée au controles’ dé ni par ([.54) avec " 2 (0;"n)

véri e pour tout n 2 N,

1
2_n;
En temps su samment grand, si le contrble (I.54) est susamment oscillant, on ap-
proche arbitrairement pres le premier état propre' 1.v, a phase globale pres, avec des
controles explicites. Les controles utilisés étant explites, on réalise en Sectiofi 515 pade 167
des simulations de convergence comme présenté en Figlrelllllest a noter que I'hypothése
sur ; faite au Théoremell.ZD est plus faible que I'hypothésh ;' 1.v ;' kv i & 0 pour tout
k 2 utilisée dans [19]. La prise en compte du terme de polarisaliié a donc permis le
controle avec des hypothéses sury, sous lesquelles la littérature existante (au moment de

la production de ce résultat) ne concluait pas.

diStHs ( " (t, ),C) 8t 2 [Tn;Tn+1 ]:

Résultats postérieurs. Toujours sur le modeéle avec polarisabilité citons les travax de
N. Boussaid, M. Caponigro et T. Chambrion [31] postérieurs &cette étude. En utilisant la
méthode de contréle géométrique des approximations de Galdn (décrite en Section[1.2.Z.1)
et la notion de systéme faiblement couplé, ils ont montré la ontrélabilité globale approchée

du systéme

& = (A+umB + uvC)
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Figure 1.1: ConvergenceH 18 du systéme moyen (trait plein) et du systéme oscillant (poir
tile) vers ' 1v avecV(x) = (x 3)% 1(X) = x?, 2(X)= x et o= P’ 1y + P oy +

i
PS5 3v.

sous I'hypothése de l'existence d'une chaine de connexitéopr B + C avec 2 R. Ce
résultat est plus général que celui du Théorem€&_1.20, puistjudémontre la contrélabilité
globale approchée, et non la contrélabilité vers I'état fomlamental. De plus, les hypothéses
sur le modéle sont moins restrictives. Ainsi, pour un systéra de la forme [1.4B) en dimension
un, leur résultat est appliqué dans[[31] a un modele d'alignment de molécules HCN,

i@ = + u(t)cos(x) + u(t)?cos(X) :

Le potentiel considéré dans ce systéeme étant nul, les hypo#lses sur les valeurs propres de
l'opérateur libre du Théoreme[II8 ne sont pas véri ées. De lps, I'hypothése d'existence
d'une chaine de connexité est moins restrictive pour les cqlages entre états propres que
les hypothéses du Théoremge_1.18. En e et, dans notre cadrehypothése

ho v kvi®0; 8k2 Jo;

est su sante pour obtenir I'existence d'une chaine de conngité et appliquer les résultats
de [31], sans supposer Cafdg) < 1 .

Cependant, I'un des intéréts d'un résultat de contréle appoché de la forme du Théo-
reme[L.Z0 est de pouvoir étre couplé avec un résultat de cordtle exact local au voisinage de
I'état fondamental, a n d'obtenir le contréle exact global . Or, comme mentionné en pagé10,
les espaces fonctionnels pour lesquels le résultat de codlte global approché de[[31] est vé-
ri € ne sont pas compatibles avec la controlabilité exacte tpbale. La stratégie développée
pour prouver le ThéoremeZL.ZD ne sou re, a priori, d'aucune bstruction & l'extension pour
des espaces plus réguliers.

La section suivante est consacrée a la contrdlabilité exaetglobale du modéle avec pola-
risabilité (L.43) unidimensionnel sans restrictions sur & potentiel ni sur le moment dipolaire.

1.3.3.2 Contrdle exact global du modéle unidimensionnel

La stratégie précédente est spéci que au modeéle avec polaabilité. Bien que le systéme
de contrdle (1.43) ne soit pas bilinéaire, certains des ous développés pour les systemes
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de contrdle bilinéaires présentés en Sectidn 1.2 peuven&sendre a ce modele dans le cadre
unidimensionnel

8
2i@ = @ +V) ou) 10 u®® 0 GX)2OT) (01
(t0)= (t1)=0; t2 (0;T); (1.55)
0;x) = o(X); x 2 (0;1):

Ces résultats sont détaillés au Chapitréb.

Dans un premier temps, on s'intéresse a la contrélabilité excte locale dans le ca¥ =0.
Le principal argument du Théoréme[LH de K. Beauchard et C. Larent est la contrélabilité
du linéarisé autour de la trajectoire ( 1;u  0), dansH(30), avec des controled 2((0; T); R).
Formellement, du fait du terme quadratique, le systéme [I.5) admet le méme linéarisé
que (I.4) autour de la trajectoire ( 1;u  0) qui est donc contrélable dansH (%) avec des
contréles L2((0; T); R) sous des hypothéses favorables sur;. Cependant, cette stratégie
présente deux inconvénients :

Cette stratégie conduirait a la contrblabilité du modéle awec polarisabilité sous les
mémes hypothéses que lorsque, = 0. On ne tire alors aucun prot de l'ajout du
terme de polarisabilité.

Le controle du linéarisé se fait via des controles 2. Le terme u? dans le modéle de
polarisabilité posséde donc seulement une régularité® insu sante pour appliquer les
résultats de [16] et obtenir le caractére bien posé dand (%).

Pour résoudre le second probléme, une possibilité est d'agter un autre résultat : la
controlabilité exacte locale, dansH (%), autour de ' 1, avec des contrdledH }((0; T); R) (voir
[16, Théoréme 2]). En eet, siu 2 H3((0;T);R), alors u?> 2 HZ((0; T);R) et le controle
exact local dansH(%) est obtenu de maniére identique que ; soit nul ou non.

Pour résoudre le premier probléme, on considére un argumemlte perturbation similaire
a celui présenté en[(1.20) pour démontrer la controlabilitéglobale exacte simultanée du
Théoreme[L.I5. En e et, le systeme[[1.55) avec le contrbla(t) = w(t) +2 s'écrit

8
2i@ = @ +V) 21(x) 4 2(x) B 1+4 2)(x) (1) 2x);
S (t;0)= (t1)=0;
0:x) = o(x):
(1.56)

Ce systeme est donc le méme qué(1}55) ou le potentigl est remplacé parvV. 2 1 4 ,
et le moment dipolaire ; par ;1 +4 5. Ainsi, pour V et 1 quelconques, on se raméne
a étudier le systeme [1.56) avec des hypothéses su santespsle potentiel et le moment
dipolaire, pour pouvoir conclure a la contrdlabilité exacte locale au voisinage du premier
état propre ' 1.v 2, 4 , de lopérateur( @ +V 21 4 ).

La controlabilité approchée vers I'état fondamental dans és espaces réguliers obtenue
par V. Nersesyan dans[[112] (et adaptée au Théorénie 1116 polr équations bilinéaires) est
essentiellement basée sur les propriétés du linéarisé del] autour de trajectoires associées
au contréleu 0. Ce linéarisé est le méme pour le systtme avec polarisabdit Ainsi, sous
des hypotheses favorables sur le potentiel et le moment dipaire de (I.58), on obtient la
contrblabilité approchée vers' 1.v 2, 4 ,.



34 Chapitre 1. Introduction

Finalement, en regroupant ces deux résultats, on obtient lehéoréme suivant (voir le
Théorémel[6.1 pagé&Ti4).

Théoréme 1.21. Pour tout V; 1 2 H%((0;1); R) le systéme [I.55) est globalement exacte-
ment contrdlable dansH(GV), génériquement par rapport & » 2 H®((0;1);R). Plus précisé-
ment, pour tout V; 1 2 H8((0; 1); R), il existe un ensembleQy: , résiduel dansH ((0; 1); R)
tel que, si 2 2Qy: ,, pourtout o; ¢ 2 S\ H(6V), il existe T > 0etu 2 H((0; T);R) tels
que la solution associée dd{1.55) satisfasse(T) = .

Ainsi, la prise en compte du terme de polarisabilité permet ¢bbtenir des résultats de
contrdlabilité dans des cas non couverts par le modéle biliaire (I.7) (e.9. 1 =0 ouV
quelconque et ; 2Qy comme dé ni au ThéoremeL.Th).

1.3.4 Perspectives

Au vu des résultats présentés dans la Section"1.3.3, certas questions et extensions
apparaissent naturellement.

Approximation par le systtme moyen en dimension in nie. Le Théoreme[T1.I®
montre que sur un intervalle de temps donné, si le systemd (23) avec controle [T.54) est
su samment oscillant alors la solution associée est arbitmirement proche de la solution du
systéme couplé [1.51),[T.53) .

Une premiéere direction d'amélioration de ce résultat consterait a a aiblir les hypothéses
de régularité supplémentaire sur les conditions initiales Le schéma de la preuve utilisant
fortement une borneH? sur @ ay, ce probléme est ouvert.

Une seconde direction consiste a analyser l'intervalle desmps sur lequel cette propriété
est valable. L'énoncé du Théorem€Z119 laisse & penser quel'@an souhaite agrandir l'inter-
valle de temps(s; L] considéré en[s;C] avecC > L , alors le paramétre d'oscillation” doit
étre réduit. Les simulations e ectuées pour di érents chox de V; ; et , semblent indiquer
gu'il n' en est rien (voir la Section page16V). La Figurd_I2 représente I'évolution de la
di érence des deux solutions en normeH 2.

x10°

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Time

Figure 1.2: EcartH? entre le systtme moyen et le systéme oscillant ave¢(x) = (x  3)?,

1X) = X%, 2(x)= xet o= P51y + P oy
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Ces simulations induisent I'idée que la propriété d'approxmation par le systeme moyen
puisse étre valable surf0;+1 ), ce qui permettrait de remplacer le Théoremd_1.20 par un
résultat de stabilisation approchée.

Cadre fonctionnel pour la contrélabilité exacte globale Le Théoreme[TZ1 prouve
la contrblabilité exacte globale dansH(ﬁv) de (I.55) en temps grand. Le temps grand et
la régularité supplémentaire (condition initiale H(GV) pour un résultat de controle exact
local dans H(5V)) sont inhérents a la stratégie de Lyapunov employée pour leésultat de
controle approché du premier état propre. Cependant, I'espceH(E’V) dans lequel est prouvé
la contrdlabilité exacte locale n'est pas optimal : le systene linéarisé est contrélable dans
H(3V) avec des controled 2((0; T); R). En utilisant les résultats de [18], le systéme[[T.55) est
bien posé dansH (3\,) avec des controled #((0; T); R). Pour obtenir la contrélabilité exacte
locale danst’V), une piste envisageable serait donc de montrer la régulagtL*((0;T);R)
du contréle réalisant la contrélabilité du linéarisé (obtenu comme solution d'un probléme
de moments trigonométriques). Cette question est ouverte.

1.4 Contrble d'équations de Grushin singulieres

1.4.1 Modéle

Aprés avoir étudié des problémes de contrdle bilinéaire pauun systéme quantique en
Partie [] puis I'ajout d'un terme quadratique en le contréle en Partie[l[] ce mémoire présente
en Partie[[lTJun probleme de contréle linéaire pour I'équation de Grushin singuliére

@  @f §x? @f+ 5 = uxy) 1 (xy); (1.57)

pour (t;x;y) 2 (0;T) ou =( 1;1) (0;1) et le contrdle u est localisé en espace sur
le sous-domainé
Ce modele est inspiré de I'équation de la chaleur pour 'opéteur de Laplace-Beltrami

associé a la métrique de Grushin généraliségx;y) = é NEEE étudié par U. Boscain
et C. Laurent dans [2€8] i.e.
— il .
Lu = @, u+ jxj* @,u Lau (1.58)

Le changement de variablesi = jxjzv unitairedeL? R T, ﬁdxdy versL2(R T;dxdy)
conduit a l'opérateur
V= @V i GV o5 5+l )2’—2: (1.59)

A n de découpler et d'analyser séparément les e ets de la dégnérescence et de la singularité
on choisit dans [1.59) pour le potentiel singulier un coe cient ¢ indépendant de .

L'équation (L57) est un probléme de contréle linéaire pourun opérateur parabolique
dégénéré et singulier sur I'ensembléx = 0g, a l'intérieur du domaine. On rappelle, dans la
section suivante, la stratégie utilisée pour les probléemese contréle linéaire en dimension
in nie et on mentionne quelques résultats précédents dontés outils ou les résultats sont
semblables a ceux utilisés pour I'étude de[{1.57).
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1.4.2 Problemes de contréle linéaires et dualité

On considére un systéme de contrble linéaire abstrait avecrucontrdle interne

y°= Ay+h ;

y(0) = Yo: (1.60)

ol A génére un semigroupe continu d'opérateurs sur I'espace deilblert H. La théorie

générale de la méthode HUM est valable pour des opérateurs aentrble plus généraux que
celui du contrdle interne (voir [67, 98] par S. Dolecki, D.L.Russell et J.-L. Lions pour les
résultats historiques et [133] par M. Tucsnak et G. Weiss pouune présentation compléte).
Ce cadre étant celui étudié dans ce mémoire, on se limite damtte présentation au contrdle
interne. On associe a[{1.60) le systéme adjoint en temps régrade

(

2= Az (1.61)

z(T) = zr: '
Le systeme [1.6D) est approximativement contrblable en temps T > 0si pour tout yp;y1 2 H,
pour tout > O, il existe h 2 L2((0;T);H) tel que la solution de [I.60) satisfasse

ky(T)  yiku

Par linéarité, il est su sant de considérer le casyp = 0. Le contréle approché en tempsT
est alors équivalent a la densité de l'image de l'applicatio

Rt :h2 L%(O;T);H) 7! y(T)2H;

ou y est la solution de [IT.60). Par un argument de dualité, la contblabilité approchée est
alors équivalente a l'injectivité de R i.e. & la continuation unique du systéme adjoint : siz
solution de (I.61) vérie z nulle sur (0; T) ! alorszy =0. Cette question peut étre traitée
par des résultats d'unicité du type du Théoréme d'Holmgren {oir aussi [84, Chapitre 28] par
L. Hérmander et [121,/130] par L. Robbiano, C. Zuily et D. Tataru pour d'autres hypotheses
sur la régularité des coe cients de I'opérateur di érentie | A).

Selon les propriétés de l'opérateurd, la contrélabilité exacte peut étre inenvisageable,
par exemple, dans le cas ou le systemg(1]60) posseéde une pié de régularisation. On
consideére alors la notion de contrélabilité aux trajectoires : pour toute trajectoire (y; h) de
(LB0), pour tout yo 2 H, il existe h 2 L2((0; T);H) tel que la solution de [I.60) satisfasse
y(T) = y(T). Par linéarité, cette propriété est équivalente a la contrdabilité a zéro : pour
tout yo 2 H, il existe h 2 L?((0; T); H) tel que la solution de [T.60) satisfassg(T) = 0. Par
dualité, la méthode HUM montre I'équivalence entre la contlabilité & zéro en tempsT et
l'observabilité du systeme adjoint i.e. I'existence deC > 0 telle que

Zq
kzO)ky C k1 z(t)K3dt:
0

La stratégie pour prouver la controlabilité a zéro ou la contélabilité approchée de sys-
témes de la forme [(1.6D) est donc plus balisée que pour les Bmes de contrble bilinéaire
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précédents. Cependant, la preuve d'inégalités d'observalité est parfois loin d'étre aisée.
Les outils et méthodes sont variées selon les propriétés depérateur A. En préambule aux
équations paraboliques dégénérées ou singuliéres, on mienine la contrélabilité a zéro en
tout temps T > 0 de I'équation de la chaleur

8

2@ y= h (tx)2[0T]

L Y=0; (tx)2[0T] @; (1.62)
y(0) = Yo, X2

avec des contrdled 2((0; T) !) par A.V. Fursikov et O.Y. Imanuvilov [72] et G. Lebeau
et L. Robbiano [97] ot est un domaine borné régulier deRY et ! un ouvert non vide.

Pour des résultats de contrblabilité & zéro pour des opératgs uniformément para-
boliques avec des coe cients discontinus, on mentionne lesésultats [68,[123,[21/22] de
A. Doubova, A. Osses, J.-P. Puel, A. Benabdallah, Y. Dermerign et J. Le Rousseau.

1.4.3 Résultats précédents

Solutions d'équations de la chaleur singuliéres. La continuation unigue (et donc la
contrélabilité approchée) pour I'opérateur parabolique dgénéré avec un potentiel singulier
dé ni en (L57) est au c+ur de la Partie [T

La premiére di culté pour I'étude d'une équation paraboliq ue avec un potentiel singulier
de la formej# réside dans le caractére bien posé de I'équation. Un oultil sentiel pour cette
étude est l'inégalité de Hardy suivante. Soit RY un domaine borné régulier. On a

z z
(d) ji?dx ir ujZdx; 8u2 HE() : (1.63)
ou (d)= % est la meilleure constante dans cette inégalité (qui n'est as atteinte).
Dans le cas oud = 2, cette inégalité est triviale. Dans le cas old = 1, on suppose quéd est
au bord du domaine : en e et siu(0) 6 0, cette inégalité n'est plus valable.

Pour une equation de la chaleur avec potentiel singuliea 2 L () , X. Cabré et Y. Mar-
tel ont montré dans [35] que I'existence de solutions faibkelocales en temps pour des condi-
tions initiales positives est conditionnée a la validité dune inégalité de Hardy avec poids
a(x). On retrouve alors le cas particulier de P. Baras et J.A. Goldtein [6] suivant.

Théoreme 1.22. On consideére le systeme

8

Su U LEUTo 60207

3u=0; (6x)2 (OT) @; s
u(0;x) = uo(x); X2

avec satisfaisant les conditions précédentes d'application déinégalité de Hardy.

Si (d), alors (L.64) a une solution faible globale pour toute condibn initiale ug 2
L2() positive ou nulle.

Si > (d), alors pour tout T > O ettout ug 2 LE.() avecup 0 non nulle, il nNexiste
pas de solution faible de[(1.64), méme localement en temps.
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La plupart des études s'intéressant a une équation de la chauir avec potentiel singulier
en %7 se focalisent donc sur la gamme de constantes pour laquellénégalité de Hardy
([C83) est véri ée. Dans ce cadre, le caractére bien posé samestriction de signe sur la

condition initiale est d0 a J.L. Vazquez et E. Zuazua [139].

Contrblabilité a zéro d'équations paraboliques dégénérée s et singulieres Les
outils utilisés pour montrer la contrélabilité a zéro (via |'observabilité) d'équations parabo-
liques avec un tel potentiel singulier ont d'abord été dévedppés pour I'étude d'équations
paraboliques dégénérées. Dans [38,139] P. Cannarsa, P. Mz et J. Vancostenoble ont
montré la contrdlabilité a zéro de

u X u)x=h; (tx)2(O;T) (0;1); (1.65)

pour 2 [0;2) avec des conditions au bord (de type Dirichlet ou Neumann er®) adaptées
a la dégénérescence, en tout temp¥ > 0, pour toute condition initiale ug 2 L2?(0;1),
avec des controlesh 2 L?((0;T) !). L'observabilit¢ du systéme adjoint repose sur la
preuve d'inégalités de Carleman adaptées. Ces résultats bensuite été étendus pour des
dégénérescences plus générales puis pour des opérateursiioleension deux dégénérant au
bord dans [1021,40]. Pour le cas du contrdle frontiére sur ledrd dégénéré i.e.
( Ur (X ux)x =0; (tx) 2 (0;T) (0;1); 166

u(t; 0)=(t); u(t; 1) =0; t2(0;T); (1.66)
avec 2 [0;1), la contrdlabilité approchée est due a P. Cannarsa, J. Tort €M. Yamamoto
[47] en utilisant une inégalité de Carleman, et la contrélafilité a zéro a M. Gueye [81]
en utilisant une décomposition dans une base de Fourier nonaimonique pour le probléme
hyperbolique associé et la méthode de transmutation pour neenir au probleme parabolique.

La contrblabilité de certains opérateurs présentant une dgénérescence interne a déja
étudiée. Dans cette direction, on mentionne la contrblabiké régionale obtenue par P. Mar-
tinez, J.-P. Raymond et J. Vancostenoble [[100] pour un opérur issu d'une équation de
Crocco linéarisée

U+ Ux Uy = 1 (XY)h(txy); (Exy)2(0;T) (0;7) (0;1); (1.67)

et I'étude de la controlabilité a zéro menée par K. Beauchard13] pour des opérateurs de
type Kolmogorov

U+ VvV Uy Uy = 1 (xxv)h(txv), (txv)2(0;T) T ( L) (1.68)

généralisant un résultat précédent de K. Beauchard et E. Zuaua [20]. La contrblabilité & zéro
de I'équation de Grushin (I.57) dégénérée mais non singutie (i.e. ¢ = 0) par K. Beauchard,
P. Cannarsa et R. Guglielmi [14] est détaillée au paragraphsuivant.

Concernant la contrélabilité de I'équation parabolique shguliére (I.62) avec un controle
distribué sur un sous-domaine! , J. Vancostenoble et E. Zuazua ont montré dans[[138] le
résultat suivant.
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Théoreme 1.23. Soientd 3 et RY un domaine régulier borné tel que0 2
Soit ! un ouvert contenant une couronne centrée sur la singularité. @ suppose que
(d). Alors, pour tout temps T > 0, le systéeme
8
Su u GEush 0201
3 U=0; tx)20;T) @: (1.69)
u(0;x) = uo(x); x2

est contrdlable & zéro pour toute condition initiale ugp 2 L?() avec des contrdlesh 2
L2((0;T) ) .

La preuve de I'observabilité repose sur une décompositiomneharmoniques sphériques et
sur l'observabilité des équations unidimensionnelles awepotentiel singulier qui en découlent.
Les poids utilisés dans l'inégalité de Carlemarild sont ceux développés dans[39] pour le
probléme dégénéré[{1.85).

Les restrictions géométriques sur le domaine de contr6lé ont été supprimées par
S. Ervedoza [[69] conduisant a la contrélabilité a zéro de[{89) pour tout sous-domaine
! RY pourd 3si (d).

Finalement, pour la controlabilité a zéro d'un probleme 1d, a la fois singulier et dégé-
néré au bord de l'intervalle, on mentionne l'article [137] c& J. Vancostenoble qui utilise les
idées des inégalités de Carleman précédentes, conjointentied certaines améliorations de
I'inégalité de Hardy.

Equations de type Grushin. Les singularités étudiées dans ce manuscrit (voil{1.57))
sont de nature di érentes de celles étudiées par J. Vancostmble, E. Zuazua et S. Ervedoza
(voir (LBI)). En e et, ces auteurs considérent des singulatés soit au bord, soit en un
point intérieur en dimension supérieure a trois. Le modele2d étudié dans ce manuscrit
est lui simultanément dégénéré et singulier sur le segmeritx = 0g, qui sépare le domaine

=( 1;1) (0;1)en deux composantes. Les propriétés de modeles similaire§fa57) ont
déja été étudiées sous plusieurs angles.

Dans [28], U. Boscain et C. Laurent ont montré dans le cadre > 0 que l'opérateur
C déni par (L59) avec domaine C3 ((RnfOg) T) est essentiellement autoadjoint sur
L2(R T)sietseulementsi 2 [1;+1).Ainsi,si 2 [1;+1 ), aucune information ne peut
traverser la singularité pour I'équation de la chaleur, desondes ou de Schrédinger associée :
la solution issue d'une condition initiale supportée dans * = f(x;y) 2 R T;x > 0Og
reste a support dans *. Ces résultats s'adaptent directement a I'opérateur [T.5) : pour

> 0, l'opérateur associé avec domain€} ( nfx = 0g) est essentiellement autoadjoint
dansL?() sic %. Il est donc vain de chercher des propriétés de contrélabi# avec un
contréle localisé d'un coté de la singularité pourc %.

L'étude des propriétés de l'opérateur de Laplace-BeltramiL dé ni par (L58) a été
poursuivie par U. Boscain et D. Prandi [29] dans le cadre 2 R. Parmi d'autres résultats
ils ont montré, pour 2 ( 1;1), I'existence d'une extension autoadjointe pour laquelle
I'équation de la chaleur associée est bien posée et véri e deconditions de continuité de

part et d'autre de la singularité.
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Du point de vue de la controlabilité, les propriétés de [IT.5] ont été étudiées, dans[[14],
par K. Beauchard, P. Cannarsa et R. Guglielmi dans le cadre no singulier i.e.c = 0. lls
ont montré le résultat suivant concernant la contrélabilit é a zéro.

Théoréeme 1.24. Soient =( 1;1) (0;1) et! un ouvert de(0;1) (0;1).
Si 2 (0;1), le systeme

8
> @ @t jx?df=utxy) xy); Gxy)201)
Jftxy)=0; txy)2©01) @; (1.70)
" FO;xy) = fo(xy); xy)2 ;

est contrblable a zéro en tout tempg > 0.

Si =1let! =(a;b (0;1) avecO<a<b 1,ilexisteT % tel que le systéme
(L70) soit contrélable a zéro en tempsT pour T > T et non contrdlable & zéro en
tempsT pour T <T .

Si > 1, le systeme [L.70) est non contrdlable & zéro pour tout temp§ > 0.

La preuve repose sur la décomposition de Fourier en la varidby des solutions du sys-
teme adjoint de (I.70). Le systeme est contrélable a zéro sit seulement si les systemes
unidimensionnels, satisfaits par les coe cients de Fourie, sont observables uniformément
par rapport aux fréquences de Fourier. Les inégalités de Ceman développées par K. Beau-
chard, P. Cannarsa et R. Guglielmi portent donc une attention toute particuliére au suivi
des fréquences de Fourier. Un corollaire de cette stratégiest la continuation unique du
systeme adjoint de [1.70) pour tout > O.

Ces idées ont été adaptées partiellement au cas deE{1]157) @ve 6 0 dans le cas ou la
singularité et la dégénérescence sont au bord du domaine p& Cannarsa et R. Guglielmi
[37]. lls ont montré la contrdlabilité approchée en tout temps de

8
3@ @f jxj*@,f+ X%f =utxy) 1 (xy); (Gxy)2@©1)

5 f(Exy)=0; txy)2©01) @; &7
- E0xy) = fo(Xiy); xy)2
pour = (0 ;1) (0;1),'! , > Oetc> % et la contrélabilité & zéro en temps

susamment grand pour =(0 ;1) (0;1),! =(a;b (0;1)avecO<a<b 1, =1 et

1
C> Z.

1.4.4 Principaux résultats

Dans ce manuscrit, on donne une condition nécessaire et suante sur le potentiel singu-
lier pour obtenir la contrdlabilité approchée de (I.57) viala continuation unique du systéme
adjoint. Ce résultat, ainsi que deux corollaires, sont détilés au Chapitre [1. Le Chapitre[4
s'inspire de la prépublication [107].
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Dans un premier temps, on considére le probleme de contrél&{54) muni de conditions
au bord de Dirichlet en x et périodiques eny i.e.

8
§ @ @f jx° @,f+ ;—zf =utxy) 1 (xy) (Exy)2©O;T)

f(t Ly)=f(t1y)=0; (ty)2(0;T) (0;1);
f(t;x; 0) = f(t;x; 1); tx)2 ©;T) ( 11); @72
@f (tx; 0) = @f (t;x; 1); (tx)2 (0;T) ( 11);
f0;xy) = fo(Xy); xy)2
avec! =( L1) (0;1), > Oetc = 2 %pour 2 (0;1).Laborne inférieure
pour la constante du potentiel singulier permet la validité de I'inégalité de Hardy
z 1
fox)? + )(z—zf (x)2dx 0; pourtout f 2 HY( 1;1)tel quef (0)=0: (1.73)
1

La borne supérieure% pour la constante du potentiel singulier permet d'assurer ge I'opéra-
teur étudié n'est pas essentiellement autoadjoint, confamément aux résultats de U. Boscain
et C. Laurent [28].

On rappelle que le systemel{1.42) est approximativement cdrblable en tempsT > O si
pour tout > 0, pour tout fo;ft 2 L?() , il existe u 2 L2((0;T) ) tel que la solution
de (I.72) associée satisfasse

Kf(T) frkee : (1.74)

Le principal résultat du Chapitre Flest le suivant (voir le Th éoréme 7]l page187).

Théoreme 1.25. SoientT >0, > Oet 2 (0;1). Si! est un sous-domaine de l'une des
deux composantes de nfx = 0g alors (L.72) est approximativement contrdlable en temps
T si et seulementsi 2 0;% i.e. sietseulementsic 2 1;,0.

Comme nous le verrons plus tard, sl intersecte les deux composantes denfx = 0g,
alors la contrélabilité approchée a lieu pour tout > 0 et tout 2 (0;1). Ceci est une
conséquence de la continuation unique des opérateurs unifoément paraboliques. Ainsi,
le fait d'avoir une singularité interne, et non au bord (comme considéré dans[[37]), a ecte
profondément les propriétés de contrdlabilité.

La premiére di culté de ce théoréme est de donner un sens auxdutions de (I.72). En
e et, a cause de la singularité internexi2 les techniques usuelles d'étude du caractére bien
posé sont mises en défaut. Dans ce contexte, la régularité st pas un facteur limitant.
Ainsi, on peut construire des fonctionsf 2 C} () telles que(x;y) 7! Xizf (x;y) 62L2() .
Le facteur limitant est ici le comportement de la fonction considérée au voisinage de la
singularité. L'inégalité de Hardy (L.73) n'est plus valable si la fonctionf n'est pas nulle sur
fx = 0g. Pour les problemesld avec un potentiel singulier au bord, comme par exemple
[138,[137], la condition de nullité enx = 0 est assurée par les conditions au bord de Dirichlet
homogéne considérées. La singularité étant ici interne, leadre fonctionnel doit contenir des
informations sur le comportement des fonctions au voisinag de la singularité.

D'aprés les travaux de U. Boscain et C. Laurent[[28], on sait ge pour 2 (0;1) I'opé-

rateur @, | xj* @, + & avec domaineCj ( nfx = 0g) admet plusieurs extensions
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autoadjointes sur L?() . On construit (A;D(A)) une telle extension positive. Ainsi, pour
tout f©2 L?() etu2L?((0;T) ), lesysttme

( fot) = Af (t)+ v(t); t2][0;T];

£0)= O (1.75)
ouv(t) : (x;y) 2 7' u(tx;y) 1 (x;y) admet une unique solution faible. La solution de
(I 72) est alors entendue au sens de la solution dE{T]75).¢h va de méme pour le systeme
adjoint de (.Z2). La construction de cet opérateurA est réalisée en Section 712. On présente
ici la stratégie de cette construction.

Inspirés par les idées du Théoremie_1.24, on considére lestgysesld obtenus de maniére
formelle par la décomposition de la solution du systeme[{1Z) homogéne dans la base de
Fourier périodique en la variabley i.e.

@n @ fn+ ;’—2+(2n )Ajxji2 fn=0; (tx)2(0;T) ( L1y (1.76)
On construit un domaine D (A,) tel que l'opérateur
c .
Ap = @x + X2 +(2n )ZJXJZ (1.77)

soit autoadjoint positif. On obtient alors la solution de ([C76) par le semigroupe généré par

A,. Les éléments deD (A,) sont obtenus comme somme d'une partie réguliérél 2 nulle
enx = 0 et a dérivée nulle enx = 0 et d'une partie singuliére solution de part et d'autre
de la singularité de

C
@, f+ 2t =0 (1.78)

On impose des conditions de transmission adaptées a traveta singularité pour la partie
singuliére. Le caractére autoadjoint est obtenu grace aux anditions de transmission. Le
caractere positif est obtenu grace aux conditions de transission et a l'inégalité de Hardy
(LZ3) pour la partie réguliére. Finalement, on construit un semigroupe continu deL?()
par la procédure suivante

on décomposd ° 2 L2() dans la base de Fourier périodique en la variablg,
on résout (I.76) avec condition initiale f ¢ donnée par la décomposition précédente,
on somme dans la base de Fourier précédente les solutions siimbtenues.

Le générateur in nitésimal A du semigroupeS(t) ainsi construit est alors une extension de
lopérateur @, j xj* @, + & avec domaineCj ( nfx = 0g). Conformément au caractére
essentiellement autoadjoint de cet opérateur, cette constiction n'est pas licite pour 1:
les fonctions singuliéres considérées dans le domaine daplérateur unidimensionnel ne sont
plus des fonctions del 2.

Le Théoreme[1.Zb est alors prouvé en montrant la continuatio unique du systeme
adjoint de (I.Z€) dont les solutions sont données par le semioupe S(t) construit précé-
demment. La singularité interne empéche d'appliquer les réultats de continuation unique
de type Holmgren mentionnés précédemment. On obtient le réstat suivant ramenant la
continuation unique du probléme en dimension deux a celle dn probléme unidimensionnel
avec singularité au bord (voir la Proposition[7.8 pagd_195).
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Proposition 1.2. Soit T > 0, > 0, 2 (0;1) et! un ouvert de( 1,0) (0;1). Si
g®2 L?() vérie ,S(t)g® 0 pour presque toutt 2 [0; T], alors S(t)g° est identiquement
nul sur ( 1;0) (0;1). Pour n 2 Z, la partie singuliére du n® coe cient de Fourier est

identiquement nulle sur( 1;1).

Ce résultat utilise les propriétés d'ellipticité de l'opérateur A sur ( 1; ") (0;1) pour
tout " 2 (0;1) et les résultats classiques de continuation unique pour leéquations parabo-
liques non singuliéres. La nullité de la partie singuliere sr ( 1; 1) est assurée par sa nullité
sur ( 1;0) et les conditions de transmission a travers la singularité Ce résultat prouve la
continuation unique pour tout 2 (0;1) ettout > O0si! intersecte les deux composantes
de nfx=0g.

On est alors ramenés a étudier la continuation unique du proleme unidimensionnel avec
singularité au bord suivant

8

2@n Gt i—2+(2n X% gy =0; (5x)2(0;T) (0;1);

3z 0 (60)= (6 1) =0; t2 (0;T); (1.79)
@gn(t; O)ZO; t2 (O,T)

Notons que, les problémes unidimensionnels singuliers awbd mentionnés en Sectiol_1.4]3
se focalisant sur des controles distribués sur un sous-donme, la continuation unique pour
ce probléme n'est pas traitée dans la littérature.

Pour 2 0;%, on prouve une inégalité de Carleman qui entraine pour toutn 2 Z, la
nullité de g, solution de (T.79). Cette inégalité repose principalemensur la condition de
Neumann supplémentaire enx =0 et sur le fait quec O pour 2 O;% .

Pour 2 %; 1, on construit en utilisant des fonctions de Bessel une solibhn explicite
non nulle de (T.79) pourn = 0, ce qui prouve le Théoreme_1.25.

En corollaire, on déduit la condition nécessaire et su sante suivante de contrblabilité
approchée de I'équation de la chaleur unidimensionnelle &¢ potentiel singulier xiz (voir le
Théoreme[7.3 pagé_188).

Théoreme 1.26. SoientT > 0et 2 (0;1). Si! est un ouvert de( 1;0) ou (0;1), alors
le systéeme

8
@ @t Sfux) (0 €02 0T) (L)

f(; 1)=1(1)=0; t2 (0;T);

(1.80)

est approximativement contrélable en temp§ si et seulement si 2 O;% i.e. si et seule-
mentsic 2 ;0.

Les solutions du systéme[(1.80) sont dé nies via le semigrqe généré par l'opérateur
( Ao;D(Ap)) mentionné en [IT.7T).

Un deuxiéme corollaire consiste en I'adaptation du Théorera[1.25 (voir le Théoremeé—7.P
page[18Y) pour des conditions au bord de Dirichlet homogéne.



44 Chapitre 1. Introduction

Théoréme 1.27. SoientT >0, > Oet 2 (0;1). Pour *> 0, on pose :=( 1;1)
(0;7). On considére l'opérateur (I.517) avec conditions de Dirichét homogénes.

8 \
3@  @f jx?*@,f+ ;—zf =utxy) 1 (xy); (Gxy)2@OT)
5 F(txy)=0; txy)2©T) @ ; (@81

FOixy) = f2xy); (x:y) 2
Si 2 0;% , alors le systeme [[1.81) est approximativement contrdlablen tempsT, pour
tout ~ > 0.
Si 2 %; 1 et =1, il existe des valeurs de > 0 telles que pour toutT > 0 le systéme
(L81) n'est pas approximativement contrélable en tempd

La construction des solutions de [T.8Il) est similaire a cel des solutions de[[T.72). Le
résultat positif est identique a celui du Théoremd 1.2VV. Le ésultat négatif du Théoreme1.ZY
étant basé sur un contre-exemple explicite pour le coe cieri de Fourier associé a la fréquence
nulle, on adapte ce résultat pour des fréquences non nulle€'est cette adaptation qui utilise
des longueurs spéci ques du domaine dans la direction et la restriction =1.

1.4.5 Perspectives

Au vu des résultats présentés dans la Section"1.4.4, certas questions et extensions
apparaissent naturellement.

Contrélabilité a zéro. Lorsque le systéme [[1.72) est approximativement controlale,
on peut s'interroger sur la contrélabilité a zéro de ce systie et donc sur I'observabilité
du systéeme adjoint. La validité d'inégalités de Carleman par des opérateurs2d de type
Grushin est un probléme ouvert. Vu la construction du semigoupe S(t) et la stratégie
utilisée dans [14], une direction d'étude serait de prouvet'observabilité, par un intervalle
(a;b  ( 1;0), des systemes adjoints unidimensionnels, uniformément parapport a la
fréquence de Fourier. Le systemed (L.72) serait alors observable par une bande verticale
I = (a;b (0;1), grace a l'égalité de Bessel-Parseval. Dans cette directio il est peu
probable que l'inégalité de Carleman démontrée au Chapitré/ soit utilisable. En e et, la
condition de Neumann supplémentaire erx = 0 dans (I.79) est fondamentale pour la validité
de cette inégalité. De plus, la présence de fonctions singates compromet la stratégie
d'inégalités de Carleman basée sur des intégrations par paes. Déja, pour I'équation de la
chaleur unidimensionnelle singuliere[[I.80) la contrélabité a zéro est un probleme ouvert.

Cas des conditions de Dirichlet On peut aussi s'interroger sur la non contrdlabilité du
systeme [1.81) avec conditions de bord de Dirichlet pour > 0 et * quelconque. Les condi-
tions imposées sur et * au Théorémel .2V sont purement techniques et liées a 'utdiation
de solutions explicites. On conjecture que le systemd (I.Bhe véri e pas la propriété de
contréle approché pour > 0et ™ quelconque. La preuve de ce résultat nécessite probable-
ment des outils di érents.
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2.1 Introduction

2.1.1 The problem
Let us consider the 1D Schrédinger equation

i@ (tx)= @ (tEx) ult) (x) (Ex); (Ex)2R (0;1); 2.1)
(0= (1)=0; t2 R: :

Such an equation arises in the modelization of a quantum paitle, in an in nite square
potential well, in a uniform electric eld with amplitude u(t). The function :(0;1)! Ris
the dipolar moment of the particle. The system (2.1) is a bilinear control system in which
the state is the wave function , with k (t)k_2¢.;) = 1,8t 2 R and the control is the real
valued function u.

In this article, we study the minimal time required for the lo cal controllability of (Z.1)
around the ground state. Before going into details, let us itroduce several notations. The
operator A is de ned by

D(A):= H2\ H}((0;1);C); A" = & (2.2)

dx 2

Its eigenvalues and eigenvectors are
= (k)% (x) = p§sin(kx );8k 2 N : (2.3)
The family (' k)kon is an orthonormal basis ofL?((0; 1); C) and
k(X)) = (x)e P8k 2 N

is a solution of (Z1) with u 0 called eigenstate, or ground state, wherk = 1. We denote
by S the unit L2((0; 1); C)-sphere. In this article, we consider two types of initial conditions
for (Z1): the ground state

(0;x) = " 1(x); x2(0;1); (2.4)

or an arbitrary one
0;x) = o(X); x2(0;1): (2.5)

Now, let us de ne the concept of local controllability used in this article.



2.1. Introduction 49

De nition 2.1. Let T > 0, X and Y be normed spaces such thaX  L?((0;1);C) and
Y L?((0;T);R). The system (Z1) iscontrollable in X, locally around the ground
state, with controls in Y, in time T, if, for every > 0, there exists > 0 such that,
forevery ; 2S\ X with k ¢ 1(T)kx < , there existsu 2 Y with kuky < such that
the solution of the Cauchy problem (2.1)-(Z4) satises (T)= .

In particular, this de nition requires that arbitrarily sm all motions may be done with
arbitrarily small controls.
In this introduction, we rst recall two previous results co ncerning local controllability of
systems similar to (2.1). We present a positive result in arlitrary time and a setting for
which there exists a positive minimal time. Then, we presentthe main results of this article
i.e. we give a precise setting where local controllability lold in time larger than a minimal
time and fails otherwise. We end by a short bibliography and ly setting some notations.

2.1.2 A rst previous result

First, let us introduce the normed spaces

P2

R
H& ((0;1);C) == D(A%?); Kk K = jkSh;" ij? . 8s> 0 (2.6)
k=1
The following result, proved in [16], emphasizes that the leal controllability holds in any

positive time when the dipolar moment satis es an appropriate non-degeneracy assump-
tion.

Theorem 2.1. Let T>0and 2 H3((0;1);R) be such that

9c > 0 such thatk—c3 6jh' 1 «ij: 8k2 N : 2.7)

There exists > OandaC*map : 1! L2?((0;T);R) where
= f £ 28\ HE((0:1);,0); k ¢ 1(Tkns < g;

such that, ( 1(T)) =0 and for every ; 2 1, the solution of the Cauchy problem[(Z11)-
(Z-4) with control u:= ( ) satises (T)= +.

First, let us remark that the assumption (Z27) holds for example with (x) = x2. Ac-
tually, it holds generically in H?3((0;1);R) (see [16, Proposition 16]). Indeed, for 2
H3((0; 1); R), three integrations by part and the Riemann-Lebesgue Lemmaprove that

Z1
h' 1;' ki =2 (x)sin( x )sin(k x )dx =
0

4[( 1)< 1 %0 1
(D" ) 10, L

In particular, a necessary (but not su cient) condition on for (Z7) to be satis ed is
) 90)so0.

Note that the function spaces in TheoremZ1 are optimal. Incged, they are the same
as for the well posedness of the Cauchy probleni(2.1)(2.4) é& Proposition[2.1).
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Finally, let us summarize the proof of Theorem[Z.1 in [[16]. Ths proof relies on the
linear test (see [54, Chapter 3.1]), the inverse mapping therem and a regularizing e ect.
In particular, the assumption (£7) is necessary for the lirearized system to be controllable
in H(%) ((0; 1); C) with controls in L?((0;T);R). When one of the coecients h' ;' i
vanishes, then the linearized system is not controllable aymore and the strategy of [16]
fails.

2.1.3 A second previous result

The rst article in which a positive minimal time is proved, f or the local controllability
of systems similar to (2.1), is [53]. In this reference, Corp considers the control system

2 i@ (tx)= @ (tx) u(t)(x 1=2) (tx); (Ex)2R (0;1);
(t;0)= (t;1)=0; t2R; (2.9
sqt) = u(t); dqt) = s(t); t2 R;

where the state is(;s;d) and the control is the real valued function u. This system
represents a quantum particle in a moving box:u;s; d are the acceleration, the speed and
the position of the box.

Note that, here, the relation (7)) is not satis ed:

. . ._ 0Oifkisodd,
hix  1=2)" 1" «i = — o if k is even,

thus Theorem[Z.] does not apply.

On one hand, it is proved in [15] that this system is controlleble in H(70) ((0;1);C) R R,
locally around the ground state ( = 1;s=0;d=0), with controls u2 L! ((0;T);R), in
time T large enough.

On the other hand, Coron proved in [53] that this local controllability does not hold in
arbitrary time: contrary to Theorem Z.1] a positive minimal time is required for the local
controllability. Precisely, Coron proved the following statement.

Theorem 2.2. There exists > 0 such that, for everyd 6 0 and u 2 L?((0; );R) satis-
fying ju(t)j < ; 8t 2 (0; ), the solution (;s;d) 2 C°([0; ];H&((0;1);C)) C°([0; ];R)
c(o; 1; R) of (Z3) with initial condition (;s;d)(0) =( 1(0);0;0) satises (;s;d)( ) 6
( 1():;0;d).

The goal of this article is to go further in this analysis:

we propose a general context for the minimal time to be positie (in particular, the
variables s and d are not required anymore in the state),

we propose a su cient condition for the local controllabili ty to hold in large time; this
assumption is compatible with the previous context and wealr than [Z.7),

we work in an optimal functional frame, for instance, our non controllability result
requiresu small in L2-norm, not in L -norm as in Theorem[Z:2,

we perform a rst step toward the characterization of the minimal time.
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2.1.4 Main results of this article

The rst result of this article is the following one.

Theorem 2.3. LetK 2 N, 2 H?3((0;1);R) be such that
h' 1;'xi=0 and Ax :=Hh 9% ;'«i&0; (2.10)
and g 2f 1;+1g be de ned by
Kk = sign(Ag): (2.11)

There exists T, > 0 such that, for everyT < T, there exists > 0 such that, for every
u2 L2((0;T);R) with
iz < (2.12)

the solution of (Z1)(Z.4) satises (T) 6 [p 1 2 .+i g ' gle! 7 forevery > 0.

First, we remark that the assumption (2I0) holds, for examge, with (x) =(x 1=2)
and K = 1. In particular, Theorem E.3] applies to the particular case sudied by Coron
in [53]. Thus, the variables (s; d) are not required in the state for the minimal time to be
positive. Moreover, the control u does not need to be small irL! (0; T) as in TheoremZ2:
a smallness assumption ir_2(0; T) is su cient.

Note that the validity of the same result without the assumption 'Ax 6 0' is an open
problem (see remarKZ2 for technical reasons). A possible(gt not optimal) value of Ty
is given in (Z.34). The proof of Theorem[Z.3B relies on an expasion of the solution to the
second order.

The second result of this article is the following one.

Theorem 2.4. Let 2 H3((0;1);R) be such that
%) 91)so0: (2.13)

Then, the system [Z1) is controllable in H(30) ((0;1); ©), locally around the ground state,

with controls u 2 L?((0;T);R), in large enough timeT.
A direct consequence of Theorems 213 arld 2.4 is the followirgsult.

Theorem 2.5. Let 2 H3((0;1);R) be such that [ZI0) and [Z.IB) hold for som& 2 N .
Then, there exists Tnin > 0 such that the controllability of (Z1) in H(%) ((0;1); ©), locally
around the ground state, with controls inL2((0; T);R) does not hold whenT < T, , and
holds whenT > T min -

First, we remark that the assumption (2.13) is weaker than [Z7) and that the assump-
tions (Z.10) and (Z.I3) are compatible: consider, for instace (x) := x2 h x?' ;'

20" 2= 1.

Note that an explicit upper bound Ty for the minimal time Ty, is proposed in the proof

(see [Z2171)).
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We emphasize that, when %0) = Y1) = 0, then, the appropriate functional frame
stops to be( 2 H(%) :u 2 L?). For instance, with the tools developed in this article, one

may prove: if L 2 N, 2 H2-*3((0;1);R) are such that @**1) (0) = k*D (1) = 0 for
k=0;z;L land @C-*D ()  @L*D (1) 6 0, then, the system (Z) is controllable in
H& ™ ((0;1); C), locally around the ground state, with controls in L?((0; T);R), in large
enough time T.

Finally, we summarize the proof of TheorenZZ#. Under assumipn (Z13), only a nite
number of the coe cients h' 1;' ki vanish (see [ZB)). Thus, the linearized system around
the ground state is not controllable along a nite number of directions. We will see that all
of these directions are recovered at the second order. Moreer, all these directions excepted
one, present a rotation phenomena in the complex plane, fortte null input solution. This
idea of using a power series expansion and exploiting a rotetn phenomena was rst used
on a Korteweg-de Vries equation by Cerpa and Crépeau in_[44]However, their strategy
has to be adapted in our situation, because one lost directio does not exhibit a rotation
phenomenon (see RemarkZ]3).

Under a weaker assumption than [ZIB) and still in the frameverk (2 H@) ;u 2 L?),
we prove the following result.

Theorem 2.6. Let 2 H3((0;1);R) be such that
%)= %160 (resp. 0= %Y1)60): (2.14)

For N2 N,wedeneNy :=fk2N ;kisodd andk N or k is eveng (resp. Ny =
fk2 N ;kisevenandk N or kis oddg). Let Py be the orthogonal projection from
L2((0;1);C) to Vy := Sparf' «;k 2 Nyg. Then, for every > 0, there existsT > 0 and

> 0 such that, for every & 2 Vy \ H(%) (0;1) with k& Py 1(T)k < , there exists

u2 L2(0;T) with kuk_2 < such that the solution of [Z1)-(Z3) satises Py (T)= .

The sketch of the proof is the following. Under assumption [214), we prove that

an in nite number of directions are controlled at the rst or der, in any positive time,
all the lost directions are recovered either at the second afer, or at the third order,
any direction corresponding to vanishing rst and second oders, are recovered at the
third order in arbitrary time.

Note that even if 90)= 9%1)60 (resp. 40)= Y1) 6 0), one may sometimes control
the whole wave function in large time. For instance in [10], the local controllability in

H.(70) ((0; 1); C), with controls in H3((0; T); R), in large time T, is proved for (x) =(x 1=2),

with the return method.

2.1.5 A review about control of bilinear systems

The rst controllability result for bilinear Schrédinger e quations such as[[Z.11) is negative
and proved by Turinici [L34], as a corollary of a more generatesult by Ball, Marsden and
Slemrod [5]. Then, it has been adapted to nonlinear Schrodiger equations in [86] by lIner,
Lange and Teismann. Because of such noncontrollability radts, these equations have been
considered as non controllable for a long time. However, pgress have been made and this
guestion is now better understood.
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Concerning exact controllability issues, local results fo 1D models have been proved
in [10, [11] by Beauchard; almost global results have been pwed in [15], by Coron and
Beauchard. In [16], Beauchard and Laurent proposed an impdant simpli cation of the
above proofs. In[53], Coron proved that a positive minimal ime may be required for the
local controllability of the 1D model. In [L2], Beauchard studied the minimal time for the
local controllability of 1D wave equations with bilinear controls. In this reference, the origin
of the minimal time is the linearized system, whereas in the pesent article, the minimal
time is related to the nonlinearity of the system. Exact controllability has also been studied
in in nite time by Nersesyan and Nersisyan in [113,[114].

Now, we quote some approximate controllability results. Mirahimi and Beauchard
proved in [17] the global approximate controllability, in i n nite time, for a 1D model and
in [L03] Mirrahimi proved a similar result for equations involving a continuous spectrum.
Approximate controllability, in nite time, has been prove d for particular models by Boscain
and Adami in [1], by using adiabatic theory and intersection of the eigenvalues in the space
of controls. Approximate controllability, in nite time, f or more general models, have been
studied by three teams, with dierent tools: by Boscain, Chambrion, Mason, Sigalotti
[45,125,30], with geometric control methods; by NersesyariL[L1,[112] with feedback controls
and variational methods; and by Ervedoza and Puel[[70] thank to a simpli ed model.

Optimal control techniques have also been investigated folSchrédinger equations with
a non linearity of Hartee type in [[7, [8] by Baudouin, Kavian, Puel and in [3€] by Cances,
Le Bris, Pilot. An algorithm for the computation of such opti mal controls is studied in [9]
by Baudouin and Salomon.

Finally, we quote some references concerning bilinear wavequations. In [91,90,789],
Khapalov considers nonlinear wave equations with bilinearcontrols. He proves the global
approximate controllability to nonnegative equilibrium s tates.

2.1.6 Notations

We introduce some conventions and notations valid in all ths article. Unless otherwise
speci ed, the functions considered are complex valued andior example, we write H2(0; 1)
for H3((0; 1); C). When the functions considered are real valued, we specify and we write,
for example, L?((0; T); R). The same letter C denotes a positive constant, that can change
from one line to another one. If (X; k:k) is a normed vector spacex 2 X and R > 0,
Bx (x;R) denotes the open ballfy 2 X ;kx yk <R gandBx (x;R) denotes the closed ball
fy2 X;kx yk6 Rg. We denote byh; i the L?(0; 1) hermitian inner product

z 1
Hgi=  f(x)g()dx;
0

and by Ts' := f 2 L2?(0;1); Relt; i =0gthe tangent space toS at any point ' 2'S. We
also introduce for anys > 0, the spaces
( ” )
h*(N ;C):= a=(adken 2C" ;  jkoaj®< +1

k=1
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equipped with the norm
X1 =2

jiains = jkayj?
k=1

2.1.7 Structure of this article

In Section[Z.2, we recall a well posedness result concernisystem (Z1). In Section[Z.3,
we prove TheorenZB. In Sectioli 24, we prove Theore 2.4 tinks to power series expan-
sions to the second order as in_[44] (see alsad (54, Chapter)B] In Section 2.5, we prove
Theorem[Z.8 thanks to power series expansions to the order hd 3. In Section[2.6, we per-
form a rst step toward the characterization of the minimal t ime, in a favorable situation.
Finally, in Section 2.7, we gather several concluding remdss and perspectives.

2.2 Well posedness
This section is dedicated to the well posedness of the Cauchyroblem

E i@ = @ ut) 0 ftx); (tx)2(0;T) (0;1);
(t0)= (t1)=0; t2(0;T); (2.15)
0;x) = o(x); x 2 (0;1):

proved in [18, Proposition 3].

Proposition 2.1.  Let 2 H3((0;1);R), T >0, 02 HY (0;1), f 2 L?((0; T);H3\ HJ)
and u 2 L2?((0;T);R). There exists a unique weak solution of [Z15), i.e. a functn
2 CO([0; T];Hg,) such that the following equality holds irH, (0; 1) for every t 2 [0; T],

Z
(H=e™ o+i tei“t u() )+ fO)ld: (2.16)
0

Moreover, for every R > 0, there existsC = C(T; ;R ) > 0 such that, if kuk 2.1y <R,
then this weak solution satis es

K keoqoring ) 6 € K okng + Kfkiz@oimymsvnzomy (2.17)
If f Othen
k (t)kLz(O;l) =k OkLZ(O;l);8t 2 [O,T] (218)
2.3 Examples of impossible motions in small time

The goal of this section is to prove TheoreniZB.

2.3.1 Heuiristic

Since we are interested in small motions around the trajectoy ( = 1;u = 0), with
small controls, it is natural to try to do them, in a rst step, with the rst and the second
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order terms. We consider a controlu of the form u = 0+ v + 2w. Then, formally, the

solution of ZI)@4) writes = 1+ + 2 + of ?) where
8
<i@= @ v(t) ¥ 15 (Ex)2(0;T) (0;1);
(t0)=( t1)=0; t2 (0;T); (2.19)
(0 ;x)=0; x 2 (0;1);
8
<i@ = @ vty ) wt) () 15 (Ex)2(0;T) (0;1);
(t0)= (t1)=0; t2(0;T); (2.20)
0;x)=0; x 2 (0;1):

From the property k (t)k = 1, we deduce thatReh( t); 1(t)i =0 (i.e. (t)2 Ts 1(t),
8t) and

k( t)k?, +2Reh (t); 1(t)i O (2.21)
We have % Z |
(T;x)=1i h' g;'i v(t)e' itdt (T;x) (2.22)
j=1 0
where
L= 1; 8 2N: (2.23)

We assume that [2.10) holds for som& 2 N . By adapting the choice of the controlv 2
L2((0;T);R), ( T) can reach any target in the closed subspace Adh(g) ©o:n[Sparf’ ; k2
Jg] where

J=fj2N ;h" 1;";i6&0g9 (2.24)

(see Proposition[Z.19 in Appendix); but the complex directon h( T); k (T)i is lost. Let
us show that, whenT is small, the second order term imposes a sign on the componen
along this lost direction, preventing the local exact controllability around the ground state.

Using (Z.20) and (Z.22), we get

h(T); k(T)i = Q&1 (V); (2.25)
where Z. Z,
Qi1 (V)= v(t)  v()hZ (t )ddt; (2.26)
0 0
R .
hi (t; )= h' ;' jiht ;i e 0 (2.27)

j=1
The index 2in Q% and h% is related to the fact that is the second order of the power
series expansion. Integrations by part show that

jh" «;'jij andjh’ 1;Ijij6j23; 8 2N ; (2.28)

for some constantC = C( ) > 0, thus h 2 C°(R?;C) and the quadratic form Q2.1 is well
de ned on L2((0; T);R). In particular,

Imlh (T);" e ' Ti]= @&+ (V) (2.29)
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where Z+ Z,
k1= v VORg (6 )ddt (2.30)

R
RZr (6 )= h' «;'jih' j;tdisin(; 0 k)t !y +(k OTE (2.31)
j=1

Now, we try to move ( T)+ 2 (T) inthe directionof +i ' e ' T (see [Z11) for
the de nition of ). Since ( T) lives in Ath(30) ©:n[Sparf’ ; k & Kg], then, necessarily

( T)=0, i.e. v belongs to
( Z T )
Vri= v2L%(0;T)R);  v(t)e' i'dt=0;8) 2J (2.32)
0

and (T)=i k'ke ' T forsome > 0. Thus the sign of @ﬁ;T (v) has to be . The
following two lemmas show that this is not possible whenT is small.
R
Lemma 2.1. For everyv 2 Vi, we have@ﬁ;T (V) = Qk:1 (S) where S(t) := év( )d and
Z Z Z,
Qkr (S):= Ak S(t)?cos[( k  1)(t T)dt+  S(t)  S( kgt (t )ddt; (2.33)
0 0 0

p3
ker (G )= (j  «)jh' i wstgisinf(; 0 )t ) (ko 1)T] (2.34)
j=1
Remark 2.1. Note that Qy.r is well de ned on L?(0;T) becausekx.t 2 L' (R R) (see
Z.23)).

Proof of LemmalZd. Let T > Oandv 2 Vy f 0g. Integrations by parts show that, for
everyj 2J ,

z: Z,
v(t) v )elli It lg gt
OZT 0 zZ,
= S(t) v)elr i k) v )l «ttilg dt
0 0
: ya
= :—ZLS(T)Zei( ooty k) 5 <) S(t)2e( + «)tdt
VA ° Z,
i(; k) S S@etr <+ sl «ttilg dt
0 0
1 . + Z .
= Sl T i 2ot i S(t)2é¢ + «idt

zZ: Z,
+( k) i S(t) . S( ettt Ig dt:
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The relations

%
h' 1" jih" k" ji=h" 1" ki
j=1
* +
j % h' 1 ih k;tji= 9% 1 ki = Ag (2.35)

i=1
give the conclusion.
O

Lemma 2.2. Let 2 H3((0;1);R) be such that [ZID) holds for some&k 2 N . There
exists T, > 0 such that, for everyT < T,

8 Z; 9
% Ax 24t i 3
6 2 S(t)~dt if Ax > 0;=
Qk;r (S) Z’; 185 2 L2((0; T); R): (2.36)
2, Ac S(t)2dt if Ax < 0;
4 0

Remark 2.2. This statement enlightens the importance of the assumptionAx 6 0 in The-
orem[Z3. Indeed, ifAx vanishes then we do not know whether the quadratic form®Z
has a sign onVr in smalhtime T. Note that another integration by parts (leading to a
quadratic form in  (t) := S S) is not possible, because of problems of divergence in in ke
sums.

Proof of LemmalZ2. One may assume thatAx > 0,  =1. We de ne the quantity
Ck = iC k)Viht st iht st

By (£.39) and (Z.10), there existsj 2 N f 1;Kgsuchthath' 1;"jih' ;' ji& 0. Thus,
Ck > 0. We introduce
( jA1]
YK =1;
T = 'J‘,-AKj_ o _ (2.37)
min =2 if K> 2

Let T 2 (0; Ty ). Using the inequality

cosl( kDt TI> 3 82T
@33), (Z33) and Cauchy-Schwarz inequality we get, for eery S 2 L2((0; T); R),
Z Z Z,
S()2dt+ Ck  jS()j  jS( )jd dt
0 0
1 Z7
6 SIAk TCk] St
0

Ak

QkT (S) 6 2 4
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With additional arguments, one may prove that, for T < T,
supf @21 (v); v2 Vr;kvk 2 =1g=0:
The non existence of a positive constant(T) > 0 such that
Z1 (V)6 c(T)kvk?,;8v 2 Vr;8T < Ty

prevents from proving the non controllability in a simple way. Our golution relies on the
fact that, for T small, the quadratic form @ﬁ;T is coercive inS(t) := év( )d (see [2.36)).
This justi es several technical developments and the use o&n auxiliary system in the next
section.

2.3.2 Auxiliary system

We consider the function €(t;x) de ned by
z t
(t:x)= €t;x)e® ) wheres(t):=  u( )d; (2.38)
0

whéch is a weak solution of

2 i@8= @°© is(2 M@+ )€+ s(t)? A€ (6x)2(0;T) (0;2);
&t 0)= &t 1)=0; t2(0;T);
€0;x) = " 1(x); x 2 (0;1):
(2.39)
We deduce from [2.38) and Propositioi 2.1l (applied to[{Z.11)7.4)) the following well posed-
ness result for [Z.39).

Proposition 2.2. Let 2 H3((0;1);R), T > 0, s2 H((0;T);R) with s(0) = 0. There
exists a unique weak solution® 2 CO([0; T[;H3\ HZ(0; 1)) of @39). Moreover, for every
R > 0, there existsC = C(T; ;R ) > 0 such that, if ksk 2.1y <R, then this weak solution
satis es

kekLl (0:T)H 3R Hé) 6 C: (240)

The proof of Theorem[Z3 is a direct consequence of the follomg result.

Theorem 2.7. Let K 2 N, 2 H3((0;1);R) be such that [Z7ID) holds andl, be as in
Lemmal[Z2. For everyT < T, there exists > 0 such that for everys 2 H((0;T);R)
with s(0) =0 and ksk, > < , the solution of the Cauchy problem[{Z2.3P) satis es
p—— . .
&T;)6( 1 2 .+ig'k)e'Te ; 8>08 2R: (2.41)
The proof of Theorem[Z.7 requires several steps, thus, it iseleloped in Sectiof2.34.

2.3.3 Proof of Theorem 2.8 tHanks to Theorem 2.7 []

Let T < Ty. Let > 0 be as in TheoremZF¥. Letu 2 L?((0;T);R) be such that
jjbjijz <" . We assume that the solution of the Cauchy problem [Z1L(Z} satises (T) =
(1 2 .+i g ' g)e' T forsome > 0. Then, the function € de ned by (2238) solves

@Z39) and satises &(T)=( 1 2 1+i ' k)e " Te (T By Theorem[Z1, this is
impossible.
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2.3.4 Proof of Theorem 2.7 ]

The proof of Theorem[ZJ requires the following preliminaryresult.

Proposition 2.3. LetT >0, K 2 N, 2 H3((0;1);R) be such thath' 1;' ki =0. When
jiuii2 0,

Imh&(T);" ke ' Ti Q w7 (s) = ofjjsji2); (2.42)
JImhe&(T); 1(T)ij = ojjsii_2); (2.43)
Z !
h&T); (T)i 'jh' 10 s(t)e' itdt = o(jjsij_z): (2.44)
0 j20f 19 1

The proof will use the following lemma which is a straightforward adaptation of [16,
Lemma 1]. Its proof is postponed to AppendixZ.B.

hemma 23. Let T > 0andf 2 L2(0;T);HY). The function dened by F(t) :=
ée‘A f( )d belongs toC°([0; T];H3) and satis es

iFjics mymy 6 ca(MiifiiLzoimymy
where ¢ (T) > 0.

Proof of Proposition 231 Let T > 0. We work with functions u 2 L?((0;T);R) such that
jiujjLz < L

First step : We prove that jj € i o:imymy) = O(ijsiiz) whenjjujj 2 ! 0.
From Proposition 211, we know that 2 C9([0; T]; H(%)) and

i i imymg ) 6 € (2.45)

We deduce from [Z38) that €2 CO([0; T];H3\ H{}) and

€ myma Hy 6 Co (2.46)
By Lemmal[Z3 the following equality holds in H}(0; 1), for everyt 2 [0; T]
z t
&)= (1) Al Ds( )2 ‘@l )+ ®( )+ is()? ®e()d; (2.47)
0

and
h
i€ dice mymy € CT) disiiczemii2z @+ "®ics o rymy
|
+iisiieomil i imymy

This inequality, together with (Z486) ends the rst step.
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Second step : We prove thafj € 1 et ©mymy = oliisiiLz) whenjjujj 2 ! 0
where € t;x) is de ned by

(6x)= & tx)+is(t) () 1(tx) (2.48)

and is the solution of (Z19). From Proposition[2.1 (applied to s/stem (Z.19)), we know
that 2 CO([0; T];H2,). We deduce from [Z48) that € 2 CO([0; T];H3\ H}). Note that

€ is a weak solution (g)f g
3i@= @°® is(h2°°@ 1+ P
5 €t0)=¢t1)=0; (2.49)
%0 ;x)=0:
By Lemmal[Z3, the following equality holds in H}(0; 1), for every t 2 [0; T]
g 1)= Zot 51299 1( )+ P 4() d: (2.50)

Subtracting this relation to (£.47) and applying Lemma 2.3, we get
i€ 1 S ©T)yHY) 6 C(T) jijjEZ(O;T)jj ® € s (O;TYHE)
+iisliccomiiz ‘@ 1 O+ U1 it mymy ¢
We deduce from [2.46) the existence of a constan€ > 0 (independent of u) such that
i€ 1 € ((O;T)HHY) 6 C jjsjj 2ji © it yH2) * J'J'SJ'J'E2 :

Thus, to end the proof of the second step, we only need to provthat

jj e 1jj|_1 ((0:T)H?2) 10 Whenjjuijz I 0 (251)
Using (Z38) and (Z.45), we get
i€ it qmymzy 6 0(EM 1) it mymey * i it (:T)H?)
6 CjisiiL: o1y * i it :TyH2):

Thus ZX&1) is a consequence of Proposition 2.1 (applied t@2(1)(Z4)).
Third step : We prove thatjj® 1 € §j 1 (.1)L2 = ojjsijZ.) whenjjujj,z! O
where &t; x) is de ned by

s(t)?

(Gx)= qEx)+is(t) (0% tx) —=5- (x)? 1(t;x) (2.52)

and is the solution of (Z20). Note that €is a weak solution of

8

3i@e= @€ is(t) 2 @ )€ +s(t)? (2 1

5 0= A6 =0; (2.53)
" §0;x)=0:
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Thus, the following equation holds in L2(0; 1) for everyt 2 [0; T]
Z, h

[
qn = A ) s()2 ‘@t )+ %R N+is()? ® u() d: (2.54)
0

Using (2.47) and (Z.50) we deduce that
z t

h
(8 1 € §@)= Oe”‘“ Ys()2@(® 1 § )
i
+ Qe 5§ ) +is()> ®e  1)()d

in L2(0;1) for everyt 2 [0;T]. Thus,
y4
i 1 & 9Wj.-6C OtiS( Nii(® 1 §C Diiwe +isC)iFI(E ) ijLzd
Taking into account the rst and second step, we get the conclision of the third step.
Fourth step : Proof of (2:42). We deduce from [Z5D) and [Z.5#) that
Imh€ T);" ke "1Ti=0; ImhYT);' ke ' i = Qur (3):
Using the third step, we get
Imh&(T);" ke ' *Ti Q kr(s) = ImN& 1 € &(T);' e *Ti
6ii(® 1 & O(Mii:
= o(jjsjifz) whenjjujj.z! o

Fifth step : Proof of (2:43). We deduce from [Z50) and the relationi2 ® 9+ 90 ;' ji =
Othat Imh§ T); 1(T)i =0. Thus, the second step gives

Imh(® 5 §(T) (T

o(jjsiiLz) whenjjujj_z! O:

IMh&(T); 1(T)i

Sixth step : Proof of (2:44). We deduce from [Z50) that
Zy
h¢ T); ;(T)i="!;h" 1;';i s@)eitd; 8 2N f 1g
0
Using the second step, we get
Zy

e A H 1. h AU il it
T DI st

r(e 1 ?( T)’ J(T) j2J f
Cii(® 1 §( Miing
o(jisjijLz) whenjjujj_2! O:

19 1

o]

This ends the proof of Proposition[Z.3.
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Proof of Theorem[Z4. One may assume thatAx > Oie. x =1. Let T <T,. Working
by contradiction, we assume that, for every > 0, there existss 2 HZ((0;T);R) with
s (0)=0 and ks k. > < such that the solution € of (Z.39) satis es
p_—— , Coy
EMy=( 1 2.+i ') el T (2.55)
forsome >0and 2R.Then ; ! Owhen ! O

First step: We prove that
I+ 0= O (kskez): (2.56)
Using (Z.58) and the assumptionh' ;' i =0, we have

1
K& (MK

z 1
=1 Re ©€(T;x) 1(T;x)dx
0
=1 1 2 3(x)%cos[ (X)] "1(X)' k (X)sin[  (x)] dx
0
=1 1 ;+ o4 1 ;k‘ K2+ 0O(4 + 0 ( %)
2 2
=gt gkt ke O (e e Y,

As proved, in Proposition[2.3,
i€ it (O TyHY = O(jjsiiLz) whenjjujj 2! O
This concludes the rst step.

Second step: We prove that
Imh€ (T);' ke ' *Ti= + o, (ks kZ2): (2.57)
Using (Z58) and the assumptionh' 1;' «i =0, we get

Imh€ (T);" ke ' Tj
Zy 5
= T 25 k)sinf  ()]+ 'k (x)?cos[ (x)] dx
0
10 00+ 1+ 0

3 2y.
+ !Oo( + ):

Thus, [.57) is a consequence of (Z2.56).
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Third step: Conclusion. Using (Z.51), (Z.42) and [2.36), we get
0< =Imh&(T);'ke ' Ti+ o, (ks kZ2)
= Qur (s)+ o (ks kP:)
6 ATKks k2, + 0, (ks kZ2);

which is impossible when is small.

2.4 Local controllability in large time

The goal of this section is to prove Theoreni ZH4.

2.4.1 Preliminary

The goal of this section is the proof of the following result.

Proposition 2.4. Let 2 H3((0;1);R) be such that 40) Y1) 6 0.
Then, N := ]fk2 N ; h' 1;' ki =0gis nite.
Let Ky <::<K n 2N besuchthath' 1;' ;i =0 forj =1;:;N. Then, for every
j 2f1;:5Ngand T > 0 there existsv 2 Vr such that Q% .+ (v) 6 0.
There existsc > 0 such that

jh' 1" ki > k—CS;8k2 N f KqgisKao: (2.58)

We recall that Qﬁj .1 is dened in (E26)[.27), and V7 in (£32). For the proof of
Proposition [Z4, we need the following preliminary result.

Proposition 2.5. Let 2 HZ3((0;1);R) and K 2 N be such that for somen 2 N
h' ;' nih' ;' 11 & 0. The following statements are equivalent.

There existsT > 0 such that, for everyT <T , Qi 0onVr.

The support of the sequencgh’ ;' jih' ;' 1i)j2n IS contained in the nite set
fji 23\ [LK]; 9 23\ [LK] 1= K k G

and for every j ;k 2 J\ [LK] which satisfy 1= K k ,» we have

h ;" ih" i al=h" ki ih® 5t gl

Proof of Proposition To simplify the notation of this proof, we write Qt and h, instead
of Qﬁ;T and hﬁ . Letus assume thatQy OonVy, foreveryT <T . Thenr Qr(v) ? Vr,
foreveryv2 Vr and T <T . Easy computations show that, forv 2 V,
Z, Z Z;
rQr(v):t7t  v()h(t )d +  v()h(;t)d = v()[h(;t) h(t )d: (2.59)
0 t t
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First step: We prove thatr Qt(v)=0;8v2 V. Let T, Ty besuchthat0<T <T,<T
and v 2 Vi, supported on (0;T). Sincer Qr,(v) ? Vr,, there exists a unique sequence
( Kk2zf og 2 12 such that

R , b .
rQr,(v) = el Dt ke (e DU in L2((0;T1);R)
k=1 k=2

(decomposition on a Riesz-basis). We have Q,(v) 0 on (T;T;) becausev is supported
on (0; T) (seel259)). Using Ingham inequality on(T; T;) we get = 0; 8k (see Proposition
219 in Appendix).

Second step: We prove thav/r 1) = L2(;T). Let T2 (0;T )andt 2 (0;T) be xed.
Letv2 L2((t;T);R). Wedene d; :=0,forj 2N J and

Z
d = v()e'i d; forj2J:
t
Thus, d = (dj)j2n 2 “2(N ;C) and Proposition[ZZI9 imply that there exists v+ 2 L2((0;t); R)
such that 7 z
wW)e'id=d = v()e'i d; 8 2J:
0

t
Then if we extend v on (t;T) by setting vty = v, it comes that v 2 Vy. Thus, Vrjir) =
L2(t;T).
Third step: We prove thath( ;t)= h(t; );8t; 2 [0;T ]. Using the rst step, we get
Zy
v()[h(;t) h(t; )]Jd =0; 80<t<T<T ;8v2Vr: (2.60)
t

Using the second step, we deduce froni{2.60) that 7! h(t; ) h(;t) vanishes inL?(t;T),
for every 0 <t < T < T . This gives the conclusion because the functiont; ) 7!
h(;t) h(t; ) is continuous.

Fourth step: Conclusion. Let kK 2 N be such thatb := h' ;' ih' ¢ ;"1 6&0.
The equality h(t; ) h(;t)=0 with =0 gives

X X
b el k «)t= Qei( oot bl « Kt (2.61)
j23 k23 f Kk g

The equality di[h(t; ) h(;t)]=0 with =0 gives

_ X _ X .
(k b elx =" (et ot (« belc Ot (2.62)
j2J k23 f k g

Thus, an obvious linear combination of [Z.61) and [Z.G2) leds to

X X | t
0= (k j) (« 1) heti v (« 1) («x 1) helx bt
i 23 k23 f kg
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In the right hand side of the previous equality, the frequendges ( ; 1) are non-negative
for everyj 2 J , while the frequencies( k) are negative for everyk > K . Thus, for
every k > K the frequency( g k) appears only one time in the right hand side of the
previous equality. The uniqueness of the decomposition on iesz basis gives

( Dbe=( k 1)b; 8k>K with k6 k :

Thus, b = 0,8k 2J f k gwith k> K . Coming back to (Z&1), we only have a nite
sum in the right hand side, overj 2J with j 6 K andoverk2J f k gwith k6 K. We

deduce the existence of a uniqu¢ 2 J with j 6 K such that g K = 1 and
bk =b .
Reciprocally, let = «  ( = 1, T k] T ok 1. Then h(t; ) :=

b [€lt* T+ ¢lt* ] satisesh(t; )= h(;t)andr Qr Oon Vg, forevery T > 0. By
linearity, the same conclusion holds wherh is a nite sum of such terms.
|

Proof of Proposition Z24] Performing three integrations by part and using the Riemann
Lebesgue Lemma, we get for everi andnin N ,

. AK[( Rkt 0 1
W ais KRNI 01, L

(2.63)

Thus, for n large enoughh' ;' ,i & 0. This proves the rst and third statements of
Proposition [Z.4.
Letj 2f 1;::;;Ng. Using (263), we have simultaneoushh’ 1;' i & 0 andh' ¢, ;' i &
0 for arbitrarily large values of n. Thus, Proposition 23 gives the conclusion.
O

2.4.2 Strategy for the proof of Theorem 2.4 ]

Until the end of Section[Z4, we x 2 H3((0;1);R) suchthat 1) 9%0)60,N 2N
and Kq;::;; Ky 2 N as in Proposition[Z.4. To simplify the notations, we assume hat
K1 =1. We de ne the space

H:= Span. «(T);k2N f Kyg;i5KNG (2.64)
and, forj = 1;:::; N the space

Mi = Spare  k;(T) ifKj 61;

iSpang( 1(T)) if K; =1: (2.65)

Let

M:= M (2.66)
j=1
The global strategy relies on power series expansion of thekutions to the second order as
in [44] (see also[54]). In Sectioi’Z413, we prove the locakact controllability 'in  H', with a
rst order strategy. Then, in Section £.Z4.4] we prove that any direction in M is reached with
the second order term. Finally, in Section[Z.4.b, we conclud with a xed point argument.
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2.4.3 Controllability in H in arbitrarily small time
We introduce the orthogonal projection
Pr: L2(0;1) ! H

R .
7! h; KJ.(T)I Kj(T)
j=1

(2.67)

The goal of this section is the proof of the following result.

Theorem 2.8. Let T;T > 0 be such thatT; < T. There exists ; > 0 and a Cl-map
TiT]: T ! L?((Ty;T);R) where
n 0
= 028\ Hg(0:1):k o 1(To)kug < 1

n o
1= & 2HY HG (011 kS P o1l a(Tkyy < 1

such that r,.7)( 1(T1);Pr[ 1(T)])=0 and for every( o; &)2 1, T, the solution of
&) with initial condition  (T1)= o and controlu:= [r,.71( o; &) satises Pr[ (T)] =

€ .

This theorem may be proved exactly as Theoreni Z]1 in[16]. Weertall the main steps
of the proof because several intermediate results will alsbe used in the end of this article.
To simplify the notations, we take T, = 0.

By Proposition .1, we can consider the map
T [SVHR O] LAO:THR) ! [SVHY O] [H\ HE (0:1)]
( osu) 7! ( osP[ (T
where s the solution of (Z1)(Z5). Then TheoremZ8 correspond$o the local surjectivity
of the nonlinear map 1 around the point (* 1;0), that will be proved thanks to the inverse

mapping theorem. Thus, the rst property required is the Cl-regularity of 1, which is a
consequence of |16, Proposition 3].

Proposition 2.6. Let T> 0and 2 H3((0;1);R). The map t de ned by (Z&8) is C*.
Moreover, for every o; o2 HE) (0;1), u;v 2 L?((0;T);R), we have

(2.68)

d 1( osu)i( osv)=( osPr[( T (2.69)
where is the weak solution of the linearized system

8

< i@ = @ u(t) (x) v(t) (x); (tx)2(0;T) (0;1);
(t0)=( t1)=0; t2(0;T); (2.70)
0 :x)= o x2(0;1)

and is the solution of ZI)(Z.5).

The second property required for the application of the invese mapping theorem is the
existence of a continuous right inverse fod 1 (' 1;0), that may be proved exactly as [16,
Proposition 4] (it is a consequence of Propositiol 2.19 in Apendix).
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Proposition 2.7. Let T > 0and 2 HZ3((0;1);R) be such that [Z58) holds. The linear
map
d (' 10):[Ts' 1V HE ] LA(O:;THER)! [Ts' 1\ HET [H\ HY)I

has a continuous right inverse
d v(1;0) *:[Ts" 1\ Hl [HY HEI! [Ts' 1\ HE1 L*((0;T);R):
Thus, Propositions[2.8 and[2.Y allow to apply the inverse maping theorem to 1 at

the point (' 1;0) and thus to prove Theorem[Z.8.

2.4.4 Reaching the missed directions, at the second order, i n large
time.

The goal of this section is the proof of the following result.

Proposition 2.8. Let T >T; where

8
N 12 X k 2 i
%2 Toin + (k H+2° 9)—  if Ky =1;
k=2 K 1
T = (2.71)

30k

_ if Ky 61:
Sk Koo 1

There exists a continuous map

T M ! L?((0;T);R)?
‘ z 7 (v;w)

such that, for everyz 2 M, the solutions and of 2I9) and (220) satisfy ( T) =0
and (T)= z.

In this statement, the quantity T2, is de ned as follows.
Lemma 2.4. The quantity
Tan =inffT>0;9v 2Vr suchthat® (v )= 1g
is well de ned and belongs to(0; 2= 1.
Let us recall that K1 =1 and @iT and Vr are de ned in (2.30), (Z32).
Proof of Lemma[Z4. Let T > 2= . Let T, be dened as in LemmalZ2. Ifv 2 Vy

fOg is supported on (0; T, ), then Lemma[Z2 implies that ®2; (v) < 0. Let v.(t) :=
cos( 2t)1[0;2= 1(t). Then, explicit computations prove that v. 2 Vr and

()

b3
QiT(V"'): h' 1;Ij|2m>o

j=2
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2.4.41 Preliminary

Our proof of Proposition [Z.8 requires three preliminary resilts. The rst one consists in
proving the existence of controls such that the projectionsof the second order term on the
lost directions are non zero.

Proposition 2.9.  Let T > 0. For every j 2 f 1;::;;Ng, there existsvj;w; 2 L2((0;T);R)
such that the associated solutions ! and ! of (ZI9) and (Z20) satisfy

I(T;)=0;
hi(T;); «, (T)i&o;
hi(T;); k(T)i=0; 8k2N f KyuiKng: (2.72)

Proof of Proposition Letj 2f 1;::;Ng. By Proposition 2.4, there existsy; 2 Vr such
that Q% +(vj) 6 0. Using (2.28) we geth ! (T); «, (T)i = k,7(vj) 80. Asy; 2 Vr,
Z22) and (232) imply !(T) = 0. The equality (2.72) is equivalent to the following
trigonometric moment problem on w; ,

Z; Z

L A —
0

————  vi(t)h I(t);' ki€ “'dt;8k 2 N f Ky;unKng (2.73)
h' 15"kl o
By (Z.58) and [1€, Lemma 1], the right hand side belongs td?. Thus, Proposition 219
ensures the existence of a solutiomw; 2 L2((0;T);R).

O

The second preliminary result for the proof of Proposition[28 is a measure of the rotation
of the null input solution, precised in the next statement.

Lemma 2.5. Let T;T; > ObesuchthatO<T <T + 6 T, v;w2 L?(0;T);R) and
v ;w 2 L?((0;T);R) be de ned by

g (0;0) if t2 (0; );
(viw)(t) = (viw)(t ) ift2(; +T)
" (0;0) ift2( +T;T):

We denote by( ; ) and( ; ) the associated solutions of [Z.19) and[{Z.20). Then, for
everyk 2 N

h (T); «(T)i
h (T); «(T)i

elx D h(T) «(Ti;
e D h(T); (M

Remark 2.3. Note that, for k = 1, there is no rotation phenomenon.

Proof of LemmalZ.H. We have

8
< 0 forO<t< ;

W=_(t dJe'l: for <t< +T;
et T (+T) for +T<t6T;
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thus

p . .
(T) = h(T)'wiel el T Ty
=1

= h( T); «(Mielx 1) (T):
k=1
The same relations hold for
O

The third preliminary result for the proof of Proposition is the non overlapping
principle.

Proposition 2.10. LetT > 0andT; 2 (0;T). Letv; 2 Vr, wj 2 L2((0;T);R),  and j
be the associated solutions of (Z19) and(Z.20) foy = 1;2. We assume thatv; is supported
on (0; T;) and v, is supported on(Ty;T). Let v:i= vi + vo, W:= w; + Wp, and be the
associated solutions of [[ZIB) and[[Z.20). Then( T)=0 and (T)= 1(T)+ o(T).

Proof of Proposition ZZI0. We have ( T) =0 becausev 2 V; (see [Z22) and [Z3R)). The
control vy is supported on(0; T1) and belongs toVr, thus ; is supported on(0; T1) (0; 1)
(see [Z.22) and [[Z23R)). The functionv, is supported on(Ty;T) thus , is supported on
(T1;T)  (0;1). Therefore

(vi+Vv2) ((1+ 2)=vi 1+Vvy L0n(0;T) (0;1),

i.e. 1+ 2 and solve the same Cauchy problem, thus = ;+ ».

2.4.4.2 Proof of Proposition 2.8In A simpli ed case

The strategy for the proof of Proposition[Z.8 is the same as irf44]. It relies strongly on
the rotation of the lost directions, emphasized in LemmaZb However, the strategy of [44]
needs to be adapted because there is no rotation phenomenon our rst lost direction. In
order to simplify the notations, we prove Proposition[Z.8 in the case

_5. . _ 5. o2 3 .
N=2; Ki=1;, Ky=2; T =2Tg, + :

min
2 1

where T2, is de ned in Lemma [Z4. We will explain in Section [ZZZ3 howit can be

adapted for N > 3 and K1;:::; Ky arbitrary.
Let T, Ty, T, Tc, T > 0 be such that

T>Ty=2T5, + LA (2.74)

2 1
<T.<T 2T2n (2.75)

2 1 2 1
Te<T; T+ T <min Ty ; (2.76)
2 1 2 1

1 2

Tan <Te<> T T 2.77)

2 2 1
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Recall that T2, is de ned in LemmaZ4. SinceT! > T 2, , there exists controls(v ;w ) 2
L2((0;T2); R)?, such that the associated solutions and  of (ZI9) and (Z20) satisfy

(T$)=0;
h (T8 1(Ti= i (2.78)
h (Td); «(TdHi=0; 8k 3
Indeed LemmalZ4 implies the existence of 2 V. such that @iTl(v ) = 1. Then,
@2Z0) impliesh (T2); 1(TdHi = i. Dening w as the solution of an adequate moment

problem as in the proof of Proposition[Z.® proves[(Z.78).
According to Proposition 29, there exists controls(vZ; w?) 2 L2((0; T.); R)? such that the
associated solutiony ?; 2) of (ZI9) and (Z.20) satisfy

Z(TC) =0;
h2(Te); 2(Te)i & 0; (2.79)
h?(Te); «(Te)i =0; 8k 3

First step: Construction of a basis for M2 = Span-( 2(T)), with nonoverlapping con-

trols. Let
T T 2
T T]_ +

T T1+T,;
T T,+T +

1
3

4 1

and (vZ;w?) := (v2i ;wzj) for j = 1;:::;4 with the notations of Lemma 2.5 (in which (T;T)
is replaced by (T¢; T)). Then supp(v]?) (j;j+T)forj=1;:4and
T Ti= 1< 1+Te< 2< 2+ Te< 3< 3+Te< 4< 4+ Te<T
(see [Z.76)), thus the supports do not overlapp:
8j1:j2 21 1;2;3;4gwith j1 6 j, then Supp(v’,)\ Supp(V’,) = ;: (2.80)
We denote by ( 7; ) the associated solutions of [Z19) and{Z20). Then, #(T) =0 and
2(T)= ff+ 7 forj =1;::;4 where (see LemmaZl5)

ff=h2(Te); o(Te)i o(T); ff=¢€Cz T TOh(Te); »(Te)i 2(T)60;
3 =% f7=¢€l2 T 1
3= 1% f2=¢lz Voaf2= £2
= 1F; fp=dls Mo Tz= 1
Moreover, (ZZ1) imply that
Relf?; 1(T)i =Reh *(To); 1(To)i = k  *(To)k*=0; 8 =1;:::;4 (2.81)

S
Notethat ( , 1)T 2 (0; ),thus (f 2;f2) is aR-basis ofM 2. This leadstoM 2 = 1-4:1 M2
where
M{=fdif?+ d5f7; df 0;d5 Og;

MZ=fdifZ+ d3fZ; d?> 0;d3 Og;
M= fdiff+ d3f7; df 0;d5 Og;
M2=fd2f2+ d3f2;d?> 0;d5 Og:

(2.82)
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Second step : Construction of a basis foM 1, with non overlapping controls. The time
interval (T T T T) haslength(T T, 2T} > 2=( , 1) (see [ZZT)), thus there
exists an odd integerk such that

k

T:= 2(TLHT TOTh: (2.83)
2 1
Let us consider the following cgntrols
3 (v ;w )(t) if t2 (0;T2);
. — (G0 if t2 (T8 T);
(VEWIWO= o v wye T)  ift2 (ToT + T,
" (0;0) ift2(T+THLT);

We denote by ( !; 1) the associated solutions of [[Z.19) and[{Z2.20). Then sugy )
[0;T Ti1) (see [Z8B)), thus
8j 2f1;::40; Supp(V )\ Supp(v?) = ;: (2.84)
Then, '(T)=0 and
YM)y= 2 (T)+h (TH; ATHiR+€T02 D] (T)= 20 ((T)

by Proposition 2.10, LemmalZ5 and [Z.7B).
As M = iSpark( 1(T)), we can thus reach aR-basis ofM ! with non-negative coe cients.

Third step : Conclusion. Let z2 M. We construct controls (v;w) 2 L2((0; T); R)? such
that the associated solutions( ; ) of (ZI3) and (Z20) satisfy ( T) =0 and (T) = z.
The proof relies on the two following facts:

2i 1(T) and sz + f“f for j = 1;2;3;4 are reachable states, with controls such that

their supports do not overlap (see [Z.8D) and[[Z.84)),
any vector in M is a linear combination of three of theses vectors, with onlynon

negative coe cients before f? + f7.
There exists a uniquej 2 f 1;2;3;4gsuchthatz2 M1 + sz (see [2.82)). Then,

z=ix 1(T)+ dif 7+ dof %, for someds;dz > 0;x 2 R

with the convention f2 = f 2. We have

z= ix dff

doffy +dy FP+ 12 +dp 17 + 17
As Re(lf?; 1(T)i)=0, forall j =1;:::;4 (see [Z81)), there exists 2f+; g andc O
such that
[ dlff dgfﬁl = 2ic ((T):

Then,

z= 2ic o(T)+ dl(sz + f~j2)+ dZ(fj2+1 + f~12+1 );
i.e. zis a linear combination of three states that are reachable wh non overlapping controls.
Hence the map

_ p— p—
1(2) = (v;w) = Pov + div? +  doVig sCW + diw? + dowsyy

gives the conclusion.
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2.4.4.3 Proof of Proposition 2.8[0n the general case

Let us explain the adaptation of the strategy developed in Setion 2442 forN 3.
As previously, we denote byK ; < < K y the directions missed at the rst order and we
explain how to reach a basis of missed directions on the secdrorder (Z20), iteratively. In
this proof, the term 'projection on M1' denotesImh (T); 1(T)iifj =1 andK; =1 and
h (T); «k;(T)i otherwise.

being possibly non zero. This is done as in the rst step of theproof of Proposition 2.8, by
designing four controls with non overlapping supports. Itis done in any timeT; >

The (k +1) t_h step consists in reaching eR* basis ofMN ¥ while driving to zero the
projections onM!, forj = N k+1;:::;N. This can be done iteratively in the following
way. Let (v ;w(@) be as in Proposition[Z.9 for a su ciently small time and for j = N k.
Then, the controls

V(l) ,W(l) = V(O) 'W(O) + V(O) ,W(O) X with =
KN 1

drive the projection on M N to zero while the projection onMN K is still non zero. This
is ensured by LemmaZb. This is the same strategy as the seabrstep of SectionfZZ4.4P
where we drove the projection onM ? to zero while the projection onM  was non zero. We
iterate this construction

KN j 1
for j = 0;::k 1. Then the controls v;w := v ;wK) drive the projection on
MN::::;MN k1 to zero while the projection on MN K is still non zero. Finally, we

can nd T suciently small such that v;w and vy ;wy have non overlapping sup-
ports and the four pairs of control v;w , vt ;wr , Vo;Wp and Vo1 ;Wpet With

p = ——— allow to conclude the (k + 1) step. This can be done in any time
Nk

T> — + + .

Kn k1 K N 1

The nal step depends on the value ofK ;. If K; 2, we end with the same strategy.
This step can be done in any timeT > -+ + and leads to the expression

Z77) of T] .

If K1 =1, the elementary brick of control cannot be designed in arbitary small time (it was
already the case in the second step of Sectidn 2.4.4.2 whef¥¢ ;W ) were constructed).
In this case, the controls(v(® ;w®) have a time support greater than T2, . The iterative

process then gives that this step can be done in any tim@ > 2V 172 + ,’:':2 2t

and leads to the expression[{Z.11) ofj;.

K N 1

K 1

FigureZ T illustrates the support of controls during the fourth step with p; := —_—
.

]
The small rectangles indicates that the control is active. The phases of control associated
with the same index de ne one of the four pair of controls v;w , vy ;wr , Vvp;w, and
Vp+T ;Wp«T . The rst rectangle (at the left) stands for the support of (V@ ;w©®).
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Ps P2 P11 Po

P2

Figure 2.1: Support of controls when four directions are los

2.45 Proof of Theorem 2.4 ]

Let T >Tj;and ¢ 2 H(%) (0; 1) be close enough to 1(T) (this will be precised later
on). The goal of this section is the construction ofu 2 L2((0; T);R) such that
the solution of (Z1))-(Z.4) satises (T)= ¢,
utends to 0in L?((0;T);R) when ¢! 1(T)in HE (0;1).
To simplify the notations, we assumeK; = 1.
Let T; 2 (T};T) and ; > O associated to the map r,.r) of Theorem[Z38. From now
on, we assume that
K i 1(T)kH(3O) < g (2.85)

One may assume that ; is small enough so that condition [Z.85) impliesReh ¢; 1(T)i > 0.
We introduce the map

F,: M\ By ) ! M

2 71 Pyl o(T)] (2.86)

where
2 (0; 1) will be chosen later on,
Pwm :L20;1)! M is the L2-orthogonal projection on M

X
Pu():=ilm(h; 1(T)i) «(T)+ h; « (M) «,(T):
j=2
2 Is the solution of (Z1)-(Z.4) associated to the controlu, de ned by

U = kzkv, + kzkw, on (0; Ty);
£ mo 710 2(Ta)sPr[ ¢])  on(Ty;T):
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where k:k is the L2(0;1)-norm, (T,;7] IS de ned in Theorem [Z.8, Pt is de ned by
(Z%&1) and

gA (T T1)y
(Vz; W) = T T kzk ;

with 1, de ned in Proposition 8]
Note that, for every z, Pt[ ,(T)]= Pt[ ¢]. Thus, ourgoalisto nd z suchthatF  (z )=
Pul ¢]

First, we check that the map F , is well de ned when is small enough.

Proposition 2.11. There exists > 0 such that, for every ; 2 H(%) (0; 1) with (Z385), the
map F | de ned by (2.86) is well de ned and continuous onM \ By 2¢.1)(0; ).

Proof of Proposition Z.T71. In order to prove that F . is well de ned, it is su cient to nd
> 0 such that
kzk < ) k 2(Tq1) 1(T1)ky 3 <o (2.87)

By Proposition 2T, there existsCy; C? > 0 such that, for everyz 2 M,

P —
k Z(Tl) 1(T1)ng)) 6 ClkquLZ(O;Tl) 6 C:(L) kzk:

Thus, 87) holds with := min f1;( 1=C?)2g. The continuity of F , is a consequence of
the continuity of |1,;7} and the continuity of the solutions of (Z.I)(2.5) with respect to the
control u and the initial condition ¢ (see [Z.1T)).

O
One may assume small enough so that
kzk < ) Reh ,(T); 1(T)i > 0:
The goal of this section is the proof of the following result,which proves TheoremZ.4.
Proposition 2.12.  There exists 2 (0; 1] such that, for every ¢ 2 H(%) (0; 1) with
k ¢ 1(Mkys < (2.88)

(0)
there existsz = z ( )2 M\ B 2(0; ) suchthatF (z )= Pu[ ¢]. Moreover, z ( ¢)!
Owhen ¢! 4(T)in HE) (0;1).

Combining Pr[ -(T)] = Pt[ ¢], Proposition ZI2 andjj ,(T)jjL2 = jj tjjL2z ends the
proof of Theorem[Z4. The proof of Proposition[Z.IR requireghe following preliminary
result.

Proposition 2.13.  There existsC> 0 such that, for every ; 2 H(%) (0; 1) with (285) and
z2 M\ Bpzpg;1y(0; ), we have

KF (1) zk6 Ck 1 a(T)KE, + kak™™;
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Proof of Proposition 2131 First step: Existence of C; > 0 such that

k 2(Ty) 1(T) €40 T1>z|<H(30) 6 Cikzk®% 822 M\ Biz2¢.1)(0; ): (2.89)

Let ., . be the solution of (ZI9) and [Z20) associated to the contris v, and w,. Then,
2(T1) = 0 and (T,) = €A(T Ti)z=kzk. Explicit computations show that 1
kzk , k zk , is solution of (2.18) with control uz, null initial condition and the following

source term

(tX) 71 Zii*2wo (1) () 2(tXx) + fizjjuz(t) (X) 2(tX):

In Proposition 211, was assumed to be smaller tharl, thus Proposition 21 implies that
there exists C > 0 such that

P — -
K, 1 kzk 2 k zK zK 1 oir)mz ) 6 Ckzk3%822 M \ BLz(0:1y(0; ):
which gives (2.89).
Second step: Existence o€, > 0 such that

kquLZ(Tl;T) 6 Cz[k f l(T)kH(%) + ka], 8z2 M\ BLZ(o;]_)(O; ): (290)

The map [r,.r7is C* and (r,.7)( 1(T1);0) = 0, thus there exists C > 0 such that, for
everyz2 M\ By 2(.9(0; ),

kuzkiz(r,:ry = K ryory( 2(Ta)i Prlos DRezeryimy
6 Clk 2(T1)  1(Ta)kus + KPr[ rlkys I:

- . P— . :
Explicit computations show that , 1 kzk , is solution of (Z.I8) with control u,,
null initial condition and the following source term

(tx) 71jj zjjwz (1) (x) 2(tx)+ pjjTjjuz(t) (x) 2(tx):
Thus Proposition [Z1 implies that there exists C > 0 such that
k2(T)  a(Tokeg 6k 2 2 P kzk ki1 ©mym3,) 6 Ckek: (2.91)
Then, Pr[ ¢]=Pr[ ¢+  1(T)] implies (Z30).
Third step: Existence of C3 > 0 such that
k , 1k 1 (TeT)HE,) 6 Cslk ¢ 1(T)kH(30) + kzk]; 822 M\ By 2¢.1)(0; ): (2.92)

Explicit computations show that 1 is solution of (ZI8) on (Ty;T) with control u,
initial condition  ,(Ty) 1(T1) and the following source term

(X)) 78 uz(t) (x) 1(tXx):
Using Proposition[Z1 and [2.91), we get a constanC > 0 such that

K ikt (1mymg, ) 6 Clkzk+ Kuzkie(rym)[;822 M\ Bz (05 );
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which, together with (£.90), gives (2.92).
Fourth step: Conclusion. Using the Duhamel formula, the commutativity between €At

and Py and the isometry on L2(0; 1) of €' , we get for everyz 2 M \ BL2(;1y(0; )

kF . (z) zk=kPm[ 2(T)] zk

Z+
2kt ju(OikPu 2( kd

T1

6 kPule (T T (Ty)]

Then, using the relation Py [ 1(1)] 0 (that holds becauseh' ;' k;i =0 forj =
1;:::;N), Cauchy-Schwarz inequality and estimates [Z.8R)[[Z.90)2.92) it comes that

kF . (z) zk
Zq

6 kPm[ 2(T1) 1(Ty) AT Tzk+ . juz()jkPm [ ( - 1)( )]kd

: p —

6k (T1) 1(Ty) e T™zk+ T Tikukezr,mk -
b

6 Cikzk®2+

1Kt (11Tl )
1(T)kys, + kekP?

T TiCoCslk ¢
6 C( )[kzk3:2+ K ¢ 1(T)k,2_|(30) ]:

This proves Proposition[Z.13.

([l
Proof of Proposition 212 We introduce the map

G (- M\ BLZ(o;]_)(O; ) ! M

z 7" z+Pul[ ] F,(2):
Our goal is to prove the existence of a xed point z

=z () tothe map G ,. By
Proposition 213, there existsC > 0 (independent of ¢) such that, for every z 2 M \
BL2(0;2(0; ),

kG ,(2)k 6 kz F , (2)k+kPy[ {]k

60k i (TG, +kek®2+k ¢ 1(Thkyy : (299
0)
Let °2 (0; ) be such that

C'O 0<

NI =

(2.94)

=2 If ¢ satis es ([289), thenG , maps continuously
M\ By 2(.1)(0; 9 into itself. The Brouwer xed point theorem implies the existence of a

xed point z =z ( ¢)of G, in M\ Byzp.1)(0; 9. We deduce from [Z9B) and [Z94)
that
kz ( 1)k6 2[Ck ¢  1(T)k%s +K ¢

and 2 (0; 1) be suchthatC 2+ <

1(Tkug T
thusz ( ¢)! Owhen ¢! 1(T)in HE) (0;1).
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2.5 Proof of Theorem 2[6_]

In this section, we prove Theorem[Z6 when 90) = %1) 6 0. The case %0) =

%1) 6 0 may be proved similarly. The strategy is similar to the one ofthe previous
section, excepted that, for some lost directions, the secahorder may vanish and thus, we
need to go to a higher order. We prove that the third order is sucient.

2.5.1 Heuristic

We consider a controlu of the formu= v + 2w+ 3  then, formally = ;+ +
2 + 3 +0(3%),where and solve (ZI9) and [2.20) and

8

<i@ = @ v() (x)  w() (x) () ) 15 (tx)2(0;T) (0;1);
(t0)= (t1)=0; t2(0;T); (2.95)
0;x)=0: x 2 (0;1):

We assume thatk 2 N satisesh' 1;' ki =0 and that the quadratic form QZ.; vanishes
on V¢ (see Proposition[Z5). Then, one may prove that for anyv 2 V¢, h (T); «(T)i =
Qi1 (v) where Q3 ; is the cubic form (the index 3 is related to the fact that is the third
order of the power series expansion)

Z T Z '[1 Z tz

Qkr (V) = v(t1) v(tz) v(ts)hi.r (t1;t2; t3)dtsdtadty;
0 0 0
hK;T (tl;tZ;t?,) = le:jzel[( D LS P PO L PR (I 1)'(3];
j1=1j2=1

Bj1:jz = h' K . jlih' i1;l jzih' jz;l 1i:
Proposition 2.14. Let 2 H3((0;1);R) and K 2 N be such that 40) = 9%1) 6 0 and
h' 1;' ki =0. Then,

either, for every N > 0, there existsn > N such that

h' ;' nih' n;' 1i&0 (2.96)
or, for every N > 0, there existsni;n, > N such that
h'" ;' n,ih" nyi' n,ih' n,;"1i &0 (2.97)

Proof of Proposition Z.14. The proof relies on the equality (Z.63). IfK is odd, then (Z.96)
holds with n odd and large enough. IfK is even and [Z.96) does not hold, then[{Z97) holds
with n; odd, n, even, both large enough.

O

The previous and next propositions show that any lost directon (at the rst order) is
recovered either at the second order, or at the third order.
Proposition 2.15. Let 2 H3((0;1);R), K 2 N be such that

h' ;"' nh" n nyin' n,;" 11 &0 for someng;n; > K:

Then, Q3.+ 60 on Vy, 8T > 0.
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Proof of Proposition 215 To simplify the notations, we write Qt and h instead of Qﬁ;T
and hg . Working by contradiction, we assume thatQr  Oon Vy, forevery T <T . Then
r Qr(v) ? Vr,foreveryv2 Vr and T <T . Easy computations show that, forv 2 Vr,

z

rQr(v):tz7! , v(ta)v(to)[N(te; to; t3) + A(t1; ts; t2) + N(ts; to; t1)]dt1dts
o;T)

where R(tq;t2;t3) = h(t1;to;t3)1,5t,5t 5. Let v 2 Vy with a compact support (a;b)
(O; T). For t3 2 (0;a), we have

r Qr(v)(ts) = * ke (V)i Dt (2.98)
k2:l
where
Z %
kz(v) = i V(tl)v(tZ) Bkl;kzei[( « SRR k2)IZ]dtZdtl:
(ab)? Ky =1

We know that r Qr (v) belongs to Adh 2.1y (Sparfe (i 2)';j 2Jg) because Qr(v) ?
Vr. The uniqueness of the decomposition on a Riesz basis ensaréhat (Z.98) holds for all
t32 (0;T). For t3 2 (b; T), we have

X .
r Qr(v)(ts) = i h' ;' kiQE, .1 (el «

k1:l
where Q¢ 1 is de ned in (2.26)-(2.27). Thus,
R _ X .
i h' k' GiQE (el b= L()ele DB 8h <ty < T:
k1=1 k2=1

Notice that the frequencies( k,) in the left hand side are negative wherk; > K , and
the frequencies( i, 1) in the right hand side are non-negative. Thus,

h' «;' kliQﬁl;T (V) =0;8k; > K:
But C2(0;T)\ Vr is dense inVy, thus
h' k' «iQZ.r 0onVr;8k>K: (2.99)

Let ny;n2 > K be such that h' « ;' nih' ;" n,ih" n,;" 10 & 0. In particular,

h" «;'n,i &0 and Qﬁl;T 6 0 on Vg, for every T > 0 by Proposition Z5. This is in
contradiction with (Z99).

([l

Remark 2.4. Note that the third order may be necessary. For example, with (x) =
X hx 1;'ki'k="1,whereK 2 Nis even, we haveh' 1;' hih' ;' ki =0,8n2 N , thus
2 0
KT '
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2.5.2 Reaching the missed directions at the second or third o rder

We here only detail the changes with respect to the proof of Sation 224 Using, (Z.63)
and the fact that %0) = 9%1) 6 0, it comes that fK 2Ny ; h' 1;' ki =0g is nite.
Thus, there existsp 2 N and K; < < Kp 2 N such that for any j 2 f1;:::;pg,
h' 1;" x;1 =0. The estimate (2.63) also implies the existence o€ > 0 such that

jh' 1" c. 8k2Nn f Ky Kpo:

Let Ky := j2f1::5;pg; Qg ;v 6 0onVr andKg) = f1;:::;pg K @) . The spaces
MI and M are de ned as in (Z63), (Z66). Let us de ne

M , M .
M(z) = M]; M(g) = M!:
j2K @ j2K ®

Thus, M = M) M. Proposition 28 holds with M replaced by M3 . The cubic
form Qf .+ satises Qg +( V) = Qg r(v). Thus, one does not have to exploit the
rotation phenomenon as in Proposmon[ZfB and we can reach aasis with real non negative
coe cients of M® on the third order in arbitrary time. More precisely, the fol lowing
proposition holds.

Proposition 2.16. Let T > 0. There exists a continuous map

S M(3) ! |_2((0,T),R)2
z 7 (v;w; )

such that, for everyz 2 M), the solutions , and of (ZI9), (£20) and (Z35) satisfy
(T)=0, (T)=0 and (T)= z.

Finally, let us de ne the control u, by

(

kzokvy, + Kzokw,, + kzak!™3wy, + kzsk®™3w,, + kzzsk~, on (0;Ty);

YT L ATOiPrL D) on (TuT):

wherez; + zz = z with (z2;23) 2 My M3 and

@A (T T1)22 @A (T T1)23

(Vlz ; WZz) = n Tzk ’ (VZS » Wass ~Zs) = ~T1 ngk

Theorem[ZB is then proved, as Theoreri 214 in Sectidn 2.4.5sing a xed point argument.

Remark 2.5. As Proposition [Z8 is the only step requiring a minimal time, it has to be
noticed that if K@ = Theorem[Z® holds in arbitrary time
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2.6 A rst step to the characterization of the minimal time

In this section, we focus on the system

2 i@ (tx)= @ (Ex) u) (x) (&x); (Ex)2R (0;1);
(t;0)= (t;1)=0; t2R; (2.100)
sqt) = u(t); t2 R;

associated to the initial conditions
(;8)(0)=("1;0) (2.101)

We consider a dipolar moment 2 H3((0;1);R) such that h' ;' 1i =0 (for instance
(x) =(x 1=2)). We use the notation Qt instead of Q;.1 (see [Z3B){Z3#)),Q instead

of @2 (see [ZZ6){Z2V))k(t; ) instead ofkyr (t; ) and the spaces
( Z )
VA= v2L3%0;T);  wv()e itdt=0;8] 2J [f 1g
0

( Z )
Vr:= S2L3%(0;T);R);  S(t)é'itdt=0;8j 2J
0

where J is de ned by (Z2Z4). We introduce the quantities
TL, =supfT>0;Qr 6 0onVqg;

T2, =inffT>0;9S 2Vs\ HO;T) such that Q+(S )= 1g: (2.102)
Lemmal[Z2 ensures thatT,, > 0 and the following proposition justi es the existence of
T-2

min -

Proposition 2.17. Let 2 H?3((0;1);R) be such thath' ;' 1i =0. For every T > 2=,
there existsS 2 V1 \ H}(;T) such that Qv(S ) = 1; or, equivalently, there exists
v 2 V#suchthatQr(v )= 1. Thus,

2
0<Ty < Toin 6 Thin 6

where T, was de ned in LemmalZ.2.

This proposition may be proved as LemmdZ}. The goal of thisection is the proof of
the following theorem.

Theorem 2.9. Let 2 H3((0;1);R) be such that
h' 1'2i=0 and 9c> 0such that— 6 jh' 1:' «ij:8k2J : (2.103)

k3
For every T < T2X. , there exists > O such that, for everyu 2 L2((0;T);R)

with(Z12), the solution of (ZI00)-(ZI01) satis es
(;s)T)8é [lEJ 1 2+i] «(T)0; 8>0
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If, moreover J = N f 1g, then, for every T > T2, , the system [Z.I0D) is controllable
in H(30) (0;1) R, locally around the ground state( = ;s 0), in time T, with
controls u 2 L2((0; T); R).

In particular, when J = N f 1g, the minimal time Tnyn required for the local controllability
satis €s Tmin 2 [T, ;T2 |-

Remark 2.6. The equality between T, and T2, is an open problem, equivalent to the
question addressed in the next paragraph.
Let Pr be the orthogonal projection from L?((0; T);R) to the closed subspacé/r and
Kt be the compact self adjoint operator onL?((0; T); R) de ned by
z t
Kr =P t7! k(t; )S( )d
0

Recall that A; is de ned by (22I0). We know that
forany T < T2, all the eigenvalues ofKt are < A; (see the rst statement of

Theorem[Z2.9),
forany T > T2, , the largest eigenvalue oKt is > A ;. (by de nition of T3, ).
For T > T3, , does the associated eigenvector belong td3((0; T);R) ?

The proof of the second statement of Theoreni’Z]9 may be done agtly as the proof of
Theorem[Z2 in Section’Z#. Indeed, whed = N f 1g, then

the vector spaceM of lost directions (at the rst order) is iR 1(T),

for any T; 2 (T2, ;T), the controls S 2 V1, \ H}(0;T;) allow to reach the states
i 1(T1) with the second order term; moreover,(i 1(T1); i 1(T1)) is an 'R* -basis'
of M.

Thus, in this section, we focus only on the proof of the rst statement of Theorem[Z9,
which is a direct consequence of the following result.

Theorem 2.10. Let 2 H3((0;1);R) that satis es (ZI03). For every T < T2, , there
exists > 0 such that for everys 2 H((0;T); RB) with s(0) =0 and ksk, - < , the solution
of the Cauchy problem [Z.3P) satises®(T)6( 1 2+i ) 1(T),8 > 0.

In section[Z.6.1, we state a preliminary result for the proofof Theorem[Z.I0, which is
detailled in section[Z6.2.

2.6.1 Preliminaries

For T > 0and > 0, we introduce the sets

8 9
< Z ! =

Vi = S2L20:T): s(t)e' itdt 6 kSkiz(o:T). (2.104)
. 0 i y
22 )2

where J is de ned in (2224).
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Proposition 2.18. For every T < T, , there exists = (T); = (T)> 0 such that
QT(S) 6 (T)kSkfz(o;T); 8S2Vr,; (2.105)
Qr(S) 6 (D sk ; 8S2Vr, : 2.106
1(S) 6 —5kSklx o1y o (2.106)

This proposition may be proved with the formalism of Legendie quadratic forms (see
[24]). For this article to be self contained, we propose an ementary proof in Appendix

2a

2.6.2 Proof of Theorem 2.[0]

Let T < T, . We proceed as in the proof of Theoreni Z17. Working by contraittion,
we assume that, for every > 0, there existss 2 H(0;T) with s (0) =0 and ks k > <

such that the solution € of (Z39) satis es

p
EM=( 1 2+i ) oT) (2.107)
for some > 0.
First step : For > 0 small enough,s 2 V1. (with = (T) as in Proposition [Z18).
Using (2.103), Proposition[Z3 and [Z.1017) we have
Z ! Z !
s (t)e' i'dt 6C !jh' 1y s(t)eitdt
0 23 0 23

e - i
6C he(T)y (M =+ olksks)

hi
= Ioo(ks k. 2) (2.108)

which gives the conclusion.

Second step : Conclusion.Using (Z42) with K =1, the rst step and (£I06) it comes
that

0< =Imhe&(T); 1(T)i
=Qr(s)+ o (ks kZ)
6 %ks k2, + 0, (ks kZ2);

which is impossible for small enough. This ends the proof of Theorenh 2.10.
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2.6.3 Comments about generalizations

Let us consider a situation in which the rst order misses exatly N 2 directions
associated to the indexeK 1;:::;Kn. Let QKl Tl "Q . .7 be the associated complex-
valued quadratic forms. A natural candidate for the m|n|mal time Tmin could be the
minimal time Tmi, for the image of

Qhuriini Qi st

to cover CN. The positive controllability result in time T > T, could be proved with
the technics of this article. The negative controllability result in time T < Tnin IS more
di cult. To transfer an impossible motion from the second or der to the nonlinear system
we need a coercivity property which is not obvious in this cas.

2.7 Conclusion, open problems, perspectives

In Theorem [Z3, we have proposed a general context for the lat controllability of the
system (Z.1) to require a positive minimal time. This statement extends Coron's previous
result in [53] because:

it does not use the variables(s; d) in the state,
the control u has to be small inL? (notin L),
(x) is not necessarily(x  1=2).

The validity of the conclusion without the assumption Ax 6 0 is an open problem.

In Theorem [2Z.4, we have proposed a su cient condition for the system (Z1) to be
controllable around the ground state in large time. This su cient condition is compatible
with the general context of Theorem[Z3, thus there exists adrge class of functions for
which local controllability holds in large time, but not in s mall time.

The existence of a positive minimal time for the controllabiity is closely related to a
second order approximation of the solution. When a directia is not controllable neither at
the rst order, nor at the second one, then it is recovered at the third one, and no minimal
time is required.

The characterization of the minimal time for the local controllability around the ground
state is essentially an open problem. A rst step has been doa in this article, when only
the rst direction is lost.

In [44], Crépeau and Cerpa prove the local controllability d the KdV equation, with
boundary control. When the length of the domain is critical, the linearized system is not
controllable along a nite number of directions, but all of t hem are recovered at the second
or third order. The existence of a positive minimal time, required for the local controllability
is an open problem. The technics developed in this article mabe helpful for this question.

2.A  Trigonometric moment problems

In this article, we use several times the following result (ge, for instance[[16, Corollary
1 in Appendix B] for a proof).
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Proposition 2.19. Let (! x)kan be an increasing sequence dbD;+1 ) such that! 41
l'y! +1 whenk! +1 and!;=0. LetI2(N;C):= fd=(dk)ken 2 I?(N ;C); d; 2
Rg.

For every T > 0, there exists a continuous linear map
Lt: I3(N;C) ! L2%(0;T);R)
d 7! L+ (d)
such that, for everyd = (di)kan 2 12(N ;C), the function v := Lt (d) solves

Zq

v(t)e' «'dt = dy; 8k2 N :
0

For every T > 0 there exists a constantC = C(T) such that (Ingham inequality)

Z < 2 2
jaj®6 C ae' ¥t dt; 8(a)ken 2 1(N ;C):
k=1 0 k=1

2.B  Proof of Lemma 23]
This appendix is devoted to the proof of LemmaZ.3B. It is a straghtforward adaptation

of [16, Lemma 1]. By de nition,

% L ,

F(t)= () ki¢ «d 'y inL?0;1):

k=t O
For almost every 2 (0;T),f( )2 H?' and
z 1

H()fki:pi f(;x)sin(k x )dx
P P57,
= —k ( D*F(;1) f(;0) + © 9 ;x)cos(k x )dx:
0
Thus,
Zt
IFM®iin: = H() ki€ “d
0 0 ht
IOi Z, . Z, '
6 — f(;1)€e «d _+ f(;0)e « d
z,° oo
1
+ —

t
H );picoskx )ie « d
0
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As (p 2cosk x ))kzn is orthonormal in L2(0; 1),

Z p_ . x 2y p_ . , 172
HO ); 2coskx)ie * d = HY ); 2coskx)i€e  d
0 2 k=g O
% 2 p_ 2 =2
6 t  HY); 2coskx)i “°d
k=1 O
Z 1=2

p - t . 0 ..2
6t JFAO)IE-d
P .
6 tifiiLzqoitym:
Finally [L6] Appendix B, Corollary 4] imply
P~ P
. . 2C(t) .. . .. . 2. .
iiF®iin: 6 M e P Diicey + iif 0Lz + —lifliceqo
6 ci(MiifliLzqoityHyy

where c(t) is bounded fort lying in bounded intervals. This proves that F(t) 2 H3(0; 1)
for everyt 2 [0;T] and that t 7! F(t) 2 H} is continuous att = 0. The continuity at any
t 2 [0; T] may be proved similarly.

2.C Proof of Proposition 2.18"]

This appendix is devoted to the proof of Proposition[2Z.I8. The proof is divided in two
steps. First, using a maximizing sequence we prové (Z.ID5)Then, solving an adequate
moment problem, we prove [Z.106).

First step: Proof of (Z05). For T 2 (0; T, ), we de ne the quantity (T) > 0 by
(T):=supfQ1(S); S2Vr,jjSjiL2¢0;1) = 10 (2.109)

First, let us emphasize that, if (T) 6 0, then, there existsS 2 V1 such that jjSjj 2.7y =1
and Q7 (S) = (T) (consider a weakL ?(0; T)-limit, of a maximizing sequence and use the
compactness of the operatoK : L2(0;T)! L?(0;T)denedby KS :t 7! S S()k(t; )d).

Let us assume that there existsT 2 (0; T, ) such that (T)=0. Let Ty 2 (T;T%, ).
Let S 2 V1 such that kS ki 20,7y =1 and Q7(S ) = 0. We extend S on (T;T;) by
zero. Then, S 2 V1, and Qr,(S ) = maxfQ 1,(S); S 2 Vrg = 0 thus (Euler equation)
rQ 1,(S)?Vr,, ie. there exists a unique sequencés; )j2; ¢ 19 2 12 such that

X )
rQ 1,S (t) = €' i'in L(0;Ty):
j23f 1g
However, we have
Z t
rQ r,(S)(t)= A;S (t)+ S ()k(t; )d; 8t 2 (0;Ty):
0
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In particular, rQ 1,(S) 0 on (T;Ty) thus (Ingham inequality, see Proposition[Z.19)
g 0. We have proved that

1 %t
S(t)= A, ; S ()k(t; )d;8t2 (0;T):

Thus, S (0)=0,S 2 H((0;T);R) and S° satis es the same relation. lterating this result,

we getS™M(0) =0 and S 2 Ker( Aild + K) for every n 2 N. But K is compact, so
dim[Ker( A;ld + K)] < +1 . Thus there existsN 2 N and ap; ;an 1 2 R such that

s = as +as®+ +ay SN Y

s@=0; :stN Yo)=0
Therefore S =0, which is a contradiction.
Second step: Proof of [Z106):Let > OandS 2 Vr. with kSk > =1. Let d:= (dk)k>2
be de ned by 7
T

di = S(t)e" «tdt; 8k > 2:
0

Then kdk- 6 . Let S:= Ly(d)andSy:= S S, whereL+ is as in Proposition[Z19. Let
C(T) := kLtk. We have

kSk_ . 6 C(T) and 1 C(T) 6 kSpk 26 1+ C(T): (2.110)
Using the rst step and Cauchy-Schwarz inequality, we get
Qr(S)= Qr(So+ 5)

Z, z, z. z,
= Qr(So)+ Qr(S)+  So(t)  S(s)k(ts)dsdt+  S(t)  So(s)k(t; s)dsdt
0 0 0 0

6  (T)kSok?, + %kkkl kSk?, + 2 Tkkky kSok 2kSk »
6 (Tl C(T) PP+ %kkkl C(T)? 2+2Tkkky [1+ C(T) ]C(T):

Thus, for small enough, we getQ+ (S) 6
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Contrélabilité simultanée de deux et
trois équations
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3.1 Introduction

3.1.1 Main results

We consider a quantum particle in a one dimensional in nite sjuare potential well coupled
to an external laser eld. The evolution of the wave function is given by the following
Schrédinger equation

(.
i@ = @ u® (0; &x)2(0T) (©1)

3.1
tO= (1)=0; t2 O;T); G4
where 2 H3((0;1);R) is the dipolar moment andu : t 2 (0;T) 7! R is the amplitude of
the laser eld. This is a bilinear control system in which the state lives on a sphere of
L2((0;1); C). Similar systems have been studied by various authors (seeg [16,[103/122,
44]).

We are interested in simultaneous controllability of systam (3.1) and thus we consider, for
N 2 N , the system

‘@i @ u W ©02OT) O 21%Ng

. : , (3.2)
't;00= !(t;1)=0; t2(0;T);j2f1,:::;Ng:

It is a simpli ed model for the evolution of N identical and independent particles submitted
to a single external laser eld where entanglement has beenaglected. This can be seen as
a rst step towards more sophisticated models.

Before going into details, let us set some notations. In thisarticle, h; i denotes the usual
scalar product onL?((0; 1);C) i.e.

Z, L
H;gi = , f (x)g(x)dx

and S denotes the unit sphere ofl2((0; 1); C). We consider the operatorA de ned by

D(A) = H2\ H((0;1);C); A = @
Its eigenvalues and eigenvectors are

k= (k )% (X)) = IDisin(kx); 8k2 N :
The family (' k)kon is an Hilbert basis of L?((0; 1); C). The eigenstates are de ned by

k(Gx) =" ()e ' (tx)2RY (01 k2N :

Any N -tuple of eigenstates is solution of system[{3]2) with contol u 0. Finally, we de ne
the spaces
H{ ((0;1);C) := D(A%?); 85> 0;
endowed with the norm I
1 P 1=2
g, = ke i
k=1
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and ( )
X1
h*(N ;C):= a=(adken 2C";  jkoaj®< +1
k=1
endowed with the norm |
Xl - 1=2
fiajjns = jkoayj?
k=1

Our goal is to control simultaneously the particles modellal by ([3:2) with initial conditions
j(O;X):',-(x); x2(0;1);j 2f1;:::;Ng; (3.3)

locally around 1;:::; N using a single control.

Remark 3.1. Before getting to controllability results, it has to be noti ced that for any control
v 2 L?((0;T);R), the associated solution of [3.2) satis es

hi(t); *@i=nh1(); “©O)i; 8t2[0T]:

This invariant has to be taken into account since it imposes ompatibility conditions between
targets and initial conditions.

The caseN = 1 of a single equation was studied, in this setting, in[[16, Therem 1] by
Beauchard and Laurent. They proved exact controllability, in H(3), in arbitrary time,
locally around 1. Their proof relies on the linear test, the inverse mapping heorem and a
regularizing e ect. We prove that this result cannot be extended to the caseN = 2.

In the spirit of [16], we assume the following hypothesis.

Hypothesis 3.1. The dipolar moment 2 H3((0;1); R) is such that there existsc > 0
satisfying

C .
Fu

Remark 3.2. In the same way as in[[16, Proposition 16], one may prove that Mpothesis[3.1
holds generically inH3((0; 1); R).

Using [16, Theorem 1], Hypothesi§ 311 implies that thg " equation of system [3:2) is locally
controllable in H@, around .

LAY

Hypothesis 3.2. The dipolar moment 2 H3((0;1);R) is such that
A =h' 1;' 1|h( %2' 2;' 2i h ' 2;' 2|h( 0)2' 1;' 1|&0

Remark 3.3. For example, (x) := x3 satis es both Hypothesis[3:1 and3:2. Unfortunately,
the case (x) := x studied in [122] does not satisfy these hypotheses. But, asi[l6,

Proposition 16], one may prove that Hypothese§ 311 and 312 Ho simultaneously generically
in H3((0; 1); R).

Remark 3.4. Hypothesis[3.2 implies that there existsj 2 f 1;2g such that h* ;' ji & 0.

Without loss of generality, when Hypothesis[3.2 is assumeda hold, one should consider
that h' 1" 1i &0.
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Theorem 3.1. Let N =2 and 2 H3((0;1);R) be such that Hypothesi§3]2 hold. Let

2f 1;1g be dened by := sign(Ah' ;' 1i). There exists T > 0 and " > 0 such
that for any T < T , for every u 2 L2?((0;T);R) with jiujjLzo:;ry < ", the solution of
system [3.2)-(33) satis es

YTy A(T) & 1(T); P e A(T) ; 8> 0

Thus, under Hypothesis[3.2, simultaneous controllabilitydoes not hold for( *; 2) around

( 1; 2) in small time with small controls. The smallness assumptionon the control is in

L2 norm. This prevents from extending [16, Theorem 1] to the casN 2. Notice that the

proposed target that cannot be reached satis es the compability conditions of Remark BTl

However, when modelling a quantum particle, the global phase is physically meaningless.
Thus forany 2 Rand 1; 2 2 L?(0;1);C), the statese ( *; ?) and ( ; ?) are

physically equivalent. Working up to a global phase, we proe the following theorem.

Theorem 3.2. Let N =2. Let T > 0. Let 2 H3((0;1);R) satisfy Hypothesis[3.1 and
h' 1;' 1i& h' ;' ,i. There exists 2 R, "o > 0 and aC! map

: O, ! L%(0;T);R)
where
n i - >@ . i i e o
Opi=  §i f 2HH(0:1:0% h¢; fi= j=xand  ji; € (Ming <"o
j=1

such that for any }; 2 2 O-,, the solution of system [3.2) with initial condition (8:3)
and controlu= }; ? satises

(T 2n=C ¢ f:

Remark 3.5. Notice that, using Remark 3.1, the condition h ! ; Ki = j=x is not restric-
tive. Indeed, as 1 (0) = ' i, we can only reach targets satisfying such an orthonormalit
condition.

Remark 3.6. The same theorem holds with initial conditions ( 3; 3) close enough to
(' 1;" 2) in HE, satisfying the constraints h §; §i = h #; ?i (see Remark 314 in Sec-
tion B.4.2).

Working in time large enough we can drop the global phase andve the following theorem.

Theorem 3.3. Let N =2. Let 2 H3((0;1);R) satisfy Hypothesis 3.l and4h' 1;' 1i
h' ,;' 2i& 0. There existsT > 0 such that, for any T 0, there exists"o > 0 and a C*
map

D Ot ! L2(0;T +T)R)

where

n o x 0
Ogri= {1 F 2H(0:1:C)% hy fi= j=cand i} j(Dikg <"o
j=1
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such that for any }; 2 20O-,., the solution of system [3:2) with initial condition (83)
and controlu= }; ? satises
T +T) 3T +T) = F

Remark 3.7. Remark[3.8 is still valid in this case.

We now turn to the case N = 3. We prove that under an extra generic assumption,
Theorem[3.2 cannot be extended to three particles. Assume #hfollowing hypothesis.

Hypothesis 3.3. The dipolar moment 2 H3((0;1);R) is such that
B:= h' 5'si h ' 2 a0 W92 g i
+ h' g hotogtai hC 9% i
+ h' o' oi h "ot 9% 5 5iE0:
Remark 3.8. Hypothesis[3:3 implies that there existj;k 2 f 1;2;3g such that h* ;' ;i &

h' ;' ki. Without loss of generality, when Hypothesis[3.3 is assumetb hold, one should

consider thath' ;' 1i& h' 2;' 2i.

Remark 3.9. Again, one gets that Hypothese§ 311 an@3]3 hold simultanealy generically

in H3((0; 1); R).

We prove the following theorem.

Theorem 3.4. Let N =3 and 2 H3((0;1);R) be such that Hypothesi§ 313 hold. Let
2f 1;1g be dened by := sign B(h' 2;'2i h ' 1;'1i) . There existsT > 0 and

"> 0 such that, for any T < T , for every u 2 L2((0;T);R) with jidjjL2o;ry <", the

solution of system [3.2)-(3:3) satis es

. p—
Y1), AT); X(T) 8€  u(T); oT); 1 2+i oT) : 8> 08 2R:

Thus, in small time, local exact controllability with small controls does not hold for
N 3, even up to a global phase. The next statement ensures that iholds up to a global
phase and a global delay.

Theorem 3.5. Let N =3. Let 2 H3((0;1);R) satisfy Hypothesis[3.1 andsh' 1;' 1i
8h' ;' 2i +3h" 3;' 3i & 0. There exists 2 R, T > 0 such that, forany T 0, there
exists"o > 0 and a C! map

: O.p7 ! L2(0;T +T);R)
where
O,r:=  F & % 2HE(0:1:C)°% h!; Ki= - and
x : 0
it € j(Miue <"o ;

(0)
such that for any }; 2; 3 2 0.1, the solution of system [3.:2) with initial condition
@3) and control u=  }; ? 3 satises
T o+T) AT 4T AT 4Ty = f R

Remark 3.10. Remark[3.8 is still valid in this case.
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