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Résumé

En simulation de réservoir, les variations spatiales des propriétés pétrophysiques des roches (porosités,
perméabilités, . ..) sont données par un modéle géologique défini sur une grille pouvant comporter plusieurs
centaines de millions de mailles. Simuler des écoulements polyphasiques sur ce type de grille peut étre trés
coliteux en temps de calculs. Au cours d’études, les ingénieurs de gisement procédent souvent & une mise &
I’échelle de ces propriétés sur une grille plus grossiére, utilisée ensuite pour la simulation.

Cette fagon de procéder ne permet pas toujours de bien prendre en compte 'influence sur I’écoulement
des hétérogénéités présentes a 1’échelle fine. Plusieurs méthodes multi-échelles ont donc été proposées ces
derniéres années afin d’obtenir un meilleur compromis entre les temps de calculs et la précision des solutions
obtenues. Actuellement, la plupart de ces méthodes permettent de résoudre plus efficacement 1’équation en
pression : une premiére résolution de cette équation est faite sur une grille grossiére puis, les flux et les
pressions sont reconstruits sur la grille fine. Dans cette approche, les équations de transport sont, quant &
elles, toujours résolues sur la grille fine & partir de schémas de discrétisation classiques.

La premiére partie de cette thése présente la mise en ocuvre et les résultats de tests réalisés sur la
méthode des éléments finis mixtes multi-échelles dans un environnement de calcul paralléle. On résout alors
un probléme elliptique pour obtenir les pressions et les flux. Cette méthode a déja fait I’'objet de nombreuses
applications & la simulation de réservoir mais des mesures de réduction des temps de calculs n’ont, & notre
connaissance, jamais été réalisées numériquement en paralléle dans un contexte industriel.

Le second et principal objectif de ce travail est de proposer une nouvelle méthode multi-échelle pour la
simulation du transport d’une saturation ou d’une concentration dans un écoulement miscible en milieux
poreux. On résout donc un probléme d’advection-diffusion a convection dominante. Cette méthode est
construite a partir de résultats rigoureux d’homogénéisation en milieux périodiques. En particulier, on
obtient une vitesse de convergence explicite pour ce procédé d’homogénéisation ainsi qu’'une estimation
d’erreur pour la méthode numérique multi-échelle associée. Des exemples numériques sont ensuite présentés.

Mots-clés: Ecoulement diphasique, Multi-échelle, Homogénéisation, Milieux poreux, Simulation de réser-
VOir.



Abstract

In reservoir simulation, rock properties like porosities or permeabilities are given by a geological
model defined on a grid made of hundreds of thousands of cells. Performing polyphasic flows directly on
this grid may require long computation times. Therefore, reservoir engineers usually build upscaled rock
properties on a coarser grid and fluid flow simulations are run with this grid.

However, with this approach, the influence of the heterogeneities on the flow may be partially lost. Several
multiscale methods have been introduced over the past years to improve the balance between accuracy and
computation time. Most of them are dedicated to the resolution of a pressure equation. This equation is first
solved on a coarse grid and a reconstruction of both fluxes and the pressures is then made at the fine scale.
However, the resolution of the transport equations is still done by means of classical numerical techniques
on the fine grid.

The first part of this PhD work is devoted to the efficient implementation of the mixed multiscale finite
element method in a parallel environment and discusses numerical tests. It amounts to solving an elliptic
equation for the pressures which yield the fluxes. Many papers have been published on this topic, but, to
our knowledge, its efficiency has never been completely studied in parallel in an industrial framework.

The main contribution of this work is to propose, in a second part, a new multiscale method for the
transport of a concentration or a saturation for the simulation of miscible flows in a porous medium. Here a
convection dominated advection-diffusion equation is solved. This new scheme is built using rigorous results
of periodic homogenization. In particular, an explicit rate of convergence of this homogenization method
is established. An error estimate is also proved for the corresponding multiscale method. Numerical results
are then presented.

Keywords: Two-phase flow, Multiscale, Homogenization, Porous media, Reservoir simulation.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et motivations

1.1.1 Objectifs de la simulation de réservoir
Présentation d’un réservoir d’hydrocarbures

L’industrie pétroliére s’intéresse aux réservoirs géologiques dans lesquels se sont accumulés des hydro-
carbures. L’objectif est alors d’extraire ces hydrocarbures de la maniére la plus efficace possible. Dans un
premier temps, le sous-sol est foré jusqu’a atteindre la roche réservoir ou sont situés les hydrocarbures. Dans

Gaz

j -

&

F1GURE 1.1 — Un réservoir d’hydrocarbures simplifié en exploitation

certains cas, la pression initiale du sous-sol peut permettre aux hydrocarbures de remonter a la surface. On
parle de récupération primaire. Cette méthode ne permet, en général, de récupérer que 5 a 15 % des hydro-
carbures présents. La deuxiéme étape consiste alors & injecter de ’eau a I'intérieur du réservoir pour pouvoir
en récupérer une plus grande partie : c’est la récupération secondaire. On arrive ainsi a atteindre des taux
de récupération de l'ordre de 35 & 45 %. D’autres méthodes permettent d’améliorer encore ce taux de récu-
pération. L’injection de COs et sa dissolution dans la phase hydrocarbure permet de réduire la viscosité de
I’huile et ainsi faciliter sa récupération. Des composés chimiques tels que des polymeéres, des surfactants, des
alcalins peuvent augmenter la récupération en réduisant les différences de viscosité et la tension superficielle
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entre les différentes phases. Ce type de technique constitue ce que I'on appelle la récupération améliorée et
permet, en moyenne, d’augmenter de 5 & 15 % le taux de récupération.

Utilisation de la simulation numérique

Nous avons décrit succintement les méthodes d’exploitation d’un réservoir d’hydrocarbures. Cependant,
le choix de l’exploitation ou non d’un gisement d’hydrocarbures est ’aboutissement d’un processus déci-
sionnel assez important. En effet, la mise en place d’une exploitation pétroliére représente un investissement
trés lourd (quelques millions d’euros par forage). Les compagnies pétroliéres chargées d’évaluer I'intérét d’un
gisement pétrolier doivent donc étre capables de prévoir le plus précisément possible la quantité d’hydrocar-
bures qu’elles pourront récupérer. Ces entreprises ont recours a des logiciels de simulation de réservoir qui
utilisent des données PVT et pétrophysiques mesurées par le biais de différentes techniques (carottes, enre-
gistrements sismiques, . . .). Ces simulations ne servent pas seulement a prévoir les quantités d’hydrocarbures
produites mais sont également utilisées pour optimiser le placement des puits. Les modéles d’écoulement sont
souvent mis au point via un processus dit de calage d’historique ot les données du modéle sont modifiées au
cours d’un processus d’optimisation itératif nécessitant le lancement de plusieurs simulations d’écoulement
et visant a reproduire les données mesurées au cours de ’exploitation.

1.1.2 Intérét de l’'utilisation de nouvelles méthodes numériques

Un simulateur de réservoir constitue donc un outil important pour I'industrie pétroliére. Toutefois,
comme nous allons le voir dans ce qui suit, le temps d’exécution et la précision des résultats obtenus
sont dépendants d’un changement d’échelle. En effet, un réservoir d’hydrocarbures est constitué de roches
sédimentaires formées d’un réseau de pores ou les fluides peuvent circuler (voir figure 1.2). La taille des
pores est de ’ordre du micrométre. Un réservoir d’hydrocarbures peut, quant & lui, s’étendre sur plusieurs

FIGURE 1.2 — Roche poreuse observée au microscope

centaines de kilométres carrés. Cette différence d’échelle est souvent en partie réduite en introduisant deux
grandeurs moyennes caractérisant le milieu poreux & ’échelle du métre :

— la porosité ¢ représente le rapport du volume poreux sur le volume total de la roche,

— la perméabilité k est la capacité de la roche a laisser un fluide s’écouler sous l'effet d’une différence de

pression. Cette grandeur a été introduite par H. Darcy [Dar56].

L’introduction de ces grandeurs moyennées permet d’éviter la distinction entre le pore et la matrice solide.
Les équations physiques permettant de simuler un écoulement fluide sont donc écrites a une échelle plus
macroscopique. Le modéle constitué des cartes de porosités et perméabilités est appelé modéle géologique.
Les longueurs caractéristiques de variations de ces propriétés peuvent encore étre relativement petites par
rapport aux dimensions du réservoir. Ainsi, une résolution numérique de I’écoulement sur le modéle géolo-
gique consisterait a définir, dans des cas industriels, une grille de I'ordre du million ou du milliard de mailles.
Sur une grille de cette dimension, 'utilisation de méthodes numériques classiques serait trop cotiteuse. Cette
thése a pour but de construire et de tester des méthodes multi-échelles pour simuler ces écoulements en
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diminuant le temps de calcul tout en maintenant une précision des solutions proches de celles obtenues avec
des méthodes classiques.

Les méthodes multi-échelles étudiées dans ce manuscrit ont d’autres applications que la simulation de
réservoir, en particulier,

— DPétude du risque lié au stockage de déchets nucléaires dans les sous-sols [AKP07],

— I’étude de la pollution des sols.

1.2 Simulation numérique et méthodes multi-échelles

Nous avons vu, au paragraphe précédent, que la simulation d’écoulement sur le modéle géologique n’était
pas réalisable avec des méthodes classiques. En pratique, les porosités et les perméabilités sont souvent mises
a D’échelle sur une grille plus grossiére. La grille obtenue a l'issue de cette étape dite d’upscaling comporte
100 & 1000 fois moins de mailles. Cette nouvelle grille constitue ce qu’on appelle le modéle de réservoir.
Dans la suite de ce manuscrit, on appellera modéle fin le modéle géologique et modéle grossier le modéle
de réservoir. La simulation d’écoulement sur la grille grossiére permet ensuite de calculer des données de
production comme, par exemple, les débits, les pressions aux puits ou encore les water cuts'. Si I’on sou-
haite obtenir des cartes de saturations ou de pression a 1’échelle fine, une fois la simulation effectuée sur la
grille grossiére, il est nécessaire de passer par une étape de downscaling. Ces deux changements d’échelle
permettent, certes, de réduire la dimension du modéle de réservoir et donc les temps de calculs, mais abou-
tissent souvent a une perte de précision au niveau des résultats. Une partie de 'information disponible dans
le modéle géologique est perdue suite a 'upscaling et il est souvent trés difficile de reconstituer I'impact
des hétérogénéités présentes & 1’échelle fine sur ’écoulement lors du downscaling. Les travaux effectués dans
cette thése visent a traiter efficacement cette problématique.

Les méthodes multi-échelles représentent une alternative prometteuse aux techniques traditionnelles
d’upscaling et de downscaling. En effet, ces méthodes permettent de reproduire I'impact sur les solutions
des variations des perméabilités et des porosités a 1’échelle du modéle géologique tout en effectuant une
résolution du systéme linéaire & une échelle plus grossiére. Les champs de pressions et de vitesses obtenus
sont plus précis qu’en utilisant une méthode d’upscaling et leur calcul est moins cofiteux qu’une simulation
réalisée sur le modeéle géologique car les inconnues intervenant dans la résolution du systéme sont définies
sur un maillage beaucoup plus grossier.

L’objectif principal de cette thése est d’étudier et quantifier dans quelle mesure les méthodes multi-
échelles permettent d’effectuer des simulations d’écoulement directement & partir du modéle géologique tout
en limitant les temps de calculs.

1.3 Etat de ’art des méthodes multi-échelles

La méthode des éléments finis multi-échelles a été initialement introduite par Th.Y. Hou et X.H. Wu
dans [HW97] pour résoudre des problémes elliptiques ot le coefficient de diffusion varie selon une échelle
beaucoup plus petite que le domaine. Cette méthode introduit des fonctions de base éléments finis spécifiques
qui tiennent compte des variations du coefficient de diffusion a 1’échelle fine. Le principe de cette méthode
est justifié par des résultats d’homogénéisation périodique présentés, par exemple, dans [BLP78], [SP80]
et [ZKO94|. D’autres méthodes multi-échelles, basées elles aussi sur des résultats d’homogénéisation pério-
dique, ont ensuite été introduites dans [Arb00], [MBS00|, [EE03] et [EHO09].

Appliquée & un écoulement diphasique, la méthode de Th.Y. Hou et X.H. Wu ne permet pas de calculer
des flux conservatifs a 1’échelle fine. Or, cette propriété est importante si I’on souhaite utiliser ces flux pour
simuler le transport des fluides et assurer la conservation de la masse. Une seconde méthode multi-échelle
basée sur des éléments finis mixtes-hybrides a donc été proposée dans [CHO2| et mise en ceuvre sur un

1. Water cut : Rapport volumique entre I’eau produite et la production totale de liquide
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modele de type Black-0il dans [KLNT09]. Notons qu'une méthode multi-échelle basée sur des volumes finis
a également été proposée dans [JLTO03] pour la simulation de réservoir. Cette derniére méthode est plus
contraignante puisqu’elle nécessite la construction d’un maillage dual et le calcul de fonctions de base sur
les deux maillages.

Les méthodes multi-échelles évoquées précédemment permettent de réduire le cotit du calcul des pres-
sions et des flux. Dans le cas d’un écoulement diphasique, une fois les flux calculés, une équation de transport
doit étre résolue pour calculer les saturations des fluides. A ce stade, on utilise classiquement un schéma de
type volumes finis directement sur la grille fine. Toutefois, la simulation du probléme de transport sur le
maillage fin est trés contraignante, en particulier si les saturations sont résolues avec un schéma explicite en
temps. Dans ce cas précis, une condition de stabilité, appelée aussi condition CFL, limite les valeurs du pas
de temps et impose un trés grand nombre d’itérations jusqu’au temps final. Un schéma implicite peut égale-
ment étre utilisé pour résoudre ce probléme. Ce mode de résolution permet d’obtenir des pas de temps plus
élevés mais plusieurs résolutions de systémes linéaires définis sur la grille fine peuvent étre nécessaires pour
résoudre ce systéme non linéaire. De plus, 1a aussi, les valeurs du pas de temps dépendent de la résolution
de la grille. Pour réduire les temps de calcul en implicite, une méthode de déraffinement adaptative a été
proposée dans [AHEQT7]. Cette méthode agglomére les mailles ou les flux sont peu importants et conserve
un maillage fin dans le reste du domaine. Notons enfin qu'une méthode multi-échelle hétérogéne (HMM)
a récemment été proposée dans [HO10] pour résoudre un probléme de transport mais cette méthode sert
uniquement a calculer plus précisément une solution sur le maillage grossier et ne permet pas d’obtenir
les valeurs des saturations & 1’échelle fine. De plus, les hypothéses faites sur les parameétres du probléme,
notamment sur le champ de vitesse, rendent difficiles son application & des cas plus généraux.

Dans ce mémoire, une nouvelle méthode multi-échelle pour la résolution d’un probléme de transport est
proposée.

1.4 Présentation des résultats obtenus au cours de la thése

1.4.1 Reésultats théoriques d’homogénéisation

Le probléme de transport étudié dans ce manuscrit permet, par exemple, de simuler le déplacement d’un
traceur a l'intérieur d’une phase se déplacant dans un milieu poreux. L’équation & résoudre s’écrit alors
ac*
p* (") pves (@t 2")+ 0" (x*) - Ve (¢, 2%) — div (A" (%) V" (t%,27)) = 0 (1.1)
c* (0, z%) = (z%).

Dans cette équation, p* représente la porosité, b* la vitesse d’écoulement, A* le tenseur de diffusion et c*
la concentration du traceur. On suppose que les propriétés physiques (p*, b* et A*) varient a une échelle
beaucoup plus petite que la taille du réservoir considéré. On note ¢ = % le rapport entre les longueurs
caractéristiques des deux échelles. Ici, [ est la taille des hétérogénéités et L la taille du domaine. Nous
considérons ici que la convection est du méme ordre que la diffusion & I’échelle fine. Nous choisissons
également une échelle de temps permettant d’observer la diffusion. L’équation sans dimension obtenue &
partir de (1.1) est

€ 8U€ 1 € : €
{p(x) + ¥ (@) Vi —div (4° (1) V) = 0 12

ot
ue (0, ) = u'(x).
Ce choix d’échelle est également utilisé dans [AR07], [DP05] et [ABMP10]. La plupart des méthodes multi-

échelles sont basées sur des résultats d’homogénéisation périodique. Nous allons donc supposer les fonctions
P, b° et A% périodiques de période ¢ :

Feo(Z) wea(E) @ wea()

avec p, b et A périodiques de période 1. L’étude de cette équation dans [MPPO05] a permis de montrer que,
pour de faibles valeurs de e, u, peut étre approchée par une fonction plus simple.
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Théoréme 1.1. Soit u. solution du probleme (1.2). Nous construisons les fonctions w; définies pour chaque
direction e; comme les solutions du probléme de cellule

b(y) - (Vywi +e;) — divy (A(y) (Vywi +€:)) = p(y)b* -e; (1.3)
w; est périodique. )

Ce probleme est posé sur la maille unité Y et b* est une moyenne de b sur le volume poreux

1
b*:j/bydy,
5, (y)

p= /Y p(y)dy.

Nous définissons ensuite u solution du probléme homogénéisé

ol

poyu — div (A*Vu) = 0,
U s st (14
ot la matrice A* est définie o partir des solutions des probléemes de cellule w; et de la matrice A :
Ar, = /YA(y) (Vywi + ) - (Vyw; + ;) dy. (1.5)
On construit enfin la fonction uy en utilisant la formule
Y. ou
i=1 "

La fonction u. peut alors étre approchée de la maniére suivante :

b*t b*t
ue(t,x) =~ u <t,x - ) +euq (t,o: - —, :17> (1.7)
€

Remarques 1.1 :

Le terme d’ordre 0 dans I’approximation (1.7) est la fonction u calculée en résolvant le probléme parabo-
lique (1.4). Ce probléme ne fait pas intervenir de convection ce qui semble surprenant puisque ’on cherche
a approcher le fonction u. solution du probléme de convection-diffusion (1.2). Cependant, I’approxima-
tion (1.7) montre que cette fonction est dans un repére mobile par rapport a la solution wu.. Ainsi, la

fonction qui approche u,. est
- b*t
Ue(t,z) =u(t,x — .

13

En reprenant I’équation (1.4), on constate que 4. est solution de I’équation

1
POl + =b* - Vi, —div (A*Va.) = 0,
€
(0, z) = u(z).
Ainsi, cette fonction . est solution d’un probléme de convection-diffusion a convection uniforme.

L’approximation (1.7) montre également que, pour approcher ., il faut d’abord calculer les solutions w; des
problémes de cellule (1.3). Une fois les fonctions w; calculées, la formule (1.5) permet d’obtenir la matrice
A*. On utilise alors cette matrice pour résoudre I’équation (1.4) et calculer la fonction u. Avec cette fonction,
on peut approcher u, car approximation (1.7) se réécrit

* N *
o= (1r =) e g (v ) ()

i=1
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Il suffit donc, pour approcher u., de résoudre les équations (1.3) et (1.4). Les problémes (1.3) doivent étre
résolus & 1’échelle fine mais ils sont définis sur une maille unitaire. Leur résolution ne nécessite donc pas une
grande puissance de calcul. De plus, le probléme (1.4) est un probléme parabolique ou la matrice de diffusion
A* est constante. Ce probléme peut donc étre résolu numériquement sans trop de difficultés. Au final, les
deux résolutions numériques demandent moins de calculs numériques que la résolution du probléme (1.2).

Le premiére nouveauté apportée par ce manuscrit a été de caractériser la vitesse a laquelle la fonction

Ue converge vers
b*t b*t «x
ult,x —— | +eu | tyx — —, —
€ € €

quand € se rapproche de 0. Nous démontrons alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.2. L’écart entre u. et u (t, T — ?) +euq (t, T — %, f) est de lordre de €. Plus précisément,
on a

b*t b*t x
u(t,z) —ult,e —— ) —euy | t,o — —, —
€ €€

1.4.2 Définition d’une nouvelle méthode multi-échelle et estimation d’erreur

< Ce. (1.8)
L2((0,T),H" (RN))

En reprenant les notations définies au paragraphe précédent, nous avons montré que la solution u. du
probléme (1.2) peut étre approchée de la maniére suivante :

N -
Ol T
Ue(t,x) = ue(t,x) +¢ — (t,x w'(f).
() elt ) €3 gt
On remarque que le membre de droite de cette approximation est le début d’un développement de Taylor.
Ainsi, cette approximation peut se réécrire

ue(t, @) = @, (t,x +ew (g)) . (1.9)

Cette approximation est le point de départ de notre nouvelle méthode éléments finis multi-échelles. Rap-
pelons, qu’'une méthode éléments finis consiste & définir des fonctions de base et de considérer ’ensemble
des fonctions qui sont des combinaisons linéaires de ces fonctions de base. Le principe de la méthode que
I’on propose est de construire des fonctions de base particuliéres en composant des fonctions de base clas-
siques avec des fonctions oscillantes comme dans le membre de droite de I'approximation (1.9). Ainsi, si
(D) i=1,...,p représente un ensemble de fonctions de base classiques, on voudrait définir nos fonctions de base
multi-échelles par

O = P, 0ow®, (1.10)

ou Wi = x; + ew; (f) Cette méthode multi-échelle vise & étre appliquée a des cas non périodiques ou les
paramétres p®, b° et A® varient & I'échelle . Dans ce cas, il n’est pas suffisant de définir des problémes
de cellule sur une maille unitaire. En fait, les fonctions w devraient, dans le cas général, étre calculées en
résolvant les problémes

1 1 €T
0% () - VIOE — div (A° 55) = ~p(Z) 0% ey 1.11
~F () - Vi; — div (A5 @)V = —p (T) b - es. (1.11)

dans tout I’espace. En pratique, ces problémes sont résolus localement. On définit donc un maillage grossier
Kz composé de mailles de taille H > ¢. Sur chaque maille K € Ky on définit la fonction in’K en reprenant
léquation (1.11) :

1 1
gbs(x) Ve E — div (AE(J:)V@-E’K) = gps(x)b*"K -e, (1.12)

7

ott b*¥ est une moyenne du champ de vitesse sur la maille K :

yk S 0% () da

Ji P (x)d
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Pour que chaque probléme (1.12) ait une solution unique, nous imposons & la fonction @f’K des conditions
linéaires sur le bord de la maille K. Les problémes de cellule (1.12) sont alors résolus numériquement en
utilisant un maillage fin C;, de résolution h qui doit étre faible par rapport & €. En regroupant les solutions
@f’K obtenues dans chaque maille K € g, on construit les fonctions ’lBLSH Nous définissons donc les
fonctions de base multi-échelles par

> = @ 0w, (1.13)

Une fois ces fonctions de base définies, la méthode multi-échelle consiste simplement & supposer que la

. . . e, . . e, H L .
solution u. est une combinaison linéaire des fonctions ®;*". Nous démontrons dans ce manuscrit que la
solution obtenue en utilisant cette approximation est proche de la solution exacte u..

Théoréme 1.3. On note u. la solution du probleme (1.2). On définit alors ue g la solution obtenue en

utilisant la méthode des éléments finis multi-échelles ayant, pour fonctions de base, les @f’H définies par
léquation (1.13). On a alors

ko, 107 k41 €
o = el < (B4 + L (1 ) 5. (1.14)
ol
2 2 2
lullg, = 1wz 0.1y, L200)) T [WlL2(0,1), 11 (0)) -

La présence de termes en @ dans (1.14) peut sembler surprenante. En fait, ce facteur apparait car
les fonctions de base ®; considérées au départ ne sont pas adaptées au probléme que nous traitons. En
effet, le probléme homogénéisé (1.4) est un probléme de convection-diffusion si on considére la fonction u
dans le repére mobile. Plusieurs méthodes numériques permettent de résoudre efficacement cette classe de
problémes. On peut citer les méthodes de décentrement [BH82] ou la méthode des caractéristiques [BPS83].
On peut donc penser qu’en partant de telles méthodes et en utilisant la méme régle de composition que
dans ’équation (1.13), on peut approcher la solution wu. plus efficacement.

1.4.3 Implémentation de notre nouvelle méthode multi-échelle et résultats

La méthode présentée au paragraphe précédent a, par la suite, été implémentée dans deux programmes
différents. Nous avons d’abord utilisé le logiciel FreeFem++ [HPLHO98| permettant de résoudre des équa-
tions aux dérivées partielles en utilisant des éléments finis.

Cette méthode a également été implémentée dans la plate-forme de développement Arcane [GLO9| utilisée
a IFP Energies nouvelles (IFPEN). Cette plate-forme est présentée plus en détails au chapitre 6.

Le chapitre 9 explique comment sont résolues numériquement les différentes équations qui permettent
d’obtenir la solution numérique u. g introduite au paragraphe précédent.

Les deux implémentations de cette méthodes nous ont permis de vérifier les résultats prévus par le
théoréme 1.3 sur un exemple de probléme périodique.

Cas d’application

Les résultats présentés ici sont ceux obtenus en utilisant le logiciel FreeFem~++. On considére le domaine
Q2 = (0,1)2. On choisit une condition initiale ayant pour support un sous-domaine de € (voir figure 1.3(a)).
On impose le champ de vitesse :

2 2
—Jsin ( ZI> cos (?) + 2
b (z) =
4 cos (277;5) sin <27ry> + bg
€ €

Sa composante horizontale est représentée sur la figure 1.3(b). Ce champ de vitesse est a divergence nulle
by

i

On considére un coefficient de diffusion A = 1.

Les conditions aux bords du domaine sont périodiques.

Dans la suite, nous utilisons également les valeurs suivantes :

et de moyenne b° =
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FIGURE 1.3 — A gauche, la condition initiale. A droite, le champ de vitesse b%, imposé dans la direction x

|

200°
- 6 =100,
SR =10 =1,
Le maillage grossier associé a ce probléme est composé de 800 triangles de diamétre
1
H=—=10e.
20 Oe
Chaque maille grossiére contient 5000 triangles de diamétre
1 €
h=——=-_.
1000 5

Pour appliquer notre méthode, il n’est pas nécessaire de construire complétement le maillage fin. Si nous
I’avions fait, celui-ci aurait été composé de 4 000 000 de triangles.

Résultats obtenus

Nous avons donc appliqué notre méthode multi-échelle & la résolution du probléme (1.2) avec les para-
métres définis au paragraphe précédent. Pour vérifier la précision de la solution obtenue numériquement,
nous la comparons avec la solution homogénéisée v définie par 'équation (1.4). Nous montrons également,
la solution que 'on obtient en résolvant numériquement le probléme (1.2) sur le maillage grossier avec une
méthode numérique classique. Cette solution est appelée “solution grossiére”. La figure 1.4 permet d’observer
ces trois solutions.

On remarque que la solution obtenue avec notre méthode multi-échelle est assez proche de la solution
homogénéisée u. La solution obtenue avec une résolution grossiére est, ici, trés éloignée de cette solution
homogénéisée : la solution homogénéisée diffuse davantage que la solution grossiére. Ici, la matrice A* définie
par 'équation (1.5) est assez différente du coeflicient de diffusion initial A. Ce phénomeéne, appelé dispersion
de Taylor, est donc bien pris en compte avec notre méthode multi-échelle.

1.4.4 Implémentation de la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles

Au cours de cette thése, nous présentons également des résultats obtenus en implémentant d’autres
méthodes multi-échelles. Ces méthodes issues de ’état de I’art présenté au paragraphe 1.3 permettent, pour
un écoulement diphasique, de calculer la pression dans un réservoir ainsi que les flux de saturation sur les
interfaces fines. En particulier, la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles introduite par Z. Chen
et Th.Y. Hou dans [CHO2| est présentée au chapitre 5. Les résultats obtenus dans ce chapitre montrent que

les flux calculés par cette méthode permettent d’approcher le champ de saturation obtenu avec un maillage
fin.
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FIGURE 1.4 — Comparaison entre la solution grossiére obtenue en effectuant directement le calcul sur le
maillage grossier, celle utilisant la méthode multi-échelle et celle obtenue par homogénéisation périodique

Présentation du probléme physique

Nous considérons ici un écoulement diphasique dans un milieu poreux. Il y a donc une phase aqueuse et
une phase hydrocarbure. Les équations caractérisant 1’écoulement diphasique sont les suivantes

v+ kAp(S) VP = 0
o5 div(v) =0 (1.15)
¢ +div(fu(S)v) = 0,
ot
ou
e P est la pression,
e v est la vitesse totale du fluide,
e S est la saturation en eau,
e A\ est la mobilité totale du fluide,
e f,, est le flux fractionnaire en eau.

Les définitions de la mobilité totale et du flux fractionnaire en eau sont données en détail au chapitre 2.

Principe de la méthode

La méthode des éléments finis mixtes multi-échelles vise & résoudre le probléme (1.15). Cette méthode
permet d’obtenir des valeurs du champ de vitesse v sur le maillage fin. Ainsi sur chaque face ¥ du maillage
grossier g, on résout un probléme défini sur le domaine formé par la réunion des mailles associées a cette
face. Comme pour la méthode présentée au paragraphe 1.4.2, ces problémes de cellule sont résolus sur un
maillage fin K. Cette résolution permet d’obtenir une fonction de base 1y. On exprime alors les flux de la
vitesse v, sur les faces fines o, en fonction des flux Vx sur les faces grossiéres X :

Vo= Vaths,. (1.16)
>

On considére des pressions constantes sur les mailles grossiéres. On utilise alors cette expression des flux
fins et des pressions pour résoudre les deux premiéres équations du systéme (1.15) en utilisant uniquement
des variables définies sur le maillage grossier K.

Une fois cette résolution faite, la formule (1.16) permet d’obtenir les flux a I’échelle fine.

Ces flux fins sont alors utilisés pour résoudre la derniére équation du systéme (1.15) pour calculer le
transport de la saturation. L’avantage de cette méthode est que les flux fins calculés par I’équation (1.16)
gardent des propriétés indispensables pour que les saturations obtenues aient un sens physique : on ne
pourra pas, par exemple, obtenir de saturation négative.

Nous allons maintenant observer la qualité de la solution obtenue avec cette méthode.
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Précision de la méthode sur un cas de type réservoir

On va considérer ici un cas d’application & deux dimensions de la méthode des éléments finis mixtes
multi-échelles. On dispose d’un réservoir composé de 60 mailles dans la direction x et de 220 mailles dans la
direction y. La perméabilité de la roche dans chacune de ces mailles est donnée par la figure 1.5. Ce champ
de perméabilité est en fait la couche 85 du cas présenté dans [CBO1] pour évaluer différentes méthodes
d’upscaling. Ce réservoir n’est, au départ, constitué que de la phase hydrocarbure. Nous étudions alors

Permeability X
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le-16
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FI1GURE 1.5 — Champ de perméabilité utilisé

I’évolution de ce milieu si on y injecte de ’eau sur le bord de droite. Nous décidons d’arréter la simulation
lorsque le volume poreux d’eau injecté est égale a 25% du volume poreux disponible. La figure 1.6 montre les
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(a) Solution fine (b) Solution obtenue avec la méthode
multi-échelle

FI1GURE 1.6 — Comparaison des saturations obtenues avec les solveurs fin et multi-échelle

résultats obtenus avec un solveur fin classique (& gauche) et avec la méthode des éléments finis mixtes multi-
échelles en considérant un maillage grossier composé de 4 mailles dans chaque direction (a droite). Cette
figure nous permet de vérifier que la méthode que nous avons implémentée donne une bonne approximation
du champ de saturation obtenu avec une méthode classique.
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D’un point de vue plus quantitatif, ’écart relatif entre la solution fine et la solution obtenue avec la méthode
des éléments finis mixtes multi-échelles est de 6,21% (en norme L?).

Nous allons maintenant voir que cette méthode permet également d’obtenir de réels gains en terme de
performance.

Performance de la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles

La méthode des éléments finis mixtes multi-échelles a été implémentée dans la plate-forme Arcane utilisée
a IFPEN. Cette plate-forme a permis au prototype mis en place d’étre adaptable sur des machines composées
d’un trés grand nombre de cceurs de calcul. En particulier, la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles
se basent sur des fonctions qui sont calculées localement et de maniére indépendante. Ces calculs peuvent
donc étre effectués en paralléle. Le parallélisme utilisé dans notre prototype Arcane est précisé dans le
chapitre 6. Nous précisons uniquement ici que 'implémentation faite dans ce prototype permet d’utiliser
du parallélisme par échange de message (de type MPI) ainsi que des énumérations paralléles (basé sur du
multithreading de type TBB).

Notre implémentation de la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles a été testée sur deux
supercalculateurs :

— Le supercalculateur ENER110 appartenant & IFPEN,

— Le supercalculateur CURIE appartenant au GENCI (Grand Equipement National de Calul Intensif)

et hébergé par le CEA.

Sur le supercalculateur ENER110, nous avons appliqué notre méthode multi-échelle & un cas & trois
dimensions comprenant plus d’un million de mailles (60 dans la direction x, 220 dans la direction y et 85
dans la direction z). Ce cas est en fait celui présenté dans I’article [CB01]. Nous étudions alors I’évolution de
ce milieu si on y injecte de ’eau sur le bord y = 0. Nous décidons d’arréter la simulation lorsque le volume
poreux d’eau injecté est égale & 1% du volume poreux disponible.

Les résultats de performance obtenus en comparant les différents solveurs en pression sont présentés
dans le tableau 1.1.

Nb coeurs | Solveur fin | Solveur multi-échelle
1 2939,69 s 105,00 s
2 1571,63 s 54,65 s
4 817,27 s 33,24 s
8 454,81 s 22,26 s
16 293,56 s 17,36 s

TABLE 1.1 — Temps de calculs de la pression obtenus avec les solveurs en pression fin et multi-échelle en
fonction du nombre de cceurs utilisés

On observe que la méthode multi-échelle nécessite beaucoup moins de temps que la résolution fine de
la pression (entre 28 et 17 fois plus rapide). De plus, la précision reste intéressante comme le montre la
figure 1.7. En fait, I’écart relatif entre le champ de saturation obtenu avec un solveur fin et celui obtenu en
utilisant la méthode multi-échelle est de 4,84% (en norme L?).

Sur le supercalculateur CURIE, nous avons considéré un cas construit a partir d’une réalisation géo-
statistique en faciés. Dans ce cas, le réservoir est un cube composé de 256 mailles dans chaque direction.
Chaque maille est un cube de 5 métres de cdté. Deux faciés ou types de roche sont présents : un faciés
réservoir avec une bonne perméabilité de 1 D et un faciés beaucoup moins perméable de perméabilité égale
a 10mD. La figure 1.8 présente la distribution des perméabilités sur deux couches de ce réservoir. Dans ce
cas, on injecte de I’eau sur le bord x = 0. Nous arrétons la simulation lorsque le volume poreux d’eau injecté
est égale & 1% du volume poreux disponible. Cette simulation a été faite uniquement sur 128 cceurs afin
de vérifier que la méthode multi-échelle reste intéressante pour des cas nécessitant une grande puissance de
calcul. Pour ce cas, le temps de résolution en pression avec un solveur fin est de 22 153,31 secondes alors que
la résolution en pression avec le solveur multi-échelle nécessite 576,02 secondes. La méthode multi-échelle
est donc plus de 38 fois plus rapide qu’un solveur fin classique dans ce cas.
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FIGURE 1.7 — Comparaison des saturations obtenues avec la méthode multi-échelle et "approche classique
sur la couche z = 40 du cas 3D issu de [CBO1]
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FIGURE 1.8 — Perméabilités du cube composé de 256 mailles dans chaque direction. A gauche pour z = 200
et a droite pour z = 640

1.5 Perspectives

Nous présentons ici les différentes suites qui pourraient étre données aux travaux présentés dans ce
mémoire. Certaines perspectives évoquées dans ce paragraphe seront étudiées au cours de la thése d’A.
Konate (en partenariat avec IFPEN et 1'Université Paris VI) qui a débuteé le 1°* octobre 2013.

1.5.1 Généralisation des résultats d’homogénéisation sur le transport

Les travaux effectués au cours de cette thése ont permis de mettre au point une nouvelle méthode multi-
échelle pour résoudre un probléme de transport. Nous avons alors pu montrer rigoureusement que cette
méthode permet d’approcher de maniére assez précise la solution exacte. Cependant, il serait intéressant de
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voir si cette méthode peut se généraliser a d’autres cas.

Application a des cas non linéaires

Le probléme de transport que nous avons considéré est linéaire, que ce soit pour le terme de diffusion ou
le terme de convection. Il serait trés utile de savoir si cette méthode peut également s’appliquer a des cas
non linéaires. Plusieurs travaux dont [Glo06] ont permis de généraliser certains résultats d’homogénéisation
& des problémes de diffusion présentant certains types de non linéarités. Pour ces cas, la forme des problémes
homogénéisés et de cellule doit étre modifiée.

Intégration de la gravité

Le probléme de transport que nous avons traité ici ne prend pas en compte le terme de gravité. En fait, on
pourrait montrer que 'introduction d’un terme de gravité dans notre équation ne modifierait que légérement
les résultats d’homogénéisation. En fait, il suffirait de résoudre un probléme de cellule supplémentaire et
d’intégrer la solution obtenue dans la définition du terme d’ordre 1 .

Cependant, I’ajout de ce terme rend caduque 'approximation (1.9) qui est le point de départ de notre mé-
thode multi-échelle. Il faudrait donc étudier plus précisément ce probléme pour, éventuellement, construire
une méthode multi-échelle plus adaptée.

1.5.2 Amélioration du module implémenté dans Arcane pour calculer la pres-
sion

Nous avons implémenté, sur la plate-forme Arcane, la méthode des éléments mixtes multi-échelles intro-
duite dans [CHO02|. Pour les exemples utilisés dans ce manuscrit, le modéle physique est assez simple (de
type Dead-Oil) et tous les maillages sont cartésiens.

Application a des problémes physiques plus complexes

Nous pourrions d’abord appliquer cette méthode a un modéle de type Black-Oil [CTP95]. Ce modéle est
un modéle compositionnel relativement simple a trois constituants : ’eau, un composant hydrocarbure lourd
et un composant hydrocarbure léger. La phase aqueuse ne contient que I’eau, la phase huile peut contenir
les deux composants hydrocarbures et la phase gaz n’est composée que du composant léger. L’application de
la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles au modeéle Black-Oil a déja été réalisée dans [KLNT09).

Nous rappelons que les conditions aux bords considérées dans ce manuscrit sont uniquement des condi-
tions de type Dirichlet ou Neumann homogéne. Ces conditions sont rarement appliquées en simulation de
réservoir. En effet, la plupart du temps, les conditions aux bords sont définies grace & des termes sources
liés & la présence de puits. Pour prendre en compte ce type de conditions aux limites, il est nécessaire de
modifier la définition des fonctions de base au voisinage des puits [KLNT09].

11 serait également intéressant de tenir compte des terms supplémentaires associés a la gravité. Cet ajout
a déja été évoqué au paragraphe 1.5.1.

Application a des maillages non structurés

Les exemples présentés dans ce mémoire utilisent uniquement des maillages cartésiens que ce soit au
niveau fin ou au niveau grossier. Durant les 4 derniers mois de la thése, un stage de Master 2 a été réalisé
par M. Shakoor & IFPEN pour étudier les méthodes de différences finies mimétiques (MFD) [KLS04]
permettant de simuler des écoulements dans des réservoirs discrétisés au moyen de grilles & géométrie
Corner Point (CPG). Durant ce stage, cette méthode a également été utilisée sur ce type de maillage pour
la résolution des problémes de cellule intervenant dans la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles.
Cette approche avait déja été testée dans [AKLO8|. Un exemple de maillage CPG est donné sur la figure 1.9.
Comme dans le cas cartésien, le maillage initial est aggloméré de maniere réguliére dans chaque direction.
La figure 1.10 montre le maillage grossier obtenu par ce procédé. Sur cette figure, le maillage de départ
ondule comme sur la figure 1.9 mais la visualisation en deux dimensions ne permet pas de le voir facilement.
Les résultats obtenus par M. Shakoor, pendant son stage, sont représentés sur la figure 1.11. Sur cette
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FIGURE 1.9 — Exemple de maillage CPG
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FIGURE 1.10 — Agglomération du maillage CPG (vue de dessus)

figure, on peut observer les fronts de saturation obtenus avec des flux calculés a 'aide de la méthode MFD
directement sur la grille fine et des flux calculés par la méthode MFD et ’approche multi-échelle. Une suite
A ce travail consistera & mesurer, 1a aussi, les performances de cette utilisation jointe de la méthode MFD
et de la méthode multi-échelle lors de simulations paralléles.

1.5.3 Amélioration du module implémenté dans Arcane pour simuler I’évolu-
tion d’un traceur

Nous avons également implémenté dans Arcane un module permettant de calculer, avec une méthode
multi-échelle, I’évolution de la concentration d’un traceur & I'intérieur d’un fluide monophasique se déplagant
dans un milieu poreux.

Ajout d’autres méthodes numériques

Pour 'instant cette méthode multi-échelle se base uniquement sur des éléments finis de type Lagrange
d’ordre 1. Comme expliqué dans le chapitre 9, cette limitation est pour 'instant nécessaire car la plate-forme
Arcane ne définit pas la notion de degré de liberté. Ainsi, une variable doit nécessairement étre liée & une
entité géométrique. Cependant, cette notion devrait étre ajoutée dans une future version d’Arcane. 1l serait
alors intéressant de créer un code générique qui pourrait appliquer cette méthode pour des ordres supérieurs.

Nous avons également vu, au chapitre 9, comment le probléme était discrétisé en espace : on applique
une méthode des caractéristiques qui est une méthode explicite. Nous pourrions tester cette méthode dans
le cas ot 'on utilise un schéma de type Euler implicite pour la discrétisation en temps.

Application a d’autres problémes physiques

Dans les cas considérés dans cette thése, la vitesse et le tenseur de diffusion sont des données périodiques.
Nous pourrions, tout d’abord, envisager d’appliquer cette méthode dans le cas ol le champ de vitesse est
calculé en résolvant un probléme d’écoulement monophasique.
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FIGURE 1.11 — A gauche, le front de saturation obtenu en utilisant la méthode MFD sur le maillage fin. A
droite, le front de saturation obtenu en utilisant la méthode MFD et la méthode multi-échelle

On pourrait également considérer des cas plus généraux d’application de la méthode multi-échelle. En ef-
fet, certains modéles considérent que le composé dissous modifie les propriétés physiques de la phase [SWO05].
La prise en compte de cette modification crée une non linéarité dans 1’équation régissant le déplacement de
ce constituant. La résolution de ce type de probléme avec une méthode multi-échelle semble assez difficile
et constitue une bonne perspective pour cette méthode.
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Définition des problémes modéles
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Ce chapitre a pour but d’introduire le probléme physique modéle considéré dans ce manuscrit et, en
particulier, aux chapitres 3, 4 et 5. Nous présentons également deux méthodes classiques de type volumes
finis pour résoudre ce probléme numériquement. Nous définissons ensuite dans ce chapitre des exemples de
réservoirs et montrons les résultats obtenus avec ces deux méthodes. Ces résultats serviront de référence
pour évaluer la qualité des méthodes multi-échelles développées aux chapitres suivants.

2.1 Probléme modéle d’écoulement diphasique

Considérons un fluide diphasique composé d’une phase aqueuse notée w et d’une phase hydrocarbure
notée o s’écoulant dans un milieu poreux. L’approche classique de modélisation d’un écoulement diphasique
en milieu poreux se base sur application de la loi de Darcy [Dar56] pour chaque phase a € {w, 0} avec des
facteurs adimensionnels kr, devant la perméabilité k, appelés perméabilités relatives des phases, qui tiennent
compte de la réduction de section de passage due a la présence des phases. Pour des fluides incompressibles,
les équations décrivant la conservation du volume poreux et du volume des phases, la conservation de la
quantité de mouvement, les forces capillaires existant entre les deux phases s’écrivent :

qb% (S,) + div (v,) = 0 qﬁ% (Sw) + div (vy) = 0, (2.1)
vp = ko So) G, KR Su) g p (2.2)
Ho How
Po_Pw:Pco,w (23)
So+ Sy =1

ou S, est la saturation de la phase, v, la vitesse d’écoulement de la phase dans le milieu poreux, p, la

viscosité de la phase, P, la pression de la phase, Pc, ,, la pression capillaire et ¢ la porosité du milieu.
Les perméabilités relatives kr,, (So) pour a € {w, 0} sont des fonctions croissantes de la saturation seule.

Dans notre modéle, on suppose que la perméabilité k et la porosité ¢ varient en espace mais sont constantes
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au cours du temps. On suppose de plus que les viscosités p, sont constantes et que les saturations vérifient
les relations :
Sm*gsoglfswi et Swigswglfsom

ol S,, est la saturation résiduelle en huile et S,,; la saturation irréductible en eau.
La mobilité A\, de la phase o € {o,w} est définie par :

kro (Sa
Ao (Sa) = kra (Sa)
Mo
et la mobilité totale Ay se définit comme :
AT = A + Ao

Considérons © un domaine borné de RY pour N = 2 ou 3, typiquement, le réservoir et 7' > 0 un temps
donné. En utilisant les définitions et hypothéses précédentes et en insérant (2.2) dans (2.1), le probléme
d’écoulement (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) considéré dans 2 peut se reformuler comme suit :

vt k() VP + Ao(S) VPeon(S)) = 0
div(v) = 0 dans 2 x (0,7) (2.5)
¢%§+mvm4a@pwu4avp%ww»)::o

ou S = 5, est la saturation en eau, v est la vitesse totale :
V=10 + Vo ==k (Ar VPy + Ao VPc, 1)

et f, est le flux fractionnnaire en eau :
Aw

S Aot Ay
Dans la suite de ce mémoire, on suppose que la pression capillaire Pc,,, est nulle. Ainsi, d’aprés la for-
mule (2.3), la pression est la méme dans les deux phases et on note

fu(S)

P = Po = Pw-
Le systéme (2.5) peut alors étre simplifié :
v+ kAp(S) VP =0
div(v) =0 dans Q x (0,T) (2.6)

qﬁ%j +div (fu(S)v) = 0.

Soit I'p C 9 une frontiére du domaine Q. La fermeture du probléme (2.6) est assurée en imposant les
conditions aux limites suivantes :

P = Pb(.’L‘) sur FD,
S = Sp(z) sur I'p siv-n <0, (2.7)
v.n = 0 sur 90\ I'p,

ou n est la normale sortante au domaine €, la pression Py(z) et la saturation en eau Sp(x) sont données.

2.2 Définition du maillage et notations

Soit Kp, un ensemble fini de polyédres non vides, ouverts et disjoints formant une partition de €2 telle
que h = maxgei, hi o hy est le diamétre de ’élément k € K. L’ensemble K, forme donc un maillage de
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Q dont les éléments k € Ky, sont les mailles. On définit IV, le nombre de mailles dans le maillage K. De
méme, on note N}, I’ensemble de noeuds et Fj I'ensemble des faces du maillage.

On définit N, i, Pensemble des noeuds n € N}, qui se trouvent sur le bord de la maille k£ € K. De plus,
on définit ]-',i I’ensemble des faces internes du maillage

}iL: {O’ C Ok1 N Oko | ki, ko E’Ch}.
De méme, on note ]-',{Z I’ensemble des faces de bords :
FP={oCcokn Q| keky}.

L’ensemble des faces Fj, du maillage K vérifie alors Fp, = .7-',2 U ]-",l;. On note Fj i 'ensemble des faces
d’une maille k& € K}, :
fh,k = {J c Fy ‘ o C 8k}

De plus, on note .7-',27  ensemble des faces internes d’une maille k € ICj, :
Fhw = FniNFp,

et }“ﬁ’k I’ensemble des faces de bord d’une maille k € ICj, :
Fh oy =FniNFp.

Dans le probléme présenté au paragraphe précédent, des conditions de Dirichlet sont imposées sur un bord
I'p € Q. On note alors .7-'/? I’ensemble des faces de bord incluses dans I'p :

FP={oc€eF)|ocCTIp}
et ]-',f . 'ensemble des faces du bord de la maille k£ € K, incluses dans I'p :
Fiop={0c€F,locTp}
On introduit également les ensembles :
FiP=FOF] et FP = F i UFy.

De maniére symétrique & Fp, i, on note Kp, , 'ensemble des mailles k € Kp, situées de part et d’autre d’une
face o € Fy, :
]Chﬁ = {kj e Ky | o C 8k}

En particulier, ensemble Kj , est composé exactement de deux éléments si o € F et d'un élément si
o € ]-",l;. Pour chaque interface o € F}, nous définissons une normale unitaire n, orientée de maniére
arbitraire mais fixée. Pour une maille k € K}, on note n,j la normale & o unitaire sortante de k et on
définit :
Eo,k = Nok ' No

valant 1 si la normale de la face est sortante pour k et —1 sinon. Sur une face de bord ¢ € .7-'2, n, est la
normale sortante de €.

Pour une maille k& € K}, on identifie le centre de la maille x;. De méme, pour toute face o € Fj,, X, est
le centre de la face. Pour toute maille k& € K, et pour toute face o € F 1, on note :

dkﬁ = dist (Xk, O’) .
De méme, pour tous ki, ks € Kp, on note :
di, K, = dist (Xk, s sz) .

Pour une face o € Fp, on note |o| l'aire de la face. De la méme maniére, pour une maille k € Cp, |k|
correspond au volume de la maille.

Remarque 2.1 : Les maillages que nous considérons dans toute la suite sont, en pratique, cartésiens.
Toutefois, nos travaux s’appliquent également & des maillages non structurés.
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2.3 Schéma IMPES

On présente ici un schéma numérique classique de résolution du probléme (2.6) sur le maillage fin
K, visant & nous fournir des résultats de référence. En particulier, on utilise le schéma IMPES (IMplicit
Pressure, Ezplicit Saturation [AS79], [SGJ61] et [SZC59]) qui consiste a découpler les résolutions en pression
et saturation. Le principe de ce schéma est d’effectuer une intégration en temps de type Euler en choisissant
d’étre implicite en pression et explicite en saturation. A I'itération n, le systéme (2.6) se réécrit comme suit :

div (v (P"1,5™)) = 0 sur Qx (0,7) (2.8)
Sn+1 —Sn

¢ ot

div (fu (87) v (P™L8™) = 0 (2.9)

associé aux conditions aux limites présentées dans I’équation (2.7), §t étant le pas de discrétisation en temps
de la méthode.
Dans la suite, on définit, de maniére classique, pour une grandeur X, pour une maille £ € K} et un
temps t" = n it :
X]? =X (Xk,tn) .

Similairement, pour une face o € Fj et un temps t" = n dt, on note :

X2 =X (x5,t").

o

2.3.1 Reésolution du probléme en pression

On s’intéresse, dans un premier temps, au calcul de la pression P"*1. Pour cela, I'équation (2.8) est
intégrée sur une maille k£ € ;. On applique ensuite la formule de Green :

/divvdx: Z /v~nkvgd5: Z /v~nk,gds+ Z /v~ngds.
k o o o

0EFh,k TEF] 4, ceF}

On choisit ici de calculer les flux diffusifs par un schéma volumes finis deux points [EGH00| consistant pour
les maillages cartésiens (ou de type Voronoi). Dans le cadre de maillages non structurés, les flux peuvent
étre approchés par des schémas multi-points [ABBM98], [ER9S].

Flux diffusifs sur les faces internes

Soit k € K. Pour toute face o € f}i,k telle que k,1 € Kp, 5, on a :

/ v (P"18™)  ngo ds ~ @};70

avec
% _ 1\ % n+1 n+1
ko — )‘T,o TG (Pk - ]Dl )

oll la transmissivité T est calculée par une moyenne harmonique :

) ki ki
T =|o| — R
7= lol ki dio + ki di o

et la mobilité totale )\iT’U est calculée au moyen d’un décentrement amont par rapport au gradient de
pression :

i aw(sy) siprtt >t

Tyo A7 (S]*) sinon.
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Flux diffusifs sur les faces de bord

Soit k € K. Pour toute face o € ]-';Em ona:

/ v (P”Jrl,S”) Ny ds ~ <I)kDJ

avec
P, =P, TP (Pt = P,)

g

otl la transmissivité T” est donnée par :

ki,

TP = |o
P =lol gt

pour k€K,

et la mobilité totale /\qD«,U est calculée au moyen d’'un décentrement amont par rapport au gradient de
pression :

\D A (Sp)  siPit > P,
To A1 (Sp (x5))  sinon.
Résolution du systéme linéaire
Finalement, I’équation discréte associée a la maille k € Kj, pour le probléme en pression est :

Yo B+ Y, P, =0 (2.10)

06]:;;7,6 oef,ﬁk

Apres assemblage, on obtient un systéme linéaire Az = b de taille Ny, ou :
— o € RN% est un vecteur dont les composantes sont les valeurs de la pression P"*! dans chaque maille
kekKy;
— A € RVN»>*Nh est une matrice symétrique définie positive.
Notons que le systéme a une solution unique si |T'p| > 0.

2.3.2 Reésolution du probléme en saturation

Une fois la pression P"*! obtenue par résolution du probléme (2.8), il convient de calculer la saturation
S+l en résolvant I'équation de transport (2.9). L’intégration de I’équation (2.9) sur une maille k& € K,
donne :

/ <¢SH&‘S T div (fu (S0 (pn+1,sn))> dz = 0,
k

Puis, en appliquant la formule de la divergence :

S n n+1 gn
A¢T de+ 3" [ fu(S™)v (PP18") Ny do =0,

o€FL Y7

Dans la suite, on introduit la notation (u)™ = max(u,0) et (u)~ = min(u,0).

Terme d’accumulation

On fait 'approximation suivante du terme d’accumulation :

gntl _ gn gntl _ gn
2" ) de~ |k k. Yk
J (6552 o= o %
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Termes de flux

Soit une maille k € K. Pour toute face o € }“ﬁ’ i telle que k,1 € Kp, o, le flux est discrétisé de la maniére
suivante :

/ fuw (8™)v (P™F18™) - ny o do ~ F, , (Si, 1)

Fl o (S8, S = fu (SP) (95, ) + fu (S7) ( 2,0)_

Pour les faces o € f}?k, on a :

/ Fu (S™) 0 (P™1,8") -0y do = F2, (S1, Sy (x5))

avec
n mn + -
Fyo (SE:8 (%0)) = fu (SE) (2h6) " + fu (S (%0)) (®1,)
Reésolution
Finalement, I’équation discréte associée a la maille k € Cj, pour le probléme en saturation est :

n+1

Ko 2 S R Y

oEF} aefﬁk

Les saturations sont calculées de facon explicite et ne nécessitent pas l'inversion d’un systéme linéaire :

n mn 6t n
Sptt=Sp———— | > FL,(St.SM+ Y. FD,(SES (%)) | - (2.11)

k
k] 9 oEF} 4 oeFpP,

On rappelle que les valeurs des saturations S™*! restent bornées si le pas de temps vérifie une condition
CFL [CFL28|.

Théoréme 2.1. Soit S™*! le champ de saturation vérifiant le probleme (2.9). On suppose que le pas de
temps 0t vérifie la condition suivante

Jof (k] dx)
5t < : (2.12)
- Fi ) — FP )™ (S
kseulé)h Z ( w,a‘) ZD ( w,g) Ssel[lol?l] (fw( ))
ae]:hyk oEF’)

Alors
VYn > 0,Vk € Kj, min (SO,S;,) Sp < max (S Sb)

La condition (2.12) est appelée condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy).

2.4 Schéma IMPIMS

Dans cette partie, on présente le schéma IMPIMS (IMplicit Pressure, IMplicit Saturation [Far98] et [Coa00]).
Comme pour le schéma IMPES, les résolutions en pression et saturation sont découplées. Dans ce schéma
I'intégration en temps est aussi de type Euler, la pression est toujours implicite mais la saturation est
implicitée pour calculer le flux fractionnaire. On résout donc le systéme

div (v (P""1,5™)) = 0 sur Qx (0,7) (2.13)
SnJrl _Qn

¢ ot

+div (fo (S"11) o (P**1,8™) = 0. (2.14)
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Ainsi, la pression est calculée de la méme maniére que dans le paragraphe 2.3. Cela nous permet d’obtenir
les flux de la vitesse totale v a travers les faces o € Fi'P (les flux & travers les autres faces étant nuls). Pour
calculer les saturations a U'instant n + 1, on effectue une discrétisation en volumes finis de 1’équation (2.14).
Pour toute maille k& € Kp, on a alors

ot ;
Sptt =S - 2 RN D R (215)
K| & oEF] 4 oeFP, ’

avec les flux discrets définis en utilisant un décentrement amont de la méme maniére qu’au paragraphe 2.3 :

Fiett = fu (SP7) (2ho) "+ fu (S771) (9h0)
Fath = fu (S (806) "+ fu (S5 (%)) (2F,)

Le calcul des saturations S,’;H nécessite la résolution d’un systéme non linéaire du fait de I’expression de la
fonction f,,. Cette résolution s’effectue par une méthode de Newton [WR67]. En évaluant les flux de maniére
implicite, la solution obtenue respecte le principe du maximum quel que soit le pas de temps choisi.

Théoréme 2.2. Soit §t > 0. Soit S"*1 le champ de saturation vérifiant le probleme (2.15). Alors

Vn > 0,Vk € K, min (5’0751,) < S) < max (SO,Sb) .

2.5 Reésultats numériques

Tous les résultats présentés dans ce paragraphe ainsi que ceux du paragraphe 5.4 ont été obtenus a
partir d’un code prototype écrit en C++ basé sur la plate-forme Arcane [GLO09]. Plus de détails sur cette
plate-forme et notre implémentation sont présentés au chapitre 6.

2.5.1 Présentation des cas étudiés
Présentation du cas SPE 10

Pour comparer les différents schémas de discrétisation du modeéle Dead-Qil introduit dans ce manuscrit,
nous considérons le cas présenté dans [CB01] que nous désignerons par cas SPE 10. Ce cas a été introduit
pour comparer différentes méthodes d’upscaling. 1l est composé de 60 mailles dans la direction x, 220 mailles
dans la direction y et 85 mailles dans la direction z. Cela correspond a un total de plus d’un million de
mailles. Chaque maille est un parallélépipéde de taille 6,096 m dans la direction z, 3,048 m dans la direction
y et 0,6096 m dans la direction z. Les autres paramétres du modéle sont fixés de la facon suivante :

e Syi=Sor =02,

o o=1cp et p,=03cp,

[}
( S — S )2 (I—S—Sor )2
bro = (2250 ) e k= (2 %)
1_Swi_Sor 1_Swi_Sor
Contrairement au jeu de données original, les perméabilités utilisées pour nos tests sont scalaires. Ainsi, les
valeurs définies sur la direction x dans [CB01] seront, dans notre cas, celles utilisées pour toutes les directions.
De plus, pour éviter de trop grands écarts de perméabilités, on considére que toutes les perméabilités
inférieures & 0,1 millidarcy sont égales & 0,1 millidarcy. La porosité a été choisie uniforme et égale a 1.
Pour ces premiers résultats, on se limite & un cas & deux dimensions correspondant a la couche 85 du cas
SPE 10. Les perméabilités de cette couche sont représentées sur la figure 2.1 (toutes les cartes dans ce

manuscrit sont en unités SI). Le cas a trois dimensions complet sera utilisé dans le chapitre 6 pour comparer
les temps de calculs de chaque méthode.
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Permeability X
-11

Te-12

I

Te-14

le-16
9.9e-17

FIGURE 2.1 — Permeéabilités de la couche 85 du cas SPE 10

Présentation d’un cas fracturé

Nous considérons également un deuxiéme cas réservoir que nous dénommons cas fracturé. Ce cas modélise
un réservoir fracturé pour lequel les fluides se déplacent majoritairement le long des fractures. Ce cas
comporte 200 mailles dans la direction x et 100 mailles dans la direction y. Chaque maille est un carré de
100 m de coté. Le champ de perméabilité est trés hétérogéne et ses valeurs sont trés différentes selon la
direction considérée (voir figure 2.2).

Permeability X Permeability Y
2e-12 4e-12 6e-12 le-12 2e-12 3e-12
i R Y ‘ ('} ‘ R I B } | [ -]
9.869233336e-18 6.908462951e-12 9.869233336e-18 3.468344535e-12

FIGURE 2.2 — Perméabilités dans les directions x et y pour le cas fracturé

Dans ce cas, on considére un champ de porosité également trés hétérogéne (voir figure 2.3). Les autres
parameétres physiques sont les mémes que ceux utilisés pour le cas SPE 10.
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Porosity
0.0002 0.0004 0.0006

le-10 0.0008

FIGURE 2.3 — Porosités du cas fracturé

2.5.2 Présentation des résultats

Les solutions présentées ici seront comparées avec celles obtenues avec les différentes méthodes multi-
échelles dans la suite.

Couche 85 du cas SPE 10

On considére la couche 85 du cas SPE 10 présenté au paragraphe précédent. Dans ce cas, on impose une
pression de 1000 psi et une saturation en eau égale & 1 sur le bord de droite. Sur le bord de gauche, une
pression de 500 psi et une saturation en eau égale a 0 sont fixées. Sur les autres bords, une condition de flux
nul est imposée.

La figure 2.4 présente les champs de pression et de saturation obtenus lorsque le volume poreux d’eau
injecté est égal a 25% du volume poreux total. Le solveur linéaire utilisé pour résoudre le systéme en
pression est un solveur itératif BiCGStab [vdV92| avec un préconditionneur de type AMG (Algebraic Mul-
tiGrid [Stii01]). Pour la méthode IMPIMS, ce solveur est également utilisé dans le calcul des saturations
pour résoudre le systéme linéaire & chaque itération de la méthode de Newton mais le préconditionneur est
dans ce cas de type ILUO [MvdV77].
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WaterSaturation Pressure
Q794 94606
6e+06
—0.6 R
i —5e+06
—04 B
de+06
0.2 3447622

FIGURE 2.4 — Résultats obtenus avec le solveur fin pour la couche 85 du cas SPE 10

Cas fracturé

On reprend le cas fracturé présenté au paragraphe 2.5.1. On impose une pression de 1000 psi et une
saturation en eau égale a 1 sur le bord de gauche. Sur le bord de droite, une pression de 500 psi et une
saturation en eau égale a 0 sont fixées. Sur les autres bords, une condition de flux nul est imposée.

La figure 2.5 présente les champs de pression et de saturation obtenus lorsque le volume poreux d’eau
injecté est égal a 10% du volume poreux total. Les solveurs utilisés sont les mémes que dans le cas précédent.

WaterSaturation Pressure
\0"4\ NEREEN \0"6I 4e+06 59?-06 6e+06
o OPTR
0.2 0.79863387 3447388 6894180.5

FIGURE 2.5 — Résultats obtenus avec le solveur fin pour le cas fracturé
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Chapitre 3

Homogénéisation d’un probléme
elliptique
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté deux schémas de discrétisation pour le calcul d’'un
écoulement diphasique dans un milieu poreux. Pour ces deux schémas, la premiére étape consiste a résoudre
un probléme elliptique pour calculer la pression a I'intérieur du réservoir. Dans ce chapitre, nous présentons
I’homogénéisation d’un probléme elliptique périodique. Ces résultats servent de base aux méthodes multi-
échelles présentées aux chapitres 4 et 5. L’objectif est de calculer numériquement la pression dans le réservoir
lors d’un écoulement diphasique avec ces méthodes.

3.1 Présentation de la théorie de I’homogénéisation

De nombreux problémes rencontrés dans différents domaines scientifiques dépendent de paramétres ayant
une grande variabilité spatiale. La résolution de ce type de probléme a ’échelle de variation de ces paramétres
peut étre trés difficile du fait de la taille des maillages utilisés. Le but de I’homogénéisation est de reformuler
ces problémes sous la forme d’un probléme dit homogénéisé en introduisant des paramétres effectifs définis
a une échelle d’espace plus grossiére. La résolution de ce second probléme & cette échelle est alors moins
cotliteuse.

La notion d’homogénéisation est en fait une généralisation du concept de wvaleurs moyennes qui a été
étudié depuis le XIX® siécle (voir, par exemple, J. C. Maxwell [Max81] et S.-D. Poisson [Poi25]). Cepen-
dant le terme d’homogénéisation a été introduit, pour la premiére fois, par P. Benoist [Ben64] pour 1’étude
des phénoménes de diffusion dans les réacteurs nucléaires. Les premiéres théories mathématiques sur ’ho-
mogénéisation ont été publiées par S. Spagnolo et E. De Giorgi (voir [Spa68|, [DS73|, [DG75|, [Spa76]
et [DG83]) qui ont introduit les notions de G-convergence et I'-convergence. Ces notions ont ensuite été
généralisées par F. Murat et L. Tartar qui ont défini la notion de H-convergence [MT97]. La théorie de 1’ho-
mogénéisation s’est ensuite étoffée avec 'utilisation de développements asymptotiques. Les développements
asymptotiques avaient déja été utilisés notamment pour spécifier des termes de couches limites. Cependant,
leur utilisation pour prouver des résultats d’homogénéisation a été proposée par E. Sanchez-Palencia [SP80],
I. Babusgka [Bab76|, N. Bakhvalov et G. Panasenko [BP89|. Le livre [BLP78| écrit par A. Bensoussan, J.-L.
Lions et G. Papanicolaou regroupe un certain nombre de résultats et de démonstrations sur la théorie de
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I’homogénéisation. Dans ce qui suit, on démontre une partie des résultats issus de cette théorie dans le cas
d’un probléme elliptique a coefficients périodiques. Ces démonstrations se basent sur la convergence a deux
échelles qui a été introduite par G. Nguetseng [Ngu89] et formalisée par G. Allaire [Al192]. D’autres méthodes
telles que la méthode de l’éclatement périodique (periodic unfolding method) présentée par D. Cioranescu,
A. Damlamian et G. Griso [CDGO02] ont été mises au point pour expliquer et démontrer différents résultats
d’homogénéisation.

Le concept de convergence & deux échelles a également été généralisé avec I'intégration d’une dérive pour
traiter des problémes de convection-diffusion & convection dominante dans [MPPO05]. Cette notion a notam-
ment été présentée par P. Donato et A.L. Piatnitski [DPO05] ainsi que G. Allaire et A.L. Raphael [AR07].
Notons que certains articles antérieurs tels que [ZKO94| et [Pap95] envisageaient déja une extension des
résultats d’homogénéisation elliptique & cette classe de problémes. L’homogénéisation basée sur un dévelop-
pement asymptotique & deux échelles avec dérive est présentée plus en détail au chapitre 7.

La plupart des références que nous avons évoquées s’intéressent a ’homogénéisation de problémes pé-
riodiques. De nombreux auteurs ont pu constater que des résultats assez similaires pouvaient également
étre démontrés si on souhaite intégrer des données aléatoires. On parle alors d’homogénéisation stochastique
(voir [ZKO94], [PS08] et [PVT79]).

Mentionnons enfin plusieurs livres trés complets sur ’homogénéisation : [All02], [CD99], [PS08], [Tar09]
et [ZKO94].

Ce chapitre présente briévement des résultats d’homogénéisation dans le cas d’un probléme elliptique
périodique.

3.2 Probléme de départ

Le probléme elliptique que 1'on cherche a résoudre dans le systéme (2.6) est

—div (kArVP) = 0 dans 2
P = Py(z) sur I'p
k)\TVP -n = 0 sur 00 \ FD.

Ce probléme est posé sur  C RY un ouvert borné qui représente le réservoir. On souhaite résoudre ce
probléme dans le cas ot kA varie a une échelle beaucoup plus petite que le domaine €.

Ainsi, notons € = % ou [ représente I’échelle caractéristique des hétérogénéités et L celle du domaine €.
Nous voulons construire une méthode multi-échelle permettant d’approcher la solution de ce probléme el-
liptique. Pour plus de généralité, nous considérons ici un probléme avec second membre. On va cependant
prendre des conditions aux bords plus simples. De plus, pour se conformer aux usages en théorie de I’ho-
mogénéisation nous modifions les notations. Le probléme que I'on cherche & résoudre est alors

—div (A%(x)Vue) = f dans Q,
Ug =0 sur 09

ou A° est une matrice dont les coefficients varient & 1’échelle . Ce probléme est utilisé pour construire et
justifier le choix de la méthode multi-échelle. Nous appliquerons ensuite la méme méthode pour le probléme
en pression précédent.

Dans ce chapitre, nous rappelons des résultats d’homogénéisation périodique ou A® est supposée pério-
dique de période ¢ dans chaque direction de I’espace.
Dans ce qui suit, on ajoutera I'indice 4 sur les espaces de fonctions pour préciser que ces fonctions vérifient
des conditions aux bords de périodicité. Ainsi, on désigne par Li(X ) Pensemble des fonctions de carré
intégrable définies sur un pavé X et X-périodiques.
Soit Y la cellule unité (0,1)Y. Le probléme que I'on cherche & résoudre consiste alors a trouver u. € H*' (£2)
solution de

{ —div (A (f) Vus) = f dans Q,

Uge 0 sur 0N (3.1)

avec les hypothéses suivantes :
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Hypothéses 3.1 :
NXN
1. Ae [L;E(Y)} :
2. A est coercive : il existe une constante Cyz, > 0 telle que

VEERY,  Af-€> Cuall

|-| étant la norme euclidienne dans RY,
3. feL*).

Le probléme ainsi posé admet une et une seule solution u. par le théoréme de Lax-Milgram rappelé dans
I’annexe A.2.1.

La valeur du coefficient € est faible. On va donc chercher & caractériser la solution & ce probléme lorsque
e tend vers 0.

Dans la prochaine partie, nous allons partir d’un développement asymptotique formel pour obtenir un
probléme de cellule (3.4) et un probléme homogénéisé (3.5) (paragraphe 3.4).
Puis, dans le paragraphe 3.5, nous allons introduire la notion de convergence a deux échelles et nous verrons
que cette notion nous permet de caractériser la convergence de la solution calculée & partir du probléme ho-
mogénéisé vers la solution du probléme de départ. En particulier, le théoréme des correcteurs (Théoréme 3.3)
montre que I'on peut avoir une convergence en norme H¢ () vers la solution du probléme initial.
Une fois ces résultats établis, nous allons voir qu’on peut estimer 1’écart entre la solution obtenue en résolvant
le probléme homogénéisé et la solution du probléme initial. On arrive, par exemple, a 'inégalité (3.21) qui
montre que la convergence en norme Hg(£2) rappelée précédemment est a I'ordre % en e.

Ces résultats théoriques servent de base & la méthode multi-échelle présentée au chapitre 4.

3.3 Reésultats et théorémes préliminaires
Le résultat suivant est classique et sera utilisé dans la suite.

Lemme 3.1. Soit ¢ une fonction dans l’espace L? (Q,C%(Y)). Alors, pour toute > 0, ¢ (:E, %) est mesurable

, x
gl_r)r(l) Q(p (m, g) dx = /gz/ygo(x,y) dxdy. (3.2)

Pour résoudre les problémes qui suivent, on va utiliser 'alternative de Fredholm montrée sous cette
forme dans [BLP78|.

sur §2, et on a

NxN
Lemme 3.2 (Alternative de Fredholm). Soit g € Lf#(Y). On suppose que la matrice A € {L%O(Y)]

est coercive. Le probléme : trouver v € H%E(Y) telle que

—div, (A(y)Vyv) = ¢ dans Y
v est Y -périodique

admet une solution unique, a ’addition d’une constante prés si et seulement si

/Y 9(y)dy = 0.

Cette condition est appelée alternative de Fredholm ou condition de compatibilité.

3.4 Développement asymptotique formel

Les calculs que 'on présente dans ce paragraphe sont formels. Pour plus de détail sur ce développement
asymptotique, on peut, par exemple, se référer a [SP80], [BLP78] ou [BP89]. Nous allons, ici, partir d’un
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Chapitre 3. Homogénéisation d’un probléme elliptique

postulat : on suppose que la fonction u. solution du probléme (3.1) peut s’écrire sous la forme

ue(x) = ‘ el (ac%)7 (3.3)

o pour tout ¢ € N, la fonction u;(x,y) dépend de deux variables © € Q et y € Y et est Y-périodique par
rapport a y.

Proposition 3.1. Soit u. la solution du probléme (3.1). On suppose que les hypothéses 3.1 sont vérifiées.
On suppose également que le développement asymptotique (3.3) est vrai et que les fonctions u; sont Y-
périodiques par rapport 4y et “régulieres” (les résultats de cette proposition sont uniquement formels, il n’y
a donc pas besoin de préciser les régularités). Alors

e [a fonction ug ne dépend pas de la variable y :

Ve e RV Wy €Y, wo(z,y) =u(z).

e On définit les fonctions w; solutions des problémes de cellules

—divy (A(y) (Vyw; +€;)) =0, (3.4)
y — w;(y) est une fonction Y -périodique. '
e La fonction u est solution du probléme homogénéisé
—divy (A*V,u) = f  dans Q,
{ U =0 surdf) (3.5)
ot A* est une matrice définie positive telle que
A5 = [ AW+ Vg0 e+ Vyw)d. (36)
e La fonction uy est définie par
N ou
ui(2,y) = Z Oz (@)wi(y) + 1 (z), (3.7)
i=1 "

avec une fonction uy dépendant uniquement de x qui Teste a définir.

Remarque 3.1 : La solution du probléme de départ peut ensuite étre approchée de la maniére suivante

Cela correspond aux deux premiers termes du développement asymptotique (3.3).

On remarque que, pour calculer ces deux termes, il faut d’abord résoudre les problémes de cellule (3.4) dans
chaque direction. Ces problémes doivent étre résolus sur Y a I’échelle fine. Puis, en utilisant les solutions
w;, on calcule la matrice homogénéisée A* par la formule (3.6). On obtient alors u en résolvant un autre
probléme elliptique (3.5) sur € mais ce probléme n’a pas de coefficient variant a ’échelle €. On a donc, a
aucun moment, besoin de faire des calculs a 1’échelle fine sur ’espace entier.

Démonstration. On remarque d’abord que pour tout 7 € N,

9 (o (r2)) = (T ) (2.
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En appliquant cette formule au développement asymptotique de u,., et en regroupant les termes en fonctions
du degré en e, on obtient :

Vu (z) = é (Vyuo) (x,g) + Jiosi (Vau; + Vyuipr) (x%)

=0

Alors

—div (4 () Vi) = _édi"y (49,0) (2:7)

1 .. . T
— — (div, (AVyup) +div, (4 (Vuo + Vyu))) (2.
+oo
_ Zgi (din (AVgEuZ + Avyui+1) + diVy (AVzuiH + Avyui+2)) (.%‘,g) .
=0

Sachant que 'on veut
x
—div (A (7> Vug) = f(z)
€
pour tout € > 0, on peut identifier les termes en fonction de 1'ordre en .
On obtient d’abord en prenant le terme en ¢~2

Ve € Q,Ve >0, —divy (A (g) Vyuo (x,g)) =0.

On a donc, en posant y = Z :

Vee QVyeY, —divy(A(y)Vyuo(z,y)) =0. (3.8)

De méme, en considérant le terme en ¢!, on a :

Vee QVyeY, —div,(A(y) (Vauo + Vyur) (2,y)) — divy (A(y)Vyue (z,y)) = 0. (3.9)

Pour le terme en €%, avec i > 0, ’équation qui doit étre vérifiée est :

Ve e Q,VyeY, —divy (A(y) (Vyuira + Vouirr) (z,y))
f(z) sii=0,

3.10
0 sinon. ( )

—div, (A(y) (Vyuirr + Veus) (2,y)) = {

On interpréte toutes ces équations comme des équations aux dérivées partielles en y qui sont toutes de la
forme )

—divy (A(y)Vyv) = g dansY,

y — v(y) est une fonction Y-périodique,

ou g est une fonction Y-périodique.

Dans cette partie, on cherche a effectuer le calcul formellement. On va donc supposer que toutes fonctions
g aux seconds membres sont dans L?(Y). On applique ensuite P'alternative de Fredholm (voir lemme 3.2)
aux différentes équations.

Pour I’équation (3.8), le second membre est nul donc cette condition est clairement vérifiée. De plus, ug = 0
est une solution évidente du probléme et 'unicité & une constante prés nous permet de dire que ug est une
constante par rapport a y. On peut donc écrire :

’Vm eQVyeY, up(zy) =u(x). ‘

En utilisant ce résultat, I’équation (3.9) devient

{ _divy (A(y) (ku + vyul) (may)) =0,

y — uy(z,y) est une fonction Y-périodique. (3.11)
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Chapitre 3. Homogénéisation d’un probléme elliptique

On décompose V,u sur la base canonique :
N

—1 &rz

(x)e;.

Pour tout ¢ = 1,..., N, on définit w; : Y — R vérifiant

—divy (A(y) (Vyw; +€;)) =0,
y — w;(y) est une fonction Y-périodique.

Ces fonctions existent car les seconds membres sont g; = div,(Ae;) et

/ divy(Ae;) = Ae;-n =0,

Y ay

par périodicité de A.

Le probléme (3.4) est appelé probléeme de cellule et les solutions w; sont appelés correcteurs.
On remarque ensuite que, par linéarité, la fonction

(@9 = Y o @)y

est solution du probléme (3.11).
Par unicité de la solution & une constante prés, on obtient

Remarque 3.2 : En pratique, les fonctions w; étant définies & une constante prés, on les choisira & moyenne
nulle. De plus, on prendra @, (z) = 0.

On résout ensuite le probléme (3.10) pour i =0 :

{ —div, (A(y) (Vyuz + Veuy)) — divg (A(y) (Vyur + Veu)) = f(z),

y +— us(x,y) est une fonction Y-périodique. (3.12)

La condition de compatibilité impose
/ (F(@) + diva (A@) (Vyus + Vou)) + divy (A(y)Vaur)) dy = 0.
Y

L’intégrale du terme en div, est nulle car A(y)V ui(z,y) est Y-périodique.
La fonction f ne dépend pas de la variable y, donc son intégrale sur Y (de mesure unitaire) vaut f.
En décomposant ensuite ’équation précédente et, en adoptant la convention de sommation d’Einstein, on

obtient : 5 5 9
1+ o (Af’j“” (ay * a)) =0
fe. P P P P
Wi U _
Vo € Q, —aT:i/YAz,a(y) (%(y)m<x) + a@j“) dy = f(x),
ou 8 6
L Ou Y
vwen — 2 (Angte) = (),
avec
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Ce qui peut se réécrire
;‘k,k = / A(y) (Vywi(y) + er) - e;dy. (3.13)
Y

On aboutit donc a I’équation homogénéisée :

—divy (A*V,u) = f dans Q,
U =0 sur 0N

Lemme 3.3. La matrice A* définie par (3.13) est définie positive et
Az = [ AW+ Vy0)- e+ Vyw)d.

Cette formule montre que A* est symétrique si pour tout y € Y, A(y) lest.

Démonstration. On reprend I’équation (3.4) pour wj :
—divy (A(y) (Vyw; +¢;)) = 0.

On multiplie cette égalité par w; et on I'intégre sur Y. On effectue ensuite une intégration par parties :

/y A(y)(Vyw; + €;) - Vywidy = 0.

En ajoutant ce terme a la définition de A¥ ., on obtient :

2,57
Az = [ AW+ Vy0)- e+ Vyw)d.

La matrice A* peut donc bien étre définie par la formule (3.6). Il nous reste & montrer qu’elle est définie
positive. Soit € € RY. On définit

N
we = Z &w;.
i=1

Par linéarité, la fonction we est solution du probléme :

~div, (A(y) (Ve +8)) =0, -
y — we(y) est une fonction Y-périodique. ’

En multipliant '’équation (3.14) par we et en intégrant sur Y par parties, on a :

/Y A(y) (Vywe() +€) - Vywe(y)dy = 0. (3.15)
Et N
A= 3 6l = | AT, uel) +)- (3.10)

D’ot, en sommant les égalités (3.15) et (3.16) :

A¢es = [ AG)Tyuel) + ) (Vy0ets) +
On utilise maintenant la coercivité de A
A*E-€ = / J(Vywe(y) + &) - (Vywe(y) + §)dy > Csm/y Vywe(y) + & dy.
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On a donc la positivité de la matrice. De plus, si A*¢ - £ = 0, on a, en utilisant I'inégalité précédente :
Vy ey, Vywe(y)+£=0.
On en déduit que
we(y) =—Ey+e¢, ceR
Or, we est une fonction Y-périodique, donc £ = 0.

A* est donc bien une matrice définie positive. O

Par le théoréme de Lax-Milgram, le probléme homogénéisé (3.5) admet donc une solution unique. De
plus, par les théorémes de régularité elliptique (voir annexe A.2.3) A* étant constant, si f est réguliere, u
est aussi réguliére que . Ainsi, si 2 est de classe C® et f € C>(Q), u € C>(Q). O

Tous les résultats obtenus dans ce paragraphe sont uniquement formels et n’ont, pour I'instant, pas de
justification mathématique. En particulier la régularité des différentes fonctions n’est pas précisée et on ne
précise pas en quel sens la fonction u. est proche de son développement asymptotique.

3.5 Convergence a deux échelles

Nous présentons ici le concept de convergence a deux échelles. La notion de convergence a deux échelles
a été introduite par G. Nguetseng dans [Ngu89| et formalisée par G. Allaire dans [All92]. Cette notion va
nous servir a justifier mathématiquement et de maniére plus précise le développement asymptotique (3.3)
et les résultats de la proposition 3.1. D’autres méthodes peuvent étre utilisées pour obtenir ces résultats.
On peut citer, par exemple, la méthode du déploiement périodique (periodic unfolding method) présentée
par D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso dans [CDGO02| ou la méthode de la fonction test oscillante
introduite par L. Tartar dans [Tar76] et [MT97]. La méthode de la fonction test oscillante permet, en outre,
d’obtenir des résultats d’homogénéisation pour des cas non périodiques.

Définition 3.1 (Convergence a deux échelles). On dit qu’une suite de fonctions u. € L*(Q) converge a
deuz échelles vers une limite ug(x,y) € L*(Q x Y) si, pour toute fonction p(x,y) € D(Q;C(Y)), on a

lim [ wc(z)e (x,g) dz = / / uo(z,y)p(x,y)dzdy.
e—0 Jo 15 oJy
Propriétés :

1. Si u. est une suite bornée de L?(€2) et converge a deux échelles vers ug(z,y) alors u. converge faiblement
dans L*(Q) vers u(z) = [, u(z,y)dy. En effet, Vo € D(Q),

im [ wele)o@) = [ [ w@gpla)dady = [ uw)ps

e—0
2. On a aussi 'inégalité :
;i_r% ||u€||L2(Q) 2 ”uo(may)HL?(QxY) 2 Hu(x)HL?(Q)'
L’introduction de la notion de convergence & deux échelles permet d’obtenir certains résultats intéres-
sants. On peut citer, le théoréme suivant montré dans [Al192].

Théoréme 3.1. Soit (u.) une suite bornée de fonctions de H* ().
Alors il existe une sous-suite et deux fonctions limites u(x) € H'(Q) et ui(w,y) € L? (Q,H;#(Y)) tels que :

ue(x) converge a deux échelles vers u(x)
Vu.(x) converge a deux échelles vers Vg u(x) + Vyui (x,y)

En fait, pour u. solution du probléme (3.1), on peut montrer que les fonctions u(x) et u;(x,y) définies dans
le théoréme 3.1 peuvent étre identifiées aux fonctions définies la proposition 3.1.

Théoréme 3.2. On considére la suite (uc) des solutions de (3.1). Alors u. converge & deuz échelles vers u
solution de (3.5) et Vu. converge & deux échelles vers Vyu + Vyuq avec uq définie par léquation (3.7).

Ce théoréme est également montré dans [Al192].
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3.6 Résultat de convergence et estimation a prior:

Les théorémes énoncés au paragraphe précédent nous permettent d’obtenir des résultats de convergence
sur des espaces de fonctions plus classiques. Ainsi, le théoréme suivant qui a, par ailleurs, été démontré
dans [BLP78|, montre que la fonction u. converge dans Hg(£2) vers u + euy.

Théoréme 3.3 (des correcteurs). Soient u. vérifiant ’équation (3.1), u solution du probléme homogé-
néisé (3.5) et uy définie par (3.7) ou les fonctions w; sont les solutions & moyenne nulle des problemes (3.4)
et iy = 0. Si on suppose, de plus, que u € WH>°(2), alors on a :

ue(z) — u(x) — euy (x,%) — 0 fortement dans Hy(9).

Démonstration. Nous reprenons ici la preuve de ce théoréme faite dans [All92]. Nous supposons ici que
u € W2%(Q) mais le résultat reste vrai si u € W°(Q). On va évaluer la limite quand ¢ tend vers 0 de
I'intégrale

/QA (g) (Vug(x) -V (u(x) +ew (:c, g))) : (Vug(z) -V (u(x) +ew (x, g))) dx
= /QA (7) Vue(z) - Vue(x)de
- Q/QA (g) Vue(z) - (Vmu(x) + Vyur (:c, g) +eVug <:v, %)) dx

+ /Q A (g) (Vzu(x) + Vyuy (CE, %) + eV (x, g)) . (Vzu(x) + Vyur (IE, g) + eV (x, g)) dx.
(3.17)

En multipliant la premiére équation du systéme (3.1) par u. et en intégrant, on montre que

/A€Vu€~VuE = / Sfue. (3.18)
Q Q

On veut passer a la limite quand € tend vers 0 dans 1’équation (3.17). Pour cela, on utilise I’équation (3.18)
ainsi que la convergence a deux échelles de Vu, vers Vu + Vyuy :
x

lim QA(

e—=0

) (Vug(x) -V (u(m) +euy (x, g))) . (Vug(x) -V (u(x) +euy (a:, g))) dx

= / f(z)u(z)dx — 2/ Ay) (Vu(z) + Vyui(z,y)) - (Vu(z) + Vyui (2,y)) dedy
Q QXY

g

+ //Qxy Ay) (Vu(z) + Vyui(z,y)) - (Vu(z) + Vyui (z,y)) dedy.  (3.19)
On reprend ensuite la définition de A* dans (3.6) et la définition (3.7) de u; pour obtenir :
/ ey A(y) (Vyu(z) + Vyui(z,y)) - (Veu(x) + Vyui(a,y)) dedy = /QA*Vu(x) - Vu(z)dx
x
_ /Q div (A*Vau()) u(z)dz,  (3.20)

par intégrations par parties.
En insérant 1’égalité (3.20) dans ’équation (3.19), on a
x

lim QA(

e—=0

) (Vug(x) -V (u(m) +euy (x, g))) : (Vug(x) -V (u(x) +euy (x, g))) dx
= /Q (f(z) — div (A*u(x))) u(x)dz.

£
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La fonction u étant solution du probléme homogénéisé (3.5), on remarque que :

gi_r)% A A (g) (Vus(:c) -V (u(az) + euy (:c, g))) . (Vus(x) -V (u(x) +euy (:c, g))) dx = 0.
En utilisant la coercivité de A, on en déduit le résultat voulu. O

De plus, on peut caractériser la vitesse de cette convergence comme le montre ce théoréme démontré

dans [BLP78| et dans [AA99] d’une autre maniére.

Théoréme 3.4. Soient u., u et uy définies comme dans le théoréme 3.3. Si on suppose, de plus, que
u € W2°°(Q), alors on a lestimation a priori :

ue(x) — u(x) — euq (ac,E < Cy/e. (3.21)

s)HHg(sz)
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Chapitre 4

Une méthode multi-échelle pour des

problémes elliptiques
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Ce chapitre débute par une étude bibliographique des méthodes multi-échelles développées pour la
résolution de problémes elliptiques. Nous rappelons ensuite la méthode multi-échelle présentée par G. Allaire
et R. Brizzi dans [ABO5] qui est construite a partir des résultats du chapitre 3. Aprés avoir défini cette
méthode, nous démontrons le théoréme 4.1 qui nous permet d’obtenir une estimation a prior: de sa précision
et présentons quelques résultats numériques.

4.1 Etude bibliographique des méthodes multi-échelles

L’upscaling ou mise a I’échelle consiste & moyenner les valeurs de propriétés sur un maillage plus grossier
que le maillage ou elles sont initialement définies et a ne résoudre le probléme initial que sur ce second
maillage. Le calcul de ces valeurs moyennes peut souvent étre justifié par le biais de résultats d’homogénéi-
sation périodique ou stochastique [BQWS8S8|. Dans le cas d’un probléme elliptique de type (3.1), 'upscaling
consisterait a calculer les valeurs de A* sur chaque maille grossiére, puis a résoudre le probléme grossier (3.5)
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FIGURE 4.1 — Les deux maillages (fin et grossier)

avec une matrice A* constante sur chaque maille grossiére. Ce type d’approche, largement antérieur aux
méthodes multi-échelles (voir [Max81] et [Poi25]), permet de calculer une valeur moyenne de la solution de
maniére efficace et est trés largement utilisé pour la simulation des écoulements en milieux poreux [RDM97].
L’upscaling ne permet toutefois pas de reproduire les oscillations de la solution & I’échelle fine & moins d’uti-
liser une approche de type double maillage comme dans [GV95].

Dans la suite de cette section, nous allons voir que les méthodes multi-échelles ne calculent pas des
parameétres équivalents & ’échelle grossiére mais des fonctions de base qui permettent de réduire la taille du
systéme linéaire a résoudre & cette échelle et de projeter ensuite les solutions a 1’échelle fine.

4.1.1 Deéfinition

D’une maniére générale, les méthodes multi-échelles sont des méthodes numériques utilisées pour résoudre
des problémes dans lesquels on observe une séparation d’échelle. Le plus souvent, on considére une échelle
fine correspondant a la longueur caractéristique de variation des paramétres et une échelle grossiére associée
a la taille du domaine de définition du probléme. Dans toute la suite de ce paragraphe, on va donc considérer
qu’il y a deux maillages :

— un maillage fin KCp, dont la résolution est plus fine que la taille des hétérogénéités,

— un maillage grossier Ky qui comporte des mailles beaucoup plus grandes (voir figure 4.1).

Le plus souvent, les méthodes multi-échelles s’inspirent de résultats obtenus dans des cas périodiques pour
justifier les différentes approximations.
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4.1.2 Meéthodes des éléments finis multi-échelles

La méthode des éléments finis multi-échelles a été introduite par Th.Y. Hou et X.H. Wu dans [HW97].
I. Babugka et J.E. Osborn avaient proposé une idée similaire en une dimension [BO83]. L’idée principale de
cette méthode est de définir des fonctions de base associées & des degrés de liberté grossiers mais dépendant
localement des valeurs des paramétres connues a 1’échelle fine. Plus précisément, la méthode des éléments
finis multi-échelles consiste a calculer numériquement, sur un maillage fin local & chaque maille grossiére,
des fonctions solutions du probléme elliptique suivant :

— div (Aaw‘iK) =0 dans K. (4.1)

Ce probléme n’est pas fermé tant que 'on n’a pas imposé de conditions aux limites. Ces fonctions de base
sont en fait considérées comme des extensions des fonctions de base d’'une méthode Py Lagrange. Ainsi, une
fonction ¢* est associée & un nceud x; et vérifie

Va; € Np, o, ¢ (x5) = 0ij.

Il reste donc a définir les valeurs sur les bords des mailles K € K tout en respectant cette condition sur les
neeuds. L’article [HW97| propose plusieurs fagons d’imposer ces conditions aux bords, mais on va supposer
ici que ces conditions sont linéaires. Ce choix implique que les fonctions ¢? sont nulles sur toutes les mailles
qui n’ont pas z; pour sommet. Les problémes (4.1) peuvent étre résolus pour un nombre restreint de mailles
et de maniére indépendante du fait du choix des conditions aux limites. Cette derniére caractéristique est
trés intéressante d’un point de vue informatique, car cela signifie que la résolution de ces problémes peut
étre faite en paralléle. Une fois ces fonctions de base construites, on construit I’espace aux éléments finis
VFJ}/[ S engendrés par ces fonctions ¢. Le probléme consiste alors a chercher la solution v € VHMS du
probléme

voMS e VS / AEVUMS oM = / foMSde. (4.2)
Q Q

Si on suppose que les fonction ¢* sont calculées en résolvant de maniére exacte les problémes (4.1), on peut
alors montrer 'estimation d’erreur a priori entre la solution multi-échelle et la solution u. du probléme (3.1) :

[e
[ue = unrsl iy < C <H+ H) . (4.3)

D’autres méthodes présentées antérieurement peuvent étre rapprochées de la méthode des éléments
finis multi-échelles. On peut citer la méthode de partition de l'unité présentée par 1. Babuska et J.M.
Melenk [MB96] ou les méthodes intégrant des bulles présentées par F. Brezzi, L. Franca et A. Russo [BR94,
BFR98]. La méthode que nous présentons dans ce chapitre généralise la méthode introduite par Th.Y. Hou
et X.H. Wu dans [HW97] en considérant des fonctions de base d’ordres supérieurs. Cette idée a ensuite été
reprise par H. Owhadi et L. Zhang dans [OZ07] et [OZ08].

Le chapitre 5 présente la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles introduite par Z. Chen et Th.
Y. Hou [CHO2] qui est I'adaptation de la méthode des éléments finis multi-échelles aux éléments finis mixtes.

4.1.3 Méthodes multi-échelles hétérogénes

La premiére méthode multi-échelle hétérogéne a été proposée par W. E et B. Engquist [EE03] pour
résoudre des problémes elliptiques & coefficients périodiques de type (3.1). On décrit ici la méthode en
s’inspirant de la description faite par A. Abdulle [Abd13]. En fait, Pobjectif de cette méthode est de calculer
numériquement le tenseur A* vu au chapitre 3 dans un cas non périodique. On voudrait ensuite appliquer
une méthode aux éléments finis Vg associée & un maillage grossier Ky du domaine {2 pour résoudre le
probléme homogénéisé (3.5). Cependant, on remarque que, si on veut résoudre numériquement un probléme
elliptique, on a besoin de connaitre la valeur du tenseur uniquement aux points de quadrature utilisés pour
calculer les intégrales. Ici, les variations de la solution & I’échelle fine ne sont donc calculées qu’au voisinage
de certains points qui seront, en général, ces points de quadrature. On définit alors, pour chaque maille
K € Ky, des pavés Y; 5 de taille § autour de ces points (voir figure 4.2). On décompose ensuite la solution
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1

FIGURE 4.2 — Schéma présentant la discrétisation effectuée pour la Méthode Multi-échelle Hétérogéne

numérique en deux parties : une partie macroscopique ugy € Vg et une partie microscopique u; définie sur
les Y; 5. Au final, on définit la solution obtenue avec une méthode multi-échelle hétérogéne par

up = ug + Up- (4.4)

On remarque que la décomposition (4.4) peut étre rapprochée de 'approximation montrée au chapitre 3 :

ue(x) ~ u(z) + euy (x, g) .

Ainsi, la fonction 4 devrait étre de l'ordre de & mais son gradient de l'ordre de 1. L’objectif de cette
méthode est de bien approcher u et on ne s’intéresse donc ici qu’au calcul de ug. On choisit alors § > ¢
mais de l'ordre de ¢ de telle sorte que le maillage utilisé a 'intérieur des Y; s soit de résolution h < ¢ et
comporte un nombre de mailles raisonnable. Dans cette méthode, on impose que la partie microscopique uyp,
soit & moyenne nulle sur chacune des cellules Y; 5. Cette condition est liée au fait que ce terme devrait étre
de 'ordre de €. On construit alors un espace aux éléments finis Vi (Y;s) qui est un sous-espace de I’ensemble
des fonctions de Y; 5 & moyenne nulle associé au maillage fin K. On suppose ensuite que @y, Iv,s € Vh (Yis)-
En s’inspirant des problémes de cellules (3.4), on définit des problémes de cellules discrets. On cherche sur

chaque maille Y; 5 les fonctions wy; ; ».j,5 = 1,..., N solutions des problémes
V2, € Vi (Yis) / A% (2)Vwy, s pj - Vindr = / A% (x)e; - Vipde. (4.5)
Yis Yi,s
Ensuite, en se basant sur la définition de la matrice A* dans (3.13), on définit
1
o VA A% (z) (Id + Vwy, 4 p.,5) da. (4.6)

La fonction ug est alors calculée en résolvant le probléme :

Yoy € Vi, Bp(um,vh) = / fom, (4.7)
Q

ol

K
By (up,vm) = Y Z | |wm/ A% (z) (Id + Vwy, ;1) Vug - Vogda

KeKp w; Yisl Yis
= Z |K\ZleAY S Vur (z5) - Vg (),
Keknu T
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les z; étant les points de quadrature de la maille K et les wg ; les poids associés. Avec cette méthode, pour
un bon choix de &, les estimations d’erreur a priori (voir [MZ105] et [Abd05]) suivantes peuvent étre établies

R\?
llue — UHHLZ(Q) <C <H2 + <5> + 3 + 5) ) (4.8)

h\> =
|uuH||H1<m<c<H+(E) +5>, (19

ou u est la solution du probléme homogénéisé (3.5). On peut méme montrer, si on suppose que le rapport

g est entier, que
B\ 2
lu—unll g <C <H+ <€) ) :

L’avantage de cette méthode par rapport a celle de Th. Hou et X. Wu est qu’elle diminue la taille des
systémes fins a résoudre. En effet, les problémes de cellule (4.5) sont aussi indépendants mais doivent étre
uniquement résolus sur les Y; 5. Ainsi, pour un maillage de méme résolution, le nombre d’inconnues fines
sera plus faible avec la méthode multi-échelle hétérogene.

On peut également, avec cette méthode, reconstruire une solution oscillante sur le maillage complet.
Pour cela, on utilise la solution locale 1, définie sur les mailles Y; s que 'on prolonge par périodicité sur
toute la maille K. Cela nous permet de définir une fonction oscillante @y, g. On introduit ainsi la fonction
ugp définie par

ugh | gk = Ug + Un K-

On peut alors montrer 'inégalité

( > IVu. _quhIiQ(K)>

KeKy

Nl

<<H+};+\£>,

sous ’hypothése g eN.

Cette reconstruction par périodicité est trés intéressante dans le cas localement périodique. Cependant,
cette méthode ne serait pas applicable dans les cas que nous souhaitons considérer ou les oscillations ne sont
pas périodiques.

4.1.4 Meéthodes des volumes finis multi-échelles

La méthode des éléments finis multi-échelles permet de résoudre un probléme elliptique et pourrait donc
étre appliquée pour calculer un champ de pression (voir chapitre 2). Cependant, les flux que 'on obtiendrait
en appliquant cette méthode ne seraient pas conservatifs a 1’échelle fine. Ainsi, si on souhaite préserver le
principe du maximum en saturation (voir chapitre 2), la méthode des éléments finis multi-échelles n’est
pas applicable & la simulation d’un écoulement. La méthode des volumes finis multi-échelles a été présentée
pour la premiére fois par P. Jenny, S.H. Lee et H. Tchelepi dans [JLT03]. Cette méthode a pour but d’étre
appliquée & la simulation d’un écoulement en milieu poreux. L’objectif de cette méthode multi-échelle est
donc d’obtenir des flux consevatifs sur le maillage fin. La présentation que I'on donne de cette méthode est
inspirée de la description faite par Th. Abballe dans [Abb11].

Pour définir cette méthode, il faut tout d’abord construire le maillage dual K associé au maillage
grossier g en reliant les barycentres des mailles K € KCp.

Cette méthode a pour but d’étre appliquée a la simulation des écoulements en milieux poreux, on reprend
donc les notations du chapitre 2. On veut résoudre le probléme

—div (kArVP) =0 dans Q.

Comme dans I'approche volumes finis classique, on suppose que la pression est constante sur chaque maille
K € Ky et on la note Px. La premiére étape de cette méthode est de réécrire la pression sur une maille
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FIGURE 4.3 — En trait plein le maillage Ky, en tirets le maillage dual Ku

duale K € Ky comme une combinaison des pressions sur les mailles qui lui sont reliées :

Pglx)= Y PxdE(). (4.10)
K,KNK#0

Il reste donc & définir les fonctions @g. Dans cette méthode, ces fonctions @Ifg sont en fait définies en

s'inspirant de la méthode aux éléments finis multi-échelles présentée au paragraphe 4.1.2. Ainsi, @g est
solution du probleme de cellule dual

—div (kArVOE) =0 dans K. (4.11)
On note xi le barycentre de la maille K € Kg. On impose alors que

VLEICH, q)g (XL):6K7L~

Comme pour le probléme (4.1), nous allons supposer ici que les conditions aux bords sont linéaires. Ces
problémes de cellule duaux sont alors résolus sur un maillage fin local. Une fois les fonctions ®£ connues sur
ce maillage fin, les flux de kAprV P a travers les faces grossiéres 3 € Fy peuvent étre calculés en utilisant la
formule (4.10). Nous pouvons donc obtenir les pressions grossiéres P

On voudrait maintenant reconstruire ce champ de pression a 1’échelle fine pour obtenir des flux conser-
vatifs. Pour cela, on considére ’ensemble des mailles de Ky partageant un sommet avec la maille K € Kg.
On note cet ensemble Vg . Alors, pour chaque maille L € Vy i on définit la fonction w[L( solution du
probléme

—div (kA Vi) = 0 dans L,
Vi = Z % sur OL. (4.12)
K, LNK+#0

Ces problémes sont également résolus sur des maillages fins locaux. La pression est ensuite reconstruite sur
le maillage fin en utilisant la formule

Pug= Y. Pk

LeVH Kk

Ce champ de pression fin permet finalement d’obtenir des flux conservatifs & ’échelle fine.

V. Ginting [Gin04] a montré que cette méthode permettait d’avoir la méme estimation d’erreur que la
méthode des éléments finis multi-échelles.

La méthode des volumes finis multi-échelles a été, par la suite, appliquée & des cas non linéaires [LZT09).
Cette méthode a également été adaptée pour prendre en compte des géométries non conformes [HDJ11].
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4.2 Définition de la méthode multi-échelle

4.2.1 Hypothéses de départ

On veut construire une méthode aux éléments finis qui s’inspire des résultats obtenus dans le cas de
I’homogénéisation périodique mais qui s’appliquerait & des cas plus généraux. Cependant, on peut obtenir
une estimation quantitative dans le cas périodique. Le probléme que ’on souhaite résoudre est donc de la
forme

{ —div (A° (z) Vue) = f dans Q, (4.13)

Ue 0 sur 01,

ol on suppose que A%(zx) = A (f) et on fait les hypothéses suivantes
Hypothéses 4.1 :
1. La fonction A est Y-périodique,
2. La fonction A est de classe C! par morceaux et les interfaces de discontinuités sont C2,

3. A est coercive : il existe une constante Cyz, > 0 telle que
VEERN, A€ Cualtl

|| étant la norme euclidienne dans R”.

Avec ces hypothéses sur A, en reprenant la définition des fonctions w; dans (3.4), on peut montrer que
1,00 . .
w; € Wy (Y). En effet, on peut appliquer le lemme suivant.

Lemme 4.1. On se place dans l'espace RN . On définit les fonctions f, a; et a;;,i,5 = 1,...,N vérifiant
les hypotheses

1. La matrice des a; ; est coercive.

2. Les fonctions f,a; et a;;, i,j=1,...,N sont de classe C* par morceauz et les interfaces de discon-
tinuités sont de classe C2.

Soit w la fonction solution du probléme

d
B ) s

] 71 Ti
Alors, la fonction w est dans I’espace W (RN).

Idée de la démonstration. Cette démonstration suppose que 1’on est localement d’un seul c6té de I'interface
de discontinuité (ie. les interfaces ne se touchent pas). Lorsqu’on est loin des interfaces de discontinuités des
a;, a; ;, on peut dériver 'équation (4.14). On en déduit, en utilisant des régularités elliptiques, que w est
localement dans W1>°.

Il reste & montrer que 'on peut “recoller” la fonction aux interfaces de discontinuités de maniére a avoir
w € WhHee (RN ) Cela est possible car ces interfaces sont de classe C2. Une utilise alors un argument de carte
locale et une partition de l'unité (voir, par exemple [All05] ou [Bre83]). La démonstration faite dans [LV00]
permet de montrer que cela reste vrai si les interfaces de discontinuités se touchent ponctuellement. O

Remarque 4.1 : On utilise ici le fait que résoudre un probléme sur pavé de RY avec des conditions aux

bords de périodicité est équivalent a résoudre un probléme sur I'espace RY tout entier. Cette remarque sera
utilisée souvent par la suite.

4.2.2 Idée de la méthode

Les résultats présentés dans la partie 3.6 nous permettent de justifier ’approximation

ue(x) = u(r) + euy (x, g) .
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On définit les fonctions tests oscillantes w;® par

’LLNIZE(Z’) =x; +ew; <§> s

ot w; est la solution de I’équation (3.4). En reprenant la définition de u; dans (3.7), u. peut étre approchée

de la maniére suivante :
N

uE%u+Z(wf—xi)

i=1

o
8@- '

On remarque que cela est en fait le début d’un développement de Taylor et on peut donc faire ’approxima-
tion :
U U0 WE.

Cette remarque a été faite par S.M. Kozlov dans [Koz80] dans le contexte de ’homogénéisation d’opérateurs
aléatoires. Ce changement de variables était appelé “coordonnées harmoniques” dans cet article.

Dans la suite, en partant de cette approximation, nous allons construire des fonctions de base utilisant
cette composition.

4.2.3 Hypothéses de discrétisation

Nous avons introduit au paragraphe 2.2 des notations sur les maillages. Cependant, ces maillages sont
utilisés pour appliquer des méthodes volumes finis. Dans ce chapitre, on construit une méthode aux éléments
finis. Pour que cette méthode approche efficacement la solution, le maillage considéré doit vérifier un certain
nombre d’hypothéses.

On introduit une famille de maillages (K ) tels que pour tout H > 0,

U k=0

Keknu

Sur chaque maille K € Ky, on définit :
— le diamétre Hg, la longueur du plus grand coté de K,
— la rondeur pg, diamétre de la boule inscrite dans K,
— Dl'excentricité o = H—}f qui mesure la non-dégénérescence de K.
Chaque maillage g est tel que H = maxgex, Hx. On introduit maintenant quelques définitions.

Définition 4.1. Un maillage Ky est dit conforme (au sens des éléments finis) si toute face d’un élément
de K € Ky est soit contenue dans la frontiere OS2, soit égale a une face d’un autre élément K'.

Définition 4.2. Le famille de maillages (Kp)y, est dite réguliére si et seulement si, il existe une constante
C, telle que

oK < Cru
pour toute maille K € Ky et pour tout H > 0.

Définition 4.3. La famille de maillages (Ku)y est dite quasi-uniforme si et seulement si, il existe une
constante Cy > 0 telle que

VH>O,VKEK:H, CngngHKSH.

Pour la suite, on fait les hypothéses suivantes
Hypothéses 4.2 :

La famille de maillages (K ), est conforme, réguliére et quasi-uniforme.
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4.2.4 Deéfinition de la méthode

Nous allons maintenant mettre en place une méthode de résolution pour le probléme (4.13) en faisant
les hypotheéses 4.1. On considére une famille de maillages grossiers Ky de résolution H vérifiant les hypo-
theses 4.2. Soient k et k' deux entiers > 1 qui représentent les ordres de résolutions global et local de notre
méthode multi-échelle. Sur chaque maille K € Ky, on calcule les fonctions @f’K solutions de

{ ~div (A°VaT )= 0 sur K, (4.15)

e K
w;’ =z; sur OK.

On note alors @f’H les fonctions définies sur le domaine € telles que pour toute maille K € Ky

~¢,H ~c, K
W, =w,".
|K

Pour chaque maille K € Ky, on définit un maillage local IC{L{ vérifiant aussi les hypothéses 4.2 et tel que
Uk:elcf k = K. On définit alors le maillage fin X, par

Kn= |J KF.
Kekny

Chaque probléme de cellule (4.15) est résolu numériquement en utilisant une méthode Py, Lagrange sur le
maillage IChK de résolution h. On note wf’K les solutions numériques des problémes (4.15). Et, par extension,
on note wf’H les fonctions telles que, pour toute maille K € Ky,

e, H e, K
|K

On souhaite que I’échelle h soit assez fine pour que les oscillations de A® soient prises en compte. Donc
h < €. De plus, pour que I’homogénéisation faite & I’échelle H soit cohérente avec les hypotheéses, il faut que
H > e. Ainsi, on fait les hypothéses suivantes

O0<h<e<H.

Nous allons maintenant mettre en place la méthode aux éléments finis multi-échelles présentée dans [AB05].
On considére Vi, un sous-espace de H(} (©2) de dimension Dy finie et associé au maillage grossier K. Dans
notre cas, Vi est un espace P, Lagrange. On note Np, g l'ensemble des nceuds de cette méthode. Soient
(<I>lH )l Noy 1 les fonctions de base de I'espace Py, Lagrange V. On construit V; g 'espace engendré par les

fonctions
<I>‘l€’H(a;) = ol o w™H (2).

Soit g I'opérateur d’interpolation sur Vg :

Tav(x) = Z v (1) @ (z).

lEka,H

On définit 'opérateur d’interpolation 7. g sur V. g :

menv(z)= Y o(1)®7 (x).

lENpk,H

L’espace V. g va étre utilisé pour résoudre la formulation variationnelle du probléme (4.13). Le probléme
discret que ’on résout s’écrit alors : trouver u. g € V; g telle que

Yo € Ve,H, / ANV ue i - Ve gda = / f ve mdx. (4.16)
Q Q
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Remarques 4.2 :

Sur chaque maille K € K, les fonctions @la’H se décomposent selon
H
(5) o (@) = 0w (@),

avec les pf* € Py(K) tels que pour tout I’ € Np, m, pE (I') = 8. et 0 sinon. Pour k¥ < 2, comme on a
wSE = z sur OK et que tous les noeuds se situent sur le bord des mailles, on a pour tout I’ € N, 1,

(@f’H)‘K (1) = 6100

On a donc, pour k < 2,
e nv(l) =v(l), pour tout ! € Np, . (4.17)

Pour des ordres k > 3, les noeuds de la méthode aux éléments finis P, Lagrange ne sont pas tous sur le bord
des mailles, I’égalité (4.17) n’est donc plus vraie.

Ve.u est de dimension Dy méme s’il est nécessaire de résoudre des problémes locaux sur un maillage plus
fin pour construire ses fonctions de base.

L’espace Vyr est un sous-espace de H{ (£2) et chaque point x € 9 appartenant au bord du domaine se situe
nécessairement sur le bord d’une certaine maille K € Kg. Ainsi
Ve €99, w (z)=ux.
Comme, pour tout [ € Np, m, <I>f{ € H(Q), on a
o5 = ol o wsH € HE(Q).

On en déduit que I'espace V. g est bien un sous-espace de H}(€2).

4.3 Estimation a prior:

Dans cette partie, on va prouver l'estimation a priori présentée dans [AB05]. La démonstration qui en
est faite dans cet article n’est pas tout a fait exacte : les termes que I’on nomme “terme d’homogénéisation
locale” et “terme d’interpolation locale” y sont mal exprimés. La preuve donnée dans ce paragraphe compléte
donc cette démonstration.

Théoréme 4.1. Soit uc la solution du probleme (4.13). On considére un maillage Ky de résolution H véri-
fiant les hypotheéses 4.2. Sur chaque maille K € Ky, on résout les problémes de cellule (4.15) numériquement
en appliquant une méthode aux éléments finis Py, Lagrange sur un maillage fin local KK de résolution h
et vérifiant les hypothéses 4.2. On suppose de plus que h < € < H. On peut alors construire l’espace aux
éléments finis multi-échelles V. g défini au paragraphe 4.2.4. On note alors uc g la solution numérique du
probléme (4.16).

On suppose que u € WET1:0(Q) et on fait les hypothéses 4.1. On suppose, de plus, que les coefficients
de A sont de classe C¥ . Il existe une constante C indépendante de e, H et h telle que

k/
k | e h
||’LL5 - uE,H”Hé(Q) <C (H + ﬁ + (6) ) .
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4.3. Estimation a priori

Remarques 4.3 :

Cette estimation a priori nous permet de vérifier que la fonction u. g, obtenue avec la méthode aux éléments

finis multi-échelles, est une bonne approximation de la solution u. du probléme initial (4.13) si H, 4 et %
sont faibles. On peut d’abord remarquer que cela est cohérent avec notre hypothése h < ¢ < H. Pour avoir
une erreur la plus petite possible il faut méme que

h<e< H.

Le terme en /4 montre que si les hétérogénéités sont du méme ordre de grandeur que le maillage grossier
(17 =~ 1), la méthode ne peut pas converger. Ce terme est souvent appelé terme de résonance.

Pour k = 1, cette méthode est en fait équivalente a celle présentée par Th.Y. Hou et X.H. Wu dans [HW97]
(voir paragraphe 4.1.2). L’estimation a priori obtenue est elle aussi en accord avec celle présentée dans (4.3).

Démonstration. Tout d’abord, en appliquant le lemme de Céa (voir annexe A.3.1) au probléme (4.16), on
a:

||Ue - uE,H”Hé(Q) < CUEQEQEYH Hus - UE7H||H(%(Q) y

avec C indépendant de € et H. On choisit v, g = 7. gu. On a
[[ue — ’U’E,HHH(%(Q) < Clue - 7TE7H“HH5(Q) .

On veut donc majorer

[ue = me mull gy ) = IV (e = 7e mu)ll L2 v -

On décompose alors ce terme de la maniére suivante

IVte =V (mew) oy < Ve =V (w0 @) gy
+ 1V ((u — ) 0 )] g2 gy

+ ||V (rgu 0 @® — wgu o w1 (4.18)

2y~
+ HV (7THU owsH — ryuo wg’H) HL2(Q)N .

Il nous reste a majorer ces quatre termes pour obtenir une estimation a priori. On définit donc

G1 = [[Vue =V (uo @) p2(q)n
G2 = IV ((u = 7au) 0 )| L2y~
G = ||V (rir o5 = 700 0) | 1
et Gyu= HV (wHu o™ —mhuo wE’H) HL2(Q)N .
La majoration du terme G est liée & un résultat d’homogénéisation périodique et & une approximation de
Taylor. Le terme G2 utilise un résultat d’interpolation en éléments finis P, Lagrange sur le maillage grossier.
Le terme G35 peut étre majoré en utilisant un résultat d’homogénéisation pour les fonctions oscillantes

locales. Enfin, le terme G4 sera majoré a I’aide d’une estimation d’erreur de la méthode aux éléments finis
Py, Lagrange utilisée pour calculer les fonctions tests oscillantes.

4.3.1 Terme d’homogénéisation globale G,

On s’intéresse d’abord au terme G;. Pour majorer ce terme, on va montrer le lemme :

Lemme 4.2. On suppose que u € W3>2(Q) et w; € WH(Y). Alors, il existe une constante C indépendante
de ¢ telle que
[Vue =V (w0 %)l 12 g)n < CVe.
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Chapitre 4. Une méthode multi-échelle pour des problémes elliptiques

Démonstration. On a d’abord l'inégalité

s ~ g ou
[Vue =V (uow)|[2qyn < Hvus — [Vw©] Er

. (4.19)
L2(Q)N

ou ou
+|wa (5 - (5 ) o)
L2(Q)N H Iz Oz

On remarque que [Vi©] (z) = Id+ [V, w] (£). Le premier terme du membre de droite de I'inégalité est donc
égal &

x\] Ou
Vue(z) — Vu(x) — |V,yw; | — (2) .
H [ 4 (E>} (%ci L2(Q)N
De plus, si on applique (3.21), on obtient :
al x\ Ou
ue(x) — u(x) — €Zw, (g) B () < Cye.
i=1 LA
Or,
N x\ Ou
ue(x) — u(z) — 52“’1 (g) o (x)
=1 AT
x\1 Ou x Ju
= ||Vue(z) — Vu(x) [Vywl (g)} o () + ew; <g> v@x‘ (x) o
7 7 L2(Q)N
Donc
ou o x\ Ou x ou
_ i e < _ _ o [z
HVug 4 T ue(z) — u(z) 5;102(5) 63”( )‘ 3(Q)+ €wz(€)V8Ii(w) Lo

NG (4.20)

En utilisant le fait que w; € W1°°(Y), on peut majorer le deuxiéme terme de I'inégalité (4.19) de la maniére

suivante
e [ Ou ou e
H[vwi] (3% - (3$z> o )

On effectue un développement de Taylor avec reste intégral :

Gwyoit =Vute [ VO (otet (2w (5 e
0 €

ox; €

< Hd + [Vyw]|| oo (yywsn Ve = (Vi) 0 07| 12 (g -
L2 @)~

Cela nous permet d’obtenir :

o (o~ (57) )

En insérant (4.21) et (4.20) dans (4.19), on obtient le résultat annoncé. O

<ellld+ [Vyw]HLoo(y)NxN Hu”vv%oc(g) ||w||L2(Q)N ‘ (4.21)
LQ(Q)N

4.3.2 Terme d’interpolation G,

On s’intéresse maintenant a (4.18) :
G2 = ||V ((u—mpgu)o ﬁ’E)Hm(Q)N < MHd+ vyw”Loo(y)NxN I{V (v = mru)} o ﬁ’EHH(Q)N :
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4.3. Estimation a priori

On s’aide une nouvelle fois d’un développement de Taylor avec reste intégral :

{V(u—mgu)} o (x) =V (u—mgu) (z) + 5/01 Va(u(;i;;hm) (a: + etw (g)) Wi (g) dt.

On a donc
IV ((u—7hu) o TDE)||L2(Q)N < |[d + VywHLoo(Y)NxN (HU - 7THU||H1(Q) +ellu— 7THUHH2(Q) |w||L°°(Q)N>‘
D’ou

IV ((u—mhu) o u~’E)||L2(Q)N < 1d+ Vyw”Loo(y) ||U||Wk+1,oo(9) (Hk +eHM! ||wHL°C(Q)N> (4.22)
en utilisant des résultats classiques sur les éléments finis P, Lagrange (voir annexe A.3.3).
4.3.3 Terme d’homogénéisation locale G3

Le terme G35 nécessite I'introduction du lemme suivant démontré dans [BLP78| et [TYHC99].

Lemme 4.3. Soit w un ouvert borné et régulier. Soient f € L?(w) et g € H'(w). On définit v. solution de

{ —div (A (f) Vvs) = f dansw,

Ve =g surow,
et v* solution de

*

—div (A*Vv*) = f  dans w,
v =g surdw.

1l existe une constante C indépendante de € et w et des fonctions f et g telle que :

. al x\ Ov*
S (2) 2

|Ow| étant borné et w assez régulier, on a méme, par une inégalité de Poincaré

. a x\ ov*
Ve — 0 _Eizzlwi (g) &rl(x)‘

Le terme G3 est majoré en le décomposant en deux parties :

< O (VEVIBT 195" [+ 920 gy )-

H'(w)

< VeV |0w] v [l 2o () -

H'(w)

! 0x; : ox; L2(Q)N
< (var - varm) 2t o e
! ! T L2(Q)N
0 0 .
+ HV@;’ ( THY | e - ITHY wH) (4.23)
ox; ox; L2(Q)N
On note
Ny = H (Vﬁ)f - V@f’H) Omiru o= H ,
€T L2(Q)N

omgu omgu
et Ny = HVﬁ)f ( 8H ow® — 3H owE’H>
€Ty €T

LQ(Q)N '
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Chapitre 4. Une méthode multi-échelle pour des problémes elliptiques

On va écrire

~ ~ 2 - . 2
IV (@° = @) | aqpwon = D IV (@7 = @) [ o gy
KeKuy

On applique ensuite le lemme 4.3 sur chaque maille K avec v, = f@f’K, f=0¢et g(x) = x;. Dans ce cas, la
solution du probléme
X

w} =x; sur 0K,

{ —div (A*Vw}) = 0 dans K,

est clairement w; = x; (car A* est constante). On obtient donc

Hﬂ}fK(x) -z — ew; (g) < CVe/|oK].

-
Or, par définition, w¢(z) = x + ew (%) Donc, en utilisant le fait que la norme H' est supérieure a la
semi-norme H', on obtient

|V (@° — =" < Ce|OK]|.

2
)HLQ(K)NXN

Comme la longueur de K est de 'ordre de H la surface de sa frontiére |0K| est de I'ordre de HV =1 et le
nombre de mailles K pour mailler 'espace €2 est de 'ordre de H=N. On arrive a

3

~ —~ 2
IV (&~ ws’H)HLz(Q)NXN S Cﬁ'

Or, on a

Ny = H (V Ds — Vﬁ}f’H> agHu o™ H
Z;

< HV (ws - ﬁ]\e,K) HLQ(Q)NXN H7THU||W1,<>C(Q) .
LQ(Q)N

Remarque 4.4 : En utilisant les inégalités d’interpolation (voir annexe A.3.5), on montre que
k
||7THUHW1,00(K) < ||“||leoo(1() +CH |U‘Wk+1s°°(K) ‘

Comme k > 1 et H est faible, on en déduit que [y ully1. (o) est borné.

On a donc
€
N < C I (4.24)
Pour le terme N, on écrit
N, — vaf (877Hu o Ornu @&H)
axi 8{EZ L2(Q)N
< V| oo (ynxn |V (rru) o w® — V (wgu) o ﬁa’HHLQ(Q)N . (4.25)
On veut d’abord majorer le terme
. ~ 2 N . 2
|V (rgu)ow® — V (rgu) o wE’HHLZ(Q)N = Z |V (rgu) ow® — V (rgu) o wE’KHL?(K)N . (4.26)

KeKy

On voudrait ici appliquer un développement de Taylor mais mxu n’est pas une fonction C2(£2). C’est ce-
pendant une fonction polynomiale sur chaque maille K € Kpg et donc de classe C*°(K). Pour pouvoir
appliquer un développement de Taylor, & cette fonction entre les points @ (z) et @ () on doit vérifier
que ces points sont dans la maille K. Par le principe du maximum (voir équation (4.15)), w¥ (z) € K. On
construit alors I’ensemble

O = {:z: € K |d(z,0K) > ¢ ||w||LM(Y)N} .

On remarque que si z € Ckg,
W (z) = v +ew (E) e K.
€
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4.3. Estimation a priori

Ainsi, on va alors séparer la norme L? sur chaque maille en deux parties :
_ . 2
IV (rrru) 0 0% = 9 (i) o 02
= / ‘V (rgu) ow®(x) — V (mgu) o @‘g’K(ﬂc)’2 dx
Ck
+ / |V (rgu) o d®(x) — V (mhu) o &F‘E’K(gv)‘2 dx  (4.27)
K\Cx
Pour le premier terme, on peut utiliser une inégalité de Taylor
|V (mru) 0 0° (2) = V (mgu) 0 @ ()| < [V (mEu) || o oy [0°(2) — @55 (2)].
Donc

/C ‘V (rgu) ow®(x) — V (mgu) o @E’K(x)’2 dr < HV2 (ﬂ-Hu)Hiw(K)NXN Hd}E — @E’KH;(K)N .
K

Puis, en utilisant la continuité de opérateur d’interpolation, le lemme 4.3, ainsi que le fait que |0Ck| < |0K]|

on a
/ ‘V (rgu) ow®(x) — V (rgu) o GE»K(x)f der < C Hu||€[,2,oc(ﬂ) e|0K]|.
Ck

Et les longueurs de K étant de l'ordre de H, on a |0K| < CHN~1, donc
/ ’V (rru) ow®(x) — V (mgu) o fU\E’K(.’E)|2 dr < CeHN L. (4.28)
Ck

Pour 'autre terme, on écrit

Ck

/ |V(77Hu) o W (z) —V(WHu)o@a,K(xM2 dr < 4||7THU||€1/1,00(Q)/ dx.
K\Ck K\
On a déja vu que H7rHu||W1,m(Q) était bornée. Puis, par construction de Cx
K\Cx = {x € K | d(z,0K) < e ||wHLOO(Y>N} .
Cela correspond & une couronne d’épaisseur € [|w|[;« (3~ autour de la frontiére OK. On a donc

|K\ Ck| < ClOK|e [|w] poo (yyw -

D’ou
|K\ Ck| < CeHN1L,

Au final, on obtient
/ |V (7ru) 0w (x) — V (rgu) o QE’K(x)f dr < CeHN L. (4.29)
K\CK

Puis, en reprenant les inégalités (4.28) et (4.29) dans (4.27), on obtient
HV (mru) o w® — V (mgu) o @E’KH;(K)N < CeHNL
Et donc, en utilisant I’équation (4.26)

HV(ﬂHu)ou?E—V(wHu)ozﬂs’HHiz(Q)N <C Z eHN-L
KeKy
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Chapitre 4. Une méthode multi-échelle pour des problémes elliptiques

De plus, le nombre de mailles de tailles H pour mailler  est de 'ordre de H=, on a donc
€

IV (rau) o @ = 9 (mrw) o @ < O

D’ou, en reprenant U'inégalité (4.25)

€
Ny < C T (4.30)
Enfin, en insérant cette inégalité et I'inégalité (4.24) dans (4.23), on a
- e H £
IV (rruo @ = mruo ™) bgn < Cyf 47 (4.31)
4.3.4 Terme d’interpolation locale G,
Enfin, pour traiter le terme G4, on le sépare en deux :
HV (ﬂ'Hu o — whuo wE’H) HL2(Q)N
< H (Vwis’H - V@fH) M owsH
T L2(Q)N
—eH (OTHU g Ompu e H
+ ||V, | ——— ow™" — o w® (4.32)
On définit alors
I = H (V’U)?H _ V&};S,H) aTI'HU OU]E’H ,
Ox; L2(Q)N
ot Ih— Hm;ﬂ <0H o et _ OTHY we,H) .
ari 8331' L2(Q)N
Pour le terme I;, on a
0 .
o= (et - var™) THE o et < C ||Vt =V | Ly gnn (4.33)
! ¢ O0x; L2(@)N L2(Q)Nx

Comme A € CV (Y), les fonctions tests oscillantes solutions des problémes elliptiques (4.15) sont dans
H*+1(Y) (voir [Bre83]). On applique alors les inégalités classiques sur les éléments finis Py, Lagrange (voir
annexe A.3.5). On a :

o~ 2 . 2
IV (@ = w ) [[aqpeen = D IV (@ = w ) |2 ey
KeKy
<SCW™ D ™ i ey - (4.34)
KeKy

On va maintenant montrer le lemme suivant.

Lemme 4.4. On rappelle que les fonctions fﬁf’K sont les solutions des problemes de cellules (4.15) :

{ —div (A5V@5’K): 0 surK,

e K
w;’ =z; sur OK.

La fonction A € C’; (Y) et vérifie les hypothéses 4.1. On a alors, pour tout 0 < n < k'
|@E’K|Hn+1(K)N < Ce VK.
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4.3. Estimation a priori

s . A .. . . o . . ~e. K
Démonstration. On le montre par récurrence. Pour n = 0 on réécrit la définition des fonctions @;" pour

K
obtenir une équation aux dérivées partielles pour les fonctions w;'" — z;

~c, K

{ —div (AEV (AE K i)):div (A%e;)  sur K,
W =y = 0 sur OK.

On multiplie la premiére équation par @f’K — x; et on intégre par parties sur K. On obtient

JAQ) T (e —a) v (@ ) = [ A e (57 ).

On utilise alors le fait que [le;[| ;2 v = /K], la continuité et la coercivité de A et on obtient

v (w’sK - x’)‘ L2(K)N < Cona HV (wa B x’)‘ VK]

Osta L2(K)N
o

On obtient donc

Cbnd
——/ K
sta |

L2(K)N

En réutilisant le fait que [le;|| ;2 g)x = /|K], on a

< VK.

|var]

L2(K)N

Supposons maintenant que I’hypothése soit vérifiée pour tout k¥ < n < k' — 1. Nous voulons maintenant
montrer que cela reste vrai pour n+1 < &’. On se fixe un multi-indice « tel que |a| = n+1 (voir annexe A.1.2
pour la définition d’un multi-indice). On applique l'opérateur 9% a 1’équation (4.15) définissant @f’K7 on a
donc le systéme

~div (A (2) vorar

N—

—div| Y ok c’fwmak (5) vortar ™| sur ks,

k multi-indice

iSoy

[k|#0
~e, K
o*w; = 0%x; sur OK.

Ce qui peut se réécrire

; o (e K T k k kA x a—k~e K
—div (4 (2) Voo (@7 — ;) ) =div k ;d ch cagdkla (%) vorra; sur K,
multi-indice

k[0
o (AEK—xi) = 0 sur 0K,
(4.35)
car VO%z; = 0 puisque |a| > 1. On multiplie alors la premiére équation du systéme (4.35) par 9¢ (@fK — xl)
et on intégre par parties, on obtient

[z (5% ) v (5% )

S DR/ oo |k|/‘9k Vot vor (875 — i), (4.36)

k multi-indice
i Sy

k|50
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les termes de bords étant nuls car 0% (@f . xl) est nul sur le bord. Par constructions des différénts multi-

indice k, on a |k| < |a| = n+1 < k. Ainsi, A étant de classe C¥', la fonction OF A est bornée. On définit

alors la constante Cppg n+1 telle que pour tout multi-indice k tel que |k| <n +1
k
||ayA||LoC(K)N><N S Cb7Ld,n+1~
En appliquant cette propriété ainsi que la coercivité de A dans 1’équation (4.36), on a

2
Csta

vor (5% - )|

L2(K)N

. (4.37)

1 ok ~e K a [ ~e,K
< Z Cféi...czxmcbnd,n+luva kw? HLZ(K Hva (w? 71’2‘)’L2(K)N

)N
k multi-indice
0 S

[k|#£0

On applique alors 'hypothése de récurrence, on a
< Ce eIkl /K],

Hvaa—kﬁ}\?l{’
LZ(K)N
car |k| # 0 donc | — k| < n. De plus, comme écrit auparavant, Vo®z; = 0. Donc I'inégalité (4.37) implique

1

Yo% /\E,K

HV8 w; ‘Lz(K)N < Cigla\ VIK]|. (4.38)
L’hypothése de récurrence est donc vérifié au rang n + 1. On a donc montré le résultat voulu. O

On en déduit que ,
T 1 ey < C= VIE].

> IKI=19l.

KeKyg

De plus,

Ce volume étant borné, on a, en utilisant 'inégalité (4.34),

h

k)/
Hv (’L/U\E’H N wE’H)HLQ(Q)NxN <C <€> .

Puis, en reprenant I’équation (4.33), on a

g
N

C E kl. 4.39
(%) (439)

Il reste & majorer le terme

I = HV@?»H (a”H“ oot~ T wH)

¢ €T al‘i

L2(Q)N .

Comme dans le paragraphe précédent, ce terme peut étre borné en utilisant un développement de Taylor
sur chaque maille K € K. Ici, le principe du maximum est respecté pour les deux fonctions :

Vee K, w™(z)e K et @ (x)c K.

Alors

N oTgu . omHU
Iy, = wa’H ot — 2 o &l

L2(K)N

<0 ||{U\E7H||le°°(ﬂ) & (WHU’>HL°°(K)N><N ™ — @87K||L2(K)N :
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4.4. Présentation des résultats obtenus avec cette méthode

Remarque 4.5 : On reprend ici la remarque 4.4 pour la norme W2 (K) :
||7TH“HW2,<><>(K) < ||UHW2,<><>(K) +CHM! ‘U|Wk+1,oo(K) .

Comme k > 1, on en déduit que ||V2 (rru vy~ €st bornée. Et, comme précédemment, on a, par

Mz a0
des inégalités classiques

[ — QE’KHL‘A(K)N <on @E’H‘Hk’(x)'
On a donc montré que ,
L<C <Z>k . (4.40)
D’ow, en reprenant les inégalités (4.39) et (4.40) dans (4.32)
n\*
IV (rarwo @1 — mhuow )| g < C (5) . (4.41)

4.3.5 Conclusion

On insérant les inégalités (4.21), (4.22), (4.31) et (4.41) dans I'inégalité (4.18) on montre

n\"
||vu£ - V(TK-E,HU‘)HLQ(Q)N <C (\E—FI{IC +€Hk_1 + \/34— (5) ) R

Cela peut se réécrire sous la forme

V2t = 9 (e 1)y < € (H (1+57) + /37 (1+ Vi) + (h>k> |

Comme H > ¢ et H est borné, on en déduit I'inégalité voulue. U

4.4 Présentation des résultats obtenus avec cette méthode

4.4.1 Remarques préliminaires

Comme nous allons le voir, la méthode Allaire-Brizzi, testée dans [ABO5] sur des problémes périodiques
et aléatoires, permet d’obtenir une bonne approximation d’un champ de pression. Cette méthode ne peut
toutefois pas étre couplée a la résolution du probléme de transport en saturations. En effet, les flux totaux
donnés par cette méthode ne sont pas tels que la somme de leurs valeurs sur I’ensemble des faces d’une
maille soit nulle. Or, cette condition est indispensable pour pouvoir assurer le principe du maximum lors
du calcul des saturations par un des deux schémas volumes finis introduits précédemment.

4.4.2 Application a la couche 85 du cas SPE 10

Considérons le cas présenté au paragraphe 2.5.1. Nous comparons ici les champs de pression obtenus avec
la méthode Allaire-Brizzi et ceux obtenus avec une méthode éléments finis classique. Notons que, pour les
résultats présentés ici, nous avons utilisé des méthodes aux éléments finis de Lagrange d’ordre 1 & 1’échelle
fine comme & 1’échelle grossiére (k = k' = 1). La figure 4.4 montre les champs de pressions obtenus en fonction
de la taille du maillage grossier. Le tableau 4.1 indique les différents écarts relatifs observés en normes L? et
H' entre la solution fine et les solutions multi-échelles obtenues pour différents maillages grossiers. On peut
ici remarquer que le raffinement du maillage grossier n’améliore pas toujours la qualité des résultats. Cela
a également été observé dans un cas périodique dans [ABO5] et se justifie théoriquement par la présence du
terme dit de résonance en \/% dans ’estimation d’erreur a priori donnée par le théoréme 4.1.

69



Chapitre 4. Une méthode multi-échelle pour des problémes elliptiques

Maillage grossier | Erreur relative en norme L? | Erreur relative en norme H'
4x4 5,74% 5,75%
6x10 5,14% 5,14%
12x20 4,48% 4,48%
12x44 6,64% 6,64%

TABLE 4.1 — Ecarts relatifs entre le champ de pressions obtenu avec une résolution fine et celui obtenu avec
la méthode Allaire-Brizzi pour différentes tailles du maillage grossier
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4.4. Présentation des résultats obtenus avec cette méthode

Pressure

94757

6e+06

—5e+06

4e+06

3447378.5

(a) Fine
Pressure Pressure
94757 94757
6e+06 6e+06
—5e+06 —5e+06
4e+06 4e+06
3447378.5 3447378.5
(b) 4x4 (c) 6x10
Pressure Pressure
94757 94757
6e+06 6e+06
—5e+06 —5e+06
4e+06 4e+06
3447378.5 3447378.5
(d) 12x20 (e) 12x44
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Chapitre 5

Méthode des éléments finis mixtes
multi-échelles pour la simulation
d’écoulements en milieux poreux
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Ce chapitre introduit la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles proposée dans [CH02]. Cette
méthode est utilisée pour calculer les champs de pression et de vitesse que nous associons & une des méthodes
de résolution du probléme de transport présentées au chapitre 2. Nous détaillons le principe de cette méthode
multi-échelle en deux temps. Nous présentons, tout d’abord, la méthode lorsqu’elle est appliquée & un modéle
monophasique. Nous expliquons ensuite son extension au cas diphasique. Finalement, nous présentons les
résultats obtenus en les comparant notamment avec les résultats de référence du chapitre 2. Des résultats
de performance sont également présentés au chapitre 6.

5.1 Notations et définitions

Considérons un maillage donné K, du domaine ). En appliquant des techniques d’agglomération de
mailles k € Kp, il est toujours possible de construire un maillage Ky ot H > h et tel que Ky forme une
partition du domaine Q plus grossiére que K. Ainsi, dans notre description géométrique multi-échelle, tout
élément K € Ky (respectivement ¥ € Fp) est composé d’éléments k € K, (respectivement o € Fp). De
plus, on a Ng C Nj.

Dans le cadre des méthodes multi-échelles, nous qualifions de grossiers les éléments de Ky et Fp et de
fins les éléments de K, et Fp,. Par exemple, Ky est appelé maillage grossier et I, est le maillage fin.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

(a) Maillage fin initial (b) Agglomération  (c) Maillage grossier fi-
nal

FIGURE 5.1 — Principe de I'agglomération

Dés lors, on note Kg .,k I'ensemble des mailles fines k£ € K, incluses dans la maille grossiére K € Kp :

Kosnk ={ke Ky |k C K}

et Kp_ ok la maille grossiére K € Ky incluant la maille fine k € Ky, :
Knowor={K €Ky |k CK}.

De méme, on note Fg_,p 5 I'ensemble des faces fines composant la face grossiére ¥ € Fp :
Frisny ={0c € Fp|o C X}

et Fr—m,- la face grossiére incluant la face fine o € Fy, :
Frome ={X € Fu|o C X}

De plus, on note Fp_,, x l'ensemble des faces fines composant les mailles fines incluses dans la maille
grossiére K € Ky :
Fraosnk =410 € Frp,Vk € Kuon i}

L’ensemble des faces fines composant les faces de bord de la maille grossiere K € Ky est noté Fpy_,, f
]:Il;l—m,K ={0 € Fusns, VX € ’FJIEI,K}
et 'ensemble des faces internes incluses dans la maille grossiére K € Ky est :
fliﬁlah,K = }—Hﬁh,K \ }—Ibiﬁh,K'

Remarque 5.1 : On se restreint ici aux cas de maillages agglomérés Ky cartésiens. Cependant, nos travaux
s’appliquent également a des agglomérations non structurées.

Par souci de simplicité, nous introduisons la méthode multi-échelle en considérant un probléme d’écou-
lement monophasique. L’extension au cas diphasique est présentée dans la partie suivante.

74



5.2. Application au probléme monophasique

5.2 Application au probléme monophasique

Le systéme considéré est le suivant :

v+AVP = 0
dans (5.1)

diviv) = 0
ol v est la vitesse et A s’écrit en fonction de la perméabilité k et la viscosité p :

k

A= —.

1
On suppose ici que la viscosité p est constante. On ferme le probléme (5.1) en imposant les conditions aux

limites suivantes :
P = Pz sur I'p,
{ (z) D (5.2)
v-n =

0 sur 00\ I'p,

ou la pression Py(z) est donnée.

On suppose que 'on dispose d’un maillage fin ;, sur lequel la perméabilité k est donnée, typiquement
issue d’un modele géologique. Comme expliqué précédemment, un maillage grossier Ky est construit en
agglomérant les mailles de Kj,.

Dans la suite, on résout le probléme (5.1) par une méthode de type éléments finis mixtes multi-échelles. Le
but est d’effectuer une résolution sur 1’échelle grossiére tout en tenant compte des variations des paramétres
a D’échelle fine. De maniére classique, une méthode aux éléments finis consiste a approcher la solution du
probléme (5.1) en la décomposant suivant un nombre fini de fonctions de base a partir du maillage grossier
K. Les éléments finis considérés ici sont mixtes, c’est-a-dire que ’on définit des fonctions de base pour la
pression sur les mailles K € Ky et des fonctions de base pour la vitesse sur les faces ¥ € Fp. Toutefois,
la différence fondamentale avec les méthodes éléments finis classiques réside dans le fait que les fonctions
de base sont construites a partir des paramétres définis & 1’échelle fine. Ainsi, ces fonctions sont calculées
numériquement et sont solutions de problémes discrétisés sur le maillage fin. On désigne respectivement par
1Psy et ¢y les vitesses et pressions de base associées a une face ¥ € Fpy. Dans la suite, nous détaillons le
calcul des fonctions de base multi-échelles ainsi que ’assemblage du systéme grossier.

5.2.1 Calcul des fonctions de base
Fonctions de base pour les faces internes

Soient X € ]—'}; et Ki,Ky € Kg». On note K; o = K7 U K3. On rappelle qu’'on a défini au paragraphe
2.2, pour chaque couple (K,X) € Ky X Fu i,

€y, Kk =Ny K ' Nx.

Les fonctions de base ¢y et ¥y associées & une face grossiére interne ¥ € }“}I sont définies sur K o comme
étant les solutions du systéme :

s = —AV¢s dans K,
diV(wg) = E&x K, W1 dans Kl, (5 3)
diV(?/}E) = Ex K,W2 dans Kg, ’
Py -n = 0 sur 0K 2,

oil la normale n est supposée sortante au domaine K 2. Les fonctions w sont des fonctions poids de la forme
suivante :

G
Jx, 0(y) dy

Dans les tests numériques présentés dans la suite on prend

w;(x)

0= ()\nz) - Nny.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

Les fonctions de base ¢y, associées a la pression sont définies dans (5.3) & une constante prés. En pratique,
on impose que ces fonctions de base soient & moyenne nulle et on pondére cette moyenne par A. La fonction
1y est telle que son flux & travers X est unitaire et orienté suivant ny.

Fonctions de base pour les faces de bord

Soient ¥ € FL et K € Ky 5. La fonction de base associée & la face ¥ a un support uniquement défini
sur la maille K. Cette fonction vérifie :

P = —MAV¢y dans K,
div(ys) = w dans K, (5.4)
Ys-n = 0 sur 0K \ 3, '
Yson = wy sur X.
Ici, la fonction w est définie par :
0(x)
w\r) =
( ) fK G(y) dy
et
f(x)

Nous rappelons que, pour les faces de bord ¥ € .7-'}}, nous avons défini la normale ny de fagon a ce qu’elle
soit orientée vers l'extérieur de K.

Dans le cas particulier ou ¥ € .7-'}’{ \ F 57 c’est-a-dire pour les faces grossiéres appartenant au bord du
domaine sur lequel une condition de type Neumann homogéne a été imposée, la fonction de base 1y est
nulle.

Bilan

Les systémes (5.3) et (5.4) sont typiquement résolus en utilisant une discrétisation basée sur le maillage
fin ICj,. Les figures 5.2 et 5.3 montrent comment ces maillages sont définis.

FIGURE 5.2 — Discrétisation locale pour une face interne X

s s
.
e
e

FI1GURE 5.3 — Discrétisation locale pour une face de bord ¥

Finalement, on construit, par résolution d’un probléme (5.3) ou (5.4), une fonction de base par face
grossiére interne ou incluse sur le bord I'p. Ensuite, pour chacune de ces faces ¥ € f}}D , les flux 15 » sont
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5.2. Application au probléme monophasique

calculés pour toute face o € Fy_,p 5 et représentent les valeurs des flux 5, sur les faces fines. Les flux 95,
vérifient, par construction,
> tso=1 (5.5)

oc€FH sh,E

De plus, considérons une maille grossiére K € Fpg,x. Par construction, les flux sont nuls sur les faces
grossiéres du bord de K différentes de ¥. Autrement dit, on a :

Uso=0 Vo& Fgops ol e Fux \{Z}. (5.6)

5.2.2 Passage des variables grossiéres aux variables fines

La pression (pk)rex, et les flux (vo),ez;vo a I'échelle fine sont calculés de la maniére suivante :

Vg = Z VZ wz,aa

TeFiP (57)
Pk = Z Pre Tikek s n i}

KeKy

ou Vx et Pk sont respectivement les flux et la pression sur le maillage grossier K.
Nous détaillons au paragraphe suivant comment ces valeurs grossiéres sont calculées.

5.2.3 Construction du systéme grossier

On considére une maille grossiére K € Ky et une face grossiére ¥ € ‘F}'{Y%. On multiplie la premiére

équation du systéme (5.1) par la restriction a K de la fonction de base associée a ¥ : 95 |- On integre
ensuite cette équation sur la maille K. Alors

/K (A1) s = —/KVP-z/Jz. (5.8)

On utilise alors le fait que la fonction s est nulle sur les faces de la maille K différentes de ¥. On a donc,
par intégration par parties

/I;vp.wz:—/EPwE-H/KPdiv(wz)-

Or, par construction des fonctions de base ¥y, on a

/Zzﬁg-n:l et /Kdiv(d@)=1.

On fait alors les approximations

/sz'nﬁnz et /Ple(wz)EPK
P K

ou on a noté Iy, la pression sur la face grossiére ¥ € Fp. On pose :

Pk = PK Vk € ICH—)h,K (5 9)
et 7w, =I1Ix Vo € -FH—>h,,Z- .
On définit pour une maille K € Ky et une face ¥ € Fy/%
Vs k = Veny - nyg g = Vxes k.

On décompose ensuite v sur la base des (Y5 )y rivo, les flux étant nuls sur les autres faces.
H

v — Z Vsithsy = Z Z Vyv k ¥sr |k -

S eFiyP KeKu s/ eFiy®.

7



Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

On a donc

/K()‘_lv)'wE: > VE',K/ (A s ) - s,

eFyP K

On note pour toute face ¥’ € f}}/f?{

A;{,lz,z' = /K (A sy ) - s,

L’équation (5.8), s’écrit alors
> AR e Ve = Pr — Ty, (5.10)

ek
On peut ensuite inverser ce systéme linéaire et on obtient
Ve x = E Ay s (Px —Iyx).

SreFyR

Pour toute maille K € Ky, le fluide étant incompressible, nous pouvons écrire la conservation du volume
de fluide a 1’échelle grossiere :

Z Vo k= Z Ag s s (Px —IIs/) = 0.

YeFu, K SeFRR

Cette équation peut étre utilisée pour exprimer les pressions des mailles grossiéres en fonction des pressions
des faces grossiéres :

Z Ak s s sy

X eFY
P = . = E RK,ZHE~ (511)
> Mksy 5w
XY EFH K

Finalement, pour obtenir les équations du systéme linéaire, on écrit la continuité des flux sur chaque face
interne grossiére ¥ € Fj;, sous la forme :

Vexk =—Vsr, ouK,LecKgs.

En utilisant les équations (5.10) et (5.11), cette équation peut se réécrire, pour toute face ¥ € Fi, avec
K,L € Kg 5, sous la forme :

Z Ry s Z Ag s s | sr — Z Ag s so1lsy

SreFRE S eFRR, SreFE

+ Z Ry r Z Apsr | Hpr — Z Aps Il =0. (5.12)

I eFRR eFHR eFy?

De plus, en intégrant le fait que la condition de Dirichlet impose la pression sur les faces ¥ € F5, nous
aboutissons, au niveau algébrique, & un systéme de la forme :

ATl = B. (5.13)

Une fois le systéme (5.13) résolu, les pressions des mailles grossiéres se déduisent des pressions sur les faces
grossiéres Iy, ¥ € F}; en reprenant I’équation (5.11).
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5.3. Extension au cas diphasique

Pour calculer le flux sur une face grossiére ¥ € Fi ou K,L € Ky yx deux expressions peuvent étre
utilisées :

Ve =esk E Ak, E Ry s Iy — Ilsy

SeFyY X"E€FH,K (5 14)
=ex,L Z AL s Z Ry ro Iy — Il
F’E]—"}}{% I'"eFu,r
Pour une face ¥ € F g avec K € Ky, le flux Vx est donné par :
Ve=eskx », Axszy > Rgslgy —Ty | (5.15)

Zle}—;{v,?( YX'eFH K

Une fois les flux grossiers calculés, les flux fins se déduisent de la formule (5.7).

5.2.4 Estimation a priori

Z. Chen et T.Y. Hou ont présenté la méthode aux éléments finis mixtes multi-échelles dans [CHO2|. Dans
cet article, ils détaillent également comment ils peuvent obtenir une estimation de ’erreur entre la solution
exacte et la solution obtenue avec cette méthode multi-échelle. Pour écrire cette erreur, nous introduisons
I’espace

Hy (div; Q) = {u € L*(Q)" | div(u) € L*(Q),u-n = 0 sur 00} .

On lui associe la norme |||y,  telle que
. 2 2 . 2
Vu € Hy (div; Q) ||u||div,sz = ||UHL2(Q)N + Hle(U)HLZ(Q) :

L’estimation a priori montrée dans larticle [CHO2] est la suivante.

Théoréme 5.1. On suppose que la mobilité est une fonction localement périodique de période € > 0. On peut
alors écrire la mobilité sous la forme A (x, %), cette fonction étant Y -périodique par rapport & sa deuxieme
variable. On note (P:,v.) la pression et le flur obtenus en résolvant le probléme (5.1) de maniére exacte.
On suppose que les probléemes (5.3) et (5.4) permettant de définir les fonctions de base multi-échelles sont
résolus de maniére exacte. Ainsi, au lieuw de définir les pressions et les flux par maille ou face fines comme
dans (5.7), on construit des fonctions de x € §)

vy = Z Vs b (),

SeFLP (5.16)
Keky

Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de € et H telle que

g
o = vl + 1P = Palloay < € (H + /). (5.17)

5.3 Extension au cas diphasique

5.3.1 Mise a jour des fonctions de base

Afin de résoudre le probléme diphasique (2.6) sur le maillage fin K}, on a présenté dans le chapitre 2
des schémas de discrétisation en temps dont le principe est de découpler le calcul de la pression (2.8) de
celui des saturations (voir équations (2.9) ou (2.14)). Dans ce chapitre, nous avons vu comment la solution
du probléme (2.8) pouvait &tre obtenue par application d’un schéma volumes finis classique.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

Dés lors, I'extension au cas diphasique de la méthode présentée dans la partie précédente consiste a
appliquer I'un de ces schémas de résolution IMPES ou IMPIMS en substituant le schéma de résolution du
probléme en pression (2.8) par la méthode multi-échelle. En effet, la différence entre le probléeme (5.1) et
les deux premiéres équations du probléme (2.6) est simplement la dépendance de la mobilité totale a la
saturation du fluide. Ainsi, il convient de considérer A = k Ay pour appliquer strictement la méme stratégie
de résolution multi-échelle au probléme en pression du cas diphasique. Les flux sont calculés sur le maillage
grossier g puis mis & D'échelle sur le maillage KCp,. L’évolution de la saturation au cours du temps est
obtenue en utilisant les flux fins issus du calcul multi-échelle. Ce calcul peut étre fait de maniére explicite
par Papplication de (2.11) ou de maniére implicite en résolvant 1’équation (2.15)

Toutefois, la dépendance en saturation de la mobilité implique également une dépendance en saturation
des fonctions de base. Ainsi, les fonctions de base doivent étre recalculées dés que la saturation varie, c’est-
a~dire & chaque pas de temps. Ce calcul de mise & jour peut s’avérer trés cotiteux. Or, les variations de la
saturation sont souvent localisées dans une partie du domaine. Ainsi, pour éviter de mettre a jour toutes
les fonctions de base a chaque itération en temps, on propose d’introduire la variable :

( D ) _ Ar (S,’: )
Al T A7 (Sll@aSt)’
ol pour une maille £ € Ky, on note S,li““ les saturations fines calculées lors de la derniére mise a jour des
fonctions de base. On se fixe un seuil &4, et pour chaque maille K € Ky, on recalcule toutes les fonctions
de bases 1y, ¢x pour ¥ € Fi si

1

max (DY), > 1+e on | min (DY) <

kEXH sh K keEKu—n kx
Dans ce cas, on remet a jour les saturations dans le calcul des fonctions de base ¢y et ¥y uniquement
dans les mailles vérifiant une de ces conditions. En pratique, on constate un réel gain de temps de calcul a
bénéficier de cette mise & jour localisée des fonctions de base par rapport aux variations de saturation.

5.3.2 Utilisation d’une information globale

La méthode multi-échelle présentée jusqu’a présent fait intervenir uniquement des informations locales
pour le calcul des fonctions de base. Cependant, cela peut ne pas étre suffisant pour bien décrire ’écoulement.
En particulier, si les propriétés varient également a une échelle de l'ordre de la résolution du maillage
grossier une erreur de résonance va affecter la solution obtenue avec notre méthode (voir inégalité (5.17) et
remarques 4.3). On cherche donc & incorporer une information fine globale au calcul des fonctions de base
multi-échelles. La méthode que 1'on va appliquer est présentée au paragaphe 4.2.1 de ouvrage [EH09].

Cette méthode consiste en fait & résoudre sur le maillage fin le probléme monophasique (5.1). La résolu-
tion numeérique de ce probléme nous permet d’obtenir la vitesse de Darcy dans le cas monophasique : v™°™°.
On définit alors les fonctions de base sur des couples face/maille en utilisant cette vitesse pour pondérer la
vitesse de base sur la face grossiére a laquelle elle est associée. Ainsi, pour une face ¥ € Fi'P et une maille
K ayant X pour face, on définit la fonction de base ¢ i . par

VK » = —kArVog s dans K,
diV(?ﬁK’g) = Ex KW dans K,
Yrx-on = 0 sur 0K \ X, (5.18)
Ygy-n = % sur 2.
b

On rappelle que €5 x = ng i - ng. Comme pour le systéme (5.3), w est la fonction poids :

f(x)
w(z) = ;
)= o) dy
comme pour le cas monophasique, on choisit
0= ()\Tnz) Ny,
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5.4. Présentation des résultats

La fonction ¥k 5, est telle que son flux & travers X est unitaire et orienté suivant ny. Pour une face interne,
la fonction 1k 5 peut étre assimilée & la restriction de la fonction de base ¢5; définie par (5.3) a la maille
K. La différence importante entre les systémes (5.3) et (5.18) vient de la condition imposée sur . Le flux
total & travers X est unitaire dans les deux cas mais la répartition de ce flux sur chaque face fine dépend
dans (5.18) de I’écoulement monophasique global dans le milieu poreux.

5.4 Présentation des résultats

On présente dans cette partie les résultats obtenus avec le schéma IMPIMS intégrant la méthode multi-
échelle présentée dans ce chapitre. Ces résultats sont présentés pour différentes tailles de maillage grossier
et comparés a ceux obtenus au paragraphe 2.5.2.

5.4.1 Couche 85 du cas SPE10

Dans ce paragraphe, on observe la solution obtenue lorsque le volume poreux d’eau injecté est égal a
25% du volume poreux total.

La figure 5.4 montre le champ de pression obtenu dans le cas fin ainsi que celui obtenu avec une simulation
multi-échelle comprenant 12 mailles grossiéres en x et 44 mailles grossiéres en y.

Pressure

04606 Pressure

93645

~6e+06 6e+06

5e+06 5e+06

L B O B B B B o e

Ae+06 4e+06

3447622 3462109

FIGURE 5.4 — Comparaison des pressions obtenues avec les solveurs fin et multi-échelle en utilisant un
maillage grossier 12 x 44

Sur la figure 5.5 les champs de saturation obtenus avec deux maillages grossiers sont comparés avec
le champ de saturation obtenu avec un solveur fin et présenté dans le paragraphe 2.5.2. Les différents
champs de saturation obtenus avec la méthode multi-échelle sont également comparées numériquement & la
solution fine en utilisant la norme L? dans le tableau 5.1. Dans ce tableau, nous désignons par LocalAlways
la solution calculée en mettant a jour toutes les fonctions de base aprés chaque pas de temps. Local70
représente la solution obtenue si on choisit comme critére de mise & jour des fonctions de base €;,; = 0,7
(voir paragraphe 5.3.1). GlobalAlways et Global70 sont les solutions obtenues en utilisant une information
globale pour calculer les fonctions de base multi-échelles (voir paragraphe 5.3.2). Les résultats obtenus
avec la méthode multi-échelle sont assez proches de ceux obtenus avec une résolution fine. On remarque
également que 'augmentation du nombre de mailles grossiéres améliore la précision de la solution multi-
échelle par rapport a la solution fine. Ce résultat logique traduit ’augmentation de la précision de la méthode
considérant un maillage grossier Ky lorsque H décroit. La figure 5.6 présente les saturations obtenues avec
les différentes méthodes pour un maillage grossier 4 x 4.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

On vérifie également que la prise en compte d’une information globale améliore la qualité de la solution.
De plus, on constate que la mise & jour partielle des fonctions de base n’augmente que faiblement I'erreur.

WaterSaturation WaterSaturation WaterSaturation
9794 9794 9794

I
o
o

!
o
o

!
o
o

pm

N L B e B
I
~

(a) Fin : 60 x 220 (b) 12 x 44 (c) 4x4

FI1GURE 5.5 — Comparaison des saturations obtenues avec les solveurs fin et multi-échelle Global70 pour
plusieurs maillages grossiers

WaterSaturation weterstsoton wetzsatyoton
9794 l
—0.6
(b) Global70 (c) GlobalAlways
——04
02 02
(a) Fin (d) Local70 (e) LocalAlways

FIGURE 5.6 — Comparaison des saturations obtenues avec les différents solveurs multi-échelles pour un
maillage grossier 4 x 4

Ces résultats permettent de vérifier que la méthode mise en place dans ce chapitre permet d’obtenir une
bonne approximation de la solution de notre probléme d’écoulement.
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5.4. Présentation des résultats

Résolution 4x4 112x20 | 12x44 | 6x20 | 6x10
LocalAlways | 10,47% | 8,05% 7,52% | 7,02% | 8,79%
Local70 10,66% | 8,13% 7,37% | 7,08% | 8,68%
GlobalAlways | 6,07% | 4,14% 3,16% | 4,53% | 5,09%
Global70 6,21% | 4,39% 3,711% | 4,77% | 5,24%

TABLE 5.1 — Ecarts relatifs en norme L? entre le champ de saturation obtenu avec

celui obtenu pour différents cas multi-échelles

5.4.2 Cas fracturé

une résolution fine et

Le cas fracturé présenté au paragraphe 2.5.2 est beaucoup plus hétérogéne que la couche 85 du cas
SPE 10. Les hétérogénéités présentes dans le champ de perméabilité sont de tailles trés variées. La prise en
compte d’une information globale lors du calcul des fonctions de base a une influence trés importante dans

ce cas comme nous pouvons le constater sur la figure 5.7.

Le tableau 5.2 confirme cette observation.

Résolution 10x10 | 20 x 10 | 10 x5 | 10 x 20 | 20 x 20
LocalAlways | 18,70% | 8,06% | 7,52% | 7,02% 8,79%
Local70 18,08% | 8,13% | 7,37% | 7,08% 8,68%
GlobalAlways | 5,13% 4,14% | 3,16% | 4,53% 5,09%
Global70 5,69% 4,39% | 3,711% | 4,77% 5,24%

TABLE 5.2 — Ecarts relatifs en norme L? entre le champ de saturation obtenu avec

celui obtenu pour différents cas multi-échelles

une résolution fine et

D’autres résultats s’intéressant plus particuliérement & la performance de cette méthode en temps de

calcul sont présentés au chapitre 6.
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WaterSaturation
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(a) Fin
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FIGURE 5.7 — Comparaison des saturations obtenues les différents solveurs multi-échelles pour un maillage
grossier 10 x 10
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Chapitre 6

Implémentation et performances
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Ce chapitre présente 'implémentation effectuée des différentes méthodes détaillées aux chapitres 2, 4
et 5. Nous présentons également les aspects performance de ces méthodes. Nous allons d’abord introduire
la plate-forme Arcane sur laquelle se sont basés nos développements. L’architecture informatique de notre
prototype est ensuite décrite. Puis, nous montrons comment les considérations de performance ont influencé
la construction de ce prototype notamment au travers des modéles de programmation paralléle employés.
Des résultats de performance obtenus sur différentes machines paralléles sont discutés en fin de chapitre.

6.1 La plate-forme Arcane

Arcane [GL09] est une plate-forme de développement pour les codes de simulation numérique vo-
lumes/éléments finis 2D /3D paralléles. Initiée en 2000 par le CEA/DAM, IFPEN collabore depuis 2007
a son développement. A I'opposé d’une plate-forme d’intégration, Arcane vise & proposer un ensemble d’ou-
tils et abstractions dédié au développement d’applications scientifiques de simulation pouvant s’exécuter
sur des machines massivement paralléles. La plate-forme est aujourd’hui utilisée & IFPEN pour la mise au
point d’applications de nouvelle génération en géosciences (modélisation de bassin, simulateurs de réservoir,
stockage de COs, ...) & vocation industrielle.

La plate-forme Arcane a pour objectifs principaux de :

— simplifier au maximum ’écriture des modules numériques et d’environnement par la prise en charge

des aspects informatiques,

— garantir de bonnes performances sur les machines paralléles actuelles et limiter 'impact des évolutions

matérielles futures,
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Chapitre 6. Implémentation et performances

— assurer un cadre de développement de qualité : outils de mise au point, temps de compilation réduit,
simplicité de mise en ceuvre.

6.1.1 Architecture de la plate-forme

Arcane est écrite en C++ et fait environ 200 mille lignes de code. Le code est écrit pour étre le plus
simple possible pour les non-spécialistes du C++ en limitant les techniques complexes du langage (par
exemple les expressions templates). La plate-forme fonctionne sous Uniz et Windows.

Arcane est construite sur une architecture logicielle type component. Chaque fonctionnalité est fournie
par un composant appelé service dans la terminologie Arcane. Un service doit se conformer & un compor-
tement défini par un contrat. Un contrat est ici défini par un ensemble d’opérations et de contraintes que
Pon appelle interface (au sens informatique). Un service donné implémente une telle interface. Par exemple,
Arcane fournit une interface de maillage IMesh avec des opérations standards comme obtenir le nombre de
mailles ou ajouter/retirer des mailles. Un service peut accéder & d’autres interfaces et ainsi utiliser d’autres
services. De fait, un service agit comme un plugin. En utilisant cette approche, Arcane est hautement
adaptable et n’est pas liée & une implémentation spécifique.

Arcane prend en charge par défaut une multitude de services dont en particulier :

— la gestion des structures liées au maillage,

— la gestion des grandeurs portées par le maillage & travers une base de données,

— le parallélisme,

— l'aide & la construction de briques logicielles utilisateurs,

— la gestion de ces briques logicielles et de leurs interactions,

— les options de configuration des briques utilisateurs (jeu de données),

— le mécanisme de protections / reprises,

— la fourniture de fonctions utilitaires (mathématiques, listing, temps d’exécution, ...),

— les outils d’analyse et d’aide & la mise au point,

— le mécanisme de retour-arriére,

— les sorties spécifiques de dépouillement (courbes et historiques).

6.1.2 Maillage et variable

Un élément central proposé par la plate-forme est la gestion des maillages. Arcane prend en charge les
maillages non-structurés 2D ou 3D. Les différents éléments du maillage sont appelés des entités. Il existe
4 genres d’entités : noceuds (0D), arétes (1D), faces (2D), et mailles (2D ou 3D). Arcane définit un grand
nombres de types de face ou maille (triangle, tétraédre, pyramide, quadrangle, etc) et il est possible de
spécifier d’autres types. De plus, le maillage est complétement dynamique, c’est-a-dire qu’il est possible
d’ajouter ou retirer des éléments durant la simulation.

La structure de données sous-jacente au maillage a été congue pour que 'utilisation du maillage soit la
plus indépendante possible de la dimension de ’espace. En particulier, un développeur pourra, si I’application
s’y préte, écrire un code similaire pour traiter les cas & deux dimensions et a trois dimensions. Ainsi, une
maille peut étre un élément 2D ou 3D. Une face est toujours le bord d’une maille. Par exemple, un hexaédre
est composé de 6 faces et un quadrangle de 4 faces.

Il est possible de définir des grandeurs portées par les éléments du maillage. On parle alors de variable.
Typiquement, ce sont les objets manipulés par 'utilisateur pour conceptualiser des quantitiés physiques,
par exemple, une pression définie aux centres des mailles ou une vitesse définie au centre des faces. Arcane
propose des outils d’énumérations et d’accés & la connectivité des entités permettant d’écrire des algorithmes
génériques par rapport a la dimension du maillage. Une variable est définie par :

— Un type de donnée comme entier, réel ou booléen,

— Une dimension pouvant étre scalaire, tableau 1D ou 2D,

— Une entité de maillage supportant les données : maille, noeud, face ou aréte.

On présente ici un exemple d’utilisation de cette structure de maillage. Ce code définit le profil du
systéme linéaire obtenu en résolvant une équation d’advection avec un schéma de type volumes finis & deux
points.
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// On énumére les mailles présente dans le domaine
ENUMERATE_CELL(icell, m_mesh -> ownCells()) {
// On récupére la maille associée a 1’itérateur icell
const Arcane::Cell cell = *xicell;
// On demande 1’indice associé a cette maille
const Arcane::Integer id = m_cache_index[cell.localld()];

// On énumére les faces associées & la maille cell
ENUMERATE_FACE(iface, icell -> faces()) {
// On s’intéresse uniquement aux faces internes
if (not iface -> isBoundary()) {
const Arcane::Face face = *iface;
// On récupére les indices des deux mailles liées a la face face
Arcane: :Integer id_back = m_cache_index[face.backCell().localId()] ;
Arcane::Integer id_front = m_cache_index[face.frontCell().localId()] ;

// On donne au constructeur du systéme linéaire les indices des coefficients
// de la matrices qui peuvent &tre non nuls

m_linear_system_builder -> defineData(id, id_back) ;
m_linear_system_builder -> defineData(id, id_back) ;

6.1.3 Parallélisme

Arcane a été congue pour s’exécuter sur des supercalculateurs composés de plusieurs milliers (et bien
plus) de coeurs de calcul. Dans ce cas, le choix a été fait de partitionner le maillage en sous-domaines
répartis sur chaque cceur de calcul. Chaque élément du maillage est possédé par un et un seul cceur de
calcul. Chaque variable portée par le maillage est donc distribuée a travers tous les cceurs. On parle alors
de la distribution des données. Les algorithmes calculant ces variables peuvent nécessiter 1'utilisation d’un
voisinage, les sous-domaines sont donc complétés par une ou plusieurs couches de mailles représentant
une duplication d’éléments du maillage. Ces mailles dites fantdmes sont la recopie des mailles voisines au
sous-domaine. Cela forme donc une couche de recouvrement entre les sous-domaines.

|Ma.illa.gc partitionné en deux sous domaines A et B | |C0uche de mailles fantdmes |

La synchronisation des données entre sous-domaines est & effectuer explicitement par 'utilisateur :

\\ pressure est une variable
pressure.synchronize();
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Notons que les mailles symétriques aux mailles fantémes sont appelées les mailles partagées.

Communications

A\ |
Lt ’{4 {4
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1 \’/ /[// |
Own Cells
(Sous domaine propre)

Modéles de programmation paralléle

Les communications entre les sous-domaines sont effectuées suivant le paradigme échange de messages
par l'utilisation d’un gestionnaire de parallélisme IParallelMng. Un sous-domaine peut donc envoyer et
recevoir des messages des autres sous-domaines. Arcane met a disposition plusieurs implémentations du
gestionnaire de parallélisme permettant une adaptation fine & I’architecture matérielle sous-jacente de la
machine utilisée.

Mode distribué Ce mode est adapté aux architectures & mémoire distribuée. L’implémentation par défaut
est basée sur MPI [WD96].

Réseau
CPU CPU CPU CPU
Mémpire Mémpire Mémpire Mémoire

FIGURE 6.1 — Architecture distribuée

Ainsi, chaque sous-domaine est associé & un processus MPI ayant un espace d’adressage mémoire privé
par rapport aux autres sous-domaines. Les communications se font & bas niveau par ’appel de routines MPI
dédiées.

Mode partagé Ce mode est adapté aux architectures & mémoire partagée. L’implémentation par défaut
est basée sur TBB [Rei07].

Ici, chaque sous-domaine est associé & un thread, c’est-a-dire un processus léger. Au lancement d’ Arcane,
autant de threads que de sous-domaines sont crées. Chaque thread gére ensuite indépendamment des autres
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Sous domaines
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FIGURE 6.2 — Déroulement d’une application en mode distribué

Memaoire

FIGURE 6.3 — Architecture partagée

le sous-domaine et les communications entre sous-domaines partagent le méme formalisme qu’en mode
distribué. L’avantage ici est de pouvoir substituer les appels MPI par des copies mémoires. De plus, chaque
thread gérant la mémoire nécessaire pour les données associées au sous-domaine, les conflits mémoire sont
réduits.

Processus

Sous domaines
Threads 1] 1 2 3 4 3 6 7 8 9

ol
T )
-l A P N N
<> » < pld> > synchronisation
—3ld—»
< >
d—3ld old % da—
y N ) <>
a2 da— d—3ld - eld %
R - e T Yl e W

recopie mémoire

FIGURE 6.4 — Déroulement d’une application en mode partagé

Mode hybride Ce mode est adapté aux architectures massivement paralléles actuelles. En effet, les
machines modernes sont composées de noeuds de processeurs & mémoire partagée connectés entre eux par
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un réseau rapide. Ainsi, il y a une hiérachie mémoire ol des ressources peuvent partager une partie de la
mémoire.

CPU

CPU

CPU

CPU

MEmoire MEmoire
A A
Réseau
Y Y
CPU CPU CPU CPU CPU CPU CPU CPU

Mémoire

Mémoire

FIGURE 6.5 — Architecture traditionnelle d’un supercalculateur

Ce mode mélange les deux modes précédents. Les sous-domaines sont associés a des threads et en fonction

de la localité du voisinage, les communications peuvent étre de la recopie mémoire (partagée) ou de ’envoi
de message MPI (distribué).

Processus MPI

Sous domaines

K
o1 p 3 4 5 6 F 8 9
a3 e
™ <>
dwld . el wlg w N N
> <« B e e synchronisation
ol L w
N >
d - e
Nl <
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recopie mémoire B3 T A

Communication MPI

FIGURE 6.6 — Déroulement d’une application en mode hybride

Enumeération paralléle

Indépendamment des modéles précédement présentés, I’énumération des entités du maillage peut égale-
ment étre effectuée en paralléle. Pour cela, une approche multithread est utilisée. Bien entendu, un prérequis
pour obtenir des performances intéressantes est d’avoir des ressources disponibles pour cette parallélisation.
Cela est donc utile lorque 'on exécute le prototype sur un supercalculateur (voir paragraphe 6.3).

Ainsi pour la méthode présentée au chapitre 5, le calcul des différentes fonctions de base ¢y et s définies
sur des faces grossiéres X peut se faire en utilisant cette énumération paralléle. On construit alors une classe
ForComputer qui contient la fonction compute qui calcule un certain nombres de fonctions de base.
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class ForComputer

{
public:
ForComputer (MultiThreadGlobalBasisFunctionComputerService& service)
m_service(service) {}
void compute(const Arcane::Integer begin, const Arcane::Integer size) {
const std::vector<CoarseFace>& faces_to_compute = *m_faces_to_compute;
for(Arcane: :Integer iface = begin; iface < begin + size; ++iface) {
const CoarseFace& face = faces_to_compute[iface];
m_basis_functions[face]->compute();
3
by

On construit alors le foncteur m_compute
m_compute = new RangeFunctorT<ForComputer>(m_computer, &ForComputer::compute) ;
Pour résoudre les problémes de cellule en utilisant une énumération paralléle, on applique donc la fonction

TaskFactory: :executeParallelFor (0, faces_to_compute.size(), m_compute);

6.1.4 Principe de développement d’une application

Une application batie sur Arcane est constituée d’un ensemble fonctionnel de briques utilisateurs. Cha-
cune représente un modéle physique, un algorithme mathématique ou une fonctionnalité noyau de la simu-
lation numérique. En régle général, ces briques sont développées par des physiciens ou des mathématiciens.
On parle ici de modules et de services. Chaque module est indépendant des autres et est caractérisé par :

— des variables représentant les paramétres physiques,

— des points d’entrée représentant les opérations mises & disposition par le module et pouvant étre

appelées par le noyau Arcane durant la simulation.

Les modules décrivent leurs variables, points d’entrée et options de configuration dans un fichier XML. A
partir de ce fichier, Arcane géneére, durant la compilation du module, les classes parentes qui définissent des
attributs représentant les variables. Ces classes déclarent également les points d’entrée en méthodes abs-
traites et offrent les services techniques communs aux modules (accession au maillage, opérateur de trace,
etc.). Les variables sont identifiées par leurs noms. En conséquence, les modules peuvent partager les don-
nées : deux modules utilisant une variable de méme nom partagent les mémes données. Un point d’entrée
d’un module est une méthode rendant le module visible pour Arcane. La méthode peut ainsi étre référencée
dans un fichier XML décrivant la boucle en temps de I'application. La figure 6.7 résume 'organisation d’un
programme sous Arcane.

Nous donnons ici un exemple de fichier XML décrivant un module Arcane :

<module name=’Hydrodynamique’>
<variables>
<variable field-name=’velocity’ name=’Velocity’ data-type=’real3’
item-kind=’node’ dim=’0’/>
<variable field-name=’density’ name=’Density’ data-type=’real’
item-kind=’cell’ dim=’0’/>
</variables>
<entry-points>
<entry-point method-name=’computeForces’ name=’CalculDesForces’
where=’compute-loop’ />
<entry-point method-name=’moveNodes’ name=’DeplacementDesNoeuds’
where=’compute-loop’ />
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Boucle en
temps

Cakuldes
omes

cakul
impuksion

Cakulénergie

Cakul pression

FIGURE 6.7 — Organisation d’un programme sous Arcane

</entry-points>

<options>
<simple name=’cfl’ type=’real’ default=’0.5’>
<description>Définition de la CFL</description>
</simple>

</options>

</module>

Enfin, les modules peuvent partager des fragments de code au travers de composants dédiés appelés
services. Les services peuvent étre techniques comme un outil d’écriture paralléle sur fichier ou spécifiques
au domaine d’application comme un solveur algébrique ou un schéma. Un service est vu comme un contrat
représenté par un ensemble d’opérations rassemblées dans une interface. Les modules choisissent les implé-
mentations des services dans leur fichier de configuration.

6.2 Architecture du prototype

On présente ici les différentes briques logicielles développées durant cette thése. Notre but était de mettre
au point un prototype suffisamment modulable pour permettre des évolutions et ajouts rapides.

6.2.1 Maillages

Arcane propose un lot d’outils avancés concernant le maillage. Toutefois, la problématique multi-échelle
est centrée sur le lien entre les éléments de deux maillages distincts : un maillage grossier agrégeant les
éléments d’un maillage fin. Ce lien a été formalisé dans un objet MultiscaleMesh contenant deux maillages
Arcane IMesh ainsi que des éléments grossiers CoarseCell et CoarseFace. Chaque élément grossier est
composé des différents éléments fins associés. De plus, une face grossiére CoarseFace contient les mailles
grossiéres dont elle est le bord.

Un lecteur de maillage cartésien MultiscaleMeshReader a également été congu pour construire efficace-
ment et en paralléle les maillages Arcane fin et grossier ainsi que le maillage multi-échelle MultiscaleMesh.
Notons que la numérotation choisie des éléments est la numérotation classique {4, j, k}.
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[Arcane::Cell| [Arcane::Face]
[ | [ ]
[ | |

[Arcane::lService| [Arcane::IMeshReader
[CoarsecCell | [CoarseFace | I
[ |

[

I
[ |
MultiscaleMesh|. crée MultiscaleMeshReader |
|

1.2

Arcane::IMesh
 —

FIGURE 6.8 — Maillage multi-échelle

L’appel de ce lecteur est effectué dans U'initialisation de la plate-forme Arcane. Ce n’est pas a 'utilisateur
de piloter explicitement la construction du maillage. En effet, ce lecteur est un service Arcane de type
IMeshReader. L’approche environnement de programmation par composant prend son sens sur cet exemple
d’ajout de fonctionnalité a la plate-forme.

6.2.2 Organisation du module principal

Le module principal est appelé Multiscale. Sa structure est présentée sur la figure 6.9. Ce module
construit d’abord les données d’entrée en utilisant des modeéles physiques représentés sur la droite du dia-
gramme. Une fois ces paramétres connus, le module fait appel a différents services numériques pour résoudre
les différentes équations permettant d’obtenir I’évolution de ’écoulement diphasique. En particulier, le mo-
dule Multiscale requiert une résolution en pression et une résolution en saturation. En fonction des services
utilisés pour résoudre ces équations, on pourra donc obtenir une résolution IMPES (voir paragraphe 2.3) ou
IMPIMS (paragraphe 2.4). On peut également résoudre 1’équation en pression en utilisant une des méthodes
multi-échelles présentées aux chapitres 4 et 5.

Arcane::IModule
]
]

N

IPressureSolver IUnitsSystem
N I —
] ]

ISaturationSolver IPermeabilityModel
1 {
1 :

Multiscale '

MultiscaleMesh 1 init() IPorosityModel

1 + compute()

[IBoundaryConditionMng]| IMobilityModel
[ } I
[ | 1
IGeometryMng
[Arcane::IPostProcessorWriter
[ |
ITransmissivityOperator | ‘ !
|

FIGURE 6.9 — Diagramme UML représentant le module Multiscale

6.2.3 Organisation des services physiques

Nous avons vu que la premiére étape dans la résolution est le calcul des données physiques. Ces cal-
culs sont effectués en utilisant des services qui différent selon le modéle considéré. Nous détaillons ici
les différents services implémentés dans le prototype qui permettent d’obtenir la perméabilité (voir fi-
gure 6.10). Ainsi, on peut choisir des perméabilités constantes (CstPermeabilityModel) ou dépendantes des
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—
1

[FilePermeabilityModel| [CstPermeabilityModel| [ AnalyticPermeabilityModel
[ I I
[ I |

IPermeabilityModel

FIGURE 6.10 — Diagramme UML représentant les services définissant les modéles de perméabilité

coordonnées des mailles (AnalyticPermeabilityModel). Une troisiéme implémentation de cette interface,
FilePermeabilityModel, permet de définir la perméabilité & partir d’un fichier.
D’autres services assez semblables sont disponibles pour modéliser la mobilité et la porosité.

6.2.4 Organisation des services numériques
Solveur en saturation

Nous avons vu au chapitre 2 que la saturation pouvait étre résolue en utilisant un schéma implicite
(paragraphe 2.3.2) ou explicite (paragraphe 2.4). Ces deux méthodes de résolution sont donc implémentées
dans notre prototype (voir figure 6.11).

[ Arcane::iService 1 TSaturath

| | ENCTNE J

[ I

[ Implicits aturati ] [ ExplicitSaturati ]

1BoundaryConditionMng

[ IlinearSolver
I

résout

FIGURE 6.11 — Diagramme UML représentant les services implémentant les différentes méthodes de résolu-
tion du systéme en saturation

Solveur en pression

Les chapitres 2, 4 et 5 ont permis de définir trois méthodes pour résoudre le probléme en pression (voir
figure 6.12).

— La méthode utilisant des volumes finis définie au chapitre 2 est appliquée dans le service ImplicitSolver.

— La méthode Allaire-Brizzi présentée au chapitre 4 est utilisée dans le service AllaireBrizziSolver.

— Enfin, la méthode aux éléments finis mixtes multi-échelles [CH02| détaillée au chapitre 5 est implé-

mentée dans le MultiscaleSolver.

Nous avons également mis en place une résolution de la pression par une méthode aux éléments finis de
Lagrange dans le FiniteElementSolver. Le paragraphe 5.3.1 présente aussi un critére de mise a jour des
fonctions de base dépendant de la variation des mobilités dans une maille grossiére. Si on choisit d’appliquer
cette mise & jour partielle, il suffit de préciser qu’on utilise le service MobilityVariationUpdate. Dans le
cas contraire, on choisira le service AlwaysUpdate.
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IPressureSolver Arcane::IService

I I

ImplicitPressureSolver FiniteElementSolver MultiscalePressureSolver AllaireBrizziPressureSolver

[ IBasisFunctionComputer
I

FIGURE 6.12 — Diagramme UML représentant les services représentant les différents solveurs en pression

Nous nous intéressons plus spécifiquement au service utilisant la méthode aux éléments finis mixtes multi-

échelles. Ce service est détaillé dans la figure 6.13. Nous avons vu dans le chapitre 5 qu’il y avait deux fagons

différentes de définir les problémes de cellule permettant de caluler les fonctions de base.

— La méthode présentée au paragraphe 5.2.1 est appelée LocalComputer car le calcul des fonctions de base
dépend uniquement d’informations locales.

— La méthode présentée au paragraphe 5.3.2 est appelée GlobalComputer car elle nécessite 'utilisation
d’une information globale, et plus précisément, du champ de vitesse d’un écoulement monophasique.

Pour ces deux méthodes, on peut choisir aussi d’effectuer le calcul des fonctions de base en utili-

sant une énumération paralléle (voir paragraphe 6.1.3). Nous avons donc également défini les services

MultiThreadGlobalComputer et MultiThreadLocalComputer.

[Arcane::IService| [IBasisFunctionComputer |
\ || \
[ |1 J

i | 1

MultiThreadGlobalComputer | [GlobalComputer| [LocalComputer| [MultiThreadLocalComputer
[ |0 i i
[ |1 ] ]

f ! W !

IUpdateChecker
I

1
P

[AlwaysUpdate | [MobilityVariationUpdate |
[ | [ ]
[ | |

FIGURE 6.13 — Diagramme UML représentant les services définissant les différentes méthodes pour calculer
les fonctions de base multi-échelles

6.3 Résultats de performance

Nous nous intéressons maintenant aux résultats de performance obtenus avec notre implémentation de
la méthode multi-échelle présentée au chapitre 5.

6.3.1 Présentation des supercalculateurs utilisés

Nous présentons ici les différentes machines sur lesquelles nous avons pu tester le prototype présenté dans
ce chapitre. Nous avons tout d’abord utilisé le supercalculateur d’IFPEN, ENER110. Ce supercalculateur,
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mis en service le 29 janvier 2013, dispose d’une puissance de créte de 126 TFlops ce qui le place au 391°¢
rang mondial du top 500 des supercalculateurs de juin 2013 [Top13].

Ses caractéristiques sont les suivantes :

— un processeur est composé de 8 coeurs Intel Sandy Bridge 2,6 GHz,

— chaque noeud est composé de 2 processeurs c’est-a-dire de 16 coeurs et de 64 Go de RAM (donc 4Go
par cceur),

— le supercalculateur comporte 378 nceuds de ce type,

— le réseau est de type infiniBand FDR.

Grace au GENCI (Grand Equipement National de Calul Intensif) nous avons également pu disposer de
temps de calcul sur le supercalculateur CURIE (15° au top 500 de juin 2013) hébergé dans les locaux du
CEA. Ce supercalculateur dispose de plusieurs types de nceuds. Les noeuds que nous avons utilisés pour
tester notre prototype sont les noeuds “larges” qui ont les caractéristiques suivantes :

— un processeur est composé de 8 coeurs Intel Nehalem-EX 2,27 GHz,

— chaque noeud est composé de 16 processeurs c’est-a-dire 128 coeurs et 512 Go de RAM (donc 4Go par
coeur),

le supercalculateur comporte 360 nceuds de ce type,

— le réseau est de type infiniBand QDR.

6.3.2 Cas SPE10 3D

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas SPE 10 a trois dimensions présenté dans le paragraphe 2.5.1.
Pour ce cas, nous imposons une pression de 1000 psi et une saturation en eau égale a 1 sur le bord y = 0.
Sur le bord ot y est maximal, une pression de 500 psi et une saturation en eau égale a 0 sont fixées. Sur les
autres bords, une condition de flux nul est imposée. Une premiére simulation est effectuée sur le maillage
fin avec le schéma IMPIMS. Nous mesurons le temps nécessaire pour simuler cet écoulement jusqu’a ce que
le volume poreux d’eau injecté soit égal a 1% du volume poreux total. Le pas de temps choisi correspond
a dix fois le pas de temps maximal pour un schéma IMPES (voir équation (2.12)). Ce test est effectué en
séquentiel puis en paralléle avec un nombre croissant de processeurs. Les temps de calcul présentés dans le
tableau 6.1 sont en fait les temps totaux passés par le programme pour construire et résoudre les problémes
en pression. Les résultats présentés dans ce tableau sont obtenus en utilisant uniquement le parallélisme
MPI pour partitionner le maillage en sous domaines.

1 proc. 2 proc. 4 proc. 8 proc. | 16 proc.
2939,69s | 1571,63s | 817,27 s | 454,81 s | 293,56 s

TABLE 6.1 — Temps de calculs de la pression obtenus avec le solveur IMPIMS sur maillage fin en utilisant
le parallélisme MPI

Les mailles sont ensuite agglomérées pour obtenir un maillage grossier comprenant 12 mailles dans la
direction x, 20 dans la direction y et 5 dans la direction z. Comme dans le cas fin, nous mesurons le temps
nécessaire pour atteindre un volume poreux d’eau injecté égal & 1% du volume poreux total. La méthode
multi-échelle que ’on considére ici est la méthode globale avec une mise a jour partielle des fonctions de
base avec €4, = 0,7 (voir paragraphe 5.3.1). Avant de comparer les temps de calcul, nous vérifions que cette
solution multi-échelle approche assez bien la solution fine. La figure 6.14 présente les saturations de la couche
z = 40 obtenues a ’état final avec la méthode multi-échelle ainsi que celles obtenues avec la solution fine.
Lerreur relative en norme L’ sur le domaine 3D complet entre la solution fine et la solution multi-échelle
est de 4,84%. On en déduit donc que cette solution est assez proche de la solution fine.

Les temps de calcul des pressions sont présentés dans le tableau 6.2. La aussi, le maillage est parallélisé
avec MPI et il y a autant de sous-domaines que de processeurs.
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FIGURE 6.14 — Comparaison des saturations obtenues avec la méthode multi-échelle et I’approche classique
sur la couche z = 40 du cas SPE 10 3D

1 proc.
105,00 s

2 proc.
54,65 s

4 proc.
35,54 s

8 proc.
27,61 s

16 proc.
22,74 s

TABLE 6.2 — Temps de calculs de la pression obtenus avec le solveur IMPIMS multi-échelle en utilisant le
parallélisme MPI

Nous remarquons donc que la méthode multi-échelle résout beaucoup plus rapidement le méme probléme :
sur ce cas, en séquentiel, le temps de calcul est 28 fois plus faible en multi-échelle qu’avec une méthode
classique. Cependant, on remarque que l'accélération apportée par la parallélisation est beaucoup plus
faible avec la méthode multi-échelle qu’avec un solveur implicite (voir figure 6.15 détaillée plus tard). Cela
est di 4 la trop faible taille du systéme grossier (12 x 20 x 85). Le systéme linéaire n’est donc constitué que
de quelques dizaines de milliers d’inconnues. L’utilisation de 16 processus MPI pour résoudre ce systéme
n’est donc pas nécessaire. Pour mieux utiliser les ressources disponibles nous allons diminuer le nombre de
processus MPI et utiliser une énumération paralléle de type multithread (voir paragraphe 6.1.3).

Tous les temps de calcul obtenus sont présentés dans le tableau 6.3. Dans ce tableau, le nombre de
processus MPI est égal au nombre de ceurs disponibles divisé par le nombre de threads.

Nb cceurs Solveur fin 1 thread 2 threads 4 threads 8 threads
1 2939.69 s 105,00 s
(1 proc. MPI) | (1 proc. MPI)
2 1571,63 s 54,65 s 55,35 s
(2 proc. MPI) | (2 proc. MPI) | (1 proc. MPI)
4 817,27 s 35,54 s 33,24 s 4391 s
(4 proc. MPI) | (4 proc. MPI) | (2 proc. MPI) | (1 proc. MPI)
8 454,81 s 27,61 s 22.26 s 26,67 s 38,63 s
(8 proc. MPI) | (8 proc. MPI) | (4 proc. MPI) | (2 proc. MPI) | (1 proc. MPI)
16 293,56 s 22,74 s 18,74 s 17,36 s 23,69 s
(16 proc. MPI) | (16 proc. MPI) | (8 proc. MPI) | (4 proc. MPI) | (2 proc. MPI)

TABLE 6.3 — Temps de calculs de la pression obtenus avec les solveurs en pression fin et multi-échelle en
fonction du nombre de cceurs utilisés et du nombre de threads (Nbarpr = Nbeoewr /Nbihread)
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On remarque donc que 'utilisation de I’énumération paralléle pour le calcul des fonctions de base permet
une meilleure utilisation de la puissance de calcul. Ainsi, avec 16 coeurs disponibles, 1'utilisation de 4 threads
au lieu d’un seul permet un gain de prés de 24%.

Sur la figure 6.15, nous présentons l'efficacité des différentes méthodes. Tout d’abord, nous définissons
efficacité par le temps de calcul total en paralléle divisé par le temps de calcul en séquentiel. Nous entendons
par temps de calcul total le temps de calcul multiplié par le nombre de processeurs. Cette efficacité est donc
un nombre inférieur & 1. Nous comparons alors l’efficacité du solveur fin avec celle de la méthode multi-
échelle. On remarque que le solveur fin est beaucoup plus efficace que la méthode multi-échelle. Nous avions
déja remarqué que le maillage grossier comportait trop peu de mailles pour que 'utilisation d’un grand
nombre de processeurs soit utile. Nous introduisons également l'efficacité de la méthode multi-échelle si on
utilise le multithreading pour calculer les problémes de cellule. Bien stir, dans ce cas, on considére, pour
chaque nombre de processeurs la valeur la plus faible observée dans le tableau 6.3. La figure 6.15 nous

1 T T T T

Solveur fin —+——
Solveur multi-echelle ——
09 r Solveur multi-echelle hybride ——
08
0.7
o
o
g o6
b=
w
05 -
04 -
03 -
02 i i | | L L !
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Nombre de coeurs

FIGURE 6.15 — Graphique présentant 'efficacité des différents solveurs

permet donc de déduire que 'utilisation de I’énumération paralléle augmente 'efficacité de la méthode.

Nous avons également testé notre prototype avec 16 cceurs sur un nceud “large” du supercalculateur
CURIE. Comme indiqué précédemment, ce noeud posséde une architecture différente et le but de ce second
test est vérifier que le multithreading améliore également l'efficacité du code sur cette configuration de
noeud. Le tableau 6.4 présente les résultats obtenus.

Solveur fin 1 thread 2 threads 4 threads 8 threads
16 proc. MPI | 16 proc. MPI | 8 proc. MPI | 4 proc. MPI | 2 proc. MPI
770,03 s 54,65 s 42,49 s 34,67 s 45,24 s

TABLE 6.4 — Temps de calculs de la pression obtenus avec les solveurs en pression fin et multi-échelle pour
16 cceurs en fonction du nombre de threads

On remarque que, sur cette seconde machine, le gain en performance entre le solveur fin et le solveur
multi-échelle est du méme ordre. Cependant, I'utilisation de plusieurs threads est ici beaucoup plus intéres-
sante : avec 4 threads, le gain en temps de calcul par rapport & un parallélisme uniquement distribué est de
plus de 35%.
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6.3.3 Cube

On considére ici un cas théorique mis en place pour tester la capacité de la méthode multi-échelle sur des
cas comportant un trés grand nombre de mailles. Dans ce cas, le réservoir est un cube comportant 256 mailles
dans chaque direction. Le nombre total de mailles est donc de prés de 17 millions. Chaque maille est un cube
de 5 meétres de coté. Le champ de perméabilité a été généré en utilisant des méthodes statistiques employées
par le logiciel Condor développé par IFPEN (voir figure 6.16). On simule un écoulement diphasique dans

Permeability X
2013 4e13 | 6er13 8ol

Permeability X
2e-13  4e-13  6e-13  8e-13
PHHHH‘HHH\‘HHHHL{

NENERERR]

9.869e-15 9.869e-13 9.869e-15 9.869e-13

FIGURE 6.16 — Perméabilités du cube composé de 256 mailles dans chaque direction. A gauche pour z = 200
et a droite pour z = 640

ce réservoir en imposant une pression de 1000 psi et une saturation en eau égale a 1 sur le bord = = 0. Sur
le bord ol z est maximal, on impose et une pression de 500 psi et une saturation en eau égale a 0. Nous
présentons dans le tableau 6.5 les résultats de performance obtenus lorsqu’on simule un écoulement dans ce
cube jusqu’a atteindre un volume poreux d’eau injectée correspondant a 1% du volume poreux disponible.
Le maillage grossier utilisé pour effectuer les simulations multi-échelles dans ce cas est composé de 32 mailles
dans chaque direction.

Solveur fin 1 thread 4 threads 8 threads 16 threads
128 proc. MPI | 128 proc. MPI | 32 proc. MPI | 16 proc. MPI | 8 proc. MPI
22153,31 s 694,38 s 466,80 s 576,02 s 773,23 s

TABLE 6.5 — Temps de calculs obtenus avec les solveurs en pression fin et multi-échelle pour 128 cceurs en
fonction du nombre de threads

On remarque que, dans ce cas nécessitant de grandes capacités de calcul, la méthode multi-échelle est
toujours beaucoup plus performante que la résolution classique (32 fois plus rapide). Comme dans le cas
précédent, I'utilisation du multithreading pour le calcul des fonctions de base permet de réduire encore le
temps de calcul. On atteint alors un temps de calcul plus de 47 fois plus faible.
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Chapitre 7

Homogénéisation d’un probléme de
transport
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Une fois les pressions et les vitesses calculées avec la méthode multi-échelle définie au chapitreb, le
transport des fluides peut étre réalisé en appliquant un schéma explicite en saturation & I’échelle fine comme
pour la discrétisation IMPES (voir paragraphe 2.3). Cependant, pour obtenir des valeurs de saturation
en eau comprises entre S,,; et 1 — .S, c’est-a-dire pour respecter le principe du maximum, la condition
CFL (2.12) sur le pas de temps doit étre respectée ce qui peut conduire & des pas de temps relativement
faibles. On peut également appliquer un schéma IMPIMS (voir paragraphe 2.4) mais cela revient a résoudre
un systéme non linéaire de trés grande taille. Une méthode multi-échelle simulant un transport a l’échelle
grossiére par un schéma explicite avant de reconstruire la solution en saturation & ’échelle fine permet
d’augmenter les valeurs de ce pas de temps.

7.1 Construction du probléme modéle

Le probléme en saturation que ’on souhaite résoudre est la troisiéme équation du systéme (2.5) :

(b%f +div (fu(S) (v = kAo (S)V Pe,w(5))) = 0.

Ce probléme est, a priori, non linéaire. Dans ce travail, nous nous limitons & un probléme de transport
linéaire sur un ouvert (0,7) x Q, ot Q C RN et 7 >0 :

{p*(z*)‘%* (t,2%) " (&) - Ve (t,07) — div (A" (@) Ve' (',2%) = 0dans (0.T) x Q7

ot*
c* (0,2*) = (2*) dans Q.
Dans (7.1), p* représente la porosité, b* la vitesse, A* le tenseur de diffusion, ¢* une concentration et on

suppose que
div (b*) = 0.
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Cette équation modéle intervient, par exemple, lorsque 'on simule 1’évolution de la concentration d’un
traceur a l'intérieur d’une phase (voir [Bea88|). Dans ce cas, A* correspond au coefficient de diffusion
moléculaire et de dispersion et b* est la vitesse de déplacement de la phase. L’objectif est ici de savoir sous
quelle forme peut se mettre cette équation si on considére que les différentes propriétés varient a une échelle
beaucoup plus faible que la taille du domaine.

Nous allons maintenant mettre a I’échelle le systéme (7.1) comme cela a été présenté dans [ARO7], [DP05]
et [ABMP10]. La variable z* représente, ici, la variable d’espace a 1’échelle fine. Nous notons [ une longueur
caractéristique de cette échelle et L une longueur caractéristique de la taille du domaine 2. Nous définissons
alors e = % qui est supposé faible. Nous prenons ensuite Tr pour définir notre échelle de temps. Nous notons
alors pgr, bgr, cr, Ag les grandeurs caractéristiques de la porosité, la vitesse, la concentration et la diffusion.
Les variables adimensionnées sont alors définies ainsi

Jj:f;v t:jt“;a ps(‘r)_ rR
Do) = T, Af(e) = A et r) = SO

R

Le systéme d’équations sans dimension obtenu a partir de (7.1) s’écrit

Lrpr

P~ % 8“5 S A ARTR Ldivy (A*Vaus) = 0 dans (0,7) x Q. (7.2)
uE(O,x) = u%(z) dans Q '

ou 2. = {E—R | z* € Q} et T' = . Pour ce probléme on peut définir un nombre de Péclet sur chaque

échelle :

— a D’échelle fine, on note

lbr
P oc = T
e AR

— & l’échelle macroscopique, on définit
Lrbr
Ap

Pe =

On a alors Pe = %Peloc. Nous allons nous placer dans le cas ol

— Pejoe = 1,

—etTpr = %.
On considére donc une échelle de temps correspondant au temps de diffusion et on suppose que la diffusion
est du méme ordre que la convection a 1’échelle fine. Le systéme (7.2) se réécrit alors :

p*%e + Peb® - Vyu. —div, (A°V,ue) = 0  dans (0,7) x Q.
uE(O x) = u'(x) dans Q..

Le nombre de Péclet local étant égal & 1, Pe = %, et le systéme initial (7.1) se réécrit :

|
o

{ pe(x )‘{jus + 16° () - Vue — div (4% (z) Vue) dans (0,7T) x Q.
ue (0, ) = u%(x) dans Q..

Dans la suite, on considérera uniquement ce probléme adimensionné.

7.2 Remarques préliminaires sur la mise & 1’échelle

Des travaux de recherche ont également été menés pour homogénéiser le probléme de transport (7.1)
en considérant des échelles différentes. Ainsi, on peut remarquer que, dans les travaux présentés par A.
Bourgeat, M. Jurak et A. Piatnitski dans [BJP03], I'équation étudiée est sous la forme

P (x )887“;5 +b° (z) - Vu, — ediv (A% (z) Vue) = 0. (7.4)
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Pour arriver a cette équation, I’échelle d’espace et le nombre de Péclet choisis sont les mémes que dans notre
cas mais I’échelle de temps est différente : un temps d’ordre 1 dans (7.4) est équivalent & un temps d’ordre €
dans (7.3). En fait, ’échelle de temps choisie dans [BJP03] est celle correspondant au temps de convection.
Cela reviendrait a prendre Tr = L;f” £ dans la mise a I’échelle faite au paragraphe précédent. Les résultats
obtenus avec ces hypothéses montrent que la solution homogénéisée est uniformément nulle & partir d’un
temps assez long méme si on considére les termes d’ordre supérieurs dans le développement asymptotique.
Cela justifie donc notre choix d’échelle temporelle.
Dans [HL09], T.Y. Hou et D. Liang étudient 1’équation suivante :

(7.5)

6{;»; + b (x) -Vue — e™div (AE (x) V’Ms) = 0 dans R+ x Q.
ue (0, z) u® () dans Q.,

ou m € [2,+00[. L’échelle en temps est ici la méme que dans [BJP03] mais le nombre de Péclet local
considéré est de 'ordre de e ~™*1.

7.3 Définition du probléme périodique

Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que les coefficients p°, b° et A sont périodiques en espace de
période €, et nous rappelons un certain nombre de résultats d’homogénéisation connus. Nous démontrons
également une nouvelle estimation a priori (Théoréme 7.4). Ces résultats sont utilisés au chapitre suivant
pour construire une méthode multi-échelle applicable & des cas non périodiques comme cela a été fait
dans [ABO5] pour des problémes elliptiques.

Nous considérons le probléme de transport qui consiste & chercher u. dans I’espace

L? (Ry, H' (RY)) nC® (R, L? (RY))

solution de

p (%) dyue + 1b (%) - Vue — div (A (£) Vue) =0 dans (0,7) x RY (76)
ue (0, ) = u’(z) dans RY, ‘

avec les hypothéses suivantes :
Hypothéses 7.1 :

1. Les fonctions b, A et p sont Y-périodiques,

2. pe L>(Y),

3. Les fonctions b, A et p sont de classe C! par morceaux et les interfaces de discontinuités sont de classe

c?,
4. div(b) =0,

5. il existe pimin > 0 tel que Yy €Y,  p(y) = pmin,

6. A est coercive : il existe une constante Cyy, > 0 telle que
Yy eV, Ve RN, A(y)é- €= Coalél®

|-| étant la norme euclidienne dans RY.
7. w0 € H? (RY).
D’aprés le théoréme de Lions (voir annexe A.2.2), ce probléme a une unique solution

ue € L* ((0,7), H" (R™)) nC ((0,T), L* (R™)) .

Dans la suite de cette partie, nous allons postuler un développement asymptotique particulier pour la
fonction u. qui permet d’approcher cette fonction en résolvant deux problémes : un probléme homogénéisé
et un probléme de cellule. Des résultats de convergence des différentes solutions approchées vers la solution
exacte sont ensuite présentés.
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7.4 Reésultats préliminaires

Comme dans le cas elliptique, on peut montrer que pour une fonction ¢ € L? ((07 T) x RN, C%(Y)) (voir
[AADHO06] ou [MPP05, Remarque 2])

lim/ / (t r— — ) dxdt = / / / (t, z,y) dydzdt. (7.7)
e=0 Jr, JrN Ry JRN

L’alternative de Fredholm s’adapte également a ce cas.

Lemme 7.1. Soit g € Li(Y). b et A vérifiant les hypothéses 7.1, le probléeme

b(y) - Vyv —divy (A(y)Vyv) = g dans,
y — v(y) est une fonction Y -périodique

admet une solution v € H#(Y), unique G l’addition d’une constante prés si et seulement si

/ gdy = 0.
Y

La démonstration est identique & celle faite dans [BLP78| dans le cas elliptique. Le lemme suivant sera
également utilisé

Lemme 7.2. Soit une fonction g € L3 (Y) telle que [y, g(y)dy = 0. Il existe ¢ € Li&(Y)N telle que

{ 7diVyC = 9(v),

Jy ¢y)dy = 0.
Démonstration. 1l suffit de poser ( = —V60 ot 6 est solution du probléme
—Af=g.
L’alternative de Fredholm est vérifiée pour ce probléme. On a donc 6 € H# (Y)et ¢ e Li(Y)N. O

7.5 Développement asymptotique avec dérive

Comme dans le cas elliptique présenté au chapitre 3, on postule un développement asymptotique pour
ue. Cependant, nous allons ici y intégrer une dérive. Soit b* un vecteur constant représentant une homogé-
néisation de la fonction b. Nous la considérons pour 'instant comme une inconnue & calculer.

On suppose que u. peut s’écrire sous la forme :

= i b*t x
x):z&f U; t,l'f?,g B (78)
=0

avec des fonctions u; Y-périodiques par rapport leur troisiéme variable y. L’intégration d’une dérive dans
la variable d’espace est nécessaire pour homogénéiser 1’équation (7.6). En fait, on sait (voir [BJP03]) que
si on considére des temps courts, le probléme homogénéisé est une équation de transport dont la solution
explicite est de la forme

u(t,x — vt).

Il nous faut donc intégrer ce transport dans notre terme d’ordre 0 pour des temps de 1'ordre de . De plus,
si ne prend pas en compte cette dérive et qu’on suppose b* = 0 la condition de compatibilité presentee plus
tard imposerait que le champs de vitesse b(y) soit & moyenne nulle.

Proposition 7.1. Soit u. la solution du probléme (7.6). On suppose que les hypothéses 7.1 sont vérifiées.
On suppose également que le développement asymptotique (7.8) est vrai et que les fonctions u; sont Y-
périodiques par rapport 4y et “régulieres” (les résultats de cette proposition sont uniquement formels, il n’y
a donc pas besoin de préciser les régularités). Alors
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7.5. Développement asymptotique avec dérive

e [a fonction ug ne dépend pas de la variable y :
Vt e (0,T),Vz e RN Yy €Y, wug(t,z,y) =ult,z).

o La vitesse homogénéisée b* peut étre définie par :

b = % /Y b(y)dy, (7.9)

ot p= [y p(y)dy.
e On définit les fonctions w; solutions des problémes de cellules

) - (Tywi + i) —div, (A) (Vyws +e) = p)¥ e swr¥e o0
w; est Y -périodique. ’
e La fonction u est solution du probléme homogénéisé
poyu — div (A*Vu) = 0 dans (0,T) x RV, (7.11)
u(0, x) = u%z) dansRY, ‘
ou A* est une matrice définie positive telle que
Ar = /Y AW) (Vyw; +e5) - (Vyw; +e5) dy. (7.12)

e La fonction uy est définie par

N
Ju b*t .
w (e =) =3 g (b =) m) + e (7.13)

avec une fonction w1 dépendant uniquement de x qui reste a définir.
e La fonction uy est définie par

N

O
2t 2,y) = Z Xij (W) 5 (t@ +Zw1 L, ), (7.14)

i,j=1 i

ot les fonctions x; ; sont solutions des problemes de cellules du deuxiéme ordre

i - 0 ow;
b(y) - Vi (y) — divy (A@y) Vi s () = (ayk (widg) () + Aii(y) 5 (0 )) + A j(y)
k:ip(y) b | . (7.15)
5 p(Yb; — bi(y)) w;(y) sur
Xi,; est Y -périodique.

Remarque 7.1 : On remarque que le calcul du terme d’ordre 0 du développement asymptotique (7.8) est
la fonction u calculée en résolvant le probléme parabolique (7.11). Ce probléme ne fait pas intervenir de
convection ce qui semble surprenant puisque ’on cherche & approcher le fonction u. solution du probléme
de convection-diffusion (7.3). Cependant, on remarque que, dans le développement asymptotique (7.8), la
fonction u est dans un repére mobile par rapport & u.. En fait, la fonction qui approche u. est . telle que

b*t
Ve e RN Yt € (0,T), a.(t,z)=u (t,x - E) . (7.16)

En reprenant ’équation (7.11) on remarque que . est solution du probléme

{ POy + Lb* - Vi, — div (A*Vi,) =0 dans (0,7) x RY,

(0, ) = %) dans RY. (7.17)

La fonction @, approchant u. a ’ordre 0 est donc solution d’un probléme de convection-diffusion & convection
constante.
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

Démonstration. Remarquons que, pour tout ¢ € N, nous avons :

* 1 *
V(ui (t,x— b t7x>> — (Vzui—I—Vyui) <t,a:— b t’x>7
€€ € € ¢
a4 (ui (t,xbt,z>) = (3tuib~vzu,-> (t,x bt’x>.
dt € € € e €

On remplace u, par son développement asymptotique (7.8) dans (7.6) et on applique les formules précédentes.
On identifie ensuite les termes en fonction du degré en ¢ :
— Terme en ¢~ 2

et

b(y) - Vyup — divy (A(y)Vyue) = 0. (7.18)

— Terme en =1

— p(y)b* - Vaug + b(y) - (Vauo + Vyur) divy (A(y) (Vauo + Vyur)) = divy (A(y)Vyue).  (7.19)

— Terme en &°

b(y) - Vyug —divy, (A(y)Vyuz) = —p(y)0ruo + p(y)b* - Vour — b(y) - Veu
+ divy (A(y)Veur) + dive (A(y) (Vyur + Vaeug)) . (7.20)

De I'équation (7.18), on déduit que ug ne dépend pas de y. On note donc

( b*t ) ( b*t)
w (t, e ——,y ) =ul|t,z— .
€ €

L’équation (7.19) peut ensuite étre simplifiée :

—p(y)b* - Vu+b(y) - (Vu+ Vyuq) — divy (A(y) (Vu+ Vyur)) = 0. (7.21)

Cette équation nous permet de calculer u;. En décomposant Vu dans chaque direction et en appliquant
I’alternative de Fredholm, on remarque que wy s’écrit :

( bt ) N ou ( bt
up | t,x — Y | = t, o —
€ p ox; €

ou on a introduit les fonctions w;, solutions Y-périodiques du probléme de cellule

) wit) + (o),

b(y) - (Vyw; + e;) — divy (A(y) (Vyw; +€;)) = p(y)b* - €;, sur Y.

La condition de compatibilité pour assurer I’existence des w; impose :

1
b*:j/bydy,
P Jy ()

o p= [y p(y)dy.

Remarque 7.2 : Comme dans le cas elliptique, les fonctions w; sont définies a une constante prés. En
pratique, on les choisira & moyenne nulle. De plus, on prendra @; () = 0. En fait, le terme @; (x) interviendrait
pour vérifier la condition d’existence de us.

En utilisant les hypothéses 7.1, on peut montrer que les fonctions w; définies par (7.10) sont dans I’espace
Wl’OO(Y) (voir lemme 4.1)
¥ 1).
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7.5. Développement asymptotique avec dérive

Enfin, la condition d’existence de usy solution de ’équation (7.20) s’écrit :

/Y (p(y)b* -Vaur —b(y) - Vaur +divy (A(y)Vaur)
+ divg (A(y) (Vyur + Vzu)) — p(y)@tu) dy=0. (7.22)
Remarquons, tout d’abord, que :
/ div, (A(y)Vaur) dy — / (A(y)Varur) -1 do = 0
Y oY
car A et V,up sont Y-périodiques. Nous avons également 1’égalité
/Yp(y)(‘)tudy = pou,
car u ne dépend pas de y. I’équation (7.22) devient :
poru — /Y ((p()b" = b(y)) - Vaur (y) + dive (A(y) (Vyur (-, y) + Vieu))) dy = 0. (7.23)
La fonction 41 ne dépend pas de la variable y donc en reprenant la définition de b* dans (7.9), on a
[ 0o =) Vg = .
De plus, en utilisant I’équation (7.13), on remarque que
] 0w =) oy

est une combinaison linéaire des dérivées secondes de wu.
De méme, [, div, (A(y) (Vyu1 + Veu))dy s’exprime linéairement en fonction des dérivées secondes de .
Finalement, ’équation (7.23) peut s’écrire sous la forme

’ poru — div (A*Vu) = 0, ‘

ou la matrice A* est définie par la formule suivante :

/y (div, (A(y) (Vi1 + Vo)) + (p()b* — by)) - Vaur) = div, (A" V). (7.24)

On remarque d’abord qu’étant donnée la définition de A* par la formule précédente, on ne s’intéresse qu’au

. 2 2 .. c 1 . :
terme div, (A*V,u). Comme 83 5T = 33 5. » on pourra choisir de considérer A*, sa transposée ou sa partie
i J €Lj i

symétrique sans modifier ce terme. On va d’abord montrer que

A;j = / A(y) (Vyw; + ;) - (Vyw; + e5) dy.
Y

On prend les conventions de sommation d’Einstein et on notera, pour simplifier ’écriture des équations
) .
O, = B Ainsi

ur(z,y) = O u(x)w; ().
Et
vyul (l‘, y) = aliju(m)aTh w] (y)ei7
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

On obtient donc

/ div, (A(y)Vyur) dy = / div, (A(y) (02, u(z)0y, wi(y)er)) dy
Y Y

= /Ydivm (Ai i (y) 0z, u(2) 0y, wi(y)e;) dy

= div, ((/y As (80 (y)dy> 6zju<x)ei>

0%u
= (/Y Ai,k(y)aykwj(y)dy> axiaxj'

De plus, on a clairement

/Y div, (A(y)Vau) dy = < /Y Ai,j(y)dy) 622;96],-

Et

/ (p(y)b" = b(y)) - Vyui(z,y)dy = / (p(y)b; = biy)) 0z, . u(@)w;(y)dy,
Y Y

ol les b; et les b sont les composantes respectives de b et b* sur les e;. Donc

. B . 0%u
/Y(p(y)b —b(y)) - Vaur (z,y)dy = (/Y (p(y)b} — bi(y))“’jdy) Or;0x;

En sommant tous ces termes et en reprenant 1’équations (7.24), on peut alors définir la matrice A* par
ALy = [ o = b widy+ [ A (Vw4 e5) - cady (7.25)
Y Y

Si on multiplie ’équation (7.10) par w; et qu’on 'intégre sur Y, on a :

/ (b(y) - Vywiw; — divy (A(y) (Tyw; + ;) w;) dy = / (p(y)bE — bi(y)) wydy.
Y Y

En intégrant par parties, on a donc :

/ (P(0)b7 — bi(y)) wydy = / b(y) - Vywswdy + / Aly) (Tyws + e5) - Vywydy.
Y Y Y

9%u  _ 9%*u
Comme Bo;i(?xj - szaxi’

/b()-V ..dﬂ_} /b()-V »»d—l—/b()-V wed O*u
v Yy yWiW; yaxiaxj_2 y Y yWiW; Ay y Y yW;W;ayY 3937;8:z:j'

[ vV + [ )V ywswdy = [ o) 9wy,
On effectue ensuite une intégration par parties (les termes de bord sont nuls car les w; et b sont Y-
périodiques)

[ b Vywiwsay+ [ ) Vygwdy == | div(bm)owdy =0
car div(b) = 0. En reprenant I’équation (7.25), on peut donc définir de maniére équivalente A* par
2 0%u

0%u
A - Dyt | AT+ ) e

2
. _Ou
“Jaxiaxj
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7.5. Développement asymptotique avec dérive

Quitte & inverser les indices i et j pour un des termes, on a donc

A;j = / A(y) (Vyw; + ;) - (Vyw; + e;) dy.
Y

On remarque que A* définie ainsi est symétrique si, pour tout y € Y, A(y) lest. On veut résoudre le probléme
homogénéisé :

poru — div (A*Vu) = 0 dans (0,7) x RV,
u(0, x) = u%w) dans RV,

Il reste a prouver que ce probléme admet bien une solution. Le caractére borné de A* se déduit directement
de (7.12) et du fait que les w; sont & gradients bornés (en fait, il suffirait d’avoir w; € H'(Y')). Montrons
maintenant le lemme suivant.

Lemme 7.3. La matrice A* est définie positive.

Démonstration. il reste & montrer les deux autres propriétés. Soit € € RY. On définit

N
we =Y &wi.
i=1
we est une solution périodique du probléme

b(y) - (Vywe + &) = divy (A(y) (Vywe +§)) = p(y)b™ - €, sur Y.

En multipliant cette équation par we et en intégrant sur Y par parties, on a :

/ (b(y) — p(y)b") - Ewedy + / A(y) (Vywe(y) +€) - Vywe(y)dy =0, (7.26)
Y Y

car we est Y-périodique et div(b) = 0. On reprend ensuite (7.25), on a alors

N
AT 6= ) GEA,

4,J=1

N
S 66 | ot — ) wydy+ | A (T, +e) -

i,j=1

[ oot =) - gue+ [ AT ely) +€) - ed.
Y Y

En ajoutant, la derniére équation et (7.26), on obtient

et = [ AW we) +€) - (Tyuel) +
Puis en utilisant la coercivité de A, on a
€€ > o [ [Veo) +€Pdy >0
On a donc la positivité de la matrice. De plus, si A*¢ - £ = 0, on a, en utilisant I'inégalité précédente :

VyeY, Vywe(y)+¢§=0,

donc, en intégrant cette égalité : we(y) = —€y +¢, ¢ € R. Or, we est une fonction Y-périodique, donc £ = 0.
A* est donc bien une matrice définie positive. O
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

On déduit de ce lemme que le probléme (7.11) admet une solution unique
ue L?((0,7),H' (RY)) nc® ((0,1), L* (RY))

en appliquant le théoréme de Lions une nouvelle fois.
Pour la suite, nous avons besoin du résultat suivant.

Lemme 7.4. A une fonction de x pres, la fonction us peut étre définie par

N 52u N 8@1
up(t, @, y) = Z Xi,j(y)m(ta ) + Zwiiax. (t,x)
Q=1 v i=1 ¢

ou les fonctions w; sont les solutions aux problémes de cellule (7.10) et les fonctions x; ; sont les solutions
Y -périodiques aux problémes de cellule du deuzxiéme ordre :

b(y) - Vyxi,j(y) — divy (A(y)Vxi,;(y) = —pgj)A%‘,j + (p(y)b; — bi(y)) w;(y)

611]]‘

Yo
+ ; (8% (w;Ak,5) (y) + Ai,k(y)ayk(y)) +Ai(y) surY.

De plus, de méme que pour les w;, les fonctions x;; ainsi définies sont dans l’espace W;E’OO(Y) (voir
lemme 4.1).

Démonstration. A partir des équations (7.20) et (7.11), on obtient

b0) - ¥y — v, (A(9)Vyuz) = ~2iv, (47 F0) + (o) ~ b)) - Vo
+ divy (A(y)Veur) + divy (A(y) (Vyur + Vau)) .
On remplace u; par son expression dans (7.13) sans omettre le terme en ;. L’équation devient
b(y) - Vyua — divy (A(y)Vyug)

p(y) .. . . u duy

. 0?u o
+ div,, (A(y) (6m-8m-wj + 8x1) ei>
UL i

+ div, (A(y) (385 %Uy}] e; + V;ﬂj)) .
j )

Par linéarité et du fait que les w; vérifient (7.10), on remarque que ug définie par (7.14) est bien solution de
ce probléme. Or, la condition de compatibilité est vérifiée puisque u vérifie (7.11), ce probléme admet donc
une solution unique & une fonction de x prés. O

Tous les résultats annoncés dans la proposition 7.1 ont donc été démontrés. O

7.6 Convergence a deux échelles avec dérive

Les calculs faits dans le paragraphe précédent sont formels et ne sont pas justifiés d’un point de vue
mathématique. Comme au chapitre 3, on va introduire une nouvelle notion de convergence pour pouvoir
démontrer des résultats d’approximation plus précis entre la solution u. du probléme (7.6) et le début de
son développement asymptotique. Etant donné que nous avons introduit une dérive dans ce développement
asymptotique, la notion de convergence a deux échelles vue au paragraphe 3.5 ne peut pas s’adapter a notre
probléme. Ainsi, E. Marusi¢-Paloka et A. Piatnitski ont défini dans [MPPO5| la notion de convergence d
deux échelles avec dérive.
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7.6. Convergence a deux échelles avec dérive

Définition 7.1. Soit b* € RY un vecteur constant. Soit uc(t,z) une suite de fonctions dans L? (Ry xRY).

On dit que u. converge & deux échelles avec la dérive b* vers ug si Vo € L2 (R+ X RN,C%(Y)) ,

b*
// ue(t, z)p (t x— — x) dxdt — /// o(t,x,y)p(t, x,y)dxdtdy
Ry xRN 3 e—0 Ry xRN ><Y

avec ug € L? (]R+ x RN x Y).

Remarque 7.3 :

1. Si b* = 0 cette définition correspond bien a la convergence & deux échelles rappelée au chapitre 3 et
définie dans [Ngu89] et [All192]).

2. La notion de limite & deux échelles avec dérive dépend de la dérive considérée.

3. Cette définition peut également s’appliquer & des ensembles de la forme (0,7) x RN avec T > 0. Si
la convergence & deux échelles avec dérive sur un espace (0,7T) x RY est assurée cette convergence est
encore vraie sur tous les espaces de la forme (0,¢) x RN avec 0 <t < T.

L’introduction de la notion de convergence & deux échelles avec dérive permet d’obtenir plusieurs résultats
intéressants dont le théoréme :

Théoréme 7.1 (Marusi¢-Paloka, Piatnitski [MPPO05|). Soient b* € RY un vecteur constant et u. une suite
de fonctions dans L* ((0,T), H' (RN)) vérifiant
el 20,1y, 1 (rYy) < Co-

On suppose, de plus, que les hypothéses 7.1 sont vérifiées.
Alors, il existe une sous-suite et deux fonctions ug € L? ((0,T), H' (RY)) et wy € L? ((0,T) x RN, H' (Y))
telles que, pour cette sous-suite,

ue.  converge 4 deux échelles avec la dérive b* vers wug
et  Vue converge o deux échelles avec la dérive b* vers Vuo(t,z) + Vuy (t7x, %) .

Le théoréme suivant établit que la limite a deux échelles avec la dérive b* de la solution de I’équation (7.6)
est la solution du probléme (7.11) :

Théoréme 7.2 ([DP05]|, [ARO7], [AMP10]). On suppose que les hypothéses 7.1 sont vérifiées. La suite (u.)

1
des solutions du probleme (7.6) converge & deux échelles avec la dérive b* = j/ b(y)dy vers la solution
PJy

u(t,z) € L? ((0,T), H* (RN)) nC® ((0,T), L* (RY)) de ’équation

p2 —div(A*Vu) =0 dans (0,T) x RV,
u(0, x) =u’(z) dans RY.

Démonstration. On veut d’abord appliquer le théoréme 7.1 a la suite (ue). Pour cela on va utiliser le lemme
suivant.

Lemme 7.5. Soit u. une solution faible du probléme (7.6). Il existe une constante C' > 0 indépendante de
e telle que

el oo oy, L2 @y + Vel L2 0,7y xmn) < C-

Idée de la démonstration. Cette inégalité se démontre simplement en multipliant la premiére équation de (7.6)
par u. et en intégrant en espace et en temps. O

De plus, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
||u€||L2 (o), m @~y ST ||Ue||Loo ©0.1),L2(RN)) T HVUsHLz (0,T) xRN )N
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

Que 'on peut réécrire

2 2 2
lwellz2(0,7), 11 @y < Cs3(T) (Hue||Loc((o,T),L2(RN)) + ||vu€||L2((07T)><RN)N> . (7.27)

On a donc montré que la suite (u.) est bornée en norme L? ((0,7), H' (RY)).
On teste la premiére équation de (7.6) avec une fonction . de la forme

] b*t n . b*t =z
= 7:[;—7 £ ,1’—7,7
Pe = ¢ - $1 Pl

avec p € C° (R x RY) et ¢y € C° (]R+ x RN, C (Y)) On obtient :

//(O)T)XRN (P (%) 361;6 e + éb (g) Ve, + A (g) Vu, - V<p5> dedt — 0.

ou
On intégre par parties par rapport a ¢ le terme en a—; et on intégre par parties en espace le terme en Vu.¢ :

X
[0 (2) (oo m.2) - (@) (0.0)) de
]RN 3
x\ [ b* . 9o O
+//(0,T)xmp(s) (5 Ve Ve = ey )uadwdt
1
+ // (—b Veu. — b Verue + A () Vi V%) dxdt = 0.
(0,T) xRN € €
D’ou
x 0
- (E) (ue(T, ) (p(T, ) + ep1 (T, ) — u’(x) (p(0,2) + £p1(0, 7)) da
T . Op dp1 T
+//(0,T)><]RN (p (E> (b N T >u€ w <€) vus(pl) ot

(0,T)xRN €

+ // A (5) Ve - (Vi + Vo1 + eVapr) dadt = 0. (7.28)
(0,T) xRN €

On veut ensuite étudier la limite de cette expression quand ¢ tend vers 0. On remarque tout d’abord que la
fonction u. est bornée dans L™ ((O7 T),L? (RN)) (voir lemme 7.5) donc, @1, et p étant bornées, on a

6/ P <E> (uE(T, x)p1(T,z) — uo(x)gol((),x)) dr — 0. (7.29)
RN 9 e—0
De méme, A, % et V.1 sont bornées et la suite u. est bornée dans L? ((O,T),H1 (RN)) uniformément
en € en norme. Donc
x 8@1
e p (f) DAL edzdt — 0 (7.30)
.T)xgN €/ Ot e—0
et 5// A (f) Va. - Vaprdedt —s 0. (7.31)
(0,T) xRN € =0

On a [, (b(y) — p(y)b*)dy = 0. On applique alors le lemme 7.2 sur chaque composante. On note ¢; la
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fonction obtenue en prenant g(y) = b;(y) — p(y)bs. On a donc :

/ PV =8 (2) g ot — / W6 (£) 5 vt
(0,T) xRN € (0,T) xRN €
= divy (¢ Oz, pucdrdt
[/ <<< )) ot

//0 T)xR i s (Or; Ve +u:VOy, @) drdt.
X N

Le lemme 7.5 nous permet d’appliquer le théoréme (7.1) & (u.). Donc, pour une sous-suite, u. converge a
deux échelles avec la dérive b* vers u(t, z) et Vu. vers Vyu(t, ) + Vyui (¢, z,y). Ainsi, pour une sous-suite :

// M Vu.dzdt
(0,T) xRN

=/, G() - (Ouri(t,2) (Voult, ) + Vs (8,,)
e 0,T) xRN xY
+ VO, o(t, z)u(t, z))dydadt.

Comme fy ¢i(y)dy = 0 et u et ¢ ne dépendent pas de y, un seul de ces termes est non nul et :

_ /// Ci(y) 0, 0(t, )V yus (t, 2, y)dydadt = /// divy, (¢i(y)) O, purdadtdy
(0,T)xRN xY ot ey
T /// (0i(y) — p(Y)) Ou, purdadidy.
(0,T)xRN xY

On a donc montré que

b* —b
/ / () () Vpucdodt — - // / (bi(y) — p)B?) Oy purdadidy.  (7.32)
(0,T)xRN 0,T)XRN xY

Pour le passage a la limite dans (7.28), on reprend les équations (7.29), (7.30), (7.31) et (7.32) et on utilise
les limites & deux échelles avec dérive des fonctions u. et Vu.. On obtient alors :

/]RNP<§> (ue (T, 2)p(T, 7) — u° (2)(0, z) dm+///OT B <b* Va1 ?;f) udzdtdy
+///(OT) RN xY b(Y) - (Vau + Vyur) prdudtdy

- // / (b(y) — p(y)b*) - Vuidwdtdy
(0, T)XRN xY
+ // / A(y) (Vou+ Vyur) - (Ve + V1) dudtdy = 0. (7.33)
(0,T)xRN xY

Regardons d’abord le cas ou ¢ =0. On a :

- /// p(y)b* - Vyupidedtdy + /// b(y) - (Vau + Vyur) ordedtdy
(0, T)XRN xY (0,T)xRN XY
- /// divy (A(y) (Vau + Vyur)) grdzdtdy = 0.
(0,T)xRN xY

Cela doit étre vrai pour tout ¢; € C*° (R+ X RN,C;Z’ (Y)) Donc :
b(y) - (Vau+ Vyur) — divy (A(y) (Veu + Vyur)) = p(y)b* - Vyu.
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Cette équation est en fait la méme que (7.21) et elle nous permet donc d’avoir, a une fonction de z prés :

avec les w; définis en (7.10).
Prenons maintenant o1 = 0 et ¢ quelconque. L’équation (7.33) devient :

/RN P (g) (ue (T, 2)p(T, x) — u®(z)(0, 7)) dx — ///(O,T)xRNxY p(y)aa—fudxdtdy

- / / / (b(y) — p(y)b*) - Vouydadtdy
(0,T)xRN xY
+ / / / A(y) (Vou+ Vyu) - Vdadtdy = 0.
(0,T) xRN xY

En intégrant par parties en temps et en espace, on obtient :

ou «
i plo) g edadedy + [ [ [ (b(y) — p(y)b") - Ty pdadty
(0,T)xRN xY (0,T)xRN xY
- /// div, (A(y) (Vau + Vyur)) pdzdtdy = 0.
(0,T)xRN xY

Les fonctions u et ¢ ne dépendant pas de y, cela se simplifie :

0
'6// Gyt + // (/ (b(y) — p(y)b*) - quldy> odzdt
(0,7)x&N Ot o1)xe~¥ \Jy

B //(o T) xRN v (/y Aly) (Vau +Vyun) dy) pdzdt = 0.
5 X

Comme cela est vrai pour tout ¢ € C3° (RT x RY), on a :

P50 = o) Vowndy - div, ( [ 4w <vmu+vyu1>dy) 0

On retrouve 'équation (7.23) et comme on a la méme relation entre w et u1, on aboutit de la méme maniére
au probléme :

poyu — div (A*Vu) = 0 dans RV,
u(0, x) =u’(z) dans RY,

avec
A;:j = / A(y) (Vywl + 61‘) . (Vywj + ej) dy. (734)
Y
De plus, on a vu que ce probléme admet une solution unique
ue L*((0,7),H (RY))nc® ((0,1), L* (RY)).
Cela montre que, quelle que soit la sous-suite choisie, u. converge a deux échelles avec la dérive b* vers le
méme u. Cela est donc vrai pour toute la suite (u.). O
7.7 Résultat de convergence
A partir des définitions et des résultats précédents, des résultats de convergences fortes peuvent étre

montrés. Ainsi, en norme L2, le résultat suivant indique que la solution homogénéisée est une bonne ap-
proximation de wu..
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Théoréme 7.3 ([AMP10]). Soient (u.) la suite des solutions de l’équation (7.6) et u la solution au probléme
homogénéisé (7.11). On suppose que les hypothéses 7.1 sont vérifices. Alors, on a

b*t
lim ||ue(t, ) —u (t,.’L‘ - ) = 0.
€0 € JllLz(0,1)xRN)
Démonstration. Nous allons d’abord montrer que
. AR
lim us(t,x) —u | t,x — — || dxdt =0.
e—0 RN 13

En testant I’équation (7.6) avec u., on obtient :
1
[ F@puttatodn = [ 5(2) Vit s
RN g JrN 9

_ /RN div (A (g) Vus(t,ac)) ue(t, x)dz = 0.

On intégre par parties en espace en utilisant le fait que Vu.u. = %V |u€|2

1

5 /]RN p°(2)0, (uZ(t,z)) do — %/RN div (b (g)) |ue (t, 2)|? dz + /RN A (g) Vue(t, z) - Vue(t, z)dz = 0.

On utilise le fait que div(b) = 0 et on intégre 1’équation par rapport a ¢ entre 0 et ¢ :

/ £ () luc(t, x| dm—!—/ /RN Vua s,x) - Vue (s, x)dsdx = %/RN oS (x) ’uo(x)lzdx.

On intégre ensuite par rapport a t entre 0 et T :

/ / x) |ue(t, )| dxdtJr/ / / Vus (s,2) - Vue(s, x)dsdxdt
RN RN

= % p°(x) ’uo(ac)|2 dzx.
RN

On effectue le méme calcul pour w en utilisant I’équation (7.11) et on a :

1 ) T rt . T_ 0112
5[) Hu||L2((O,T)><RN) +A / - A V’U,(S,CL’) : Vu(s,x)dsdxdt = Ep ||u HLQ(RN) :

Et, en utilisant le résultat (7.7),
. B 0 2 _ 0 2
lim p°(z) [u’(z)]” do :p/ |u®(z)|” da.
e—=0 JpN RN

D’ou :

lim< / / @) Juc(t, )|? dedt
e—0 ]RN
/ / / Vus (s,x) - Vus(s,:r)dsdxdt)
RN

=3 ||u||L2((O,T)><RN)

T gt
+/ / A*Vu(s,x) - Vu(s, z)dsdxdt. (7.35)
0 RN
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On va maintenant montrer que

. 2
213%/ /RN ) |ue(t, x| dedt > P llullzzo,m) ) -

Pour cela, on va partir du calcul suivant :

b*t
// P () lue(t, ) —u <t,x - ) dxdt = // % (@) Juc(t, )|? dedt
(0,T) xRN € (0,T) xRN

b e\ |?
+// p°(z) u(t,x—)
(0,T)xRN €

dzdt
. b*t
-2 Po(x)ue(t,z)u | t,x — dxdt. (7.36)
(0,T)xRN €

bee\ |?
dxdt = lim // (t,.’L‘ — )
e—0 0 T)X]RN 6 9

dxdt
-/ o) [u(t, @) dudtdy.
(0,T)xRN x Y
lim // P (x
=0/ J 0,1y xRN (=)

bt |2 . )
ult,z— dxdt = p lu(t, z)|” dadt.
€ (0,T) xRN
bt

De plus, en prenant p°(z)u (t,x — —) comme fonction test dans la convergence de u. avec dérive, on a

2

On utilise le résultat (7.7) :

b*t
lim// p°(x) u(t,x— )
=0/ J0,1) xRN €

On obtient donc :

I’égalité :

b*t
lim // x)ue (t, x)u <t,x - ) dxdt = /// p(y) |u(t, 2)|? dadtdy
=0/ Jo,1) ><]RN € (0,T)xRN xY
- ,0// lu(t, )| dad.
(0,T)xRN

e
ue(t,z) —u (t, T — %) ‘ dxdt étant positif, on obtient, en passant a la limite dans (7.36) :

lim / / ) e (t, 2) 2 dadt > / / lu(t, 2)[2 dadt. (7.37)
=0/ J0,1) ><RN (0,T) xRN

De méme, on développe le terme

[ [ A(E) (Tt o 22 o (- 22.2))
: (Vus(s,x) v (u (s,x - b;) +ew <s, b:;s? :)>)>dms

qui est positif car A est coercive. Les calculs sont semblables & ceux effectuées pour le terme en p*. On
obtient, en utilisant le fait que Vu. converge & deux échelles avec la dérive b* vers V u + Vyu; sur tous les
ensembles (0,¢) x RV avec 0 <t < T,

Et [fio,myxmn P°(2)

lim/ / Vus s,x) - Vue (s, x)dxds > / / / ) (Vau+ Vyur) - (Vau+ Vyuy) dydeds.
RN RN

e—0
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Et, en intégrant cette inégalité par rapport a t de 0 a T,

lim/ / / Vus(s x) - Vue(s,x)dzdsdt
e—0 ]RN

/ / / / ) (Vau+ Vyur) - (Vyu + Vyur) dydedsdt.
RN
Or, A* étant défini par (7.12), on a :

/ / / A*Vu(s,x) - Vu(s, x)dxdsdt = / / / / ) (Vou+ Vyur) - (Vau + Vyuy) dydedsdt.
RN RN

Donc

lim/ / /RN Vue(s x) - Vue(s, x)dzdsdt > / / - A*Vu(s,x) - Vu(s,xz)dzdsdt. | (7.38)

e—0

Les inégalités (7.37) et (7.38), montrent que dans (7.35), chacun des termes de gauche est supérieur a un des
termes de droite. Leur somme étant égale, on en déduit que ces inégalités sont des égalités et, en particulier :

lim / / ) luc(t, z)|* dodt = / / lu(t, z)|? dadt.
e—0 0,7) XRN (0, T)xRN

On utilise ce résultat pour passer a la limite dans I’équation (7.36), et on obtient :

b*t
lim// p7(x) |ue(t, —u(t,ac— )
L . () uc(t, 2) 5

De plus, en utilisant les hypothéses 7.1, on a

2
dzdt = 0.

SAYE 1 . SAYE
us(t,z) —u | t,x — dzdt < po (@) lue(t,z) —u | t,x — dzdt — 0.
(0,T) xRN € Pmin J J(0,1)xRN € e—0
O

7.8 Estimation d’erreur a priori

On s’intéresse ensuite a I'erreur en norme H' en espace et L? en temps entre la solution exacte u. du
probléme (7.6) et les deux premiers termes de son développement asymptotiques :

U+ euy.

Le terme su; d’ordre 1 en € n’est pas utile pour approcher la solution en norme L? mais sa présence est
indispensable si on cherche & approcher son gradient. L’estimation a priori établie dans le théoréme suivant
n’a, & notre connaissance, pas été montrée auparavant.

Théoréme 7.4. Soient (u.) la suite des solutions de ’équation (7.6), u la solution au probléme homogénéisé
(7.11) et uy définie par Uéquation (7.13) ot les fonctions w; sont les solutions & moyenne nulle et Y-
périodiques des problemes (7.10) et 43 = 0. On suppose, de plus, que les hypotheses 7.1 sont vérifies. On a
alors l'estimation suivante pour une certaine constante Cy > 0 indépendante de € mais dépendant du temps

final T :
b*t b*t x
us(t, ) —u | t,x — —ceuy [t — —, —
3 g £ L2((0,T),H! (RN))

HV <u€(t,x) —u <t,x— b t) — ey (f,ﬂf— b t7x>>
€ e’e

< Ce. (7.39)

On a, de plus,

< 058 (740)
L2((0,T),L2(RN))N
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

b*t b*t x
ue(t,x) —u ([ t,z — —eup [ t,x — —, =
€ €€

avec des constantes Cs,Cg > 0 indépendantes de € mais dépendant du temps final T.

et

< CGE, (741)
L2 ((0,T),L2 (RY))

Remarques 7.4 :

Cette estimation est plus forte que celle montrée dans [BLP78| pour un probléme elliptique (voir théo-
réme 3.3). En effet, dans cette estimation, la majoration est en /e. Cete différence vient du fait que ’on se
place sur espace RY et non sur un ouvert Q borné, ainsi les termes de couche limite n’apparaissent pas.

Cette estimation nous montre que la solution w. au probléme (7.6) peut étre approchée de la maniére

suivante b .
*t *t
ue(t,x) = u (t,x - ) + euy (t,x - —, x) , (7.42)
€ e¢e

pour de faibles valeurs de €. Cette approximation est intéressante car elle ne nécessite pas de résolution
globale a I’échelle fine. En effet, les fonctions w; sont chacune solution d’un probléme de cellule défini sur la
cellule unité Y. Ensuite, a partir des fonctions w; et de leur gradient, on peut calculer A* et donc résoudre
le probléme homogénéisé (7.11) pour calculer u. Ce probléme ne fait pas intervenir de termes a l’échelle ¢,
sa résolution est donc plus facilement réalisable numériquement. Enfin, u; se déduit des dérivées de u et
de celles des fonctions w;. Dans la suite de ce mémoire, on cherchera donc & mettre en place une méthode
numérique capable d’approcher u + u; pour calculer u..

Démonstration. Cette démonstration a été publiée dans [ADEO12]. Soit 7. la fonction définie par :

re(t,z) =e ! (ug(t,m) —u (t,x— b t) —euy (t,x— b t,x>> :
€ ee

On veut démontrer que I'on a une inégalité de type

I7ell oo (0, L2 yy + IVTell L2 (0,7 xmvyy < C-

On définit Be () par

B (r(t,z))=p (g) Osre + %b (g) - Vre —div (A (g) Vrs) . (7.43)

On développe les termes en reprenant la définition de r.. Les termes en u, se simplifient car u. est solution
du probléme (7.6). On a :

B (r.(t,z)) =& 2 (—b g) -(Vau+ Vyu)

+div, (4 5) (Vo + Vyur)) +p (g) b - qu)

et (<o (2) om0 (%) Vawr +aiv, (4 (%) Vo)

+ div, (A (g) (Vau + Vyul)) +p (g) b* - Vﬂu)

—p (g) Oyuy + divy (A (g) qul) .

En utilisant (7.21), on remarque que le terme en =2 est nul. On utilise ensuite I’équation (7.20) pour définir
une fonction ug et on a :

Bt = (0(2) Ty (4(2) o)) o (2 v (4 (2) 7). 10
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On rappelle que la condition de compatibilité du probléme (7.20) est bien vérifiée et qu’il est donc possible
de trouver une telle fonction us. L’équation (7.44) peut se réécrire

BE (ro(t,z)) = b (g) V(us) — b (g) Vs — div (A (g) vyuz)

+ div, (A (g) Vyug) —p (g) Oyuy + divy (A (g) unl) .

Ou encore, en utilisant le fait que div(b) =0 :

B* (re(t,z)) = div (b (g) ug) —div (A (g) Vyuz)
—b (g) - Vgus + divy, (A (g) VyuQ>
—p (g) Oyup + divy, (A (g) qul) .

On multiplie ’équation par 7. et on intégre en temps et en espace :

// B (re(t,x)) re(t, z)dzdt
(0,T) xRN
x b*t x
= _// b (7) Us <t,w - — > Vre(t, z)dzdt
(QT)X]RN > € €
+ // A (E) Vyua <t,x _ o x) Vre(t, z)dzdt
(0,T)xRN € €
T b*t x
+ // (—b (7) - Vg (t,x — ,)
(O,T)X]RN 3 3 3
+ div, (A (E) (Vyug <t,x— bt x) + V,uy (t,x— b t7$>>>
3 e ¢ € ¢

T b*t x
—p (g) Byuy (t,x - ,E)>r€(t7m)dxdt. (7.45)

On veut majorer la valeur absolue de cette intégrale. On va donc traiter chacun des termes séparément.
Soient

Blz—// b(f) Us (t,x—b t x) Vre(t, z)dzdt,
(O,T)XRN 3 3 9
By = // ( )V Us (t,x — bt x) Vr.(t,z)dzdt,
0,T) xRN g £
b*t x
// - Vaus (t,x - )rg(t x)dxdt,
0 T)XRN 5 9 5
b*t b*t
B, = // div, (A( ) (V Us (t,m — ’x> + Vug (t,x - —, x))) re(t, x)dxdt,
0,T) xRN g g e e
Bs = — // p (E) Oruq (t x— vt I) re(t, z)dzdt.
(0,T) xRN g g 13

Avec ces définitions, I'équation (7.45) se réécrit

// B (r(t,x)) r-(t,2)dxdt = By + B + B3 + By + Bs. (7.46)
(0,T)xRN

On rappelle tout d’abord que u est solution d’un probléme parabolique avec un opérateur elliptique constant
car A* ne dépend pas du temps. La fonction u est donc au moins aussi réguliére que la condition initiale
(voir annexe A.2.3). En particulier, dans notre cas et avec les hypothéses 7.1, on a u® € H3 (RN ) donc

ue L™ ((0,7), H}R"Y)). (7.47)
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Et, par translation,

*

bt -
. ) € L™ ((0,T), H*(R"Y)) .

(t,x) Hu(t,x—

Nous nous intéressons d’abord a la régularité de la fonction us. Nous rappelons que la fonction us solution
du probléme (7.20) peut aussi s’écrire (voir lemme 7.4) :

2(t, x,y) Z Xi,j (Y (%v (t,m).

1,j=1

ou les fonctions x; ; sont les solutions des problémes (7.15). Nous avons également vu que ces fonctions sont
dans 'espace W;’OO(Y). Alinsi, en utilisant cette propriété et la propriété (7.47), on a

(t, ) > us (t,x - % :) = JXN_; Xiri () aji; (t,x) € L= ((0,T), L2(RY)) (7.48)

(t,2) = Vaus (t - bzt, i’) - 32]::1 i)V 682;% (t,2) € L ((0,T), L*(RN))™ (7.49)

(t,2) = Vuz <t - b;t, f) - i:l Vi (y )3623 (t,2) € L= ((0,7), L2RN))™ (7.50)

(t,7) = VoV us (t,:c - % Z) - i Vi, (y) ® Vaxj;mj(t,x) e L ((0,7), L2®RN )N (7.51)

On déduit des propriétés (7.48) et (7.49) et du fait que la fonction b soit bornée que

|B1| = // b (f) U3 (t,a: — bt x) Vr.(t,x)dzdt
(0,T)xRN € g €

< Hb”LOO(Y)N ||U2||Loo((o,T),L2(RN)) ||Ta||L2((o,T),H1(RN)) (7.52)

|Bs| = // b (E) - Vg ug (t,x b t7 x) re(t, x)dzdt
(0,T) xRN € e €

S Bl e vy Vaull poe 0,7, 22y I7ell 20,1y, L2 vy -+ (7-53)

et

De méme, en utilisant la propriété (7.50) et le fait que la matrice A soit bornée, on a

*t
| Ba| = // V U2 <t,m b x) Vre(t, z)dzdt
0,7) XRN e’le

< Cond [ Vytzll oo 0,7y, 2y~ 16l 20,0y, 10 @y - (7:54)

Pour les autres termes, nous avons besoin d’étudier la régularité de la fonction u;. On rappelle d’abord, en
reprenant I’équation (7.13), que

b*t x N ou b*t
ul(t,x— € ’s)zng( )le (ta:— 5)'

On rappelle également que les fonctions w; solutions des problémes de cellule (7.10) sont dans l’espace

W;’OO(Y). On déduit de cette propriété et de la propriété (7.47) que

(t,x) = V2u, (t,x— b*t,x) - XN: ( )v2gz ( z— b;) e L= ((0,T), 2@V )N (7.55)

€ ¢
ij=1
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Alors en utilisant les propriétés (7.55) et (7.51) ainsi que le caractére borné de A, on obtient

// div, (A (E) (Vyuz <t7$ - b t, x) + V,uq (t,x — b t, x))) re(t, x)dxdt
(0,T) xRN g g g 1> g

< Cbnd (HvyvmugHLOC((O)T))LQ(RN))NXN + HviulHLOO(((LT)’LQ(RN))NXN) ||TEHL2((O,T),L2(]RN)) . (756)

|By| =

Pour majorer | Bs| on doit étudier la régularité de dyu;. Comme Oyu = %div (A*Vu)etu € L* ((0,T), H? (RY)),
on a
dyue L ((0,T),H" (RY)).

Donc

N
bt x\ T\ o 00:u b*t
(t,z) — Oy (t,x - ,€> = E w; (E) \Y oz, <t,x -

i,j=1

) € L™ ((0,T), L*(RY)) . (7.57)

On utilise alors cette propriété et le caractére borné de p et on montre que

|Bs| = // P (E) Opur (t,x - ﬂ, a:) re(t, x)dxdt
(0,T)xRN € g €

< Pmas ||8tu1HLOO((01T)’L2(RN)) ||r5HL2((O,T),L2(]RN)) . (7.58)

Ainsi, en reprenant les inégalités (7.52), (7.54), (7.53), (7.56) et (7.58) dans (7.46), on obtient :

‘// B* (re(t, z)) ro(t, x)dxdt
(0,T) xRN

< CrlIrell 20,1y, 10 (mY) -

On a donc

/ / B® (re(t, z)) re(t, v)dzdt
(0,T)xRN

De plus, si on revient a la définition de B¢ dans (7.43), en intégrant en temps et en espace et en effectuant
des intégrations par parties en espace, on obtient :

1 T 1 T
B (r(t (t, z)dzdt = = ) ro(T, 2)%de — = =) re(0,2)%d
//(O,T)X]RN (re(t, ) re(t, z)dx Q/RNp(g)r( x)*dx Q/RN,O({_:)T( x)*dx
+// A(E) Vre - Vre(t, x)dzdt.
(0,T) xRN €

< Cs(T) (|Te||Leo((o,T),L2(RN)) + HVTEHL?((O,T)X]RN)N)‘

On a, en utilisant la coercivité de A,

|//(0 I A (g) Vre(t,x) - Vre(t, z)dzxdt
,T) X

De plus, la fonction p est bornée supérieurement et inférieurement donc on peut montrer que

2
2 Cita ||VT6||L2((0,T)xRN) :

1 x 2
5 [ (5)re@afde > Colrn (Tl an,

et que
1 x 2 2
5 2 (5) 002w < Cao - (0, 2y
RN &
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avec Cg, C1g > 0. On arrive alors a
Csta HVTEHQL?((O,T)X]RN)N + Gy [|r(T, ')“iQ(RN — Cho[|7=(0, )||L2(RN)
< // B* (re(t, z)) re(t, x)dxdt
(0,T) xRN
< Gs(T) (||T’sHLoc((o,T),L2(RN)) + ||V7"e||L2((o,T)xRN)N) .

Nous allons montrer que la norme |[re(0,-)[| 2z~ est bornée.
Tout d’abord, par définition,

re(0,2) = 7 (00, 2) - u(0,2) — eur (0,2, 7))

—up (O, T, E)
€

On a supposé que la condition initiale u® € H* (RN ) et on a montré que les w; sont bornés en norme
L>(Y). On obtient :
[I7(0; ) 2@y < Cnr

On en déduit :
Csta HVTE||i2((O7T)XRN)N + 09 Hrs(Tv ')”iQ(RN) - CloCu
< Gs(T) (||7"sHLoo((o,T),L2(RN)) + ||V7"s||L2((0,T)xRN)N) - (7.59)

On montre d’abord un résultat préliminaire.

Lemme 7.6. Soit X, une suite de réels positifs, vérifiant :
X2 —a < BX., aveca >0 et B> 0.

Alors il existe une constante v > 0
Xe <A(T).

Démonstration. Ce polyndome de degré 2 en X, est de discriminant A = 5(7T)? + 4a > 0. On en déduit que
X, reste entre les racines du polynoéme associé et est donc borné. O

Soit Ty < T tel que

1
HTeHLoo((OT) r2@yy) < Ire (To, M r2@ey < Irell L 0,1y, 22y -

On applique ensuite I'inégalité (7.59) sur (0,7p) :

Cy
||7"sHLoc ((0,T7),L2(RN)) — CioCin1

Csta HVTEHL2 ((0,T0)xRN)N + —=
< Cs(T) (HVTsHm((O,TO)XRN)N + ||7’sHLoc((o,T),L2(RN))) :
On applique le lemme 7.6 avec
Xe = ||V7“6HL2((0,TO)xRN)N + HT€||L°C((0,T),L2(RN))‘

On obtient
||VT€||L2((O,T0)><RN)N + ||T‘€||Loo((0’T)7L2(]RN)) < CIQ(T)a
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7.8. Estimation d’erreur a priori

et donc il existe des constantes Cy3, Cg > 0 dépendant du temps final T telles que
IVTell 20,1 xrvyy < Cis, (7.60)
I7ellpoe (0,7, 2@ ) < Co- (7.61)

L’inégalité (7.61) est en fait I'inégalité (7.41). On reprend I'inégalité (7.59) en utilisant le fait que ||rc || ;o (0, 7) 22 m))
est borné pour le membre de droite et en minorant ||r. (T} -)|| r2(r~y par 0 pour le membre de gauche :

Cota V7l 32 0,7y xrorys +0 = C10C11 < Co(T) (V7 oo,y + Col(T)) -

En réutilisant le lemme 7.6 avec

Xe = [IVrellp2(0,m)xrN)™ 5
on en déduit 'inégalité (7.40) :

IVrell L2 o,y xrr v < Cs.

On a donc montré que

||VT€||L2((07T)XRN)N + ||r€||Loo((O7T)’L2(]RN)) < Cu(T).

Ainsi, en reprenant (7.27)
I7ell L2 0,1y, 51 mvy) < Cs(T).
D’ou le résultat voulu. O

Remarque 7.5 : Le cas ou le champ de vitesse b n’est pas a divergence nulle a été traité dans [ARO7]
et [HR13]. Dans notre cas, il n’y a pas de terme de réaction donc on a un résultat plus simple. En fait, dans
ce cas, le probléme physique que 'on obtient en écrivant la conservation de la masse est de la forme

{ p (%) Orue + édiv (b (%) ug) —div (A (g) Vu5> =0 dans (0,7) x RV (7.62)

u (0, x) = u%(z) dans RV,
Dans (7.62) on ne suppose pas que divy,b = 0. On introduit alors le probléme spectral suivant

div, (b(y)y) — divy (A(y)V,y) = My dans (0,7) x RN (7.63)
1 est Y- périodique. ’

Le probléme adjoint a (7.63) est

{ —b(y) - Vo —divy, (A (y)V,0*) = Mp*  dans (0,7) x RY

1* est Y- périodique, (7.64)

ou A? est la transposée de la matrice A. On remarque que le couple (A = 0,%* = 1) est solution de ce
probléme. 0 est donc aussi valeur propre du probléme (7.63). Autrement dit, il existe une fonction 1, non
nulle telle que

{divy(b(y)wl)—divy(A(y)Vywl) = 0 dans (0,7) xRY (7.65)

11 est Y- périodique.
Le théoréme de Krein-Rutman (voir, par exemple, [Bre83]) permet méme de montrer que I’on peut choisir la
fonction 1 pour qu’elle reste strictement positive. On effectue alors un changement de variable en définissant
us(t,
ve(t,x) = a — )
1 (2)

Evidemment, si div,(b) = 0, ¥; = 1 est solution du probléme (7.65) et il n’est pas nécessaire de faire ce
changement de variable. Le probléme (7.62) peut alors se réécrire

p(2) .+ 1 (2) i (3(2) ) =0 .72
0(0, ) _ uoiw)) s BN (7.66)
’ 1 (£ ’
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

avec

On vérifie, en utilisant la définition de 11, que b est bien & divergence nulle. On a donc réussi a se ramener
au cas considéré dans ce chapitre.
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Chapitre 8

Une nouvelle méthode multi-échelle
pour un probléme de transport en
milieux poreux

Sommaire
8.1 Construction de la méthode multi-échelle . . . . . . . ... ... ... ...... 125
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Dans ce chapitre, on reprend les résultats montrés au chapitre 7 pour mettre en place une méthode
multi-échelle adaptée & un probléme de transport plus général.

8.1 Construction de la méthode multi-échelle

8.1.1 Hypothéses de départ

Nous souhaitons appliquer les résultats obtenus au chapitre 7 pour construire une méthode multi-échelle.
Cependant, ces résultats théoriques ont été montrés en considérant ’espace RY. Nous ne pouvons évidem-
ment pas mailler I'espace RY tout entier et il nous est donc impossible de faire des simulations numeériques
pour résoudre le probléme (7.6). Nous allons donc considérer un pavé  C RY aux bords duquel on impose
des conditions de périodicité. Les résultats d’homogénéisation qu’on obtiendrait avec des conditions aux
bords de type Dirichlet seraient différents (voir [APP12]). Cela est principalement di au terme de grande
dérive % qui pose un probléme sur le bord du domaine. Les hypothéses de périodicité sur les conditions aux
limites sont donc nécessaires pour ’étude théorique de la méthode mais, en pratique, cette méthode sera
aussi appliquée avec des conditions aux bords plus classiques.

On se donne un entier k > 1 qui sera ’ordre de la méthode numérique multi-échelle. On cherche
us € C°((0,7), L% () N L* ((0,T), Hy ()
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

solution du probléme

p° () Opue + 10° (2) - Vue — div (A% (2) Vue) = 0 dans (0,7) x Q
ue (0, 2) = u%(x) dans Q (8.1)
ue est Q-périodique.

Pour pouvoir appliquer les résultats présentés au chapitre 7, on doit au moins reprendre les hypothéses 7.1
en supposant que 'on a

x x x
“(x) = (7>, AEJ;:A(f), bsxzb(f).

rF@=p(2), Aw=a(2), rw=s(
Cependant, comme dans le cas elliptique, pour appliquer les résultats sur un ouvert borné et obtenir une
estimation d’erreur de la méthode multi-échelle il faut ajouter des hypothéses. Ainsi, on fait les hypothéses

suivantes.
Hypothéses 8.1 :

1. On considére une suite de réels € tendant vers 0 en rapport rationnel avec les dimensions de ). Ainsi,
on peut toujours écrire €2 sous la forme

N
0= H(nfs,mfa), n;,m; € N avec n{ < mj.

i=1
2. Les fonctions b, A et p sont des fonctions Y-périodiques.
3. La fonction p est dans 'espace L>®(Y').
4. Les fonctions b, A et p sont de classe C! par morceaux et les interfaces de discontinuités sont C2.
5. La divergence de la fonction b est nulle :

div(b) = 0.

6. Il existe un réel pin > 0 tel que Vy €Y,  p(y) = pmin-

7. La matrice A est coercive : il existe une constante Cy;, > 0 telle que
2
V§ERN7 A§§>Csta|£|

la norme || étant la norme euclidienne dans R”.

8. La fonction u° est dans 'espace W:;JFS’OO ().

Remarques 8.1 :

Les hypotheéses 3 et 4 permettent d’assurer que les fonctions w; solutions des problémes de cellule (7.10)
sont dans l’espace W;’OO(Y) (voir lemme 4.1).

La fonction u est la solution du probléme homogénéisé (7.11). Cette équation présente un probléme para-
bolique avec un opérateur elliptique constant car A* ne dépend pas du temps. Cette fonction est donc au
moins aussi réguliére que la condition initiale (voir annexe A.2.3), en particulier :

ue L™ ((o, ), W£+3’°°(Q)) .

8.1.2 Idée de la méthode
On introduit des fonctions tests oscillantes W5 telles que
. x
Wy () = x; + ew; (g> ,

ot les fonctions w; sont les solutions Y-périodiques et & moyenne nulle des problémes de cellule (7.10).

On remarque qu’avec cette définition, e; + (V,w;) (£) = V&g (z). De plus, en remplagant div, par ediv,
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8.1. Construction de la méthode multi-échelle

léquation (7.10) devient :

b (f) - V@E (2) — ediv (A (f) mf(x)) =p (f) b* - e;.
€ € €
Les fonctions w$ sont des solutions e-périodiques de 1'équation :
1 x ~ . X ~ 1 &€ *
-b (7) -Vw; — div (A <7) wa) =-p (7> b* -e; danseY. (8.2)
e \g € e \e

L’approximation (7.42) peut alors se réécrire :

b*t N ou b*t
ue(t, ) =~ u <t,x 5) +Z(wl(x) fxl)a—xz (t,x €> .

On remarque que le membre de droite correspond a un développement de Taylor & l'ordre 1 en espace. On
va donc écrire :

we(t,2) ~ u (t,@E(m) - bt) .

g

On introduit la fonction . vérifiant :

Dans ce cas,

et on a donc 'approximation :
ue (t, @) = G (t, W° (x)). (8.4)

La formule d’approximation (8.4) est le point de départ de la définition d’une nouvelle méthode d’éléments
finis multi-échelles adaptée au probléme (8.1). Comme pour la méthode Allaire-Brizzi préséntée au chapitre 4,
on va construire des fonctions de base multi-échelles en utilisant cette composition.

8.1.3 Définition de la méthode

On souhaite trouver u. € C° ((0, T), Li (Q)) NL? ((0, ), H%E (Q)) solution du probléme (8.1) en faisant les
hypothéses 8.1. Le but, ici, est de mettre en place une méthode multi-échelle qui pourrait s’appliquer & des
cas non-périodiques. On ne va donc pas utiliser le fait que les fonctions p°, A® et b° sont des fonctions Y-
périodiques de £ ni que le domaine €2 est muni de conditions aux bords périodiques pour définir la méthode.
Cependant, 'erreur d’approximation de cette méthode ne peut étre calculée que dans le cas périodique.
On considére une famille de maillages grossiers gy de résolution H vérifiant les hypothéses 4.2. On
suppose également que H > . En pratique, on choisira H au moins de l'ordre de 100 x €. On introduit
ensuite Vi, un sous-espace de H. 7}Fé(Q) de dimension finie Dy et associé au maillage grossier Kg. Vi est, dans
notre cas, I'espace associé a la méthode aux éléments finis P, Lagrange. On note donc Np, g 'ensemble des
neeuds associés a cette méthode. Pour chaque maille K € Ky, on calcule les fonctions @f’K en reprenant
I'équation (8.2) :
10°(x) - V{Ef’K —div (Aa(sc)Vﬁf’K) = 1p%(2)b*K - ¢; dans K, (8.5)
{Ef’K = z; sur 0K,

ol

pek Ji 0% () da
Ji P (x)d
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

Les fonctions @f’K sont des approximations de w$ dans le cas périodique, les conditions aux bords étant
différentes. On construit également le vecteur w* ¥ ayant pour composantes les solutions des problémes (8.5).
On définit ensuite la fonction w*H telle que

VK € K, o =a*.

On construit alors l'espace V. y engendré par les fonctions de base définies, pour chaque noeud I € Np, g,
par
(I)ZE’H _ (I)fl O@E,H’

ol les <I>lH sont les fonctions de base de Vy. On rappelle que les fonctions de base d’'une méthode aux
éléments finis Py, Lagrange sont des polynémes d’ordre k dans chaque maille K vérifiant

VLI € Ny, OF (') = 1.

Soit mg l'opérateur d’interpolation sur Vi :

mrv(z) = Y v(l) P (x).

lEN]Pk,H

On définit ensuite I'opérateur d’interpolation 7. g sur V; g, par :

menv(z)= Y o) = > v0)®] 0w (z) = (mpv) o w M (). (8.6)
S leENy, . H

On souhaite résoudre la formulation variationnelle du probléme (8.1) sur l'espace V. g qui est de dimension
finie Dy. On va donc calculer la solution u. y dans C* ((0,T), Vz i) du probléme

1
Ve € Ve, / <PEBtU5,HU6,H + =% Ve, gve, g + A*Vue g - Vve,H> dr = 0
Q € '

Ue, (0, ) = 7T57HUU(.T).

(8.7)

Remarques 8.2 :

On suppose ici que les problémes de cellules (8.5) sont résolus de maniére exacte sur chaque maille grossiére
K.

Le probléme (8.7) est en fait un systéme d’équations différentielles ordinaires & coefficients constants car
I'espace V. p est de dimension finie et p°, b* et A® ne dépendent pas du temps. Ce probléme a donc bien
une solution unique dans C* ((0,T), Vz i) .

On peut reprendre ici la premiére des remarques 4.2.
Pour k < 2, comme on a w®® = z sur K et que tous les nceuds se situent sur le bord des mailles, on a
pour tout I’ € Np, m,

e, H A ,
(2; )‘K(z )= .
On a donc, pour k < 2,
e, gv(l) =v(l), pour tout | € Np, . (8.8)

Pour des ordres k > 3, les noeuds de la méthode aux éléments finis P;, Lagrange ne sont pas tous sur le bord
des mailles, I’égalité (8.8) n’est donc plus vraie.

8.2 Estimation a priori en temps continu

On se place dans le cas périodique et on calcule la solution u. m dans 'espace C* ((0,T), V; i) du
probléme (8.7). On considére ici une discrétisation uniquement en espace. On suppose donc que le systéme
d’équations aux dérivées ordinaires en temps (8.7) est résolu de maniére exacte. L’objectif de la suite est
d’estimer l'erreur entre la solution u. du probléme (8.1) et la fonction u. g solution du probléme (8.7).
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8.2. Estimation a priori en temps continu

Théoréme 8.1. Soit u. la solution du probléeme (8.1). On considére un maillage Ky de résolution H
vérifiant les hypotheses 4.2. Sur chaque maille K € Ky on résout les problémes de cellule (8.5) de maniére
exacte. Chaque maille K € Ky est une réunion de cubes de taille €. On suppose, de plus, que H > «.
On suppose également que les hypothéses 8.1 sont vérifiées. On peut alors construire les fonctions de base
multi-échelles <I>IE’H, On note alors ue g la solution numérique du probléme (8.7).

Il existe une constante Cig indépendante de € et H telle que

Lo

b | €
||’(LE — u&HHQT < Cig (Hk + ? (Hk+1 _|_€) + H) , (89)

ot

2 2 2
lullg, = llullzee 0.1y, L200)) T [WlL2(0,1), 11 (9)) -
Remarques 8.3 :

La présence du terme en b? peut sembler décevante car, stricto sensu, si b* est une grandeur d’ordre 1,
I’estimation d’erreur ne tend pas vers zéro avec € et H. Néanmoins, il faut se souvenir que dans le probléme
homogénéisé (7.16) (écrit dans un repére fixe) la vitesse homogénéisée est justement %. Par conséquent,
d’un point de vue “physique” on peut dire que c’est le terme % qui est une grandeur d’ordre 1, et dans ce cas
I’estimation d’erreur 8.9 prouve bien la convergence de la méthode multi-échelle. D’un autre point de vue,
ce facteur doit obligatoirement apparaitre dans ’erreur du fait que la méthode utilisée est semi-discréte et
ne traite pas spécifiquement le terme de convection. En effet, de maniére générale, si on souhaite résoudre
un probléme de convection-diffusion avec une méthode d’éléments finis Py, Lagrange classique, la norme
de la vitesse de convection va nécessairement intervenir dans les estimations a priori possibles. Un certain
nombre de méthodes numériques adaptées a cette classe de problémes ont déja été proposées. On peut citer
les méthodes de décentrement [BH82| ou la méthode des caractéristiques [BPS83]. On peut donc penser
que l'utilisation de telles méthodes couplées avec les éléments finis multi-échelles présentés dans ce chapitre
pourraient donner des résultats plus satisfaisants en terme d’estimations d’erreur. Cela reste un probléme
ouvert difficile.

P. Henning et M. Ohlberger ont construit dans [HO10] une méthode multi-échelle hétérogéne pour résoudre
le probléme (8.1). Ils obtiennent une estimation a priori en considérant une résolution totalement discréte
(en temps et en espace). Cette estimation est plus forte que (8.9) puisqu’elle ne comporte pas de terme en
%. Cependant, dans cet article, les solutions sont calculées dans le repére mobile
T T — ﬂ (8.10)
€
Ainsi, il faudrait théoriquement appliquer ce changement de variable aux paramétres physiques p®, b° et A®
ce qui modifie les problémes de cellule & résoudre pour chaque itération en temps. En fait, dans [HO10],
une hypothése supplémentaire est supposée vérifiée : ces propriétés physiques dépendent uniquement de la
variable Z et ne varient donc pas & I’échelle grossiére. Sous cette hypothése, le changement de repére (8.10)
ne modifie pas les solutions des différents problémes de cellule. Cette hypothése est trés contraignante et ne
pourrait pas s’appliquer dans le cadre de la simulation de réservoir.
Le théoréme 8.1 se démontre en grace au lemme suivant qui s’inspire d’un résultat montré dans [Whe73].

Lemme 8.1. On définit le sous-espace de H, ()

@) = {pem@| [ o=o}.
On introduit alors son dual H#l(Q) auquel on associe la norme

Jo ue

lull o1y = max 2207
B pem oy Vel 2oy
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

1l existe une constante C17 > 0 indépendante de € telle que

lue = e nllo, < Cir uE,Hecwi(I(lg,T),Ve,H) (IIua ~ Vel +1De (e = vett)ll (0.0, )

+ Dy (ue - Ua,H)

Q

e = v O ) (511
L2((0,1))

o Dy = p*0y 4 2b° - V et |||l est défini dans le théoreme 8.1.
Ce lemme est démontré dans 'annexe B. On va appliquer cette inégalité en prenant comme fonction
b*t

particuliére ve g = 7. gile o0 Ue(t,2) = u (t, T — 7), u étant la solution du probléme homogénéisé (7.11).

Dans la suite, on va donc successivement majorer les termes

X1 = |U5 - 7"'s,Hae|L2((0,T),H1(Q)) ’
Xy = ||u5 - TI'a,Hﬂs||Loo((o,T),L2(Q)) ’

X3 = ||Dt (us - ’/Ts,Has)HLQ((O’T)’H;I(Q))
/ D, (Us - ﬂ-E,HﬂE)
Q

et X5 = ”(UE,H - 7Te,Hﬂs) (07 )”LQ(Q) .

X4 =

L2((0,1))

Et on a
Hug—uE,HHQT < Cis (X1+X2+X3+X4+X5). (812)

Le reste de la section 8.2 est consacrée & la démonstration du théoréme 8.1 en majorant les uns aprés les
autres les termes du membre de droite de I'inégalité (8.12).
8.2.1 Terme en gradient X,

Nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition 8.1. Soient u. la solution du probléme (8.1) et U, définie par (8.3), on a

~ g
IVte = Ve riicll o oy ey < Cio (Hk N /H) , (8.13)

ol e, est lopérateur d’interpolation sur V. y défini par Uéquation (8.6).

L’intégralité de ce paragraphe sera consacrée a la démonstration de cette proposition. Pour ce faire, on
décompose la norme du gradient de la fagon suivante :

HVuE — Vﬂ'E’H’aEHLg((O’T)XQ)N <Gi1+Gy+ Gg, (814)
ou
G1 = ||Vue = V (e(t, ) O&}\E)HL?((O,T)XQ)N J
G2 = ||v ((’l]s(t7 ) — wHﬂg(t, )) o @€)||L2((O,T)><Q)N s
et G3 = ||V (,R—H'i:l/s(t’ ) oW — WE)H'E[/E)HLQ((O)T)XQ)N s

la fonction w° est définie pour chaque composante par
. x
w5 (z) = x; + ew; (g> ,

et les fonctions w; sont les solutions des problémes de cellule (7.10).

Le terme (G1 est un terme d’homogénéisation globale qui peut étre majoré en précisant 'approxima-
tion (8.4). Le terme G4 est un terme d’interpolation sur le maillage grossier. Le terme G3 peut étre majoré
en utilisant un résultat d’homogénéisation sur chaque maille grossiére.
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8.2. Estimation a priori en temps continu

Terme d’homogénéisation globale G,

Nous montrons ici le lemme suivant.
Lemme 8.2. En reprenant les hypothéses de la proposition 8.1, on a l'inégalité
[Vue =V (tc(t,-) o @E)HLZ((O,T)xQ)N < Gyt (8.15)

Démonstration. Le probléme est défini sur un parallélépipéde Q sur lequel on impose des conditions aux
bords de périodicité, I'inégalité (7.39) montrée sur RV reste alors valable :

b*t b*t z
us(t,z) —u|t,o — — ) —euy [ t,o — —, —
€ €€

On va alors décomposer le terme que ’on veut majorer en deux parties :

< Cye. (8.16)

L2((0,7), H'(2))

[Vue =V (ac(t, ) 0 )| 20, ryxyy < NIVte = V070r, e 120 1) x)™
Vs e — V (5t ) 0 T o oyeyy (8-17)

Le premier terme peut étre majoré en utilisant 1'inégalité (8.16). En effet,

V(u (t,x—b t) + euy (t,x—b t7x)> = Viu(t,z) + eV <wl (E> Ou <t,x—b t))
€ €€ e/ Ox; €

= (e,; + V,yw; (;)) 0y, e (t, T) + cw; (g) VO, .

La fonction w$ est définie par
. x
w5 (x) = z; + ew; (g> ,

donc

Et
\Y (ue(t,x) —u (t,x — bt) —euy (t,x — ﬂ, :r)) = Vu, — VW0; 0y, U — ew; (E> VO, ..
5 €€ €

On a alors, en reprenant 'inégalité (8.16)

HVUE - V@famifLEHLg((O’T)XQ)N < 045 + e le (g) Vazlﬂg‘

L2((0,T)x )N
Puis, en utilisant le fait que v € L ((0,T), Wkt22(Q)) et w € L>(Y)", on obtient
IVu, — V@f@ziﬂgﬂy((oj)xmw < Cye. (8.18)
Pour majorer 'autre terme de (8.17), on remarque d’abord que
V0,1 — V (e (t,) 0 ) = V% (x) (9, e (1) — O, i (1,0 (2)))
Ainsi,
VW (2) (O, e (¢, 2) = O, e (8, W ()| 22 ((0,1) x2) ¥
< |Md+ Vyw||L(x,(Y)NxN Ve (t,x) — Vi (¢, @E(x))HLQ((O’T)XQ)N . (8.19)

On écrit alors le développement de Taylor avec reste intégral de Vi, :
! x x
Vi (t,-) o w°(x) = Vi (t,r) + 5/ w; (g) VO,, . (t,x + esw (g)) ds.
0
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Ainsi

[Viie(t,-) 0 @° = Vel 20, myxay™ < € NTell p2(0,1),w2.00 () 10l Lo (v -

Puisque @ (t, ) = u (t, x — %) et que les conditions imposées aux bords de {2 sont périodiques,

e 20,19, w2 () = 10l 20,7y we 9y < VT Nl e (0,7, W ) »

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a donc
Ve (t, ) o W = Vie| 120, 1y xayn < Coze.
Finalement, en insérant cette inégalité dans (8.19), on a
V@3 (2) (On, e (8 2) = Oryie (8 @ ()| L2 0,1y ) < Case (8.20)
Puis, en reprenant les inégalités (8.18) et (8.20) dans (8.17), on a l'inégalité voulue. O

Terme d’interpolation G,

On veut maintenant montrer le lemme suivant
Lemme 8.3. En reprenant les hypothéses de la proposition 8.1, on a
~ ~ ~ k
IV ((@e(t, ") — mHtc(t, ")) o U}E)||L2((O7T)XQ)N < CuH ||UHLoc((o,T),Wk+1,oo(Q)) ) (8.21)
ou Ty est l'opérateur d’interpolation sur Vi.

Démonstration. On a

IV ((@e(t, ) = TEU:(t, ) © W)l 20,7y x )™
= VW50, (e — maiic) (t,-) © W || 20,1y x )™

S Hd+ Vywll o iy ynxw [(V (e = Trtie)) (8 -) 0 @ || 20,7y xyy > (8-22)

les fonctions w; étant dans I’espace W#OO(Y). La fonction u est dans L* ((0,T), WkT1:°°((2)), et, en appli-
quant deux fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

IV ((@e(t, ) = mrte(t, ) 0 W)l 20,7 x) ™
< VT Q|[1d + vyw”Leo(y)NxN IV (@ — 7"'Hﬂa)HLOO((O,T)XS‘Z)N :

Puis, en utilisant des résultats d’interpolation classiques (voir annexe A.3.5) et le fait que
el Lo 0,7y, wisr.oe () = Nt poe 0,7y, w122 ()

on obtient le résultat voulu. O

Terme d’homogénéisation locale G5
Il nous reste enfin a4 majorer le terme
_ - P -
Gs = |V (raic(t,-) o w® — ”TE,HUE)”L%(O,T)XQ)N :
Pour cela, nous allons d’abord caractériser I'erreur entre @w¢ et W= ¥ a l'aide du lemme suivant.

132



8.2. Estimation a priori en temps continu

Lemme 8.4. [l existe une constante Cas indépendante de € et de la maille K telle que
’w —w® ‘Hl(K 025\/5|8K|.

De plus, il existe une constante Cog indépendante de € et de la maille K telle que

[@° — @[ o eyv < CaoeV/IK] (8.23)

et
H“’ & KHLoo(K) ||w||Lm(Y)N E. (8.24)

Ce lemme est démontré en annexe C. Cette démonstration est similaire & celle faite pour un cas elliptique
(voir [BLP78] et [TYHC99]).
Nous allons maintenant montrer le lemme suivant.

Lemme 8.5. Soient . et . g définis comme dans la proposition 8.1. Il existe une constante Ca7 > 0
indépendante de €, k et H telle que

_ s ~ [e
Hv (WHUE (t,w (.17)) - WE,HUE)||L2((07T)XQ)N < Cor E, (825)

ou Ty est l'opérateur d’interpolation sur Vi .

Démonstration. Le terme dont nous allons majorer la norme est

V ((mriie) (8, 9% (2)) = 7e,ntie) = V ((7iie) ( 0°(2)) — (wate) (5 (2)))
= V@5 (2)0s, (mpriic) (8, @° (2)) — V@, (2)0s, (npiie) (a5 (x)) .

On écrit alors

V£0,, (rau) 0 0 — Vo, (miu) o °H
| |

L2((0,T)x )N

< H (Vs = vy ™) o, (rau) o wH‘

L2((0,T)x )N

+ || V@; (0z, (mru) 0 W — By, (mgu) o w™T)]| (omyxayy - (8:26)

Or, on a

.~ 2 U 2
|V (@° — @=™) HL2(Q)N><N = Z N ws’K)HLz(K)NxN :
KeKg

On applique ensuite le lemme 8.4 sur chaque maille K. Donc
—~ ~ 2 N ~ 2
IV (@° = @) [ pegymen = D IV (8 = @) [ agepwn
Keknu

> C3e 0K

Keky
< CQSEHN_IH_N

en utilisant le fait que le périmétre d’une maille est de ’ordre de HN ! et que le nombre de mailles nécessaires
au recouvrement de Q est de I'ordre de H=". On a donc montré que

HV (@E —w* )HL2(Q)N><N X 028 (8.27)

Et donc
|V (@5 = &™) o, (rarw) 0 5|

L2(Q)N < 028 17l 2 (Q) -
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De plus, utilisant le fait que ||7THu||W1,m(Q) est bornée (voir remarque 4.4), on a

9
< Cogy/ —.
L2(Q)N NH

3
< Cs0y ) —-
L2((0,T)xQ)N N\ H

-~ ~e, H ~c H
HV <wf —w; ) Oy, (Tgu) o w® ‘

D’ou

HV (ﬁf - @f’H) 0w, (THu) 0 Wgﬂ‘

(8.28)

Pour le deuxiéme terme de (8.26), on va d’abord utiliser un développement de Taylor a 'ordre 2 et lesti-
mation (8.23). Or, pour pouvoir faire ce développement de Taylor, il faut que la fonction soit de classe C?
dans ’ensemble considéré. Les fonctions @fl et donc myu sont de classe C*° sur chaque maille K. Il faut

donc trouver, comme dans le cas elliptique un sous-ensemble de K dans lequel les valeurs w® et w
dans K. En fait, en reprenant ’estimation (8.24), on a
||’L/l}€ —x— (@&K — 3;) HLOO(K)N < ||w||L°°(Y)N E.
Donc
||wE’K - xHLoo(K)N < ||w||Loc(y)N e+ ||w* — x”mo(K)N :
Or w® —z =cw (%)7 donc
~c K
=k — wHLw(mN <2 |||l oo (yyn -
On construit alors ’ensemble
Cx = {o € K | d(w,0K) > 2= |[wl yoo v } -
On remarque que si z € Cg,
w(z) e K
et
=5 (z) € K.
On va donc majorer le deuxiéme terme de (8.26) en le séparant en deux
. . ~ 2
|97 (0, (raru) o 0 — By, () 0 @) [
_ —~ ~ 2
= (V% (@ (mar) 0 @ = 01, (020 0 7)1,
. —~ ~ 2
985 (0, (i) 08 = 0, (020 o 7)o -
Sur ’ensemble Ck, on peut appliquer une inégalité de Taylor.
Remarque 8.4 : Comme a la remarque 4.4, on peut montrer que
2 2 2
IVPmsal| o gy <AVl oo ey + 197 (0 = mr) | o ey
IV ull ey + CH fulyion my
en reprenant des résultats d’interpolation (voir annexe A.3.5). Comme k > 1, on montre bien que
2
v 7TH““HLw(K)NxN
est bornée.
On a donc les majorations suivantes :
~ ~ ~c H
V@5 (s, (mru) 0 @ =y, (wu) 0 @) || gy
<NV oo aeyy e |V2 (@) o gy 187 = @ o0y
< Ot [|@° = @ ooy
< C31C096e /| K|
< CeVHY,
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8.2. Estimation a priori en temps continu

en utilisant le fait que les volumes des mailles sont de 'ordre de H™V. Sur K \ Cf, on utilise le fait que
K\ Cx| = Hx € K |d(z,0K) < 2 ||w||L&(Y)NH < O3 |0K | e
On a donc

|95 (@, (rarw) 0 07 = B4, (ma1) 0 T | s ey

<2 ||V@€||LW(K)N v (WHU)“Loo(K)N VC33]0K]|e
< 034\/€HN_1, (832)

en utilisant le fait que les périmétres des mailles sont de 'ordre de HV~!. En insérant les inégalités (8.32)
et (8.31) dans (8.30), on obtient

[V (0s, (i) 0 @ — By, (mru) 0 ) ||} v < CaseHN ™! (eH +1)
<

car € et H sont bornés. En calculant la norme L? sur tout I’espace, on obtient

[V (0s, (i) 0 @ = Oy, (mrw) 0 ) |[Laqyn = D [V (Br, (raru) 0 & — By, (marw) 0 ) ||} o)
Keku

< Z Cyge HN 1
Keku

£
< 037E

car le nombre de mailles pour recouvrir Q est de 'ordre de H~V. On a donc montré que

|9 (@0, (marw) 0 0 — B, (ma10) o 7)o gy < \@7\/3
D’ou, on déduit

< Casy | = (8.33)

V@S (0, (Tru) 0 @ — By, (Tru) 0 W i

H
)HL2((0,T)xQ)N
Ainsi en reprenant les inégalités (8.28) et (8.33) dans (8.26), on a l'inégalité voulue. O

On conclut la démonstration de la proposition 8.1 en mettant bout & bout les résultats des lemmes 8.2, 8.3
et 8.5 c’est-a-dire les inégalités (8.15), (8.21) et (8.25) dans (8.14), on obtient :

~ k 1>
Ve = Ve mitel| p2 o 7)xayy < Cso <s + H" + ”H) .

En utilisant le fait que ¢ < C’40\/% car VeH est borné, on aboutit & la majoration annoncée dans la
proposition 8.1 :

~ g
HVUE — VWE7HUE||L2((O7T)XQ)N < Cho <Hk + H) .

8.2.2 Terme de dérivée convective X3

On veut majorer les termes
X3 = ||Dt (’LLE — TI-EvHﬂE)||L2((O,T),H;1(Q))
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et
X4:‘

/ Dy, (UE - Ws,Hﬁs)
Q

L2((0,1)) .

Or, on remarque d’abord que, pour une fonction f donnée, les termes en

£ 1 2 0,7y, 5 )

1%

peuvent étre majorés de la méme maniére en prenant des fonctions tests différentes. En effet, rappelons que,
par définition,
Jo fe

max .
ecitl (@\(0} IVl 12(q)a

/Qf’ sip=1.

Et pour ¢ € H;&(Q), par linégalité de Poincaré-Wirtinger, la semi-norme |g| H1() est équivalente a la

norme [|¢[| z71(q)- On va donc se contenter de majorer M. Les résultats qui sont montrés dans le cas
H

ol ¢ € H# (Q) s’appliquent assez naturellement au cas ot ¢ = 1.

On va donc ici montrer uniquement la proposition suivante.

et en

L2((0,1))

10 =

On remarque que
Jo £l _ 1
el |0

Proposition 8.2. Soient u. la solution du probléme (8.1) et 4. vérifiant (8.3). Il existe une constante
C41 > 0 indépendante de € et H telle que

_ o*| | |b] e €
||Dt (ug — T[-E’HUE)HLz((O,T),H_l(Q)) < 041 <Hk + Hk-i-l? + 7 E + E s (834)

ol Te, g est lopérateur d’interpolation sur Ve g défini par Uéquation (8.6).

Ce paragraphe établit la preuve de cette proposition. Comme au paragraphe 8.2.1, on décompose d’abord
ce terme en trois parties :

D¢ (ue = me,mtte)ll 20,1y, 10, ) S D1+ D2+ Ds, (8.35)
ou
D1 = |[Dyue — Dy (e (t, ) 0 @E)HLZ’((O,T),H;I(Q)) )
Dy = |[Dy (@ = wprte) (t,-) 0 W) 20,1y, 1,7 (0) »
et Dz =Dy (mpic(t,) oW — We,Haf)“Lz((O,T),Hg;l(sz)) :

Le terme D; est un terme d’homogénéisation globale. Le terme Dy est un terme d’interpolation sur le
maillage grossier. Le terme D3 peut étre majoré en utilisant un résultat d’homogénéisation sur chaque maille
grossiére.

Terme d’homogénéisation globale D,

On va montrer ici le lemme suivant.

Lemme 8.6. Soient u. la solution du probléme (8.1) et 4. vérifiant (8.3). Il existe une constante Cya > 0
indépendante de € et H telle que

|Dyue — Dy (G (t,-) o @E)HLz((o,T),H;I(Q)) < Cyoe. (8.36)
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Démonstration. Pour majorer ||Diue — Dy (te(t, ) o @E)HB((O 7)1 () Prenons une fonction test
) ) #

peL? ((O,T)7H%&(Q)) .
On cherche alors & majorer I'intégrale
/Q Dy (ue — Uc(t, ) o W) pdz.
On rappelle que D, = p*0; + %bs -V.On a
Dyu. = div (A°Vue).

On remarque d’abord que

05 (2)8; (e (t, ) 0 @) () = p () (“ (tv"’C tew (g) B b*t>>

— /°(z) () (t,x—i—ew (%) - b?)
= 2w (70 (o ew () - 2.
De plus
V (it ) 0 ) (2) = V (u (wﬂw (5)- “))
= (e Vs () 2 (tmt e (2) - 1),
On a donc

Dy (iie(t, ) 0 @°) = p°(z) (Bu) (t,a: +ew G) 3 b*t)

3

o (uen (2) - )

€

o 30 (e T (2)) e (0 (2) - ).

On définit alors

I = %,f(x)b* (V) (W Tew (g) N bgt>

I, = ébf. (Id—l— Vyw; (g)) Oz, U (t,x+5w (g) - b?) .

On utilise le fait que u vérifie ’équation (7.11), on a

p*(x) (Opu) (t,x + ew (g) - b*t) — 5 (0u) (t,m e (g) B b*t)

9 9 3

09 @00 (1 o0 (2) - )

9 3

e

= div (4" (Vu)) <f»$ tew (9 - bt>

9 3

+ (7 (@) — 7) (Do) <t, ztew(2) - “) .
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On note

Iy = div (A* (Vu) (t,x vew(2) - b?)

I = (7(0) = p) @) (-2 (2) - 2.
D’ou

Dt (ﬂs(t, ) o @E) = Il + .[2 + 13 + I4.

On utilise le lemme 7.2, pour majorer le terme I,. En effet, puisque fY (p(y) — p)dy = 0, il existe une
fonction ¢ € Li(Y)N telle que —divy((y) = p(y) — p.

Remarque 8.5 : On rappelle que @ (z) = z; + ew; (f) et que
N
Q= H(nfs,mfs), ng,m; € N.
i=1

Ainsi, w* est égal a 'identité & laquelle on ajoute une fonction Q-périodique. Done, pour toute fonction f
Q-périodique, f o W est aussi Q-périodique. De plus, pour tout x € 98, w7 (x) = z. On en déduit que,
pour toute fonction f Q-périodique, f o w* T est aussi Q-périodique.

On montre alors que

@) =9 @a) (1 +2u (£) = ) etayas
- [ (£) @a (1 e (£) - 1) otoas
= —/Qsdiv (< (%)) @ (t z+ew(2) - bg) (2)dx
[ (5)-% (@) (s (£) =21 o))

par intégrations par parties et en utilisant la périodicité des différentes fonctions (voir remarque 8.5). Comme
Opu = %div (A*Vu) et w € L= ((0,T), Wht3(Q)),

dyu € L= ((0,T), Wrtt2(Q)) c L= ((0,T), W (Q)) .

De plus, ¢ € LQ#(Y)N donc ¢ (£) € L*(Q)Y et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

gg( )- ((&u) (t,x vew(Z) - b?) cp(x)) do
) [ (0 e 0(2) -2 )

IS O - g s

L2~ L>=((0,T),L2()N

L2(Q)N
On a donc montré que
HI4||L°0<(O7T)7H;1(Q)) < Cyze. (8.37)

On applique ensuite un développement de Taylor sur les termes I7, I> et I3 en utilisant le fait que
we L ((0.7), W (Q) :

I = fépe(x)b* (V) (t,x - b;) — o5 (2)b* - VO, u <t z— Z’E) Wi (f)

3

*

+ 5/01 w; (%) W (g) pe(x)b* ~V8§“xju (t,:c - % + esw (i)) (1-s)ds.
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I, = ébf . (Id—kvywi (g)) O, U (t,x — b?) 4+ b° - (Id+ Vyw; (g)) w; (g) 8§i7xju (t,x — b?)

+5/01 Be (Id—|— V. w; (g)) w; (;) W (g) 8§i7xj,xku (t,:c - % +esw (Z)) (1—s)ds.

*

. X b*t ! T\ . N b*t x
I3 = div (A" (Vu)) (t,:c - €> + 5/0 w; (g) div (A* (VOy,u)) (t,:z: - + esw <E)) ds.
On en déduit que
Dy (ue — Uc(t, ) ow®) = div (A*Vu. — A*Vay,)

P Vit () V0w ()
— %bs . (ei + Vyw; (g)) 811115
— b (1 + V(D)) (2) 02, e
+eCuy(t,x) — Iy
= div (((A(1d+ Vyw)) (g) ~ A%) Vi)

L e NbE T o (b S (T
+ P ()b - Vi + p*(2)b* - VO, Gew; <5)

— b (61' + Vyw; (g)) w; (g) aﬁwas
+div (ASVuE — (A(Id + V,uw)) (g) vas)
+eCult,z) — I,

ol [|Cuall oo ((0,7)x 2y €St indépendante de € car u € W32°(Q),w; € WHh(Q), p* € L>®(Q) et b° € L=(Q)V.
Notons

1 (t,) = div (((A (1d + V) (g) - A7) Vi)
+ épe(x)b* Vi + p*(2)b" - VO, tew; (g)

— %bs - (ei + Vyw; (E)) O, Ue — b - (ei + Vyw; (g)) wj (g) 89231_)%115

€
et
. T ~
Ty = /lev (47w, — A (1d+ Vyw) (g) vi. ) ¢.
On a alors
/ D; (ue — e (t,) o) @ = / Lo+ J.,+ 5/ Cua(t,z)p — / Iyp. (8.38)
Q Q Q Q

On a d’abord

’/9044(t79€)80’ < NCaall g 0,1y x) 191l L2 () < CallClasll oo 0,7y x) 1211 (02) (8.39)

ou Cg est la constante de Poincaré-Wirtinger associée a (2.
On s’intéresse ensuite au terme fQ I.p. On remarque alors que

div ((A (Id+ Vyw)) (g) vag) = (A(Id + Vyw)) (g) L V2 + %divy ((A (Id+ V,w)) (g) vaa) ,
(8.40)
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ou : est le produit de contraction défini pour deux matrices M; ; et N; ; par

M :N = ZMLJ'NLJ"
2]

De plus, dans 'équation (8.40), 4. ne dépend pas de y. Ainsi, le terme en % de I, est

90 (1= ) (i, (14 0+ 9y (2) ) 0 ()10 (o9, (2))) =0

en utilisant le probléme de cellule (7.10). I. peut donc s’écrire

I = (A(Id+ V,w)) (g):w — AT V2u5+p< )b - VO, e (g)
oS () (2)
- (ot () (250 () )

Par définition de A* (voir (7.25)), on a
[ (At () + (o2)5 - () (2=,

Il reste & identifier le terme " . "
b (2) O (2) w3 (2) 9., e

8%u_ _ d%u
Comme Du,00 = Dwds, ON @

o )] )= B o (o (2 (2 () .5
- 5bkayk (wiwj) 83“%. U

Et, les fonctions w et b étant Y-périodiques,

3 | g i) ) == [ div®)wa; =0,

car div(b) = 0. On peut donc écrire I, sous la forme

b*t
IE:PLSJ( )85“3:] (t,x—g),
| Pty =o.
Y

On applique alors le lemme 7.2 pour chaque 4,j. Ainsi, les P} ; peuvent s’écrire sous la forme

P (g) — div, (sz,,j (g)) :

avec Z; j € L? (Y)N. Donc, pour ¢ € H} (),
/ I.p= / div, (5Zi i (;r ) & u t,x — —b*t go(x)dx
5J € T;,T; c
— 7. =)V <Dx82 x—ﬂ T
/QE ”J(s) (()xxu(t, 5>)d'

avec
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Puis, en utilisant le fait que Z; ; est bornée, on a

‘/Q Is%‘ < Case ol g o 1ull Lo (0,1, w3, (@) - (8.41)
On veut ensuite majorer le terme |J; ,,|. On rappelle que
Jep = /Qdiv (AEVUE — A(Id+ V) (g) Vag) 0.
Donc, par intégration par parties,
Jerp = —/Q (AEVUE — A(Id+ Vyw) (g) vag) V.
On montre d’abord que :

HAEqu — A(Id+ V,w) (g) Vi

Pour cela, reprenons 'inégalité (8.16). On a alors

b*t
‘Vus <Vﬂ5+€v (u1 <t,w,x>)> < Cye.
£ ° L2 ()N
Cela peut donc se réécrire
b*t b*t
Vue = Ve + Vyug (t,l‘ — E ,:) +eVzuq (t,-’l? - - ,z) + 9., (842)

avec
||g€||L2(Q)N < 0478.
En multipliant I’égalité (8.42) par A°, et en réutilisant la définition de u; dans 1’équation (7.13), on a

*

b*t
) + A%g..
€

ATV, — A(Id+ Vyw) (g) Vi, = eASw; (g) Vo, u (t, v —

Les fonctions w et la matrice A étant bornées, on a

HAEw (g) -V3u (t,x — b?)

car u € L™ ((O, ), W2’°°(Q)). De plus, en utilisant les propriétés de g. et le caractére borné de A®

Y < ”wHLOC(Y)N Cond HVQUHLQ(Q)NXN < Css
L2(Q)

HAEgE HL2(Q)N < CpnaCare.

On a donc bien montré que

x
Ve — 2 Vi < Cuge.
HA Vi — A(Id + V,w) (6) Vie]| g < Cio8
On en déduit, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1> T ~
el = | | (A7 = (AUd+Vw) (2)) Viie - V| < Caoe |6l - (8.43)
Q S

Alors, en insérant les inégalités (8.37), (8.39), (8.41) et (8.43) dans (8.38)

/ Dy (ue — @c(t, ) o @) @‘ < Cuage @l () -
Q

Donc
I1Ds (ue = et ) 0 @°) | -1y < Caoe.

D’ou le résultat voulu. O
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Terme d’interpolation D
On veut montrer ici le lemme suivant

Lemme 8.7. Soient u. la solution du probleme (8.1) et G vérifiant (8.3). Il existe une constante Csy > 0
indépendante de € et H telle que

_ N Ll
||Dt ((UE — 7TH’LLE) o w6)||L2((0,T),H;1(Q)) < C50 (Hk + Ij[’f-‘rl7 , (844)

ou wy est l'opérateur d’interpolation sur Vi et la fonction w¢ est définie pour chaque composante par
. x
7(2) = @+ 2w, (2,

les fonctions w; étant les solutions des problemes de cellule (7.10).

Démonstration.

D, [u (t,@f(x) _ b:t) -3 (t,l _ b?) B, (% (x))

lEN}pk,H

= (@) <8tu (t,- - b;t) - (atu <t,. - b;))) 0 @ (z)

1
- gps(x)b* - (Ve —mg Vi) o w®(x)

+ édiv (6 (@) (i — muiic) 0 ©°(z)) . (8.45)

Pour le premier terme, on utilise la remarque suivante.

Remarque 8.6 : La norme ||'HH;1(Q) est définie par

in ‘fﬂ u(p‘ .
eerrh,@\{0} V@l L2y~

||UHH—1(Q)

Or, en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a, pour toute fonction
¢ € Hy(Q),

|f o Uy |
H<PHL2(Q)

UQ US”‘

< Cq
IVell L2y

< Callull g2 (q) -
On a donc, en passant a la borne inférieure,
||UHH—1(Q) < Ca ||u||L2(Q) :

On va donc majorer la norme L? de ce premier terme :

o 2) o5

€ € L2(Q)

Oru <t,- — bt) — Ty (@u (t,- — bt))
€ €

3 k+1
< Coy |Q| PmazH |‘atu‘|wk+17m(g) 5

1
< |Q| 2 Pmaz

Le=(Q)

en utilisant une nouvelle fois un résultat d’interpolation. Etant donné que

Owu = idiv (A*Vu),
p
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8.2. Estimation a priori en temps continu

on a

0cullyyisr.00 () < Cs1 [[ullppriss.co () -

pE(CU) <8tu (t7 .= bt) — Ty <8tu <t,~ _ b t))) o W
< € H-1(9)
p°(x) (&tu (t,~ b t) —TH <(’9tu (t,-— b t>)> o w°
€ c L2()

< CsoHM L (8.46)

Et donc

<

Pour le deuxiéme terme, on utilise le fait que

_ 1 - ~ .
(Vi — g Vi) o wEHL2(Q)N < Q2 [[(Vae — g Vi) o wE”LOO(Q)N :

Et
[(Vie —mp Vi) o {JE”LOO(Q)N = |V, - 7THVfLsHLoo(Q)N < CogH'H ”vu”W’erlvoo(Q)N :
On a donc
1 . - - N b*
7p5(x)b . (Vus — ﬂ-HVUE) o) wE < CSSHkJrlu Hu||Wk+2’°°(Q) (8.47)
€ L2() €

Pour le troisiéme terme, on va considérer une fonction test ¢ € H%&(Q) Les différentes fonctions étant
-périodiques (voir remarque 8.5), on peut intégrer par parties et on obtient :

1 1
gdiv (b%(x) (e — mae) o W (x)) p(x)de = — gbs(x) (e — g le) o W (x) - V(x)de.
Q Q
On va séparer cette intégrale en deux :

/ ébe(x) (e — i) o W (x) - Vo(z)de = / éb* (e — Te) o W (x) - Vo(x)dx
Q Q

+/ g (b (x) = b") (te — THU:) o W (x) - Vp(x)dx. (8.48)
Q

Pour la premiére intégrale, on a

1 * [~ ~ ~¢ b* ~ ~ ~¢
/ —b" (e — myic) o W (z) - Vo(z)dr| < Ll [(te = mrte) © W[ Lo (o) 1] 11 ()
Q€ 3
0%
< O H "l e 0,y w1 ) 12l 1 () » (8.49)

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et des inégalités d’interpolation. Pour la deuxiéme intégrale, on
utilise le lemme suivant montré dans [MPP85.

Lemme 8.8. Soit une fonction g € Li(Y)N telle que [y, g(y)dy = 0 et div(g) = 0. Il existe une matrice
¢ e LQ#(Y)NXN antisymétrique telle que g = div(¢). La matrice ¢ peut étre définie par

a1 (99 _ 9gi
Gij =(=4) (&Tj Ox; )

On applique alors ce lemme & b%(x) — p°(2)b* et on note ¢ la matrice antisymétrique ainsi obtenue. On
a donc

/Q L8 (@) — 0* @) (@ — i) 0 0 (2) - Vipla)dr = /

€ Q

div (C (f)) (e — THG:) o W (z) - Vo(z)du.

9
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Toutes les fonctions étant Q-périodiques (voir remarque 8.5), on obtient en intégrant par parties

‘/%‘W@)—p%@w)@efWH%)o@%@~Vw@Mw
Q
/g], (9, (1 — Taric) © @ ()0 9() + (itc — W) 0 T (2)y, 0, () i

Comme (¢ est une matrice antisymétrique et que O, +;9 = Oz, o, ¥, le deuxieme terme de I'intégrale est nul
et on a

/ é (0 () — p° (2)b) (e — Tr@ic) 0 @ (z) - Vip()dz = / Ci (g) 0y, ((i1c — mpriic) o @ () D, p(w)da.
Q Q
De plus,

O, (G — THU:) 0 W (x)) = Op, Wi (2) Dy, (Ge — THU:) 0 W ().

Et donc

s, (e = mrrtie) 0 @ (2))| < [[wllypr.o vy e = Tariie . g
< Hw||W1,oo(y) o+ HUHLOO((O,T),Wk“*‘X’(Q)) ‘

Comme ¢ € L2(Q)V*N on a alors

/@Jf O, (e — Ta1iis) 0 T (2)) s ()

< CsuH" 0l (o)

1 P
/ L% (@) — 7 (@)") (e — wirie) o @°(2) - Vip(w)dr < Coa ¥ ol (8.50)
Q
En insérant les inégalités (8.49) et (8.50) dans I’équation (8.48), on a

/Q édiv (0°(x) (e — mle) o W (x)) p(x)dx

/Q éba(x) (e — T le) o W (x) - Vo(x)dx

< CSSHk |¢|H1(Q) . (851)

Ainsi, en regroupant les inégalités (8.46), (8.47) et (8.51) dans I’équation (8.45), on obtient

i o b
1D (e = martic) © D) oo (0,1, 115 a0) S Co6 <Hk " HM'E) '

Puis, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 'inégalité voulue. O

Terme d’homogénéisation locale D3

On montre maintenant le lemme suivant

Lemme 8.9. On reprend les définitions de la proposition 8.2. 1l existe une constante Cs7 > 0

N . _ | e b*
HDt (7T'Hu€(1f7 ) oW — 7767Hu5)HL?((O,T),H;I(Q)) Csr ( H + e | . |> 7 (8.52)

ot my est lopérateur d’interpolation sur Vi.

Démonstration. On veut majorer la norme de

Dy (myiic(t, ) o @° — me yite) = Dy (nptie(t, ) o ©° — maic(t,-) o w™ ).
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8.2. Estimation a priori en temps continu

On introduit la fonction ;. définie par

b*t
Upe(t, ) = Opu (tx - ) )

On a alors
D, (ﬂ'HﬂE(t, oW — wyte(t,:) ow® H)

= p€ (WHat,E (t) ) o @8 - TrH’l]t,E <t7 ) o 6671—1)

M édiv (0° (mrie (¢, -) 0 @ = wrie (¢, ) o w™T))
L (Vi) (1) 0 @ — (Vi) (1) 0 8°) . (853)
Pour le premier terme de cette somme, on applique une nouvelle fois la remarque 8.6.
I (R (4 0 @ — magiee (1, 0 5 #) [ 1

] R . 2
< PranCd HWHUt,s (t,) oW — wylye (t,-) 0 wE’HHL’A’

< PhaeCa Y |maiiee (t) 0 @° — maiiy c (2, )oweHHLZ(K (8.54)
KeKku

Comme au paragraphe 8.2.1, sur chaque maille K, on va séparer cette norme en deux en considérant
lensemble Ck et son complémentaire. Sur K \ Ck, on majore simplement de la maniére suivante

|mriiee (t,-) 0 0 — THiy e (L,-) o wE’HHLz(K\cK) < Css |mrtell poe 0,1y x ) VEIOK]
< CsoVeHN T, (8.55)

car

Ta e (t, ) Z 8tu( bt )fblH(x)

lEN]pk H

et les <I>lH et O;u sont bornés.
Sur Ck, les fonctions sont de classe C*° et on utilise une inégalité de Taylor

H7TH@t,a (t,-) oW® — mptye (t,-) ow™ HHLZ(C ) S < Coo [[Vrp i, EHL‘X’(K)N Hw —w" HL2(K)N :

On a déja vu que 7y . € WETL0(Q) car u € WF+3°0(Q). On en déduit, en utilisant le méme raisonnement
quau paragraphe 4.3.3, que mp s . est borné en norme W1 (). Et donc

it ()0 0 — o () 7] ) < ConeV T, (836
On déduit des inégalités (8.56) et (8.55)
HWHﬂt,s (t, ) ow® — ﬂ'H’lNJ,t’E (t, ) o @E,HHiZ(K) < CGQEHN_l (1 + EH) .

Et donc, en reprenant 'inégalité (8.54)

- ~ - ~ €
|0 (Taie (t,-) 0 @° — mpiis e (t,-) 0w ™) HH;(Q) S 063\/ Ph (8.57)
car le nombre de mailles dans Ky est de Pordre de HY et le produit eH est borné.
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

Pour majorer le deuxiéme terme de 'inégalité (8.53), on considére une fonction test ¢ € H#(Q) On
utilise la remarque 8.5 pour effectuer 'intégration par parties sur {2

/Q %div (b°(z) (mpie (t, 0% (x)) — waie (¢ wH))) p(z)de

_— /Q ébs(x) (rii (t,@° () — miic (6,5 (2))) - Ve(z)da,

le terme de bord étant nul car b%, Tgi. (t,-) o @, Thi. (t,-) o W™ et o sont Q-périodiques. On introduit
une nouvelle fois la matrice antisymétrique ¢ € Li (Y)NXN telle que b(y) — p(y)b* = div(¢(y)). Alors

| 20 @) = @) (rate (0,°(@) = maic (157 (@) - Vipla)da

- /Q div (g (%)) (rii (t,0° () — mpiic (6,5 (2))) - Ve(z)da

== [ G () 0 (e (4. @) = miric (1.5 (2))) 0, () o

les termes de bord étant nuls en utilisant les mémes remarques que précédemment. La matrice ¢ étant
antisymétrique le terme en 3%1,73:],@ est nul et

/Q % (0° () — p°(@)b°) (mariic (1, @° (2)) — mgriic (8,5 (2))) - Vepla)do

__ /Q Gis (g) O, (e (t, 0% (2)) — mriie (£, T () s, (). (8.58)
On écrit ensuite
Oy, (maic (1,0 () = mgiic (607 (2))) = O, @ (2) D, Trrle (¢, @ (2)) =0y, @ ()0, il (1, @7 (2))
= (00 @5(2) = 00,5 () Doy e (7 (2))
+ 0, Wi (x) (Op, mH e (t, 0% (7)) — Opmaiie (t, w5 (2))). (8.59)

En reprenant les mémes calculs que précédemment, on a

= 3 (0 - 007 Ormmivc (1) 0 7|
H

2 2

R T

L@ gex e
N ~ 2 ~ 12
< Z HVU}E - VU}E’HHL2(K)N><N ||V7rHu5||L°°(Q)N
KeKn
< Cey Z egN !
KeKy
3
< Cors (8.60)

De plus, on peut faire un développement de Taylor sur les Ck :
02, @7, (00, wate (t,-) 0 B = O wprc (£, ) 0 @ )| oy
~¢ ~g ~c. H 2 ~
<@ [y 00 (v |@° — ||L2(K)N 1% 7rH“EHLw(K)N
< 0665 VHN, (861)
Sur K \ Ck, on utilise le fait que |K \ Ck| < C33|0K|c et on a

02, @7, (00, wate (t,-) 0 B = O wpric (£, ) © @ )|| o

<2 H@EHWLOO(Q) ||V7THI&’E||L(X>(K)N><N v/ Cs3 |3K| €
< CG7VEHN_1. (862)
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D’ou, en regroupant les inégalités (8.61) et (8.62) :

HaLﬁ}z (amkﬂHaE (tv ) ow" — afﬂkﬂ—Hﬂ’E (t’ ) °© {EE’H)

) < OﬁgV&HNﬁl.

[
Donc

12,5, (00, e (t,7) 0 @° — O myrc (£,) 0 )| 7,

= Y 00 (umariic (8,) 0 @ = Oaymariic (1) 0 ) ||
KeKy

< Z Cooe HN !

Keknu

< C?O%~ (8.63)

En insérant les inégalités (8.60) et (8.63) dans (8.59), on a

||89€1 (WH{LE (t’{ﬁs(x)) - ﬂHdE (tvwE’H(x)))HLHQ) < 071 %

| €

| 7rie (t7) 0 @ = mhe (t,) 0 0| o o) < Crg || 0" — @®

Et, en utilisant 1’égalité (8.58) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/Q % (b°(x) — p®(x)b") (7TH’I]E (t,w°(z)) — T, (t,{DE’H(x))) -Vo(z)dx

THie étant borné dans W>°(£), on peut montrer que

ez -

Puis, en appliquant le lemme 8.4, on a
e (t,-) 0 @ = maiic (£,) 0 B | Loy ey < CraCase /K],

On en déduit que

- . . . 2 - . - ~ 2
e (t,) 0 @° = maiie (t,) 0 0™ [ a) = D ||mmiie (t7) 0 @° — waiie (t,) 0 ™ o
Kekuy
< C33C5¢ Z K|
Keku
< 0730356 9 €.

Donc, en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz

*

< Cpy

. ol 1 - (8.65)

/Q éps(x)b* (e (t, @ (2)) — 7ie (6,77 (2))) - Vel)da

e

€ b*
< Crs <\/ T+ 5|€> lelgi) - (8.66)

De plus, on peut montrer, avec les mémes arguments que ceux qui ont abouti a I'inégalité (8.65)

b*|
€

En regroupant les équations (8.65) et (8.64), on a

/ ébe(x) (T (t, 0% (z)) — e (t, 057 (2))) - Ve(z)dz
Q

<ol gl (867)

€

/Q 1p€(m)b* (mu Vi (t,0°(z)) — mu Vi (t, 07 (2))) p(z)dz

En reprenant les inégalités (8.54), (8.66) et (8.67) et en les utilisant dans (8.53), on obtient

i _ i e v
. € _ . < — .
| Dy (mrte(t, ) ow Ws,HUs)HH#l(Q) < Crr (\/;+ € 8)

On en déduit le résultat voulu. O
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On peut donc démontrer la proposition 8.2 en insérant les résultats des lemmes 8.6, 8.7 et 8.9 c’est-a-dire
les inégalités (8.36), (8.44) et (8.52) dans 'inégalité (8.35), on obtient alors :

~ k 1 107107 €
”Dt (’LLE - 7Ts,Hus)”L’z((07T)JL'J(—1(Q)) <Cy (5 + H + H* = + ?E + H)

En utilisant le fait que € < C404/ 7 on en déduit la proposition 8.2.

8.2.3 Termes X, et X,

Nous avons expliqué au début du paragraphe 8.2.2 comment le terme X4 pouvait étre majoré en utilisant
la méme démonstration que pour le terme X3 (voir proposition 8.2). Donc

bl b
< Crg (H’“+H’““|E|+|€e+,/;), (8.68)
L2(0,T)

ou Crg est une constante positive indépendante de ¢ et H.

Le terme X5 peut étre majoré de la méme maniére que le terme X;. Cependant, au lieu d’utiliser
Pestimation a priori (8.16), nous devons utiliser ’estimation (7.41), ce qui nous permet de déduire qu’il
existe une constante C7g > 0 telle que :

b*t b*t =z
us(t,z) —ult,o — — ) —euy |ty — —, —
€ €€

La démonstration de la proposition 8.1 peut donc facilement s’adapter pour ce terme : il existe une constante
positive Cgg indépendante de ¢ et H :

/ D, (Us - ﬂ-E,Hﬂ’E)
Q

< Croe. (8.69)
L= ((0,T),L2(2))

e

Xo = |lue — 7T57Hﬂ5||L00((07T)L2(Q)) < Cgo (Hk + H) . (8.70)

La majoration pourrait méme étre plus fine car ce terme ne fait pas intervenir le gradient des fonctions.
8.2.4 Erreur initiale Xj;
Il nous reste & majorer I’erreur initiale
X5 = H(UE,H - 71—E,Hﬂs) (07 ')”L'z(Q) .
On a défini la condition initiale sur u. g par

Ve eQ, wuepm(0,7)=m gu’(x).

b*t
~E t7 = ta -

ou la fonction u est la solution du probléme de cellule (7.11) :

Or, la fonction 4. est définie par

poru — div (A*Vu) = 0 dans RY x (0,7),
u(0, x) = u%w) dans RV,

Donc
Wg’HﬂE(O, ) = 7T5’H’U,O.
D’ou
|(ue, i — 7, mtie) (O, ~)||L2(Q) =0. (8.71)
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8.3. Conclusion

8.3 Conclusion

En ajoutant les inégalités (8.13), (8.70), (8.34), (8.68) et (8.71) dans l'inégalité (8.12) on obtient bien le
résultat annoncé dans le théoréme 8.1 : il existe une constante C'ig > 0 indépendante de € et H telle que

|b

k *| k+1 €
”UsUE,H”QT§016<H +7(H+ +€)+\/;>’

ol

2 2 2
lullay = llullpe 0.1),220)) + [Wlz2(0,7), 11 (02)) -
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Chapitre 9

Résultats obtenus avec la nouvelle
méthode multi-échelle
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Nous avons construit, au chapitre 8, une nouvelle méthode multi-échelle pour résoudre le probléme
de transport (7.6). Nous allons maintenant observer les résultats numériques obtenus avec cette méthode.
Dans un premier temps, nous présentons les prototypes dans lesquels la méthode a été implémentée. Nous
détaillons ensuite les méthodes numériques employées pour résoudre les problémes non discrétisés dans le
chapitre 8. Puis, nous montrons quelques résultats obtenus avec ces implémentations.

9.1 Présentation des deux implémentations

9.1.1 Implémentation sur FreeFem-+|-+

FreeFem++ [HPLHO98| est un logiciel permettant de résoudre des équations aux dérivées partielles en
utilisant des éléments finis. Ce logiciel permet de mettre en place assez facilement la méthode multi-échelle
présentée au chapitre 8. Les différentes équations aux dérivées partielles peuvent en effet étre résolus par
une méthode aux éléments finis de Lagrange en utilisant une fonction déja programmeée. Ce logiciel permet
également de calculer numériquement des intégrales de fonctions sur maillage en utilisant des points de
quadrature par maille. Cela permet, une fois les fonctions de base calculées, de construire assez facilement
le systéme linéaire & résoudre & chaque pas de temps.

9.1.2 Implémentation sur le prototype Arcane

Nous avons également pu implémenter notre nouvelle méthode aux éléments finis multi-échelles sur le
prototype présenté au chapitre 6. Cette méthode résout une équation différente de celles traitées dans les
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.061e+30
4e+30

—-4e+30

E—Be+30

-8.25e+30

FIGURE 9.1 — Solution du probléme de cellule (8.5) obtenue sur le programme FreeFem-++ avec des éléments
finis P; Lagrange

chapitres 2, 4 et 5. Elle utilise donc un module différent appelé Tracer. Cette implémentation a été plus com-
pliquée car les éléments finis de type Lagrange ont di étre implémentés spécifiquement pour cette méthode.
De plus, la notion de degré de liberté n’existe pas encore dans la plate-forme Arcane, I'implémentation est
donc ici réduite a celle faite dans le cas ou l'espace aux éléments finis initial (Vi dans le chapitre 8) est un
espace aux éléments finis de Lagrange d’ordre 1. En effet, dans ce cas, les degrés de liberté correspondent
aux nceuds du maillage ce qui simplifie la construction des systémes linéaires.

9.2 Difficultés dans I'implémentation de la méthode

9.2.1 Reésolution des problémes de cellule

Lors de la définition de la méthode multi-échelle au chapitre 8, nous avons supposé que les différents
problémes de cellules (8.5) étaient résolus de maniére exacte. Nous rappelons que ces problémes consiste,
pour une maille K € Ky et une direction %, & trouver @f’K vérifiant

&€

e K
w; = z; sur 0K,

{ 108 (2) - v * — div (Ag(a:)V@f’K) = 1p°(z)b* K . e; dans K,

ou
pK Ji 0% () dz
fK pe(x)dz

En pratique, ces problémes doivent étre résolus numériquement en utilisant un maillage fin local IC,II( de taille
h petite par rapport 4 . Dans la suite, on note w® ¥ les solutions numériques des problémes de cellules (8.5).
On définit, de plus, w7 la fonction telle que pour toute maille K € Ky,

e, H

w ‘K:ws’K.

Résolution sur FreeFem-}-+

La solution du probléme de cellule (8.5) n’est pas facilement calculable avec FreeFem+-+. En effet, le
terme d’advection %be (x) - Vu?f’K peut créer des instabilités numériques lors d’une résolution par éléments
finis classiques. La figure 9.1 montre la solution obtenue aprés résolution de I’équation (8.5) sur la cellule
unité avec des éléments finis P;. Cette solution est clairement instable. Pour réduire ces instabilités, nous
avons introduit une dérivée en temps et considéré le probléme de cellule suivant :

Aywt =™ + Lpe(2) - Vol =K — div (Ae(x)wa’E’K) = Lp°(z)b% - e; dans K,
: te K : (9.1)
w;® = x; sur OK.

K2
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1.305023
1.25

0.005145

FIGURE 9.2 — Solution du probléme de cellule (8.5) obtenue avec notre méthode itérative

Ce probléme instationnaire est résolu avec une méthode Galerkin caractéristique (opérateur convect dans
FreeFem++) qui est inconditonnellement stable. Ces résolutions sont alors faites en considérant un pas de
temps fixe dtg jusqu’a ce que la solution devienne stationnaire, c’est-a-dire jusqu’a une date ¢y pour laquelle

Hw;:o,s,K _ w§o+ato,s,K’

L2()

< €.
st [l
0 (|%i

L*(Q)
La solution wfo’E’K est alors la fonction que 'on choisit pour approcher la solution du probléme de cel-
lule (8.5). La figure 9.2 montre une solution obtenue avec cet algorithme. Les oscillations ont bien disparu.
Néanmoins, le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la solution stationnaire est élevé. En effet, dans
le cas considéré ici, si nous choisissons une tolérance ¢y = 0,01 sur chaque maille grossiére, la solution
stationnaire est atteinte apres 2000 itérations.

Résolution avec le prototype Arcane

En fait, la méthode la plus simple pour résoudre le probléme de cellule (8.5) est l'utilisation d’une
méthode volumes finis avec un décentrement dans le sens de I'advection. Cette méthode numérique permet,
sans itération, d’obtenir une solution stable. L’utilisation de méthodes volumes finis est assez naturel sur
Arcane. Cette méthode a donc pu étre facilement implémentée dans ce prototype.

9.2.2 Discrétisation en temps

La méthode définie au chapitre 8 suppose également que le probléme (8.7) est résolu de maniére exacte en
temps. Nous rappelons que ce probléme consiste & trouver u. gy dans C* ((0,7'), Vz i) solution du probléme

1
Yve i € Ve, / (psatug,va,H + gbe - Ve gve, g + A*Vue g - VUE,H> de = 0
Q

ue,H(Oax) = 71'e,HuO(zv)'

Dans nos implémentations, la discrétisation en temps a été faite en utilisant la méthode des caractéristiques
(voir annexe D). On considére un pas de temps 0t et on définit ¢ = ndt. On construit alors une fonction x
telle que, pour chaque temps "1 :

0

En (ﬂg (t,ws’H o X(t))) (t"“) = DtH (ﬂs (t, wF’H(m))) (t"“,x) ,

ol Dt, g est opérateur de dérivée convective vérifiant
- 1,
Dt,H = 815 + ng((L') -V
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Chapitre 9. Résultats obtenus avec la nouvelle méthode multi-échelle

et b}, est telle que, pour toute maille K € Kk

* _ K
HlK_b .

La fonction x est alors la solution de I’équation différentielle en temps :

dex(t) = by (x(1)), x (") = =.

Dans ce cas, on introduit
X"(z)=x (" = dt).

Pour chaque temps t™, on arrive au probléme suivant, trouver u?}l € V. i telle que Yoo g € Vo i ¢

u"t — o X (x
[ (=2 ) A @V @) Ve

€

L 07() — @ (o) Tl o)) o =0 (02

Cette méthode est inconditionnellement stable, ce qui signifie qu’elle est stable quelle que soit la valeur du
pas de temps dt. La limitation du pas de temps vient du fait que (t""‘1 — (5t) doit rester a l'intérieur du
domaine considéré. En théorie, le fait de prendre des conditions aux bords périodiques revient & considérer
un domaine infini. Avec le logiciel FreeFem++ le calcul du terme u™ o wH o X™(z) peut étre effectué. La
fonction utilisée dans ce logiciel pour calculer ce terme n’intégre pas cette particularité du cas périodique.
Ainsi, il est pour I'instant nécessaire d’appliquer une condition de type CFL pour que x (t”+1 — 5t) reste
dans le domaine.

Cependant, la fonction permettant de calculer ce terme a également été implémentée dans notre proto-
type Arcane. Cette fonction est directement inspirée de celle existante dans FreeFem++ mais nous avons
pu rajouter un cas particulier pour les conditions aux bords périodiques. Cela permet d’appliquer cette
méthode avec des pas de temps quelconques.

9.2.3 Construction du systéme grossier

Nous avons donc vu comment ce probléme pouvait étre discrétisé en temps. Nous allons maintenant voir
comment le probléme totalement discrétisé (9.2) est résolu en pratique. Par définition de V; g, les fonctions

n 4 e,H
ul iy € Ve i se décomposent sur les ®;

Dy
z) =Y upeit(x)
=1

On utilise ensuite comme fonctions tests les différentes fonctions de base CIJfH(x) On a donc a résoudre
pour tout ¢ =1,..., Dy :

n+1 &, € un 3 [
Z / ( D)5 (@)97 " (2) = < p* (@) 251 0 X" ()97 ()
n+1 pe e, H e, H
+uj+ A (2)VO T (x) - VI ()

P () — b () - V@?’Hu)@iﬂ(w))dw =0.

Les fonctions &5 vérifient
(If’H _ (I)?’H owsH
7 3 :
Nous avons vu au chapitre 8, ou plus particuliérement dans I'inégalité (8.29) que

< Ce.

[ xHLoo(Q) S
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FIGURE 9.3 — A gauche, la condition initiale. A droite, le champ de vitesse b%, imposé dans la direction x

On en déduit que les termes utilisant les fonctions de base <I>f’H peuvent étre remplacées par ®; si leur

gradient n’apparait pas. On obtient ainsi, pour tout i =1,...,Dpy :
Dy
Z u;“'l (/Q o5 (x) (@i(m)d)j (z) + 6t A% (2) VO () - V@j’H(x)
j=1

+ 207 @) — @ (@) - VO ()0 (o >)

%zli

\ \_/
Pe*
[¢]
=
/-3
\6
=
I
S

Cela s’écrit matriciellement
RUn+1 — 1_7177,7 (93)

avec
Urtt e RPx - pgrtt = ot

) )

Rerron my = [ (F@n@0a) + oA 0 vE ) Ve )
L8 (4 (2) — ()b () -w»;ﬂ(x)cbiﬂ(x))dx,

F™ e RP#, Fro= Zu/ 2)®; o X"(z)®;(z)d.

9.3 Application de la méthode

9.3.1 Cas d’application

On considére le domaine Q = (0,1)2. On choisit une condition initiale ayant pour support un sous-
domaine de € (voir figure 9.3(a)) et valant 1 au nocud du maillage grossier situé le plus au centre du
domaine et 0 sur les autres nceuds. On impose le champ de vitesse :

oy —0sin (%) cos (22L) + 10
b(z) = ( 5c0s(2”)sm(2—"y) +b :

0
€ Yy
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Chapitre 9. Résultats obtenus avec la nouvelle méthode multi-échelle

Sa composante horizontale est représentée sur la figure 9.3(b). Ce champ de vitesse est a divergence nulle
by
bO
Y
On considére un coefficient de diffusion A = 1.
Les conditions aux bords du domaine sont périodiques. Cela nous permet d’appliquer nos résultats vérifiés
sur I'espace tout entier en ne considérant qu’'un domaine fini.
Dans la suite, nous utilisons également les valeurs suivantes :

et de moyenne b° = (

_ 1
- £= ok,
- 6 =100,
by =b) =1
Le maillage grossier associé & ce probléme est composé de 800 triangles de diamétre
1
H=—=10e.
20
Chaque maille grossiére contient 5000 triangles de diameétre
1«
~ 1000 5°

Pour appliquer notre méthode, il n’est pas nécessaire de construire complétement le maillage fin. Si nous
lavions fait, celui-ci aurait été composé de 4000000 de triangles.

9.3.2 Visualisation de la solution en utilisant FreeFem -+

La matrice R et le second membre F™ dans 1’équation (9.3) sont progressivement construits aprés chaque
résolution du probléme de cellule (8.5). Ce systéme est défini sur le maillage grossier. Une fois la résolution
effectuée, la solution multi-échelle s’écrit

Dy
ul () = updit(a).
=1

Rappelons que les fonctions de base <I>f’H sont calculées sur des maillages fins locaux et que le maillage
fin n’est jamais complétement construit. Ainsi, pour visualiser la reconstruction fine de la solution, nous
sélectionnons une zone de 'espace et n’appliquons la reconstruction que dans cette zone. Ailleurs, nous
considérons que @f’H(x) = ®H(z). La figure 9.4 montre un exemple de fonction de base grossiére et multi-
échelle. Un exemple de reconstruction est donné sur la figure 9.6(b).

Ici, comme le cas est périodique, la solution multi-échelle peut étre directement comparée & la solution
homogénéisée. Nous avons donc calculé le vecteur w sur la cellule unité et la solution u™ du probléme
homogénéisé (7.11). Puis nous avons posé

b*t"
ay =u" (x — ) .
€

D’apreés les résultats d’homogénéisation rappelés au paragraphe 7.7, cette fonction est une premiére approxi-
mation de u.. Cette solution ainsi que la solution multi-échelle non reconstruite sont représentées sur les
figures 9.5(b) et 9.5(c) & un instant donné.

Comme pour la solution multi-échelle, une reconstruction de la solution homogénéisée est également possible
sur le maillage fin. Nous utilisons pour cela 'approximation (8.4) et calculons localement la fonction :

n n b*t" iy (as)
u =Uu xr — w\ — .
e,1 c c

Cette seconde fonction est une meilleure approximation de u. (voir paragraphe 7.8). Les deux fonctions
reconstruites, multi-échelle et homogénéisée, sont représentées sur les figures 9.6(b) et 9.6(a) a un instant
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FIGURE 9.4 — Une fonction de base définie sur le maillage grossier (®7) et la fonction de base multi-échelle
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FI1GURE 9.5 — Comparaison entre la solution grossiére obtenue en effectuant directement le calcul sur le
maillage grossier, celle utilisant la méthode multi-échelle et celle obtenue par homogénéisation périodique

donné.

En fait, la solution multi-échelle s’avére étre plus précise méme a ’échelle grossiére. En effet, si nous simulons
a I’échelle grossiére le transport de la condition initiale par le champ de vitesse b* et un coefficient de diffusion
égal A = 1, nous obtenons la solution représentée sur la figure 9.5(a). Nous remarquons que les valeurs
obtenues avec cette méthode sont plus élevées que celles données par les solutions homogénéisée et multi-
échelle. En fait la vitesse b° posséde une composante de moyenne nulle qui crée une dispersion supplémentaire
a lintérieur du domaine. Numériquement, ce phénoméne est inclus dans la matrice de diffusion homogénéisée
A* définie par (7.12). Sur cet exemple, cette matrice posséde, sur sa diagonale, des coefficients quatre fois
plus élevés que le coefficient de diffusion A. La méthode multi-échelle permet donc bien de reproduire cette
diffusion additionnelle. Cette diffusion supplémentaire est souvent appelée dispersion de Taylor [AA95].

9.3.3 Reésultats obtenus en utilisant la plate-forme Arcane

Nous nous intéressons maintenant a I'implémentation qui a été faite de cette nouvelle méthode multi-
échelle sur la plate-forme de développement Arcane. Cette implémentation a été plus compliquée que celle sur
FreeFem++. En effet, comme nous ’avons précisé au paragraphe 9.1.2, nous avons d’abord di implémenter
la méthode des éléments finis de Lagrange. Pour appliquer la méthode des caractéristiques, nous avons
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FIGURE 9.6 — Comparaison entre la solution raffinée obtenue en utilisant la méthode multi-échelle et la
solution reconstruite par homogénéisation périodique. La figure de droite est un zoom de la solution multi-
échelle. La partie extraite est indiquée avec une pastille rose sur la seconde figure

également dii rajouter une fonction permettant de calculer la valeur d’une fonction de cet espace éléments
finis lorsqu’on la compose avec une autre fonction.

Cependant, la grande différence entre les deux implémentations est la gestion des maillages. Nous avons
vu, au paragraphe précédent, que le prototype FreeFem++ que nous avons programmé ne construit jamais
le maillage fin complet : on se contente de raffiner les mailles grossiéres pour résoudre les problémes de cellule
et calculer les termes intervenant dans le systéme linéaire grossier. Le gestionnaire de maillage d’Arcane ne
permet pas d’utiliser la méme méthode. Ainsi, dans notre cas, le maillage fin complet doit étre construit.

De plus, la gestion de conditions aux bords périodiques n’est pas gérée nativement par Arcane. L’ajout
de ce type de conditions aux bords n’est pas compliqué mais, cela crée une dépendance entre la solution a
un bord et la solution dans le bord symétrique. Ainsi, lors d’'une implémentation en paralléle, les mailles
fantomes et les mailles partagées d’'un domaine devraient étre définies en prenant en compte cette dépen-
dance. Cela n’est pas possible en utilisant les partitionneurs actuellement disponibles dans la plate-forme
Arcane. Tous les tests effectués avec cette méthode ont donc eu lieu en séquentiel.

Par conséquent, les cas traités avec ce prototype sont composés de moins de mailles. Les propriétés
physiques sont définies par les formules du cas présenté au paragraphe 9.3.1 mais avec les les valeurs
suivantes :

=4
- 6 =100,
B0 = b0 = 100.
Le tenseur de diffusion est A = 0,001. La condition initiale est sinusoidale dans les deux directions (voir
figure 9.7).

Nous considérons un maillage fin composé de 200 mailles fines dans chaque direction. Chaque maille
fine est un carré de taille Wloo' Le domaine total est donc un carré de taille 0,1. Le maillage grossier est
lui composé de 40 mailles dans chaque direction. Nous présentons sur la figure 9.8 les différentes solutions
calculées. Le maillage fin étant composé de moins de mailles, nous avons, dans ce cas, pu faire la comparaison
avec une solution fine. Sur ce cas, on constate que la méthode multi-échelle approche plus précisément la
solution fine que la résolution sur un maillage grossier.
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F1GURE 9.7 — Condition initiale du cas testé sur le prototype Arcane
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FIGURE 9.8 — Comparaison entre la solution grossiére obtenue en effectuant directement le calcul sur le
maillage grossier, celle utilisant la méthode multi-échelle et celle obtenue en effectuant la simulation sur le
maillage fin
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Annexe A

Résultats d’analyse fonctionnelle et
d’approximation variationnelle
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Cette annexe rappelle un certain nombre de résultats d’analyse fonctionelle et d’approximation varia-
tionnelle. Ces résultats, assez classiques, sont utilisés tout au long du manuscrit.

A.1 Définitions et résultats importants

Les définitions et résultats présentés dans ce paragraphe sont issus du livre [Bre83] de H. Brezis. Dans
toute la suite,  est un ouvert de RV, N > 1. On suppose, pour plus de simplicité, que © est de classe CI.
On supposera également que sa frontiére 0f) est bornée.

A.1.1 Espaces LP

Définition A.1. On note L'(Q), ’ensemble des fonctions intégrables sur Q a valeurs dans R. On pose
alors pour toute fonction f € L*(£2)

e = [ 17@) e
Définition A.2. Soit p € N, avec 1 < p < +00. On pose

LP(Q) = {f: Q= R| f mesurable et |f|" € L'(Q)}
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e = (] If(x)l”dx); |

L>(Q) ={f: Q= R| f mesurable et 3C > 0 telle que |f(x)| < C presque partout sur 2}

On note alors
Définition A.3. On pose

On note alors
[fll oy = inf {C||f(z)] < C presque partout sur 2}
CeRy

Les espaces L (£2) munis de la norme ||-[| () sont des espaces de Banach. De plus, I'espace L?(Q) peut
étre muni du produit scalaire (-,); . ©) défini par

Yu,v € L*(1), (U, 0) 2y = /qudz.
Muni de ce produit scalaire L?(£2) est un espace de Hilbert.

A.1.2 Espaces de Sobolev

Définition A.4 (Multi-indices). On définit un multi-indice o comme un vecteur de N. On note alors

N
la] = Z ;.
i=1

On définit pour une fonction u
olely
Izt .. 0N

Définition A.5. Soit un entier p tel que 1 < p < +o00. On définit tout d’abord

D% =

WoP(Q) = LP(Q).
Pour un entier m > 1, on définit l’espace W™ P(Q) par récurrence :

WP (Q) = {u e WmlP(Q) |Vi=1,...,N, % € Wm—lvP(Q)} .

La dérivée ici est la dérivée au sens des distributions. On définit ensuite pour u € WP ()

lalymniy = S 1D%ull L0

0<|al<m

et |ulwmoy = Y 1Dl

loe|=m
Les espaces W™ P () munis de la norme ||~||Wm,p(9) sont des espaces de Banach. De plus, pour p = 2 on
définit
H™(Q) = W™2(Q).
Pour tout m > 1 'espace H™(2) peut étre muni du produit scalaire (-, ~)H,,L(Q) défini par
Vu,v € H™ (1), (uav)Hm(Q) = Z (DaU,DaU)m(Q) ‘

0 |e|<m

Muni de ce produit scalaire H™(2) est un espace de Hilbert.
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A.1. Définitions et résultats importants

A.1.3 Espaces W,”

Définition A.6 (Fonctions C*(Q)). Pour k > 0 entier, on définit C¥(Q) I’ensemble des fonctions C*(Q) a
support compact.

Définition A.7. L’espace Wy'*(Q) est la fermeture de C1(Q) dans WHP(Q). On note également
Hy(Q) = Wy (Q).

Remarques A.1 :

On peut montrer que ces espaces peuvent également étre définis comme la fermeture de CZ°(Q) dans
Whr(Q).

Sur Despace RY, on a H} (RY) = H' (RY).
On admet ici que les fonctions de 'espace WP({2) admettent une trace sur 9. Pour une fonction
u € WP(€), on note alors ujgq sa trace et on a

Ujpn € r (6(2)
Les espaces WO1 (Q) peuvent alors étre définis par
WP (Q) = {u € WEP(Q) | woq = o} .

Théoréme A.1 (Inégalité de Poincaré). On suppose que Q est un ouvert borné. Alors il existe une constante
Caq,p dépendant de Q) et p telle que

Vu e WoP (), Null o) < Cap

[Vl Loy -
En particulier, Uexpression [|[Vu| 1, q)~ €st une norme sur Wy (Q) équivalente a la norme Hu||W01,p(Q).

Théoréme A.2 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Il existe une constante C' telle que

1
Yue WH(Q),  lu— Ul ooy < ClIVull pogyv,  avec i = o] u.
i
A.1.4 Inégalités de Sobolev

Définition A.8. Soient E et F deuz espaces normés. On dit que E s’injecte contindment dans F si
e ECF,
e il existe une constante C telle que Yu € E, ||lul| . < C'|Jul| 5 .

On note alors

E— F.
Avec cette définition, il est clair que
Vp € [1,+00],Vk >0, WHLP(Q) < WhP(Q).

Théoréme A.3. Soit 1 < p < 4o00. On a les injections continues suivantes :

si 1<p<N, alors W“P(Q)— L (Q) oﬂp%:%f%,
si p=N, alors  W1P(Q) < L(Q) Vg € [1,400],
st p> N, alors  W1P(Q) — L>®(Q).
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A.2 Résolution d’équations aux dérivées partielles

A.2.1 Théoréme de Lax-Milgram et généralisation
On considére H un espace de Hilbert réel dont on notera ||-|]| la norme associée au produit scalaire (-, -).

Théoréme A.4 (Lax-Milgram [LMb54]). On souhaite résoudre le probléme qui consiste o trouver u € H
telle que
Yo eH, a(u,w)=Lv),

ol a est une forme bilinéaire et L est une forme linéaire.
Si la forme bilinéaire a est
— continue sur H X H ie.

3Ca > 0,¥(uw) € H X H,  |a(u,w)| < Co [Jull [|v]],

— coercive sur H ie.
Ja>0,VueH, aluu)>olul®.

Et, si la forme linéaire L est continue sur H ie.
0L >0 VueH, |L(w) < Cy ull,
alors il existe un et un seul élément u € H tel que

Yo eH, a(u,w)=Lv). (A1)

A.2.2 Théoréme de Jacques-Louis Lions

Pour simplifier les notations, on se place dans des espaces fixés mais ce théoréme posséde une forme plus
générale (voir [Bre83]). On définit H~1(Q) le dual de I'espace HE (). On se fixe un réel T' > 0.

Théoréme A.5 (|[LM68|). On se donne pour tout t € [0,T) la forme bilinéaire a(t;-,-) définie sur H}(Q) x
HL(Q) et vérifiant

o Vte [O,T],VU,U € H&(Q)a ‘a(t;uvv)‘ <M H'UJHH(}(Q) ”UHH[%(Q)f

o Vt e [0,T],Yv € HY(Q), alt;v,0) = a|[v]3 ) — Cllvllq),
ot >0, C et M sont des constantes.

Etant donnés f € L? ((O,T)7 H‘l(Q)) et ugp € L?(Q), il existe une unique fonction u telle que

ue L?((0,7), Hy(2)) nC° ((0,T), L*(Q)) et ‘% e L* ((0,7),H ()
Vi e [0, T],Vv € H, <(j;tt(t),v> oy +a(t;u,v) = (f,v)p2q) sur (0, +00)
u(0, -) = wup.

A.2.3 Reégularité elliptique
Théoréme A.6. Soient a;j,a;,a0 € C* ((0,T) x Q),4,j =1,...,N. On suppose de plus que la matrice des
a;; est définie positive :
N
Ja > 0,¥6 € RN, Y~ ay(t, 2)6i; > algf,
ij=1

ou €] est la norme euclidienne classique sur RY. On veut résoudre le probléme

Y9 u N ou
— igl 8733] (aijaxi) + ;aia—xi +agu = f sur§) (A.2)
. u = 0 sur 0N
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A.3. Approzimation variationnelle des solutions d’équations aux dérivées partielles

On suppose que Q) est borné et de classe C*°. On suppose que f € C*® ((O,T) X Q) Alors le probléme (A.2)
a une solution unique et cette solution appartient a C> (Q) pour tout € > 0.

On a un résultat équivalent pour un probléme dépendant du temps.

Théoréme A.7. Soient a;j,a;, a0 € C*™ ((0,T) x Q),4,j =1,...,N. On suppose de plus que la matrice des
ai; est uniformément coercive. On veut résoudre le probléme

N

?:_Zai(a”a )—I—z:aZ +aou = f sur(0,T) x
dj=1 "1 (A.3)
u = 0 sur (0,T) x 0.
u(0, -) = wug sur Q.

On suppose que §) est borné et de classe C*°. On suppose que ug € L*(Q) et que f € C® ((O,T) X Q) Alors
le probléme (A.3) a une solution unique et celte solution appartient a C*> ([E,T] X Q) pour tout € > 0.
Si, de plus, ug € C(Q) et {f,up} vérifient certaines relations de compatibilité sur OQ x {0}, alors

u e ¢ (0,7).9).

A.3 Approximation variationnelle des solutions d’équations aux
dérivées partielles

A.3.1 Lemme de Céa

Lemme A.1. On se place dans les hypothéses du théoréme de Laz-Milgram et on considére Vi, un sous-
espace vectoriel de H. On considére up, € Vy, la solution au probléme :

Yop € Vi, a(uh,vh) = L(’l)h).

Alors il existe 5 > 0 tel que :
_ < B inf _
lu = unlly < B inf flu—ovnlly,

ot u, comme dans le théoreme A.J est la solution au probléme (A.1) dans H.
Démonstration. Par définition de uy, on a :
Yop, € Vi, alup,vp) = L(vp).

Comme Vj, C H, on a également :
Yop € Vi, a(u,on) = L(vp).

En soustrayant les deux égalités, on obtient donc :
Yoy, € Vh, a(u — Uh,Uh) =0.
On choisit d’écrire les éléments de V}, sous la forme vy, — uy, avec v, € V3. On a donc Vv, € Vj, :

a(u—up,vp —up) =0,
ie. a(u—up,u—up+v,—u)=0,

ie. a(u—up,u—up)=a(u—upu—uvy).

On utilise la coercivité de a pour le membre de gauche et sa continuité pour le membre de droite :
Vor € Vi, o flu—unllz, < Callu—unllyy lu—vnlly -
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Donc

C
Vor € Vi, lu—un|ly < Ea | — vnlly -
Cette inégalité est vraie pour tout vy dans V},, on peut donc prendre 'infimum :

— < =2 inf — .
lu—unllyy < 7 inf flu— vy,

A.3.2 Définition d’un élément fini

Définition A.9 ([Cia78]). Un élément fini est un triplet (K, P,X) ou
(i) K est un sous-ensemble fermé de RN d’intérieur non vide avec une frontiére continue et lipschitzienne,
(i) P est un espace de fonctions & valeurs réelles définies sur ’ensemble K,
(i11) ¥ est un ensemble de formes linéaires ¢, i = 1,..., N, définies sur l’espace P.
On suppose également que l’ensemble 3 est P-unisolvant : Pour tous réels a;,i = 1,...,N, il existe une
unique fonction p € P vérifiant

¢i(p) =i, i=1,...,N.
Ainsi, pour i = 1,..., N, il existe une unique fonction p; € P vérifiant
¢j(pi) =06i5, j=1,...,N.

On a donc

N
VpeP, p=>Y_ ¢ip)pi-

i=1
Cela montre que l’espace P est de dimension finie et que dim(P) = N.
Les formes linéaires ¢;,1 = 1,...,N sont appelées degrés de liberté de I’élément fini et les fonctions
pi,i=1,...,N sont appelées fonctions de base de ’élément fini.

A.3.3 Eléments finis P, Lagrange

Définition A.10. Un élément fini (K, P,X) est dit de Lagrange si tous ses degrés de liberté sont des formes
linéaires tels que
¢i(p) = p(ai),

ot les points a; sont dans l’ensemble K. Ces points sont alors appelés noeuds de I’élément fini.

A.3.4 Elément de référence

Dans les problémes qu’on considére, on souhaite en général résoudre une équation sur un domaine borné
Q c RY. Ce domaine est alors découpé en mailles. On note alors K ce maillage et on a

Ur=2

KeK
On désire définir des éléments finis pour chaque maille K € K. Pour faire cela de maniére plus simple

on se donne d’abord un élément fini de référence (K7P,E> associé & des nocuds a; et un ensemble de

transformations affines (Fi) ;- telles que K = Fi (K ) Alors, pour tout K € K, on définit I’élément fini
(K,Pg,Y k) par

K:FK<K>
PK:{p:K—>R|p:[)-FI}1,]§EP}

EK:{p(FK(di)), izl,...,/V}.
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A.3.5 Inégalités d’interpolation

Théoréme A.8. Soient deux entiers k et m positifs et deuxr nombres p,q € [1,400]. Soit (K,p,i) un

élément fini de référence de type Lagrange. On suppose que l'on a

WhtLp (K) < (0 (K) , (A.4)
Wkt (K) P (K) , (A.5)
Py (K) cPcwma (K) : (A.6)

On considére un élément fini (K, P,X) ayant pour élément de référence (K, 15, i]) On suppose de plus que
Uexcentricité de K est borné (voir paragraphe 4.2.3 pour les définitions). Alors, il existe une constante,
C (K,P, f]) telle que, pour toute maille K, et pour toute fonction v € Wk+1’p(K),

PPN 1_1 —m
HU *WKU”WM,LI(K) < C (Ka-P?E) |K|q P Hf(-‘rl |U|W’€+1,P(K)7 (A7)

ot Hy est le diamétre de la maille K.
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Annexe B

Estimation d’erreur de la solution
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B.1 Introduction du probléme

Soit © un pavé de RY. Résoudre le probléme (8.1) avec les hypothéses 8.1 revient & résoudre le probléme :
trouver u € L? ((o,T), H#(Q)) neo ((o,T), L;L(Q)) vérifiant

Vv e H;&(Q)’ (Dtu(ta ')7 U)L2(Q) + a’(u(t7 '),U) = ( vv)L2(Q) dans (OaT)v
u(0,z) = u’(x) dans €, (B.1)
u est Q-périodique.

ou 1
- Dt = pa(x)at + gbe(m) . V,
div (b°) =0
= (") 2(q) est le produit scalaire classique dans L?(Q),

— a est une forme bilinéaire sur H;& (Q) x H%& () continue et coercive par rapport a la semi-norme H?! :
soient Cpna, Csta > 0 les constantes telles

Vu,v € Hy(Q), a(uu) Csta ‘uﬁil(ﬂ)

2
<

et a(u,v) Cond [ul g1 () V] 1 (0 »

~ f € L*(9) est le terme source,

— u® € Hy(Q) est la condition initiale.
Remarque B.2 : Pour le probléme (8.1) on a f = 0 mais dans cette annexe on montre une inégalité dans
un cas plus général. La forme bilinéaire a est alors définie par

Vu,v € Hy(Q),  a(uw) = —/Qdiv (A% (z)Vu)v = /QAE(JT)VU - Vo.

173



Annezxe B. Estimation d’erreur de la solution semi-discréte

Cette forme bilinéaire vérifie bien les conditions de coercivité et de continuité avec des constantes indépen-
dantes de e. De plus, on peut modifier le choix de D; en posant D; = 0; + %b* - V. Avec cette définition, a
vérifie

a = 15ac—""uv— iv (A% (x)Vu)v
a(u,v)—/Q b (x) = b*)-V /Qd (A% (2)Vu)v.

3

Or, on peut montrer (voir [MPP85]) que cela peut se réécrire
a(u,w) = / (A%(z) + B*(z)) Vu - Vo,
Q

ou B(x) =B (f) est une matrice antisymétrique et B est une fonction Y-périodique appartenant a 1’espace
L>®(Y)N*N | La forme bilinéaire @ vérifie donc aussi les conditions de coercivité et de continuité avec des
constantes indépendantes de €. Et on a également div (b*) = 0. Les résultats présentés dans la suite sont
donc valables pour les deux choix de 'opérateur D;.

B.2 Discrétisation

On se place dans un cadre semi-discret ol le temps est toujours considéré comme étant continu. On
définit un espace éléments finis Vj, C H%E(Q) On applique alors une méthode de Galerkine : on cherche
up, : (0,T) — V}, solution du probléme

(Deuns vn) 2y + a (un,vn) = (f,08) g2y, Yon € C((0,T),V4). (B.2)

L’objectif est de montrer que la solution wuy, est proche de la solution u du probléme initial (B.1).

Remarque B.3 : Le probléme (B.2) est une équation différentielle ordinaire a coefficients constants (f, a,
p et b ne dépendent pas du temps). Sa solution est donc dans I’espace C* ((0,1'), V4,).

B.3 Remarque préliminaire

La démonstration de ’estimation d’erreur dans cette annexe est inspirée de l'article de M.F. Whee-
ler [Whe73|. Dans cet article, les conditions aux limites sont des conditions de Dirichlet homogénes. Dans
ce cas, les fonctions u, up, vy, et wy, sont dans HE(Q) et on a une inégalité de la forme

(D¢ (wp = u) un — wa) 12 (q) | < Dt (u = wi)ll -1y lun — wall g1 o)

Csta 2 1 2
1 lun = wnllgy o) + Co D (w = wi)l[ -1 -

N

On veut donc utiliser une inégalité de la méme forme dans H# (€2). On définit I’ensemble

ay@ = {eemm] [ o=},
On introduit alors son dual H;I(Q) auquel on associe la norme

u
P
pehL@\{0} IVl 12~

[|ul] H,H Q)
En utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on a
[l 10y < Callullrz(q) -
Donc L?(2) C H;I(Q) On veut maintenant montrer le lemme suivant
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Lemme B.2. [] existe une constante Cgy > 0 telle que

Yu € Li(Q),Vv € Hj#(Q)7 ‘/qu < ||“||H;1(Q) ||Vv||L2(Q)N + Cs1 /Qu Hv||L2(Q).
Démonstration. En fait,
Lol = s )+ e
uv| = ulv—— [ v — [ u [ v
Q Q 12 Jo 1 Jo  Ja
1
< el 190y + g || ]| [ 0
H, (@) L2(Q)N |Q‘ o o
<l oy 90l +1207F | [l ol
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
B.4 Estimation d’erreur
Le but de ce paragraphe est de démontrer le lemme suivant.
Lemme 8.1. Il existe une constante C17 > 0 indépendante de € telle que
- <C inf —
lu = unlla, 17vhecocl(r(10,T),vh)<”u orlla
+ | Dy (u—vp)]| o —|—H/D(u—vh)
' (D, HLT@) T || fo L2((0.1))

s = 1) 020 ).

Démonstration. Soit wp, € C* ((0,T),V3). On a, Yvp, € C* ((0,T), V4)
(Dewn, vn) p2(q) + @ (Whyvn) = (f;08) L2 () + (De (wh —w) ,vn) p2(q) + @ (wh — u, vn) .- (B.3)

En faisant (B.2) — (B.3) avec v, = up — wp, on a

(Dt (Uh - wh) y Uh — wh)LQ(Q) +a (Uh — Wh, Up — wh)

= (D¢ (u—wp) ,un —wn) 2y +a(u—wp,up —wp). (B4)

On a, pour le membre de gauche de 'équation (B.4) :

1d

2 £
(D¢ (up, — wp) ,up — wh)LQ(Q) =3q H\/E(uh — wh)”]ﬂ(g) car Vu € H#(Q) (b° - Vu,u)Lg(Q) =0,

a(up — wp,up —wy) = Csia [un — whﬁ[l(g) .

Pour le membre de droite, on a

|a (u — wh, un — wn)| < Cona [t — Wh| g1 () [un — Wl g (q)

Csta 2 Cl?nd 2
< 4 lun, — wthl(Q) + C lu— wh‘Hl(Q) )
sta
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et en utilisant le lemme B.2

(D (wn =)y un —wn) gy | < Do (u—wn)|| 1) IV (un = wn) 20y~

+ Cg; / Dy (u = wn) | lun — wnl12(q)
Q
Cst 2
< 4’1 ‘uh_wh|H1(Q)
1
+ G 1P (= wn)la o
+ 22y, — )
C?
81 / Dt u — ’wh
2pmzn
On obtient donc
d 2 202, )
gi VP (o =)y < G2 Ju = wnlis oy + 1D o -~z

+ pmin tn = wh| 72 +

/Dt u— wp)

2
— Usta |uh - thHl(Q) .

En utilisant le fait que p°(z) = pmin on obtient

d
@ ”ﬁ(uh - wh)||i2(9) < H\/E(uh - wh)Hiﬁ(Q)

.0 (Ju = wnlia) + 101 0= w0

+ /QDt(U_wh)2

On utilise ensuite une inégalité de Gronwall entre 0 et t € (0,T) :

) — Cista |uh — wh|§{1(m . (B.5)

V6 (= wn) (8. [ < € VAP Ctn =200 (0.9

t
—s 2 2
+C/0 et (|U—whH1(Q)+|Dt (U_wh)”f{;l(g)

2 t
+ /QDt (u—wp) d8> - Csm/o e |up — wh‘iﬂ(ﬂ) ds.

Comme
Vs e (0), 1<e™*<et,
on a
V7 (o = 0m) (6 ) [ + Cota = 0 300102

< e Vo (un = wn) (0|72

+ Ce <U Whp |L2((0 o.a@) T D¢ (u — wh)HLz((o £),H," ()

/QDt (u— wp)

2

). (B.6)

L2(0,t)
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Donc
V2 G wn) 8) [ gy < 7 IV Can =) 0.9

2 2
+Ce” <|“ = Whlzao,r) () T 1D (@ = wn)llzz(0,r) 1,1 0))

+’/QDt(u—wh)

2
L2 (0,T)> '

Cela étant vrai pour tout ¢ € [0,7], on en déduit

IV (i = ) oy ey < (V7 (= ) 0

+ |u = wal 72 (07,11 )

2

+ 1D (u — wh)||2Lz(<o,T),H;1<Q)) + H/ Dy (u — wp) > (B.7)

Q L2(0,T)
De méme, en utilisant I'inégalité (B.6), on a
2
Cata [un = wh[ 70,0011 () < & [VFF (= wn) (0,)[ 12,
2 2
+ Cet <U — wh|L2((O,t),H1(Q)) + ||Dt (’LL — wh)”LQ((O’t)’H;l(Q))
2
/ Dy (uw — wy) )
Q L2(0,t)

et en prenant ¢t = T', on obtient

2
lun — wh|L2 0.7),H1(Q)) S (H\F up — wp) 0,-)HL2(Q)
2
+|u— wh|L2((0,T)7H1(Q))

+ 1Dy (u — wh)||§2((0,T),H;1(Q)) + H/ﬂ Dy (u — wy,)

2
) . (B.8)
L2(0,T)

En additionnant les inégalités (B.7) et (B.8) on aboutit &

2 2
H\//?(uh - wh)HLoo((o)T)7L2(S))) + |uh - whlL’A’((O,T)’Hl(Q))

2
C(|U - wh|L2((o T),H'())

/Dt u—wh
L2(0,T)

+ [IVAF (= wn) (0)|[32q))- (B9)

2
Do (u = wn)lZ2 (0,157 (2) +

Comme p° = ppmin €t p° < Pmaz, O Obtient

2 2
lun = whl[Loe 0,7y, L2()) + [uh = WhlL2(0/), 11(2))

2
C(lw = wnlz2((0.1),11 (0

/ Dy (u — wp,)
Q L2(0,T)

+ [[(un — wn) (0,‘)“%2(9))' (B.10)

2

+ || Dy (u — wh)||2L2((o,T),H;1(Q)) +
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On définit la norme |-, . par

2 2 2
lullg, = lullzoe 0,1y, L2002 + [Wlz2(0,1), 51 ) -

En utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

lu = unllo, < C(llu—wllg,

+ || Dy (u —w o + /D U —w
1D+ ( h)”H((OvT)vH#l(Q)) H Q el ) L2(0,T)

+ ||<uh — ’wh) (Oa)HLQ(Q))
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Annexe C

Homogénéisation locale pour le
probléme de transport

Lemme 8.4. On suppose que les hypothéses 8.1 sont vérifiées. On définit les fonctions w; solutions des
problémes de cellules

b(y) - (Vyw; +e;) — divy (A(y) (Vywi +ei)) = p(y)b”-e;,  surY.
w; est Y -périodique.

On construit les fonctions tests oscillantes WS telles que
. x
w5 (x) = x; + ew; (E) .
Pour une maille K, on calcule les fonctions iD?K solutions des problémes :

{ 1 (z) - vy — div (Ag(x)Vﬁf’K) = 1p°()b* - e; dans K,

e K
w;’ = z; sur 0K,

o
peK fK bs(x)dz.
T 7 (@)

On suppose que la maille K est une réunion de cubes de taille €. I existe une constante Cas indépendante
de ¢ et de la maille K telle que

”&J\E — wE’K‘Hl(K)N < Cos/e |8K|
De plus, il existe une constante Cog indépendante de € et de la mailles K telle que

J@° — NE’KHH(K)N < Case VK]

et
1% = &5 e gy S M0l ooy

Démonstration. Tout d’abord, on définit la fonction (° telle que
0K () = & + ().
Les fonctions ¢ sont solutions de

{ 1h(2) - (V¢ +e) —div(A(2) (V¢ +e) = 1p(2)b"-e; dans K
¢c(x) =0 surJK,
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Annezxe C. Homogénéisation locale pour le probléme de transport

on a ici b = b*. Cela est vrai car K est la réunion de cubes de taille e. On définit ensuite 7 par

@) =cw () + (@)
ot w est la fonction dont les composantes sont les solutions de I’équation (7.10). Ainsi, les r§ sont solutions
des équations :
1 x : z —
<b (g) -Vr§ —div (A (g) Vrf) =0 dani K (C.1)
ré(x) = —cw; (£) sur OK.

?

On construit alors une fonction réguliére m. telle que

Me = 1 sur 0K

||vm5||Loo(K) < % dans K
me(x) = 0 si dist (z,0K) > Csse

0 <me(r) <1 dans K.

On introduit K’ = {z € K | dist (z,0K) < Csse}. K’ contient le support de la fonction me. On remarque
alors, que
|K/‘ < 0846 ‘8K| .

On introduit ensuite la fonction ¢° telle que :
e (z) = —ew (g) me (@) + t5(2).
t= est solution de I'équation
0(2) Ve —div(A(2) VET) = 2b(2) -V (ew (E)me)
t(z) = 0 sur OK.

On utilise la formulation variationnelle de cette équation aux dérivées partielles avec la fonction test ¢°. .
étant nulle sur le bord 9K, on obtient, aprés intégrations par parties :

[AQ)ve e [AQ) T (@n) v [sE)unve e

le terme [, b (£) - VI¢° est nul car div (b) = 0. Par coercivité de A, on a :

T £ 5 112
/KA(E) VE -Vt > Cuta [V o iy (C.3)

Il reste maintenant a majorer les différents termes du membre de droite. Tout d’abord,

[AC)T (o (B)m) v = [ A(2) () T oo (2)m)

Ainsi,

[ A7 (o () ) o

ot la constante Cgs = Cppq max (||w||L°°(Y)N ) HVywHLoo(Y)NxN) est indépendante de € et K. De plus, par

< Css [ VI o (grynxn <||ms||L2(K)N + ||5Vms||L2(K)NxN) ;

construction de m.,

2
el < [ 1

< 0846 |8K| .
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De méme

/N

2 Cs2
€ 2
’ 9

< 0820845 |8K| .

”5vm6HiZ(K)N><N

On a donc

[ A(E)% (o (2 ) v
[ 3w (Z)m v

< CioV/E 0K [V 2 gy - (C.4)

Et

S bl o vy IVE N L2 gy v el 2 iy v

< 1Bl oo vy CoaVE DK IVE]| Lo (reymnv -

En utilisant cette inégalité, ainsi que les inégalités (C.4) et (C.3) dans ’équation (C.2), on obtient :

I9¢ sy < Cor/ETOK]

Pour finir, on a

~e el _ e _ E
w w HY (K)N C ew (E)’HI(K)N
= |7'E|H1(K)N
T 15
< jew (g) Mme HI(K)N + |t |H1(K)N
< ‘(Vyw) (f) Me + Hew (E) Vme
Il LQ(K)NXN £ L2(K)N><N

IV gy
< Oyy/e|0K],

en utilisant les différents résultats précédents. De plus, en reprenant 1’équation (C.1), et en utilisant le fait
que les fonctions w; sont bornées, on peut appliquer le principe du maximum, on a alors

HTE”LOo

KN < wllpeeyyv e
ie. ||@° —w!|

L (K)N < Hw||L°0(Y)N €.

On en déduit donc, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[ Nal”L?(K)N < Coge V| K.
O

Remarque C.4 : Nous avons supposé que la maille K était la réunion de cubes de taille €. Si cela n’était
pas le cas, on a alors b*X # b*. Dans ce cas, on peut néanmoins démontrer le lemme 8.4 & I’aide d’une
des deux possibilités suivantes. Premiérement, on peut choisir de remplacer b*% par b* dans les problémes
desquels les fonctions @f’K sont solutions. Cela modifie la définition des fonctions {Df’K mais n’affecte pas
les différentes démonstrations. ‘

Deuxiémement, si on souhaite calculer les fonctions widetildew;” silon. K 5 vec une convection b*Enegb*,
on peut se contenter d’une hypothése géométrique sur le maillage (hypothése qui est “générique”). On
suppose alors que tous les bords des mailles coupent de maniére irrationnelle la cellule de périodicité € avec
une condition diophantienne adéquate pour que la pente irrationnelle soit “assez loin” d’un rationnel. Alors
la moyenne de b° sur K est proche de b* avec une distance de 'ordre d’une puissance de ¢ (dépendant de la
condition diophantienne). Le lemme 8.4 serait alors vrai sous cette hypothése géométrique avec la définition
de b*¥ donnée dans ’énoncé. Pour plus de détail sur cette hypothése, on peut se référer a la section 7 du
premier chapitre de [BLP78] et a [Gol90].
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Annexe D

Méthode des caractéristiques

On se place dans un pavé Q C RY. Nous considérons le probléme consistant & trouver
ueC®((0,7),L3() NL*((0,T), H'(Q))

tel que
Ou(t,x) +b(x) - Vu(t,z) —div (A (z) Vu(t,e)) = f(z) dans Q x (0,7),
u(0,z) = u%z) dans Q, (D.1)
u est Q-périodique,

avec les hypothéses suivantes :
Hypothéses D.1 :

1. Les fonctions b et A sont bornées,
2. div(b) =0,

3. A est coercive : il existe une constante Cg, > 0 telle que
Ve e QVEERY,  A®@)¢- € > Coal¢l”

|-| étant la norme euclidienne dans RY.
4. u® € Hj ().
5. feLy()

Remarquons que cette équation se compose d’un terme de diffusion, d’un terme source et d’une dérivée
convective, Dy, définie par :
Dyu = 0w + b(z) - V.

On se donne un pas de temps 6t et on définit t" = ndt. Soit y, la caractéristique partant de = en t = t"*+!
et solution de I’équation différentielle ordinaire en temps :

{ dx(t) =b(x(®), (D.2)

x (") = =
Avec cette définition, on remarque que l'on a :
00 1) ("1 ) = Do (4747 (771)) + 0 (41) - D 7 (7))
= Qpu (t""'2) + b(z) - Vu (¢t 7).

On a donc
Dy (u(t,x)) (t"“,x) = 0 (u (t,x(t))) (t"“,x) .

Pour discrétiser ’équation précédente, on utilise I’approximation suivante :

Dy (u(t,x)) (t"“,x) ~ 1

5 (unJrl (tn+1,$) —u (tn,Xn (x)))
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ou l'on a posé
X" (z) = x (t") = x ("t = 6t) .

Ainsi, & chaque temps t", la formulation variationnelle approchée (discréte en temps) associée au probléme
(D.1) s’écrit : trouver u™*! € H#(Q) telle que Vv € H;E(Q) :

/Q (un+1(:v) —u"o X"(x)v(x) + A(2) V" (z) -Vv(x)) dr — /Qf(x)v(x)dx.

ot

Approximation de la fonction X"

La méthode des caractéristiques est théoriquement inconditionnellement stable [Pir88|, autrement dit,
il n’y a pas de restriction sur les valeurs du pas de temps. Toutefois, cela suppose la résolution exacte de
I'équation différentielle (D.2) pour calculer X™(z) = x (¢"T! — 6t).

On peut d’abord estimer X" (z) en approchant la fonction  linéairement entre t" 1 et t"*! — §t. Comme
oex(t™T1) = b (x(t"T1)) = b(z) cela s'écrit :

X" (z) = x ("t = 6t) m 2 — b(z)dt.

Cette approximation est cependant trés grossiére.

En pratique, I'espace  est discrétisé selon un maillage . Pour augmenter la précision de la méthode,
la fonction x est alors linéarisée sur chaque maille K € Kpg. Soit K, la maille contenant . Tant que
X (t”‘Irl — ot ) appartient & la maille K, on fait 'approximation

x (" = 6t') ma—b(z)dt
On calcul alors le pas de temps minimal At, tel que
x—0b(x) Aty & K.

On calcule ensuite 1 = = — b(x) Atg, on repart du point z; et on itére le méme procédé dans la maille
voisine. On renouvelle ces étapes jusqu’a ce que le pas de temps Jt soit atteint.
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