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INTRODUCTION

Cette these comporte deux parties indépendantes dont le theme commun concerne des phé-
nomeénes de propagation d'ondes en régime temporel par une approche que l'on peut quali er
de "stationnaire” au sens elle consiste a représenter une onde transitoire par une superpo-
sition d'ondes périodiques. La premiére partie est dédiée a la focalisation spatio-temporelle
d'ondes acoustiques sur des obstacles di ractants. Elle fait I'objet des quatre premiers chapitres.
La seconde est consacrée a I'étude des équations de Maxwell, en régime transitoire, dans un
dioptre entre un diélectrique et un métamatériau. Elle est également divisée en quatre chapitres.

Cette introduction est composée de deux paragraphes présentant le contexte, les objectifs et
un résumeé des résultats obtenus dans chaque partie.

Focalisation spatio-temporelle d'ondes acoustiques

Enjeux et motivation

Aujourd'hui, les méthodes permettant de concentrer de I'énergie acoustique ou électroma-
gnétique a la fois spatialement et temporellement dans une zone donnée sont prisées en raison
de la diversité et de l'importance de leurs applications. En médecine, on cherche par exemple a
détruire, sans intervention chirurgicale, des parties malades de I'organisme sans endommager les
tissus voisins. Citons a ce titre la méthode de lithotritie extra corporelle (cf. [77, 105]) qui vise
justement a casser des calculs rénaux par ondes ultra-sonores. L'opération est réalisée en deux
temps. Les calculs rénaux sont tout d'abord repérés par une méthode d'imagerie "classique"
(radioscopie ou échographie). Des ondes sont ensuite générées par un réseau de transducteurs
piézoélectriques pour focaliser spatialement et temporellement sur I'un de ces calculs. Elles en-
trainent alors pendant un bref instant une variation brutale de la pression au voisinage de ce
calcul provoquant ainsi sa fragmentation. Dans un autre domaine, celui des télécommunications
a l'instar de l'acoustique sous-marine [45], les réseaux sans Is [43]) ect, il s'agit de trouver
des techniques pour acheminer la plus grande quantité d'énergie entre un émetteur et un ou
plusieurs récepteurs via l'utilisation d'ondes acoustiques ou €électromagnétiques. L'enjeu est ici
de prendre en compte le caractere di usif du milieu de propagation pour pouvoir acheminer suf-
samment d'information au niveau des récepteurs. Dans l'industrie, dans le cadre du controle
non destructif des matériaux, on cherche a imager des défauts dans les métaux (cf. [54]). En n,
le champ d'application s'étend également a la géophysique (cf. [73]) ou I'on essaye par exemple
de localiser I'épicentre d'un séisme.

Notre problématique s'inscrit dans le cadre de ces applications. Nous considérons un milieu
acoustique perturbé par la présence d'obstacles di ractants (a l'instar des calculs rénaux pour
la lithotritie) dont nous ignorons la position. Nous cherchons alors a l'aide d'un réseau composé
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de N transducteurs ponctuels a émettre une onde transitoire venant focaliser sélectivement en
temps et en espace au voisinage d'un de ces obstacles. Par focaliser, nous entendons que la
majeure partie de I'énergie de I'onde doit venir se concentrer en un temps donné au voisinage
de cet obstacle.

Contexte

La méthode de retournement temporel permet d'obtenir de telles propriétés de focalisation
dans le cas d'une source active. Par active, nous entendons que cette source est capable d'émettre
un son. Cette méthode est basée sur la réversibilité de I'équation des ondes dans un milieu non
dissipatif. Elle peut étre illustrée par I'expérience suivante (cf. [50]). Dans un premier temps,
une source acoustique émet un son qui se propage dans le milieu. Ce son est ensuite mesuré par
un réseau composé de transducteurs pouvant jouer alternativement le réle d'émetteurs ou de
récepteurs. Dans un second temps, le réseau réémet la mesure mais retournée temporellement
(a l'instar d'une bande magnétique passée a I'envers dans un magnéetophone). Il est alors, pour
cette raison, communément appelé miroir a retournement temporel (MRT). Pour une source
localisée spatialement et un son initial su samment bref, I'énergie acoustique de I'onde générée
va venir se concentrer a un instant donné dans un voisinage de la source. La qualité de la
focalisation dépend alors des caractéristiques du MRT : elle sera meilleure si celui-ci entoure la
source et contient un nombre su sant de transducteurs.

Cependant, nous ne cherchons pas a focaliser sur des sources actives mais sur des sources
passives : des obstacles di ractants. La méthode DORT (Décomposition de I'Opérateur de Re-
tournement Temporel) introduite par Claire Prada et Mathias Fink (cf. [95, 97]) répond a cette
attente mais en régime harmonique. Cette derniére est fondée sur le processus de retournement
temporel suivant (décrit par la gure 1). Pour une distribution de signaux d'entrée

placés sur le\ transducteurs, le MRT émet une onde acoustique qui se propage dans le milieu
contenant les obstacles. L'onde est ensuite ré échie par les obstacles qui générent une onde
di ractée, elle-méme mesurée par le MRT. Nous désignons par opérateur de diraction, noté
ici 8 (cf. gure 1), l'opérateur qui & une distribution de signaux d'entrée, associe la mesure

du champ diracté. Le MRT contenant N transducteurs, il s'agit ici d'une matriceN N. La
derniére étape consiste alors & retourner temporellement la mes&e# du champ di racté et

a l'utiliser comme signal d'entrée pour réémmetre une nouvelle onde acoustique. Notons qu'en
régime harmonique l'opération de retournement temporel se réduit a une simple conjugaison.
En e et, pour une fonction périodique en temps de la forme :

(xt)=Re( (e ");
changert en t revient a considérer la fonction
(x H=Re( (x)'')=Re( (x)e " ):

Les auteurs de [95] ont montré qu'itérer ce processus conduit (par algorithme des puissances
itérées) a focaliser sur I'obstacle le plus ré ectif du milieu. La méthode DORT est une maniére
de ra ner ce procédé en introduisant I'opérateurf, associé a deux itérations du processus de
retournement temporel, communément appelé opérateur de retournement temporel. Ce dernier
est donc dé ni en fonction de l'opérateur de di raction8 de la maniére suivante :

*Ed@‘&ﬁ; soit {Plzgg!:
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Le principe de réciprocité du milieu nous assure que 'opérateur de di ractid® est symétrique
au sens ot = 8 . Ainsi l'opérateur

P =B B=8E§ (1)

est auto-adjoint. La méthode DORT consiste, comme son nom l'indique, a décomposer cet opé-
rateur, autrement dit & déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres ou encore de
maniere équivalente (d'aprés (1)) a e ectuer une décomposition en valeurs singulieres (SVD)
de I'opérateur de diraction 8 (nous adopterons d'ailleurs ce point de vue dans le manuscrit).
Ces éléments propres Véri ent alors la propriété remarquable suivante. Pour des obstacles suf-

Emission Di raction
5
Retournement temporel Réception
t! t

Figure 1 Cycle du processus de retournement temporel.

samment petits et éloignés, le nombre de valeurs singuliéres non nulles 8ecoincide avec le
nombre d'obstacles du milieu. De plus, si ces valeurs singuliéres sont simples, chaque vecteur
singulier a droite associé a une telle valeur singuliere génere une onde qui vient focaliser spatia-
lement et sélectivement sur I'un des obstacles du milieu. Cette propriété fut tout d'abord mise
en évidence dans [95, 97] pour des obstacles ponctuels, puis démontrée en acoustique [65] et
en électromagnétisme [6] dans le cas d'un milieu tridimensionnel ou la distance entre le MRT
et les obstacles est supposée in nie. Des résultats numériques montrent que ces propriétés de
focalisation restent valables lorsque les obstacles ne sont plus petits devant la longueur d'onde
[3].

Les propriétés de focalisation spatiale des ondes générées par la méthode DORT ont été
étudiées dans divers types de milieux : les milieux di usifs [93, 96, 104], les guides d'ondes [87,
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103, 78, 2, 109] et les mileux aléatoires [21]. Son domaine d'application, initialement I'acoustique,
s'étend désormais aux ondes électromagnétiques [106, 85, 26] et élastiques [11]. Mentionnons
également que la méthode DORT a été considérée récemment dans le cas d'obstacles mobiles
[92].

Nous pouvons alors préciser nos objectifs. Peut-on pro ter des propriétés de focalisation
spatiale de la méthode DORT dans le domaine fréquentiel pour générer un signal transitoire
qui non seulement se focaliserait autour d'une cible particuliere, mais aussi serait su samment
compressé dans le temps au voisinage de cette cible ? Autrement dit, la méthode DORT peut-elle
conduire & unefocalisation spatio-temporell€ L'idée de départ consiste simplement & superposer
les signaux harmoniques fournis par la méthode DORT. Toute la question réside alors dans la
synchronisation de ces signaux qui sont dé nis a une phase fréquentielle pres.

Contenu de la premiére partie

Le premier chapitre reprend intégralement le contenu d'un article soumis [30]. La réponse
proposée consiste a tirer parti de la propriété de symétrie de I'opérateur de diractidd qui
nous permet de choisir une SVD particuliere, dite symétriqgue (SSVD). L'idée d'utiliser cette
SSVD est née d'un argument purement heuristiqgue. L'essentiel des travaux réalisés dans la
thése ont consisté a légitimer ce choix, en s'appuyant sur un modéle asymptotique trés utilisé
par les physiciens le modéle de Foldy Lax qui considére des obstacles ponctuels. Di érents
arguments théoriques et numériques ont été explorés. Tout d'abord, nous avons montré que les
phases fournies par la SSVD reviennent a minimiser un critére temporel qui compare le signal
mesuré avec le retourné temporel du signal d'entrée réajusté par un facteur multiplicatif. D'autre
part, nous avons comparé les signaux résultant de la SSVD avec ceux obtenus par l'expérience
de retournement temporel décrite précédemment pour une source active en supposant que notre
cible pouvait émettre une courte impulsion. Nous avons alors montré que la SSVD fournit
les mémes phases que cette expérience, autrement dit qu'elle conduit dans le cas d'obstacles
passifs a la méme refocalisation que pour des sources actives. En n, de nombreuses expériences
numeériques en milieux homogene et di usif ont permis de con rmer I'e et de focalisation spatio-
temporelle et de le quanti er. Les résultats de ce chapitre font également I'objet d'un acte de
conférence [32].

Le second chapitre revient sur les propriétés de focalisation spatiale (admises au premier
chapitre) des ondes générées par la méthode DORT en régime harmonique. Il tente de donner
un cadre mathématique précis a certaines notions utilisées par les physiciens, notamment les
notions de tache focale, d'obstacles parfaitement découplés ("ideally resolved") et de focalisation
sélective. Nous considérons tout d'abord le cas d'un milieu contenant un seul obstacle. Il est
alors montré que l'amplitude des ondes générées par la méthode DORT se concentre dans un
voisinage de l'obstacle appelé tache focale. Dans un second temps, pour un milieu contenant
plusieurs obstacles, nous étudions les propriétés de focalisation sélective des ondes générées par
la méthode DORT dans le cas idéal d'obstacles parfaitement découplés [95, 97]. Puis, nous
montrons par une étude asymptotique des termes d'interactions que I'on s'approche de cette
situation idéale a faible longueur d'onde, autrement dit lorsque les obstacles sont su samment
distants.

Le troisiéme chapitre illustre par une étude numérique les propriétés de focalisation exhibées
dans les deux chapitres précédents. En régime harmonique, il met en évidence a travers divers
exemples la focalisation spatiale sélective des ondes générées par la méthode DORT. Il en montre
également les limites en présentant notamment les cas pathologiques d'obstacles fortement cou-
plés ou non discernables par le réseau de transducteurs. Dans le cas du régime transitoire, nous
complétons les résultats numérigues montrés dans le premier chapitre.
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En n, le quatriéme chapitre constitue une justi cation dans le cas d'un milieu bidimensionnel
de di érents modéles asymptotiques de di raction multiple par de petits obstacles. Il s'intéresse
entre autres au modeéle de Foldy-Lax que nous avons utilisé tout au long de cette premiére
partie pour modéliser la ré exion d'une onde sur une famille d'obstacles ponctuels. Il reprend
intégralement le contenu d'un article [31] publié dans la revue Wave-Motion.

Théorie spectrale et principe d'amplitude limite pour un
dioptre composé d'un diélectrique et d'un métamatériau

Contexte

Ces dernieres années, les matériaux dits "négatifs" ont pris une place importante dans le
domaine de I'électromagnétisme. Commencgons par préciser ce que nous entendons par matériau
négatif. En électromagnétisme, en régime harmonique c'est-a dire a fréquehce&ée, un maté-
riau linéaire, homogene et dispersif est caractérisé par deux grandeurs physiques : sa permittivité
électriqgue”(! ) et sa perméabilité magnétique (! ). Nous dirons que le matériau est négatif a
la fréequence! si au moins un de ces deux parameétres physiques est négatif. Dans la nature, les
métaux constituent, sans doute, I'exemple le plus connu de matériaux négatifs. En e et, leur
permittivité " (! ) devient négative a basses fréquences. Ce phénoméne peut se comprendre en
utilisant le modéle de Drude qui constitue une bonne approximation de la dépendance"de)
en! dans un métal (cf. [89]) ou il est raisonnable de négliger la dissipation (tout du moins a

fréquences su samment élevées). |l stipule que

!
2
e

)= 1 E

ou les constantes positivesy et . désignent respectivement la permittivité du vide et la fré-
guence plasma. . est ici située dans l'ultraviolet (cf. [89]), si bien qué(! ) est négatif pour les
fréquences du visible et plus généralement pour toute fréquence inférieure a Grace a cette
derniere propriété, des ondes peuvent se propager le long de l'interface entre un métal et un
diélectrique, ce sont les plasmons de surface. Ces derniers constituent désormais un véritable
enjeu technologique dans le domaine des télécommunications. Expliquons brievement pourquoi.

Les plasmons sont un moyen de transmettre de l'information le long d'une interface entre un
diélectrique et un métal via la propagation d'une onde lumineuse. Cette transmission a la par-
ticularité de pouvoir étre réalisée a de tres petites échelles (cf. [12, 119, 58]). lls pourraient donc
étre utilisés pour réduire la taille des composants €électroniques, ce qui constitue un véritable dé
dans le domaine du numérique. Cependant, les plasmons furent longtemps inexploitables tech-
nologiquement car les appareils de mesure ne pouvaient alors détecter que leur champ lointain.
Or, ce dernier est inexploitable car les ondes plasmoniques ont la particularité d'étre exponen-
tiellement décroissantes de part et d'autre de l'interface. Récemment, les progres e ectués dans
les procédés d'observation nous permettent d'avoir acces a leur champ proche [51]; ceci explique
le nouvel engouement concernant les technologies plasmoniques. Notons en n que les plasmons
sont tres sensibles a la moindre irrégularité de l'interface entre le diélectrique et le métal. On
tente alors de les utiliser pour concevoir des photodétecteurs a I'échelle nanometrique. Pour plus
de détails concernant la physique des plasmons, nous renvoyons le lecteur a [33].

Si les métaux constituent un premier exemple de matériaux négatifs, ils ont a l'instar de
tous les matériaux naturels une permeéabilité magnétiqug(! ) positive a toutes fréquences. La
possibilité de concevoir des matériaux de perméabilité négative a vu le jour avec I'avénement
des médiatiques métamatériaux. Les métamatériaux sont des structures périodiques (cf. gure
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2), diélectriques ou métalliques, qui se comportent comme un matériau homogéne n'existant
pas a I'état naturel. lls sont fabriqués en agencant de facon périodique un motif petit devant la
longueur d'onde a laquelle ils sont excités.

Figure 2 Exemple de métamatériaux. L'un fut usiné au laboratoire Fresnel a Marseille &
partir d'une plaque d'aluminium (a gauche), l'autre a été construit au laboratoire Ames de
l'université de Duke (a droite).

onde incidente onde incidente

ng>0 n, >0 ng>0 n, <0

onde réfractée

2
2

onde réfractée

onde ré échie onde ré échie

Figure 3 Réfraction entre deux diélectriques (a gauche) et entre un diélectrique et un métama-
tériau a indice de réfraction négative (a droite). Ces réfractions suivent la loi de Snell-Descartes :
nysin( 1) = ny sin( ).

Dans notre cas, nous nous intéressons plus particulierement aux métamatériaux a indice
de réfraction négative (NIM acronyme anglais pour "Negative Index Metamaterials") qui se
comportent comme un matériau homogene dont la permittivité électriqug! ) et la perméabilité
magnétique (! ) sont toutes deux négatives. lls portent ce nom car le changement de signe de
“(') et de (!) induit un phénomeéne tout a fait remarquable : l'indice optique du matériau
devient négatif. En e et, le physicien Veselago démontre en 1968 (cf. [110]) a partir des équations
de Maxwell que lorsqué (! ) et (! ) sont tous deux négatifs, l'indice optiquen n'est plus dé ni
comme la ra(ane positive du produit'(! ) (!), il faut dans cas prendre sa racine négative en
posantn = “(') (!). Toute onde incidente se propageant dans un diélectrique subit alors
a l'interface avec un NIM une réfraction "dite négative" ou le signe de I'angle formé par le rayon
réfracté et la normale a l'interface est lI'opposée de celui qu'on obtiendrait dans un processus
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de réfraction classique (cf. gure 3). En exploitant cette propriété, J. F. Pendry imagine en
2000(cf. [90]) concevoir des lentilles dites "parfaites" au sens ou elles ne sont plus soumises aux
limites de la di raction. Ces derniéres doivent étre réalisées a l'aide d'une plaque de NIM dont
l'indice optique est exactement I'opposé de celui du diélectriqgue dans lequel elles sont insérées.
Une derniere application des métamatériaux concerne linvisibilité [114, 59, 61] dans la me-
sure ou ces derniers o rent la possibilité de construire un matériau homogene de permittivité
"(1) et de perméabilité (!) données. En jouant sur ces deux parametres, on est donc théo-
riquement capable de choisir I'indice optique du milieu, autrement dit de contrller le trajet
de la lumiere. Les physiciens ont ainsi imaginé faconner des capes d'invisibilité pouvant dévier
les rayons lumineux a n de rendre un obijet invisible (cf. gure 4). Pour l'instant, il n'y a pas
encore de quoi faire frémir les fans d'Harry Potter puisque de telles expériences n'ont encore
pu étre menées. En e et, pour construire de tels matériaux, il faudrait étre capable de réaliser
des structures périodiques dont le motif est petit devant les longueurs d'ondes du visibd®@a
800 nanometres), ce qui est pour l'instant technologiguement hors de portée. Néanmoins, il est
aujourd’hui possible par un tel procédé de rendre un obijet invisible pour les micro-ondes dont
la longueur d'onde varie entrel millimétre et 1 metre [102].

Figure 4 Exemple dinvisibilité : une couche de métamatériau rend ici un objet circulaire
invisible pour une onde plane.

Nous nous arrétons la pour la présentation des di érents matériaux négatifs et pour la
description des technologies dans lesquelles ils sont impliqués. Expliquons maintenant le contexte
scienti que qui a conduit a la problématique de cette seconde partie ou nous nous intéressons a
un probléme de transmission entre un diélectrique et un matériau négatif.

Ce travail s'inscrit dans le cadre d'un projet ANR (Agence nationale de la recherche) :
METAMATH dirigé par Sonia Fliss, enseignante chercheuse au laboratoire POEMS. Il a
pour origine le constat suivant. En régime fréquentiel, du fait des changements de signe de
"(') et/lou (') a la traversée de linterface entre un diélectrique et un matériau négatif, les
technigues mathématiques et numériques habituelles ne s'appliquent plus [36, 42]. Dans le cas
d'une interface réguliére (sans coin), les auteurs de [17, 18] ont démontré que les équations
de propagation en régime périodique sont bien posées sauf si les rapports des valeurs prises par
"(') et (') de part et d'autre de l'interface sont égaux a 1 (pour plus de détails a ce sujet,
nous renvoyons le lecteur a [35]). Et cette derniére situation est particulierement importante
puisque c'est, comme nous l'avons vu précédemment, le cas d'application de la lentille parfaite.

Le régime périodique établi est généralement dé ni comme le comportement asymptotique
en temps d'un systéme soumis a une excitation périodique, aprés disparition du transitoire lié
a la mise en route de I'excitation. Cette propriété est connue sous le nom de principe d'amplitude
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limite (cf. [47]). Lorsque le régime périodique conduit & un probleme mal posé, ce principe ne
peut évidemment pas s'appliquer. Il se pose alors naturellement la question suivante : que se
passe-t-il lorsqu'on excite le systéme a une telle fréquence ?

La réponse proposée dans cette partie repose sur l'utilisation d'un modéle dispersif simple,
le modeéle de Drude, pour lequél(! ) et (! ) deviennent négatifs a basse fréquence. Le cas d'un
dioptre plan séparant deux demi-espaces occupés respectivement par un milieu diélectrique
classique et un matériau de Drude a été étudié. Dans un tel modéle, sous certaines conditions
physiques, les rapports des valeurs prises pgtt ) et (! ) de part et d'autre de l'interface sont
€égaux a 1 pour une unique et méme fréquence appelée communément fréquence plasmon.
Cette partie de la these permet entre autre de répondre a la question posée : lorsqu'on excite le
systéme a la fréequence plasmon ou le probleme fréquentiel est mal pose, le principe d'amplitude
limite n'est pas véri €. L'onde générée diverge linéairement en temps du fait de I'excitation de
plasmons de surface qui entrent en résonance.

Contenu de la seconde partie

La partie du mémoire consacrée a cette étude comporte quatre chapitres; un article est en
outre en préparation sur ce travail.

Le premier chapitre donne un cadre physique et mathématique général dans lequel s'inscrit
le probleme étudié dans cette seconde partie. Dans ce but, les équations de Maxwell en régime
transitoire sont tout d'abord introduites dans le cas d'un matériau de Lorentz pour se restreindre
ensuite a un dioptre entre un diélectrique et un matériau de Lorentz particulier : le matériau de
Drude. Une décomposition en modes transverse électrique (TE) et transverse magnétique (TM)
est alors e ectuée. Apres avoir choisi de fagcon arbitraire de travailler en mode TM, le probleme
d'évolution obtenu est nalement reformulé sous forme d'une équation de Schrédinger abstraite.

Le second chapitre introduit la notion de modes. Il a pour but d'établir une famille modale
associée a notre probleme de propagation. Les propriétés des di érents modes calculés sont
exhibées, on constate notamment la présence d'ondes plasmoniques localisées spatialement a
l'interface entre le diélectrique et le matériau de Drude.

Le troisieme chapitre constitue le coeur de cette seconde partie. Une analyse spectrale com-
plete de l'opérateur auto-adjoint non compact qui décrit la dynamique du probleme de pro-
pagation est e ectuée, ce qui permet de représenter n'importe quelle onde sous forme d'une
superposition d'ondes harmoniques en temps. Cette étude s'inscrit en droite ligne a la suite des
travaux de Ricardo Weder et Calvin Hayden Wilcox [113, 117] pour la propagation dans des
milieux strati és. Elle est menée dans le cadre original du modéle de Drude.

Enn, le dernier chapitre est consacré a l'asymptotique en temps long des solutions de
I'équation de Schrédinger dans le cas d'un second membre périodique en temps. Il a pour
but de démontrer les résultats mis en évidence par Boris Gralak, Daniel Maystre et Adriaan
Tip dans [57, 56]. Nous montrons ici tout d'abord I'existence d'un phénoméne de résonance
a la fréequence plasmonique ou la solution croit linéairement en temps. Puis, en démontrant
un principe d'absorption limite, nous étudions ensuite pour quelles fréquences d'excitation le
principe d'amplitude limite est véri €, autrement dit pour quelles fréquences d'excitation la
solution du systeme transitoire converge vers un régime périodique établi. Une étude numérique
vient illustrer ces résultats.
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Ce chapitre est I'objet d'un article soumis (cf.[30]), dont nous reprenons ici intégralement le
texte.

Abstract : Consider a propagative medium, possibly inhomogeneous, containing some scatte-
rers whose positions are unknown. Using an array of transmit receive transducers, how can one
generate a wave that would focus in space and time near one of the scatterers, that is, a wave
whose energy would con ne near the scatterer during a short time ? The answer proposed in the
present paper is based on the so-called DORT method (French acronym for : decomposition of
the time reversal operator) which has led to numerous applications owing to the related space
focusing properties in the frequency domain, i.e., for time-harmonic waves. This method essen-
tially consists in a singular value decomposition (SVD) of the scattering operator, that is, the
operator which maps the input signals sent to the transducers to the measure of the scattered
wave. By introducing a particular SVD related to the symmetry of the scattering operator, we
show how to synchronize the time-harmonic signals derived from the DORT method to achieve
space time focusing. We consider the case of the scalar wave equation and we make use of
an asymptotic model for small sound-soft scatterers, usually called the Foldy Lax model. In
this context, several mathematical and numerical arguments that support our idea are explored.

Keywords : Space time focusing, Time reversal, DORT method, Singular value decomposition,
Foldy Lax model.
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1.1 Introduction

1.1.1 General context and objective

Time reversal (TR) techniques have been extensively studied during the last decades, in
particular owing to the related focusing properties. The simplest illustration of these properties
consists in the following classical TR experiment (see, e.g., [50]). In a rst step, an acoustic
source emits a sound which propagates in the surrounding medium. The acoustic eld is then
measured and recorded by an array of transmit receive transducers. In a second step, all the
recordings are time-reversed and then used as input signals for the transducers of the array,
generally called a time reversal mirror (TRM) because of this time reversal step. The acoustic
wave emitted by the TRM propagates back in the same medium towards the original source.
If this source lls a small region and if the initial sound is a short pulse, one can observe that
a great part of the acoustic energy of the back-propagating wave will be concentrated near the
original source at a given time. In this sensespace time focusingis achieved. The focus quality
will be high if the TRM surrounds completely the source (full aperture case) and if the number
of transducers is large enough. On the other hand, the focusing will generally deteriorate if the
number of transducers becomes smaller or if the aperture of the TRM is reduced, that is, if the
angular area occupied by the TRM decreases (partial aperture case).

In such a TR experiment, the source is active in the sense that it emits the original sound
which is then recorded by the TRM. In the present paper, we are no longer concerned by active
sources, but rather by unknown scatterers which behave passively only by their ability to re ect
an incident wave. Hence the way to retrieve some information on the scatterers is to test the
medium by means of the array of transducers which can emit various incident waves and record
the response of the medium. We assume here that we are able to measuresttatered wave,
that is, the perturbation of the incident wave due to the presence of the scatterers. This means
implicitly that we are able to compare the propagation of an acoustic wave in two di erent
media : on the one hand, aeferencemedium which is the surrounding medium in the absence
of the scatterers, on the other hand gerturbed medium which is the same medium perturbed
by the presence of the scatterers. In other words, each test of the medium consists actually in
two experiments : for given input signals sent to the transducers, the same incident wave is
emitted by the array in both reference and perturbed media, both responses are then measured
by the array, and nally the former is subtracted from the latter. The operator which maps the
input signals to the di erence of both measures will be called here thszattering operator (it is
often referred to as the multi-static response matrix). The question we are interested in is the
following : from the only knowledge of this scattering operator, can one generate a wave which
would focus in both space and time at one of the scatterers ? There is no doubt that a positive
answer to this question could lead to numerous applications in nondestructive testing, medicine,
communication, imaging, etc.

The method we propose is based on the so-called DORT method (French acronym for :
decomposition of the time reversal operator) rst developed by Prada and Fink [93, 95, 97]
in the context of ultrasonics. Numerous experimental, numerical and theoretical applications
of this method have been explored for acoustic, elastic or electromagnetic waves. The DORT
method can be seen as an improvement of iterative time reversal in the frequency domain. It
is based actually on a singular value decomposition (SVD) of the above mentioned scattering
operator for time-harmonic waves. It is now well understood that for distant enough and small
scatterers, the number of non-negligible singular values of the scattering operator coincide with
the number of scatterers. Moreover, when these singular values are simple, each corresponding
singular vector generates a wave which focuses selectively on each scatterer. These properties
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were rst observed for point-like targets [95, 97] and then con rmed by di erent theoretical
studies (see, e.g., [65] for acoustic waves and [6] for electromagnetic waves). Numerical results
[3] show that these selective focusing properties hold even when the asymptotic conditions are
not satis ed, that is, for rather close scatterers which are not so small in comparison with the
wavelength.

In short, the DORT method provides us spatial selective focusing in the frequency domain.
This is the starting point of the present paper which addresses the following issue : can we take
advantage of these spatial focusing properties in the frequency domain in order to produce a
time-dependent wave which would also focus in time ? This challenging question was rst raised
in [87]. It mainly consists in a phase synchronization issue, since the singular vectors of the
scattering operator are de ned up to a phase shift. The same issue was also mentioned in [21]
which presents an extension to the time domain of the so-called MUSIC algorithm (multiple
signal classi cation) for imaging in random media. To our knowledge, the rst proposal of
solution was given in [91] using an approximation by a homogeneous free-space back propagation.
The method we propose does not involve any approximation. It is based on the symmetry of the
scattering operator which allows us to choose a particular SVD, called the symmetric singular
value decomposition (SSVD). The idea of using this particular SVD is not really new : we
discovered recently that it is brie y mentioned in an unpublished report [94], but with no
justi cation. Our aim is to explore several arguments which show that the use of the SSVD of
the scattering operator yields space time focusing.

The paper is organized as follows. We begin by describing in Y1.1.2 the mathematical for-
mulation of the problem and we introduce the main notations which are used throughout the
paper. Section 1.2 is devoted to space focusing in the frequency domain. As the focusing pro-
perties of the DORT method hold for small scatterers, we make use of an asymptotic model,
usually called the Foldy Lax model, which considers point-like scatterers. In this context, we
brie y recall the main features of the DORT method and we illustrate them by numerical re-
sults. Section 1.3 constitutes the core of the paper. We rst show in Y1.3.1 how to reduce the
problem to a phase synchronization issue and introduce the SSVD of the scattering operator.
We then prove in Y1.3.2 that the choice of this SSVD is associated with the optimum of a TR
criterion. In Y1.3.3, we explore the link between the SSVD and the TR experiment mentioned
above. Finally the numerical results of Y1.3.4 illustrate the space time focusing e ect. The focus
guality is evaluated by means of an energy criterion which involves some technical calculations
that are collected in the Appendix.

1.1.2 Mathematical formulation of the problem

In the present paper, we consider eeferencemedium, possibly inhomogeneous in a bounded
region, lling the whole spaceR? (with d > 1). This medium is characterized by a sound velocity
function ¢ = ¢(x) for x 2 RY%: We denote byG = G(x;y;t) the time-dependent Green's function
of the acoustic wave equation, which is solution to

1 @G(xy;t)
c2(x) @1
where stands for the Dirac measure at the origin, either in space or time. Moreov& is

assumed to becausal in the sense thatG(x;y;t) = 0 for all (x;y) 2 R®@ and t < 0 (which
ensures the uniqueness @): Recall that for a homogeneous medium, i.ec, 1; this function

Gy )= (x y) (1),
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is given by
8 : .
3 Hq(tzjxyj)z if d=2;
cue ) — 2 t?2 ) x vy
Ghom (Xl y’ t) - . . (11)
3 Mix W) g,
4 Jx ]
whereH is the Heaviside function.
We consider an array ofN point-like transducers located atx,, for n = 1;:::; N which can
emit incident waves of the form
x X2 o
Vie (G 1) 1= (G 2 G06xn N = (1) Glxxnit L dt (1.2)
n=1 n=1
whereqi, (t) := (qu(t);:::; v (t))” represents the vector composed of the input signals which are

applied to the transducers (the symbo} indicates transposition) and? denotes the convolution
with respect to time.

We suppose that our reference medium is perturbed by the presence of a familyPasound-
soft scatterersS, RYfor p=1;:::;P:In this case, when the same signatg, (t) are sent to the
transducers, we observe instead of the incident wave (1.2) a perturbed wayg + vsc wherevg,
represents thescatteredwave, that is, the part of the wave due to the presence of the scatterers,
which is the causal solution to

1 @vs
A(x) @t

— P .
Vsc = Vine ON [p=1 @p-

Vee=0 inRYNJ b1 Sp;

This wave is nally measured by the transducers, which yields a vector composedvffunctions

S: Qin 7! Qout

is called here thescattering operator Note that this de nition di ers slightly from the scattering
operator involved in mathematical physics.

In this paper, we use a spectral representation & which amounts to representing all time-
dependent signals as superpositions of time-harmonic signals. Thus we introduce the Fourier
transform F with respect to time de ned by

Z,., .
FU)=Fi():=  f()e'" dt

whose inverse is given by
1 Z2+1 .
ft)=F f(t)= > (1 )e " dt:
1

Note that in the case wherd is real-valued, its Fourier transform satis es the symmetry property
- 1 _ %+ )
f( !')=f() sothat f(t)= — Re 0 )e " d: (2.3)
0

Dene &¢n(') == Fagin(!) = (n( );::;00(1))7: For all !; @in(') represents the time-
harmonic input signals which emit a time-harmonic incident wave
X
e (1) = (FVinc(6 (1) = Gi(1) GXiXni!); (1.4)
=1

n
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where G = G(x;y;! ) denotes the Fourier transform ofG; that is, the time-harmonic Green's
function of the reference medium. Its expression is well-known for a homogeneous medium
(c 1):

8 .
2 HECX v ifd=2;
Grom(%:yi!)= _ “gtix vi (1.5)
S if d=3;
T Ax Y

whereHél) is the Hankel function of the rst kind and order 0. The interaction of¥;,c(X;! ) with
the scatterers produces a scattered wavg.(x;! ) = ( Fvs(X; ))(!) which is nally measured
by the transducers. This yields the time-harmonic scattering operator

8 @n(1) 7! Gouwr(!) = WeelXai ! )i 0s(Xn: )7 (1.6)

We can sum up the link between the time-dependent and time-harmonic scattering operators
by the equality

S=F 'BF; (1.7)
where denotes the operator de ned from the familyf &, ; | 2 Rg by the simple relation

Ba() =5 @ ):

The question we address in the present paper is the following : from the only knowledge of the

operator S; how can one generate a wave that focuses selectively in space and time on one of
the scatterers? The answer we propose is the subject of section 1.3. It is based on the DORT
method presented in the next section.

1.2 Space focusing in the frequency domain

1.2.1 The scattering operator for small scatterers

As mentioned in the introduction, the spatial focusing properties related to the DORT
method hold for small enough scatterers. That is why we use in the sequel an asymptotic model
in the frequency domain, which enables us to replace the famif§ RS p=1;:::;Pg

the Foldy Lax model [52], has the advantage to take into account an approximation of the
interactions between the scatterers. It is widely used by physicists. For instance, [80] presents
an application of the MUSIC method for estimating the locations and re ectivities of point-like
inhomogeneities. A mathematical justi cation of the Foldy Lax model was recently proposed
in [31] for the two-dimensional problem.

This model is based on the fact that in the case of one single sound-soft scattger= 1)
whose size is small compared to the wavelength, the time-harmonic scattered &g behaves
like the eld emitted by a point source (see [81]). More precisely, one has

0c(!) () ne(y; ) G(Xy;! )

wherey 2 RY is the location of the scatterer and (! ) 2 C is its re ectivity coe cient. For
instance, in a homogeneous mediurfc  1); if the scatterer is circular (d = 2) or spherical
(d = 3) with radius "; we have

4i=HE (") ifd=2;

0= 4 if d=3: (1.8)
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For several obstacleéP > 1); the scattered eld appears as a superposition of similar behaviours,

X
0se(X; ! ) o(1) (1) G(X;yp; 1) (1.9)

p=1

where¢,(! ) represents theexciting eld on the p-th scatterer. Choosing®,(! ) = ¥inc(Yp;! ) as
for a single scatterer amounts to neglecting the interactions between the scatterers. The Foldy
Lax model consists in correcting the latter choice by adding the waves scattered by all the other
obstacles, i.e.,

<>|o(!)=’\/inc(y|o;!)+X o) 0(1) G(Ypi Y ! ) forp=1;:::;P:
aép

If we denote by¥, and ‘W‘C the vectors ofCP with components¥,(! ) and ¢inc(yp; ! ) respectively,
this coupling between the exciting elds can be written equivalently as

| H! ! V:‘Wnc; (1.10)

where , isthe P P diagonal matrix composed of the re ectivity coe cients, i.e.,( 1 )pp :=
o(!); and B, isthe P P matrix de ned by

(A, Jpg = G(Yp;Yq;! ) ifp6é g and (A, Jop :=0:

The use of the Foldy Lax model yields a simple expression for the time-harmonic scattering
operator (1.6). Indeed, applying (1.9) tox = x, forn =1 to N yields

Gout(!) = & O (1.11)
Where@:! denotes theP N matrix de ned by
(8 )pn 1= G(Xni Ypi!);

and we recall that the superscript> indicates transposition. Moreover, noticing from (1.4) that
the right-hand side of (1.10) writes adl/™ = &, &,(! ); we have¥, = (I B, ) 18, &.(!):
Substituting this expression in (1.11) yields nally

5 =&, A)E: (1.12)

This product of three matrices can be interpreted as the succession of three steps in the scattering
process. First®, represents the propagation of the incident wave from the transducers to
the scatterers. Then( ,?! B,) ! describes the re ection on the scatterers (note that this
matrix reduces to , if M, is neglected, which amounts to neglecting the interaction between
the scatterers). And nally @f corresponds to back-propagation from the scatterers to the
transducers.

Remark 1.2.1 Itis readily seen that the scattering operator is symmetric (but not hermitian)

in the sense that®, = & (but 8 6 8 where® is the adjoint matrix, i.e., the conjugate trans-
pose matrix) since both matrices , and B, are symmetric. This can be seen as a consequence
of the reciprocity principle.
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1.2.2 The DORT method

The DORT method [93, 95, 97] consists in a singular value decomposition (SVD) of the
scattering operator :

5=V B W, (1.13)

whereB, isaN N diagonal matrix with nonnegative real numbers on the diagonal, whereas
¥, and W, are unitary N N matrices. The diagonal entries oP, are known as the singular
values of 8 and the columns of¥, and W, are called the left and right singular vectors,
respectively.

A real number 0is a singular value of8, if and only if there exist unit vectors® and W
in CN such that

5w= ¢ and Bo¢= w: (1.14)
Vectors ¢ and W are respectively left and right singular vectors o8, :

Remark 1.2.2 The SVD of 8 is not unique (actually B, is unique but not¥, and W, ): This

is obvious if at least one eigenvalue is degenerate, that is, if the dimension of the associated
space of right (respectively, left) singular vectors is greater than one. On the other hand, for a
simple (or non-degenerate) singular value, the right and left singular vectors are unique up to a
multiplication by a unit complex number. Indeed it is readily seen that if a pair(¢; W) satis es
(1.14), then so doege' ¢;€ W) forall 2 R:

Remark 1.2.3 The singular values o3 are the square roots of the eigenvalues of the positive
hermitian matrix S 8 and the right singular vectors of® coincide with the eigenvectors
of 8 B8 : The initial presentation of the DORT method (see, e.g., [95, 97]) consisted in the
diagonalization of the latter matrix, called the time reversal operatorbecause it was derived
from an iterative TR process. The basic loop of this process consists of the following steps :
for given input signals@; the array of transducers rst emit an incident wave ; the associated
scattered wave in then measured, which yieldd @; and nally this measure is time-reversed,
which amounts to a conjugation in the frequency domain (see (1.22)). The time-reversed measure
can then be used to re-emit a new incident wave. The time reversal operat®r describes two
successive iterations of this loop, that is,

$.4=58¢=88¢ so ¥, =858 =85,
where the last equality follows from the symmetry o, :

The main interest of the DORT method lies in the selective focusing properties related to the
singular vectors of, : In our context of point-like scatterers, it is well understood [65, 95, 97]
that if the reference medium is homogeneous and if the scatterers are distant enough from each
other (they are often referred to asdeally resolvedin this case), then

1. the number of scattererd® is equal to the number of nonzero singular values 8f (provi-
ded that P N and that the rank of &, is equal toP; which excludes some exceptional
situations such as scatterers located symmetrically with respect to the array);

2. when these singular values are simple, each right singular vector (columri®éf) associa-
ted with each nonzero singular value generates a wave which focuses selectively on each
scatterer.
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Figure 1.1 Modulus of the incident eld generated by the right singular vectors o8, as-
sociated with the dominant (left) and second (right) singular values. Case of a homogeneous
medium with ! = 40:

Figure 1.2 Same as Figure 1.1 in the case of a scattering medium with= 40:

Figure 1.3 Same as Figure 1.2 fot =90:
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Figures 1.1 to 1.3 illustrate these results by some numerical experiments in the two-
dimensional case. We rst consider the case of a homogeneous medium (ice., 1) lling
the whole planeR?: The part of the plane represented on each gure is the squaj@ 2] [0;2]:
Our array is composed of 128 transduce(®N = 128) regularly distributed along the segment
fOg [O; 2] which corresponds to the left edge of each gure. Two scattere(® = 2); with
respective diameter? 10 3 and 10 3; are located at(1:2; 0:3) and (1:7; 1:9) respectively. They
are represented by white disks (not to scale). The time-harmonic scattering operator has two
non-zeros singular values in this case. For the circular frequenty= 40; that is, a wavelength

=2 =l 0:16, Figure 1.1 shows the modulus of the incident eld generated by the associated
singular vectors. We clearly see the spatial focusing e ect : the eld becomes maximal in an
elliptical area centered at each scatterer, generally called thiecal spot If © denotes the length
of the array (here” = 2) and d is the distance between the array and the considered scatterer,
the transverse radius of this area is given byd=" (Rayleigh resolution formula, see, e.g., [22])
provided that " d:Forinstance d="  0;1 for the biggest scatterer, which is consistent
with the observed focal spot though the assumption  d is not ful lled.

In Figures 1.2 and 1.3, we consider the case where a scattering medium is located between
the array and the scatterers. Here our scattering medium consists of 500 point-like scatterers
with same diameter2 10 4 (represented by black points) randomly displayed in the rectangle
[0:3;0:8] [0;2]: In this situation, the Green's function of the reference medium appears as a
perturbation of the Green's function of the homogeneous medium :

G y;!) = Grom(y;! )+ GeclXiyi!) (1.15)

where the perturbation G¢(x;y;! ) can be computed by the Foldy Lax model described in
section 1.2.1, which requires us to invert th&00 500 matrix involved in equation (1.10).
Figure 1.2 represents again the modulus of the incident eld generated by the singular vectors
associated with the non-zero eigenvalues Bf for the same circular frequency = 40 as in
Figure 1.1. We see that the presence of the scattering medium has damaged considerably the
spatial focusing e ect. Focal spots are still observed, but their intensity is reduced signi cantly,
for the acoustic eld seems to be trapped in the scattering medium. Figure 1.3 shows that for
the higher circular frequency! = 90; spatial focusing is recovered.

The physical notions ofballistic and di usive regimes (see, e.g., [48]) can help us to interpret
these numerical observations. We have to compare the thickndssof the scattering medium
with the mean free path which is given here by

4!
T NT OP
where N is the number of scatterers per unit surface and(! ) is the re ectivity coe cient
de ned in (1.8). The so-calledballistic regime corresponds to the case whete L¢,: In such
a situation, when a plane wave crosses the scattering medium, its direction of propagation is
not much a ected and the perturbation of the plane wave essentially consists in the specular
re ections on the scatterers. Higher order successive re ections are negligible. On the other
hand, whenL Lsp; the latter may become signi cant, which leads to resonant phenomena
inside the scattering medium. In such ali usive regime, the structure of a wave crossing the
medium is strongly perturbed. In the case of Figure 1.2 = 40); we havelLy, 0:28 whereas
L = 0:5; which rather corresponds to the di usive regime. In the case of Figure 1(3 = 90);
we havels, 0:47; which corresponds to an intermediate regime. In particular, resonances are
still observed in the scattering medium. By increasing the frequency further, we would enter the
ballistic regime and the focus quality would improve.

(1.16)
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1.3 Space-time focusing

1.3.1 From frequency domain to time domain
A phase synchronization issue.

We arrive now at the main purpose of the paper, which is to take advantage of the selective
focusing properties of the DORT method in the frequency domain in order to construct a time-
dependent wave which focuses in space and time on one given scatterer chosen as a target.
Suppose that for all frequency! in a given frequency band[! ;;! ;] (which depends on the
speci cations of the transducers), we know a triple{ (! );¢(! ); W (! )) of singular elements of
the scattering operator corresponding to our target : (! ) > 0 is a singular value, which is
assumed simple for simplicity, and the associated left and right singular vectof¢! ) and W (! )
are unit vectors ofCN such that

Bw()= (1)) and Be¢)= ()w(): (1.17)

The fact that these singular elements correspond to our target means that the time-harmonic
wave generated by the right singular vectow (! ) focuses spatially on this target. As this spatial
focusing occurs for all 2 [! 1;! 5]; it holds true for any frequency superposition of these waves.
So if we consider a pai( ; ) of real-valued functions de ned on[! ;! ,]; the time-dependent
input signal de ned by
1 %1 - )
qg)="-Re ()€ O )e ™ dl (1.18)
1

generates a time-dependent wave which focuses in space on our target. But can we choose these
functions so that the above superposition of time-harmonic signals yields also time focusing ?
Instead of searching for a pai{; ); we assume here that is known and we restrict ourselves
to the determination of the phase function : [! ;! ;] 7! R (which justi es the fact that is not
involved in the notation g above). In other words, the issue we are faced with is to synchronize
the singular vectors of8 in order to achieve space time focusing (recall thag ) v (!) is a
right singular vector of & whatever (!); see remark 1.2.2).

Continuity assumptions in the frequency domain.

From a practical point of view, the signalsq (t) we are interested in must have a nite
duration of emission. However this is incompatible with the expression (1.18) gf(t): Indeed,
from (1.3), it is clear that the Fourier transform ¢ of g is given by

2 (e D) ifr 210t
¢()=_0 if 1 2R" n[l ;! 5] (1.19)
4 ( ") if! 2R :

In particular ¢ has a compact support in the frequency domain, sp cannot be compactly
supported in the time domain since it is an entire function of. Howeverq (t) may be close to
0 outside a bounded interval provided that} (! ) is regular enough (recall that the Riemann
Lebesgue theorem tells us that if" g (t) 2 LY(R); then ¢ (! ) 2 C"(R)): In such a case, (1.18)
can be considered as an approximation of a compactly supported signal.

It is then natural to assume at least that@ (! ) 2 C°(R): This means on the one hand that

and both belong to Co([! 1;!5]) and ('1) = (!,) = 0; on the other hand that v (! )
depends also continuously oh 2 [! 1;!,]: This assumption is not restrictive. Indeed we can
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assume without loss of generality that our family of singular elements is continuous in the sense
that (!); ¢(!') and W (! ) are continuous functions ofi: One can always nd such a family.
This follows from classical arguments of perturbation theory [70] using the fact thdd is a
continuous (evenC? ) function of ! (which derives from the regularity of the time-harmonic
Green's functionG( ; ;!)):

A particular singular value decomposition.

The phase choice we propose is related to the symmetry of the scattering operator (see remark
1.2.1). Indeed, this property implies that there exists a particular SVD, called the symmetric
singular value decomposition (SSVD) or Takagi's factorization [67], which writes as

B =0 b Y, (1.20)

whereB, is the diagonal matrix composed of the singular values ar® is unitary. This decom-
position is a particular version of (1.13) with®, = ¥, = B, : i.e,, the right and left singular
vectors are conjugate of each other. From a practical point of view, the way to obtain the SSVD
from a given SVD is straightforward, especially for simple singular values. Indeed, 8s is
symmetric, conjugating (1.17) yields

Bw()= ()¢() and B¢()= (H)w():

This shows that if (¢(! ); W (! )) is a pair of left and right singular vectors, then so i§& (! ); (! )):
For a simple singular value (! ), we deduce from remark 1.2.2 that there existy! ) 2 R such
that

R )e ) =e O );w()):
As a consequence,
Bw()=e '© ()w():

This relation tells us how to change the phase of our right singular vector in order to obtain a
singular vector of the SSVD (1.20). Indeed by setting

wWe(l):=e O w(1);

we see that

5 Ws(t) = (1) vs(t); (1.21)

which means thatwW(! ) is a singular vector of the SSVD. Note that contrary to the singular
vectors of a SVD (see remark 1.2.2)4(' ) is de ned uniquely up to a multiplication by 1:

In the sequel our aim is to show that if we choose this particular singular vectafy(! )
instead of an arbitrary onew (! ) in the de nition (1.18) of q (t); then the optimal choice for
Is either Oor = 2. We begin in the next section by proving that both phase functions
lead to the minimum of a function which describes a time reversal process. But do they yield an
optimal focusing? A ideal way to give a mathematical answer to this question would be to prove
that these constant phase functions lead to the minimum of a function which would quantify the
focus quality. Unfortunately, we were not able to nd such a function. The only mathematical
answer we can give is based on the connection between these constant phase functions and the
time reversal experiment mentioned in the introduction. It is the subject of Y1.3.3. We nally
present in Y1.3.4 some numerical results which con rm the space time focusing e ect.
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1.3.2 Optimality of a time reversal gap functional

Hereafter we denote byJ the time reversal transformation with origint = 0 : for every
real-valued functionf = f (t); function Jf is simply given by Jf (t) := f ( t): Using the Fourier
transform, it is readily seen thatF Jf (! ) = Ff (! ); or equivalently

J=F YBF where 8= (1.22)

This is nothing but the well-known fact that time reversal becomes complex conjugation in the
frequency domain.

Our idea of using the SSVD originates from a heuristic argument which can be explained
as follows. Suppose that the array emits several short pulse waves, respectively at tirgeor
j =1;:::;J; that propagate along di erent paths leading to the aimed scatterer. LeT; denote
the travel time related to the j -th path. After the interaction of these incident waves with the
scatterer, suppose that the associated scattered wave propagate back to the array along the
same respective paths. Thus they will reach the array respectively at time% =t + 2T, for
j =1;:::;J: Obviously, the incident pulse waves will arrive at the same time on the scatterer
only if tj + T, = t for all j: In this case, the times of emission and reception become symmetric
with respect tot in the sense thattJQ t =t t; forall j: More precisely, up to a scaling
factor related to the re ectivity of the scatterer, the input and the output are time-reversed
with respect to the focus timet :

This very simple model prompted us to search for phase functions such that this time reversal
property could benearly satis ed. This is the subject of Theorem 1.3.1 below which leads us to
the SSVD in the case where the aimed focus time tis = 0: Actually the connection between
this time reversal property and the SSVD can be seen directly in the characterization (1.21) of
the singular vectors of the SSVD, which can be writte wWs(')= () QWS(! ): This relation
means that when the input signal sent to the transducers i#(! ); then the measure of the
scattered eld is, up to a positive real factor (! ); the time reversed input signal. As relation
(1.21) holds for all frequencies 2 [! 4;! ,]; all time-harmonic signals are time-reversed with
respect to the same origint = 0: To a certain extent, this means that working with singular
vectors of the SSVD amounts to synchronizing the time-harmonic emitted waves at tinhe= O:

In the above comments, one can replaces(! ) by i (! ): The only change is that the positive
real factors become negative. These are the two possible choices which yield a synchronization
att=0:

n 0
Theorem 1.3.1 Suppose that ( (! );Ws(!)) 2 R* CN; 1 2] 4;!,] is a continuous family
of singular elements of the SSVD 08, : Let 2 CO([! 1;! »]) chosen such that (! 1) = (! ,) =
O:Forall (; Y)2R CO°[!4!,]); dene
z
G(; ):=k(S IqKi.ow = Ks ) (t)kZy dt

wherek kcn denotes the Euclidean norm irCN and
1 z 2 . )
qa®)=-Re ()€ O (e ™ dl:
Then the minimum of G(; ) isreached at( .; +)and( ; ) where
z,, z,, 1
= (1) (1)2dl (1)2a ; + 0 and

I I

N |
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Proof. Thanks to (1.7) and (1.22), Parseval's identity yields

G )=, kS BAK c=oa B osc (1.23)

where¢ = Fq and
a = kg kg .ov; b :=Re(8¢ ;93¢ )r,.cv and ¢ = kKBG K3 .on:

Note that the expression ofa follows from the fact that 9 is an isometry. From (1.19) and
(1.21), we deduce

a =2  (1)%d
b=2 (1) (1)’cos(2(1))d! and

c =2 (1) (1)2d:
I
For a xed ; the minimum of the second-order polynomial in the right-hand side of (1.23) is
reached at := b =a : Moreover
|
1 (v
Gl ;)= =— —
( 1 )=5 ¢ o

As a and ¢ do not actually depend on; the minimum of this function is reached for the
maximum of ?; that is, whencos(2 (! )) = 1: Hence (! )= k =2 for some integerk: And of
course it is su cient to consider both casesk = 0 and k = 1 since the other cases correspond
to the same signalgy (t) or their opposites. ]

Function G(; ) is atime reversal gap functionalsince it quanti es the gap between the

measure of the scattered eld and the time-reversed input signal rescaled by a real factor. If
(! ) was constant in the whole frequency banfd ;! ,]; say (! )= ; wewould have = c

andG( ; )=0:Henceq (t) would be an eigenvector of the operatad S associated with
the eigenvalue .: In this case, the TR property satis ed in the frequency domain holds true
in the time domain : the measure of the time-dependent scattered eld is, up to a real factor

¢, the time-reversed input signal. Theorem 1.3.1 tells us that in the general case, the phase
functions . 0Oand =2 bring us as close as possible to this situationg (t) is close
to some kind of eigenvector ofl S: But of course, this is not really an eigenvector since the
time reversal gap" := G( ; ) does not vanish in general. It can be interpreted by means of
the notion of pseudospectrd107] :  belongs to the"-pseudospectrum olSand q (t) is a
corresponding”-pseudoeigenvector.

1.3.3 Space time focusing : from active sources to passive scatterers

In the previous section, the link between Theorem 1.3.1 and space time focusing is only based
on a heuristic argument. The purpose of this section is to reinforce this link by a mathematical
argument : we show that under certain conditions, the optimal signals of Theorem 1.3.1 yield
the same space time refocusing as the time reversal experiment for active sources which is
mentioned in the introduction.
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Mathematical interpretation of the time reversal experiment.

Suppose that at some poiny 2 RY; an active point-like source emits a short pulse de ned
by
Z, 2 . .
Ve (X;t) = a0 Gxyit)e My (1.24)

1

where” 2 N and . is a cuto function chosen as in Theorem 1.3.1. This wave can be seen as a
spectral truncation of a time-derivative of the time-dependent Green's function smmé (x;t) =
(@=@)G(x;y;t)if (1 1;!2)=(0;+1) and .y 1 (see (1.3)). Except in this latter situation,

vgc)t is not causal but it can be considered as an approximation of a causal function for a large
enough frequency band! ;;! ,): The measure ofvact by the array is then given by

2!2

qO() = TRe (1) i) 6()e ™ d where
0(1) = (Glxay;! )it Glxnsy; )™ (1.25)
The idea of the TR experiment consists in using the time-reversed measure
Z, 2 —_— .
1600 =a0( = TRe  w()() 8()e " d (1.26)
b1
as input signals to emit a new wave
Zy, D e — b
Vi (xt) = act(!) (i) Gxn;y;!) G xn;!) e ' dl:
! n=1

The fact that this wave propagates back to the original source can be understood easily in
the case of a full aperture spherical array located far enough from the inhomogeneities of the
medium. Assume that the family of pointsx,, is distributed regularly on the surfaceSg := fz 2

RY: kzk = Rg. Hence, in the above formula, the sum can be interpreted as an approximation

of an integral on Sg; that is,

z
é(xn, I)(“;-(x Xn; ') C . G(z;y;!)é(x;z;!)dS(z);

n_

whereC > 0 depends onN and the space dimension: The asymptotic behaviour of the latter
integral for large R follows from the Helmholtz Kirchho formula [53] :

Z R+l GGY;l)  Gxy;!)

G(z;y;!) G(x;z;! )dS(2) . for kxk  R:
Sr 2i!

As a consequence,

z,, \ -
Vback(x t) 2C Re act(P) (1) ! é(x;y;! ) G(X;y;! ) e it q1-

]

Going back to the expression (1.24) ofact, we conclude that

C . .
Vo 6t) 5 (1) Naa V061 Ve D0 1)
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In this expression, vaCt )(x t) apprOX|mates a time-derivative of the Green's function, which is
causal, whereas the other terrrwact l)(x t) represents the time-reversed of this function and
then appears as an approximation of an anti-causal function. As a consequence,

8

C ¢ :
2 Evgct 1)(x; t) ift< O
Vback(X t) B C C 1
(1) —vact (x;t) ift> 0

This means that fort < 0; vback behaves like a converging wave which propagates towards the

initial source y and refocuses at this point at timet = 0; whereas fort > 0; vback diverges from
y: This gives us a mathematical interpretation of the TR experiment.

Back to passive scatterers.

Let us now come back to our problem and suppose for simplicity that there is only one
scatterer located aty: In this case, the expression (1.12) of the time-harmonic scattering operator
simpli es as

5= (o)) (1.27)

where (!) is the re ectivity coe cient of the scatterer (see (1.8)) and §(! ) is de ned in (1.25).
This shows in particular that the rank of & is 1. Moreover,

& @l (D2g(1) = j (1)jkg(! )kEn ot D=1y
which means that

e iarg( (! ))=2m
ka(! )ken

are singular elements of the SSVD d& : From (1.8), we infer that arg( (! )) either vanishes

(if d = 3) oris small (ifd = 2 : the asymptotic of H((,l) for small arguments shows that
arg( (!)) = O((n") Y)): Hencews(!)  6(' )=ka(! )ken @ Thus the respective behaviours of
the optimal signals of Theorem 1.3.1 are given by

()= (Njka(N )k and wW(!) =

Z [
1 t2 i a(!) it
t) - Re e ————e" dl
q (1) 5 (') Ka( ko
where we recall that . 0 and = 2: Comparing the latter formula with (1.26), we see

that if both cuto functions and . satisfy
(")= aa(*)! \ KG(! ken ;

then, up to a change of signg , (t) (respectively,q (t)) behaves likeq(( t) for even (res-
pectively, odd *): We conclude that the wave emitted by an optimal signal of Theorem 1.3.1
is similar to the back-propagating wave produced by the TR experiment when the initial wave
is some spectral truncation of a time-derivative of the Green's function. In short, our method
for passive scatterers yields some kind of optimal space time focusing. This is justi ed above
for one single scatterer. Using similar arguments as in [65], it is easy to see that this holds true
for distant enough scatterers. The next section illustrates these results and also shows that the
focus quality decreases if the scatterers become close.
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1.3.4 Numerical results

Figure 1.4 In the case of a homogeneous medium, modulus of the eld generated by the
optimal signal g , (t) of Theorem 1.3.1 at timest = 2:.0; 1:4; 1.0; 0:6; 0.0 and 0:4 (the
eld is rescaled so that its modulus belongs t§0; 1]):



1.3. Space-time focusing 27

Figure 1.5 Same as Figure 1.4 in the case of a scattering medium.

We nally present some numerical experiments which con rm the space time focusing e ect
related to the optimal signals of Theorem 1.3.1. We consider the same geometrical con guration
as in section 1.2.2. We use the family of singular vectors of the SSVD®f associated with the
dominant eigenvalue (which focus in space on the biggest scatterer, located at (1.2,0.3)). The
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cuto function we have chosen is a truncated Gaussian function given by

(! ) = 1[! 1! 2](! ) exp w

where[! ;;!,] =[20;100} ! o =60 and = 10: Note that strictly speaking, this function is not
continuous at! ; and! , as assumed in Theorem 1.3.1. However the Gaussian function is very
small at these points (about3 10 4):

Figures 1.4 and 1.5 show the evolution of the wave generated by the optimal signal (t)
of Theorem 1.3.1. From (1.2), (1.3) and (1.4), this wave can be expressed as

z,,( )
Vinc(X; 1) = 1 Re X o (! )G(x;xn;! ) e
' =1

where (! );:::;0v(! ) are the components o . (! ) = Fq.,.(!') = (! )ws('): The above
frequency integral is approximated by a standard Simpson rule ang..(x;t) is computed at
various times on a regula-grid covering the squarg0; 2] [0; 2] represented on each picture.

In Figure 1.4, we rst consider the case of a homogeneous medium. The space time focu-
sing appears very clearly : the array seems to emit an angular portion of a radial wave which
propagates towards the target and concentrates near it at time = 0: In this situation, the
structure of the signal is very simple : Figure 1.6 (left) shows that all the transducers emit
approximatively the same signal starting at di erent times which only depend on the distances
between the transducers and the target.

Figure 1.5 illustrates the in uence of the same scattering medium as in section 1.2.2, i.e.,
500 point-like scatterers randomly displayed in the rectangl®:3; 0:8] [0; 2]: Again space time
focusing is con rmed. The focal spot observed at time= 0 is even slightly smaller than in the
homogeneous case, which is the well-knownper-resolutione ect of a scattering medium (see,
e.g., [9, 20]). On the other hand, the structure of the wave is strongly perturbed. Resonance
phenomena are observed inside the scattering medium, which slow down the propagation of the
wave. In order to compensate these e ects, a part of the wave is emitted earlier so that the
various components meet at the same time= 0 near the target. This is shown in Figure 1.6
(right) where we recognize a main front whose shape is similar to the homogeneous case, but
which is now preceded by an unstructured contribution.

The above comments remain valid if we use the optimal signgl (t) of Theorem 1.3.1
instead ofq , (t): Actually the di erences between both cases are not so easy to detect. Figure
1.7 shows a zoom on the focal spots observedtat 0 in the case of a homogeneous medium.
We see that both focal spots are about the same size. They seem to be shifted by a quarter
wavelength, which is consistent with the fact that in the frequency domain, both signals are in
phase quadrature.

In order to quantify the focus quality, we propose an energy criterion which simply consists
in comparing the acoustic energy concentrated in a given vicinity of the target with the total
energy emitted by the array of transducers. Leu = u(x;t) denote the wave emitted in the
reference medium by the array for some input signaj(t) (see (1.2)). For a given box8 R
around our target, we de ne a focus quality function by
Ea (1) 17 @y .

Eur where Eg(t): 5 & @'gx,t)

represents the local acoustic energy contained B at time t (see (1.30)) andE,; stands for
the total energy emitted by the array. As our array consists of point-like transducers, the fact

2
+jr u(x;t)j?dx (1.28)

Qs (t) =
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Figure 1.6 Representation of the optimal signaly , (t) of Theorem 1.3.1 (rescaled ip 1;+1])
in the homogeneous medium (left) and in the presence of the scattering medium (right). The
horizontal coordinate is time and the vertical one is the transducer's number.

Figure 1.7 In the case of a homogeneous medium, zoom in the bfdx0; 1:4] [0:18; 0:42] of
the focal spots obtained at timet = 0 with the optimal signals q , (t) (left) and q (t) (right)
of Theorem 1.3.1.

Figure 1.8 Representation of the focus quality functionQg (t) fort 2 [ 2;+2] and the box

B of Figure 1.7 in three con gurations : the homogeneous medium of Figure 1.4 (left), the
scattering medium of Figure 1.5 (middle) and the same scattering medium with the second
scatterer moved at point(0:5; 1:6) (right). For each case, the dashed line corresponds to the
optimal signalq , (t) of Theorem 1.3.1 and the solid line, the signal (1.26) of the TR experiment

with " =0 and ¢ = :
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that Eq IS nite is not obvious. As a matter of fact, we show in the appendix that during the
emission, this energy is in nite, but becomes nite as soon as the transducers become silent
(provided that the input signals are regular enough). A suitable expression & is given in
Proposition 1.4.1.

Figure 1.8 compares the focus quality functions computed for two signals : on the one hand,
the optimal signal q , (t) of Theorem 1.3.1 and on the other hand, the signal (1.26) of the TR
experimentwith™ =0 and .4 = : On the left, we consider the same con guration as in Figure
1.4, that is, the case of the homogeneous medium. We see that both curves coincide, which is
consistent with the results of section 1.3.3. The maximum dg (t) is reached at timet = 0
with 44 % of the total energy concentrated in the box represented in Figure 1.7. Note that in
our model, the array emits the same wave on both sides, @ (t) cannot exceed 50 %. The case
of the scattering medium of Figure 1.5 is represented in the middle part. Both curves nearly
coincide, which con rms again the results of section 1.3.3, but here the maximum Qg (t) is
only 19 %, which shows that a great part of the energy is lost' in the scattering medium. Finally,
in the right part, we consider again the scattering medium but the second obstacle is moved
closer to the target. Of courseQg (t) is unchanged for the signal of the TR experiment since it
does not depend on the second obstacle. On the other hand, the focus quality decreases for the
optimal signal g , (t) (maximum at 159%). This is a well-known e ect of the DORT method,
which maximizes the energy of the scattered wave and then leads to illuminate all obstacles
when they are close to each other.

1.4 Conclusion

In the present paper, we have shown that the use of the symmetric singular value decom-
position (SSVD) of the time-harmonic scattering operator allows us to synchronize its singular
vectors in the frequency domain in order to achieve space time focusing. We have developed
several theoretical and numerical arguments which support this assertion. In particular, we have
seen that for distant enough scatterers, the choice of the SSVD for unknown passive scatterers
yields the same refocusing as time reversal for an active source, which can be considered as an
optimal refocusing. Nevertheless two criticisms can be made.

On the one hand, from a practical point of view, the principle of DORT method is based
on the measure of the scattered wave. As mentioned in the introduction, this means that one
has to measure separately the incident and the perturbed waves (that is, in the absence and
in the presence of the target) and compute their di erence. In many situations, it is impossible
to make this double measure. However when the medium is weakly inhomogeneous and when
the array is located on one side of the medium (open aperture case), only a tiny part of the
incident wave propagates back to the array so that one can consider that one measures directly
the scattered eld.

On the other hand, from a mathematical point of view, it is quite frustrating to be unable
to relate the use of the SSVD to a mathematical criterion which should evaluate the quality
of space time focusing. The energy criterion proposed in section 1.3.4 seems very natural. But
can we a rm that according to this criterion or another focusing criterion, the best signals are
those of Theorem 1.3.17? The question remains open.
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Appendix : Energy emitted by point sources

Let be a domain ofRY; bounded or not, with boundary andu = u(x;t) a causal solution
to the acoustic wave equation

@u

@
for a given causal functionf = f (x;t): By multiplying this equation by @u=@and integrating
over ; we deduce classically from Green's formula the energy conservation law :

;E t)y=P (t)+ F (t); (1.29)
whereE (t) denotes the acoustic energy at time P (t) is the power produced by the sourcé

and F (t) is the incoming energy ux across ; which are de ned respectively by
|

u="f in R;

2

Z .
E (1) = ; g‘gx;t) +ir upc )2 dx; (1.30)
z @
P ()= f(xt) @lgx;t)dx and (1.31)
Z
_ @y @y .
F (1) = @L(x,t) @lgx,t)d . (1.32)

where is the unit normal on pointing outside : Formula (1.29) holds provided thatu is
regular enough so that the de nitions above make sense, for instancef if2 L?( R): The
purpose of this appendix is to deal with the case wheferepresents the excitation produced by

X
f;t)= () (x Xn);

n=1
where functionsq, are assumed causal. In this case, de nitions (1.30) (1.32) are not adapted.
Indeed, because of the singular behaviour ofnear the sources, the integrals on diverge, which
means that the usual acoustic energy is in nite for point sources. However we show below that
this energy becomes nite as soon as the sources become silent. Our aim is to exhibit an explicit
expression of this energy. Surprisingly, we did not succeed in nding one in the literature !

We consider only the cases of dimensions 2 and 3. Formula (1.2) provides us the eld produced

by point sources. Thanks to the expression (1.1) of the Green's function in a homogeneous
medium, it can be written more explicitly as

X
u= u, Wwhere (1.33)
B~ o
ft; n
E _maX_JXXngqq;(t_ ) _2d ifd=2;
SRy — X Xnj j X Xpj
u” (X,t) L . . n (1'34)
2 Gt x X)) if d=3:
4 X Xp)

We see here that ifg, is regular enough, theru, has a similar regularity outside a vicinity ofx,:
Hence, outside a collection of small balB,(") := fx 2 R% jx X,j "g; energy conservation
(1.29) holds. We shall use an integrated version of this equation :
Z
Echt) = Fm(9)ds: (1.35)
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where (") := RYn [n=1nBa(") @and (") = @ ") = [ nzan @B(") (note that P ")(t) =0
sincef vanishes in( ")): The following proposition tells us that we can pass to the limit ! 0
in this equation when the sources become silent.

Proposition 1.4.1 Suppose that all functionsy, belong toC?(R) and have a compact support
contained in [0; T] for someT > O: Then for all t > T; the limit lim- ¢ E( «(t) exists and is
independent oft: It is given by

XN
Bot = Ewm Where
8T d
_ . (s )on(s)dsz— if d=2;
Son = 3 2T d(s)’
o 4
‘T @
. q1(s) (xn,s)ds forn 6 m:

ds if d=3,;

Eom :

Remark 1.4.2 Using Parseval's identity, these expressions are easily converted to the frequency
domain. We obtain

8 z
: 2 21;1; FLig? ()d ifd=2;
n ?41220+ it 6,(1)j2 d if d=3;
Em = 1Re O+l il G(Xm:Xn:!)O6n(1) G (1)d!  forn6& m:

In the above formulas,E,, represents the energy produced by the source locatedt if
it was alone, whereas the other term&,,, for n 6 m stand for the interactions between the
sources. In order to prove Proposition 1.4.1, we need to know the behaviouugfnearx, ; which
is summarized in the following lemma.

Lemma 1.4.3 Suppose thatg, 2 C?(R) is causal. Thenu, 2 C3(R®nB,(")) R) for all
" > 0: Moreover, when" tends to 0, the following asymptotic expansions hold uniformly for
x2 @R(") andt 2 [0; T] for any givenT > 0 :

8 VA maxft"g q?l(t ) p_— !
3 = 2 2d + P(t) +O(") if d=2;
3

1
@W,..\_ " 2 . 2
ZRix:t) =
ot ‘fﬁt) q(“:(t)+o(l) it d=3;
gq‘()+01 if d=2;
@(X't): 2" () o
@ Gh(1) :
-4"2+O(1) if d=3:

Moreover, if d = 2; the integral involved in the expression a®y=@1s O(jlog"j):
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Proof. The cased = 3 is easy. From (1.34), we see that, 2 C?((R®nB,(")) R) and for
x2 @BR("); we have

@W, ..\ _ Pt ") @W, ..._ Pt ") Gt "),
@(x,t)— 4 and @(x,t)— 4 + 4z

Using a Taylor expansion ofy,(t ") and ®(t "); the conclusion follows.
The cased = 2 is more intricate. The C2-regularity of u, is easily deduced from its expression
(1.34), which shows in addition that forx 2 @BR(");

@H, .. _ LZvt )
Ty = o B

2 - ()
where () := P2 andt. := maxft;"g: Noticing that ?( )= = .( ) and integrating by
part, we deduce that

7 !
@u, .y_ 170 |t ) oftt ) .
@V 5 e ()d: (1.36)
The rst term in the integral yields the dominant contribution, which is O(jlog"j) because
2 gt . L %ed
CEC ) e s L
2[0;t]
since -( ) for all " To evaluate the second one, rewrite it as

Zt" Zt-- Zt" §
CH ) g = e e e @ ) 2O 14

The rst integral of the right-hand side is equal toc?(t ") = ¢?(t) + O(") whereas the second
one isO(") sincej -( )= 1j "2= 2: This gives the asymptotic behaviour of@ 4=@t:

We proceed similarly for@y=@ starting from an expression ofu,(x;t) similar to (1.36)
(with ¢® and o?°replaced byq, and ¢€; respectively). Taking the normal derivative and using

again an integration by parts, it is easily seen that
|

e 3g(t ), 3 )t )
3 2

k= 5 . ()d:

By the same argument as above, the last term in the integral yields a contributio®("jlog"j)
whereas the second one 3(1): The dominant contribution is given by the rst term. Indeed
we have

D) fU3a() 4,03t ) G
" " 4

2 (()d = a(t) | 2 ()d;

where the last integral isO(" 1) (sincejo,(t ) aw(t)j C for someC > 0) and

‘3., _frd o()* 1
2 d = i a "o 3 d = 64_ O(l)

This completes the proof. ]
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Proof of Proposition 1.4.1. From (1.33) and the de nition (1.32) of the energy ux, the energy
conservation law (1.35) writes as

X
E(+(t) = EP.(t;") where
oy @, .. Q8 . :
Eim (6") 1= 0 @8 @(X S) @(X s)d xds:

Lemma 1.4.3 shows thatip 6 nandp 6 m; then E? (t;") = O("Y 1): Moreover ifn 8 m; then
En (6") = O(") if d=3 (respectively, Bl (t;") = O("jlog"j) if d=2) whereas

Zy

B (") = (S) (Xms)ds"' O("):
Finally, if n = m; in the three-dimensional case, we have

() (s)  Gh(s)gs)

En(t)= s T+ o) ds
Zt
B0, F B o GORO gy

Thus we see that for all timet such that q,(t) 6 0; this quantity diverges asO(" 1) when"
tends to 0. On the other hand, wherg, (t) = 0; it has a nite limit given by the second term.
Similarly, in the two-dimensional case, Lemma 1.4.3 shows that

Ztlsf(s ) a(s) 2t P(s) th(s)
2

En(t)= T ()d dst ds+ O("jl0g"))

The second integral of the right-hand side is equal tq,(t)?=(4 ): The rst one can be rewritten
as

zZ, z, .
s ) @) agdss RO_@OT 04,

Hence this quantity diverges a®©(jlog")) if g,(t) 6 0; since

()d = E "()+|og( () + )' d = log"+ O(L):

On the other hand, wheng,(t) = 0; Lebesgue's dominated convergence theorem shows that it
tends to
[

Zt Zt
@ ) E@)aeds P 9
0 2 2

which can be rewritten in the simpler form shown in the proposition. ]
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Dans le chapitre précédent, nous avons pris comme point de départ les propriétés de focali-
sation spatiale des ondes générées par la méthode DORT en régime harmonique. Ce chapitre a
pour but de les comprendre et de les expliquer. Nous conservons le formalisme et les notations
décrits dans le premier chapitre que nous rappelons ici trés brievement.

Dans un milieu de référence remplissant I'espa& (d = 2 ou d = 3), nous disposons d'un
réseau composé dN transducteurs ponctuels (successivement émetteurs et récepteurs) placés
enxi; i Xn. A fréquence xée! , ce réseau est capable d'émettre des ondes incident&s de la

forme
X

)= ()G X! ):
n=1
ou G et (! ) représentent respectivement la fonction de Green harmonique du milieu (cf. (1.5))
et le signal d'entrée complexe placé sur leieme transducteur (utilisé en tant qu'émetteur).
Supposons maintenant que ce milieu soit perturbé par la présence d'une famille d'obstacles
ponctuels parfaitement mou$ dont les positions respectiveys;::;;yp sont inconnues. Nous
cherchons alors a émettre des ondes incident¥$ venant focaliser sélectivement sur I'un de ces
obstacles . Dans ce but, nous allons utiliser le réseau de transducteurs pour sonder le milieu par
le processus suivant. Celui-ci émet dans un premier temps une onde incideite. Cette onde

est alors ré échie par les obstacles qui générent une onde diract@g. L'onde diractée ¥

est nalement mesurée sur les transducteurs (utilisés en tant que récepteurs). Nous avons ainsi
accés a l'opérateur de di raction8, (dé ni en (1.6)) qui & une distribution de signaux d'entrée

1. Traduction francaise du terme "sound soft obstacles".

35
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La méthode DORT consiste a e ectuer une SVD de cet opérateur
B! = V! B! W!

(cf. (1.2.2)). Notre but est ici d'expliquer les propriétés suivantes (énoncées au chapitre préce-
dent). Lorsque les obstacles sont su samment distants :

Le nombre d'obstaclesP coincide avec le nombre de valeurs singulieres non nullesBile

Si ces valeurs singulieres sont simples, chaque vecteur singulier a droite, associé a une
telle valeur singuliére, génére une une onde qui focalise sélectivement sur un des obstacles
du milieu.

Nous cherchons ici a comprendre quelles sont les ondes générées par la méthode DORT :
on va notamment constater que sous certaines conditions, leur amplitude se concentre en un
lieu qu'on appelle tache focale. Nous considérons, dans un premier temps, que le milieu ne
contient qu'un seul obstacle P = 1). Nous mettrons alors en évidence la présence de la tache
focale dans le cas idéal d'un réseau de transducteurs sphérique entourant I'obstacle et a grande
distance de celui-ci. Puis, nous nous intéresserons a un cas plus réaliste, celui d'un réseau plan
ouvert (c'est-a-dire un segment poud = 2 ou un rectangle pourd = 3) en ne faisant aucune
hypothése sur la distance entre le réseau et I'obstacle. En n, nous reviendrons sur les propriétés
de focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT pour un milieu contenant
plusieurs obstacles.

2.1 Description de la tache focale pour un milieu contenant
un seul obstacle

2.1.1 Cas idéal d'un réseau sphérique a grande distance

Nous considérons une distribution de transducteurs équirépartie,; n = 1;::;; N sur la
sphéreSg = fz 2 RY jzj = Rg entourant l'obstacle et située a grande distance de celui-ci.
Notre but est alors d'étudier dans ce cas idéal, la décroissance spatiale de lI'onde générée par
un signal construit a I'aide de la méthode DORT. Notons que le raisonnement qui va suivre est
classique au sens ou on peut le trouver sous diverses formes dans la littérature. A cette n, nous
renvoyons par exemple le lecteur a [19, 65].

XN

Figure 2.1 Cas idéal d'un réseau sphérique entourant I'obstacke
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Le milieu ne contenant qu'un seul obstaclg, I'opérateur de diraction a pour expression
(cf.(1.27)) :

8 = (1)a() o) ou g()=(G(xyy;!);mnGxniyi!))”

et (!) représente le coecient de réexion de lobstacley (cf. (1.8)). Cet opéra-
teur est clairement de rangl. Il est alors facile de vérier (cf. (1.14)) que le couple
C YO N=G (1)ika(! Yken );6(1 )=KA(! )ken ) est un couple de vecteurs propres singuliers
associé a l'unique valeur singuliere non nullg : (! )j k§(! )kéN .

Notons qu'un vecteur singulier a droite associé a la valeur singuliere(! )j kg(! )k(z:N est
ici nécessairement de la forme (! ) = & ) §(! )=kg(! )kon - Le coe cient de phase fréquen-
tielle € ) n'ayant aucune importance, si on se limite comme dans ce chapitre a I'étude de la
méthode DORT en régime harmonique, nous le xons arbitrairement & De méme le facteur
de normalisation par1=Kkg(! )kéN ne modi e pas l'allure de I'onde incidente. Nous I'oublierons
donc par la suite. Ainsi, en choisissant, comme distributions de signaux d'entrée le vectg(r),
le réseau émet 'onde incidente suivante :

: D T —
0(;1) = Gasyi!) GXnixi!): (2.1)
n=1
qui peut étre approchée pour un nombre de transducteubs élevé par

Z
TR B oN . G(z;y; 1) G(x;z;! ) dS(2);

ou Cy est une constante dépendant du nombre de transducteurs, de la dimens@rPour un
milieu dont les hétérogénéités sont localisées dans un domaine borné, la relation de Helmholtz
Kirchho (cf. [53]) nous permet d'interpréter le comportement asymptotique de cette intégrale
lorsqueR ! 1

4

_ Gy 6z ds@ " Goayit) Gyl

2i!

Cette derniére relation relie donc le signal émis a la partie imaginaire de la fonction de Green
G(:y;!). Ainsi dans le cas d'un milieu homogéne (cf. 1.1), on obtient :

Jo(! JxY)) -
si d=2 ;
Geayit) Guayit) 4! (2.2)
21 sinc(t X ¥I) g 4z -
7 :

ou les fonctions]y et sinc désignent ici respectivement la fonction de Bessel d'orddeet le sinus
cardinal dé ni par sinc(x) = sin(x)=x dont les courbes sont représentées dans la gure 2.2.
L'expression (2.2), nous permet alors de décrire I'allure de I'onde incidente (2.1). Celle-ci est
radiale dans le sens ou elle ne dépend que de la distance du point d'observatianl'obstacle
y. Il est d'ailleurs usuel de dé nir en optique le rayorry de la tache focale a partir du premier
zéro de la fonction de Besseél, pour d = 2 ou de la fonction sinus cardinal poud = 3. Ainsi
dans notre cas : o4 19
ro! — = = sid=2 et ro= —=—- sid=3:
! ! 2
E ectuons quelques commentaires sur cette derniere expression :
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Remarquons d'abord query diminue lorsque décroit. On retrouve donc ici un phénomene
classique en imagerie et en problemes inverses : I'amélioration de la focalisation a faibles
longueurs d'ondes (celles-ci détectant mieux I'obstacle).

Notons ensuite qu'a longueur d'onde xée, le coe cient ro = =2, obtenu pour un réseau

de transducteurs sphérique a grande distance, est communément appelé en physique la
résolution maximale au sens ou l'on ne peut pas focaliser en-dessous de cette limite dans
le cas d'un réseau fermé entourant I'obstacle (cf. [28]).

Constatons en n que sir, est Iégérement plus petit en dimensioB, la décroissance spatiale
de la tache focale est plus rapide en dimensi@ncf. gure 2.2). En e et, quand jx vyj!
1 ,ona/(cf[1]) :

0 1 !

Jo(! jx yj) = O@e%A et sinc(! jx yj)=0 - .
Xy X Y]

Figure 2.2 Graphique de la fonctionJ, (a gauche) etsinc (a droite).

2.1.2 Cas d'un réseau plan ouvert

Des études ont été réalisées pour caractériser la tache focale des ondes générées par la
méthode DORT lorsque I'on ne se trouve plus dans le cadre idéal du réseau de transducteurs
sphérique a grande distance. Que devient-elle, par exemple, quand le réseau est ouvert, c'est-
a-dire qu'il n'entoure plus l'obstacle ? A ce titre, les auteurs de [65] ont montré, a l'aide d'un
modele fondé sur une approximation en champ lointain, que dans le cas d'un milieu homogene
tridimensionnel et d'un réseau de transducteurs continu placé a I'in ni I'amplitude des ondes
générées par la méthode DORT décroit comme l'inverse de la distance a I'obstacle. Dans [20],
on s'intéresse au cas d'un réseau plan placé dans un milieu aléatoire ou la propagation des ondes
véri e I'approximation paraxiale. Il est alors prouvé que la grandeur caractéristique de la tache
focale transverse est dé nie par le critere de Rayleigh décrit au chapitre précédent.

Dans ce paragraphe, nous complétons une étude e ectuée dans mon stage de master [29].
Nous traitons le cas d'un réseau de transducteurs ouvert, placé dans un milieu homogene, dont la
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distance a l'obstacle n'est pas nécessairement grande. Nous supposerons par souci de simplicité
gu'il s'agit d'un réseau plan ouvert (cf. gure 2.3) : un segment (en deux dimensions) ou un
rectangle (en trois dimensions) mais d'autres formes géométriques pourraient étre traitées de
fagon similaire. Notons que nous ne serons ici ni dans une approximation champ lointain, ni
dans un régime paraxial.

La relation de Helmholtz Kirchho , utilisée précédemment pour décrire la tache focale,
n'étant pas véri ée pour un réseau ouvert en champ proche, nous allons adopter un autre point
de vue : regarder, en un poink xé, la décroissance de I'onde incidente lorsque I'on diminue
la longueur d'onde, ou de fagon équivalente lorsqu'on augmente la fréquehcdl s'agit donc
ici de caractériser le point de focalisation plutdt que la tache focale. En e et, nous verrons que
I'obstacley est le point ou cette décroissance est la moins rapide.

Nous considérons une distribution de transducteurs équirépartie,; n = 1;::;;N sur le
rectangle = fz = (21;2,;0);zy 2 [a;d et z, 2 [c;dlg pour d = 3 ou le segment

= fz=(2;0);z; 2 [a;dg pour d =2 (cf. gure 2.3). Nous supposons de plus que l'obstacle
S n'appartient pas a I'hyperplan H, contenant le réseau de transducteurs (c'est-a-dire au plan
z3 =0 pourd =3 et a la droite z; = 0 pour d = 2) car le réseau ne peut pas focaliser sur de
tels obstacles.

X1

XN
Figure 2.3 Cas d'un réseau plan ouvert : un rectangle ou un segment.

Pour un nombre de transducteurdN €levé, nous pouvons encore approcher I'onde incidente
(2.1) en un pointx 2 par:

NI +1

z
0" (x; 1) Cn  G(ziy:!) G(x 2! ) dS(2); (2:3)
ou Cy dépend ici seulement du nombre de transducteurs et de la dimenstrPour regarder le
comportement de¢'"°(x;! ) en hautes fréquences, nous allons ici utiliser un théoreme de phase
stationnaire sur la fonction de Green. Nous devons & cette n distinguer les cad = 2 et
d=3.

Cas d'un réseau rectangulaire

En dimension3, la fonction de Green d'un milieu homogén& est dé nie par :

G(z;x;!) = 4€“JZXJ

iz X]
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Le comportement asymptotique en hautes fréquences @& (cf. (2.3)) sera donc dé ni par celui
de l'intégrale

Z i .. .
1 g' (z xjj z i)
- dz, dzs:

z
Loy (1) = G(z;y;1) G(x;2;! )dS(2) = P
o) (1) (Zy: 1) 60621 )dS(2) = 72 b [cdjZz  Yijz X

Remarquons d'abord qué .)(! ) ne dépend que de la distance des pointset y avec les points
z de . Ainsi en notant alorsxs et ys les symétriques dec et y par rapport a H,, on a

Loy (1) = Tixamy (1) = Ty (1) = Tixgys) (1) (2.4)

On peut donc, sans perte de généralités, supposer que les patrts( Xq; X2; X3) ety = (y1;Y2; Y3)
sont du méme co6té du réseau : par exemple g 0 et y3 > 0. Constatons ensuite que lorsque
x =y, l'intégrale 7

1
Ly (1) =
() 16 2 [an [c;d] jZ yj2

ne dépend pas dé . Par contre, pourx 6 y, c'est une intégrale oscillante dont I'asymptotique
haute fréquence découlera du théoréme de phase stationnaire suivant (cf. [118]) :

le d22

Théoréme 2.1.1 SoientA et deux fonctions deC! ([a;ld [c;d]). Supposons que nadmet
gu'un nombre ni de points stationnaires (points ou le gradient s'annule) qui sont non dégénérés

(c'est-a-dire de Hessienne dé nie positive ou dé nie négative), alors
z

A(z1:20) €' @) dz,dz, = O 1); quand! !1
[a;b] [cid]
Nous voulons appliquer ce théoréme aux fonctions,, (z1;z,) = 1=(kz  ykkz xk) et
xy(zZ1;22) = jz Xj j z yjC* surf[af [c;d. Il faut donc en vérier les hypothéses,
c'est-a-dire caractériser les points stationnaires dg.,. Ceci est I'objet du

Lemme 2.1.2 Soit la fonction ., :[a; [c;d 7! R dé nie par
xy(Z1,22) = jz  X] J z Y] etz=(21,2;0)

ou le point d'observationx = (X1;X2; X3) et l'obstacley = (y1;Y2;Yys) sont distincts, nappar-
tiennent pas a etverient x3 0 etys > 0 (c'est-a-dire qu'ils sont du méme c6té du réseau).
Notons (xy) la droite passant par les pointx et y. Les points stationnaires de ., sont alors
caractérisés par les deux assertions suivantes :

1. Si(xy)\ = f(z1;22;0)9, xy admet pour unique point stationnairg(z;; z;) et il nN'est pas
déegénéré.
2. Si(xy)\ = ?, xy naaucun point stationnaire.

Preuve. Calculons le gradient de ., en un point (z;; z,)

@x;y((zlizz)):zl X1 21 Y1

@z jz xj jz yj
et
@xy(z1:22)) _ 22 X2 2o Yo
@z iz xj jz vy
Ainsi, 8
3 21 X1_ 741 W1
r oy (z1;22) =0 3 JZ? >)§Jz JZ? ¥Jz (2.5)

iz X jz i
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Montrons en fait que sous I'hnypotheseys; > Oet x3 O,

zZ X z 'y
I xy(z1,2)=0 . - = - -
” iz xijz i
L'implication directe découle immédiatement de (2.5). Démontrons la réciproque. Supposons
quer y(z1;2;) = 0. Soit P la projection orthogonale sur le plarez = 0, il vient alors avec

(2.5) :

L z X z y
r x;y(ZLZZ) - 0 ) P JZ XJ - P JZ yj
z X _zy _
)9 2 Rtel quejZ X iz yj+ e 3; (2.6)

ou (e; &;e;) désigne la base canonique d&®. Nous allons prouver que = 0. En prenant la
norme au carré de I'égalité (2.6), on obtient :

1:(21 Y2+ (22 y2)?+( ys+ jz Yj)z:

iz i
Soit apres simpli cation :
( va)’=( yst jz yj* (2.7)
Or, d'aprés I'équation (2.6), on a :
. y3.+ = . X3. 0:
1z Yyl 1z X

Ainsi yset yz;+ jz yjsontde méme signe (négatif), on tire alors de (2.7) queys =
ys+ jz yjeton conclut nalement que :

=0 cary 2

On a donc prouve que la fonction ., admet un point stationnaire (z; z,) Si et seulement si les
points X, y et z = ( z;; 2,; 0) sont alignés. Ainsi, soit l'intersection de et de la droite(xy) est vide
et ., n‘admet aucun point stationnaire, soit cette intersection est un singletofz = ( z;; z,; 0)g
et yy a pour unique point stationnaire(z,; z,). Montrons alors dans ce dernier cas que le point
stationnaire de ., : (z1;22) n'est pas dégénére. A cette n, calculons la Hessienne au point
(z1; 2) sachant qu'il véri e la condition d'alignement : (z x)=jz Xxj=(z Yy)=jz vyj.Aprés
un petit calcul, on trouve que :

| |

@ o(z2) 1 11 *h L
@ iz X iz vz ox B Y
| |
@ o (z1;22)) 1 1 1 *h L
@ iz x iz vz x B WYy
® @ v (2:22) | 2
Xy VA4 - 1 1 1 .
Q@107 Z X oy o & xalz xl
! [
1 1 1 . y
En posant : ,y = Z X iz v 7 X 6 0, la HessieneH,., s'ecrit :
|
Hey = xy (Z2  X2)*+ X3 (z2 x)(Z2 X2)

(z2 x1)(zz2 X2) (zr X1)?+ X5
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et son déterminant véri e :
h i

det(Hyy) = )2<;y (2 X2)°+x5 (1 x)°+%x53 (2 X)*(z2 x2)? ZYS3> 0

Ainsi, Hy,, a deux valeurs propres non nulles et du méme signe. Elle est donc selon le signe de
xy, 0€ nie positive ou dé nie négative. [ ]

Nous venons de démontrer que,, possede au plus un point stationnaire qui, lorsqu'il existe,
est non dégénéré. L'utilisation du théoréme de phase stationnaire 2.1.1, nous permet alors de
conclure sur la décroissance de l'intégrale.,)(! ) avec la

Proposition 2.1.3 Le comportement fréquentiel des intégralds., (! ) pour un point d'obser-
vation x 2 est donné par les assertions suivantes :

Si x 2fy;ysg alors l'intégrale I ., (! ) ne depend pas de la fréquente:

z

1
. dz; dz;:
16 2 [any [c;d] jZ YJZ o

Loayy (V) =

Si x 2fvy;ysg alors
loyy(!)=O0 1t quand ! I'1

D'apres cette proposition, on constate qu'a un nombre de transducteuk$ élevé, l'obstacley
peut étre caractérisé par la décroissance fréquentielle de I'onde incide#ité. En e et, en dehors
des pointsy et ys (symétrique dey par rapport & H,) ot %" ne dépend pas dé , ¢"° décroit
au moins en! 1. Ainsi, lorsque la fréquence tend vers I'in ni, on focalise parfaitement sur
I'obstacle y et son symétriqueys (puisque le réseau de transducteurs, inclus dahk,, ne peut
les discerner).

Cas d'un réseau linéique

En dimension2, la fonction de Green est dé nie par :
G(x;z;!) = %Hél)(! iz X))

En utilisant I'asymptotique de la fonction de HankeIHél) pour de grands argumentz 2 R*
(cf.[1]) : s

HO@)= 26t 9+ 0@ 1), 28)
on obtient quand! !1
2 — z Gz xij 2 y)
lLy(1) = G(z;y;1) G(x;2;! ) dS(z) = L .é — —dz;+ O iz (2.9)
81 mn(iz xjijz vyj)e2 !

Pour étudier le comportement hautes fréquences de l'intégrale oscillante :
z g (iz xij z )

. .. .\ L

[abl (jz  Xxjjz yj)?

dzy;

nous allons encore utiliser un théoreme de phase stationnaire (cf. [37]).
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Théoréme 2.1.4 SoientA et deux fonctionsC?! ([a; 1) :

Si nadmet pas de point stationnaire alors
Z
A(2)e' @dx=0O( 1); quand! !1
[a;b]
Si admet un nombre ni strictement positif de points stationnaires qui sont non dégé-
nérés, alors il existeC 2 C tel que
z
A(2)€' @dx=cCc! P2+ 0 1; quand! !'1 (2.10)
[a;b]
Si admet un unique point stationnairezo non dégénéré tel quéA(zo) 6 0 alors la
constanteC dans (2.10) est non nulle.

Remarque 2.1.5 Dans l'asymptotique hautes fréquences des intégrales oscillantes, les contri-
butions prépondérantes sont données par les termes de bord issus d'une intégration par parties et
les points ou la phase stationne. En dimensid) les termes de bord et les points stationnaires
non dégénérés interviennent au méme ordre : én ! dans cet asymptotique. Par contre, en
dimension 2, c'est la présence de points stationnaires qui va dé nir l'ordre de décroissance de
ces intégrales.

Pour décrire, I'asymptotique haute fréquence de l'intégralé.)(! ), nous cherchons a ap-
pliquer ce théoreme aux fonction<? ([a; 1) : Axy(z1) = 1=(jz Xjjz yj)z et xy(z1) =
jz Xj j z yj. Dans ce but, nous devons encore déterminer les points stationnaires de
L'égalité (2.4) (qui exprime le fait que notre probleme est symétrique par rapportid,) permet
encore de limiter cette étude a des points et y du méme c6té du réseau, c'est-a-dire véri ant
par exemplex, 0Oety,> 0.

Lemme 2.1.6 Soit la fonction :[a;d 7! R dé nie par
xy(z)=jz Xxjjz vy etz=(z;0)

ou le point d'observationx = (X1;X;) et l'obstacley = (yi;Yy2) sont distincts, n'appartiennent
pas a etvérient x, 0ety,> 0 (c'est-a-dire qu'ils sont du méme cété du réseau). Notons
(xy) la droite passant par les pointx ety. Les points stationnaires de sont alors caractéerisés
par les deux assertions suivantes :

1. Si(xy)\ = f(z1;0)9, xy admet pour unique point stationnairez; et il N'est pas dégénére.
2. Si(xy)\ = ?, 4y naaucun point stationnaire.
Preuve. La preuve est ici analogue a celle du lemme 2.1.2. |

L'existence d'un point stationnaire de ., étant lieée a une condition d'alignement entre un point
z de , le point d'observation x et I'obstacley ou son symétriqueys (par rapport a la droite
z, = 0), nous dé nissons I'ensembl&, desx 2 R? ou cette condition est véri ée par :
0 1
[ [
G=@ 1zy)[  1z¥)A nfy;ysg; (2.11)

z2 z2

(la notation ]z;y) désignant la demi-droite[z;y) privée du point z). La conjonction du lemme
précédent, du théoréme de phase stationnaire (2.1.4) et de la relation (2.9), nous amenent a la
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Proposition 2.1.7 Le comportement fréquentiel des intégralds., (! ) pour un point d'obser-
vation x 2 est donné par les assertions suivantes :

Si x 2 fy;ysg alors
z

Lo (1) = L dz+o( 2

[a;b] m
Si x 2 G, alors il existe une constanteC 2 C telle que
lyy(1)=C1 32+ 0(! % quand! '1
Si x2 (G [f y;ys0) alors
loeyy (1) = O(! ) quand! !'1

De (2.3), on tire alors le schéma récapitulatif suivant.

o ?)
o 332
o 1
G G
Ys y
G G

Figure 2.4 Décroissance fréquentielle dé"® en fonction du point d'observation.

Le point de focalisation : I'obstacley est encore caractérisé comme le point ou la décroissance
fréquentielle de I'onde incidente¢™ est la plus faible. A la di érence de la dimensior8, on
observe par contre une décroissance fréquentielle plus lente¥i& pour les pointsx appartenant
aG,. Physiquement, I'ensembl&, peut étre interprété comme le cone d'émission du réseau, c'est-
a-dire lI'ensemble des points par lesquels se propagent les rayons focalisant sur |'obstaéte:
son symeétriqueys).

2.2 Focalisation dans un milieu contenant plusieurs obs-
tacles

Nous allons maintenant considérer le cas ou le milieu contient plusieurs obstaclBsX 1)
et essayer de comprendre les propriétés de focalisation sélective liées aux ondes générées par la
méthode DORT. Pour pouvoir focaliser sélectivement sur tous les obstacles du milieu a l'aide de
cette méthode, il faut au moins gu'il y ait autant de valeurs singuliéres non nulles que d'obstacles,
c'est-a-dire que l'opérateur de diraction® soit de rang(P). Nous caractériserons donc, dans
un premier temps, le rang de cet opérateur. Puis, nous présenterons ensuite une situation idéale
décrite dans [95, 97] ou les obstacles du milieu sont parfaitement découplés. Dans ce cadre, il est
aisé de comprendre de facon analytique la propriété de focalisation sélective des ondes générées
par la méthode DORT. En n, par une étude des termes d'interactions entre les obstacles, nous
étudierons les situations ou I'on s'approche de ce cas idéal d'obstacles parfaitement découplés.
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2.2.1 Propriétés algébriques de l'opérateur de di raction 5
Rappelons d'abord brievement I'expression de I'opérateur de di raction (cf. (1.12))
5 =6(," h)'E:
La matrice de propagationP N : &, est dé nie par
(&, Jon = G(xn;yp;! ):

Quant aux matrices carrées de taillé® : A, et , constituant l'opérateur de ré exion ( =
B,) *dans le cadre du modéle de Foldy-Lax, elles sont décrites respectivement par :

(B)pqg = G(Ypiyg:!) sip6q et (B),:=0;

( 1)pg:=0 sip6qg et ( 1)p= p*):

Pour focaliser sélectivement suP obstacles a I'aide de la méthode DORT, il faut que l'opé-
rateur 8 posséde au moin® valeurs singuliéres non nulles. Une premiére étape consiste donc
a caractériser I'image et le noyau de cet opérateur.

Proposition 2.2.1  Soient @,(! ) = (G(X1;¥p;! )i G(Xn;Yp: ! )™ pour p = 1:5;P, les P
colonnes de l'opérateur de rétro-propagatioRf. Alors l'image et le noyau de, vérient :

Im(8) vect(@:(!);::00(1)) et vect(d,(' );:u6(1))°  Ker(8): (2.12)

De plus, on a I'équivalence suivante :

rang(® )= P () rang(8)= P:

.....

libre), les inclusions (2.12) deviennent des égalités.

Preuve. L'inclusion
Im(8)  vect(@:(' );:500 (1)) (2.13)
découle immédiatement de la relatiohm (& ( ,* B,) !& ) Im(&>). Concernant le noyau
Ker(% ), la symétrie de’ (8 = ) entraine I'égalité suivante :
Ker(8)=1m()?: (2.14)
Il vient alors avec (2.13) que
vec(§,(!);n0p(1))7  Ker(8):

Supposons maintenant que la matricé!> est de rangP. Sous cette hypothése, I'opérateur
Gf est injectif et l'opérateur &, est surjectif, il s'ensuit que

rang(8 ) = rang(8; ( ,* A) '&)= rang(&7) = P:

Réciproquement si® est de rangP alors d'aprés (2.13), la famille(§.(! );:::;0e (1)) est libre,
rang(®,) = P, et
Im (8 ) = vect(@:(! ); 500 (1)):

On conclut alors nalement avec (2.14) que

Ker(8) = vect@y(! ); 585 (1))7:
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On déduit immédiatement de ce petit résultat algébrique I'équivalence
rang(&, )= P 8 possédeP valeurs singuliéres non nulles (2.15)

Lorsque la matrice de propagatior®, n'est pas de rangP, l'opérateur de di raction posséde un
nombre de valeurs singulieres non nulles strictement inférieur au nombre d'obstadresl| est
donc impossible de focaliser sélectivement sur tous les obstacles du milieu. C'est par exemple le
cas lorsque le nombre de transducteuls est strictement inférieur au nombres d'obstacles, ce
qui se traduit par rang(&,) min(P;N) <P .

Quand N est supérieur ou égal ®, la condition rang(®,) = P est généralement véri ée
Citons a ce titre le cas de deux obstacles et y, symétriques par rapport a un réseau linéigue
(cf. gure 2.5) ol la matrice ®, est clairement de randl. Pour d'autres exemples moins triviaux,
nous renvoyons le lecteur §0].

X1

Y2 Y1

XN

Figure 2.5 Cas pathologique de deux obstacles symétriques par rapport au réseau.

2.2.2 Obstacles parfaitement découplés

Revenons dans ce paragraphe sur une situation idéale présentée dans [95, 97] ou les obs-
tacles du milieu peuvent étre considérées comme totalement découplés. Les auteurs de [95, 97]
considerent un modéle ou I'on néglige les ré exions entre les obstacles. Cette hypothése se tra-
duit algébriquement parf, =0 dans (1.127. L'opérateur de di raction s'exprime alors de la
maniere suivante : o

5 =6 18 =" ,(1)6(1)06(): (2.16)
p=1
Dans un tel cadre, ils ont mis en évidence que découpler totalement les obstacles revenait a

.....

nulles de 'opérateur (dé ni en (2.16)) sont explicitement données par

o(1) = p(1)ikGp(! Koy 5 p=1;:5 P

2. En eet, en hautes fréquences c'est-a-dire lorsque les obstacles sont susamment distants, la matrice
d'interactions entre les obstaclesR, devient négligeable devant le terme , 1. Ainsi l'opérateur de ré exion

(1 R ) 1 estéquivalenta , eton peut ne prendre en compte que la premiére ré exion sur chaque obstacle
enremplacant( , ! R,) !par , dans (1.12).
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A chaque (! ), on peut alors associer le couple de vecteurs singuliers suivant

p(1)G(1) . G(!)

i p(1)i kGp(! Dken ™ KGp(! DKen
Preuve. La famille (8p(!))pr1:pg €tant orthogonale, elle est a fortiori libre et
donc rang(® ) = P. On déduit alors de (2.15) que l'opérateur® a exactement
P valeurs singulieres non nulles. Pour toutp 2 f1;::;Pg, le couple de vecteurs

(G (el Gp(t )=( (1) kGp(! )ken ): Bp(! )=k8p(! Yken) Vérie :

0 - vikaq g o0
* Kyl okg 4 ARG g G
et VY UIRY
(6D _ o oy &) .
S J p(lp)J kgpp(' )kCN - (J P(' )J kgp(' )kéN) kgpgl )ch .

Il s'agit donc (cf. (1.14)) d'un couple de vecteurs singuliers associés a la valeur singuliere :
j p(! )J kg\p(! )kéN- | |

.....

tement découplés. Sous cette hypothése, les valeurs singuliéres non nullgé! ) ne dépendent
que de la ré ectivité de l'obstacley, et de sa distance a chacun des transducteurs composant
le réseau. Dans ce cadre idéal, lorsque les valeurs singuliergs ) sont simples, la focalisation
sélective des ondes générées par la méthode DORT s'explique par le fait qu'un vecteur singulier
a droite W (! ) associé a la valeur singulierey(! ) est de la forme

_ e Ge(h) C 0 _
wp(!)_éﬁkgp(p!)kw ou €+ 2cC;

il génere donc une onde focalisant sélectivement sur |'obstagje(cf. partie 2.1).

Remarque 2.2.3 Notons ici que nous perdons la propriété de focalisation sélective pour un
obstacley, dont la valeur singuliere ,(! ) n'est pas simple. Pour le comprendre, considérons par
exemple le cas d'une valeur singulierg,(! ) double. Il existe alorsy 6 p, tel que (! )= 4').
Ainsi, un vecteur singulier a droite associé a (! ) est de la forme :

wy(l) = A(!)lqg?(p!%+ B(!)kg(?(q!% oUA();B(1)2C etA(l )2+ B(!)?>=1:

Il génére donc des ondes qui focalisent sur les obstaglest y, des lors que les coe cientsA(! )

et B(! ) sont di érents de zéro. En pratique, il n'est alors pas possible a l'aide de la méthode
DORT de focaliser sélectivement suy, et y,, car ne connaissant pas leurs positions, nous
navons pas acces aux vecteurs singuliers particuliens,(! ) = Gp(! )=k@p(! )ken €t Wo(!) =
0q(! )=k84(! )kw décrits par la proposition 2.2.2.

Ainsi, la focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT sur tous les obstacles
du milieu suppose d'une part que les obstaclgg sont assez éloignes les uns des autres pour
gue l'on se rapproche de la situation idéale d'obstacle parfaitement découplés et d'autre part
que lesP valeurs singulieres (! ) qui leur sont associées sont simples. Nous nous proposons ici

3. Traduction francaise du terme "ideally resolved scatterers" utilisé dans [95, 97].
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d'examiner sous quelles conditions on se rapproche de la situation idéale d'obstacles parfaitement
découplés. Dans un tel cadre, il parait logique, comme le suggérent les auteurs de [95, 97], que
pour p & q, le produit scalaire
!
Go(t) . Gq(t)
kgp(l )ch ’ kgq(l )ch CN

mesure les interactions entre les obstacl@set . Les obstacles étant alors faiblement couplés
lorsque le termel ,.4(' ) est petit devant 1 pour chaque paire d'obstaclegyy;y,) du systeme.
Nous nous proposons ici d'étudier, pour un milieu homogene, la dépendance gesn! dans le
cas du réseau plan tronqué en dimensiond dé ni dans le paragraphe 2.1.2. Nous montrerons
en particulier que I'on s'approche asymptotiguement d'obstacles parfaitement découplés lorsque
la fréquence! tend vers I'in ni (ce qui revient a supposer que la distance entre les obstacles est
su samment grande pour que lI'on puisse négliger les termes de couplages).

lpg(!) =

(2.17)

Etude asymptotique et numérique des termes de couplage

Soienty, et y, deux obstacles n'appartenant pas a I'nyperplahi, et tels queyy 6 Yp, (Yp.
étant le symétrique dey,, par rapport a H,)“. Pour un nombre de transducteursN élevé, le
terme de couplagd p4(! ) peut étre approché de la maniere suivante

Z
G(z;y;!) G(x;2;1 ) dS(2)
G(;Yp;!) G(iygi!)

NI +1

Lpg(!)

; (2.18)

L2() L2()
ou la constanteC ne dépend que de la dimensiath On déduit alors aisément de I'étude e ectuée
au paragraphe 2.1.2 la

Proposition 2.2.4  L'asymptotique hautes fréquences dgq(! ) est donnée poud = 3 par
lpq(')=O( 1) quand! !'1

Pour d =2, il dépend de la position de I'obstaclg, :

Si yq 2 Gy, (ou le cone d'émissionG,, est dé ni en (2.11)) alors il existe une constante
C 2 C telle que
lpg(')=C! ¥+ 0(¢ ' quand! !1

Si ngc;yp,
lpq(')=O( 1) quand! !1

Preuve. Les asymptotiques hautes fréequences en dimension deux et trois de l'intégrale oscil-
lante :

Z
G(z;y;!) G(x; z;1 ) dS(2);

sont ici respectivement données par les propositions (2.1.7) et (2.1.3). Quant au termes de
normalisation, &( Yis ) pour j = pougq, il ne dépendent pas de la frequence pour
d=3:

L2()
é ’ : :

el - - - dz; dz,;

Cyit) L2() bl [cd 16 2jz  y;j° s

4. Notons que pouryq = Yp,, le réseau ne discerne plus les obstacles (cf. gure 2.5).



2.2. Focalisation dans un milieu contenant plusieurs obstacles 49

et véri e d'apres la relation (2.8) pourd=2 :
I
G(y:!) = ’ ;d212+0 1 : quand! !1
) L2() bl 8 ! JZ Y] 12
A partir de ces di érents asymptotiques, on obtient alors par dé nition del ,4(! ) (cf. (2.18)) les
résultats énoncés. ]

Les termes de couplage du systéme tendent donc vérsorsque la fréquence tend vers
I'in ni. On se rapproche donc de la situation idéale d'obstacles parfaitement découplés lorsque
la fréquence est su samment élevée. Notons qu'en dimensi@n la vitesse de convergence vers
0 du terme de couplagd ,4(! ) est ralentie lorsque I'obstacley, appartient au cone d'émission
G, - Nous nous proposons d'illustrer ce phénomene a l'aide d'un exemple numérique.

Y1 Y2
X1 X1
Y1 Y2
Xn Xn
XN XN

Figure 2.6 Schéma des deux situations traitéesy, 2C,, (a gauche) ety, 2 C,, (a droite).

Nous considérons dans la gure 2.7 le cas d'un milieu homogéne remplissant le pRin
et d'un réseau linéique dont la distribution de transducteurs est équirépartie sur le segment
fOg [O;1]. Le milieu est ici perturbé par la présence de deux obstackeset y,. Dans la colonne
de gauche, les obstacleg et y, sont placés respectivement efil:3; 1:1) et (1:6;1:1) de telle
sorte que l'obstacley, n'appartienne pas au céne d'émissiof,,. Dans la colonne de droite au
contraire, les positions respectives des deux obstacigset y, : (1:3;0:9) et (1:6; 0:9) font que
y, appartient a G,. Ces situations sont représentées par les deux schémas de la gure 2.6.

Dans le premier et le deuxieme couple d'images de la gure 2.7, le terme de couplagesst
tracé en fonction de la fréquencé respectivement pour un nombre de transducteud = 100
et N = 300. En comparant ces simulations verticalement, on remarque que si I'on augmente
fortement la fréquence sans avoir su samment de transducteurs, le couplage entre deux obs-
tacles oscille fortement. Cette situation se produit dans chaque cas lorsque la distance entre les
transducteurs est voisine de la longueur d'ond2=! . Numériquement, cela justi e le passage
a la limite mathématiqueN ! 1 pour obtenir un réseau continu avant de faire tendre la fré-
guence! vers l'in ni. Notons également qu'en confrontant ces simulations horizontalement, on
constate que le terme de couplagae, semble converger plus lentement vefsa droite, dans le
cas ouy, 2 Cy,, ce qui est bien accord avec la proposition 2.2.4.

Dans le dernier couple d'images de la gure 2.7, nous représentons en échelle logarithmique
la vitesse de convergence du termig, en fonction de la fréquence (courbe rouge) pour un réseau
de 2000transducteurs qui est alors une bonne approximation d'un réseau continu. Quant a la
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droite bleue, elle représente la fonctioh 7! ! 1 a gauche et la fonction 7! ! 2 a droite. Les
ordres de convergence prédits par la proposition 2.2.4 sont ainsi Véri és.

Figure 2.7 Terme de couplagel ;» en fonction de! dans les cas oy, 2 C,, (a gauche) et
Y2 2 Cy, (a droite).
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Nous cherchons ici a illustrer numériqguement les propriétés de focalisation exhibées dans les
deux chapitres précédents pour un milieu bidimensionnel. Dans un premier temps, nous présen-
tons des simulations en régime harmonique en nous intéressant tout d'abord au cas d'un milieu
de référence homogéne. Dans ce cadre, nous montrons a travers divers exemples la focalisation
spatiale sélective des ondes générées par la méthode DORT. Nous en décrivons également les
limites en présentant notamment les cas pathologiques d'obstacles fortement couplés ou non
discernables par le réseau de transducteurs. Puis, dans le cas d'un milieu di usif, en jouant sur
le nombre de di useurs du milieu, nous illustrons I'impact des di érents régimes de di usion :
balistique et di usif (introduits au chapitre un) sur la propagation des ondes générées par la
méthode DORT. En n, dans le cas du régime transitoire, nous complétons I'étude numérique
entreprise dans le premier chapitre.

3.1 Simulation numérique en régime harmonique

La méthode numérique en régime fréquentiel consiste, dans un premier temps, a construire
l'opérateur de diraction B a l'aide du modeéle de Foldy-Lax (cf. paragraphe 1.2.1). Puis, il
faut exhiber une base de vecteurs singuliers a droite de I'image de cet opérateur. Chacun de ces
vecteurs singuliers fournit alors une distribution de signaux complexe$t (! ); &(' ); (1))

a appliquer aux transducteurs qui émettent une onde incidente

¥ne(x;!) = X & (1)GXn: X! );
=1

n

dont nous représentons le module sur une grille qui maille une partie du planNotons que dans
le cas ou le milieu de référence est un milieu di usif modélisé par un milieu homogene perturbé

51
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par la présence d® petits di useurs parfaitement mous, la fonction de Greers est elle-méme
calculée numériquement a l'aide du modeéle de Foldy-Lax en résolvant en chaque point de la
grille un systeme de tailleD (cf. (1.15)).

3.1.1 La méthode DORT en milieu homogene
Le cas idéal d'un obstacle entouré d'un réseau circulaire

Décrivons la situation représentée par la gure 3.1 qui met en évidence |'évolution de la
tache focale en fonction de I'ouverture angulaire du réseau de transducteurs. Nous considérons
ici un milieu homogéne perturbé par la présence d'un seul obstacle de diam&rE) 3 placé en
(1;1)1. Ce dernier est représenté par un rond blanc (nous conserverons cette convention dans les
prochaines simulations). Le réseau utilisé est un arc de cercle (de couleur noire sur les images)
de rayonR = 0:9 dont le centre est placé sur I'obstacle. Son ouverture angulaire, a densité de
transducteurs constante :30 par radian, varie d'une simulation a l'autre avec un pas de=3.
L'opérateur de diraction % posséde dans chaque cas une unique valeur singuliére non nulle.
Nous représentons ici sur le domaine= [0 ;2] [0;2] pour la fréequence = 30 l'onde générée
par un vecteur propre singulier a droite qui lui est associé.

Sur la premiére gure, la tache focale est elliptique. Le réseau de faible ouverture angulaire :
= 3 se comporte ici plutbt comme un réseau linéique. Si I'on désigne iax 0:9 la distance entre
I'obstacle et le réseau et pal = 0:9 = 3 la longueur du réseau, on veéri e alors que la taille de la
tache focale transverse (a I'axe de symétrie du réseau) suit le critere de Rayleigh=l  0:2.
Avec l'augmentation de l'ouverture angulaire, cette grandeur diminue pour atteindre dans la
troisieme gure (ouverture angulaire de ) la valeur limite 1:2 = 0:08 mise en évidence par
le petit calcul du paragraphe 2.1.1. Dans les quatrieme et cinquieme gure, c'est la taille de la
tache focale longitudinale qui s'a ne. On obtient nalement pour un réseau circulaire (sixieme
gure) une tache focale dont le rayon est une bonne approximation de la résolution maximale
1:2= 0:08.

Obstacles faiblement couplés

Nous nous intéressons dans la gure 3.2 a un milieu homogéne contenant deux obstacles de
diametre 2:10 3 et 10 3 respectivement placés e(il:2; 0:3) et (1:7;1:9). Le réseau, ici linéique,
est composé de 128 transducteurs équirépartis sur le segnféy [0; 2]. L'opérateur 3 posséde
deux valeurs singulieres non nulles. Nous représentons successivement pour les fréquenc8s
I =30 et! =100 les ondes générées par les vecteurs singuliers a droite associés a ces deux
valeurs singulieres.

Dans le premier couple de gures ol = 3, la distance entre les obstacle et le réseau est
voisine de0:6 pour le plus gros obstacle et d®:8 pour le plus petit. Les oscillations des
ondes générées par le réseau sont donc du méme ordre de grandeur que la distance entre les
obstacles et le réseau, ces ondes sont donc incapables de focaliser sur les obstacles.

Pour le deuxiéme couple d'imagels = 30, on a donc multiplié par10la longueur d'onde par
rapport a la situation précédente. Les obstacles, étant distants d'envird® , sont faiblement
couplés. On observe alors la focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT.
La taille de la tache focale transverse suit encore le critere de Rayleigtd=l . Ce rapport est
approximativement égal a0:13 pour l'obstacle le plus proche et &:18 pour le plus éloigné.
Enn, on distingue que lintensité du champ incident est plus importante dans une zone de
forme conique. Il s'agit en fait du céne d'émission, décrit au chapitre précédent. Notons a ce

1. Le diametre d'un obstacle intervient dans I'expression de son coe cient de ré exion (!) (cf. 1.8).



3.1. Simulation numérique en régime harmonique 53

titre que chaque obstacle n'appartient pas au cone d'émission de l'autre, ce qui diminue leur
interaction (cf. proposition 2.2.4).

Dans le dernier couple de gures de 3.2 ou la fréquence= 100, les deux obstacles, distants
d'environ 27 sont pratiguement parfaitement découplés. Ceci peut s'observer numériquement

en examinant le graphique gauche de la gure 3.4 ou l'on trace le terme de couplage
!

= G0 6()
kG1(! Jken " KG2(! Jken o
(dé ni en (2.17)) en fonction de la fréquence . A'! = 100, ce terme est inférieur 20:05, les

vecteurs@(! )=k01(! )kon et G2(! )=k@2(! )kon sont donc presque orthogonaux. Notons ensuite
que la qualité de la focalisation s'est nettement améliorée ; on constate par exemple que la taille
de la tache focale transverse qui suit toujours le critere de Rayleigh, a été divisée paOn
observe aussi qu'en dehors du cone d'émission de chaque obstacle, l'intensité de I'onde incidente
est voisine de zéro. En e et, nous avons constaté au chapitre précédent que la décroissance
fréquentielle de¢™(x;! ) était plus importante pour des pointsx en dehors de ce cone (cf.
gure 2.4).

Obstacles fortement couplés

Dans la gure 3.3, le réseau de transducteurs, le nombre et la taille des obstacles, ainsi que
le domaine représenté sont semblables a ceux de la gure 3.2. Cependant, la position des
obstacles a changé : ils sont ici plus proches. Le plus gros obstacle est désormais positionné en
(1:1; 1:3) et le plus petit en(1:4; 1:4). L'opérateur de di raction posséde toujours deux valeurs
singulieres non nulles dont nous représentons les ondes incidentes associées par la méthode
DORT pour les frequences =30,! =100 et! =200.

Lorsque! =30 (premier couple d'images), la distance entre les obstacles est d'envitbh .

Les obstacles sont donc fortement couplés. Les vecteurs singuliers a droite, dont la propriété
est de maximiser I'énergie di ractée sur le réseau, ont alors tendance a illuminer les deux obs-
tacles. On perd donc la propriété de focalisation sélective des ondes générées par la méthode
DORT. Pour ! =100 (deuxieme couple de gures), les obstacles sont distants d'envirén. La
focalisation s'est nettement améliorée, mais elle n'est pas totalement sélective. En e et, dans
chaque cas, une partie non négligeable de I'énergie de I'onde incidente est encore envoyée sur le
second obstacle. Ceci s'explique par le fait que chaque obstacle appartient au cdne d'émission de
I'autre, le couplage entre les deux obstacles décroit ainsi moins vite en fonction de la fréquence
(cf. proposition 2.2.4) que dans la disposition associée a la gure 3.2 (cf. gure 3.4). En n, pour

I =200 (dernier couple d'images), on peut parler de focalisation sélective. Néanmoins, le cone
d'émission de chaque obstacle reste encore perturbé par la présence du second (ce phénomeéne
est notamment trés visible sur I'onde incidente focalisant sur le plus petit obstacle).

Obstacles non discernables

Nous traitons dans la gure 3.5 un cas pathologique étudié dar{97] ou le réseau n'est
plus capable de discerner les obstacles en raison de la forte symétrie du probleme. Dans cette
simulation, le réseau, le nombre d'obstacles, ainsi que le domainesont identiques a ceux des
gures 3.2 et 3.3. C'est ici le rayon et la position des obstacles qui ont changé. Les deux obstacles
sont désormais de tailles identiques2:10 3 et leur position respective es{1:2; 0:5) et (1:2; 1.5).

On remarque alors que la disposition du systeme (réseau plus obstacles) est symétrique par
rapport a la droitey = 1.

Dans le premier couple d'images, nous représentons, a la fréquehce 100, les ondes

générées par deux vecteur singuliers a droite associés aux deux valeurs singulieres non nulles
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de B . Nous perdons ici totalement la propriété de focalisation sélective car les ondes focalisent
sur les deux obstacles (cette focalisation est méme symétrique par rapport a la drojte 1).
Les auteurs de[97] ont par contre constaté que lorsqu'on choisit une combinaison particuliére
de ces deux vecteurs singuliers, on peux focaliser sélectivement sur chacun des obstacles, ce qui
est veéri € numériquement dans le second couple d'images de cette gure. Notons par contre
gue comme les valeurs singuliereg(! ) et ,(!) sont généralement distinctes, les vecteurs ainsi
formés ne sont pas des vecteurs singuliers a droite de I'opérat&ir Nous sortons donc ici du
cadre de la méthode DORT.

Cette situation, tres particuliere, est en fait "pire" que la situation de la gure3:3 dans
le sens ou l'augmentation de la fréquence n'améliore pas la focalisation sélective. En e et, le
probleme n'est pas ici relié a la promiscuité des obstacles, mais a celle des deux valeurs singulieres
non nulles : 1(!) et »(!) ( 1(!) étant supérieure & (! )) de & . Ce phénomene est illustré
par la courbe 3.6 ou l'on trace pour un nombre de transducteurs élei = 3000, la courbe
( 10) 20))= 1() enfonction de la fréquencé . On constate que cette di érence semble tendre
versOlorsque! !'1 | tout en s'annulant en certaines frequences pour lesquelleg! ) = ,(!).
Expliquons ce phénoméne dans le cas ol l'opérateur de di racti® est de la forme :

X2
B=6 & =" (1)6()6(); (3.1)
p=1
autrement dit lorsqu'on néglige les ré exions entre les obstaclesDans ce cas, pour un nombre
thogonaux (cf. proposition 2.2.4). Or, si I'on suppose cette orthogonalité, I'opérate8ir, dé ni
en (3.1), admet pour une unique valeur singuliere non nulje (! )j kg4 (! )kéN (cf. proposition
2.2.2) qui est ici double, car la symétrie du probléme impose que

i()ikai()Ka = ()i kau(! K

Dans ce cas, dapres la remarque 2.2.3, les vecteurs singuliers a dndifé) (d'une SVD quel-
conque) associés a cette valeur singuliere sont une combinaison linéaire des vecteurs orthogonaux
01(" )=K01(! )ken €t G2(1 )=k@2(! )kon et focalisent donc sur les deux obstacles. Pour obtenir

la focalisation sélective, il faut choisir une SVD dont les vecteurs singuliers a droite sont a un
coe cient complexe de module un prés ces deux derniers vecteurs, ce qui n'est pas possible en
pratique car on ne connait pas la position des obstacles.

3.1.2 La méthode DORT en milieu di usif

Nous considérons ici le cas ou le milieu de référence n'est plus homogene, mais di usif. Par
di usif, nous entendons qu'il s'agit d'un milieu homogene perturbé par des petits di useurs
parfaitement mous de méme rayom . Dans un tel cadre, nous modélisons la di raction d'une
onde incidente a l'aide du modéle de Foldy-Lax, décrit dans le paragraphe 1.2.1 (une étude
approfondie de ce modéle asymptotique sera e ectuée dans le chap#yeCe modele présuppose
gue la taille des obstacles reste petite devant la longueur d'onde. Dans un tel contexte, le libre
parcours moyen (cf. [27, 48]), est donné par la formule (1.16)

4l

ol (1) = 4i=(H"(1r ) désigne ici le coe cient de ré exion associé aux diuseurs par le
modele de Foldy-Lax.

(3.2)

2. Les obstacles étant de méme taille, ils ont la méme ré ectivité (! ).
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Placons nous ici avec le méme jeu de parametres numériques que celui des gures 1.2 et
1.3 du chapitrel, c'est-a-dire une situation semblable a celle décrite dans la gure 3.3 ou nous
avons remplacé le milieu homogéne par un milieu contena®®0 di useurs de rayonr = 10 *
aléatoirement répartis dans le domaing0:3;0:8] [0;2]. Nous avions alors étudié I'in uence
de l'augmentation de la fréquenceé sur les ondes incidentes générées par la méthode DORT
et avions notamment constaté que la qualité de la focalisation augmentait en haute fréquence.
Outre le fait que le réseau détecte mieux les obstacles dans un tel régime fréquentiel, une raison
de cette amélioration était I'augmentation du libre parcours moyen avec la fréquence, ce que
nous visualisons dans la gure 3.7. Nous avions alors mis en évidence un régime plutot di usif
pour la gure 1.2 et un régime intermédiaire pour la gure 1.3.

Néanmoins, la croissance du libre parcours moyen en fonction de la fréquence étant plutét
lente dans les intervalles de fréquence considérés (cf. gure 3.7), nous nous proposons ici d'exa-
miner ce que deviennent les ondes générées par la méthode DORT lorsqu'on le fait varier de
facon importante. A cette n, nous allons ici jouer sur un autre parameétre dans la formule (3.2) :
la densité de di useurs du milieuN (la frequence! étantici xée a 50).

Dans le premier couple dimages de la gure 3.8, la densité de diuseurs est 86 par
unité d'aire. Le libre parcours moyenLs,  3:2 est grand devant I'épaisseur du milieu di usif
L = 0:5, nous sommes donc en régime balistique. Les ondes générées par la méthode DORT
focalisent sélectivement sur les obstacles tout en subissant quelques ré exions spéculaires dans
le milieu diusif. Les taches focales sont ici pratiqguement semblables a celle obtenues dans
un milieu homogene. Dans le second couple dimages ou la densité de diuseurs esb@@
par unité d'aire, le libre parcours moyenLs,  0:32 est donc divisé par dix par rapport a la
situation précédente. Il est ici inférieur L. Nous sommes donc dans un régime plutét di usif.
Cette situation est semblable a celle observée dans la gure 1.2. La qualité de la focalisation
s'est dégradée. Une grosse partie de I'énergie de I'onde incidente reste piégée par les ré exions
dans le milieu di usif ou I'on observe des phénomeénes de résonance. Néanmoins, la taille de la
tache focale semble réduite par rapport au cas précédent. En e et, la présence de di useurs a
pour conséquence d'accroitre la résolution du réseau en augmentant son ouverture angulaire (cf.
[9, 20]). En n, dans le dernier couple d'images ou la densité de di useurs est désormais2660
par unité d'aire, le libre parcours moyerLy,  0:08 est petit devantL. Nous sommes ici dans un
régime trés di usif. Les ondes incidentes, générées par la méthode DORT, ne focalisent plus les
obstacles. La quasi-totalité de leur énergie reste piégée par les ré exions dans le milieu di usif
qui joue ici le réle d"un mur infranchissable" pour ces ondes.
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Figure 3.1 Evolution de la tache focale en fonction de I'ouverture angulaire.
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Figure 3.2 Evolution de la tache focale en fonction de la longueur d'onde pour des obstacles
faiblement couplés.
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Figure 3.3 Evolution de la tache focale en fonction de la longueur d'onde pour des obstacles
fortement couplés.
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Figure 3.4 Terme de couplagd i, en fonction de la fréquence dans la situation décrite par la
gure 3.2 (a gauche) et par la gure 3.3 (a droite) .

Figure 3.5 Cas pathologique de deux obstacles indiscernables.
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Figure 3.6 Courbe :( 1() 2())= 1() en fonction de la fréquenceé .

Figure 3.7 Libre parcours moyen en fonction de la fréquence dans le cadre du modele de
Foldy-Lax pour une densité de 500 di useurs, de diamétrz10 4, par unité d'aire.
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Figure 3.8 Tache focale des ondes générées par la méthode DORT en fonction du régime
de di usion : balistique (premier couple d'images), intermédiaire (deuxiéme couple) et di usif
(dernier couple).
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3.2 Focalisation en réegime transitoire

Dans le premier chapitre (cf. paragraphe 1.3.1), nous avons montré comment superposer
fréquentiellement les vecteurs singuliers a droite de la méthode DORT an de construire des
signaux temporels générant des ondes qui focalisent sélectivement en espace mais aussi en temps
au voisinage des obstacles du milieu. Nous avons mis en évidence les propriétés de ces signaux et
donné quelques exemples numériques illustrant la focalisation. Nous cherchons ici a compléter
par de nouvelles simulations I'étude numérique entreprise dans le premier chapitre.

3.2.1 La focalisation sélective

En régime harmonique, un grand avantage de la méthode DORT est de focaliser sélectivement
tous les obstacles du milieu lorqu'ils sont su samment découplés. Observons ici numériquement
ce phénomene en régime transitoire. A cette n, montrons la focalisation sur le second obstacle
pour la con guration géométrique et les parameétres physiques utilisés dans la gure 1.5. Cet
obstacle étant plus éloigné du réseau et de plus petite taille, il est associé sur toute la bande
fréquentielle (ici[20; 100) & la plus petite valeur singuliére non nulle dé .

Dans la gure 3.9, nous représentons l'onde incidente générée par le signal du théoréme
1.3.1. Celle-ci focalisent & = 0 sur le second obstacle. Cet obstacle étant plus éloigné du réseau,
la tache focale est ici Iégérement plus étendue que dans la gure 1.5. Concernant la propagation
de l'onde, on observe ici les mémes phénomenes. Le front d'onde est encore perturbé par les
ré exions dans le milieu di usif qui ont tendance a ralentir sa propagation. Pour tenir compte
de ces ré exions, une partie de I'onde est émise su samment tot (ceci est visible au temps
t= 3:2) an que ses diverses composantes se concentrerta0 sur l'obstacle.

Dans la gure 3.10, on compare la qualité de la focalisation a l'aide du critére énergétique
(1.28) pour le signalg , du théoréme 1.3.1 a celui obtenu par I'expérience de retournement
temporel pourl =0 et 5 = (cf. équation (1.26)). La boite rectangulaire choisie pour calculer
I'énergie acoustique locale a un instant xé (cf. (1.28)) est ici donnée parB = [1:5;1:9]
[1:76,2:04] A gauche, nous considérons le cas d'un milieu homogéne. On observe, a linstar
de la gure 1.8, que les deux courbes coincident. Ceci con rme numériquement les résultats
obtenus dans le paragraphe 1.3.3 qui a rment que ces deux courbes sont tres voisines dans
le cas d'obstacles susamment découplés. Leur maximum est atteint au temps de focalisation
t = 0. Celui-ci est de43% ce qui est treés Iégerement inférieur au résultat obtenu pour le premier
obstacle. A droite, dans le cas d'un milieu di usif, les deux courbes sont encore trés proches,
ce qui conforte encore les résultats du paragraphe 1.3.3. La aussi, leur maximum est atteint en
t = 0. Il est seulement del8% car une grande partie de I'énergie est perdue par ré exions dans
le milieu di usif. De nouveau, nous sommes trés voisins du ratio d'énergie @8% obtenu pour
le premier obstacle.

3.2.2 Tache focale et bande passante de la gaussienne

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de regarder I'impact de la fonction de troncature
sur la forme de la tache focale a l'instant de focalisation= 0. A cette n, nous allons modi er

la valeur moyenne et la variance de la fonction de troncature gaussienne du signagl, :
|

(! 1g)?

2 2
Notons qu'a l'exception de et , nous conservons le méme jeu de parametres que dans la
simulation associée a la gure 3.9. La bande fréquentielle du signal est toujours donnée par
lintervalle [  4; +4 ].

(! ) = 1[! 13! 2](! ) exp
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Dans la gure 3.11, on représente la tache focale de I'onde générée par le signal du
théoreme 1.3.1 a linstantt = 0 sur le domaine = [0 :180:42] [1;1:4]. La fonction de
troncature est de moyenne = 50 (a gauche) et = 100 (a droite). Sa variance = 10
est constante entre les deux simulations. La bande fréquentielle du signal est donc l'intervalle
[1G;,90] (a gauche) et[60; 140] (a droite). On constate que la focalisation spatiale est meilleure
dans le cas de la gure de droite ou le régime fréquentiel est plus élevé. Entre ces deux gures, si
la taille de la tache focale longitudinale reste inchangée, la taille de la tache focale transverse est
ici divisée par deux. Il semble qu'elle soit proportionnelle a la fréquence moyenneu signal.

Dans la gure 3.12, il s'agit ici de modi er, a valeur moyenne constante = 100, la variance
du signalq , dont la valeur est =10 (a gauche) et =20 (a droite). La bande fréquentielle
de q , est donc lintervalle [60;,140] (& gauche) et[20; 180] (& droite). Il apparait ici qu'une
augmentation de la variance entraine une diminution du temps d'émission du réseau. C'est une
conséqguence logique d'un phénomeéne bien connu qui consiste a dire que I'élargissement de la
bande fréquentielle d'un signal induit sa compression temporelle. Ce phénomeéne est également
visible dans la gure 3.13 qui représente la tache focale au temips 0 des ondes générées par ces
signaux. En e et, si la tache focale transverse reste ici inchangée, la tache focale longitudinale
a nettement diminué dans le cas de l'image de droite qui correspond au signal dont la fonction
de troncature est de variance = 20.

3.2.3 E et super résolutif du milieu di usif

Nous cherchons maintenant a comparer dans les gures 3.14 et 3.15, la tache focale obtenue
dans un milieu homogéne et un milieu di usif. Nous avons conservé les paramétres physiques
et numériques relatifs a la gure 1.4 dans le cas du milieu homogéne et a la gure 1.5 dans
le cas du milieu di usif a I'exception de ceux concernant le réseau de transducteurs. Celui-Ci
est désormais formé d& = 64 transducteurs équirépartis sur le segmerftOg [0:5; 1.5]. Sa
longueur a donc été divisée par deux tout en conservant la distance entre les transducteurs.
L'e et super résolutif d'un milieu di usif apparait alors de facon nette (cf. [9, 20]), la tache
focale au temps de focalisatiom = 0 est clairement plus petite dans le cas du mileu di usif
qui augmente l'ouverture angulaire du réseau par le biais des multiples ré exions de I'onde a la
traversée de ce milieu. Notons que ce phénomene était moins marqué entre les gures 1.4 et 1.5
car I'ouverture angulaire du réseau était déja élevée.

3.2.4 Focalisation avec un transducteur

La simulation présentée dans ce paragraphe est le fruit d'une discussion avec Rémi Carminati
et Sylvain Gigan, tous deux membres de l'institut Langevin. lls a rmaient qu'il était possible
pour un milieu di usif de focaliser sur un obstacle a l'aide d'un réseau constitué d'un seul
transducteur (N = 1) si la bande fréquentielle du signal émis par le réseau était su samment
grande. En e et, l'opérateur de diraction & étant un scalaire, la focalisation ne peut étre
réalisée que si les vecteurs singuliers fournis par la méthode DORT sont synchronisés sur une
large bande fréquences.

Nous avons essayé d'observer numériquement ce phénomeéne dans la gure 3.16. Le réseau
est ici constitué d'un seul transducteur placé erfO; 1), I'emplacement des500 di useurs est
similaire a celui de la gure 1.5. Numériquement, pour que la focalisation soit observable, il faut
gue le milieu soit plus di usif que dans la situation décrite par la gure 1.5, nous avons donc
multiplié par 5 le diamétre des diuseurs, il est désormais d&0 3. Quant a l'obstacle, il est
situé en (0:3;1:5) et est de diameétre5:10 2, il est donc cing fois plus gros que les di useurs.
En n, la fonction de troncature gaussienne a pour moyenne = 70 et variance = 20. La
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bande fréquentielle utiliséq 3; +3 ]=[10;130]est plus large que celle considérée dans
la gure 1.5.

Nous tracons ici le module de I'onde générée par le sigigpl du théoréme 1.3.1 au temps
t= 6, 16, 1, 0:2; 0; 0:2. On observe que I'onde focalise sur I'obstacle a l'instabt 0. Le
milieu étant plus di usif que dans la gure 1.5, I'émission du signal débute dés le tempss 6
an que les diverses composantes de cette onde viennent se rencontret erD sur l'obstacle.
Notons par contre que la majeure partie de I'énergie de I'onde est ici perdue par ré exion dans
le milieu di usif. 3

3. L'échelle n'est ici pas renormalisée par le maximum du champ au cours du temps de simulation comme dans
toutes les autres gures présentées car le champ est beaucoup intense dans le milieu di usif que sur I'obstacle a
t = 0. Elle est volontairement saturée a la valeur0:12.
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Figure 3.9 Onde incidente, générée par le signaj , du théoreme 1.3.1, au temps =
4.8, 32; 1.8, 1:2; 0:6; 0: dans le cas du milieu di usif de la gure 1.5.
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Figure 3.10 Représentation du critere de focalisatiorQg (t) pour des tempst 2 [ 2;+2] et
une boiteB =[1:5;1:9] [1:76,2:04]dans le cas du milieu homogéne de la gure 1.4 et du milieu
di usif de la gure 1.5. Dans chaque con guration, la courbe brisée correspond au signal,

du théoréme 1.3.1, tandis que l'autre courbe utilise le signal (1.26), obtenu par I'expérience de
retournement temporel pourl =0 et 5 =

Figure 3.11 Représentation de la tache focale de I'onde générée par le signal du théoréme
1.3.1 alinstantt = 0 dans le cas du milieu homogéne de la gure 1.4. La fonction de troncature
de ce signal est une gaussienne centrée err 50 (a gauche) et en = 100 (a droite). Sa

variance = 10 est ici identique dans les deux cas.
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Figure 3.12 Représentation du signalj , (rééchelonné suf 1;1]) du théoreme 1.3.1 dans le
cas du milieu homogéne de la gure 1.4. Sa fonction de troncatureest une gaussienne centrée
en =100 de variance =10 (a gauche) et =20 (a droite). L'axe des ordonnées décrit ici le
numéro du transducteur (le réseau étant indexé de bas en haut) et I'axe des abscisses le temps.

Figure 3.13 Représentation de la tache focale dans le cas du milieu homogéne de la gure
1.4. La fonction de troncature est une gaussienne centrée en= 100 de variance =10 (a

gauche) et =20 (a droite).
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Figure 3.14 Onde incidente, générée par le signa , du théoreme 1.3.1, au temps =
3; 14, 08, 04 0; 04 dans le cas du milieu homogéne de la gure 1.4. Le réseau est
formé ici deN = 64 transducteurs équirépartis sur le segmeritdg [0:5; 1:5].
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Figure 3.15 Onde incidente, générée par le signa , du théoreme 1.3.1, au temps =
3; 14, 0:8; 04 0;0:4dans le cas du milieu di usif de la gure 1.5. Le réseau est formé
ici de N = 64 transducteurs équirépartis sur le segmeritdg [0:5; 1:5].
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Figure 3.16 Module de I'onde incidente, générée par le signgl, du théoreme 1.3.1, au
tempst = 6; 1.6; 1, 0:2;0; 0:2. Le milieu est ici di usif et le réseau utilisé ne contient
g'un seul transducteur N = 1) placé en(0; 1).
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Ce chapitre est l'objet d'un article publié (cf. [31]) dans la revue Wave Motion que nous
reprenons ici tel qu'il a été publié.

Abstract : We are concerned with a two-dimensional problem which models the scattering of a
time-harmonic acoustic wave by an arbitrary number of sound-soft circular obstacles. Assuming
that their radii are small compared to the wavelength, we propose a mathematical justi cation
of di erent levels of asymptotic models available in the physical literature, including the so-
called Foldy Lax model.

Keywords : Asymptotics, Multiple scattering, Foldy Lax model, Point scatterers.

4.1 Introduction

We consider the scattering of an acoustic time-harmonic wave by an arbitrary number of
sound-soft obstacles located in a homogeneous medium. When the size of the obstacles is small
compared with the wavelength, the numerical simulation of such a problem by classical methods
(e.g., integral equation techniques or methods based on a Dirichlet-to Neumann map) can be-
come highly time-consuming, particularly when the number of scatterers is large. In this case,
the use of an asymptotic model may reduce considerably the numerical cost. Such a model was
introduced by Foldy [52] in the middle of the last century to study multiple isotropic scattering

71
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in a medium which contains randomly distributed small scatterers. Its use was extended by Lax
in [74, 75] to anisotropic or inelastic scattering. Their asymptotic model is based on the fact
that the scattered wave can be approximated by a wave emitted by point sources placed at the
centers of the scatterers; the amplitudes of the sources are calculated by solving a linear system
which represents the interactions between the scatterers (see [81] for an overview). The same
system can be derived formally from the usual rst-kind integral equation associated with the
scattering problem [98].

Nowadays, the Foldy Lax model is widely used in the community of physicists to approxi-
mate scattered waves in numerous physical and numerical applications. These applications
concern on one hand deterministic media see, e.g., [7] (evaluation of the scattering amplitude
of a cluster of small obstacles), [60] (attenuation, dispersion and anisotropy caused by multiple
scattering), [68] (multiple scattering between an extended scatterer and small obstacles), [80]
(localization of targets using time-reversal techniques) and on the other hand random media

see, e.g., [8] (generalization of well-established derivations of the radiative transfer equation
from rst principles), [79] (e ective wavenumber in a dilute random array of identical scatterers),
[108] (higher order Foldy-Lax models). Surprisingly, to our knowledge, there is no mathematical
justi cation of the Foldy Lax model. The case of one single small scatterer is well understood.
As shown in [81] for sound-soft or sound-hard obstacles, using a simple dilation, it can be derived
from the low-frequency behavior [71] of the wave scattered by a (non small) obstacle (see also
[4] for the case of a small inhomogeneity). To a certain extent, the Foldy Lax model provides
us the path from single scattering to multiple scattering. Our purpose is to propose a rigorous
justi cation of this model and to obtain local error estimates for the two-dimensional problem
in the case of circular obstacles. This assumption allows us to represent the scattered wave by
Fourier series, which yields explicit and simple proofs. Other more involved techniques (based
on matched asymptotic expansions or multiple scale methods) have been developed in a slightly
di erent context and could probably be adapted to our problem for non circular obstacles.
For instance, the Laplace equation in a bounded domain with small inclusions (with Dirichlet
boundary conditions) is dealt with in [84, 88] for the two-dimensional case and [83] for three-
dimensional case. Note that in [83], the authors consider two-scale asymptotic expansions by
assuming that the size of the obstacles as well as the distance between them are both small
parameters. We also refer to [16] which studies the case of a Neumann boundary condition on
two small and close obstacles for the Laplace equation.

The paper is organized as follows. In section 4.2, we show the equations of our scattering
problem and follow a physical point of view to introduce di erent levels of asymptotic models
including the Foldy Lax model. We end this section with the statement of the main result of
this paper, which concerns local error estimates between the exact solution and its di erent
levels of approximation. In section 4.3, we adopt an asymptotic point of view : starting from
a representation of the exact solution by means of Fourier series, we derive in a formal way
the same asymptotic models. This approach is well adapted to the mathematical justi cation
of the asymptotic models, which is the subject of section 4.4. For the sake of clarity, some
general properties and technical lemmas used in the latter section are collected in section 4.5.
We conclude in section 4.6 by some comments about the possible generalizations of the work
proposed in the present paper.

4.2 A physical point of view

We are concerned with a two-dimensional problem which models the scattering of a given
time-harmonic acoustic wave of circular frequency by a family of P disjoint small circular
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sake of simplicity, we consider non-dimensional equations, which amounts to choosing a constant
celerity c = 1 in the propagative medium. We suppose that the radii of the obstacles are small
compared to the wavelengt2 =! and are all of the same order of magnitude represented by a
small positive parameter”; i.e.,

Ir ,=0O(") forp=1;:::;P: (4.1)
Let w be a given incident eld, solution to
w+12w=0 inR% (4.2)
The associated scattered elds” is the solution to
u+!2u =0 inR? nsgzl O, (4.3)
u= w on ngl @,); (4.4)
which satis es the usual Sommerfeld radiation condition
g): ilu "= O(jxj ¥ asjxj!1 : (4.5)

In order to approximate the solution to the above system of equations, we de ne below a
family of asymptotic models which are based on the fact that in the case of one single small
scatterer (P = 1), the scattered eld is similar to the eld emitted by a point source. More
precisely,u’ can be approximated (see [81]) by

u(x) w(s)G(x sy);

whereG(x) = H{Y (! jxj) =4i is the outgoing Green's function of the Helmholtz equationH$" is
the Hankel function of the rst kind and order 0, see [1]) and ; is the re ection coe cient of the
scatterer, which is given by | := 4i:Hc(,1)(!r 1) for a circular obstacle. Indeed it is readily seen
that the above function satis es (4.3) and (4.5), as well as the boundary conditiom =  w(s,)
on @;; which actually approximates (4.4) sincav(x) w(s;) = O(") for all x 2 @D; by virtue
of our assumption (4.1).

For several obstacles(P > 1); we can consider dierent levels of approximation

u“%u ;i utt of u” which consist in superpositions of the form
Wiy e Tk Cm iz @
u(x):= oWy G(X sp) where ;= di=Hg"(Ir ) (4.6)
p=1

and w;';" represents di erent approximations of an exciting eld on the p-th scatterer. In the
simplest model(k = 0) ; we choose

w, %= w(s;) forp=1;:::;P;

which amounts to the well-known Born approximation [80] where the interactions between the
obstacles are neglected, since in this case? is nothing but a superposition of single scattering

approximations. The casek = 1 corresponds to the so-called Foldy Lax model [52, 74, 75],
which takes into account these interactions. In this case, the exciting eld for one given obstacle
is the superposition of the incident eld and the waves scattered by all the other obstacles, i.e.,

wil = w(sp) + GWgt G(sp sq) forp=1;:::;P: 4.7)

aép
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If we denote byW"* and W the vectors of C* with componentsw;* and w(s,) respectively,
this coupling between the exciting elds can be written equivalently as

I+ MHW" Lt = w; (4.8)
whereM" isthe P P matrix de ned by

My =  4G(sp s ifgép and M, :=0:
Between the casek =0 and k = 1 ; one can consider intermediate models which take into
account the successive re ections between the scatterers. Indeed, instead of (4.7), the exciting

eld is de ned recursively by

"k +1

X ..
kL= w(sp) + We G(sp sq) forp=1;:::;P:

asp

W,

It is readily seen that this relation amounts to approximating the inverse of operator + M’
involved in (4.8) by a truncated Neumann series, so that we can summarize these di erent
models by the formula

W¥:=" ( MYW fork=0:1;:::;1: (4.9)
o
The aim of this paper is to prove the following error estimates between the solutian of our

initial problem (4.3) (4.5) and the di erent levels of approximations u“¥ given by (4.6) and
(4.9).

S .
Theorem 4.2.1 For every compact subsek of R?n F'f:lfspg and everys O; there exists a
constant Cx.s > 0 independent of' such that for" small enough,

8 k+2
3 CK;?, if k2 N;
J Uk log
HS(K) E CK,S " |f k — 1 .
~ jlog"j ’

wherek ks, denotes the norm of the usual Sobolev spat&(K ):

This result tells us that for the Foldy Lax model (k = 1 ); the magnitude of the approxi-
mation error is the same as for the single scattering problem (see, e.g. [81]), whereas for the
intermediate models(k 2 N); it corresponds to the rst neglected re ections between the scat-
terers, that is, the re ections of orderk + 1: For instance, ifk = 1; the wave scattered by one of
the scatterer isO((log") 1) so that the rst re ections of this wave by the other scatterers are
O((log™) ?2) and the magnitude of the approximation error isO((log") 3) which corresponds
to second-order re ections. However it is important to notice that the constanCy.s involved
in these estimates depends on the layout of the scatterers. In particuldy.s is likely to be an
increasing function of the scatterer density. For a high densitfx.s may be large, which means
that the Foldy Lax approximation will be valid for very small scatterers. To a certain extent,
the above theorem only tells us that the Foldy Lax model becomes e cient for small enough
scatterers, but it does not give us a quantitative interpretation of the expression small enough.
Unfortunately, we did not nd a quantitative estimate of the Cy.s parameter with respect to the
layout of the scatterers. This is a challenging but open question. Maybe the two-scale approach
developed in [83] in a di erent context could be used for our problem.
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4.3 An asymptotic point of view

In this section, we revisit the asymptotic models de ned by (4.6) and (4.9) by a more rigorous
approach which will allow us to prove Theorem 4.2.1 in section 4.4. The idea is to rewrite the
initial problem (4.3) (4.5) in an equivalent form using standard tools for multiple scattering
and Fourier series.

4.3.1 Rewriting the scattering problem

In a rst step, we consider a representation ofi’ which transforms ourmultiple scattering
problem into a family of P coupledsingle scatteringproblems. This representation consists in
splitting u” as follows (see [10]) :

D
u = Up; (4.10)
p=1
whereuy; u,;:::;uUp are the outgoing (in the sense of (4.5)) solutions to
" 2" — ; 2 - A"
up + ! upx— 0 inR°n O (4.12)
Up= W Uy, on @y, (4.12)
a8 p

for p=1;:::;P: This representation ofu” makes clear the notion oexciting eld introduced in

the previous section. Indeed each fulpctiou;, represents the wave scattered by thp-th obstacle
illuminated by the exciting eld w+ " g, U,

The next step consists in taking advantage of the particular shape of the scatterers by using
Fourier series expansions of the single scattering eldlé: We brie y recall here the main results;
all details can be found in [81]. We equiR? with a Cartesian coordinate systen{O; e;; &) and
de ne for eachp = 1;:::;P the local polar coordinates by( ,; ,) where , := jx spj and

p 2 [0;2 ) is the angle betweere; andx  s,: We denote byx( p; p) or simply ( p; p) (if there
is no ambiguity) a point of R? de ned by its local polar coordinates, so that a function ok can
be considered equivalently as a function df ,; ,) without change of notation.

As u'l'J is an outgoing solution to the homogeneous Helmholtz equation outsi@, it has a
modal decomposition on the Hankel functionsl (Y (see [1]) :

Coim

m2z H@ (Ir 0)

Z,

1
2 o

Uy(X) = Hom(x) forall x 2 RnO, where c,, = U e ™o d,
(4.13)
is the m-th Fourier coe cient of u(ry; ) and Hym(x) denotes the local outgoing cylindrical

wave-functions associated with the-th scatterer de ned by
Hpm(X) = HWYO p) emr forx 6 Sp:

Similarly, w is a solution to the homogeneous Helmholtz equation (4.2), thus it has an analogous
modal decomposition on the Bessel functiond,, [1]. We shall use such a decomposition by
choosingry > 0 such that Ir ¢ is smaller than the smallest zero ofly (which ensures that
Jn('r o) 60 for all m 2 Z): Then we have

dp§m
m22z 'Jm(!r 0)

ZZ
wW(ro; p)e "™ rd,

(4.14)

w(x) = Jn(® p) €M e forall x2 R? where dy, =

N

Is the m-th Fourier coe cient of w(ro; ):
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The idea is to use the Fourier coe cients;c;);m as new unknowns, more precisely to express the
coupling boundary condition (4.12) by means of the above decompositions (4.13) and (4.14),
which yields the relation betweenc'[;;m and the Fourier coe cients d,;n of the incident eld.
Thanks to the Graf's addition formula [1]

X .
Hgm(X) = Hogm n(Sp) In(! p)€" ®» forp6 gand p<js, Sq; (4.15)
n2z
condition (4.12) becomes
X X X c.

. . ) X .
Com €7 P + % Ham n(sp) In(lr p) € =
z ggpm2z Hm' (11 o) n2z

dp;m
m2z Jm(!r 0)

Im(r )M @
m2
(4.16)
for all , 2 [0;2 ): Interchanging the order of summation in the second term of the left-hand
side (which will be justi ed in the next section, see Remark 4.4.2) and using the fact that a
Fourier series vanishes for all, 2 [0;2 ) if and only if all the Fourier coe cients vanish, this
equation writes equivalently as

" X X Hgn m(S) - Im('r p)
—+ In(ir ) AL M e = P d,m forallm?2 Zz;
Cp,m " P g6 pn2z Hr(ll)(!r q) an Jm(!r 0) P
which can be expressed in a more concise form as
(1+K)c =f"; (4.17)

wherec' is the vector(cy;:::;6)> whose components, are the sequences of Fourier coe cients
(Com)m2z: MoreoverK™ can be de ned in matrix form by

0 . ) 1
0 K it Kijp
. Ky 0 i K
K" = .21 .2P
Ko, Kpp, 110 O

where each termK'r'Jq; for p & q;is an operator which represents the action of thg-th obstacle
on the p-th obstacle, de ned by
0

1
" . X " " Hq;n m(Sp)‘]m(!r )
KpgC = @ Kogmn Can? where K0 = LD (1 P
n2z m27 n (I )
Finally the right-hand side f * of (4.17) is the vector(f ,;:::;f5)> whose component$, are the
sequences )
(o g . Im(!r )
P PMmaz T g (Irg) P,
Note that f;; is the sequence of Fourier coe cients of w(r;; ): Indeed from (4.14), we have
. X .
W(rp p) = fome™ P (4.18)
m2Z

Thanks to (4.13) and (4.14), the linear equation (4.17) is clearly equivalent to the family of
P coupled problems (4.11) (4.12), hence also to our initial problem (4.3) (4.5). It provides us a
numerical strategy for multiple scattering (see [5] for a detailed analysis). Here we shall use this
equivalent formulation to derive the asymptotic models exhibited in section 4.2 and to prove
Theorem 4.2.1.
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4.3.2 Asymptotic models

Using the asymptotic behavior (4.28) of Bessel and Hankel functions for small arguments
and the fact that w(sp) = dp.0=Jo(!r o) (which follows from (4.14)), it is easy to see that for
pPé Qq;

8 wp
5 Hqo(Sp) + 0

=0 if (m;m) =(0;0),
" (]_) " " n
K hgmn = . Ho (I o) log log
o(") else,
and 8
.2 w(sp)+ O(") ifm=0;
Fom = &
N else.

So the dominant coe cients of K'F')q and f; are reached respectively fofm;n) = (0;0) and
m = 0: As a consequence, a formal approximation of ordérof (4:17) is given by

(1+RY)c =19 (4.19)
whereR" and f ° are de ned asK" and f " by replacingK ..., and f .., by
" Hqo(Sp) 0 . _ 1 :
qu;mn = m;0 n;Om and fp;m = m;OW(Sp)— m;()mdp;o.

The above approximate system (4.19) is equivalent to the Foldy Lax model (4.8). Indeed,
following the notations introduced in section 4.2, let™¥; for k 2 N; denote the approximation
of the solution to (4.19) obtained by a truncated Neumann series of the inverselof K"; and
c'l, the exact solution, i.e.,

cki= (R)YFfO fork=0:1::::1;
=0
which shows in particular that cp"m =0 for all pand m 6 0 in view of the above de nition of
K" and f °: The acoustic eld associated with these Fourier coe cients by (4.13) is then given
by
x® K _ _
uk(x) = (DCP’FHHSI)(! jx spj) fork=0;1;:::;1 (4.20)

p=1 H0 (-r p)

This expression is nothing but the eld (4.6) obtained by the physical approach, which is readily

veri ed by noticing that K, = M, andf ), = W, (thanks to the de nitions of the re ection
coe cients , and of the Green's function), thusc;y = W,

4.4 A mathematical point of view

4.4.1 Functional framework

As we shall see in the sequel, the natural function space for each compor[%mf the solution
c to $4.17) is “2(Z); that is, the Hilbert space composed of the sequences= ( Cym)m2z Such
that = .ziCmj% < 1 ; equipped with the following inner product and associated norm :
01=2

X n
(%) 2@ = ComCpm and kokzz) = (G G)2(z)
V4

m2
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Moreover, fors > 0; we denote byps(Z) the subspace of ?(Z) composed of the sequences
Co = (Coim)m2z such that kepkis 2y = maz(1+ mM?)%jGomj? is nite.

Proposition 4.4.1 On the assumption that the scatterers are disjoink." is a compact operator
in “2(Z)P:

Proof. Let us rst prove that K" 2 L (‘?(Z)P); i.e., that K" is a bounded operator in'?(Z)":
It is enough to verify that each operatorK'F')q is bounded in*?(Z): Instead of working with K'F')q,
we de ne its formal adjoint by

0 1

@ , " Hgm n(Sp) In(!r ).
Lap@ = @ Lggmn Gon with L gpimn *= Kpginm = ROV =
n2z m27 Hm'(Ir o)

Let ¢, 2 “?(Z) and m 2 Z. Using the Cauchy-Schwarz inequality, we have

2 P v 2
X . n2z Ham n(Sp) In(Ir 1)
I-qp;mn Cp;n

o2 kek? (4.21)
n2z Hm ('I‘ q)

“2(2) .

The main advantage of working with L;p instead ofK'F')q lies in the observation that the sum
in the right-hand side is nothing but the sum of the squared moduli of the Fourier coe cients
which appear in the Graf's addition formula (4.15) forx = (r;; p): Hence the Parseval identity
yields

w2 . 2 1 Z2 " 2
. Hagm n(Sp) In(r p) = Hq;m(rp; ) L20:2 ) = 2 Hq;m(rp; p) d
n
Summing overm 2 Z in (4.21), we obtain
0 2 1
Ham('p: )
. 2 X amiipr /2002 ) 2
L ’ ke, ke : 4,22
@ ) %mzz Hrgql)(!r ;) ’ § @ ( )

We prove in section 4.5 (see Lemma 4.5.2) that for disjoints obstacles, the series in the right-
hand side is convergent, sb, 2 L (*%(Z)): This justi es the fact that L, and K, are adjoint
to each other, soK'I[')q is also bounded in'?(Z2):
Using the same arguments, we can verify that for af > O; L;p is bounded from*2(Z) to
the spaceh®(Z) de ned above. Indeed, instead of (4.22), we obtain
0 o, 1
. 2 X Ms Hq;m(rp; ) L2(0;2 ) 2 .
L gp G hs(2) %m22(1+ m?) Hr(nl)(!r :1) 2 § kcpk‘2(2)’

where Lemma 4.5.2 tells us that the series in the right-hand side is convergent. BXZ) is
compactly embedded in?(Z); the compactness or_'('m follows. Hence its adjoint is also compact
in “2(2): m

Remark 4.4.2 Itis easy to see that the convergence of the series which appears in (4.22) allows
us to interchange the order of summation of the double series (#4:16).
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Proposition 4.4.3 On the assumption that the scatterers are disjoint, the multiple scattering
problem(4:17) as well as the Foldy Lax approximatiorn(4:19) are well-posed in'?(Z)":

Proof. Proposition 4.4.1 tells us that (4.17) is a Fredholm equation in the spacé(Z)? (note
that the right-hand side f * belongs to*?(Z)" since eacHf , is the sequence of Fourier coe cients
of w(r;; ); see (4.18)). By virtue of Fredholm's alternative, the well-posedness of this equation
follows from the uniqueness of the solution to our initial problem (4.3) (4.5),.Indeed, it is well-
known that this problem has a unique solutionu” 2 Hg.( ") where " := R?n™[_; O,: Suppose
then that ¢ 2 “?(Z)P is a solution to (I + K') ¢ = 0: We have seen in the proof of Proposition
4.4.1 that K" is bounded from*2(Z)P to h$(Z)P: Hencec' = K'c belongs tohs(Z)" for all
s > 0: This shows that the associated functioru” de ned by (4.10) and (4.13) is a smooth
solution to (4.3) (4.5) with w=0: Sou" = 0; which implies that ¢ = 0:

For the Foldy Lax approximation (4:19); the proof is very di erent. As mentioned in section
4.3.2, this equation is equivalent to the nite dimensional system (4.8). Noticing thatHc(,l)()
is decreasing or(0; + 1 ) (which can be easily deduced from formula (4.31)), we infer that

Ho"(Visp  Sqi)

HG (r o)

M. = 'C']G(sp Sq) = <1 forall p;g2f1;:::;Pgwith p6 q:

pq

As a consequencekM K, = SUP,qaf1:mpg Mpq < L thus | + M is invertible. ]

4.4.2 Error analysis

The proof of Theorem 4.2.1 is mainly based on the following error estimates.

Proposition 4.4.4 There exits a constantC > 0 such that for" small enough,

C

K" R c"; (4.24)
L(2(2)P)
" 0 ",
f°f S c™ (4.25)

Proof. For inequality (4.23), we follow the same approach as in the proof of Proposition 4.4.1.
The announced estimate simply results from (4.22) and Lemma 4.5.3.

To prove formula (4.24), we use similar arguments. First notice that the adjoint of the nite
rank operator K . is clearly the operatorE" of L("?(Z)) de ned by

1
0(Sp)

pCp % (]C_I) s Cp’(_)g
H (Ir o)

m2Z
Hence, forc, 2 *%(Z), we have
" " 2 X " 2 " " 2
Lop Eqp & 2(z) LG, + Loy EqpG

jmj>0
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On one hand, following the same lines as in the proof of Propositiagt4:1 and using Lemma
4.5.3, we obtain

0 ) 1

X . 2 X HQ?m(rP; ) L2(0;2 ) 2 2 2

o Le% % ‘ @ ey 2 § KoKz  C Gk ;
imj>0 jmj>0 Hm (.r q)

for " small enough. On the other hand, applying the Cauchy-Schwarz inequality, we get

2 o Ha (80 3n(r ) 24 (3o(ir ) D)Hgolsy)

2
HY(r )

2 .
kcpk\z(z) :

(L;lp E;p) G 0
Again thanks to the Graf's addition formula (4.15) and the Parseval identity, we see that the
" 2
numerator of the fraction in the right-hand side is nothing but Hqo(ry; ) H qo(Sp) L2022 ):
As Hgo(x) is a smooth function nearx = s,; this quantity is O("?) for small ": Noticing that
H§? (Ir 5) = O(jlog"]) (see (4.28)), we conclude that

(Lop B &, C?jlog”j ? Kk )

which completes the proof of (4.24).
It remains to prove (4.25). From the respective de nitions of")' and f 2; we have

; 02 _ X .. ’y
fp P 2(z) - Ap;m ]dp;m] )
m2Z
where ) ) s
. Jo(Ir 2y 1 . Im(Ir ) .
A= — P2 © d A= P ifm60:
0T Tplr gy AN Pem T g gy T

Using the asymptotic behaviors ofl,, for small arguments (see (4.28)) and for large orders (see
(4.29)), we infer that there existsC > 0 independent ofm such that

u!4 “!2m

. M . Mo " _
Apo C T and A,, C T if m6 0:

This shows that the dominant coe cient is obtained form = 1; sosup,,;A,, C "2: As a

consequence,
" 2
f

2(2)

0 n2 2 .
S C "2k

where kdpk\z(z) is nite since d, is the sequence of Fourier coe cients ofv(ro; ) (see (4.14)).m

Corollary 4.4.5 There exits a constantC > 0 such that for" small enough,

8
k+1
" % IoC" if kK2 N;
c 2@ 3 g

c" ifk=1:
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Proof. The casek = 1 is a consequence of Proposition 4.4.4 using standard approximation
results [72, Theorem 10.1]. The cade2 N then follows by noticing that

! "k ¥ 1 "1 "k ! 1 "
cC ¢ 2(zyp kc c k\z(z)p + C c 2(2)7 where kc ¢ kxz(z)p C
and
. . X‘ o X_ s C k+1
C,l C’k ~2(7)P - ( R ) fO R ~2(7)\P fO *2(z)P CO " ’
(2) el agp =k L(2(2)P) (2) log
where the last inequality derives from (4.23) and (4.24). |

We are now able to prove Theorem 4.2.1. We rst geal with the case= 0; that is, local

L2 error estimates. LetK be a compact subset oR? n p=1pfSp0 andk 2 N[flg : Fora

givenp2f1;:::;Pg; there exists > 0and >  such that K is contained in the domain

p = fx 2 R?% j X sy g: Moreover for" small enough, the obstacleO; is outside

p. Thanks to formulas (4.13) and (4.20) (recall thatc"p;;'jn =0 for all pand m 6 0); Parseval
identity yields

Z 2
1“2 . "y 2 X . we 2 HOO )
— u( o TR d,= : k =2 m Y P forall ,2( ; ):
> & o(pip) U (pip) dyp . Com  Com RO (ir 3 p2( )

Using the same arguments as in the proof of Lemma 4.5.3, it is easy to see that there exists
some positive constanC such that for " small enough, we have

HOO "
’g‘l)if’ Cijlog"j 2 foralm2Zzand ,2( ; ):
Hm ('r p)
Hence,
z z
T T (e ) UE(pi 9 pdpd, Clloghi? 6 G
p P L2(k) p\ p» p p p: p p¥p™p 2(z)

which shows nally that

" »®

uoou oK
L2(K)

Up L2(K)

Cijlog"j * ¢ c*

p *2(Z)P :

p=1
The conclusion then follows from Corollary4:4:5.

In order to deal with the cases > 0; we simply have to use some classical interior regularity
results for second order elliptic equations (see, e.g., [49, Theorem 2, p. 314]). Indeed, noticing
that

(u U )+12u u*)=0 inkK;
we infer that for any compact setk ° contained in the interior of K; u” u"* belongs toHS$(K)
for all s > 0 and there existsCs > 0 (depending only ofs, K and K 9 such that :

" " nk

u HE (KO Cs

L2(K)

This completes the proof of Theorem 4.2.1.
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4.5 Technical lemnas

We collect in this section di erent results about Bessel functions which are used in the paper.
First recall some well-known properties (see, e.g., [1]) :
Symmetry relations : for all n 2 N;

Ja()=( 1"In(x) forx2 R and HYX)=( 1)"HD(x) forx 2 (0;+1 ):
(4.26)
Recurrence formulas : for allin 2 Z;

2
() = STHP0)  HPy(x) forx 2 0+ ): (4.27)

Asymptotic behaviors for small arguments : whem 2 N is xed (see (4.26) ifn < 0) and

X & O
8 ..
8 2 X .
2 1+O(X2) ifn=0; % —log > + O(1) if n=0;
Jn(X) = S and HI’(]l)(X) = 1)! n
7 o(x")  else, z (01 g +O(x ™) else.
[
(4.28)
Asymptotic behaviors for large orders : whem! +1 (see (4.26) fom! 1 );
x" 1 .
Jn(X) = i +0 0 uniformly on compact subsets of0; +1 ); (4.29)
2" 1! 1 :
HY(x) = |(nx”) 1+0 = uniformly on compact subsets of0; +1 ): (4.30)

The following apparently non usual inequality plays an essential role in our estimates.

Lemma 4.5.1 For all integern 2 andx 2 (0;1), we have

1 2xn 2
HP(x)  ntHP(x)

Proof. First notice that for all n2 Nandx 2 (0;+1 ); we have
HO(x)  HRd(x)

which can be easily derived from the following formula (see [111, p. 444]) :
Z, z

1
H Y (x) ? = % K o(2x sinht) cosh(ht)dt where Ko(x) := e Xeshsgs  (4.31)
0 0

is the modi ed Bessel function of ordeO: Hence, from the recurrence relation (4.27), we deduce

2 2
H Y (x) nT HY x)  HEP,x) ; H®Y (x) forn 3andx2 (0;1):

Applying this inequality recursively, the conclusion follows. ]
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The following lemmas concern the convergence and the order of magnitude of the series
involved in (4.22).

Lemma 4.5.2 For a xed "> 0 if the obstacle@; and O; are disjoint, then for alls 0

" 2
Ham(ry;
e my ) e

1 > <1l:
m2z HR(r 5

Proof. Thanks to the symmetry relation (4.26), we can consider the series far 2 N: The
asymptotic behavior (4.30) shows that for a xed" > 0; whenm! +1 ;

0 n'r P
Hﬁn”(lgr ) OBz D 3
Ham(T5i) *1os = 210202 MY L ) s
:O%“. 22™ (m 1)!2U zmg; (4.33)

isp Sd Iy

where the last equality follows from thefactthatjx(r;,; p) Sa ] Sp Sd r;,forall p2(0;2):
As a consequence

2 0 | 1
ans HEmUoi) 125 ) 2 r o
(1+ m?)s >—=0@m>* ——31 - A asm! +1:
HY(r ) ISp Sdd Tp
Hence the series is convergent sinc§:+ r; < jsp Sgj (for the obstacles are disjoint). ]

Lemma 4.5.3 LetN 2 Nandp#6 q: For "> 0 small enough, we have
8

N 2
x  Ham(pl) 0, % O(log"j 2 if N =0;
jmj N H® (i ;)2 20 "N else.

Proof. We proceed as in the proof of Lemma 4.5.2. We denote by

the term of orderm of the above series. On one hand, formula (4.32) is no more valid for small
" since (4.30) cannot be used for small arguments. We use instead Lemma 4.5.1 as well as the

asymptotic behavior (4.28) ofHél) for small arguments, which shows that there exist€ > 0
and "o > 0 such that

1 I g
: 5 5 foralm 2and" "
HW(r ) m!
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On the other hand, formula (4.33) holds. Noticing thatjs,  Sg r;, j Sp Sqj=2 for small

enough"; say" "{; we infer that there existsC°> 0 and M 2 such that
; 2" (m 1)
Hom(rp: ) 22 0o~ ( _)2m foralm M and" "
L20:2) fljsp sqig

As a consequence,

COO 4r" *2m
4_ forallm M and small enough:

. P : .
This shows that 1_,, hn(") = O "?M : Moreover, from the asymptotic behavior (4.28) of
H® for small arguments, we have

ho(") Cojlog"j 2 and hm(") Cm "?™ for0<m< M:

This completes the proof. ]

4.6 Conclusion

We have proposed in this paper a justi cation of di erent levels of asymptotic models avai-
lable in the physical literature, including the Foldy-Lax model, for the two-dimensional scatte-
ring of an acoustic wave by an arbitrary number of sound-soft circular obstacles. In the models
considered here, each obstacle has an isotropic behavior in the sense that in the series (4.13)
which describes the wave scattered by one obstacle, we only keep the dominant contribution,
associated withm = 0; which does not depend on: As shown in [108], the method we have
presented can be seen as the rst order of a more general approach which allows higher order
approximations that take into account the angular dependence of the eld scattered by each
obstacle. Instead of keeping only the radial componeim = 0) in the series (4.13), we simply
have to truncate this series atmj = ~ for some™ 1 : the new unknowns are the Fourier
coe cients c'[');m forp=1;:::;Pandm = ;:::;+": Instead of (4.19), we are then led to
an approximation of order" ** of (4.17) which amounts to a linear system of sizB (2" + 1):
Using the same arguments as in section 4.4, we will obtain an error estimate similar to that of
Theorem 4.2.1 (fork = 1 ) where"=jlog"j will be replaced by" *15log"j: Such an improved
Foldy-Lax model may become useful when the scatterer density is high. Moreover, a numerical
comparison between the original Foldy-Lax model and a high order approximation could help
us to quantify the value ofCx.s in Theorem 4.2.1.

What about the possible generalizations of our study ? First notice that our approach should
also apply for other boundary conditions on circular scatterers (Neumann or Robin) as well as
for penetrable obstacles, since the scattered wave can still be represented by means of Fourier
series. However, for such boundary conditions, the asymptotic behavior of each scatterer is no
more isotropic : higher order terms in the multipole expansion of the scattered eld must be
kept. Hence the implementation of a Foldy Lax model in such situations is similar to the higher
order approximations mentioned above. In the three-dimensional case for spherical obstacles,
the same ideas apply using spherical harmonics expansions instead of Fourier series. The main
di erence lies in the fact that the asymptotic expansions will only involve powers df whereas
the expansions considered in the present paper also involve powerglofy"j: Let us nally
mention that if we consider non-circular or non-spherical scatterers, the results we have obtained
are likely to hold, but the method we have used does no longer apply, for the scattered wave
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can no longer be represented by Fourier series. Other techniques such as matched asymptotic

expansions, multiple scale methods or layered potentials representation [84, 83, 88, 34] should
be used.
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Ce premier chapitre a pour but de situer dans un cadre physique et mathématique général le
probléeme traité dans cette seconde partie. Il s'organise de la maniére suivante. Nous commencgons
par décrire les particularités des équations de Maxwell dans les matériaux de Lorentz pour nous
restreindre par la suite a un dioptre, milieu composé d'un diélectrique classique et d'un matériau
de Lorentz particulier : le matériau de Drude. Puis, nous introduisons dans un tel milieu la
décomposition classique des équations de Maxwell en systémes TE (Transverse Electrique) et
TM (Transverse Magnétique). En n, aprés avoir choisi de fagon arbitraire de travailler avec le
systeme TM, nous le modélisons comme une équation d'évolution de Schrddinger dont nous
allons étudier les propriétés mathématiques (essentiellement d'un point de vue spectral) dans
les chapitres suivants.

5.1 Equations de Maxwell dans les matériaux de Lorentz

5.1.1 Lois constitutives des matériaux

Nous considérons ici un matériau de Lorentz homogéne non dissipatif occupant un ouvert
O de l'espaceR® (des modeéles de matériaux de Lorentz dissipatifs sont présentés d§bs]).
Pour un point x 2 O et un instant t, nous désignons par :

E (x;t) le champ électrique, D (x;t) linduction électrique,

H (x;t) le champ magnétique, B (x;t) linduction magnétique.

89
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De maniére classique en I'absence de terme source, ces champs véri ent les équations de Maxwell

@ RotH =0;
@B + Rot E =0:

(5.1)

Les matériaux de Lorentz sont caractérisés par leurs relations constitutives qui relient respective-

ment I'induction électrique au champ électrique et I'induction magnétique au champ magnétique.

Elles sont plus facilement formulables en régime fréquentiel :
D(x;!)="(")E(x;!);
B(x;!)= (1)H(X;!)

(5.2)

ou! 2 RetD, E, B et H désignent respectivement les transformées de Fourier en temps de
D, E,B etH. Les fonctions" et représentent la permittivité diélectrique et la perméabilité
magnétique du matériau. Leur dépendance en exprime le caractére dispersif du matériau.
Pour les matériaux de Lorentz, cette dépendance est rationnelle ({56, 76]) :
2 ! 2 !
")="9 1 |Ze|2 et ()= o 1 —/—"— ; (5.3)

| 2 | 2
‘e : m

oudune part ., m,!eet! sontdes constantes réelles positives et d'autre pdig et o sont
des réels strictement positifs. E ectuons quelques commentaires sur les relations constitutives
décrites par les équationgs:2) et (5:3) :

Tout d'abord, lorsque . et |, sont nulles, on retrouve les lois constitutives d'un diélec-
trique classique dont les matériaux de Lorentz sont une généralisation des queet ,
sont non nulles.
Ensuite, le fait que les fonctions" et sont a valeurs réelles exprime ici le caractére non
dissipatif du milieu.
Puis, on constate que
!I;{n "(1)= "o et !I;{n M= o
Ces matériaux sont donc peu dispersifs a hautes fréquences, régime ou ils se comportent
comme des diélectriques classiques.
En n, la principale particularité de ces matériaux est qu'il existe des intervalles fréquentiels
pour lesquels'(! ) ou (!) sont négatifs. Plus précisément :
. . . 49—
"1)<0 0 'j2legles[ oU ey = 12+ 2
q —
M)<0 0 'j2'mitm«[ ou = 124+ 2

Les intervalles fréquentiels oti(! ) et (! ) < 0 sont trés importants du point de vue des
applications physiques (cf. intro). De plus, il existe un couple de fréquences particuliéres ou
le rapport"(! )="gou (! )= o, appelé respectivement permittivité et perméabilité relative,
estégala 1. Eneet:

")

0
-

0

2
= 1 () !'= lg o0 lg = 12+ %
s 2 (5.4)

2
l= I, ou !y = 124 M-
0 m; m; m 2
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On remarque que ces deux rapports sont simultanément égaux a si et seulement si

Toutes ces propriétés sont résumées graphiquement dans la gure 5.1.

Introduisons maintenant les lois constitutives d'un matériau de Lorentz particulier : le ma-
tériau de Drude, qui nous intéressera par la suite. Un matériau de Drude est dé ni comme un
matériau de Lorentz pour lequel les constantes, et ! ,, sont nulles (cf. [110]). Les équations
(5.3) deviennent alors

! !
2
e

2
=" 1 e (0= 01 g3 ©9)

L'allure de ces fonctions est représentée dans le second graphique de la gure 5.1.

(") (")

Figure 5.1 Allure de la courbe de perméabilité (cf. (5.3) et (5.5)) pour un marériau de Lorentz
(a gauche) et pour un matériau de Drude (a droite).

Remarque 5.1.1 Enn, on peut considérer une forme fractionnaire plus générale dans (5.3)
pour modéliser les matériaux de Lorentz en posant (cf. [55]) :
! !

X , X .
"(1y="y 1 e et ()= o 1 _mn

| 2 |1 2
n=1 - T en n=1 - T min

Notons que de telles lois constitutives ont été justi ées par des techniques d’homogénéisation
fort contraste de matériaux périodiques (cf. [23, 24]).

5.1.2 Systeme de Lorentz en régime transitoire

Nous cherchons maintenant & écrire les équatio(s1) et (5:2) comme un systeme d'évolution
en temps. A cette n, il nous faut introduire deux champs auxiliaires : la polarisation électrique
P et la polarisation magnétiqueM (cf. [76]) dont les transformées de Fourier en temps sont
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notéesP et M .!A l'aide de ces champs, on peut reformuler la relation (5.2) et (5.3) de la
maniére suivante

D="0(E+ 2P) ot (12 !?)P =E;

(5.6)
B= oH+ 2M) ou ('3 !'?M =H:
En passant (5.6) dans le domaine temporel, il vient
D="y(E+ 2P ou P+!2P =E;
0( e ) @ e (5.7)
B= o(H+ 2M) ol @M +!2M =H:

En substituant (5.7) dans (5.1), on obtient un probleme d'évolution sur les quatre champs
(E;H;P;M):

0@ RotH+" Z@P =0;

0@ +RotE+ o 2@V =0;

@P +!2P = E;

@M +!2M =H:

(5.8)

5.2 Description du probleme physique traité

5.2.1 Modélisation du probléme

Nous considérons un dioptre dans I'espad®® composé d'un diélectrique et d'un matériau
de Drude, tous deux homogénes, occupant respectivement les domaReés= f(x;y;z) j x < Og
et R2 = f(x;y;z) j x > 0g. Nous désignons pafex; e,; €,) la base canonique d&R®. La
composante d'un vecteur selom, est donc appelée composante normale dans le sens ou elle
est normale a l'interface, les composantes selep et e, sont par opposition les composantes
tangentielles.

eyl eZ
Diélectrique Matériau de Drude
R3 RS
€x
"0' 0 "01 0, e m

Figure 5.2 Description du dioptre.

1. Remarquons que cette dé nition n'est pas universelle. Dans certains ouvrages, on appelle respectivement
polarisation électrique et polarisation magnétique les quantitésy 2P et o 2 M.
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Dans le diélectrique ou les relations constitutives prennent la forme simpliée = "o E et
B = oH, les équations de Maxwel(5:1) sont alors décrites par

"w@ RotH = J (R®);

(5.9)
o@H +Rot E=0 (R®);

ou la donnéel représente la densité de courant. La permittivité électriqué, et la permittivité
magnétique o sont encore des constantes strictement positives.

Le matériel de Drude, quant a lui, suit les relations constitutives dé nies par (5.2) et (5.5).
Nous supposons, en considérant, et , strictement positifs, qu'il constitue un milieu dispersif,
di érent d'un diélectrique classique. Signalons également que par souci de simplicité, nous avons
choisi de prendre'g et o égaux de part et d'autre de l'interfacex = 0. Comme nous l'avons
vu dans la partie précédente, le modéle de Drude est un cas particulier du modéle de Lorentz
pour lequel! ¢ = ! , =0 ; les équations de Maxwell dans ce milieu se déduisent donc aisément
de (5.8) :

"W@ RotH +", 2@ = J (R});
o@H +RotE+ o 2@V =0 (R3);
@rP =E (RY);
@V =H (R}):

En n classiquement, les équations (5.9) et (5.10) doivent étre complétées par les conditions
de transmissions suivantes

[ex E(;t))x=0 =0 et [ex H (;t)]x=0 =0; (5.11)

ou et[ Jx=o désignent respectivement le produit vectoriel d&2 et le saut d'une fonction
en x = 0. Ces conditions expriment la continuité des composantes tangentielles des champs
électriqgue et magnétigue a la traversée de l'interface= 0.
A chaque instant, nous supposons que les chantpé;t),H (;t),P (;t),M (;t), Rot E( ;t)
et Rot H ( ;t), satisfaisant (5.9), (5.10) et (5.11), sont de carré intégrable. Cette considération

conduit naturellement a introduire les espaces fonctionnels
z

n [0}
L?2(0)= uj juX)jdx<1 et Hgy (0)= u2L?0% jRotu2L?0% ;
(0]

(5.10)

ou kk et O sont respectivement la norme euclidienne et un ouvert de I'espaBé. Pour un

J 2 L?(R®) donné, nous cherchons donc des cham@s,H , @ , @V ) dans (H grot (R%))?
(L?(R%))2. Remarquons que l'espackl ro (R®) peut étre caractérisé (cf. [86]) de la maniére
suivante :

Ujrs 2 H rot (R%);
U2Hgot (R0 |ujry 2 Hrot (RY);
[ex ul,, =0:

Ainsi, les conditions de transmissions (5.11) des champs électrique et magnétique sont contenues
dans l'appartenance a l'espace fonctionnél r,; (R®). A n de réécrire les systémes d'équations
(5.9), (5.10), (5.11) en un seul systéme, nous introduisons les opérateurs de prolongement par
Zéro et de restriction suivants :

L?(R3) ! L ?(R®) et R: L?R3 ! L2(R3)
f 7! f surR® et OsurR® f 70 fjgs:
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En utilisant ces opérateurs, on peut reformuler les équations (5.9), (5.10) et (5.11) sous la forme
d'un systeme d'évolution :

"9@ RotH+" 2 @ = J

0o@H +RotE+ o 2 @V =0 (R3);
@P =RE (R});

@M =RH (RY);

(5.12)

ol les champsE, H, @P, @V ) appartiennent & (H rot (R3))2 (L?(R3))2.

5.2.2 Modes TE et TM

Dans cette partie, nous allons exploiter les propriétés d'invariance par translation de notre
milieu pour simpli er les équations de (5.12). A cette n, nous faisons I'hypothese :

-(H,) la densité de courant] ne dépend spatialement que du couple de variablesy).

Ainsi, I'ensemble du probleme (géométrie, coe cients physiques et données) est invariant par
rapport a z et nous pouvons faire la simpli cation :@ = 0. Suivant cette logique, nous scindons
tout champ U en une composant&) , := (Uy; U,) transverse a la direction d'invariancee, et
une composantelU, = U, parallele a cette derniére. Le rotationnel se décompose donc de la
maniere suivante

Rot U = rot Uy, +rot U, e,

ou rot U = (QU,; @U,)” et rotU, = @U, @Us. Remarquons que les conditions de
transmission (5.11) sur les champs électrique et magnétique prennent alors la forme de conditions
de transmissions sur les composantes paralleEeset Hy :

[E;]lx=0 =0 et [H;]x=0 =0 (5.13)
et transversesE, etH , :
[Eylk=o =0 et [Hylk= =0 (5.14)

de ces champs. Chercher des chamfis ( ;t);H (;t); @P (;t); @M (;t)) solutions de(5:12)
satisfaisant la décomposition en champs parallele et transverse, nous conduit naturellement a
introduire les espaces adaptés

HYR? = fu2L?(R?) jr u2 L?(R>»g et H . (R?:=fu2L?QR? jrotu 2 L%R?g:

L'appartenance deE, et H, aH(R?) etdeE, etH » aH o (R?) imposent alors respectivement
les conditions (5.13) et (5.14). Classiqguement, on observe gu'il apparait ainsi un découplage des
éguations(5:12) en deux nouveaux systemes indépendants. Le premier met en jeu les inconnues

(E7;H;@P>;@M) 2 H o (R) HYR?») L2%RZ) L*RZ):
"o@E, TrotHg+"9 3 @P.= J, (R?);
0@Hc+rot E, + o 2 @V¢=0 (R?);
(TE) |@P> = RE-» (R%);

@M =R H¢ (R?)
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ou R? = f(x;y) 2 R? j x > 0g?. Il est appelé(TE) pour transverse électriqgue dans la me-
sure ou le champ électriqué » est transverse a la direction d'invariance de I'ensemble du pro-
bléme, c'est-a-dires,. Le second régit les champ&E,;H »; @P; @M ») 2 HY(R?) H ot (R?)
L?(RZ) L2*(R3):
"W@Ex rotH, +" 3 @P«= J (R?);

0o@H, +rot Ex+ o 2 @V, =0 (R?);
(TM) | @P« =R E¢ (R?);
@M, =RH, (RI):

Il est dénommé de maniére analogu@ M) pour transverse magnétique. Dans ces deux sys-
témes, et désignent respectivement les opérateurs de prolongement ade R2 sur R?
d'une fonction vectorielle et d'une fonction scalaireR et R sont quant a eux les opérateurs de
restriction d'une fonction scalaire et d'une fonction vectorielle suR? .

5.2.3 Une équation d'évolution de Schrédinger

Nous choisissons, de facon assez arbitraire compte tenu de la similarité mathématique des
systemes(TE) et (TM), de travailler en mode TM. Dans ce paragraphe, nous cherchons a
mettre les équations de ce systeme sous la forme d'une équation d'évolution de Schrodinger :

du .
—+1AU = F 5.15
at (5.15)
ou A est un opérateur autoadjoint sur un espace de HilbeH .
Pour dé nir le cadre fonctionnel de(5:15), nous munissons l'espace de Hilbert
H=L%R) L*R}) L*R%) L*RI);
du produit scalaire :
(U:iV)u = (Ug;Ve) s +(Un;Vi) o +(Up;VR)y 2+ (UmVm) 5 2

ouU =(Ug; Un; Up;upm)” etV :=(Ve; Vu; Vp; Vm )~ . Pour strictement positif, les produits
scalaires a poidgf;g) sont dé nis par
z

(f;g) = f: gdX (avecO = R? ou R? selon les cas)
(0]

Notons ici que lorsque =1, il est omis dans cette notation. Nous désignerons par la suite par

k k les normes associées a ces produits scalaires. En posant :

|
>

J
U= EqH-;@c@» ;F:= 3%0;00
0
et 0 rot 1
0o - ? 0
rot 0
B — O 0 2
A= i 0 : (5.16)
R 0 0 0
0 R 0 0

2. De méme, nous utiliserons par la suite la notationR? pour I'ensemblef (x;y) 2 R? j x < 0g.
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dé ni sur le domaine
D(A):= H(R?) H(R®) L*RZ) L*RI) H ;
le systemg T M) se réécrit sous la forme (5.15). Les conditions de transmission sont ici contenues
dans le domaine de l'opérateur. Il nous reste a montrer :
Proposition 5.2.1 L'opérateur A:D(A) H7!H est autoadjoint.
Preuve. Démontrons tout d'abord queA est symétrique. SoientU := (Ug; Uy ; Up; Uy )~ et
V = (VE; VH: VP, Uy )>hZ D(A),
(AU;V)y =i (otup;ve) "o 2( up;ve) (rot ug;vy) _

o m( Um;vh)+ "o(RUg; avp)+ o(RUn; ZVm )I . (5.17)

En utilisant la relation classique
8(u;uz) 2 HY(R?)  H ot (R?); (rot ug;uz) = (ug;rotuy);
etle faitque =R et = R respectivement pour les produits scalaires usuels (de poids
=1) de L?(R?) et de Lﬁ(Rz), on obtient a partir de (5.17) que

(AU;V)y =i (up;rot ve) "o 2(up;Rve) (ug;rotvy) _
|
o mUm;RVH)* "o(Ug; & Ve)+ o(un: & Vm)
Ce qui conduit a la relation
(AU;V)y =(U;AV)y: (5.18)
qui exprime le caractére symétrique de l'opérateuk.
D(A) est dense dansi, nous pouvons donc dé nir I'opérateur adjoint déA, noté A , de domaine

DA)=fW 2HjOW 2Hj (W:AU)y=(W ;U)y:

Etant symétrique d'aprés (5.18), le caractére autoadjoint dé découle alors de I'égalité des
domaines deA et A . L'inclusion D(A) D(A ) étant facilement véri ée a l'aide de (5.18),
montrons la seconde inclusion.

SoitV 2 D(A ), il existe doncV 2 H tel que

(V;AU)y =(V ;U)u; 8U 2 D(A): (5.19)
Choisissons alorg) de la formeU = (ug; 0; 0;0)”; avecug 2 D(R?) (ensemble des fonctions
C! a support compact dansR?). L'expression (5.19) devient donc :
(Vy; rot Ug)+ Vp;"o 2RUE =(Vg;"oUg): (5.20)

En introduisant le crochet de dualitéh; i entre I'espace de distributionsD "(R?) et l'espace de
fonctions testsD (R?), (5.20) se réecrit sous la forme
vy rot ugi + hvp;"o 2 Rugi = hvg;"ougi; 8ug 2 D(R?):
Il s'ensuit
h rotvy;ugi + H'o 2 Vvp;ugi = H'ovg; Ugi;

et par conséquent .

rotvy = "o 2 Vvp "ovg dansD (R?): (5.21)
Le second membre de (5.21) étant dans?(R?), I'équation (5.21) est également vraie dans
L2(R?). Il en découle quevy 2 H o (R?). On montrerait de méme en choisissant dds de la
formeU = (0; uy; 0; 0)” avecuy 2 D (R?) queve 2 H(R?).Onadonc nalementV 2 D(A).
|
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5.2.4 Un probleme de Cauchy bien posé

Nous nous intéressons maintenant au probleme de Cauchy associé a I'équation d'évolution
(5.15)

E N
Q| dt (5.22)

U(0)= Uy 2 D(A):

L'opérateur A étant autoadjoint, ce probleme est bien posé car il rentre dans le cadre classique
du théoréme de Hille-Yosida suivant (cf. [25]) :

Théoréme 5.2.2 SiF 2 CY(R*;H) alors le probléme de Cauch{C) admet une unique solution
U 2 CYR*;H)\ C°R*;D(A)) donnée® pour toutt O par la formule de la variation de la
constante : 7

. t .
Ut)= e AU+ e At SF(g)ds; (5.23)
0
ou (e '"AY), ( est le groupe d'opérateurs unitaires associé a I'équation de Schrodinger (5.15).

On observe que si le second membfe= 0 dans(C), l'opérateur e 'At étant unitaire, la solution
U veérie
kU (t)ky = kU oky; pourt O:
Le systeme est conservatif. La normke ky est constante au cours du temps. Classiqguement,
I'énergie électromagnétique du system@ M) est d'ailleurs dé nie de la maniére suivante

1
E(t) = SKU(DKE = Eoi + En;
ou . . !
"ojExjZdX + "o 2j@Pj2dX
R2 R2 |
Z 7 |
ojH 2j2dX + o 2j@M ,j2dX
R2

+

Eel =
Em =

Nl Nl

représentent respectivement I'énergie électrique et I'énergie magnétique du probléme.

La question qui va nous préoccuper par la suite est le comportement en temps long des
solutions de (C) dans le cas ou l'on excite le systeme par une densité de courant en régime
sinusoidal forcé dé nie pour toutt 0 par

|
>

J ' .
00,0 e o0 Jy2L%R?) et! 2R: (5.24)

0

F(t):=

~Dans ce cas particulier, on déduit aisément d&:23) et du caractere unitaire de l'opérateur
e "Mt 'inégalité suivante
kKU (t)ky k Jikt + KU gky: (5.25)

L'inégalité (5:25) nous livre une premiére indication sur le comportement dd (t) au cours du
temps. La croissance de la norme de¢ est au pire a ne. Nous allons cependant essayer d'étre
plus précis en nous intéressant au comportement local (en espace)Jdg) en temps long. Intui-
tivement, I'onde générée par un régime sinusoidal forcé devrait converger vers un régime établi

3. Dans ce théoremeD (A) a été muni de la topologie hilbertienne associée a la norme du graphe :

KUKS (a) = KUKE + KAUKE :
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dans la mesure ou "la mise en route de I'excitation” (appelée régime transitoire en physique)
génere une onde non entretenue qui ne devrait plus étre perceptible localement pour un temps
su samment long. Cette propriété est connue sous le nom de principe d'amplitude limite (cf.
[47]). Dans le cas de I'équation des ondes en milieu homogeéne et en dimension impaire, il est
démontré dans [101] a l'aide du principe de Huygens qui a rme que la solution de I'équation
des ondes sans second membre en un pagirp;t) ne dépend que de la valeur des conditions
initiales sur la sphergx Xoj = ctoucest la célérité du son dans le milieu. Cette propriété per-
met de justi er élégamment que I'onde non entretenue associée au régime transitoire va tendre
localement en espace vefsquandt!1l . Néanmoins, le principe de Huygens n'est pas néces-
saire pour demonter le principe d'amplitude limite. Qu'en est-il pour les équations de Maxwell
dans notre dioptre ou nous ne disposons pas d'un tel argument? Le principe d'amplitude est-il
toujours véri € ? Nous verrons que la réponse a cette question dépend fortement de la fréquence
d'excitation ! et des parameétres physiques. et ,. Pour étudier ce probléme, nous allons
suivre la démarche proposée dans [47, 63], qui consiste a déterminer la décomposition modale
(point de vue physique) ou spectrale (point de vue mathématique) de l'opérateur autoadjoint

A pour en déduire des propriétés sur le comportement en temps longldiét).
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L'idée directrice d'une decomposition modale est trés simple. Elle consiste a représenter a
chaque instant la solution d'un probleme d'évolution sur une famille d'éléments appelés modes
de vibrations libres (ou modes propres) qui ne dépendent que des coordonnées spatiales. La
solution U du probléme pourra ainsi s'écrire comme une superposition (série ou intégrale) dont
chaque terme est le produit d'un mode et d'une fonction ne dépendant que du temps (pouvant
étre interprétée a chaque instant comme la coordonnée ddt) sur ce mode). On a ainsi séparé
les variables spatiales et temporelles.

Dans notre cas, nous nous intéressons a la décomposition modale associée a I'équation de
Schradinger (5.15). Ce chapitre peut étre considéré comme "une mise en bouche". Il nous semblait
nécessaire pour pouvoir digérer "le plat de consistance" cuisiné au chapitre suivant. L'objectif est
ici d'exhiber de facon formelle une famille modale. Nous verrons qu'a l'issue de notre calcul, sa
connaissance ne sera que partielle dans le sens ou sa normalisation et sa complétude requiérent
un cadre plus fondamental faisant appel a des notions de théorie spectrale qui seront présentées
dans le chapitre suivant.

6.1 Modes propres et modes propres généralisés

La méthode modale consiste a représenter chaque état de notre systeme a l'aide des ses modes
de vibrations libres, c'est-a-dire des solutions périodiques en temps de I'équation de Schrodinger
(5.15) sans second membre de lafore U(x)e 't ; 2 R.On vérie alors immédiatement
gue la fonctionU doit satisfaire

AU= U ou 2R (6.1)

Chercher les modes de vibrations libres de notre probléme revient donc a trouver les éléments
propres deA. En e et, toute solution non triviale U de (6.1) appartenant aD (A) est un vecteur
propre associé a la valeur propre. Le milieu R? n'étant pas borné, le spectre de notre opérateur
n'est pas simplement constitué de valeurs propres. Les vecteurs propres ne permettent donc pas

99
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a eux seuls de former une famille modale complete. Nous devons ici compléter cette famille par
la recherche d'autres éléments propres les vecteurs propres généralisés en relaxant la condition
U 2 D(A) dans (6.1). Nous allons alors résoudre I'équation (6.1) dans un espace fonctionnel

qui ne suppose plus que les solutions soient d'énergie nie. A cette n, nous chercherons des

solutionsU = (Ug; Uy ; Up; Uy ) bornées du systeme

o e Up = UE,

0 !
I — Um = Un,

0 m (6.2)
iRUE: up,
iRuy = unm:

Notons que de telles solutions véri ent les conditions de transmission a l'interface

Les modes de vibrations libres se divisent alors en deux catégories : les modes propres (ou
vecteurs propres) et les modes propres généralisés (ou vecteurs propres généralisés). Les modes
propres sont les solutions de (6.2) danB(A). Ce sont des états d'énergie du systéme. llIs

dé nissent le spectre ponctuel deA. Les modes propres généralisés sont, quant a eux, des
solutions bornées d€6:2) qui n‘ont pas une décroissance a I'in ni su sante pour appartenir a

D(A). lls sont donc d'énergie in nie. Formellement (ceci sera con rmé de facon rigoureuse au
chapitre suivant), ils caractérisent le spectre continu de I'opératetir Ce spectre est constitué

des intervalles en pour lesquels I'équation (6.2) n'admet aucune solution non triviale dans
D(A) mais admet une solution bornée.

6.2 Seéparation des variables spatiales

La géométrie de notre milieu nous conduit & chercher des modes de vibrations libres, solutions
de (6:2), comme des fonctions a variables séparées de la forme :

Uxy)= 0x)e¥ ouk2R; (6.3)

oul = (Mg; 0y ;0p; 0y ). Nous verrons au chapitre suivant que considérer des modes a va-
riables séparées de cette forme, nous permet de construire une famille modale compléte au sens
ou a chaque instantt positif, tout état de notre systéme pourra se décomposer sur une telle
famille. L'opération de dérivation partielle pary ayant été ainsi substituée par la multiplication

par ik, en injectant (6:3) dans(6:2), on obtient ak xé le systéme suivant surQ :

roty &
750 A TSR (6.4a)
!
rot 0
; E 2 Auy = 0y (6.4b)
iR O = Op,; (640)
iR GH = OM (64d)

1. Les dé nitions des spectres ponctuel et continu d'un opérateur auto-adjoint sont données dans le résumeé
de théorie spectrale au chapitre suivant.
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ou les opérateursot, et rot sont respectivement dé nis par
rot @ := dtiy=dx ik 0x et roty 0:=(ik0; do=dx)” :

Quant aux opérateurs de prolongement et de restriction, , R et R, ils sont dé nis de
la méme maniére qu'au chapitre précédent mais s'appliquent ici a des fonctions d'une seule
variable. Remarquons que le systén{é:4) contient implicitement les conditions de transmission
a l'interface :
[OE]x=O =0 et [OHy]x=0 =0: (6-5)

Chercher des solutions d'énergie nie du systéme (6.4) revient a chercher les vecteurs propres
de l'opérateur réduit A, dé ni de la méme maniére queA :

0 rot !
0 K 2 0
rot
0 0 2
A= i 0 m . (6.6)
R 0 0 0
R 0 0

en remplacant respectivementot et rot par rot, et rot, . Montrons que l'opérateurA, de
domaineD (Ay) (que nous devons préciser) est également auto-adjoint. Dans ce but, dé nissons
le cadre fonctionnel qui lui est associé. Nous munissons l'espace de Hilbert

H=L%R) L%*R) L%R,) L2%R.); (6.7)
du produit scalaire® :
(0¥ = (g 0) + (025%2) o + (Uz;03)-, 2+ (04;04) , 2 (6.8)

En introduisant, a l'instar du chapitre précédent, les espaces
H.(R):= fa 2 L3R) j 33 2 L3(R)g et H .y, (R):= f0r 2 L3(R) jrot, 0 2 L3R)g;

qui contiennent respectivement les conditions de transmissioffie]x-o = 0 et [Ony]x=0 =0, il
vient :

Proposition 6.2.1 L'opérateur A, dé ni sur le domaine D(A,) = H(R) H oty (R)
L2(R,) LZ2(R,) H est auto-adjoint.

Preuve. La preuve est ici similaire a celle de la proposition 5.2.1. |

De la méme maniére que pour l'opérateuh, on peut dé nir également les vecteurs propres
généralisés dé, comme étant des solutions bornées du systéme (6.4) qui n‘appartiennent pas a
D (Ay). Nous allons procéder de la maniére suivante. A xé, nous chercherons tout d'abord des
vecteurs propres, c'est-a-dire des solutions du systéme (6.4) d@nd,). Si le systéme n'admet
pas de telles solutions, nous chercherons alors des vecteurs propres généralisig. de

2. Notons que par souci d'homogénéité des notations avec les cas bidimensionnel et tridimensionriel, et
R, désignent ici les ouvertsR* et R . Nous ferons donc par la suite la distinction entre les ensembleR et
R (qui contiennent 0).

3. Les produits scalaires a poids sont ici dé nis comme dans le chapitre précédent, mais pour des fonctions a
une seule variable. Nous les notons donc de la méme fagon.
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6.3 Reéduction a un probleme scalaire

La séparation de variables nous a permis de réduire la dimensionHdeC'est d'ailleurs a ce
titre qu'on parle d'opérateur réduit pour A,. Le fait de travailler avec des fonctions de la seule
variable x va nous permettre d'e ectuer un calcul explicite des solutions du systeme (6.4). Nous
allons ici exprimer toutes les inconnues du systéme en fonction de la variable scaléjre Pour
écrire 0p et &y, en fonction delg et &y (équations (6.4d) et (6.4c)), nous avons besoin de
supposer que 6 0. Traitons donc d'abord le cas particulier =0.

]Casou =0 :\

On déduit immédiatement de (6.4d) et (6.4c) qu&®k 0 =0 et R 1y = 0. Il en découle avec
(6.4a) et (6.4b) quedp =0 et &y = 0. Tous les champs sont donc nuls darR, (matériau de
Drude). Du c6té du diélectrique, les équations (6.4a), (6.4b) et les conditions de transmission a
l'interface (6.5) véri ées par0g et &y impliquent que

rotyty =0 sur R ; et roty 0g =0 sur R ;

Ony (0) = O; 0:(0)=0:

En cherchant des solution) de (6.4) dansD (/A\\k), il vient

O =0;
0y =1 " avec "2 HYR );
o 1,
our = @((;Ix;ik “A _ Par conséquent,
Ker(A) = £(0;F r 70,05 "2 H}(R )g; (6.9)

ouf estl'opérateur de prolongement dé ni de la maniére suivante :
fFr L3R ! L2(R)
f 7' f surR et OsurRy;

0 est donc une valeur propre de multiplicité in nie deA,.

On suppose désormais que6 0 dans la suite des calculs. Ainsi les équations (6.4d) et (6.4c)

deviennent
R 0 ROy

0p = [ et &y =1 (610)
En éliminant 0p et &ty a l'aide de (6.10) dans (6.4a) et (6.4b), il vient
|
2
irOt,'foH N clg, =0
0 ! 6.11)
. rot 21 (

0

ou 1k, est le fonction indicatrice deR. . Pour exprimertty en fonction dede dans la deuxieme
équation de (6.11), il faut maintenant supposer que 6 m. Examinons également ce cas
particulier.
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Casou = m

On obtient de la deuxiéme équation d€6:11) que rot y 0g = 0 dansR. . Ainsi, le champ
électrique 0g est nul dansR. (matériau de Drude). Il en est de méme poull, avec(6:10). Du
c6té du diélectrigue R ), on tire des deux équations dé6:11) et de la condition de transmission
a l'interface surg que

OI2oE+(k2 " 2)0z =0 sur R ;
e 0 0 mle / (6.12)

0:(0)=0:

Cherchons encore des solutions dé:4) dans D(Ay). L'équation (6.12) n‘admettant pas de
solution dansH(R ), il en résulte queg = 0 dans R . On déduit alors de la deuxiéme
équation de (6.11) quety; =0 surR .

Revenons maintenant au cas du champ magnétique dans le matériau de Drude). En injectant
la nullité du champ électrique dans la premiere équation dé:11) et en utilisant la condition de
transmission a l'interface véri ée par le champ magnétiquéy (qui est nul surR ), il s'ensuit :

roty @y =0; dans R;;
OHy (0) =0:
Soit,

AN

Y r g

Gy =1 « etOM:i

avec "2 H3(R.):

m

En conclusion, on obtient que :
80
2 ro N
Ker(A« w)=_@0;, r %0 i—*

>

> >

1
A M2 HER.), (6.13)

m

m sont donc également des valeurs propres de multiplicité in nie d&.

Casou =2f m: 0, mQ:

Nous posons : I
5 !

" )="0 1 —S1r.(X) ;
) ! (6.14)
X )= o 1 —F1r.(X)

Les équationg(6:11) s'écrivent alors de facon équivalente :

roty 0y

[ “(; )0e =0;

irotk()E

(; )0y =0:

Comme (; )60 (car 6 m), il vient que :
!
rot « Og
()
I rot y Og

(;)

rot, 2v(: )0 =0;

(6.15)
0H=
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Ainsi, d'apres (6:10) et (6:15) :
0=V Og; (6.16)

ou l'opérateurV . est formellement dé ni par :

!
irotk()E_.ROE_RrOtkoE .

L I L .
(5 ) (; ) 2
Déterminer O est alors équivalent a détermineidg. Ceci nous amene apres réécriture de la

premiere équation dg6:15) a résoudre I'équation di érentielle scalaire, dite de Sturm-Liouville,

suivante : I
d 1 dog 1

— +
dx () dx (;)
Une telle fonction 0 Véri e les conditions de transmission a l'interface :

#
1 dog
(; ) dx

Vi Og == Og; (6.17)

(K 2"(; ) (; Noe =0; (6.18)

[Oglx=0 =0 et
x=0

Notons que nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 6.3.1 Soit 2 Rnf ;0; g, on a alors les deux assertions suivantes :
1. 0g 2 HY(R) est solution de I'équation di érentielle (6.18) si et seulement s} = V , 0
est un vecteur propre déd associé a la valeur propre .
2. 0g est une solution bornée de (6.18) si et seulement@i = V , 0g est un vecteur propre
généralisé déA,.
Trouver les modes propres di est donc équivalent a trouver des solution8z de (6.18) dans
H1(R). Nous examinerons donc dans un premier temps si (6.18) admet des solutions dans cet

espace; si elle n'en admet pas, en cherchant ses solutions bornées, nous obtiendrons des vecteurs
propres généralisés d8y.

Remarque 6.3.2 L'équation di érentielle de Sturm-Liouville (6.18) n'est pas “"classique" au
sens ou sa partie principale dépend de facon non linéaire de la variable spectral€'est une
conséquence du caractéere dispersif du matériau de Drude. De plus, son coe cient= (; )
change de signe (du cotg > 0) selon la valeur de . Ceci résulte encore de la présence du
matériau de Drude qui se comporte comme un matériau négatif en basses fréquences.

6.4 Coupures spectrales

Les solutions de I'équation di érentielle(6:18) véri ent
d20g
dx?

ou la fonction . est constante par morceaux et dé nie par

k 0 =0 surR [ R;;

« = k¥ "o o 2 sur R ;
Kk (X) = + s . , (6.19)
w =k () *() sur Ry:

4. Le mot formel exprime ici le fait que nous ne précisons pas son domaine. Cette question sera abordée au
chapitre suivant
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"()="0(1 2=2et ()= o(l 2= 2)désignenticiles lois constitutives du matériau
de Drude (5.5).
Les signes de , et de 7 vont étre cruciaux pour déterminer le comportement dée
de part et d'autre de l'interface. En e et, lorsque . < O, les solutions dg6:18) sur R sont
des fonctions oscillantes qui se propagent sans atténuation ; on parle alors de modes propagatifs
dans le diélectrique. Lorsque , > 0, le fait de chercher des solutionée bornées ou d'énergie
nie impose un comportement exponentiellement décroissant du cé¥< 0; on dit alors que
les modes sont évanescents dans le diélectrigue. Nous pouvons bien entendu e ectuer le méme

+

commentaire avec ", dans le matériau de Drude. Il est donc essentiel d'étudier le signe de ces
quantités en fonction dek et de . Les lieux géométriques dans le platk; ), ou , et 7
s'annulent, sont appelés par la suite coupures spectrales au sens ou une apparition ou disparition
de modes se produit lors de leur traversée. Dans le lemme suivant, nous résumons toutes les
informations nécessaires pour tracer ces courbes et connaitre le signe deet °, . La parité
enk et en nous permet de nous restreindre aux cas ¢éuet sont positifs. La démonstration
de ce lemme, qui ne reposent que sur des calculs algébriques simples, peut étre sautée lors d'une

premiére lecture. Tous ses résultats sont illustrés par la gure 6.2.

Lemme 6.4.1 Soit(k; )2 R R" aveck xé, alors on a les propriétés suivantes :

h

h
1. , Osietseulementsi 2 k=IO "o 0.1

2. % Osietseulementsi 2]0; ((K)][ [ 2(k);1 [, 1(k) et »(k) étant dé nies de la

maniére suivante :
0 (k) 2k),

2(k) et 3(k) sont les racines du polynéme
Pe(X)= "o oX?+ K2+"g o 2+ 2) X "o o0 3 & (6.20)

3. 1 est une fonction continue, strictement décroissante siR*, C! sur R* dont I'image
est]o;min( ¢ m)]. Quant a », elle est strictement croissante, continue surR* et C?!
sur R* . Elle a pour image[max( ¢; m);1 [ et pour asymptote la droite = k:p "0 o
enk=1.

. 4 —- . e .
4. Soit k. = P "0 0 e m= 2+ 2, alors on obtient les inégalités suivantes :

k .
0 15)ﬁ 1(K) 2(k) si kK

k .
0< (k) < p=—==< 2k) si k>k¢:
00
De plus, les coupures spectrales = k:p "0 o0, 1() et () ne peuvent se croiser que
dans deux situations. D'une part, lorsqué& = 0 et = , ou 1(0) = ,(0), d'autre
part lorsquek = k; ot 1(ke) = k= "o o.
Preuve. Le signe de . se déduitimmédiatement de (6.19). Par contre, pour obtenir le signe
de 7, il faut e ectuer un petit calcul algébrique. En e et, l'inégalité
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est équivalente aprés multiplication par 26 0 a
Pe(? O

ou le polynébmeP,(X) qui est de degré& a été dé ni dans (6.20). En développant I'expression
de son discriminant , on obtient :
K=K+ ("0 0?( 5 R)H2Ko o( 2+ h) O
Ainsi P possede deux racines réelleg(k) et ,(k) distinctes (a I'exception du cask = 0 et
e = m OU la racine est double) données par les formules suivantes :
p__

2 + n 2 + 2 k2

2 0 O

p

+" o 2+ Z)+ .
2.'0 0

k
1(k) = (6.21)
Il découle du signe des cQe cients dé’, que &S deux racines sont strictement positives. On
peut donc dé nir (k) = 1(K) et ,(k) = o(k) avec 1(k) 2(k). Il apparait alors
clairement que

090 210; 1(KI[ [ 2(k);1 [:

Examinons maintenant quelques propriétés des coupures spectraleg et , du matériau
de Drude. De la formule (6.21), on tire que , est une fonction continue suR*, C! surR* et
strictement croissante a image danf ,(0); I(I'ilm 2(K)[=[max( e m);1 [. Il est également fa-
cile de montrer quekllilm 2(K) k:p "0 o0 =0, ainsi , a pour asymptote la droite = k:p "0 o
(coupure spectrale du diélectrique) ek = 1 . Quant a 4, elle véri e les mémes hypotheses de
régularité que ,. Elle est par contre strictement décroissante car la relation sur le produit des
racines dePy : 1(k) 2(k)= 2 2 implique que (k)= . m= 2(k). Son image est donnée
par l'intervalle ]k||i1m 1(kK); 1(0)]=]10; min( ¢ m)]-

Intéressons nous maintenant a la position relative des coupures spectralesRur Ont-elles
des points d'intersection ? Remarquons a l'aide de la formule (6.21) que l'inégalitgk) < »(k)

est toujours Vvéri ée a l'exception du cas . = , ou 5 et , se coupent enk = 0. Il est
également aisé de constater avec (6.21) que(k) > k=" "9 . Il nous reste donc a étudier
la position de ; par rapport a la droite = k=" "g (. La stricte monotonie de ces deux

courbes et leur image suR*™ imposent qu'elles n‘auront qu'un seul point d'intersection. On le
détermine en résolvalat I'équation suivante : 1(k) = k?=("y o) dont l'unique solution sur R*

estk. = P "00 e m= 2+ 2.0nenconclutque dune part pouk <k, 1(k)> k=ID "0 o
et que d'autre part pourk >k, (k) < k=P o o u

Regardons séparément ce qui se passe de chaque c6té de l'interface. On obtient alors les
coupures spectrales données par la gure 6.1. On observe que le diélectriqgue posséde une coupure
spectrale : la droite = k=" "5 o qui dé nit deux zones spectrales dans le quart de plan qui
régissent le comportement des modes. En e et, ces derniers sont propagatifs au-dessus de cette
droite et évanescents en-dessous. En ce qui concerne le matériau de Drude, il possede deux
coupures spectrales :1( ) et ,() qui dé nissent trois zones spectrales. Au-dessus de la courbe

»( ), zone ou il se comporte comme un diélectrique (car le fait quesoit strictement supérieur a
max( ¢; m) implique que"*( ) et *( ) sont strictement positifs), les modes sont propagatifs.
Il sont également propagatifs en-dessous de la courbg ), ou il se comporte par contre comme
un NIM, c'est a dire un métamatériau de permittivité"* ( ) et perméabilité *( ) strictement
négatives (car est strictement inférieur amin( ,; ) dans cette partie du quart de plan).
Entre ces deux courbes, les modes sont évanescents.
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« <0 2(K) % <0
. * 0
K 7 max( e m) * 7
Bl & pve—
00
min( ¢, m)
1(k)
k k

Figure 6.1 Zones spectrales d'un matériau homogene composé uniquement du diélectrique
(2 gauche) ou du matériau de Drude (a droite)

Superposons maintenant les deux graphiques de la gure (6.1) pour obtenir les zones spec-
trales du dioptre (cf. gure 6.2). Signalons que le point d'intersection des coupures spectrales
= k=""p o et 1, dénidanslelemme 6.4.1, est noték.; ). Les trois coupures spectrales :

A :
K > 0; " <0
2(K) k €20 >0
= pi—
max( e m) 0 0
C E
min( ¢, m)
B D 1(k)
Ke k

Figure 6.2 Zones spectrales associées au dioptre

= k=""9 0, 1() et () dénissent alors d'apres le lemme 6.4.1 cing zones :

0
A= (k; )2F\’+ R+j > 5(k) ,
( K )
B= (ki )2[0k{ R jpr—< < 1K) .
( ! )
C= (k )2R (R nf ng)jmax :(Kipm— < < 5K ,
0 O
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( )
D= (k; )2R" R'jO< < min 4(k); pki ,
( R

E= (62Kl [ RNT 0 200< < P

E ectuons quelques petits commentaires sur ces di érentes zones spectrales. DAnst B, les
modes sont propagatifs de part et d'autre de l'interfacg = 0. Ce qui distingue ces zones est le
comportement du matériau de Drude qui agit soit comme un diélectrique dars soit comme

un NIM dans B. Dans C, les modes sont propagatifs dans le diélectrique et évanescents dans
le matériau de Drude. Dan<D, la situation est inversée : ils sont propagatifs dans le matériau
de Drude alors qu'ils sont évanescents dans le diélectrique. Notons que le matériau de Drude se
comporte ici également comme un NIM. En n dan€, ils sont évanescents de part et d'autre

de l'interface.

6.5 Expression des eléments propres de l'opérateur réduit

Une base canonique de solutions de I'équation de Sturm-Liouville

Nous allons maintenant introduire une base particuliere de solutions de I'équation di éren-
tielle (6:18). A cette n, nous dé nissons la fonction (dex) constante par morceaux

q_
Kk (X) = x (X); (6.22)
49— s . :
dont les valeurs de part et d'autre de l'interface sont , = K - Ici P désigne la détermina-
tion suivante de la racine d'un nombre complexe 2 C :
Ps- jzjz €922 si argz2 [ : [ (6.23)

Notons que cette maniére de dé nir la racine implique d'une part que c'est une fonction
holomorphe surC nR et d'autre part que nous l'avons prolongée sur la coupuf@ par sa
limite depuis le demi-plan inférieurC = fz j Im(z) < Og. Il s'ensuit que la racine d'un réel

L, . , N . . . ;.
négatif x est égal a i jxj2. Introduisons les fonctions suivantes dé nies suR :
0

1 0 1
. ch( i (x) x)
B;k(X)ZZ%)C’k(X)g:(B@ (x k §3

, )sh( x (x)x)

S (x) « (X)

(6.24)

Elles forment une base canonique de solutions (#18), au sens ou
|

cx (0)=1 et (% ) d;);(kl (0)=0:
s« (0)=0 et (? ; d;(k 0)=1:

A ranchissons nous, pour un court instant, de I'nypothése qui suppose que doit étre H(R)
ou bornée. Dans ce cas, toute solution dé:18) est une combinaison linéaire de.x ets. , ce
qgue l'on écrira

0 = (au 1 @k 2)” By 0l (a1 @) 2) 2 C (6.25)
Dans chaque zone spectrale, notre but (cf. proposition 6.3.1) est maintenant de chercher parmi
les fonctionse données par la relation (6.25) celles qui sokt!(R), puis s'il n'y en pas, celles
qui sont bornées.
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Expression des éléments propres dans les di érentes zones spectrales

Nous allons expliciter la forme dég dans les zoneé\, B, C, D et E décrites par la gure6:2.
Remarquons au préalable que dams, B, C ouD un des coe cients , est strictement négatif,
ce qui induit un comportement oscillant des solutions (6.25) d'un ou des deux cotés de l'interface
x = 0. lln'y a donc pas de solutiondd }(R) et par conséquent de vecteurs propres dans ces zones.
Nous chercherons dans ce cas des vecteurs propres généralisés et donc des solutions bornées de
(6.18). De méme, nous constatons que sur "les coupures spectrales”, I'un des paramefe
s'annulant (voire les deux er(ke; ¢)), les solutions de (6.18) sont a nes d'un c6té de l'interface.
Il n'y a ainsi pas de solutions d'énergie nie et donc de vecteurs propres sur ces courbes. Enn
dansE, nous avons noté que les solutions de (6.18) devaient étre évanescentes de part et d'autre
de l'interface et donc nécessairemem 1(R). Nous rechercherons donc des vecteurs propres de
A\ dans cet ensemble. Pour des raisons didactiques, nous ne suivrons pas l'ordre alphabétique
pour énumérer leur forme dans ces di érentes zones. Nous commencerons par les Zore<D
qui, nous verrons, ne comportent qu'un seul vecteur propre généraliseé.

Dans cet ensemble, , < Oet 7 > 0 (cf. gure 6.2), les fonctions dé nies par (6.25) sont
donc bornées et oscillantes dans le diélectrique, mais pas nécessairement bornées dans le maté-
riau de Drude ou elles s'expriment comme une combinaison linéaire de fonctions exponentielles
croissantes et décroissantes enl . La combinaison (6.25) ne doit pas étre exponentiellement
croissante ent 1 . Les fonctions de bas® . veri ant

0 - 1
k
e + 0 1
B — 2 X2 N + .
Kk (X)_ +( )eTk X 1 ou K > 0'
7 ¥ —
2 7 © X2

il résulte que les solutions bornées de (6.18) sont de la forme

0 = ay (C% )" By avecay 2C; (6.26)
ou C"  désigne le vecteur 0 1
1
Ch = . X (6.27)
+( ) ! K

Elles représentent ici des ondes propagatives dans le diélectrique et évanescentes dans le matériau
de Drude. A(k; ) xé, elles engendrent un espace vectoriel de dimension un. Nous choisissons

0.k 1:(ka )" B«
(en omettant l'indice E pour alléger les notations) pour représenter cet espace dans notre famille
modale. Son expression développée est donnée par :

0 1= . (6.28)
e « six> 0;
()*? ot ol K
2 O1 'k

Rappelons que dans ces expressions

+( ) ! Tk+ O1 Ko
1 .
2 0 H'4

avec A . 1= et Byi1=

_ H + .
'S | 'k et 'k > O
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Dans cet ensemble , > Oet %, < 0(cf. gure 6.2), les fonctions dé nies par (6.25) ont donc
un comportement similaire a celui de I'ensemble C en échangeant la réle du diélectrique et du
matériau de Drude. Pour que la combinaison linéaire donnée par (6.25) ne soit pas exponentiel-

lement croissante enl |, il est facile de véri er qu'on doit avoir similairement a (6.26) :
0e =ayx (C,) Byx avecay 2C; (6.29)
ou le vecteur deC , est donné par :
0 1
1
Cy=-0 ) X (6.30)
0 H

Ce sont des ondes évanescentes dans le diélectrique et propagatives dans le matériau de Drude.
A (k; ) xé, elles engendrent encore un espace vectoriel de dimension un. Nous choisissons

0. 1=(C 4 ) By (x)

donnée par
e« six< 0
O 1= . . (6.31)
Ak 1€ **+By 1% " six>0
)tk o'« )Y Rt o«
avec Ay 1= ' — et By 1= ’ —; 6.32
o 2 °() 1% A 2 7() 1 (632

pour représenter cet espace dans notre famille modale. Notons que dans ces formules

+ +

«>0et o= 0 7

]ZonesA etB . \

+

Dans ces ensembles , et 7 sont strictement negatifs (cf. gure 6.2). Ainsi, les solutions

de (6.18) dé nies par (6.25) sont des fonctions oscillantes bornées dans le diélectrique et dans
le matériau de Drude et donc bornées suR. Elles représentent des ondes propagatives de
part et d'autre de l'interface. Remarquons que &k; ) xé, elles engendrent un espace vecto-
riel de dimension deux. Une maniere de choisir alors une base particuliére, que nous notons
(0. 1;0 . 1), de cet espace est d'interpréter les solutiorlg en termes d'ondes progressives
de fréquence : Re(0z(x)e ' t). En utilisant le fait que « = 1 4 dansces zones, on peut
exprimer, de part et d'autre de l'interfacec, et s, en fonction dee) xJ* ete '} «1X Les
fonctions 0 .,.; sont donc une superposition d'ondes entrantes et sortantes. Une fagon parti-
culiere de sélectionner notre base (a un coe cient de normalisation pres) consiste a rechercher
dest ...j ;j = 1 qui ne possedent soit pas de composante entrante, soit pas de composante
sortante d'un c6té ou de l'autre de l'interface. On peut ainsi choisir dans la zore la base de
solutions suivante :

0 1=(C%) By et 0 1=(Cy) By: (6.33)
Par contre dans la zonéB, nous formons notre base en prenant

0 1=(C% ) Bx et 0 1=(Cy ) By (6.34)
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Les expressions développées (6.33) et (6.34)dg. ; et (6.33) del .. ; sontidentiques a celles
dé nies en (6.28) et (6.31), insistons par contre sur le fait que dans ces zones :

k= ow ety =y

Quant a la fonction @t .. 4, elle prend dans la zon® [l'allure suivante :

ex X six< 0
O 1= . . (6.35)
Bk 1€ *“+Ay 1exX six> 0

ou les coecientsB . ; et A 1 ontété introduits en (6.32).

lci, ., >O0et % >0 lesfonctions dé nies par (6.25) sont donc des combinaisons d'exponen-
tielles croissantes et décroissantes de part et d'autre de l'interface. A n d'assurer le caractere
borné et mémeH (R) des solutions en1 , il faut que O Vérie

0 = ax (C 4 ) By (X)= by (ka > By (X) ou ax etby 2C; (6.36)

ou C% et C, sontrespectivement dé nis en (6.27) et (6.30). L'équation (6.18) admet donc
des solutions non triviales si et seulement si, (C ., )> = by (C% )>, ce qui implique que
ax = b;k et

or w = ()t (6.37)
Nous sommes donc amenés a chercher des coufles) dansE véri ant la relation de dispersion
(6.37). A cette n, nous énoncgons le lemme suivant dont la démonstration peut étre également
sautée lors d'une premiere lecture.

Lemme 6.5.1 L'équation (6.37) admet dans lI'ensembl& a k xé un unique couple solution
(k; p(k)). De plus, la courbe , estC* sur Jkc; 1 [. Sa monotonie et son image dépendent des
paramétres . et . Elles sont décrites par les assertions suivantes :

Si e p €stune fonction strictement décrog)s§ante dont l'image est lintervalle
] ¢ m= 2[. Elle a pour asymptote la droite = = 2enk=1.
Si > o, p est une fonction strictement croissante doBt_I'image est l'intervalle

] m= 2 . Elle a également pour asymptote la droite= ,= 2enk= 1.

Si m= & p= = m:pé est une fonction constante.

Preuve. Soit (k; ) 2 E. Montrons tout d'abord que I'équation (6:37), n'admet pas de solution
si > .. Eneet, dans ce cas, on constate que,’ « > Oalorsque () L w <0, ce

qui est contradictoire avec ,* K = () 1! "« - Nous nous restreignons donc a des couples
(k; )2 E avec < . Dans cet ensemble, on obtient I'équivalence :
o Kk T +()1Tk=00 (o ;k)2 (+()1-‘;-k)2:O; (6.38)

(carleterme o' , *() ! % >O0car *()<Opour < p). Enmultipliant maintenant
la seconde équation de (6.38) par*( )> % 6 0 et en développant I'expression résultante, il
vient :

o o 2 3) %+ LK% "o o2 Z) %7 K Oh=0: (6.39)
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Ainsi, en posantX = 2, on est amené a calculer les racines du polyndme suivant :
QX)="0 o 2 Z)XZ+ 2 2% "o o 2 ) X K4 (6.40)

Lorsque .6 ., le polyndbmeQy est du second degré. Son discriminant, s'écrit apres
simpli cation :
k= m AK*+ ("0 o 3 )
k est donc strictement positif surE. Il s'ensuit que les deux racines d€) sont réelles et
données par :

\Y
2 2 2 u 4
Xy(k)= -+ k® & %P _ k L1
2 0o ol 2 2) ("o o( 2 )
y (6.41)
2 k2 2 k4 1
et Xp(k)= -+ . + 2t + =
A= 5 9t ™ e )24

Nous devons maintenant examiner les racines de (6.41) pour déterminer celles qui sont le carré
d'un vériant (k; )2 Eet < .Acette n, nous devons distinguer les deux cas :, <
et m> e

Supposons que , < . Les signes des coe cients dominant et constant d®, sont alors
opposeés, les racines d@¢ sont donc de signe contraire. Il en découle qué;(k) < 0 < X 4(Kk).
Nous pouvons donc éliminer la racin¥ ;. Etudions le sens de variation de la foBctioﬁ:1 X,
sur lintervalle 1kc; 1 [. En dérivant X, il est aisé de montrer queX9(k) < 0. = X, est donc
une fonction strictement décroissante. Calculons ses limites. Lg coufte; ) étant solution de

(6:37) car C;kcq: 0 (cf. lemme 6.4.1), on a donc nécessairemeniX,(k;) = .. Un petit calcul

conduit a |(I|i1m Xo(Kk) = m:p 2. Ainsi limage de la fonction” X3 sur lintervalle Jk¢; 1 [ est

_ q
] m= 2;q [ (avec < ). Nous devons enn montrer que k; X,(k) 2 E, c'est-a-dire que

1(k) < Xy(k) < k=P "o o pour tout k 2]k.;1 [. A cette n, remarquons d'abor% que pour
k assez grand, la courbg X, entre donc dans la zoné& car 0 = l!llgn 1(kK) < k||i1m Xo(K) =
m:pi < kIlilm k:p "0 o = 1 . De plus, pourk > kg, elle ne peut pas en sortir. En e et, la

:p"_

courbe X, ne peut pas croiser les coupures spectrales et k 7! o osurlkel ][ car
d'aprés I'eéquation (6:37), cela forcerait , et ., a étre simultanément nulles, ce qui n'est
possible d'aprés le lemme 6.4.1 qu'én = K. : point d'Bﬂersection de ces courbes. X, est
donc contenue dan€ pour k 2]k; 1 [. La courbe , =" X, est alors le lieu geométrique des
solutions de (6.37). D

Supposons maintenant que , > . On observe ?)Iors queX,(k) > 2.7 X, n'est donc
jamais solution (6.37). En considérant, la fonctiolC* = X sur l'intervalle Jk¢; 1 [, on montre-
rait par un raisonnement analogue au cas,, < , . que c'est une fonction qui est strictement
crois:i’an_te, dont l'image est lintervalle] ¢; m= 2[. On conclurait de méme que la courbe

p= X1, contenue dansE, est le lieu géometrique des solutions de (6.37).

A n d'achever cette démonstration, traitons le cas particulier . = . Iﬁi,_l'équation
(6.39) prend la forme triviale2 2 = 2. Ainsi, la droite constante , = = 2 =  sur
Jke; 1 [ donne le lieu géométrique des solutions de (6.37). |

L'équation di érentielle (6.18) admet alors des solutiondH'(R) si et seulement si le couple
(k; ) 2 E est sur la courbe decrite paf (k; (k));k 2]ke; 1 [g, appelee courbe de dispersion.
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Pour un tel couple(k; p(k)), ces solutions sont données par la formule (6.36). Elles engendrent
un espace de dimensioh Ce sont des ondes évanescentes de part et d'autre de l'interface. Pour
représenter cet espace, nous choisissons la fonction

§ e »k* six< O
0 pikis = (C agad B pox = v (6.42)
e rlk"six> 0

On peut alors conclure ce paragraphe en explicitant notre famille modale a l'aide de la
relation (6.17). Ainsi, dansA, B, C et D une base de vecteurs propres généralisés est donnée
par :

Wi =V O 8 2k

oudJy =f 1g,flgetf 1;1gselon les zones spectrales. En n dans la zoke
W ookt = Vi 0 juik1 2 D(/A\\k);

est un vecteur propre de I'opérateul pour la valeur propre de multiplicité un o(k) . Classi-
guement en physique, de tels modes propres sont dénommés plasmons de surface dans la mesure
ou ils sont localisés spatialement au voisinage de l'interfage= 0.

Remarque 6.5.2 La connaissance des modes propres sur le quart de pRh  R* est su -
sante. En eet, la parité enk et de la premiére composante (liée au champ électrique) des
modes propres, ainsi que la formule (6.16) prolongent leur expression au plan tout entier.

A l'aide de la remarque 6.5.2, I'étude de ce chapitre peut se résumer aux trois gures 6.3,
6.4 et 6.5 qui décrivent le comportement des modes propres/Aledans chaque région du quart
de planR* R™ pour les trois con gurations suivantes : . < ¢ m= e€l m > e

A .
k >0 K <0
2(K) K I
= P
. 0 0
C E
c p(K)
2 B D 1(K)
Ke k

Figure 6.3 Coupures spectrales et courbe de dispersion : cag <
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A .
k >0 % <0
K K >0 % >0
2(K) :p"m
C E
P3 o(K)
B D 1(K)
Ke K

Figure 6.4 Coupures spectrales et courbe de dispersion : cag =

A .
k>0 ;k<0
(k) K © 20 k>0
= p—
0 0
m
m C E
2
e p(K)
C
B D 1(k)
Ke Kk

Figure 6.5 Coupures spectrales et courbe de dispersion : cag >
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Dans le chapitre précédent, nous avons décrit I'allure et le comportement d'une famille mo-
dale associée a I'équation de Schrddinger (5.15). Néanmoins, nous n'avons pas pu donner un sens
mathématique au terme décomposition modale. En e et, nous n'avons pas extrait une famille
modale "normalisée” complete sur laquelle se décomposerait a chaque instant toute solution
de (5.15). Dans ce chapitre qui constitue le c+ur de cette deuxieme partie, nous cherchons a
établir de facon rigoureuse une telle décomposition. Dans ce but, nous devons utiliser un cadre
mathématique : la théorie spectrale d'un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert sur
lequel s'appuie une décomposition modale. De plus, en introduisant le concept d'opérateur de-
composable, la théorie spectrale nous permet également d'établir de facon rigoureuse le lien
entre l'opérateur de SchrodingeA et la famille d'opérateurs réduitsAy.

Dans un tel cadre, suivant la démarche développée par [113, 117] pour étudier la propagation
des ondes dans les milieux strati és, nous établirons dans un premier temps une décomposition
modale des opérateurd. Puis, & partir de celle-ci, nous construirons une transformation uni-
taire U, permettant de diagonaliserA,. Nous montrerons qu'a l'aide de la notion d'opérateur
décomposable, il est aisé de transférer a I'opérateirles résultats obtenus sur la famille d'opé-
rateurs réduits A,. Notons en n que tout au long de ce chapitre, nous nous référerons a son
annexe qui résume les di érentes notions de théorie spectrale utilisées.

115
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7.1 Théorie spectrale de l'opérateur réduit A,

Cette partie est ici dédiée a la théorie spectrale de l'opérateur auto-adjoid, dé ni en
(6.6). Son objectif est de construire une transformation unitaire qui permet de le diagonaliser.
A cette n, la premiére étape consiste a obtenir la décomposition spectrale de cet opérateur en
calculant la famille spectrale€, () qui lui est associée par le théoréme spectral 7.3.6. Dans ce
but, nous allons appliquer la formule de Stone (cf. proposition 7.3.10) :

y4

1
Ec(NDu= —— lim i R d: 8u2H:
«()u 2 o o c. (1) «(Jud; 8u ’

oURk( ):=(A« ) !etl sontrespectivement la résolvante d&y et un intervalle de R.

7.1.1 Calcul de la résolvante de A,

La formule de Stone nécessitant de connaitre la résolvante Ag au voisinage de l'axe réel,
nous allons déterminer son expression. A cette n, dé nissons au préalable les foncti6fs )
et (; ) pour des valeurs de complexes non nulles :

!
2

"X )="0 1 S 1g (X) ;
2 ! (7.2)
X )= o 1 —F1r (X)

Elles constituent un prolongement de'(; ) et (; ) exprimées en (6.14) pour réel.
SoientF 2 H, 2 CnR etk 2 R. Exprimer la résolvante sous la formd) = Ry( )F
équivaut a chercher) appartenant aD (Ay) solution de

A YO =F: (7.2)
D'aprés la dé nition (6.6) de A,, I' équation (7.2) prend la forme du systéme suivant :
!

tx 0
ro'k'iH g Np O = fAE, (738)

0

|

LI(OE ﬁq AUum Oy = fAH, (73b)

0
iR0g  0p = fp; (7.3c)
i ROy Om = fAM ; (73d)

ou linconnue 0 = (Mg; Oy ; 0p; By ) 2 D(A) et la donnéeF = (fg; iy fp; fu) 2 H.

Tout comme dans le calcul des modes propres de 'opérateur rédiiitdans le chapitre précédent,
nous allons ramener le calcul de la résolvanf&( ) & la résolution d'une équation scalaire sur

le champOg. Dans cette optique, nous devons exprimer toutes les autres inconnues en fonction
de 0 et de la donnéd- . Tout d'abord, a n d'éliminer 0p et @), des équations (7.3a) et (7.3b),
réécrivons les égalités (7.3c) et (7.3d) de la maniére suivante :

iR0e fp iROy  fu

0p = et Gy =

(7.4)
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En remplacant a l'aide de (7.4)dy dans (7.3b), il vient :

|
2 ' irot 0
1 7?1& OH:$ iy +
0

3N

. f/\M .

Soit :

irOtkOE ofAH +i 0 r2n fAM_
() () ;)2

ou (; ) estdonnée en (7.1). On peut désormais a l'aide des équations (7.4) et (7.5) exprimer
Gwv en fonction delg :

OH:

(7.5)

_ Rrot ¢ O i oRfAH OfAM .
() °2 (;) 2 ;)

Les inconnuesity , 0p et By sont maintenant explicitées par les formuleé7:5), (7:4) et (7:6)
en fonction delg et de la donnée*. A n de déduire une éguation scalaire sutig, il nous faut
encore éliminer dans (7.3ajty et 0p. Dans cette optique, multiplions (7.3a) par'y, 6 0 et
remplaconstty a l'aide de(7:5). Il s'ensuit que :

|

Owm

(7.6)

rot, 0g .
rot, ("_ )E i"o 2 Mp "o %0
’ | |
. W . o 2 it
=" fe+i oroty O + ™ rot, ) ; (7.7)

Puis, en substituant 0p avec (7:4), il découle de (7.7) I'équation di érentielle, dite de Sturm-
Liouville,
|

d 1 dog 1

ax () dx + (;)(kz ") Gt

M i"o 2 fp+ 0%rotk (f.AM).:

ou "(; ) est dénie en (7.1). Dans le but de réécrire le second membre de cette équation,
dé nissons l'opérateur

= "0 TAE + i Orotk

(7.8)

§,: H ! H Y(R) |
(fe; Th; o fu) 70 "ofe+ L0 rot, ]:\H ) | (7.9)
i b, e

L'opérateur rot, étant borné deL?(R) dansH %(R), l'opérateur é;k ainsi dé ni est borné.
L'équation de Sturm-Liouville (7:8) devient alors :
|

d 1 dog 1 _ _ _
w (e Tk TG Gt Sy (7.10)

Montrons que cette équation di érentielle est bien posée en énoncant le lemme suivant.
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Lemme 7.1.1 Soientf'2 H (R), 2 CnR etk 2 R, alors I'‘équation de Sturm-Liouville :

d 1 d0!+ 1
dx  (; ) dx (;)

admet une unique solutiomt 2 H(R). De plus :

k> () G o=t (7.11)

Cv: HXR ! HYR)

7.12
f 71 0 (7:12)

est un opérateur borné dont I'adjoint pour le crochet de dualité; i 1(g);112(r) €St I'Opérateur

&

Preuve. De maniere classique, on montre que résoudre I'équation de Sturm-Liouville (7.11) est
équivalent au probleme variationnel suivant :

Trouver 0 2 H(R) tel que by (0;9) = W) Vi 1r)n1r); 892 HY(R);

ou 7 L
1 d0ﬁ+ 1

(;)dxdx (5)

b (0;9) = (k2 2"(; ) (; )ovdx

est une forme sesquilinéaire continue stt!(R)? et i} iy 1(r):n1r) dé nit une forme linéaire
continue sur H(R). Prouvons que la formeb, est coercive et la démonstration du lemme
découlera alors d'une simple application du théoréme de Lax-Millgram. Sdit2 H*(R), on a

Z 1 ° da 2 :
jba (0; 0)f = C: )@& + KF0jPA 2 )j0j%dx ; (7.13)
avec o !
1 _ 1 1] m 1R,

2u/ . —n 2 2\ .
(’ ) -0 J 2 %1R+j2 et (1 )_ 0( elR+ ) (714)
De (7:14), on tire queIm(1= (; )) etIm( 2"(; )) sont du signe de Im( 2). Il s'ensuit avec
(7:13) que :
b (0;0)j j Imby (0;0)]  Cp kr 0kZog, ) + KOKZ2(gy (7.15)
|
1 2; 2\i ’
> Zm”mz(. ey 2jim( 2 >0 silm(?)8o0:
J mJ
Traitons alors en premier lieu le casm( 2) 6 0. Compte tenu de l'inégalité (7.15), pour
obtenir la coercivité deb , il nous su t de minorer le terme jb. (0; 0)j par C, kr Okfz(R y avec
C, > 0. Dans ce but, choisissong 2 C tel que Re(¢ 2) =0 (par exemplee =i 25 2j),
on obtient alors d'aprés(7:14) que
|
H . 1. .4 )
Re e =2 1) ZCOS( )2 et Re( € 2"(; ))="o 21g. cos(): (7.16)
(i) & 1R, |

Ainsi avec (7:13) et (7:16), il découle que

ou C; =min

jbi (0;0)j = j€ by (0;0)j j Re(€ by (0;0))] Cokr Okizr ); 00 Co= oY j2jcos()j> O;
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(car Re(€ ?)=cos( )Re( ?) sin( )Im( 2 =0 etIm( ?) 60 impliquent que cos( ) 6 0).

Traitons maintenant le casim( 2) = 0. Comme 2 CnR, il vient = i; 2R .1
résulte alors que

1 L2
(;) (2+ Z1lm)

On déduit nalement avec (7:13) que

et 2 )="o( 31k, + )

jbu (0;0)]  CakOkfigy; ol Cg=min( o' ?=( 2+ 7);" ?)> O

Enn, l'égalité (€ K) = Cf;k découle immédiatement de la relation suivante sur les formes
bilinéaires :
by (U;v) = by (v;u);  8u; v2 HY(R):

|
L'équation (7.10) se réécrit donc a l'aide du lemme 7.1.1 sous la forme :
0e = €. 84 F avecOe 2 HY(R): (7.17)
Dé nissons maintenant d'une part I'opérateur
Vi: H(R ! A .
irot,0g . ROg Rrot, 0g (7.18)

O 7! O ; ) ol ) 2

qui est un prolongement de¥ . , dé ni en (6.17) pour réel, & des valeurs de complexes et
d'autre part l'opérateur T, : 1 H ou

0 1
0 0 0 0
0 0 0o lom
T ;) ;)2 _
K 0 0 1 0 (7.19)
io ZmR 0
°~Hz ° )

Il découle alors des eéquation&’:4), (7:5), (7:6) et (7:17) la relation :
0:(?;k+ O;ké;ké;k)r—A;
et la proposition suivante :
Proposition 7.1.2 Soient 2 CnR etk 2 R, la résolvante def, opérateur borné dei dans
H, a pour expression :
Re()=Tu+ VuCuSy;

ou les opérateurst 4, ¥ ., € et S, sont respectivement dé nis en(7:19), (7:18), (7:12) et
(7:9).
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Remarque 7.1.3 Intéressons nous ici aux adjoints des opérateurs intervenant dans l'expression
de la résolvanteRy( ). On montre facilement que

Fx0;V)s=(0:1, V)4 80;V 21

et que
Sy 0;0in 1ryniwr = (0,9 %)y 8(0;%) 21 HYR): (7.20)

Ainsi les adjoints des opérateur§ k et é;k sont donnés par les relations :

L'opérateur € 4 satisfaisant d'aprés le lemmé7:1:1) : €, = €, , on retrouve alors avec (7.20)
et (7.21) la propriété classiqueRy( ) = Ry() sur la résolvante d'un opérateur auto-adjoint.

7.1.2 Fonction de Green de I'équation de Sturm-Liouville

Avant d'appliquer la formule de Stone, nous cherchons maintenant a trouver une forme plus
exploitable de la résolvante en explicitant I'opérateuf: k dans la formule (7.1.1). Dans cette
optique, calculons la fonction de Greer§)x associée a I'‘équation de Sturm-Liouville (7.11).
L'opérateur € « prendra ainsi la forme d'un opérateur a noyat:

Z

Cah)N = 0xsyF () dx

La fonction de Greeng « est dé nie de la maniére suivante : pour touy 2 R , §.« (;y) est
I'unique solution dansH(R) (cf. lemme 7.1.1) de

@ 1 @y , 1 o
ox () ax T % TG G NeGy=y (7.22)

ol y 2 H *(R) estla masse de Dirac placée gn Nous nous contentons dans un premier temps
de résumer son expression dans la proposition suivante, que nous justi erons par la suite par
un petit calcul. L'énonceé de cette proposition fait intervenir les notations : (), «(),B «,

C" et C , dénies au chapitre précédent respectivement en (6.19), (6.22), (6.24), (6.27) et

(6.30) pour réel et qui sont ici étendues a des valeurs decomplexes. Pour plus de lisibilité,
nous les rappelons ici :

La fonction . () est exprimée par :

= k? "002surR;
+:k k2 II+() +() 2 sur R+1

-
|

ou"t()="o1 F=%et ()= ol {=7?);

q —
k()= « () (la racine com(PIexe ayant été dé nie en (6.23)). Ses valeurs de part et
d'autre de l'interface sont , = K

1. L'écriture sous forme intégrale étant valable pour des sources dans L?(R), pour des seconds membres
poins régugers dansH %(R), il faudrait remplacer lintégrale par un crochet de dualité : (€ xF)y) =

f,0x(:y)

H Y(R)HIR)



7.1. Théorie spectrale de l'opérateur réduit Ay 121

Les fonctions 0 1

0 1
. ch( « (x)x)
8.00= B G B (eh( 005 &

Sk (X) K (X)

forment une base de solutions de I'équation di érentielle (7.22) sans second membre. Cette
base est canonique, au sens ou

ck(0)=1 et G d;(! (0)=0;
sx(0)=0 et (1’ ) d;(k (0)=1;
Les vecteursC”, et C ., sont donnés par :
C =@ o' «) et Ch =1, () ' W) (7.23)

Proposition 7.1.4 Soient 2 CnR etk 2 R, La fonction de Greeng.x de I'équation de
Sturm-Liouville (7.11) s'exprime sous la forme :

0x (6Y) = Bk (07 G x (xy)B & (¥);
G « (X;y) étant une matrice carrée de taille 2 constante de part et d'autre de la diagonale vy :

G;k :a;kC;k (C-'-k)> six vy,

& (xy) = &

(7.24)

ax C% (C ) six vy;
otlay =( o Lt OTO) oL

A n de démontrer cette proposition, nous allons résoudre I'équation (7.22) en suivant la
démarche proposée dans [63]. D'aprés (7.22), pour top2 R , la fonction de Greeng . ( ;y)
est solution de

@9x(;y)
—art x0xGN=y
séparément suix > 0 et x < 0 et satisfait les conditions de transmissions :
" #
1 x (;
640 =0 et @x(y) .

() @x

On en déduit en particulier que de part et d'autre de la diagonalg = vy, . (;y) s'exprime
comme une combinaison linéaire des fonctions de bdsg dé nies en (6:25). Ainsi,

(@ 1(¥); @y 2(y))” B (X) six<y;
(@% 1(¥); @ 2(¥))” Bk (X)  six>y;

gk (Xy) = (7.25)

ol (a 4. 1(¥); a4 2(¥)) 2 C% g« (;y) 2 HY(R), la combinaison linéaire (7.25) ne doit donc pas
étre exponentiellement croissante lorsquej 7! 1 . Pour obtenir le comportement deB .« en
1 , il est nécessaire de caractériser la position de, dans le plan complexe pour obtenir des
informations sur la partie réelle de sa racineRe( ). C'est I'objet du lemme suivant dont la
démonstration peut étre sautée lors d'une premiére lecture.
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Lemme 7.1.5 So(i]thR.Onaf 2Cj L2Rg[f 2C j %W 2Rg R la

fonction () = « () est alors analytique en sur CnR et vérie (par dé nition de la
racine cf. (6.23)) Re( « ()) > O sur cet ensemble.

Preuve. Soit = x+ iy 2 C. Résolvons d'abord de maniere algébrique les deux équations
Im( ) =0 an de déterminer les parameétres pour lesquels . 2 R.

Il est facile de véri er que
Im( )= 2" oXYy: (7.26)
Ainsi,
Im( ,)=0(0 x=0o0uy=0:
Orpourx=0ety80,Re( )= k2+"g oy?> 0, I'ensemblef 2 C j « 2 R gestdonc
inclus dansR.

Examinons maintenant I'équationim( %, ) =0. Soit 6 0, par un petit calcul, on obtient :

n 2 2 HE ) 2 7
N 00 )
= K2 = AR (7.27)
1]
En prenant la partie imaginaire de *, dans(7:27), il vient aprés factorisation :
. 2’0 oXYy .
Im( ;k) = (X2 + y2)2 (X2 + y2)2 g r2n . (728)

Ainsi d'apres (7.28),

Im( %)=00 x=0 ouy=0 ou (X*+y?)= ¢ m:

+

Pour conclure, montrons que sk =0 ou (x2+ y?)= . ,, ety60, « > 0.
Six=0 ety 60, il découle immédiatement de (7.27) que
2! 2 !
=K+ oy 1+ 2 1+y—g‘ > 0;

Si(x?2+y?)= . nety80,enremplacantj j2 par 2 2 dans (7.27), il s'ensuit que :

" 2 2
+;k _ k2 0 0 e)(

2 2 2 2

e m m
2 2 !
e m

En simpli ant cette derniére équation par 2, on a nalement :

m?

n P2 2;2
,,;k:kz_l_oo(lz 4 S o
e

(car comme on a supposg 6 0, n'est pas réel et est donc di érent ). L'analyticité en
de . () est alors une conséquence immédiate du choix de la racine e ectué en (6.23). =
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En utilisant la stricte positivité de Re( ) sur C nR, il est alors facile de montrer (a
l'instar de (6.26) et (6.29) au chapitre précédent) que la combinaison linéaire (7.25) n'est pas
exponentiellement croissante quangkj 7! 1 si et seulement si :

0y (y) = | 2O Ba BT Chcsixsys (7.29)

ay, (Y)Bx(x)”C%  six>y;

ou C , sont dé nis en (7.23). La derniere étape du calcul consiste a déterminer les fonctions
a, () en utilisant "la formule des sauts” enx = y. Cette derniere impose les conditions :

#
Bk (X Y)x=y =0 et (1_ )@?k@(xx’y) = L (7.30)

X=y

Lemme 7.1.6 Soientk2 R, 2CnRety2R,

au(y)= ax (C%)” Bu(y);
a'y (y) = ax (C x)” B (y):

ollax =( o 4+ () %) ™"

Preuve. Les conditions de transmissions (7.30) sont équivalentes au systeme suivant

0 1 0 1
a, (y) 0
Ma(y) & 'k =& K (7.31)
a;k (y) 1
0 1
Bux(y)” C Bk (y)” C
ou M (y):= E
1 dBy(y)” 1 dBy(y) A~
: C. ’ (O
(y; ) dy ooy ) dy x
Explicitons le déterminant de ce systéme,
!
dB i (y) dB x (y)~

detM 5 () = (v; ) *(C ) dy Bix()” Bu(y) dy Ch: (7.32

Par un petit calcul, on vérie :
1

0
dB K (y)> dB K (Y) B " (y)> — (y ) %O 1&
| 100

dy dy

B« (Y)

Il vient alors avec (7.23) et (7.32) :
detM (W) =( o' w*+ “() %)

Montrons maintenant que le systeme (7.31) est inversible en s'assurant ciet(M  (y)) 6 0.
On est donc amené a prouver que I'équation :

ol = ()N (7.33)
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n‘admet pas de solution surC n R. Remarquons que (7.33) n'est en fait que le prolongement

a des complexes de I'équation (6.37) dé nie au chapitre précédent et étudiée dans le lemme
6.5.1. A l'instar de la démonstration de ce lemme, en élevant (7.33) au carré, puis en multipliant

I'équation résultante par *( )2 460, il découle que

Qu( ) =0; (7.34)
ou le polynédme

Qu(X)="0 o( 2 ﬁq)xz"‘ rzn 2k? "o o 2 rzn) X k2 ﬁq

e e

est dé ni en (6.40).
Supposons par I'absurde que 2 C nR est solution de (7.33). Un tel satisfait la relation
(7.34). Or le polynbmeQy ne possede que des racines réelles (cf. démonstration du lemme 6.5.1),
2estdoncréelet =i; 2 R estimaginaire pur. Il est alors aisé de constater qu'un tel
n'est pas solution de (7.33). En e et, d'apres le lemme 7.1.5, en prenant la partie réelle des
deux membres de I'équation (7.33), on observe que

l
(2+ %)
det(M « (y)) étant non nul, les formules de Cramer nous permettent d'inverser le systeme (7.31) :

au (y) = det(M x(y)) 'Bu(y)” C% et af(y)=det(Mx(y)) "B x(¥)” Cy:

Soit nalement en transposant ces deux derniéres relations et en posant = det(M  (y)) 1,

a,(y) = ax (C+;k)> Bk (y) et a+;k (y)=ax (C ;k)> B« (¥):

o'Re( ,)> 0 alorsque  Re( () ' %)= Re( ) < O

Le lemme 7.1.6 permet alors de conclure en réécrivant la relation (7.29) de la maniere suivante :

axBx(X)"C,(Ch) Bu(y) six vy,

Ok (xy) = X _
Bik(¥)”C% (C ) Bu(y) six vy:

7.1.3 Famille spectrale de l'opérateur Ay

Maintenant que nous avons une formulation explicite de la résolvante, nous allons pouvoir
utiliser la formule de Stone (cf. 7.109), que nous rappelons ici, pour calculer la famille spectrale
E«(). Soit | un intervalle borné deR, I'expression du projecteur spectrak,(l) s'obtient par le
passage a la limite suivant :

z
E()O0; W)y = == 1 jim tim Re( )0V . d; 80;V 2 H: (7.35)
"I oY IOt C- (1) [

Notons ici que nous allons en fait nous restreindre a des intervalles bortémclus danslg =
Rnf ,;0;, mgpuisque I'on sait déja qued et  ,, sont des valeurs propres de multiplicité
in nie dont les sous-espaces propres ont été donnés au chapitre précédent (cf. 6.9 et 6.13). Pour
calculer la limite (7.35), nous allons suivre une démarche s'inspirant de [63, 82]. Celle-ci consiste
tout d'abord & réécrire sous forme intégrale I'opérateur résolvant.
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Expression intégrale de la résolvante

Le terme Ry( )0;V 4 S€ rééecrit & l'aide de la proposition (7.1.2) de la maniére suivante :
IQk()L’J,\') I—'T: Jlx;ko;\l) |4+ 0;ké;k§;k0;\7 I—'i\: (7.36)
En utilisant le fait que ¥ K = é‘r;k (cf. remarque 7.1.3 ), le second terme de (7.36) devient :

0,648,010 = €,8,0:8,0 (7.37)

HL(R);H (R)’
Par commodité, pour pouvoir exprimer cette derniére expression a l'aide d'intégrales, nous
allons choisir des) et V dans un espace de fonctions plus réguliérs dense dandi. Nous

e ectuerons alors le passage a la limite dans la formule de Stone pour deset ¥ dans S.
L'opérateur E,(l) étant borné, nous pourrons prolonger par densité I'expression obtenud)a
etV dansH. Décrivons ici briévement les propriétés de cet espace :

D'une part, an dinterpréter le crochet de dualité dans la relation (7.37) comme un
produit scalaire, I'espaceS doit vérier §,(38)  L%(R). D'aprés (7.9), une fonction
0 = (tg; 0y ;0p; 0y ) de$ doit donc appartenir a I'espacd.2(R) H o, (R) L3(R.)

H ot (R+) et satisfaire les conditions de raccor@y, (0) = 0 et 0y, (0) =0 an que les
termesrot, (&= (; )) etroty ( *uym = (; )) soientL?(R).

D'autre part, nous supposerons que les fonctions d& sont & support compact, ce qui
apparaitra naturellement au cours du calcul pour assurer la convergence de certaines
intégrales.

Pour des fonctions) etV 2 $, le crochet de dualité dans7:37) s'exprime alors & l'aide du
produit scalaire usuel dd_?(R) :

e 8.0:8, 0 - £,8,0:8, 0

H1(R);H (R)
Ainsi en explicitant dans la relation (7.37) l'opérateurC « a l'aide de son noyal x donné par
la proposition ( 7.1.4), il vient :

z

UaCu 8050 = B9 Gi(xy)Ba (Sx 0)ON(S ¥)(y) dxdy:

Soit nalement avec (7.36) :
z
ROV = Th 0¥ L+ B0 Gu(xy) Ba (S 0)(x)(5 ¥ )(y) dxdy;
(7.38)
pour toutes fonctionsQ;V 2 S.

Régularité en au voisinage de l'axe réel

Pour e ectuer le passage a la limit¢' 7! 0" et 7! 0" dans la formule de Stone (7.35), il
nous faut maintenant regarder le comportement en au voisinage de I'axe réel des di érents
termes intervenant dans l'expression de la résolvan(@:38).

Remarquons tout d'abord qu'al et V xés (cf. (7.19) et (7.9)), les applications : 7!

T.0:9 a7 §x0,et 70 5,V sont méromorphes surC et analytiques surC n
f m; 0, m0.
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Concernant les fonctions de basB ., elles sont analytiques suiC n fOg. Une facon de
constater cette analyticité est de remarquer que le développement en série entiere geet s
ne fait intervenir que des puissances paires de, B « a donc le méme domaine d'analyticité
que & = .

Compte tenu de I'analyticité de 7! T, 0;V , auvoisinagedé o= Rnf ;0 g
et de la relation (7.38), la formule de Stone se réécrit alors de la maniére suivante :

(Ex(1)0;V )
1. z R} — (7.39)
= 5 lim lim o Bk (X) G a (%¥) B x (5% 0)(x)(54 ¥ )(y)dxdyd :

I "ot 1ot cC. (1)

Cherchons maintenant a faire apparaitre de fagcon plus explicite la partie non analytique de la
matrice G , (x;y) sur I'axe réel. Dans ce but, décomposois (x;y) en deux parties symétrique
et antisymétrique : '

G (xy)= GY™+ GR (xy) ou

63" = (G4 (xy)+ BN et 6Y"(xy) = JGu(xy) 6y (yiN);

soit en utilisant la dé nition (7.24)

0 1
1 + 1 + \—
6™ =a, B ! Co™ () ?k)_ZE; (7.40)
(o k ()t +;k)22 o' « () ' +;k
0 1
G (x;y) = &) 0 1:22 (+ six>y et six<y):
1=2 0

En constatant que "’}Qt‘ (x;y) est analytiqgue dans tout le plan complexe (et pour cause : elle ne
dépend pas de), on en déduit que dans (7.39), on peut remplacés « (X;y) par Gs;,i’m. Comme
de plus Gs;ﬁ(’m ne dépend pas d et y, en appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli, on peut
séparer les intégrales er et y. Il s'ensuit nalement que :

z

(E(1)0;V )y = le lim lim B . né;koo T ey B, §V d; (741

"ot 10" G (1)

z

By 840 = Bu((8x0)(0de

ou

Remarque 7.1.7 Ngtons que pour appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli et donner un sens
aux intégrales ;B $x0 etBy &,V , il est nécessaire qud) et ¥ soient & support

compact (hypothése véri ée dans 'espac) car les fonctionsc , ets; sont exponentiellement
croissantes a I'in ni.
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n 0 —
Les fonctionsB , $,0 etB, ér;k\’) étant analytiques au voisinage de l'axe réel, on

peut alors véri er a l'aide du théoreme de convergence dominée (cf.[44]) que I'on peut permuter
les limites en et et l'intégrale pour obtenir la proposition suivante?.

Proposition 7.1.8 L'expression (7.41) de la famille spectrale peut étre réécrite sous la forme

z n
(E(1)0;V)y = JLi()By é;ko" dM( )B & 84V (7.42)
ou 1 z
M(1) = TI||r51 I!irgl+ e o GY"d; 8l borné Rnf ;0 no: (7.43)

Calcul de la matrice spectrale  M(l)

Pour déterminer la mesure matricielledM( ), il nous reste a évaluer la limite (7.43). La
fonction Gs;ykm étant paire enk, cette limite ne dépend pas du signe de. Nous supposerons

donc désormais quék est positif. Au vu de I'expression deG%™ (cf. (7.40)), cette limite est
entierement caractérisée par le comportement de, et ay = ( ol o) ) tau
voisinage de l'axe réel. , étant dé nie comme la racine du terme ., (qui est analytique en
surC ), les limites de , quand ! i0 sont entierement décrites par le signe du réel
et par celuidelm( ). Eneet, quand , est négatif, la fonction , possede alors un saut
en (dd a la coupure de la racine) et ses limites unilatérales en 0 sont données par le signe
deIm( ) au voisinage de l'axe réel. Remarquons ici que les signes dg ont été enoncés
dans le lemme 6.4.1. Quant aux signes dm( . ), on les déduit aisement des formules (7.26)
et (7.28) : le signe ddm( . ) change a la traversée des axes des abscisses et des ordonnées
alors que celui ddm( *, ) est déteyminé par la position de par rapport & ces deux axes et
au cercle de centrg0;0) et de rayon . . Ces informations sont ici résumées par les gures
7.1et7.2. D

Notons que dans la gure 7.2 pour placer le cercle de cenii@& O) et de rayon ¢ , par
rapport au coupures spectrales (k) et (k) du matériau de Drude, nous avons utilisé les
inégalités suivantes :

1(K) 1(0) =min( ¢ m) e m 2(0) =max( e m) 2(k);

a prendre au sens strict pouk 6 0 ou 6 . Celles-ci sont une conséquence immédiate de
la monotonie des coupures spectrales et , décrite dans le lemme 6.4.1.

Pour déterminer le comportement deés;{m au voisinage de l'axe réel, superposons les scheé-
mas 7.1 et 7.2. Ceci nous invite a encore utiliser les zones spectréle8, C, D et E, dé nies
au chapitre précédent par :

n (0]
A= (k; )2R" R"j > k),
( K )
B= (ki )2[0k] R"jpe—=< < 1(k) ,
0 0

2. Au voisinage des points (k) (dé nis par le lemme 6.5.1), nous verrons que la matrice Gs;{im est
méromorphe car elle possede un podle simple en (k) ou le coe cient a devient singulier. Notons alors que
dans ce cas particulier, il est préférable de justi er la proposition 7.1.8 par une simple application du théoréme des
résidus plutdt qu'avec le théoreme de convergence dominée (car la Iimit”qeirr& !irr(;+ Gs;{m n'est pas intégrable

au voisinage de  ,(k)).
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( ! )
C= (k)2R (R nf p@imax 1(K)ipm— < < oK) .
0
D= (k )2R" R jO< < min (k) prr |
( 0 Ok )
E= (ki )2ka1[ (R"nf no)j (k)< < P
q —
(ouke= p"ﬁ = 2+ 2 désigne le point d'intersection de la courbe; et de la droite

e m™—

k7! k=P "o o, Cf. lemme (6.4.1)). Pour la visualisation de ces zones, nous renvoyons le lecteur
aux gures 6.3, 6.5 et 6.4.

Im( ) <o

+ Im( 4,)>0

Im( 4, )<0

k k =Re()
| S rrm— P
00 00
+

Figure 7.1 Comportement ak xé du parametre ., au voisinage de |'axe réel

Im( ) £ <0
+ p W >0
¢ + Im( %)>0
Im( % )<0
+
2(k) 1(k) 1(k) 2(k) =Re()

+
+

Figure 7.2 Comportement ak xé du paramétre °, au voisinage de l'axe réel

En utilisant un tel découpage sur les variableg;j j), nous montrerons que la fonctior@s‘;{m
possede en soit une discontinuité découlant des limites unilatérales des fonctions, de part
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et d'autre de l'axe réel (zoned\, B, C et D), soit un comportement polaire di a une singularité
du coe cient a (zoneE). Pour des raisons didactiques, nous ne suivons encore pas l'ordre
alphabétique pour énumérer les di érents cas.

Casou(k;j j)2C

Dans cette partie du plan,(k; ) vérie max 1(k);k:p 0o o <jj< 2Kk). Il estalors aisé
de constater a l'aide des schémas 7.1 et 7.2 que :

TR isgn( ) 4, et % L % avec % >0
ou la fonction signesgn( ) a pour valeurlsi > Oet 1si < 0. Ainsi, seule la fonction
est discontinue. Le coe cienta ., admet donc une limite de part et d'autre de I'axe réel donnée
par
. 1
ag booisgn() ot w + () Pk

Dans cette zone, la mesure spectral@M,( ) va donc étre déterminée par le saut

symy  _ sym sym
[G 'k ] - +i0;k io;k
de la fonction Gs;{m a la traversée de l'axe réel. Un petit calcul permet alors d'exprimer le saut
de &% sous la forme :
symq _ o : + + + \>
[ K ] =21 Sgn ( )C;k C H'4 (C ;k) (744)
ou
1 1
+ 0 K

Cy = 5 :
! 1
0 H'4 + +( ) ! +;k

. (7.45)

Casou(k;j j) 2D

Ici, vérie 0< < min {(k); k:p o o . On se trouve donc dans une situation similaire a
la zoneC, seule une des fonctions ., est discontinue, c'est ici +k On en déduit que :

+ +

e | . avec ., >0 et ° | isgn o
k 0 K 'k Koo an( )

et

a ik !! " ol w dsgn() ()t %

En se souvenant que *( ) < 0 dans la zoneD ou le matériau de Drude se comporte comme
un N.I.M. (métamatériau a indice de réfraction négative), on tire alors de ces limites le saut de
G qui prend ici la forme suivanté :

(6" =2i sgn ( )cy C 4 (Cy) (7.46)
avec N
L1
0N
Cp = —— s (7.47)
(R R G B

3. Notons que dans les zoneS et D, les vecteursC ™, etC ., sontréels. Nous les conjuguons pour uniformiser
I'écriture du saut [G%™] entre les di érentes zones.



130 Chapitre 7. Décomposition spectrale de I'opérateur de Schrédinger

Casou(k;j j) 2 A

Rappelons que dans cette zorjej > (k). Il en découle que

DR isgn( )
et 1
a ik !! " isgn( ) o' o« * ()Y % :
Le calcul du saut de[ S;ykm] ne souléve alors aucune di culté, on trouve :
0 1
2isgn 1 0
6m = o) g R
oo o« t () K 0 or () Kk

Pour uniformiser I'expression du saut avec les zon€set D, cette derniere expression peut étre
réécrite sous la formé

[G%" =2i sgn () ¢ C%(C%)™ + ¢y Cy(Cy)

ou
1: + F 1 1
) : -
Ck = 1 . . ik + 2 et Ctk - 1 'O k 1+ 2 (7.48)
0 'k +J+( )J Kk 0 0 +J+( )J k
Casou(k;j )2 B
Ici, k= 5 5<j j< i(k), il vient alors que
” !! . isgn( ) , et % !! . isgn( ) 7
Il en résulte que
: + + 1.
a ik !! 0 lsgn( ) 01 K ( ) ! K .
Notons que cette limite existe car o* " HOE "« > Odans la mesure ot *( )< 0

dans cette zone ol le matériau de Drude se comporte comme un NIM. La fonct®f™ est ici

discontinue, son saut a travers I'axe réel est donné par la méme formule que dans la zone
0 1

2isgn( ) al 0 ¢

of w +i (O ' ik 0 ol () Kk

69" =

Ici, on peut reformuler cette derniére relation sous la forme :
(63" =21 590 () ¢ Ch(Cl)" + 04 €, (€17

ouc, etc’ sontles constantes décrites par la formule (7.48).

4. Rappelons (cf. 6.23) que la racine d'un réek négatif est égale a i jxj%. Ainsi, dans les zonesA et B,
nous avons ., = i 4 .
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Remarque 7.1.9 Que devient I'expression du sau[tGS;{m , déni par les formules (7.1.3),

(7.1.3), (7.44) et (7.46), lorsque(k;j j) appartient a la frontiere d'une des zone#, B, C ou

D (c'est-a-dire aux coupures spectrales) ou les parameétreg s'annulent. Notons tout d'abord
qu'a la traversée d'une seule coupure spectrale, donc lorsqu'un seul des parametges'annule,

il est facile de véri er que le saut[és;ykm] n'est pas singulier et qu'il est méme continu d'une
zone a l'autre. Constatons ensuite que la seule singularité S;{m] apparait enk = k. et
jj= ¢= kC:(p"ﬁ (intersection des coupures spectrales; et k 7! k=" "y ) lorsque les
fonctions ., sont simultanément nulles. On se trouve (cf. gure (6.2)) a la jonction des zones
spectralesC et D (ou de leur symétrique par rapport a l'axe des abscisses pous c)- un
pa:‘tit calcul rrllontre alors que les singularités des sauts (7.44) et (7.46) en ces points sont en

| o et restent donc intégrables.

Casou(k;j j)2 E

Dans cette zone, satisfait l'inégalité suivante (k) < j j < k=P "o o. Les fonctions
sont alors toutes deux continues (et méme analytiques) au voisinage de

| + | + > .
ko) K et b, ok avec 0:

A la di érence des autres zones, c'est ici le coe cienh ., qui va caractériser la mesure spectrale

dM (k). En eet, a posséde deux singularités polaires en= o(k), valeurs de pour
lesquellegk; ) véri e la relation de dispersion (6.37) (cf. lemme 6.5.9):

of x = ()t
Ak xé, Gs;{m posséde ainsi deux pdléssolés en = (k).

Lorsquel ne rencontre pas les poles : ,(k), Gs;ykm est analytique sur un voisinage dé
(car les fonctions ., et a; sont analytiques), ainsi le passage a la limite dans la formule (7.43)
donne My(l) = 0. Il nous sut donc de calculer la mesureM sur les singletonsf  (k)g.
Les points (k) étant isolés, on véri e alors facilement que le contou€-. (f  ,(k)g) dans
la relation (7.43) peut étre refermé en traversant |'axe réel, car la fonction y est analytique. Le
théoreme des résidus nous permet alors d'exprimeh (f  ,(k)g) :

Mi(f  p(K)g) = Res(  G%™;  (K)): (7.49)

ou la notation Reg( I, p(K)) désigne les résidus de G en (k).

Calculons maintenant les quantitéRes(  G3™; (k). Il est tout d'abord aisé de consta-
ter a l'aide de la relation (6.37) satisfaite par les couplek;  ,(k)) que :
1

0
1 o () t)=2
(o ") h)=2 . +(()) ' V7% o © o€ o’
0 N k /T 0 ik K
(ou ici d'aprés (6.37)C Sk = C”p(k);k ). Avec (7.49), il vient alors :
Mk(f  p(k)g) = Res( awx; p(k)C p(k);k(C p(k);k)>: (7.50)
Le calcul deRes( X p(k)) se résume donc avec (7.50) a celui ®Res( a x; p(k))

gue nous allons expliciter dans la démonstration du lemme suivant.

5. En raison de la parité en de la relation de dispersion (6.37), nous avions restreint son étude dans le
lemme 6.5.1 a positif. Pour (k;j j) 2 E, cette relation a deux couples de solutions (k;  (k)).

6. Les points (k) étant des singularités isolées de la résolvante d'un opérateur auto-adjoint, la théorie
spectrale nous renseigne sur leur nature. Il ne peut s'agir que de pdles simples de la résolvaRig ).
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Lemme 7.1.10 Les résidusRes( a .; ,(k)) sont donnes par :

o] T Ca(Ni gk

24K+ ("0 02 2 Z)?

Res( ay; p(k)=

Preuve. Pour calculerRes( a x; p(k)), réécrivons I'expressiona j sous la forme :

+()1+;-k 01 N

(O)Y %2 (of ¥
En multipliant le numérateur et le dénominateur de la fraction (7.51) par *( )? 4, il vient

5 +( )2
Qk( ?)
ou le polyndmeQy(X) = "o o( 2 2)X2+ 2(2k> "o o( 2 2)X Kk* %, aété
dé ni en (6.40). Le réel g(k) est une des racines de ce polynéme (cf. preuve du lemme 6.5.1).
Nous allons donc factoriselQ, an de faire apparaitre de facon explicite le comportement
polaire deay en (k). Le degré deQy dépendant des parametres . et ., il nous faut
maintenant distinguer lescas .6 gL et ¢= .

a = (7.51)

ax = ()t 0 K (7.52)

Si 6 ,lepolynbmeQy est de degré&. En notant *S(k) sa seconde racine complexe,
il se factorise de la maniére suivante :

Q(A="0 o 2 W2 kN2 5K
En utilisant alors I'équation (7:52), la factorisation deQy, la relation de dispersion (6.37) satis-
faite par = o(K) et le fait que *( p(k)) < O, il vient aprés simpli cation :
p(K)* 1 T C oK) ™ ok
o o 2 AN 3K 73K

Il est alors aisé de constater en distinguant les cags < o, et ., < . (cf. démonstration
du lemme 6.5.1) que le coe cient'y o( 2 %)(qg(k) ~2(k)) (ou les deux racines 5(k) et

~2(k) de Qx sont données par (6.41)) est égal a3, 4k*+ ("o 0)2( 2 2)%

Res( ax; p(k)= ;

Si = ,lepolynbmeQy n'est plus que de degré et il admet la factorisation suivante :
Q( =2k L0 H(N( + pK):
L'équation (7:52), la factorisation deQy et la relation de dispersion (6.37) conduisent alors a

p(K)* 5 " p(KNI " .
2k2 2 '

m

Res( ay; pk)=

En se rappelant queC Sk est a coe cients réels, on obtient donc nalement avec (7.50)
I'égalité suivante :

Mi(f o(K)9) = € 19xC Lax(C uox)” (7.53)
ou
C ok = Res( ay; p(k)) estdonne parle lemme 7.1.10 (7.54)
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Remarque 7.1.11 L'expression (7p5§) prend une forme particulierement simple lorsque, =
m dans la mesure ot h(k) = = 2. En e et, la permeabilité du matériau de Drude véri e

alors " ( p(k)) = o (cf. (5.4)) et I'on a par conséquent Sk = *p(k);k (cf. (6.37)). Il vient
ainsi que :
2
> AN 0 m m:pzk
M (f  o(k)g)=c 5, C 5 (C p5)7 ouc P sk :

sym

En constatant que les saut§G « 1 sont des fonctions intégrables sur les intervalles conside-
rés (cf. remarque 7.1.9), les passages a la limitg! 0* et 7! 0" dans (7.43), nous conduisent
immédiatement aux limites suivantes

Sijki ke, ,
1 sym
Mi(l) = 21 [G;k ] d;
Si jkj > ke,
1 Z
Mi(l) = T [Gs;im] d + M(f p(k)9) a0+ M(f  p(K)Q) )

ou nous avons prolongé par parité les résultats obtenus pdumpositif & k négatif®. En résumé,
nous obtenons la

Proposition 7.1.12 La mesure spectrale matricielledM( ) qui caractérise les projecteurs
spectrauxEy (1) pour tout intervalle bornél 1, est donnée par :

Si jkj ke,
M = ——[G¥M] d;
d k( ) 2| [ K ] d’
Si jkj > ke,
dMi ()= =[G d + M(f o(K)9) o0+ M(f o(K)G)  y00°
Dans ces formules, la matrice auto-adjointe positive[G%"] a pour expression :
¢y ChU (C% )™ + ¢y Cy (Cy)”; pour (ikjsj j) 2 A;
€k CR(Ch) * 0y C(C )7 pour (ki ) 2 B;
(G5 =]
¢ CU% (C%)”; pour (ikj;j j) 2 C;

Cx C .« (Cy)”; pour(jkj;j j) 2 D:

7. Un cas particulier est le cas limitek = k;etl = f  .g. En e et, nous n'avons pas étudié le comportement
de Gﬁ?’m au voisinage des points .. Nous n'avons donc pas prouvé par le calcul quéM  (f cg) = 0.
Cependant, nous disposions déja de cette information. En e et, nous savons (cf. chapitre précédent) que ¢ n'est
pas une valeur propre deA k.. ainsi les projecteurs spectrauxt k.(f  ¢0g) sont nuls etdoncM . (f ¢g)=0
(d'aprés la formule (7.42)).

8. A ce titre, la courbe de dispersion , est prolongée par parité surj 1 ; Kc[. Par la suite, nous supposerons
également que les coupures spectraleg et , ont été prolongées par parité a toutk 2 R.
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ou les coe cients ¢’ etc, sont respectivement décrits par la formule (7.48) sur les ensembles
A et B et par (7.45) et (7.47) surC etD.

Quant aux matrices auto-adjointes positiveM(f  ,(k)g), elles s'écrivent de la maniére sui-
vante :

Mi(f p(K)9) = € 1ykC o« (C p(k);k)>;

ouc J(kk est donné par la formule (7.54).

Forme diagonale des projecteurs spectraux

Nous cherchons maintenant a l'aide des deux propositions 7.1.8 et 7.1.12 a exprimer notre
famille spectrale sous la forme diagonale suivante :
B0V = 1() Oy

23«

E b — E
a O;W;k;j ﬁdm"( ); (7.55)

ou I'intervalle | estinclusdand, = Rnf  ,;0; ngetlesfonctionsd ; sont, aun coe cient

de normalisation pres, les vecteurs propres et vecteurs propres généralisés introduits au chapitre
précédent pour construire notre famille modale. Sur les intervallés 1o, la mesure spectrale

de l'opérateur deA, sera alors donnée par

E

)

d B 00 = Oy

b F
Vi, dme(): (7.56)
i2J «

Commentons l'expression (7.55). L'ensemblé ., f 1;1g (cette inclusion peut étre
stricte), son cardinal représente la multiplicité de en tant qu'élément du spectre de,. Quant
a la notation h; i4, elle désigne un crochet de dualité. L'utilisation de ce crochet est motivée
par le fait que les vecteurs propres généralisés sont bornés mais ne sont pas d'énergie nie. lls
appartiennent & un espacéd. contenantH , construit & 'aide d'espaces |2 & poids polyno-
miaux” : 1
H. =L?(R) L2(R) L2(R.) LZ?/(R.); avecs> >

ou les espacek2(0) et L2(O) sont dé nis de la maniére suivante pous 2 R et pour O = R,
OuR:

n s [0} n s 0
L2(0)= 0j(1+x»)202L2%0) et L30)= 0j(l+x?)202L20) :

Le choix des est ici justi é par le fait que les fonctions bornées appartiennent a I'espa¢é-
pour dess > 1=2.
Les fonctions detl- sont alors testées contre les éléments de son dual :

He= LIR) LIR) LIR.) LZ(R.);

sous-espace dense daHk Le crochet de dualitéh; i 4 entre B, et B est alors une extension
du produit scalaire( ; ) au sens ou :

00 =(0;0): 80 2 A, et 0 2 A

Notons alors que les formules (7.55) et (7.56) ne sont valables que pour des fonctidngt

v 2 H..
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Expression des vecteurs propres et vecteurs propres généralisés

Nous allons ici construire une famille modale de vecteurs propres et vecteurs propres géné-
ralisésw ,; dans laquelle I'expression des projecteurs spectrafix(1) (pour | inclus dansl )
prend la forme diagonale (7.55).

A cette n déterminons tout d'abord la mesuremy dans I'équation (7.55) de maniére a ce
gue son support coincide avec celui de la mesure matricieMie. D'aprés la proposition 7.1.12,

il nous sut en fait de choisir :

Sijki ke,
dmy( )=d;
Si jkj > ke,
AMi( ) = Tgf g5 21 s aoigd * w0 0

Notons alors que compte tenu de la proposition 7.1.12, la relation (7.42) prend la forme
suivante

z x Z > Z

B 0;¥)e = 11() L0 (i 0)00dx 0 (Su D)(y)dy dmi( );

j2J k

(7.57)
pour tout 0 etV 2 S. Les fonctionst -k;j sontici dé nies a un coe cient complexe de module
1 prés que nous noton® y; . Précisons leur expression, ainsi que celle de I'ensemble dans
chaque zone spectrale :

Dans A,J =f 1;1get
0 1= 041 jCh)2(CH) By €t 0 1= 04 1( jC4)2(C ) B
Dans B,Jyx =f 1 1get

017 04 1( i€k )?(CH) By et 0 1= 0k 1( jCx)? (Cy) By

Dans C,Jy = flget

o
x
-

|

= 04 1( jC%)?(C% ) B ;

Dans D, J i

f 1lget

0k 1= 0k 1( JCy)?(C x) By

Enn dans la zoneE, J = flg et
L :
0 k1= 0 aoka(C )2 (C Sik) B ks

ou les constantes’, etc, sont respectivement données par la formule (7.48) sur les ensembles
A et B, par (7.45) et (7.47) surC et D et par (7.54) dansE.

En vue d'obtenir des propriétés de continuités des fonctiors.; a la traversée des coupures
spectrales (cf. remarque 7.1.13), choisissons les coe cients de moduleayy de la maniere
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suivante :
1, pour(jkj;j )2A[ B[ Eetj2Jy;
2 , 22
o ;kl AR h (kj;ip2c i =1
_ . 1 ;pour (jkj;j j et j=
Ok = ij ) ! "t ol X
2 + 2 1
SRS T (kji;j)2Detj= 1
. , — ; pour (jKj;j et j= 1
|01;|<"'J+()J1 K

Les fonctionst ..; s'expriment alors de la maniere suivante :

0k 1=€, (C%) By pour (Kji;j J)2A[ B[ C; (7.58)

_ (C x )" Bk pour (jkj;j j)2 A[ D;
0;k; 1= €y

N T (7.59)
(C ) B« pour (jkj;j J)2B;

et
0wkt =€ gk (C Laox) B ok pour jkj>Ke; (7.60)

ou les constantes?, , €, ete J(k:k Sont respectivement données par

N[

P e I I S LI i Ot %) o =(c b
kT . . " y Yk T . R + Kk~ (k);k )
i ot i O i ot O i 2

(7.61)

(G étant dé nie par (7.54)).

Nous pouvons maintenant conclure ce calcul en donnant I'expression des vecteurs propres
et vecteurs propres geneéralisés .; . En e et, on montre par integration par parties que pour

tout 0 2 S : 7 E
2

ou l'application V  a été dé nie au chapitre précédent en (6.17) par

D
RW(é;k 0)(X)dx = L/);V:k 0k

10ty 0k RO RIOLKD )
(;) () 2

Ainsi, en posant dans les zones spectralds B, C, D,

Vi Oj = Ok ;

Wi =V 0 8 2% (7.62)

et
W Lokt =V a0k 0 ki1 2 DAY pour jkj > ke (7.63)

on obtient a partir de la relation (7.57) la forme diagonale (7.55) des projecteurs spectraux
E«(1). Notons alors que nous retrouvons bien & un facteur de normalisation prés les modes
W . introduits au chapitre précédent.
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Remarque 7.1.13 A ce stade, nous navons démontré |'expression (7.55) que pour des fonc-
tions 0 etV 2 S et des intervalled bornés deRnf ;0; mg. En fait, celle-ci se prolonge
d'une part aisémenf par densité a des fonctiond) etV 2 H.. Sa généralisation a des in-
tervalles| quelconques d® Rnf ;0; g découle immédiatement de la dé nition 7.3.3
(car un intervalle | non borné peut étre vu comme une union dénombrable d'intervalles bornés
disjoints).

Remarque 7.1.14 Notons que le vecteur propre genéralis ... ; dé ni par les relations (7.58)
et (7.62) a une expression qui se prolonge de la zohe la zoneC a la traversée de la coupure
spectrale ,(), de la zoneC a la zoneB en passant par ;(). Il en est de méme pous ... 1
(décrit par (7.59) et (7.6%}) dont la dé nition se prolonge également de la zori a la zoneD

—

a travers la droite = k=""5 ¢ (car C, = C, dansD).

De I'expression de la famille spectrale, on tire alors le corollaire suivant sur la structure du
spectre de I'opérateur/b\k (cf. proposition 7.3.9 et dé nition 7.3.13).

Corollaire 7.1.15 La structure du spectre (Ay) de l'opérateur A, dépend du parametre :
Si jki ke, (Ay) = R etil se subdivise en
D(Ak): f m;O; mJ et C(Ak): Rnf m;O; mJ;

ou les valeurs propres ;0 et , sont de multiplicité in nie. Quant a la seconde
décomposition du spectre (liée a la structure de la mesure spectrale), elle est donnée par :

wA) =m0 w8 aB)=R et (A)=2:
Si jkj > kg, (/A\k) se partitionne de la maniére suivante :
pA) =1 i p(K);0 p(K); mget (A)=f 2R ;jj j2] 1(k); k] P slo;

les valeurs propres ;0 et , étant encore de multiplicité in nie tandis que (k)
est de multiplicité 1. Notons qu'ici :

B =T i p(K)i0 oK) G ac(A) =T 2R;jjj2] 1(K);jk =p"ﬁ[gi
et (A= ?:

Interprétation physique des fonctions 0.k

Nous proposons ici d'interpréter physiquement les fonction8 .,.; (composante liee au
champ électrique des mode# .; ) en terme d'onde progressiveRe(0 .,.; e ' ') . A cette n,

développons dans chaque zone spectrale leur expression sur les fonctions exponengelles'.
Dé nissons au préalable les coe cients suivants qui vont intervenir dans ces expressions :

1

CPTON Y ot 277N % otk T

R;k—_ r T et T2k:- . +
J+()Jl;k+01;k J+()Jl;k+01;k

9. A l'instar du lemme 8:5 dans [117] , on pourrait montrer aisément que les di érentes fonctions propres et
les fonctions propres généralisce# ; de A« sont uniformément bornées erx pour des paramétres spectraux
(k; ) tels que(jkj;j j) appartiennent & un compact inclus dans une des cingq zones spectralés B, C, D et E.
Le prolongement par densité découle alors d'une simple application du théoreme de convergence dominée.

(7.64)
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Cas ou(jkj;j j) 2 C

En explicitant (a I'aide de (6.28)) I'expression (7.58) dé& ... ; dans la zoneC ou *( ) > O,

+

w = by et 5o >0 ilvient:

e x~* ex X .
p— . 3 Rwpo o3 Sx=0
. 2 I 07 « 2 -
O 1= J? . (7.65)
k

T« D © - six> O
— .y A
27T 0 ) N

La fonction 0 .. 1 peut alors étre interprétée physiguement comme le résultat d'un processus
de di raction. Du c6té x < 0, elle est la superposition d'une onde incidente en « * (entrante
ou sortante selon le signe de) et d'une onde ré échie ene « *. Du coté x > 0, il s'agit d'une

onde transmise ere  * *. La renormalisation de ces di érentes ondes, nous permet d'interpréter
respectivementR et T, (dé nis en (7.64)) comme des coe cients de ré exion et de transmis-
sion. On véri e ici que R .« est de modulel, il s'agit donc d'une ré exion totale : toute I'énergie

de l'onde incidente se retrouve dans l'onde ré échie (I'onde transmise étant évanescente, elle ne
transporte pas d'énergie).

Insistons en n sur le fait que les ondes incidente et ré échie sont dispersives car le module de
leur vitesse phase : , =j j dépend de .

Casou(jkj;j D 2D

+ +

Pour la zoneD ou *( )< 0, , >0et % = i 7 ,on obtienta partir de (7.59) (en
utilisant (6.31)) :

e .

Tk D T Six< Q0

2 - i 01 ‘ 2
0. 1:Jj% . -
k ik
p © 1+R;k p € T six> O:

— .1+ 5 — .. .14 7

27T () T 72 NI O | B

En échangeant ici les roles dg& > 0 et x < 0, on peut interpréter la fonction0t.,. 1 de la
méme facon que la fonctiord .. ; dans la zoneC . Il s'agit encore d'une ré exion totale ou

l'onde transmise ene * * est évanescente dans le diélectrique. Notons par contre que dans le
matériau de Drude, qui se comporte ici comme un NIM, les signes des vitesses de phases de
I'onde incidente et de I'onde ré échie sont opposés a ceux que I'on obtiendrait pour une ré exion
totale entre deux diélectriques (cf. [119]).

Cas ou(jkj;j j)) 2 A

+

Dans la zoneA ou *()>10, , = i , et % = i 7 ,développer (alaide de
(6.28)) la formule (7.58) mene a une expression dey. ; identique a celle dé nie en(7:65) :
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e e .
0 ; ; R .« b ) ; six< 0
. . 2 I 07 « 2 -
k1= ) )2 .
e x X :

T« D - six> 0
— .. .1 o+ 3
22N I

Par contre pour( ... 1, on obtient a partir de (7.59) (en utilisant (6.31)) :

e k .

T« - SIX<Q(;

1
O 1=]]° . -
ik k

R « D € -+ D € - Six> 0

<y .1+ 5 — ..y .1+ 5
A B I (D) B A B B (D | B

Les fonctionst .. ; et 0 .. ; peuvent encore étre interprétées comme le résultat d'un processus
de diraction. Notons par contre que dans ce cas, les ondes transmises étant propagatives, la
conservation de I'énergie de l'onde incidente se retrouve dans le fait que les coe cients de
ré exion Ry et de transmissionT . , dé nis en (7.64), vérientici R3 + T3 =1.

Cas ou(jkj;j j) 2 B

DansBou *“()<0, , = i , et = i 7 ,ilvienta partirde (7.58) et (7.59)
(en utilisant (6.28) et (6.35) :
X P X
R« p_e : T+ p_e'k : Six< 0
. 2 i 01 ‘ 2 2 i 01 ‘ 2
O 1= ] )2 -
T;k P = 1 six> 0
72 I O /R
et
€ X
T p_e 'kl : six< O
L 2 I o7«
O 1=1]])7 - .
R« T ”e ’k_ £+ 5 ”e’k : r Six> 0
TN R 2T Ol kT

Tout comme dans la zoneA, toutes les ondes : incidentes, ré échies et transmises sont pro-
pagatives. La conservation de I'énergie de l'onde incidente s'exprime encore dans la relation
Rz;k + T;2k =1 veéri ée par les coe cients de ré exion et de transmission R x et T , dé nis

en (7.64).

Nous constatons ensuite que dans le matériau de Drude qui se comporte ici comme un NIM, les
signes des vitesses de phase de I'onde transmise pbus ; et des ondes incidentes et ré échies
pour 0 .. 1 sont I'opposé de ceux que l'on obtiendrait dans un processus de di raction entre
deux diélectriqgues. On parle en physique d'ondes inverses. Ce changement de signe est en fait
lié a l'indice optique négatif du NIM qui modi e le trajet des ondes lumineuses régit par les lois
de ré exion de Snell-Descartes (cf. gure 3). Pour plus de précisions a ce sujet, nous renvoyons
le lecteur a [119].
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Casou(jkj;j ) 2 E

Dans la zonekE, en utilisant (6.42), la fonctiond )., 1 dé nie en (7.60) s'exprime direc-
tement par :

" e rk*  gix< 0; (7.66)
K:k;1 =€ (k + .
" 0T o six> 0

Ici, la solution évanescente de part et d'autre de l'interface ne peut étre interprétée comme la
ré exion d'une onde incidente sur l'interface. Il s'agit, par contre, comme nous l'avons vu au
chapitre précédent, d'un plasmon de surface localisé spatialement au voisinage de l'interface.

Remarque 7.1.16 Lorsque = , p(k) estconstant et égal a m:pi sur jkj > k.. Ainsi
I'expression (7.66) prend alors une forme particulierement simple (cf. remarque 7.1.11) :

1 p- X .
(o P5,)7 m|e m=2k" six< 0
0 kik1= =" NV (7.67)
2 2JkJ e m= 2k six> 0O
N N q
Dans ce cas particulier ot p5 = " ps; = k2 "o o 2=2 le plasmonQ 1 est

symétrique de part et d'autre de linterfaces = 0.

7.1.4 Diagonalisation de l'opérateur réduit

Nous cherchons ici & diagonaliser I'opérateur auto-adjoitity, c'est-a-dire & construire une
application unitaire U, de ¥ dans un espace de Hilberfy (que nous dénommerons par la suite
espace spectral) telle que pour toute fonction borélienrie I'opérateur f (A) soit unitairement
équivalent (par la transformation Oy) a un opérateur de multiplication par la fonctionf dans
I'espace spectral”y. Un résultat de théorie spectrale : "le théoreme de diagonalisation” (d0 aux
mathématiciens Von Neumann et Dixmier), nous garantit I'existence d'un tel opérateudy.
Nous allons ici le construire explicitement.

Remarque 7.1.17 Dans le cas ouf ( ) = , il s'agit ici de généraliser le résultat bien connu
de diagonalisation d'une matrice symétriqud : moyennant un changement de base, l'action
de la matrice se résume a une simple multiplication par un scalaire : une valeur propre suivant
chacune des directions dé nies par les vecteurs propres :

T=U U;

ou est ici la matrice diagonale (dont les termes diagonaux sont les valeurs propresTjlest

U une matrice unitaire de passage de la base canonique a une base orthonormale de vecteurs
propres. Dans notre situation, la diagonalisation de l'opérateur auto-adjoinf, conserve la
méme représentation : "l'opérateur unitaire de passagdl)y va seulement prendre une forme
plus compliquée. Cette complexité résulte de la présence d'un continuum d'éléments propres (les
vecteurs propres généralisés) lié au spectre continu de I'opérateur.

Nous allons en fait nous contenter de construire ici un opératellly unitaire sur un sous-
espace de, c'est-a-dire de diagonalise, sur ce sous-espace. Ce dernier est dé ni comme
? ?

I'orthogonal de I'espacetty = Ker(Ay) = Ker(Ax )  Ker(Ac+ ). Les éléments dédy
sont des gradients (cf. formules (6.9) et (6.13)), travailler dans l'orthogonal dé consiste donc
a éliminer ces champs. Caractérisons I'espalé’é’ a l'aide du
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Lemme 7.1.18 L'espacelfiﬁ se réécrit de la facon suivante

n (0]
2= 0 = (Mg; 0y 0p;0w) 2 Hjdivipjr =0; divi @y jr. =0 etdivity =0

< . o . du
ou divy est dé ni au sens des distributions padiviu = d—xx +

Preuve. Toutd'abord notons queH? = Ker(A,)?\ Ker(A, )7\ Ker(A+ )?: Explicitons
alors l'intersection de ces trois sous-espaces. Remarquons tout d'abord que d'apres (6.9),
z

ikuy.

O = (Mg;0pn;0p;04) 2 Ker(AY)? () Ot dx=0; 8" 2 HAR ):

D(R ) étant dense danH}(R ), cette derniére expression est équivalente a
D

=0; 8"2D(R );

N

QHir 3T &
soit encore a D E
div0ujr ;" =0; 8"2D(R )
eta
divi 0y jr =0 dans DYR ):
De la méme maniére, on montrerait avec (6.13) que :
O2Ker(Ax m)? 0 divk Oujr. | mOw =0 dansD’(R.);
et ainsi que :
02 Ker(A« )7\ Ker(Rx+ m)? 0 divi0yjr, =0 etdivcay =0 dansD'(R,):

La famille modale def, étant dé nie & partir des zones spectrales, B, C, D et E, I'espace
Tk va étre également construit & partir de ces zones. A cette n, nous dé nissons les ensembles :

ak)=1 2Rj(ki;j )2Ag,  c(k)="f j(kj;j j)2Cg,

p(K)=f 2Rj(kj;j J) 2 Dg pourk2 R,

s(k)=f 2 Rj(jkj:j J) 2 Bg, pour jkj <k,

e(K)=1 2Rj(kj;j )2Eg="1 p(k); p(k)g pourjkj>KkKe.
Remarque 7.1.19 Notons que l'union disjointe : A(kK)[ s(K)[ c(k)[ b(k) sijkj <k
et A(K)[ c(K[ bp(kK)[ g(k) sijkj> k. estun ensemble de mesure pleine poum, (cf.

7.1.12). Elle a donc la méme mesure que I'ensemble= Rnf  ,;0; 0, ainsi les projecteurs
spectraux associés a ces deux ensembles sont égaux (cf. 7.55).

Nous dé nissons alors I'espace spectrhl; de la facon suivanté? :

- = L2( a(k)? L2 s(k)? L% c(k) L2 o(k) si jkji<Kke
=

L2( a(k)? L2( c(k) L% o(k) C? si jkj > ke

Cet espace est alors muni de la normiek suivante :

10. On pourrait diagonaliser 'opérateur Ay pour jkj = ke en dé nissant I'espace spectralTy = L2( a(k))?

L2( c(k)) L2( p(k)) car tout le raisonnement qui sun ﬁeste valable dans ce cas limite. Néanmoins, cette
information serait inutile pour diagonaliser l'opérateur A = Ay dk, car 'ensemblef k¢;k.g n'a pas de masse
dans l'intégrale hilbertienne dé nissant A.
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Pour jkj <kcetw=(t(; 1):e(;1)e(; 1)e(;1)e(;1)e(; 1)) 2 L
kerkiz, = K5 DKz gy * Ko DK o + Ko DRz o
+ ke Dz gy oG DKz o+ KeG Dz g0
Pour jkj>kcetea =(td(; 1)a(;1)ue(;1)e(; 1)t p(K); 16 p(k); 1)) 2 L
Kerkiz, = ket DKC o o) + KeG DK o) + KeG DK )
ke Dk gy * T8 p(K) DI+ 6 (k) 1))

Tous les espacek? sont munis ici de leur norme usuelle. Puis, nous introduisons I'application

O H: 7! 1,

5.0 - Op0; 02 0;000;0P0 si jkj<kg

0 =
0p0;0c0;0P0;0E0  si jkj>ke:

oul les applicationst? : H, 7! L2( a(k))2 OB :H, 7! L2( (k)2 OC: B, 7! L2 c(K),
oP M, 7! L2 p(k)), OF :H, 7! C? s'écrivent de la maniére suivante :

D D E D D E
0e0()= O 1,5 OiWwaer , ;OR0()= O 1,5 05w s,

D E " 'ﬁ E ) [2)
UEO( )= O;W;k;l ,UEO( )= O;W;k; 1 :
) D " D E #
k0 = 05w g e 0w a1 g (7.68)

Pour décrire l'opérateurUy, il nous faut introduire la notion d'isométrie partielle (cf. [70]).

Dé nition 7.1.20  Soient(H1; k k;) et (H; k k,) deux espaces de Hilbert. Un opératelirborné
de H; dansH, est appelé isométrie partielle s'il existe un sous-espade; fermé dansH; tel
que

KT uk, = kPyuk,; 8u2Hj; (7.69)

ou P, désigne la projection orthogonale de; sur M ;.

Remarque 7.1.21 Il est aisé de montrer (cf. [70]) a partir de la dé nition 7.1.20 que I'adjoint
T d'une isométrie partielle est aussi une isométrie partielle au sens ou il véri e

KT uk, = kPouk,; 8u2Hj;

ou P, est la projection orthogonale déd, sur Im (T) (qui est bien un sous-espace fermé d'aprés
la relation (7.69)).

Théoréme 7.1.22 L'application Uy se prolonge par densité en une isométrie partielle d
dans T satisfaisant :
0, Ok = Ex(lo)

ollo= Rnf 1:0; mgetE(ly) estla projection orthogonale déd sur le sous-espacéi’
dé ni par le lemme 7.1.18. Pour toute fonction borélienné et O 2 K telles queEy(1o) 0 2
D(f (Ay)), le vecteurf (A,) 0 s'écrit alors :

f (A Ec(l9)0 = O, f( )00 (7.70)
L'opérateur f (Ay) admet ainsi sur I'ensemble (f (A,)) \ IZTE la forme diagonale suivante :

f (Ay) = O f ()0 (7.71)
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Preuve. A l'aide de (7.55), nous savons que pour tout intervalle o= Rnf ;0; w0,

2 £ x D E >
E.1)0 4 = R1.( ) O ;W 4 o Omi(); 80 2 Ky (7.72)
jZJ;k
Pour | = I, on constate queE, (o) est la projection orthogonale suit? = Ker( A,)?\ Ker(A,
m)? \ Ker(Ax+ )7 Il vient alors avec (7.72) que
2 £ X ) 2
Ec(1o) O 4 = O0(j ) dme( )= 00 o 80 2 H.: (7.73)

Rij23,4

La relation (7:73) montre qu'on peut prolongerd, & tout entier (par densité deH s dansH)

et que ce prolongement véri e encore la propriétéE, (1o) O g = o0 . c'est donc une
k

isométrie partielle deH dans I'espace spectrdly. De (7:73), on tire alors que0, Oy = Ec(lo):
Prouvons maintenant I'égalité (7.71). L'équation (7.72) montre que I'expressidi@:56) de la
mesure spectrale sur des boréliehs |, se prolonge &1 tout entier de la maniére suivante :

d & 00 = X B0 ) 2 dmi( ): 80 2 &

jZJ;k

Avec l'identité de polarisation, on obtient alors que

d B 0:0 = " 00000 )dme( ); 80;9 2 ¥:

j23J x

Or d'aprés le théoréme spectral 7.3.6 et la remarque 7.3.8, pour un éléméht2 H tel que
E«(10) O 2 D(f (AY)), nous avons

Z
(FAN B0V )g = (FL)AY OV )g = F()Ls()d B OV 580 2 H: (7.74)

Il vient alors
z
(f (A Ec(10)0;V) = 0 : 00 (i )0V (i )dme( ) =(F()0c0;0c V)
j23
Soit
f (A) Ex(10)0 = 0, f( )0, 0;
qui se simplie en
f(A)0 = 0.f()00;
pour O 2 D(f (A))\ H?. n

Ce théoreme nous montre que la famille des ,; est complete dansi’?. En e et U, étant

une isométrie surl—'f[-(’ (cf. 7.73), on sait que si O;w;k;j g = O pour tout et tout j qui

caractérisent I'espace spectrdly alors Ex(1o)0 = 0. Nous verrons avec la proposition suivante
qu'elle est "orthonormale” car lest .; associés a un méme sont linéairement indépendants.
Sous cette hypothése, montrons en e et la

Proposition 7.1.23 L'opérateur O, est une isométrie partielle véri ant :

Ok Uy = 1d :
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Preuve. L'opérateur Oy étant une isométrie partielle, nous savons alors (cf. remarque 7.1.21)
que O, est également une isométrie partielle véri ant :

Ot

g = Pyt - D 8w 2 Iy (7.75)

ou Py est la projection orthogonale d&-y surim (Oy). De (7.75), on tire aisément qué&, 0, = P.
Il nous reste donc a véri er que l'opérateuldy est surjectif (c'est-a-dire quelm (Oy) = L%). A
cette n, prouvons que U, est injectif. Soit doncu 2 LTy tel que O, v = 0, autrement dit

Z X —
t; O, V . t(:j )V (;j )dme( )=0; 8V 2 H:
jZJ;k

Pour un intervalle | lo, remplaconsV par E((1)V dans cette formule et admettons (pour
un instant) que

Ok (B V)i )= 10V G ) (7.76)
il s'ensuit que

z X b E
t; OV 5= h0) t(;j ) VW g H\dmk():0;8\'72I4#:

23k
L'intervalle 1 étant un intervalle quelconque inclus dansg, ceci signi e que

D E
(i) VW g 2 =0; 8V 2 H4; pour dmy( ) presque tout ;
jZJ;k

soit encore

t(;j )Wyx; =0 dans H.: pour dmy( ) presque tout :
j2J x

Les fonctions modalest ,; étant lineairement indépendantestt( ;j ) = 0, et la conclusion en
découle.

Pour montrer (7.76), appliquons (7.70) pouff = 1,. Il vient alors : E(1)0 = 0,1, 0,0
qui se réécrit de maniere équivalente :

OcEc(1)0 = P 1,00

Pour supprimer l'opérateur de projectionP, dans cette expression, notons qu'en appliquant
(7.74) af (Ay) = E«(1)?, on obtient :

B0 ,= B&MO _ = 150

k

Remarque 7.1.24 1l découle du théoréme 7.1.22 et de la proposition 7.1.23 que la restriction
de U, a B} est un opérateur unitaire defi? dans .

Plus précisément, on montrerait de la méme facon le corollaire suivant :
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Corollaire 7.1.25 Les opérateursty, OB, OF, OP et UE se prolongent par densité suH en
des isométries partielles véri ant :

(0F) Of = E( a(k) et TR (08) = ldiz( , 2
(UB) OF = Bx( s(k)) et OF(UB) = 1die( 42
(0F) OF = Ee( c(k)) et OF(O7) = ldiz( oy
(OR) O = Ex( p(k) et OP(UR) = ldiz( ,p;
(OF) OF = Ex( e(k)) et OP(OP) = Ide:

ou les images des projecteurs orthogonaw€i( a(k)), Ex( &(K)), Ex( c(K)), Ex( o(K)) et

E«( e(k)) forment une somme directe orthogonale de I'espalca (Ex(1o)) = I%’ 1

o _ [ IMEC A0 ImEC 2k Im(EC () Im(EC 0(9) s ki <ke
C M A00) T ImEC o) T ImEC o) T ImEC (k) Si ki > ke
Suivant cette décomposition orthogonale de I'esp&é’é , l'opérateur f (A) s'exprime sur I'espace
D(f (A) \ Iiff(’ sous la forme diagonale suivante :
f A = (OR) F()OR (OF) f()OF (OF) f()O (OF) f()OR si jkj<ke
(OR) F()OR (OF) f()Og (OBR) F()OR (OF) f()OF si jkj>ke

Construction explicite de la transformation adjointe O,

Dans le paragraphe précédent, nous avons diagonalisé l'opératdyr sur I'espaceH> en
construisant une isométrie partielledy : H 7! L, dont la restriction & I—'i[-(’ est une transforma-
tion unitaire. Nous cherchons ici a exprimer I'adjoint de cette transformation O, . La dé nition
de l'opérateur Oy nous invite a expliciter O, : & 7! H en fonction des opérateurg0;) ,
(OF) , (O%) , (OR) et(O})

Si jkj < k¢, l'opérateur borné O, est dé ni de la maniéere suivante 8u 2 L; :
Or= O¢ (e(; Lie(;))+ O (#(; Diw())+ O w(:D+ O w(; 1)
Si jkj > k¢, l'opérateur borné O, est décrit, pour tout & 2 LT, par :
O = O¢  (8(; 1re(iL))+ OF e(;1+ 07 o(; 1+(O) (6 p(k);1)ie(  p(k);1)):

Il nous reste maintenant a expliciter les opérateurdd?) ; (OB) ; (OF) ; (OP) et (OF) avecle
lemme suivant.

Proposition 7.1.26 Les opérateurs bornég02) : (k)2 7! H, (0B) : (k)2 7! H,
(OS) : (k) 7! Het(OP) : (k) 7! H sont respectivement dé nis comme le prolonge-
ment par densité des expressions suivantes :

11. Cette décomposition orthogonale est une conséquence directe de la dé nition 7.3.3 d'une famille spectrale.
En e et, les intervalles des projecteurs spectraux considérés étant disjoints, leurs images sont en somme directe
orthogonale. De plus, l'union de ces intervalles étant un ensemble de mesure pleine poon (tout comme Ig),
la somme directe de l'image de ces projecteurs est égald (Ex (1)) = IQE (cf. 7.1.19).
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8u = (t(; 1);u(;1)2D( a(k)?,

Z
(Op) &= o t(; DW . 1+ H(; DW 1 d; (7.77)
8er = (4(; 1);t(;1)) 2 D( s(k)?,
A
(OF) & = k)br(; DW o 1+ H(; DW . 1d; (7.78)
8t ;1) 2 D( c(K)); 7
(OF) &= 0 (5 DW . 1d; (7.79)
8u(; 1)2 D( p(k));
Z
(OR) &= k)u(; DW .. 1d; 82 D( p(k)): (7.80)

Quant a l'opérateur borné(OE) : C2 7! H, il est dé ni de la maniére suivante :
(O0) o =4 oK DW g1+ o p(K);DW o1 (7.81)
8t = (H( p(k); 1) p(k); 1)) 2 C2

Preuve. Les relations (7.77), (7.78), (7.79) et (7.80) se démontrant de la méme maniére, nous
nous restreignons ici a la preuve de (7.79). Quant a I'expression (7.81) de l'opératéUf) ,
elle est ici aisée a véri er a partir de la dé nition (7.68) de l'opérateurdt . Soient) 2 K, et
v2 D( p(k)). On a alors par dé nition :
o z DO E
o ; = Wk ; 1)d:
K2 Y c (k) ot ﬁv( )

Par le théoréme de Fubint?, on peut alors inverser le crochet de dualité et l'intégrale, il s'ensuit

que - +
of 0 ;v = 0; v(; DW 1 d (7.82)
c (k) c (k) 9B
Or par continuité de l'opérateur U<, nous savons que :
D E
of 0;v (k)=(0;(ug) vy = 0;(0F) v, (7.83)
[}
Ainsi par identi cation des expressions (7.82) et (7.83), il vient nalement que
z
(OF) v= Wi DW o 1d:
c (k)

12. Ici, l'application du théoreme de Fubini se justi e encore par le fait que pour appartenant a un ensemble
compact de ¢ (k), les vecteurs propres généralisé& .. ; sont des fonctions dex uniformément bornées en .
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7.2 Theéorie spectrale de l'opérateur de Schrodinger

7.2.1 De la théorie spectrale de Ay a celle A

Nous allons ici établir le lien entre I'opérateur de Schrddingek dé ni (5.16) et la famille
d'opérateurs réduitsA,. Dans ce but, dé nissons la transformation de Fourier partielle eg,
notéeF : z

. — i 1 M . iky .
(Fu)(x,k)—'\l/llr!? 5 Mu(x,y)e dy:

C'est un opérateur unitaire surH muni du produit scalaire (; ). Son inverse est dé ni par :
Zw _
(F o) (xy) = lim B (x; k) €Y dk:
! M
Chercher des solutions de (5.15) dans le domaine de Fourier revient & dé nir l'opératefir

suivant :
A=FAF ! ou D(A)= F(D(A)): (7.84)

On déduit alors des propriétés de la transformée de Fourier partielle que cet opérateur est
décomposable (au sens de la dé nition (7.3.15)) sur les opérateurs rédi{s(dé nis par (6.6)) :
z
A= Acdk (7.85)

surH = R H dk ou I'espace de Hilbert? a été muni de son produit scalairé ; )i (cf. (6.7) et
(6.8)). L'invariance de notre milieu, selon la directiorey, nous a donc permis de décomposAr
par le biais d'une transformée de Fourier partielle, sur la famille d'opérateurs auto-adjoinf .
Nous cherchons maintenant & tirer de I'étude spectrale de l'opératefii celle de I'opérateur
A, c'est-a-dire dans un premier temps a construire une famille modale Aea I'aide des modes
W, de A« et dans un second temps & établir la diagonalisation d& & partir de celle de
A«. Tout reposera donc, d'aprés ce qui précéde, sur lutilisation de deux outils : la notion
d'intégrale directe permettant de décomposer l'opérateuk sur les opérateursd, (cf. (7.85)) et
la transformée de Fourier partielle ery (cf. (7.84)) reliant A a A.

7.2.2 Famille modale de l'opérateur de Schrodinger

SoitU 2H etl R. Relions d'abordE(1) au projecteur spectralE(l) de I'opérateur A.
L'opérateur A étant unitairement équivalent aA : A= F 1AF, le calcul fonctionnel deA est
"transporté” par l'opérateur unitaire F :

f(A)=F f(AF:
En particulier, les projecteurs spectrawE(l ) et E(1) véri ent donc
E()=F *E()F: (7.86)

Nous pouvons maintenant utiliser notre second outil : la notion d'intégrale directe permettant
de relier le calcul fonctionnel dél & celui deA, (cf. théoréme 7.3.16) a n d'exprimerE(l) en
fonction de E; :

Z
E()=  E«()dk (7.87)

. , s mes _ R
ou 'espaceH est alors identi é & l'intégrale directe H dk.
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Casoul Iy

Nous voulons ici exprimer les projecteurs spectrau(l) en fonction d'une famille modale a
variables séparables de la forme (6.3) faisant intervenir les vecteurs propres et vecteurs propres
généralisést 4; de l'opérateur Ay.

De la relation (7.86) et de l'identité de Parseval-Plancherel, il découle :

(E(1)U;U)u = (E(1)0;0) oa 0 = F(U):
En vertu de (7:87), cette relation devient :

Z
(E()U;U)y = R(l‘:‘k(l)tﬁ(;k);o(;k)mdk:

Dans le but de réécrire le termdE, (1) 0 ( ;k); O ( ;K))4 sous la forme diagonale (7.55), choi-
sissons un élémenty 2 D(R?) D (R? D(R2?) D (R2), ce qui implique en particulier que
la fonction U ( : k) 2 H,. On a alors :
Z Z X D
(E(1)U;U)n = L) 0Kk
R RjZJ »

E

o dme( ) dk: (7.88)

En utilisant alors le fait que

17 .
0 (x;k) = > RU(x;y)e kY dy:

il vient (avec le théoréme de Fubini pour intervertir le crochet de dualité et l'intégrale ew) :
D E aky
O (k)W i 0o hUSW g iy ol W (Xy) = W (X) o (7.89)
A linstar de h; i4, la notation h; i, désigne ici un crochet de dualité entre un espace :
H.= L2(R?) L2(R? L24(R?) L2_(R?); avecs>1 (7.90)
contenantH et son dualH 4
Hi= L3(R*) LZ(R®) LIR:) L2(R%); (7.91)

dense dansH ou les espacek?(0O) et L2(0) sont dé nis pour s 2 R et pour O = R? ol R?
par :

n 0 n (0]
L2(0)= uj@+x2+y?)2u2L30) et L30)= uj@+x2+y?>u2L0) :

Les fonctionsw .,.; étant bornées suR?, elles appartiennent naturellement a I'espace - pour

s > 1. Ce sont en fait des vecteurs propres généralisés de l'opératdus'exprimant (cf. (6.3))

comme le produit d'un vecteur propre ou vecteur propre généralisé 8 par une exponentielle
€KY (la constante 1=(2 ) étant un facteur de renormalisation).

En revenant a I'expression (7.88), nous obtenons :
z z X )
(E(NU;U)y = 1,() hJsw iy dme( )dk
R R 294
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qui se prolongé® (par densité deD(R?) D(R? D(R2?2) D(R?) dansHy) a tout U 2
H.. Finalement, par identité de polarisation, nous trouvons une décomposition modale des
projecteurs spectraux :
z z X
(E)U;V)y = . R1|( ) W by WV w1, dmy( ) dk; 8UV 2Hy: (7.92)
23 %

Explicitons maintenant la variation de la mesure spectrale de l'opérateuk sur des intervalles
| contenus dansl,. En eet, A et A étant unitairement équivalent, leurs mesures spectrales
vérient :

d(E U;V)y =d(E O;¥)y; 8U;V 2H:

De plus, par la relation (7.115) du théoreme 7.3.16, nous avons :
z

dE O:V) = dE 0(:k;V (sk)dk:
Or nous avons (cf. (7.56) et (7.89)) que pour des fonctions etV 2 H :

dEe O(C;Kk);V(GK)pg = X hUSw ok iy BV W 1y dmy():

23

Ainsi, il vient nalement :
Z x o
d(E U;V)y = hJ w1y Vi w1, dme( )dk; 8U;V 2 Hy: (7.93)
Rij2J,

Remarque 7.2.1 E ectuons quelques petits commentaires sur I'expression des projecteurs
spectraux (7.92). Il est aisé de constater que

Si ¢6 ., E(f g)=0 pourtout 2 Io. Ainsi, I'opérateur A ne possede pas de valeurs
propres dansly. Cette conclusion peut étre également tirée du théoreme 7.3.16 appliqué
a A et donc aA (car comme A et A sont unitairement équivalents, leurs spectres sont
égaux et admettent la méme décomposition (7.103) en terme de spectre continu et spectre
ponctuel). Ce théoreme stipule d'une part que2 (A) si et seulement si pour tout > 0,

(fkj AN] ; + [629 >0
et d'autre part que 2 ,(A) si et seulement si
(fki 2 p(A)g) >0

( étant ici la mesure de Lebesgue). Ainsi, les valeurs propres &g : o(K) qui sont
strictement monotones erk (cf. gures 6.3 et 6.5) appartiennent au spectre continu dé.

Si m= e ilexistedeuxvaleursde 2 15: = m:p 2 pour lesquelle€(f g) 60.
En e et,
z D E D E

(Ef pU;V)u= Usw k1 Viw e dk; (7.94)
jki>k ¢ H H

13. Il sut de montrer ce prolongement par densité sur des intervalles| bornés ne contenant pas .. Le
passage par densité se fait alors encore a l'aide du théoréme de convergence dominée.
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car les courbes (k) = m:pi sont ici constantes* sur jkj > k.. Ainsi, p ap-

partient a ,(A). Il serait alors facile de démontrer que , est une valeur propre de
multiplicité in nie. En e et, en utilisant I'équation (7.67), il est aisé de prouver que la
fonction V' dé nie par

V(xk)= (W x1(x); 82 D(fj kj > kcg)

appartient a H et est un vecteur propre dél pour la valeur propre p (car pour tout
k> jkej, W ;1 €st un vecteur propre deély). Ainsi, toutes les fonctionsV = F (V)
sont des vecteurs propres d& associés a la valeur propre,. Les sous-espaces propres
Ker(A  p)contiennent donc clairement un sous-espace de dimension in nie.

Casoul f m: 0, mg

L'opérateur réduit A, possédant pour toutk 2 R une valeur propre er0 et m, NOUS SAVONS
par le théoréme 7.3.16 que ces points sont aussi des valeurs propred de donc deA, qui
lui est unitairement équivalent. Les projecteurs€E(fOg) et E(f  ,g) ne sont donc pas nuls.
Contentons nous, tout comme dans le cas de l'opérateur réduit, de décrire leur image avec le

Lemme 7.2.2 Le noyau de l'opérateurA et les espaces propreser(A m) sont décrits res-
pectivement par :
Ker(A)= f(0;f r ; 0;0); 2 HIR?)g
et 8 I 9
< r > =
Ker(A  w)=. 0 r ;0 i— ; 2H}R?. ;

m
ouf et sont respectivement les applications de prolongement [asur R? et R?.

Preuve.
U2Ker(A)0F *AFu=0¢ A0=o0:

En utilisant, le fait que A est décomposable, cette expression est encore équivalente a
0 (k) 2 Ker(Ay); 8k 2 R:
et donc d'aprés (6.9) a
O(;k)=(;f r "(;k);0,0 ou "(;k) 2 HR ); 8k2 R:
Ce qui se reecrit par transformation de Fourier inverse
U=(0;" r ;00 oo 2HIR?):

En utilisant la relation (6.13), on prouverait de la méme maniére la caractérisation des espaces
propresKer(A m)- ]

14. NOLE utiliserons désormais la méme notation pour la fonction constante, dé nie sur jkj > k . et sa valeur
= = é
p m
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On dé nit alors I'espaceH par

Ho=Ker(A) = Ker(A m) Ker(A+ m): (7.95)
Son orthogonal, l'image du projecteuE(l ), est alors déterminé par le lemme suivant

Lemme 7.2.3 L'espaceH; est caractérisé de la fagon suivante

n [0}
Hi = U=(uUg;up;Up;uy)2Hj divuy jge =0;divuyjgrz =0 etdivuy =0

ou l'opérateur div est dé ni au sens des distributions padiv u = @u + @y

@x @y

Preuve. La preuve de ce lemme est similaire a celle du lemme 7.1.18. ]

Remarque 7.2.4 Notons que I'on retrouve ici le résultat connu qui arme qu'éliminer les
champs statiques (correspondant a la valeur propre nulle) dans un diélectrique consiste a imposer
une condition de divergence nulle dans ce milieu. Pour le matériau de Drude, on obtient le méme
type de condition lorsqu'on élimine les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres,.

Il découle alors de cette étude le corollaire suivant.

Corollaire 7.2.5 Le spectre de l'opérateurA est (A) = R. Par contre, sa structure dépend
des parametres . et |, :

Lorsque <6 ,
p(A):f m;0; mg et C(A):Rnf m; 0, mJ;

ou les valeurs propres ;0 et , sont de multiplicité in nie. De plus, en terme de
mesure, il admet la décomposition suivante :

pp(A):f m:0; m0; ac(A)= R et s (A)= 7?:

Cette derniére relation permet alors de décomposer I'espace de Hilbdrtde la maniéere
suivante :

?
H=Hpyp H a avec Hye= Hj et Hpp = Hy; (7.96)
ol les espacesi, et Hj ont été respectivement dé nis dans les lemmes 7.2.2 et 7.2.3.
Lorsque ¢= q,
p(A)=Ff mii 00 p mg et (A)=Rnf ;5 50 5 mO;

ou les valeurs propres n; 0, , et , sontencore de multiplicité in nie. Ici, nous
avons :
pp(A): f ms p;O; pr mY; ac(A) = R et (A)=?:
Ce qui se traduit par la décomposition suivante :
?
H=Hyp H a;

ol Hae= IM(E(lonf 5 p0)) et Hpp=Ho IM(E(f p9) Im(E(f ,0):
Notons en n que l'espaceH; = Im(E(l,)) se réécrit donc sous la forme :

H2 = Ha  IM(E(F ,0)  IMEF o0): (7.97)
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7.2.3 Diagonalisation de l'opérateur de Schroédinger

Nous allons dans cette partie achever notre étude spectrale en dé nissant une transforma-
tion U, de H dans un espacd™, diagonalisant I'opérateurA sur le sous-espacklj. L'espace
spectral I va encore étre dé ni a partir des zones spectrales, B, C, D et E qui régissent le
comportement des modes dA. A cette n, introduisons les ensembles suivants :

Oa=f(;k)2R?j(ki;j )2 Ag, O = f(;k) 2 R?j(jkj;j j) 2 Bg,
Oc =f(;k)2R?j(jki;j )2 Cg, Op =f(;k)2R?*j(jkj;j j)2 Dg,
le = fk2 Rjjkj>kc0.
L'espace spectral est alors dé ni a partir de ces ensembles de la fagcon suivante :
"= L%0a)? L*Os)® L*Oc) L*Op) L2(Ie)*

Cet espace de Hilbert est muni de la norme hermitienriek. suivante :

kerki = Ket(5 5 DKoo, + KE( 5 DK 20, * K5 5 Dklaiop) *+ Kt i DKoy

+ k(s Dizoq) + Ke(; 5 DkCzoy) + Ke( p(); i DKz + ke p(); 5 ke s

obe=(t(;; 1ne(;;1u(;; 1me(; 1)e(; ;)65 1)e( p(); :1)e( () 1)):
Tous les espacesL? sont ici munis de leur norme usuelle. Notons que la notation
kee( - p(); ;1)kﬁ2(|E) , qui est un peu ambigiié®, est une normelL? de la seule variablek
qui s'écrit : -

ker( p(); i DKCzgey = deC oK)k D) dk:

Introduisons maintenant la transformationO : Hx 7! =, construite a l'aide des modes de
vibration libres w.,.; de l'opérateurA :

OU= OAU;0BU:0°U;0°PU:0FU ;

ou les applicationsO” : Hy 7! L2(0a)?, 0B : Hy 7! L?%(0g)? 0O° : Hy 7! L?%Og),
OP :H;7! L%Op), OF :H4;7! L?(g)? s'écrivent de la maniére suivante :

DAU(GGKk)= W 1iy 0w iy 5 BBUGK) = hOswe qiy s hUswoa iy
O°U(;k)= hJsw. qiy 5 OPU(GK)= hUswae g0y
D E D E

DfUK) = Usw jagme 0 UiW pgme |,
Théoréme 7.2.6 L'application U se prolonge par densité en une isométrie partielle #ée dans
[~ satisfaisant :

O 0= E(lo)

oulo=Rnf ;0 mgetE(lo) estla projection orthogonale déd sur le sous-espacei ]
dé ni par le lemme 7.2.3.

De plus, pour toute fonction borélienné et tout élémentU 2 H tel queE(lo) U 2 D(f (A)), le
vecteurf (A) U s'écrit alors :

f(A)E(lo)U = O f( )OU: (7.98)

15. Ces espaces sont en fait des espade5dé nis sur les variétés formées par les courbe€! : surlg et
sont donc isomorphes a I'espace?(lg) "habituel" ol la courbe est la droite constante = k sur lg.
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L'opérateur f (A) admet ainsi sur I'ensembleéd (f (A)) \H § la forme diagonale suivante :
f(A)=0 f()0O:

Preuve. La preuve de ce théoréme est ici similaire a celle du théoréme 7.1.22. Nous la refaisons
cependant dans un but didactique.

En appliquant al = I la formule (7.92), il vient :

Z7Z g )

KE(Ig) UK?, = hUSW o iy dme( )dk; 8U 2 Hy

R RjZJ;k

soit encore :
27 g ) )
kE(Io)ka': . OU(;k;j) dmy( )dk= OU L~;8U 2H 4
23k

Ainsi l'application OU se prolonge par densité sufd en une isométrie partielle satisfaisant :
OU © = KE(Ig) UK, 8U 2H:

Cette derniére relation se réécrit O U = E(lo), ou E(lo) est la projection orthogonale sur
I'espaceH; dé ni par le lemme 7.2.3.
L'équation (7.72) montre que l'expression (7.93) de la mesure spectrale sur des intervalles

inclus dansl, se prolonge &H de la maniere suivante :
z

X -
d(E U;V)y = OU(;k;j YOV (;k;j )ydmy( )dk; 8U;V 2H:

23k

Ainsi d'apres le théoréme spectral, pour tout élément 2 H tel que E(1o) U 2 D(f (A)), nous

avons
Z Z

() OUCk] )OV (iKi] )y dmi( )dk

j2J x

(f()ou;0V)- 8U;V 2H:

(F(A)E(l0)U;V)n

R R

Soit
f(A)E(I)U = O f( )0OU;

qui se simplie en
f(A)U =0 f( )OU;

pour U 2 D(f (A))\H .
m

On peut ici faire les mémes commentaires que dans le cas de la diagonalisation de I'opérdteur
Ce théoréme montre que la famille modale .,.; est complete dandi] car sihU ;W . i, =0
pour tout , k et ] caractérisant I'espace spectrdt alors E;, U = 0. Il nous reste a prouver
gu'elle est orthonormale en démontrant qu& U = Id-. La preuve de ce dernier résultat va
di érer de celle e ectuée pour la proposition 7.1.23. En e et, cette derniére reposait sur le fait
gu'a chaque valeur (diérente de O et m) lopérateur A, admettait un nombre ni (le
cardinal deJ , ) de modes# ,; . Pour l'opérateur A, ce n'est plus le cas : a chaque, il y a un
continuum de modesw .,.; indexés park et j. Pour montrer ce résultat, nous allons suivre la
démarche de [117]. Celle-ci est fondée sur la proposition 7.1.23 (issue de la diagonalisation des
opérateurs réduitsA) et sur un petit lemme concernant les opérateurs bornés d'un espace de
Hilbert dans une somme directe d'espaces de Hilbert, a l'instar de notre opératdiir
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Lemme 7.2.7 SoientH, et L deux espaces de Hilbert. Supposons de plus que l'espaest
une somme directe nie'® d'espaces de Hilbert_, :

X\I AY
L = Lo, OUN 2 N:
p=1
Soit un opérateur bornéB : Hy 7! L , alors :
Bf =(Bsif;:;; Byf) ol 8p2f1;:i;Ng By :Hp7!'L, estun opérateur borné.
Un tel opérateur satisfait I'équivalence suivante :
BB =1d. BoByq= pqldL,; 8p;q2f 1 Ng; (7.99)
ou l'indice de Kronecker .4 vaut 1 pour p= qgetO pourpé q.

Preuve. Nous reprenons ici la preuve décrite dans [117]. Séit= (fq;:::;;fy) 2 L, dont les
composanted , appartiennent par dé nition a L. Il est alors aisé de constater que

0 1

X X X
BB f =@ BB, fp;  BeByfpii  BuBpfph: (7.100)
p=1 p=1 p=1

Le sens( = de I'équivalence (7.99) découle alors immédiatement de (7.100). Sa réciproque se
prouve également facilement en choisissant dans (7.100paxé des vecteursf de la forme
f =(0;: 1, :50), puis en faisant varierp de1 a N. [

Nous sommes maintenant a méme de démontrer la
Proposition 7.2.8 L'isométrie partielle O véri e
U0 = ld
Preuve. D'apres le lemme 7.2.7, montrer qu& U = Id- est équivalent a prouvet’ :
OP (0% = ,qldior); 8p;q2fA;B;C;D;EQ: (7.101)

Nous nous contenterons ici de prouver qua® (0O%) = Id, oc) (les autres cas se démontrant de
maniére similaire). A cette n, dé nissons l'opérateur borné0C : H 7! L2(O°) par

0°=0°F %
Notons alors que :
oc (U¢) = 0°(0°) :

Ainsi, il nous sut de prouver que : 0° (0°) = Id,oc). Pour démontrer ce résultat, nous
allons utiliser le lemme suivant®

16. Ce résultat reste valable pour une somme directe dénombrable.

17. Dans la formule (7.101), on pos®g = Ig.

18. Ce lemme semble li¢ au fait que la transformation diagonalisant 'opérateu” : O = OF ! est un opéra-
teur borné décomposable sur les transformation®y diagonalisant A,. N'ayant pas trouvé de référence dans la
littérature, nous avons suivi la démarche de [117] en le redémontrant ici "a la main".
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Lemme 7.2.9 Pour tout g2 D(O.), nous avons :
z

(O 9 =(T) ek = W 10gik)d: (7.102)

k
Preuve. SoientF 2 Do= D(R?) D(R?) D(R?) D(R?)etg2 D(O.). Nous notonsF
la transformée de Fourier (F) de F . Il vient alors :
(OC) g, F oo (9; (OC) r_A)LZ(OC) =(g; 0°F )L2(0¢):

En exprimant la quantité (g; O° F),_2(ocy sous forme intégrale, on obtient :

z

(8, U F)L200cy = o(;k)F,w. 1, dkd:
oc¢

En utilisant alors que E

D
W i il = FGRIW 1 s

cette derniere intégrale se réécrit sous la forme :
z

D E
(8, O° F)L2(0c) = ch(;k) FR)W .t o dkd:

Le vecteur propre généralisé .. ; est dé ni pour des parametres spectraukk; ) appartenant
a O¢, nous prolongeons sa dé nition en posant

WP 1= W .1 surOg et WP, , =0 sur R*n Oy

En appliquant alors le théoréme de Fubini®, il découle :
z

(g; O° F)L2(0c) = RWF;) 2 6(; )d; F Hi

Il vient donc nalement avec (7.102) et le fait que le support de?",. ; en est contenu dans

k(C) : *Z +

D E
0°) &iF |, = Woae(: )di P

k(c) H
et le résultat découle alors de la densité de(D o) dansHy et de la proposition 7.1.26. ]

Fort de ce lemme, terminons maintenant la preuve de la proposition 7.99. Par densité@IEO°)
dansL2(0°), prouver O€ (0°) = Id, oc) est équivalent & démontrer :

Cy c = o~ . -~ Cy.
09 (0 8 Loc,= T 0, 8782 D(O°):

Soientf et g 2 D(O®) , nous avons d'aprés le lemme 7.2.9 :
Z
O (0% e, = (00 FGKIO) oK), dk:

Or d'apres la proposition 7.1.23 0,0, = Id- pour tout k 2 R diérent k., ainsi d'apres le
lemme 7.2.7 'opérateutdg vérie : OF (OF) = ldiz( ,(c), Ce qui se traduit par :
4

Cy ~ ((\C — ) e -
OO e, =  FGKIECGK Lo, K
Soit nalement par dé nition de I'ensemble O, :
C o~ C — - .
OO e, = e 0.,
Ce qui achéve la preuve. ]

19. On justi e encore I'utilisation du théoréme de Fubini par le fait que la fonction propre W .. 1 est unifor-
mément bornée pour des paramétres spectraufk; ) appartenant a un compact deQOc.
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Il découle alors du théoréme 7.2.6 et de la proposition 7.2.8, le théoreme suivant qui résume
I'étude spectrale de ce chapitre :

Théoréme 7.2.10 La restriction de U a HJ est un opérateur unitaire qui diagonalise & au
sens ol pour toute fonction borélienné, 'opérateur f (A) admet sur I'ensembled (f (A)) \H ¢
la forme diagonale suivante :

f(A)=0 f()0:

Expression de la transformation adjointe o

Nous pourrions nous arréter la dans I'étude spectrale, mais nous allons achever ce chapitre
en explicitant la transformation adjointe

O C71H:
Celle-ci est dé nie a partir des opérateurs bornédd”) , (0B) , (O°) , (OP) et (OF) par:

Oe= 0% (a(;; Lie(; D))+ 0° (u(;; 1he(; 1)+ O° w(;;1)
+ 0% w(;; 1+ 05 (a( p(); e ()5 1) B2 L

Il nous reste a expliciter les opérateur¢0”) , (OB) , (OC) , (OP) et (OF) a laide de la
proposition suivante :

Proposition 7.2.11 Les opérateurs borné¢0”") :L?(0x)? 7!'H , (0B) :L?%(0g)? 7'H
(0O°) :L%(Oc) 7'H , (OP) :L?%Op) 7'H et(OUF) :L%(g)? 7!'H sont respectivement
dé nis comme le prolongement par densité des expressions suivantes :
8 = (1(;; 1):t(; ;1)) 2 D(0a),
z
(0" & = (;k; Dw. 1+4(;k; Dw. 1dkd:
Oa
8 = (1(;; 1)t(; ;1)) 2 D(Og)?
z
(0B) & = #(;k; Dw. 1+4(;k; Dw. 1dkd:
Op
8t( ; ;1) 2 D(Oc), 7
(0°) &= e ;k; D)w ., 1dkd:
Oc

8u(;; 1)2D(Op), 7
(O°) w= . #;k; Lw.. idkd:
8t = (t( p(); ;1) p();51) 2 D(lg)?,
z
(OF) o= | e p(K) K DW Jagmr 80 p(K) K DW g1 dke

Preuve. La preuve est ici similaire a celle de la proposition 7.1.26. ]
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7.3 Annexe : un peu de théorie spectrale

Cette annexe ne se veut en aucun cas une construction didactique de la théorie spectrale
des opérateurs auto-adjoints. A cette n, nous renvoyons le lecteur aux multiples ouvrages qui
existent sur ce sujet (cf.[38, 69, 70, 100]). Nous nous contentons ici de résumer les principaux
théoremes et notions mathématiques dont nous avons besoin dans ce chapitre et le chapitre
suivant. La forme de ce rappel s'inspire de [63]. Nous oublions ici pour un court instant I'équation
de Schrédinger (5.15) et travaillons dans un cadre tres général : un espace de Hillbennuni
de son produit scalaire ; ).

7.3.1 Reésolvante et spectre d'un opérateur auto-adjoint

Soit A:= D(A) H7!'H un opérateur auto-adjoint. Tout comme celui d'une matrice, la
dé nition du spectre de A en dimension in nie est liée au caractere non inversible de l'opérateur
A lorsque parcours le plan complexe.

Dé nition 7.3.1  Le spectre deA, noté (A) est le complémentaire de I'ensemble des2 C
tels que la résolvant®( ) := (A ) ! existe en tant qu'opérateur borné suH.

La connaissance du spectre d'un opérateur est donc intrinsequement liée aux propriétés de la
résolvante. A l'aide de I'égalité algébrique suivante appelée usuellement identité de la résolvante

R() R()=( HR()R()8; "2Cn (A);
on montre la proposition :

Proposition 7.3.2 L'ensembleCn (A) est ouvert et la résolvante est une fonction holomorphe
en sur cet ensemble.

On déduit immédiatement de cette propriété que (A) est un ensemble fermé d€.

Spectre ponctuel et spectre continu

On véri e tout d'abord (cf.[38]) que R( ) est un opérateur borné dés que 2 CnR, ce qui
montre que (A) R. En dimension in nie, un nombre réel a alors deux raisons de gurer
dans le spectre :

D'une part, R( ) peut ne pas exister caA n'est pas injectif. De tels dé nissent le
spectre ponctuel deA (formés de valeurs propres d4) :

po(A)=f 2Rj9u2 D(A) non nul tel queAu= ug

D'autre part, R( ) peut ne pas exister en tant qu'opérateur borné sufd car A est
injectif mais pas surjectif. Dans ce cas, on peut dé niR( ) comme un opérateur non
borné dont le domaine est toujours dense dart$ (puisque Im(A ) = Ker( A )?
pour un opérateur auto-adjoint). L'ensemble de ces forment le spectre continu deA :

(A):= (A)n H(A): (7.103)
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7.3.2 Le théoréme spectral
Notion de famille spectrale

A n de décomposer un opérateur auto-adjoint dé ni surH, nous devons dans un premier
temps introduire les notions de famille spectrale.

Dé nition 7.3.3  (famille spectrale) SoientH un espace de Hilbert eE une application de
I'ensemble des boréliens d@ a valeur dans I'ensemble des projections orthogonales slr On
dit que E est une famille spectrale (ou mesure spectrale) si :

E(?)=0; et E(R)=1;

»
E(C Jj)= E(J;); 8J; boréliens deR disjoints:
j=1 j=1

On montre alors en particulier que I'on a :
E(J1\ Jo) = E(J1) E(J,); 8J4;J, boréliens deR:

Pour tout vecteur u 2 H, on associe a la mesure spectrale une mesure réelle positive par la
dé nition suivante.

Dé nition 7.3.4  (mesures réelles positives associées a la mesure spectrale) Soit une mesure
spectraleE et un vecteuru 2 H, on peut dé nir une mesure réelle positive nie , par :

u(d)=(E@)u;u); 8J boréliens deR:
La variation de cette mesure sera notég(E u;u).

Remarque 7.3.5 Notons qu'a partir des mesures;, on dé nit par identité de polarisation des
mesures nies ., en posant pour toutu; v2 H :

w(d)=(E@Q)u;v); 8J boréliens deR:

La mesure spectrale permet de dé nir une intégrale en donnant un sens aux quanti®s
z
f()dEu2H
R

pour des fonctionsf boréliennes. Bien entendu, comme dans toute théorie de l'intégration,
de tels objets sont tout d'abord dé nis sur des fonctions "sympathiques" par exemple étagées
pour étre ensuite étendus par densité aux fonctions boréliennes. Pour la construction de cette
intégrale, nous renvoyons le lecteur a [70, 100].

Théoréme spectral

D'une part, le théoréme spectral suivant montre qu'a chaque opérateur auto-adjoint est
associé une unique famille spectralg( ) et que cet opérateur se décompose selon cette famille.
D'autre part, il permet d'établir un calcul fonctionnel associé a l'opérateuA en dé nissant
l'opérateur f (A) pour une fonctionf donnée.

20. Pour des fonctionsf boréliennes bornées, cette intégrale existe toujours. Par contre, lorsque est non
rnée, on a besoin d'une condition d'intégrabilité par rapport & la meure . Il faut supposer de plus
r F()? d(E uu)< 1 (cf. 7.3.7).
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Théoréme 7.3.6 (théoréme spectral) : SoitA un opérateur auto-adjoint (borné ou non borné)

sur H alors il existe une unique famille spectralg( ) telle que
Z z

Au= dE u; 8u2 D(A)= U2H] 2d(E u;u)< 1 (7.104)
R R

Pour toute fonctionf borélienne deR dansC, on dé nit alors I'opérateur f (A) (dont le domaine

est dense dans$i) par
Z Z

f(A)u= Rf()dEu; 8u2D(f(A)= u2Hj ij()jzd(Eu;u)<l ;

R - . -
qgue l'on notera formellementf (A) = ,f( )dE . En particulier, cet opérateur est respective-
ment auto-adjoint pour une fonctionf a valeur réelle et borné pouf bornée. De plus, lorsque
f et g sont deux fonctions boréliennes bornées,

f(A) = T(A) et f(A)g(A) = (fg)(A): (7.105)

Remarque 7.3.7 Le théoreme spectral, nous permet de caractériser le domaide ou plus
généralement celui dd (A) par une condition d'intégrabilité surf? par rapport a la mesure
u. Cette condjtion est essentielle car elle permet de justier I'existence du produit scalaire

(f(A);u;u) = f( )d(E u;u). Ceci permet d'une part de dé nir par identité de polarisa-
R

R
tion (f (A)u;v) = (f( )d(E u;v) pour desu et v dansD(f (A)) et d'autre part de justi er
I'existence des objets non triviaux :x f ( )dE u en tant qu'éléments deH (cf. [38]).

Remarque 7.3.8 Lorsque f et g ne sont pas bornées, I'équation (7.105) (A)g(A)u =
(fg)(A) u est seulement valable pour

u2 D(f(A)g(A)) = fu2 D(g(A)) j 9(A)u 2 D(f (A))g:

Exemples d'applications du calcul fonctionnel

La dé nition de f (A) que nous venons de donner coincide (heureusement!) avec les cas ou I'on
peut dé nir f (A) par un autre moyen. Nous allons ici donner quelques exemples d'applications
importantes de ce calcul fonctionnel.

Un premier cas particulier essentiel est celui de( ) = ( ) 1 qui est bornée pour
2 CnR. On peut montrer que l'opérateurf (A) ainsi dé ni n'est autre que la résolvante
R()=(A ) 1 On peut alors écrire :
z

R( )u= dE u

T 8U2H: (7.106)

Un autre exemple, qui nous sera trés utile dans la suite. Lorsgti¢ )= € ', on pose
z
eéMu= €'dE u; 8u2H:
R

qui dé nit alors un opérateur borné unitaire. On peut monter que celui-ci coincide avec I'opé-
rateur €At introduit dans le théoréme 5.2.2.

Enn, pour un borélien | de R, on désigne par projecteur spectral associé a la partie
I\ (A) du spectre, l'opérateurE(l ) décrit azl'aide du calcul fonctionnel par la relation :

E(l)u=1,(A)u= 1,( )dE u; 8u2H: (7.1207)
R
Remarquons également que pour le cz%s particulier tle= R, il vient
u= dE u; 8u2H: (7.108)

R
Ainsi, tout vecteur de l'espace de HilberH se décompose sur la mesure spectrale.
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Lien entre spectre et famille spectrale

La dé nition de projecteur spectral associé a une partie du spectre mentionné da{7s107)
prend tout son sens avec la proposition suivante.

Proposition 7.3.9 Soit A un opérateur auto-adjoint (borné ou non) suH et E( ) la mesure
spectrale qui lui est associée.
Le support?'de la mesure spectrale est le spectre de l'opérateufA) (qui est bien un
ensemble fermé d'apres la proposition 7.3.2).

2 p(A) si et seulement siE(f g) 6 0. Lorsque E(f g) 6 O, E(f g) est alors le
projecteur spectral associé a la valeur propre (c'est-a-dire la projection orthogonale sur
le sous-espace propre correspondant).

2 <(A) si et seulement si appartient au support de la mesure spectrale &(f g) =0.

Calcul de la famille spectrale

Nous avons vu que la connaissance de la famille spectrale est essentielle pour caractériser les
propriétés de l'opérateurA (notamment son spectre, sa décomposition spectrale (cf. (7.104)) et
le calcul fonctionnel qui lui est associé). Pour l'instant, le théoréme spectral ne nous donnait que
I'existence d'une telle famille. Nous allons voir qu'il permet également de "mettre la main" sur
la famille spectraleE( ) a partir de la résolvante de l'opérateulR( ) avec la formule de Stone
qui peut-étre vue comme une inversion de la relation (7.106).

Proposition 7.3.10 (Formule de Stone) Soitl un intervalle deR. Le projecteur spectralE(l)
est relié a la résolvante de I'opérateur auto-adjoir par la formule suivante :

z

E(l)u= —1 lim lim R()ud; 8u2H: (7.109)
20 ot 10t . (1)

ou C.. (1) désigne une famille de chemins du plan complexe tels que celui qui est représenté
dans la gure 7.3 : en notant[; ]= 1. Chaque cheminC.. (1) est constitué de deux segments
(parcourus en sens inverse) " "1+i et[ " "l 1 oules signes sont choisis

de sorte que (respectivement ) appartienne a[  "; "] si et seulement si il appartient a

l.

Remarque 7.3.11 Reésumons ici les idées contenues dans la preuve de la formule de Stone pour
comprendre en quoi, elle est une application directe du calcul fonctionnel dé ni par le théoreme
spectral. Remarquons tout d'abord que d'apres l'analycité d&( ) (cf. proposition 7.3.2), la
formule (7.109) reste inchangée si I'on déforme le conto@- (1) sans changer les points de
départ et d'arrivée, et sans rencontrer de point du spectre. Puis, notons que cette formule est en
fait une simple application du théoreme de convergence dominée. En e et, on véri e aisément
que8 2 R, 7
1 d

r0)=5- .. (I)—";!! o 1) (7.110)

21. Le support d'une mesure borélienne positive (a l'instar de la mesure spectrale) sur un espace topologique
est, par dé nition, le plut petit ensemble fermé de mesure pleine (c'est-a-dire dont le complémentaire est de
mesure nulle).
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Im ()

+ n + i + n + i

Re( )

Figure 7.3 Dé nition du chemin d'intégration C-. (I) lorsquel =] ; ]

ou le terme de gauche reste uniformément borné en et . Ainsi, il découle immédiatement
de (7.106), (7.107) et de (7.110) qu#&
172 Z Z q

= R( )ud = ——dE u=r. (Au !
20 c. () "

E(l)u; 8u2H: (7.111)
R C-. (I) ;1o

7.3.3 Décomposition de la mesure spectrale

Montrons dans ce paragraphe que la forme prise par la mesure spectrale est en fait directe-
ment reliée a la structure de l'opérateur. Dans ce but, rappelons un résultat général de la théorie
de la mesure (cf. [100]) qui a rme que toute mesure nie dé nie sur la tribu borélienne de R
admet une décomposition de la forme

= +

pp act sc OU (7.112)

pp €St une mesure ponctuelle, autrement dit une somme de masses de dirac, placées en
des point ;] 2 J.

ac €St une mesure absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue), ce qui
signi e qu'il existe une fonctionf intégrable telle qued .= f( )d .

sc est singulierement continué® (encore par rapport a la mesure de Lebesgue); d'une
part elle est continue (au sens ou comme,, tous les singletons ont une mesure nulle) ,
d'autre part elle est singuliére, ce qui se traduit par I'existence d'un ensemide R tel
gue <(E)=0 alors queR nE est de mesure de Lebesgue nulle.

Ce résultat est applicable en particulier a la mesuré réelle ,, associée a la mesure spectrale
u, pour tout u 2 H. On déduit de ce théoréme (cf. [100]) que I'on peut construire trois sous-
espaces fermés dd (qui sont donc eux-mémes des espaces de Hilbert pour le produit scalaire

22. Remarquons que dans la premiére égalité d@:111), nous avons interverti les deux intégrales BR et ¢ )y
Cette opération se justi erait par I'application du théoréme de Fubini-Tonelli sur les mesures , associées a la
mesure spectrale.

23. Un exemple de mesure singulierement continue peut étre construit a partir de la fonction dite de Cantor
qui possede I'étrange propriété d'étre une fonction non constante, continue, dont la dérivée existe et s'annule
presque partout (cf. [100]).

24. La formule (7.108) nous montre que , est bien une mesure nie.
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deH):

Hpp = fu2Hj  estpurement ponctuellg;
Hoo=fu2Hj  estabsolument continug;
Hse=fu2H)  estsingulierement continug: (7.113)

qui permettent d'obtenir une décomposition canonique de l'opératedx donnée dans la

Proposition 7.3.12 H = pr?H ac ?H sc €t on peut dé nir sur chacun de ces espaces de Hilbert
les opérateurs auto-adjoints Ap,, Asc et Age, dont le domaine est respectivemerid (Apy) =
D(A)\H o5, D(Aa) = D(A)\H 4 et D(As) = D(A)\H 4. L'opérateur A se decompose alors
de la maniére suivante :

? ?
A=Ap Ax Ax sur D(A)= D(Ap) D(Ax) D(As): (7.114)

On dé nit alors une seconde décomposition du spectre (di érente de (7.103)) basée sur la struc-
ture de la mesure.

Dé nition 7.3.13  Pour un opérateur auto-adjointA, on désigne respectivement par spectre
purement ponctuel, spectre absolument continu et spectre singulierement continu les ensembles :

pp(A) = (App)y ac(Aac) = (Aac) et sc(Asc) = (Asc)-

Remarque 7.3.14 On constate tout d'abord que pp(A), ac(A), sc(A) sont des ensembles
fermés car ils sont chacun dé nis a l'aide du spectre d'un opérateur. De plus, I'égalité (7.114)
assure que (A) = p(A) [ ac(A)[ sc(A). Néanmoins, ils ne forment pas une partition du

(A) car ils ne sont pas nécessairement disjoints deux a deux. Comparons maintenant cette
seconde décomposition du spectre, liée a la structure de la mesure spectrale, a la décomposition
plus algébrique en spectre ponctuel et spectre continu. Tout d'abord, on déduit facilement de la
proposition (7:3:9) que ,(A) op(A), les valeurs propres font évidemment partie du spectre pu-
rement ponctuel. Néanmoins, cette inclusion est stricte. Pour s'en convaincre, prenons I'exemple
d'un opérateur auto-adjoint compact et injectif en dimension in nie dont la mesure spectrale est
purement ponctuelle. Il est alors facile de remarquer q@e2 ,,(A) = (A), mais en raison
du caractere injectif deA que0 2 ,(A). On démontre en fait (cf. [100]) que ,(A) = pp(A).
Concernant le spectre continu et l'union des spectres absolument et singulierement continus,
aucune inclusion n'est véri ée pour un opérateur auto-adjoint quelconque. En e et, revenons a
I'exemple précédent d'un opérateur auto-adjoint compact et injectif en dimension in nie, dans
ce cas (A) = fOg alors que 5(A) = (A) = ?,ainsi (A) 6 ( ac(A)[ s(A)). L'autre
inclusion n'est également pas véri ée. En e et, notre opérateur de Schrédinger posséde des va-
leurs propres(cf. 7.2.5) qui ne sont donc pas dans le spectre continu et son spectre absolument
continu est ,(A) = R.

7.3.4 Opérateurs décomposables

Nous terminons ce petit résumé par les propriétés spectrales d'opérateurs bien particuliers :
les opérateurs auto-adjoints décomposables, intervenant dans les équations de propagation
d'ondes dans les milieux strati és (cf.[39 62 113) a l'instar de notre dioptre. Pour dé nir
un opérateur décomposable, nous devons au préalable introduire la notion d'intégrale directe
qui généralise le concept de somme directe dans un espace de Hilbert. Une intégrale directe ou
"intégrale hilbertienne" est construite a partir :
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d'une famille d'espaces de HilbertLy; 2 k 2 R, chacun d'eux étant muni d'un produit
scalaire( ; )., (kk_, désignant la norme associée),

d'une mesure positive dé nie sur R. Si on noteu une applicationk 7! ux 2 L ("appelée
un champs de vecteurs"), on peut considérer I'ensemble detels que
z
kugk? d (k)< 1:
R k

On obtient ainsi (en identi ant deux champs de vecteurs qui sont égauxl presque partout)
un espace de HilberH muni du produit scalaire
z

UVn = (U vidu d (K):

Cet espace est appelé intégrale directe (deg) et sera noté :
z
H= Lyd (k):

Nous allons nous intéresser ici a un cas particulier d'intégrale directe ou I'espace de Hildert
ne dépend pas du parametrk et sera donc noté.. L'espaceH est alors communément appelé
intégrale directe a bre constante. Dé nissons maintenant la notion d'opérateur auto-adjoint
décomposable sur un tel espace.

Dé nition 7.3.15  Soit une fonction mesurablé\ : k 7! Ay deR dans I'ensemble des opérateurs
auto-adjoints (non nécessairement bornés) d'un espace de HiIbEp\;Muni d'une telle fonction,
on dé nit un opérateur auto-adjoint A sur l'espace de HilberH = L d (k) par :

z
(AU = AU, 8u2 D(A):= u2H]j u 2 D(AL) presque partout et RkAkukkﬁ d (k)< 1

On cgt alors queA est un opérateur auto-adjoint décomposable et on le note classiquement :
A= Acd (k).

Les propriétés de tels opérateurs sont regroupées dans le théorethd: 85 page 284 de [99],
dont nous reproduisons ici une partie de I'énoncé.

R
Théoréme 7.3.16 Soit un opérateurA = A d (k) auto-adjoint décomposable au sens de la
dé nition 7.3.15, alors :

Pour toute fonction f borélienne surR, l'opérateur f (A), au sens du calcul fonctionnel
dé ni par le théoreme spectral 7.3.6, coincide avec I'opérateur :
z
f(A)= f(A)d (k):

La mesure spectrale dé&\ s'exprime alors comme "l'intégrale directe” de celle d& :
z
d(E u;v)y =  d(Ex ug;v)Ld (kK); 8u;v2H; (7.115)
R

au sens ou pour toute fonctiorf borélienne :
z zZ z
(f(A)uu) = Rf( JA(E u;u)y = . Rf( JA(Ex; ucu)e d (k); 8u2 D(f (A)):
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2 (A) si et seulement si pour tout > 0,
(fkj (A\] , + [6?29)>0:
2 p(A) si et seulement si
(Fkj 2 p(AKg) > G

Si presque partout, le spectre dé\y est absolument continu, il en est de méme pour celui
deA.
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Nous allons ici utiliser I'étude spectrale e ectuée au chapitre précédent pour déduire les
comportements asymptotique en temps long des solutions de I'équation de Schroédinger pour un
second membre périodique en temps. Nous mettrons tout d'abord en évidence (pour= )
un phénomene d'explosion linéaire lorqu'on excite le systéme aux fréquences plasmong
A ces fréquences, les ondes plasmoniques localisées spatialement a l'interface du dioptre se
mettent a résonner. Il n'y a donc pas de régime périodique établi. Puis en démontrant un
principe d'absorption limite, nous examinons pour quelles fréquences d'excitation le principe
d'amplitude limite est véri é. Toute cette étude est enrichie de simulations numériques qui
viennent illustrer les di érents résultats obtenus.

8.1 Expression de la solution du probleme de Cauchy

Revenons ici a notre probleme d'évolution (5.22) dans lequel nous avons introduit une exci-

tation F(t)=f e "t ; f 2 H périodique en temps (& une fréquende 6 0 donnée) :
49 iau=fei:
(O] dt

U(0)= Uy 2 D(A):

Nous allons désormais nous restreindre a des sourBgs) = f e "t et des conditions initiales
dans l'espaceH; dé ni en (7.95). Nous ferons donc par la suite I'hypothése suivante

(H>) : la fonction f et la condition initiale U o appartiennent a I'espacé
n [0}
Hi = U =(Ug;Un;Up;um)2Hj divupjge =0;divuyjre =0 etdivuy =0

1. Rappelons que l'espacélj a été caractérisé par le lemme 7.2.3.

165
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Remarque 8.1.1 Notons que les seconds membres qui s'écrivent sous la forme d'une densité
de courant (cf. (5.24)) :

0:0:0

>

I

véri ent I'hypothese (H»).

Nous avons vu que d'une maniere générale (cf. 5.2.2), la solution du problgi@eest donnée
par la formule de variation de la constante :

Zt
Ut)=eAtUy+ e Al Sfel's (gs:
0

En utilisant le théoréme de diagonalisation 7.2.10, nous pouvons exprimer l'intégrale précédente
sous la forme : Z Z

e At fails gqg=g e it tei( )sds of ;
0 0

soit aprés simpli cation :
z

te At s fglls ds= 0O i—eit e ™ Of :
0 !
Ainsi nalement, _
U)=e *Ug+ | (A1) ; (8.1)
ou l'on a posé
it gt

(Gt) =i

Notons d'une part qu'at xé, la fonction , ( ;t) se prolonge par continuité el par
L) = te M

et d'autre part qu'elle est bornée. En e et, par l'inégalité des accroissements nis, il vient :

ja(G)j ot (8.2)

Ainsi l'opérateur , (A;t) est borné part (car k | (Ajt)kgyy k1 (5t)kg t) 2. De cette
majoration, on retrouve le fait (cf. 5.25) que la solutiorJ , donnée par I'expression (8.1), a une
croissance au plus a ne en temps.

Remarque 8.1.2 L'espaceH; est ici stable par les opérateurs 't et | (A;t) (ceci se déduit
aisément du théoréeme de diagonalisation 7.2.10). Ainsi, d'aprés (8.1),

siUg etf satisfont (H,) alors 8t 2 R*; U(t) 2H:

8.2 Asymptotique en temps long de la solution homogéene

La premiére guestion que nous nous posons concerne l'asymptotique en temps du terme :
e AU, lié a la condition initiale U , de notre probléme de Cauchy.

2.k kB(H) désigne ici la norme d'opérateurs dé nie en (8.27) ek k; la norme sup sur I'espace des fonctions
bornées.
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Proposition 8.2.1 Soit Uy 2 D(A) vériant I'hypothese (H,). L'asymptotique en temps du
terme e '"A'U, est donnée par les assertions suivantes :

SI 66 m>
(e MUgV)y't 0, 8V 2H:
SI e: mis

(e MUgiV)w=e ! » (E(f @ UoiV)y+€ " (B ) UaiV)y + ofl); BV 2H:

ou E(f ,0) sont |BS projecteurs ponctuels associés aux valeurs propres de dimension
in nie p= m= 2.

Preuve. D'apres le théoreme spectral 7.3.6, nous avons
z
(e MUy V)y = e'"d(EUqyV): (8.3)
2R

La nature de la mesurdE Ug;V ) dépend ici des paramétres et .

Lorsque .6 ., l'espace de HilbertH se décompose de la maniéere suivante (cf. (7.96)) :

?

Ainsi commeU, 2 H, la mesure spectraldE Ug;V ) est absolument continue. On a dont
d(EUgV)= (UgV)d ol ladensité (Up;V) 2 LY(R) (elle est exprimée explicitement
par la formule (8.23) en annexe). L'expression (8.3) se réécrit donc sous la forme :

VA
(e MUV )y = e 't (UgVv)d:

La densité (Ug;V) appartenant a L1(R), la convergence dde "*'U;V )y vers O lorsque
t!1 estalors une simple conséquence du théoreme de Riemann-Lebesgue.

Lorsque =, la décomposition (8.4) n'est plus valide dans la mesure & admet
deux valeurs propres , tel que Im(E(f ,g)) H . Dans ce cas, on a en fait (cf. (7.97)) :

H2 = Hao  IM(E(f o0)  IM(E(f ,0) avec  ,2 ,(A): (8.5)

Ainsi, il en découle que la mesure spectratHE U (; V) posséde ici une partie ponctuelle et une
partie absolument continue :
d(EUpV)= (UeV)d +(E(f p99UoV), ,+(EFf ,9)UoV),

p

avec (Ug;V) 2 LY(R). Il s'ensuit avec (8.3) que :
z

(e ™UgVin=e' " (E(f pUoV),+€ P (E(f pUoV),+ e'' (UgV)d:
R

z
On conclut alors en appliquant le théoréme de Riemann-Lebesgue sue 't (Up:V)d . m
R

3. Le fait que la densité (Ug;V) soit L! est une conséquence du théoréme spectral (cf. paragraphe 7.3.3).
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8.3 Un phénomene de résonance

Apreés avoir établi le comportement asymptotique du terme AU q : solution du probléme de
Cauchy homogene, regardons maintenant séparément I'asymptotique du terme sourcéA,; t)f
en supposant que la condition initialdJ o associée a notre probleme de Cauchy est nulle. Ainsi
I'équation (8.1) devient :
u@)= (Atf: (8.6)

Théoreme 8.3.1 Soit une sourcef 2 H véri ant I'hypothése (H,) et une pulsation! 2 R .
Si ¢= net! = ,alors pourtoutV 2H,

(U(t);V)=te ™ (E(fl g)f;V), + ot); 8V 2H;
En revanchesi .6 ,, ou! 6 D
(U(t);V)=o(t); 8V 2H:
Preuve. D'aprés (8.6), le terme(U (t); V) se réécrit sous la forme
U@V =0 (ADF V)

En appliquant le théoréme spectral 7.3.6, il vient :
z
((ADFVn=  (GE)d(E F5V): (8.7)
2R

Tout comme dans la démonstration de la proposition 8.2.1, la nature de la mesyi f ;V)
dépend des parameétres. et .

Si ¢= m,ladécomposition de I'espacklj est donnée par (8.5). Ainsi commé 2 Hj,
la mesure spectrale est de la forme

d(Ef;V)= (f;v)d +(E(F ,9)f:V), ,+(EF 9f:V)y,

p?

avec (f;V) 2 LY(R). Ainsi le terme (8.7) se reformule de la fagon suivante :

(!(A;t)f;V)H:Z!( o) (EF p@)f V), + ( mt)(EF 59 f;V),
o v(t) (fFiv)d:

z
Montrons a l'aide du théoréme de convergence dominée dué v(;t) (f;v)d ! O.En
R

e et, on a d'une part (cf. (8.2)),
ttaGt)y (F;v) i (Fiv)i2 LY(R);

et d'autre part
tt , (:t) (f:V)! 0O presque partout
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Concernant la partie ponctuelle de la mesure, deux comportements sont alors alors possibles
selonque! 2f ,gou! 2f 0. Ceci est di au fait que la fonction , (;t) est bornée en
temps :

Jr(Gt) = o(t)

pour 6 !, alors qu'elle satisfait

L

y(t)=te Mt

en = !.La partie absolument continue de la mesure étant négligeable devanie développe-
ment asymptotique en temps de l'expression 8.7 découle alors immeédiatement de cette derniere
propriéteé.

Si ¢6 m, Hi = Hga, la mesure spectraldE f ; V) est donc ici absolument continue. En
reprenant le raisonnement e ectué dans le cas précédent sur la partie continue(&ef ;V ), on
déduit aisément que :

(U(t);V)u = oft):

Le théoreme précédent a permis de mettre en évidence un phénomene de résonance aux
frequences , appelées communément fréquences plasmons en électromagnétisme. En e et,
lorsque'on excite le systeme eh = p, la solution U (t) n'est plus bornée lorsque ! 1
et croit linéairement en temps des que la sourde n'est pas orthogonal au sous-espace propre
associes & = . Notons que l'originalité de ce phénoméne de résonance est qu'il se produit
pour un domaine de propagation non borné, ils sont usuellement plus faciles a observer lorsque
le domaine est borné. Il est lié a la présence de valeurs propres non nulles dans le spectre de
l'opérateur de SchrédingerA. Remarquons en n qu'un tel phénoméne ne pourrait exister si
I'on remplacait le matériau de Drude par un deuxieme diélectrique, car le spectre ponctuel de
l'opérateur de Schrddinger ne contiendrait alors que (cf. [113]).

Remarque 8.3.2 Notons ici que dans des milieux ouverts d'autres phénoménes de résonance
ont été mis en évidence avec un taux de croissance en temps moins rapide que la croissance
linéaire. Par exempIB, pour I'équation des ondes dans un guide cylindrique fermé, on observe
un comportement en te " si! est une fréquence de coupure du guide, autrement dit le seuil
d'apparition d'un nouveau mode guidé (cf. [115]). Par contre, pour un guide plan (du type
R? ]0; 1], la résonance est ici erdog(t) e " pour une telle fréquence (cf. [116]). Dans ces deux
cas, a la di érence de notre probléme, il ne s'agit pas de la présence d'une valeur propréd en
mais d'un changement de multiplicité du spectre continu de l'opérateur en ce point.

Nous allons maintenant illustrer ce phénoméne de résonance numériqguement. Dans ce but,
nous présentons des simulations e ectuées par Valentin Vinoles, doctorant au sein de I'équipe
POEMS, qui travaille sur les aspects numériques de la propagation des ondes dans les métama-
tériaux. Dans ces simulations, on s'intéresse a la solution du probléeme de CaufBy avec une
condition initiale U o nulle pour les parametres physiques suivants's = =1, ¢= 5, =3.
Quant a la sourceF , elle est donnée paf

F(t)=f sin( pt);

4. La solution associée a un tel second membre s'écrit comme la partie imaginaire de celle construite a partir
de la sourcef € »t.
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ouf 2HJ estdé nie par
f=  3,=0:0,00 avecd(xy)= e B0y gx:y) 2 R2: (8.8)

Ce jeu de parametres implique que l'indice de réfraction est égal= P "0 o =1 dans le

diélectrique etn = o o= 1dans le matériau de Drude. Nous sommes donc dans des
conditions similaires a celles utilisées dans la lentille de Pendry (cf [90]).

Remarque 8.3.3 Le probleme étant posé dans un domaine non borné, il est nécessaire de
tronquer arti ciellement le domaine de calcul. A cette n, l'une des méthodes les plus populaires
consiste a utiliser les fameuses couches absorbantes parfaitement adaptées, encore appelées PML
(acronyme anglais pour Perfectly Matched Layers), introduites par Jean-Pierre Bérenger (cf.
[15]). Malheureusement, les PML peuvent présenter des instabilités, notamment en présence
d'ondes inverses (cf. [13]). Or, le matériau de Drude, qui se comporte comme un NIM a basses
fréquences, induit I'existence d'ondes inverses dans les phénoménes de propagation (cf. sous-
partie 7.1.3). Les PML dites "classiques" sont donc instables dans notre cas. Cependant, il est
possible de construire des PML stables dans les NIM. Ceci sera détaillé dans l'article [14] en
préparation.

Dans la gure 8.1, nous avons représenté |'évolution temporelle du champ( ) (composante
électriqgue deU ()) sur le domaine[ 10;10] [0;10] A partir de t = 0, la source émet dans
le diélectrique, ce qui génére une onde qui se propage ensuite de part et d'autre de l'interface.
L'indice optique du matériau de Drude étant negatif a la frequence d'excitation,, les ondes
sont inverses dans ce matériau. Ceci est di cilement visible sur les instantanés de la gure 8.1,
mais on le constate aisément en regardant I'animation correspondante a cette simulation. La
sourceF fait ici resonner les modes plasmoniques .y 1 localisés au voisinage de linterface,
nous notons donc surtout un accroissement au cours du temps du moduleugd ) dans cette
zone. La croissance linéaire, énoncée dans le théoreme 8.3.1, est con rmée par la gure 8.3 qui
représente I'évolution au cours du temps du champ: () pour le point de l'interface (0; 0).

Di érents tests numériques ont mis en évidence la nécessité de placer la source proche de
l'interface pour exciter su samment les plasmonsv .. 1 @ n que le phénomene soit constatable
numeériguement. Ceci s'explique par le fait que les ondes plasmoniques sont exponentiellement
décroissantes dans la direction transverse a l'interface, on les excite donc d'autant mieux quand
la source est proche de cette derniére.

La simulation correspondant a la gure 8.2 consiste, tout en excitant a la fréequence de reé-
sonance p, a prendre une source spatiale qui est dans I'orthogonal de l'image du projecteur
E(f ,0). A la di érence du cas précédent, le théoreme 8.3.1 prédit qu'il n'y aura pas de crois-
sance linéaire en temps de la solution. Pour construire une telle source, il sut de rendre la
densité de courant]y dans (8.8) impaire enx. En e et, pour tout V 2 H,, le produit scalaire
(E(f p9)f;V )y estdonne (cf. (7.94)) par

Z D E D  E
(E(f p9)f;V)u = ik fiw k1 y Viw 9y dk;
ou la premiere composante d& . 1 est paire enx d'apres la remarque 7.1.16. Il est donc nul
pour un courant Jy impair. Ainsi, par densité deH, dansH, f appartient a Im (E(f ,g)°. De
maniere a rendrely, impaire enx dans 8.8, nous avons ici posé :

Jcy)= e 25[(x+1) 2+y2] +e 25 x+1)2+y2]; 8(x:y) 2 R2:

Dans la gure 8.2, on observe alors que le module dg () ne croit pas au cours du temps.
L'onde semble osciller de maniere périodique, ce qui est con rmé par la gure 8.4.
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Figube 8.1 Evolution temporelle du champ électriqueug () pour .
m= 2.
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Figuge 8.2 Evolution temporelle du champ électriqueug () pour ¢= n =3,! =
m= 2 et un courantJy impair en la variable x.
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Figure 8.3 Evolution temporelle du champ électriqueug () (décrit par la gure 8.1) au point
(0; 0) situé sur l'interface.

Figure 8.4 Evolution temporelle du champ électriqueug () (décrit par la gure 8.2) au point
(0; 0) situé sur l'interface.
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8.4 Le principe d'amplitude limite

Le théoreme 8.3.1, nous a permis de mettre en évidence un phénoméne de résonance aux
fréquences plasmons . Néanmoins, leo(t) obtenu pour des frequences d'excitations di érentes
de |, peut étre précisé. Nous allons nous restreindre au cas d'une excitatior2 J ou J est
I'intervalle dé ni par (8.25) que nous rappelons ici :

RNt 50 m@ ST m = e

Rnf m: o 00 p ¢ mgSi m6 &

Nous verrons que sous certaines conditions la solutidh(t) va rester localement bornée et
se rapprocher en temps longs d'un régime périodique établi. Ce dernier est dé ni par le
corollaire suivant qui se déduit immédiatement du théoréme d'absorption limite 8.6.2 démontré
en annexe. Pour énoncer ce corollaire, rappelons la dé nition de I'ensemklé (dé nit dans
l'annexe en (8.24)) :

C'=fz2CjIm(z)> 0Og:

Corollaire 8.4.1 Soients>2,! 2J etf 2H4\H , alors la limite suivante® :

u. = Ilim R()f existe dansH-
2C+1 1

et est donnée explicitement par la formule suivante
£ (V)

hu.; Vi, = VP, |
R :

d +i ,(f;V); 8V 2H (8.9)
ou VP, la valeur principale de Cauchy eh . Quanta (f ;V), il s'agit de la densité spectrale
de la mesure absolument continue associée a l'opératé@udé nie par (8.23). De plus, sous ces
hypothéses, il existe> 0 tel que (pour toutV 2Hy) 7! (f;V) estune fonction localement
holderienne d'exposant sur J.

Remarque 8.4.2 Décrivons ici la conditionf 2 H ... Dans le cas ou 6 ,, elle se résume
a supposer qué vérie (H») :

n (0]
f ZHS = U=(Ug;Ux;Up;upm)2H] divuyjge =0; diqujR3 =0 etdivuy =0 ;

car Hi = Hg. Par contre si = ,, cette condition est équivalente a supposer qgtievéri e
(H,) et que sa projection sur les sous-espaces propkesr(A p) associés aux fréquences
plasmons : |, est nulle.

Sous ces conditions, nous pouvons démontrer la proposition suivante connu sous le nom de
principe d'amplitude limite. La démonstration proposée ici s'inspire de celle développée dans
[47].

Théoreme 8.4.3 (Principe d'amplitude limite) Soient! 2 J, s > 2etf 2 Hz\H 4, la

solution U (t) du probleme de Cauch{C) avec condition initiale nulle véri e pour toutV 2 H 4,
D E
hJ();Viy= 1 uv e "t 4+ o(1); lorsquet!1l ; (8.10)

ou u. est dé nie par le corollaire 8.4.1.

5. L'indice s fait ici référence au poids des espacdd- et Hy dé nis respectivement en (7.90) et (7.91).
6. L'existence de la valeur principale de Cauchy dans la formule (8.9) résulte du caractére® de la densité
spectrale (f ;V) et de sa régularité holdérienne au voisinage de la singularité.



8.4. Le principe d'amplitude limite 175

Preuve. SoitV 2 H . LetermehU (t); Vi, s'exprime (cf. 8.7) en fonction de la mesure spectrale
par : 7
U () Vi =(U(t);V)n = V(GE)d(EfiV):
2R

Commef 2 H ., la mesure spectrale est ici absolument continue, sat(E f ;V)= (f;V)d
ou la fonction
(f;V) 2 LYR)

est la densité spectrale (dont une expression explicite est donnée en (8.23)). En utilisant la
dé nition de la fonction , (;t) (cf. 8.1), il vient :

z i !
hU(t); Vi, = i—I (f;vV)d: (8.11)
2R :
Quant au termehu™; Vi, associe au regime périodique établi, sa forme explicite est donnée
par le corollaire 8.4.1 :
DL F £ (V)

ut; Vv = VP,
Hy R !

d +i (f;V); (8.12)

ou VP, désigne la valeur principale de Cauchy prise én Pour établir (8.10), réécrivons (8.11)

sous la forme :
|

_ Z : Z ai( Nt '
wa:vi = ie ve, Vg yp T BT (fivyd
R ! R !
ce qui conduit avec (8.12) a :
D E Z gi( Nt |
hJu(t);Vi, = ie ™ ut;v y i 2 (U;f) VP, | (f;v)d
Ainsi, il reste donc a montrer que
z e i it
VP, — (f;v)d = i (U;f)+ o(1); lorsquet!1
R L
A cette n, posons le changement de variable = I', il s'ensuit que :
Z i Nt Z gt
VP, (f;V)d =VPy ~(f;Vv)d: (8.13)
R : R

Soit a strictement positif, on peut alors décomposer l'intégrale précédente de la maniere suivante
z

VP e A (fV)d = 1q(t) + 1a(t) + 13(t) (8.14)
ou
Zaeit
l1(t) = VP o (o (fF5V) (f;Vv)d;
Zaeit
I2(t) = (f;V) VPo d;
VA it )
I3(t) = ~(f;Vv)d:

jj>a
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La densité spectrale ., (f ;V) étant une fonction intégrable, par le théoréme de Riemann-
Lebesgue :
I3(t) = o(1); lorsquet!1
Concernant l'intégrale 1,(t), comme l'espaceH; a été choisi avec un poids véri ants >

2, nous savons d'apres le corollaire 8.4.1 qu'il existe strictement positif tel que la fonction
(f ; V) soit holder d'indice en!. Sur un voisinage de0, on obtient alors la majoration

Suivante : _ ‘v Y c
bl i j (V)] ——— qui est intégrable eno:
)
Ainsi, par le théoréme de Riemann-Lebesgue, on a égalemkift) = o(1); lorsquet ! 1
Pour traiter 1,(t), utilisons le lemme 8.4.4 qui est un résultat classique d'analyse complexe :

agit
VPgq

a

d = i +o0); lorsquet!l ;

Il vient alors
l,(t)= 1 (f;V)+ o(1); lorsquet!1l

Ce qui conduit nalement avec (8.13) et (8.14) a

z e i it
VP, — (f;v)d = i (f;V)+ o) lorsquet!1
R :
|
Lemme 8.4.4 Soita > 0 alors :
Z 4 it
I(t)= VP d = 1 +0); lorsquet!l
a
Preuve. En posant le changement de variablea =  t, | (t) se réécrit de la maniére suivante :
Z at du
()= VPy — du:

at

Le résultat va alors découler de la formule de Cauchy appliquée au contolir = [ | 3
(cf. gure 8.5) dé ni par :

tou7! atéY; u2]o; [;

You7loujuj2]atf;

sou7l et Wou2io; [
En e et, d'apres la formule de Cauchy, on a :

Z .
e
~—d =0:

t
Or apres un petit calcul, on montre que :

Z .
el—d: i
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Im( )
t
1
;
t" t
2 2
at " " at Re()
Figure 85 Contour & = [ 5[ ,
Ainsi en faisant tendre" versQ, il vient :
Z

i)+ t‘id =0

1

Il est alors aisé de montrer que

Z d
[ —d = 0o(1) lorsquet!1
1
Soit nalement,
I(t)= i + o(1); lorsquet!1l

Remarque 8.4.5 Nous nous sommes ici restreints a des fréquences d'excitatior2 J. Parmi

les fréquences qui nappartiennent pas & (dé ni en (8.25)), remarquons tout d'abord que les
points  ,;0; o, ont été éliminés de la dynamique du systeme par I'hypothésk). De plus,
nous avons montré que le systéme résonnait aux fréquences plasmonslorsque ¢ = .
Ainsi, dans le but d'obtenir le premier terme de I'asymptotique en temps long des solutions de
I'équation de Schrodinger soumise a un second membre périodique, il nous resterait seulement a
étudier si le théoreme d'amplitude limite est verié en et . pour 6 . . Ceci, nous
permettrait de répondre a la question suivante : atteint-on un régime périodique établi lorsqu'on
excite le systéme a ces fréquences ? Nous nous y attelerons dans un future proche. Pour l'instant,
nous savons seulement par le théoréme 8.3.1 qu'en excitant a ces fréquences (sous I'hypothése
(H>)), la solution U (t) de Cauchy(C) avec conditions initiales nulles véri e

(U(@);V)=o(t); 8V 2H:

Résumons en n les résultats obtenus dans ce chapitre par le théoréme suivant qui est en fait
une synthese des théoremes 8.3.1 et 8.4.3.
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Théoréme 8.4.6 Soients > 2, f 2 H] et! 2 R alors les asymptotiques en temps long de
la solution U () du probleme de CauchyC) avec condition initiale nulle sont données par les
trois assertions suivantes :

Pour 6 ,,! 2Jetf 2Hy,
D E ,
(@):Viy= i uv e +0(1); 8V 2Hy (8.15)
ou
lim R()f 2H,
2Ct ! !

est dé nie par le corollaire 8.4.1. Autrement dit, le théoreme d'amplitude limite est véri €.

U, =

Pour o= m,! 2Jetf 2Hy, en utilisant la décomposition (7.97) de l'espackl, on
peut écriref de fagon unique sous la forme

f=f.+tE(f p0f + E(f ,0)f; ouf 2Hg: (8.16)
On obtient alors que :
hJ(t); Vi, = i u";VE e 't
+hE( of ;Vig () FE(F p0f ;Vig (1), (8.17)

ou

u, = 2IiCrp! ! R()f .c 2H#

est dé nie par le corollaire 8.4.1 et
el »t gilt

()= o

Ici, le systeme oscille aux fréquencds, , et ,, le principe d'amplitude limite n'est
donc pas Véri é, mais la solution reste bornée en temps.

Pour .= ,et! = o)
(U(t);V)=te "™ (E(f! g)f;V), + o(t); 8V 2H: (8.18)
Le systeme entre en résonance.

Preuve. La premiére et la troisieme assertion sont ici simplement la réécriture des résultats
obtenus dans les théoremes 8.3.1 et 8.4.3. Pour démontrer la deuxieme assertion, il su t d'utiliser
la décomposition (8.16) de la sourck pour écriteU (t) = , (A;t)f sous la forme :

U= (pEF p@f + ( pEF  pg)f + (AT 5

et d'appliquer le théoreme 8.4.3 &J,(t) = , (A;t)f 4. qui est la solution du probleme de
Cauchy (C) avec une condition initiale nulle et un second membre de la fornig e 't . |
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Dans le but d'illustrer ce théoreme, nous avons déja simulé numériquement le cas ou I'on
excitait le systeme a la fréquence de résonancg (correspondant ici a I'asymptotique (8.18))
dans la partie précédente. Nous nous proposons maintenant d'e ectuer deux simulations coin-
cidant avec les situations (8.15) et (8.17). Nous reprenons la con guration géométrique et les
parametres physiques de la gure 8.1 a I'exception de,, , et de la fréquence d'excitation .

Dans les gures 8.6 et 8.8, on s'intéresse au cas ou le principe d'amplitude limite est véri é
(cf. (8.15)). On excite ici le systéme, pour , = 4; =3, alafréquenceé = 2:7.L'onde générée
atteint bien un régime périodique établi, ceci est visible sur les trois derniers instantanés de la
gure 8.6 et con rmé par le graphique 8.8 qui décrit I'évolution temporelle du champ électrique
ue () au point (0;0) situé sur l'interface. De plus, on note avec la gure (8.10), représentant le
spectre fréquentiel de lI'onde tracée dans la gure 8.8, qu'il s'agit bien d'un régime périodique
établi a la fréquence = 2:7 dans la mesure ou I'on observe un pic tres marqué a cette fréquence.
De plus, remargquons également que Vvéri e ici :

C:q% 24<1< p:p% 2:8:
e m

Cette fréquence excite donc particulierement les modes plasmens, x):x;1 (cf. gure 6.3 ou I'on
note que la fréquence intersecte la courbe ,(k)) que I'on observe dans le régime périodique
établi dans les trois derniers instantanés de la gure 8.6 ou une onde plasmonique se propage le
long de l'interface.

Dans les gures 8.7 et 8.9, on se place dans le cas correspondant a l'asymptotique (8.17),
c'est-a-dire que I'on choisit , = =3 et que 'on excite a une frequenck = ,+0:5 26
di érente de la fréquence plasmon ,. Les instantanées de la gure 8.7 suggerent alors que la
solution reste bornée en temps. Par contre, il ne s'agit pas d'un régime périodique établi. En
e et, on observe dans la gure 8.9 qui représente I'évolution temporelle du champ électrique
ue () au point (0;0) un phénomene de battements : lI'onde est ici une superposition de deux
sinusoides a la frequence et ,. Son spectre fréquentiel (cf. gure 8.10) posséde ici deux pics
I'un plus marqué a la frequence et l'autre a la fréquence plasmon .
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Figure 8.6 Evolution temporelle deU () pour ,, =4; =3 et! =2:7.
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Figure 8.7 Evolution temporelle deU () pour = p=3et! = ,+0:5 26.
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Figure 8.8 Evolution temporelle du champ électriqueug () (décrit par la gure 8.6) au point
(0; 0) situé sur l'interface.

Figure 8.9 Evolution temporelle du champ électriqueug () (décrit par la gure 8.7) au point
(0; 0) situé sur l'interface.
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Figure 8.10 Spectre fréquentiel du signal représenté par la gure 8.8 (a gauche) et par la
gure 8.9 (a droite).

8.5 Conclusion

L'étude spectrale e ectuée au septiéme chapitre, nous a permis d'obtenir I' asymptotique en
temps long des solutions de notre probleme d'évolution soumis a un second membre périodique
en temps. Nous avons alors dégagé trois types de comportement selon la fréquence d'excithtion
(décrits dans le théoréme 8.4.6) : la convergence vers un régime périodique établi, un phénomeéne
de battements ou la solution reste bornée en temps mais oscille a plusieurs fréquences et en n
la présence de résonances ou la solution explose linéairement en temps.

Ce travail ouvre de nombreuses perspectives. Enumérons tout d'abord les débouchés a court
terme de nature plut6t technique.

Dans un premier temps, il nous faut traiter les cas ou I'on excite le systéeme pow 6 |, aux
frequences et . Ene et, faute de temps, 'asymptotique des solutions correspondant a ces
excitations n'est pas décrite par le théoreme 8.4.6 (cf. remarque 8.4.5). Le principe d'amplitude
limite est-il véri € pour ces fréquences ? les simulations numériques e ectuées nous font plutét
pencher pour une réponse positive a cette interrogation.

Ensuite, nous projetons d'a ner les majorations utilisées dans la preuve du théoreme d'ab-
sorption limite 8.6.2 a n d'obtenir des espaces a poidd s et H- optimaux. Ceci permettrait de
considérer un espace de sourcis plus grand (pour les théorémes d'absorption et d'amplitude
limite) ou les fonctionsf seraient supposées moins décroissantes a I'in ni (cf. remarque 8.6.6).

En n, nous envisageons de traiter les équations de Maxwell complétes dans le dioptre. Rap-
pelons que nous avons ici considéré de facon arbitraire le mode transverse magnétique (TM)
et que I'on transposerait aisément les résultats obtenus dans le cadre du mode transverse ma-
gnétique (TE). Or dans le cas d'un milieu strati é, I'étude spectrale des modes (TE) et (TM)
permet d'obtenir celles des équations de Maxwell compléetes (cf. [113]).

Enumérons maintenant quelques perspectives a plus long terme. Ce travail e ectué dans le
cas d'un matériau de Drude pourrait étre généralisé a des modeles dispersifs plus compliqués
a l'instar de celui de Lorentz évoqué dans le cinquieme chapitre. Puis, on pourrait également
étendre cette étude a d'autres géométries : le cas d'une lentille ou une couche de métamatériau
d'épaisseur nie est insérée dans un diélectrique, celui d'un milieu strati é alternant plusieurs
couches de diélectriques et de métamatériaux ou encore le cas d"un dioptre circulaire" ou une
boule de métamatériau est incluse dans un diélectrique... Un tel travail permettrait de veri er
si les résonances plasmoniques existent pour d'autres géométries. En n, traiter le cas d'une
interface non réguliére présentant un coin serait particulierement intéressant car il s'y produit
en régime harmonique des phénomeénes tout a fait remarquables (cf. [35]).
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8.6 Annexe

Nous désignons paE(l ) le projecteur orthogonal deH sur H,. (espace de Hilbert dé ni
comme le support de la partie absolument continue de la mesure spectialgf. (7.113)). Notons
qgue d'apreés le corollaire 7.2.5, on peut alors caractéridefl ,c) en fonction de la famille spectrale
par

E(IO) Si m6 e

E(l 50) = (8.19)

E(lonf o p@) Si m= &

E(ls) est donc le projecteur spectral associé au borélien

I0 Si m6 er
ac — .
lonf 5 p0) SIi m= &

Le but de cette annexe est de prouver le théoreme d'absorption limite formulé dans le
paragraphe 8.6.2. Ce théoréme a été démontré dans des cadres trés généraux : pour les équations
de propagations du premier ordre [47, 112] et du second ordre [46] et dans nombreux contextes
relatifs aux ondes : en acoustique [39, 41], en électromagnétisme pour un milieu strati € composé
de diélectriques [113], en élasticité [40], pour les équations de la houle [64], etc. Le | directeur
de notre preuve s'inspire de ces di érents ouvrages.

L'énoncé de ce théoréme nécessite au préalable d'exprimer l'opérat®fr) E(l,) sous la
forme z

(ROE(U; V)= —0iV) 4

; 8U;V 2H;
ou (U;V) est la densité spectrale associée a la partie absolument continue de la mesure

spectraleE. C'est I'objet du paragraphe suivant.

8.6.1 Expression de la résolvante en fonction de la densité spectrale

D'apres la relation (7.98), l'opérateur bornéR( ) E(l ) prend la forme diagonale suivante

R()E(l.)=0 2=l g (8.20)
(car E(lac) E(l9) = E(la) d'apres (8.19)). Ainsi, le produit scalaire(R( ) E(la) U;V ), S'ex-
plicite par :

Z Z
(RO)E(la)U; V), = X ]"L()UU(;k;j YOV (;k;j ydmy( )dk:

Ri234

ou de maniére équivalente en fonction des zones spectrale; C; D et E :

x £ x 1 R
(R(C)E(la) U5V)y, = ——0PU(;k;j )OPV (;k;j )dkd (8.21)
p2AB;.CD Orj2J,
x £ 1
o6 TUEU( o(K);k; 1) OEV ( p(k); k; 1) dk:
le p

ou désigne ici l'indice de Kronecker, valantLsi .6 ., et0Osi = . Sa présence est
justi ée par le fait que les valeurs propres dé\ :  , pour .= , n‘appartiennent pas al .
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Notons que dans la zon&, en posant (pour 6 ) le changement de variable : = ,(k),
on peut se ramener a une intégrale en La fonction | est ici C!, strictement monotone, de
dérivée non nulle sur I'ensemblék 2 R j k > k g (cf. lemme 6.5.1). Elle admet donc un inverse
au sens de la compositiol€L sur cet ensemgle gue nous notonspl. Celui-ci a pour image

lintervalle e =lmin( ¢, m= 2);max( ¢; m= 2)[). L'équation (8.21) devient alors :

(R( )E(Iac)ZU;V)H
X X -
= 1 wrU(kj )oY (K] )dkd (8.22)
p2A:B:C:D ;p 294
X 1 .. — 0 .. 1
e ——OFU(; LM DOEV( LM o0 d

Nous cherchons maintenant a faire apparaitre dans I'écriture de la résolvante (8.22) la densité
spectrale (U;V) associée a la partie absolument continue de la mesure spectialeA cette
n, réécrivons I'équation (8.22) de la maniere suivante :

(R( )E(Iac)oU;V)H

- - @ 1o,(;k)
R p2AB.CD Rj2J,

+Z eemxl N HE]( - 10 0. Ev/ (- TTERY 0, 1y 1d'
- 0 DOV oG DDOEVE 10051 (70 1)) ;

1
OPU(;k;j )OPV (;k;j )dkA d

Cette derniére relation prend alors la forme :

z :
ROETDU;V), = V) g
ou la fonction (U;V) est dé nie pour 2 R par :
x £ X [
(U;v)= 1o,(:k)OPU(k;j )OPV (;k;j )dk (8.23)

p2A;B;C;D Rj2J K

S PR () Lot VX G () Fr 3 1 LAV G () H ) B G ()

+ 6

En remplacant l'opérateurR( ) par le projecteur spectralE(l) (pour un borélienl de R), on
montrerait de maniere analogue que le projectetl(l )E(I 5c) prend la forme suivante
z
(EME()UiV)y = L() (U;V)d:

Ainsi, la fonction (U ;V) est bien la densité spectrale de la partie absolument continue Ee
et nous savons que c'est une fonctidn!(R) d'aprés (7.112).

8.6.2 Théoréme d'absorption limite

Nous arrivons maintenant au c+ur de l'annexe : le théoreme d'absorption limite. Ce théoreme
assure l'existence des limites suivantes :

R (o= Jim R()E(la) ol C =f 2Cj Im()>0gy (8.24)
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de l'opérateur résolvant de part et d'autre de I'axe réel pour une topologie a préciser. Dans notre
cas, nous munissons l'algéebi® (Hx; H-) des opérateurs bornés dd s dansH- de la norme :

jhTF;Gi
KTk, ., = :
Mot = L oannrogkF Ky, KGKy,

ou l'espaceH et son dualH- ont été dé nis respectivement en (7.91) et (7.90).

Remarque 8.6.1 La présence du projecteurE(l,.) est justiée par le fait que les limites

Zéirp R( ) n'existent pas surH,, (espace de Hilbert de ni comme le support de la partie
oo

purement ponctuelle de la mesure spectralte(cf. 7.113)).

Nous n'avons malheureusement, faute de temps, pu démontrer I'existence de ces limites que
pour des points o appartenant a I'ensemble suivant :

Rnf : 10 Si = o
3= moowToe M3 ST e (8.25)
Rnf w, o p0 o mg Si m6

ou ,et .designent icila frequence plasmon et le point d'intersection des coupures spectrales
1()et = k:p "o o dé nidans le lemme 6.4.1. Notons que ces deux valeurs sont égales lorsque
¢= m (cf. gure 6.4). Enoncons alors le théoréme d'absorption limite pourg 2 J.

Théoréme 8.6.2 (théoreme d'absorption limite) Soient0 < 1=2ets>2+ et ¢2J.
L'opérateur R( ) E(l5) se prolonge de part et d'autre de I'axe réel en, (pour la topologie de
B(H4 H-)) par R ( o). Les opérateursR ( ) (qui sont des fonctions localement holderiennes
d'exposant =2 sur J) sont alors caractérisés par la formule suivante:
D E Z UV
R (oU;V = VP gd

0
H R 0

I L(U;V);, 8U;V 2Hy, (8.26)

ou (U;V) (qui est également une fonction localement holderienne d'exposan® sur J) est
la densité spectrale de la mesure absolument continue associée a I'opérafedgé ni par (8.23)
et VP , la valeur principale de Cauchy eny.

Preuve. La preuve va s'e ectuer en deux étapes. La premiere consiste a décomposer l'opérateur
R( ) E(la) en une partie réguliére et une partie singuliére au voisinage dg la limite du terme
régulier ne posant alors aucun probléeme. Dans la seconde étape, nous passerons a la limite
de la partie singuliére de l'opérateur a l'aide des formules de Plemelj-Sokhotskyi (cf. [66]) qui
reposent sur la régularité holdernienne de la densité spectrale(U;V ) au voisinage de q.

Pour obtenir cette régularité, nous nous appuierons sur des propriétés de régularité de la famille
modalew .,.; exhibée au chapitre precédent.

Localisation de la singularité

Soit Ko =[ o a; o+ a] un compact, dont l'intérieur contient . Pour passer a la li-
mite l'opérateur R( ) E(l) en o 10, nous allons isoler la partie singuliere dB( ) E(l4c) en
décomposant cet opérateur (a l'aide de la relation (8.20)) de la maniére suivante :

R()E(lac)= R( )’ + R()”

7. Remarquons ici que nous utilisons la méme notatiotu; vi, et hv;ui, pouru 2Hy etv 2H.. Ces deux
entités sont ici simplement liées par une relation de conjugaison.
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ou les opérateurs bornéR( )’ et R( )* sont des troncatures spectrales de I'opérateur résolvant
dé nies par

e () L() Lo ()1 ()

R()' =0 U et R()"=0

Le passage a la limite sUR( )™ ne pose aucun probléme. En e et, la fonction

f()= Ik ,( ) Li.()

n'est pas singuliere et est méme indé niment di érentiable sur un voisinage de, on en déduit

alors que l'opérateurR( )™ est également indé niment di érentiable sur ce voisinage pour la

topologie deB(H) ou B(H) désigne ici I'algebre des opérateurs bornés munie de la norme :
J(TF;G)uj .

TR = S8, i i, kG, 6.27)

Sa limite (pour la topologie deB (H) et donc a fortiori pour celle deB(Hy; H+)) au point , est
simplement donnée par :

1rnk 0( )1|ac( )U: R( 0)00.

lim R( )= U
' o

ou l'opérateur R( )" se réécrit en fonction de la densité spectrale(U;V ) sous la forme :

2 Lruk L) (U3V)
R

(R( o)U;V)y = d; 8U;V 2H: (8.28)

Passage a la limite du terme singulier

Il nous reste maintenant & prouver que l'opérateuR( )’ admet une limite (pour la topologie
deB(H4 H-)) de part et d'autre de I'axe réel en o. Nous allons tout d'abord le démontrer dans
un cas particulier.

Casou ¢> et nw< o< &

Nous supposons que le compabt ; est inclus dans I'ensemblé 2 Rj ., < < 0. Soient
U etV 2 H. L'opérateur R( )°, qui est troncature spectrale de I'opérateuR( ) E(l ), prend
la forme suivante :

D E Zq z . .
ROUV, =(ROUV)e = 2ot vya =7 70 UiV
0o a
avec Z
U;v)y=  ,  O°UCKj )OOV (Gkij )dk:
jkji<™ "o o

Notons que commeéJ etV 2 H 4, I'expression de la densité spectrale (8.23) se reformule ici en
fonction de la famille modale :
z

(U;v)= U wog iy WV W qdy, dk; (8.29)

iki<P 55
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ou le vecteur propre généralis@ ... ; est décrit par les relations (cf. (7.58), (7.62) et (7.89)) :
gky 5
Wi 1Y) = Wi 1(X) —— 8(xy) 2R
avec
W 1(X) = 'eJ?k A (Ctk )" B K (X):
Nous rappelons ici I'expression du coe cien&’, (dé ni en (7.61)),

N

1; i 1
&, = ( “11o K )1 (8.30)

+

N R O
Le résultat va alors découler du théoreme 14.c page 94 de [66] basé sur les formules de Plemelj-
Sokhotskyi. Ce théoreme permet d'une part de justi er I'existence des limites

0 . 0
R( o) = im R()

pour la topologie deB (H4; H-), d'autre part, il nous fournit la régularité holderienne locale de
ces limites. Pour appliquer ce résultat, la condition essentielle est de démontrer que la densité
spectrale (U;V) est une fonction hdlderienne suK ,. Plus précisément (en nous plagant

dans les hypotheses du théoreme 8.6.2), il sut de montrer que pour un exposahk 1=2
et un poidss > 2+ , il existe une constanteC strictement positive (ne dépendant que du
compactK ) telle que pour toutU;V 2 Hy
j (U;V)] CkUky kVk,, ;8 2K (8.31)
j oU;V)  (UV)] CkUk, kvk, °  :8; ‘2K, (8.32)

Pour prouver les conditions (8.31) et (8.32) énoncons au préalable les deux lemmes suivants.

Lemme 8.6.3 Soit K un compact deO, et U 2 H alors il existe une constanteCx > 0
(indépendante deU) :

hJ w1y Ck kUky,,; 8(k; )2 K; (8.33)
ou le poidss danskk,, verie s> 2.
Preuve. SoitU = (Ug;up;Uup;Uy ). Parinégalité triangulaire, nous avons
hJw o aiy hug; (W ;i 1)1iuo + huy (Wi 1)2l o
+ e (Wi 1)sleg  + MUm(Wog 1)d | 2
Nous allons ici nous contenter de montrer |'estimation suivante :
9C1> 0;) hug; (Wi 1)ii,  CikUek pre);8(k; ) 2 K: (8.34)

Au vu de la forme de l'opérateurV  (dé nie en (6.17)), on montrerait de la méme maniére
que :

9C, > O,J h.lH ,(W -k 1)2i 0 G, kUH kLg(Rz) ; 8(k, ) 2 K; (835)
9Cs> 0;j hup; (Wi 1)si.) »  Cskupkizey;  8(ki )2 K; (8.36)
9C, > O,J h.lM ,(W -k 1)4i o 2 Cs kUM kLg(RE) ; 8(k, ) 2 K: (837)
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On déduit alors de (8.34), (8.35), (8.36), et (8.37) I'estimation (8.33) recherchée.
Prouvons (8.34). En utilisant le fait que le coe cient€’, dé ni en (8.30) est borné (enk; ))
sur K, on obtient qu'il existe une constanteC > 0 telle que :

D E
hug; (W 1)1i.,  C Ug;(CY% ) By ()€" ., 0 8k )2k

En majorant le terme (C% )" B x (X)€% de part et d'autre de linterfacex = 0, il vient (en

utilisant le fait que . est imaginaire pur et %, strictement positif) qu'il existe une constante
C strictement positive telle que

() 1* sh(
ch( o x) SN o ax< o8k ) 2 K

0 K

(C%) By (e =

e X 1, 8x>0; 8Kk )2K:

(notons ici que comme le terme ., s'annule sur la coupure spectrale = k:(p "0 o), hous
avons regroupé le termesh( ., x)j= ., pour le majorer parjxj). Il vient alors nalement que

z
hue; (Wi )i, € Jue(xy)] (1+ xj)dxdy; 8(k; ) 2 K;

soit avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz (puisque posr> 2, la fonction x 7! 1 + jxj est dans
L2(R?)) :
hug ; (W ;i 1)1i--0 C kug kLg(Rz) , 8(k; )2 K:

Lemme 8.6.4 Soit K un compact deO. et U 2 H 4 alors il existe une constanteCx > 0 et un
réel 0 < 1=2 (indépendants deU) tels que :

D E -

UiWwo, Wior, Cc * KUk, 8k )et(k 92K

ou le poidss danskk, verie s> 2+

Preuve. SoientU = (Ug;Up;Up;Uy ), 0< 1=2ets> 2+ . Tout comme dans le lemme
précédent, nous allons encore nous contenter de prouver que
D E 0 =2 0
Ug; (W o1 Wik 1)1 . Ck Kug kLg(RZ); 8(k; )et(k; )2K:

On aurait (au vu de la forme de l'opérateudV . ) les mémes estimations (avec le méme exposant
) sur les autres composantes du produit cartésien.
Remarquons tout d'abord que

D E D

E
Ug; (W o0 Wik 1)1 v e+0;k € Ue;(C% ) B ()e" “ (8.38)

D E
+ € Ug; (CTo)"B o () (C%) By () €
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Pour traiter le premier terme de cette majoration, il su t d'utiliser le fait que la fonction €',
(dé nie en (8.30)) est hdlderienne sur le compacK , il vient alors avec le lemme précédent :

D E o

€, €% U (C%) By ()€ . C Kugk s(gey 5 8(k; ) et (k; Y2 K: (8.39)

Pour le deuxiéme terme, notons d'abord que+o_k est bornée suiK . Puis remarquons que pour
x < 0, '

j C+0;k)>B 0 (X)  (C%) By (x) €Yj ch( o, X) ch( y x)
(0 +0;k sh( O;kX) L) T sh(x

1 i
0 o 0 K

Ainsi en e ectuant les majorations suivantes (ouC est une constante strictement positive ne
dépendant que du compacK) :

0 1 +
+ . sh( o,X . 1+ sh( . =
iX] ( )1 O ( 0. ) ( )1 w sh( 4 )x c ° 2 (X + Xt ):
0 0, X 0 Kk X

et

0 =2

ch( o;kx) ch( wx) C 1X]
(qui sont justi ées par le fait que les fonctionsu 7! sh(u)=u et u 7! ch(u) sont uniformément

holderiennes d'exposant suriRetque , et( +( ) ! %)= o+ sont holdériennes d'exposant
1=2 sur Oy), il vient :

. + > IS iky =2 . . . .1+
j C0) B o) (C%)VBux(x) €9 C ° (xj +jxi+ jxi** ) (8.40)

Pour x > 0, nous avons :

j C)B o) (Cu)YBu(x) €9 e % e x*
c ° TYixi: (8.41)
(caru 7! e Y est uniformément hélderienne d'exposant sur R* et °, est holderienne d'expo-
sant 1=2 sur O.). En exprimant le crochet de dualité sous forme intégrale, il découle I'inégalité :
D . . E
e, Uei (CT0)"B oy() (CH) By () €
z
c C%,)"B oy (X) (C% ) Bx (x) €Yjjue(x;y)j dxdy

On obtient nalement en utilisant (8.40) et (8.41) par inégalité de Cauchy-Schwarz (car pour
s> 2+ ,lafonctionx 71jxj + jxj+ jxj'* estdansL2 (R?)):

D 0

. E =2
€, Ue; (C0 ) B og() (C%)Bu() € .. C KUk p(rey:  (8:42)

On conclut alors d'aprés (8.38) en utilisant les majorations (8.39) et (8.42).
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Remarquons tout d'abord que l'inégalité (8.31) est d'apres la relation (8.29) une conséquence
immédiate du lemme 8.6.3.

Prouvons maintenant la condition de Holder (8.32). Soit; °2 K , avec °> . On peut
alors réécrire avec (8.29), la di érence o(U;V) (U;V) sous la forme

0

o(UsV)  (U;V)= 140 )+ 1.0 )

0. z D E
ou I.(; )= U;w o, , VW o, hU;w, 1i, WV w . 10, dk;
o<jki<” 5o O o H v ”
. £ D E b — E i
et I,(; = U;w o, VW o, X
2( ) P < jkj<P 55 © %K1 oy %K1 oy
Concernantl,(; ), une simple application du lemme 8.6.3 conduit & :
,(; ) C ° kUky, KVky,; 8; "2K ,j °>: (8.43)
D E

Quant & 1;(; °), en ajoutant et en retranchant la quantité U ;w %1y W W . 1, on
peut réécrire cette intégrale sous la forme :
z D E D E
11(; = U:w o.,. VW o, W dk
1( ) 0< jkj< k1o k1 k1 H
Z D E _
UiWik 1 W oy HH\/;W;k; 1l dk:

0< jkj<

En majorant cette derniére expression a l'aide des lemmes 8.6.3 et 8.6.4, il vient nalement que
pour un exposant0 < 1=2 et un poidss > 2 +

0. 0

L(;: ) ¢ UKy, KV, 5 85 2K °> (8.44)

On tire alors des inégalités (8.44) et (8.43) la condition de Holder (8.32) :

0 =2 0

9C >0et0< 122 oU;V) (U;V)j CkUk,, kVk,, 78, 2K

0

(ou C ne dépend ici que du compacK ,). On conclut alors en appliquant les relations de
Plemelj-Sokhotskyi (cf. [66]) qui justi ent I'existence des limites

R(o) = lim R()
(pour la topologie deB(H#; H-)) et donnent leur forme explicite :

D E Z1 VR,
R(o)OU;VH:VPORKO()(O )d

o(U;V); 8U;V 2H 4 (8.45)

ou R( 0)° sont des fonctions hdlderiennes d'exposart 2 sur l'intérieur de K , c'est-a-dire
l'intervalle ] ¢ a; ot al. Enrassemblant les limites (8.45) et (8.28), on obtient alors I'expression
explicite (8.26) des opérateurf( o) .

Nous nous sommes ici contentés de détailler la démonstration du passage a la limite du
terme singulierR( )° danslecasou > et < o<  maiscecin'est pas réducteur.
Les relations (8.31) et (8.32) sur la densité spectrale(U ;V ) se démontreraient en fait de la
méme maniere dans les autres cas et on conclurait de fagon analogue en utilisant les relations de
Plemelj-Sokhotskyi. En e et, la forme des modew .,.; , nous montre qu'on pourrait aisément
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obtenir les estimations des lemmes 8.6.3 et 8.6.4 pour les fonctians,.; (cf. (7.58), (7.59),
(7.60), (7.62), (7.63) et (7.89)) dans les di érentes zones spectral®g, Og, Op et lg. La dé-
monstration de la condition de Hdlder (8.32) s'appuierait également sur le caractére localement

lipschitzien® des fonctionsC* : ;) sur]o;min( o wm)[, o) sur]lmax( e m);1 [,
Prss surR*,  ,i()et °(,3i) surlmin( ¢ m= 2:max( ¢ m= 2)[. Cesfonc-

tions interviennent dans I'écriture de (U;V) sous forme intégrale (dans le cas traité, nous
nous sommes servis de la régularité lipschitzienne locale de l'inverse de la coupure spectrale
=k=""y o0:k=""9 o pour majorer l'intégralel,(; 0)).

Un cas particulier estle casou , 6 et o = . ENneet,si ¢ < il estici
facile de véri er que la fonction ;*() est seulement holderienne d'exposanit=2 (et non pas
lipschitzienne) en ¢, ce qui est ici su sant pour la démonstration (notons que cette perte de
régularité s'explique par le fait que la dérivée de ; s'annule en ¢, cf. gure 6.5). Il en est
de méme pour la fonction L,*()en eSi &> .

Remarque 8.6.5 Nous avons exclu de la démonstration précédente les points. ou les esti-
mations e ectuées sur les modew ..; dans la preuve des lemmes 8.6.3 et 8.6.4 ne seraient
plus valables car® et ., s'annulent au voisinage de ces points, ou du moins il faudrait s'y
prendre autrement. De méme, le case 6 ,, et o= p di ere des cas traités dans la mesure
ou les courbes () présentent une asymptote horizontale d'équation= p en l'in ni (cf.

gures 6.5 et 6.3). Le terme ;( pl(j 1) ' dans (8.23) devient alors singulier au voisinage de
p- Il faudrait donc adapter la démonstration precédente.

Remarque 8.6.6 Notons enn que par manque de temps la démonstration de ce théoreme
n'est pas optimale et mérite d'étre retravaillée au sens ou le poislgjui dé nit I'espace Hy, pris
strictement supérieur a2, pourrait étre a né (on demande ici trop de décroissance a I'in ni).

Il faudrait améliorer les majorations e ectuées dans la démonstration de ce théoréme. Dans
[113], un théoreme d'absorption limite est énoncé dans le cas d'un milieu strati € composé de
diélectriques avec un poids dont I'in mum 1=2 est optimal. Nous pensons qu'on pourrait obtenir
dans notre situation un tel résultat. Ceci fera I'objet de nos recherches dans un futur proche.

8. Les fonctions | et , sont C! strictement monotones et de dérivées non nulles suR* (cf. lemme
6.4.1) donc par le théoréeme d'inversion locale, leurs inverses au sens de la composition, () et 2 () sont
respectivementC! sur JO;min( ; mlg[ et Imax( e; nI);1 [. On démontre de méme a partir du lemme 6.5.1
que ,*()estC! surlmin( ¢; m= 2);max( ¢; m= 2)[.
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Titre : Etude de deux problémes de propagation d'ondes transitoires : 1) Focalisation spatio-temporelle
en acoustique ; 2) Transmission entre un diélectrique et un métamatériau.

Résumé : Cette these comporte deux parties indépendantes. Dans la premiére, a l'aide d'un réseau de
transducteurs, nous cherchons a émettre dans un milieu contenant des obstacles di ractants dont nous
ignorons les positions une onde venant focaliser en espace et en temps au voisinage d'un de ces obstacles.
La solution proposée ici est basée sur la méthode DORT (Décomposition de I'Opérateur de Retournement
Temporel) qui conduit a des propriétés de focalisation spatiale en régime harmonique. Cette derniére
consiste a e ectuer une décompaosition en valeurs singuliéres (SVD) de l'opérateur de di raction qui a une
distribution de signaux envoyés aux transducteurs associe la mesure de l'onde diractée. Dans le cadre du
modéle asymptotique petits obstacles de Foldy-Lax (justi é ici dans le cas bidimensionnel), nous montrons
comment synchroniser les signaux fournis par la méthode DORT en introduisant une SVD particuliere
liée au caractére symétrique de l'opérateur de diraction. Notre méthode est justi ée par des arguments
théoriques et une étude numérique. La seconde partie est dédiée a un probleme de transmission entre un
diélectrique et un métamatériau. La question qui est posée ici consiste a étudier la validité du principe
d'amplitude limite (PAL) dans un tel milieu. Ce principe dé nit le régime périodique établi comme le com-
portement asymptotique en temps long d'un systéme soumis a une excitation périodique. Nous proposons
ici une réponse dans le cas d'un dioptre plan entre un diélectrique et un métamatériau particulier (modéle
de Drude). Dans un tel cadre, les équations de Maxwell sont reformulées en une équation de Schrodinger
dont nous réalisons l'analyse spectrale compléte. Notre étude permet de voir que le PAL est véri é sauf
a une fréquence particuliére, appelée fréquence plasmon, pour laquelle les rapports des valeurs prises par
la permittivité et par la perméabilité de part et d'autre l'interface sont égaux a 1. Cette fréquence
correspond a une résonance du systeme et la réponse a une telle excitation croit linéairement en temps.

Mots-clés : Focalisation spatio-temporelle, retournement temporel, méthode DORT, modéle asympto-
tique de Foldy-Lax, équations de Maxwell, métamatériaux, théorie spectrale, principe d'amplitude limite.

Title: Analysis of two wave propagation phenomena : 1) Space time focusing in acoustics ; 2) Transmission
between a dielectric and a metamaterial.

Abstract: This thesis consists of two independent parts. In the rst one, we consider a reference medium,
containing some scatterers whose positions are unknown. Using an array of transducers, our goal is to
generate an acoustic wave that would focus in space and in time near one of these scatterers. The tech-
nique proposed here is based on DORT method (French acronym for Decomposition of the Time Reversal
Operator) which leads to space focusing properties in the frequency domain. It consists in a singular value
decomposition (SVD) of the scattering operator, that is, the operator which maps the input signals sent
to the transducers to the measure of the scattered wave. In the context of the Foldy Lax approximation
(which is justi ed here in 2D), by introducing a particular SVD related to the symmetry of the scattering
operator, we show how to synchronize the time-harmonic signals derived from the DORT method to achieve
space time focusing. Theoretical properties and a numerical study justify our approach. The second part
is devoted to a transmission problem between a dielectric and a metamaterial. The question we consider
is the following : does the limiting amplitude principle hold in such a medium? This principle de nes the
stationary regime as the large time asymptotic behavior of a system subject to a periodic excitation. An
answer is proposed here in the case of a two-layered medium composed of a dielectric and a patrticular
metamaterial (Drude model). In this context, we reformulate the time-dependent Maxwell's equations as a
Schrodinger equation and perform its complete spectral analysis. As an application of this study, we show
nally that the limiting amplitude principle holds except for a particular fequency, called the plasmonic
frequency, characterised by a ratio of permittivities and permeabilities equal to 1 across the interface.
This frequency is a resonance of the system and the response to this excitation blows up linearly in time.

Keywords: Space time focusing, time reversal, DORT method, Foldy Lax asymptotic model, Maxwell's
equations, metamaterials, spectral theory, limiting amplitude principle.
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