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Croissance électrochimique : un modéle de gaz
sur réseaux

Résumé

Le premier sujet d’étude de cette these est 'application des méthodes de
dynamique de gaz sur réseau en champ moyen a 1’électrochimie, en particulier
a I'électrodéposition (croissance d’une électrode par réduction d’un cation sur
I'interface), theme de recherche expérimental et théorique développé au labo-
ratoire par J.-N. Chazalviel, M. Rosso et V. Fleury [1] depuis le début des
années 90.

Le présent modele, issu de la physique statistique, utilise des équations
cinétiques microscopiques en champ moyen [2]. Il a déja été appliqué a diffé-
rents systemes physiques : une espece a interaction répulsive (superconducteurs
ioniques, intercalation [3]), une espece a interaction attractive (croissance den-
dritique) et deux espeéces en interaction globalement attractive (décomposition
spinodale), ces deux derniers systemes ayant fait 'objet de la thése de Mathis
Plapp [4].

Les systemes électrochimiques que nous étudions comportent cing espéces :
métal, électrolyte binaire, solvant et espece électronique. En établissant, a par-
tir de considérations microscopiques, des équations cinétiques électrochimiques
de champ moyen, nous cherchons a modéliser la croissance de structures ar-
borescentes sur la cathode, en incluant les effets d’anisotropie cristalline et les
différents parametres tels que mobilité, potentiel appliqué et taux de transfert
électronique. Les nouvelles difficultés de cette étude sont :

1. d’écrire les équations cinétiques pour une espece chargée, donc sensible
a un champ électrostatique,

2. de calculer le potentiel électrostatique en tout point de la solution, par
résolution de I’équation de Poisson. Ce probleme électrostatique est non
seulement a contour irrégulier, mais de surcroit avec une interface diffuse
(cf. point suivant). Pour écrire 1’équation de Poisson d'un tel systeme,
il est nécessaire de donner une signification physique précise a la notion
d’interface continue (dans le cas électrochimique),

3. de considérer une interface métal/électrolyte diffuse (la concentration

métallique de la cathode passe continuement de 1 & 0) avec un transfert
électronique a cette interface. L’interface étant épaisse, les phénomenes



interfaciaux ont lieu dans un domaine d’interface qui n’est plus une ligne,
mais une bande. On doit donc transposer I’écriture des phénomenes in-
terfaciaux pour une interface abrupte a une interface épaisse.

Pour les difficultés précédemment exposées, il y a parfois plusieurs concep-
tions possibles, et seul le comportement du systeme lors d'une étude numérique
comparée a l'expérience permet, a notre avis, de savoir laquelle est la plus in-
téressante.

En partant d’une situation d’équilibre thermodynamique du systeme, nous
commengons par étudier des systémes unidimensionnels simplifiés (capacité
d’une interface idéalement polarisable, équilibre d’'un métal plongé dans une
solution, croissance électrochimique dans les conditions du modele continu de
Chazalviel [5]) pour valider le modele numériquement, puis montrons la possi-
bilité d’obtenir des croissances arborescentes bidimensionnelles, telles que celles
obtenues expérimentalement au laboratoire par M. Rosso et V. Fleury [6].

Mots-clés

Croissance dendritique, transfert électronique, gaz sur réseaux, champ
moyen

Notations

Le systeme électrochimique étudié est bidimensionnel de taille NV, x N,
constitué d'un cation métallique M+, de sa forme réduite M° et d’un anion
A~ a priori non électroactif, dont le role est d’assurer I’électroneutralité de la
solution, d'un solvant neutre S et de lacunes v (vacancies).

Les phénomenes introduits a 1’échelle microscopique dans le modele sont
les suivants : interaction interparticulaire, diffusion-migration par saut activé
dans un champ électrostatique et transfert électronique entre M et M™.

1. Indices/exposants :

— exposant +, 0, —, s ou v pour respectivement le cation métallique M,
sa forme réduite M°, I’'anion A~ le solvant S et une lacune;

— indice C/A pour cathode/anode et S pour solvant, utilisé pour dé-
signer les valeurs uniformes, en dehors des zones interfaciales. Ainsi,
par exemple la différence de potentiel appliquée entre les électrodes est
Ve — V4 et la concentration en cations dans la solution est p§ ;
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— un indice de position (site), qui sera un vecteur noté k.

2. Parametres :

— interaction physique & courte portée entre (o, 3) € {s,0,+,—,v} X
{s,0,v} notée e’ (Van der Waals, ion-dipole, métal-métal) ; les inter-
actions ion-ion sont incorporées dans le potentiel électrostatique. Par
convention, pour une énergie attractive e’ > 0?;

— température kT = 1/0;

— unité de charge positive e, permittivité du solvant e, énergie de Fermi
Er et densité d’état D (Er) au niveau de Fermi;

— préfacteur constant dans la fréquence de saut de lespece a €
{5,0,4+,—, e} 1 wq;

— fréquence de transfert électronique w*;

— pas du réseau a, nombre de voisins z; on considére qu’il est unitaire
ce qui nous autorise a l’omettre dans certaines relations ;

— volume v : égal nombre de sites N, x N, x a? notation a ne pas
confondre avec le potentiel électrostatique (pour lequel on emploie la
majuscule).

3. Notations mathématiques :

— les vecteurs sont notés en gras : a est le vecteur qui joint deux sites
voisins ;

— >, désigne la somme sur les plus proches voisins;

— D, est opérateur de différentiation discrete : Dafx = fura — fx;

— A, est le Laplacien discret : Ay =), Dy

— note shc la fonction : x — (exp (z) — exp (—x)) /x.

On s’autorise a omettre les exposants ou indices lorsqu’ils n’interviennent

pas dans le calcul.

4. Champs fondamentaux (définis en tout site k) :

— n{ nombre d’occupation de l'espece « : pour a € {s,0,+,—}, ny €
{0,1} et ng est un entier relatif (c’est un nombre d’occupation d’exces
en électrons libres dans un métal) ;

— pi concentration de 'espece « (issue de n{ par application de I'hypo-
these de champ moyen) ;

— Vk potentiel électrostatique créé par les autres charges du systeme
autres que la charge en k;

2Donc ’Hamiltonien s’écrit avec un signe moins en facteur
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— Vi est le potentiel électrostatique créé en k par toutes les charges du
systeme y compris celle en k.

5. Autres champs définis en chaque site k et grandeurs définies sur des liens

{k,k+a}:

— py potentiel électrochimique de l'espece o ;

— Mg\, mobilité de I'espece « sur le lien {k,k + a};

— B} : énergie d’interaction d'une particule de I'espece o en k avec son
entourage ;

— N : nombre total de particules de 'espece a dans le systeme ;

— ®y : potentiel d’électrode.
Les grandeurs physiques modifiées par la présence d'un champ élec-
trique dites grandeurs électrochimiques, seront surmontées d’'un tilde :

— fix potentiel électrochimique de 'espece a;

— mobilité électrochimique My o de 'espece a sur le lien {k,k + a}.

6. grandeurs thermodynamiques d’ensemble :

— F, F : énergie libre et énergie libre électrochimique ;
— Q : grand potentiel.

7. Choix général : on pose a = 1 ce qui fixe I'unité de distance, cette gran-
deur généralement omise dans les expressions théoriques. Donc, pour
toute vérification des dimensions, il faut réintégrer les a manquants.
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Croissance laplacienne d’aiguilles paralléles

Résumé

Le deuxieme sujet, lié au premier, est une approche analytique de la DLA
(diffusion limitée par 'agrégation) dans un modele plus limité de croissance
d’aiguilles. De telles croissances d’aiguilles ont été observées en électrodéposi-
tion dans notre laboratoire par V. Fleury. Nous utilisons la méthode classique
de transformation conforme proposée par Schraiman et Bensimon en 1984 [1],
pour une croissance continue d’aiguilles. Le point nouveau ici est de modifier
le modele, en supposant que la croissance est discréte et probabiliste : qu’a
chaque itération, une particule de taille finie a une certaine probabilité de se
fixer sur chacune des aiguilles. Ces hypotheses de croissance discrete et proba-
biliste sont d’une part plus pres de la réalité physique de la DLA (particules de
taille finie) et rendent possible une étude de la compétition des aiguilles. Ceci
permet d’obtenir une équation discrete de Fokker-Planck sur la probabilité de
trouver au temps ¢ une distribution donnée des longueurs d’aiguilles.

Nous considérons ici deux cas spécifiques : (i) le cas simplifié de deux ai-
guilles pour lequel nous trouvons I’'équation exacte de Fokker-Planck et ses solu-
tions, quelles que soient la distance et la différence de longueur des aiguilles [2],
et (i) le cas de n aiguilles équidistantes dans I'approximation linéaire. L’équa-
tion de Fokker-Planck correspondante présente une instabilité laplacienne qui
favorise un doublement de période. En estimant alors ce temps d’écrantage,
et en supposant un scénario de croissance hiérarchique, avec doublements de
période successifs, on retrouve analytiquement la distribution d’aiguilles en
fonction de la hauteur [3], prévue numériquement par des études antérieures
[4]

Mots-clés

DLA, tranformation conforme, loi d’échelle, Fokker-Planck

Notations

1. Description de I'état du systeme :

— n : nombre d’aiguilles ;



XVi

0L : taille de la particule qui s’attache a I'extrémité de 'une des ai-
guilles a chaque pas de temps;;

0t : pas de temps;

L = (€;)g<icn_q : un état du systeme défini par le vecteur des n lon-

gueurs des aiguilles, <€~Z> la description de cet état dans ’espace
0<i<n—1
de Fourier ;

—
0L : variation de longueur des aiguilles en une itération ;

— (O‘i)ogign—l . oy est la distance entre deux aiguilles successives

{i — 1,1}, la somme de toutes les distances étant 27 ;

= (0j)g<;j<n_, angles paramétrant les longueurs des aiguilles;

(#5)o <j<n_1 angles paramétrant les extrémités des aiguilles ;

— D <f>> : probabilité individuelle de croissance de 1’aiguille ¢ lorsque le

_)
systeme est dans ’état L. La somme des probabilités individuelles est
1 ; ﬁ S K ’ . \ /7 ﬁ
P(L,t) : probabilité d’avoir au temps ¢t un systeme dans I’état L.

2. Conventions d’écriture :

matrice en gras : C;

vecteur surmonté d’une fleche : @ ;

produit matriciel : C. @ ;

les grandeurs plongées dans I'espace de Fourier sont surmontées d'un
tilde : C;

les grandeurs projetées dans l'espace de dimension n — 1 sont notées
avec un indice r (réduit) : C, ;

C! est la transposée de C.
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Premiere partie

Croissance électrochimique : un
modéle de gaz sur réseau






Chapitre 1

Infroduction

Les phénomenes électrochimiques sont omniprésents dans la nature, dans
les réactions biochimiques comme celle intervenant dans le stress oxydatif,
et détectée par ultramicroélectrode, mais également dans les activités indus-
trielles, des procédés de métallisation pour fabriquer des miroirs au stockage
d’énergie électrique avec les batteries. Dans ces derniers systemes électrochi-
miques, on peut, dans certains cas, voir croitre des arborescences métalliques
par réaction électrochimique (électrodéposition). Ces derniéres, menacant par
exemple de relier les deux électrodes d'une batterie, sont alors considérées
comme un fléau.

Vers 1660, un jésuite nommé Athanase Kircher|[1] décrit pour la premiere
fois, dans un livre intitulé Mundus Subterraneus, une expérience déja connue a
I’époque, de croissance de dendrites électrochimiques obtenues avec une goutte
de mercure et une solution d’argent, appelées arbres de Diane.

Ces arbres métallurgiques ou électrochimiques, longtemps considérés
comme des curiosités de savants ou des limitations industrielles, suscitent de-
puis une vingtaine d’années un grand intérét, s’inscrivant a la croisée de nou-
veaux themes de recherche tels que la physique du désordre, les phénomenes
hors d’équilibre et les objets fractals. Un exemple emblématique de ce mou-
vement est le modele de I'agrégation limitée par la diffusion (DLA) [2] : nous
reportons le lecteur a la seconde partie de cette these, portant sur ce sujet.

La croissance électrochimique peut, sous certaines conditions expérimen-
tales, conduire a la formation d’arbres branchés, comme dans la DLA. La
figure 1.1 montre un exemple d’une telle structure fractale. Mais alors que la
DLA et ses divers modeles dérivés [3] produisent des structures ressemblant

3



4 Chapitre 1. Infroduction

F1G. 1.1 — croissance arborescente d'une cathode de cuivre, plongée dans une
solution de sulfate de cuivre (avec la permission de V. Fleury). On voit une
partie de la cellule quasi-bidimensionnelle, de taille 3 x 2mm?. Les phénomenes
impliqués dans cette expérience sont détaillés a la figure 1.2

aux images expérimentales, ils ne tiennent pas compte de phénomenes dont
I'importance est connue, tels que les effets électriques (double couche, élec-
trocapillarité, électroconvection), de surface (diffusion de surface, nature de
la cinétique du transfert électronique), ainsi que influence des interactions
interparticulaires (effets d’anisotropie cristalline, adsorption).

Notre objectif est de construire un modele microscopique de type gaz sur
réseau en champ moyen, issu de la physique statistique, permettant de simuler
qualitativement en deux dimensions (ou plus), des croissances électrochimiques
arborescentes, comme celles observées expérimentalement dans [4], [5], [6] et
[7].

Le formalisme utilisé est celui des équations cinétiques de champ moyen
(noté MFKE pour mean-field kinetic equations, voir [8], [9] et[10]), déja uti-
lisé pour étudier de nombreux phénomenes de transport et de croissance dans
les métaux, en particulier la croissance dendritique [11] , la décomposition
spinodale [12] , mais que nous devons étendre au cas électrochimique (alors
noté EMFKE pour electrochemical mean-field kinetic equation). D’autres for-
malismes existent [13], mais nous avons décidé de pousuivre sur la voie des



Cu*t +2¢ — Cu° Cu® = Cu*t + 2
Cru2+

cathode C solution S anode A

Fi1G. 1.2 — schéma des phénomenes en présence dans l'expérience présentée
a la figure 1.1 : un générateur force le passage de courant (e¢~) dans la cel-
lule. En conséquence, on observe a la cathode (C), une réduction des cations
Cu?* en Cu®, d’out croissance de cette électrode, et & 'anode (A) la réaction
électrochimique inverse, d’ou la dissolution de 'anode. Associé a ces deux ré-
actions électrochimiques, on observe au sein de la solution (S) un transport
des ions Cu?* et SO3~ (ce dernier est supposé non électroactif). Sous certaines
conditions, la croissance de la cathode peut étre arborescente.
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travaux précédents. La présence de particules chargées implique de résoudre,
en plus des équations cinétiques pour le transport des especes, une équation
de Poisson pour obtenir le potentiel électrique local. Les potentiels chimiques
présents dans les MFKE sont maintenant remplacés par des potentiels électro-
chimiques. Il est alors possible de relier un modele microscopique de gaz sur
réseaux avec des équations macroscopiques phénoménologiques [14, 15].

Pour établir le modele complet, on discutera les points délicats suivants :

1. comment écrire une MFKE dans le cas ou les particules sont plongées
dans un potentiel électrique;

2. comment résoudre le probleme de Poisson, pour un systeme avec une
frontiere irréguliere, et de plus une interface continue;

3. faut-il introduire une espece électronique et comment la modéliser ?

4. comment décrire le transfert électronique ?

Enfin, il n’existe pas, a notre connaissance, d’étude théorique complete!
d'une cellule électrochimique avec un modele microscopique, on peut néan-
moins citer () l'approche intéressante de Marshall et Mocskos [17], qui est
une croissance DLA en présence d’un électrolyte, traité mascroscopiquement
en tenant compte de I'électroconvection, dont la présence dans ces systemes a
été déouverte par V. Fleury [18]-[19] (éi) le modele macroscopique de champ
moyen, proposé récemment par Argoul et al. [20]. Ce dernier modele considere
trois champs : concentration électrolytique, concentration de dépot métallique
et potentiel électrique —, et des équations de transport réduites a un terme de
diffusion (pour I’électrolyte seulement) et un terme de transfert : les croissances
obtenues sont & faible concentration (de l'ordre de la concentration électroly-
tique). Ce résultat est une moyenne a 1’échelle macroscopique d’une croissance
compacte a ’échelle mésoscopique. En revanche, dans notre modele microsco-
pique, un tel résultat ne serait pas admissible, car notre moyenne porte sur
quelques sites donc dans les parties métalliques de la zone arborescente, la
concentration métallique est proche de 1, et dans la partie électrolytique, cette
concentration est proche de 0.

Par ailleurs, les gaz sur réseaux ont déja été utilisés en électrochimie, pour
étudier des phénomenes situés sur 'interface d’une électrode, comme ’adsorp-

'Nous entendons par complet, un modeéle prenant en compte tous les phénomenes présents
a I’échelle microscopique, méme si leur modélisation est tres simplifiée.



tion ou l'underpotential deposition[21] et pour I’étude du transport ionique a
travers une interface liquide-liquide [22],[23],[24].

Dans une premiere partie, nous commencgons par présenter le modele dans
son ensemble puis reprenons, dans une deuxieme partie, chaque élément consti-
tutif du modele, ses limites (continue, grande dilution, etc.) ainsi que les al-
ternatives que nous avons pu envisager avant de les écarter. Nous vérifions
alors, dans une troisieme partie, que ce modele, dans le cas unidimensionnel,
se comporte bien dans un certain nombre de situations électrochimiques bien
connues — 'interface idéalement polarisable, 'interface parfaitement réversible,
la croissance unidimensionnelle dans les conditions du modele de Chazalviel —
puis étudions comment, dans une certaine limite, on peut déstabiliser I'inter-
face et obtenir des croissances arborescentes.
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2.1

Chapitre 2
Le modele EMFKE

Electrochimie : rappels préliminaires

Schmickler [1] propose la définition suivante de ’électrochimie interfaciale :

L électrochimie est l’étude des structures et des phénomenes aux
interfaces entre un milieu conducteur pour les électrons (1’électrode)
et un milieu conducteur pour les ions (I’électrolyte), ou a l'interface
entre deux électrolytes.

Nous nous intéressons plus  particulierement a  linterface
électrode/électrolyte (cf. figure 2.1), avec du coté de 1'électrode une es-
pece métallique et une espece électronique, et du coté de l'électrolyte, un
solvant, des cations et des anions.

L’électrochimie possede une longue tradition expérimentale, dont 1’élec-
trochimie d’aujourd’hui hérite un vocabulaire riche : nous rappellerons donc
pour commencer, et pour une lecture plus aisée de la suite, certains termes et
concepts.

Un premier aspect essentiel est la présence especes chargées, donc d’un
probleme électrostatique. Ces especes sont soit électroniques et localisées dans
I’électrode, soit ioniques et localisées dans 1’électrolyte. Si I'on suppose que le
potentiel électrique est uniforme loin de l'interface dans chacune des phases (ce
qui est obtenu a I’équilibre), alors la charge totale présente dans 'interface est
nulle. Si les charges ioniques et électroniques ne sont pas nulles individuelle-
ment, ces charges étant séparées spatialement, il apparait un dipole électrique
a l'interface, auquel est associé une chute de potentiel, ou encore un champ

11
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électrons

Métal Solution

Fic. 2.1 — Représentation schématique de la structure d’une interface
électrode/métal. Les multiples phénomenes en présence sont : le transport des
particules (diffusion, migration, convection), le transfert électronique a l'inter-
face électrode/électrolyte, la solvatation et I'adsorption (tous deux dépendant
directement de la comparaison des interactions interparticulaires et de la tem-
pérature).
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électrique de surface. Ce champ, lorsqu’il est intense, fragilise les édifices qui
sont au voisinage de l'interface, du coté de I’électrolyte, ce qui permet le trans-
fert électronique, de cet édifice vers 1'électrode (oxydation) ou de 'électrode
vers cet édifice (réduction).

Cette chute de potentiel a l'interface, qui pilote directement la transfert
électronique, est appelée potentiel d’électrode.

Remarque

Le choiz du point dans [’électrolyte pour la définition du potentiel d’électrode
est une question a laquelle la communauté électrochimiste apporte différentes
réponses. Du point de vue d’un expérimentateur, il s’agira d’un point éloigné
d’une distance macroscopique de l'interface, et du point de vue d’un théoricien,
il pourra s’agir d’un point ou l’effet image de la charge est négligeable, ce qui
correspond a une distance mésoscopique, ou encore, du point de vue des modéles
de Butler-Volmer ou de Marcus, au point dans la solution ot le transfert a lieu,
c’est-a-dire a une distance microscopique de [’électrode. Nous considérons dans
notre modele cette derniere définition. Une petite discussion des différentes
définitions microscopiques possibles du potentiel d’électrode est présentée a la
fin de la section 3.5.1 page 62

On trouve également ([1] p. 123) une définition thermodynamique du po-
tentiel d’électrode, par rapport a une électrode de référence, mais il est alors
possible de relier cette définition a la définition microscopique, les autres termes
étant le potentiel chimique de I’espece électronique et des contributions asso-
ciées uniquement a 1'électrode de référence[2]'.

A T'équilibre du transfert, le potentiel d’électrode a une certaine valeur ¢.,.
Pour une valeur ¢ différente, donc pour la surtension 1 = ¢ — ¢, un courant de
transfert électronique apparait a I'interface électrode/électrolyte. La cinétique
de ce transfert a été formulée avec un modele de complexe activé par Butler [3]
et Volmer [4] : le courant électronique obtenu dépend linéairement des concen-
trations en les especes oxydée (pour le courant de réduction) et réduite (pour
le courant d’oxydation), et exponentiellement en la surtension (voir section
3.5.2, page 64). Les parametres importants de cette formulation du courant

Lorsqu’on étudie le transfert a cette électrode en fonction du potentiel d’électrode, en
faisant varier la différence de potentiels entre ces deux électrodes, les contributions liées
a électrode de référence ne doivent étre affectées par le passage d’'un courant électrique
dans la cellule, d’ou I'intérét d’'un montage e trois électrodes, avec une électrode de travail
supplémentaire, qui collecte le courant.
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de transfert électronique, appelée loi de Butler-Volmer, étant les coefficients
de transfert aoy, et ay..q (préfacteurs adimensionnés présents dans les exponen-
tielles), et la densité de courant jo qui fixe la valeur des courants d’oxydation
et de réduction qui se compensent a 1’équilibre du transfert 2. Aux petites sur-
tensions, un développement limité des exponentielles permet de trouver une
relation linéaire entre le courant électronique et la surtension; en revanche,
aux grandes surtensions, I'un des deux courants est négligeable devant 'autre
et la relation courant électronique devient une simple exponentielle : ainsi, en
coordonnées semi-logarithmique, on obtient une relation linéaire appelée [oi
de Tafel. Une expérience dans ces conditions de surtension permet d’accéder
alors a la mesure des parametres a,,, Q,.q €t jo de la loi de Butler-Volmer.
Lorsque I’équilibre du transfert est réalisé, la thermodynamique permet d’ob-
tenir une relation entre le potentiel d’électrode et les activités des especes non-
électroniques impliquées dans le transfert : cette relation est appelée relation
de Nernst.

La séparation spatiale des différents types de charges autour de l'interface
électrode/électrolyte provoque 'apparition d’'une double couche : & I'opposé,
au sein de I'électrolyte ou les charges ne sont pas séparées, on obtient une
électroneutralité locale. La double couche est constituée de deux couches pa-
ralleles de charges électriques, I'une dans le métal (partie électronique de la
double couche) et 'autre dans la solution, a proximité de I’électrode (partie io-
nique, parfois appelée atmosphére ionique). La premiere modélisation de cette
double couche a été formulée par Helmholtz [5], en considérant la partie io-
nique comme une couche d’ions immobilisés contre I’électrode. Plus tard, Gouy
[6] et Chapman [7] remarquent que les ions, soumis a agitation moléculaire ne
peuvent rester immobiles, et mais une forment une couche diffuse. Finalement,
Stern [8] suggere que la réalité est une combinaison des deux modeles : au voi-
sinage immédiat de I’électrode, des ions presque immobiles forment la couche
de Helmhotz, puis une partie diffuse, appelée couche de Gouy-Chapman, finit
de neutraliser la charge de la couche électronique.

La partie électronique de cette double couche peut étre modélisée par un
modele simplifié de gaz de Fermi, comme nous le proposons dans la section
3.4, mais il existe un modele quantique plus fin, appelé modéle de Jellium,
brievement présenté a la section 3.4.3. Ce modele permet d’étudier les effets
électroniques sur le transfert électronique et sur la double couche (cf. [9], ar-

2Cf. équation 3.58 page 68, et la section 3.5.2
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ticle de revue) : ce niveau de détail est exclu de notre étude, pour limiter sa
complexité.

Cette double couche peut étre caractérisée par une capacitée différentielle,
qui est l'inverse de la dérivée partielle de la chute de potentielle associée a la
double couche, par rapport a la charge (a composition chimique constante).
Nous venons de voir que la double couche pouvait étre séparée spatialement
en trois zones (couche électronique, couche de Helmholtz et couche de Gouy) :
il est alors possible de décomposer la chute de potentiel de I’ensemble de la
double couche en trois chutes de potentiel, donc de décomposer la capacité
différentielle en trois contributions, chacune étant associée a 1'une des zones
(cf section 4.2.1 et équation 4.21).

Cette capacité de double couche peut également étre obtenue par une étude
thermodynamique de l'interface électrode/électrolyte. On obtient, sous forme
différentielle, une relation entre la tension de surface, le potentiel d’électrode
et les potentiels chimiques des ions, appelée équation de Lippmann. La mesure
de la tension de surface permet d’obtenir expérimentalement [10] la capacité
différentielle (& composition chimique constante) et les concentrations de sur-
face (& potentiel d’électrode constant), c’est-a-dire quantifier ’adsorption des
especes ioniques sur 1’électrode.

Sous certaines conditions (de polarisation de ’électrode), la charge élec-
tronique peut étre nulle : le potentiel d’électrode est alors appelé potentiel de
charge nulle (PZC). Ce potentiel a un intérét théorique important, car est 1ié
au travail de sortie d’un métal [11].

L’électrochimie interfaciale théorique a connue d’important progres depuis
les travaux de Marcus [12][13] et notamment a 1’échelle microscopique, mais
que notre modele n’a pas 'ambition d’utiliser, ce dernier ne considérant que
des formulations tres simplifiées des phénomeénes microscopiques. En revanche,
notre étude s’inscrit dans I’électrochimie des interfaces irrégulieres, s’intéres-
sant par exemple a la transposition des lois de 1’électrochimie a des électrodes
fractales ([14], [15], [16]), et dans la physique des modeles de croissance : nous
conseillons au lecteur 'ouvrage de Barabasi [17] et larticle de revue [18] por-
tant sur la caractérisation expérimentale de telles croissances en électrochimie.
Une étape tres importante de notre type de modele est 'hypothese de champ
moyen : ce choix, qui nous différencie des approches de type Monte-Carlo,
permet une étude analytique plus poussée, notamment pour obtenir une ex-
pression a 1’échelle macroscopique de certaines lois ou coefficients physiques et
une interprétation thermodynamique beaucoup plus transparente.
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Par I’association de deux interfaces électrode/électrolyte, I’électrolyte étant
au centre, nous construisons une cellule électrochimique, telle que celle utili-
sée dans 'expérience de la figure 1.1. Celle-ci présente, en comparaison avec
d’autres cellules électrochimiques plus connues, telles que celles utilisées pour
une expérience de conversion d’énergie chimique en énergie électrique (batte-
rie) ou une expérience de voltampérométrie (étude de mécanismes), un certain
nombre de simplifications dans cette étude préliminaire : (7) les électrodes sont
constituées du méme élément chimique, (i7) 1’électrolyte ne contient qu’un élec-
trolyte, avec un cation électroactif et aucun électrolyte support (électrolyte plus
concentré et non-électroactif, permettant de supprimer la migration) et (7ii)
la réaction de transfert électronique est, suivant le sens considéré, une dépo-
sition ou une dissolution, donc le cation électroactif est de méme composition
chimique que les deux électrodes.

Pour obtenir un régime de croissance par déposition (par réduction du ca-
tion électroactif) a la cathode, et de dissolution de l’anode (par ozydation de
particules métalliques de 1’anode), on doit dissymétriser le systeme en impo-
sant, soit une différence de potentiel entre les deux électrodes, soit un cou-
rant électrique & travers la cellule. Dans chaque cas, la grandeur imposée (par
exemple le courant) est généralement constante, I'autre grandeur (dans ce cas
la différence de potentiel) variant alors au cours du régime transitoire, pour
s’établir a une valeur constante si l’on atteint un régime stationnaire (en cas
de croissance arborescente, on n’atteint pas de régime stationnaire).

Infroduction au modele EMFKE

Pour modéliser une croissance électrochimique telle que celle présentée a la
figure 1.1, on considere une cellule électrochimique composée d’un électrolyte
binaire : un cation M électroactif et un anion A~ non électroactif, dans un sol-
vant neutre, I’ensemble formant la solution, celle-ci a son tour entourée de deux
électrodes métalliques, de méme composition chimique, qui est la forme réduite
du cation précédemment considéré, et noté M. Enfin, des lacunes permettent
le transport des différentes especes. Ces choix correspondent a la situation des
expériences de croissance de Vincent Fleury [19]. Une situation plus classique
comprend un électrolyte support, qui permet de limiter la migration au sein
de la solution, et des électrodes de métaux différents. Ici, ’anode fournit par
dissolution des cations qui, transportés a travers la solution, sont réduits a la
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cathode, ce qui la fait croitre.

Pour prendre en compte la structure cristalline des électrodes, nous les mo-
délisons par un réseau, dont les sites sont occupés par des atomes métalliques.
Pour des raisons de simplicité, ce méme réseau est utilisé pour la solution,
dont les sites sont occupés par des particules de solvant, cationique ou anio-
nique. Le réseau permet d’observer les conséquences de ’anisotropie cristal-
line (transition rugueuse, orientation des branches dans les dendrites, etc.), en
conséquence ’emploi du méme réseau pour la solution peut étre critiqué. En
réalité, la faible densité des ions rend l'influence du maillage et de I'anisotropie
négligeable.

Nous considérons donc un réseau carré (le plus simple & programmer, mais
le choix dépend de la structure cristalline du métal) bidimensionnel de pas a
(figure 2.2). Les cations M ' peuvent étre réduits en atomes métalliques M et
les anions A~ sont supposés étre non-électroactifs, mais leur présence assure
I’électroneutralité de la solution a I’équilibre. Le solvant S est neutre, mais peut
interagir par des interactions de courte portée avec les autres especes (effets
de la solvatation). Nous supposons l'exclusion stérique entre les différentes
especes : un site ne peut étre occupé que par une espece a la fois ou étre vide.

Le processus de diffusion d’une particule est un saut activé de celle-ci depuis
son site vers un site lacunaire voisin, noté v (vacancy) : ainsi, la quantité de
lacunes joue de maniere fondamentale sur le transport des especes. A la place
du saut, on aurait pu choisir un échange entre especes voisines, mais ceci rend
la construction du modele plus compliquée, est moins réaliste dans les régions
solides et ne change pas grand chose dans I’électrolyte.

Pour modéliser les interactions (attractives) a courte portée, de type Van
der Waals (ot 'on néglige la queue de l'interaction en 1/r5 nous introduisons
une interaction entre plus proches voisins — entre les especes «a et (3 elle sera
notée ¥ (voir les notations page x). Pour les interactions & longue portée, de
type coulombienne, entre une particule donnée et toutes les autres particules
chargées, nous introduisons une nouvelle grandeur, le potentiel électrostatique
au site de cette particule, qui par définition est, a coefficient multiplicatif pres
(la charge électrique de cette particule), la somme de toutes les énergies d’inter-
actions coulombienne entre cette particule et les autres particues chargées : le
potentiel électrostatique permet donc une écriture factorisée des énergies d’in-
teractions couclombiennes. La résolution de ce probleme de Poisson en champ
moyen impose d’introduire, en plus, une espece électronique dans les électrodes
métalliques. Notons que pour les interactions a courte portée, on pourrait aussi
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également prendre des voisins d’ordre supérieur, et/ou considérer le cas d’in-
teractions répulsives. En fait, ce modele peut simplement étre modifié, tant
du point de vue de la symétrie du réseau que de la portée et du type des
interactions.

Enfin, la température est supposée fixée et uniforme dans tout le systeme,
et le parametre extérieur qui controle le systeme est la différence de potentiel
AV a travers la cellule.

@ cation

= anion
solvent

@ metal

reduction oxidation

F1G. 2.2 — Modele de gaz sur réseau utilisé dans la présente étude. Une diffé-
rence de potentiel fixe est imposée a travers la cellule. Les ions de ’électrolyte
sont soumis a un champ électrique Ey (et une force Fy, = ¢Ey) au site k. On
considere entre les différentes especes des interactions a courte portée (dans
le présent travail, des interactions ions/solvant, ions/métal, solvant/solvant et
métal /métal). Les interactions ions/ions, a longue portée, sont factorisées dans
le potentiel électrostatique de la solution. Un transfert électronique a lieu aux
deux électrodes.

Equation maitresse

L’établissement des équations cinétiques de champ moyen (MFKE) se fait
grace a une procédure analogue a celle utilisée pour les especes neutres [21],
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[22], [23].

Le systeme peut étre décrit a chaque instant ¢ par différentes configurations
microscopiques possibles, chacune étant spécifiée par les nombres d’occupations
ng sur chaque site k du réseau (pour o = {0, 4, —, S}, n{ = 1 si k est occupé
par l'espece «v et 0 sinon). L’exclusion stérique impose :

D g tng =1 (2.1)

en tout site k. On appelle configuration, I’ensemble des occupations a un ins-
tant donné des sites du réseau, et on le note {n} : la probabilité P({n},t) de
cette configuration a l'instant ¢, est alors solution de I’équation maitresse :

%P ({n},t) = > W ({n'} = {n}) P({n'},t) = W ({n} — {n'}) P ({n},1)]
{n'}
(2.2)
ou W ({n} — {n'}) est la probabilité par unité de temps de transition vers
une configuration {n'} accessible depuis une configuration {n}, c’est-a-dire
correspondant au saut d’une particule (métal, ion, or solvant) sur un plus
proche voisin lacunaire.
Cette probabilité de saut dépend non seulement des interactions avec les
particules voisines, mais aussi, pour les especes chargées, du champ électrique
local.

2.3.1 Hypothése de champ moyen

A ce stade, les équations générales ne sont utilisables que pour des simula-
tions Monte-Carlo ou dans des cas unidimensionnels tres simples. En revanche,
une hypotheése supplémentaire de champ moyen permet : (i) d’obtenir des équa-
tions portant sur des grandeurs plus évocatrices (comme les concentrations)
(71) des approches analytiques et (zii) d’en dériver un modele de type champ
de phase, apres passage au continu. Cette hypothese suppose qu’il existe pour
a € {+,—,0,S5} des grandeurs pg, qui sont les premiers moments des nombres
d’occupation (ou encore, des moyennes d’ensemble)

P = (n) gy = D_mieP({n},1) . (2.3)

{n}
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On s’intéresse a ’évolution temporelle des concentrations moyennes des
différentes especes : la dérivée partielle de pj par rapport a ¢, donne avec
I’équation maitresse

oy > kap{n} 1)

ot
{n}
= > D ong(W({n'} = {n}) - W ({n} = {n'})) P({n},1)
no | {0}

En écrivant formellement W ({n} — {n'}), '’équation sur les premiers mo-
ments, dérivée a partir de I’équation maitresse, s’écrit

TJa
- E Jkk-i—a
a

avec
Jl?k—l—a - <(’Dlo<[,k+a ({n}) nﬁnlli—i-a - J)la((—i-a,k ({n}) nﬁ+an£>{n} (24)

o @iy, ({n}) est la fréquence de saut d'un particule de l'espece a du site
k au site voisin k + a, dans la configuration {n}. Le tilde indique ici que I'on
considere des especes pouvant étre chargées, donc sensibles au champ électrique
local.

Ensuite, I'application de I'hypothese de champ moyen, permet de transfor-
mer la moyenne obtenue dans (2.4) en fonction des moyennes (&g ., ({n}))
et (ng) = p, ce qui revient a supprimer du modele les fluctuations. Enfin,
I'expression analytique de wy) ,, étant posée, on peut soit calculer sa valeur
moyenne, soit la propager directement dans les arguments, ces deux méthodes
étant discutées en détail dans [22]. Nous choisissons la seconde méthode, ce
qui permet d’établir un lien direct avec la thermodynamique : en effet, il est
alors possible d’écrire le courant (2.4) comme le produit d’une mobilité par le
gradient discret d’un potentiel électrochimique (cf. section 3.2.1, page 34).

2.3.2 Cas des électrons

Les électrons, dont la présence permet de résoudre le probleme de Poisson,
ont un statut a part, qui fera I'objet d’une attention ultérieure, dans le pré-
sent chapitre. En un site donné, le nombre d’électrons n’est, a la différence des
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autres especes, ni limité, ni concerné par 1’exclusion stérique. Comme la struc-
ture du métal peut étre schématisée comme un réseau d’ions positifs (constitués
par les noyaux atomiques et les électrons des couches profondes) dans lequel
baigne un gaz d’électrons de conduction, on s’intéresse en fait a la concen-
tration d’exces pj sur le site k, différence entre le nombre d’électrons et la
concentration d’équilibre pour un métal a la concentration p : cette grandeur
est donc algébrique.

L’équation cinétique est une simple équation de diffusion, pour laquelle
on choisit une expression du potentiel électrochimique d’électrons, considérés
comme un gaz de Fermi et une mobilité tenant compte simplement d’effet de
percolation. Cette approche s’avere plus commode pour calculer la distribution
électronique dans la double couche.

2.3.3 Conséquences du champ moyen
Infroduction

En comparaison d’'un modele de type macroscopique, I’hypothese de champ
moyen nous conduit en pratique a d’étendre I'espace de définition des grandeurs
physiques sur tout le systeme. En conséquence, il existe une concentration
ionique dans le métal et une concentration électronique dans la solution. Ces
conséquences ne sont pas génantes tant que leur influence sur le systeme reste
négligeable. Ainsi, par exemple, le courant électronique dans la solution doit
étre négligeable devant le courant ionique, les charges électroniques dans le
métal prépondérantes devant les charges ioniques.

Les différentes limites

Ce type de modele est alors d’une grande généralité, et 'on peut en ex-
plorant ses différentes limites, le comparer avec des modeles déja existant. Les
limites peuvent porter sur I’hypothese de champ moyen, sur les valeurs ou
variations de certaines grandeurs et enfin sur ’échelle de temps que 1’on consi-
dere, c’est-a-dire 1’échelle de temps de I'expérience en comparaison avec les
échelles de temps des différents phénomenes. Passons en revue ces différentes
limites.

1. Limites relatives a I’hypothese de champ moyen :
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— limite de l'interface infiniment mince, obtenue lorsque ¢/kT est grand
(¢ est Iénergie d’interaction de l'espece métallique avec elle-méme).
La largeur ¢ de l'interface devient tres inférieure au pas du réseau, le
profil de la concentration est alors rectangulaire (voir I'exemple d’un
systeme Av ([1] p.49)). Dans cette méme limite, les phases deviennent
pures : cela s’écrit pj; ~ 0 si le site k est dans une phase, et py ~ 1 si k
est dans 'autre phase . Cette limite permet par exemple de comparer
notre modele de transfert et le modele classique,

— limite continue : lorsque les champs varient peu d’un site a autre (par
exemple D,V < Vj). Les effets de la discrétisation sont alors faibles
et il est possible de passer au continu. Ceci est impossible dans les
zones interfaciales, mais possible des la double couche diffuse jusque
dans la solution et dans le solide;

. Limite de grande dilution. Lorsque les concentrations (ionique dans notre

cas) sont prises suffisamment petites pour constituer une solution idéale
(alors I'activité se confond avec pf). Cette limite est généralement utilisée
apres avoir supposé la limite continue;

. Limites relatives a 1’échelle de temps :

— la limite théorique si I'on attendait un temps infiniment long,

— la limite réaliste si 'on considere un temps d’expérience, les phéno-
menes plus lents que le temps d’expérience sont alors considérés comme
cinétiquement bloqués.

Nous nous placons par défaut dans le second cas, a moins de le préciser
expressément. Les phénomenes qui sont cinétiquement bloqués sont le
transport électronique et le transfert électronique dans 1’électrolyte (cf.
section 3.4), et éventuellement le transport des especes non-électroniques
dans les électrodes, si ces derniéres sont tres peu lacunaires (ce cas ne
sera pas envisagé ici, car il correspond a une température d’équilibre
métal solvant trop basse). Ceci n’est pas génant car seuls les potentiels
électrochimiques des électrons et des atomes métalliques dans les régions
d’électrodes et des ions dans la région électrolyte sont significatifs : pour
chacune de ces especes, ladite région sera dite active. Les régions actives
contiennent également les régions interfaciales, qui sont également les
seules zones ou le transfert électronique a lieu.
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Systeme des équations

Notre modele consiste en un ensemble d’équations cinétiques, portant sur
les concentrations les especes py, et une équation de Poisson permettant de
calculer le potentiel Vi a chaque instant. Ces équations sont complétées par
un choix de conditions limites, que nous précisons a la fin du présent chapitre.

2.4.1 Equations cinétiques pour les espéces non-
électroniques

La concentration locale des especes MY et M+ est modifiée par le transport
(diffusion et migration dans le champ électrique) et la réaction électrochimique;
pour les autres especes A~ et S, seul le transport est a considérer. Le systeme
d’équations cinétiques de champ moyen s’écrit alors :

opyt ~
a—;{ - za: Jl—:k_t,_a — za: Ok k+a, (25)
op ~
a—tk = — Za: Jl(lk—i-a —|— Xa: 0k7k+aa (26)
Oy ~
6—tk == Z Jk,k+a’ (2.7)
op;, ~
atk - Z Jk,k+a' (2.8)

ou Ji'y o st le courant de transport de 'espece av et oy k1a est le courant de
transfert électronique,tous deux sur le lien entre le site k et un plus proche
voisin k 4+ a. La sommation ), porte sur les voisins considérés, ici les plus

proches. On peut écrire le courant de transport Ji, . ,, exactement comme

dans le cas d’'une espece neutre [22] comme le produit d’une mobilité Mg ia
sur le lien {k,k + a} par le gradient discret du potentiel électrochimique g,

Jl?,k+a - _Ml?,k—&-apa/jﬁ (29)
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ou D, est 'opérateur de différence finie : D,yfx = frra — fx. Le potentiel
électrochimique,

fie = et aVie= =3 > e+ KT In (%) Ve (210)
5 = «

est la somme de trois contributions, une énergie d’interaction entre ’espece
« considérée et son environnement, un terme entropique — ces deux premiers
termes constituent le potentiel chimique py, et une contribution d’énergie élec-
trostatique. Vi est le potentiel électrostatique au site k, et ¢* est la charge
¢lectrique portée par I'espece . La mobilité My k1a est explicitée a la section
3.2.1, par I’équation (3.20).

Enfin, oy x+a est le courant de charges électroniques de k + a a k (ou cou-
rant de charges positives de k a k + a) permettant la réduction des cations au
site k avec une élimination simultanée d’électrons sur le site k + a, suivant la
réaction de transfert électronique :

M*t (k) + e (k +a) = M°(k). (2.11)
Cette réaction correspond a la transition entre les deux états :
(ox) = (red)

ou :

— (ox) est I'état oxydé constitué de l'espece oxydée M™T en k et e~ en
k+a;

— (red) est létat réduit constitué de I'espece réduite MO en k.

Le sens de la réaction dépend de la comparaison des potentiels électrochi-
miques des especes concernées par la réaction. Par exemple, la réduction de
cations sur un site k de la cathode intervient lorsque [y + fig,, > iy ; dans
le cas inverse, c’est-a-dire si ) + 1§ ta < iy le métal est oxydé. Le taux de
réduction sur le site k est la somme de toutes les réactions sur chacun des liens
k,k + a, soit ), 0k k+a. Nous posons

~+ | ~e ~0
% My + 1 M
Okkta = Wy kia (GXP kaJra — exp ﬁ)

ou la fréquence de transfert wy, , est déterminé par comparaison avec la
théorie mésoscopique de Butler-Volmer [1] et correspond au transfert par effet

(2.12)
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tunnel d’un électron de la surface métallique vers un cation voisin (5, est le
potentiel électrochimique pour les électrons, défini ci-apres) : a la section 2.4.4,
page 27, on revient sur I'écriture de wy . ,. Plusieurs choix sont possibles pour
I’écriture du courant de transfert électronique oy k1a : cet aspect est détaillé a
la section 3.5.3 page 69.

2.4.2 Probléme de Poisson

Pour déterminer le potentiel électrostatique correspondant a une distribu-
tion de charges donnée, on résout ’équation de Poisson, discrétisée au premier
ordre (ici pour un réseau carré ou cubique simple, a représentant les premiers
voisins) :

q2—d
—4Vk + Z Vita = . Z 4Pk (2.13)

a=-4,—,e

olu € est la permittivité du milieu, ¢® la charge de I'espece «, a le pas de réseau
et d la dimension de l'espace. Le premier terme correspond, dans la limite
continue, & a?AV.

La présence d’une interface métal-électrolyte, donc une zone de conduc-
tivité électrique tres élevée, doit étre considérée avec précautions. En réalité
ou dans un calcul Monte-Carlo, l'interface irréguliere est abrupte?® (i.e. peut
étre représentée par une ligne mathématique) et 'on peut simplement écrire
I’équation de Poisson dans I’électrolyte, avec la condition limite Vi, = V4 sur la
ligne frontiere de 'anode (k € A) et Vi = V sur celle de la cathode (k € C),
les potentiels V4 et Ve étant les potentiels imposés dans le coeur des élec-
trodes. Dans cette premiere description, le probleme de Poisson est a résoudre
dans l'intérieur du domaine entre les deux lignes frontieres ou les seules es-
peces chargées sont les ions (cf figure 2.3). Une autre description possible est
d’étendre I'équation de Poisson sur tout le systeme, en incluant les électrodes
et les charges électroniques situées sur les lignes frontiéres (cf figure 2.4).

Dans le cadre du champ moyen, la simplification mathématique que consti-
tue la premiere description n’est plus possible, car il n’y a plus de ligne frontiere
entre le métal et ’électrolyte mais une interface épaisse, et les électrons sont
présents partout. On est donc contraint par le champ moyen a introduire une

3tout au moins dans les systémes oli une interface désordonnée ou poreuse n’est pas
formée, car sinon, des problémes de percolation se posent
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) o
électrolyte lectrode électrolyte électrode
Y€ | (cathode) yte | (cathode)
AV=—fe | yoy, AV ~ —Fe
IR =VvCc L V~Ve
pr 2 10NS pt= - ions
V=" ?
k i

F1G. 2.3 — une premiere approche consiste a écrire une équation de Poisson
dans la zone de ’électrolyte uniquement et un potentiel fixe en tout point de
I'électrode. Cela s’écrit aisément pour une interface raide (schéma de gauche),
en revanche, la passage a une interface continue pose probleme a cause de la
zone d’interface (schéma de droite).

i Pr
sucnaye | floets
AV = -2 AV =0 V=1 électrolyte + électrode V' =Ve
pt™ . ions B AV = |_£+7E+ge
AV = £ avec p° : électrons
k k

Fi1c. 2.4 — Dans une seconde approche, on écrit une équation de Poisson sur
tout le systeme, électrolyte et électrode. Pour cela, il faut aussi prendre en
compte les charges électroniques, présentes essentiellement dans la zone d’in-
terface. Le probleme ainsi posé pour une interface raide (schéma de gauche) se
généralise alors sans difficulté dans le cas d'une interface continue (schéma de
gauche). Il nous faut alors introduire une espece électronique dans le modele.
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espéce €lectronique trés mobile (sa distribution suit adiabatiquement le mou-
vement des ions) et a résoudre le probleme de Poisson sur tout le systeme,
électrolyte et électrodes, avec comme terme de source, les charges ioniques
¢ P + ¢ py et électroniques d’exces ¢°p¢y, ces dernieres étant algébriques.

2.4.3 Equation cinétique pour I'espéce électronique

On adopte un modele de gaz de Fermi, dans ’approximation d’écrantage de
Thomas-Fermi [24]. Leur potentiel électrochimique peut alors étre développé
lindirement en

it = Bp +qVi + D?éb (2.14)
ou D(EF) est la densité d’états électroniques au niveau de Fermi Er du métal
et ¢° = —e la charge de ’électron.

On pose* alors le courant de transport électronique comme étant

Jli,k—i—a = _Mli,k—i-apaﬁi (2'15)

ce qui, en considérant les termes non constant du potentiel électrochimique
de lespece électronique (2.14) donne un courant de diffusion et un courant
de migration. L’équation d’évolution de la concentration d’exces d’électrons

s’écrit alors : e
D Te
—atk = E JE kta — E Oltak (2.16)

ou le dernier terme est la réaction de transfert électronique, qui n’est signifi-
cative qu’aux interfaces électrode-électrolyte.

2.4.4 Préfacteurs géométriques

Dans une vision classique sans champ moyen, les électrons ne peuvent exis-
ter qu’en des sites métalliques, donc le transport électronique ne peut avoir
entre deux sites voisins k et k 4+ a que si ces sites sont métalliques, c’est-a-dire
si ng—1 et nx1a = 1, d’ou une expression possible de la mobilité électronique :

e

Are _ 0,.0
Mk,k+a = __anknk-l—a

4il ne s’agit pas ici d’étre physiquement correct, mais de trouver I’équation conduisant le
plus simplement a 1’équilibre électronique dans un environnement ionique donné.
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ol w® est une constante.

De méme, le transfert électronique ne peut avoir lieu qu’entre deux sites voi-
sins, I'un étant dans la solution (nf, = 0), Pautre dans 1'électrode (nj,, = 1) :
la fréquence de transfert wy . ,, définie & la section précedente, dans I’équation

(2.12) sera écrite :

Wickera =@ (1= m1) magy

ol w* est une constante.

Dans I'approximation du champ moyen, on a nécessairement des électrons
en tout site du systeme (méme en tres petite quantité). Cependant, pour main-
tenir ces phénomenes dans des limites acceptables, il convient dans le passage
au champ moyen de choisir pour ces expressions n) — f(pl) ot f est une
fonction de type seuil continu, i.e. une fonction continue telle que f(0) = 0
et f(1) =1 (cf. section 3.4.2 et équation (3.39)). La mobilité des électrons
tombe ainsi presque a zéro lorsque 'on traverse 'interface en allant du métal
vers 1'électrolyte.

Les mobilités et le taux de transfert électronique s’écrivent alors

e

Migern = =27 (B () (2.17)

Wigra = @ (1= F(0R) f(Pira) (2.18)
ol w® et w*sont des fréquences constantes.

2.4.5 Géométrie et conditions aux limites

Le systeme est rectangulaire de taille N, x N,, N, étant la longueur de la
cellule. Avant I’hypothese de champ moyen, on note S le domaine occupé par
la solution, c’est-a-dire les sites k ott nY = 0, C et A les domaines de la cathode
et de 'anode, et F les sites de C et A au contact avec au moins un point de &
(frontiere).

Dans la direction paralleles aux électrodes, on prend la limite périodique
sur toutes les especes et le potentiel électrostatique, c¢’est-a-dire par exemple

Vie = Vice(vo0) » K€ {1} x [1,N,]
Vk = Vk—(Nz,O) , k € {Nz} X [1,Ny] .
Aux électrodes, on choisit pour le potentiel une condition aux limites fixe, soit
Vi =Ve ) ke [1>Nx] X {Ny}
Vie=Va, ke [l,N,] x {1},



2.4, Systéme des équations 29

pour les especes non-électroniques une condition aux limites sur le flux

Jl?,k—l—(o,l) = 0, ke[l,N,] x {1}
Jex—01) = 0, ke[l N] x {N,}
et pour I'espece électronique un contact avec un réservoir R de particules

a la concentration p% = 0 donc un flux libre entre les sites voisins du réservoir
et le réservoir.
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3.1

3.2

Chapitre 3

Eléments du modele

Infroduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une vue d’ensemble de
notre modele, en détaillant la notion de champ moyen. Cependant, les nom-
breux phénomenes en présence et leur modélisation, que nous n’avons que
rapidement effleurée, nécessitent de les reprendre individuellement dans le pré-
sent chapitre. Ainsi, nous détaillons successivement (i) 1’écriture d’un équation
cinétique en champ moyen, en présence de champ, (iz) le probleme de Poisson,
(7ii) la modélisation de I’espece électronique, espece de nature trop différente
des autres especes, pour emprunter leur modélisation, et (iv) notre modele de
transfert électronique.

A la fin du chapitre, nous abordons rapidement 1’étude des potentiels ther-
modynamiques, dans le cadre de notre modele.

Equations cinétiques pour une espéce chargée.

Pour étendre le modele d’équations cinétiques de champ moyen [2] pour
une espece neutre au cas d’une espece chargée mais non électronique — le cas
des électrons étant traité séparément — on commence par écrire la probabi-
lité de saut wy) ,, d'une telle particule (espece ) d’un site k a un site voisin
k + a, en tenant compte de toutes les interactions présentes et notamment
de l'interaction électrostatique, a longue portée. A partir du taux de transi-
tion, on construit le courant de particules jﬁk 4a sur le lien k, k + a, puis on

33
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factorise ce courant en le produit d’une mobilité par le gradient du potentiel
électrochimique, ce qui nous définit un potentiel électrochimique.

3.2.1 Factorisations du courant en présence d’'un champ
extérieur

Taux de transition

On note g5 la charge présente au site k. Cette charge n’est pas ponctuelle,
mais une sphere de diametre de I'ordre de a, pas du réseau. Le potentiel ressenti
par la particule en le site k est :

1 qﬁnﬁ,
Ve = E E 1 K
T 4ne k- K|’
k/;’ékﬂ:{—‘r’_ve}

c’est-a-dire le potentiel créé par I’ensemble des charges autres qu’elle méme.

Le processus élémentaire est le saut activé de cette particule chargée vers
le site lacunaire k + a, les autres particules restant a leur place. La barriere as-
sociée est supposée pouvoir étre décomposée en deux parties, la premiere étant
la barriere que doit franchir une particule isolée, et la correction additive étant
la modification de cette barriere du fait de I'interaction avec les particules, ap-
partenant a I’environnement local et, si cette particule est chargée, ’ensemble
des autres particules chargées (les ions de la solution et les charges de surface
dans I’électrode, ces dernieres dépendant de la polarisation de I’électrode, mais
existant en général, méme en I’absence de polarisation).

Pour exprimer I'énergie d’interaction d’une particule avec son environne-
ment, il faut distinguer les cas suivants :

1. Particule chargée; l'interaction de cette particule avec les especes char-
gées est incluse dans le potentiel défini ci-dessus. En revanche les inter-
actions avec les molécules neutres (solvant et atomes métalliques) sont
des interactions ion/dipole, c’est-a-dire a courte portée.

2. Particule neutre; il n’y a que des interactions a courte portée, avec les
autres particules neutres (dipole/dipole) et les autres particules chargées
(dipole/ion).

En définitive, seules les interactions ion/ion sont traitées séparément, car a
longue portée, par factorisation dans le potentiel électrostatique.
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La barriere que doit franchir la particule de 'espece a peut s’écrire de
maniere générale comme la somme de trois contributions :

— une énergie d’activation constante U ;

— une ¢énergie de liaison locale dépendant de I’environnement
Zﬁ Za gaﬁn£+a 3

— une modification de la barriere pour tous les atomes due a l'interaction
avec toutes les autres especes chargées, et qui est la variation d’énergie électro-
statique qlf Vi entre k et k + a/2, c’est-a-dire entre le fond du puits et le point
selle (cf figure 3.1).

en I’absence de champ en présence de champ

F1G. 3.1 — profil de I’énergie potentielle ressentie par une particule chargée, en
I’absence de champ ou en présence de champ.

La probabilité de saut s’écrit alors :

Wi epa = Wo XD (—ﬁ % > 5aﬁnﬁ+a> exp (Bgg (Vi — Vicra2)) (3.1)

La fréquence de saut ne dépend pas de I’environnement d’arrivée. En consé-
quence la fréquence de saut vers un site occupé n’est pas nulle, mais dans 1’ex-
pression du courant particulaire, le préfacteur ny, associé a la fréquence de
saut Wy, assure qu'un tel courant est nul. Le terme dans I'exponentielle ne
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représente que la partie de 'énergie d’activation qui dépend de l’environne-
ment local (la partie constante étant incluse dans wy) : I'énergie d’activation
est donc bien toujours positive.

Le calcul de Vi, ainsi que de la différence Vi — Viya/2 sont étudiés respec-
tivement dans les sections 3.3.1 et 3.3.3

Rappel des principaux résultats en I'absence de champ

A partir de I'expression microscopique du courant de transport de I'espece
a sur le lien {k,k + a}

(07 _ (e} (0N (e} (e} U
‘]k,k—i—a = Wi k+aPkPk+a = Wk+a kPr+aPx (3.2)

il est possible d’écrire plusieurs factorisation possibles [2], entre un terme sy-
métrique en k et k + a, noté Sg ., et un terme de différence entre les deux
sites k et k 4+ a d’une grandeur définie localement C}, symétrique par rapport
aux symétries laissant le réseau invariant, et telle que C,, est obtenue par
simple translation a partir de C} :

Tirra = —Skicta (Cipa — Ok) = —SkicpaPaCit (3.3)

ou Cy peut étre choisi tel que,

a_ a o Dk
L =coexp | —f E E € ﬁpﬁﬂ —l; (3.4)
5 a P

et alors N
Wo
Skkra = o PiPhra (3.5)
0
En conséquence de l'invariance par translation, a 1’équilibre, lorsque les
courants sont nuls, Cp est une grandeur spatialement conservée, donc indé-
pendante de k.
Toute autre forme dérivée par une fonction f
D, CY
Joria = —Strarm—irD,f (C 3.6
k. k+a k,k+aDaf (Cﬁé> llf( k) ( )

satisfait les mémes propriétés. En particulier f (u) = kT Inu permet d’écrire
le courant comme le produit d’une mobilité par le gradient discret de

pe = kT InCY (3.7)
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qui peut étre assimilé & un potentiel chimique (et C a une activité) :

Sixra = = MiyaDakic (3.8)
avec
«a wavv ua+uaa :uaa_:ua
My = ﬁkaHanP kszk+ she k+2k;T K (3.9)

en notant she (u) = sinh (u) /u (fonction paire ayant I'allure d’un cosh) et le
potentiel chimique

== e+ T i—g (3.10)
a B k

somme dun terme d’énergie d’interaction avec I’environnement et d'un terme
entropique.

Dans le cas particulier simplifié ou l’espece «v est seule en présence, on peut
exprimer le courant de I'espece « sur le lien {k,k + a} en fonction du gradient
de py

Serra = ~DixraPalic (3.11)
alors DO
a“k

Dk,k+a = Sk,k—i—a Dapk (312)

ceci permet d’écrire I'équation cinétique de champ moyen de la maniere sui-

vante P ]
Px
e _ D_. (DxxiaD, 3.13
5t =3 2 Pos (DrkaDun (313

c’est a dire I'écriture discrete de div(D(p)gradp)

Si on introduit le coefficient d’activité v = C¢/pg (ce coefficient tend vers
1 a grande dilution), alors les trois écritures différentes de Jx x+a permettent
d’obtenir les relations :

a _ Sl?,k—i—acl?
k.k+a LT
(3.14)

D, In yﬁ‘)

Dlact,k—i-a = Slocé,k—i-a’yk (1 + D lnpa
a k

a partir des équations (3.12) et (3.9), en supposant que les grandeurs C' et p
varient peu d'un site & un site voisin (on remplace les D, par des différentielles).
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En présence d’un champ

Les ions migrent sous 'effet du champ électrique : leur probabilité de saut
(3.1) est modifiée par la présence d’un potentiel électrostatique variable dans
I’espace. En présence d'un potentiel électrostatique non uniforme V;&, une es-
pece « chargée, de charge g%, verra sa probabilité de saut wiy , d’un site k a
un site k 4+ a (voisin ou non) corrigée d'un facteur multiplicatif

exp [B4" (Vi — Vicray2)]

et si 'on pose Bq*Vik = ¢f (potentiel adimensionné) :

~ _ .« o «
Wi k+a — Wk kta CXP (¢k - ¢k+a/2)
que l'on p séceri pproximation linéaire (cf. section 3.3.3

page 46)
¢ﬁ - gbﬁ—i—a

2
Nous reprenons la démarche et les notations de [2], les grandeurs étant
modifiées par la présence du champ, étant simplement surmontées d’un tilde.
Avant I'hypothese de champ moyen, le courant sur le lien {k,k + a} pour
I’espece « s’écrit maintenant

(3.15)

~Q _ .«
Wi kt+a = Wk kta CXP

Jo _ ~a o, v ~Q a v
‘]k,k—i—a = Wk k+al’k"k+a = Wktakk+allk (3.16)

soit, d’apres les équations (3.15) et (3.5)

Ja gbﬁ B Qbﬁ o e Qbﬁ B ¢ﬁ o «a
Jk,k—l—a = —&Xp f—i_a kk+a“"k+a + exp %Sk,k-l—ack
donc . . . .
Jl?,k—i—a - lf,k-i—a < l(z-i-a - Cl?) (317)
avec
o  ca Ok + Pkta
kkta = Okkta XD T

(3.18)

i = G exp (%)

et de maniere analogue a (3.8) :

Torera = — Mgy, oDl (3.19)
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avec

~ ~ o _ Cfoz

Ma — Sa ~k+a ~k

kk+a k,k+a71uﬁ+a I

~ pAe" + ~a ~a o
S e { ﬂuk+a2 uk] she { ﬂuk+a2 uk}
et )
fy = kT In CY
donc
ra wavv 'uﬁ_}_'uﬁ I&ﬁ _ﬂﬁ
Mgyia = ﬁpkpma exp 5T 2 she BakT (3.20)

En comparant les mobilités obtenues en ’absence de champ 3.9 et en pré-
sence de champ (3.20), on remarque que :
— Pargument du she, portant sur une différence de potentiel chimique, de-
vient simplement une différence de potentiel électrochimique
— l'argument de 'exponentielle, une somme de potentiels chimiques, est
inchangé.
Ceci était prévisible dans la mesure ou le potentiel électrique est défini
a une constante additive pres, cette constante ne devant en rien modifier la
mobilité.
Enfin fif est le potentiel électrochimique de 'espece a, c’est-a-dire le po-
tentiel chimique (3.10), corrigé d'une contribution d’énergie électrique :

e = pic + ¢V (3.21)

Ainsi,

-~ o She (B (figya — %) /2
Mk,k+a:M ( ( k+ k) )

3.22
Kt e (5 (1 — 112) /2) 322

3.2.2 Conséquences
Equilibre : relation de Boltzmann

A T’équilibre, ou le courant jﬁk +a ©st nul sur chaque lien k, k + a et pour
chaque espece a, le potentiel électrochimique est uniforme

~ ~

Hx = Ho
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(3.21) et (3.7) donnent la relation de Boltzmann en fonction de Iactivité :
Oy o xp (~H0°§)

ou en fonction de la concentration (3.4)

PR o py exp [—6 (gavs -> > eaﬂpﬁa)] (3.23)
B a

Nous rappelons que les interactions de courte portée e sont autres que des
interactions électrostatiques ion—ion, celles-ci étant incluses dans le potentiel
¢lectrostatique. Il est important de noter que méme dans la limite pi; — 0, on ne
peut négliger le terme d’interaction non électrostatique devant celui d’énergie
électrostatique.

Limite continue

Le courant de particule jﬁk L Peut également s’écrire le courant, par la
combinaison de (3.19) et (3.21)

Torsa = — M a (DakTIn C + ¢* D)

et dans une zone ou les variations d’un site a l’autre sont faibles, on peut faire

I'approximation D, In CY = (D,CY) /C et avec les équations 3.22, (3.14) et

(3.5) :

ja o pvpv she (6 (:&ﬁ-}-a - ,&ﬁ) /2)

kk+a — = o Fkt’k+a o o
T she (B (i — 1) /2)

Or she(x) = 1+ 22/3 au voisinage de 0, donc au premier ordre,

(Dacfz + ﬁg—TDavlf‘)

Ta Wy v, v «a «a «a
Sk kta = _c_gpkpk-l—a (DaCy + CiDagy)
0

c’est-a-dire deux contributions découplées de diffusion et de migration.
Si de plus on suppose la limite des faibles concentrations soit pj ~ 0, alors
lactivité (3.4) s’écrit au premier ordre en pg
(0%
oo = ok

0 v
k
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et
Jl?,k—i—a = —wg (Dapy + P Dady)

soit la forme discrete de l’expression macroscopique classique j =
—D (Ve — qBcE), avec le coefficient de diffusion a?wg'.

Probléme de Poisson

3.3.1 Introduction

Si 'on considere des especes chargées a 1’échelle microscopique, une pre-
miere question se pose : les particules sont elles ponctuelles, ou des spheres?
Pour éviter les divergences du potentiel qui surgissent inévitablement pour une
charge ponctuelle, on suppose que les particules sont des spheres de diametre
caractéristique inférieur mais du méme ordre que le pas du réseau a. La dis-
tribution (surfacique ou volumique) de la charge portée par une particule ne
sera pas précisée.

Pourquoi un champ ?

Lorsqu’on s’intéresse au transport d’une espece chargée, on doit considérer,
outre les interactions a courte portée de type ion/dipole, supposées limitées
aux premiers voisins comme les interactions de Van der Waals entre les especes
neutres, l'interaction coulombienne avec toutes les autres particules chargées
du systeme, cette interaction étant a longue portée.

Ainsi, en 'absence de bords, cette partie de 1’énergie d’interaction d’une

particule de I'espece a située au site k avec les charges {nﬁ,qﬂ }

q“n’.q
47r52 Z —kk'

k'#k f={+,— e}

ou € est la permittivité du milieu. En isolant ¢y de ’expression précédente,
cette énergie est le produit de la charge ¢y de la particule considérée par ce
qu’on définit comme le potentiel

47T52 3 "k’ (3.24)

kl;ékﬁ {—‘,—,—,8}

/6:{+7_78};kl7ék
est
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créé en k par les autres charges du systeme.
Or A(1/]k|) = —4né (|k|) ou A est l'opérateur laplacien et § est une
distribution, donc Vi est la solution en k de I’équation de Poisson

B
_ Zk’;ﬁk Zﬁ:{+,—,e} "k/qﬁ
€

AV =

ol 'on reconnait dans le second membre la densité de charges, la charge ¢ en
k étant otée.

Dans notre probléeme, nous avons des conditions aux bords, périodiques
dans un sens et fixes dans l'autre sens. Ce raisonnement reste valable mais
la fonction élémentaire a considérer pour 1’énergie d’interaction entre ¢ en k
et ¢’ en K n'est plus ¢®¢®/ (47¢e |k — K'|) mais ¢*V¥ ot V¥ est le potentiel
de Green (cf. Appendice C, équation 6.3.1 page 160, pour une définition du
potentiel de Green).

Quel probléme de Poisson ?

Dans le cas particulier des systemes électrochimiques, on met en contact
deux milieux conducteurs, de conductivités tres différentes : I’électrode métal-
lique et la solution électrolytique. Avant toute considération de champ moyen,
on a deux milieux distincts, séparés par des interfaces métal/électrolyte au
contour irrégulier. L’interface peut donc étre représentée par une ligne (ma-
thématique) : un point étant soit dans le métal, soit dans la solution. Dans le
métal, la conductivité o tres élevée (’hypothese du métal parfait est la limite
o — 00), le temps de relaxation du conducteur 7 ~ ¢/o, est donc tres petit et
comme chaque électrode est en contact avec un réservoir d’électrons a poten-
tiel constant, un rapide mouvement des électrons annule le champ. Le potentiel
est constant dans chaque électrode et égal a la valeur imposée a I'extrémité de
I’électrode considérée.

Il suffira donc de résoudre I'équation de Poisson en se restreignant uni-
quement au domaine de la solution, c’est-a-dire avec comme seules sources de
champ les charges ioniques. Ce probleme d’apparence simple suppose néan-
moins de résoudre une équation de Poisson dans un domaine de géométrie
irréguliere, pour laquelle les méthodes spectrales ne s’appliquent pas.

Un second point de vue est d’étendre le probleme de Poisson sur tout le
systeme, cette fois-ci de géométrie simple, mais cela suppose de déterminer les
charges électroniques présentes sur les sites métalliques voisins de la solution,
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ces charges permettant justement de rendre le potentiel uniforme dans les
électrodes. La difficulté est alors de calculer explicitement ces charges, ainsi
une simplification consiste a introduire une espece électronique tres mobile.

3.3.2 Probleme de Poisson et champ moyen

Dans la représentation de champ moyen décrite précédemment, les milieux
électrolytique et métallique ne sont plus distinctement séparés (I’occupation
d’un site par une espece n’est plus 0 ou 1, mais 0 < p < 1) : 'interface est dif-
fuse sur plusieurs sites. Nous avons tout d’abord essayé d’étendre la premiere
approche du probleme de Poisson, en décomposant le systeme en une superposi-
tion d’états possibles pour lesquels la frontiere est parfaitement définie, chacun
de ces états étant assorti d'une probabilité (moyenne sur les échantillons). Cela
nous a donc amené a reconsidérer avec plus de détails I’hypothese de champ
moyen.

Premiére approche et champ moyen : décomposition

On restreint le probleme au cas unidimensionel (N sites), le cas a deux
dimension pouvant étre considéré comme localement a une dimension orthogo-
nalement a l'interface, si le rayon de courbure est tres supérieur a la distance
caractéristique de variation du potentiel a U'interface (la longueur de Debye).
Que signifie un profil métallique qui a l'allure de la figure 3.27 une premiere
approche consiste a décomposer ce profil continu en un ensemble de profils rec-
tangulaires possibles assortis des probabilités respectives g,, ou m est 'indice
de la frontiere du profil rectangulaire (cf. figure 3.3).

Il faut avoir
N—-1
D gm=1.
m=0

Ce profil rectangulaire étant le plus probable et ceux plus avancés ou plus
reculés I’étant moins. On montre alors que (cf. Appendice A)

Im = p?n - pg@—l

c’est-a-dire la dérivée discrete du profil métallique, et 1’équation de Poisson
s’écrit alors, en une dimension

(AV), = pr — i + ko
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zone d'interface
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i

b

0 m N-—1 %

F1G. 3.2 — exemple de profil continu d’une électrode unidimensionnelle. Cette
courbe a son point d’inflexion en m.

=

interface la plus probal
(gm ~ 1)

e

.
*

in:terface moins probable

0 m N -1 k

Fi1G. 3.3 — profils rectangulaires possibles assortis d’une probabilité : 'interface
rectangulaire passant par m est la plus probable.
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ou oy est la charge de surface dans le métal, si la frontiere est en k.

En théorie, il faut calculer o, pour toutes les frontieres mais en pratique,
on se limite a un calcul pour la frontiere la plus probable, c’est-a-dire celle du
milieu de l'interface.

Le terme lié au champ moyen est le second terme gpoy, ¢’est-a-dire de la
forme VpVV. Cette modélisation est plus appropriée a un modele de type
champ de phase.

Remarque

Pour généraliser au cas a deux dimensions, seul le second terme pose probléeme :
peut-on le remplacer par |Vg|l, o ot o est la charge surfacique pour la surface
la plus probable ? Cette premiere approche se révele assez pénible a établir en
deux dimensions, a moins de supposer que la courbure de la surface est assez
grande pour pouvoir considérer le probleme comme localement 1D. Par contre,
Pexistence d’un transfert électronique aux interfaces rend l’introduction d’une
espéece €lectronique intéressante.

Seconde approche et champ moyen

On considere la seconde approche du probleme de Poisson, ce qui implique
d’introduire une nouvelle espece électronique tres mobile, venant de réservoirs
d’électrons a potentiel fixé, avec lesquels chaque électrode est en contact.

L’espece électronique sera introduite dans le chapitre suivant, avec son
équation cinétique, nous supposons donc connaitre en chaque site k la concen-
tration d’exces p (algébrique) de charge électronique. L’équation de Poisson
en champ moyen est alors simplement 1’équation (3.24) ou l'on applique I’hy-
potheése de champ moyen (A, est le laplacien discret)

8
Zk’;ﬁk Zﬁ={+,—7e} Prd’
€

AV = —

(3.25)

pour tous les sites du systeme, avec les conditions périodiques dans la di-
rection parallele aux électrodes et des conditions fixes Vi = V¢4, le long des
électrodes.

Dans I'équation de Poisson (3.25), on a 6té les charges présentes en k, cette
équation de Poisson ne permet donc que de calculer le potentiel au site k.
Cependant, 'unique équation de Poisson



46 Chapitre 3. Eléments du modéle

>SS

K/ /6:{+7_78}
€

AVy = —

(3.26)

permettant de trouver le potentiel Vi créé par toutes les charges en n’importe
quel site, permet d’obtenir Vi en soustrayant le potentiel V produit par la
charge en k au site k. Le potentiel Vll(", créé par une charge ¢ au point k est
simplement le produit de g /€ (qw =D 5, o Pq” est la charge moyenne)
par la fonction de Green G¥', (définie a I'appendice C , équation 6.3.1 page
160, pour une définition de la fonction de Green, a ne pas confondre avec le
potentiel de Green).

3.3.3 Calcul de la barriere électrique

Le potentiel électrique intervient dans le transport des especes chargées :
la barriere qu'une telle particule doit franchir est modifiée d’un terme propor-
tionnel & Vi — Vicpas2 (cf. 3.1). Or d’apres ce qu’on vient de voir :

{n:w—w
Vk+a/2 = Vk+a/2 - Vll(:_a/z

Donc le calcul de Vi — Vicra/2, seul Va2 pose probleme. Pour le calculer
de maniere rigoureuse, il faudrait considérer un probléme de Poisson avec une
discrétisation deux fois plus fine. Pour éviter cela , on fait I’approximation
suivante : le potentiel V;* obtenu en otant les charges en k et k + a (potentiel
en k dans la cavité créée) varie lentement entre les sites k et k + a, donc

. Vie + ¢
Vk+a/2 = 72 +a .
Or
{w:w—%—%“
Vk*—l—a = Vk+a/2 - VII:I: - V11<<+a
et
Vk+a/2 = V1j+a/2 + Vll<(+a/2 + Vll:-r:/z )
donc

Vi — Vigazz = Vk — Vi — <Vk*+a/2 + VII:I:/Z)
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et apres simplification :

k k k
Ve Viga VE-VEL L N - NR PR
Vi — Vitasz = 5 — 5 + 5

ce qui se note également, en introduisant les champs électriques (la diffé-
rence discrete porte uniquement sur I'indice) :

gk,k—',-a = —DyVk et 5ll<<:k+a = —DaVIIf' )

_ ¢k k+a _ ¢ck+ta
€k7k+a 5k,k+a + gk,k—i—a/z gk+a/2,k+a
Vik = Viyaz = 5

Donc la particule ressent le champ électrique global corrigé de champs
locaux. Dans les calculs numériques, nous n’avons, pour commencer, considéré
que le premier terme E xia/2 s0it (Vk — Vita) /2. Il aurait été intéressant de
faire une estimation de I'erreur.

3.3.4 Permittivité

Dans notre modele, la permittivité est supposée constante, par simplifica-
tion. Or, la permittivité d’un milieu est la réponse de ce milieu a un champ
électrique, elle est différente vers 'interface métal/électrolyte ou le champ est
intense au sein de la solution. En effet, le champ électrique intense présent
a l'interface métal/électrolyte provoque une saturation diélectrique — les di-
poles sont alignés, ce qui diminue la permittivité. Ceci implique notamment
que lorsque les charges de surface sont importantes, donc loin du potentiel de
charge nulle (pzc), la capacité de double couche diminue de maniére importante

(3] p- 26).

Electrons

L’espece électronique est introduite pour deux raisons ; tout d’abord comme
un moyen de résoudre le probleme de Poisson en champ moyen. De plus, il
existe un transfert électronique a l'interface métal/électrolyte. La structure
d’un métal peut étre schématisée par un réseau d’ions positifs tres peu mo-
biles (constitué par les noyaux atomiques entourés des électrons des couches
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profondes) dans lequel baigne un gaz d’électrons de conduction pratiquement
libres et indépendants les uns des autres. Les effets quantiques sont importants :
on modélise donc les électrons comme un gaz de Fermions ([4] p. 22-27), pour
le potentiel électrochimique duquel on établit une expression, qui sera utilisée
pour I’équation de transport électronique ainsi que dans le terme de transfert
électronique.

La concentration d’électrons libres dans un métal étant proche de 1 par
atome de métal pour certains métaux (cas du lithium ou du cuivre par
example), on devrait normalement introduire une espece ionique et une es-
pece électronique, chacune étant de concentration a peu pres égale a 1. Ceci
n’est en fait pas nécessaire, il suffit d’introduire I’exces d’électrons par rapport
a la neutralité du métal, cette grandeur étant algébrique.

3.4.1 Potentiel électrochimique hors-équilibre

Pour la modélisation du métal, on note pg la densité d’ions métalliques et
d’électrons libres, correspondant a des densités de charges respctivement epg
et —epg. Un gaz quantique d’électrons libres dans un espace a 3 dimensions
s’étudie par résolution de I’équation de Schrédinger d’une particule libre, et en
remplissant les différents niveaux d’énergie obtenus en respectant le principe
de Pauli. On trouve que le niveau le plus rempli correspond a 1'énergie!

2
Ep = % (37%po)*/° (3.27)
dite énergie de Fermi : cette énergie de Fermi, au sens de la physique du solide,
est la différence d’énergie entre le niveau d’énergie le plus bas et le plus haut
a kT = 0, donc la référence d’énergie est celle du premier niveau peuplé. En
électrochimie, les électrons étant extraits du métal au cours de la réaction de

IEn ’absence de champ, la densité d’états étant

D (E) = 2—; (211_?)3/2 VE

Le nombre pg d’électrons par unité de volume vérifie

Er

A 3/2 A 1 2m 3/2
Po = . D (E) dE = EF avec = ﬁ ﬁ
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transfert électronique, nous choisissons comme référence le niveau de la solution
loin de I’électrode, donc on ajoute a l’énergie de Fermi définie a I’équation (3.27)
une énergie constante Ey (négative) correspondant a la différence entre le plus
bas niveau peuplé du métal et le niveau de la solution, loin de ’électrode

-h2

By =5 (37%p0) "’ + Eq (3.28)

On peut montrer ([5] p. 164) que le potentiel chimique p® d'un électron
pour un métal non polarisé, correspondant a I’énergie qu’il faut fournir a un
électron du haut de la bande de conduction pour ’amener de l'intérieur du
métal & U'infini hors du métal est exactement 1’énergie de Fermi (cette énergie
est encore appelée travail de sortie) :

ILLBZEF.

Si I'on polarise 1’électrode au potentiel V{ (par rapport a un potentiel nul &
I'infini dans une direction donnée), alors I’énergie a fournir a un électron du
haut de la bande de conduction pour I'amener a l'infini dans cette direction
est le potentiel électrochimique

-h2

= (37%p0) ™ + Ey — €V (3.29)

le second terme étant 1’énergie électrostatique.
Cette formulation est une premiere approximation a deux égards :
— effet de la température : a kT différent du zéro absolu, une fraction d’élec-
trons dépasse I'énergie de Fermi, cette fraction étant de 'ordre de T'/Tr
(la température de Fermi est définie par Er = kTF), le gain d’énergie
moyen pour tout les électrons est de 'ordre de

T

P kT (3.30)
quantité largement négligeable devant 1’énergie de Fermi, pour la tempé-
rature ambiante. On négligera donc cette contribution.

— effet de la non-uniformité de la distribution des ions du métal, par
exemple a une interface. Si la densité d’ions positifs du métal support
est modifiée, alors le potentiel électrostatique Vi varie par rapport a Vg
d’une quantité algébrique 0 Vi et par conséquence, la densité électronique
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pvarie par rapport a pf d'une quantité algébrique dpy.. Pour estimer cet
écart, nous nous placons dans le cadre de [’approrimation de Thomas-
Ferma? ([6] chap. 10), qui s’énonce ainsi : dans une région ou la variation
de potentiel électrostatique est dVy, la variation de concentration dpy,
induite est telle que le potentiel électrochimique

2

(372 (05 + 6pe))* + Ey — e (Vo + 6VA) | (3.31)

N I
fiic (OPi 0 Vi) = 5

e

soit uniforme a I’équilibre, c’est-a-dire

fiye = fi° (3.32)

La relation (3.31) nous définit le potentiel électrochimique d’un électron de
conduction et la relation (3.32) montre qu’a I’équilibre les deux variables de
fiy, sont liées par une relation ; cette relation prend une forme particulierement
simple si on suppose dp§, < pf, ce qui permet de linéariser (3.31) :
3P
2Fp

en utilisant (3.28) et (3.29). En utilisant la densité d’états D (F) (cf. note) la
relation précédente s’écrit :

opy, = ed Vi

5pi =D (EF) eéVk (333)

Cette équation a le statut équivalent de la condition d’équilibre de Boltz-
mann (cf. équation (3.23) page 40). La réponse électronique dp§, a la pertur-
bation dVj est un écrantage électrostatique. Pour obtenir la longueur caracté-
ristique de ce phénomene, on associe 1’équation de Poisson

eopy.

AV = (3.34)

€

ou € est la permittivité du métal, avec (3.33) ce qui donne la longueur d’écran-
tage (indice s pour screening) de Thomas-Fermi

Ay = (M) o (3.35)

€

2valable pour des potentiels électrostatiques variant lentement par rapport & la longueur
d’onde Fermi A\p (Ap = 270 /\/2mEF)
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En définitive, on prendra comme expression générale du potentiel électro-
chimique hors-équilibre de 1’électron, la forme linéarisée de (3.31) :

e

5pk
D (Er)

i (0pf) = Ep — Vo — edVic + (3.36)

Cette expression rend compte de I'écrantage dans un métal lorsqu’il y a
une perturbation inhomogene du potentiel, comme par exemple a la surface
d’un conducteur, par la présence des deux derniers termes : a ’équilibre, ces

deux termes doivent se compenser, a moins que la cinétique ne soit trop lente
(cf. figures 3.6 et 3.7).

3.4.2 Cinétique
Courant électronique

Pour établir une équation cinétique sur les électrons, il faut définir le cou-
rant de particules électroniques. Connaissant ’expression du potentiel élec-
trochimique hors-équilibre de 'espece électronique (3.36), nous proposons un
courant de diffusion d’électrons

T rra = — M paDalif (3.37)

ou Mﬁ’k +a €st une mobilité électronique sur le lien k, k + a.

Considérons par exemple une cellule électrochimique, avec un solvant sans
électrolyte et une polarisation Ve — V4 maintenue par un générateur de tension,
a I'extérieur de la cellule. Si les deux électrodes sont du méme métal, alors les
origines en énergie sont les mémes pour i et 1%, alors on retrouve bien

fic — jiy = —e(Ve = Va) ,

et en particulier, si I’on provoque un court-circuit a l'intérieur de la cellule,
Ve — Va4 < 0 donc fig — 6 > 0, et 'on obtient un transport d’électrons de la
cathode a I'anode.

Mobilité électronique

Dans le présent modele, les électrons, a la différence des autres particules
considérées :
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— n’interagissent pas entre eux;

— ne s’excluent pas spatialement,

donc Mﬁ,k 1. alra une expression plus simple que les autres mobilités : dans
le métal, elle sera prise constante, mais lorsque la concentration métallique
devient inférieure & une certaine valeur critique p. (type seuil de percolation),
alors la mobilité doit devenir tres faible. En d’autres termes, avant le champ
moyen, un électron ne peut se déplacer qu’entre deux sites métalliques voisins
k et k +a, donc si nf =1 et nQ,, = 1, donc la mobilité Mg, s'écrit :

e

lik+a - k_Tngn?c+a (338)

ou w°® fixe I'échelle de temps du transport électronique.

Passons au champ moyen. En théorie, quelle que soit la signification phy-
sique retenue pour le champ moyen, la conduction est empéchée si le milieu
ne percole pas. Sans introduire de seuil brutal, la conductivité doit chuter de
maniere tres importante si le seuil de percolation est atteint.

Si I'on remplace simplement n) par p) dans P'équation (3.38), cette ex-
pression du courant mene a une concentration trop importante d’électrons au
bout de I’électrode, ou la concentration métallique est tres faible : ainsi, on
introduit une fonction f de type seuil continu, i.e. une fonction continue telle
que f(0) =0 et f(1) = 1, avec une variation rapide autour d'une certaine
concentration critique p. qui est en quelque sorte un seuil de percolation pour
les électrons : pour p > p. on peut considérer que les atomes métalliques sont
connectés, ces atomes faisant alors partie de I’électrode, pour le transport élec-
tronique et la transfert électronique.

Un choix possible pour f est une simple tangente hyperbolique

_ tanh|(p — pc)/€] + tanh[p./¢]

flp) = ) 3.39
(P) = Sanb{(1 = po)/€] + tanhlp./é] 339
ou & est une largeur de transition entre les deux états.
En définitive, la mobilité électronique en champ moyen s’écrit
5 we 0 0
M yia = d (pk;; (Phsa) (3.40)

Cette hypothese supplémentaire est également utilisée pour le préfacteur
du transfert électronique (cf. section 3.5.3, page 68)
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Equation cinétique

On écrit simplement 1’équation de conservation de la charge :

9dps, -
6tk == Za: Jk,k—l—a (341)

ol Dafi, donne un terme de migration et un terme de diffusion, qui a
I’équilibre se compensent. En présence d’un transfert électronique, on rajoute
a (3.41) le terme ), oxkta, correspondant aux courants électroniques associés.

3.4.3 Discussion du modeéle
Potentiel de surface

Supposons un systeme avec deux électrodes dans la limite des phases pures
et de l'interface infiniment mince (cf section 2.3.3 page 21), alors la mobilité
est constante et non-nulle dans le métal et nulle dans la solution. Si 'on ap-
plique une différence de potentiel entre les deux électrodes, alors a 1’équilibre
il y a une courbure du potentiel aux voisinage des interfaces. Donc sur les
sites métalliques voisins de la solution §Vyx # 0 : a la cathode 6V > 0 et a
I'anode §Vi < 0, d’out des charges de surface —edpf = —e?D (Er) V. Iy a
compensation des deux termes, mais chacun est non-nul :

— en terme de courant, cela veut dire qu’il y a au voisinage de 1’électrode
un courant de migration proportionnel a —eD,dV, et cette migration ne
pouvant se poursuivre dans la solution, il nait un courant de diffusion
(Dadps.) /D (EFr) qui s'oppose exactement.

— en termes de potentiel, cela signifie que le potentiel Vi sur les sites métal-
liques proches de la solution est différent d’'une quantité 0V du potentiel
du coeur de 'électrode : a 'équilibre, cette différence est p§/ (eD (EF)).
Ainsi, si 'on s’intéresse au potentiel d’électrode, qu’on peut définir (a une
constante pres) en électrochimie comme la différence entre le potentiel
électrostatique du coeur du métalet le potentiel électrostatique du coeur

de la solution Vs, alors son expression n’est pas Vix— Vs, mais Ve 4— Vs
soit (Vk - 5pi/ (QD (EF))) - VS.
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Profil au voisinage de l'interface

Dans le coeur de I'électrode, une inhomogénéité de la densité électronique
dp§, se traduit par une relaxation, que 1'on peut obtenir avec (3.41)

Oops =~
Wk - = za: ‘]k,k—i-a

avec

_ e Daé e
Jorcen = =77 (—eDa(SVk + == )

et I’équation de Poisson discrétisée

€

-3 Dy =

soit

dopg, we e2ops. 1
—=—| - D.opy | - 42
ot KT ( -t D) 2 el (3.42)

. Si on introduit le temps de relaxation du conducteur? (we?/kT est la conduc-
tivité)

ekT
T. =
e2we
alors (3.42) s’écrit
gy opp | X
= — 25N " Daopt 3.43
ot T, i Te za: P (343)

donc I'inhomogénéité dpy va disparaitre en un temps caractéristique 7., si 'on
considere la solution de I'équation (3.43) avec une condition de bord dp§ = 0.

Recherchons maintenant 1’équilibre électrostatique pour le systeme entier,
dans le cas a une dimension et dans la limite continue (en gardant les mémes
notations, sauf pour la position : pg — 0p°€ (x)). L’équation (3.43) s’écrit alors

A2 (0p%)" () = op° () (3.44)

3obtenu généralement en combinant I’équation de Maxwell-Gauss divE = p/e avec I'équa-
tion de conservation de la charge dp/dt = divj et la loi ’Ohm j = oF : on trouve 7 = ¢/o
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Fi1Gc. 3.4 — profil d’équilibre du potentiel électrostatique, en 1'absence d’ions
dans la solution. On observe a l'intérieur des électrodes 1’écrantage du po-
tentiel consécutif a la distribution des charges électroniques sur une largeur
caractéristique ;.
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avec comme condition aux limites pour I'anode de longueur L (d est la longueur
de la zone électrolytique et §V =V (0) — V (L), cf figure 3.4.3)

(3.45)

/x=L —ebp® (z)  Va—Ve—26V
=0 € B d

qui est simplement I'intégration de la divergence du champ électrique sur 1’élec-
trode. La solution de (3.44) est représentée sur la figure 3.5.

—edp’y A C
D(Ep)V |

L4+d 2L4d

— D(Ep)dV i

Fi1G. 3.5 — densité de charge électronique —edp® dans les électrodes : on observe
I’apparition d'une charge distribuée positive a ’anode et négative a la cathode.
La fonction mathématique dp° et la méme que V' — Vyc.

La solution de (3.44) est

z— L
As

op° (x) = 6p° (L) exp

ou dp° (L) est déterminée par la condition limite (3.45)

€ 1 V_A—VC—25V
dp° (L) = :
P (L) —eXs 1 —exp (—=L/)\y) d

Dans la suite L,d > A\, ce qui autorise quelques simplifications. Il reste a
déterminer 6V. On sait que le potentiel V' (z) est relié a I’équilibre a op® (z)
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par (anode)

eX?
V(z) = Vy = —20p° (2) (3.46)
€
donc 0V est défini par ’équation
As
oV = i (Va—Ve—20V) (3.47)

cette équation traduisant ’égalité des champs électriques a l'interface (égalité
attendue, car il n’y a pas de charges de surface au sens mathématique, mais
une charge de volume, donc pas de discontinuité du champ électrique).

Apres simplification de (3.47) (comme A\, < d, 0V < V4 — V)

5V = % (Vi— Vo) (3.48)
Dongc, a I’équilibre, la décroissance du potentiel de 'anode a partir d’une
distance de quelques A\, de I'interface est caractérisée par la méme fonction ma-
thématique que la densité de charges positive qui assure le potentiel uniforme
dans 'anode (3.46).
Des équations (3.47) et (3.45), il vient

Ag d
<1 - 2_d ) (Va—Ve) =—qa
€

ol gq = f;::OL —edp® (z) (charge électrique portée par I'anode), d’ott la capacité
par unité de surface (comme on a une relation linéaire entre g4 et V4 — V¢, il
est inutile de préciser sl s’agit d’une capacité normale ou différentielle)

As €
C:ﬁ:CO(l—QE) avec C():a

On trouve donc bien une correction négative a la capacité du condensateur
plan, ce qui se comprend intuitivement : plus la charge électronique se distribue,
a différence de potentiel donné, moins il se condense de charges, car le champ
électrique est moins intense en tout point ou se situent les charges distribuées,
que dans le cas d'une distribution de Dirac a 'interface.

Nous nous sommes placés, au début de cette section, dans une limite parti-
culiere ou la mobilité électronique est soit importante soit tres faible, mais dans
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le cas général, vers 'interface la mobilité électronique passe continuement d’une
valeur importante a une valeur tres faible, donc a ’échelle de temps de 'ex-
périence on obtient 1’équilibre dans la zone ou la mobilité est non-négligeable,
c’est-a-dire dans les électrodes et I'essentiel des zones interfaciales. Il n’est plus
aussi simple de relier les champs.

Exemples de profils d’équilibre

Le profil d’équilibre pour une électrode polarisée dans un milieu neutre
dépend de la largeur de l'interface et du coefficient D (EFr) : en effet a 1’équi-
libre, le courant électronique est nul, donc fif, est uniforme (si la mobilité n’est
nulle en aucun point), donc deux courants de type diffusif et migrationnel de
méme intensité s’opposent, et D (Er) regle le rapport des deux. Dans la limite
de l'interface infiniment mince, on vérifie (cf. figure 3.6) que 'exces électro-
nique et 'écart de potentiel satisfont bien a la relation —edp® = —e?D (Er) 6V
dans les électrodes (ici la cathode seulement, car le systéme est symétrique).
Dans la zone de solution, la mobilité électronique est nulle, donc 6p° et 6V
ne sont plus reliés par la méme relation. A ’équilibre, le transport électro-
nique est globalement nul dans les électrodes, mais les deux contributions au
transport électronique, de diffusion et de migration, ne sont pas nulles, mais
se compensent (cf. fig. 3.7)

Dans le cas général, ou l'interface est continue, on obtient a I’équilibre
une distribution électronique distribuée autour de l'interface, qui raccorde le
potentiel sans discontinuité de pente, ce qui correspond bien au comportement
attendu.

Qualitativement, on observe que le potentiel décroit contintiment de la
valeur au sein du métal, vers la valeur au sein de la solution, comme dans les
modeles de type jellium [3] (p. 28).

Comparaison avec le modéle de Jellium

Le modele de Jellium [7] sépare les ions métalliques chargés positivement
et les électrons chargés négativement, les premiers étant modélisés par une
distribution fixe en forme de marche, et les seconds par un plasma quantique.
La faible masse électronique permet d’obtenir une distribution électronique
dans la solution au voisinage de 1’électrode. En dehors de toute différence de
potentiel appliqué, le métal est alors légerement déficitaire en électrons, cette
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F1G. 3.6 — On vérifie, dans la limite de I'interface infiniment mince, que 'ex-
ces électronique et I'écart de potentiel satisfont bien a la relation —edp® =

—e*D (Er) 8V (expérience 802).
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FiG. 3.7 — A T'équilibre, les deux contributions au transport électronique ne
sont pas nulles, mais se compensent.

charge manquante étant localisée a I'extérieur du métal, sur une distance de
I'ordre d'une fraction de nanometre : ce dipole de surface est responsable de
I’apparition d'un potentiel de surface a I’équilibre.

La différence fondamentale avec notre modele, pris dans la limite de I'inter-
face raide, est la possibilité des électrons de sortir du métal. Nous pourrions
également choisir une mobilité électronique non nulle entre le dernier site mé-
tallique et le premier site hors du métal.

En conséquence, notre modele ne prend pas en compte le dipole de surface
qui apparait en ’absence de différence de potentiel appliquée : pour une dis-
tribution p (z) de charges électroniques dipolaire (ie [ p (x) dz = 0), le saut de
potentiel est L [ zp (z) da.
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F1G. 3.8 — profils de I'exces de charges électroniques et du potentiel électrosta-
tique, pour un profil métallique continu (expérience 670).
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Transfert électronique

3.5.1 Equation microscopique du transfert électronique
Infroduction

Le processus de transfert électronique dans les systemes électrochimiques
est généralement complexe, et seuls les transferts impliquant un électron ex-
terne sont bien compris sous ’angle microscopique. Il se produit alors en deux
étapes : approche de l'espece électroactive a quelques Angstroms de la sur-
face, ou le transfert électronique par effet tunnel proprement dit peut avoir
lieu, accompagné par la réorganisation de I’édifice ionique et de sa couche de
solvatation.

La premiere modélisation proposée est la loi macroscopique de Butler-
Volmer, qui postule 'existence d’un complexe activé (Eyring) sur lequel on
peut écrire une cinétique chimique (on passe a ce moment la du microscopique
au macroscopique).

Cette loi peut étre retrouvée comme une certaine limite de la théorie de
Marcus [8], proposée dans le cadre de la mécanique statistique classique pour
le transfert d’un électron de la couche externe, avec réorganisation de 1’édifice.
Lorsque I'énergie de réorganisation est grande devant la surtension (différence
entre le potentiel de I’électrode par rapport a une référence donnée et le po-
tentiel de I’électrode correspondant & un transfert globalement nul), alors on
retrouve exactement la loi de Butler-Volmer.

Notons enfin que les réactions impliquant le transfert de plusieurs électrons
de la couche externe ne peuvent simplement étre dérivées du cas d’un électron.
Dans cette approche préliminaire, ce cas n’est pas abordé.

Modélisation

Les modeles cités en introduction supposent que le transfert a lieu au voisi-
nage d’une interface plane, alors que nous étudions des électrodes irrégulieres,
de taille caractéristique au moins égale a quelques dizaines de nanometres,
donc supérieure a la longueur de Fermi (0,5nm) : il n’y a alors pas de phéno-
mene d’écrantage. L’effet de 'irrégularité est alors essentiellement de modifier
le nombre de voisins métalliques d’un site.

Dans le cadre de notre modele de champ moyen, nous n’avons pas acces a
une information subatomique, donc parmi les étapes présentées ci-dessus, nous
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devons exclure les processus de réarrangement (ou en tenir compte phénomé-
nologiquement). Nous supposons le transfert limité a un seul électron, et il est
naturel dans notre modele de chercher a ’exprimer uniquement en fonction
des potentiels électrochimiques.

Ainsi, en considérant la transition entre les deux états :

(ox) = (red) (3.49)

o :

— (ox) est 1'état oxydé constitué de lespece oxydée M en k et d'un
électron e en k + a;

— (red) est I'état réduit constitué de I'espece réduite MY en k.

Il est naturel d’écrire le courant microscopique lié a cette transition de la
maniere suivante :

Ok+a—k ({Vk}) = wli,k—i—a (:&i: + ﬁlec-i-a - ﬁﬁ)

oll Wi, o1 est une grandeur a déterminer en comparant cette écriture avec
la limite mésoscopique de Butler-Volmer. iy est le potentiel électrochimique
étudié précédemment, mais en introduisant n,, le nombre algébrique de charges
portées par I'espéce «, le potentiel électrochimique s’écrit i (Vi) = pg+nqeVi,
ou pj est le potentiel chimique et e la valeur absolue de la charge d'un électron.

On sait que la partie chimique des potentiels électrochimiques est indépen-
dante du potentiel électrostatique, c’est-a-dire py ne dépend pas du champ Vi ;
mais on suppose aussi que la constante wy  ,, satisfait cette propriété.

Alors & I'équilibre caractérisé par le champ {V;°}

Oikia ({Vi}) =0

donc
[Lli_ (Vko) + ﬂi-l—a (Vlg-l-a) - [LIO( (VI?) =0
soit

N
Pxia
,UI + Ep — :uﬁ t+e (n-i-vlg + Ne (Vko-l—a - %) - nOVI?) =0
On introduit la différence de potentiel :

Pita
(I)k+a—>k = Vk+a - ﬁ -0
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ou (avant d’appliquer I'hypothese de champ moyen) k + a est sur ’électrode
et k dans I’électrolyte. @y, .k est I’équivalent du potentiel d’électrode défini
classiquement en électrochimie, dans la limite ou 'interface est sur un seul site :
en effet, la grandeur @y, , i et le courant oy, .k ne sont significatifs qu’autour
de l'interface métal-électrolyte, et le potentiel d’électrode est la différence entre
le potentiel du métal Vic,a — iy o/ (€D (EF)) et le potentiel de la solution Vi (&
un potentiel de référence pres). On peut exprimer oy, .k comme une différence
par rapport a la situation d’équilibre

oxra—k ((Vid {V}) = wisaci€ (ne Vi + ne (Vira — Piya/ (€D (EF))) — noVi
— (na W+ e (V= (iesn) "/ (eD (BR))) = mo1i?) )

Orng=0et ny = —n,=n, dou

Ok+a—k (‘I)k+a—>k - (I)g+a—>k) = ~Wiktall® (‘I)k+a—>k - q)a+a—>k) (3.50)

Dans I'équation (3.50), Pxiak — Ph i est Vanalogue du surtension en élec-
trochimie.

Pour comparer la relation (3.50) obtenue par notre approche avec I’équation
de Butler-Volmer, nous rappellons comment celle-ci est obtenue — en emprun-
tant les notations de [3].

Remarque sur le potentiel d’électrode : le potentiel d’électrode est généra-
lement défini comme la différence entre le potentiel de l'intérieur (inner po-
tential) du métal et le potentiel intérieur de la solution. Un point important,
généralement laissé dans le flou, est de savoir a quelle distance de l'interface
on considere le potentiel intérieur [9]. Du c6té du métal, la densité de charges
électroniques est confinée sur 0, 1 nm soit sur le dernier site métallique, mais en
revanche du coté de la solution, certains auteurs ([5] p. 267) préferent consi-
dérer une position dans la couche de Helmholtz (outer Helmholtz plane qui
correspond a la distance minimale d’approche des ions solvatés), les autres
auteurs choisissant soit le début de la couche diffuse, soit la fin de la couche
diffuse. Nous suivons la premiere hypothese, car elle correspond a une vision
plus microscopique du probléeme. Dans notre modele, si I'interface est tres raide,
cest-a-dire pf, , ~ 1 et pp ~ 0, alors Vieya — pi, o/ (eD (EF)) est le potentiel &
I'intérieur du métal et Vy le potentiel dans la couche compacte de Helmholtz
(juste contre ’électrode).
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3.5.2 Equation de Butler-Volmer

Cette théorie suppose, lors de la réaction (3.49) entre les états oxydé et
réduit, l'existence d'un état activé (exposant 1), qui est le col sur le chemin
réactionnel passant d'un état a l'autre (cf. par ex. [5] p. 35). Le passage du
microcopique au macroscopique est effectué en supposant que tous passent par
le col (cf. figure 3.9).

Enthalpie libre

4
/

'\

Etat réduit M°
Etat oxydé M+ +e

Etat de trénsition 1 CR (coordonnée de réaction)

F1G. 3.9 — profil d’enthalpie libre le long du chemin réactionnel. Pour un poten-
tiel d’électrode ¢ différent du potentiel d’équilibre ¢q, la barriere d’oxydation
varie, car 1’état de transition porte la charge «,.e. Par contre, la variation de
la barriere de réduction a deux contributions : la charge de ’état de transition,
et celle de I'état oxydé.

Ainsi, en considérant par exemple le sens de 'oxydation de I'espece dans
I’état réduit
Oz — Red
il existe un état de transition 7%, en équilibre a la concentration ¢t avec I’état
initial
Ozr = T* — Red (3.51)

cet état activé ayant alors une certaine probabilité w* de se décomposer pour
donner le produit final, I'état réduit (le temps de résidence sur le col étant
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d’autant plus court que sa courbure est grande). La cinétique de décomposition
est alors whct, on ¢ est relié & c,, par 1'équilibre de (3.51), et si I'on note
AGeq (¢) la barriere d’énergie entre ces deux états (on note ¢ le potentiel
d’électrode) :

Ci = Coz €XP [_ﬂAGox (¢)]

alors la cinétique de réduction peut s’écrire k,oqco, Ol

kred = Aexp [_ﬁAGred (¢)]

avec A une constante caractéristique de la réaction, dépendant notamment de
w.
Le bilan complet de la cinétique du transfert électronique est :

j = kozcred - kredcoz (352)

ko est la constante d’oxydation de I'espece réduite, présente a la concentration
Cred, Avec

kow = Aexp —BAG,; (¢) -
Autre expression de la loi de Butler-Volmer

A T'équilibre, pour un certain potentiel d’électrode ¢g, le courant d’électrons
J est nul, donc chacune des contributions est égale en valeur absolue a

jO - Acred €xXp (_6AGOm (¢0)) - Acom €xXp (_6AGred (¢0)) (353)

On peut alors écrire la loi de Butler-Volmer (3.52) comme une différence
par rapport a cette situation d’équilibre :

j = jO {eXp [_ﬁ (AGOI (¢) - AGOCE (¢0))] — &Xp [_ﬁ (AGred (¢) - AGred (¢0))]}
(3.54)
On doit alors comparer les barrieres a 1’équilibre avec celles hors d’équilibre.
De maniere générale la barriere AG,, (¢) s’écrit

AGom (¢) - Gi (¢) - Gred (¢)

ott G} (¢) et Geq (¢) sont les enthalpies libres électrochimiques respectivement
de I'état activé et de I'état réduit, ¢ est le potentiel d’électrode.
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Si ¢ est proche de ¢y, on peut développer (e est I'unité de charge positive) :
AGOI (¢) = AGOI (¢0) + Qoz€ (¢ - ¢0)

ce qui définit a,, par :

10
Qo = == AGou (8) 5o, (3.55)

e dp

La barriere AG,, (¢) pour 'oxydation de 'espece réduite varie en fonction
de ¢ a cause de la charge portée par I’état de transition, comme l'indique la
figure 3.9. En revanche, la variation de la barriere AG,.4 (¢) pour la réduction
de T'espece oxydée varie a cause de la charge de 'état de transition, mais
également par le fait que I'état oxydé (M ™, e) est constitué de deux particules
chargées et ne ressentant pas le méme potentiel (la différence entre ces deux
potentiels est justement le potentiel d’électrode). Notre modele microscopique
précédent illustre bien ceci.

On définit de méme

AG,«ed (¢) = AGreal (¢0) — Olpeg€ (¢ - ¢0>

avec
10

Nyped — _Ea_gb AGTed (¢)|¢:¢O . (356)

Lorsque le potentiel d’électrode varie, seules les contributions électrosta-
tiques font varier les deux barrieres, d'une hauteur globale e (¢ — ¢g) puisque
la différence de charges des deux états est e. La question est alors de savoir com-
ment cette variation globale se répartit entre les deux barrieres. Ceci dépend
de la charge portée par 1’état de transition : ainsi par exemple, si cette charge
est proche de celle de I'état oxydé, ce qui revient a dire que 1’état de transition
est plus semblable de I'état oxydé que de I'état réduit, la barriere de réduction
ne sera que peu changée par la variation de potentiel, mais la variation de
barriere d’oxydation sera importante, soit .| < |@req| (cf (3.57)).

Les relations (3.55) et (3.56) permettent de calculer vy, et veq

aGi (¢) o an“ed ((25)
oo d¢

aGred (¢) _ Gred (Cb) - Gred (¢0) =0

0¢ ¢ — @0

ey = +

avec
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et
i3
cayeg =~ 10) 1 X (€]
avec
aGoz (¢) _ GOI (¢) — Goz (¢0) =e
16l0) ¢ — o
donc
_ 10GH(9)
Aoy = E a¢
_ 196G (9)
Qreg = 11— g 8¢

Comme (aGi (9) /ng) est la charge algébrique de I'état de transition, si
I'on note n* le nombre algébrique de charges porté par I’état de transition,

alors ,
Qoy = N
{ peq = 1 —nt (3:57)

On peut maintenant simplifier I’équation (3.54) :

J = Jo{exp [—=Beao (¢ — ¢o)] — exp [Berea (0 — d0)]} (3.58)

et a lordre 1 :

j = _jOﬁe (aom + ared) (¢ - ¢0) = _jOﬁe (¢ - ¢0) (359)

3.5.3 Retour sur notre modeéle du transfert électronique

Donc par comparaison de I’équation (3.59) avec avec (3.50), on voit que

wlt,k—l—a = ]Oﬁ

ol jo est le courant microscopique correspondant aux deux courants oppo-
sés qui donnent 1’équilibre. Ce courant est la grandeur cinétique de transfert
électronique : si jp est petit, alors la réaction est cinétiquement lente.

Dans notre modele de champ moyen, ce terme de transfert est valable en
tout point du systeme, contrairement a la réalité, ou le transfert est localisé au
voisinage immédiat des électrodes. Dans ’esprit avec lequel nous avons traité le
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transport électronique, possible uniquement entre deux sites métalliques, nous
posons ici que ce transfert a lieu entre deux sites k appartenant a la solution et
un site voisin k 4+ a appartenant a ’électrode : le transfert électronique s’éffec-
tuant par effet tunnel depuis ’électrode, celui-ci n’est probable qu’au voisinage
immeédiat de D'électrode [10]. D’ou le préfacteur géométrique (1 —nf)) np_,, ce
qui donne en utilisant la fonction seuil (3.39) 1'équation

Tiraci ({0}) = Bio (1= f (0) [ (Pha) (i + ifa — Q) (3.60)

Cette équation est analogue a I’équation de Butler-Volmer linéarisée, aussi
ne choisirons-nous pas cette forme linéarisée, mais une forme qui donne (3.60)
apres linéarisation, c¢’est-a-dire par exemple :

Ok+a—k ({Vk}) = wli,k—i—a (g (Iil;’{_ + ﬂlec-i-a) -9 (ﬂﬁ)) (361)

ou g (u) =14 u lorsque u — 0 et apres avoir posé

Wisra =Jo (1= f (pR)) f (Phsa)

Si I'on choisit g (u) = expu, alors

Ocrat (1) = Wcrn (00 B (7 + fifyn) — exp 57i5) (3.62)

Autres choix possibles

Si l'on rééerit (3.62) a partir de ’équilibre de transfert électronique, pour
lequel Jiya—x ({2}) = 0 c’est-a-dire

i+ B — B,y = il (3.63)
en introduisant dans ’équation (3.62) ainsi écrite :
Orra—k ({Vi}) = Wikt (eXp 15 (MI + Ep — €<I>k+a—>k) — exp Hﬁ)
la relation (3.63), il vient :
Titra—k ({Vi}) = Wi scra e3P iy (exp =€ (Prtake — Phiaic) — 1)

expression différente de (3.58). Si I'on veut une expression analogue a (3.58),
il faut utiliser une autre forme que (3.61), comme par exemple :

Okra—k ({Vi}) = Wikyia (91 (/114(_ + ficya — ﬂg) — 92 (ﬂlt + feya — ﬂ?{))
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avec g1 — g2 — 0 si u — 0 (méme propriété que g — 1). Si 'on choisit g; (u) =
exp (ayu) avec a3 — ag = 1 alors a P'équilibre pour {V0}

g1 (:&I + ﬂli—l—a - ﬂ?{) = 02 (/:ll—i_ + ﬁlc;—l-a - ﬁﬁ)

done fif (Vi) + 510 (Pisas Vidia) — it = 0. Le courant Jiyax ({Vic}) s'écrit
cette fois-ci

Okra—k ({Vi}) = Wi k+a [eXP (—60415 <q>k+a—>k - (I)ﬁ+a_>k))

— exp (—60&25 (q)k+a—>k - (I)£+a—>k))}

avec a; — ag = 1. Cette relation est bien I'analogue de (3.58), avec oy =
Qor €6 g = —Qpeq.

Pour les calculs numériques, on utilise I'expression (3.62) pour le transfert
électronique.

3.5.4 Equation de Nernst

Quelle que soit la modélisation employée pour la cinétique de transfert
électronique, celui-ci est une fonction de fi; + fig,, — fif, et s’annule si

i+ flg — A =0 (3.64)

ce qui correspond a I’équilibre. On peut ainsi déduire I’équation de Nernst.

Si l'on introduit le potentiel d’électrode Py a dans (3.64) alors
—e®Pyiax+ iy + Erp = py. Or puff = kT In Cg donc le potentiel d’électrode a
I’équilibre est
C+
(I)k+a—>k = EF + kT In C—IB

k

L’équation de Nernst, telle qu'obtenue expérimentalement, s’exprime géné-
ralement pour un couple rédox donné, par rapport a un autre couple donné
(une électrode de référence) et a courant nul. Ici, nous accédons a une équation
de Nernst pour l'interface uniquement (i.e. sans aucune différence de potentiel
interfaciale autre que celle de U'interface métal/électrolyte). Pour cette raison,
et parce que notre modele de 'interface métal/électrolyte — en comparaison du
modele de Jellium (cf. [7]), ne présente pas de dipole électronique de surface
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en I'absence de différence de potentiel appliquée, le potentiel de charge nulle
(pzc) est nul. Donc,

=0

o | = Ep+kTln

k

CO,pzc
k

ce qui permet d’exprimer ’équation de Nernst par rapport au pzc

+ 0,pzc
Ck Ck

Py iax = kT In W

Fonctions thermodynamiques

3.6.1 Introduction (rappels)

La présence d’especes chargées porte atteinte aux fondements méme de la
thermodynamique. En effet, 'interaction coulombienne étant une interaction
a longue portée, 1'énergie d’interaction interparticulaire dépend de maniere
importante de la taille du systeme. De maniere générale, il y a perte d’extensi-
vité (respectivement d’intensivité) pour les grandeurs thermodynamiques. Si le
systeme est globalement neutre (électrolyte) le phénoméne d’écrantage limite
dans les sommations la portée des interactions, d’autant plus que le systeme
est concentré. Il est dans ce cas possible de construire une thermodynamique,
avec des corrections qui dépendent de la force ionique en des exposants ration-
nels, et finalement la perte d’extensivité (resp. intensivité) pour les grandeurs
thermodynamiques extensives (resp. intensives) est limitée aux corrections.

Potentiel thermodynamique

Nous souhaitons établir 'expression, dans le cadre de notre modele, des
potentiels thermodynamiques dans le cas d’une espece chargée, électronique
ou non, dans un potentiel extérieur ou intérieur et pour un systeme fermé ou
en contact avec un réservoir de particules. Nous rappelons quelques cas d’étude
courants :

— un systéme fermé et chargé, globalement neutre, ne subissant pas de
potentiel extérieur, alors la différence par rapport a un systeme neutre
est dans I'écriture de ’énergie d’interaction d’une particule avec le reste
du systeme, par l'intermédiaire d’'un potentiel écranté. L’énergie libre
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d’un tel systeme s’exprime alors avec les mémes parametres extérieurs
qu’en 'absence de charges, c¢’est-a-dire la température T', le volume v et
les concentrations ;

— un systeme fermé a interaction a courte portée, dans un champ exté-
rieur par exemple gravitationnel ([11], complément V.B), indépendant
du temps, dérivant d’une énergie potentielle ® (r), ne modifiant pas les
interactions interparticulaires et ne variant de fagon appréciable qu’a
I’échelle macroscopique, alors il est possible d’étendre les concepts ther-
modynamiques avec une dépendance spatiale. La correction a 1’énergie
libre est @ (r);

— un systeme de type condensateur, constitué de deux parties métalliques
completement isolées. L’énergie interne contient 1’énergie électrostatique
de constitution du systeme en apportant les charges depuis I'infini, jus-
qu’a leur position définitive. Les parametres extérieurs de ce probleme
sont les charges () et (5 portées par les deux conducteurs et le potentiel
thermodynamique est

B(Q1,Q) = DT ER

Si 'on modifie le systeme en reliant les conducteurs a des réservoirs d’élec-
trons a potentiel fixé, les nouveaux parametres extérieurs sont mainte-
nant les potentiels V; et V5 des conducteurs. Le nouveau potentiel ther-
modynamique* associé est alors obtenu & partir de celui du premier cas
par une transformation de Legendre sur @); et V; :

T (Q1,Q2) =P (Q1, Q) — Q1 Vi — Qo = _w

Potentiel extérieur ou intérieur?

Les exemples précédents introduisent deux types d’énergies :

— celle correspondant a un potentiel extérieur, c¢’est-a-dire un champ créé
par des charges extérieures au systeme : ’énergie d’une particule de charge ¢
dans un champ extérieur V¢ est gV %t ;

4on peut vérifier facilement avec des exemples tres simples que ® et ¥ ont les carac-
téristiques d’un potentiel thermodynamique, i.e. que cette grandeur décroit si le systeme
évolue. Par exemple, un condensateur qui se charge sous une différence de potentiel verra
une densité de charges positives augmenter sur 'armature de plus haut potentiel.
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— celle correspondant & un potentiel intérieur V", ¢’est-a-dire créé par les
particules intérieures au systeme : I'énergie est alors ¢V /2.

La différence entre ces deux énergies réside dans le fait que V™ varie au
cours du processus de construction du systeme. Il est important pour obtenir
des expressions des contributions électrostatiques aux potentiels thermodyna-
miques.

Dans un systeme électrochimique donné, la décomposition du potentiel élec-
trostatique en deux potentiels extérieur et intérieur dépend de ce qu’on consi-
dere comme systeme thermodynamique :

— si l'on considere seulement 1'électrolyte, alors Vi est le potentiel créé
par les deux électrodes (d’'une interface solide/solution & l'autre) et V™ le
potentiel créé par les charges électrolytiques;

— si l'on considere 1'électrolyte et les deux électrodes, alors V&' est le
potentiel créé par les extrémités des électrodes et V" le potentiel créé par les
charges électrolytiques et les électrons du métal.

Exprimons, en considérant par exemple le second cas, ces deux contribu-
tions. Le probleme de Poisson étant

> Oy
a=e,+,—

AnVi = — (3.65)

€

avec des conditions V{; o) = V4 et V{; ,—1) = V¢ sur les deux frontieres et pério-
dique dans lautre sens, alors V& est la solution de ’équation de Poisson (3.65)
sans sources et avec les mémes conditions aux limites et V"™ est la somme de
tous les potentiels > ., ¢ GX /e créée par la charge Y a—e . 4“PRi, O1
GX' est la fonction de Green, définie & 'appendice C (équation 6.3.1 page 160).

Alors

e=V&+> 0 > " puGE (3.66)
k! a=e,+,—
Notons que la contribution de la charge ¢ au potentiel V" au site k'# k
n’est pas simplement la loi de Coulomb, mais la fonction de Green avec les
conditions aux limites (potentiel imposé dans une direction et périodique dans
lautre) : la différence entre ces deux solutions étant les charges électroniques
miroirs qui apparaissent dans les électrodes.
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3.6.2 Systeme fermé : énergie libre électrochimique

On se limite dans ce paragraphe a 1’étude des especes différentes de 1'es-
pece électronique. On considere donc un systeme fermé de particules chargées,
soumises a un champ. L’ensemble thermodynamique d’étude est ’ensemble ca-
nonique et les paramétres extérieurs sont le volume v, la température 7', les
champs de concentration pf (attention : le champ de potentiel n’est pas un
parametre extérieur). On cherche a déduire a partir de ’expression du poten-
tiel électrochimique fiff, a l'instar d’une espéce neutre [1], une énergie libre
électrochimique F (T, v,pg) telle que pour tout k,«

OF
iy = | — 3.67

T,U,pk

Expression générale de I’énergie libre

Or i = pf 4+ ¢*Vi donc si on note F' = F + F* ott F** est la correction
d’exces liée a ¢*Vj, alors il faut intégrer le systeme pour tout k,a

q“ Vi = (aFew) : (3.68)

opg s
pk T7v7pk

On vérifie que
aF@CE aF@CE

Opdpy  OpRop

car d’apres (3.66) ceci est équivalent &

G¥ = Gk,

(3.69)

ce qui est une propriété générale des fonctions de Green [12]
Donc le systeme (3.68) s’écrit, compte tenu de (3.66) et (3.69)

oFe* /
vk, o W =g lfzt + Z Z qaqﬂGlﬁ pil
pk k/ 6267"’_7_
ce qui s’integre en

Fo =3 " mpie + % Y "G iy (3.70)
k «

a,B kK
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On peut donc proposer comme énergie libre [1] :

a

F=3 {Z (zﬁ: D ?Dapmpﬁ) + f ({pia T>} +Ee (37

avec

f e T) Z Z e*’papy + kT (Z Pl In pic + py, 1npi> (3.72)

et F°* défini par (3.70).
F' est I'énergie libre en I'absence de champ, qui est une fonctionnelle dis-
crétisée de Ginzburg-Landau (cf. [1]).

Energie libre aI'équilibre

La correction F** peut prendre a 1’équilibre une expression plus simple.
En effet, sous les conditions de ’hypothese de Boltzmann il existe la relation
simple entre Vi et les concentrations p§ (apres linéarisation)

)\2
Vi = ~2p c (p pk)
donc 2)\2
Fef = ¢ (pk pl:)2

ce qui est une correction négative (les interactions +/— l’emportant sur les
interactions —/— et +/+).

Remarque

L’expression d’équilibre de [’énergie libre peut étre utilisée hors-équilibre, si
[’évolution est une succession de quasi-équilibres.

Evolution temporelle de I'énergie libre

Calculons la variation temporelle de F (T, v, py). T et v étant constants,

dF OF Opg
= Xk:z 5 Ot (3.73)
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en introduisant ’équation cinétique
dF ~a Y ~a ~a
o Z Z Mk Z My xeta (Mk+a - Mk) (3.74)
a k a
Si le systeme n’est pas ouvert :

dF Y ~a ~a
o Z Z My xta (,uk—i-a - Mk>2 (3.75)

o <kk'>

Or d’apres ’équation (3.20) (page 39) Mk7k+a > 0 donc en allant vers 1’équi-
libre, I’énergie libre électrochimique décroit, jusqu’a 1’équilibre ou le courant
sur chaque lien est nul donc le potentiel électrochimique uniforme.

3.6.3 Systéme ouvert : grand potentiel

Si le systeme est ouvert, le passage des sommations (3.74) a (3.75) n’est
plus possible a cause des bords. L’étude précédente est valable, rappelons-le,
dans le cadre de ’ensemble canonique, c’est-a-dire pour un systeme fermé a
I’échange de particules. Si 'on s’intéresse a un systeme ouvert a 1’échange de
particules, il faut se placer dans I’ensemble grand canonique et en l'absence
de champ (en présence de champ, voir le traitement des électrons plus loin).
Supposons que, pour chaque espece « présente dans le systeme, ce dernier est
en contact avec un réservoir R de particules « de potentiel chimique p$% alors
le potentiel thermodynamique a considérer est le grand potentiel, transformée
de Legendre de I’énergie libre

Q(T,v, 15%) = F (T pf) — > 1% Y ph (3.76)
o k

En effet ’ensemble systeme et réservoir est fermé; il peut donc étre traité
par ’ensemble canonique et 1’énergie libre comme potentiel thermodynamique.
La variation d’énergie libre F)z du réservoir de particules o est

AFS = p%dN2

puisque la température et le volume du réservoir sont constants. Notons que par
définition méme du réservoir, sa taille est suffisamment grande pour pouvoir
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supposer que la variation d N de son nombre de particules ne modifie pas son
potentiel chimique.
Alors la variation de I’énergie libre du systeme et des réservoirs est :

dF = dFs+ ) ppdNg

ou Fs est I'énergie libre du systeme. Or dF < 0 et dF' = 0 a I’équilibre,
donc si on veut trouver une fonction thermodynamique ne dépendant que du
systeme S, en remarquant que

dNg ==Y i
k

on trouve bien le grand potentiel (3.76) introduit précédemment. On a égale-
ment démontré que

dQ <0
dt —

et a I’équilibre dQ2 = 0.

Calcul du grand potentiel

A la différence de I’énergie libre, pour laquelle cela avait un sens d’obtenir
une expression en fonction des champs de concentration pg, car >, py = N*
se conserve au cours du temps, cela n’a pas de sens de chercher a exprimer
2 en fonction des champs de potentiels chimiques pf. En revanche, on peut
chercher a 'exprimer en fonction des p%, donc a [’équilibre. Pour pouvoir sup-
primer le champ de concentrations dans (3.76), il faut pouvoir exprimer la
concentration en fonction du potentiel chimique, en inverser la relation (3.10).
Cela n’est pas toujours possible : pour un systeme Av, en deca de la tempé-
rature critique, plusieurs concentrations différentes correspondent a une méme
valeur de potentiel chimique, ce qui est a l'orgine de la transition de phase;
Pour un systeme a plusieurs composants la discussion est plus délicate, mais
cela est au moins possible pour un systeme de type mélange gazeux de faible
densité (D>, p* < 1). On a alors, d’apres les équations (3.76), (3.71) et (3.72) :

Q=VI{p"}e. T) =V > _ pgp”
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or
fo'

p*
Z * + kT In per

B

ﬁQ

_ 4 af, o, B v
—V<§Ea Eﬂe pp—l—k:llnp)
On pose P = —Q/V alors

—kTInp® — —Zzgaﬁ @ ﬁ] (3.77)

P =

et apres développement au deuxieme ordre de Inp¥ =1In (1 - > p%)

P=kT Zp + = <Zp> ——Zzeaﬁaﬁ . (3.78)

P est la pression grand-canonique, on retrouve bien la limite du mélange
de gaz parfaits > p®, la correction de covolume® 3 (3°, p*)? et la correction
a la pression cinétique, due aux interactions interparticulaires, négative si les
interactions sont attractives. Dans (3.78), le premier terme diverge si p’ — 0
comme dans I’équation de Van der Waals, lorsque le volume offert tend vers le
volume des particules ([11], complément III.G).

3.6.4 Energie libre des électrons

On considere un gaz d’électrons sur un support métallique constitué de par-
ticules immobiles, isolé dans un volume fixé v et en contact avec un thermostat
a la température T'. De l'expression du potentiel chimique d’un électron (cf.

51’équation linéarisée de Van der Waals s'écrit P = NkT/ (V — BN) — a (N/V)? o 8
est le covolume et a une constante positive caractéristique du fluide. Le covolume de 1/2 de
Péquation (3.78) s’interpréte comme suit : 8’il y a N particules (toutes especes confondues),
alors pour chacune des N (N —1) /2 ~ N?2/2 paires possibles, il y a un volume exclu de
a?, donc un volume exclu total de N2a?/2, soit un volume exclu par particule de Na?/2.
Rapporté au volume total V', on retrouve bien un covolume de 1/2.
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Eq. (3.36, page 50), on peut déduire 'expression de I'énergie libre électrochi-
mique £, définie pour un systeme d’électrons de Fermi, dans les conditions
de ’ensemble canonique par

pour tout k.

On montre de la méme maniere que précédemment que la dérivée tempo-
relle de F*© est négative, ’équilibre correspondant a un minimum d’énergie libre
électrochimique.

Comme dans le cas précédent, on doit intégrer le terme de potentiel ¢°Vj,
le potentiel étant solution d’une équation de Poisson, avec des conditions aux
limites périodiques dans un sens, fixé au début de ’électrode et portant sur la
dérivée du potentiel a 'interface métal/liquide. On garde pour I'instant cette
contribution sous forme intégrale, bien qu’on puisse donner une expression
explicite avec les fonctions de Green appropriées (qui sont différentes de celles
du cas pécédent). Alors, par intégration entre p§ et p§ (on note dp§ = p§. — pf)

Fe(pi, Tov) = F(p, T, v) + Z ops (Er + ¢°Vo) (3.79)

g Z / Vie (5%) — Vo) 0t 2?2%) (3.80)

pG étant la concentration d’électrons libres du métal et Vj le potentiel du
métal, cette énergie libre étant définie hors-équilibre.

Energie libre aI'équilibre

Les relations (3.33) a (3.36) obtenues précédemment, permettent d’écrire
le potentiel électrochimique de I’espece électronique a 1’équilibre ainsi :

2)\2
iy (Py) = Ep — eV —

S (A2Aa (pf) — Opk)

qui par intégration donne 1’énergie libre électrochimique

2

s . e\
Fe (i, Tov) = B2 (05, Too) + ) == [N (Dapi)” + (0907 (381)
k
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A Téquilibre, on rappelle que

e €

s

donc
Fe (py, T,v) = F° (p§, T, v +Z( (DaVi)® + —eapf;évk) (3.83)

ol 'on reconnait 'énergie €Ey /2 du champ électromagnétique Fy yia =
DaVi et celui des charges supplémentaires dans le champ créé par elles-mémes.
Il est important de noter que le probleme électrostatique dans I’électrolyte est
différent de celui des électrodes (en terme d’électroneutralité et de conditions
aux limites sur le potentiel).

Comme Vi est dans la limite continue une fonction exponentiellement
croissante (facteur 1/),), on a

)%
DaVi = DabVic = Ak
donc en utilisant (3.82)
i) 1
5 < (DaVi)? = 2( A;‘) = Se0poVi (3.84)

donc une équipartition de 1’énergie entre le champ et les particules.

Mais le cas d’étude des électrons qui nous intéresse est celui ou le systeme
constitué par les électrons n’est pas fermé, mais en contact avec un réservoir
d’électrons au potentiel V). On doit donc passer d’une situation ou les para-
metres extérieurs sont pi, 7" et v a une situation ou les parametres extérieurs
sont 15, T et v (if = Er + q°Vy) donc la transformation de Legendre

Q (@5, T, 0) = F* (pg, T, ) Zuopk (3.85)

Sen fait cette transformation cache deux transformation de Legendre :
Z AoPk = Z HoPk — ePicVo

le premier terme correspondant a la transformation de Legendre en ’absence de champ
(purement chimique) et le second au cas du condensateur (purement électrique).
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Avec la méme démarche que précédemment, Il est aisé de vérifier que

0
“ 0.
7

81



82

Chapitre 3. Eléments du modéle



Bibliographie

[1] M. Plapp, These de l'université de Paris-sud, n°® 4911 (1997).
2] J.-F. Gouyet, Europhys. Lett., 21 , 335 (1993).

[3] W. Schmickler, Interfacial Electrochemistry, Oxford University Press,
(1996), pages 58-63.

[4] J.-N. Chazalviel, Coulomb Screening by Mobile Charges , Birkhauser
(1999), pages 22-27.

[5] J. Goodisman, Electrochemistry : Theoretical foundations, Wiley, 1987.
[6] C. Kittel, Physique de ’état solide, Dunod, Paris (1983).

(7] W. Schmickler, D. Henderson, New Models for the Electrochemical Inter-
face, Progress in Surface Science, Vol. 22, No. 4, pp. 323-420.

[8] R.A. Marcus, J. Chem. Phys., 24 966 (1965).

9] Klaus Vetter, Electrochemical kinetics, theoretical aspects, Academic Press
(1967).

[10] W. Schmickler, Chem. Phys. Lett, 237 152 (1995).

[11] B. Diu, C. Guthmann, D. Lederer, B. Roulet, Physique statistique, Her-
mann (1997).

[12] Yu V. Egorov,M.A. Shubin, Foundations of Statistical Theory of Partial
Differential Equations Springer (1998).

83



84

BIBLIOGRAPHIE



4.1

Chapitre 4

Etudes numériques

Le modele EMFKE complet est d'une complexité mathématique qui rend
I’étude analytique difficile. Ainsi, par exemple, une étude générale de la double
couche a I’équilibre se fait par résolution de I’équation non-linéaire de Poisson-
Boltzmann : dans le cas macroscopique a une dimension, il est possible de
résoudre entierement le probleme ([1], Appendice A). En revanche, notre for-
mulation générale de ’équation non-linéaire de Poisson-Boltzmann fait inter-
venir entre autres le champ de concentration de solvant, lequel peut étre ob-
tenu a ’équilibre, mais avec une dépendance en les champs ioniques, lesquels
dépendent eux-mémes du potentiel : nous devons donc résoudre un systeme
d’équations couplées. Aussi se limite-t-on dans la présente these a différentes
études numériques, a une dimension, essentiellement pour tester le comporte-
ment du modele, et a deux dimensions, pour obtenir des croissances dendri-
tiques. Apres avoir présenté les différents ordres de grandeurs, nous indiquons
comment préparer numériquement un systeme de type électrochimique initial,
a partir duquel on étudie numériquement l'interface métal-liquide a 1’équilibre,
I’état stationnaire d’un systeme unidimensionnel en croissance, sur les traces
du modele de Chazalviel [2], et enfin ces croissances en deux dimensions.

Préparation d’un systéeme électrochimique__

4.1.1 Ordres de grandeurs

Nous passons en revue les différentes familles de parametres, avec les argu-
ments qui permettent de fixer un ordre de grandeur de leur valeur. On pourrait

85
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chercher a utiliser des valeurs proches de valeurs expérimentales, mais par dé-
faut, nous préférons pour plus de simplicité fixer les quatre unités élémentaires
a I'unité :

— unité de distance : pas du réseau a = 1;

— unité de temps : pas de temps 6t = 1;

— unité d’énergie : température kT =1;

— unité électrique : charge e = 1.

Les parametres de notre modele sont des coefficients cinétiques (fréquence
de saut, transfert), des énergies (énergies d’interaction), des concentrations
et des parametres électriques (différence de potentiel, permittivité, énergie de
Fermi et densité de Fermi).

Constantes de temps du probléme

Les parametres cinétiques sont les préfacteurs constants :

1. dans les probabilités de saut pour le transport des especes
— especes non électroniques : w®, a € {4, —,0, s}
— espece électronique : w,

2. dans le transfert électronique : w*

Pour avoir un potentiel électrostatique uniforme dans les électrodes métal-
liques, le transport électronique doit étre rapide devant le transport ionique
en solution. Donc la mobilité électronique My, ., doit étre trés supérieure

a la mobilité des especes non électroniques My, (o € {+,—,5,0}). Pour
avoir un probleme électrostatiquement correct, il suffit d’avoir cette condition
pour a € {+, —}, mais il est physiquement plus raisonnable de supposer que
toutes les especes non électroniques sont plus lentes que 'espece électronique
(les mobilités respectives des especes chargées et non chargées jouant un role
important dans la cinétique).

En conclusion, compte tenu des expressions des mobilités de 1'espece élec-
tronique (Eq. (3.38) page 52) et de 'espece o non électronique (Eq (3.20) page
39) dans la double couche (ou elles sont maximales)

ean a [, 0)2 an
Wi > wq (p¥)” she ( k:T) (4.1)

ou E est l'ordre de grandeur du champ électrique dans la double couche (cf.
section 4.1.1 pour estimation de E).
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De plus, dans le cas ott nous souhaitons obtenir une instabilité de croissance
électrochimique, le temps caractéristique de transport des cations au voisinage
de la cathode doit étre tres inférieur au temps de transfert électronique. Dans
le cas contraire, le cation a le temps d’explorer toute la surface et s’attache
préférentiellement dans les zones favorisées par la thermodynamique, c’est-a-
dire les creux (d’ou stabilisation de 'irrégularité par diffusion de surface).

Donc
o

*q E o U 2 an
> w she . 4.2

Enfin, le transport électronique doit compenser les charges électroniques
perdues dans le transfert, sinon 1’électroneutralité du métal n’est plus assurée,
soit

w

wé > w* (4.3)

Le choix des parametres de p, et £ de la fonction de seuil continu (Eq. (3.39)
page 52) est tel que le temps de I'experience 7oP&ience goit tres faible devant le
temps de transport électronique dans la solution 7§ ; ceci ne permet en revanche
pas d’éviter apparition de charges électroniques a I’anode (d’ou la relaxation
électronique, pour laquelle on choisit un parametre p. différent de celui utilisé
pour le transport et le transfert, afin d’épargner les zones d’interfaces).

En conclusion, les différents temps caractéristiques doivent satisfaire

e < The € T < o g 1t

donc des échelles de temps sur 3 ordres de grandeur différents. Dans les calculs
numériques, on resserre le plus possible les différents ordres pour réduire le
temps d’expérience.

Concentrations

Dans une expérience, 'électrolyte contenant 1’espece électroactive a un
concentration de 107 & 103mol.£~! (en revanche, I’électrolyte support, utilisé
pour rendre la migration négligeable devant la diffusion, est beaucoup plus
concentré), a comparer avec la concentration d’un solvant pur, soit quelques
dizaines de mol.£~! (exactement 55 mol.f~! pour I'eau pure), soit ps ~ 1072 &
10°. Nous choisirons généralement une concentration

pE~107%,
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car la vitesse de croissance de I’électrode augmente fortement avec la concentra-
tion cationique. De surcroit, le calcul numérique est ralenti lorsque les concen-
trations présentes dans le systeme ont des valeurs trop extrémes. La concen-
tration de solvant dans le domaine de la solution (S) et de I'espece métallique
dans le domaine des électrodes (C/.A) ont une concentration proche de 1. En
pratique, on choisit
pea~0,9 et ps~0,9

car dans chaque domaine existent aussi des petites concentrations des autres
especes.

Grandeurs énergétiques

Les énergies d’interaction sont choisies simultanément avec les concentra-
tions dans le diagramme de phase du systéme métal-solvant (M°Sv). Pour
simplifier le choix, on impose une symétrie complete entre ces deux especes
soit :

— concentrations pg 4 = p% €t pg = pg 4;

— énergies d’interaction % = £%.

Comme nous le verrons dans la section suivante, notre systéme complet
est un systeme M°Sv (métal, solvant et lacunes) initialement totalement sy-
métrique, que 'on perturbe pas des petites concentrations ioniques. Concrete-
ment, on choisit une valeur de £%* > 0 et €% (nous avons pris €% = 0 pour avoir
des phases bien séparées), et le diagramme de phase donne les concentrations
d’équilibres pg, A= pset pd = pe.4- Pour le choix des énergies d’interaction
entre les ions et les especes neutres (on rappelle que les énergies d’interac-
tion entre les especes chargées sont factoriées dans le probleme de Poisson),
nous supposons pour simplifier que chaque ion a les mémes propriétés d’in-
teraction avec les autres espéces neutres que le solvant e = 75 = &% et
et0 = 70 = %0 en particulier, nous supprimons toute adsorption spécifique.
En conclusion, le tableau des énergies d’interaction est ici choisi en fonction
uniquement de %% et £ :

el 0+ - S
0 58 *680 *gso 8sO
+ | x 0 0 &%
— | x x 0 &%
s | X X x g%
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les énergies indiquées avec des astériques sont les premieres énergies qu’il
serait intéressant de modifier, pour étudier les effets d’adsorption.

Grandeurs électriques

Lorsqu’on a atteint 1’équilibre thermodynamique du systeme M°SM* A~ v,
en 'absence de différence de potentiel appliquée, I'exces d’électrons est nul
en tous points. Lorsqu’on applique une différence de potentiel V4 — V¢, deux
limites sont intéressantes :

— faible différence de potentiel pour la linéarisation de I'hypothese de
Poisson-Boltzmann : e (V4 — Ve) < kT, donc V4 — Ve < 1. En pratique,
on choisit V4 — Ve ~ 1 — 0,01 (soit quelques dizaines de millivolts) ;

— forte différence de potentiel pour la croissance arborescente. Dans les
expériences, a la température (kKT = 1/40 eV), la différence de potentiel
est de quelques volts, donc un facteur 100 entre e (V4 — V) et KT'. Donc,
dans nos unités, V4 — V¢ ~ 100 (soit de 'ordre du volt).

L’ordre de grandeur du champ électrique E au voisinage de I'interface, dans
une expérience de croissance, peut étre estimé (on se réfere aux expériences de
croissance unidimensionnelles de la section 4.3.1) comme suit : la chute de
potentiel est essentiellement localisée sur quelques dizaines de sites, donc si
Va4 — Ve ~ 100 alors E ~ 1 (soit de I'ordre de 107 V.m™1).

Pour la permittivité, remarquons que I’énergie d’interaction entre deux ions
voisins est plutot supérieure mais du meéme ordre de grandeur qu’une interac-
tion dipolaire ou ion-dipole

2

(&
o~ gss’gs—l-
Ea

donc, dans notre systeme d’'unités, e ~ 1 —0, 1.

La modification de la permittivité permet de faire varier le préfacteur e/e
dans I’équation de Poisson, donc la courbure du potentiel a un écart a 1’élec-
troneutralité donné, soit finalement l'intensité du champ électrique : si on aug-
mente la courbure en diminuant ¢, le transport des especes ioniques augmente.

La densité de charges électroniques a la surface peut pour une expérience
typique étre estimée comme suit : la capacité de double couche est de 'ordre
du pF.em™ donc pour une différence de potentiel de l'ordre du dixieme de
volt, la densité de charges électronique est de I'ordre de 10~ "C.cm~2; or un
site a une surface de 0, 1 nm? donc la densité d’électrons en exces est de I'ordre
de 1073,
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L’énergie de Fermi Er ou la température de Fermi est de I'ordre de quelques
centaines de fois la température k7T, donc Er ~ 100. La densité d’énergie au
niveau de Fermi vérifie D (Er) ~ ng/Er avec ng densité d’électrons libres dans
le métal, soit ng ~ 1 donc D (Er) ~ 1072, Dans nos expériences, on s’autorise
choisir des valeurs moins réalistes de Er et D (Er), notamment pour Er, pour
que les concentrations d’équilibre thermodynamique soient les concentrations
d’équilibre du transfert électronique.

4.1.2 Equilibre initial

Nous décrivons ici la suite des étapes permettant de préparer un systeme
pour une expérience numeérique. La partie la plus délicate est de trouver un
équilibre initial a deux phases, électrodes et solution, et a quatre especes,
atomes métalliques, solvant, cations et anions, car avec autant d’especes, le
diagramme de phases est tres compliqué. Dans un premier temps, nous avons
recherché des valeurs pour les énergies d’interaction et les concentrations don-
nant un potentiel chimique identique pour chaque espece dans chaque phase, et
un grand potentiel uniforme : les systemes obtenus étaient toujours instables.
La seconde approche consiste a partir d'un systeme a deux composants métal-
solvant symétrique, pour lequel le diagramme de phases est simple et de le
perturber en y ajoutant une petite concentration uniforme d’ions.

Systéme métal-solvant symétrique

Un tel systeme MYSwv, appelé génériquement ABv, a été étudié en détail
dans ([3] p. 128-130). Dans la suite A et B sont indifféremment le solvant ou le
métal, puisque le systeme est symétrique. Si 'on considere un systeme symé-
trique (A et B sont au choix le solvant ou le métal), avec dans chaque phase
a I’équilibre, une espece concentrée (p + q) /2 et une espece diluée (p — q) /2,
alors p et g sont solutions de ’équation (p est la somme des concentrations, ¢

la différence) :
KT p+q

—zeq+ —1In

0 4.4
R (44)

avec

€:(€AA+€BB—2€AB)/2. (45)
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Soit

q

o)

(4.6)

L’interaction configurationnelle ¢ doit étre attractive, donc € > 0. La tem-
pérature est choisit proche de 1 pour limiter le potentiel d’accrochage. Par
ailleurs, on souhaite avoir p ~ ¢ (la petite concentration est faible devant la
grande), p ~ 0.9 (phases presque pures), mais avec suffisamment de lacunes
pour des concentrations ioniques de I'ordre de 10~2. Enfin la concentration mé-
tallique dans la solution (et inversement) doit étre petite, mais pas trop (sinon
systéme ralenti par ces petites concentrations). On choisit p—¢q € [1072,1073].

Voici quelques exemples de valeurs numériques possibles pour ¢ €
[0.9,0.96] ;KT € [0.9,1.1] (précédemment on a supposé kT = 1, les valeurs
données pour kT = 0.9 ou kT = 1.1 sont a titre indicatif) ; 45 = [-0.5,0.2];
eaa = €pp; 2 = 4 (une case pour laquelle une concentration est négative est
indiquée par le symbole X); enfin, on rappelle que A/B sera respectivement
solvant /métal dans la premieére phase et métal/solvant dans l'autre phase :

¢=0.9 kT=0.9 kT=1 kT=1.1
p2=0.9 p2=0.905 p2=0.905
eap=-0.5| pp=0.002235 | pp=0.004085 pp=0.0067
py=9.55e-02 pr=9.18¢-02 | py=8.66e-02
p2=0.915 p1=0.925 p2=0.935
e45=0 pp=0.0168 pp=0.0253 pp=0.03545
py=6.64e-02 py=4.94e-02 | py=2.91e-02
pA=0.94
5AB:0~2 pB:0.03825 X X
py=2.35e-02
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q=0.92 kT=0.9 kT=1 kT=1.1
p2=0.92 p2=0.925 p2=0.925
eap=-0.5 pp=0.002 pp=0.0037 pp=0.00615
py="7.60e-02 py="7.26e-02 py=06.77e-02
p2=0.935 p2=0.945 p2=0.955
eap=0 pp=0.0157 pp=0.0238 pp=0.0336
py=4.86e-02 py=3.24e-02 py=1.28e-02
p1=0.955
5AB:0~2 pB:0.0363 X X
py="7.39e-03
q=0.94 kT=0.9 kT=1 kT=1.1
pA=0.94 p=0.945 p4=0.945
eap=-0.51 pp=0.00179 pp=0.00335 pp=0.0056
py=5.64e-02 py=5.33e-02 py=4.88e-02
pA:0.955 pA:0.96
eap=0 pp=0.01465 pp=0.0224 X
py=3.07e-02 py=1.52e-02
eap=0.2 X X X
q=0.96 kT=0.9 kT=1 kT=1.1
ps=0.96 p2=0.965 p4=0.965
eap=-0.5 pp=0.0016 pp=0.003035 pp=0.00515
py=3.68e-02 py=3.39e-02 py=2.97e-02
pa=0.975
&TAB:O pB:0.01365 X X
py=1.27e-02
eap=0.2 X X X

Dans la suite, on étudie 'ensemble de parametres suivants : k7 = 1.0, z =
4, EAA — EBB = 1.0, EAB — 0, q = 09, Pa = 092528, PB = 002528, Pv =
0.04944.
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Perturbation du systéme ABv par I'électrolyte

Partant d'un systeme métal-solvant a 1’équilibre, on ajoute une petite
concentration uniforme d’électrolyte dans tout le systeme, avec des conditions
aux limites de type fixes portant sur les concentrations (contact avec des ré-
servoirs). On observe la solution se concentrer en ions, venant de l'extérieur,
I'objectif étant d’obtenir un équilibre thermodynamique, avec des potentiels
chimiques et un grand potentiel uniformes.

Lorsque la concentration électrolytique initiale est faible (pér {4_ =10"%) on

atteint I'équilibre :
+/— _ 104
Jea =10 (4.7)
ps’ = 3,52.10

Les potentiels chimiques des ions (les concentrations cationique et anio-
nique sont parfaitement symétriques en ’absence de champ), du métal et du
solvant s’uniformisent (figure 4.1) et la valeur du grand potentiel volumique
dans la solution devient identique & celle des électrodes (figure 4.2). A Iinter-
face, le grand potentiel volumique a un pic : ceci est di a la présence du terme
entropique résultant £7"In py, dans I'expression mathématique du grand poten-
tiel © (résultat purement mathématique). Les concentrations évoluent (figure
4.1.2) jusqu’a atteindre un équilibre avec les valeurs des concentrations (4.7).

On souhaite augmenter la concentration électrolytique d’équilibre, pour ob-
tenir un transport de matiere plus important vers 'interface, et une croissance
plus rapide : si 'on ajoute une concentration initiale de pg,g = 3.107* alors
on obtient des potentiels chimiques uniformes pour des concentrations (figure

4.5)
pely =310
p ™ =1,06.10"2

Mais ’écart de grand potentiel entre la solution et les électrodes augmente
(figure 4.4), avec
QS < Ac < 0

donc la pression de 1'électrolyte est supérieure a celle des électrodes, et le
fluide repousse les électrodes. Mais 1’échelle de temps de ce phénomene est tres
supérieure a I’échelle de temps nécessaire a obtenir I'uniformité des potentiels
chimiques : on pourra donc considérer ce pseudo-équilibre, comme équilibre
initial, auquel on applique une différence de potentiel.
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F1G. 4.1 — évolution du potentiel chimique de I’espece métallique /il (ordon-
née) en fonction du site k (abscisse) : on observe une uniformisation de cette
grandeur, ainsi que des autres potentiels chimiques, ce qui permet d’atteindre
I'équilibre thermodynamique initial (expérience 300).
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F1G. 4.2 — évolution du grand potentiel volumique 2 (ordonnée) en fonction
du site k (abscisse) : le grand potentiel volumique de la solution devient égal au
grand potentiel volumique des électrodes : &t = 1,7.10° Q ¢ — Qs = 0,5.1072
(expérience 300).
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F1G. 4.3 — profils de concentration d’équilibre des ions et du métal : on a choisi
des concentrations initiales proches de 1’équilibre final (expérience 300).
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Fi1G. 4.4 — le grand potentiel volumique de la solution est plus petit que le
grand potentiel des électrodes. Donc la pression de la solution est supérieure a
celle des électrodes : en conséquence, la solution repousse les électrodes, mais
ceci sur une échelle de temps beaucoup plus longue que celle de 'uniformisation
des potentiels chimiques. A titre de comparaison avec I'expérience précédente,
at=210% Quc— Qs =2,5.1072 (expérience 615).
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Fi1G. 4.5 — évolution des concentrations vers le pseudo-équilibre, lorsque les
potentiels chimiques sont uniformisés. Les électrodes sont repoussées par le
fluide d'un site par intervalle de temps égal & 2 x 108 (expérience 615).
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Si I'on augmente encore la concentration ionique a pz {4_ = 3.1073, alors les
deux échelles de temps que 'on vient d’introduire ne sont plus séparées sous
une différence de grand potentiel Q4 ¢ — Qs = 2,5.1072, les électrodes sont
rapidement repoussées par I’électrolyte (figure 4.7). Les potentiels chimiques ne
s’uniformisant pas (figure 4.6), on ne peut considérer cette situation comme un
équilibre thermodynamique initial auquel on applique une petite différence de
potentiel. En revanche, pour une différence de potentiel importante, on pourrait
I’admettre, car alors les variations de potentiel électrochimique dans le systeme
seraient beaucoup plus importantes que les variations de potentiels chimiques :
en d’autres termes, le caractere hors-équilibre électrochimique initial doit étre
beaucoup plus important que le caracere hors équilibre du systeme en I'absence
de champ.

-1.6
-1es N Lo
—— metal (t = 2E6)
"""""" metal (t = 4E6)
---- cations/anions (+ 2.2, t = 2E6)
-7 — — - cations/anions (+2.2, t = 4E6) ]
N //f
-1.75 7\\\\\ //// N
~ 771)77;/
-1.8 . | T\¥‘77\77"// | .
0 50 100 150 200

F1G. 4.6 — Les potentiels chimiques des ions et du métal ne s’uniformisent pas
au cours du temps (expérience 651).
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Fi1G. 4.7 — Initialement, la solution se remplit en especes ioniques, puis la
solution repousse les électrodes (expérience 651).
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Fermeture des extrémités du systéme

L’équilibre a quatre composants étant atteint, nous devons, avant d’appli-
quer une différence de potentiel, fermer les deux extrémités du systeme, pour
toutes les particules : en effet, les champs de concentrations étant couplés entre
eux, considérer des conditions aux limites fixes pour I'espece métallique et de
type flux nul pour I’électrolyte et le solvant pose un probleme de consistance
théorique. L’introduction de I'espece électronique, pour laquelle il est néces-
saire d’avoir des conditions aux limites différentes de celles des autres especes,
pose & nouveau ce probleme (couplage par le champ électrostatique) : dans
I’étude numérique, nous supposerons qu’a une certaine distance de 'interface,
les électrons s’adaptent instantanément pour assurer la neutralité électrique
du métal (temps de relaxation du conducteur, inversement proportionnel a la
conductivité électrique, supposé infiniment petit devant les autres échelles de
temps), donc cette hypothese assure, dans le coeur des électrodes et aux ex-
trémités du systeme, un potentiel indépendant des especes chargées, donc le
découplage dans ces mémes régions, des électrons des autres especes, ce qui
assure la consistance.

Pour limiter la perturbation a la frontiere du systeme lorsqu’on ferme le
systeme, on considere que les électrodes sont en contact avec un métal support
de concentration 1 (sans lacunes) et dont la fréquence de saut est nulle : il ne
peut donc y avoir de transfert de particules a I'extérieur autre que les électrons.
Pour limiter les effets de bord, on prend une énergie d’interaction entre chaque
espece o = {0,+, —, s} et ce métal, €7 telle que I"énergie d’interaction d’une
particule de l'espece o au voisinage de ce métal soit la méme qu’au sein de

I’électrode, donc
eh= D, peas’

/86{07+7_75}

Choix de I'énergie de Fermi

Avant d’établir une différence de potentiel, on doit attribuer la valeur de
I’énergie de Fermi Fr. On doit donc tenir compte du transfert électronique.
En I'absence de différence de potentiel, au départ

figsa = s = Er
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et I’équilibre thermodynamique des autres especes, les potentiels électrochi-
miques sont uniformes et connus

~Q _ ~a
Heja = Hs
donc, les concentrations et les énergies d’interaction étant fixées, il existe une

seule valeur Er telle que le transfert électronique ne perturbe pas I’état d’équi-
libre thermodynamique initial, ¢’est-a-dire tel que

~0 ~ ~
Heya = MZ/A + fic/a -
Pour une valeur différente de Er on aura soit dissolution des deux élec-
trodes soit déposition aux deux électrodes, jusqu’a atteindre un nouvel état

d’équilibre. Dans les simulations numériques, on choisit généralement cette
valeur particuliere de Ep.

Ajout de la différence de potentiel

Une fois I’équilibre de la réaction électrochimique atteint, on applique une
différence de potentiel fixée entre les deux électrodes. Dans un premier temps,
tres court, une distribution algébrique de charges électroniques s’établit aux
interfaces dans les électrodes. A cet instant, le potentiel électrostatique Vi est
uniforme dans les électrodes et rectiligne entre les deux électrodes. Le transfert
électronique a lieu en tout point ot 4§ — fi; + fif., , est non nul or, avant tout
mouvement des espéces non-électroniques pg A= e At e donc initiale-
ment, le transfert électronique dépend de Vi — Vicya qui est : (i) nul dans les
électrodes et (ii) égal a (V4 — Vi) (a/Ls) dans la solution. Apres, les ions se
condensent au voisinage des électrodes, ce qui augmente le champ électrique
en ces lieux, et I'intensité du transfert.

Etude de l'interface métal-solution

Les systemes électrochimiques présentent des échelles de longueur tres dif-
férentes : atomique pour le transfert électronique et la double couche de Helm-
holtz, nanométrique a micrométrique pour la double couche diffuse et enfin mil-
limétrique pour le champ de diffusion-migration. Les études électrochimiques
ne se placent jamais simultanément dans ces trois échelles microscopique, mé-
soscopique et macroscopique. Par exemple, le modele de Chazalviel occulte
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completement 1’échelle microscopique, tandis que les études de doubles couches
se situent aux échelles microscopique et mésoscopique. Nous étudions ici com-
ment notre modele se comporte a cette échelle.

Pour I'étude d’une électrode, on distingue deux cas d’étude simples ([8] p.
13) : I'électrode idéalement polarisable et 1’électrode parfaitement réversible.

La premiere situation correspond a la limite ou le transfert électronique
est infiniment lent, les valeurs des concentrations ioniques en solution ne sont
alors pas modifiées par une variation du potentiel appliqué, seule la zone de
double couche change. On est ainsi entierement libre de faire varier le potentiel
d’électrode et 'on n’atteint pas d’équilibre du transport.

A Topposé, une électrode parfaitement réversible est le siege d'un trans-
fert électronique tres rapide, qui permet de retrouver un équilibre, avec des
concentrations et un potentiel d’électrode donnés par I’équation de Nernst.
Cette électrode est parfois dite idéalement non polarisable, puisqu’avec la re-
lation supplémentaire qu’est I’équation de Nernst, on perd un degré de liberté.

4.2.1 Electrode idéalement polarisable

Considérons une électrode en contact avec un électrolyte non électroactif :
cette électrode est alors idéalement polarisable. En raison, par exemple, de
I’adsorption spécifique de 'un des deux ions — en général ’anion, il se forme
une double couche dans la solution, responsable d’une différence de potentiel
entre la solution et le métal. Dans notre étude, la seule dissymétrie entre I’anion
et le cation est I'électroactivité de ce dernier, puisque pat ailleurs e 0 = 79,
il n’y a donc pas d’adsorption spécifique. Si I'on considere une cellule symé-
trique, en ’absence de transfert électronique, 1’électroneutralité de la solution
est conservée, donc sans différence de potentiel appliquée, il ne peut apparaitre
de charges électroniques dans le métal (par application du théoreme de Gauss
sur un volume entourant les deux interfaces métal-solution et la solution). En
revanche, si I'on applique une différence de potentiel entre les deux électrodes,

il apparait les charges électroniques dans les électrodes ¢4 et ¢ = —¢5 (d’apres
I'électroneutralité du systeme complet et de Iélectrolyte seul). Par ailleurs, il
apparait des exces de charges ioniques aux deux électrodes q;(/ et qér /™ avec
q;{/_ = —qér/_ et q;/_ = —q%, comme le montre la figure 4.8.

Le potentiel au centre de la cellule est égal a (Ve — V) /2, donc en notant
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F1G. 4.8 — exemple de profils obtenus pour la densité de charge et le potentiel,
pour un systeme symétrique, avec deux électrodes polarisables, soumises a
une différence de potentiel donnée. On observe la formation de deux doubles
couches dans les zones interfaciales (expérience 280).
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U la différence de potentiel entre ’anode et le milieu de la solution® soit U =
Va— (VC + VA) /2, alors :

— lorsque U = 0 la charge portée par ’anode est nulle;

— si U > 0 une charge g4 (U) apparait.

En considérant dans ces expériences l'autre électrode, on obtient directe-
ment par symétrie g4 (—U). On peut alors déterminer la capacité différentielle

9q
Ca(U) = (@)
composition

appelée encore capacité de Gouy-Chapman.
Enfin, en considérant 1'équation de Lippman [7], différentielle de la tension
de surface ~y
dy = —qadU — T'yd (s + pis) (4.8)

on obtient, a composition constante, la tension de surface v (on peut aussi
déduire la capacité différentielle comme étant la dérivée seconde de «y (U)).

Notre systeme comporte quelques différences avec I'étude expérimentale
classique : (i) le dispositif de Grahame [4] est constitué d'une électrode idéa-
lement polarisable de mercure, d'un électrolyte KCI et d’'une électrode de ré-
férence réversible de type Ag(s)/AgCl(s), avec une contre-électrode. Dans la
réalité expérimentale, on ne peut jamais supposer les ions comme symétriques,
d’out la nécessité d’utiliser ’électrode de référence pour supprimer le degré de li-
berté; (ii) la grandeur que I’on mesure est la tension de surface v de I’électrode
de Mercure, en utilisant I’équation de Lippman : a composition constante, on
obtient ¢ (V) et a différence de potentiel fixée, en variant la concentration de
I’électrolyte, on obtient ’adsorption du cation et de I'anion (avec la convention
que I} =0).

Ces expériences sont menées pour des tensions U variant sur 1 Volt (soit
de l'ordre de 100 dans nos unités) autour du PZC (nul dans notre modele).
Or la figure 4.9 montre que lorsque U ~ 1 nous sortons du cadre de notre
modele, ce qui découle de notre choix de parametres (K7 = 1 et énergies d’in-
teraction € ~ 1). En augmentant les énergies d’interaction (ou en diminuant
la température), ce qui revient a se placer dans la limite des phases pures, on

LCette différence de potentiel est différente du potentiel d’électrode que nous avons défini
a la section 3.5.1, comme la différence entre le potentiel de ’électrode et le potentiel juste
a l'extérieur de I’électrode, dans la double couche de Helmholtz. L’écart entre ces deux
définitions est la différence de potentiel due a la double couche diffuse.



106 Chapitre 4. Etudes numériques

pourrait étudier une gamme plus large de potentiel ; une autre possibilité est
d’augmenter la concentration cationique dans la solution.

Ainsi, nous ne pouvons qu’étudier la gamme U < 1, c’est-a-dire un peu
au-dela du régime de linéarisation de I’équation de Poisson-Boltzmann. On
trouve un comportement lindire pour ¢(U) (figure 4.9), comme dans la limite
de Poisson-Boltzmann lindrisé, donc une capacité différentielle constante égale
a la capacité standard C' = ¢(U)/U et une tension de surface v parabolique.

0.06
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"""""" experience 845
0.05 - ]
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0.03 | ]

0.02 ]
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100 200

F1G. 4.9 — concentration cationique d’équilibre pour U = 0.5 (expérience 865)
et U = 2.0 (expérience 845) : lorsque U (ou Ve — V) devient trop important
(expérience 845), on atteint la limite de validité du modele, car la concentration
ionique dans 1’électrode est du méme ordre que celle de la solution.

Pour étudier plus en détail I'électrostatique de l'interface et la capacité
différentielle, nous revisitons ci-dessous, dans le cadre de notre modele, 1’asso-
ciation, a I’équilibre, du probleme de Poisson et de I'’hypothese de Boltzmann.
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Fia. 4.10 — charge g4 et tension de surface v en fonction de la différence de
potentiel U, pour U > 0 (q4(U) est impaire et UF?¢ = 0), et U petit (cf. figure
4.9).
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Equation de Poisson-Boltzmann

Le premier modele d'une interface métal-solution a été développé par
Gouy[5] et Chapman [6]. Ce modele fondé sur la combinaison de ’équation
de Poisson avec 'hypothese de Boltzmann. On aboutit alors a ’équation dite
de Poisson-Boltzmann, donnant le potentiel de la solution a ’équilibre (les
électrodes sont idéalement polarisables). Classiquement, cette équation est
écrite dans la solution, en tenant compte uniquement des charges ioniques (les
charges électroniques de surface sont contenues dans la condition aux limites
V' = Vesa([1] p. 22). Dans notre modele de champ moyen, nous ne pouvons
faire cette séparation (cf section 3.3.2 page 43), I’équation de Poisson (Eq.
(3.26)) contient donc également les charges électroniques dans les sources du
potentiel :

1
AVi=— 3 g .
k - D4 (4.9)
Oé:{+7—,€}

Or pour o € {+, —}, la concentration p{ satisfait a la condition de Boltz-
mann (Eq. (3.23))

P =C%pexp | =0 | ¢“ Vi — Z Zgaﬁpﬁﬂ (4.10)
Be{0,s} a

ou C“ est une constante dépendant de l'espece «, que 1'on détermine a un
endroit ou les grandeurs prennent des valeurs connues, par exemple au sein de
la solution ou Vi = 0 a I’équilibre,

p§ = Copgexp [Bz (5 +*0g)] L a € {+. ).

p<, p et pd sont les concentrations au sein de la solution, suffisamment loin
des électrodes. Or dans le cadre de notre étude, on suppose toujours e 0 = ¢ =0,

eTs = ¢ et Délectrolyte binaire (p5 = pt), d’out
Ct=C" =p&/phexp [—Bz (*p% +e*pY)] . o=+ ou —

On remarque que C'* est 'activité de I'espece « dans la zone de potentiel
nul, ce qui était prévisible puisque I'hypothese de Boltzmann est de supposer
le potentiel électrochimique uniforme. L’équation (4.10) se réécrit :

Pi = S exp (—Bq¢* Vi) py/ps exp [B (B — ES))
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avec Bif = =3 5109 2 a g% et E2 est énergie d'une espece a sur la surface.
Il est alors possible de séparer cette concentration en deux termes, séparés
spatialement

P =P Mo+ S (1= Hy) (4.11)

avec

{ P = g (ple/vs) exp (=B Vi)
i = e 8 (B - Bg)]

et la fonction de Heaviside définie par

Hi = 1si BY—ES+#0

Hyxy = 0 sinon,

la fonction Hy est donc non nulle aux sites d’adsorption.

La premiere contribution étant celle du modele de Gouy-Chapman (pﬁ’Gc)
et la seconde localisée a l'interface, c’est-a-dire dans la zone ot Ey # E¢, cor-
respondant a la double couche de Helmholtz (pﬁ’H). Cette derniere contribution
rend compte de I'adsorption, d’autant plus importante que : (7) la concentra-
tion du volume p{"““ est importante et (i) que I'affinité avec la surface B¢ —E%
est grande.

La concentration d’exces électronique a 1'équilibre vérifie (Eq. (3.33)) :
opy, = D (Er) eVi (4.12)

On peut obtenir une équation de Poisson-Boltzmann en introduisant (4.12)
et (4.11) dans (4.9), et apres linérisation des exponentielles, en supposant
V& < KT,

1
AVi = (K2 + K3 (Phs P 1Y) + 6D) Vi — EFH (pi, P> PR (4.13)

avec

T (ph, v py) = ¢ ps 04/p%) (exp [B (B — E&)] — exp [B (Ex — E5)])
(4.14)
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ot
2 = D(Er)ée (415)
ki (o popk) = (P pfé)g (¢%) p% (exp [B (B — ES)]  (4.16)
+exp [B(Ey — Eg)]) Hx
W0 = i/ DY ) g (- ) (1.17)

ou « est indifféremment +ou —, 1/kp est la longueur de Debye obtenue clas-
siquement. Il est habituel d’introduire la force ionique

I= )" nips (4.18)

oa=+,—

ol n, est le nombre de charges portées par 'ion de 'espece « et la longueur

de Bjerrum

62

" dnekT
qui correspond a la distance séparant deux particules chargées ressentant une
attraction ou répulsion égale a kT'. Alors

Kp = \/ 47TLBI (420)

Dans notre modele, nous obtenons une équation de Poisson-Boltzmann li-
néarisée (4.13) avec, en comparaison de celle obtenue classiquement [1], une ex-
pression pour deux autres contributions a la chute du potentiel : I'effet de 'ex-
tension de la charge d’espace électronique dans le métal (on retrouve \;2 = k2
introduit a la section 3.4) et la double couche de Helmholtz dans la zone de
I'interface (k% qui suppose la connaissance de py, pl et pg). Cette contribution
contient deux termes (on rappelle que EY est I'énergie d’interaction de l'ion «
avec le solvant et le métal) :

— le premier est une contribution a I'écrantage % (pg, pY, pi), donc une
correction a la force ionique dans cette zone, d’autant plus importante que
I’adsorption est importante et symétrique ;

— le second T (pi, pY, p;) est la densité de charge des especes adsorbées,
cette fois-ci, d’autant plus importante que I’adsorption est importante et asy-
métrique.

Lp (4.19)
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Capacité différentielle

Les trois contributions de (4.13) étant séparées spatialement, la différence
de potentiel totale U est la somme de trois contributions, notées respectivement
Us, Uy et Uge soit

soit, en dérivant par rapport a g4, la capacité différentielle Cy vérifie

1 1 1 1
T — 4.21
C. ¢ Tan T Coo (421)

A chacune des contributions correspond une chute de potentiel, donc la
capacité totale est diminuée par chacune des contribution, ce que montre la
relation (4.21).

Pour comprendre intuitivement la notion de capacité (différentielle ou non,
les deux définitions étant équivalentes puisque les fonctions U et g4 sont pro-
portionnelles), on rappelle que la différence de potentiel U engendrée par la
distribution globalement neutre p (I'intégration de p donne qj/ T +45=0), est
I'intégration du champ électrique sur le domaine ot pest non nul, donc apres
intégration par parties et utilisation de I’équation de Poisson (on se place dans
la limite continue),

€

U= 1/zp (2)dz (4.22)

soit en notant P le moment dipdlaire

P = /zp(z)dz,

I'équation (4.22) montre que la chute de potentiel U est proportionnelle au
moment dipodlaire de l'interface.

Dans le cadre de notre modele, on peut par exemple s’intéresser a 'effet
de I'adsorption sur la capacité totale. Notons que I'étude de I'adsorption spé-
cifique est beaucoup moins avancée que celle de I'adsorption du solvant ([8]
p.220). Ainsi, la différence de potentiel U étant fixée, donc le moment dipo-
laire aussi, on pourrait étudier comment ’adsorption modifie la charge g4 (soit

[lp(2)dz/2 & [ zp(z)dz fixé).



112 Chapitre 4. Etudes numériques

4.2.2 Electrode réversible

Dans cette autre limite, ou la cinétique de transfert est tres rapide devant
les autres cinétiques, une relation supplémentaire

l]ﬁ - (ﬂ; + ﬂi+a) =0

lie les potentiels électrochimiques, au voisinage de 1’électrode, des especes mé-
tallique, cationique et électronique. Cette relation est 1’équation de Nernst
(voir section 3.5.4), qui supprime un degré de liberté dans le systeme : la dif-
férence de potentiel a travers 1’électrode est, pour une électrode donnée, liée
aux activités du métal et du cation en solution.

En plongeant un morceau de métal dans un électrolyte, dont le cation est
de la méme espece que le métal, si la concentration électrolytique est supérieure
a une certaine valeur, on observe une déposition de cations sur une ou deux
couches atomiques, et dans le cas contraire une légere dissolution du métal 2.
Pour modéliser cette expérience élémentaire, on n’applique aucune différence
de potentiel entre les électrodes, notre cellule étant alors entierement symé-
trique. Plutot que de faire varier la concentration, ce qui est plus délicat a
réaliser numériquement (cf. procédure de préparation d’un systéme initiale-
ment & ’équilibre thermodynamique), nous modifions le parametre Fr. Dans
la simulation numérique, pour les parametres de concentration de I’expérience
627, I'équilibre thermodynamique initial est 1’équilibre électrochimique si I'on
choisit E% = 4,42 : en effet, les figures 4.11 et 4.12 illustrent que les variations
de concentration et de potentiel sont tres faibles (écart a ’électroneutralité
inférieur & 1% et saut de potentiel de I'ordre de 107*V).

Pour Er > EY., les cations en solution se déposent sur les deux électrodes
pour atteindre le nouvel équilibre et pour Ep < E% les électrodes vont se dis-
soudre. Dans chaque cas, le systeme est globalement neutre électriquement, les
charges électroniques d’'un signe compensant exactement les charges ioniques,
mais le métal ou I’électrolyte seul ne sont pas électroneutres. Il apparait une dif-
férence de potentiel entre le métal et I’électrolyte. Considérons par exemple le
cas F > EY% : la déposition de cations sur les deux électrodes rend la solution
globalement négative électriquement, et les électrodes chargées positivement
(cf. figures 4.14 et 4.13). Il apparait alors une chute de potentiel entre le métal

2cette expérience est & ne pas confondre avec 'arbre de Diane (morceau de plomb plongé
dans une solution de sel d’argent), dans laquelle la croissance est plus importante, car résulte
d'une pile interne entre deux couples rédox différents Pb/Pb?T et Ag/Ag™.
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Fi1G. 4.11 — concentration métallique et densité de charges initialement, et
lorsque 1'équilibre est atteint : les variations entre ces deux états sont négli-
geables. Ainsi, le choix de I’énergie de Fermi Er = E% ne perturbe pas I’équi-
libre thermodynamique par I'introduction du transfert électronique (expérience

627, EY% = 4,42) (expérience 627).
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F1aG. 4.12 — évolution du potentiel électrostatique au cours du temps : le saut
de potentiel est de 'ordre de 1072 avec kT = 1 (soit de Pordre de 1074V avec
les valeurs usuelles des grandeurs physiques) (expérience 627).
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et la solution (cf. figure 4.15). A la fin du temps de 'expérience, on atteint un
équilibre dans les zones actives, mais pas 'uniformité des potentiels électro-
chimiques, ainsi la variation, tres faible, de la concentration cationique résulte,
dans cette limite, de la compensation des termes de transport cationique et de
transfert électronique (cf. figure 4.16).

15 ‘ ‘ ‘ —T — T
cations/anions (x 20, t = 0)
---- anions (x 20, t = 7E6)
"""""" metal (t = 7E6)
1L — — - cations (x 20, t = 7E6) i
/’\\\
0.5 /‘/.l“ | il
I \
! \
[N N
I S ]
0 == - T =
_05 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L | L | L | L
30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

F1G. 4.13 — lorsque Er > EY%, on observe une déposition de cations sur les
électrodes, jusqu’a atteindre un nouvel état d’équilibre dans les zones actives :
la concentration de cations diminue donc dans le systeme, et il apparait une
plus forte concentration d’anions aux interfaces. Le systeme étant symétrique,
on ne représente ici, et dans les figures suivantes, que la moitié de la cellule, le
métal étant a gauche (expérience 628).

Diminuer fortement Er par rapport a la valeur de 1’électrode concernée
revient a remplacer cette électrode par une électrode beaucoup plus noble,
comme dans les expériences d’underpotential deposition.

Pendant la durée de ’expérience, les potentiels électrochimiques ne s’uni-
formisent que dans les zones actives (on rappelle que par définition, dans une
région active pour l'espece «, la mobilité Mﬁk +a ost suffisante pour que I'es-
pece ne soit pas cinétiquement bloquée, a ’échelle de temps de 1'expérience).
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1.5 : ‘
—— metal (t=0)
"""""" metal (t = 7E6)
- --- densite de charges (+ 0.5, t=0)
— — - densite de charges (+ 0.5, t = 7E6)
1 [
)
0 . I
20 30

F1G. 4.14 — La double couche a l'interface métal/solution est constituée d'un
défaut d’électrons dans le métal (soit une charge électronique positive) et
d’anions dans la solution. Cette double couche est située au milieu de I'inter-
face continue. On remarque également que 1’échelle caractéristique de la partie
électronique A4 est plus petite que celle de la partie ionique A\p (expérience
628).
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F1G. 4.15 — le potentiel électrostatique chute dans la solution, consécutivement
a lapparition de la double couche (expérience 628).
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F1G. 4.16 — variations de la concentration métallique (composante de transport,
de transfert et résultante), autour d’une électrode (sites en abscisse) : I'équilibre
n’est obtenu que dans les zones actives, donc les potentiels électrochimiques
ne sont pas uniformes sur tout le systéme : en conséquence, pour les cations
par exemple, les contributions de transport et de transfert se compensent a
I'interface métal/solution mais pas dans ’électrolyte (expérience 628).
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On atteint un régime d’équilibre a 1’échelle du temps d’expérience, c’est-a-dire
avec des concentrations n’évoluant presque plus, ou pour chaque espece impli-
quée dans le transfert, la contribution liée au transfert est compensée par la
contribution de transport.

La présence d'un terme de transfert électronique non-linéaire et dépendant
de gradients de potentiels électrochimiques dans les équations cinétiques de
champ moyen électrochimiques, il n’est pas a priori évident que dans la limite
théorique (ou l'on attend un temps infiniment long) les potentiels électrochi-
miques s’uniformisent, a l'instar du cas ou le transfert est absent.

Montrons qu’un état d’équilibre ne peut exister avec des potentiels électro-
chimiques non uniformes, par compensation des contributions du transport et
du transfert électronique. On se place dans le cas simplifié de la limite de 'in-
terface infiniment mince, donc les potentiels électrochimiques sont uniformes
dans les électrodes et la solution, valeurs couplées par le transfert électronique

ME/A"‘MZ/A = lesa (4.23)
ps s = ps (4.24)

Donc si on introduit du® = ug — ug /A différence supposée de potentiel
électrochimique a 'interface, alors par différence de (4.24) et (4.23)

Spl 4ot = op’ (4.25)

Qualitativement, on s’attendrait a une oxydation en C/.A et une réduction

en S compensée par des courants égaux de particules :
— de métal de S a C/ A

— de cations et d’électrons de C/A & S
donc duf, dput < 0 et ou’ > 0.
Le terme de transfert électronique pour 4,0 est en C/A et en S pour e

ocjas = w (eXp <Mér/,4 + Mfs) — &Xp (:“2/A)>
= wexp (e/a) (expdp® — 1)

et pour e en C/A et en S pour +,0

oscia = W (GXP (Hjsr + ME/A) — €Xp (U%)>
w* exp (,ug/A) (exp St — exp 5,uo)
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Les courants de particule Jg/A_)S de l'espece a = 0,+,e de C/A a S est
proportionnel a du® vérifient
Jejacs = Jians = —Jejams =J >0 (4.26)
et
0sc/A=0c/Aas =0 < 0, (427)
Le bilan en chaque site et pour chaque espece étant
J=—0. (4.28)
De (4.27), on déduit
exp o — 1 =expdp™ — exp op’
or, avec (4.25)
expdpfexpou’ = exp o’

en éliminant exp 6°
exp 0 u° (1 + exp (5u+) =1+expou’

or 1 +expou® # 0 donc du® = 0. Donc le courant d’électrons est nul, donc les
autres courants aussi, d’apres (4.26), soit du® = 0 pour a = +, 0.
Si on choisit I'expression (3.5.3) pour le transfert, alors (4.27) s’écrit

exp (a1 6p°) — exp (a20p®) = exp [oq (6p™ — op”)] — exp [ao (dpt — 6pu”)]

soit avec (4.25)
sinh (a;0p¢) = sinh (a0u®) .

Or nécessairement a; # ao puisque a; — as = 1, donc la seule solution est
op® =0 et 'on conclut comme précédemment.

Remarque

Considérer le transfert €lectronique comme possible en tout point du systéme
— méme s’il n’est probable qu’autour des interfaces et pratiquement négligeable
ailleurs, est un aspect fondamental dans un modéle de champ moyen. Si l'on
suppose un transfert électronique uniquement sur les derniers sites des élec-
trodes et les premiers sites de la solution, nous perdons les équations (4.23)
et (4.24), et finalement on pourrail trowver un équilibre avec des potentiels
électrochimiques non uniformes.
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Remarque

Dans notre modele le PZC' est toujours nul, car : (i) expérimentalement on
a mesuré le potentiel d’électrode par rapport a une éElectrode de référence, et
(13) notre modéle ne prend pas en compte le dipole de surface (cf. modéle de
jellium) qui apparait en l'absence de différence de potentiel appliquée : pour
une distribution p (z) de charges électroniques dipolaire (ie [ p(x)dx =0), le
saut de potentiel est 1 [ xp(x) dx.

Croissances

4.3.1 Modele de Chazalviel

La prochaine étape, pour valider notre modele, est de le comparer au modele
macroscopique de croissance électrochimique de Chazalviel [2]. Les équations
utilisées sont des équations de diffusion-migration, dans la limite de grande di-
lution (coefficients de diffusion et mobilités indépendants de la concentration),
sans convection et avec un transfert électronique nernstien (électrodes réver-
sibles). Toutes les équations de notre modele, considérées avec les hypotheses
suivantes :

— limite de l'interface infiniment mince;

— limite continue;

— limite de grande dilution;

— transfert rapide, i.e préfacteur cinétique de transfert électronique w* tres
grand ou différence de potentiel importante,

convergent vers les équations du modele de Chazalviel. Nous allons cepen-
dant étudier le comportement de notre modele en ne nous plagant que dans
I’hypothese dun électrolyte dilué et d’un transfert rapide.

Simulations

Nous considérons donc une cellule unidimensionnelle de 200 sites de
longueur, avec deux électrodes identiques de 40 sites d’épaisseur. A l'ins-
tant initial, avant application de la différence de potentiel, le systeme mé-
tal/solvant /électrolyte est a I’équilibre thermodynamique. Le choix de I'énergie
de Fermi est tel que cet équilibre correspond également a 1’équilibre électro-
chimique en I'absence de différence de potentiel appliqué : ceci permet d’éviter
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un régime transitoire avec dissolution ou déposition sur les deux électrodes.

Lorsqu’on applique une différence de potentiel, aprés une tres rapide uni-
formisation du potentiel dans les électrodes, les especes ioniques commencent
a migrer, les doubles couches apparaissent aux interfaces (figures 4.21 et 4.22),
la réduction démarre a la cathode (déposition, figure 4.18) et l'oxydation a
I'anode (dissolution, figure 4.17). On remarque que le profil de la concentra-
tion métallique a travers 1’électrode est conservé, et que le métal se dépose a
la méme concentration que celle de 1'électrode 3 .

Dans la solution, I’évolution des concentrations ioniques (figures 4.19 et
4.20) est la méme que celle du modele de Chazalviel : pour les deux especes,
il se forme progressivement un gradient de concentration entre ’anode et la
cathode. Dans la région d’interface, qui échappe au modele de Chazalviel, on
observe pour les ions un comportement intéressant : un pic de concentration
cationique apparait a la cathode (accompagné d'une distribution électronique
dans le métal a I'interface) et la concentration anionique augmente a I’anode.

La figure 4.22 montre la distribution de charges totale a la cathode a diffé-
rents temps successifs, ot ’on peut observer un exces des cations sur les anions,
sur une distance d’environ 30 sites. Cette distribution de charges étendue est
responsable d'une chute de potentiel plus importante a la cathode qu’a ’anode,
comme l'indique la figure 4.23 . En d’autres termes, le moment dipolaire * des
charges de la double couche cathodique est supérieur a celui des charges ano-
diques : la chute de potentiel associée est donc supérieure. En résumant, au
bout d'un certain temps, le domaine de I’électrolyte peut étre divisé en quatre
sous-domaines : la double couche cathodique, suivie d’'une zone de déplétion
de ’anion, puis une région électroneutre ou les gradients de concentration sont
a peu pres constants, puis la double couche anodique. La zone de déplétion
anionique joue un role crucial dans la naissance d’arborescences [2] : le champ
électrique intense dans cette région proche de l'interface amplifie I'instabilité
laplacienne de l'interface plane, laquelle ne peut évidemment pas étre vue en
une dimension.

3Ceci s’explique par le fait que notre état initial est & 1’équilibre en I'absence de potentiel
appliqué, et que I'on n’est pas trop loin de ’équilibre lorsque ce dernier est appliqué.

4pour un dipéle de densité de charges p (), la variation de potentiel associée est AV =
(1/€) [ zp (z) dz donc proportionnelle au moment dipolaire.
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F1a. 4.17 — dissolution du métal a 'anode (électrode a droite sur la figure) aux
temps ¢t = 0 (pointillés), ¢ = 0.5 x 10° (tirets) et ¢ = 5 x 10° (trait plein). Le
dernier temps correspond a la déposition (ou la dissolution) d’une couche de
métal (expérience 616).
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cathode concentration

position

F1G. 4.18 — électrodéposition a la cathode (électrode a gauche), aux temps
t = 0 (pointillés), t = 0.5 x 10° (tirets) et ¢ = 5 x 10° (trait plein). Le dernier
temps correspond a la déposition (ou la dissolution) d’une couche de métal
(expérience 616).
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F1G. 4.19 — profils de concentration des cations aux temps ¢t = 0 (pointillés),
t = 0.5 x 10° (tirets) et ¢ =5 x 10° (trait plein).
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F1G. 4.20 — profils de concentration des anions, aux temps ¢ = 0 (pointillés),
t = 0.5 x 10° (tirets) et ¢ =5 x 10° (trait plein).
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F1aG. 4.21 - distribution de charges a I’anode aux temps ¢t = 0.5 x 10° (tirets)
et t =5 x 10° (trait plein) (expérience 616).
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F1G. 4.22 - distribution de charges & la cathode aux temps ¢ = 0.5 x 10° (tirets)
et t =5 x 10° (trait plein). En plus des doubles couches aux interfaces élec-
trode/solution, on observe une zone de charge étendue en face de la cathode,
comme prédit par Chazalviel [2] (expérience 616).
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F1G. 4.23 — profils de potentiel aux temps ¢ = 0 (pointillés), ¢ = 0.5 x 10°

(tirets) et ¢ = 5 x 10° (trait plein), présentent également le comportement
attendu (expérience 616).
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Influence de la différence de potentiel

Pour obtenir cette instabilité, nous augmentons la différence de potentiel :
si Pon passe de V4 — Ve = 10, soit V4 — Ve = 250 mV (expérience précé-
dente), a V4 — Ve = 100 (2,5 V), la croissance est beaucoup plus rapide, ce
qui permet d’obtenir plus vite le régime stationnaire atteint par le systeme, et
de vérifier qu’il se maintient bien. Les écarts entre les concentrations initiales
et les concentrations stationnaires sont beaucoup plus marqués (figures 4.26 et
4.27) : la déplétion anionique dans la zone apres la cathode est beaucoup plus
marquée que dans l'expérience précédente.

1 T
—t=0
,,,,,,,,,,,, t=1E6
---- t=2E®6
0.8
— — - t=3E6
0.6
0.4
0.2
0 i ‘ ‘ ‘ ‘ |
! o 100 150 200

F1G. 4.24 — évolution de la concentration métallique au cours du temps, dans
le régime stationnaire : a gauche croissance de la cathode, a droite dissolution
de l'anode (expérience 686).

La croissance, ainsi que la dissolution, se font a une concentration proche
de la concentration initiale du métal (figure 4.24); on est donc encore dans la
limite de validité du modele unidimensionnel. Grace a la relaxation introduite
pour l'espece électronique a la section 6.5.1, nous observons que le profil de
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concentration électronique conserve la méme allure au cours du temps (figure
4.25).

0.1 ‘ ‘
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F1G. 4.25 — concentration électronique au cours du temps; celle-ci suit bien
I’évolution des interfaces, en maintenant toujours le méme profil. A I'instant
t =0, il n’y a pas d’électrons dans le systeme (expérience 686).

On observe sur la figure 4.27 qu’il existe une concentration anionique dans
I'anode non négligeable devant la concentration anionique dans la solution ?,
nous sommes donc a la limite de notre modele : a partir d’une telle différence de
potentiel, il serait souhaitable d’augmenter la concentration métallique d’équi-
libre dans ’électrode (pour limiter les lacunes et ainsi la place disponible pour
les ions).

Influence de la cinétique de transfert

Lorsqu’on augmente le préfacteur cinétique de transfert électronique w*
I’évolution du profil métallique devient plus saccadée : en effet, on diminue
I'importance de la diffusion de surface.

Scompensée par un manque équivalent d’électrons, cf 4.25.
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F1G. 4.26 — profils de concentration cationique au cours du temps (expérience

686).
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F1G. 4.27 — profils de concentration anionique, au cours du temps (expérience

636).
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Fi1G. 4.28 — évolution du potentiel au cours du temps, A l'instant initial, le
potentiel n’a pas de signification physique (expérience 686).
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profils de la cathode
(intervalle de temps de 1E5 entre chaque profil)
1 T T T T T T T T
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F1G. 4.29 — profils de concentration de la cathode en croissance (expérience
661).
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Mais la croissance est toujours a une concentration proche de la concen-
tration de ’électrode avec des profils de concentration ayant la méme allure
que dans l'expérience précédente : plus quantitativement, on peut noter que
le pic cationique pres de la cathode augmente, jusqu’a une valeur proche de la
concentration initiale.

0.015 ‘ ‘
—— t=0
,,,,,,,,,,,, t=2E6
---- t=4E6
001 | —— - t= 6E6
—-—t
0.005 | |
Nl J
-0.005 30 a0 50 60
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F1G. 4.30 — pic de concentration cationique pres de la cathode. Ce pic augmente
avec w* (expérience 661).

De méme, si on diminue la fréquence de saut de I'espece métallique wg, on

retrouve le méme effet : dans les simulations a deux dimensions, ces deux para-
metres seront utilisés comme parametres d’étude privilégiés. Si 'on augmente
encore la différence de potentiel, on obtient une croissance unidimensionnelle a
une concentration tres inférieure a la concentration du métal, ce qui contraire a
I’hypothese de champ moyen : notre modele unidimensionnel atteint sa limite,
et en passant en deux dimensions, nous voyons naitre des croissances arbo-
rescentes. Concretement, dans les expériences suivantes, nous n’augmentons
pas la différence de potentiel, mais diminuons la longueur de la cellule (pour
pouvoir augmenter la largeur de la cellule, en conservant des temps de calcul
raisonnables).



4.3. Croissances 137

4.3.2 Croissances arborescentes : systemes bidimen-
sionnels

Si 'on augmente trop la différence de potentiel dans une expérience unidi-
mensionnelle, comme celle que nous venons de voir, la croissance de la cathode
se fait a une concentration tres inférieure a la concentration initiale de la ca-
thode : on atteint alors une limite ou le champ moyen perd sa signification.
En revanche, il est possible que ces mémes parametres donnent dans une si-
mulation a deux dimensions une croissance a concentration proche de 1, mais
arborescente.

Nous considérons maintenant un systeme a deux dimensions, de 100 sites
de longueur et de 20 a 40 sites de largeur, et nous placons a la limite ou
commencent a apparaitre les instabilités. A partir d’un systéme initialement
a 1’équilibre thermodynamique et électrochimique, pour accélérer la croissance
(et diminuer le temps de calcul) nous imposons une différence de potentiel
élevée, de 100 (équivalente a 2,5 V), et regardons les croissances obtenues a
différents endroits du plan (W], w*), c’est-a-dire avec la fréquence de saut des
particules métalliques en abscisse et la fréquence de transfert électronique en
ordonnée.

Lors de la croissance d'un systéme initialement irrégulier (sinusoide ou
bruit), plusieurs observations s’imposent pour guider le choix de l'ordre de
grandeur de ces coordonnées :

— la diffusion ne doit pas stabiliser I'interface : le transfert doit étre suf-
fisamment rapide pour que le temps de transfert soit plus court que le temps
de résidence d’'un cation au voisinage de l'interface ; concretement, on choisit
une valeur élevée de w*;

— la diffusion de surface ne doit pas étre trop importante; dans le cas
contraire, les instabilités éventuelles seront de plus grande taille caractéristique,
et mettront plus de temps & se développer. On choisit donc une valeur wg de
telle sorte que la contribution de diffusion dans la variation de concentration
métallique soit plus faible d’un facteur au moins 10 que la contribution de
transfert. La fréquence w{ est beaucoup plus faible que les fréquences wg des
autres especes : ceci compense en fait un choix d’énergie d’interaction métal-
métal trop faible par rapport aux autres interactions (pour des raisons de
simplification, rappelons-le).

En supposant que 'on recherche des instabilités de petite longueur d’onde,
c’est-a~dire de quelques sites (échelle minimale pour garder une signification
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physique du champ moyen), la cathode initiale est une sinusoide avec cette
fréquence spatiale.

w*
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F1G. 4.31 — valeurs des parametres w) et w*, pour les expériences, chacune
étant caractérisée par un numéro. Lorsque ce dernier est encadré, cela signifie
que I'électrode était initialement sinusoidale d’amplitude égale a 2 sites. Le cas
non-échéant, 1’électrode est simplement perturbée par un bruit. Ci-apres, on
indique pour chaque numéro d’expérience les morphologies obtenues.

Une exploration du plan (wg, w*) (figures 4.31 et 4.31-bis) permet d’observer
les comportement suivants (lorsque la croissance est a concentration proche de
la concentration des électrodes, on parlera de croissance compacte, dans le cas
contraire de croissance poreuse) :

1. & w) grand et w* petit, la croissance est instable et compacte

2. A w) grand et w* grand, la croissance est instable, plutot compacte, avec
une oscillation le long de I'axe de croissance et des amas connectés par
des régions poreuses

3. & w) petit et w* petit, la croissance est initialement compacte, puis po-
reuse tres directionnelle
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4. & w petit et w* grand, la croissance est intialement compacte mais
connectée par des zones poreuses, puis poreuse mais avec des branches
latérales
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FIG 4.31 bis — morphologies des électrodes a la fin de 'expérience
(on ne représente que la concentration métallique en noir). le nu-
méro en dessous d'une image permet de trouver les parametres
correspondants sur la figure 4.31.

Dans les deux derniers cas, le deuxieme régime est di a ’augmentation
importante du champ électrique lorsque la cathode s’approche de 'anode (ce
comportement sera généralement observé en fin de croissance, car dans notre
modele, la longueur de la cellule est trop petite).
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Cette premiere série nous indique que la zone de parametres a explorer
préférentiellement avec une électrode initialement moins irréguliere, un bruit
numérique sur la premiere couche, est la premiere zone.

Les croissances semblent étre influencées par la contrainte des conditions
aux limites périodiques. Les mémes parametres que 'expérience 730 avec un
systeme deux fois plus large donnent la croissance (figure 4.32). On retrouve
avec cette expérience que la concentration cationique augmente vers l'interface,
comme dans le cas unidimensionnel. Par ailleurs, le potentiel entre les branches
est presque uniforme.

F1G. 4.32 — de gauche a droite, et de haut en bas : évolution des concentrations
métallique (rouge), cationique (vert) et anionique (bleu) au cours du temps
(intervalle de temps de 10° entre deux vues). Le systeme est de taille 40 x 100,
avec les parametres de 'expérience 730 (expérience 736).

Enfin, pour le choix de ces parametres, le systeme se révele tres sensible a
la modification de la différence de potentiel appliquée. Pour une différence de
potentiel diminuant de 1% la croissance obtenue est celle de la figure 4.33.

Notons enfin que si 'on augmente trop la différence de potentiel, pour un
jeu de parameétres (wd,w*) donné, on obtient la croissance d'un front plan &

une concentration tres inférieure a la concentration du métal.
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F1G. 4.33 — si I'on reprend 'expérience 736 en diminuant la différence de po-
tentiel appliquée de 1% (le bruit initial étant le méme, et les mémes légendes de
couleurs), on obtient une croissance de morphologie assez différente (expérience
752).
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Chapitre 5

Conclusions

Si les phénomenes physico-chimiques élémentaires impliqués en électro-
chimie (adsorption, transport activé, transfert électronique a une interface
électrode/électrolyte) ont été largement étudiés en physique statistique et en
mécanique quantique, jamais un modele microscopique de champ moyen com-
plet, modélisant une expérience de croissance électrochimique, n’a été proposé.

La complexité minimale d’une telle étude peut 'expliquer : le grand nombre
d’especes présentes — au minimum un électrolyte, un solvant, une espece mé-
tallique et une espece électronique, les différentes échelles présentes, du mi-
croscopique (transfert électronique, adsorption) au macroscopique (transport
a travers la cellule) en passant par le mésoscopique (double couche, dendrites)
et enfin la présence de l'interaction coulombienne peuvent ’expliquer.

Pourtant I'importance, reconnue pour de tels systemes, des phénomenes
microscopiques autour de I'interface, rend un modele microscopique intéres-
sant, d’autant plus qu’on est loin de I’équilibre, ou les expressions macrosco-
piques des mémes phénomenes sont d'une validité discutable. Au contraire, il
est assez simple de modéliser a 1’échelle microscopique les différents proces-
sus élémentaires intervenant — l'interaction interparticulaire, dynamique de
transport activé, réaction élémentaire de transfert électronique, dont résultent
naturellement, aux échelles mésoscopique ou macroscopique, des effets tels que
I’électrocapillarité, la capacité d’interface, les courants ioniques, les croissances
dendritiques. Une des principales difficultés était d’écrire de maniere consis-
tante le probleme de Poisson dans un modele de champ moyen.

Nous avons donc construit des équations cinétiques électrochimiques de
champ moyen (EMFKE) couplées & un champ électrostatique solution d’un
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probleme de Poisson, montré qu’un tel modele reproduit a une dimension les
comportements attendus dans un certain nombre de cas d’études classiques
— capacité d’'une interface idéalement polarisable, dissolution/croissance d’un
métal plongé dans une solution, croissance stationnaire sous différence de po-
tentiel (modele de Chazalviel), et obtenu des premieres croissances arbores-
centes bidimensionnelles.

Notre objectif principal, qui était de montrer qu’un tel modéle pouvait mar-
cher, est donc atteint. Au-dela de notre étude initiale, limitée a des systemes
de petite taille, la richesse d’un tel modele permettra, dans ’avenir, d’étudier
plus en détail les croissances électrochimiques arborescentes et de déterminer
les liens entre les parametres et la géométrie obtenue.

Pour le moment, et compte tenu de la petite taille de notre réseau, nous nous
sommes limités a une étude qualitative d'un systeme électrochimique. Pour pré-
tendre a une confrontation d’un tel modele avec I'expérience, il convient soit
d’étudier un systeme électrochimique de tres petite taille (cellule millimétrique,
phénomene interfacial) ce qui n’est généralement pas le cas pour une expérience
de croissance électrochimique, soit d’augmenter la taille de notre systeme, ce
qui nécessite alors des capacités de calcul accrues!. Par ailleurs, la zone d’inter-
face connailt des gradients beaucoup plus forts que la zone de solution, ce qui
est avantageusement pris en compte par des techniques de maillage adaptatif :
dans cette limite, une modélisation de type champ de phase, inspiré du modele
EMFKE, est possible (elle est actuellement en cours d’étude). Précisons que le
modele EMFKE permet alors de proposer des équations macroscopiques plus
adéquates pour les phénomenes interfaciaux.

Dans le cadre de cette these, nous avons supposé certaines simplifications,
dans la choix des phénomenes en présence ou dans la modélisation d’un phé-
nomene. Voici les modifications qui pourraient étre apportées :

— prise en compte de la convection, dont le role dans de nombreuses crois-

sances électrochimiques est prouvé [1];

— modélisation plus précise de 'aspect diélectrique du solvant, soit phé-
noménologiquement, en prenant en compte les résultats obtenus dans
d’autres modélisations, soit en considérant la permittivité comme un nou-
veau champ (& la maniere du modele de Liu [2]). Il doit étre ainsi rendu
compte, par exemple, de l'effet de saturation diélectrique du solvant pres

Lavec une machine de 450 Mhz de CPU et 256Mo de RAM, une semaine de temps de
calcul est nécessaire pour produire les croissances bidimensionnelles présentées au chapitre
précédent.
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de I'électrode ;

— prise en compte des second voisins pour limiter I’anisotropie dans la
solution. Dans notre écriture matricielle des équations cinétiques, il suffit
alors simplement de changer la matrice de convolution;

— la modélisation électronique peut étre améliorée ainsi :

— en introduisant un travail de sortie (puits de potentiel ayant le profil de
I'opposé de la concentration métallique), ce qui éviterait la relaxation
artificielle des électrons,

— en permettant aux électrons de se distribuer légerement en-dehors du
métal, pour avoir un dipole de surface, en I'absence de différence de
potentiel extérieure, et s’approcher du modele du jellium,

— en considérant également la solvatation des électrons, qui apparait
spontanément dans la réaction de dissolution du métal [3].

Pour conclure, nous avons montré qu’une nouvelle approche de la crois-
sance par électrocristallisation, grace a un modele d’équations cinétiques élec-
trochimique en champ moyen (EMFKE), issu de la physique statistique hors
équilibre, était pertinente. Plus généralement, nous pouvons espérer que cette
nouvelle voie (ou de petites soeurs), pour étudier ’électrochimie loin de I’équi-
libre, va se développer dans les laboratoires d’électrochimie interfaciale.
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6.1

Chapitre 6
Appendices

A. Electrostatique et champ moyen

6.1.1 Introduction

Au chapitre 3.3.1, nous avons indiqué la premiere approche possible pour
étendre le probleme de Poisson qui nous est posé dans le cadre du champ
moyen, c’est-a-dire comment étendre un probleme bien posé mathématique-
ment lorsque les interfaces sont infiniment minces, a une frontiere épaisse.
Cette méthode, restreinte au cas unidimensionnel (et extensible au cas bidi-
mensionnel sous certaines conditions), consiste a décomposer un systéme a
interface épaisse en un ensemble de systemes a interface mince (on repere ce
systeme par m, 'indice du site d’interface), chacun assorti d’'une probabilité
Jm & déterminer. On commence par le cas unidimensionnel, donc I'indice de
position des champs sera noté k et la taille du systeme N.

Ainsi a la concentration p¢ d’une espece «v au site k correspond une concen-
tration pj,,, dans le systeme m : il doit exister une relation entre d’une part
Py et d’autre part (p%m)m et (gm),,- Ce processus de décomposition — ou le
processus inverse de composition, ne doit pas étre confondu avec I’hypothese
de champ moyen, qui est une moyenne physique.

6.1.2 Systéme métal-solvant : décomposition

Pour simplifier, on suppose d’abord n’avoir que deux especes, métal et
solvant, donc pj +pY =1, 0 < k < N — 1. Ces concentrations de champ
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moyen, comme la concentration métallique (cf figure 3.2), peuvent étre vues
comme une superposition de N profils rectangulaires (cf figure 3.3) assortie
d’une certaine probabilité g,, ou m est I'indice de la frontiere, avec la condition

de normalisation
N—-1
o=t
m=0

Le profil rectangulaire se confondant avec le milieu de l'interface doit étre le
plus probable, et ceux plus avancés ou plus reculés I’étre moins. Si la frontiere
est en k = m, alors :

Pom = 1,p27m:0,k5<m
Prm = O,pg,mzl,kZm

Calcul de la suite (g,,),.,,<y_;

Pour cela si 'on indique sur la premiere ligne I'abscisse de la frontiere, et
le profil de concentration correspondant a la 7 + 1—eme ligne :

position
indice m
o 1 ... m ... N-1
g g0 --- Go --- go
0 g1 ce g1 e g1
échantillons . ) ) .
indice 0O ... 0 gn -.. Gm
0 0 gN-1
on obtient
0 N-1 0 m
Do = 20 GkPhm = 2 Gk
k=0 k=0
donc
Doy = Gm + Doy
soit

Gm = DYy — Dot
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avec go = p ce qui détermine g,, par récurrence. On retrouve bien que I'image
rectangulaire la plus probable est celle avec la plus forte variation de p (g,
est 1'écriture discrete de la dérivée de p?).

Avec cette définition, on a

=

gk =DN_1 — Dy =1

0

e
Il

car les deux extrémités sont de phase différentes (si p%_; —p) # 1 alors il suffit
de normaliser les probabilités par p%_; — p?).
Avec le complémentaire du tableau ci-dessus, on trouve :

N-1
Pn= 2. G
k=m+1
soit g1 = —p;, + P51 avec g1 = —p; + pi. Ceci donne une autre définition
de g, évidemment équivalente a la premiere car —p5, +p;, ., = — (1 —p,) +
(1 - pfn+1) = pg@ - p(r]n,-l-l'
Enfin, on vérifie bien que
N-1 m N-1
PP = > Gt> g= gi=1
k=m+1 k=0 k=0

Relation entre grandeurs avant et aprés décomposition

Un champ, tel qu'une concentration ou un potentiel électrostatique, noté
(Akm)o<nmen_ 1 avant composition et (Ay)yop<n_; apres, doit vérifier la rela-

tion
N-1

m=0

On retrouve bien p? et p (c’est ce qui nous a permis de définir g,,).

6.1.3 Systéme avec électrolyte

Maintenant, on suppose le systeme précédent perturbé par la présence en
faible concentration de lacunes, de cations et d’anions : on peut conserver
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I'expression obtenue précédemment pour g,,. Connaissant les champs p;’, p, et
Py, nous devons choisir des expressions pour p;m, Prm €6 iy, qui satisfont a

(6.1). Or

Prm T Pk + Pk ¥ Pk = 1, k<m

Phm + Prom + Do T Phon = 0, k=m
On peut choisir :
+ +
p P
pz_,m: s +k— v k07k<m
Pim = 0, k2m

et idem pour pj ., py.,, €t py. .- Ces concentrations ne sont que la proportion
des différentes especes dans la phase fluide.
On peut vérifier que

N-1 N-1 ot 1 N-1
+ k +
gmpk,m = Im— — o — Pk 9m
2 9nbin = X T T 2
soit
N—-1
ZO ImPpm = Di -

C’est cette dernicre relation qui justifie la définition de pj ., p;m, Prom €6 DR

6.1.4 Probléme de Poisson

Pour le profil rectangulaire de probabilité g,, on peut écrire les équations
(onprend e=1,g=1) :

_2Vk,m + Vk—Lm + Vk—i—Lm = p];,m - p]-;m s 0 < E<m
Vk,m:% ) N_]->k>m

ce qui permet de trouver la solution Vj ,,,. En calculant le laplacien discret de
cette solution, on retrouve p ., —p;m pour k < m, 0 pour k > m et on trouve
la densité de charges o, pour k = m.
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On peut alors écrire :

Ok.mOm
~2Vin + Vietan + Vit = P — Pim + — . 0< kSN =1 (E)
Apres composition, I’équation de Poisson
N-1 N-1 5o
_ k,mYm
Z 9m (_2Vk,m + Vk—Lm + Vk—i—Lm) = Z 9m <pk,m - pz,m + )
m=0 m=0 €
soit
_ Of
—2Vie + Vie1 + Vi = pi — i + Gh— (P)

Le premier terme de source est attendu. Regardons le second : I’'équation
((E)) s’écrit pour k =m
_ Vk—l,m - VE)

€

Ok

écriture discrete de la formule de Coulomb (reliant la densité de charge a la
surface au champ de surface). Cette seconde densité de charges est due aux
électrons libres et se trouve localisée a la surface. Dans le cas d’une interface
continue, les charges électroniques se distribuent sur la largeur de l'interface.

Cette expression peut inspirer le choix de I’équation de Poisson dans un
modele de type champ de phase : la densité de charges électronique peut s’écrire
V¢.VV, si ¢ est le champ de phase et V' le potentiel.

6.1.5 Résolution numérique

Il est maintenant possible de résoudre parfaitement le probleme électrosta-
tique en champ moyen (probleme 1D). Voici les étapes, a partir de la connais-
sance & un instant ¢ de p?, p, pp et py :

(1) calculer pour chacun des N (nombre de sites du systeme) profils rectan-
gulaires de poids statistique g, (0 < m < N — 1) le potentiel électrostatique
en tout point de la solution, puis en déduire (0,,)y<,,<n_1 - Cette étape se fait
avec les méthodes exposées au chapitre suivant;

(74) on obtient alors une équation de Poisson sur tout le systeéme, en champ
moyen, que 'on peut résoudre par une méthode spectrale.

Cependant on remarque que les charges de surface dans ’équation de Pois-
son (P) sont localisées au voisinage de l'interface, c’est-a-dire lorsque gy est non



6.2

156 Chapitre 6. Appendices

négligeable. Donc on peut se restreindre aux profils rectangulaires du voisinage
de l'interface. Si 'on suppose en outre que o varie peu entre les différentes
couches autour de 'interface (fondé si les concentrations relatives en especes
chargées dans la solution varient peu au voisinage de I’électrode), alors on peut
se restreindre a un seul calcul.

Cas bidimensionnel

Si 'on peut supposer que les rayons de courbure de l'interface sont supé-
rieurs a la largeur de l'interface, alors il est possible localement, dans la direc-
tion normale a l'interface, de considérer le probleme comme unidimensionnel.
Rappelons que cette condition sur les tailles caractéristiques est également né-
cessaire pour que 'hypothese de champ moyen soit physiquement acceptable.

B. Taux de fransition

Les seules transitions permises sont entre deux configurations dont 'une
est dérivée de 'autre par le saut d’une particule sur un site lacunaire voisin.
Comment choisir le taux de transition entre deux configurations ? Le choix doit
étre guidé par un argument physique, mais n’est recevable que s’il permet a
I’équation maitresse d’avoir comme distribution d’équilibre

P(c) = ERIHO)

ou C est une configuration, Z la fonction de partition canonique et H (C)
I’hamiltonien associé a cette configuration.
Le taux de transition W (C,C’) doit en fait vérifier seulement (balance dé-
taillée)
W(C',C) _ Py l(C)
W (C,C") P, (C)

soit

W(C'.C) _ exp(=FH(C))

W(C,C')  exp(=BH(C"))

Deux types de choix sont usuellement faits :
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— soit on attribue les deux exponentielles a I'un des deux taux de transi-
tions (regle de Métropolis [1]), celui de plus basse énergie :

ey — [ P (CAH(O) [exn (=AH(C) S H(C) < H(C)
’ 1 sinon
— goit on attribue chaque exponentielle au taux de transition avec la confi-
guration de départ dont 1’énergie est dans I'exponentielle :

W(C',C) = Acc(C,C)exp (BH(C'))
W(C,C) = Acc(C,C)exp(BH(C))

avec Acr ¢ (C',C) est une fonction différente pour chaque C',C.

Comme C et C’" ne different que par le saut d’une particule de k vers k + a,
les taux sont notés wkkia €t wiiak. Par ailleurs, C = {n1}, avec nx = 1 et
Nk+a = 0,C" = {m}, avec ny = 1 et ny, =0, et ny =ny pour 1 # k, k +a.

Donc

H({C) = —¢ Z Nt +H <{n1}17ék,k+a>

H({C) = —- Z Niktata T H <{n1}17$k,k+a>

donc on choisit Ae ¢ (C',C) = wpexp <—BH ({n1}1¢k7k+a>>, d’ou

Wk k+a = Wo €XP <—55 E nk+a>
a

Cette formule est de type loi d’Arrhénius, pour un processus activé. En
I'absence d’interaction entre les particules (¢ = 0) les particules ont une pro-
babilité wy d’en sortir correspondant a une certaine barriere, et si ¢ # 0 alors
une variation de hauteur de barriere égale a € ) nk+a.

Cette seconde approche correspond a une probabilité de saut ne dépendant
que d’une barriere a franchir pour passer d’un site a un site voisin, pour une
particule dans une énergie potentielle en forme de boite a oeufs.
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C. Résolution d’un probleme de Poisson avec
contour irrégulier

6.3.1 Cas des interfaces infiniment minces

Nous passons ici en revue les différentes méthodes pour résoudre un pro-
bleme de Poisson discret dans un systeme électrochimique avec des électrodes
au contour irrégulier avant I’hypothese de champ moyen. Dans la résolution,
on peut soit résoudre directement le probleme de Poisson sur le domaine entre
les électrodes, de géométrie irréguliere, soit chercher a déterminer les charges
électroniques, pour revenir a un probleme de Poisson tres simple, car sur un
domaine rectangulaire. En passant du premier type d’approche au second, la
difficulté se déplace de la résolution de I'équation de Poisson au calcul des
charges électroniques.

Méthode 1. - Calcul des charges électroniques de surface

L’idée est alors de mettre des charges en tout point des bords F, on note
card(F) le nombre de sites), ce qui permettrait de prolonger I’équation de
Poisson en tout point du rectangle (cf. figure 6.1, pour un rappel des notations
des différents domaines).

On considere que le probleme est la superposition du probleme suivant :

Vi = > Viyra = pi/e, ke S
4Vk_ZVk+a:07 ke AuC
a
ol py est la densité de charges au site k de la solution, et avec les conditions
aux limites périodiques dans la direction perpendiculaire aux électrodes et fixes

Vi = Ve , Vik = V4 dans 'autre direction, avec le probleme de Poisson suivant
(d aux uniques charges électroniques)

45Vk_Z§Vk+a207 keSS
4SVi— 3 6Vira =0, k€ AUC\F
45Vk—Z5Vk+a:qf{, keF

avec les conditions limites périodiques dans un sens et fixes nulles dans 'autre.
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Fi1G. 6.1 — les différents domaines du systéme, avant I’hypothese de champ
moyen ; A : anode, C : cathode, S : solution et F : frontieres.
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Le vecteur (g;), (¢ est un indice sur F, et la correspondance entre les deux
notations sera simplement k () ou ¢ (k)) est choisi tel que (6V;) = (Ve,a — Vo) .

Pour déterminer (g,) il faut introduire la fonction de Green GX associée a
une source unité en k = k'’

AGK — ng+a= k—-k), keSUAUC

avec les mémes condltlons aux limites que le probleme de Poisson portant sur
0Vk. A partir de cette fonction de Green, on peut définir le potentiel de Green
Vllfl, potentiel créé par une charge g au site k’, en un site quelconque k :

Vk/ _ qx’

En effet VK est alors bien solution de 1’équation de Poisson :

AVK Z k+a_m, ke SUAUC

A tout ¢ correspond un certain k' (£) et a toute charge gis(¢) correspond un

potentiel <qk/(4)V11: ,(€)> . donc une répartition (¢g,) donne la matrice de potentiel :

card(F)
V=Y e
=1
de laquelle on extrait la ligne de potentiel

card(F)
— k' ()
(Vi) per = | 22 V)
=1 veF
et si 'on note A la matrice de dimension card (F) dont les coefficients sont :
_ VK'®)
AE/,Z — Vk(zl) 5

(cette matrice étant symétrique [2]) alors

(Ape) - (qe) = (Veya — Vi)
ou . est le produit matriciel, donc

() = (Awe) ™ (Vo = Vir)

L’étape la plus couteuse est l'inversion d’une matrice pleine quelconque
dont la taille est card (F).
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Méthode 2. - Résolution directe

Cette fois-ci, on résout 1’équation de Poisson sur le domaine D directe-
ment, par resolution d’un systeme linéaire, apres avoir numéroté les sites de la
solution avec un seul indice, par exemple comme suit

1 (Ny_]->'Nx+1\

2 i — 1[N,] :

: i—N, i i+ N, : cathode .
: i+ 1[N,] :

N, - N, - N, )

on peut écrire un systeme matriciel dont la dimension est le nombre de sites
de la solution, donc de 'ondre de N, x N,.. Or la matrice a inverser est creuse
et symétrique (si le site i a j comme voisin alors j admet également i comme
voisin). Il ne reste plus qu’a résoudre ce systéme linéaire, par exemple par une
méthode de type gradient conjugué.

Méthode 3. - Résolution par relaxation

Cette méthode est la plus simple a mettre en oeuvre : il s’agit simplement
de remarquer que

4Vk—ZVk+a—e(pI—p;) Je=0
a
sur un site de la solution s’écrit :
1 1 _
Vi = iga:vkﬂi"i_ 1€ (p: —pk) /€
donc est la solution de la suite récurrente :

n 1 ny 1 _
VY = szk(-‘r)a_‘_ze (P — ) /e

ou l'on aura choisi Vk(l) de manieére quelconque (nul par exemple).
Cette équation s’écrit également :

1 1

n+1 n n n _
Oy = LS W 4 L (o - 05) fe
a
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qui est 1’écriture discrete d’'une équation de diffusion, dont 1’on recherche la
solution stationnaire.

6.3.2 Cas de l'interface épaisse

Lorsqu’on applique 'hypothese de champ moyen, nous avons vu que le pro-
bleme de Poisson devait étre reformulé. Une premiere approche est la décom-
position de l'interface continue en un ensemble d’interfaces minces, qui revient
a introduire un terme de source électronique de la forme Vp.VV : comme l'es-
pece électronique est impliquée dans le transfert électronique, nous n’avons pas
jugé opportun de choisir cette solution. Une seconde approche est d’introduire
une espece électronique, que l'on doit modéliser, et la résolution du probleme
est alors étendue a une domaine rectangulaire, donc simple numériquement.

Une derniere méthode envisagée consiste a forcer le potentiel électrostatique
a etre uniforme dans le métal et a satisfaire 1’équation de Poisson dans la
solution, le potentiel de zone d’interface raccordant continiiment les deux zones.
Cette méthode non physique considere le potentiel électrostatique comme une
espece qui diffuse beaucoup plus vite dans le métal que dans la solution, donc
un courant

j=-D(p")VV
ou D (0) =1 et D (1) grand, la fonction entre les deux étant choisie arbitrai-
rement. L’équation de diffusion du potentiel s’écrit alors

AV + div(j) — g =0
soit
OV =D (') AV + VD () - vV + £
qui a I’équilibre donne

p

W =0 dans le métal

AV = —

AV = _P dans la solution
€

L’équation de Poisson dans la zone d’interface est :

VD) -VV +p/e
D (p°)

AV =
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Cette méthode permet de controler par le choix de D (pY) la non-uniformité
du potentiel dans le métal (i.e le champ électrique) : plus D (p°) est grand plus
le champ électrique sera petit. Remarquons que si on choisit D (p°) — 1 oc p°
alors on retrouve une charge de surface de la forme Vp® - VV.

D. Formulation matricielle du modéle

6.4.1 Introduction

L’écriture sous forme matricielle des équations cinétiques de champ moyen
permet d’écrire un algorithme plus simple, car apres avoir défini toutes les opé-
rations élémentaires, le calcul des variations des concentrations s’effectue par
une séquence d’opérations matricielles. Ainsi les boucles sur les sites du réseau
et les sommations sur les voisins sont limitées aux opérations élémentaires,
ce qui réduit les chances d’erreurs, par rapport a une programmation plus
développée (en écrivant littéralement dans le code les équations cinétiques).
De surcroit, il est extrémement simple de changer le réseau (réseau hexagonal
par exemple) ou de prendre en compte des voisins plus lointains : il suffit de
modifier les matrices de convolution.

Sur 'exemple d’une équation microscopique pour un modele Av, avec une
interaction avec seulement les plus proches voisins, étudions la transposition
matricielle du probleme. L’équation s’écrit :

0
% - — za: Jk7k+a (62)

ou (e est 'énergie d’interaction) :
Jkkta = Wo [PkPﬁJra eXp [—55 Zkara']
a/

_pk—l—api €Xp [—55 Z pk+a+a/] ]

sur un maillage rectangulaire n X m avec des conditions aux limites pério-
diques.



164 Chapitre 6. Appendices

Lorsque les opérations matricielles sont effectuées terme a terme, 'opéra-
teur mathématique est accompagné d'un point (A * B est le produit matriciel
classique, A - *B est le produit des arguments).

On définit la matrice P = (px). On remarque que ’évolution de ’élément
Pk, ¢’est-a-dire de I’élément k de la matrice P, dépend de maniere symétrique
de ses voisins : en effet, il y a échange de particule avec les quatre sites voisins,
lesquels interagissent avec leurs quatre voisins respectifs. Ceci se traduit par
des sommations sur des voisins, ou les voisins d’un voisin, et ceci n’est rien
d’autre qu'un produit de convolution matriciel.

Méthode de convolution matricielle

Cet outil est 'analogue de la convolution des fonctions. Posons quelques
notations : soit F' la matrice filtre, qui va étre convoluée a P, carrée et de taille
impaire 2p + 1, dont I’élément est noté f, on a = (k, () € [—p,p]z. On note P?
la matrice des lacunes : P* =1 — P.

Alors, P ® F est la matrice dont I'élément k est D pxiafa. Dans le cas
d’une somme sur les 4 plus proches voisins :

010
F=1101
010

et P ® F est la matrice (), prta), Ot @ = (£1,0), (0, £1).
La sommation des courants est ’élément de matrice k :

Z Jkkta = Wo {pk exp <—55 Zpk—i-a’) Zp£+a
a a’ a
—D Z [pk+a €xXp <—55 Zpk—‘ra’-i-a)] }
a a’

€Xp <_ﬁzpk+a’+a) = (exp . [_ﬁEP ® F})k—ka

> [pk—i-a exp (—66 Zpk+a’+a>] = ((P.xexp.[-BeP® F]) @ F),
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par ailleurs
ZpﬁJra = (P'®F),

ou z est le nombre de voisins, et

oo (1) o

donc
(ij,kﬂ) = wo{P.*exp.[-fePRF].x(P"®F)
a Kk

—P'. x[(P.xexp.[—fecP ® F]) ® F|}

soit, en définitive :

oP

o = —wo{P.xexp.[—ePQ F].*x (P"® F)

—P". % [(P.xexp.[—feP® F]) ® F|}

Remarque

la convolution dans le préfacteur et celle dans 'exponentielle sont les mémes
sauf dans le cas de conditions aux limites fizes ou si [’on considere des voisins
plus lointains (voir plus loin).

6.4.2 Remarques sur la programmation

Les intéréts de cette méthode sont multiples :

— changer le nombre de premiers voisins (pour passer par exemple d'un
réseau carré a un réseau triangulaire) se fait simplement en remplacant des 0
par des 1 dans la matrice F';

— généraliser l'interaction aux seconds, troisiemes, etc. voisins se fait tres
simplement en changeant uniquement la taille de la matrice F' (une matrice de
dimension 2p+ 1 permet d’explorer p+ p(p+1)/2 voisins). Ainsi, par exemple,
avec p = 3, on peut explorer jusqu’au neuvieme voisin, et ceci avec la méme
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équation. Remarquons cependant que la matrice de convolution utilisée pour
la sommation des énergies d’interaction n’est a priori pas la méme que celle
utilisée pour la sommation des courants (cette derniére n’ayant que des termes
égaux a 0 et 1).

6.4.3 Modeéle ABv

on écrit de la méme maniere, sans préciser le détail du calcul :

oP®
ot

= —P*%(P"®F).*w,
+PY. x {(P* *w,) ® F}

avec

wao = wo xp.[—3 (€aa P* + €apP?) @ F]

On déduit I’équation vérifiée par PPpar une permutation de « et 3 dans ’équa-
tion précédente.

6.4.4 Généralisation
Modele a n especes Ay, ..., A, avec indices 1 < a < n.

op-
ai

= —Pa*(PU®F>*wa
+PV. x {(P* % w,) @ F}
_ﬁ (Z 5aa’Pa/> ®F

avec

Wa = Wy €XP .

Avec champ

11 suffit de remplacer P par P“.xexp (®/2) et P¥ par P".xexp (—P*/2)
dans les préfacteurs des courants (& = 3¢,V, ou V est la matrice potentiel),
on obtient

oP®

el —P% xexp (®/2) . % ((PY. x exp (—/2)) @ F') . * wq

+ (PY. xexp (—®/2)) .« {((P*. x exp (P*/2)) . * w,) ® F'}
(6.3)
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avec

Wo = Wy €XP . [—ﬁ <Z 5aa/PO‘/> QF

Espece électronique

D’apres le chapitre 3.4, I'équation cinétique pour l'espece électronique
s’écrit

Ot e 0 e
= e S O P (v )

soit sous forme matricielle
ope  we 0 0 pe
g ka(p).*Hf(p).*( eV+D(EF>)}®F (6.4)

— (—ev+%) o (f (P0)®F)}

Transfert électronique

La contribution de transfert électronique aux équations cinétiques de champ
moyen, pour les especes impliquées dans le transfert, s’écrit d’apres (3.62) et
(3.5.3) (au signe pres)

2o (1= 1 (0k)) | (ra) (ex0 B (o + ffera) — ex0 k)

soit en écriture matricielle (on note I'* = (i )k)
JoB (1= f(P°). % {exp <ﬁf+) .k [f (P°) . xexp <ﬁfe)] ® F (6.5)
—exp (1) [/ (P*) @ F] |

6.4.5 Ecriture des conditions aux limites

Pour chaque espece, dans la direction parallele aux électrodes, on suppose
une condition aux limites périodique. Dans 'autre direction, on a soit une
condition aux limites de flux nul (espéces non électroniques) soit contact avec
un réservoir (espece électronique) :
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1. Limite périodique; le calcul numérique est tres simple puisqu’il suffit d’in-
clure les conditions limites périodiques dans l'opérateur de convolution
®, a 'aide d’un simple modulo.

2. Flux nul (rebond des particules) ; la matrice F' présente dans les préfac-
teurs doit changer sur les deux bords :

— bord gauche

S|
Il
o oo
S e
)

— bord droit
0 1

F=1120
010

o O

3. Contact avec un réservoir; sur les deux extrémités, il suffit d’ajouter un
réservoir de deux sites, car la variation d’une concentration en un site
donné dépend des concentrations distantes de deux sites, et a chaque
itération, on réinitialise les valeurs des concentrations dans les sites des
réservoirs.

E. Algorithme
6.5.1 Méthodes

Pas de temps adaptatif

Cas d’une espéce L’idée est voisine des grilles adaptatives utilisées lors

de la discrétisation spatiale des équations aux dérivées partielles. L’idée est

d’adapter, a chaque boucle, le pas de temps, de telle sorte que la variation

relative maximale des concentrations locales des différentes especes soit de dp..
Cela s’écrit

vk, | P

Px

avec en pratique dp. de I'ordre de 0, 01. Ceci permet, en outre, d’éviter que

pk ne s’approche trop de 0. Pour éviter que pyx ne s’approche trop de 1, on

impose également

< Op.
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d
' ' P | < op.
1 —px
ce qui peut étre résumé par
dpx
vk, < 0pe (6.6)
(1= px) Px

Or, dpyx = dt - p;. donc :

/

dt - pj. : Px
vk, |2 | s soit |dt| < op.) | —De
'(1—pk)pk 1 / (1 — pi) P
soit finalement :
P Pl !
0t = 0p./ max |——=———| et T = dp, max | ————
pe/ k| (1 —pr) px b Z < k (1—pk)pk)

boucle

Le pas de temps est en général tres petit au début de la simulation numé-
rique, car les interfaces rectangulaires sont a l'origine de courants tres forts.
Lorsque l'interface continue est établie, le pas de temps se stabilise.

Dans le cas de n especes, il faut rajouter la condition

> (o +dpf) <1 (6.7)

«

Modération du pas de temps  Avec les criteres (6.6) et (6.7), on est assuré
que les concentrations des especes non-électroniques seront maintenues entre
0 et 1. En revanche, cela n’empéche pas d’éventuelles oscillations numériques
du pas de temps; pour les éviter, le pas de temps utilisé dans le calcul ne doit
pas pouvoir augmenter trop vite (en revanche, il doit pouvoir diminuer tres
rapidement).

On note At, le pas de temps réel, utilisé a l'itération précédente, At, le pas
de temps cible et At, le pas de temps adaptatif, satisfaisant aux criteres (6.6)
et (6.7).

A intervalles réguliers de longueur ., on estime le pas de temps cible comme
étant le pas de temps adaptatif

At. = At, (6.8)
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et I'incrément de pas de temps

At. — At,

. (6.9)

permet d’atteindre lentement le pas de temps cible. Ainsi, le pas de temps
augmente lentement : cependant, a chaque pas de temps, on vérifie que le
pas de temps réel At, ne dépasse pas le pas de temps adaptatif At,. Dans
le cas contraire, c’est-a-dire si At, > At, alors on diminue par un facteur
donné (facteur 5 dans nos simulations) le pas de temps At, et recommence
les procédures (6.8) et (6.9). En pratique, comme le pas de temps At, évolue
lentement et pour économiser du temps de calcul I’ensemble de la procédure de
calcul du pas de temps n’est pas accomplie a chaque itération, mais a intervalles
réguliers (de l'ordre de quelques dizaines).

Calcul du potentiel

Pour réduire le temps de calcul du potentiel, on impose une valeur fixée
du potentiel a I'intérieur des deux électrodes jusqu’a une certaine distance des
interfaces — définie par une condition du type pi/pi supérieur a une valeur
donnée, ce qui réduit le temps de diffusion des électrons de la source a l'inter-
face. On adapte alors la concentration d’électrons dans cette méme zone pour
avoir une densité de charges nulle.

Relaxation des électrons

La mobilité électronique est tres faible entre les électrodes : en conséquence
(1) les électrons produits par dissolution anodique sont piégés dans une zone a
faible concentration métallique et (77) le transport accumule des électrons dans
la zone de la solution. On peut résoudre ce probleme en introduisant dans le
modele physique pour les électrons un cotit énergétique lorsqu’un électron est
juste en dehors du métal, avec un puits de potentiel lié a la concentration
métallique (travail de sortie). Nous avons choisi d’introduire une correction
non-physique a I’équation cinétique des électrons, par un terme de relaxation
du type (1 — f(pl)) pf ot f est la fonction seuil (3.39) définie a la page 52,
avec des parametres p. et £ différents de ceux utilisés pour le transport et le
transfert électronique (pour ne pas supprimer les électrons par relaxation dans
les zones d’interfaces).
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6.5.2 Architecture

L’étude numérique comporte trois volets :

1. code de calcul numérique : procédural en langage C;
2. script d’exécution du code de calcul en perl;

3. traitement des résultats : manuel (xmgr, matlab) ou par scripts perl
(création d’images en format comprimé, d’animations, de pages de résul-
tats au format HTML).

Code de calcul numérique

Ce code se décompose en trois fichiers :

— emfke.c contenant la fonction principale;

— lib/functions.c petite librairie de fonctions ;

— lib/data.h fichier d’entéte, avec les valeurs des parametres.

Chaque expérience est identifiée par un numéro, par exemple 752, et le
fichier d’entéte correspondant est archivé sous le nom [lib/data.h.752. Les ré-
sultats du calcul sont stockés dans un répertoire nommé results/752/.

Ce programme traite les équations entierement sous forme matricielle. On
définit des opérations élémentaires — addition, multiplication terme-a-terme,
convolution, etc. et chaque équation cinétique est écrite en terme d’opérations
vectorielles (cf. section 6.4.1). Chaque itération est donc une séquence d’opé-
rations vectorielles, qui permet de calculer les variations des concentrations et
le nouveau potentiel électrostatique.

Voici les étapes dans l'exécution de la fonction principale :

1. enregistrement des parametres physiques (w?®, €9, etc.) dans un fichier ;

2. analyse des parametres de commandes. Ces parametres permettent de
faire certains choix initiauz, sur les conditions aux limites, sur la dimen-
sionnalité, sur I'enregistrement des résultats, sur la méthode employée
pour le calcul du potentiel électrostatique — gradient conjugué ou relaxa-
tion, et enfin sur les champs initiaux (le calcul peut étre un nouveau
calcul ou la continuation d’un autre);

3. initialisation des matrices de convolution et de concentration, soit en
affectant des valeurs initiales calculées pour un nouveau calcul, soit en
récupérant les valeurs d'un calcul précédent ;

4. ajout de bruit, ou d’une perturbation sinusoidale sur les concentrations;
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5. premiers calculs avant l'itération principale : densité de charges et po-
tentiel électrostatique;

6. boucle principale d’itération sur le temps. L’ordre d’itération ¢ varie de
0 a une valeur maximale t;,,, (de l'ordre de 10000 & 100000 pas), mais
lorsque t = tax On réinitialise ¢ a 0, ce qui rend la boucle infinie. Au
cours d’une itération, on procede au calcul

(a)

(b)

de la taille de I'anode tous les tyax/n pas de temps (oun ~ 1 —15);
si celle-ci a reculé au-dela d'une certaine limite, on avance ’anode
d’un site et on fait reculer la cathode d’un site également,

des différents termes pour la partie transport des équations ciné-
tiques de champ moyen, écrites sous forme matricielle, c’est-a-dire :

i. PPet PPQF
ii. P xexp(®*/2) pour @ € {+, —}
iii. P xexp (—®*/2) et (PV. % exp (—®*/2))® F pour a € {+,—}
iv. pour chacune des especes «  non-électroniques
-0 (Za/ gw/Po") ® F, puis We, et enfin
(P xexp (9Y/2)). % wy) ® F,
de f (P) pour le transport électronique et le transfert électronique,
des termes de transport électronique,
des potentiels électrochimiques ',
des termes de transfert électronique,
des variations de concentrations,
du pas de temps théorique a choisir pour satisfaire I’équation (6.6),
du pas de temps réel,

des nouvelles valeurs des concentrations (connaissant leurs varia-
tions et le pas de temps réel,

de la densité de charges et du potentiel électrostatique. On enre-
gistre alors certains champs sous forme d’images bitmap (ascii) ou
de fichiers résultats avec les valeurs réelles.
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Script d’exécution du code de calcul

Lorsqu’on a indiqué dans le fichier d’entéte lib/data.h le numéro de 'ex-
périence 752, on peut exécuter le script ezrec.pl qui exécute les instructions
suivantes :

1. récupération du numéro de I’expérience ; test pour vérifier que ce dossier
ne contient pas de données (sécurité)

création du dossier de résultat results/752/ si nécessaire
suppression des fichiers objets (.0) et du binaire
appel au programme make (makefile)

le binaire est renommé avec le numéro de I'expérience : 752.ex

AR AN 0

exécution du binaire avec les parametres de commandes, et création d'un
fichier kill752 contenant le nom de la machine sur laquelle le calcul est
lancé et une commande permettant de supprimer le processus

Scripts de traitement des résultats

Pour un traitement individuel de certains résultats, on utilise xmgr (vi-
sualisation 2D) ou matlab (visualisation 3D et calculs). Pour un traitement
automatisé des résultats, essentiellement pour créer des images et animations
dans un format comprimé, et les insérer dans des pages web de résultats, on
utilise des scripts en bash, perl, avec les outils comme ImageMagick et meta-
post.

6.5.3 Parameétres des expériences présentées

N M| opd e | P e | s irye |t
200 | x [ 0.0106/0.0003 | 0.0253/0.925 | 0.925/0.0253 | 1 — 2

5 ‘ 600 ‘ 63—/€ss/€s+ ‘ 608/€0+/€0_ ‘ 5 ‘ EF ‘ D(EF)
1] 1| 1 | 0 | 1] —-1.96 | 1000
Wo_/+ ‘ W ‘ w*

0

L1

we

[ Te—04
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Va=Veladt=—q | ¢
02 | 1 005

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | pn
00001 [ 05|01 0 | 0

Expérience 280

N ‘ M ‘ pg‘-/_/pjl/g ‘ p?s/P?a\/c ‘ pfs/Pi\/c ‘ dt,
200 [ x [ 0.00354/0.0001 | 0.0253/0.925 | 0.925/0.0253 | 0.3885 — 4.085

Ié; ‘ £00 ‘ gs—/gss/ger ‘ 808/€0+/€0_ ‘ Ié; ‘ Er ‘ D(EF)
1] 1| 1 | 0 | 1] —1.96 | 1000

1000 [ 1000 | 0 | 1

Va=Veladt=—q | ¢
0 | 1 | 0.05

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | pt
0.01]05]01] o0 | 0O

Expérience 300

N M| 8 ke | oBite | ps/pie | dt
200 | x | 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 1 —3.137

I6; ‘ £00 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ Ié; ‘ Er ‘ D(EF)
1] 1] 1 | 0 | 1]4.42] 1000

e | e |
Wy Wy w w

01 [0.1|1e—06] le — 04
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Va=Veladt=—q | ¢
10 | 1 | 0.05

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | p"
0.01]05]01] 02 | o001

Expérience 616

N ‘ M ‘ pjsr/_/P;/g ‘ pg/P?el/c ‘ pfs/Pi\/c ‘ dt,
200 [ x [ 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 0.7695 — 69.27

ﬁ ‘ 800 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ ﬁ ‘ EF ‘ D(EF)
1] 1] 1 | 0 | 1]4.44] 1000
Wo_/+ ‘ w(()) ‘ w* ‘ we

01 [0.1|1e—06] le — 04

Va=Veladt=—q | ¢
0 | 1 | 0.05

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | pt
0.01]05]01] 02 | 001

Expérience 627

N M| pd e | 8 e | ps/eye | dt,
200 | x | 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 0.7921 — 4.549

6] ‘ £00 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ & ‘ Er ‘ D(EF)
11| 1 | 0 | 1]6.44 ] 1000
Wo_/+ ‘ w(()) ‘ w* ‘ we

01 [0.1|1e—06] le — 04
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Va=Veladt=—q | ¢
0 | 1 | 0.05

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | pt
0.01]05]01] 02 | o001

Expérience 628

N ‘ M| p§" Ipie ‘ P/ e ‘ Ps/Poyc ‘ dt,
200 ‘ x | 0.02/0.0006 ‘ 0.0101/0.91 ‘ 0.91/0.0101 ‘ 0.611 — 954600

B £00 ‘ EL<s—/€sx<s/8<s+ ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ 6 ‘ Er ‘ D(EF)
125 1 | 1 | 0 | 1.25 | 4.42 | 1000

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | pt
0.01]05]01] 02 | 001

Expérience 651

N M| pd e | 8 e | psieye | dt,
200 | x | 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 0.7886 — 4.212

Ié; ‘ £00 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ Ié; ‘ Er ‘ D(EF)
1] 1] 1 | 0 | 1]4.42] 1000

e | e |
Wy Wy w w

01 [0.1]1le—05]1e—04




6.5. E. Algorithme 177

Va=Veladt=—q | ¢
100 | 1 [005

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | p"
0.01]05]01[ 0.03 | 0.001

Expérience 661

N ‘ M ‘ pjsr/_/P;/g ‘ Pg/P?el/c ‘ pfs/Pi\/c ‘ dt,
200 [ x [ 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 0.7334 — 9.985

& ‘ £00 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ & ‘ Er ‘ D(EF)
1] 1| 1 | 0 | 1]442] 0.01

—/+
/ ‘ W ‘w* w

le—07[1e—07| 0 | 1le—05

Va=Veladt=—q | ¢
10 | 1 [005

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | pt
0.01]05]01[ 0.03 | 0.001

Expérience 670

N M| pd e | 8 e | ps/eye | dt,
100 | x | 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 0.5198 — 80.86

6 ‘ £00 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ & ‘ Er ‘ D(EF)
1| 1| 1 | 0 |1]442] 01
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Va=Veladt=—q | ¢
100 | 1 [005

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | pt
0.01]05]01[ 0.03 | 0.001

Expérience 802

N ‘ M ‘ pjsr/_/P;/g ‘ pg/P?el/c ‘ pfs/Pi\/c ‘ dt,
200 | x [ 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 0.3264 — 4.474

ﬁ ‘ 800 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ 5 ‘ EF ‘ D(EF)
1| 1| 1 | 0 |1]442] 0.1
Wo_/+ ‘ w(()] ‘ w* ‘ we

1 | 1]0.0001 | 0.001

Va=Veladt=—q | ¢
100 | 1 [005

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | pt
0.01]05]01[ 0.03 | 0.001

Expérience 686

N M| pg" fpie | o8e | ps/pe | dt,
100 | 40 | 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 0.02079 — 9.963

6] ‘ £00 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ Ié; ‘ Er ‘ D(EF)
1| 1| 1 | 0 |1]442] 0.1
Wo_/+ ‘ w(()) ‘ w* ‘ we

0.1 ‘ 0.0001 ‘ 0.0006 ‘ 0.0001
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Va=Veladt=—q | ¢
100 | 1 [005

relaxation ‘ érelaxation

ope | pe | € | p"
0.01]05]01[ 0.03 | 0.001

Expérience 736

N | M| pd pkje | P8/pe | palewe | db
100 | 40 | 0.01/0.0003 | 0.025/0.925 | 0.907/0.0253 | 0.004953 — 9.983

6] ‘ £00 ‘ gs—/gss/gs-‘r ‘ €OS/€0+/€0_ ‘ & ‘ Er ‘ D(EF)
1] 1| 1 | 0 |1]442] 0.1

* e

e
Wy Wy w w

0.1 ‘ 0.0001 ‘ 0.0006 | 0.0001

Va=Veladt=—q | ¢
99 | 1 0.05

relaxation ‘ érelaxation

op- | pe | & | ¥
0.01[05[0.1] 003 [ 0.001

Expérience 752
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Deuxiéme partie

Croissance laplacienne
d’aiguilles paralléles
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Chapitre 7

Infroduction

Le modele d’agrégation limité par la diffusion (DLA), proposé par Witten
et Sander [1], est un modele de croissance tres simple — une particule initiale
immobile autour de laquelle s’agregent de maniere certaine des marcheurs aléa-
toires successifs — qui donne des résultats d’une complexité surprenante : des
structures arborescentes, possedant des propriétés mathématiques tres parti-
culieres, celles des objets fractals.

L’intérét physique de ce modele est considérable par son champ d’applica-
tions. Citons entre autres la croissance dendritique de structures cristallines par
solidification, 1’électrodéposition|2][3], la digitation visqueuse [4], le claquage
diélectrique [5], la croissance de colonies de bactéries [6]. L’origine du champ
laplacien peut étre un champ de diffusion des particules qui s’agregent ou de
nutriment dans le cas de la croissance des bactéries, le champ de pression (di-
gitations visqueuses) ou un champ électrique comme dans 1’électrodéposition
ou le claquage diélectrique.

Malgré sa simplicité apparente, la compréhension des mécanismes intimes
de ce modele est encore tres restreinte, limitée essentiellement a des études nu-
mériques permettant d’obtenir différentes lois d’échelles. La difficulté théorique
importante est I'influence de I’ajout d’une particule sur le champ laplacien, par
modification de la frontiere du domaine ou doit étre résolue I’équation de La-
place.

Une approche plus modeste consiste alors a simplifier le modele théorique,
en négligeant la présence des branches latérales, donc a étudier la croissance
d’aiguilles dont seule I'extrémité peut croitre, cette hypothese étant justifiée a
grande échelle [7][8][9][10]. Dans ce cadre, on peut considérer différentes géo-

185
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métries : aiguilles radiales ou paralleles, et différentes conditions aux limites
[11] : réflection (modéle R) ou absorption des particules (modéle A[12]). Dans
ce dernier cas, la particule peut étre absorbée par le coté d’'une aiguille, mais
c’est I'extrémité de cette aiguille qui croit.

Nous nous sommes intéressés au cas de la croissance d’aiguilles paralleles
et absorbantes (cf. figure 7.1), car plus proches, nous semble-t-il, de la réalité.

ol @

)

Fi1G. 7.1 — a chaque instant, une particule s’attache a une aiguille.

Dans un espace a deux dimensions, le formalisme de la transformation
conforme a déja permis d’obtenir des résultats analytiques pour des aiguilles
radiales [13]. Dans le cas d’aiguilles paralleles, Adda-Bedia a étendu ce forma-
lisme [14], et obtenu, a l'issu d’une étude numérique une loi d’échelle sur la
densité de branches p en fonction de la hauteur y, avec un exposant « proche de
1. Cependant, le point le plus discutable de ces travaux est la croissance conti-
nue des aiguilles, avec en conséquence une croissance des aiguilles entierement
déterminée par le bruit initial.

Ainsi, en reprenant les équations obtenues par Adda-Bedia, nous supposons
la croissance discrete et probabiliste, donc a chaque pas de temps, une particule
de taille finie L possede une certaine probabilité individuelle de s’accrocher a
chacune des aiguilles, et I’état du systeme, décrit par les différentes longueurs
des aiguilles, n’est a un instant donné, plus connu de maniere certaine : chaque
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état possible est assorti d’une probabilité, cette probabilité étant elle-méme
solution d’une équation de Fokker-Planck.

Apres avoir rappelé le formalisme de transformation conforme et exposé
une extension probabiliste, nous étudions le cas simple de deux aiguilles, qui
peut étre résolu entierement, sans aucune simplification. Dans le cas de n ai-
guilles équidistantes, nous nous restreignons au régime linéaire, partant d’une
distribution initiale ou toutes les aiguilles sont de méme longueur. On démontre
alors un comportement analogue a l'instabilité de Mullins-Sekerka [15], avec
une instabilité correspondant & un doublement de période (noter que dans I'in-
stabilité de Mullins-Sekerka, la plus petite échelle d’instabilité est fixée par
la tension de surface, alors que dans notre modele, c’est la distance entre les
aiguilles). Enfin, en supposant un scénario de croissance hiérarchique, fait de
doublements de période successifs, on peut établir théoriquement la distribu-
tion d’aiguilles p (y) ~ Iny/y, ce qui correspond a la distribution prédite par
Krug et al. [12], numériquement et heuristiquement.
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8.1

Chapitre 8

Equations du modéle

Equations initiales

On considere n aiguilles dans une géométrie radiale, en croissance grace au
champ laplacien ® [1]. Alors :

AD =0
® = 0 sur les aiguilles
® ~ Inr lorsque r — o0

A Textrémité de la k—ieme aiguille, le flux est :
E},
7]

ou Ej, est une constante qui dépend uniquement de la position de la pointe
de laiguille : c’est en fait le flux total sur la pointe [1], donc

|V(I>F+Fk| ~

dLy,

—=r _E
dt k

ou Ly est la longueur de la k-ieme aiguille.

8.1.1 Premiére transformation conforme

La méthode de transformation conforme permet classiquement de trouver
les solutions analytiques de I’équation de Laplace dans un autre espace, de

191
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géométrie plus simple. On introduit une premiere transformation conforme f
qui ramene un cercle unité dans le plan complexe z a une étoile a n branches
dans le plan w

w=f(z) = Azﬁ (1 - ewj)aj (8.1)

, z
J=0

Dans cette transformation, ma; est I'angle entre deux aiguilles successives {j —

1,7}, avec

S oy =2 (52

Les angles 6, donnent les longueurs ¢; des aiguilles, et A est un coefficient
connu. Les positions des extrémités z; des aiguilles dans le plan z peuvent étre
paramétrées par les angles ¢;

zi=exp(ig;) , 0<i<n-—1. (8.3)
Le champ dans le plan z donné par :
® (2) = log|z| = Re(logz) . (8.4)
s’exprime alors dans le plan w par :

® (w) = Re [log (f (w))] - (8.5)

Les longueurs des aiguilles radiales sont données par les modules de f (z)

az=z:
. (D —0;
sm( 5

8.1.2 Seconde transformation conforme

n—1

gradi =4A H
=0

Qj

,V0<i<n-—1 (8.6)

Une seconde transformation conforme ) = In w ramene ’étoile & n branches
dans le plan w a n aiguilles paralleles dans le plan €.
Le champ dans le plan €2 est alors :

P (Q) = Re [log (" (expQ))] - (8.7)
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Les longueurs des aiguilles paralleles sont donc données par les modules de

In(f (2)) aux points z = z; :
(¢ —b;
i (#2)

Comme les positions des pointes maximisent |f (z)| pour z = z; et 0 < i <
n — 1, on a également les relations entre les angles ¢; et 0; :

n—1
l; =log (44) + ) a;log NV0<i<n-—1. (8.8)
3=0

n—1 ¢_8
> ajcot 12 I=0,V0<i<n-—1. (8.9)
j=0

Enfin, la vitesse de croissance d’une pointe est donnée par :

n—1 —1/2
%oc[Z%’(lJrcoﬁL;ej)] Vo0<i<n-—1. (8.10)

J=0

Cette équation servira a déterminer la probabilité de croissance des ai-
guilles. Les équations (8.9) et (8.10) sont bien sur inchangées, par rapport au
cas des aiguilles radiales.

En résumant, on a 2n + 1 inconnues : {6;},.,, , {di}o<ic, €6 A et 2n
équations : (8.8), (8.9), on peut imposer une relation supplémentaire. Adda-
Bedia a choisi de poser 6y = 0 [2], nous préférons supposer que la valeur
moyenne des longueurs est nulle (8.11) a chaque instant , car cela correspond &
annuler le premier élément du vecteur des longueurs dans 'espace de Fourier.
Ceci s’écrit :

lh=1= 127__01@ = 0. (8.11)

n

8.2 Ecriture matricielle du modeéle

La distance entre aiguilles est ma;. En introduisant la matrice C =

{Cij}ogi,jgn—l ou :

(8.12)

Cij = cot

¢ — 0,
—5
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La condition (8.9) s’écrit simplement :

—

Ca=0, (8.13)
ol @ est le vecteur {@itocicn_1
Il est également commode de poser :
D = {dij}o<; j<n (8.14)
ou :
dij=1+c}; . (8.15)
La condition (8.10) s’écrit alors :
dl; ~1/2
— = (D.@),) 2 (8.16)

Croissance probabiliste

La croissance laplacienne contient deux aspects : d'une part le champ la-
placien a l'origine de la compétition des branches, et d’autre part la présence
d’un bruit a la surface de I'amas en croissance, nécessaire pour déclencher
Iinstabilité laplacienne.
Dans les modeles de croissance continue de [1] et [2], un bruit initial est
introduit, ce dernier déterminant des le départ les aiguilles qui vont dominer la
croissance. En revanche, notre approche consiste a introduire une croissance :
— discrete, par 'ajout a chaque pas de temps d’une particule de taille finie
Y4

— probabiliste, avec une probabilité individuelle pour chaque aiguille d’ac-
cueillir la nouvelle particule. On définit cette probabilité individuelle p;
pour la i—eme aiguille a partir de 1’équation (8.10) :

o db
pl_Zidfi

Ainsi, a un instant donné ¢, un état possible du systeme est décrit par les
longueurs L = {li}g<icp_1, sOit un vecteur dans 'espace des longueurs. Mais,
de par la nature probabiliste de la croissance, il existe & un instant donné ¢
différents état possibles, non équiprobables : on introduit donc la probabilité



8.4

8.4. Itérations du modéle 195

P <E,t> d’avoir & linstant ¢ état L. Le systeme est donc entierement dé-
fini a 'instant ¢ par la connaissance de toutes les probabilités P (E,t) pour
I’ensemble des états possibles {E} a 'instant t.

Remarquons que les états possibles {E} a l'instant ¢ se déterminent sim-
plement comme étant les (¢; —t6L/n)oc;c,_, avec la condition ) ¢; = t0L et
t; est un entier naturel (cf. (8.11)).

On a maintenant tous les ingrédients pour construire les itérations succes-
sives pendant la croissance.

Itérations du modeéle

A Ditération ¢, les 2n + 1 parametres étant connus, il s’agit de les calculer
a l'itération t + 1, apres 'ajout d’'une particule de taille 6¢ sur I'aiguille 7. Cet
accroissement de longueur est supposé beaucoup plus petit que toute autre
longueur du systeme, on s’autorise donc a linéariser.

Les étapes sont alors les suivantes :

—
1. Lorsqu’on ajoute une particule sur la i-eme aiguille , on connait JL :

= 5t 5t 5t
5L = t{—— —T 0= =Y =)

n’

ou l'on a retranché —d¢/n a chaque composante pour s’assurer que la
condition (8.11) soit satisfaite.

2. Calcul de @, en utilisant les équations (8.8) et (8.9) :

(8.17)

ce qui donne une relation entre d¢;, d6; et JA.
Or on impose que la moyenne des ¢; reste nulle. D’ou la condition,

A Ra; b — 0
Zae_o_n Z;Jcot 500 (8.18)

i.j=0
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Ceci fixe A : (5_>
1 —

oil add est le vecteur {06}, 1 est la matrice unité et O la matrice
pleine, o
1 ... 1
O=<: ... : (8.20)
1 ... 1

Si on remplace (8.19) dans (8.17), on obtient 6¢; en fonction des 66, :
— 1 1 —
6L = —3 (1 S 0) .C.adl . (8.21)
n

ou (1 — % O)est un projecteur sur le sous-espace orthogonal a la compo-
sante completement symétrique. L’équation (8.21) est une relation don-
nant 5_1; en fonction de @ Or, on a besoin de calculer @ en fonction
de 8L : la relation (8.13) montre que @ est vecteur propre de C pour
la valeur propre 0, et donc que C n’est pas inversible. On ne peut donc
utiliser directement (8.21)pour déterminer 30. C étant au plus de rang
n — 1, on supposera qu ‘elle est exactement de rang n — 1, dlmensmn de
I’espace orthogonal & @. Dans le cas d’aiguilles equ1dlstantes o = 2 1
et il est alors commode d’utiliser la transformation de Fourier, ce que
nous ferons dans I’étude de n aiguilles.

Calcul de (?;5 en fonction de 80. La relation (8.9) donne :

n—1
N (56 — 56 2 01— b
0= ;O‘” (66 — 66;) <1 + cot? = ) , (8.22)
ce qui permet de calculer les d¢; :
(D.adb); oz(?@)Z
0p; = (D i (8.23)

— —
Connaissant 66 et d¢, on peut calculer les nouvelles matrices C puis D.
La perturbation §C de C s’obtient simplement a partir de (8.12) :

0C = {—— (0¢; — 66;) m} , (8.24)
0<i,j<n—1
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et 0D a partir de la définition de D

0D =2CiC

5. Connaissant D et dD, on obtient les nouvelles probabilités individuelles
_ —
(on note (D. @) = 11) :

—1/2
ol - T -
en calculant leur variation Z
= S AT -
5 ()
avec 0dl; = —0D;/ <2Df’ / 2). Notons que 'on a bien conservation de la norme :

Zj (5])] = O

8.4.1 Invariants

Si on effectue une rotation globale 69 des angles 6 et ¢ la configuration des
aiguilles et toutes les expressions précédentes sont invariantes : ainsi C reste
inchangé et (8.21) s’écrit avec (8.13),

5L — 1 (1 ! o) C. <a59 + (wa’) — (c ! o.c) sl .
mn mn n mn
(8.27)

De méme le prob&me est_i)nvariant par un accroissement uniforme des lon-
_>
gueurs des aiguilles 0L = dL + 0\ 1.
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9.1

Chapitre 9

Croissance de 2 aiguilles

Calcul des probabilités individuelles

Dans le cas a deux aiguilles périodiques (n = 2), les équations permettent
une résolution complete, quelle que soit la distance entre les aiguilles et sans
linéariser. Dans cette approche, différente de ce que l'on vient de voir, on
considere comme inconnus les coefficients de C et _comme il suffit que d’une
variable pour décrire I’état du systeme, on choisira ¢; = (o —¥¢1)/2, c’est-a-~dire
I’écart de longueur entre les deux aiguilles. Le probléeme est donc completement

défini par la connaissance de P((y, ).
La forme générale de C est avec la condition (8.13) :

(@)= ity s’}
et sa forme réduite(10.15)
C, (Zl) = {Oqco(lz) + &001(171)} .

La relation (8.15) permet d’écrire D sous la forme générale :

D@Q:{l+ﬁ%@yl+%%@y},

1 -+ Q%Cl(gl)z 1 + Q861(€1)2

201
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F1G. 9.1 — deux aiguilles périodiques : (a) équidistantes, (b) cas général
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d’ou les vitesses de croissance 8.16 :

( 1 )
(7, 2(1 aoalco(zl)Q
{ded(tz)} \/ (1+ 1 ) o
\ \/2 <1 + aoalcl(zl)2> )

et les probabilités individuelles de croissance 8.25 :

?(Zl): 1 { \/14‘0&00&101(61)2 } ‘

\/1 + ozooqco(zl)Q + \/1 + (100(161(/[71)2 2

\/1 + 06006100(£1>2
(9.5)
Les conditions initiales (t = 0), donnent (10.22) :

L(0)= { 8 } : (9.6)

condition qui détermine via 1’équation 8.8 le coefficient A et les angles

¢0(0>7 90(0)7 ¢1(O)7 et 01 (0>
On trouve ainsi

1 —ag —a1
A= (@) 2 (o)™

Y

et apres quelques calculs, et en fixant arbitrairement 6y(0) = 0

(o} -{0) e {a) ot} on
D’ou
) :{ _% _% } 9.8)

et

D (0) :2{ 1?32 1?31 } . (9.9)
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9.1.1 Equations définissant c,((;) et ¢;(¢;)

A partir des équations 8.24, 8.21 et 8.23, on montre que co(f;) et c;(¢;)
sont solutions du systeme d’équations différentielles couplées suivant :

dco(NZZ) N (1 + 04(2)00(21)2) <1 4 O‘%CO(zly)
dl, QO <1 + Ozooz160(l71)2) (cO(ENl) + cl(gNl))

=0 (9.10)

do(l) (1 + a§C1(l71)2> (1 + OZ%CI(ZI)2> 0 ©.11)

dr, Qo (1 + ooy (2”1)2) <Co(21) +a (&))

Pour trouver les solutions de ce systeme, on procede en deux étapes :

1. en éliminant le on obtient la relation entre ¢ (271) et ¢ (Zl) Leur produit
est constant et cette constante est déterminée par les conditions initiales

co(tr)er(fr) = 1/(agan) (9.12)

2. cette relation reportée dans I'une ou l'autre des équations donne co(zl)
et ¢1(¢1). En fait la solution est définie paramétriquement : si on pose

collr) = 1/(uy/aomn) 5 er(fr) = ufy/agar (9.13)

la solution de (9.10) donne alors {, sous la forme

N 2\ (v0—a1)/4
o [] —u(2E2) (9.14)
a1 + agu?

Les probabilités de croissance sont alors (9.5) et (9.13)

1

§p2(zl):1_‘_u

pl(zl) =

(9.15)

U
1+u

ou u est définie de maniere implicite par 9.14. On rappelle que o et a; sont
liés par 8.2.
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Equation de Fokker-Planck discréte

Siat+ ot I'état du systeme est défini par {y alors & linstant précédent
t, il y avait deux états possibles pour aboutir a ce nouvel état : ¢; — §¢/2
ou l + d¢/2. La premiere transition possible 0y — &0 /2 — {, correspond A
I’ajout d'une particule sur la premiere aiguille, donc cette transition a une

probabilité p; <Zl —al/ 2) de se produire. Noter que 'autre transition possible
de cet état Zl —d0/2 at par ajout d’une particule sur la seconde aiguille, associée
a la probabilité complémentaire py (?1 — ot/ 2) existe, mais correspond a une
transition vers au nouvel état 171 — ol a t + 0t, qui n'est pas I'état qui nous
intéresse a t 4 dt.

En revanche la seconde transition possible lz + 00/2 — Zl corres-
pond a l'ajout d'une particule sur la seconde aiguille, avec une probabilité

pa (0 +00/2).

En équation, ceci se traduit par :
P, t+8t) = pr (6 = 60, ) - P(6y =601, 1) +pa (01 + 601 ) - P(Ey+ 601, ) (9.16)

avec 00, = 60/2.
C’est une équation de diffusion avec champ, comme on le voit aisément.
On pose pour le terme différence finie premiere,

267, ol

D f(l,1) = +0(56)  (9.17)

et pour la différence finie seconde,

S+ 00, 0) =20 Cot) 4 SO = 0Tt) _ 1T
(50,)? o0

(9.18)
de sorte que I'équation d’évolution (9.16) s’écrit rigoureusement (mais a 'ordre
un en 4t),

D f(l1,1) =

OP({y,t 7 ()P (¢,
% — D,@%P(ﬁl,t) — v.@g <L{(£1)P(€1,t))

(9.19)
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ou l'on a introduit les constantes

50 (60)?
v = % et D= 8(5t

(9.20)

v est la vitesse de croissance de I'aiguille la plus longue (qui écrante 'autre), D
le coefficient de diffusion du collage entre les deux aiguilles, et () = (bo—11)/2.

Aux temps courts, les particules se collent au hasard sur I'une ou l'autre
des aiguilles (régime de diffusion de 1’équation de Fokker-Planck), et avec la
seule diffusion, apres un certain temps, les états avec Zl / 5!71 non voisin de zéro,
ont une probabilité qui n’est plus négligeable. Si la différence entre p; et ps est
significative, alors le phénomene d’écrantage de 'aiguille la plus longue, inter-
vient (régime de migration de I’équation de Fokker-Planck). Cette transition
intervient d’autant plus tot que la taille de la particule est grande, la distance
inter-aiguilles étant fixée.

La fonction U caractérise l'effet d’écrantage,

U(ly) = AT (9.21)

ott u(ly) est défini implicitement par (9.14) : un faisceau de courbes U(f1) pour
différentes distances interaiguilles o est représenté sur la figure 9.2.

On peut cependant trouver les expressions asymptotiques de U dans les
régions :

~ initiale £; — 0 ,

~ 51
ly) ~ 9.22
U(l) ~ 5o (922
lorsque la diffusion domine,
— finale ¢; — +o0
U(ly) = £1

lorsque l'aiguille la plus longue croit a la vitesse v.
Pour un systeme d’aiguilles équidistantes (cf. figure 9.1 : a), ap = oy = 1,
alors u(le) = exp Zl et M(Zl) = tanh <€N1/2)
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F1G. 9.2 — fonction d’écrantage pour différentes valeurs de la distance interai-
guilles ay
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Equation de Fokker-Planck continue

Dans le cas général, ou ay # a; et dans la limite continue, I’équation
d’évolution des probabilités s’écrit alors explicitement

apgl’t) — Daz;P e ua% (P@ou (). 923

mais la forme explicite de ¢(¢;) ne peut s’obtenir.
Les équations (9.19) et (9.23) sont des équations de Fokker-Planck repré-

sentant la diffusion d’une particule de coordonnée ¢; dans le potentiel
V(@) = v [ U@
Dans le cas ag = a; = 1, ce potentiel (cf. figure (9.3) est explicitement
V(Zl) = —vlog (cosh(zl/2)> ,

et I’évolution temporelle de la solution de 1’équation (9.23), avec comme
condition initiale des aiguilles de méme longueur :

v(l 1)

F1G. 9.3 — potentiel dans lequel diffuse la particule de degré de liberté 271
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9.3.1 Fluctuations temporelles
On a

+oo

0 () = 0P () diy =0 (9.24)
(Ryo=[ ar(a

— o0

car la fonction 171 — ElP <€N1, t) est impaire.
Mais en revanche :
~ +oo - -
<f?> () = / (P (ﬁl, t) dt (9.25)

est non-nulle car la fonction est maintenant paire. Pour trouver 1’équation

différentielle que satisfait ’écart quadratique moyen <27§> , on dérive 9.25

(@) _ pemor(a)
= 1

ot ot

_ /_+°°z§ D02 P (0,t) — w07, (P (Bt) - u(@)) ] dip.20)

et par intégration par parties :

ag@ — 9D + 2% <Z71u(271)> . (9.27)

(Avec v = 0, on retrouve <Z§> = 2Dt.) Au début 0, < 1, U(ly) =~
Zl/ (20[00(1) d’ou

0 éf> ~ 2D + aoval <Z§> , (9.28)
soit <<l7%> (0) = O)
(B~ 222 (“rpep (1)) (9.20)

et, en effectuant un développement limité

\/@ ~ V2Di (1 + 402;1) . (9.30)
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La croissance (cf. figure 9.4) a au départ un comportement diffusif
( <E§> ~ 2Dt) correspondant a la croissance compétitive des deux ai-

guilles, jusqu'a un temps t4r & apoy/v ou s'établit le régime de migration,
correspondant a la croissance d'une seule des aiguilles.

F1G. 9.4 — probabilité des différents états possibles du systeme de 2 aiguilles
au cours du temps

Le cas limite, oy <« 1

Le développement au premier ordre en g des expressions (9.14)et
(9.21)conduit a la relation implicite de U(¢1/ay)
0 1.
— = 2w + = sinh(4w) ; U = tanh(w) (9.31)
(7)) 2
dont le graphe a également une forme en tangente hyperbolique.
Quant aux probabilités de collage, elles sont données par les relations

> ~ 1
pi(ly) = 14 o2w pa(l1) = 11 2w (9.32)
soit dans la limite 171 <1
R T T 2
pi(l) = 9 + % ; pa(ly) = 5 % . (9.33)
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La différence de probabilités est proportionnelle a la différence de longueur le
et inversement proportionnelle a la distance entre aiguilles ay. Si £ est la taille
du systeme, z la distance entre aiguilles et y; la demi-différence de longueur
gl == 612/271'

- 1 7y ~ 1 7y
(Y1) = 5t 8—1:1; p2(th) = 5 S—xl (9.34)

Dans I'approximation linéaire, 1’écrantage entre aiguilles est en 1/x, et donc
différent de ’écrantage en présence de n aiguilles. Cette remarque confirme la
nécessité de travailler en modes et non en sites (c’est-a-dire sur les ¢, et non

les ¢;).
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10.1

Chapitre 10

Croissance de n aiguilles

Infroduction

On se place maintenant dans le cas de n aiguilles équidistantes, alorsa@ =
%{1, 1,...,1}. L’idée est d’appliquer le schéma d’itération proposé 8.1 pour ob-
tenir les probabilités individuelles de croissance i?s aiguilles puis en déduire
I’équation de Fokker-Planck sur la probabilité P( L ,t) d’avoir I'état L a I'ins-
tant ¢, ol I = {l;Yo<i<n-1-

Pour étudier une instabilité de croissance, il faut raisonner en termes de
modes et non de sites, il est donc opportun de se plonger dans l'espace de
Fourier. A un état déterminé par la connaissance des n longueurs ¢; des aiguilles
se substitue la connaissance des n modes ¢; (pour toutes les grandeurs dans
I’espace de Fourier on surmonte la grandeur associée dans l’espace normal
d’un tilde). On sait déja que le mode fondamental {0 est nul d’aprés la relation
(8.11), et la réduction du probleme dans un espace de dimension n — 1, en
supprimant le premier mode, permettra d’inverser la relation (8.21)

213
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10.2 Equations dans I’espace de Fourier

10.2.1 Définition de la Transformée de Fourier discrete
(TFD)

ﬁ
Pour un vecteur V' quelconque, on considere la transformation

—

V=FV (10.1)

ou (i=+-1) et
F = {lexp (2m]h)} . (10.2)
n n 0<j,h<n—1
Alors

_ -

V=F1'V (10.3)
avec

Fl= {exp (—27” ]h)} . (10.4)
n 0<j,h<n—1

10.2.2 Réduction de la dimension de I'espace

Pour inverser la relation (8.21), I'idée est donc de se plonger dans un espace
de dimension n — 1, en supprimant la premiere composante. On note avec
I'indice r tout vecteur ayant ses composantes entre 1 et n— 1, ou toute matrice
rectangulaire {n — 1,n} ou {n,n — 1} faisant passer des composantes réduites
aux n composantes et réciproquement.

Ainsi, par exemple, on note les matrices rectangulaires

1 2mi jh
F, — {—exp ( ) )} (10.5)
n n 1<j<n—1, 0<h<n—1

2mi jh
(F ), = {exp <— 7J )} . (10.6)
n 0<j<n—1,1<h<n—1

Le produit de ces matrices donnant

(F1),.F,=1-(1/n)O (10.7)
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et
F.(F1H,=1,.

Ceci permet d’écrire (8.21) sous la forme

— 1 —
6L =——(F1),.F,. C.o0 . (10.8)
n
On pose ensuite
= —
00 = F.60 , (10.9)

soit, par blocs, en notant 1 = {1,1,...1}

060\ _ [ (/m)iT N =
((SN@T> < FT ).59. (10.10)

La composante uniforme 56y n’intervient pas dans la relation (8.27) a cause
de la condition (8.13) : elle correspond & un accroissement <E 6«90> des
angles 6. A cause de linvariance par rotation on doit aussi imposer la condition
dpy = 00p. Mais cette condition est automatiquement satisfaite avec la relation
(8.23).
D’ou R _

00, =F,.60 (10.11)

et la transformée inverse donne avec(10.7)

~ —_ ~

(F1),.00, = (F1),.F,.60 =60 — 66, 1 . (10.12)
Dans la suite, on choisit 580 = 0. D’ou
(F1),.60, = 60 . (10.13)

L’équation (10.8) (ou (8.21)) s’écrit alors apres transformation de Fourier :

—

1~ =
F,.0L = —C,.06, (10.14)

avec,

C,=F,C(F1, (10.15)
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La matrice réduite (er a I'avantage d’étre maintenant inversible. On obtient
ainsi la variation des # en fonction des 6/; :
~ —

_
60 = —n (F1),.(C,)"'F,.6L (10.16)

On a par ailleurs la relation,

( %T ) _ ( (1b/j:) T ) ki (10.17)

olt 'on vérifie que 8¢, n’intervient pas dans (10.16) . On peut donc bien ne
s’intéresser qu’a la composante réduite et choisir 6y = 0. et avoir :

—

—~ —
5L, =F, 5L , (10.18)

Par exemple, la condition gﬁo = 0 sera imposée en retranchant §¢/n pour tous
les i lors de I'ajout d’une particule (ici en j) :

SL[j] = ~1,—1,...j(n—1),...—1,—1} 6¢/n (10.19)

Soit dans 'espace de Fourier,

. -
SL[j] = 6¢/n {—5h,0 +exp (—%2‘7}1) } (10.20)
0<h<n-—1

et pour la partie réduite,

5L, 1j] = 6¢/n {exp (— 2 jh) }1<h<n_1 (10.21)

n

10.2.3 Conditions initiales

Dans le cas présent et quand toutes les longueurs d’aiguilles sont égales,
on a initialement des angles ¢; et ¢; aussi régulierement espacés, c’est-a-dire
0<i,j<n—1):

2T 2T s
¢i(0) = —i et 0;(0) = —j — — (10.22)

n n n
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64(0) — 0,(0) = 2% =)+ T (10.23)
Alors : - .
C(0) = {cot [ﬁ (i —5) + %} }] (10.24)

et :

&(0) = Diag {(1 — 50) nexp [iw (% _ %)] }(Ogj@_l) (10.25)

les matrices C et D sont alors diagonales. Si on s’éloigne peu de cette situation,
on aura des matrices ou les éléments significatifs seront au voisinage de la
diagonale.

Equation de Fokker-Planck

On veut obtenir, comme dans le cas a 2 aiguilles une équation de Fokker-
Planck sur la probabilité de chaque état possible du systeme a I'instant . Cette

fois-ci un état possible est L ou de maniere univoque LT, puisque chaque
ajout de particule laisse la moyenne des algullles nulle (0¢p = 0). On note

P(Lr,t) cette probabilité d’avoir le mode LT, avec L = {f h<i<n-1 = Fy T.

La probabilité individuelle d’ajouter une particule de taille 6¢ sur 'aiguille h est
H

notée py, Lr>. Cette probabilité individuelle peut étre exprimée en fonction

des modes
—

" (L) ~STFY),; (F)

= = —
ou py <Lr) est la probabilité individuelle d’ajouter 6L, k] = > (Fo)z, 0L[R]
=
a L,. Cela mene a I’équation de Fokker-Planck, généralisation de 1’équation

(9.19)
= 1
OP(L,t) 0= 9 = =
Tt = w L m(E) #Ee
1 =
502 "Z‘:aQP(LT,t)

2n2dt — Ol
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(avec Z_k = Zn_k = Zz, k étant défini modulo n). Toute la difficulté est de
H

déterminer maintenant p; ( L, | . Pour n > 2, 'approche la plus simple est de

considérer I'approximation linéaire, qui donne déja I'instabilité laplacienne de
la croissance initiale.

10.3.1 Evolution des probabilités individuelles

—

Avec la probabilité p; (LT) on ajoute a I'instant ¢ une particule de taille 6/

—
sur I'aiguille 7. II s’en suit les perturbations 0 L[i| des longueurs. Les variations
d’angles associées sont :

60,[i] = —n (C,)~" 6L, [i] (10.26)
36[i] = —n (F),.(C,)"'F,.6L[i] (10.27)
et
H
. {D.3811}
oli] —— (10.28)
{D' L }h
Cette perturbation des angles modifie les matrices C et D :
1
2 0<i,j<n—1
et
oD = {QCij 5Cij}0§i7j§n—1 y (1030)

d’ou les perturbations correspondante des p;, données par I’équation (8.25) o
D(t + 6t) = D(t) + 6D(¢) soit, avec I'équation (8.26),

7

i+ .
3/2 —1/2 B 3/2
2D} 3" D; (Zj D; 1/2) —~ 2D}

6D, D2 5D,
3D

pi(t +6t) = pi(t) — (10.31)
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10.3.2 Linéarisation des probabilités

On se propose de regarder l'instabilité en régime linéaire d’une petite per-
turbation de la distribution uniforme. On se place suffisamment pres de 1’état
initial, pour pouvoir linéariser entre 1’état initial et tout état considéré ulté-
rieurement. R R

Des expressions (10.27) et (10.28), on peut calculer 66(0) et dp(0) corres-
pondant & la variation 5_1)/(0), en ajoutant par example la particule sur 'aiguille
h. Ainsi, si une particule de taille ¢ est attachée sur l'aiguille h d’'un peigne
uniforme, alors la probabilité individuelle de collage de la prochaine particule

ﬁ
sur l'aiguille i est, d’apres I’équation (10.48), (p;(t = 0) = %, {D. 1 } = D;,
J
et 3, D72 =1)

6D;(0)
2n3

1
+ ot > 0D(0);; (10.32)

1,J

1
Di=——
n

La probabilité individuelle de croissance p;|h| de l'aiguille i, alors qu’une par-
ticule a déja été ajouté sur 'aiguille h est

] = Sin Y ((n+ 1)(n— 1)5¢h os?((i — h)7r/n)(1 B 5ih>) (10.33)

n 6n2 2n2

ou d;;, est le symbole de Kronecker symbol. Comme attendu, l'aiguille A, la
plus grande aiguille, écrante les autres.

Equation de Fokker-Planck du peigne linéarisé_

10.4.1 Dans I'espace direct

On note le(f, t) la probabilité linéarisée de trouver un état
T = Hlo, 01, ...s by, .oy b1} & Vinstant ¢. Lhypothese de linéarisation consiste
a supposer que les différences entre les longueurs ¢; des aiguilles sont suffisam-
ment petites pour qu’aucune aiguille ne soit completement écrantée.

Dans cette approximation, pour un état quelconque f, les probabilités
individuelles de croissance des aiguilles, notées p’[(;], peuvent étre déduites de
p;|h] en remplagant 6/ par ¢;,. Ainsi, si entre ¢ et t + dt, une particule de taille
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H
0l se colle, alors pour chaque état L possible a t + dt, il y avait a l'instant ¢
les n états possibles suivants (0 <h <n—1):

L'[h = T - 6L[h]

soit
- Y4 Y4 Y4 Y4
L'h = Hbo+—00+—, .. 0y —00+—, .. by 1+ —}
n n n n
Chacune de ces transitions étant assortie d’une probabilité individuelle
p" [¢], on obtient la relation suivante entre les probabilités d’états

—_
—_

3

7 < hip! _/>
Pun( Lt + 6t) = P Pn( L 1), 1) (10.34)
0

>
Il

<.
Il
o

En conclusion, on obtient en introduisant I’expression de la probabilité
individuelle 10.33 dans I’équation 10.34

— 1 n! —
Pin(L,t+0t) = — > Pun(L'[h],1)+ (10.35)
n h=0
1 n—1 n-—1 -
5 (6, — ;) esc? ((h = )= ) Pua(L'[1). 1)

10.4.2 Dans I’espace réciproque

Apres transformation de Fourier, I’équation (10.35) s’écrit

= /1 n?-1
Pin( Loyt +3t) = 3 (— - 50 (10.36)

n

nt iy K B\ ~ - =
+> e M= (1= 2 ) | Pun( Ly — 0L, (1], 1)

ou 'on a utilisé la relation

Yo e e () =8 Okn + 6 (10.37)
j#0 n 3
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Pour obtenir une équation de Fokker-Planck, nous procédons a un développe-
—

ment de Taylor au second ordre de 1'équation (10.36) par rapport aux ﬁw[h]

—

OPun( L, t) 00~ 9 [k -~ =
ot N _E;a_gk S5 ) G D L)

_
502 2 0P (Lo, t)
+ " 10.38
2n20t kZ::l Oy O0_ 4 ( )
ou l’on remarquera que Z_k = Zn_k. _
On remarque alors la forme remarquable de la probabilité individuelle prlh]

de collage dans le mode k, alors qu'une particule de taille 0¢ a déja été ajoutée
dans le mode h

n n

~ 0 k k
pplh] = % + 0G0l 5 A= — <1 - —) (10.39)

Lorsque n = 2, nous retrouvons la forme linéarisée de 9.23 avec ag = a; = 1,
et U(ly) ~ ¢1/2 de I'équation 9.3.

10.4.3 Discussion préliminaire de I'équation de Fokker-
Planck

L’équation (10.38) présente deux termes :

1. le premier terme est un terme de type migration, correspondant a une vi-
tesse de croissance v. A la fin du régime linéaire, on attend un écrantage

exponentiel, similaire a U <l71> du cas a deux aiguilles. Il est remarquable

d’obtenir le facteur k/n (1 — k/n) z. Ainsi, en partant d'une situation o
tous les modes k ont le méme poids Zk = Z alors en raison du coefficient
k/n(1—k/n),le mode ky.x = n/2 domine progressiviment, puisqu’il a la
plus grande probabilité de croissance. A cause de ’écrantage, la plupart
des autres modes disparaissent, et le systeme tend vers un ensemble de
n/2 aiguilles : on peut ainsi construire un scénario de croissance hiérar-
chique fait d’une succession de doublements de période ;

2. le second terme rend compte du couplage entre les modes k et n — k.
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10.4.4 Corrélation entre les modes et fluctuations d’'un
mode ¢, dans le régime initial

Dans le cas a n aiguilles, on peut non seulement calculer la fluctuation d'un
mode ¢ (comme nous l'avions fait dans le cas a deux aiguilles), mais également
calculer la corrélation entre deux modes ¢; et ¢

oo — —

Uyl ) (1) = bl P(L, )AL, . (10.40)
(fadu o= |

[e.9]

que l'on integre par parties en utilisant (10.38)

oty = 7 (00 (0.4
w (15) (le)
502 502

+m5q1+q2,0 + 5,51 (1 = 641 4420) -

dont la solution

77\ — Diargo+ D2 (1= 04440
q17+q2 li - v ( )
v eff\41, 42

lexp (vess(qu, q2)t) — 1] (10.42)

souligne l'existence de vitesse effective dépendant du couple de modes
(g1, q2) considéré

_ ol (g 41 q2 q2
wrta) =5 (0 (1-0)+ 5 (1-3)) - (o
Les fluctuations d’'un mode ¢ peuvent aussi étre calculées a partir de ’équation
(10.38)
~ 200 q q\ /-~
2 2

- S L(-4)(e) 10.44
at<£q >zm 5tn< n a)%t (10-44)

e e

+n25t5q’”/2 + @ (1 - 5q,n/2) :

qui admet une solution similaire au cas a deux aiguilles, avec pour vitesse
effective vers(q,q)

7 _ “P19%n/2 + 2( a, /2) exp (vers(q, @)t) — 1 10.45
lin "

a Vers(q,q)
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et montre que le mode ¢ = n/2 croit le plus vite. Nous avons noté

502 50>

D=2 etDy= "
T on2st o 2not

(10.46)

10.4.5 Distribution des aiguilles
Temps d’écrantage

En étudiant un systeme de deux aiguilles périodique avec une distribu-
tion initiale ¢;(t = 0) = Ag/2, Krug et al. [?] ont suggéré en utilisant des
arguments d’échelle que le temps d’écrantage t* entre les deux régimes vérfie
t* ~ aln(a/Ap), ol a est distance entre les aiguilles. Dans notre cas a = 27 /n
et toutes les lois d’échelles ne vont dépendre que du rapport ¢/a = ndl/(2r).
Pour déterminer le temps d’écrantage, nous choisissons un réel positif quel-
conque {..;; de l'ordre de la distance entre les aiguilles 27 /n et on définit le
temps d’arrét t..;;

. —
Lerit = inf {t = 07 Lr

Q@
- _} (10.47)

n

=12 n—11|7 2

ol |.| est la norme euclidienne standard dans C*~! : |L,| =Y 7", }Ek} .Sin
, X =1Im <l7k> . Dans le
- k<n/2
régime linéaire, X est solution d'une équation similaire a (10.38), ou de maniere
équivalente solution d’un systeme d’équations différentielles stochastiques et
indépendantes

est pair, alors on introduit X; = Re (Zk>
k<n/2

AX (1) = v X3 (1) dt 4 /DpdWi(t) (10.48)

H
ou W est un mouvement brownien & (n — 1) dimensions. Quand n > 1 et
nol < 1, on obtient

terit = % 2InM +In(In M) —Inm + o(1)) (10.49)

o M = o?/(ndl). Nous obtenons alors la distribution des états T au temps
terit, grace a la transformée de Fourier de (10.42) (¢ = 0)

gim’ i’ 7T2 2
(Ciliridin = —5-(=1) exp (— / ) : (10.50)

4Inn
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On observe la croissance d'une modulation périodique avec doublement de
période, caractérisée par le facteur (—1)7", & laquelle on superpose une modula-
tion aléatoire de largeur Vinn. Ainsi, t..;; peut étre considéré comme le temps
de crossover t*(n) entre les régimes linéaire et non-linéaire.

Loi d’échelle de Krug

Pour construire une loi d’échelle sur la densité d’aiguilles p(y) en fonction de
la hauteur y, on considere un scénario de croissance par extinctions successives
de la moitié des aiguilles. Ainsi apres la p—iéme extinction, la distribution
d’aiguilles est

Par ailleurs,

v =5 (G + 20 Q)+t 2o

et, en utilisant (10.49), on obtient pour p < n

y(p) ~ % (lnp + %ln(ln p))

soit finalement

Y

p(y) ~ E (lny — %ln(ln y)) (10.51)

Cette loi d’échelle est en accord avec celle obtenue par Krug et al. [1], en
utilisant des considérations heuristiques et des calculs numériques.

Régime non-linéaire

On cherche a déterminer comment s’écrit 1’équation de Fokker-Planck
(10.38) quand le mode dominant k = n/2 atteint le régime non-linéaire. L’équa-
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tion de Fokker-Planck couplant non-linéairement les modes n et n/2 est

= ~
OP(L,,t) 6] 0 nlyo =
= {827,1/2 [tanh( 1 ) P(Lr,t)] - (10.52)

(i) i)

k;é"

ah

50? ”i PP(L,,t)

+ ——
2”2(5t 1 aﬁklﬁﬁ_k/

ou by et ¢ déterminés explicitement.

Dans la limite £,/ — 0, by, [0] = Ai, et ¢, [0] = 0 et 'on retroune 1'équation
(10.38) ; dans la limite an /2 — 00 cette équation se réduit a quatre équations
équivalentes similaires a ’équation (10.38) que l'on obtiendrait pour n/2 ai-
guilles. Quand n = 2, on retrouve 1'équation (9.23) avec ap = a;. L’équation
(10.52) donne une idée de la structure que I'on peut attendre de I’équation de
Fokker-Planck dans le régime non-linéaire.
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Chapitre 11

Conclusions

Dans le domaine de 1’étude théorique de la diffusion limitée par I'agréga-
tion par le formalisme de la transformation conforme, nous avons proposé une
nouvelle approche probabiliste, plus réaliste, de la croissance d’'un ensemble de
n aiguilles paralleles. Ainsi, en ajoutant a chaque pas de temps dt une particule
de taille 0L sur 'une des aiguilles, le systeme n’évolue plus de maniere entie-

rement déterminée par le bruit initial [1], mais avec une probabilité P <E, t)

d’étre & l'instant ¢ dans I'état [ = (£i>0<i<n—1 ou /; est la longueur de la i-eme
aiguille : en particulier si & un instant donné une branche domine les autres, il
demeure une certaine probabilité de voir une autre branche I'emporter finale-
ment.

Nos objectifs étaient d’obtenir une équation de Fokker-Planck sur la pro-
babilité P <E, t) ainsi que certaines grandeurs caractéristiques de la croissance

comme les corrélations entre modes de croissance et retrouver la loi d’échelle
sur la distribution des aiguilles [2].

Une premiere étude du cas simplifié de deux aiguilles permet de trouver,
sans aucune approximation supplémentaire, I’équation de Fokker-Planck véri-
fiée par P ((¢o — ¢1) /2,t) ainsi que, numériquement, ses solutions. Nous véri-
fions alors que I’évolution d’un tel systeme, avec initialement des aiguilles de
méme hauteur, commence par un régime diffusif, correspondant a la compé-
tition des deux aiguilles jusqu’a un temps caractéristique g (27 — ag) /v ou
ap est la distance entre les aiguilles et v = dL/ (20L), auquel succede un ré-
gime de migration correspondant a la croissance de 'une des aiguilles a la
vitesse v (cette vitesse est la moitié de vitesse a laquelle on pourrait naivement

229
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s’attendre, car la longueur moyenne des aiguilles ¢y + ¢; est maintenue a 0).
Dans le cas général de n aiguilles, nous devons faire deux simplifications :

(7) les aiguilles sont supposées équidistantes et (ii) on suppose la différence

entre les longueurs des aiguilles faibles devant la distance inter-aiguilles. On se

place dans l’espace de Fourier — la probabilité recherchée étant maintenant
ﬁ

= = ~
P L,t) ou L est le vecteur des modes /;, ce qui permet d’obtenir une

équation de Fokker-Planck, avec des termes de migration et des termes diffusifs.
Ainsi, partant d’aiguilles identiques, apres un régime de compétition initiale
(régime diffusif), se développe de maniere prépondérante le mode ko = 1n/2,
grace aux facteurs remarquables k/n (1 — k/n) présents dans les termes de
migration, ce qui correspond a un doublement de période. Apres avoir défini
et estimé le temps d’écrantage t* (n) a la transition entre les deux régimes, le
second régime correspondant a la disparition de n/2 aiguilles, on suppose un
scénario de croissance hiérarchique dont le p-ieme événement est la transition
de n/2P~! aiguilles & n/2P, on obtient la distribution d’aiguilles p (y) en fonction
de la hauteur y

p(y) ~ ! (lny— %ln (lny))

Y

qui confirme la distribution proposée par Krug [2]. L’étape suivante & ac-
complir serait d’approfondir ’étude du régime non-linéaire.

En conclusion, nous avons proposé une approche originale de type Fokker-
Planck pour la croissance limitée par la diffusion, et montré la pertinence d'un
tel modele, au moins dans le cas simplifié d’aiguilles paralleles.

Nous espérons avoir ouvert une nouvelle voie dans I’étude théorique de la
croissance laplacienne.
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Résumé

Le premier sujet d’étude est I’application des méthodes de dynamique de gaz sur réseau
en champ moyen a I’électrochimie, en particulier a I’électrocristallisation.

Le présent modele, issu de la physique statistique, utilise des équations cinétiques mi-
croscopiques en champ moyen, pour décrire 1’évolution des cing espéces en présence :
métal, cation, anion, solvant et espece électronique. En établissant ces équations a partir
de considérations microscopiques, nous cherchons a modéliser la croissance de structures
arborescentes sur la cathode, en tenant compte des effets d’anisotropie cristalline et de la
mobilité des especes, du potentiel appliqué et du taux de transfert électronique.

Pour valider le modele numériquement, nous commencons par étudier des systemes unidi-
mensionnels simplifiés, puis montrons qu’il est possible d’obtenir des croissances arbores-
centes bidimensionnelles.

Le deuxieme sujet est une approche analytique de la DLA dans un modele plus limité
de croissance d’aiguilles, par la méthode classique de transformation conforme. Le point
nouveau est de modifier le modele, en supposant que la croissance est discrete et proba-
biliste. Ceci permet d’obtenir une équation discrete de Fokker-Planck sur la probabilité
de trouver au temps ¢ une distribution donnée des longueurs d’aiguilles.

En supposant un scénario de croissance hiérarchique, avec doublements de période suc-
cessifs, on retrouve analytiquement la distribution d’aiguilles en fonction de la hauteur,
prévue numériquement par des études antérieures.

Abstract

The first part of this research is an attempt to describe the arborescent growth by elec-
trodeposition with a mean field lattice-gas approach.

This growth model is developped based on statistical mecanics using mean field kinetic
equations to describe the evolution of the five chemical species typically involved in these
systems: the metal, cations, anions, a solvent and electrons. With these equations, estab-
lished from microscopic theory, we aim to achieve arborescent growth on the cathod by
including phenomena like cristal anisotropy effects, in addition to the mobility, applied
voltage and electronic transfer rate parameters.

For numerical validation, this model was applied to simple unidimensional systems, and
shown to produce arborescent growth in two dimensions.

The second part of this work involves an analytical approach to DLA for the simple
case of parallel needle growth. With the established conformal mapping method, we
apply a unique modification to the model by assuming that the growth is discrete and
probabilistic. Thus, we derive a discrete fokker-planck equation for the probability of a
given distribution of needle length over time.

Assuming a hierarchical growth, with successive period doubling, we analytically confirm
the needle distribution as a function of the height, as obtained numerically by others.



