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INTRODUCTION 7

Introduction

La modélisation des écoulements fluides a connu au dix-neuviéme siécle une avancée
considérable. Les équations dérivées par L.M.H. Navier et C.G. Stokes, qui portent
aujourd’hui leurs noms, en sont sans aucun doute la trace la plus marquante. Celles-
ci gouvernent l’évolution du champ de vitesses u et de la pression m dans un fluide
homogeéne incompressible soumis & des forces extérieures. Elles tiennent compte d’une
part des propriétés de transport des particules fluides déja mises en équation par Euler.
D’autre part, elles décrivent de plus les pertes d’énergie cinétique dues aux "frictions"
entre particules qui produisent en contrepartie de la chaleur. Ce phénomeéne se traduit
mathématiquement par l'introduction d’un terme de dissipation dont l'intensité est
quantifiée par un coefficient v > 0, dit viscosité cinématique. Pour un fluide de densité
1, on obtient alors le systéme:

a—u—l/Au—I—u.Vu—i-VW:f,

ot
divu = 0.

Ce modele, relativement simple du point de vue physique, est pertinent pour dé-
crire nombre de situations réelles. Pour le mathématicien, il reste source de multiples
questions, malgré des progrés conséquents dans les cinquante derniéres années. Pour
un large panorama des résultats classiques et des problémes ouverts, nous invitons le
lecteur & consulter par exemple R. Temam [66] et P.L. Lions [51|. Dans ce travail, nous
nous efforcons, & notre mesure, d’apporter une meilleure compréhension de quelques
aspects mathématiques liés & ces équations.

Etant donné un ouvert borné régulier ' et Q le complémentaire de son adhérence,

nous considérons plus précisément, en dimension 2 ou 3, le probléme stationnaire :

—vAu +u.Vu+Vr=f dans (,
(NS) dive =0 dans €2,
u=20 sur Of).

L’étude mathématique du probléme (NS) a été initiée, comme celle du probléme
d’évolution, par les travaux des années trente de J. Leray [47, 48|. Il a notamment
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montré ’existence de solutions d’énergie finie, c’est & dire, telles que:
Vu € L*(Q).
Ajoutons de plus la condition & l'infini

+
u(@) T2 u, (0.1)
0l U est un vecteur non-nul. Alors, le systéme régit ’écoulement stationnaire engendré
par un obstacle (') se déplagant a la vitesse —u, dans un fluide au repos a 'infini,
vitesse et pression étant décrites dans un repére attaché a l’obstacle. La condition au
bord modélise I’adhérence du fluide a 1’obstacle.

La construction effectuée par J. Leray ne permet pas de prendre en compte la condi-
tion (0.1), étape qui est franchie dans les années soixante, avec les articles de R. Finn
[21, 23, 22] et D.R. Smith [60, 24]. Par exemple, en dimension 3, ceux-ci établissent
'existence pour une viscosité assez grande d’une seule solution du probléme (N.S) sa-
tisfaisant a l'infini

() — us = O(r ).

Elle est en particulier d’énergie finie sous des hypothéses convenables de régularité
et de décroissance de f. De plus, pour cette solution, I’énergie dissipée par viscocité
équilibre le travail des forces extérieures dans I’écoulement. Plus important encore, une
étude fine de la structure asymptotique de la vitesse met en évidence la formation d’un
sillage parabolique a ’arriére de 'obstacle. Ce fait est remarquable pour sa concordance
qualitative avec les caractéristiques physiques de 1’écoulement considéré.

La restriction sur la taille de la viscosité est ensuite levée en dimension 3 par K.I.
Babenko dans [7]. En l'occurence, lorsque f = 0, mais u,, # 0 est quelconque, les
propriétés mises en évidence par R. Finn sont en fait vérifiées par toute solution d’énergie
finie vérifiant (0.1). Envisageant plus récemment des forces f plus générales, des résultats
comme ceux de C.G. Galdi (voir [25|, Chap. IX) ou de R. Farwig |20] prolongent les
précédents.

A T'exception de J. Leray, les auteurs cités ci-dessus fondent leurs démonstrations
sur une étude fine du probléme (NS) linéarisé autour de uo, 7# 0. C’est & dire, en
supposant u, orienté selon le premier vecteur de base de R” et en notant v = 4 — u o,
le probléme d’Oseen :

0
—vAv + |uoo|% +Vr=Ff
1
dive =0

dans €2,

V)90 = —Uosos lim wv(xz)=0.
|z]|—+o0
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Avec force formules de représentations et estimations a priori, ils obtiennent sous des
hypothéses plus ou moins restrictives que le comportement asymptotique de la vitesse
est donné par le développement :

U= too + Hy F +o(r~3/279), V6 > 0, (0.2)

ou H,_ désigne la solution élémentaire du probléme d’Oseen associé & us et F est la
force totale exercée sur le fluide. L'information sur le sillage est alors portée par H,_,
dont le comportement asymptotique est typiquement (en dimension 3):

eltool(zri—|x )

=] (0.3)

Nous nous intéressons pour notre part a la résolution du probléme (N .S) complété de
la condition (0.1) avec us = 0. Un survol rapide de la question laisse & penser que c’est
un simple cas particulier des résultats décrits ci-dessus. La réalité mathématique du
probléme est en fait toute autre. Pour s’en convaincre, signalons que lorsque u, # 0, le
caractére non isotrope du probléme d’Oseen (en particulier, la décroissance exponentielle
de H,_ dans la plupart des directions) joue un role fondamental dans les propriétés
obtenues. Mais lorsque uo, = 0, le probléme d’Oseen n’est autre que le probleme de
Stokes :

N =
v u +tVr =7 dans €2,
divu =0
ujpn = 0, lim wu(z) =0,
|z]— 400

qui est quant a lui isotrope. De plus, Hy coincide avec la solution élémentaire U du
probléme de Stokes, soit en dimension 3 une fonction homogeéne de degré —1. La dé-
croissance exponentielle est alors perdue ce qui fait la difficulté du probléme.

Néammoins, en dimension 3, l'article de R. Finn [22] apporte certains éléments de
réponse au cas qui nous intéresse. Il y est établi que f étant donnée de sorte que le
probléme de Stokes ait une solution vérifiant u(z) = O(r~!), il en est de méme pour le
probléme (NS) & condition que la viscosité v soit suffisamment grande. Beaucoup plus
récemment, G.P. Galdi et C.G. Simader ont déterminé dans [28|, une forme explicite de
données pour lequel cette propriété a lieu, en 'occurence :

f=divG, (1+]|z|*)G(x) € (L>(Q))**? (0.4)

Ce résultat est complété dans [25](section IX.6) par une formule de représentation de
u lorsque f est de plus dans un espace LP avec un support compact :

u(z) =U(x)F + /Q Ux—1y).(u.Vu)(y)dy + o(x). (0.5)
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Ici, la solution élémentaire U est homogeéne de degré —1, le terme intégral est en O(r~!)
a Pinfini et o(2) = O(r~2). Une analogie compléte avec le cas us # 0, en particulier
avec le développement (0.2), demanderait cependant d’établir que le terme intégral
est négligeable a l'infini devant U(z)F. Cette propriété n’est en réalité pas satisfaite,
et ce, indépendamment de toute considération de régularité ou de décroissance des
données. Plus précisément, nous allons démontrer 1’existence, pour des forces petites et
suffisamment décroissantes, d'une seule solution vérifiant u(z) = O(r~!) et qui admet
de plus le développement & I’infini:

u(z) = hp(z) +o(r™"). (0.6)
Le terme dominant hg, homogéene de degré —1, est caractérisé par les équations:
— vAhg + div (hp ® hy) + Vg = FS,  divhy = 0 dans R?, (0.7)

ou 7p est une fonction homogéne de degré —2 et ¢ est la mesure de Dirac. Nous en
déduisons en particulier que hg ne coincide pas avec UF'. Ce résultat souligne en par-
ticulier la singularité du cas u~ = 0 par rapport au cas us # 0. Signalons enfin que
ces propriétés seront établies, hors la restriction sur la taille, pour des données vérifiant
des conditions de régularité et de décroissance trés générales.

Avant d’arriver a ces conclusions, il est naturellement nécessaire de bien maitriser les
propriétés du probléme linéarisé, soit les équations de Stokes. Les deux premier chapitres
de ce travail y sont consacrés.

1. Nous étudions tout d’abord dans R*,n > 2, le probléme un peu plus général :

—vAu+Vr=f
divu =g

(S) dans R".

Le fait de travailler dans R™, ou encore dans un domaine qui n’est borné dans aucune
direction est a l'origine des principales difficultés qui interviennent dans la résolution
de ces équations. Pour illustrer ce fait, considérons I’équation de Poisson qui est plus
simple, mais de nature semblable:

—Au=f dans R".

Il est souvent possible de résoudre ce probléme par convolution avec la solution élémen-
taire du laplacien, pour peu que cette opération ait un sens. C’est par exemple le cas si
feLP(R"), p<n/(n—1). Par ailleurs, si 'on cherche une solution d’énergie finie, i.e.
une distribution u telle que:

Vo € D(R"), <Vu,Vo>=<f,po>,
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et vérifiant
/ |Vu(z)?de < +o0,

on est amené & chercher un espace fonctionnel sur lequel la forme bilinéaire corres-
pondante est coercive. Lorsque ’équation est posée dans un domaine 2 borné dans au
moins une direction, il est connu qu’elle admet une unique solution dans H}(2) dés
que f € H~1(2). Dans ce cas, la coercivité de la forme associée est une conséquence de
I'inégalité de Poincaré. Celle-ci n’a malheureusement pas lieu dans R et plus généra-
lement, les espaces de Sobolev classiques ne sont pas adaptés a ce probléme. Un cadre
fonctionnel adéquat est en revanche donné par les espaces de Sobolev avec des poids
isotropes (voir Chapitre I pour une définition). Par exemple, si n > 3, l'espace dans
lequel on va obtenir la coercivité est :

v

m S L2(Rn), Vv € L2(Rn) }

Wy (R) = {v € D'(R"),

Ces espaces ont été introduits par de nombreux auteurs pour étudier en particulier

I’équation de Poisson. Sans étre exhaustif, nous signalons les travaux de L. Kudrjavcev

[44], B. Hanouzet [35], ou M. Cantor [14] oi une premiére famille d’espaces avec poids

est utilisée. Celle-ci est ensuite généralisée avec 'introduction de poids logarithmique,
notamment par M.N. Leroux [49], puis J. Giroire [33].

Schématiquement, le principe de ces espaces est de selectionner des fonctions en
les comparant, ainsi que leurs dérivées & U'infini avec une fonction du type r® dans les
espaces LP(R™) avec 1 < p < +o0. En faisant varier le parameétre «, on dispose alors
d’une grande liberté de choix quant au comportement a I’infini des fonctions considérées.
Plus fondamental encore, les poids sont choisis de sorte que des inégalités de Hardy se
substituent a l'inégalité de Poincaré défaillante dans R™ (voir Théoréme I.1.1 ci-dessous).
Ainsi, I’équation de Poisson est-elle bien posée dans ces espaces (voir B. Hanouzet [35],
M. Cantor [14], puis Lockart-McOwen [52], McOwen [53| et Amrouche-Girault-Giroire
[5]). Notons pour finir, que lorsque ces fonctions sont suffisamment réguliéres, nous
savons controler ponctuellement leur comportement asymptotique (voir Section 1.3.3).

Nous appliquons ce cadre fonctionnel & la résolution du probléme (S). Plus préci-
sément, nous caractérisons les données qui permettent de trouver une solution dans un
espace avec poids donné. Pour ce faire, nous découplons les équations vérifiées par u et
7 de sorte que ’on est essentiellement amené & résoudre deux équations de Poisson dans
R™. Le résultat d’existence et d’unicité obtenu (Théoréme 1.1.2) met naturellement en
évidence le lien entre le comportement asymptotique des données et celui des solutions.

En particulier, dés que ’espace ot 'on cherche une solution contient des fonctions
polynomiales, 'unicité n’est plus assurée dans cet espace. Si au contraire, on impose des
contraintes fortes de décroissance a la solution (typiquement, w décroit plus vite que la
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solution élémentaire U), alors son existence est subordonnée au fait que f et g vérifient
des conditions de compatibilité (par exemple, f est d’'intégrale ou de "valeur moyenne"
nulle).

Nous déterminons d’autre part, toujours dans le cadre des espaces avec poids, des
hypothéses faibles pour pouvoir définir la convolution des données avec la solution élé-
mentaire du probléme de Stokes. Cette approche, complémentaire de la précédente,
fournit une construction explicite de certaines des solutions obtenues auparavant. Ces
formules de représentation s’avérent en particulier utiles dans I’étude du probléme exté-
rieur effectuée au Chapitre I1. Mieux encore, la méthode de convolution permet d’obtenir
une description optimale du comportement asymptotique des solutions lorsque les condi-
tions de compatibilités ne sont pas satisfaites. Ceci prend la forme d’un développement
asymptotique, dont I'ordre dépend de la décroissance des données (voir Théoréme 1.4.8).
Les termes explicites de ce développement ne font intervenir que la solution élémentaire
du probléme de Stokes ainsi que des coefficients dépendant des données. Naturellement,
ces termes disparaissent lorsque les conditions de compatibilité sont satisfaites.

Nous établissons ensuite diverses propriétés de régularité des solutions (Section I.5).
Celles-ci ont pour conséquence une meilleure description des solutions en contrepartie
d’hypothéses un peu plus restrictives sur les données. Le chapitre se referme sur une
étude du cas limite p = +oo auquel nous étendons certaines des propriétés établies

auparavant.

2. Les espaces de Sobolev avec poids constituent aussi un cadre fonctionnel adapté au
probléme de Stokes extérieur :

—vAu+Vr=f
divu =g

Upn = P-

(Sext) dans €,

Néammoins, une difficulté supplémentaire est introduite avec la condition de bord. Pour
y faire face, nous utilisons une idée développée par J. Giroire dans [33]: le probléme
extérieur peut étre résolu en combinant les propriétés connues dans R" et dans un ouvert
borné. Ce principe général permet d’obtenir des résultats analogues & ceux du chapitre 1
pour le probléme (Se;), mais au prix de raisonnements plus techniques. En particulier,
la question de l'unicité dans un espace avec poids donné, dont on verra qu’elle est
trés simple dans R™, nécessite beaucoup plus d’attention. Il est toutefois primordial de
bien I'analyser car elle permet ensuite (par des arguments de dualité) de caractériser les
conditions de compatibilité assurant ’existence de solutions décroissantes. Les méthodes
utilisées s’articulent autour de trois outils:

i) Pexistence et 'unicité d’une solution dans un cadre hilbertien, dues a V. Girault
et A. Sequeira [32] (voir Théoreme I1.3.2).
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i1) I’étude de problémes prolongés a R” pour lesquels on dispose de formules de re-
présentation qui permettent de préciser la régularité & 'infini des solutions hilbertiennes
pour des données & support compact.

i11) des arguments de régularité au voisinage de 0€2, basés sur des propriétés connues
du probléme de Stokes sur un ouvert borné.

Nous étudions ensuite la régularité des solutions et établissons, lorsque les conditions
de compatibilité ne sont pas satisfaites, un développement asymptotique des solutions.

Au cours de cette étude, nous mettons de plus en avant la spécificité du cas bidimen-
sionnel. En effet, certaines des propriétés obtenues dans un domaine extérieur montrent
des différences notables avec celles établies dans R?, ce qui n’est pas le cas en dimension
supérieure. Ces distorsions entre les deux problémes sont liées au "mauvais" comporte-
ment asymptotique de la solution élémentaire (U ~ Inr) en dimension 2. Le paradoxe de
Stokes, bien connu en hydrodynamique, en est, dans son interprétation mathématique

une conséquence importante. Nous en donnerons une version généralisée.

3. Nous utilisons finalement les résultats obtenus pour le probléme de Stokes pour
étudier les équations de Navier-Stokes stationnaires (INV.S). Nous nous intéressons dans
un premier temps aux propriétés des solutions d’énergie finie introduites par J. Leray
dans les années trente. En dimension 3, nous déterminons des conditions faibles sur le
champ de forces f pour que ces solutions s’annulent & Uinfini. A notre connaissance, nous
ameéliorons en cela les conditions introduites dans la littérature antérieure. Ceci nécessite
d’étudier le terme non-linéaire w.Vwu pour pouvoir appliquer ensuite les résultats de
régularité connus sur le probléme de Stokes. Signalons & ce sujet qu’a ce jour, on ne sait
pas s'il est possible d’obtenir une décroissance plus rapide sans restriction sur la taille
des données. Pour des forces f plus réguliéres, nous obtenons de méme des conditions
pour que, de plus, le gradient de la vitesse ainsi que la pression s’annulent a I’infini.

Les propriétés du terme non-linéaire en dimension 2, ne permettent pas de suivre la
méme démarche pour des données générales. Cependant, nous exploitons une simplifi-
cation, sous des conditions de symétrie, des équations de Navier-Stokes en coordonnées
polaires. Ceci nous améne & étudier une classe particuliére de solutions du probléme
(N S) pour des données vérifiant une contrainte de symeétrie. Les solutions d’énergie fi-
nie dont nous établissons I'existence sont de plus remarquables par le fait que la vitesse
dépend linéairement de f, c’est & dire que l’effet non-linéaire n’affecte que la pression.
Enfin, nous montrons l'unicité (dans une classe adaptée) d'une telle solution lorsque son

énergie est petite.

4. Nous considérons ensuite une autre approche qui nous permet de démontrer le résultat
annoncé ci-dessus. Elle consiste a déterminer, une fois posés ug = 0 et mg = 0, des
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conditions sur les données pour que la récurrence

VAU + yﬂm+1 =f—unVuy dans 2,
divu,+1 =0

Umt1 =0  sur 09,

ait un sens et converge vers une solution du probléme (INV.S). L’existence de cette suite
est obtenue en choisissant f dans un espace avec poids dont les éléments décroissent
suffisament et nécessite certains développements techniques (en particulier, la résolution
d’un probléme de Stokes dans R? lorsque f est une distribution homogéne de degré —3).
Chaque u,, est alors typiquement de la forme

Uy = by + Vi,

avec h,, homogéne de degré —1 et v,,(z) = o(r'). En supposant de plus que f soit
"petite", et en introduisant un espace adapté pour la suite (w,,7,,), nous pouvons
alors appliquer le Théoréme de point fixe de Banach. En découlent simultanément et
dans les normes adaptées, les convergences

hy,—h, v,—>v, 7T—n

ot b est homogéne de degré —1 et v vérifie toujours v () = o(r~!). De plus, les limites
u = h + v et « vérifient le probléme (N.S). Un développement asymptotique de u est
donc établi en méme temps que ’existence de la solution et non pas par une étude de
régularité a posteriori comme c’est le plus souvent le cas.

Les solutions ainsi obtenues sont d’énergie finie. De plus, I’énergie cinétique dissipée
dans I’écoulement équilibre le travail des forces, i.e.

1//|Vu|2dr =<f,u >,

égalité que l’on ne sait pas établir pour toute solution d’énergie finie. Cette propriété
est fondamentale pour démontrer 'unicité de la solution dans I’espace ou ’on a établi
la convergence de la suite u,, (rappelons que l'unicité des petites solutions d’énergie
finie n’est pas établie pour 'instant).

Néammoins, dans un domaine extérieur, la méthode de point fixe ne fournit rien de
plus sur h que sa nature de fonction homogéne dépendant continiment de la donnée f.
Or -nous ’avons annoncé- h ne dépend en fait que de la "force totale" F via les équations
(0.7). Pour démontrer cette propriété, nous nous ramenons par un prolongement adéquat
a I’étude du probléme (N.S) posé sur R oti 'on peut utiliser la méme démarche (avec
des hypothéses méme plus générales). Mais, on utilise de plus le fait que

/ v.Vw =0,
R3
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lorsque dive = 0 et v, w décroissent suffisamment. En effet, dans R3, cette égalité
traduit une condition de compatibilité pour le probléme de Stokes (dans 2, v.Vw ne
vérifie pas en général la condition de compatibilité correspondante). En particulier, elle
permet de démontrer que pour la suite u,, = h,, + v,, construite dans R, le terme
homogeéne h,, est déterminé par une formule de récurrence autonome vis-a-vis de v,.
Alors, par passage a la limite, on déduit le probléme vérifié par la limite homogéne h
de h,,.

Avec cette méthode, qui s’applique a une large classe de données, le comportement
asymptotique des solutions pour des forces petites est bien caractérisé, tandis que,
méme en supposant f & support compact, d’autres approches n’aboutissent pas a une
description achevée (voir par exemple (0.5)).

Rappelons que nous considérons pour établir un tel résultat une force f suffisament
décroissante et petite dans la norme adéquate. I est probable que I'hypothése de dé-
croissance puisse étre ameéliorée mais si c’est le cas, dans une mesure assez marginale.
En revanche, la question de la taille des données reste autrement épineuse. A savoir,
peut-on établir le méme type de propriétés asymptotiques sans supposer f petite? La
nature de la solution au premier ordre (hg est donné par des équations non-linéaires)
laisse & penser qu’un résultat du méme ordre est difficilement envisageable pour des
données générales, ou fait appel a une approche complétement différente. Néammoins,
il semble possible de conserver ces résultats pour des forces de taille quelconque pour
le probléme (NS) dans R?, dans certains cas particuliers. Nous développerons les tech-

niques nécéssaires a cette extension dans des travaux ultérieurs.
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Chapitre 1

Le probléme de Stokes dans R"

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous démontrons quelques résultats d’existence, d’unicité et de régu-
larité pour le probléme de Stokes associé a une viscosité v > 0:

—vAu+Vr=f
divu =g

(S) dans R".

Nous considérons plus précisément le probléme suivant. Etant donnée a priori une
condition (C') caractérisant la régularité et le comportement asymptotique des solutions,
comment choisir f et g pour que le probléme (S) admette une solution (u, ) vérifiant
la condition (C')? De plus, lorsqu’une telle solution existe, est-elle la seule a vérifier cette
condition? Nous mettons en oeuvre, pour répondre a ces questions, diverses méthodes
qui permettent de considérer une grande variété de conditions (C').

Rappelons que les espaces de Sobolev classiques ne sont pas adaptés a la résolution
du probléme (S) dans R™. Pour contourner cette difficulté, certains auteurs ont introduit

les espaces :
Hy?(R") = complété de D(R™) pour la norme || V. llLe ()
et ont établi I'existence et 'unicité d’une solution
(u,m) € Hy?(R?) x LP(R"), 1 < p < 400

pour des données (f,g) € H~VP(R") x LP(R") ou H~'P(R") est le dual de ﬁé’p,(R”)
avec 1/p' = 1—1/p (voir Borchers-Miyakawa [10], Kozono-Sohr [39, 41] et [40] pour des
propriétés de régularité). D’autres travaux (par exemple, Galdi-Simader |27]) fournissent
des résultats comparables dans les espaces homogeénes

DYP(R") = {v € LP (R"), Vv € LP(R")}.

loc
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Pour notre part, nous posons le probleme dans des espaces de Sobolev avec poids. On
introduit en particulier la fonction poids:

p(@) = 2+ ]2, Vo € B,
et pour tout réel p tel que 1 < p < 400 et tout réel ¢, les espaces:
Le(R") = {u € D'(R"), p"u € LP(R")},

WP (R") = {u € D'(R"), p* 'u € LP(R"), p*Vu € LP(R")}, sin/p+a#1,

a—1

WAP(EY) = fu € D(RY), & u € IP(R), 0"V € (R}, sinfpta=1,
np
respectivement munis d’une structure d’espace de Banach réflexif par les normes:

| w ||L£(Rn) = [| p*u “LP(R")a

o gny = (10w I ggny + 102 VallEp )P sin/p+a#1,
i gy = (H HLp gy 10OV )P sin/p+a=1.

Ces espaces coincident localement avec les espaces de Sobolev classiques mais intro-
duisent de plus un critére de comparaison a U'infini avec les fonctions |&|®. Ceci permet
en particulier de considérer divers types de comportements & 'infini en faisant varier
le paramétre «. Plus important encore, le choix des exposants dans la définition de
War (R™), et en particulier l'introduction d’un poids logarithmique dans le cas critique
n/p+a =1, sont dictés par des inégalités généralisées de Hardy (ce sont des extensions
du Théoréeme 330 de Hardy-Littlewood-Polya [36], voir par exemple pour une preuve
de ces inégalités Kufner [45], Section 5, ou pour une présentation plus synthéthique [5],
Lemme 8.1).

Théoréme 1.1 (Amrouche-Girault-Giroire [5]) Etant donnés o un réel et p tel
que 1 < p < +oo. Il existe une constante C = C(n,p, ) > 0, telle que

Yu € WIPRY), |ullyir < CllVullyg, sin/p+a>1,
|| u “Wol/p/Po <C || Vu “Lg, stnon.

Nous sommes alors en mesure de formuler précisément notre probléme : comment choisir
f et g pour que le probléme (S) admette une solution (u, ) dans Wa? (R") x L2 (R™)?
La solution est-elle unique dans cet espace? Si « est entier, la réponse est donnée par
le théoréme suivant (voir ci-dessous pour les notations)
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Théoréme 1.2 Soient un entier | et p €]1,+o00| tels que

n/p' ¢ {1,...,0} sil>0 et n/pg{l,...,—l} sil<O. (1.1)
FEtant donné (f,qg) € W;l’p(R”) x LY (R™) vérifiant la condition de compatibilité

V()‘au) € N[l—l—l—n/p’}a <fF,A> <G, p >Lp =0, (1'2)

-1,p 1,p p’
W, xXW2y  XLZ,

le probléme (S) a une solution (u,n) € Wll’p(R”) x LY (R™), unique & un élément pres
de Ni1_j_nsp]- 1l existe, de plus, une constante C' > 0 ne dépendant que de v,n,p et l
telle que :

inf w+ Allyre + |7+ <C it .
el Ulut M +lm+ ) < CUF lwrr +191p)

Dans cet énoncé, Wl_l’p (R™) désigne l'espace dual de Wi’lp ’ (R™) et Ng,k € Z est un
espace vectoriel de dimension finie que nous caractériserons ultérieurement mais qui est
réduit a I’élément nul si k£ < 0. Enfin, [s] désigne la partie entiére du réel s. Ce résultat
laisse certains cas critiques (cf. (1.1)) sans réponse dans le cadre proposé. Cependant,
il géneéralise des travaux antérieurs comme Specovius Neugebauer [61, 62|, ou Girault-
Sequeira [31] pour le cas n =3, p = 2.

Nous allons démontrer le Théoréeme 1.2 par des méthodes abstraites utilisant les
propriétés de l'opérateur de Laplace dans R™ (voir [5]). I est cependant possible de
trouver une solution explicite du probléme (5):

u=Uxf+FxVg, m=Qx(f—vVyg), (1.3)
pourvu que ces convolutions aient un sens. C’est le cas, si 1 —n/p — 1 < 0, pour tout
_17
(F.9) € W, P (B") x L{(R").

Naturellement, si la condition (1.2) n’est pas satisfaite, la solution donnée par (1.3)
n’appartient pas a Wll’p(R”) x LP(R™). Cependant, si 'on choisit [ = n+m —1 pour un

entier naturel m quelconque et p > n, nous montrons que pour || suffisamment grand,

w(@)= > PU(z)cg+ Y 0°F(x)dg+ w,
Bl<m Bl<m

avec w € Wll’p(R") et w(z) = o(|&|?>~ "™ "/P) (voir Théorémes 4.4 et 4.8 pour plus de
précisions). Cette propriété généralise substantiellement les résultats connus de repré-
sentation asymptotique des solutions qui sont jusqu’a présent obtenus pour des données
a support compact. Pour obtenir de plus un développement asymptotique de , il sera
nécéssaire de considérer des données plus réguliéres.
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Nous établissons ensuite, sous des hypothéses plus fortes, des propriétés de régularité
des solutions du Théoréme 1.2, en particulier des dérivées V?u et V. On détermine
aussi l'existence de solutions appartenant a une intersection d’espaces avec poids. Puis,
généralisant un résultat établi en dimension 2 (mais dans une optique différente) dans
Bethuel-Ghidaglia [9], nous améliorons, dans deux cas particuliers, la régularité des
solutions du Théoréme 1.2 en utilisant I'espace de Hardy H'(R™).

Observons par ailleurs que les inégalités de Hardy (et par conséquent le Théoréme
1.1) ne sont pas satisfaites si p = 1 ou p = 400. Il est toutefois possible de généraliser
quelques unes des propriétés précédentes au cas limite p = +oo (voir Section 6). Dans
cette situation, certaines conditions de compatibilité introduites lorsque p < +o00 n’ont
plus de sens mais peuvent étre remplacées par d’autres conditions adaptées.

Cependant, avant d’aborder 1’étude du probléme (.5), nous commengons par établir
quelques propriétés des opérateurs gradient et divergence. En particulier, on consideére le
probléme suivant : étant donnée une distribution vectorielle f dans un espace de Sobolev
avec poids, a quelle condition celle-ci admet-elle une primitive (i.e. une distribution ¢
telle que Vg = f) dans l’espace avec poids d’ordre supérieur. Nous établissons aussi
des propriétés de densité des champs de vecteurs réguliers & divergence nulle dans les
espaces avec poids (voir Théoréeme 2.1). Ces deux questions jouent chacune un role
important dans ’etude des équations de Navier-Stokes dans R"™. La premiére permet
d’obtenir la pression a partir de la formulation variationnelle vérifiée par la vitesse. La
seconde intervient pour établir des propriétés d’unicité des solutions des équations de
Navier-Stokes (voir Temam [66], Ch.II si © est borné).

Rappelons finalement quelques notations et conventions. Tout au long de ce travail,
n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et p un réel dans l'intervalle ]1, +o00[. On note
D(R™), I'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans R”
et D'(R™) son dual. A tout réel ¢ € ]1,4o00[, on associe son conjugué ¢’ par la relation
% + % =1 et si ¢ < n, son exposant de Sobolev ¢* par la relation qi* = % — % Nous
notons P (resp. PlA) I’espace des polynomes (resp. polynomes harmoniques) sur R” de
degré inférieur ou égal & [ et l'on convient que P, = P2 = {0} si [ < 0. Nous notons
d’autre part [s] la partie entiére du réel s. Pour tout sous-espace fermé Y d’un espace
de Banach X, on note X/Y l'espace quotient de X par Y et 'orthogonal de Y dans le

dual X' de X :
X'1Yy={feX WweY, < fio>=0}=(X/Y)".

Pour alléger les notations, nous notons en gras les fonctions et distributions vectorielles &
n composantes ainsi que les espaces qui s’y rapportent. Par exemple, pour f € LP(R"),
on comprendra (f1,...,fn) € (LP(R™))™. Enfin, nous convenons que ’ensemble noté
{1,...,k} est vide lorsque l'entier k est négatif ou nul.
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2 Gradient et divergence
On introduit les espaces de champs de vecteurs a divergence nulle:
V={ucDR'),divu =0} et Vi ={ucW-P(R"); divu =0}, a € R

Nous rappelons que Wer (R™) est un espace de distributions tempérées de méme que
son espace dual WP (R") (grace a la densité de D(R?) dans Wa(R?); cf. Hanouzet
[35], Th. 1.1, si n/p + o # 1, et [5], Th. 7.2, sinon). L’objectif de cette section est de
prouver les deux résultats suivants:

Théoréme 2.1 Soitl € Z. Alors, V est dense dans Vll’p lorsque p satisfait :

(H) n/p¢{l,...,—1} et n/p'¢{1,...,1}.

Théoréme 2.2 Soient | € Z et p satisfaisant la condition (H). Si f € Wl_l’p(]R”)
vérifie :

VeV, <f,p>=0, (2.1)

alors, il existe une distribution g € Lf(R"), telle que Vg = f. De plus, il existe une
constante C' > 0 ne dépendant que de n,p etl telle que

l9llicy < Cllf Il 1w st n/p+1>0 et |gllp/p, < Clf ;1o s n/p+1<0.

Commentons ces deux énoncés avant de les démontrer. D’apres les conventions adoptées,

la condition (H) est vide si [ = 0. Dans les autres cas, elle se réduit a:

n/pé¢{l,...,—l} sil<0 et n/p'¢{1,...,1} sil>0,

(voir en annexe de ce chapitre pour des détails sur cette hypothése). L’intérét du Théo-
reme 2.2 ne réside pas dans l’existence d’une primitive, ce probléme étant résolu dans
un cadre beaucoup plus général par le

Théoréme 2.3 (de Rham) Soient O un ouvert de R* et f € D'(O) avec :

Ve € D(O), dive =0, <f,¢>p,p=0.

Alors, il existe une fonction g sur O telle que f = Vg.
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Ce résultat est une application mise en évidence par J.L. Lions ([50], p. 67) d’un résultat
profond de G. de Rham ([19], Th.17’) traitant des courants sur les variétés (on trouvera
une preuve constructive du Théoréeme 2.3 dans [59]). Signalons aussi les résultats de
O.A. Ladyzhenskaya ([46], Th. 1, p. 28) dans le cas ou f € L?(f2), de L. Tartar [65],
si f € H1(Q) et de C. Amrouche et V. Girault ([4], Prop. 2.10) pour f € W™?(Q),
avec m € Z et 2 borné. Ces résultats précisent la régularité locale de la primitive. Mais
dans R", il est naturel de se demander si I’on controéle de plus le comportement & l'infini
d’une ou des primitives relativement a celui de f. Dans [5], C. Amrouche, V. Girault et
J. Giroire montrent en particulier (Prop. 4.3) que si f € LP(R") vérifie les hypotheéses
du Théoréme 2.3, alors elle admet au moins une primitive dans WO1 P(R™) (voir aussi
[31] pour une étude générale du cas p = 2). Le Théoréme 2.2 fournit une propriété

comparable lorsque f est moins réguliére.

On note par ailleurs 'apparition de I’espace quotient L} (R™)/Py dans I'estimation,
conséquence nécessaire du fait que LP(R™) contient des fonctions polynomiales non
nulles dés que n/p +1 < 0. On retiendra plus généralement que, sous ’hypothése (H),

on a les inclusions optimales suivantes:
Pri-nsp) C Wll’p(Rn), Pl tnp) C Lf(Rn), Pr1inm C VVlil’p(Rn), (2.2)

propriétés dont la vérification est directe (voir aussi [5], p. 594).

2.1 Preuve de la densité

Nous démontrons le Théoréme 2.1 en distinguant les cas I > 0 et [ < 0.

Proposition 2.4 Soient I > 0 et p vérifiant (H). Alors, V est dense dans Vll’p.

Preuve: Considérons une forme linéaire T € (Vll’p ) telle que
YVpoeV, <T,p> =0.

Le théoréme de Hahn-Banach montre qu’elle se prolonge en une distribution T appar-
tenant a W:ll’p ’ (R™). D’apres le Théoreme 2.3, il existe alors une distribution g telle
que

T =Vg.

En particulier, s’il existe une constante K telle g + K appartienne a L’jl(R"), il vient
grace a la densité de D(R") dans W,""(R"):

1, T
VX € Vl p, < T?X >=< T,X > =< VgaX >W—l1,p’><wll,p

=—-—<g+ K, divyx >

p:
— XLy

0.

Le résultat de la proposition sera donc établi, une fois démontré le
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Lemme 2.5 Soientl > 0 un entier et p satisfaisant (H). Pour toute distribution g telle
que Vg € W:ll’p (R™), il ewiste une constante K telle que g + K € L” (R™). De plus,
K est unique sin/p’ —1 >0 et est arbitraire sin/p' —1 < 0.

Pour démontrer ce lemme, nous introduisons des espaces avec poids d’ordre supérieur
(voir [5], p. 593 pour une définition générale de W,"P, et p. 594, pour les propriétés de
continuité des opérateurs de dérivation dans ces espaces) :

WaP(R") = {u € WP (R"), Vue WL (R")} sin/p+a#l, (2.3)
a—2

W2P(R") = {u/ plnp u € LP(R"), Vu € WLP(RM)} sin/p+a=1. (2.4)

Preuve du Lemme 2.5: Soit une distribution g telle que Vg € W:ll’p, (R™). Alors,
Ag = div(Vyg) € W__ZQ’p, (R™) ou W__ZQ’p, (R™) est I’espace dual de WlQ’p(R"). Or, d’apres
le Théoréme 9.9 de |5], pour tous k € Z et g €1, 4o00[ vérifiant

n/q¢ {1,...,—k} et n/d ¢&{1,... k},
les opérateurs de Laplace suivants sont des isomorphismes :
A Wl R /PE g — Wi PURY) PR ey (2.5)

A WEURY) /PR gy — LEERYLPR - (2.6)

En particulier, en prenant ¢ = p et [ = k dans (2.6), on obtient par dualité et transpo-
sition, les isomorphismes:
! A —2,p' A
A . Llil(Rn)/P[l—n/p’} — Wfl P (Rn)J—P[Z—l—n/p] (27)
i)le cas1 >2: Alors 2 — 1 —n/p < 0 et d’aprés (2.7), il existe une fonction u dans
L’i,l(R”) telle que,
Au = Ag. (2.8)

La relation (2.8) implique que (Vu — Vg) est harmonique et tempérée, puisqu’élément
de W:ll’p (R™). Par conséquent, il existe A € 'P[%_l_n/p,] tel que,

Vg =Vu+A,

raisonnement qui ne s’applique pas directement & v — g qui n’est pas nécessairement
tempérée. D’autre part, cette égalité entraine que A est le gradient d’un polymodme
B € Pu—nsp) C L’jl(R”). Alors, la fonction v = u + p appartient a L’il(R”) et vérifie
Vg = Vu, ce qui montre que g et v different d’une constante K. Enfin, 'unicité de K
est une conséquence directe des inclusions (2.2).
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i1) le cas | = 1: La démonstration est identique si p < n car 2—[—n/p < 0. En revanche,

sip > n, alors [2 —1 —n/p] = 0 et nous devons, pour montrer qu'une distribution u
satisfaisant (2.8) existe, vérifier que:

< Ag, 1 >Wf2’pl 0.

xW2P T

Compte tenu de (2.2), c’est un cas particulier de 1’égalité:

Vo e W2P(RY), < Ag,p >y — < Vg,Vp >

! = _ /
P WP w b ewhes

qui s’obtient aisément grace & la densité de D(R"™) dans WE’Ip (R™). Le reste de la deé-

monstration est alors identique au point (i). <

Remarque 2.6 L’énoncé du Lemme 2.5 est faux si n/p’ = [. Par exemple, les fonctions
(Inp)? 4 ¢, avec ¢ € R et 0 < B < 1/p n’appartiennent alors pas 2 L” (R™) alors que
leurs gradients appartiennent a in,l_i_l(]R”). Or, Wll’p(R”) C L], (R") (par définition,
car n/p +1=mn # 1) avec injection continue et 'injection duale montre que le gradient

appartient aussi a W:ll’p, (R™).

Pour démontrer le Théoréme 2.1 dans le cas [ < 0, nous adoptons une méthode
d’approximation directe qui utilise le fait qu'un champ de vecteur a divergence nulle

s’écrit comme un rotationnel :

Définition 2.7 A tout champ de vecteurs v, régulier sur un ouvert {2, on associe le
champ de tenseurs antisymétriques: rotv = (djv; — 0;v;), 4,5 = 1,...,n. Son opéra-
teur adjoint formel associe & tout champ de tenseurs antisymétriques H le champ de
vecteurs: rot*H = (23", 0;Hji), j =1,...,n. De plus, on a:

1
divrot* =0, rotV =0, 3 rot *rot = —AI, + Vdiv. (2.9)
Admettons momentanément le

Lemme 2.8 Soit | < 0 un entier et p satisfaisant (H). Pour tout u € Vll’p, il existe
un tenseur antisymétriqgue ® a coefficients Wl2’p(R”) tel que rot*® = u.

Nous pouvons alors aisément prouver la
Proposition 2.9 Soient I <0 et p vérifiant (H). Alors, V est dense dans Vll’p.

Preuve: Soient v € Vll’p et d’apres le Lemme 2.8, ® € Wl2’p(R”) un tenseur antisymeé-
trique tel que rot *® = v. Comme D(R™) est dense dans W/l2’p(R"), on peut approcher

les fonctions @;j, avec i > j de ® par une suite ®f; € D(R"). En posant @7, = —®. et
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®? = 0, la suite de tenseurs antisymétriques ®" € D(R") approche ¢ dans WlQ’p(R”).
Par continuité de 'opérateur rot* de W/?(R") dans W, (R"), il vient

rot *®" "25° 1ot *® = v, dans W, P (RY),
et div (rot *®") = 0 pour tout n.
Pour établir le Lemme 2.8, nous avons besoin d’un résultat intermédiaire.

Lemme 2.10 Soit k > 0 un entier. Pour tout A\ € Py, tel que div = 0, il existe
tenseur antisymétrique A a coefficients Ppy1 tel que rot *A = A.

Preuve : On note Z;(f) la primitive [/ f dz;. Si X € Py, vérifie div A =0 et A(0) =0
alors le tenseur A dont les coefficients sont donnés par :

1
Aij = 5 -(ZjXi = LiA;) € Prrr,

est antisymétrique et satisfait rot*A = A (comme A(0) = 0, on vérifie aisément que
0;Zj(A) = Z;(0;A)). Si A est constant, le probléme est résolu par:

A1 =AM =0, et 2A190 = —2A91 = Mza — Xozo, si n =2,

2Aij = )\ixj si ] —1=1 [n]
= —\jz; si j—i=—-1[n] si n > 3.

0 sinon

On obtient alors le résultat complet par linéarité. <

Démontrons alors le Lemme 2.8, terminant ainsi la preuve du Théoréme 2.1.

Preuve du Lemme 2.8: Par hypotheése, rot u est un tenseur antisymétrique & coeffi-
cients LP(R™). Compte tenu de I'hypothése (H), et comme [ < 0, Visomorphisme (2.6)
avec ¢ = p et k =[] montre qu’il existe un tenseur ¥ a coefficients Wl2’p(R”) tel que,

—2AT = rot u. (2.10)

On résout en I'occurence n? problémes de Laplaces indépendants, de sorte que I’on peut
choisir, parmi les solutions de ce probléme, un tenseur ¥ antisymétrique.
En appliquant l'opérateur rot* a ’égalité (2.10), il vient,

—2rot *AV = rot * rot u,
ce qui s’écrit encore d’aprés (2.9),

—A(rot*U —u) =0.
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Autrement dit, A = rot *¥ — u, est harmonique dans Wll’p (R™), et appartient donc a
P[A—H—l—n/p] (c¢f. (2.2)). Comme divA = 0, il existe d’apres le Lemme 2.10, un tenseur
antisymétrique A € Pia_;_,/p) tel que A = rot “A. En particulier, ) + A appartient a
WP (R?) et vérifie

rot*(V+A)=u. $

2.2 Primitives et espaces avec poids

Le Théoréme 2.2 découle du résultat suivant :

Lemme 2.11 Soient | € Z et p satisfaisant la condition (H). Alors, pour toute distri-
bution f € Wl_l’p(R”) satisfaisant :

1,p'
VoeV T, <f,p >Wf 0, (2.11)

I’walgf':
il existe une distribution g € Lf(R”), telle que Vg = f et une constante C > 0 ne
dépendant que de n,p et l, telle que:

lglly < ClIf llw-1e st n/p+1>0 et |gllp/p, < Clf llwr1o st n/p+1<0.
En effet, si f € Wl_l’p (R™) vérifie (2.1), alors d’aprés le Théoréme 2.1, f vérifie aussi
(2.11). De ce fait, le Lemme 2.11 fournit I'existence de la primitive dans L} (R") ainsi
que ’estimation souhaitée.

Preuve du Lemme 2.11 : Notons avant tout que si g € LY (R™) alors Vg vérifie (2.11),
propriété qui découle de la densité de D(R™) dans Wl_’f ’ (R™) et de ’égalité:

Ve e D(R"), < Vg,¢p >Wl_1,pxw1_,f,:< g, divep >LfXL’l'l .
Ceci nous permet d’introduire les opérateurs
Vo P(RY) — WP (RN LVIY D sion/p+1 >0, (2.12)
V o LP(RY)/Py — W, "R LV i n/p+1<0. (2.13)

Nous démontrons que ce sont des isomorphismes, ce qui établit le lemme.

i) le cas m/p+1 <0 : L'opérateur (2.13) est continu et clairement injectif sur I'espace

quotient. Il suffit de montrer qu’il est aussi surjectif. Or, comme tout champ de vecteurs
f dans Wl_l’p (R”)J_Vl_’f vérifie les hypothéses du Théoréme 2.3, il existe une distribu-
tion g telle que Vg = f. De plus, comme [ < —n/p < 0, on obtient en changeant [ en
—l et p en p’ dans le Lemme 2.5 qu’il existe une constante K telle que g + K € Lf(R").
D’ou la surjectivité de 'opérateur (2.13).
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i1) le cas n/p+1 >0 : 1l suffit de montrer que 'opérateur adjoint :

div : WH(RY) VI — [P (RY),

est un isomorphisme. Il est en effet clairement continu et injectif sur ’espace quotient.
De plus, il est aussi surjectif puisqu’il admet comme inverse & droite, 'opérateur V(A1)
ou A désigne l'isomorphisme (2.6) avec ¢ =p' et k = —1.

Remarque 2.12 D’aprés un résultat de [. Babuska et F. Brezzi (cf. [8, 13]), les isomor-
phismes (2.12) et (2.13) peuvent étre reformulés sous forme de conditions "Inf-Sup", en

I’occurence :

Jgn ¥(2). div @(x)de

inf su >C s n [ >0, 2.14
e e P 7 P v AL .
YF#0 Wéal

it sup JmP@dve@dz o (2.15)
wELngOtPEWI_’lp, ||¢||Lf/P0||‘P“W1_,lp/

N

3 Existence et unicité pour le probléme de Stokes

Nous démontrons dans cette section le Théoréme 1.2 et travaillons donc toujours sous
I'hypothése (H) (voir annexe pour les cas critiques). Nous étudions en premier lieu
I'unicité des éventuelles solutions dans un espace avec poids donné.

3.1 Unicité des solutions

Nous introduisons 'espace défini par V. Girault dans [31] pour tout entier & :
N = {(Ap) € Pp x Piry; divd =0, —vAX + V= 0},

qui, d’aprés les conventions adoptées pour les espaces Py, est réduit a {(0,0)} lorsque
k < 0 et Ny =Py x {0}. Nous démontrons dans la proposition qui suit les propriétés
d’unicité annoncées dans le Théoréme 1.2.

Proposition 3.1 Soient | € Z et p satisfaisant (H). Toute solution du probleme (S)
dans Wll’p(R”) x LY (R™) est unique dans cet espace & un élément de Ni_1—nsp] pres.

Preuve : Par linéarité, le résultat revient & caractériser 'ensemble N} (R™) des solutions
(u,7) € W, P(R*) x LP(R") du probléme (S) avec des données nulles. Considérons une
telle solution: en prenant la divergence de la premiére équation du probléme (S), on

montre que 7 est harmonique sur R”. Comme c’est une distribution tempérée, 7 est un
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polynéme harmonique qui, d’apreés les inclusions (2.2), appartient donc & P[A_ I—n/p] Mais,
on déduit alors de la premiére équation du probléme (S) que u est biharmonique et donc
polynomial. Ainsi, d’aprés (2.2), u € Pp_j_n/p €t N (R") C Npj_j_p/p)- L'inclusion

réciproque est évidente. <

Remarque 3.2 Le raisonnement précédent a d’autres applications. Par exemple, deux
solutions tempérées du méme probléme (S), different nécessairement d’un couple de
polynomes appartenant & Ug>oN. Ainsi, lorsque le probléeme (S) a une solution (u,)

avec
|| =400
—

toute autre solution (v,n) telle que v s’annule a I'infini vérifie v = u et n = 7+¢, ¢ € Pp.

0,

3.2 Existence dans les espaces avec poids

Nous commencgons par établir ’existence de solutions lorsque [ = 0. Puis, nous généra-
lisons la méthode au cas [ < 0 et obtenons le cas [ > 0 par dualité.

Proposition 3.3 Soit (f,g) € Wal’p(R”) x LP(R"™) vérifiant, si p < n', la condition
de compatibilité

VA e Py, <f,A> 0. (3.1)

—1,p Lp =
W, P x W)

Alors, le probléeme (S) a une solution (u,m) € W(l)’p(R”) x LP(R™) et il existe une
constante C' > 0 ne dépendant que de v,p et n telle que:

i < _ :
Aefpl[rffn/p] I+ Xlwir + 7 lle <O lwzre + 119 ll20)

Preuve:

i) La condition (3.1) est nécessaire : Considérons (u,w) € W[l]’p(R") x LP(R™) alors
—vAu + V1 € Wal’p(R”) et divu € LP(R™) (voir [5], p.594). De plus, par densité de
D(R™) dans Wol’pl (R™), on vérifie que pour tout ¢ € W(l)’p, (R™):

< —vAu+Vm,p >w —v<u,Ap > —<mdive >/, -

SLP Wi T whrsowy b
Si p < n/, cette égalité a lieu pour ¢ € Py (¢f. (2.2)), d’ou (3.1).

i1) Ezistence et estimation : Observons tout d’abord que la solution (u,7) recherchée

doit satisfaire le probléme découplé:

Am = div f + vAg,

() vAu =V —f,
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obtenu en considérant la divergence de la premiére équation du probléme (S). Soit alors
(f,g) € W, "P(R?) x LP(R™) vérifiant (3.1) si p < n', on a

divf € Wy P (R"),
et pour tout ¢ € W(;?’p’ (R™):
< lef’ (p >W0_2’p><W§’p,: - < f’ v(‘lp >Wal’p><w(l)’pl .

Cette égalité, obtenue grace a la densité de D(R™) dans W(;? > (R™), a en particulier lieu
pour tout polynoéme de Pa_;, /], espace contenu dans WO2 ' (R™). On en déduit avec
(3.1) que divf € W0_27P(RR)J_P[2_n/p/], ce qui est aussi vrai de Ag d’aprés (2.7) ou
l'on a posé I = 0 et changé p en p’. Cet isomorphisme fournit de plus I’existence d’une
fonction m € LP(R™) vérifiant Am = div f + vAg et I'estimation :

Imlie < Cll div f +vAg ||y —2p < O llwyzrr + 19 lzr)-

Remarquons maintenant que Vm appartient a W, Lp (R™) LPy1_p/p)- Ainsi, grace a liso-
morphisme (2.5) avec ¢ = p et k = 0, obtient-on Uexistence de u € W(l)’p(R”) telle que

vAu=Vr —f (3.2)

et

i < — “1p < - .
w10 Al € OV = £ gt < OULF g + 19 2o

Appliquons finalement 1'opérateur divergence a ’égalité (3.2). Il vient :
vA(divu) = Ar — divf = vAg. (3.3)

Alors, divu — g € LP(R™) est harmonique, c’est-a-dire que divu =g.

Remarque 3.4 Si Ag+ div f = 0, alors la pression 7 € LP(R™) est harmonique et donc
identiquement nulle. Ceci n’est pas toujours le cas pour d’autres régularités des données
(voir le cas [ < O ci-dessous). Par ailleurs, cette situation est totalement différente de
celle qui prévaut dans les domaines bornés.

La démonstration du cas [ < 0 est aussi basée sur la résolution du probleéme (S’).
Nous insistons donc surtout sur les points spécifiques & ce résultat.

Proposition 3.5 Soit (f,g) € W;l’p(R”) x L} (R™) avec | < 0 un entier et p satisfai-
sant (H). Le probleme (S) a une solution (u,n) € Wll’p(R") x LY(R™) qui vérifie :

inf u+ Allwie + 7+ <cC op ’
()\,N)EN[lflfn/p](H “Wllp “ s “Lf) - (“f HWI Lp H g HL:;’)

ot C' > 0 est une constante ne dépendant que de v,p,l et n.
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Preuve:
i) Ezistence d’une solution : Soit (f,g) € W;l’p(R”) x L7 (R™). Comme dans la Propo-

sition 3.3, on vérifie en premier lieu que

div £, Ag € W, 2P (R") LPR 5 /-
L’isomorphisme (2.7) entraine & nouveau Uexistence d’une fonction 7 € LF'(R™) vérifiant
Am = divf + vAg.
De méme, 'isomorphisme (2.5) avec ¢ = p et k = [, fournit Pexistence de u € Wll’p(R”)

solution de (3.2). Alors, div u—g est harmonique et appartient a L¥(R™). Ainsi, d’apres

(2.2), il vient dive =g+ p o u € 73[% I—n/p]" Considérons un instant comme acquis le:

Lemme 3.6 Pour tout entier k >0, P& = div(Pg,,).

Alors, p = div A avec A € ’P[Al_l_n /p] © Wll’p (R™) et il est immédiat de vérifier que le
couple (u — A, 7) résout le probléme (S) dans Wll’p(R") x LY (R™).

i1) Estimations : Introduisons l'opérateur :

T : (WP(RY) x LV (RY)) /Ny nyp) — W, P(R?) x LP(R?) (3.4)
(u,7) — (—vAu + Vr,—div u) (3.5)

Il est clair que cet opérateur est continu mais aussi injectif d’apreés la Proposition 3.1.
D’autre part, le point (i) montre que T est surjectif. C’est donc un isomorphisme et on

en déduit immeédiatement ’estimation souhaitée.

i11) Prewve du Lemme 3.6: Si k = 0, le résultat est évident. Si k = 1, on peut associer

a z; le polynome
5
Ai = (Aij) = (%(UC? )

-les indices sont ici compris modulo n-. Il est clair que div; = z; et AX; = 0. D’ou
le résultat par linéarité. Supposons maintenant que k > 2 et soit u € PkA. Alors 1 se
décompose en sa partie de degré 1, notée p; et un polynéome uo tel que Vo (0) = 0 et
p2(0) = 0. Ces deux polyndomes étant harmoniques, il suffit de prouver le résultat pour
po. En utilisant les notations du Lemme 2.11, on vérifie sans difficulté que

A= L@,

n

est une solution du probléme. <

Il reste a traiter le cas [ > 0, qui découle par dualité de la Proposition 3.5.
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Corollaire 3.7 Soient un entier | > 0 et p satisfaisant (H). Etant donné un couple
(f,9) € W;l’p(R”) x LY(R™) satisfaisant la condition de compatibilité

V()\,H) EN[l+17n/p’}7 <fF,A> P+ <g,p> =0,

wbPwhr PP
l -1 l —1

le probléme (S) a une unique solution (w,m) € Wll’p(R”) X L7 (R™) et il existe une
constante C' > 0 ne dépendant que de v,p,n et l telle que :

lw e + M7 llizy < CUS llw-re +1g1lzp)-

Preuve: On considére 'opérateur (3.4) ou l'on change respectivement p en p’ et [ en
—[ (N.B. ce changement ne modifie pas I’énoncé de I’hypothése (H)). En vertu du point
(73) de la démonstration précédente, cet opérateur est un isomorphisme. Il en va donc

de méme pour son adjoint :
T* : W P(R") x LP(R") — (W, "P(R™) x LP(R™)) LNjj11 /-
Mais un simple argument de densité montre que
T*(x,¢) = (—vAx + V¢, —divx),

de sorte que le résultat est démontré. O

Ce corollaire conclut donc la démonstration du Théoréme 1.2.

3.3 Comportement asymptotique des solutions

Nous étudions ici le comportement asymptotique des fonctions de WaP. Nous éta-
blissons selon la valeur du paramétre p, un controle en moyenne sphérique ou ponctuel

de ces fonctions a 'infini qui généralisent en un sens la propriété élémentaire suivante :
1
sup{y €R, p’(z) € W,P(R")} =1—n/p—a.

Précisons, avant tout, ce que nous entendons par comportement a I’infini en moyenne
sphérique d’une fonction de War (R™). Soit 3, la sphére centrée en 0 de rayon r > 0,
c’est le bord (régulier) de 'ouvert {x € R",|x| > r}. En particulier, toute fonction
u € Wa(R") (donc localement W1?) admet une trace LP sur X, avec:

1/
(/Er lu(z)Pdz)"? < Cllu ’|Wa1’p({|1:|>r})’ (3.6)

ou la constante C' > 0 ne dépend que de r,n,p et a.
Cette inégalité nous permet d’introduire la moyenne au sens L? de la fonction u sur

Y, comme la quantité:
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) sy :=r<l—">/p(/2 |u(m)|pdm)1/p=(/z fu(r, ) Pdw)1?,  (3.7)

ou (r,w) sont les coordonnées sphériques du point & et ¥ = ;. Le comportement de
cette quantité lorsque r tend vers l'infini est 'objet de la

Proposition 3.8 Soit « un réel, il existe une constante C = C(n,p,a) > 0 telle que
pour toute fonction u € Woll’p(R”),

| ulr, ) lze(sy < Cllu “Wal,p({|:c‘>r}) PP i > 2 et nfp+a#l (3.8)
lu(r,.) lerzy < Cllu ||W;,p({‘z|>r}) lnr, si >2 et n/fp+a=1 (3.9)
Preuve: On considére tout d’abord le cas @ = 0. En combinant I'inégalité (3.6) et la

définition (3.7), il vient
() o) < COp )yt gogonyy (3.10)

ou la constante C(r,p,n) optimale est donnée par :

| o(r,.) |l
C(r,p,n) = sup Tol Lr(®) .
peDR™) | P llwke ({|z|>r})

Effectuons le changement de variables y = @ /r dans les intégrales permettant de définir
C(r,p,n). En majorant le résultat grace aux inégalités élementaires :

p(ry) <rp(y) et lnp(ry) <2lnrlnp(y), sir > 2, (3.11)
on obtient du fait de I'invariance de D(R") par dilatation :
C(r,p) < C(1,p)r ™7 sip #£n et C(r,n) < 2C(1,n)Inr,
soit, compte tenu de (3.10), le résultat attendu.
Lorsque « est non-nul, on conclut grace aux arguments suivants:
i)Sip#netn/p+a#l,alorsuec WaP(R") = pu € Wol’p(R").
i) Sip#netn/p+a=1,alors u € Wa (R?) = p*(lgp)~'u € Wy P(R).

iii) Sip =mnet n/p+a#1alors, uec Wa(R?) = pPu € Wy (R") N L", (R")
et le poids logarithmique n’apparait plus dans I/VO1 "(R™) N L™ (R™). On conclut en
appliquant la méthode précédente a cet espace.

Les preuves en sont directes et montrent que ces trois opérations sont de plus continues.
On en déduit donc la totalité du résultat. &

Cette description peut étre sensiblement améliorée si p > n, comme le montre la
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Proposition 3.9 Soient p > n et u € Wolé’p(R”). Il existe une constante C > 0 indé-

pendante de u telle que
n/pt+a—1 _ l-n/p—« .
PP oy < Cllullys et ule) = ol /7), sinfp+a£1,

u .
| Inp L@@y < Cllullyie et u(z) =o(lnr), sin/p+a=1.

Preuve: On traite seulement le cas a = 0, les autres en découlant grace aux arguments
explicités dans la preuve de la Proposition 3.8. Soit ¢ € D(R™) a support dans la boule
unité B de R" et égale a 1 sur la boule de rayon 1/2 centrée en 0 et posons u; = ugp et
ug = u(l — ). Comme p > n, les injections de Sobolev (voir [1]) donnent les inégalités :

| ur ||y < ChllVutllpr(s)s
Vo e B, |us(@) — us(0)] < Cof| Vetzllgoun ] /7.
La fonction ¢ et ses dérivées étant bornées, il vient facilement :
Ve €R", |u(z)| < Clo(2)' "7 |[ully 10 (3.12)
Finalement, si u,, € D(R") approche u dans Wol’p(R”), il résulte de (3.12) que
167 (= ) ey < Ol = 1y

Par conséquent, p”/ P=ly est limite uniforme de fonctions a support compact et tend
donc vers 0 & linfini. ¢

Ces deux résultats étendent des propriétés comparables établies par C.G. Galdi
dans [26] (Chap. II, Lemme 5.1, p. 60, et Théoréme 7.2, p. 76). Nous en déduisons

immeédiatement le

Corollaire 3.10 Soitl € Z et p > n satisfaisant (H), toute solution (w, ) appartenant
a Wll’p(R”) x LY(R™) fournie par le Théoréme 1.2 vérifie:

u(@) =o(r' P Y sin/p+1#1, u(zx) =o(lnr) sinon.

4 Solutions explicites du probléme (5)

Nous abordons maintenant la résolution du probléme (S) sous un angle différent. Nous
construisons des solutions par convolution avec la solution élémentaire. Cette approche
est complémentaire de ’approche abstraite développée dans la section précédente. Elle
permet en particulier de mieux comprendre le role des conditions de compatibilité dans
le Théoréme 1.2.
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4.1 Le cadre classique

Rappelons que la solution élémentaire de 'opérateur —A est

ci(n)|z[>" sin >3,
Fl@)={ 1 | (4.1)
— In |z sin=2.
47
De méme, en posant cz(n) = (n — 2)ci(n) si n > 3 et c2(2) = 1/4x, on introduit la
solution élémentaire du probléme de Stokes, soit le tenseur U et le vecteur Q donnés

par:

Uyj(@) = “LF(2) + s (n) Tidy

Qi(z) = 2ca2(n)

,7=1,...,n,

v]w|™’ ||

ou ;5 est le symbole de Kronecker. Il est en particulier standard d’établir les égalités
dans D'(R™)
—vAU +VQ =0I,, divU =0,

ol 0 est la mesure de Dirac.

Remarque 4.1 On peut retrouver les expressions de U et Q par des calculs élémen-

taires en transformée de Fourier.

Lorsque f € D(R™) et g € D(R™), le couple (u, ) défini par

n n
Uz:ZUzk*fk+F*azg,Z:1,an et W:ZQk*(fk_Vakg)a
k=1 k=1

est une solution indéfiniment différentiable du probléme (S) (on remarquera pour prou-
ver cette proprieté que Y ;. Ui * Okg = (D5, OkUir) * g = 0). Dans toute la suite, on
utilisera la notation plus condensée :

u=Uxf+FxVg et m=Qx(f —vVyg). (4.2)

11 est possible de décrire trés précisément le comportement & I'infini de la solution donnée
par (4.2). Pour ce faire, nous introduisons pour toute fonction h € D(R"), les moments :

VBeN', mpg(h) = /n hy) G50 = /Rn h(y) Zydy.

Nous démontrons alors la

Proposition 4.2 Soient f € D(R"), g € D(R") ayant leur support dans le compact
K. Pour tout ¢ € R, tel que || > 2sup,ci |z|, et pour tout entier m > 0, le couple
(w, ) donné par (4.2) vérifie :
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u(@) = Y (1)U (@)ms(f) + Y (-1)PI0°F(2)mps(Vg) + w(w),

IBI<m IBI<m
w(@) = Y (~1)IP9°Q(z)mp(f —vVg) + u(2),
1B|<m

avec, pour tout entier k > 0:

IV W ()] + |2 || V50 (2)] < Con (IF 1121 + lgllpa) |2 ™k

Preuve: Nous effectuons, pour clarifier les idées, une version scalaire de la démons-
tration. On considére H € C*®°(R" — {0}) une fonction homogeéne de degré d > —n ou
H(z) =In|z| et f € D(R"). Alors,

(H * f) () = /K H(z — y)f(y)dy. (43)

Si |&| > 2sup,cx |2|, alors pour tout y € K et t € [0,1],

|z —ty|>|x|/2 > sup|z|. (4.4)
zeK

On peut donc appliquer le Théoréme de Taylor-Lagrange & l'ordre m & la fonction
t— H(x — ty) entre 0 et 1. Il vient, compte tenu de (4.4):

B
|H(z —y) — Z (_1)|ﬂ|y—'3ﬂH($) | < sup |Vm+1H(w —ty)| < Ol |d—m—1’
IB|<m Al t€[0,1]

avec

Crn = 2™ sup | VL H(2) |.
zZEYX

Cette inégalité est de plus uniforme par rapport & y € K. Ainsi, en intégrant le membre
de gauche multiplié par f(y), on obtient directement :

|(H * f)(x) — Z (—l)w‘mg(f)(?ﬁH(w) | < Crall £ 11| & 42,
18| <m

soit le résultat attendu lorsque & = 0. Lorsque k > 0, le méme raisonnement s’applique
a VEH * f) = (VFH) * f. En effet, méme si V¥H peut ne plus étre intégrable au
voisinage de l'origine, I’égalité (4.3) a toujours lieu pour x tel que |z| > 2sup,cy |2|
grace a (4.4) <

4.2 Extension & des données non réguliéres

Nous introduisons maintenant une notion de convolution généralisée qui permettra, &

terme, d’expliciter certaines des solutions obtenues au Théoréme 1.2.
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Convolution généralisée: Soient f € Wq P(R") et H une fonction localement

intégrable, nous posons formellement :

<Hxfo>pxp=<fHxp> 1, (4.5)

Lp'
xWZ2

avec H(x) = H(—z) et nous démontrons le

Lemme 4.3 L’ezpression (4.5) définit une distribution pour tout f € Wi "P(R") dans
les cas suivants:

i) siet seulement sin/p+a > 1, lorsque H="U;; ou H=F.

i1) si et seulement sin/p+ a >0, lorsque H = Q);.

Preuve : Nous démontrons seulement le point (i) avec H = Ujj, le reste étant similaire.
L’expression (4.5) a un sens si et seulement si pour tout compact K et pour toute suite
¢m — 0 dans Dk (R), la suite U;; * ¢y, tend vers 0 dans Wi’g, (R™). Observant que
Uij = Ujj, il est standard de vérifier que U;; * ¢y, et son gradient convergent localement
uniformément vers 0. D’autre part, & 'infini, la Proposition 4.2 entraine:

Uij * ¢m ~ (/n om(Y)dy)Uij,  V(Uij * o) = (/ om(y)dy)VU;,;. (4.6)

n

Si n/p+ a > 1, la convergence locale et (4.6) suffisent & montrer que
Uij % om — 0 dans W2 (R").
Réciproquement, si n/p + a < 1 et [5, om # 0, alors (4.6) montre que Uy * @

n’appartient pas a Wé’p, (R™) et dans (4.5), le membre de droite n’a donc pas de sens.

Il est alors clair que la formule (4.2) définit, pour (f,g) € W:}l’p (R™) x L5 (R™) avec
n/p + a > 1, une solution au sens des distributions du probléme (S). Nous sommes
maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 4.4 Soient ! € Z et p satisfaisant (H). Sin/p+1 > 1, et (f,q) appartient a
(Wl_l’p(R") X LY (R™)) L N[ 1 _p ), alors Vunique solution (w, ) € Wll’p(R”) x LY (R™)
du probléme (S) est donnée par la formule (4.2).

L’argument clef dans la démonstration de ce résultat est donné par le lemme suivant
qui fait appel a la théorie des intégrales singuliéres.

Lemme 4.5 Soit § un réel et q €]1,+o0[ tels que 0 < n/q+ B < n. Il existe une
constante C' = C(B,n,q) > 0, telle que pour toute fonction ¢ € D(R™),

| P25 %) g < Ol g, (47
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Preuve: Comme 0 < n/q+ 8 < n, on vérifie facilement avec la Proposition 4.2 que
U;j * 1 appartient a Wg’q(R”) (voir (2.3) ou (2.4) pour la définition de cet espace).
On utilise alors le résultat de J. Garcia-Cuerva et J.L. Rubio de Francia dans [29] qui

établit que, pour j = 1,...,n, les tranformées de Riesz:
R; : L%(R”) — L%(R”), (4.8)
© > CpV.p. (MI;TJH %), (4.9)

sont continues si et seulement si 0 < n/q+ < n. De plus,

%y
Vo € D(R"), R;jRp(Ap)=— 4.10
et par densité de D(R™) dans Wg’q(R”) (|5], th. 7.2, p.595) il vient donc
|92 ) g < Cll AU * ) 15 (4.11)

Or, on vérifie de maniére standard qu’au sens des distributions,

VAU %) = —(1 + e3(n))8i6 — 2ea(n) Tim( /|  bly —@)p(@)ie),
y—z|>e

e—0

(51']' _ $i$j

|$|n |m|n+2

ou kjj(x) = est une fonction C'°*° homogeéne de degré —n et d’intégrale

nulle sur la sphére unité . D’apres [18](Ch. IV, pp. 85-86), ceci montre que I'opérateur :

Kij : ¢ lim( kij(y — x)p(z)dx), (4.12)
|ly—z|>e

est un opérateur de Calderéon-Zygmund. Comme le poids p? appartient a la classe Ay
de Muckenhoupt si et seulement si 0 < n/q + 8 < n, l'opérateur (4.12) est défini et
continu de L%(R”) dans lui-méme (cf. [54] Chap. VII,Cor. 2, p. 255, et [67] Chap. IX).
En particulier si ¢ € D(R™), on en déduit directement que:

| AWy ) g < CU% g + 1 Kigt log) < Cl s

ce qui, avec (4.11), établit le résultat. <

Gréce & cette propriété, nous obtenons la continuité des opérateurs de convolution
par F\U et Q.

Proposition 4.6 Soient o un réel et p tels que 1 <n/p+a <n.
i) La convolution par U;; ou par F' est continue de Wa_l’p(R”)J_P[a_H_n/p/] vers Wol (R™).
i1) La convolution par Q); est continue de WJl’p(R”)_LP[aH,n/p/] vers Lb(R"™).
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Preuve: On démontre seulement la continuité de la convolution par U;; qui est la

propriété qui demande le plus d’attention. Les autres s’obtiennent suivant un schéma

similaire mais avec certaines simplifications notables. Soit f € Wy, Lp (R") LPlag1-n/p>

c’est & dire, satisfaisant
< f,1 >W,;1’p><Wi’,§': 0, sin—1<n/p+a<n.
Il existe x € L5 (R™) et une constante C > 0, indépendante de f, telle que:

divx =/ et |Ixlluz < Cllflly -1,

propriété qui découle du Théoréme 1.2 ( suivre mutatis mutandis la proposition 4.1
dans [5], p. 585). En revenant a la définition (4.5), on a pour tout 8 € D(R"):

| <V(Uijx f),0 >pryp | = | < divx,Ui; * dive >Wa_1,pxw}£r |, (4.13)
< | < x, Vdiv (Ui * 0) >Lng€ra l, (4.14)
< x ez IV (U5 + 0) I o - (4.15)
De méme, il vient :
| < U £.0>0en | = | < V(U 0) >y o 1< 1xig | V(Ui #0) - (4.16)
Comme
0<n/p—a<n-—1, (4.17)

la Proposition 4.2 permet de vérifier aisément que V(U;; *0) € leg 41 (R™). On déduit
alors de (4.16) et du Théoréeme 1.2 que:

| <Uij* f,0 >prxp | < Clix el V* (Ui * ) (4.18)

||LP’

—a+1
Appliquons maintenant, grace a (4.17), le Lemme 4.5 dans (4.15) et (4.18). Il vient :
Y0 € DRY), | <Uij+f,0>pp | < ClixlezllOll
V0 € D(R*), | <V(Uij*f),0 >pxp [ <Cllx ezl 0l
ce qui exprime la continuité annoncée. <

Lorsque 1 < n/p +1 < n, le Théoréme 4.4 est alors un conséquence directe de la
proposition précédente et du fait que pour 1 <n/p+a <n on a

Nigt1-nsp] =Po x {0} si n—1<n/p+a<n et {(0,0)} sinon.

Notons qu’au passage nous avons traité le cas beaucoup plus général d’exposants « réels,
ce qui nous ameéne (modulo une adaptation évidente de la Proposition 3.1) & énoncer le
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Théoréme 4.7 Soient o un réel et p tels que 1 < n/p+a < n. Si (f,g) appartient
a (Wa"P(R") x Lo(R™)) LN{g41-n/p, la formule (4.2) donne l'unique solution (u,n)
dans WEP(R™) x L2 (R™) du probleme (S). De plus, on a lestimation :

I llywee + 17 lliz < CULS lwzre + 119 ll2z)-

Complétons pour finir la preuve du Théoréme 4.4 qui est maintenant tres simple.

Preuve du Théoréme 4.4: Considérons (f,g) € W, (R") x L} (R™)) LN 1-n/p]
avec n/p+1 > n, soit les cas non traités par le Théoréme 4.7. D’apres le Théoreme 1.1,
il existe une unique solution (u,r) € W, (R?) x L (R") du probléme (S). Introduisons
un réel o <1 tel que 1 < n/p+ a < n. Alors,

W, P(R") x LP(R") € WLP(R™) x L2 (R™).

Alinsi, par unicité, (u, ) coincide avec la solution donnée par le Théoréme 4.7 (et donc
par la formule (4.2)). <

4.3 Développements asymptotiques généralisés

Nous considérons, pour p > n et m € N, des données

(f,9) € Wb (R") x LY

n+m—1

().

On vérifie aisément en posant [ = n + m — 1 que 'hypothése (H) est vérifice et que
[l +1—n/p'] =m. Alors, d’aprés le Théoréme 1.2, le probléme (.S) admet une solution

dans WP (R") x LP

nim—1 nem—1(R") si et seulement si:

V()\,,u) € N, <[f,A >W71,p «wbhr +<gu >Lp 4 =0. (4'19)

n+m—1 l1-n—m n+m71><L17n7m

Dans ce cas, la solution est de plus représentée par la formule (4.2) (Théoréme 4.4).
Lorsque les conditions de compatibilités ne sont pas satisfaites, nous introduisons les

moments généralisés d’une distribution h € W, _&;ﬁ_l(R”) :

B
Y
V,BEN”,|,B| Sm, mﬁ(h) :<h’ﬁ >W;+1;571><W1’p, s

l-n—m

qui sont définis d’apres (2.2) et coincident avec les moments classiques quand h € D(R").
Nous démontrons une extension des propriétés de la Proposition 4.2 & des données a

support quelconque et peu réguliéres, avec le
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Théoréme 4.8 Soient m € N, p > n et (f,g) dans W;}rfzfl(R”) x L. (R"). La

solution (w,m) du probléme (S) donnée par (4.2) vérifie pour tout = tel que || > 1:

u(z) = Y (-D)PIPU(@)ma(f) + D (-1)PI0PF(2)ma(Vg) + wm(z), (4.20)
Bl<m Bl<m

n(e) = Y (~1)P19°Q(a).mp(f —vVg) + (=), (4.21)

IBI<m

avec (Wi, Tm) € WP (RY) x L2 [(R?) et wy,(x) = o(r?~"—/P=m),

Pour pouvoir démontrer ce théoréme, nous commencons par donner un résultat

abstrait qui nous fournira ensuite une décomposition adéquate pour les données f et g.

Lemme 4.9 Soient E un espace de Banach, G un sous-espace dense de E et M un

sous espace de E' de dimension k < oo. Etant donnée une base (f1,...,fr) de M, il
existe une famille (g1,...,9x) dans G telle que
< fi,gj S>piwE= 5ij- (4.22)

Tout élément h € E s’écrit alors h = gy + hg avec

k
gozz<h,fi>giEG et hg=h—go€ ELM.
=1

Preuve: Il suffit de trouver une famille (gy,...,gx) d’éléments de G vérifiant (4.22); le
reste en est une conséquence immédiate. Nous raisonnons par récurrence sur k = dim M.
Pour k = 1, ¢g; existe, sinon f; s’annulerait sur G et serait donc identiquement nulle,
ce qui est impossible. Supposons le résultat obtenu au rang k et établissons le au rang
k + 1. Pour cela, nous raisonnons par ’absurde : Etant donnée (f1,..., fry1) une base
de M, il existe par hypothése de récurrence (g1, ... gg) tels que

< fi:9; >prxp=0ij, 4,J=1,...,k.
Nous supposons que gx41 n’existe pas, c’est-a-dire que pour tout g € G
<fiu9>pxe=0, i=1....k = < fi11,9 >pxe=0. (4.23)

La propriété de gauche est vérifiée par g = g — Ele < fi,g > g; pour tout g € G.
Ainsi,
k
ViEG, < [frr1,d>=Y (< fir§ >< frr1,9i >):
i=1
La densité de G dans E entraine alors ’égalité: fri1 = Ele < fra+1,9i > fi, qui
contredit le fait que (f1,..., fx+1) est une famille libre.
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Preuve du Théoréme 4.8: Appliquons le Lemme 4.9 avec

E=W,? (R") xL”

n+m—1 n—l—m—l(Rn)a M =Pp X Pp_1, G = D(Rn) X D(Rn)

On peut alors écrire (f,g) = (f,¢") + (2, ¢%) avec
Frew b (R LPn, ¢ €Ll (R)LP, 1, (f°¢°) € D(R") x D(R").

La formule (4.2) appliquée a (f',¢') et (f2,¢°) fournit en particulier des solutions
(u®,7%), i = 1,2 du probléme:

—vAu + Vi =, dive' = g

Comme N,, C Py X Pmi, le couple (f1,g') vérifie (4.19). Ainsi, le Théoréme 4.4
montre que

17
(ulvﬂ-l) € Wnimfl(Rn) X Lg+m71(Rn)'

D’autre part, d’aprés la Proposition 4.2:

w(@) = Y (~)PPU(@)mp(f?) + Y (-)P0°F(2)mp(Ve®) + wi (),

1B|<m 18l<m

(@)= Y (-1)¥0°Q(e).mp(f? —vVe®) + 7, (2),

1B|<m
1’
avec (wa,,75) € WP (RY) x LP .~ (R™).

On obtient le résultat en sommant ces deux solutions. En effet, la décomposition

utilisée entraine directement que:

VBEN', |B|<m, mg(f?) =mp(f).
De méme, mg(Vg?) = mg(Vg) car pour tout B € N, |B| <m :

y” _y”
< Vy, Bl Wl wtr =T <9 div (ﬁ) >

/
p D )
Ln+m—l ><Ll—n—m

et
div (y”/B!) € Prn1.

En outre, 7, = 7' + 72 € LP . (RY) et w,, = u! + w2, € WLP | (R*) avec p > n.
La Proposition 3.9 montre alors que w,(&) = o(r2—"—™-"/P) &

Remarque 4.10 7) Nous avons établi un développement asymptotique de u dont
I’ordre dépend de la décroissance des données et ne peut pas étre amélioré sans hy-
pothése supplémentaire. En revanche, Vu ou 7 n’admettent pas en général de déve-
loppement similaire car Vw,, et 7, appartiennent seulement a Lg +m_1(R”) et ne sont
donc pas controlés ponctuellement & l'infini.
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i1) Le Théoréme 4.4 montre qu’il faut et suffit que (f, g) soit "orthogonal" & Ny, k < m
pour annuler tous les termes correspondant a | 3| < k dans les développements (4.20)
et (4.21). Il n’est donc pas nécessaire d’annuler tous les moments d’ordre inférieur a k
de f et Vg.

Pour des données & support compact, le Théoréme 4.8 entraine que v admet un
développement & tout ordre. Il en est en fait de méme pour toutes ses dérivées ainsi que

pour .

Théoréme 4.11 Soient K un compact de R" et (f,qg) € Wal’p(R”) x LP(R™) a sup-
ports inclus dans K. Pour tout € € R", tel que | x| > 2sup,cx |z|, la solution (u,)

donnée par (4.2) est infiniment dérivable et vérifie pour tout entier m >0 :

u(@)= Y (~)PPU(@)mp(f) + Y (~1)PIOPF(2)mp(Vg) + wn(z),

IBI<m IBI<m

w(@) = Y (-1)P19°Q(z).mp(f —vVg) + T(2),

IB|<m

avec, pour tout entier k > 0

IVFw ()| + 2| VEnm ()] < Crm e,k (1F 10 + gl o)z |1k,

Preuve: Nous procédons en trois étapes. La premiére justifie la validité de la formule
(4.2) et précise le sens des moments mg. Nous écrivons ensuite les données sous une

forme adéquate, qui permet finalement de conclure par densité.

i) Fixons le compact K. Il est clair que f € W5 "P(R") et g € LA(R") pour tout réel
a. C’est en particulier vrai pour n/p + « > 1, ce qui donne un sens a la formule (4.2).
De méme, 3 étant donné, les moments généralisés

yP
mﬂ(f) = < f7 E >W*1,P><W1,5’7

[e3
sont bien définis, quitte & choisir « assez grand.

i1) Grace au Théoréme 1.2, on montre par dualité (suivre la preuve de la proposition
4.1 dans [5]) qu'il existe un tenseur G € L” | (R") d’ordre deux tel que divG = f avec

1G e, CIF g1 < Okl g 10 (4.24)
ou Ck > 0 ne dépend que de p,n et K. Soit x € D(R™) et égale a 1 sur K; alors

div(Gx) = fx+GVx=f+GVyx.
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Posons finalement H = G'x et 1p = —GV, on obtient alors
f = divH + v,
ou H et 1) ont un support compact et vérifient grace a (4.24):

IH e + 1% e < Ol f llwzre (4.25)

i11) Soient H® 1 et g° des suites de D(R"™) convergeant respectivement vers H, v et
g dans LP(R™) (¢ — 0). Quitte a tronquer ces fonctions, on suppose qu’elles sont
supports dans un compact fixe K’ contenant K. Alors,

div H® +4° — f dans Wy 'P(R),
et nous posons
w® = div (U« H) + U 4° + F + Vg®, 7° = div(Q + H) + Q * ()° — vVg°).
D’aprés la définition (4.5), on a pour tout ¢ € D(R"):

< div(U*H®),p >p yp=— Hé(2)V(U * ¢)(x)dz.
K/

Or, V(U * @) étant localement bornée, on peut passer a la limite dans cette intégrale
grace au Théoreme de Lebesgue, soit encore div (U « H?) — U * div H dans D'(R"™).
On montre de méme que (u®,7%) — (u,7) dans D'(R").

iv) Fixons un entier m. D’apres la Proposition 4.2, u® et 7° admettent un développement
a Pordre m, pour tout e > 0. Comme div (U * H®) = U * div H®, on dispose de plus de
deux écritures différentes de celui-ci. Dans I’écriture associée & U * div H®, les coefficients
sont mg(div H* + ¢°) et mg(Vg®) et il est clair que:

e—0

VBEN', |8 <m, mg(divH® +¢°) S ma(f), ms(Vg) =2 ma(Vg).

Considérons maintenant les restes des développements qui sont communs aux deux
écritures. En utilisant I'écriture associée a div (U *x H®), on déduit par différence de la
Proposition 4.2 que pour tous ¢,¢’ > 0, pour tout entier &k > 0 et si [&| > 2sup, g |2]:

IV*(wy, — wh) ()] < o (| HE = H |2 + 1|9 = 9% llea +11 9" — ¢ [lpy)[a' ™ 7F,
IVH (7 = 7o) (@) < Cone (1 HF = H [+ 197 — 4 [l + 197 — g7 o) ™ ™"

Comme H*®, 1° et ¢g° sont de Cauchy dans LP(R™) et ont un support fixe, elles sont aussi
de Cauchy dans L'(R™). D’ott la convergence de w¢, et 75, vers w,, et 7, qui vérifient :

IVEw,,, ()| + 2| |VEnm(2)] < Cok(| H gt + 119 L + L gllp)]2) ="k,
< Om,k;,K(”f”WO—l,p + lglle)| |k,

d’apres (4.25). Le théoréme est donc établi par unicité de la limite dans D'(R"). ¢
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5 Reégularité des solutions

Nous démontrons ici des propriétés de régularité des solutions obtenues avec le Théo-
réme 1.2 que nous regroupons en trois ensembles distincts. Pour le premier, nous im-
posons plus de régularité sur f et g et la répercutons sur les dérivées V2u et V7 des
solutions. Supposons ensuite que les données permettent de trouver une solution véri-
fiant une condition (C7) mais aussi une solution vérifiant une condition (Cs) (celles-ci
provenant du Théoréme 1.2 ou du Théoréme 5.1 ci-dessous). Est-il alors possible de
trouver une solution qui satisfasse simultanément (C) et (C3)? Le troisiéme groupe
de résultats est consacré, quant a lui, & des propriétés de régularité H!'(R") (voir dé-
finition ci-dessous), étude notamment motivée par ses applications aux équations de
Navier-Stokes suggérées par [17].

5.1 Régularité des dérivées secondes

Dans ce paragraphe, nous considérons toujours [ € Z et p tels que 'hypothése (H)
soit satisfaite et nous utilisons les espaces avec poids d’ordre 2 définis par (2.3) pour

démontrer le

Théoréme 5.1 Soient [ un entier, p satisfaisant (H) et (u,7) € Wll’p(R") x LY (R™)
vérifiant le probleme (S). Si (f,g) € L¥ (R") x W' (R") alors (w, ) appartient a

I+1 I+1
Wffl(R") X Wll_ﬁ (R™). En outre, sin/p' #1+1:

inf (u+ Al + 7+ sllys) < OOLF

+ ) 5.1
(A"U‘)GN[lflfn/p] I+1 || g ||W11+P1) ( )

et sin/p'=1+1:

| 3 ]
Bl Ml + 17+ ) < OO gy, + 15 e+ 1 )

ot C > 0 est une constante ne dépendant que de v,n,p et l.

Preuve: On se raméne & des propriétés de régularité du probléme de Laplace grace au
probléme (S’) (voir la preuve de la Proposition 3.3).

i) Le cas nfp' #1+1: Si (u,7) € Wll’p(]R”) x LY(R™) satsifait le systéme (S), alors
nous avons vu que (cf. Proposition 3.3) :

Ar = divf +vAg € WP (RY) LIPS, .

De plus, comme f € L}, (R") et g € VVllfi(R”), div f + vAg appartient en fait &

I/Vlfl’p (R™). Par conséquent, il vient

divf +vAg € Wi P (R LPG .
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Or, comme n/p' # 1+ 1, 'isomorphisme (2.5) avec k = [+ 1 et ¢ = p fournit Pexistence
d'une fonction 7 € VVllﬁ(R”) telle que :

An = divf +vAg = Am.

Par conséquent, 7 — 7 est un polynéme harmonique p € LY (R™). Les injections (2.2)

1,p

prouvent alors que p € Py_p ) C W (R™). Ainsi, 7 = 1 + p est la somme de deux

+1
fonctions de Wll_i’_’i (R™), d’ou la régularité attendue pour .
De méme, on a vAu =Vrn —f € Wl_l’p(R”)J_’P[%H,n/p,], et donc par hypothése
A
VAU € Lf—}-l(Rn)J‘P[H»lfn/p’}'

L’isomorphisme (2.6) avec k =+ 1 et ¢ = p montre donc I'existence de v € Wf_{_’i (R™)

tel que Av = Au. Comme pour 7, ceci ameéne & conclure que u appartient a W?fl(R”).

Finalement, comme n/p’ # [ + 1, les injections suivantes sont continues :

W (RY) € W P(RY), WP (RY) € LP(R™), LI

141 11 11 (R*) C WP (R). (5.2)

De plus, pour chacune d’elles, on vérifie que les polynoémes inclus dans le plus grand
espace sont aussi dans le plus petit. Ceci montre, avec le Théoréme 1.3, que 'opérateur

T : (WP

COR™) 5 WER (R) /Nf gy = (L4 (R?) X W (R) LN 1 s

I+1

est bien continu et injectif. Nous venons de prouver qu’il est surjectif. Il est donc bijectif

et son inverse est continu, d’ou I'estimation.

ii) Le cas n/p' =1+ 1: On ne peut plus utiliser dans ce cas les isomorphismes (2.5) et

(2.6). En revanche, on a "isomorphisme (démontré en annexe) :

A WHEL(RY) [Py — LY

141 PR N WP (RY) L. (5.3)

Par hypothese, f € LY (R*) N Wl_l’p(R”)J_Pg, et il en est de méme pour Vg. En

effet, par définition de Wll_i’_’i (R™), on a Vg € Lf’_i_l(R”). De plus, comme n/p # —I,
Wi’lp, (R™) C szl_l(R") de sorte qu’avec I'injection duale, on montre que Vg appartient

aussi a W;l’p(R”)J_PO. Introduisons grace a (5.3) la fonction

n = div A7Y(f +vVy).

C’est un élément de I/Vll_l_zi(R”) qui vérifie de plus Anp = Anm. On en déduit comme au

point (7) que 7 € VVllﬁ(R”)

De méme, on établit que

Vr—f €Ll (R")NW, "P(R")LPy,
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2,p
I+1

(R™) et l'estimation découle de 'adaptation mutatis mutandis

ce qui permet de trouver v € W

2,p
I+1

du raisonnement effectué au point (7). <

(R™) tel que Av = Awu. Nous concluons donc a
nouveau que u € W

On peut avec de la régularité supplémentaire sur f et g caractériser celle des dérivées
d’ordre supérieur des solutions grace a des propriétés de régularité du Laplacien (voir
[5], th. 6.6). Nous ne détaillons pas ces résultats ici.

En revanche, le résultat précédent et la Proposition 3.9 entrainent une amélioration du
Théoréme 4.8. En "occurence, pour des données plus réguliéres, nous obtenons aussi un
développement de Vu et .

Corollaire 5.2 Si (f,g) e L} (R") x WP (R") dans le Théoreme 4.8, alors

n-+m

Vwn(z) = o(r' =" "P7™) et 1, (2) = o(r! TP,

5.2 D’autres résultats de régularité L?

Nous montrons maintenant qu’il est possible d’ameéliorer certaines régularités dans les
espaces avec poids, par exemple pour des données vérifiant les hypotheses de la Propo-
sition 3.3 avec deux exposants distincts.

Proposition 5.3 Soient p et g deux réels tels que 1 < p < q < +00. Etant donnés
fe Wal’p(R”) N Wal’q(R”) vérifiant la condition (3.1), et g € LP(R™) N LY(R"), le
probleme (S) admet une solution (u,m) avec

u € WP (R") NWI(R?) et ©e LP(R") N LIYR"). (5.4)

De plus, (u, ) est unique a un élément de Njj_,, ) prés dans la classe (5.4) et il existe

une constante C' > 0 ne dépendant que de v,p,q et n telle que:

i <
N e e Y MR L P R =

CUF llwsre +1F e +11g e + g 1la)-

Preuve: La Proposition 3.3 montre l'existence de
(u', ') € WP (R?) x LP(R") et (u?,7%) € WI(R") x LI(R?),

solutions du probléme (S). Celle des deux qui a le meilleur comportement a l'infini au

sens introduit au paragraphe 3.3 (ici, (u', ') car p < ¢) vérifie la régularité souhaitée.

En effet, les deux solutions sont liées par (voir Remarque 3.2):

w'—u? =X w—mt=p, (A p) € UpsoN,
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En particulier, A (resp. p) appartient & W (R™) + W (R?) (resp. LP(R™) + LI(R™)),
ce qui nous permet de majorer son degré. En effet, en reprenant les notations du para-
graphe 3.3, comme p < ¢, il vient:

IACr, ) ey < () zegs) + () oo (),

< lut(r, ) o) + Cll w?(r, ) i),

ce qui implique d’apres la Proposition 3.8 que:

o(r'="/1) siq#mn,

o(lnr) sinon.

I A(r, ) e sy = {

Un argument évident d’intégration montre que A est alors un polynéme constant, nul
si ¢ < n. Autrement dit, d’apres (2.2)

A€ WyP(RY) N Wy d(R?). (5.5)

Mais comme A est constant, on a AX = 0 et donc Vu = 0. Ainsi, 4 est aussi constant
et appartient a LP(R™) + LI(R™) ce qui entraine g = 0. Finalement, il est clair d’aprés
(5.5) que :

u' =u? + A e WyP(R") N Wel(R") et «' =n?e LP(R") N LI(RY).

Les propriétés d’unicité résultent de la Proposition 3.1 et I'estimation s’obtient comme
dans la Proposition 3.5. ¢

Cette méthode de démonstration s’applique plus généralement pour montrer que
Pon peut avoir des régularités W, ?(R*) W' W (R*). La Proposition 5.3 permet de plus
d’obtenir une condition suffisante pour que le probléme (.S) ait une solution (u, ) telle

que u tende vers un vecteur constant arbitraire & I'infini.

Corollaire 5.4 Sous les hypothéses de la Proposition 5.3, avec de plus p < n < q,
lunique solution (u, ) vérifiant (5.4) du probleme (S) satisfait en outre

weL®R") e¢ lim wu(x)=0. (5.6)

|z|—+o0

En particulier, pour tout vecteur constant e, le couple (v,m) avec v = u + uyo est la

seule solution du probléme (S) vérifiant :

Vo e LP(R*) N LY(R"), 7€ LP(R")NLIYRY) et lim v(z) = u.

|| =400
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Preuve: Nous prouvons les propriétés vérifiées par u : celles de v en sont une consé-
quence directe. L’unicité de (u, ) est immeédiate car p < n. La propriété (5.6) (qui n’est
pas établie par la Proposition 3.9) découle de la relation suivante:

sip<n, WHP(RY)={we L’ (R"), Vw € LP(R")} avec 1/p* =1/p—1/n,

ou l'égalité est algébrique et topologique. En effet, comme p < n, le Théoréme 1.1 d’une
part et les injections de Sobolev d’autre part montrent que ces deux espaces admettent

comme norme équivalente la semi-norme ||V ||1». Par conséquent,
u € LP (R") et Vu € LY(R") avec ¢ > n,
ce qui implique (5.6) de maniére standard . ¢

Du Théoréme 5.1, nous déduisons un résultat de régularité du méme type. Il géné-
ralise avec le corollaire qui lui succede les résultats établis dans Varnhorn [69] (cf. Th.
3.1, p. 208 qui prouve les mémes résultats avec n > 3,n/3 <p < n/2 et g = p**).

Proposition 5.5 Soient p # n et ¢ # n deux réels avec 1 < p < q¢ < +o00. Etant
donnés f € LP(R") NLY(R™) et g € Wol’p(]R") N Wol’q(R”), le probléme (S) admet une

solution (u, ™) avec
ue WXRMNNWIURY) et e Wy (RY) N Wy URY), (5.7)

unique dans cette classe a un élément de Nio_y, /) pres. De plus, il existe une constante
C > 0 ne dépendant que de v,p,q et n telle que :

inf U+ A 2w+ a+ || T+ p || T+ a) <
B Xz Ml 7 g+l ) <

CUIF e +11F llue + 1 g lyre + 11 llyz)-

La démonstration de cette proposition est similaire a celle de la Proposition 5.3. On
peut en effet encore utiliser les injections (2.2) car si r # n, WOQ’T(R") c WHI(R"). En
outre, on a aussi I’égalité topologique et algébrique:

WP (RY) = {w € P (R?), Vw € L (R"), V2w € LP(R")}, si p < n/2.

Ainsi, en itérant les arguments développés pour le Corollaire 5.4, on obtient le

Corollaire 5.6 Sous les hypothéses de la Proposition 5.5 avec de plusp < n/2 et ¢ > n,

lunique solution (w, ) vérifiant (5.7) du probléme (S) satisfait en outre

w,Vu,m € L°(R"), lim wu(z)=0, lim Vu(z)= Ilim z(x)=0.

|z]— 400 || =400 |z]— 400
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5.3 Reégularité et espace H'(R")

Dans un travail récent, R. Coifman, P.L. Lions, Y. Meyer et S. Semmes [17] ont montré
que le terme non-linéaire u.Vu des équations de Navier-Stokes vérifie de meilleures
propriétés de régularité que celles fournies par l'inégalité de Holder. Par exemple, si
u € LP(R"), Vu € LV (R") et dive = 0, alors u.Vu appartient & H'(R") qui est
inclus LY(R"). De méme, si Vu € L}(R") et divu = 0, alors div (u.Vu) € H(R?).
Cette régularité supplémentaire permet d’améliorer dans les équations stationnaires de
Navier-Stokes celle de la vitesse et de la pression pourvu que des résultats similaires
soient obtenus pour le probléme (S).

Les espaces H', BMO, VMO : Nous introduisons I’espace

H'(R") = {f € LY(R"),Yj = 1,...,n, R;f € L'(R")}, (5.8)

ott les transformées de Riesz R; sont données par (4.9).
Cet espace, muni, par exemple, de la norme

n
1 F e =1 F e+ D IR Nl
j=1

est complet mais pas réflexif (voir [64], Chap.IIL,IV ou [54] pour une étude détaillée).
De plus,
BMO(R") = (H'(R")) et H'(R") = (VMO(R")), (5.9)

ou l'espace BMO(RR™) (pour "bounded mean oscillations") est I’ensemble des fonctions
localement intégrables et définies & une constante prés telles que:

1
T =Sup—/|f—f ldz < +oo,
BMO 0 Q] o Q

lorsque () décrit ’ensemble des cubes de R™ (f désigne la moyenne de f sur @)). L’espace
VMO(R") (pour "vanishing mean oscillation") est ’adhérence de D(R"™) dans BMO(R™)
et VMO(R™) £BMO(R?).

On peut lier H'(R") et VMO(R") aux espaces avec poids grace au résultat suivant :
Lemme 5.7 Les inclusions
W™ (R") /Py € VMO(R?), H' c Wy " (R*) LP,,
ont lieu avec injections continues.

Preuve: Nous établissons la premiére injection, la seconde en découle par dualité
d’aprés (5.9). Soient f € D(R") et Qo = [0, 1]". Comme |Qo| = 1, I'inégalité de Poincaré-
Wirtinger et I'injection continue L"(Qo) C L'(Qp) montrent que:

1
— - de < C|VflLn(gy-
a1 L ¥~ faldz < CIV S lusiay
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Nous en déduisons aisément par homogénéité que pour tout cube @ :

1
Q] /Q If —folde < C| VL) < ClIVFIlLen.-

La semi-norme de droite est équivalente (¢f. Théoréme 1.1) a la norme || de

sorte que la conclusion résulte de la densité de D(R") dans VVO1 TRY). O

||Wol’"/7’0

Nous allons déduire la régularité des solutions du probléme de Stokes du lemme
suivant qui traite le cas -plus simple- de ’équation de Poisson.

Lemme 5.8 Soient f € HY(R") et v € WOI’”, (R™) tels que —Av = f. Alors, on a aussi
V2 € H(RY) avec
IV [lz2 < CILf [l

Preuve: Rappelons que les tranformées de Riesz R; sont continues de H!(R") dans

lui-méme, ce qui donne
| RiRjAv [l wny < C| f 22 @ny-
Mais I’égalité (4.10) et la densité de D(R™) dans Wé’"’ (R™) entrainent d’autre part que

0%v
8xz~8xj ’

RiRjAU =
d’ou le résultat. &
Une premiére application de ce lemme au probléme (S) est donnée par le

Théoréme 5.9 Soient f € H'(R") et g € L" (R*) tel que Vg € H(R"). Alors, toute
solution (u,m) € Wé’n’ (R") x L™ (R™) du probleme (S) vérifie de plus

Vr,Vu € HY(RY),
avec lestimation :
V2 |30 + [ V30 < CULF g + 1 Vg ll3)-

En outre, si n = 2, alors u est continue, bornée sur R?, admet une limite & Uinfini et

satisfait ’estimation

[ Loy < CULS e + 11V ll300)-
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Preuve: D’aprés le Lemme 5.7,
f—vVge Wy " (R") 1P,
Soit alors v € W(l)’"’ (R™) une solution du probléme :
—Av =f —vVy,

donnée par l'isomorphisme (2.5) avec p = n' et [ = 0. D’aprés le Lemme 5.8, on a de
plus
V20 [l < CIIF vV |3

Par ailleurs, il est clair que dive — 7 € L™ (R") est harmonique. Ainsi, 7 = div v,
d’ott la régularité de V. La régularité de V?u découle ensuite, via le Lemme 5.8, de
la premiére équation du probléme (5). Enfin, les propriétés spécifiques a la dimension
2, viennent du fait que V2u € L'(IR?) et résultent par densité de l'inégalité (voir [12],
Remarque 14, p. 168):

Vo € D(R?), [l |00 w2y < Ol Vo lz1®ey. €

On peut aussi améliorer la régularité de la pression avec le

Théoréme 5.10 Soit (f,g) € L™ (R") x WOI’",(R”) tel que divf +vAg € HY(R™).
Alors, toute solution (u,m) € Wg’n, (R™) x Wol’n, (R™) du probléme (S) vérifie de plus
V2r € HY(R™) et lestimation :

I Vir lagr < C|| divf +vAg||s.

En outre, si n = 2, alors w est continue, bornée sur R?, admet une limite & Uinfini et

satisfait 'estimation :
[ 7 | oo 2y /o < Cll divf +vAg |3

Preuve: Comme Arm = divf + vAg, on obtient la régularité H' par application
directe du Lemme 5.8. En dimension 2, le raisonnement détaillé précédemment donne
la conclusion. <

6 Le cas p=+o0

Revenons un instant en arriére et considérons pour p > n avec n > 3 un tenseur
G € LP | (R™) d’ordre 2. Posons f = divG et g = 0, alors U'hypothese (H) est vérifiée
avecl=n—1et

n
< fi, 1 >W—1’p><W11’_p7;: Z < sz,a_]]. >Lfb_1><Lp, = 07 ’L = ]_7 ey T, (61)

n—1 jzl 1—-n
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c’est a dire que (f,0) € (W;i’lp(R”) x LP  (R™))LNy. D’apres le Théoreme 1.2 et le
Corollaire 3.10, le probléme (S) admet alors une et une seule solution (u, ) avec
(u,m) € WP (RY) x L2 (R"),  w(z) = o(r? " "/P),
a linfini.
Nous envisageons ici le méme type de données mais avec p = 400, soit :
f = divG, avec p" 'G € L*(R"),n > 3.

Dans ce cas, I’égalité (6.1) n’a plus de sens. Nous construisons cependant, en imposant
une condition d’oscillation a G, une solution (u,7) du probléme (S) avec

u(zx) = o(r’™ ™).

Pour cela, désignons par M (R™) I'espace des mesures bornées sur R” normé par

1t gy ) = / .

La transformée de Fourier F étant continue de M;(R") dans L*>°(R"™), on se donne des
mesures f1;; € M,(R™) et on pose:
Fpuig

Gij = |z 71

1/)7 i?j:17"'7n7 (6'2)

ou 9 € C®(R"), est nulle au voisinage de 'origine et vaut 1 au voisinage de l'infini, de
sorte que p" LG € L®(R").
Notre résultat est alors le suivant :

Théoréme 6.1 Soient n > 3, v > 0 un réel, et p;; € My(R"), 1,57 = 1,...,n telles
que supp pi; C {€ € R™, || > v}, Le tenseur G étant défini par (6.2), le couple (u, )

donné par:
n n
u; = Z (OkUij) * Grj et m™= Z O (Qj * Gij)- (6.3)
Gk=1 Jk=1

est solution du probleme (S) avec f = divG et g =0 et vérifie u(z) = o(r? ™).

Avant de donner la preuve de ce théoréme, signalons qu’il améliore la décroissance a
'infini des solutions du probléme (S) données par le résultat suivant (voir [28|, lemme
1.2, p. 851)

Théoréme 6.2 (Galdi-Simader [28]) Soient n > 3 et un tenseur G d’ordre 2 tel que
P 1G € L>®(R"). Etant donnés f = divG et g = 0, la formule (6.3) fournit la seule
solution du probléeme (S) telle que (uw,m) € Wé’q(R”) x L1(R"), Vg > n' ainsi que
p"2u € L®(RY), avec de plus l'estimation :

1" P u i + llw llyia + I 7 lle < Clp" G | oe. (6.4)
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Preuve du Théoréme 6.1: La démonstration est basée sur 1'utilisation de la formule
(6.3). Nous en donnons une version scalaire en introduisant H une fonction homogene

de degré 1 — n, réguliére en dehors de lorigine et p € M,(R™) avec

suppp C {£ € R, [£] >}, v > 0.
En suivant (6.2), nous posons

Fu(z)
| T |n71

G(z) := (z).

qui vérifie trivialement p" 'G € L (R") et nous montrons que la fonction

HxG(z) = . H(z — y)G(y)dy,

qui est clairement définie partout, vérifie H * G(x) = o(r?~").

Commencons par écrire G = Gy + G avec

Gﬁ(m) = ‘|7;1U|17(Lm37

Gl(m) =

Alors, G est & support compact et Gy € LI(R"), g < n'. Ainsi, en adaptant la Propo-
sition 4.2 et le Théoréme 4.13, on obtient H * Gi(x) = O(r!="). 1l reste a étudier la
fonction définie pour tout @ # 0:

H «Gy(x) = - H(x —y)——

Effectuons le changement de variables y = | |z et posons @' = /| |, il vient:

1 H(z' — 2)
H xGy(x) = a2 /R" 2T Fu(|z|z)dz.

Or, pour tout & # 0, on a trivialement :

H(z' — 2

Agr(2) := P ) € LY(R"). (6.5)

Ainsi, le théoréme de Fubini montre que

H+ Golz) = ——s / Fhar (2] y)dpi(y)- (6.6)
|| ly >y

Compte tenu du fait que pour tout ' € X, Ay € LYR™) (c¢f. (6.5)), le lemme de
Riemann-Lebesgue montre que les fonctions FA, tendent vers 0 a l'infini. Cette conver-

gence est de plus uniforme par rapport & ' qui décrit la sphére X (On rappelle que
pour toute rotation R de R, on a FAgrg (£) = FAz (RYE)).
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Ainsi, étant donné € > 0, il existe R > 0 tel que
Ve e R",|z| > R, Vy e R |y| >, |FAz(|lz]|y)| <e.

Cette majoration et (6.6) donnent le résultat puisqu’on en déduit :

Ve € R",|z| > R, |H * Fy(x)| < %6' ¢

Nous donnons maintenant une variante radiale du Théoréme 6.1 qui fournit une autre
condition d’oscillation permettant d’améliorer la décroissance de w. La démonstration
en est trés similaire quoiquun peu plus technique. Elle nécessite bien sir de passer
en coordonnées sphériques dans les intégrales utilisées. La notation F y désigne la

transformée de Fourier sur R.

Théoréme 6.3 Soient (uj;)wes des mesures telles que pg; € L2, My(R)) et
Uwes supp pg; C {t € R [t] > v}, > 0.

Si l’on pose en coordonnées sphériques :

Fu®.
Gz] (Ta w) = T/ZJ_(IT) ¢(T)7

avec P € C(R), nulle au voisinage de 0 et valant 1 au voisinage de l'infini. Alors, la
solution du probleme (S) donnée par (6.3) vérifie u(z) = o(r?").

Pour améliorer le comportement asymptotique de la solution donnée par (6.3), nous
avons imposé des hypothéses supplémentaires & G. Nous justifions a posteriori leur

introduction avec la

Proposition 6.4 Il existe un tenseur G avec p" G € L>®(R") tel que, étant donnée

la solution (u, ) définie par (6.3), p"~2u ne s’annule pas a 'infini.

Preuve: Soit ¢ € V(R"), a support dans C = {x € R",1 < || < 2} et non identique-
ment nul. On pose, pour tout réel R > 0, ¢p(z) = ¢(z/R) et
= §0m2(213)

m=1

Les termes de la série sont deux a deux & supports disjoints, celle-ci converge donc
partout et v(x) € C°(R™). Il est clair que

p"2v e L°(R") et dive = 0.
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De plus, comme

(0.0

V(z/m?

Vo) =3 % (6.7)
m=1

on obtient

P 1V € L®(RY).

Ainsi, (v,0) est nécessairement la solution donnée par le Théoréme 6.2 du probléme (.5)
avec G = V.

Soit, en revanche, &g € C tel que p(zg) # 0, alors la suite ,, = m?xzg tend vers
I'infini mais la suite

(2+m4|$0|2)”7*2 m— 00

wm) v(wm) = m2n—4 ‘p(wﬂ) — |w0|90(w0) # 0. %

p"E(

Remarque 6.5 Le Théoréme 6.1 (resp. 6.3) s’applique notamment lorsque les mesures
pij (resp. ,u‘z‘;) sont & support dans un sous-groupe discret de R" (resp. R) et sont
nulles sur un voisinage (resp. uniforme en w) de l'origine. C’est-a-dire lorsque Fpui;;
(resp. F ,u‘l‘j) est une fonction bornée périodique (resp. de période uniformément bornée
en w) et de moyenne nulle. Plus généralement, ’hypothése de nullité des mesures au
voisinage de l'origine traduit le fait que Fu est une somme de contributions périodiques
de taille bornée. Au contraire, il est manifeste que le tenseur G = Vv donné par (6.7)
construit dans la Proposition 6.4 présente des structures périodiques non-bornées au
voisinage de l'infini. Enfin, I’hypothése sur les supports est & rapprocher de la condition
(6.1) puisque toutes deux caractérisent des propriétés d’oscillation des données.

Remarque 6.6 On peut s’interroger sur 'introduction de la troncature ¢ dans la dé-
finition de G. C’est tout d’abord une hypothése simplificatrice qui permet d’utiliser le
Théoréme 6.1. On assure ainsi que la formule (6.3) a bien un sens et donne une solution
du probléme (S). D’autre part, on remarque que le résultat est indépendant de 1. Ceci
traduit le fait que ce sont les oscillations de G' au voisinage de I'infini qui sont carac-
téristiques dans sa définition. C’est & dire que les conclusions des Théorémes 6.1 et 6.3
restent valables si G est une fonction bornée quelconque sur un compact de R™ et est
de la forme (6.2) hors de ce compact.
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Annexe: A propos de 'Hypothése (H)

Dans les sections 2 et 3, nous avons toujours travaillé sous ’hypothése (H):

n/pg{l,...,—1} sil<0 et n/p'¢{1,...,0} sil>0.

Cette condition est nécessaire pour pouvoir utiliser les isomorphismes (2.5) et (2.6) (voir
[5]). De méme, sans cette condition, le Théoréme 1.2 est faux.

Contre exemples: Supposons | < 0 et n/p € {1,...,—l}. Dans ce cas, les injections
(2.2) ne sont plus vraies. En effet, comme n/p + [ est un entier négatif on a en fait
(voir[5], p.594) :

,Pflfn/p - VVZLP(Rn)a ,Pflflfn/p - Lg)(Rn)a ,P727l7n/p - Wl_lyp(Rn)'

Les propriétés d’unicité énoncées dans le Théoréme 1.3 doivent donc étre rectifiées en

tenant compte de ces nouvelles inclusions.

Par ailleurs, cette modification nécessaire n’est pas suffisante pour obtenir un énoncé
correct : I'existence de solutions est elle-aussi mise en défaut. Pour illustrer cette affir-
mation, considérons dans le cas n/p = —[ une matrice carrée A antisymétrique et

introduisons le champ de vecteurs
v(z) =W’ p(x)Az, B<1/p.
Un simple calcul montre que
dive =0 et Av~p 'l 1p,

a infini. Nous en déduisons que Aw € L}, | (R") C Wl_l’p(R”) (Iinjection duale est
continue). En revanche, v ¢ Wll’p (R™), et il en va donc de méme pour toute solution

tempérée (u,m) du probléme (S) avec f = Awv et g = 0 puisque (voir remarque 3.2) :
u=v+A, ™= (Aau) EUkZONkJ-
Ainsi, le probléme (S) considéré n’a pas de solution dans Wll’p (R") x LY (R™).

En général, lorsque [ < 0 et n/p € {1,...,—l}, on dispose de contre exemples
similaires et lorsque [ > 0 et n/p’ € {1,...,1}, le Théoréme 1.2 est encore faux par
dualité. On peut consulter pour une étude de ces cas critiques, la thése de J. Giroire
[33] qui introduit des espaces adaptés a la résolution des problémes de Laplace et Stokes.

Le Théoréeme 2.2, est lui aussi faux lorsque (H) n’est pas satisfaite (changer par
exemple p' en p et — en [ dans la remarque 2.6 pour obtenir un contre exemple lorsque
n/p=—l).

En revanche, nous ne savons pas ce qu’il en est pour le Théoréme de densité 2.1,
excepteé le fait que les démonstations utilisées sous I’hypothése (H) ne sont plus valables.
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Un résultat de régularité critique pour le laplacien Nous démontrons main-
tenant le résultat annoncé dans la preuve du Théoréme 5.1 qui compléte la famille
d’isomorphismes (2.6) dans le cas n/q¢ = k.

Théoréme A Soit | > 0 un entier et p tel que n/p’ =1+ 1. L'opérateur suivant est
un isomorphisme :

A WHE(RY) /Py — LY

I+1 1 (&) N W, P (RY) LPy.

Preuve: L’espace VVfﬁ (R™) est défini par (2.3) et vérifie VV&’%(R”) C I/Vll’p(R") avec
injection continue. Ainsi, au vu de l'isomorphisme (2.5) avec ¢ = p et k = [, 'opérateur
considéré est défini et continu. Son injectivité découle d’une simple vérification. De plus,
si f € Ly, (R")N I/Vl_l’p(R”)J_Pg, il existe, grace a I'isomorphisme (2.5) avec ¢ = p et
k = [, une fonction u € Wll’p (R™) telle que Au = f. Il suffit pour conclure de montrer

que V?u € LfH(R”). Or, il est clair que
I+1y _ ¢ 1+1 I+1 I+1 P (TN
Aup'™) = fp ™ +2Vu.Vp ™ +ulp'™ € LP(R").

Dans cette égalité, les termes de droite sont dans LP(R™) par construction et notons
que up'tt € I/VO2 P(R™). Alors, l'inégalité de Calderén-Zygmund et la densité de D(R™)
dans WP (R") montrent que V2(upt') € LP(R™). Mais, on a aussi Pégalité :

VZ(upl-i-l) — pl+lv2u + QVU ® Vpl+1 + uv2pl+1,

qui implique finalement que p"*t1V2u € LP(R™), soit la propriété attendue. ¢
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Chapitre 11

Le probléme extérieur de Stokes

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions & nouveau le probléme de Stokes mais nous le posons
maintenant dans une géomeétrie différente. Nous considérons un ouvert €2 de R" vérifiant
la propriété suivante. Il existe un ouvert borné Q' ayant un nombre fini de composantes
connexes tel que © = R* — Q. Nous supposons aussi que Q est connexe. Dans toute la
suite, un tel ouvert sera désigné par l'appellation générique de domaine extérieur. Nous
supposons toujours que sa frontiére est de régularité lipschitzienne et nous lui associons
pour une viscosité v > 0, le probléme extérieur :

—vAu+Vr=Ff dans Q,
(Sext) divu =g dans Q,
u=¢ sur O0f,

Lorsque g et ¢ sont nuls, ces équations modélisent, en dimension 2 ou 3, les écoulements
stationnaires lents de fluides visqueux (de viscosité v) et incompressibles autour d’un
ou plusieurs obstacles (définis par Q).

Etant donné un ouvert extérieur €2, les questions soulevées pour le probléme de
Stokes dans R™, comme D'existence de solutions satisfaisant un comportement asymp-
totique donné, restent intéressantes. Elles le sont d’autant plus car elles permettent
d’évaluer la pertinence du modeéle mathématique par rapport & des situations physique-
ment réalistes.

Nous travaillons & nouveau dans des espaces de Sobolev avec poids et prouvons que
les propriétés obtenues dans R s’adaptent au cas d’'un domaine extérieur. Ce chapitre
est donc globalement construit comme le précédent. Aprés avoir rappelé quelques pro-
priétés spécifiques aux espaces avec poids définis sur un domaine extérieur, nous com-
mencons par démontrer des propriétés analogues aux Théorémes 1.2.1 et 1.2.2. Nous

nous intéressons ensuite au probléme (Sey¢) et prouvons le
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Théoréme 1.1 Soient Q un domaine extérieur de fronticre CY', I € Z et p vérifiant
Uhypothése (H). Soient f € W;l’p(Q), geLY(Q) etpe WYPP(9Q), satisfaisant la
condition de compatibilité :

V(v,n) ENZ(Q), <f,v>+4+ <g,n>+<p, (vVv—nl)n >5,=0. (1.1)

Alors, le probléme (Sezt) a une solution (u,m) € Wll’p(Q) x LV (Q) unique & un élément
pres de NT'(Q) et vérifie :

(w,T)lélfff(Q)(“ utw|wie + 7+ 7lp) < CUF oo + gl + 1@ llwms),

ot C' > 0 ne dépend que de Q,p,n,v et l.

Ici, N7 (2) désigne l'espace
NE(Q) = {(u,7) € W P(Q) x L(Q), —vAu + Vi = 0, dive = 0, ujpg = 0}, (1.2)

que nous caractérisons précisément plus loin (voir Théorémes 3.1 et 3.5). Pour éclaircir
I’énoncé précédent, signalons dés & présent que

nfp+1>1 sin>3,

Mp(Q):{(OvO)} ssi {2/p+l>1 sin=2.

Nous étudions ensuite les propriétés de régularité des solutions obtenues. Ceci nous
permet d’améliorer une estimation a priori pour les solutions (u, ) avec V2u € LP(2).
Nous refermons le chapitre avec des développements asymptotiques des solutions lorsque
les conditions de compatibilité (1.1) ne sont pas satisfaites. Comme dans le chapitre
précédent, ceux-ci sont obtenus pour des données & support quelconque et peu réguliéres.

Rappelons, avant d’entrer dans le vif du sujet, que le probléme de Stokes extérieur
a déja suscité de nombreux travaux. L’existence et 1'unicité de solutions avec ¢ = 0 ont
été étudiées dans les espaces:

@) =@ ¥ e,

par H. Kozono et H. Sohr dans [39] et [41]. Une approche similaire est développée par
G.P. Galdi et C.G. Simader dans [27]. Dans [69], W. Varnhorn, quant a lui, construit
des solutions plus régulieres dans des espaces homogénes d’ordre 2. Plus récemment,
G.P. Galdi et C.G. Simader [28] démontrent, en dimension n > 3, 'existence et 1'unicité
d’une solution (u,) telle que p"2u € L*®(Q) et m € LI(2), g > n' lorsque

f=divF, p"'FeL®(Q), ¢g=0, p=0.

Par ailleurs, le probléme (Se;¢) a aussi été étudié dans des espaces de Sobolev avec
poids par A. Sequeira et V. Girault [32] pour p = 2 et [ = 0 en dimension 2 et 3.
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Dans [61] pour n > 3 et [63] en dimension 2, M. Specovius-Neugebauer prouve des
résultats pour p quelconque. Notre approche permet une genéralisation de ces résultats,
notamment grace a l'utilisation des poids logarithmiques. Citons enfin [6, 56, 68] qui
étudient ’équation de Poisson dans des domaines extérieurs avec des espaces avec poids.

2 Espaces avec poids, gradient et divergence

L’espace WaP(Q) (resp. L%(€)) désigne l'ensemble des restrictions de fonctions de
Wat (R") (resp. LE(R™)) au domaine extérieur . Nous utilisons de plus les normes

Nl = (62w 2 gy + 102V )P sin/pta#1,

pafl )
[l ) = (I Y () + 11 P Vu |Iip(g))l/p sin/p+a=1,
lullzz @ =l p*ullrr (@),

de sorte que les espaces considérés sont complets et réflexifs.

o
Nous introduisons en outre I'espace W §F(€2), défini comme I'adhérence de D(€2) pour
la norme ||. |1 () Ainsi que son dual W_1?(Q) qui est un espace de distributions.
On a alors ’analogue du Théoréme 1.1.1:

Théoréme 2.1 (Amrouche-Girault-Giroire [6]) Soit Q@ un domaine extérieur lip-

schitzien. Pour tout «, il existe une constante C' = C(n,p,a, Q) > 0, telle que

Vu e WE®), [t lyzra) <Ol Valg o)

Dans toute la suite, nous supposerons que 'origine de R" est dans £2’. Nous notons de
plus Ry un réel strictement positif tel que Q' est inclus dans la boule ouverte Bg, de
rayon Ry centrée a 'origine. Nous posons Qg, = Q2N By, et Qo = — Qp,-

2.1 Traces et relévements

Par définition, la frontiére d'un domaine extérieur est bornée. Si elle est de plus lip-
schitzienne, il existe <y, un opérateur de trace sur le bord, continu de Wolé’p (Q) dans
w/r'p (02) comme pour un domaine borné. Cet opérateur est de plus surjectif comme

le montre la

Proposition 2.2 Soient Q@ C R" un domaine extérieur lipschitzien et o € W'/P'"P(54).
Il existe u € Wé’p(Q), pour tout réel o, a support compact dans Q et C = C(n,p,Q) >0
tels que :

yu=g et Jullyie < Clelwim son
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Preuve: L'ouvert Qpg, étant borné lipschtzien, il est connu (voir par exemple P. Gris-
vard, [34], p. 36) que la fonction ¢ nulle sur 0Bp, et égale & ¢ sur 02 admet un
relevement @ € WHP(Qp,) avec

1 o ony) < Cle llsimoon-
On conclut directement en posant u = @ dans Qp, et u = 0 en dehors de Bgr,. <

Gréce & un raisonnement standard, on peut alors établir I’égalité
W LP(Q) = {v € W2P(),y0 = 0}, (2.1)

2.2 Gradient et divergence

Nous intoduisons maintenant pour [ € Z les espaces
V(Q) ={ueDQ), divu =0}, V,P(Q)={ucWPQ),divu =0},
et nous prouvons le

Théoréme 2.3 Soient Q un domaine extérieur lipschitzien, | € Z et p vérifiant (H).
Sif € W P(Q) et
Vo eV(Q), <f,o>=0,

alors, il existe g € Lf(Q), unique G une constante pres, telle que Vg = f.

Preuve: D’aprés le Théoreme 1.2.3 (de Rham), il existe h € D'(Q) telle que Vh = f.
De plus, h appartient a LF () (voir [4], th. 2.8). Introduisons alors ¢ € C®(R") telle

loc
que

PY(x)=1 si |&| >2Ry et Y(x) =0 si x € Bp,.

La fonction hiy prolongée par 0 en dehors de €2 appartient a Wllo’f(R”). En notant
toujours h la fonction prolongée, il est clair que

V(hp) = fp + hVep dans R™.

On vérifie facilement que f1 € Wl_l’p (R™) et il en est de méme pour hVip car Vi est
a support compact dans 2. Ainsi, le Théoréme 1.2.2 montre ’existence d’une constante
k telle que hip + k € LP(R™). La fonction h + k résout alors le probléeme. ¢

La démonstration de la Proposition 1.2.4 s’adapte alors immédiatement au

Théoréme 2.4 Sil € Z et p vérifie (H), alors V() est dense dans \O/'ll’p(Q).
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3 Existence et unicité pour le probléme (S.;;)

Nous allons maintenant démontrer le Théoréme 1.1. Toutefois, avant de prouver 'exis-
tence de solutions dans les espaces avec poids, nous caractérisons précisément les noyaux
définis par (1.2) (dimension, comportement asymptotique des éléments...).

3.1 Caractérisation des noyaux N/ (Q)

Nous abordons en premier lieu le cas de la dimension n > 3. Alors, les éléments du
noyau N} (Q2) donné par (1.2) ressemblent a ceux du noyau Npj_p/,—; dans R" (soit des
fonctions polynomiales, voir section 1.3.1) & un terme correctif prés assurant la nullité
sur 0f). Le cas bidimensionnel nécessite des arguments spécifiques que nous détaillons

ultérieurement.

Théoréme 3.1 Soient Q un domaine extérieur de R*, n > 3 de fronticre Cb', | un
entier et p satisfaisant (H). Alors,

NP ={(v(A) = A n(A) =), (A p) € Niu—pyp-n},
ot (V(A),n(A)) est lunique solution dans Wé’2(Q) x L%(Q) du probleme estérieur :
—vAv+Vn=0, dive =0, vjpg=A. (3.1)

En particulier, NP (Q) = {(0,0)} sin/p+1> 1.

Dans cette caractérisation, l’existence et I'unicité de (v(A),n(A)) dans W(IJ’Q(Q) x L%(Q),
sont assurées par le résultat suivant établi par A. Sequeira et V. Girault (voir [32], Th.
3.4 et remarque 3.4).

Théoréme 3.2 (Girault-Sequeira [32]) Soit Q un domaine extérieur lipschitzien de
R*, n > 2 et soient f € WO_I’Q(Q), g € L2(Q) et o € HY2(0Q). Alors, le probleme
(Sext) a une unique solution (uw,m) € Wé’2(Q) x L%(Q), avec de plus l'estimation:

I lygse oy + 17 20 < CULE Ty 2y + 19 ez + 10 o om):

ot C' > 0 ne dépend que de v,n et €.

Preuve du Théoréme 3.1 : L’égalité des espaces est établie par double inclusion. Pour
chaque inclusion, une formule de représentation des solutions donne leur régularité a

Pinfini. Puis, un argument de régularité au voisinage du bord 02 permet de conclure.

i) Soit un couple (u,n) € N/ (£2) que I'on prolonge par zéro dans €. Un raisonnement
standard montre que les fonctions prolongées toujours notées u et w vérifient:

(u,7) € W P(R") x LP(R") et —vAu+Vr=h, dive =0 dans R",
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ou, par construction, h € Wl_l’p (R™) est a support dans 2. Nous déduisons alors du
Théoréme 1.4.11 et de la Remarque 1.3.2, la formule de représentation :

u=Uxh—-X 7m=Qxh—p, (Xp) € U>oNy, (3.2)
avec Uxh=0(r*>"), VUxh)=0('""), Qxh=0('"). (3.3)

D’une part, on a donc a la fois u € Wll’p(R”) (resp. m € L}(R™)) et w ~ —X a Dinfini
(resp. m ~ —p). On en déduit, avec les injections (1.2.2), que dans la représentation
(3.2)

(A 1) € Njiionyp)-
D’autre part, quitte & choisir Ry grand, (3.3) entraine trivialement :
(U * h,Q * h) € W (Qf0) x L2(Qft0). (3.4)
Posons (w,7) = (U * h, Q * h)|QRO. Alors, d’apres (3.2), on a
(w,7) € WHP(Qp,) x LP(Qr,),
—vAw + V7 =0, divw =0 dans Qg,, WoB,, = Uxh, wpg = A

Mais, le Théoréme 1.4.11 établit que U * h est C* sur 0Bg,. Nous en déduisons que
(waT) € HI(QRO) X L2(QR0)v (3'5)
avec un argument de régularité standard fondé sur le résultat suivant (|4], pp. 134-136).

Théoréme 3.3 (Amrouche-Girault [4]) Soit O un domaine borné de R", n > 2, de
frontiere C11. Si f € W14(0),g € LI(O) et p € WHIIO) avec 1 < ¢ < +oo
vérifient la condition de compatibilité : fog(w)cb: + fao p.nds = 0, alors, le probléme
de Stokes

—VvAw +Vr =f, divw =g dans O, w)po = ¢,

admet une unique solution dans Wh4(0) x LI(0) avec [, Tde = 0.

Avec (3.4) et (3.5), on a établi que (U * h,Q* h)|q € W(l)’Q(Q) x L%(2). Ce couple
vérifie de plus les équations (3.1) d’apres (3.2). Il coincide donc avec (v(A),n(A)).

i4) L’inclusion réciproque est évidente si n/p +1 > 1 car alors Njj_,/p—; = {(0,0)}.
Nous supposons donc n/p+1 < 1 et considérons (X, 1) € Njj_y,/,—y)- Grace a inclusion
N pjpp C© WP(Q) x LY(9), il suffit d’établir que (v(X),7(X)) € W, P(Q) x LP().
Posons pour cela

(v,7) = (v(A),n(A)) dans 2, (9,7) = (A, u) dans .
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Alors, on vérifie facilement que
(9,7) € WP (R") x L*(R") et —vA9+Vij=h, dive =0 dans R,

ou h € WO_I’2(R”) est a support dans 0. Comme n/2 > 1, le Théoréme 1.4.4 montre
que v =U x h et 7 =Q * h. Grace a ces égalités, on déduit du Théoréme [.4.11 qu’au

voisinage de l'infini :
v(A) = O0(r*™™), Vo(A) = 0(rt™), #(A) = O(rt ™). (3.6)

Par conséquent, comme n/p+1 < 1, on a (v(X),n(A)) € W, P(Qf0) x LP(QF0) pour
Ry assez grand. Alors, de méme qu’au (7), on déduit du Théoréme 3.3 et de (3.1) que
(v(A),n(N)) € WHP(QRy) x LP(Qg,). €

Corollaire 3.4 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1,

dim N/ () = dim Npy__p, /p)-

Preuve : Introduisons I'application définie de Npj_;_, /] dans N (Q):

(A1) = (v(A) = A, n(A) — p).

Celle-ci est linéaire car (v(A),n(A)) est déterminé de maniére unique par (3.1) grace
au Théoréme 3.2. Elle est bien sir surjective grace au Théoréme 3.1. De plus, (3.6)
montre que v(A) et w(A) s’annulent & l'infini, ce qui entraine facilement 'injectivité de
I’application, d’ou le résultat. <

Nous passons maintenant & la dimension 2, dont la spécificité repose sur deux faits.
D’une part, I’espace WO1 2(Q) contient les fonctions constantes, ce qui n’était pas le cas
pour n > 3. D’autre part, la solution élémentaire U se comporte & 'infini comme Inr
et n’appartient donc pas a W01’2(Q).

Théoréme 3.5 Soient Q un domaine extérieur de R%, de fronticre C1', un entier [ et
p satisfaisant Uhypothése (H). Si de plus 2/p +1 # 1,

N/ (@) ={(v(A) =X+ A(0) =UA(0), n(X) —pn—QX(0)), (A n)€ Ny 2}
ot (V(A),n(A)) est unique solution dans Wé’2(Q) x L%(Q) du probleme estérieur :
—VvAv +Vn =0, dive =0, vyg=A—A(0)+UX(0). (3.7)

Cependant, si 2/p +1 =1, alors N'(2) = {(0,0)}.
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Preuve: On raisonne encore par double inclusion. D’autre part, l'égalité 2/p +1 =1
n’a en fait lieu que si p = 2 et [ = 0, cas traité par le Théoréme 3.2. Nous supposons
donc a partir d’ici que 2/p +1 # 1.

i) Soit (w,m) € NF(€2). On établit d’abord comme au Théoréme 3.1 la représentation
(3.2). Au voisinage de l'infini, le Théoréme 1.4.11 donne alors:

Uxh=Umg(h)+O(r™1), V(U=*h)=V(Umg(h))+O(r=?), (3.8)
Q * h = Q.mg(h) + O(r~2). (3.9)

On obtient avec (3.2) les équivalents de w et 7 & Uinfini. Ainsi, comme par hypotheése
(u,m) € Wll’p(Q) x L} (2), on en déduit que (X, i) € Npj_g/p—y) et de plus que mo(h) = 0
si2/p+1>1 (car U ~ Inr). Posons maintenant

v :=Uxh—Umgo(h), np:=Qx*h— Q.mgo(h).
D’apres (3.8) et (3.9), on a au voisinage de l'infini
Vp = O(ril)a Vo, = O(’I“72), Nh = 0(7"72), (310)

de sorte que (vp,np) € Wé’Q(QRO) x L%(QF0) pour Ry assez grand. De plus, grace a
(3.2), (vp,np) satisfait :

—vAvy +Vn =0, dive, =0 dans Q, wvppq =X — Umo(h). (3.11)

Comme au Théoréeme 3.1, on montre alors que (vh,nh)|QR0 € HY(Qg,) x L%(Qr,).
Collectant ces informations, (3.2) se reécrit donc dans €2 :

u=uvp—A+Umg(h), m=mn,—pu+ Qmo(h), (3.12)

oil (A, 1) € Nji_g/p—qy et (va,np) est la solution dans W(l)’Q(Q) x L%(Q) de (3.11).
Remarquons finalement que dans (3.12), w et m ne dépendent pas du terme constant
de A. En effet, 'unique solution dans W(l)’2(Q) x L%(Q) du probléme
—VvAw + V7 =0, divw =0, wpyo = A(0),

est le couple (A(0),0). Ajouter & A un terme constant revient donc a ajouter le méme
terme & v, opération qui laisse w inchangé dans (3.12). Posons alors A(0) = —mg(h)
et remplagons A par A — A(0) dans (3.12). Ceci donne la représentation attendue pour
(u,m) et établit de plus que (v(X),n(X)) = (vh, 1)

i1) L’inclusion réciproque est triviale si 2/p +1 > 1. Si 2/p + 1 < 1, nous considérons
(A, 1) € Nji_y/p—q) et introduisons le couple (v,7) € W(l)’2(R2) x L%(R?) donné par:

(v,7) = (v(A),n(A)) dans Q, (9,7) = (A — X(0) + UX(0)%), i) dans €',
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ot 1 € C'™ est nulle pres de lorigine et vaut 1 prés de 99 (i.e. on a tronqué la singularité
de U a lorigine). Comme (v(A),n(A)) vérifie (3.7), il vient

—Av+Vn=h, dive =g dans R",

ou h € Wal’2(R2) et g € L?(R?) sont & support dans . Le Théoréme [.4.11 et la
Remarque 1.3.2 montrent que

v=Uxh+FxVg—Xy, 1=Qx(h—vVg)—po, (Xo,p0) € Ur>oN. (3.13)

Comme g est a support compact, on a mg(Vg) = 0. De plus, mg(h) = 0 d’apres la
Proposition 1.3.3 (p =n =2, [ = 0). Ainsi, le Théoréme 1.4.11 donne

Uxh+FxVg=0(""1, V{Uxh+FxVg)=0(r"2), (3.14)
Q *x (h —vVg) = O(r2). (3.15)

Or, I/VO1 2(R?) contient seulement Py et L2(R?) aucun polynome. En raisonnant alors
sur les équivalents & l'infini, on obtient que (3.13) s’écrit en fait:

v=Uxh+FxVg+c, cePy, 7=Qx(h—vVyg). (3.16)
Alors, (3.14), (3.15) et (3.16) entrainent que
v(A) = 0(1), Vo(A) = O(r™?), n(X) = O(r?),

et que v(A) € W, P(QF0) et n(\) € LP(Q0) pour Ry assez grand, car 2/p +1 < 1.
Finalement, on obtient, grace au Théoréme 3.3, la régularité de ces fonctions dans Qp,,
de sorte que (v(A),n(A)) € Wll’p(Q) x L7(Q). &

Corollaire 3.6 Sous les hypotheéses du Théoréme 3.5,
dim N/ (Q) = dim Npy_o/, ¢ si 2/p+1# 1.
Preuve: Considérons, si 2/p +1 # 1, 'application de Nj;_y/,_; dans NP(Q):
(A1) = (0(A) = A+ A(0) =UA(0), 7n(A) —p—Q.A(0)),

qui est surjective d’aprés le Théoreme 3.5. Comme dans le Corollaire 3.4, on établit
qu’elle est linéaire. De plus, la démonstration précédente (i) montre que (v(A),n(A))
n’est autre que le couple (vp,np) qui vérifie (3.10). On en déduit alors U'injectivité de
I’application et donc I’égalité des dimensions.

Si2/p+1l=1,4e p=2etl =0, alors N3(Q) est réduit a I’élément nul (cf.
Théoréme 3.2), tandis que dim Ny =2.
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Dans les Théorémes 3.1 et 3.5, il est important de noter que si n/p+1 =n/q+k
alors N(Q) = N(£2). C’est a dire que les noyaux sont caractérisés uniquement par les
propriétés asymptotiques des espaces considérés, et sont indépendants des questions de
régularité locale.

Application au Paradoxe de Stokes: C.G. Stokes a, le premier, remarqué que
le probléme (Sey) n’est pas un modéle adapté a la description d’écoulements fluides
bidimensionnels. Lorsque €2 est le complémentaire d’un disque et étant donné un vecteur
constant uo, # 0, il établit qu’il n’existe pas de solution classique (w, ) au probléme

(Sext) avec des données nulles qui vérifie

lim u(z) = veo.
|z]—+o00

Cette propriété, communément dénommée Paradoxe de Stokes, a été généralisée par
plusieurs auteurs (J.G. Heywood [37], I-Dee Chang[15] ou G.P. Galdi[26] Ch. V|, Th.3.5).

Nous donnons ici une autre version du paradoxe généralisé.

Corollaire 3.7 (Paradoxe de Stokes généralisé) Soient Q un domaine extérieur
de R?, de frontiere C11. Soient
u e W PQ), u(z)=o(nr), meIf (Q)NS'(Q), (3.17)

loc loc

tels que
—vAu+Vr =0, divu =0 dansQ, upg=0. (3.18)

Alors, uw est identiguement nulle sur €.

Preuve: Soit (w,w) vérifiant (3.17) et (3.18). Alors, m est tempérée par hypothése.
Il en est de méme pour w car sa croissance est dominée par Ilnr. Ainsi, comme au
Théoréme 3.5 (i), on obtient par prolongement la formule de représentation (3.2) ou
h € Wo_l’p(R”) est & support dans 02 ainsi que les propriétés (3.8) et (3.9). Mais, le
raisonnement par équivalents et I’hypothése u = o(Ilnr) entrainent d’une part que A
est nécessairement constant et d’autre part que mg(h) = 0. En particulier, AX = 0 et
donc Vu = 0, de sorte p est aussi constant.
Alors (3.2), (3.8) et (3.9) montrent qu’a l'infini

u=0(1), Vu=0(@r"?%, m=0(1). (3.19)

Soit [ tel que 2/p+1 < 0. De (3.19) et de ’hypothése de régularité locale, on déduit
trivialement (u,7) € W,?(Q2) x L?(Q2). Compte tenu de (3.18), on a donc

(u,n) € NP(Q).
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Si p # 2, alors [ vérifie nécéssairement ’hypothese (H) et donc
u=v(A) — A+ A(0) —UX(0)

grace au Théoreme 3.5. Or, nous avons vu que v(A) s’annule & l'infini. La condition
u(x) = o(Inr) implique alors que A soit le polynéme nul, soit la conclusion. Si p = 2,
on se rameéne au cas précédent puisque (u,m) € W};Z(ﬁ) x L1 (Q) pour tout ¢ avec
l<g<2. &

3.2 Existence dans les espaces avec poids

Nous démontrons ici les propriétés d’existence énoncées dans le Théoréme 1.1. Lorsque
n/p’ —1 > 1, la condition (1.1) est vide d’apres les Théorémes 3.1 et 3.5, et nous

commencons par établir la

Proposition 3.8 Soient Q un domaine extérieur de fronticre C1', | un entier et p
vérifiant (H). Si @ € WYP2(9Q) et n/p' —1 > 1, alors le probléme :

—vAu+Vr =0, divu =0 dansQ, upq= ¢, (3.20)

admet une solution dans Wll’p(Q) x LY ().

Preuve: Soit ¢ € D(R") a support dans Qp, et telle que

P(x)de + /39 p.nds = 0.

Qr,
D’aprés le Théoréme 3.3, il existe (v,1) € WIP(Qg,) x LP(Qg,) tel que:
—vAv+Vn=0, dive = dans Qp,, V|9By, = 0, vjp9q = ¥

I est connu qu’une telle solution est C*° dans €2p,. Un argument standard de régularité
jusqu’au bord, basé sur le Théoréme 3.3, montre alors que:

v e Wi (Qp, UDBg,), me Ll (Qp, UBR,), V1< q< 4oo. (3.21)

loc loc

Ainsi, les fonctions v et 7 prolongées par zéro dans Q% appartiennent a Wll’p (Q) et
LP(Q) et vérifient

—vAv+Vn=h, dive =1 dans ), vjpq =,

avec h € Wal’q(Q) pour tout 1 < ¢ < +o0 et a support dans dBpg,. Le Théoréme 3.2
fournit alors une solution (w,7) € W(l)’Q(Q) x L%() au probléme:

—VvAw + V7 =—h, divw =—19, wpg=0.
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Si nous démontrons de plus que (w,7) € Wll’p (Q) x L7 () alors le couple
(w,m) = (v +w,n +7),

vérifie clairement les propriétés requises. Nous etablissons alors le résultat de régularité

suivant :

Lemme 3.9 Soit Q un domaine extérieur de R®, n > 2 et de frontiere C"'. Etant
données f € Wam(Q) N Wal’p(Q) et g € L2(Q) N LP(Q) a supports compacts dans 2,
la solution dans W(IJ’Q(Q) x L%(Q)) du probleme :

—vAu+Vr=f, divu=g, upq=0,

appartient Wll’p(Q) x L7 () pour tout entier | tel que n/p" —1> 1.

Preuve: La démonstration de ce résultat utilise la technique de représentation mise en
oeuvre pour prouver les Théorémes 3.1 et 3.5. Nous en rappelons seulement les étapes
principales. Prolongeons la solution (u, ) € W(IJ’Q(Q) x L?(Q) donnée par le Théoréme
3.2, par zéro en dehors de €. Elle vérifie alors:

—vAu+Vr=f+h, divu =g dans R",

ou h e W51’2(R”) est a support dans 0§ et mo(f + h) = 0 si n = 2 (cf. Proposition
1.3.3). Grace au raisonnement par équivalents, il n’est pas difficile d’établir la formule
de représentation :

u=Ux(f+h)+FxVg+c, n=Qx(f+h—vVyg),

avecc € Ppetc=0sin >3 (W01’2(]R”) contient Py ssi n = 2). Par conséquent, avec

le Théoréme 1.4.11, on a au voisinage de 'infini:

u=0(?>"), Vu=0('""), n=0('"), sin>3, (3.22)
u=0(1), Vu=0(r"2), 7=0(r"2), sin=2. (3.23)

Fixons Ry assez grand. Puisque n/p’ —1 > 1, (3.22) si n > 3 ou (3.23) si n = 2
montrent que (u,7) € W,P(Qf0) x LP(Qf0). La régularité dans Qpg, s'obtient alors
avec le Théoréme 3.3.

La Proposition 3.8 est ainsi démontrée.

Lorsque f et g ne sont plus nulles, nous construisons une solution & partir de deux
problémes auxiliaires. Le premier est un probléme prolongé a R™ (on considére I’écoule-
ment engendré par f et g en ayant virtuellement enlevé l'obstacle ). Le second est un
probléme extérieur de type (3.20) qui décrit la réaction de l'obstacle dans I’écoulement

virtuel obtenu auparavant.
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Théoréme 3.10 Soient Q un domaine extérieur de fronticre CY', 1 € Z et p vérifiant
(H) ainsi que n/p’' —1 > 1. Si f € W;l’p(Q), g e Li(), et pc WL/P'P(09Q), alors
le probleme (Sezt) a une solution (w,w) dans Wll’p(Q) x LV (). Elle est unique & un
élément de NT(Q) pres et satisfait

inf < - ,
(v,n)ler.}\/'lp(Q)(H ut 0w+l +nlly) < CUSF lw-re 19l + 1@ lwims),

ot C' > 0 ne dépend que de Q,p,n,v et l.

Preuve: Nous prouvons séparément 'existence de solution et ’estimation.

i) existence : Le Théoreme 2.1 entraine par dualité que f = divH ou H € LY(Q) est
un tenseur d’ordre 2. Prolongeons H et g par zéro dans €. Notons H et § les fonctions
prolongées et posons de plus f = div H dans R". Par construction,

(F,9) € W, "P(R") x LF(R")
et il existe (¢f. Théoréme 1.1.2) (v,n) € Wll’p(R”) x LI(R™) tel que
—vAv+Vn=f, dive=g dansR".
La trace yv de v sur 9 appartient en particulier & WL/P'» (092). Par conséquent, il
existe, d’apres la Proposition 3.8, un couple (w,7) € W, *(Q) x LP(Q) vérifiant :
—vAw+ V7 =0, divw =0 dans @, wpq=¢ —yv.
Ainsi, (v + w,n + 7) résout (Sey¢) dans Wll’p(Q) x L7 ().
i1) estimation : L'opérateur :
(T,7) + (W (@) x LYQ)/NF (@) — W, (@) x L](Q) x WHPr(09),
(u,m) — (—vAu + V7, —div u, yu),
est trivialement continu et injectif. Il est aussi surjectif d’apres le point (7) ce qui en fait

un isomorphisme, d’ou ’estimation. <

Il reste & démontrer I’existence d’une solution lorsque n/p’—I < 1. Pour une condition
de Dirichlet homogéne, un argument de dualité permet de le déduire du précédent. Le

cas non-homogeéne s’obtient ensuite par relévement.

Théoréme 3.11 Soient Q un domaine extérieur de fronticre CY', 1 € Z et p vérifiant
(H) etnfp) =1 <1. Sif € Wl_l’p(Q), g € LX(Q), et ¢ € WHP'P(9Q), vérifient la

condition de compatibilité :
V(v,n) ENTY(Q), <f,o>+ <gn>—+<@ @Vo—nl)n>p=0, (324)

le probléme (Sezt) a une unique solution (u,7) € Wll’p(Q) x LY () et il existe C > 0
ne dépendant que de Q,p,n,v et l, telle que :

lw llywrr + I llp < CUF e + g llzp + 1@ llwrrms), (3.25)
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Preuve: i) Condition de Dirichlet homogéne : Nous avons déja remarqué que si n = 2,

légalite 2/p’ — 1 = 1 ne vaut que pour p = 2 et [ = 0. Dans ce cas, le résultat est
déja démontré par le Théoréme 3.2 et nous supposons donc que 2/p' — 1 < 1 sin = 2.
Compte tenu de cette restriction, nous posons pour n > 2, k = —l et ¢ = p’ et vérifions
aisement que n/q' —k > 1. En particulier, il résulte clairement du Théoréme 3.10 que
I’opérateur :

T (WEI(Q) x L) /N(Q) — Whi(Q) x LT (%),
(u,7) — (—vAu + V7,—divu),

est un isomorphisme. Il en est donc de méme pour son adjoint :

o

T* (W P(Q) x LP(2)) — (W] "P(Q) x LP(Q)) LNT(Q).
De plus, les formules de Green établissent de maniére standard que:
T*(u,n) = (—vAu + Vr,—div u),

d’ou existence d’une solution satisfaisant ’estimation (3.25) lorsque ¢ = 0.

i1) Condition de Dirichlet non-homogéne : Grace a la Proposition 2.2, la donnée au bord
p € WHP'?(9Q) admet un relévement w € Wll’p (Q) avec

10 gyt < Cl@ llwiis somy- (3.26)
Le probléme (Sey¢) est donc équivalent, en posant ug = u — w, au probléme:
—vAup +Vr =f +vAw, divug=g+ divw, dans 2, wuggq =0.
Or, celui-ci a une solution dans W, () x LP(Q) si et seulement si (cf. (i)) :

v (v,n) ENZ(Q), <f+rvAw,v > 4+ <g+ divw,n >=0. (3.27)

Mais, étant donnés (v,n) € N? Il(Q) et m la normale extérieure a 2, les formules de
Green permettent d’introduire la distribution (vVv —nl).n sur 09Q:

Vi € D(Q), < WV —nl).n,yp >sq = /Q(—Vv.Azp —ndivp)de,
= / (vVoVy — ndiv)de.
Q

Comme Vuv,n € g ,(Q), ce crochet de dualité se prolonge grace a la densité de D(12)
dans I/Vll’p (Q), en une forme linéaire continue sur W/7>7(9Q), c’est-a-dire

(Vo —nl).n € W /77 (5Q).
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En outre, on a la formule de Green: V(v,n) € N (Q), V4 € Wll’p(Q),

< (Vv —nl).n, vy >pq= —v < v, Ay >W1,pfxwll,p + <n, divep >

-1

(3.28)

b -
1 XL

En posant ¢ = w dans (3.28), ’équivalence entre les conditions (3.27) et (3.24) est
prouvée. De plus, 'estimation obtenue au point (i) pour ug et (3.26) entrainent immé-
diatement :

lu lyyre + I llp < CUF e Mgy + 110 lwims),

ce qui termine la démonstration. <

Le Théoréme 1.1 est ainsi complétement établi. Le comportement asymptotique des
solutions est alors une conséquence immédiate de la Proposition 1.3.9.

Corollaire 3.12 Soient Q un domaine extérieur, | € Z et p > n satisfaisant (H), toute
solution (u,m) € Wll’p(Q) x LY () fournie par le Théoreme 1.1 vérifie :

u(z) = o(r' P sin/p+1+£1, wu(z) =o(lnr) sinon.

Remarque 3.13 Dans toute cette section, la régularité ! assignée a 2 n’est proba-
blement pas optimale. Par exemple, lorsque p = 2, les résultats établis restent valables
si  est seulement lipschitzien.

Remarque 3.14 Rappelons que dans un ouvert borné, 'existence d’une solution au
probléme de Stokes requiert que les données g et ¢ vérifient une condition de com-
patibilité (voir Théoréme 3.3). D'un point de vue physique, cette condition reléve de
I'incompressibilité du fluide qui est contraint de s’écouler dans un volume fini. Dans un
domaine extérieur, donc de volume infini, cette condition de compatibilité n’apparait
plus. En effet, dans le Théoréme 1.1, nous avons vu d’une part que la condition (1.1)
est vide si n/p’ — [ > 1. D’autre part, si n/p’ — 1 < 1, Uinterprétation "physique" de
(1.1) porte sur des propriétés particuliéres des actions extérieures exercées sur le fluide.
Nous renvoyons le lecteur & la Section 5 de ce chapitre pour plus de précisions sur cette
question (voir en particulier Remarque 5.6).

4 Reégularité des solutions

Dans cette section, nous considérons | € Z et p tels que 'hypothése (H) soit satisfaite
et nous introduisons ’espace Wiﬁ(Q) des restrictions a 2 des fonctions de Wﬁﬁ (R™)
(défini par (I.2.3)). On le munit naturellement d’une structure d’espace de Banach

réflexif avec la norme:

‘ _ p 2, (1P 1/p
ol = (1 ||Wll,p(m IVl @)
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Nous établissons alors ’analogue du Théoreme [.5.1 dans un domaine extérieur. Comme
pour les résultats précédents, nous analysons séparément la régularité au voisinage de
I'infini puis au voisinage du bord.

Théoréme 4.1 Soient Q un domaine extérieur de frontiere CY', | un entier, p sa-
tisfaisant (H). Etant donnée une solution (u,n) € Wll’p(Q) x L7 (2) du probléme
(S) avec f € L},,(Q), g € VVllﬁ(Q) et @ € WILP2(9Q) alors (u,m) appartient

a W?fI(Q) X VVZI_;_Ii(Q) En outre, sin/p’ #1+ 1, on a Uestimation :

inf (w0 g, + 7+ lgs) < OO g

+ »+ :
o2 19 s + 10 i),

et sin/p'=1+1:
inf (Jut vl + 17 +nly) € OO Ty

(v,mMENT () i
+ “ g ||W11+Ii + H ¥ ||W1+1/p’,p)a

+ H I leflﬁp"i_

ot C > 0 est une constante ne dépendant que de v,n,p et l.

Preuve:

i) Régularité : Soit 1p € C°°(R™) une fonction nulle si || < Ry et égale a 1 si x| > 2Ry.
On prolonge les fonctions wip et mip par zéro dans ' et on note encore (wip, wih) les
fonctions prolongées. Alors, (wip, 7¢p) € W, P(R*) x LP(R") et

—vA(up) + V(mip) = fo,  div(uyp) =go dans R”,
avec  fo=f¢Y—v(2VuVy + ulAp) + 7V, gy =gy — u. V.

Les dérivées de 9 étant a support compact dans €2, on vérifie facilement que

(Fo0,90) € LY, (R™) x W (R™).

Le Théoréme 1.5.1 montre donc que

(uth, mp) € W (R™) x WLH (R™).

La régularité de (u,7) est alors établie dans Q2%0. Celle dans s, vient des équations
vérifiées par u et w dans cet ouvert et du résultat suivant qui découle directement du
Théoreme 3.3 et de [4] (Th. 4.8, p. 129):

Théoréme 4.2 (Amrouche-Girault [4]) Soit O un domaine borné de R", n > 2, de
frontiere CHL. Soit (w,7) € WH4(O) x LP(O) tel que

—vAw+Vr=f, divw =g dans O, Wip0 = ¢,

avec f € L1(0),g € WH(O) et ¢ € WIHH1(90), alors (w,7) € W21(O)x Wh1(0).
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i1) Estimation : Le point précédent montre notamment que

NE(Q) C WP (Q) x WA (Q).

Réciproquement, toute solution dans W?jf’l(Q) X VVllﬁ(Q) du probléme (Sez;) & données
nulles appartient trivialement a N (€2).
Ainsi, l'opérateur :

(T,y) : (WP (Q) x W3R (Q) /NP (Q) — LE,,(Q) x W' B (Q) x WP #(50),

(w,7) — (—vAu + Vr, —divu, yu),
est continu et injectif. Rappelons alors que (considérer les injections duales)

LP

11 () C Wl_l’p(Q) ssi n/p' #£1+1. (4.1)

En particulier, si n/p’ # [ + 1, I'image de (T,7) est clairement Iespace des fonctions
f el (Q),gc¢ VVZI_;_Ii(Q) et o € WIT/P'2(9Q) qui verifient (1.1). C'est un sous-

espace fermé de L, | () x I/Vllﬁ(Q) x WI1/P'r(90), et donc un espace de Banach. Par

conséquent, (T',y) est un isomorphisme sur son image, d’ou I'estimation.
Lorsque n/p’ =1+ 1, on procéde de méme en remplagant, du fait de (4.1), I'espace

() par LY . (Q) N Wl_l’p(Q) deés la définition de (7,v). <&

p
L I+1

I+1

Le comportement asymptotique de ces solutions réguliéres est précisé par le:

Corollaire 4.3 Soit | € Z et p > n satisfaisant (H), toute solution (u, ) appartenant
a W?fl(R”) X Wllﬁ (R™) fournie par le Théoréme 4.1 vérifie :
u(z) = o(r P Y sin/p+1#1, u(z)=o(lnr) sinon,
Vu(z) =o(r P!, =x(zx)=o(r P71,

Application: Controle des dérivées secondes dans LP(f2). Replagons nous un
instant dans l'espace entier R” et appliquons le Théoréme 1.5.1 avec [ = —1. Sip # n
et f € LP(R™), il existe (u,7) € WIP(R") x W, (R") tel que

—vAu+Vr=f, divu =0 dans R".
Comme 1 -1 —n/p =2 —n/p < 2, le noyau Npp_,, (voir paragraphe 1.3.1, pour
une définition de cet espace) est toujours inclus dans Nj. Par conséquent, I'estimation

(L.5.1) entraine trivialement la suivante :

I V2% || o ey + | VT | 2ogn) < ClF Lo @n)-
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Cette estimation vaut en fait pour toute solution (v,n) telle que V2w et Vn appar-
tiennent a LP(R™). En effet, comme V?(u — v) € LP(R"), on a nécessairement

(v —u,n—m) €N,

de sorte que V2u = V2v et V1 = V1.

En revanche, il est connu que la situation est différente dans un domaine extérieur.
Par exemple, si f € LP(Q), g et ¢ étant nulles, W. Borchers et T. Miyakawa établissent
dans [11] que toute solution du probléme (Sey) avec u € W2P(Q) et 7 € WHP(Q)
vérifie :

I V?u lze) + I VT lle) S Ol f llLe)  ssi n>3etp<n/2. (4.2)

Par ailleurs, H. Kozono et T. Ogawa montrent dans [43](Th. 1.1) 'estimation a priori
pour n > 2 (voir aussi [38] pour le cas p = 2):

V2% llzo() < CUSf o) + 1 Vullpr) sil<p<r (4.3)

L’étude du probléme extérieur menée jusqu’ici nous permet d’améliorer sensiblement
ces estimations. Nous introduisons pour cela ’espace:

E={ve W), I, (v,n) € N’ ()} (4.4)

Pour p # n, E est un sous-espace de dimension finie de ‘;Vlfl’ (Q) (cf. Corollaires 3.4
et 3.6) et nous le munissons d’une norme quelconque ||.||g. Soit de plus (&1,...,E)
une base de E. Le Lemme 1.4.9 avec E = Wl_l’p’(Q), G = D(2) et M = E montre
Uexistence de (®1,...,®y) dans D(Q) vérifiant :

<5Z',‘I>j >:6ij7 ,7=1,...,k.

Gréace a ces relations, ’opérateur

k
Pu=> <u,® >§&, (4.5)
=1

. o . 2
est un projecteur linéaire continu de W* sur E. Nous prouvons alors le:

Théoréme 4.4 Soit f € LP(Q), p # n, g et @ étant nulles et (u, ) une solution du
probléme (Seyt) avec Viu,Vr € LP(Q). Alors, (u,m) € Wg’p(Q) X Wol’p(Q) et vérifie :

IV?u |lro() < CUSf o) + | PullB), (4.6)

ot C > 0 est indépendante de f et u.
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Preuve:
i) Grace aux Théorémes 1.1 et 4.1 avec | = —1, il existe (w,7) € W5P(Q) x W, 7(Q)
vérifiant (Segt). L’estimation du Théoréme 4.1 entraine :

inf | 0+ 0 lyy2o0) < CIF ooy (47)

De plus, grace a la continuité de P, on obtient simplement I’équivalence de normes sur
27 .
WP (Q)/E:
1}2{3 |w+ v ||W§,p(9) ~ ||w — Pw ||Wg,p(ﬂ).

Ainsi, (4.7) implique :
IV2(w = Pw) [lrr() < 1w = Pw 2o ) < Cllf L)

et donc
I V2w || 1oy < C(I f lLe + | V2(Pw) l2o(0))- (4.8)

En particulier, (4.6) découle directement de (4.8) car || V2.|/z» est une norme sur E,
donc équivalente a ||. ||g.

i1) Soit maintenant un couple de distributions (w, ) solution du méme probléme véri-
fiant seulement V2?u € LP(Q) et Vi € LP(2). Posons

z=w-—u, O0=71—m.

Alors, (z,0) € VVi’f () x Wllt;f:’ (Q) vérifie les équations (Seq) avec des données nulles et
la méthode de représentation développée pour caractériser les noyaux permet d’établir
que (z,0) € N?,(Q). Or, le Théoréeme 4.1 montre que N, () est un sous-espace de
WoP(Q) x W, P (). Ainsi, il vient (u,7) € WaP(Q) x W, () de sorte que I'on est
rameneé au cas précédent. <

Lorsque p < n/2, 'espace E est réduit a I’élément nul, et 'estimation (4.6) généralise
(4.2) en supprimant I’hypothése uw € W?2P(2). D’autre part, le second membre de
(4.6) est fini ce qui n’est pas toujours le cas pour (4.3). Toutefois, si n/2 < p < n et
u € Wg’p(Q) alors Vu € LP"(£2) grace aux injections de Sobolev. Mais, méme dans ce
cas, on peut montrer (voir remarque ci-dessous) que, pour toute fonction u € W(Z)’p (Q)
nulle au bord et vérifiant Vu € L"(12)

IPulle < ClVu g, (4.9)

alors que 'inégalité inverse de (4.9) n’est pas satisfaite (elle entrainerait l'injectivité de
P qui est bien sur absurde).

Soulignons par ailleurs que la restriction p # n qui provient de I’hypothese (H)
peut étre éliminée par une étude plus approfondie des espaces avec poids dans les cas
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critiques. Enfin, le raisonnement qui a servi & prouver le Théoréme 4.4 fournit aussi
des estimations a priori lorsque g et ¢ ne sont pas nulles, ou encore dans le cadre plus
général des espaces L7 ().

Remarque 4.5 Le Théoréme 4.4 est valable pour tout projecteur linéaire P continu
de W(Z)’p (Q) sur E. Cependant, le choix de Popérateur (4.5) permet de démontrer sim-
plement 'estimation a priori (4.9). En effet, par construction, celui-ci est aussi un
projecteur continu de D’(2) (muni de sa topologie faible) sur E.
Supposons alors par ’absurde qu’il existe une suite u, € Wg’p (©) nulle au bord de
Q telle que:
Vn >0, |Pu,|lg=1 et ||Vu,| =3 0. (4.10)

D’une part, E étant de dimension finie, il vient & extraction d’une sous-suite preés:
Pu, =3 v, dans E, avec ||v|g = 1. (4.11)

Notons d’autre part @, la moyenne de w, sur Qg,. Alors, (4.10) et l'inégalité de
Poincaré-Wirtinger montrent que

| un =B lwir (n,) . (4.12)
En particulier, la trace de w, — %, sur 0 tend vers 0 dans Wl/’""’"(aﬁ). Mais u,
étant nulle sur 0f2, on obtient alors w, — 0. Par conséquent, u, tend vers 0 dans
WL (Qp,) d’aprés (4.12). Cette propriété est indépendante du choix de Ry de sorte
qu’elle entraine:
u, — 0, dans D'(Q).

Ainsi, Pu,, tend vers 0 dans E, d’ou la contradiction avec (4.11).

5 Deéveloppements asymptotiques

Nous démontrons ici 'analogue du Théoréme [.4.8 dans un domaine extérieur. Pour
clarifier le propos, nous établissons seulement des développements asymptotiques &
lordre 1. Désignons par (eq,...ey) la base canonique de Py et associons lui, avec
les notations des Théorémes 3.1 et 3.5, les familles:

(VZ,Hl) = (ei_v(ei)u_"?(ei))v i=1,...,n, si n>3,
(Vi,1I;) = (Ue; — v(ei), Q.ei —n(e;)), i =1,2 si n=2.

Elles forment une base commune aux noyaux N/ (Q) pour 0 < 1 —n/g—k < 1 et
plus particuliérement aux noyaux N lpl_n(Q) pour p > n. Nous introduisons aussi, pour
tout triplet (f,g,9) € W, P x L () x W/P'?(3Q) avec p > n, le vecteur F de
coordonnées :

Fi=<f,Vi>+<gl; >+ < ¢, (VV; —ILn >sq, i=1,...,n, (5.1)
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qui est 'analogue dans © de mg(f) dans R™.

Les résultats principaux de cette section sont alors les suivants :

Théoréme 5.1 Soient Q un domaine extérieur de frontiere C1' et p > n > 3. Etant
donné (f,g) € W, 'P(Q) x L2 _(Q) et ¢ € WHPP(Q), le probleme (Sezs) a une et

n—1
une seule solution vérifiant :

u(z) =U(x)F+w(x), n(z)=Q(x).F+r(x), (5.2)

et (w,7) € WhP (Q) x LP

P (). Alors, w(z) = o(r>="""/P) et il existe une constante

C > 0 ne dépendant que de v,n,p et Q telle que

lw s + 17l < CUF lyro + gl + 110 lyime)-

1

Théoréme 5.2 Soient Q un domaine extérieur de R?, de frontiére CY' et p > 2. Etant
donné (f,g9) € W P(Q) x L¥(Q) et o € WYP2(9Q), le probleme (Segr) a une et une

seule solution (w,m) vérifiant :
u(x) = AF + w(x), (5.3)

ot A est une matrice 2x2 inversible ne dépendant que de ) et (w, ) € W%’p(Q) x LF ().
Alors, w(x) = o(r~"/?) et il existe une constante C > 0 ne dépendant que de v,p et Q
telle que

lw e +l7lle < CUS e + gy + 1@ llwwe)-

Les termes dominants de ces expressions proviennent naturellement du fait que les
conditions de compatibilité du Théoréme 1.1 ne sont pas satisfaites. La, démonstration
de ces résultats repose sur une décomposition des données qui permet d’une part de
se ramener au Théoréme 1.1 et d’autre part & un probléeme & données régulieres. La
premiére étape de la démonstration est commune aux deux résultats. Nous traitons
ensuite séparément les cas n = 2 et n > 3. Les estimations sont établies dans la derniére
étape. Nous posons ¢ = 0 dans toute la démonstration. Le cas de données au bord
quelconques s’en déduit grace aux relévements a support compact de la Proposition 2.2
et a la formule de Green (3.28).

Preuve des Théorémes 5.1 et 5.2:
i) Soit p > n > 2. Appliquons le Lemme 1.4.9 avec

E=W_"P(Q) x I’ (), M =N"_(Q), G=D() x D).

n—1
On peut alors écrire (f,g) = (f1, ') + (2, ¢°) avec

(F'.9") € (W, 2P (9) x L]

n—1 n—1

(Q)LNY (), (f2 %) € D(Q) x D(Q)
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D’aprés le Théoreme 1.1, il existe donc (u!, 7') € W L7 (Q) x L? () vérifiant :

—vAu' +Vrl =1 dive! = ¢!, dans Q, u‘lag =0. (5.4)

Il existe de méme (u?,7?) € W(IJ’Q(Q) x L%() tel que:
—vAu? + V7 = f?, dive® = ¢%, dans Q, ufy, =0, (5.5)

Prolongeons u?, w2, f2 et g? par zéro dans Q' sans en modifier les notations. Les équa-
tions (5.5) prolongées s’écrivent :

—vAu? +Vr? =2+ h, dive?=g¢% dans R", (5.6)

ou h € WO_I’Q(R”) est & support compact dans 9€2. Pour établir (5.2) et (5.3), nous
détaillons ci dessous les propriétés de (u?, 72).

ii) le cas n >3 : Comme n/2 > 1, le Théoréme 1.4.4 entraine

w2 =Ux(f2+h)+F«Vg, m2=Qx(f—vVg?). (5.7)
Le Théoréme 1.4.11 montre de plus que
w? = Umo(f>+ h) + w?, 7%= Qumo(f>+h)+ 72, (5.8)

avec pour tout entier k > 0, VFw?(z) = O(r'=" %) et VF7r2(2) = O(r~"%). Ainsi,
(w?,7%) € WhP (QF0) x L2 (QF0) pour Ry assez grand. D’autre part, (5.8) entraine
que (w?,72) € W(l)’Q(QRO) x L%(Qg,) et avec (5.5), on vérifie que

—vAw? + V7% =f2, dive? = ¢* dans Q, wfaBRO = w?, w|28Q = —Umo(f?+ h).

Comme les données de ce probléme sont réguliéres, on déduit du Théoréme 3.3 que
(w?,12) € W[l]’p(QRO) x LP(Qp,). Finalement, on a donc:

(w?,7%) € WP (Q) x LP

n—1

Q).

Le couple (u! + u?, 7! + 72) résout alors le probléme (Sey) et vérifie (5.2) a I'égalité
F = mo(f? + h) prés. Or, par construction, F = F? avec

FP=<f>’V;>+<g 1> j=1,...,n

De plus, le Théoréme 4.1 appliqué a (5.5) montre que (u?,72) € W%’Q(Q) X WE’Z(Q) et
on obtient de méme que (v(e;),n(e;)) € W%2(Q) X W112(Q) Grace a ces régularités,
on peut écrire:

F]? = /fodw —/Qﬂ(ej)diVUde —L(—VAu2+Vw2).v(ej)dw,
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et intégrer par parties les deux derniers termes, ce qui donne:
F? = /ij?dw + /89(1/Vu2 —?I)n.ejds. (5.9)

Calculons maintenant mo(f*+h). Soit 9 € D(R") égale & e; dans une boule contenant
Q' U supp f2, alors

mo(f? 4+ h) =< f% + h,¢p >= —y/

u? Apde — / 72 divyde.
Q

Q

Soit, aprés intégration par parties,
2 _ 2 2 2
mo(f —i—h)—/fjd:l:—l—/ (vVu® —n°I)n.e;ds,
Q 1)

ce qui, avec (5.9), montre I’égalité requise.

i11) le cas m = 2: Repartons du probléme prolongé (5.6). Dans ce cas, on sait grace a
la Proposition 1.3.3 que f2+h € Wal’2(R2)J_’P0, c’est-a-dire mo(f? + h) = 0. Comme
W(l)’2(R2) contient les constantes, la technique de représentation désormais habituelle,

montre qu’il existe a € P tel que:

u?=a+Ux(f2+h)+FxVg, w2=Qx(f—vVgd. (5.10)

Posons w? = U * (f? + h) + F * Vg?. Grace au Théoréme 1.4.11, on a au voisinage de
Pinfini
VFw? = 0(r='7%), VFz?2=0@r"*h).

Comme au point précédent ceci nous permet d’obtenir que (w?, %) € Wi’p (Q) x LE(Q).
En sommant (u!, 7!) donnée au (i) par (5.4) et (u?, 72), on obtient une solution vérifiant
(5.3) pourvu que @ = AF, ce que nous établissons ci-dessous.

L’écriture de u? = a+ w? est unique au sens suivant. Supposons qu'il existe a € Py
et w € Wi’p(Q) tels que u? = a + @ alors comme les fonctions de Wi’p(Q) s’annulent
4 linfini (cf. Proposition 1.3.9), il vient nécessairement @ = a et w? = w. Ainsi, a
est déterminé de maniére unique et linéaire par (f2,g2) et nous le notons désormais
a(f2,g2). La décomposition introduite grace au Lemme 1.4.9 montre d’autre part que
(f2, g%) appartient & un supplémentaire topologique N de (W, 7 (Q) xL’l’(Q))J_Nfll(Q).
La dimension de N est celle de Nfll(Q), c’est-a dire 2. Par ailleurs, si a(f?,¢%) = 0,
alors on déduit de (5.10) que

(u?,7%) = (w’,7°) € W P(Q) x L} (9),
soit, d’aprés le Théoréme 1.1:

(F2,9%) € (W, "P(2) x LE(Q)) LA, ().
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Nous en déduisons donc l'injectivité de "application linéaire :

N — Py,
2 2
(£%,9°) = a(£?,9%).
Comme dim Py = 2, elle est aussi bijective. Ainsi, elle est représentée dans toutes bases
de ces espaces par une matrice inversible. Plus particuliérement, nous choisissons pour

base de N celle associée par Lemme 1.4.9 & la base (e; — v(e;), —n(e;)) de NEII(Q). En
représentant 'application entre cette base et la base canonique de Py, on obtient alors

a(f? g°) = AF? = AF,

soit le résultat.

iv) estimations : Soit (u, ) une solution du probléme (Se,¢) avec ¢ = 0 vérifiant (5.2) si
n >3 ou (5.3) sin = 2. Le couple (w,7) € W (Q) x LF

n—1

(Q) vérifie alors clairement
les égalités:
—Aw+Vr=f, divw =g dans (,
Wpn = —UF sin >3,
wign = —AF sin =2.

Or, si n > 3, on a immeédiatement
| UF llws/stsgom) < CIE L < CUIF lhyg=rp + gL,
et de méme, si n = 2,

IAF [[w1/ p a0y < CIFI < O[S llwore + 19 l22)-

Les estimations annoncées sont alors une conséquence directe de l’estimation fournie

par le Théoréme 1.1 et 'unicité en découle clairement. <
Si I'on considére des données plus réguliéres, nous obtenons les

Théoréme 5.3 Lorsque (f,g) € LE(Q) x WaP(Q) et o € WIHYP2(0Q), alors dans
le Théoreme 5.1, on a de plus (w,7) € WP () x Wn? () avec

lw llggeo + 17 lyio < CUF e+ 191l + 1 llwiesm),
Vu(z) = V(U (@)F) + O "), n(z) = Q(a).F + O(r' "),

Théoréme 5.4 Lorsque (f,g) € LE(2) x W;’p(Q) et p € WITP'2(9Q), alors dans le
Théoréeme 5.2, on a de plus (w,T) € Wg’p(Q) X W;’p(Q) avec

lwllwze + 17 lyre < CUS ey + 19 lyre + L llwieyes),

Vu(z)=0@F 1P, x(x) =0 1),
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Preuve: Comme p > n, on vérifie que n/p’ # | + 1. Alors, il suffit d’appliquer le
Théoréme 4.1 dans le point (iv) de la démonstration précédente. Le Corollaire 4.3 fournit
ensuite le controle asymptotique.

Remarque 5.5 L’analogie formelle entre les résultats obtenus dans R" et dans un
domaine extérieur est trés claire en dimension n > 3. En revanche, le lecteur aura noté

que de ce point de vue, la dimension 2 est singuliére & de nombreux égards.

Remarque 5.6 En ce qui concerne les résultats de développements asymptotiques
(Section 1.4 et II.5), 'analogie s’étend aussi a la signification physique (au sens large)
des quantités concernées. Par exemple, les coefficients mo(f) dans R” et F dans 2 repré-
sentent tous deux la force totale exercée sur le fluide. En effet, nous avons vu que (voir
preuve des Théorémes 5.1, 5.2, (i7), en particulier (5.9)) pour des données réguliéres, F

F:/Qf—i-/m(uVu—wI)nds,

soit la somme de la force totale volumique exercée sur le fluide et de la réaction de

s’écrit en fait:

lobstacle ' dans 1’écoulement du fluide. Mais par définition (voir (5.1)), lorsque F
s’annule, c’est & dire quand les actions sur le fluide sont globalement équilibrées, les
hypothéses du Théoréme 1.1 sont satisfaites et la solution a un meilleur comporte-
ment asymptotique. Ce phénoméne mathématique, qui sera également établi pour les
équations stationnaires de Navier-Stokes, mériterait d’étre confronté avec des propriétés
expérimentales des écoulements de fluides visqueux incompressibles.
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Chapitre 111

Equations stationnaires de
Navier-Stokes : Solutions faibles

Etant donnés un fluide visqueux incompressible, 4 son champ de vitesses et 7 sa pres-

sion, nous considérons des écoulements extérieurs stationnaires régis par le systéme:

—vAu+uVu+Vr=Ff dans
(NS) divu =0 dans €,
u=20 sur 02,

ou f représente le champ des forces volumiques appliquées au fluide et v > 0, sa viscosité.
L’ouvert €2 est un domaine extérieur comme introduit au Chapitre II et la condition de
nullité au bord modélise 'adhérence du fluide sur ’obstacle Q.

Nous nous intéressons a divers aspects de la résolution mathématique de ce probléme
et nous étudions plus particuliérement le cas ou le fluide est au repos a l'infini, soit

lim wu(z)=0.
|z|—+o0

1 Solutions faibles

Pour prendre en compte un critére physique essentiel des écoulements considérés, nous
introduisons les solutions d’énergie finie du probléme (N.S) (voir & ce sujet la contribu-
tion fondamentale de J. Leray [47, 48]).

Définition 1.1 Une solution faible (ou d’énergie finie) du probléme (N S) est la donnée
d’un champ de vitesses u € H (Q), nul sur 99, avec Vu € L?(Q) et tel que pour tout

loc

champ de vecteurs ¢ dans V() = {u € D(2), divu = 0}:

y/ VuVede +/ uVu.pde =< f,p>. (1.1)
Q Q
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Etant donnée u une solution faible, on obtient en appliquant le Théoréme 1.2.3 (de
Rham) a la distribution :
f—uVu+vAu,

existence d’une distribution 7 telle que le couple (u, ) soit solution du probléme (N .S)

au sens des distributions. Comme 2 est connexe, 7 est unique & une constante pres.

Nous montrons dans un premier temps ’existence de solutions faibles vérifiant de
plus u € W(l]’2(Q). Nous étudions ensuite la régularité de ces solutions et de la pression
associée en dimension 3. En dimension 2, nous établissons des propriétés remarquables
pour des solutions faibles vérifiant certaines conditions de symétrie.

1.1 Existence de solutions faibles

Nous suivons la construction effectuée par J. Leray: On considére une suite de pro-
blémes (N.S) posés sur des domaines bornés. Une solution est obtenue par passage a la
limite. Rappelons en particulier que Ry > 0 est un réel tel que Q' soit contenu dans la
boule ouverte Bg, de rayon Ry centrée & 'origine. Pour tout R > Ry, nous posons

Qr=0QNDBr et QF =0 —-Qp.

Enfin, signalons que dans le cas 2 = R3, le probléme (N.S) est naturellement considéré
sans condition de bord.

Théoréme 1.2 Soit Q un domaine extérieur lipschitzien inclus dans R*, n = 2,3 ou
Q = R3. Etant donnée f € WO_I’2(Q), il existe une solution faible u € W(IJ’Q(Q) du
probléme (N S) qui vérifie

vV 2y < 1 -2y

Il eziste de plus une fonction © € L*(Qr), pour tout R > Ry, unique a une constante
pres, telle que (u, ) soit une solution au sens des distributions du probléme (NS).

Preuve:
i) Approzimation : Il est clair que la restriction de f a Qp appartient & H 1(Qg) et on

montre aisément que
15 10 < 15 w220 (12)
D’aprés Temam [66] (Ch. II, Th. 1.2, p. 164), le probléme:

—vAur + up.Vur+ Vg =f

) dans Qg, upr = 0 sur 0Q)R, (1.3)
divurp =0

admet une solution (upg,Tg) avec up € H{(Q2R) et mg € L}, () vérifiant :
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v[[Vur 2 < 1 F la-1@p)- (1.4)
Pour tout R > Ry, la fonction wp prolongée par 0 dans QF, toujours notée up, appar-
tient & W(l)’2(Q) (resp. W(l)’2(R3)) et vérifie d’apres (1.4) et (1.2):

vl Vur lz@y < 11F =12y (15)

Ceci montre avec le Théoréme I1.2.1 (resp. Théoréme 1.1.1 si @ = R?), que up est

bornée dans W(l)’2(Q) (resp. W(l)’Q(R3)). Ces espaces étant réflexifs, il vient facilement,

a extraction de sous-suites prés:

up — u dans VOV(I)’2(Q) et Vup — Vu dans L?(Q), (1.6)
v[|Vu |2 < liminfv||Vugllp < || f ||W0_1,2(Q). (1.7)

ii) Passage a la limite : 1l reste a vérifier que w satisfait (1.1). Soient ¢ € V() et
Ry > Ry tel que supp @ C Qp,. Alors, pour tout R > Ry, on déduit de (1.3) que

1// Vugr.Vede —I—/ urp.Vurp.pde =< f,p >. (1.8)
Q Q

D’aprés (1.6), il est clair que
/ Vur.Vedz ey / Vu.Veode.
Q Q

Rappelant que pour tout ouvert borné O, I'injection de H' () dans L2(Q) est compacte,

on déduit de (1.6), qu’a extraction de sous-suite prés, ug converge vers u dans L7 ().

Il est alors clair que

/uR.VuR.cpdm R—>—+>oo/u.Vu.<pd:c,
Q Q

de sorte que u vérifie (1.1).

i11) La pression : L'existence d’une distribution 7 telle que (u, ) soit solution de (NS)

découle du Théoreme 1.2.3, comme nous l'avons déja signalé. De plus, on a
VR> Ry, f—uVu+vAucH (Qp).

En effet, f et Awu vérifient trivialement cette régularité. En outre, les injections de
Sobolev montrent que u € LP(2r) pour tout p sin =2 et p < 6 si n = 3. Comme
dive =0, on a v.Vu = div(u ® u) et il vient ainsi u.Vu € W57 (Qg) pour tout r
sin=2etr <3sin =3 et donc en particulier pour r = 2. La régularité de 7 résulte
alors de [65] (lemme 9, p. 30). <&
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Remarque 1.3 Dans l'espace entier R?, estimation a priori (1.5) permet seulement
d’établir qu’il existe des vecteurs constants cg tels que:

up -+ crp — u dans W(l)’2(R2) et up +cr — u dans L%OC(RZ).

En effet, d’aprés le Théoréme 1.1.1, la semi-norme || V. || 12(r2) définit une norme équiva-
lente sur ’espace quotient W01’2(R2)/730. Pour passer a la limite, il suffirait par exemple
de montrer que cpr converge, ce qui n’est, & notre connaissance, pas établi.

Remarque 1.4 Rappelons que dans un ouvert borné O de dimension 2 < n < 4, la

forme trilinéaire :

b(u,v,w) = / u;Ojvjw;de,
@
est continue sur H!(O) x H(0) x HY(0O). De plus, si divu =0 et u € H}(O), alors
b(u,v,w) = —b(u, w,v). (1.9)

Ces propriétés (voir Temam [66], Ch. II), sont des arguments importants dans la dé-
monstration de 'unicité des solutions pour des données petites. Elles permettent aussi
d’établir I'égalité d’énergie :

y/ Va2 =< f,u S5 1, (1.10)
(@

qui traduit ’équilibre entre I’énergie cinétique dissipée et le travail de f dans I’écou-
lement. Dans le cas d’un domaine extérieur de R*, n = 2 ou 3, la forme b n’est pas

définie sur \;Vé’Z(Q), et on ne sait pas a ce jour établir 'unicité des solutions faibles
pour des données petites (nous rappellerons, le moment venu, quelques résultats partiels
disponibles dans la littérature). De méme, on ne sait pas si toutes les solutions faibles
vérifient une propriété similaire & (1.10). L’unicité et 1’égalité d’énergie sont toutefois

valables dans le cadre, certes moins pertinent, de la dimension 4 (voir annexe).

2 Reégularité des solutions faibles en dimension 3.

On se place maintenant en dimension 3 et on s’intéresse aux propriétés de régularité
globale des solutions faibles données par le Théoréme 1.2 et de la pression associée.

Nous établissons dans un premier temps, sans hypothése supplémentaire, des pro-
priétés d’intégrabilité a l'infini de la pression .

Proposition 2.1 Soient Q un domaine extérieur lipschitzien de R® ou Q) = R3. Etant
donnée f € Wal’Z(Q), la pression m donnée par le Théoréme 1.1 peut se mettre sous la
forme

r=1'4+7% avec T'€ W01’3/2(Q), % € L*(Q).
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Avant de démontrer ce résultat, introduisons une partition de I'unité que nous uti-

liserons fréquemment par la suite. Soit v > 0, on pose

1+ =1 avec ¢ € CP(R’), (2.1)
P1(x) =0si|x| < Ry, i(x)=1si|x|>Ry+ 7. (2.2)

Alors, étant donnée (u,w) € W(l)’2(Q) x L?(Qr) pour tout R > Ry, une solution du
probléme (NS), nous introduisons d’une part le couple (ul, 7!) € W(l)’2(R3) x L? (R3)

loc
donné par:

(u',7') = (utpy, mip1) dans Q, (u',7')=(0,0) dans Q.

D’autre part, nous notons (u?,72) = (ut)o, T1h2) dans 2. En particulier, on a clairement

(u2v7r2) € H(l)(QRo-l-’Y) X L2(QR0+’Y)'

En outre, dans R? si 4 = 1 et dans QRy4+~ sit =2, on a les égalités

—vAu' +Vr' = f',  diva' = ¢, (2.3)
avec f' = fi; — 20VuVe; — vuly; + 7V — (w.Vu)y;,  ¢' = —u.V. (2.4)

Dans cette derniére inégalité, avec ¢ = 1, on a par exemple noté fip la distribution sur
R3 donnée par:

Vo e DR), < fihr, >pe=<F,p¢1 >q,
et tous les autres termes intervenant dans f1 ou ¢! font appel & une notation similaire
(ce qui est licite car 1; est C™ a support dans €2).
Nous donnons maintenant la

Preuve de la Proposition 2.1:
i) Considérons tout d’abord le terme non-linéaire w.Vwu. D’apres les injections de So-
bolev, on a linclusion W2(€2) € L%(Q2). L’inégalité de Holder entraine donc

u.Vu € L¥2(Q). (2.5)

En particulier, on en déduit que (u.Vu)yp, € L¥2(R3). Or, W"*(R?) c L3(R?) avec

injection continue, d’oi, par dualité: L3/2(R3) C W:ll’3/2(R3). Ainsi, le Théoréme 1.1.2

(avec p = 3/2,1 = —1) montre qu’il existe (v!,n') € Wl_’?/Q(R?’) X L3_/12(R3) vérifiant

—vAvt + V! = —(u.Vu)y,, dive! =0, dans R,

Grace a (2.5), le Théoréme 1.5.1 entraine de plus (v!,n') € W§’3/2 (R3) x W01’3/2(R3).
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i1) D’autre part, comme f € WO_I’Q(Q), il est clair que fi; € W0_1’2(]R3) car 1! est
bornée ainsi que toutes ses dérivées. On a aussi VuV)y, uAy, nVip, € W51’2(R3) et
.V € L%(R3) car les dérivées de 1y (comme celles de 1)») sont & support compact
dans €2. On peut alors introduire, grace au Théoréeme 1.1.2 (p = 2, = 0), un couple
(v%, %) € W2 (R?) x L2(R?) satisfaisant

—vAV? 4+ Vn? = i — 20V UV — vuli + 7V, divu® = —u.Vipy, dans R,

Posons finalement w = u' — v! — v? et 7 = 7! —n' — 2. 1l vient par différence

—VvAw+ V7 =0, divw =0, dans R3,

Ainsi, w est une distribution tempérée et (voir la preuve de la Proposition 1.3.2) bihar-
monique. C’est donc un polyndéme qui appartient de plus & W(IJ’Q(R?’) + Wl_’?/Q(R?’). Le
méme raisonnement que celui utilisé dans la preuve de la Proposition [.5.3 montre que
w est alors un polynéme constant. Il en résulte que V7 = 0 et donc l’existence d’une
constante c telle que 7! = n' 4+ n? + ¢. Par conséquent,

T =mip + mho = nt + (0 + mihy) + ¢,

soit la propriété annoncée en posant 7! = n' et 72 = 1% + 7wy puisque mhy € L2(2).

1

Remarque 2.2 On peut associer la pression 7+ aux effets visqueux, ¢.e. au terme vAwu

tandis que 72 est associée au terme de convection u.Vu. En effet, en écrivant :

(—vAu +V7rh) + (u.Vu + V7?) = f,

chaque gradient de pression a la méme régularité que le terme correspondant de viscosité

ou de convection.

2.1 Reésultats de régularité LP

Dans les considérations qui suivent, nous désignerons toujours par 7 le représentant
obtenu dans la Proposition 2.1. Nous améliorons alors, sous certaines conditions de
régularité du champ de force f, la régularité de (w, ). Effectuons tout d’abord une
bréve digression pour étudier la régularité du terme v.Vw relativement a celle de v.

Lemme 2.3 Soit Q un domaine extérieur lipschitzien ou Q = R3.

i) Sive W(l)’2(Q), alors v.Vv € L3/2(Q) n W0_1’3(Q).

it) Siv € W(IJ’Q(Q) N W(l)’3(Q), alors v.Vv € L*1(2) N WO_I’”(Q), avec 3/2 < s1 < 3
et so > 3.
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Preuve: Rappelons que pour p < 3, on déduit des injections de Sobolev 'injection
continue Wol’p(Q) C LP*(R2) puis, par dualité, I'injection continue

Vp <3, LP(Q) Cc Wy (Q). (2.6)

i) Soit v € W(l)’2(Q). On a déja établi (voir (2.5)) que w.Vu € L32(Q). L’injection
L3/2(Q) C W0_1’3(Q) compléte alors la propriété (i).

i1) Si v € W(IJ’Q(Q) N W(l)’3(Q), alors Vo € L"(Q),2 <r < 3 et u € L5(Q). Alors, les
inégalités de Gagliardo-Nirenberg (voir par exemple, Nirenberg [55], p. 125, avec r = 3,
qg=06,7 =0, et m=1) montrent que v € LP(Q2), pour tout 6 < p < +o00. L’inégalité
de Holder entraine alors la régularité L*1(€2), 3/2 < s; < 3 et I'inclusion (2.6) compléte
la preuve.

Nous établissons alors le

Théoréme 2.4 Soit @ C R un domaine estérieur de fronticre Cb! ou Q = R3. Soient
fe WO_I’Q(Q) N Wo_l’p(Q) avec p > 3 et (u,m) € W[IJ’Q(Q) x (L?(Q) + W01’3/2(Q)) une
solution du probleme (NS). Alors, u € Wé’2(Q) N W(l]’p(Q), et m € L3(Q) N LP(Q).

Preuve: Nous utilisons & nouveau les relations (2.3), (2.4), vérifiées par les couples
(ul,7') et (u?,72) introduits grace a la partition de I'unité (2.1), (2.2).
i) le cas p=3: D’apres le Lemme 2.3, on a u.Vu € W0_1’3(Q), ce qui entraine que

(u.Vu)y, € W61’3(R3). De plus, comme u € H} .(Q) et 7 € L*(Qpgy+-), on obtient

loc

grace aux injections de Sobolev que
— 2V uVi —vulp + 7V € Wi P (RP),  — w.Vyy € L3 (R%).

Ainsi, le couple (f!,¢') donné par (2.4) appartient a W51’3(R3) x L3(R3). 1I existe
alors, d’aprés le Théoréme 1.1.2 (p = 3, [ = 0), un couple (v,n) € W(l)’3(R3) x L3(R3)
tel que:

—vAv+Vnp=fl dive=g¢' dansR3.

Compte tenu de (2.3), il vient par différence:

—vA(u' —v)+V(r' —n) =0, div(u' —v)=0 dans R3. (2.7)

1 _ v est un polynéome biharmonique appartenant a W(IJ’Q(R?’) + W(l)’3(R3), soit

Ainsi, u
(voir preuve de la Proposition 1.5.3) un polynéme constant c. Or, ¢ € W(l)’3(R3), de

sorte que

ut € Wy(R?) N W(° (R?). (2.8)
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I — v = c, les égalités (2.7) entrainent aussi que V(7! —n) = 0,

D’autre part, comme u
d’ou I'existence d'une constante d telle que 7 = n +d, n € L*(R?). De plus, rappelant
que W(l)’3/ 2(R:") C L*(R?), on déduit de cette égalité et de la régularité de m que

d € L*(R?) + L3(R3). Ainsi, d = 0 et on a finalement :
mt =ne L*(R?). (2.9)

Rappelons par ailleurs que (u?, %) € H§(Qro++) X L2(Qpry+4) et vérifie (2.3) avec
1 = 2. De plus, on établit que

(f2ag2) € W7173(9R0+’Y) X L3(9R0+’Y)a

avec des arguments similaires & ceux utilisés ci-dessus pour montrer que (f l,gl) ap-
partient a W51’3(R3) x L3(R?). Grace au Théoréme I1.3.3, nous déduisons de cette
régularité que (u?, %) € W13(Qpy4y) x L3(Qgy4+) et donc que

(u?,7%) € W (Q) x L3(). (2.10)

Comme u = u' + u? et 7 = 7! + 72, la conclusion découle de (2.8), (2.9) et (2.10).

ii) le cas p > 3 : Soit f € W0_1’2(Q) I’WWO_I’I’(Q). Un argument d’interpolation que nous

ne détaillons pas ici montre que f € W, 1’?’(Q). Gréace au point précedent, on sait ainsi
que u € W(l)’Q(Q) N W(l)’3(Q) et 7 € L*(Q). Le Lemme 2.3 (4i) implique en particulier
que u.Vu € Wo_l’p(Q). De plus, par injection de Sobolev, on a

u € LP(Qr), VR > Ry.
On en déduit comme au point précédent que
(f'9") € W (B x LP(RY) et (£%,9%) € WP (QRiq) X L (o).

11 suffit alors de reprendre le raisonnement du point (z) en remplagant ’exposant 3 par
p pour obtenir le résultat.

Corollaire 2.5 Si, dans le Théoreme 2.4, on a p > 3, alors

weL®(Q) et lim wu(xz)=0. (2.11)

|| —o00

Preuve: Comme u € W(l)’2(Q) N W(l)’p(Q), on a en particulier
ueL%Q) et VuelLP(Q), p>n=3,

ce qui entraine de maniére classique le résultat.
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Remarque 2.6 Dans la démonstration du Théoréme 2.4, la régularité de la solution
prés du bord et celle au voisinage de l'infini sont obtenues séparément grace & la partition
de l'unité (2.1),(2.2). En particulier, les propriétés d’intégrabilité au voisinage de l'infini
restent valables sous des hypothéses plus faibles. En 'ocurrence, considérons, dans un
domaine extérieur lipschitzien, une solution (w,w) € W[l]’2(Q) x (L?(Q) + Wé’3/2(Q)).
On peut montrer que si f € WO_I’3(QR0) N Wo_l’p(QRO) avec p > 3, alors

= Wé,2(QRo+7) N Wé:p(QRoJr"/), = L3(QR0+7) N LP(QRO+"/)7

pour tout y > 0. En effet, malgré une hypothése plus faible, la régularité (f1,g') n’est
pas modifiée. On établit donc sans modifications les propriétés de (u!, ') qui donnent la
conclusion. De méme, si p > 3 alors on obtient que u € L (Qg,4) et que u(x) s’annule
a l'infini. On pourra établir des variantes similaires pour les résultats de régularité qui
suivent. Signalons enfin qu’un résultat analogue au Théoréme 2.4 avec p = 3 est établi
dans Galdi [25] (lemme IX.1.1, p. 64).

Nous donnons maintenant des conditions pour que V?u et V7 appartiennent a
un espace LP(€). Commencgons par un lemme préliminaire qui nous permettra ensuite

d’appliquer les résultats de régularité du Chapitre I1:

Lemme 2.7 Soit  un ouvert extérieur de R*, n > 2 ou 2 = R". Soient o, 3 € R et
1 <p<q<+oo tels que n/q+ B > n/p+ a. Alors, les inclusions suivantes ont lieu :

LE(Q) C LE(), W3 (R) C WaP(9),

avec injections continues.

Preuve:
i) Soit v € LE(R2). Comme n/q+ 3 >n/p+a, on a

1 1
a—ﬁ<n(5—5). (2.12)

Soit 1 < r < 400 tel que 1/r = 1/p — 1/q (un tel r existe car 1 < p < q). L’inégalité
(2.12) entraine trivialement que

p* P e L7 (Q).
De plus par hypothése, p®v € L4(2) et I'inégalité de Holder montre que
1% lzo() < 10* M- @)l £7v 1 Lae).

ce qui établit la premiére inclusion et la continuité de I’injection canonique.
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i1) La seconde inclusion est une conséquence directe de la premiére si n/q+ 3 # 1 (il
n’y a pas de poids logarithmique dans Wﬂlq(Q)) Lorsque n/q + = 1, on note de plus
que (2.12) entraine aussi que

p* Plnpe L"(Q).

L’inégalitée de Holder permet de conclure car p® 'v = (p* % 1Inp).(p*~'v/Inp). &
Nous établissons alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.8 Soit Q C R un domaine extérieur de frontiere Cb' ou Q = R®. Soient
f e WO_I’Q(Q) et (u,m) € W(IJ’Q(Q) x (L2(Q) + W01’3/2(Q)) une solution du probléeme
(NS). Si f satisfait de plus l'une des deuz conditions :

() feLP(Q), avee 3/2<p<3,
(b) fELp(Q)ﬂW(;l’q(Q) avec q>p >3,

alors, V?u € LP(Q) et Vr € LP(1).

Preuve:
i) Supposons la condition (a) satisfaite. Alors, d’aprés (2.6), on a aussi f € Wo_l’p*(Q)
ot p* > 3. Ainsi, le Théoréme 2.4 montre que

ue W2 NWIP (Q), meL(Q)nL” (Q). (2.13)

D’une part, en interpolant les régularités données par (2.13), il est clair que u € W(l)’r(Q)
pour tout r tel que 2 < r < p*. En choisissant en particulier r = 3, on déduit du Lemme
2.3 et de ’hypothése (a) que

f —u.Vu e LP(Q). (2.14)

Supposons de plus que p > 3/2 et introduisons r tel que 3 < r < p*. Nous avons vu
que u € W(l)’r et (2.13) entraine de méme que © € L"(2). Mais, comme r < p*, il est
clair que 3/r > 3/p* = 3/p — 1. Ainsi, on a aussi 7 > 3 > p et d’aprés le Lemme 2.7,

uwe WH(Q), mell (Q) (2.15)

Alors, comme par hypothése
—vAu+Vr=f—-uVu, divu=0 dans, wupg=0,

on peut appliquer le Théoréme I1.4.1 (resp. Théoréme [.5.1 si @ = R3?) avec [ = —1
grace a (2.14) et (2.15). Il en résulte que (u, ) € Wg’p(Q) X Wol’p(Q) et en particulier
que VZu,Vr € LP(9).

Supposons finalement que p = 3/2. Comme u € W(IJ’Q(Q) et grace au Lemme 2.7,

onau € lem((l) D’autre part, 7 = 7! + 7% avec 7! € W01’3/2(Q) et 72 € L*(Q).
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L’inclusion WO1 3/ Q) C L?i/f (€2) est triviale et le Lemme 2.7 montre de plus que

L?(Q) C L3_/12(Q) On a donc

we W2Q), el ),

d’ou la conclusion d’aprés (2.14) et le Théoréme I1.4.1 (resp. 1.5.1).

i1) Lorsque la condition (b) est satisfaite, alors f € Wal’q(Q), g > 3 et le Théoréme 2.4

montre que

ue WP NWi(Q), =e L¥(Q)NLYQ). (2.16)

On en déduit comme au point () la relation (2.14). De plus, si p = ¢, 'injection
Wy (Q) x LI(Q) € W (Q) x LP | (Q),

est triviale. Si p > g, celle-ci résulte du Lemme 2.7 car p > 3 implique 3/p—1 < 0 < 3/q.
Le Théoréme I1.4.1 (resp. 1.5.1) donne encore une fois la conclusion.

Les régularités obtenues au Théoreme 2.8 permettent finalement d’établir le

Corollaire 2.9 Si, dans le Théoréme 2.8, l’hypothése (a) est satisfaite avec p > 3/2
alors w vérifie (2.11). De méme, si ’hypothése (b) est satisfaite alors u vérifie (2.11) et
on a de plus Vu,m € L*(Q) et

lim Vu(z)=0, lim =n(x)=0.

|z|—+o0 |z|—+o0

Preuve:
i) Si f € LP(Q), 3/2 < p < 3, alors (2.6) montre que f € Wal’p*(Q) avec p* > 3. Les
hypothéses du Théoréme 2.4 et du Corollaire 2.5 sont donc satisfaites.

i1) Supposons ’hypothése (b) satisfaite. Comme f € Wo_l’q(Q), q > 3, on peut appliquer
le Théoréme 2.4 et le Corollaire 2.5, d’ott (2.11). De plus, par hypothése Vu € L?(Q)
et d’aprés le Théoréme 2.8, V2u € LP(Q2), p > 3; d’oit le résultat pour Vu. De méme,
on am € L3() (voir (2.16)) et Vr € LP(S2) ce qui permet de conclure. <

Remarque 2.10 On peut encore avec des hypotheses adéquates de régularité sur f
établir des propriétés d’intégrabilité LP des dérivées d’ordre supérieur. C’est par exemple
le cas si la frontiére de 2 est C%1 et si f € W, 12(Q) vérifie de plus une des conditions

(a') feWP(Q), avec 6/5<p<3/2
(b) feWHP(Q), avec 3/2<p<3,
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qui sont respectivement des versions plus fortes de (a) et (b). Sous ces hypothéses, on
établit alors que toute solution (u, ) € W2 () x (L() + W(l]’3/2((2)) vérifie

Viu,Vin € LP(Q),

en plus des régularités données par le Théoréme 2.8 et le Corollaire 2.9. En outre,
I'hypothése (b') entraine que VZu et V7 s’annulent a I'infini. Nous ne détaillons pas la

preuve de ces propriétés ici mais elle repose sur des arguments similaires aux précédents.

2.2 Un résultat de régularité pour la pression dans R?

Nous démontrons ici une légére ameélioration de la régularité de la pression lorsque le
probléme (NS) est posé¢ dans R?. Ce résultat utilise les propriétés de régularité H!
(voir section 1.5.3 pour une définition) établies par R. Coifman, P.L.Lions, Y.Meyer et
S. Semmes pour diverses quantités non-linéaires. Rappelons plus particuliérement le

Lemme 2.11 (C.L.M.S. [17], Th. II.1, (3)) Soit v € L%(R3) avec Vv € L*(R?) et
dive = 0. Soit de plus w € L5(R3) avec Vw € L?(R?), alors

dv 13 .
— R =1,2,3.
VwaxiEH( ), i ,2,3

Nous allons démontrer le théoréme ci-dessous.

Théoréme 2.12 Soit f € W0_1’2(]R3) et (u,m) € W[IJ’Q(]R3) x L7 (R3) une solution du
probleme (NS). Si on suppose de plus divf € H'(R?), alors

re Wit A(R3) et D2r e H(RP).

Preuve:
i) Soit (w,m) € W(l)’Q(R3) x L? (R3) une solution du probléme (NS). On peut choisir,

loc
pour la pression modulo une constante additive, le représentant © € WO1 3/ *(R3)+ L2(R?)

obtenu dans la Proposition 2.1. En calculant la divergence de la premiére équation du
probléme (N.S), il vient comme dive =0 :

Arn = divf — div(u.Vu) dans R’.

Alors, comme divu = 0, on vérifie que

3
. ou
div (u.Vu) = ;1 Vul.a—xi.
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Mais, W(l)’2(R3) C L%(R3), et divu = 0 de sorte que I’on peut appliquer le Lemme 2.11
a chaque produit scalaire apparaissant sous le signe somme. On obtient donc, compte
tenu de I’hypothese sur f

div f — div(u.Vu) € H'(R?). (2.17)
-1,3/2

i) Rappelons (voir Lemme 1.5.7) que H!(R?) est inclus dans W, (R3) LPy. En

particulier, I'existence d’une fonction n € WO1 3/ 2(]1%3) telle que

An = divf — div(v.Vu) dans R3.

découle de (2.17) et de l'isomorphisme (1.2.5) avec n =3, p = 3/2 et [ = 0. De plus, le
Lemme 1.5.8 montre que
Vin e HY(R?). (2.18)

Il est alors clair que 7 —n € L?(R3) + VVO1 3/ 2(R?’) et que c’est une fonction harmonique.
C’est donc un polynome appartenant a L?(R3?) 4+ L3(IR3) soit le polynome nul. Ainsi,
m =1 ce qui établit le résultat.

Remarque 2.13 Nous ne savons pas adapter un tel résultat pour le probléme extérieur.
Tout au moins, si div f est la restriction d’un fonction de %' sur un voisinage de 'infini,
il semble difficile d’obtenir que V?7 ait la méme régularité. Finalement, signalons que
ce résultat se combine de maniére naturelle avec le Théoréme 2.4, dans le cas oi1 Q = R3
et ou I'hypothése (a) est satisfaite avec p = 3/2. En effet, si f € L*2(R?), on a alors
divf € W0_1’3/2(R3)J_730, espace qui contient H!(R?).

3 Quelques solutions explicites en dimension 2

Nous avons établi, pour un domaine extérieur de R?, I’existence de solutions faibles
u € W[l]’2(Q) du probléme (NS) et d’une pression associée 7 € L%(Qg), pour tout
R > Ry (Théoréme 1.2). Nous cherchons & nouveau des conditions assurant qu’une de
ces solutions vérifie :
lim u(z)=0. (3.1)
|| —o00
En dimension 3, nous avons vu que c’est le cas pour toute solution faible u € W[l]’2(Q)
pour peu que le champ de force f soit suffisamment régulier (Corollaire 2.5). Illustrons
par quelques faits et exemples les difficultés supplémentaires que pose la dimension 2.

La différence tient essentiellement aux propriétés asymptotiques des fonctions de
W(l)’2(Q). En dimension 3, on sait grace a la Proposition 1.3.8 que

weWP(Q), QCR = uln.)||p2m = or/?),
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ce qui exprime, dans un sens faible, que u s’annule & l'infini. En revanche, en dimension
2, on sait que W(l)’2(Q) contient par exemple les fonctions (Inp)?, B < 1/2 qui tendent
vers 400 a l'infini. Plus généralement, on ne peut espérer controler le comportement
asymptotique d’une solution u € W(l)’2(Q) quelconque en supposant f réguliére. Pour
s’en convaincre, il suffit de considérer un champ de vecteurs donné en coordonnées
polaires u = u(r)eg ou u(r) € C*°([0, +oco[) est une fonction nulle au voisinage de 0, et
égale & une constante non-nulle au voisinage de 4+o00. Alors, il est clair que divu =0
et en posant m = 0, on vérifie sans difficultés que

—vAu + u.Vu + Vr € D(Q),

mais que (3.1) n’est pas satisfaite. Pour une étude plus approfondie des propriétés
générales des solutions d’énergie finie en dimension 2, nous renvoyons le lecteur aux
travaux de D. Gilbarg, H.F Weinberger [30] et aux développements apportés par C.J.
Amick [2, 3], puis C.G. Galdi [25] (Chap. X).

Nous étudions pour notre part un cas particulier ot des hypothéses de symeétrie
permettent de simplifier considérablement le probléme (N.S). Nous obtenons alors une
solution (w, ) par une construction explicite qui permet de plus une étude précise de
u et 7 (régularité dans les espaces avec poids, comportement asymptotique, propriétés
d’unicité).

3.1 Construction de solutions explicites

Rappelons tout d’abord quelques notations. Nous désignons par (e,, ep) la base
locale orthonormée associée aux coordonnées polaires (r,0) dans R?. En dimension 2,
nous rappelons que le rotationnel rot u peut étre identifié au champ scalaire douq — 91 us

—Ohp
Vip = .

Nous considérons un domaine extérieur 2 de R? de régularité quelconque, dont le

et que son opérateur adjoint est:

complémentaire est contenu dans la boule Bg, avec Ry > 0. Introduisons de plus une

1
loc

fonction g € L;, ([0, +o0]) nulle sur l'intervalle [0, Ry] et posons:

Vi>0, G(t)= /Ot sg(s)ds. (3.2)

Définissons finalement les fonctions sur R? (voir aussi J.Y. Chemin [16], Prop. 1.3.2, qui
introduit ces fonctions dans le cadre de ’étude des équations stationnaires d’Euler) :

u(r,f) = ijn)eg, w(r,0) = /OT

2(s
ng )ds et w(r,0) =g(r) (3.3)
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Nous avons le résultat d’existence suivant :

Proposition 3.1 Soient Q un domaine extérieur de R?. Les fonctions w, 7 et w données

par (3.2) et (3.3) satisfont les relations au sens des distributions :

—vAu+uVu+Vr=vViw, divu =0, ujpn = 0. (3.4)

Preuve:

i) Vérifions que tous les termes intervenant dans (3.4) sont des distributions. Comme g

est localement intégrable, il est clair que la fonction G donnée par (3.2) est continue sur

[0, +o0[. Elle est de plus nulle sur [0, Ry] de sorte que U'intégrale donnant 7 est toujours

finie. Comme c’est 'intégrale d’une fonction continue, 7 est C'. Notons finalement que
G(r)

Va(r,0) = (90) — — 5 er @ e, (35)

de sorte que Vu est localement intégrable. En particulier, w.Vu est le produit d’une

fonction continue et d’une fonction localement intégrable, donc clairement une distri-

bution.

i1) Tout d’abord, u est uniformément nulle sur Bg,; elle est donc nulle au sens classique
sur 0€) C Bp,. D’autre part, un simple calcul en coordonnées polaires montre que

1
@)2 + 67«71')67« =0,

divu =0, rotu= 18,«(7"@
r r

) = g(r) = w.

On en déduit immédiatement le résultat car pour tout v € D'(R?):

Av = —-Vtrotv + Vdivw. &

Remarque 3.2 Il est intéressant de noter que, dans cette construction explicite, u
dépend linéairement de w. La non-linéarité du probléme (NS) n’affecte donc que la
pression dont ’expression est clairement non-linéaire. De plus, la démonstration précé-

dente établit que u et w sont liés par les équations linéaires :

—Au=Vtw dans R (3.6)

propriété qui nous sera utile par la suite. On notera aussi que le résultat est indépendant
de la taille ou du comportement asymptotique de w.
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3.2 Intégrabilité et décroissance des solutions explicites.

Nous étudions maintenant de maniére plus fine les propriétés de la solution expli-
cite. Nous considérons pour cela une donnée w moins générale que dans la proposition
précédente. En contrepartie, on sait estimer précisément les propriétés d’intégrabilité et
de décroissance a l'infini de la solution.

1
loc

plus que la fonction w(r,#) = g(r) vérifie

Soit comme précédemment g € L; ([0, 4+o00[) nulle sur [0, Ry]. Nous supposons de

we L:(RY), a>0 (3.7)

Remarquons, avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, que comme Ry est
fixé a priori, on obtient trés simplement I’équivalence des normes

“+00
lwllzz ~ (/R s g(s)"ds) '/, (3.8)
0

de sorte que (3.7) traduit la propriété suivante:

+oo
/ 520 g(s)]2ds < +oo. (3.9)
Ry

Nous allons démontrer le

Théoréme 3.3 Soient w € L2, o > 0 et (u,n) la solution du probléme (3.4) donnée
par la Proposition 3.1. Alors, u est une solution d’énergie finie telle que u € W(l)’2(Q).
Elle vérifie ’égalité d’énergie :

\Vu|?de =< Viw,u > (3.10)
Q w

0 )W) |
Sia € [0,1] ou bien si a €]1,2] et f0+oo sg(s)ds = 0, alors on a, de plus, u € W&*(Q)
avec

lullyr: <Cllwllz et u() =0(*),

ot la constante C > 0 ne dépend que de Ry et a.

Nous commencons par obtenir des informations & partir de ’expression explicite
(3.3) de u. Ceci nécessite en particulier d’étudier les propriétés de la fonction G donnée
par (3.2). C’est 'objet du lemme suivant :

Lemme 3.4 Soit g une fonction localement intégrable sur ]0,+oo[ et nulle sur l’in-
tervalle 10, Rp[. St a € [0,2] et g vérifie (3.9), alors la fonction G donnée par (3.2)
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satisfait :
|G(r)| < Cllwllrz rl-e st a € 10,1], (3.11)
G(r)| < Cllw L2 (Inr)?  sia=1, (3.12)
|G(r) = Geo| < Cllw|12 T s €1, 2], (3.13)

ot G désigne lintégrale

+o0
Goo = /0 sg(s)ds. (3.14)

Preuve:
i) Sir > Ry et a € [0,1], on a grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

T

G <([ 2o ) ds) 2 JA (3.15)

RO RO

La premiére intégrale est controlée par ||w (|72 d’aprés (3.8). La seconde est dominée
par r272% si @ < 1 et par In7 si @ = 1. D’oul les inégalités (3.11) et (3.12).

i1) Soit @ > 1, I'inegalité de Cauchy-Schwarz montre que:

+o0 +oo +o0
/ lsg(s)|ds < (/ 52a+1|g(s)|2ds)1/2(/ 51_20‘(13)1/2 < +0o0, (3.16)
0 Ry Ro

soit sg(s) € L'(]0, +o0[). Ainsi, la quantité G donnée par (3.14) a un sens. De plus,

+oo +o00
82a+1|g(8)|2d3)1/2(/ 8172ad3)1/2,

r

6 =Gl =1 [ sotoris | < ([

grace a I'inegalité de Cauchy-Schwarz. L'inégalité (3.13) en résulte aprés des majorations
évidentes.

La proposition suivante est une conséquence immédiate du Lemme 3.4 et établit en
particulier les propriétés asymptotiques énoncées dans le Théoréeme 3.3.

2

o, >0 et (u,n) la solution du probléme (3.4) donnée

Proposition 3.5 Soient w € L
par la Proposition 3.1. Alors,

lu(r,0)] < Cllwlgz r™ st a€[0,1], (3.17)

(Inr)/?

u(r,0)] < Cllw |l sia=1, (3.18)

u(r,0) — S gl < Cllwllye 7 si ac]l,2]. (3.19)
T o
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Grace A ce résultat nous sommes en mesure de donner la

Preuve du Théoréme 3.3 : Nous traitons tout d’abord le cas @ = 0 et en déduisons
légalité d’énergie (3.10). Nous établissons ensuite les propriétés d’intégrabilité supplé-
mentaires lorque a > 0.

i) Soit & = 0. Notons tout d’abord que (3.17) entraine l'inégalité:

u
plnp

L2 < Cllw L2 q)- (3.20)

De plus, on a par hypothése w € L?(R?) et par suite Viw € W61’2(R2). En outre,
comme Py C W(l)’2(R2), on vérifie grace a la densité de D(R?) dans W(l)’2(R2) que

Viw e W, 2 (R?) LPy.
Rappelons alors que w satisfait la relation (3.6). Par ailleurs, I'isomorphisme (1.2.5) avec
p=mn=2et ! =0 montre qu’il existe v € W(l)’2(R2) tel que

— Av = V'tw dans R?. (3.21)

Ainsi, u — v est une distribution tempérée harmonique, soit un polynéme dont on sait
de plus majorer le degré car, grace a (3.20),

u—v
plnp

L*(Q).

Il vient alors u — v € Py C W?(IR?) et par conséquent
1,2 2
u e W, (R). (3.22)
Finalement, on déduit de (3.6) et de la densité de D(R?) dans W(l)’2(R2) que
< va’ u >W61,2XW6,2: — < Au,u >W61’2><Wé’2: <Vu,Vu >r2412,
soit I’égalité d’énergie (3.10). Celle-ci entraine, grace au Théoréme I1.2.1, I'estimation :
[ Vulrz) < Cllwllzz@q)- (3.23)

qui, avec (3.20), établit 'estimation annoncée dans le théoréme.

i1) Pour a €]0,1[, I’égalité d’énergie découle du point (7) et de l'inclusion continue
L2(R?) C L%(R?). D’autre part, Viw € W5 %(R?) et Py € WY 2(R?); on obtient
donc comme au point précédent que

Viw e W, H2(R?) LPy.
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La Proposition 1.4.6 (p = n = 2) montre alors que v = F * V4w € W§*(R2) (o0 F est
la solution élémentaire du Laplacien) avec

2 <OVt 12 < Cllwlp

1o [l Wl

En particulier, v vérifie clairement (3.21) de sorte que u — v est un polynome. La
Proposition 1.3.8 d’une part et la Proposition 3.5 d’autre part permettent d’obtenir :

{w—v)(r,) l[12(s) = O(r™).
On en déduit que v = v, d’out la conclusion.

i13) Soit finalement « €]1,2[. Nous utilisons dans ce cas une approche différente. Soit
g vérifiant (3.9) et 0+°°
démontrant le Lemme 3.4. Compte tenu de (3.3) et (3.5) et grace a ’équivalence de

sg(s)ds = 0, intégrale qui a un sens comme on ’a vu en

normes (3.8), il suffit pour montrer que u € W};Q(Q) et lestimation correspondante,

d’établir l'inégalité :

+oo +oo +oo
/ SNGG)IPs <O | P g(s)Pds =0 | 82 sg(s) P (3.24)
Ro RO RO

Pour cela, nous introduisons (grace a un argument standard de troncature et régulari-
sation) une suite g € D(]%, +00]), telle que

Foo k—+o00
/ $204 g, (5) — g(s)[2ds *255 0. (3.25)
R0/2

Nous posons pour tout k& > 0,

+00 t
gﬁz:gk—(/ sgr(s)ds)p,  G(t) = / s2(s)ds,

Ro/2 Ro/2

ou la fonction 1 € D(]%, +ool) vérifie fg{;}oz stp(s)ds = 1. De méme que 'on a obtenu
(3.16), il vient :

+oo k +oo
/ sgk(s)ds 2o / sg(s)ds = 0.
Ro/2 Ry/2

On en déduit avec (3.25) que
oo 2a+1,.0 92 ; k—4o00
/ s g(s) — g(s)[Pds " =" 0, (3.26)
Ro/2

puis que Gy, converge uniformément vers G sur |Ry/2, +o0]. De plus, on vérifie aisément
que f];)O/OQ 392(3)659 = 0 de sorte que
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Mais, grace a 'inégalité de Hardy (voir par exemple, [5| lemme 3.1, p = 2, f = 2a— 3),

on a l’estimation a prior: pour toute fonction f mesurable:

+o00 +o00 +o00
/ sQa—3|/ FO)dt2 ds < 0/ 5201 £ ()2 ds.
2 s Ry/2

Ro

Cette inégalité, appliquée avec f(s) = sgp(s) et la convergence (3.26) donnent alors
(3.24) grace a un raisonnement standard sur les suites de Cauchy. ¢

Remarque 3.6 La démonstration précédente nous permet de mieux interpréter les
hypothéses du Théoréme 3.3. Plus précisément, nous avons obtenu les propriétés d’in-
tégrabilité de w a partir de la relation (3.6) et des propriétés de 'opérateur de Laplace
dans R?. A ce titre, on notera que le cas = 1 qui n’est pas envisagé dans le Théoréme
3.3 correspond en fait & un cas critique pour l'opérateur de Laplace (c¢f. 'hypothese
(H) au chapitre I). De méme, pour a €]1,2[, la condition G, = 0, signifie que w
est d’intégrale nulle sur R?, ce qui entraine que V4w € W L2] P, Cest-a-dire que
V4w satisfait une condition de compatibilité similaire & celles apparaissant dans les
isomorphismes (1.2.5).

Nous donnons maintenant, pour compléter la description des solutions explicites,
des propriétés asymptotiques de la pression 7 sous les mémes hypothéses que celles du
Théoréme 3.3.

Théoréme 3.7 Soit w € L2

o, >0 et (u,m) la solution du probléme (3.4) donnée par

la Proposition 3.1. Alors, m vérifie :
0<7(r) <Cllwl|?: Inr si a=0.
De plus, si o > 0, il existe une constante oo > 0 dépendant de w telle que

3.27
3.28
3.29
3.30

m(r) — ool < Cllw[Za ™ si a€lo,1],

1 a=1,

V)

|T(r) — Too| < O w H%% r2lnr
|7(r) — Too| < CGior‘2 st a€[L,2] et G # 0,
|7(r) — Too| < Cflw H%g r2e st a€]1,2] et Goo = 0.

(3.27)
(3.28)
(3.29)
(3.30)

Preuve: Ces inégalités découlent du Lemme 3.4 et de la formule explicite (3.3). La
premiére est en particulier évidente. Lorsque o > 0, les majorations (3.11),(3.12) et
(3.13) entrainent clairement que

G?(s)

$3 € Ll(]R07+OO[)7
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de sorte que

+00 28
lim = (r) :/ G )ds = Moo

r—-+oo Ro 83
Il reste maintenant & estimer la différence

(1) — 7oy = /:oo G*(5) 4.

g3

Lorsque « €]0, 1], I'inégalité (3.27) découle immédiatement de (3.11). De méme, (3.28)
résulte de (3.12), une fois que l'on a vérifié par intégration par parties que

/+°° Ins Inr
—3d8 ~ —2
r s 2r

Enfin, lorsque a > 1, les inégalités (3.29) et (3.30) se déduisent de 'inégalité suivante:

o0 2 +90 g 0 |G(s) = @
r r s r s

g3
+oo _ 2
+/ |G(8) 3GOO| dS.
r S

En effet, lorsque Goo # 0, le premier des termes du second membre est prépondérant
et donne la conclusion, tandis que si G, = 0, ¢’est du dernier terme et (3.13) que 'on
tire estimation. ¢

3.3 Unicité des solutions explicites.

Ce paragraphe est consacré au résultat d’unicité suivant :

Théoréme 3.8 Soient Q un ouvert extérieur de R? et g € Lj,.(]0,+00[) une fonction
nulle sur Uintervalle 10, Ry[ satisfaisant (3.9) avec o €]1,2[ ainsi que Goo = 0. Soit
(w,m) la solution du probléeme (3.4) donnée par la Proposition 3.1. Alors, il existe une
constante § > 0 telle que si

e < 3,

alors w est lunique solution faible du probléme (3.4) qui vérifie l'inégalité d’energie :

/ Vul?de < < Vi, u>.
Q

Nous n’établissons donc pas 1'unicité dans la classe des solutions faibles (comme c¢’est
la cas dans un domaine borné; voir Remarque 1.4) mais dans une classe plus restreinte.
La pertinence du résultat tient alors au fait que la classe considérée est déterminée par
un critére physique. Signalons par ailleurs que ce type de propriétés d’unicité est trés

similaire & celles connues en dimension 3 (nous renvoyons le lecteur au chapitre suivant,
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Théoréme IV.3.3 pour plus de détails). En particulier, la preuve de ce résultat fait appel
aux mémes arguments. Nous commencons par un lemme d’approximation de la solution

explicite.

Lemme 3.9 Soit a > 0 et h(r,0) = h(r)ey un champ de vecteurs sur S, nul sur Bp,
tel que h € W52(Q). Alors, divh =0, p®h € L(Q) et il existe une suite de champs
de vecteurs h,, € V(Q), telle que :

ho "5 b dans WLEA(Q) et || p%hum L < Cllh|l g1

Preuve:

i) Soit h = h(r)ey. Il est tout d’abord évident que divh = 0. D’autre part, comme
h € W5%(), on vérifie aisément que h € Wﬁ)’cl([Ro, +00l) ; ¢’est par conséquent, d’aprés
les injections de Sobolev, une fonction continue. Elle est donc localement bornée avec,
de plus, sur tout compact K C [Ry, 400 :

[ llpee (i) < Cllb e (3.31)

De plus, la Proposition 1.3.8 montre que pour r assez grand :

1R, 2wy < Cllk o . (3.32)

Mais, par symétrie, il est clair que || h(r,.) [|12(z) = (2m)'2|n(r)| = (27)'/2|h(r,0)]. On
déduit finalement de (3.31) et (3.32) P'estimation :

1R e < Cllhllyro. (3.3
i1) 11 suffit maintenant de trouver des fonctions h,, € D(]Ry, +oo]) telles que
oo too m—+00
[ ) = m) e [ () = WP
Ro RO

En effet, on pose alors hy,(r,0) = h,,(r)eq, champ de vecteurs qui appartient a V(2) et
converge vers h dans W(ll’2(Q). On déduit de plus de cette convergence et de 'inégalité
(3.33) appliquée a h,, que

|0 [l < CllAllyre.

Montrons finalement existence de la suite hy,. Soit ¢ € C°(R) telle que 1 (t) =0
sit>Ry+2etp(t) =1sit < Ry+ 1. Alors, h = hy) + h(l — ). On approche
d’une part le terme hip € H}(JRo, Ro + 2[) grace a la densité de D(]Ry, Ry + 2[) dans
H}(JRo, Ry + 2[). D’autre part, pour le terme h(1 — 1), on introduit la troncature
@ € C°([0,4+00[), décroissante et telle que:

pt)=1sit<1 et @(t)=0 sit>2.
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On note @i (t) = ¢(t/k) et on désigne par 7j une suite de noyaux régularisants sur R.
On vérifie de maniére standard que la suite

T * (emh(1 = 1)),

appartient, pour m assez grand, & D(] Ry, +o0]) et converge vers h(1 —1)) dans la norme
adaptée, d’ou l'existence de h,,. <&

Nous donnons maintenant la

Preuve du Théoréme 3.8: Soit (u, ) la solution du probléme (3.4) donnée par la
Proposition 3.1. On sait d’aprés le Théoréeme 3.3 que c’est une solution d’énergie finie
qui vérifie I’égalité d’énergie (3.10). Considérons v une autre solution faible du méme

probléme vérifiant :

2 i
/Q|Vv| o< <Vieu> ., (3.34)
et posons w = u — v. Alors, il est clair que
/ |Vw|?dz = / |Vu|>de +/ |Vou|?de — 2/ Vu.Voude.
Q Q Q Q
En particulier, grace a (3.10) et (3.34), on a
/ Vw|?de < < Viw,u>+<Viw v > —2/ Vu.Vvde. (3.35)
Q Q

Nous allons maintenant calculer la derniére intégrale de deux maniéres différentes grace

aux formulations variationnelles vérifiées par w et v (voir Définition 1.1).
i) Rappelons que u(r,0) = @ea et w € WH(Q) d’apres le Théoréme 3.4. Ainsi, il
existe, d’aprés le Lemme 3.9, une suite u,, € V() telle que

o
U "5 w dans WLE2(Q) et || p%um Lo < Clluflygre- (3.36)
En introduisant u,,, dans la formulation variationnelle vérifiée par v, il vient

u/ Vv .Vu,dz +/ v.Vo.upde = v < Vlw, WUy > .
Q Q

11 est alors facile de passer a la limite dans la premiére intégrale et dans le crochet de
dualité grace a la convergence de u,, dans W,ll2(Q) -espace qui s’injecte continiiment

[e]
dans W(IJ’Q(Q). Cette convergence implique par ailleurs qu’a extraction d’une sous-suite
prés, u,, converge presque partout vers u dans 2. Ainsi, v.Vv.u,, converge presque
partout vers v.Vuv.u dans et on a, d’apres (3.36) :

|v.Vv.un,| <Clp*v.Vo || u|yee.
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Or, comme v € W[IJ’Q(Q) et a > 1, il est clair que p~%v.Vv € L}() et on peut passer
a la limite dans la seconde intégrale grace au théoréme de convergence dominée de
Lebesgue. On obtient finalement 1’égalité :

1// Vo.Vu = v < Vi u> —/ v.Vv.ude. (3.37)
Q Q

i1) Nous utilisons maintenant la formulation variationnelle vérifiée par u, c’est a dire:
pout tout ¢ € V(Q),

,,/ VuVpde +/ u.Vu.pde = v < Viw, g >. (3.38)
Q Q

Comme v € ‘;V(l]2(Q) et dive = 0, le Théoréme II.2.4 montre qu’il existe une suite
®, € V() approchant v dans W(l)’2(Q). En utilisant (3.38) avec ¢,,, on passe tri-
vialement & la limite dans la premiére intégrale et dans le crochet de dualité. De plus,
comme « > 1, il est clair que la convergence de ¢,,, dans W(l)’2(Q) entraine aussi que

p~ %, "5 p=ey  dans L?(Q) (3.39)

Notons par ailleurs que, comme u € Wé’2(Q), le Lemme 3.9 montre que p®u € L(£2).
En particulier, comme Vu € L?(Q), il vient :

p*u.Vu € L%(Q). (3.40)

Alors, (3.39) et (3.40) entrainent que

/u.Vu.cpmd:I::/(po‘u.Vu).(p_o‘cpm)dw m—>—+>00/ u.Vu.vde.
0 0 0

Ainsi, nous avons établi en passant a la limite, I'égalité :
1// Vu.Vvde = v < Viw,v > —/ u.Vu.vde. (3.41)
0 0

En introduisant les relations (3.37) et (3.41) dans (3.35), il vient :

1// |Vw|2dw§/v.Vv.udw+/ u.Vu.vde. (3.42)
Q Q Q

i11) Remarquons avant de conclure que si u,, désigne 'approximation de w dans V(Q2)

introduite au point (4), alors, pour tout champ de vecteurs h € W(l)’Z(Q), on a :

/um.Vu.hda:: —/ Uy.-Vh.ude et /h.Vu.umd:I:: —/ h.Vu,,.udz,
Q Q Q Q
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égalités qui découlent des formules de Green. De plus, on peut passer a la limite dans
toutes les intégrales en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue comme
on 'a déja fait pour établir (3.37). On obtient alors les égalités:

Vh e Wh2(Q), /

u.Vu.hdr = —/
Q

u.Vh.udx et /h.Vu.udm: 0. (3.43)
Q Q

En appliquant (3.43) avec h = v ou h = u, on vérifie que ’égalité suivante a lieu:

/v.Vv.ud:I:—I—/u.Vu.vda::/v.Vv.udw—/u.Vv.udw-l—
Q Q Q Q

-I-/ u.Vu.ud:I:—/ v.Vu.udz.
Q Q

Mais, le second membre de cette égalité n’est autre qu'une expression développée de
fQ w.Vw.udzx et 'inégalité (3.42) s’écrit donc encore :

1// |Vw|2d:c§/w.Vw.udm. (3.44)
Q Q

iv) Nous sommes maintenant en mesure de conclure. En effet, comme w € W(l)’2(Q) et
a>1,onap “w e L*(Q) avec

lp™w iz < Cllw [lyre < Ol Vw e,

la derniére inégalité résultant du fait que w est nulle sur 02 et du Théoreme I1.2.1.
Grace a l'inégalité de Holder, on déduit alors aisément de (3.44) et du Lemme 3.9 que

VI Vw |2 < o *w e Voo 2] p%u e < Ol Vo |22 flyge-

Cette inégalité montre finalement que Vw est nul si || u [|yy12 < v/C. Alors, il existe
un vecteur constant ¢ telle que v = u + c. Mais u et v étant toutes deux nulles sur 012,
il vient finalement v = v, ce qui établit 'unicité. <
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Annexe: Unicité des solutions faibles en dimension 4

Considérons un domaine extérieur lipschitzien Q C R* ou Q = R*. Une adaptation

sans difficultés du Théoreme 1.2 permet d’établir, pour tout f € W, 1’2(9), I’existence

d’une solution faible u € W(l)’Q(Q) pour le probléme (NS) qui vérifie de plus:
AV i@ < 1 120y (3.45)

On montre de méme que 7 € L?(Qg) pour tout R > Ry.

Contrairement au cas des dimensions 2 et 3, ou I’on dispose seulement de résultats
trés partiels sur I'unicité des solutions faibles, nous allons montrer que, dans W(l)’2(Q), les
solutions faibles d’énergie petite sont uniques puis la dépendance continue des solutions
vis-a-vis des données. Plus précisément, grace au Théoréme 11.2.1 (resp. Théoréme 1.1.1,

si Q = R*), nous munissons dans toute la suite ’espace W(l]’2(Q) (resp. W(l]’2(]R4)) de

sa norme équivalente || V. ||z2(q). De plus, grace aux injections de Sobolev, on a
1,2
Vue WEAQ),  [ulluae < Csll Va2 (3.46)
ot Cg > 0 est la norme d’opérateur de l'injection continue de W(IJ’Q(Q) dans L*(0).

Nous commencons par le résultat d’unicité suivant :

Théoréme Soit Q C R* un domaine extérieur lipschitzien ou Q = R*. Soit, de plus,
u € W(l)’2(Q) une solution faible du probleme (N S). Si

1%
[ Vu|[L2q) < cz (3.47)

alors, u est unique dans W(l]’2(Q).

L’argument central de la démonstration de ce résultat est donné par le lemme suivant
qui établit des propriétés de continuité et de symétrie de la forme trilinéaire :

b(u,v,w):/ u.Vv.wde.
Q

Lemme Soit Q@ C R* un domaine estérieur lipschitzien ou Q@ = R*. La forme trilinéaire
b est continue sur W(l)’Q(Q) XW(I)’Z(Q) XW(I)’Q(Q). De plus, si u € W(l)’Z(Q), v E W(IJ’Q(Q)
et divu =0 alors

b(u,v,v) =0. (3.48)

Preuve:
i) Grace a 'inégalité de Holder et a (3.46), on a:

|0(u, v, w) | < [lwllpsl Vo |l w ] < CFllw lwizllo w2l w w2,
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ce qui établit la continuité de b.

i1) Supposons de plus que u € ‘;V(l]2((2) et divu = 0. Il existe d’aprés le Théoréme
11.2.4 (resp. Théoréme 1.2.1 si Q = R*), une suite u,, € D(Q) avec divu, = 0 telle
que

um 25w dans W(l]’2(Q).

Avec les formules de Green, il est alors facile de vérifier que pour tout v € W(l)’2(Q)7
b(’ll,m, v, ’U) = _b(U’M7 v, U)a

et donc que b(uy,,v,v) = 0. En passant a la limite, grace a la continuité établie au
point (7), il vient ainsi b(u, v, v) = 0. O

Preuve de ’unicité: Soient w,v deux solutions faibles du probléme (N.S). Posons

o
w=u—vE W(l)’2(Q) et soustrayons membre & membre les formulations variationnelles
satisfaites par u et v (voir Définition 1.1); on obtient tout champ de vecteurs ¢ € V(Q):

V/Vw.chd:I::/ w.Vw.cpdac—/ u.Vw.cpda:—/ w.Vu.pde. (3.49)
Q Q Q Q

Grace au lemme précédent, et par densité de V(Q2) dans V(l)’Z(Q) (Théoreme 11.2.4
ou 1.2.1), cette égalité a lieu pour tout ¢ € V(l)’Q(Q). En particulier, pour ¢ = w, il
vient en utilisant (3.48):

1// |Vw|?dz = —/ w.Vu.wdz.
Q Q

L’inégalité de Holder et (3.46) donnent de plus:
v /Q Vwlde < || Vu 2] w2 < O3 Ve ||l Voo 2.

Cette inégalité et ’hypothése (3.47) entrainent clairement que Vw est nul ainsi que w,
ce qui prouve l'unicité de u. <

On déduit directement de Pestimation (3.45) et du théoréme d’unicité le

Corollaire Soit Q C R* un domaine extérieur lipschitzien ou Q = R* et f € Wal’Z(Q),

telle que

2

| f ||W0—1,2 < tork (3.50)
S

Alors, le probléme (N S) admet, dans W(l]’2(Q), une unique solution faible.

Nous établissons alors la dépendance continue de la solution par rapport aux données.
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Corollaire Soit Q@ C R* un domaine extérieur lipschitzien ou Q = R*. Soient aussi
fl.fre Wal’2(Q) telles que

2
1 ‘ 2 ‘ v
max(1£" gt 192 I ) <

et u’ l'unique solution faible dans W(l)’Q(Q) du probleme (NS) avec f = f'. Etant donné
e >0, il existe 6 > 0 tel que:
1F = Pl 10 <6 = V(' = u)lpe <=

1

Preuve : Posons w = u' — u?; alors, en soustrayant membre &4 membre les formulations

variationnelles satisfaites par ' et w2, on obtient : pour tout ¢ € V(12):

1// Vw.Vede =< fl —f2,¢ > +/ w.Vul.pde +/ u’.Vw.pde .
Q Q R4

De plus, comme dans la preuve de 'unicité, on peut par densité substituer w a ¢ dans
I’égalité précédente, ce qui donne grace a la symétrie de b:

v|Vw 7. =< fr — f*,w > +/ w.Vu' wde,
Q

puis par continuité de b, 'inégalité :
v Vwllz: <1 =2 o2l Ve llze + C3l V' |2l Ve |[Z..

Mais, on sait aussi d’aprés (3.45) que

2
v .
v|| Vaul ||z < o i.e. U-— C’%H Vaul | > 0.
S
On en déduit simplement que
[FRr il M
I Vw| < o

v—C%|Vul|g:’

majoration qui établit le résultat. <

Remarque: Soit f € W, 1’2((2). Avec les arguments utilisés dans les démonstrations
précédentes, on peut encore montrer que toute solution faible u € W(IJ’Q(Q) vérifie
I’égalité d’énergie:

Vu?de =< f,u > S o
[Ivutas —<fous . .

En particulier, on remarquera que les propriétés des solutions faibles en dimension 4

obtenues dans un domaine extérieur sont analogues & celles valables dans un ouvert
borné (voir Remarque 1.4 et [66], Ch. II).
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Chapitre IV

Méthodes de point fixe et
applications

Nous abordons dans ce chapitre le probléme (N.S) sous un autre point de vue. Nous
construisons une solution comme un point fixe de 'application qui, & un couple (v,n),
associe la solution (u,7) du probléme de Stokes:

—vAu+Vr=f—v.Vv, dive=0dansQ, wujpo=0.

Une telle approche a par exemple été utilisée sous la forme de résultats de pertur-
bation de la solution nulle, par R. Finn |24] et plus récemment par G.P. Galdi et C.G.
Simader dans [28] (voir aussi [25] Sec. IX.9). Signalons aussi 'article de P. Secchi [58]
ou des résultats sont établis dans R*, n > 3. Grace & un cadre fonctionnel adapté, nous
obtenons des résultats beaucoup plus généraux qui nous permettent de plus de décrire
précisément le comportement asymptotique des solutions. Toutefois, comme dans les
travaux cités ci-dessus, nous avons besoin de supposer les données (f ou 1/v selon le
point de vue choisi) suffisamment petites.

Nous traitons ici uniquement le cas tridimensionel ; les techniques utilisées peuvent

étre adaptées aux dimensions supérieures mais pas a la dimension 2.

1 Notations et principaux résultats

Dans ce chapitre, Q C R? désigne un domaine extérieur Cb! comme introduit au
Chapitre II. On suppose toujours que l'origine est contenue dans Q' et Ry > 0 désigne
a nouveau un réel tel que Q' C Bg,.

Les fonctions et distributions homogénes jouent un réle important dans les considé-
rations qui suivent. Rappelons en particulier qu’une distribution homogéene de degré ~y
sur R est une distribution T telle que:
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Yo € DR?), YA>0, < T,Lp(i) >S= XN < T o> (1.1)

Lorsque v > —3, on peut par exemple définir une telle distribution en se donnant une
fonction hy intégrable sur la sphére unité 3 et en identifiant 7" & la fonction h donnée
par:

Ve #0, h(z)=nhs(z)| x|, (1.2)

ou ¢’ = z/|z|. Réciproquement, toute fonction homogeéne h € L}, (R* — {0}) peut

s’écrire sous la forme (1.2) avec hy € L'(X) et v € R. Nous introduisons plus générale-
ment les espaces des fonctions homogénes suivants donnés pour v € Ret m € N

M = {h(z) = hs(2')|e|’, YO <k <m, Vihe Lo(D)}, (1.3)

qui sont clairement des espaces de Banach pour les normes:
m
k
1 llag =D IV R ().
k=0

En tant qu’espaces de fonctions sur R?, ce sont des espaces de distributions pour
v > —3. En tant qu’espaces de fonctions sur © (avec les mémes notations et la méme
norme), ce sont des distributions pour tout vy € R.

Soit un réel p > 3. Nous allons établir pour des données adéquates l'existence et
I'unicité d’une solution (u,7) du probléme (NS) avec

ueU’() ={u=v+w, veM, weW,?Q)} (1.4)

reQQ) = {r=n+1, neMyre Q). (15)

Remarquons dés & présent que les décompositions u = v + w et @ = n + 7 introduites
dans ces espaces sont uniques. En ce qui concerne u, c’est une conséquence élémentaire

des estimations pour r assez grand (c¢f. Proposition 1.3.9 pour w):
v(z) = vs(z)rt,  w(x)=o(r 1 3P). (1.6)

L’unicité de la décomposition de 7 repose de méme sur le fait que L5(2) N MY, = {0}
qui découle d’'un argument évident d’intégration. Il est alors clair que les quantités:

[ llur =l vllpe, Flwlwr  I7llor = llao, +171zg (1.7)

définissent des normes sur UP(Q2) et QP(Q2) et les munissent, en outre, d’une structure
d’espace de Banach.
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D’autre part, comme €2 ne contient pas l’origine, il est clair que les fonctions de
M- | sont bornées ainsi que leur gradient sur (2. Ceci entraine en particulier que

Uu’(Q) c W»(Qg), VR > Ry.
Comme p > 3, on en déduit d’une part que
Vu eUP(Q), u.VueD'(Q).

D’autre part, le domaine ) étant toujours lipschtizien, chaque u € UP(2) admet une
trace yu € W/P'2(90Q).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoréme qui synthétise les prin-

cipaux résultats de ce chapitre.

Théoréme 1.1 Soient Q C R® un domaine extérieur CY, p >3 et f € W;l’p(Q). Il
existe une constante A = A(v,p, Q) > 0 telle que si

“f “W;LP < A,

on a les conlusions suivantes :
i) il existe une solution (u,mw) = (v + w,n+ 1) € UP(Q) x QP() du probléme (NS).
Celle-ci satisfait de plus l'estimation :
I sy + 1 llan(ey < CILF w1
ot C' > 0 ne dépend que de p,v et §).

i1) Cette solution est d’énergie finie et vérifie [’égalité d’énergie :
u/ |Vul? =< f,u>.
Q

i11) La solution (u, ) est unique dans UP () x QP(2).

iv) Le couple (v,n) € MLy x M°, satisfait le systeme :

—vAv+ div(v®v) +Vnp=Fs, dive =0 dans D'(R?), (1.8)

ol 0 est la mesure de Dirac et F désigne la force totale exercée sur le fluide. De plus,

v =0 si et seulement st F = 0.

Rappelons que la décomposition © = v+ w dans UP () est en-soi un développement
asymptotique de w (voir (1.6)) dont le terme prépondérant est la partie homogeéne
v € MY, (si v # 0). La décroissance du reste w est liée a p et le point (iv) du
Théoréme 1.1 permet de caractériser v. La décomposition de 7 dans QP (2) ne fournit
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en revanche pas de développement asymptotique. Nous établirons cependant une telle
propriété pour des données plus réguliéres. Quant au vecteur force totale F', il est donné
lorsque f, uw et m sont assez réguliéres par la quantité:

/Qf(w)dw + /m(vu _ xl)nds,

et nous verrons, dans la section 5, quel sens donner & ce vecteur dans le cas général.

Remarque 1.2 Le Théoréme 1.1 améliore, & notre connaissance, les propriétés asymp-
totiques connues pour les solutions du probléme (/N.S) dans un domaine extérieur. Par
exemple, G.P. Galdi et C.G. Simader ont établi, dans [28], 'existence d’une unique so-
lution (u,7) du probléme (NS) vérifiant (1 + |z|)u(x) € L*°(Q), 7 € L1(Q), q > 3/2,
pour des données f de la forme

f=divG, (1+|z]))G(x) € (L>(Q)>,

avec une condition de petitesse sur G. Ce résultat est complété dans [25](section IX.9,
pp. 140-149) par des formules de représentation asymptotiques lorsque f est de plus
dans un espace L*® avec un support compact (cf. [25], Th. 1X.9.2, IX.9.6) :

u(z) =U(x)F + /Q Uz — y).(u.Vu)(y)dy + o(z), m(z)=Q(z).F+o'(z). (1.9)
Ici, (U, Q) désigne la solution élémentaire du probléme de Stokes (voir Section I.4) et F
désigne la force totale exercée sur le fluide. Par ailleurs, le terme intégral est en O(r~!) &
Vinfini, o(z) = O(r2) et o’(z) = O(r 21Inr). A ce stade, G.P. Galdi s’interroge sur la
possibilité de montrer que les termes UF et Q.F sont prépondérants a 'infini dans ces
expressions ([25], rem. IX.9.2, p. 145, rem. IX.9.5, p. 147). Le point (iv) du Théoréme
1.1 nous permet d’apporter une réponse négative a cette question.

En effet, lorsque f € LP(Q), p > 3 est & support compact, on a f € W;l’p(Q),
de sorte que la solution obtenue par G.P. Galdi et celle donnée par le Théoréeme 1.1
coincident (on remarque pour cela que lorsque (u,7) € UP(Q) x QP(£2) alors on a
(14 |z])u(xz) € L>*(Q) et m € LI(N), ¢ > 3/2). Supposons alors par I’absurde que UF
et Q.F sont prépondérants. Comme U € M', et Q € M",, on obtient par unicité
de la décomposition dans UP(2) x QP(Q2) que v = U.F et n = Q.F. Mais, un calcul
élémentaire, bien que fastidieux, montre alors que les relations (1.8) ne peuvent pas étre
satisfaites.

On notera finalement que le Théoréme 1.1 permet d’obtenir un développement
asymptotique de la vitesse pour des données beaucoup plus générales que celles uti-
lisées par G.P. Galdi. En particulier, nous n’effectuons aucune restriction sur le support
de f et nous n’avons pas besoin de supposer que ce soit une fonction mais seulement
une distribution dans W, 7 () avec p > 3.
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Le plan de ce chapitre suit essentiellement celui du Théoréme 1.1. Toutefois, la
démonstration du point (iv) nous aménera & étudier le probléme (NS) posé dans R3.
Nous établirons alors dans ce cas des résultats plus généraux. Enfin, nous terminerons
le chapitre avec des propriétés de régularité et de comportement asymptotique précisées
pour des données plus réguliéres.

2 Existence de solutions

2.1 Le cadre abstrait

Le lemme suivant fournit le cadre abstrait qui va nous permettre, & plusieurs reprises,
d’établir ’existence de solutions du probléeme (N.S).

Lemme 2.1 Soient E un espace de Banach, F un espace vectoriel normé quelconque,
B . ExXFE — F, une application bilinéaire continue et L : F — E une application
linéaire continue. Soient Mp (resp. My ) la norme de B (resp. L) et y € F tels que

lyllr < m (2.1)
Alors, le schéma d’approzimation
2o =0, et zpm=Ly+ L(B(xm-1,Tm-1)) = A(Zm-_1), (2.2)
converge dans E vers une solution x de [’équation :
z = Ly + L(B(z,z)), (2.3)
qui vérifie de plus: ||z ||lp < 2Mrlly | F-
Preuve: On va montrer que 'application A de E dans F donnée par:
Az = Ly + L(B(z,x)), (2.4)

restreinte a la boule By = {z € E, ||z | < R(y)} avec

1

= (11— AMp M}

R(y)

est une contraction de By dans elle-méme. Le théoréme de point fixe de Banach en-
traine alors la convergence du schéma vers z € By, solution de (2.3). De plus, l'inégalité
élémentaire Vt € [0, 1], 1—+/1 — ¢t < ¢ montre que R(y) < 2Mp| y||F, d’ou 'estimation.

Comme R(y) vérifie I'égalité:

R(y) = My|y lr + M MER(y)?,
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les continuités de L et B entrainent que A(By) C B,. De plus, si = et z’ sont deux
éléments de By, on a

| Az — Az’ ||p < | L(B(z — 2’ 2)) | + | L(B(z',z — 2)) ||,

< (1= 1= aMsMly |11)| & — o' |1

Ainsi, il est clair, grace a (2.1), que la restriction de A a la boule By, est une contraction
a valeurs dans B,. <

2.2 Application aux équations de Navier-Stokes

Commencons par une approche formelle. On introduit ’application bilinéaire
B((u,n), (u', 7)) = —div (v ® u'), (2.5)
que l'on notera plus simplement B(w,u'), et application :
Lf =(u,m)/ —vAu+Vr=f, divu=0 dans(, wujpq=0, (2.6)

dont nous préciserons le sens le moment venu. Rappelons aussi que si divwu = 0 alors

on a (au moins pour u et u’ suffisament réguliéres)
B(u,u') = —div(u ® u') = —u.Vu'
Le schéma d’approximation (2.2) s’écrit donc (ug,mp) = (0,0) et
—VAUm+1 + V1 =fF —up.Vuy, divuy,p; =0 dans Q, (2.7)

U1 =0 sur Q. (2.8)

Pour démontrer le point (i) du Théoréme 1.1, nous avons besoin d’introduire les

espaces :
M£2,div (Q) = {Z € M£2, (diV Z)|Q = 0}, (29)

et
M2(Q) = {(divz)g, ze€ MR, (2.10)

ce dernier étant muni de la norme

| div z ||A793(Q) = AEMilfdiv @ 2+ Al aq,- (2.11)

Nous posons alors

FPQ) ={f=h+g, heM’,(Q), g W,""(Q)}. (2.12)
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Comme MV93(Q) N W;l’p(Q) = {0}, la décomposition f = h + g est unique, ce qui

permet d’introduire la norme

15 o0y = 1 gty + 119 oy

Nous allons maintenant démontrer que ’on peut appliquer le Lemme 2.1 avec

E=UP(Q) x QP(Q), F = F?(Q).

Continuité de ’application bilinéaire

Lemme 2.2 L’application bilinéaire B donnée par (2.5) est continue de UP (2) x UP(2)
dans FP(Q).

Preuve: Soient u, u' € UP() et leurs décompositions naturelles dans cet espace, i.e.,
u=v+w, u =20 +w, avec v,v' € M et w,w' € W%’p(Q). Alors,

Bu,u')=—div(v®@v)—diviwev + v w +w e w').

i) Les fonctions v et v’ sont homogenes de degré —1 de sorte que v ® v' est homogene
de degré -2. De plus, v, v’ € WH™(Q) -espace qui est une algébre de Banach-. On en
déduit aisément que v ® v’ € M!, avec

o @0 e, <10l 0" ag -

0
Par conséquent, d’aprés (2.10) et (2.11), on a h = —div (v ® v') € M_3(Q) avec, de

plus, 'estimation :

13l g SN0 laa 19 Iaet, < Cllulio@ll o @y (213)
i4) Notons g = —div(w ® v/ + v ® w' + w ® w'). Alors, comme v,v' € M!, on a
v L@ S lollae, < lwllur@)s 110 lLe@ <0 ae, < 1w lur@)-

De méme, comme p > 3, la Proposition 1.3.9 entraine en particulier que
lpw L) < lwllwiriq) < 1w llur@)-

De plus, comme W3?(Q) € L?(Q) avec injection continue, on déduit de ces régularités
et de l'inégalité de Holder que

lw @ vl < lwllullpv’ e < [[wllywell pv' L < [Jullur@)llullue @),
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et plus généralement que

|| w R ’Ul +vQ® ’LU, +w® ’l.UI “LS(Q) < 3“ u ||UP(Q)|| UI ||up(Q) (214)

Finalement, 'opérateur divergence étant continu de L5(€2) dans W, (), on obtient
avec (2.14):

19 i) < Cllwllur@ll u' lurg)- (2.15)
2 ()

Nous avons ainsi établi que B(u, u’) = h+g € FP() et les estimations (2.13) et (2.15)
prouvent la continuité de B.

Construction de ’application linéaire L: Nous précisons le sens de 'application
formelle donnée par (2.6) grace a la

Proposition 2.3 Soient Q un domaine extérieur C*t, p > 3 et f € FP(Q). Il existe
un unique couple (u,m) € UP(Q) x QP () tel que

—vAu+Vr=f, divu =0 dans , ujpn = 0. (2.16)
Il existe de plus une constante C = C(v,p,Q) telle que :

| w HU”(Q) + || “QP(Q) <C|f “.7"1”((2)

La preuve de ce résultat est assez technique, en particulier a cause des distribu-
tions homogenes qui interviennent dans les espaces UP (2), QP (2) et FP(Q2). Nous com-
mencons par énoncer un résultat préliminaire. Introduisons pour cela les espaces de

distributions homogeénes sur R3 :
Mlﬁ,div (R3) ={z¢€ Ml_g, divz =0},
et
M2 (R?) = { divz, z€ ML(R)}, (2.17)

| divz ’|M93(R3) = inf}\eMizdiv (R3) [z +A “Ml_Q' (2.18)

—~0
Ces derniers ne s’identifient pas aux espaces M1,27div () et M _3(2) donnés respec-
tivement par (2.9) et (2.10). On remarquera par exemple que le champ de vecteurs
z(z) = x/|z|? vérifie divz = 47§ dans D'(R?) o § est la mesure de Dirac. En parti-

culier, on a

z € M1—2,div (@), z¢ Ml—Z,div (R?).
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Plus généralement, rappelons qu'une distribution homogéne 7" nulle sur une couronne
centrée a l'origine vérifie suppT C {0} (c’est une conséquence immeédiate de la définition
(1.1)). D’autre part, on sait qu’une distribution 7' telle que suppT C {0} est une
combinaison linéaire finie de la mesure de Dirac § et de ses dérivées (voir L. Schwartz
[57], Th. XXXV, p. 100). En outre, il est facile de vérifier avec (1.1) que pour tout k& > 0,
les dérivées d’ordre k de § sont, dans R?, des distributions homogénes de degré —3 — k.
En particulier, il est clair que si z € M1—2,div (€2), alors div z est une distribution
homogene de degré —3, nulle dans € et donc au moins dans une couronne centrée
a Dorigine. Ainsi, grace aux arguments précédents, on obtient facilement les relations
algébriques:

M1—2,div (R?’) C Ml—?,div (Q) = {Z € M£2, diVZ = C(S,C € R} (219)

On a alors le gésultat d’existence et d’unicité pour le probléme de Stokes dans R? &
données dans M _4(R?) (voir en annexe pour une démonstration).

—~0
Proposition 2.4 Soit h € M_3(R?). Il existe un unique couple (v,n) € ML, x M2,
tel que :
—vAv+Vn=nh, dive=0 dans D'(R?).

De plus, il existe un constante C = C(v) > 0 telle que:
Follaar, + 0 llve, < ClA IR oy (2.20)

On en déduit 'analogue dans un domaine extérieur  de régularité quelconque. On
rappelle que (U, Q) désigne la solution élémentaire du probléme de Stokes dans R? (voir
Chapitre I, Section 4.1). De plus, U (resp. Q) étant homogeéne de degré —1 (resp. —2)
et C®(R3 —{0}),ona U e ML et Qe M°,.

—~0
Corollaire 2.5 Soit Q C R3 un domaine extérieur et h € M_5(Q). Il existe un couple
(v,m) € ML, x M°, tel que
—vAv+Vn=h, dive=0 dans D'(Q). (2.21)
Ce couple est unique a un terme (Uc,Q.c), ¢ € R? prés et on a lestimation :

(o +Ucllage, +lln+Qellye,) <Clhlzge o (2.22)

inf
ccR3

)
Preuve:

—~0
i) existence : Soit b € M_5(Q). D’aprés la définition (2.10), il existe H € M, tel que



122 CHAPITRE IV. METHODES DE POINT FIXE ET APPLICATIONS

Nous posons de plus pour tout G € Ml—?,div (Q):
hg = div (H + G).
- —~ 0

Alors, on a hg € M_5(R3) et il existe d’aprés la Proposition 2.4, un unique couple
(va,na) € MLy x MO, tel que

—vAvg +Vng = hg, diveg =0 dans D'(R®), (2.23)

locllagr, + e lle, < Claclge g (2.24)

En particulier, il est clair que le couple (vg,n¢q) satisfait le systéme:

—vAvg+Vng =h, divvg=0 dans D'(Q),

ce qui établit I'existence d’une solution.

i1) estimation : Remarquons tout d’abord que

(2.25)

inf

he |l o <]
GeM{Zdiv Q) H @ “M23(R3) = “ ||M23(Q)’

TR : 1
inégalité qui s’obtient en notant que pour tout G € M*, 4, (©2), on a

inf [ H+G+ Ay, SIH+G g,

hall— =
“ G ||M23(R3) AEMEZdiV (R )

puis en prenant l'infimum de ces deux quantités lorsque G décrit M1_27d1v (©). Alors,
on déduit de (2.24) et (2.25) que:

sl 196 e+ e o) < OB o o, (226)

Mais, grace a (2.19), on sait aussi que
{ha, GeML, 4, ()} ={divH +dc, ce R}
De plus, pour tout ¢ € R3, le couple (Uc, Q.c) € M'; x M, vérifie
—vA(Uc) +V(Q.c) =dc, div(Uc) =0 dans D'(R?).

Rappelant que (vg,7m) € M| x M, désigne I'unique solution du probléme (2.23)
avec G = 0, on obtient par unicité (c¢f. Proposition 2.4) que

vg=v9+Uc, ng=mn+Q.c, (2.27)

ce qui, avec (2.26) établit 'estimation (2.22).
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iii) unicité : Soient deux solutions (v,n), (v',7') € M| x M, du probléme (2.21) et
posons (v",n") = (v —v',n —17'). Alors, il est clair que

—vAv" +Vn" =0, divy" =0 dans D'(Q).

En particulier, —vAv" + V" (resp. divn”) est une distribution homogene de degré —3
(resp. —2) nulle dans une couronne centrée & 'origine. Avec les arguments utilisés pour
établir (2.19), on obtient qu’il existe ¢ € R? tel que

—vAv" + V" =8¢, divy’ =0 dans D'(R?),

ce qui entraine, par unicité (voir Proposition 2.4) que (v”,n") = (Uec,Q.c). &

Remarque 2.6 On notera qu’il n’y a pas de condition au bord dans le probléme de
Stokes considéré dans le Corollaire 2.5. Ce probléme est cependant bien posé, ce qui est
bien stir du au fait que ’on cherche des solutions homogenes. Cette restriction forte sur
la forme des solutions compense en particulier I’absence de condition au bord.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la

Preuve de la Proposition 2.3 : Nous établissons tout d’abord ’existence d’une so-
lution et sa dépendance continue relativement aux données. Nous terminons ensuite
la démonstration en prouvant l'unicité. Soit € un domaine extérieur CH', p > 3 et
f € FP(Q), c’est-a-dire:

~0 _
f=h+g, heM_3Q), gc W, 7 Q).
i) Choisissons, grace au Corollaire 2.5, un couple (v°,7°) € ML, x M, tel que
—vAY" + Vi’ =h, dive’ =0 dans D'(Q), (2.28)

19 e, + 170 o, < CllRl g o < CILE lmocoy. (2:29)

Notons alors ¢ = v, la trace de v° sur 9Q. Comme v° € M!, celle-ci a en particulier
un sens dans W77 (9Q) et vérifie :

I llwimrs < Clo° llwir@g,) < Cllv” |age

la dernieére inégalité résultant du fait que Qp, est borné et de I'inégalité de Holder. On
en déduit finalement avec (2.29) que

Il @ llwi/erw < CIE |l 7r)- (2.30)
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i1) D’aprés le Théoréme I11.5.1, le probléme extérieur de Stokes:
—vAz+VO=g, divz =0 dans (), zppq=—¢, (2.31)

admet une unique solution z = UF 4+ w, 8 = Q.F + 7 ot le vecteur constant F, donné
par (I1.5.1) (avec g = 0) et (w,7) € W%’p(Q) x L(Q) vérifient

[+ wllwie + [ 7llp < Clgllw, e + 1 g (2.32)
D’ou, d’aprés (2.30),
B+ | w llwrr + 7 lleg < CUF 0@ (2.33)
i1i) Posons alors:
u= W' +UF)+w, 7=0"+QF)+r

Il est clair que (u,m) € UP(Q) x QP(2) et en sommant (2.31) et (2.28), il vient:
—vAu+Vr=f, dive=0 dans Q, ujpo=0.

De plus, (2.29) et (2.33) entrainent que:

10"+ UF || pgt, + 117" + QF o, + 0 gt + |7 Iz < CULF 2o

soit ’estimation souhaitée.

iv) Il reste a établir I'unicité de la solution. Soient (u,7), (u’,7’) deux solutions dans
UP(Q) x QP(2) du méme probléme de Stokes. Posons

W' =u—u, 7 =r1—7,
et introduisons les décompositions naturelles u” = v+ w" et " = " + 7" dans UP(Q)
et QP(£2). L’unicité de cette décomposition permet d’établir que:

—vAv" +Vn" =0, dive”" =0 dans Q (2.34)
—vAw" + V7" =0, divw”" =0 dans Q wﬁm =—v" (2.35)

Les relations (2.34) et le Corollaire 2.5 entrainent que (v”,n") = (U.c, Q.c), pour un
vecteur ¢ € R®. Alors, comme (w”,7") € WyP(Q) x L5(S), les égalités (2.35) et les
propriétés d’unicité établies dans le Théoréme I1.5.1 montrent que ¢ = 0. On en dé-
duit tout d’abord que (v”,7n") = (0,0) puis, & nouveau grace au Théoréme I1.5.1, que
(w”,7") = (0,0). Ainsi, (u,7) = (v, 7') et Punicité est démontrée.

En appliquant, comme nous ’avons annoncé, le Lemme 2.1, nous obtenons alors le

résultat d’existence suivant :
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Théoréme 2.7 Soient Q C R® un domaine estérieur CY', p > 3 et £ € FP(Q). 1
existe une constante A = A(p,Q) > 0 telle que si
| f |7 < A4, (2.36)
alors, il existe une solution (u,w) € UP(Q) x QP(Q) du probleme (NS). Celle-ci satisfait
de plus l'estimation :
| wllur@) + | 7 llar) < CIF l72 (), (2.37)

ot C' > 0 ne dépend que de v,p et Q.

Remarque 2.8 Le Théoréme 2.7 est en fait plus général que le Théoreme 1.1 (7). En
effet, par définition de F?(Q) (¢f. (2.12)), on a clairement :

W3 P(Q) € FQ) avee ||l 1) < - lmv)-

Soulignons par ailleurs que, pour établir le Théoréme 1.1 (i), il n’aurait pas été possible

d’appliquer le Lemme 2.1 avec F' = W, Lp (Q). En effet, dans le schéma d’approximation

(2.7),(2.8), le couple (uy, ) est déterminé par les équations
—vAu; +Vm =f, dive; =0 dans €, uypq=0.

Comme f € W, L?(Q), on sait d’aprés le Théoreme IL5.1 que ce probléme admet une
unique solution
u=UF+w, m=QF+r,

ot le vecteur F est donné par (IL5.1) et (w,7) € WyP() x L5(Q). Il n'est alors pas
difficile de vérifier que u;.Vu; appartient & F? () (¢f. Lemme 2.2) mais pas a W;l’p(ﬂ)
car la partie homogeéne div (UF ® UF) n’est pas nulle en général.

3 Egalité d’énergie et unicité des solutions

Nous établissons ici les points (i) et (474) du Théoréme 1.1 tout en restant dans le
cadre plus général fourni par le Théoréme 2.7. On commence par donner des résultats

d’inclusions pour les espaces UP(2) et FP(£2). Pour o € R, on introduit l'espace
LX) ={feD(Q), p*f e L>®(Q)},

@

muni de sa norme naturelle.

Lemme 3.1 Soit Q un domaine extérieur et p > 3. On a les inclusions suivantes :

Ur(Q) c W% (Q), UP(Q) C L°(Q), (3.1)
FP(Q) C W, (), V3/2<q¢<p, (3.2)

avec injections continues.
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Preuve:
i) Soit u € UP(Q), i.e., u = v+ w avec v € ML et w € WP(Q). D’une part, la
definition de I’espace M!, implique clairement que

v lluse) + | VU llge@) < v liag - (3.3)
L’inégalité de Holder permet d’en déduire que v € W(l)’2(Q) avec
10 s < Cll v lna.
D’autre part, le Lemme II1.2.7 montre que
W57 (©) € Wo*(©)

avec injection continue car p > 2 et 3/p+ 2 > 3/2. L’inclusion de UP(§2) dans W(IJ’Q(Q)
découle trivialement de ces deux propriétés ainsi que la continuité de l’injection ca-
nonique. Rappelons aussi que, grace a la Proposition 1.3.9, ’espace W%’p(Q) s'injecte
contintiment dans L{°(€2), ce qui, avec (3.3) montre la continuité de la seconde injection.

—0 _
i) Soit f € FP(Q), i.e. f =h+g avec h € M_4(Q) et g € W, "P(Q). S 3/2 < ¢ < p,
alors on a ¢’ > p' et 3/¢' > 1. De plus, comme p > 3 et ¢ > 3/2, on a aussi

3/p —2<1<3/q.
En particulier, le Lemme II1.2.7 entraine que W(l)’ql(Q) C WE’Q”(Q), et par dualité
W, () ¢ Wi (Q), (3.4)

avec injections continues.

D’autre part, h = (div H)|n ot H € M-", est un tenseur d’ordre 2. En particulier,
pour tout & € £, et pour tout G € M1—2,div () on a

| H 4Gl
|H(z) + G(z)| < Tu
d’ot, pour ¢ > 3/2:
inf H+G <C inf H+G =C|lh| - i
GeMl, 4, (9) | lay <O ot o) Iz, =GP0 0

Par continuité de l'opérateur divergence de L%(f2) dans WO_I’q(Q) et comme dans £ on
a h = div(H + G), on déduit de cette estimation que

I sty < Cll b lggo g

ce qui avec (3.4) établit 'inclusion (3.2) et la continuité de l'injection canonique. <
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Grace a ce résultat nous pouvons énoncer et démontrer le

Théoréme 3.2 Soient 2 un domaine estérieur C1', p > 3, f € FP(Q) vérifiant (2.36)
et une solution (u, ) € UP(Q) x QP(Q) du probléme (NS). Alors, w est une solution
d’énergie finie du probléeme (NS) qui vérifie [’égalité d’énergie :

u/|Vu|2d:1::<f,u> (3.5)
Q Wo ™

e
De plus, quitte a choisir la constante A dans (2.36) suffisament petite, la solution donnée
par le Théoreme 2.7 est 'unique solution du probléme (NS) dans UP(§2) x QP(£2).

Preuve:
i) Il est clair que w € UP(Q) est d’énergie finie (voir Définition III.1.1) car elle appartient
a W[l]’2(Q) grace au Lemme 3.1 et satisfait u)pq = 0 par hypothese.

i1) Nous prouvons maintenant 1’égalité (3.5). Comme u € VOV(1]’2(Q), il existe d’apres le
Théoreme I11.2.4 une suite u,, € V() (c’est-a-dire u,, € D(Q) et divu,, = 0) telle
que

Uy 25w dans W% (Q). (3.6)

En particulier, pour tout m > 0:

V/QVuVumdm + /Q u.Vu.upde =< f, u, >ng’2xvr§/(1)’2 . (3.7)
On déduit alors de (3.6) que
1// VuVu,de mir)wu/ | Vu [de, (3.8)
Q Q
<Foum > 25 fu > (3.9)
De plus, comme divu =0 et ujgq = 0, on a pour tout m > 0:
/u.Vu.umd:I: = —/ u.Vup,. ude, (3.10)
Q Q

grace aux formules de Green. Le Lemme 3.1 montre par ailleurs que w € L{°(Q) et
Vu € L?(Q). On en déduit, avec I'inégalité de Holder, les régularités :

u.Vu € L}(Q), u®u e LF(Q) C L*(Q). (3.11)

Ainsi peut-on, avec (3.6) et (3.11) et grace a 'inégalité de Holder, passer a la limite
dans les deux membres de (3.10). On obtient alors:

lim w.Vu.uypde = /

u.Vu.ude = —/ u.Vu.ude = 0. (3.12)
m—+oo [ Q

Q
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L’égalité d’énergie est ainsi démontrée par passage a la limite grace aux relations
(3.7),(3.8),(3.9) et (3.12).

i13) Nous déduisons l'unicité de la solution dans UP(Q2) x QP () d’'un résultat dia a G.P.
Galdi [25] (Th. IX.3.2, p. 81) que l'on peut reformuler comme suit :

Théoréme 3.3 (Galdi [25]) Soient Q un domaine extérieur lipschitzien ou Q = R3,
fe W0_1’2(Q) ﬂWO_m(Q) et u une solution d’énergie finie du probleme (NS). Il existe

une constante Ay > 0 telle que si
| % [lree () < Ao, (3.13)

alors, u est l'unique solution d’énergie finie satisfaisant (3.5).

En effet, grace a U'inclusion (3.2) donnée par le Lemme 3.1, on sait que
fe W, 2(Q) nw; Q).

Par ailleurs, la solution (u,m) € UP(2) x QP (€2) donnée par le Théoréme 2.7 est d’énergie
finie et vérifie (3.5) d’aprés les points (¢) et (47). Grace aux estimations (2.37) et (3.1), on
peut choisir la constante A dans (2.36) suffisament petite pour que (3.13) soit satisfaite.
Dans ces conditions, si (u/,7') € UP(Q2) x OP(2) est une autre solution du probléme
(NS), alors le Théoréeme 3.3 montre que u = u'. On en déduit que Vr = V', d’on
légalité entre 7 et ' car QP(€2) ne contient pas les fonctions constantes.

Remarque 3.4 i) Grace aux Théorémes 2.7 et 3.2, on peut introduire l'application
définie sur une boule centrée en zéro suffisament petite de FP(Q) qui & f associe 'unique
solution (w,m) € UP(2) x QP(Q2) du probléme (N .S). On peut de plus montrer que cette
application (non-linéaire) est continue. La preuve de cette propriété, par ailleurs valable
dans le contexte général du Lemme 2.1, repose sur les propriétés de continuité de L et
B et sur le caractére bilinéaire de B.

i1) Dans le méme ordre d’idée, considérons f € FP(Q) vérifiant (2.36). Pour tout réel
A € [—1,1], on peut introduire la solution (uy,my) € UP(2) x OP(§2) du probléme:

—vAuy +ur.Vuy +Vmy =Af, divuy=0 dans Q, uypq=0.

Rappelons que cette solution est obtenue par convergence du schéma d’approximation
(2.7),(2.8), grace au Théoréeme du point fixe de Banach. En utilisant cette propriéteé,
on peut aussi établir, grace a la bilinéarité de B, que lapplication A — (wuy,m)) est
analytique de | — 1, 1[ sur UP(2) x QP(2).
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Nous venons d’établir, pour des données f petites, I'existence et 'unicité d’une so-
lution (w, ) € UP(2) x QP(2) pour le probléme (INS) posé dans un domaine extérieur
CY1. En particulier, ce résultat donne par construction un développement asympto-
tique de la vitesse u grace a la décomposition naturelle u = v + w dans 'espace UP(£2)
(voir (1.6)). Néammoins, en l’état des choses, on sait seulement que v est un champ
de vecteurs homogene de degré —1. Il nous reste & caractériser les propriétés du couple
(v,n) (en particulier & démontrer le point (iv) du Théoréme 1.1). Nous ne savons pas
obtenir ce résultat par une analyse directe du probléme extérieur. Nous effectuons donc
tout d’abord une étude du probléme (NS) dans R? et établissons des résultats ana-
logues, mais plus généraux que les précédents. En outre, nous allons pouvoir, dans R?,
caractériser la partie homogéne de la solution en fonction des données.

4 Le probléme (NS) dans R

4.1 Existence de solutions

Nous considérons des espaces analogues & ceux utilisés dans un domaine extérieur,
i.e. dont les éléments se comportent & I'infini comme la somme d’une fonction homogeéne
et d'une fonction décroissant plus vite. Néammoins, comme R? contient I’origine (ce qui
n’était pas le cas de ), nous imposons de plus une condition de régularité au voisinage
de zéro. Celle-ci nous permet en quelque sorte d’"effacer" les singularités des fonctions
homogeénes a ’origine.

Dans cette section, nous supposons que les réels p et « vérifient :
3
p>3/2 et 2<-+4a<3,
p

et nous introduisons les espaces:
UR)={u=v+w, uc WP(B), ve M, we WLP(B])}, (41
QRY) = {m=n+7, m€L’(By), n€My 7€LLBY}, (4.2)
—~0 —c
FLR)={f =h+g, f € W "P(B,), he M_4(R’), g & W,'P(B))}. (4.3)

On peut montrer, grace a la condition 3/p+«a > 2, que les décompositions dans chacun

de ces espaces sont uniques puis introduire les normes:

g, = 1wy + 10 g+ 10 gt (44)
Imlloz = 7 lLesy) + 110 lae, + 117 1l B9,
16 g = 1 -y 1A Do 118 D (1.6)

qui les munissent d’une structure d’espace de Banach.
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Remarque 4.1 En choisissant p > 3 et & = 2, on obtient les analogues des espaces

Ur(Q),0P(Q) et FP(Q).
Nous allons démontrer le résultat d’existence suivant.

Théoréme 4.2 Soient p > 3/2, o un réel tel que 2 < 3/p+a <3 et f € FL(R3). I
existe une constante A' = A'(v,p, @) > 0 telle que si

£ 1|75, rsy < A, (4.7)

alors, il eziste une solution (u,m) € UPL(R3) x Qh(R3) du probléme (NS) et une
constante C = C(v,p,a) > 0 telle que

|l we) + [ 7l gz ey < OIS |22 gs)- (4.8)

La preuve de ce résultat repose a nouveau sur le Lemme 2.1 que nous allons appliquer
avec

E=UL(R’) x Q{(R%), F =FL(R%).

L’application bilinéaire B est donnée par (2.5) et 'application L s’écrit formellement
Lf =(u,m) /] —vAu+Vr=f, divu=0 dansR’.

Les deux paragraphes ci-dessous s’attachent a établir les propriétés de continuité de B
et L nécessaires a ’application du Lemme 2.1

Continuité de P’application bilinéaire:

Nous démontrons tout d’abord un lemme d’inclusion puis un lemme d’interpolation.

Lemme 4.3 Soient Q& C R*, n > 2, un domaine extérieur lipschitzien ou Q = R",
qg<mn et tel quen/q+ [ #1. Alors, on a l'inclusion :

1, *
Wﬂ Q) c L[q, (), (4.9)
avec injection continue.

Preuve: Nous traitons le cas 2 = R", le cas d’un extérieur s’en déduit par restric-
tion des fonctions a Q. Lorsque § = 0, le résultat découle, par densité de D(R™) dans
Wol’q(R”), des injections de Sobolev. Si 8 # 0 et n/q + [ # 1, on se raméne au cas
précédent car la multiplication par p” est continue de Wg’q(R”) sur WO1 I(R™) et la mul-
tiplication par p~? est continue de L (R") dans L%* (R™) (voir par exemple Hanouzet

[35] pour une preuve de ces propriétés).
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Lemme 4.4 Soient Q2 C R", n > 2, un domaine extérieur ou 2 = R". Soient o, f € R
et h € LL(R") N L%(R”). Alors, pour tout 6 € [0,1], on a

Q/r 1 0
r|h||u<||hup/uh||q

_abp+ (1 -0)g

r

avec r =6p + (1 —0)q

Preuve: C’est une conséquence directe de l'inégalité de Holder appliquée a p?"|h|". <

Nous pouvons alors démontrer un premier résultat de continuité de B.

Lemme 4.5 Soient p > 3/2 et « tel que 3/p+ a > 2. Alors, on a les continuités :

B : WiP(R) x WP (R?) — W, | sy (R LPo, si3/2<p <3, (4.10)
B : WoP (R) x WP (RY) — Lh | o (R} 1Py, sip>3. (4.11)

Preuve : Dans toute la preuve, w et w’ désignent deux champs de vecteurs appartenant
a WP (R3).

i) le cas 3/2 < p < 3 : Grace au Lemme 4.3 et a la définition de WP (R?), on a

w E Lg* (R®) N L’;_I(R3) avec | w ||Lp* + || w||ge

a—1

<Clwllyir  (412)

Comme 3/2 < p < 3,on a2—3/p e [0,1]. En particulier, en posant § = 2 — 3/p, on
peut interpoler LY (R3) et LY _,(R3) avec le Lemme 4.4. On en déduit avec l'inégalité
(4.12), 'estimation :

[ [l

< (Ol w
o 143/(2p) Il

Celle-ci est également vérifiée par w' et I'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que

lwew | < Cllw ol w' [l

—2+3/p

La conclusion résulte alors de la continuité de 'opérateur :

: . 3 3
div : L 2+3/p(R ) — W2a 2+3/p(R )LPo,

qui est évidente, hors Ia condition d’orthogonalité. Mais, on remarque que le dual

WP . (R3) de W,

2 90-3/p 2a ? +3 /p(R3) contient les polynoémes constants car

3p+a>2 = 1-3/p —(2—2a—3/p)=2(a+3/p) —4<0.
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On en déduit la condition d’orthogonalité par transposition et densité de D(R®) dans
Lp' 3
W2_2a_3/p(R ).

ii) le cas p = 3 : Supposons temporairement que w, w’ € D(R3). Alors, on sait que:

B(w,w') = (divw)w' + w.Vw' et / B(w,w')dz = 0. (4.13)
R3

De plus, w, w’ € L3_(R3) et Vw, Vw' € L3 (R?) et I'inégalité de Holder entraine que

1B(w,w)[lpzz < (divw)w'[lpae +[wVw' [z < Clwlyslw’lyys.
(4.14)
Appliquons finalement le Lemme 4.3 avec ¢ = 3/2 et =1 — 2a. Alors, par dualité on
obtient que L%Q_I(R3) C W52 (R?) avec injection continue. Grace a cette inclusion
et & la nullité de l'intégrale dans (4.13), on a

B(w,w') € Wy, 1Py avec | B(w,w') |y, 13 < C|| B(w,w) g -

Cette propriété et I'inégalité (4.14) meénent au résultat grace a la densité de D(R?) dans
Wo' (R).

i11) le cas p > 3 : D’apres la Proposition 1.3.9, on a

3/p+a—1

1p*P e w e < Cllwllyyio et lp w' e <Ol w' e (415)

Si de plus w et w’' € D(R?), on déduit de (4.13), (4.15) et de l'inégalité de Holder que

Blw,w) €Ly, 1Py et | Bw,w)ly < Clwlyul oy

D’ou la conclusion, par densité de D(R3) dans WP (R3). &

Nous prouvons finalement la

Proposition 4.6 Soit p > 3/2 et « tel que 2 < 3/p+ a < 3. L’application bilinéaire
B : UP(R®) x UL (R?) — FP(RY),

est continue.

Preuve : Soient u, u’ € UP(R?).

i) Comme u,u’ € WHP(By), il n’est pas difficile (on peut par exemple reprendre les
arguments utilisés dans le Lemme 4.5, mais en version locale) d’établir que

1 B(w, ) [ w-10(8,) < Cllt [wresy) | 6 wres,) < Cllullugll vy (4.16)
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i1) Introduisons de plus les décompositions naturelles de w,u’ dans UL, c’est-a-dire,

u=v+w, v =v +w,avec v,v' € ML, et w,w' € Wi (BY]). Alors,
B(u,u') = —div(v ® v') — [div (w ® v) + div (v @ w’) + div(w @ w')].

~0
Comme dans le Lemme 2.2 on montre que b = —div (v ® v') € M_3(R?) et satisfait

l'estimation :

TRl o) S Tollae 10" lae, < Ollullg | w” llz (4.17)

De méme, (en adaptant le point (i) de la preuve du Lemme 2.2) on montre que le terme
g! = —div(w ® v') — div (v ® w') vérifie
19" Iy oty < Ol gz 'l (418)

Enfin, la régularité du terme restant g2 = —div (w ® w’) découle du Lemme 4.5 car
comme 3/p+«a >2,on a
20 —-2+3/p > a,

de sorte que les inclusions suivantes ont lieu:

LP

20&—1+3/p(§§) C W;l’p (B)) c W;P(BY),

a—2+3/p

avec injections continues. On en déduit alors que:

192 oy < Cllaw Dy sy |0 g ey < Cllw el o' - (4.19)

—0
iii) Nous avons ainsi établi 'égalite B(u,u') = h + (g' + g?) avec h € M_4(R?)
et g', g2 € W, P(BY). Les estimations (4.16),(4.17),(4.18) et (4.19) prouvent alors la
continuité de B. ¢

Construction de I’application L

Proposition 4.7 Soient p > 3/2, a tel que 2 < 3/p+a < 3 et f € FL(R3). II existe
un unique couple (u,n) € UP(R?) x QL (R3) tel que

—vAu+Vr=f, dive =0 dans R>. (4.20)

Il eziste de plus une constante C = C(v,p, «) telle que :

| llan ey + 17 [l gz re) < OIS 72 ®s)-
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Preuve: L’idée générale est de considérer séparément les parties homogeénes et non-
homogeénes. Nous détaillons ci-dessous les arguments essentiels de la démonstration. On
se donne une distribution f € FE(R?), c’est a dire, et f = h + g avec h € ]\V4(13(R3)
et g € D'(R) N W, P(B)) telles que h 4+ g € WLP(By).

i) Soit un réel g tel que 1 < 3/p + < 2. On a en particulier § < « et il n’est pas
difficile d’établir les inclusions :

UL (RY) C WP (RY), Q4 (R®) C Ly(RY), FAL(RY) C W,'"M(R), (4.21)
avec injections continues. En particulier, d’aprés le Théoreme 1.4.7, il existe un unique
couple (u,m) € WP (R3) x L5(R?) vérifiant (4.20) et

I sy + 17 ey < CILE gzt (4.22)

Nous allons montrer que cette solution appartient de plus & UE (R3) x QF (R?). Notons
en particulier que Iinjection continue de 2 (R*) dans W/gl’p(R3) et estimation (4.22)

entrainent déja que

| w lwirs,) + | T lle(sy) < Cll Fll 22 ®s)- (4.23)

i1) Nous allons introduire une autre décomposition de la distribution f. Nous considérons
pour cela une fonction ¢ € D(R?) telle que

suppp C By, p(x) =1, Ve € By et / o(x)dz = 1. (4.24)
R3

—~0
Rappelons que par définition de M_4(R3) (cf. (2.17)), on a h = divH ou H € M!,
est un tenseur d’ordre 2. Alors, il est clair que la distribution H est & support compact
et appartient & L"(R3) pour tout 1 < r < 3/2. De plus,

(,0 r
| Ho s < 11 H el # Iy < CONHE lygs, < CONF len e,

On en déduit en particulier que
div (Hg) € Wy " (B)LPo, || div (Ho) - 1rgaey < Ol Flmpasy (4.25)
On remarque par ailleurs que
div(Hp)+g = ho+HVp+g = fo+ HVp+g(l — ),

ce qui permet de montrer que div (Hy) + g € Wg P (R?) avec

| div (Hp) + g lyy-togzs) < CIF ll7z.) (4.26)
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De plus, ’hypothése 3/p + « > 2 implique que 1 — 3/p' + a > 0, inégalité assurant que
I’espace WEZ (R?) contient les polynémes constants. On peut donc introduire le moment
généralisé d’ordre 0 (voir Section 1.4) de div (Hy)+ g, i.e. le vecteur mg(g + div (Hyp))
de coordonnées :

< i+ 05 (Hijp), 1> 1 i=1,2,3 (4.27)

1,p"s
xWZ27,

D’autre part, en notant que g = (f —h)p+g(1—¢), soit la somme d’une distribution
a support compact et d’une distribution de Wg (R?), on peut donner un sens au
moment généralisé mo(g). De plus, on obtient

mo(g) = mo(g + div(He)),  [mo(g)| < Clf [l72rs), (4.28)

I'égalité des moments résultant de (4.25) (qui montre que mg(div (Hy)) = 0) et Pesti-
mation découlant ensuite de (4.26).

Nous posons alors f = h? + g' + g2 avec

h° = 6mg(g) + h, (4.29)
g' = (p—d0)mo(g) — div(Hyp), (4.30)
g’ =g+ div(Hp) — pmo(g). (4.31)

Nous allons résoudre les problémes de Stokes associés a h, g! et g2 dans les espaces
adéquats et déterminer une autre expression de la solution (u, ) obtenue au point (i).

i11) Rappelons que la mesure de Dirac peut s’écrire 6 = div ﬁ dans D'(R?). Comme
le champ de vecteurs z/|z|> appartient a M!,, on a
0 70 (3
h” =dmy(g) + h € M_5(R’),
avec

0
180 g0 sy < ClUmo(@) [+ B llgo o) S OIS lmpesy  (432)

Ainsi, d’aprés la Proposition 2.4, il existe un unique couple (v,n) € ML, x M%,,
solution du systéme:

—vAv +Vy=h? dive=0 dans D'(R?), (4.33)
lolage, + 1170, < Ol A° !I,\~433(R3) < OIS llzzwe)- (4.34)

iv) La distribution g' donnée par (4.30) est & support compact dans By. De plus, si
1 < r < 3/2, on peut montrer que § € WO_I’T (R3). On déduit alors de (4.25) et (4.28)
que :

g' e Wy (R, et || g’ lwytr < OIS llzp re)- (4.35)
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En outre, comme l'intégrale de ¢ vaut 1 et grace a (4.25), il est clair que mo(g') = 0.
Alors, le Théoréeme 1.4.11 (avec m = 0) montre qu'il existe un couple de distributions

(w', 1) tel que
—vAw' + V7t =g', divw'=0 dans D'(R?), (4.36)
| VFw!(@)] + ]| Vi (2)] < Cle[* 7 g -1, (4.37)
pour tout entier £ > 0 et & tel que |&| > 4. On déduit alors des majorations ponctuelles
(4.37) pour k = 0,1 et de I’hypothése 3/p + a < 3 que
L S s

puis grace a (4.35) que

|0 o + 174 s a2y < CIF e o) (4.38)

v) Nous avons vu au point (ii) que la distribution g+ div (H) appartient 3 Wy 7 (R3).
Il en est alors trivialement de méme pour g2 qui est donnée par (4.31) car p € D(R?)
et on a de plus grace a (4.26) et (4.28) :

19% llw=10 < OIS 2 ws)- (4.39)

Comme ¢ est d’intégrale 1 et grace a (4.28), on vérifie que g2 € W, " (R*) LPy. Ainsi,

il existe d’apres le Théoreme 1.4.8, un unique couple (w2, 72) € WP(R3) x LA (R3)
satisfaisant :

—vAw? + V7?2 =g?%, divw?=0 dans D'(R?), (4.40)

lw? lwie + 172 lp < Cllg® ly-1o < CILF Il 72 (g3)- (4.41)

vi) Posons finalement u’ = v + (w! + w?) et ©’ = n+ (7! + 72). D’aprés (4.33),(4.36)
et (4.40) et comme f = h" 4+ g' + g%, on a:

—vAu' +Vr' =f, dive' =0 dans D'(R?).

En comparant le comportement asymptotique de (u’, ') et de la solution (u,7) obtenue
au point (), on montre que (w,m) = (u',7’). De plus, les estimations (4.23), (4.34),
(4.38) et (4.41) permettent finalement de montrer que

I llez 2y + 17 ll @z re) < CILF |2z 2y

Quant & Punicité de la solution dans UE(R?) x Qh(R3), c’est une conséquence des
inclusions (4.21) et de 'unicité de (u, ) dans Wé’p(R3) X L’ﬂ’(R3) (voir le point (7)), ce
qui termine la preuve de la Proposition 4.7. &
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Le Théoréme 4.2 est donc démontré grace aux Propositions 4.6 et 4.7, par application
du Lemme 2.1. En particulier, rappelons que, d’aprés ce lemme, la solution du probléme
(NS) est obtenue comme limite de la suite (ug,7;) € UL (R3) x QF(R?) définie par:

: (U’U?WU) = (070)
. Pour tout entier k > 0, (wg,1, k1) est I'unique solution dans UE (R?) x QF(R?) du
probléme de Stokes:

—vAUp + VT = f — div(up @ ug), divugy =0 dans D'(R¥).  (4.42)

Le corollaire suivant caractérise la partie homogeéne (v,n) € M| x M, de la
solution (u,7) obtenue par convergence de ’algorithme de point fixe.

Corollaire 4.8 Soient p > 3/2, a tel que 2 < 3/p+a < 3. Soient f = h+g € FP(R?)
vérifiant (4.7) et (u, ) la limite dans 'espace UL (R3) x Qb (R3) de la suite (w, Ty)
donnée par (4.42). Alors, la partie homogene (v,n) € ML, x M%, de (u, ) vérifie les
relations :

—vAv + div(v ® v) + Vg = h +my(g)d, dive =0 dans D'(R?). (4.43)

De plus, si f € W P (R3) alors h+mo(g)d = mo(f)d et les fonctions v et n sont C*°
en dehors de Uorigine. Enfin, (v,n) = (0,0) si et seulement si f € W, ™" (R?) LP,.

Preuve : Désignons pour tout entier £ > 0 par (v, ny) la partie homogene de (wg, 7).
Par définition des normes de UP (R3) et QL (R?) (voir (4.4), (4.5)), la convergence de
(up, ) vers (u, ) entraine celle de (vy, ;) vers (v,7) dans M| x M, Grace aux
Propositions 4.6 et 4.7, nous allons obtenir une formule de récurrence pour (vg,n) qui
donnera (4.43) par passage a la limite.

i) Posons, pour tout k£ > 0,

Fr="7— div(ugp ® ug).

C’est un élément de FP (R?) et d’aprés la preuve de la Proposition 4.6, sa décomposition
—0 _ —
naturelle hy + g, avec hy € M_3(R?) et g, € Wa P(B) dans cet espace est la

suivante :

hi = h — div (v ® vg), gr =9 — div (v @ wy + wi @ v + wy @ wy). (4.44)

De plus, avec des arguments similaires a ceux utilisés dans le point (i7) de la preuve de
la Proposition 4.7, on peut montrer que pour tout k, mo(g;) = mo(g).

Comme au point (i77) de la preuve de la Proposition 4.7, on peut montrer (cf. Proposition
2.4) que (vpy1,Mp41) est Punique solution dans MY, x MY, du probléme de Stokes:

—I/AU]H_I + Vg1 = hg + mg(gk)(S = h — div (Uk & ’Uk) + mg(g)5, divvgyr =0.
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D’autre part, par définition des normes dans Mlv, on a pour tout & € R? et tout k > 0:

ok —vllag,
||

[ =1l a0,

CImel@) @)l <

lvr(e) —v(z)| <
Comme (v, n;) tend vers (v,n) dans ML, x M%, il est alors clair que v, converge
localement vers v dans L? et 1, localement vers 1 dans L'. De ces convergences découlent

alors les suivantes:
vy —= v, v,Qup—v®u, n,—1n dansD'(R?).

On obtient alors les relations (4.43) par passage a la limite au sens des distributions.

i) Soit f € Wa P(R3), espace qui s’injecte contintiment dans FP(R?). Alors, la dé-
composition de f dans FP(R3?) n’est autre que h = 0 et g = f. Ainsi, on obtient
I’égalité

h +mo(g)d = mo(f)d,
et on déduit de (4.43) que

—vAv+ div(v®v) + V=0, dive =0 dansD'(R®—{0}).

Comme v € M|, on a v € W) ™°(R? — {0}) et on en déduit que

loc

div (v ® v) € L2 (R3 — {0}).

loc

Grace a un argument de localisation et de régularité pour le probléme de Stokes dans un
ouvert borné régulier, on obtient que v € W?O’IC’(R?’ —{0}) et w € Wllo’f(R3 —{0}) pour
tout p < +00. On peut alors itérer cet argument de régularité pour obtenir finalement
que v € WTHP(R? — {0}) et m € W,P(R® — {0}) pour tout m > 0 et p < +00 ce qui

loc oc
donne la régularité C*° en dehors de 'origine.

i) Soit f € Wa "P(R3)LPy. Alors on a f = h + g avec h = 0 et mo(g) = 0. On
raisonne par récurrence: par hypothése, on sait que (vg,n9) = (0,0). Supposons que,
pour un entier £ > 0, on ait (vg,nr) = (0,0). Alors, comme h = 0, la distribution hy
donnée par (4.44) est nulle. Ainsi, sachant que (vgy1,nks1) est 'unique solution dans
ML x M, du probléme:

—VAvE 1+ Vg1 =hp =0, divvgy; =0 dans D,(R?’),

on obtient (vgy1,nk+1) = (0,0). Par conséquent la partie homogeéne est nulle & chaque
itération et il vient donc a la limite (v,n) = (0,0). Réciproquement, si (v,n) = (0,0),
alors on a (u, ) € W&P(IR3) x LA (R3). En particulier, on a vu au Chapitre I que comme
3/p+a>2 o0na

—vAu + V1 € W, (R?) LP,.



4. LE PROBLEME (NS) DANS R3 139

D’autre part, le Lemme 4.5 montre que u.Vu € W;l’p(R3)J_'Po, ce qui établit finale-
ment que f € W, *(R?) LP,. %

Remarque 4.9 Revenons un instant sur les hypothéses sur p et « dans le Théoréme
4.2, c’est-a-dire, p > 3/2 et 2 <3/p+a < 3.

i) L’hypothese p > 3/2 n'intervient qu’a travers des propriétés de régularité locale. Elle
permet d’assurer que pour u, u’ € W, *(R3), on a B(u, u') € W, “P(R3).

loc loc

i1) L’hypothése 3/p+a > 2 est naturelle dans le sens ou elle assure les propriétés de dé-
veloppement asymptotique des éléments de UL (R3). En effet, d’aprés les Propositions
[.3.8 et 1.3.9, cette hypothése entraine que les fonctions de Wa sont négligeables &
I'infini (en moyenne sphérique si p < 3 et au sens classique sinon) devant les fonctions
homogénes de ML ;. C'est aussi cette hypothése qui permet d’établir la continuité de
lapplication B. Quant a I’hypothése 3/p+a < 3, elle est liée aux conditions de compati-
bilité qui interviennent dans la résolution du probléme de Stokes dans R3. Typiquement,
on sait que le moment mg(B(u, u’)) est nul dés que w,u’ sont suffisamment décrois-
santes (voir par exemple le Lemme 4.5). On peut en revanche trouver des champs de
vecteurs u, u' € D(R?) tels que les moments d’ordre 1 de B(u, u') soient non-nuls.Or,
la nullité de ces moments est une condition nécessaire pour que le probléme de Stokes
admette une solution dans Wa?(R3) x LA (R3) lorsque 3/p + a > 3 (voir Chapitre I,
section 4). Signalons enfin qu’en dimension 2, nous ne savons pas construire de solu-
tions (u, ) du probléme de Stokes avec u(x) = O(r ') sans imposer que les moments
d’ordre 0 et d’ordre 1 des données soient nuls ce qui constitue le principal obstacle a
I’adaptation des résultats obtenus en dimension 3.

4.2 Un résultat de régularité !

Nous établissons un résultat de régularité H' (voir paragraphe 1.5.3) pour les solu-
tions données par le Théoréme 4.2 avec des hypothéses minimales de régularité locale
et de décroissance des données. On rappelle en particulier que

HURY) ¢ W, PR3 LPy ¢ FIARD),

avec injections continues. Par conséquent, si f vérifie (4.7) avec p = 3/2 et a = 0, alors
il existe d’aprés le Théoréme 4.2, une solution

(u,m) € UY*(RP) x Q3 (R?),

au probléme (NS). Celle-ci vérifie de plus (u,m) € W(l)’3/2(R3) x L3/2(R%) d’apres le
Corollaire 4.8. Nous démontrons alors le
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Théoréme 4.10 Soit (u,7) € Wé’3/2(R3) x L3/2(R3) une solution du probléme (NS).
Si de plus f € HY(R3) alors, V>u et V appartiennent & H'(R?) avec ’estimation :

I V2 |3 sy + | V7 a2 ey < O llagr ey

Preuve: La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant

Lemme 4.11 (C.L.M.S [17], Th. IL.1, 2)) Soient w € L?(R") et w' € L¥ (R")

avec divw =0 et rot w’ =0 alors

| w.w' [l ny < Cll w ||Lo@n) || w' Lo’ (-

En effet, rappelons que W(l)’3/ 2 (R3) c L3(R3%). On peut alors appliquer le Lemme
4.11 avec p = 3/2, w = u et w' = Vu;, j = 1,2,3. On en déduit avec I'hypothése de
régularité sur f que

f—uVuecH (R).

Comme (u, ) € W(l)’3/2(R3) x L3/2(R3), le résultat découle alors du Théoréme 1.5.9. ¢

Remarque 4.12 Signalons que dans le cas p = 3/2 et @ = 0, le Théoréme 4.2 améliore
les résultats obtenus par P. Secchi dans [58] (Th. B, p. 295). En effet, pour montrer
existence de solutions du probléme (NS) avec u € L3(R?), il est supposé dans cet
article que:

feL3?R®), f=roth+Vg, avec h,ge L3/?(R?).

avec une condition de petitesse de la norme L3/2 de h et ¢g. L’hypothése f = rot h+ Vg
entraine en particulier f € Wal’3/2(R3)J_’P0. De plus, comme g et h sont petites, on
sait que la norme W L3/ 2(IR3) de f est petite. Ainsi, grace au Théoréme 4.2 et au
Corollaire 4.8, il existe une solution (u, ) € W(l)’3/2(R3) x L3/2(R%) du probléme (NS).
Ceci implique non seulement que u € L3(R?) mais aussi que Vu, 7 € L¥2(R?) ce qui
n’est pas établi par P. Secchi. De plus, pour établir I'existence de cette solution nous
n’avons pas utilisé 'hypothése f € L3/2(R3). Notons cependant que cette hypothese
supplémentaire permet, dans [58] d’obtenir que

Vu,m € L}(R?) et D?u,Vr e L/?(R%),

régularités qui ne sont pas données directement par nos résultats.
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4.3 Unicité des solutions

Comme dans le cas d’'un domaine extérieur, on peut établir I'unicité des solutions dans
UP (R3) x Q4 (R3) lorsque le champ de forces f est suffisament petit dans 2 (R?). Nous
ne donnons pas la preuve de ce résultat. Elle repose sur des propriétés d’inclusions
analogues a celles établies dans le Lemme 3.1 puis utilise les mémes arguments que le
Théoréme 3.3.

Théoréme 4.13 Soient p > 3, « tel que 2 < 3/p+a < 3 et f € FL(R3) vérifiant
(4.7). Soit de plus (u,n) € UL (R?) x Oh(R?) une solution du probléeme (NS). Alors, u
est une solution d’énergie finie du probléme (NS) qui vérifie [’égalité d’énergie :

2 —
V/Rs | Vu | de =<f,u >W0_1’2><Wé’2 (4.45)

De plus, quitte a choisir la constante A" dans (4.7) suffisament petite, la solution donnée
par le Théoréme 2.7 est l'unique solution du probléme (NS) dans UL (R?) x Oh(R3).

Remarque 4.14 On peut en fait étendre ce résultat au cas p > 2 avec des arguments
similaires, mais en utilisant une autre propriété d’unicité des solutions faibles vérifiant
une inégalité d’énergie (voir H. Kozono, H. Sohr, [42| ou G.P. Galdi [25] Th. IX. 3.1).
En revanche, lorsque p < 2, les champs de vecteurs u € UP(R3) ne vérifient pas a
priori Vu € L?(R3). En particulier, la méthode utilisée pour les Théorémes 3.3 et
4.13 ne s’applique plus, ce qui laisse ouverte la question de 'unicité des solutions dans

UL (R?) x QL (R3), p < 2.

5 Retour sur le probléme extérieur

5.1 Identification de la partie homogéne

Grace aux résultats d’existence et d’unicité établis dans R? | nous sommes en mesure
de démontrer le point (iv) du Théoréme 1.1.

Théoréme 5.1 Soit Q un domaine extérieur de frontiere C' et p > 3. Soient de
plus f € W;l’p(Q) satisfaisant (2.36) et (u, ) l'unique solution dans UP(2) x QP(R2)
du probleme (NS). Quitte a choisir la constante A dans (2.36) suffisament petite, les
parties homogénes (v,n) € M x MO, de u et m satisfont les relations

—vAv+ div(v®v) +Vnp=F5 dive =0 dans D'(R?),

ou F désigne la force totale exercée sur le fluide. De plus, v et n sont C° en dehors de

DUorigine et sont nulles si et seulement si et seulement si F = 0.
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Preuve: Soit (u,7) = (v +w,n+7) € UP(Q) x QP(Q2), 'unique solution du probléme
(NS) donnée par les points (¢) et (7¢) du Théoréme 1.1. On rappelle que

I llur @) + 7 llor@) < CIF e ) (5.1)

On va maintenant se ramener aux proprié¢tés du probléme (NS) dans R? grace a un

prolongement adéquat.

i) On introduit les fonctions (w,7) sur R? données par:

=w, 7T=7 dansQ, w=—v, 7T=—n dans ¥,

IS}

et nous posons (@, 7) = (v + w,n + 7). En particulier, on a

N

=u, 7=7 dansQ, @ =0, 7 =0 dans Q. (5.2)

Rappelons que (u,n) € WHP(Qg) x LP(Qr) pour tout R > Ry et que ujp = 0. Grace
a ces propriétés, il est clair que

(@,7) € WEP(R?) x LP

loc loc

(R3). (5.3)

D’autre part, on sait que (w,7) € W;’p(Q) x LH(Q) et comme u = v + w est nulle au
bord de , on vérifie facilement que

w € WyP(BY), e I5(BY). (5.4)
Ainsi avons-nous établi, grace a (5.3) et (5.4), que (u,7) € UL(R3) x QH(R3).

i) Introduisons maintenant la distribution sur R® donnée par

f=-vAa+a.Va+ V. (5.5)
Nous allons montrer que f € W, LP(R3). Pour cela, on considére ¢ € D(R?) avec
Y(x) =1si|z| < Ry et ih(x) = 0 si |z| > 2Ry. On établit alors que fop et f(1 — 1))
appartiennent a Wy 7 (R?).
Comme supp (1 — 1)) C Q et par définition de (@, 7), on a pour tout ¢ € D(R?):
<FU=9)p >re=<f @1 =) >re=<f. (1 =) >q.

Or, f € W;l’p(Q), de sorte que:
| <FA=9)p>re | <F llw;rr@)ll P =9 llyy ) (5.6)
< O1f =1 i oy (5.7)

D’autre part, d’aprés (5.3), on a en particulier (@,7) € W1P?(Bag,) x LP(Bag,) et
grace au point (%), on peut montrer que

I lwieBpy) < Cllwllur@), 17 ler(Bog,) < Cli7llore)- (5.8)
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Ceci entraine avec (5.1) que

IAG [lw-1p(Byry) + I VT W 10(8,0,) < CIF llw, 100 (5.9)

De plus, grace aux injections de Sobolev et comme p > 3 on a aussi & € L>°(Bap,). On
déduit alors de l'inégalité de Holder que w.Vu € LP(Byg,) ainsi que, grace a (5.1) et
(5.8), 'estimation

1.V lw-ro(520) < OIS P10 (5.10)

Les estimations (5.9) et (5.10) montrent alors que f € W—1P(Byg,) avec

1 w-1(Barg) < CULS Iy oy + 1F Iy, 1)) (5.11)

Ainsi, comme supp C Bag,, on a pour tout ¢ € D(R3):

< b, >re=<F, o0 >ps=<F, 00 >p,p,;

et on en déduit avec (5.11) que

<P >us | < F lw-ro(sang) | 9% lwi 5y (5.12)
< OIS s ooy + 1 Pyl i sy (513)

En réunissant les informations données par (5.7) et (5.13), on a montré que f €
W;l’p(R?’) avec

17 sty < CULS Izt + 15 Iy vay) (5.14)

i1i) Notons finalement que comme divu = 0 dans 2 et uppn =0, on a divu = 0 dans
R3. Grace aux points (i), (ii) et d’aprés (5.5), nous avons donc établi que le couple
(u,7) € UL(R3) x OQh(R3) vérifie les relations:

—vAu+a.Va+Vi=Ff, diva=0 dans D'(R?),

avec f € W;l’p(R3) C FP(R?). Nous savons de plus, grace aux Théoremes 4.2 et 4.13
que ce probléme admet une unique solution dans UL(R?) x Q5 (R3) pourvu que f soit
suffisamment petite dans W, Lp (R3). Or, il suffit d’aprés (5.14) que f soit suffisamment
petite dans W;l’p(Q) pour que cette condition soit satisfaite. Dans ce cas, (%, 7) est
la solution donnée par le Théoréme 4.2 et on peut lui appliquer le Corollaire 4.8. On
obtient alors que la partie homogene (v,n) de (@, 7) (qui n’est autre que celle de (u, )
d’apres le point (7)) vérifie les relations:

—vAv 4 div(v @ v) + V= dmy(f), dive =0 dans D'(R®), (5.15)
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et que v et 1 sont C* en dehors de l'origine. Enfin, on a ’équivalence:

(v,m) =(0,0) < mO(]:) =0.

iv) le Théoreme 5.1 sera établi si ’on peut interpréter le vecteur mg(f) comme la force
totale exercée sur le fluide. Une justification compléte de cette interprétation néces-
siterait des développements techniques que nous ne souhaitons pas exposer ici. Nous
illustrons cette propriété lorsque la partie non-homogene (w,7) de (u, ) est réguliére

et décroissante, soit (w,7) € D(2) x D(2). Dans ce cas, comme (u, ) est solution du
probléme (N.S) et compte tenu de (5.15), on obtient par différence les relations:

—VvAw+divirQw+w®v+w®w)+ Vr =§f.

Comme v € C*(f2), cette égalité entraine que f € D(). Choisissons de plus le réel
Ry tel que suppf C Qpg,. Alors, grace a la troncature v introduite au point (4¢), et aux
propriétés de support de f, on a pour tout + =1,2,3:

mO(fz) =< .]flal >R3a ~
=< fi(1 =),1 >ps + < fith, 1 >gs,

= 0+ < fi, 1) >gs,
Mais, par définition de f, on a
< fisth >ga= _,,/ u; Avpde —i—/(u.Vui)z/)d:c —/ TOihde.
Q Q Q

Comme toutes les fonctions intervenant dans ces intégrales sont C*°(Q), on en déduit
grace & des intégrations par parties que:

mo(f) = —V/ngudw+/Q(u.vu)¢dw+/ﬂ¢v7rdw +/m(uvu — nl)nds,

car ujpn = 0 et jpq = 1. Compte tenu des équations satisfaites par u et 7 dans {2, et

comme nous avons établi que f € D(), cette derniére égalité s’écrit encore:

mo(f) :/S?fdw+/eag(uVu—7rI)nds,

quantité qui s’interpréte comme la somme des forces volumiques et surfaciques exercées

sur le fluide soit le vecteur force totale F'. &

Remarque 5.2 Rappelons que pour le probléme de Stokes extérieur (voir Chapitre II,
Section 5, et plus particuliérement la Remarque 5.6) le vecteur force totale F joue un role
fondamental dans le comportement asymptotique des solutions. Dans ce cadre linéaire,
nous avons pu de plus déterminer ce vecteur explicitement en fonction des données du
probléme grace a l'expression (1.5.1). Pour le probléme de Navier-Stokes, nous ne savons
pas établir le méme type de propriétés, c’est & dire donner une expression du vecteur F
qui ne dépende que de la donnée f et de 2.
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5.2 Un résultat de régularité

Nous montrons maintenant que lorsque les données du probléme (N.S) sont plus
réguliéres, alors il en est de méme pour la solution donnée par le Théoréeme 1.1. De plus,
on obtient alors un développement asymptotique de Vu et w. Rappelons en particulier
la partie homogeéne (v,n) de la solution est C* dans €. Il suffit donc d’¢tudier la
régularité de la partie non-homogene (w, 7).

Théoréme 5.3 Soient Q un domaine extérieur CV', p > 3, f € W;l’p(Q) vérifiant
(2.36), et la solution (u,7) = (v+w,n+7) € UP(Q) x QP(Q) du probléme (NS). Si de
plus f € LE(Q) alors (w,T) € Wg’p(Q) X Wé’p(Q) et on a pour r suffisament grand :

Vw(z) =o(r 2737, 7(z) =o(r273/7),

Preuve:

i) Soit (u,m) = (v + w,n+ 7), 'unique solution du probléme (N S) avec f € W;l’p(Q)
suffisamment petite. D’aprés le Théoréme 5.1 et comme €2 ne contient pas 'origine, on
sait que:

—vAv+v.Vuo+Vn=0, divv=0 dansQ.

On en déduit par différence que le couple (w,7) € W%’p (2) x LE(Q) satisfait les rela-

tions:
—VvAw+Vr=f—-divivew+w®v+w®w), divw=0 dans(Q,

’w‘ag = —0.

A ce titre, comme v € C*®°(2) (¢f. Théoréme 5.1) et
f-diveow+weuv+wew)e W, P(Q),
(voir le point (7i) de la preuve du Lemme 2.2) il est clair que (w, 7) est 'unique solution
donnée par le Théoréme 11.5.1 du probléme de Stokes:
—vAz+Vl=f—diviveuw+wRuv+ww), divz=0 dansQ, (5.16)
Z|pq = —v. (5.17)

i1) Il suffira alors pour conclure de montrer que

divivew+w®v+wew) e LE(Q) (5.18)
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En effet, comme v € C®(Q2) et f € LE((2), on aura

fodivivow+wev+wew) e LE(Q), veWH/P?Hq).
3

Ainsi, compte tenu du point (¢), on pourra appliquer le Théoréme I1.5.3 & la solution
du probléme (5.16), (5.17), (c’est-a-dire (w,7)) ce qui établit d’une part que

2 1
(w,7) € W3P(Q) x W;P(Q)
et d’autre part que pour r assez grand:

Vw(z) = 0(7“*2*3/”), T(x) = 0(7“*273/”).

i1i) Reste finalement a prouver (5.18). Pour cela, on remarque tout d’abord que divv =
divw = 0 dans €2, de sorte que

divivouw+wuv+ww)=v.Vw+w.Vv + w.Vw.
Par ailleurs, comme v € M!, il est clair que
v e L{°(Q), Vwe L(Q).

En outre, comme w € W%’p avec p > 3, on a aussi (voir en particulier la Proposition
1.3.9):

weLf(Q), Vwelh(Q), welLy, () L)

Gréce a ces régularités, on montre avec 'inégalité de Holder que
[v.VwllLz) <l vlveoll Vwllz), |w.Vwl o) <llwlue@l Vwllzz ),

| w.Vo ||L§(Q) < w ||L’1’(Q)|| Vol @)

ce qui établit (5.18) et le théoréme. <
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Annexe : Preuve de la Proposition 2.4

Rappelons, avant de le démontrer, I’énoncé de la Proposition 2.4 :

—0
Proposition Soit h € M_3(R?). Il existe un unique couple (v,n) € ML, x MY, tel
que :

—vAv+Vn=nh, dive=0 dans D'(R?).

De plus, il existe une constante C = C(v) > 0 telle que :

19 llaee, + Ilae, < CIB g g

Dans ce résultat, 'unicité de la solution est une conséquence directe de la remarque
1.3.2, car les éléments de ML, et M%, sont des fonctions qui s’annulent & I'infini.
L’existence et 'estimation sont en revanche plus délicates & prouver.

Commencons par un lemme élémentaire sur la convolution des fonctions homogeénes.

Lemme A Soient yi,v2 > —3, fi € Mgl et fo € M?m. Sty + 72 < =3, alors

(s £)(w) = [ Ay = o)he)de € M0,

avec
1/ % fa |l po < Cllfillamg 1 g,

Y1t+v2e+3 T

ot la constante C ne dépend que de 1 et yo.

Preuve: L’intégrale
[ ity - oilaia
R3

a un sens pour tout y # 0 car y;,72 > —3 et y; + 2 < —3. Effectuons le changement
de variable z = /|y|, il vient:

G £)(w) =l [ty = 2l

ou l'intégrale ne dépend que de y' et vaut en particulier (f; * f2)(y’). Alors, en utilisant
la forme (1.2), il est immédiat de montrer que:

(i 2) (YOI < I e ()1 fo oo ) /Rg |y’ — 2|2 dz.

d’ou l'estimation, car l'intégrale figurant au second membre est invariante par rota-
tion. <
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—~0
Considérons alors h € M _3(R3), i.e. h = div H ot H € M! ,(R?) est un tenseur

d’ordre 2. Par définition de la norme dans J\V4(),3(R3) (cf. (2.18)), on peut de plus choisir
H tel que

I gz, < 201 Rl 50 - (5.19)

Le tenseur H sera ainsi fixé dans toute la suite. Comme M!,(R3) C MY, (R3), le

Lemme A permet d’introduire les distributions, pour i = 1,2,3:

3 3
vi= Y (OkUy)* Hyy et n= > 0k(Q;x Hyj). (5.20)
]akil _],kil

En effet, comme 0,U;; et Q; (voir Chapitre I, section 4.1) appartiennent clairement a
MO, onaveMP avec
10 lae, < Ol H o, (5.21)

De méme, on obtient que 7 la dérivée d’une fonction homogéne de degré —1, i.e. une
distribution homogene de degré —2.

Nous prouvons maintenant que le couple (v, 7n) donné par (5.20) vérifie les égalités :

—vAv +Vn=divH, dive=0 dans D'(R?). (5.22)

C’est une conséquence du résultat suivant ot A désigne une fonction impaire, homogéne
de degré —2 et réguliére en dehors de origine (C'*°, pour fixer les idées car on applique
le lemme & VU et Q, mais plus généralement A € M°,(R?)).

Lemme B Soit H € MQQ. Alors,

Vo € D(R?), < 9;(A+ H),p >= /R3 Oi(A * @) (x)H (z)dx. (5.23)

Preuve: Par définition,

<ai(A*H),so>=—/

R3< LAY ’”)H(m)de) dip(y)dy,

ce qui s’écrit aussi grace au théoréme de Fubini:

< (A x H) i >= —/ (/R Ay — 2)0, (y)dy) H(z)dz.

RS

Or, A étant impaire, il est clair que

[, My - @)y = - (1 0)(@) = -0 @) O
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En utilisant le Lemme B avec A = 0,U;; et A = (); dans les expressions données
par (5.20), on obtient facilement (5.22) puisque (voir Chapitre I, Section 4.1)

3
—I/AUij + 8Z'Qj = 5@'5, Z&Uij =0.
7=1

Les égalités (5.22) étant établies, il reste pour démontrer la Proposition 2.4, & prouver
I'estimation (2.20). Mais notons que 'on a déja d’aprés (5.19) et (5.21):

lvllage, < CHH Lo, < ClLH et < Cllbllggo

Ainsi, compte tenu de (5.19), il suffit donc d’établir
199 o, + I llase, < CIE e, (5.24)
Pour clarifier la preuve de cette estimation nous considérons comme ci-dessus une

fonction A € C®(R3? — {0}), homogene de degré —2 et impaire (on choisira & nouveau
A = 0xU;j ou A = Q;j le cas échéant). Alors, on sait que pour i =1,2,3 et ¢ € D(R?):

Oi(Ax ) = liII[l] Kip+ As o, (5.25)
E—r
avec
Ki : g oA - Yoy, Avi= [ A@)alda.  (520)
lz—y|>e b

Posons de plus:

R, = K;p— liII[l] K; o, (5.27)
e—>

et prouvons le résultat préliminaire suivant :

Lemme C Soient ¢ € D(R?) et i = 1,2,3. Alors, il eviste un compact K = K(p) et
une constante C = C(p) > 0 tels que

Ve €]0,1], suppRjp C K, et || Rj¢|poms) < Ce. (5.28)

Preuve: Il est standard de vérifier, par "découpage" d’intégrale que

. _ o _ . _ o — ) Y o).
fip@) = [ e vty [ A y)|w_y|90(y)dy+/\z,z90((5)29)

En particulier, il est clair que si ¢ €]0, 1] alors,

supp Ri¢ C suppp + B. C suppy + B.
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Par ailleurs, comme A est homogéne de degré —2 et réguliére sur 3, on a

[ A —yoey)dy < / Az — y)dy| |0ipll sy (5.30)
|z—y|<e |z—y|<e

< el Allpr sy 10ipll oo (3)- (5.31)

Quant aux deux autres termes, un simple calcul montre que:

_ Ty — Yq _ olz) — o Ti— Y; B - .
[, Ao w ey~ Asple) = [ A ) ey) @)y

Comme |z — y| = ¢, le théoréme des accroissements finis appliqué & ¢ entre x et y
permet d’en déduire que

Li—Yi
[, A D Thewiy — A <Al Vel (3
z—y|=¢

Ainsi, (5.29), (5.31) et (5.32) entrainent par inégalité triangulaire la majoration uniforme
de R;. ¢

Nous démontrons finalement I'estimation (5.24) sous une forme plus générale.
Proposition D Soit A € C®(R® —{0}), une fonction impaire, homogéne de degré —2
et He ML,. Alors, V(A x H) € M°, avec l’estimation :

I V(A * H) o, < Ol H st (5.33)

Preuve:

i) D’apres le Lemme A, A x H est une fonction homogeéne de degré —1 de sorte que
V(A x H) est une distribution homogéne de degré —2. Par conséquent, pour établir la
proposition, il suffit de prouver 'inégalité :

Vo €D(C), |<0i(AxH),o>[<ClH[p,ll@llLie), i=1,23, (5.34)
ou C désigne par exemple la couronne: {& € R", 3/4 < || < 2}.

i1) D’aprés (5.23) et (5.25), on a

<O(AxH),p >= Agyi/ﬂ@sap(w)(w)dw + / (lim(K'p)(x))H (z)dz.

R3 e—0

De plus, comme H appartient & LZIOC(R3), le Lemme C permet d’intervertir le signe
somme et la limite dans le membre de droite, c’est-a-dire que:

< O0i(AxH),p>= Ag,i/ o(x)H(x)de + lim I, (5.35)
R3 e—0
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ou l'on a posé:

I. = // (¢ — y)p(y)H(x)dydx. (5.36)
|e— y\>s
Comme ¢ appartient & D(C) et H est borné sur C, on montre immédiatement que:
|A2,z'/RS‘P($)H($)dm| S CMIH [yl e ey (5.37)

Reste & estimer lim._,¢ I.. Pour cela, nous montrons que les intégrales I, sont unifor-
mément majorées pour € petit. En particulier, nous introduisons la partition de 'unité
1 + 1P = 1 sur R® avec:

0 <th1,p2 <1, tpo =1sur By et Supp(ia) C By,

qui va nous permettre de bien distinguer la singularité de A et celle de H. En particulier,
on décompose 'intégrale I, donnée par (5.36) en

L=l +I (5.38)
T—Y|>€

iii) estimation de I': Supposons & partir de maintenant et sans perdre de généralité

que ¢ < 1/4. Comme supp 1 N By/y = 0, il est clair que I! = I11/4 et il vient grace au
théoréme de Fubini:

Il = /C (/ iz — y)i1 (z — y)H(w)dw> o(y)dy. (5.39)

z—y|>1/4
Posons pour tout y € C:
J(y) = / OiMx — y)Y1(x — y)H(z)dx.
lz—y[>1/4
Alors, on a
[J(y)] < / |0iA(@ — y)H (z)|dz = |y|2/ |0iA(z — y')H(2)|dz,
lz—y[>1/4 lz—y'|>]yl/4

ou 'on a effectué le changement de variables z = z/|y|. Sachant que 3/4 < |y| < 2, on
en déduit de plus que

16 dz
)1 < G 1M el H ) [

g 12—y

L’intégrale figurant au second membre étant finie et indépendante de y’ (car invariante
par rotation), on obtient finalement :
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Vyel, [J(y)| <CW)H [|lL=). (5.40)

Ainsi, on déduit de (5.39) et (5.40) que
vo<e<ifa, 1 < [,

SCMNH (=)l e llzre)- (5.41)

iv) estimation de I?: L’intégrale I? s’écrit aussi:

I? = /C (/ iz — y)h2(z — y)H(w)dw> o(y)dy. (5.42)

e<|z—y|<1/2

Notons que pour tout y € C, la fonction 99(x — y)H (x) est & support compact et
appartient 4 W1 °(R3). En effet, si y € C alors

yl>3/4, le—yl<1/2 = |a]>1/4,

c’est-a-dire que 0 ¢ supp2(.—y). Supposons a nouveau € < 1/4, alors, une intégration
par parties donne:

/ OiM(z — y)pa(e — y) H(w)dz =

e<|z—y|<1/2

_/ Az — )0 (o — y) H (z))de +/ Az —9)H(z) 2" Yigg. (5.43)
e<|z—y|<1/2 |z—y|=¢ |w y|

En utilisant I’homogénéité de A et H, on majore la seconde intégrale de la maniére

suivante :

Ty — Y
| Mo -~ ) H(@)

o Iz — |dw|§C||A||Loo(2)||H||L°°(E)- (5.44)
z—y|=¢

Quant a la premieére, elle est par inégalité triangulaire majorée par la somme de deux
intégrales:

| Az — y)0i(Ya2(z — y)H(z))dz| < Ji(y) + J2(y), (5.45)
e<|lz—y|<1/2

avec

Ii(y) = / Az — y)Oua(e — y) H(z)|d,
lz—y|<1/2

Jo(y) = / Az — g)al(e — y) BiH (o)) dz.
lz—y|<1/2
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Alors, grace aux propriétés de support de 19, on obtient facilement pour tout y € C:
J1(y) SO A gyl H [ peozy et Jo(y) < Ol Aflpoosyll OiH [|1oo(s) (5.46)

En utilisant (5.42), (5.43) et les majorations (5.44), (5.45), (5.46), il vient aisément

VO <e<1/d, |2 < CIA oy (I H 1wy + I GH )l @lliie)  (5.47)

v) On déduit alors de (5.38),(5.37) et (5.41) que

VO0<e<l/4, |LISCA)IH |lpe)+ 10:H o)l ¢ llLie)-

Par conséquent, il vient

[ i .| < COH llzgwy + 10:H o)l @ 12 - (5.48)

Ainsi, grace a (5.35), on déduit trivialement de (5.48) et (5.37) donnent ’estimation
(5.34), soit le résultat

Remarque: Telle qu’elle est énoncée, la Proposition D n’est pas optimale. Tout
d’abord, il n’est pas nécessaire de supposer que A est une fonction impaire, le résul-
tat restant vrai sans cette hypothése avec une preuve trés similaire (on introduit la
fonction A(z) = A(—z) dans le Lemme A, et on travaille ensuite avec A au lieu de A).
De plus, on peut en fait, en étant un peu plus précis dans ’estimation des constantes

montrer plus généralement que:
VA € MLy, H € MLy, 1| 05(A+ H) Iy, < CIA e 1 H laar,, = 1,23,
soit encore compte tenu du Lemme A :

VAe My He MYy, [AxH | <CIAlu, I Hllpe,.
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