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Con v en tions, sym b oles et

notations

Nous adopterons les con v en tions, sym b oles et notations suiv an tes, que

nous essaierons de resp ecter au maxim um:

. v ! abscisse curviligne euclidienne

. g ! métrique de group e euclidienne

. � ! courbure euclidienne

. � ! torsion euclidienne

. ( C ; t ; n ) et ( C ; t ; n ; b ) ! rep ère de F renet euclidien d'une courb e (res-

p ectiv emen t 2D et 3D)

. s ! abscisse curviligne a�ne

.  ! métrique de group e a�ne

. � ! courbure a�ne

. � ! torsion a�ne

. ( A ; e

1

; e

2

) et ( A ; e

1

; e

2

; e

3

) ! rep ère de F renet a�ne d'une courb e

(resp ectiv emen t 2D et 3D)

. � ! abscisse curviligne pro jectiv e

. � ! métrique de group e pro jectiv e

. k ! courbure pro jectiv e

. A et � ! p oin t et facteur de Cartan

. ( A ; A

(1)

; A

(2)

) ! rep ère de Cartan pro jectif plan d'une courb e.

. i : j ! pro duit scalaire

. jj i jj ou j i j ! norme du v ecteur i

. i � j ! pro duit v ectoriel

. [ A ] ! déterminan t

. [ i ; j ] ou [ i ; j ; k ] ! par extension, déterminan t de la matrice formée des

v ecteurs colonnes i ; j ou i ; j ; k

. r � ! gradien t

. [

@

@ t

;

@

@ v

] ! cro c het de Lie (

@

2

@ t @ v

�

@

2

@ v @ t

)

. v

p

, v

pp

ou v

p

2
, v

ppp

ou v

p

3
, ... ! dériv ées successiv es par rapp ort à p .
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. R

N

! espace réel de dimension N

. S ou S

1

: le cercle unité.

. P

2

! plan pro jectif

. f D

1

; D

2

; D

3

; D

4

g ! bi-rapp ort de quatre p oin ts, droites ou coniques.

. I mg ( C ) : image de la fonction C , plus particulièremen t ici l'ensem ble

des p oin ts de la courb e C . On notera abusiv emen t parfois C

0

et C ( t ) au

lieu resp ectiv emen t de I mg ( C

0

) et de I mg ( C ( :; t ))

. D

x

ij

f =

f

i +1 ;j

� f

i � 1 ;j

2� x

di�érence �nie cen trée

. D

+ x

ij

f =

f

i +1 ;j

� f

ij

� x

di�érence �nie à droite

. D

� x

ij

f =

f

ij

� f

i � 1 ;j

� x

di�érence �nie à gauc he
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Chapitre 1

In tro duction et généralités

1.1 Con texte

Nous assistons vraisem blablemen t depuis ces dernières années à un regain

d'in térêt p our le traitemen t d'image et un certain nom bre de sujets qui lui

son t liés. La part croissan te des images vidéo dans notre vie quotidienne et de

leurs applications n'y est certainemen t pas étrangère: rob otique mobile, ima-

geries satellite et médicale, réalité virtuelle, e�ets sp éciaux, télé-surv eillance

et autres. Il est vrai aussi que les images et les séquences vidéo, longtemps

synon ymes de temps calcul et du coût de sto c k age prohibitifs, son t aujour-

d'h ui à la p ortée de la puissance de nos ordinateurs p ersonnels. Mais sur le

plan académique, c'est surtout l'e�ort accru de formalisation mathématique

du traitemen t d'image et de la vision par ordinateur qui sem ble être à l'ori-

gine du phénomène... à moins qu'à l'in v erse ce ne soit l'in térêt grandissan t

p our ces domaines qui ait p oussé les théoriciens à se p enc her sur le sujet!

En tout état de cause, l'utilisation en traitemen t d'image et en vision par

ordinateur des équations di�éren tielles partielles (EDP), de la théorie des

év olutions de courb es et de surfaces et de l'analyse m ulti-éc helle est dev en ue

ces dernières années un sujet de rec herc he ma jeur (v oir [92 ]) déb ouc han t sur

des applications en débruitage et dé�ouage d'image [93], en lissage sélectif

et en détection de con tours [3, 86 ], en accen tuation du con traste [95] et en

segmen tation des formes [13 ]. Citons aussi des tra v aux plus récen ts sur l'ap-

plication des EDP à la restauration d'image [67, 66, 8] ainsi que l'utilisation

des métho des d'ensem bles de niv eau, métho des initialemen t utilisées p our

la sim ulation n umérique des év olutions de courb es par EDP (v oir [103] et

c hapitre 2), p our l'extraction de con tours et le suivi d'ob jets [83 , 84, 85].

Nous utiliserons aussi ces métho des p our résoudre le problème de stéréo vi-

sion (c hapitre 3).

Les appro c hes à base d'EDP on t l'a v an tage de p ermettre d'obtenir dans

de nom breux cas des résultats d'existence et d'unicité à des problèmes clas-

siques p our les sp écialistes du domaine. Elles app orten t aussi de puissan ts
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sc hémas n umériques déjà éprouv és en mécanique des �uides. En�n, elles for-

malisen t dans un cadre uni�cateur des métho des et des problèmes ab ordés

jusque là de manière indép endan te.

La théorie de l'év olution des courb es planes a été considérée dans un

grand nom bre de domaines tels que la géométrie di�éren tielle, l'analyse n u-

mérique, la vision par ordinateur et plus récemmen t dans le domaine du

traitemen t d'image. Dév elopp ée jusqu'alors de manière indép endan te et pa-

rallèle, la théorie de la déformation des courb es planes sous l'e�et d'une équa-

tion de la c haleur in trinsèque p eut être aujourd'h ui comprise sous l'angle de

l'application des EDP au traitemen t d'image.

L'analyse m ulti-éc helle d'une image a elle aussi été récemmen t forma-

lisée et une équip e de Ceremade [5 ] en a prop osée une axiomatique, tout

en rappro c han t le sujet de l'utilisation des EDP et de la théorie de l'év olu-

tion de courb es. Nous décrirons en détail cette axiomatique dans la section

suiv an te. Mais il existe d'autres appro c hes et d'autre axiomatiques. L'idée

même d'espace d'éc helle est ancienne. Comme le fait remarquer W eic k ert

dans des articles récen ts [111 , 112 , 40], si la première référence à la notion

d'espace d'éc helle est en général attribuée à un article de Witkin datan t de

1983 [114], c'est à tort et par ignorance de toute une série de tra v aux d'Iijima

au jap on en tre 1959 et 1981 (v oir [112] p our les références à ces nom breux

tra v aux don t certains son t traduits en anglais).

P our de plus amples dév elopp emen t de ces considérations, nous ren v o y ons

le lecteur à l'état de l'art dressé dans [20 ].

1.2 Axiomatisation de l'analyse m ulti-éc helle

Nous reprenons ici les grandes lignes de l'appro c he de l'analyse m ulti-

éc helle par Alv arez, Guic hard, Lions et Morel, don t on trouv era une syn thèse

complète dans [6 ].

Une image n umérique étan t mo délisée par u

0

( x ) ; x 2 R

N

, l'analyse m ulti-

éc helle asso ciée à u (0) = u

0

est une suite d'images simpli�ées (c'est-à-dire

lissées) u ( t; x ) dép endan t d'un paramètre t , l' é chel le . De très nom breuses

théories s'attac hen t à ce problème, que ce soit en terme d'analyse m ulti-

éc helle d'images, de formes ou même de textures: r aw primal sketch par Hil-

dreth et Marr [73], sc ale-sp ac e par Witkin [114 ] et K o enderink [64], intrinsic

he at e quation par Gage et Hamilton [45 ] et Gra yson [47 ], motion by me an

curvatur e par Osher et Sethian [78] et Ev ans et Spruc k [27 ], entr opy sc ale-

sp ac e par Kima, T annen baum et Zuc k er [61 ], dynamic shap e par K o enderink

et V an Do orn [65 ], curvatur e primal sketch par Mac kw orth et Mokh tarian

[71 , 72 ] et Asada et Brady [7 ], morpholo gie mathématique par Serra [102 ],

anisotr opic di�usion par P erona et Malik [87 ], a�ne sc ale-sp ac e of curves

par Sapiro et T annen baum [98 ] et en�n a�ne morpholo gic al sc ale-sp ac e par

Alv arez, Guic hard, Lions et Morel [5].
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L'axiomatisation de l'équip e du Ceremade et sa formalisation à l'aide

d'EDP on t p ermit d'uni�er un grand nom bre des théories précéden tes. L'ana-

lyse m ulti-éc helle y est dé�nie comme l'application d'un ensem ble d'op éra-

teurs T

t

qui, appliqués à l'image initiale dé�nissen t un con tin uum d'images

u ( x; t ) = T

t

( u

0

)( x ) . Le c hoix de l'op érateur T

t

est guidé par un certain

nom bre d'axiomes que doit resp ecter l'analyse. Les axiomes principaux son t

les suiv an ts:

� Axiome de la structure p yramidale:

L'image à une éc helle t + h ( t; h > 0 ) p eut être obten ue à partir de

la v ersion à l'éc helle précéden te t sans passer par l'image initiale. Cet

axiome, conn u aussi sous le nom d'axiome de causalité, s'énonce alors

formellemen t par:

Étant donnés t; h � 0 , il existe un op ér ateur de tr ansition

noté T

t;t + h

tel que p our toute image u on ait:

T

t + h

( u ) = T

t;t + h

� T

t

( u )

ave c T

0

= I d et T

t;t

= I d .

� Axiome de comparaison lo cale:

L'analyse ne doit pas in tro duire dans les images lissées des détails qui

n'y étaien t aux éc helles précéden tes. Ceci se traduit par la préserv ation

lo cale de la v aleur relativ e des niv eaux de gris, et l'énoncé de l'axiome

suiv an t:

Si u ( x ) � v ( x ) p our les p oints x d'un voisinage de x

0

alors

on doit avoir p our tout t � 0 et h assez p etit

T t; t + h ( u )( x

0

) � T

t;t + h

( v )( x

0

)

� Axiome de régularité:

Si u est une forme quadratrique au v oisinage de x

0

, c'est-à-dire si

u ( x ) = a + p

T

( x � x

0

) +

1

2

( x � x

0

)

T

A ( x � x

0

) p our j x � x

0

j < � ,

alors quand h tend v ers 0, la v aleur de T

t;t + h

( u )( x

0

) ne doit dép endre

que des v aleurs de a; p et A . Cet axiome s'exprime par:

Si u ( x ) = a + p

T

( x � x

0

) +

1

2

( x � x

0

)

T

A ( x � x

0

) , il existe

une fonction F ( A; p; a; x

0

; t ) c ontinue p ar r app ort à A , non

dé cr oissante, tel le que

lim

h ! 0

( T

t;t + h

( u ) � u )( x

0

)

h

= F ( A; p; x

0

; t )

� In v ariance morphologique:

L'analyse doit comm uter a v ec toute redistribution croissan te g () des

niv eaux de gris. Ceci traduit le fait que seule la notion d'isophote est
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imp ortan te p our cette analyse, d'où la référence à la morphologie ma-

thématique.

Soit g : R ! R une fonction cr oissante, alors p our tout u

on doit avoir:

T

t;t + h

( g � u ) = g � T

t;t + h

( u )

Cette in v ariance morphologique est dite forte si cet axiome est resp ecté

p our toute fonction croissan te ou décroissan te.

� In v ariance euclidienne:

L'analyse doit être in v arian te p our toute déplacemen t G : R

N

! R

N

dé�nie par G ( x ) = Ax + b où A est une matrice orthonormale.

Pour tout u , on a :

T

t;t + h

( u ) � G = T

t;t + h

( u � G )

� In v ariance a�ne:

L'analyse doit être in v arian te, à un c hangemen t d'éc helle près, p our

toute transformation a�ne G : R

N

! R

N

dé�nie par G ( x ) = Ax + b

où A est une matrice non singulière.

Pour tout u , on a :

T

t

0

( t;G ) ;t

0

( t;G )+ h

0

( t;G )

( u ) � G = T

t;t + h

( u � G )

La présence de t

0

et de h

0

, don t le c hoix ne dép end pas de u , traduit

le fait que les in v arian ts di�éren tiels a�nes usuels son t des in v arian ts

relatifs p our les transformations a�nes propres et ne son t in v arian ts

absolus que p our les transformations a�nes sp éciales ([A]=1) (v oir plus

loin section 4.1.1 du c hapitre 4).

� Linéarité:

L'op érateur T est linéaire:

T

t;t + h

( au + bv ) = aT

t;t + h

( u ) + bT

t;t + h

( v )

P armi les résultats les plus remarquables, on p eut noter les théorèmes

suiv an ts don t on trouv era les démonstrations dans [5]:

Théorème 1 Si une analyse multi-é chel le T

t

( u ) satisfait aux axiomes de

structur e pyr amidale, de c omp ar aison lo c ale et de r é gularité, alors la solution

u ( x; t ) = T

t

( u )( x ) est une solution de visc osité de l'EDP suivante:

u ( x; 0) = u

0

@ u

@ t

= F ( H ( u ) ; r u; u; x; t )

(1.1)

où H ( u ) et r u sont r esp e ctivement le Hessien et le gr adient de u et où la

fonction F ( H ( u ) ; r u; u; x; t ) est la c el le dé�nie dans le princip e de r é gularité.
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D'autr e p art, si u ( x; t ) est une solution de visc osité de l'é quation (1.1) alors

l'analyse multi-é chel le T

t

( u ) dé�nie p ar T

t

( u )( x ) = u ( x; t ) satisfait les tr ois

axiomes de structur e pyr amidale, de c omp ar aison lo c ale et de r é gularité.

Ce théorème est fondamen tal et p ermet de mon trer le lien profond qui

existe en tre l'analyse m ulti-éc helle et les EDP . Selon les axiomes considé-

rés, d'autres théorèmes p euv en t être établis p ermettan t de relier un certain

nom bre de tra v aux dév elopp é de manière indép endan te par di�éren ts au-

teurs. Ainsi, nous a v ons les théorèmes suiv an ts:

Théorème 2 Si une analyse multi-é chel le T

t

( u ) satisfait aux axiomes de li-

né arité, d'invarianc e euclidienne, de structur e pyr amidale et de c omp ar aison

lo c ale, alors la solution u ( x; t ) = T

t

( u )( x ) est une solution de l'EDP suivante:

u ( x; 0) = u

0

@ u

@ t

= � u ( x; t )

(1.2)

Cette équation est plus conn ue sous le nom d'équation de la c haleur. La so-

lution de cette EDP s'obtien t par con v olution de l'image initiale a v ec l'op é-

rateur Gaussien et corresp ond au mo dèle étudié par Marr et Hildreth [73],

utilisé par Witkin [114] et don t K o enderink [64 ] remarqua le lien en tre équa-

tion de la c haleur et con v olution a v ec une Gaussienne.

Théorème 3 Soit N = 2 . Si une analyse multi-é chel le T

t

( u ) satisfait aux

axiomes d'invarianc es euclidienne et morpholo gique, de structur e pyr amidale

et de c omp ar aison lo c ale et de r é gularité, alors la solution u ( x; t ) = T

t

( u )( x )

est une solution de visc osité de l'EDP suivante:

u ( x; 0) = u

0

@ u

@ t

= jr u j G ( div (

r u

jr u j

) ; t )

(1.3)

où G ( s; t ) est une fonction non dé cr oissante p ar r app ort à la variable r é el le

s .

Le cas particulier où G est constan te et égale à +1 ou -1 corresp ond aux op é-

rations élémen taires de morphologie mathématique de dilatation et d'érosion

a v ec une b oule comme élémen t structuran t. Autre cas imp ortan t: celui où

G ( s; t ) = s:t :

u ( x; 0) = u

0

@ u

@ t

= t jr u j div (

r u

jr u j

)

(1.4)

qui corresp ond à une di�usion anisotrop e dans la direction des courb es de

niv eaux de l'image et est iden tique à celle prop osée par Osher et Sethian [78]
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dans leur reform ulation du problème d'év olution de courb es étudié par Gage

et Hamilton[45 ]. Elle est aussi très pro c he de l'équation prop osée par P erona

et Malik:

u ( x; 0) = u

0

@ u

@ t

= div ( c ( jr u j ) r u )

a v ec c decroissan te ; par exemple

c ( � ) = e

� ( �=k )

2

ou c ( � ) =

1

1 + ( �=k )

2

(1.5)

et de l'équation de restauration de Rudin, Osher et F atemi [94].

En�n, si on remplace l'axiome d'in v ariance euclidienne dans le théorème

précéden t par celui d'in v ariance a�ne, on obtien t alors le théorème fonda-

men tal suiv an t:

Théorème 4 Soit N = 2 . Il n 'y a qu'une seule analyse multi-é chel le T

t

( u )

satisfaisant aux axiomes d'invarianc es a�ne et morpholo gique, de structur e

pyr amidale et de c omp ar aison lo c ale et de r é gularité. Cette analyse est e�e c-

tué e p ar l'EDP suivante:

u ( x; 0) = u

0

@ u

@ t

= jr u j ( t:div (

r u

jr u j

))

1

3

(1.6)

Cette équation est utilisée p our faire év oluer de manière in v arian te a�ne

les courb es de niv eau dans les images [99 ]. La racine cubique qui apparaît

vien t de la comp osan te de la normale a�ne le long de la normale euclidienne

(v oir section 4.2.2). De manière plus générale, il existe un parallèle en tre

l'appro c he consistan t à faire év oluer les niv eaux de gris d'une image et celle

qui s'attac he à faire év oluer une courb e. Ce parallèle rep ose sur l'év olution

des isophotes de l'image (ensem ble des p oin ts de même niv eau de gris). Nous

ab orderons plus en détail au c hapitre 4 l'appro c he �déformation de courb es�.

1.3 Démarc he

Nous a v ons ten té duran t ce tra v ail de thèse d'appliquer ces idées émer-

gen tes à la vision par ordinateur. Ce faisan t, nous a v ons p oursuivit deux

directions bien distinctes:

� Premièremen t, nous a v ons reformalisé le problème de la stéréo vision

dans le cadre des EDP . Nous a v ons pu ainsi form uler mathématique-

men t le pro cessus mis en jeu. Et surtout, nous a v ons dépassé de loin

les p ossibilités des métho des existan tes.

� Deuxièmemen t, nous nous sommes lancés à la rec herc he des in v ariances

don t la vision par ordinateur à b esoin. P artan t des équations de la c ha-

leur des courb es planes in v arian tes p our les déplacemen ts (géométrie
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z

y

x

z = 0

z = � ( x; y ; t )

x

y

C ( p; t )

Fig. 1.1 � L a simulation numérique de la pr op agation d'une c ourb e C ( p; t )

se r ésout de manièr e e�c ac e et élé gante en faisant évoluer une surfac e z =

� ( x; y ; t ) dont C est l'ensemble de nive au zér o

euclidienne) ou p our les transformations a�nes (géométrie a�ne), nous

a v ons c herc hé à étendre ces résultats au cas de la géométrie pro jectiv e

d'une part et au cas des courb es gauc hes d'autre part. En�n, nous

a v ons découv ert un mo y en de calculer un in v arian t di�éren tiel a�ne

lo cal, la courbure a�ne, utile en vision mais don t le trop grand ordre

de dériv ation in terdisait jusqu'ici le calcul.

Notre exp osé suivra le plan suiv an t:

Chapitre 2 Nous aurons b esoin p our commencer d'un outil indisp ensable:

la maîtrise des métho des n umériques mises en jeu et de leur implémen tation.

Le c hapitre 2 se p enc hera donc sur les métho des à ensem bles de niv eau

( L evel Sets Metho ds ) in tro duites par Osher et Sethian [78 ]. La sim ulation de

la propagation à la vitesse normale � d'une h yp ersurface C ( p ; t ) se résout de

manière e�cace et élégan te en faisan t év oluer suiv an t l'EDP �

t

= � � jr � j

une fonction � ( x ; t ) don t C sera l'ensem ble de niv eau zéro (�gure 1.1).

Chapitre 3 La stéréo vision consiste à reconstruire les ob jets dans l'espace

à partir de simples images planes de ceux-ci. Etap e essen tielle en vision

par ordinateur, elle l'est aussi en vision naturelle et ten ter de résoudre ce

problème, c'est v ouloir imiter un outil cen tral de la vision animale, a v ec à la

clé des applications qui dépassen t le cadre de la rob otique.

Le princip e de base en est simple. Regarder un ob jet c'est en pro jeter une

image sur un plan (�gure 1.2). En conséquence de quoi, si un ob jet est vu

de deux endroits di�éren ts alors sa p osition exacte est conn ue (�gure 1.3).

Les métho des classiques extraien t des segmen ts ou d'autres primitiv es

(lignes brisées, b-splines, etc.) des images et les replacen t dans l'espace (�-

gure 1.4). Rapides et bien maîtrisées, ces métho des reconstruisen t malheu-
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Fig. 1.2 � R e gar der, c'est pr ojeter...

Fig. 1.3 � R e gar der ave c deux yeux, c'est voir en r elief...
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Fig. 1.4 � Apr ès extr action de se gments, les métho des classiques r e c ons-

truisent la p osition 3D des se gments en question

Fig. 1.5 � Stér é ovision trino culair e [9]. T r ois images d'une même piè c e.
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Fig. 1.6 � Stér é ovision trino culair e [9]. R e c onstruction des se gments dans

l'esp ac e à p artir des images prises p ar les tr ois c amér as. Deux vues sous des

angles di�ér ents.



1.3. DÉMAR CHE 29

Fig. 1.7 � Stér é ovision �dense� [90, 23 ]. Deux images d'un même visage

reusemen t un ensem ble éparse de primitiv es. Les �gures 1.5 et 1.6 mon tren t

les résultats d'une reconstruction par une métho de de stéréoscopie trino cu-

laire [9]. T rois images d'une même scène et non deux son t acquises a�n de

�abiliser le pro cessus.

Des métho des plus récen tes [90, 23] réalisen t une reconstruction �dense�

de la surface d'un ob jet sous la forme d'une surface z = f ( x; y ) . Moins rapides

que les métho des précéden tes, ces dernières fournisse une information plus

ric he de la scène observ ée (�gures 1.7 et 1.8). Elles son t toutefois limitées par

le mo dèle même appliqué aux ob jets reconstruits: le graphe d'une fonction

régulière f ( x; y ) ne p ermet de mo déliser ni un ob jet complet ni plusieurs

ob jets espacés les uns des autres.

A notre grande satisfaction, nous a v ons appliqué a v ec réussite [36] la

théorie de l'év olution des surfaces au problème de la stéréo vision. Comme le

lecteur le découvrira au c hapitre 3, les résultats son t bien plus qu'encoura-

gean ts et v on t au delà de nos esp érances. Ils ouvren t vraisem blablemen t la

v oie à de nom breuses applications. A partir d'un nom bre quelconque d'images

réalisan t une observ ation partielle ou complète de plusieurs ob jets, notre mé-

tho de laisse év oluer une surface qui v a se casser et se coller aux ob jets en

tenan t compte au passage du problème jusque là di�cile de la visibilité et

des o cclusions (�gure 1.9). Bien que ce ne soit évidemen t qu'un début, nous

a v ons testé a v ec succès notre métho de sur des images syn thétiques (�gure

1.10) et réelles (�gure 1.11).

La �gure 1.12 mon tre de manière syn thétique les di�éren tes métho des de

stéréo vision et situe notre métho de par rapp ort aux autres.

Chapitre 4 Rev enan t à des considérations plus théoriques, mais a v ec des

visées pratiques, nous nous p enc hons au c hapitre 4 sur les év olutions in v a-

rian tes des courb es planes et tridimensionnelles. Nous commençons par des
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Fig. 1.8 � Stér é ovision �dense� [90, 23 ]. R e c onstruction de la surfac e z =

f ( x; y ) à p artir des deux images. De haut en b as et de gauche à dr oite:

triangulation de la surfac e, mise en c ouleur ave c lissage, r epr oje ction des

images sur la surfac e.

Fig. 1.9 � L es métho des d'évolution de surfac es p ar EDP nous ont p ermi de

r e c onstruir e des objets c omplets et multiples
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Fig. 1.10 � Stér é ovision et EDP: r e c onstruction d'objets de synthèse à p artir

plusieurs prises de vues. En haut à gauche: quatr e de la tr entaine de prises de

vues utilisé es. L es tr ois autr es images montr ent la c onver genc e d'une surfac e

initiale vers la surfac e des objets observés
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Fig. 1.11 � Stér é ovision et EDP: r e c onstruction d'un objet r é el à p artir plu-

sieurs prises de vues. En haut à gauche: quatr e de la tr entaine de prises de

vues utilisé es. L es tr ois autr es images montr ent la c onver genc e d'une surfac e

initiale vers la surfac e des objets observés
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(m ulti-caméras) [36]

I
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I
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I
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I

1

Appariemen t de primitiv es [9]

Stéréo vision "dense" [90, 23]

Ev olution de surfaces par EDP

Fig. 1.12 � L es di�ér entes métho des de stér é ovision. De haut en b as et de

gauche à dr oite: app ariement de primitives, stér é ovision �dense� et évolution

de surfac es p ar EDP
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Fig. 1.13 � Flot euclidien d'une c ourb e plane: C

t

= � n . A gauche l'évolution

d'origine. A dr oite, l'évolution apr ès une r otation. Il y a bien invarianc e

Fig. 1.14 � Flot a�ne d'une c ourb e plane: C

t

= �

1

3

n . A gauche l'évolution

d'origine. A dr oite, l'évolution apr ès une tr ansformation a�ne (sp é ciale). Il

y a bien invarianc e



1.3. DÉMAR CHE 35

-2

-1

0

1

2

-2
-1

0
1

2

0

1

2

3

4

-2

-1

0

1

2

-2
-1

0
1

2

0

1

2

3

4

-2

-1

0

1

2

-2
-1

0
1

2

0

1

2

3

4

-2

-1

0

1

2

-2
-1

0
1

2

0

1

2

3

4

Fig. 1.15 � Évolution d'une c ourb e gauche à c ourbur e et torsion c onstantes

suivant le �ot euclidien invariant C

t

= C

v v

= � n

rapp els de géométrie di�éren tielle: abscisse curviligne, courbure, etc. en géo-

métrie euclidienne, a�ne ou pro jectiv e. Nous rassem blons ensuite les résul-

tats conn us sur l'étude des équations de la c haleur in trinsèques en géométrie

plane euclidienne [44 , 48] et a�ne [100 ]: p our une courb e plane C ( p; t = 0)

de paramètre p , il s'agit d'étudier le �ot euclidien, c'est-à-dire la famille de

courb es C ( p; t ) dé�nie par:

@ C

@ t

( p; t ) =

@

2

C

@ v

2

( p; t ) = � n

( v , � et n son t resp ectiv emen t l'abscisse curviligne, la courbure et la normale

euclidiennes), �ot qui est in v arian t par un déplacemen t (�gure 1.13). En

géométrie a�ne, le �ot équiv alen t, in v arian t par transformation a�ne (�gure

1.14), est dé�ni par:

@ C

@ t

( p; t ) =

@

2

C

@ s

2

( p; t )

( s est labscisse curviligne a�ne � v oir section 4.1.1). Ce �ot p eut aussi être

obten u par l'équation plus simple:

@ C

@ t

( p; t ) = �

1

3

n

Nous ten tons alors quelques pas dans le sens de leur extension au cas

des courb es tridimensionnelles. Sans toutefois clore ce di�cile sujet... Nous

parv enons en e�et à déterminer les équations d'év olution des in v arian ts des

courb es 3D soumises aux �ots in trinsèques euclidien et a�ne ainsi que l'év o-

lution de quelques courb es particulières (�gure 1.15), mais nous butons sur

la mise en évidence de propriétés fondamen tales.

Chapitre 5 Retournan t au cas bidimensionnel, et toujours dans l'optique

de la vision par ordinateur, c'est l'équation de la c haleur in trinsèque en géo-

métrie plane pro jectiv e que nous traquons au c hapitre 5. La géométrie pro-

jectiv e joue en e�et un rôle fondamen tal en vision par ordinateur puisque
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Fig. 1.16 � Évolution des c ourb es à c ourbur e pr oje ctive c onstante suivant

l'é quation de la chaleur pr oje ctive B

t

= B

� �

c'est elle, nous l'a v ons vu plus haut, qui sous-tend la prise d'image. A cqué-

rir l'image d'une face plane d'un ob jet tridimensionnel est par exemple un

pro cessus pro jectiv emen t in v arian t.

Cette fois-ci nos e�orts ab outissen t. Non seulemen t nous déterminons les

équations d'év olution des in v arian ts et l'év olution exacte de certaines courb es

(�gure 1.16), mais encore nous parv enons à une uni�cation des di�éren ts �ots

prop osés jusqu'ici de manière un p eu rapide et mon trons la nécessité du c hoix

de ces �ots: il y a équiv alence en tre le �ot

C

t

= C

� �

( � abscisse curviligne pro jectiv e )

dans le plan réel R

2

, prop osé par Olv er, Sapiro et T annen baum [76], le �ot

du p oin t de Cartan

A

t

= � A + A

(2)

dans le plan pro jectif P

2

, prop osé par F augeras [31] à un terme correctif près

et les �ots

B

t

= B

� �

dans P

2

p our un v ecteur co ordonnées initial quelconque.

Bien que nous ne dégageons pas ici non plus de propriété fondamen tale,

nous obtenons des résultats dé�nitifs et un p oin t de départ solide p our une

étude complémen taire.

Chapitre 6 En�n, nous p enc han t sur des applications plus directes, nous

prop osons au c hapitre 6 un pro duit dériv é de l'espace d'éc helle a�ne. Nous

utilisons cet espace d'éc helle p our calculer la courbure a�ne, in v arian t aux

utilisations nom breuses en vision par ordinateur mais don t le grand ordre de
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Fig. 1.17 � Image d'une el lipse r é el le et c alcul de sa c ourbur e a�ne: la

c ourbur e thé orique (c onstante), c el le obtenue ave c une métho de dir e cte et

quatr e or dr es de dérivation et c el le donné e p ar notr e métho de.
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dériv ation in terdisait jusque là l'év aluation. La métho de que nous présen tons

p ermet le gain d'un ordre de dériv ation dans le calcul de la courbure a�ne,

rendan t ainsi p ossible sa détermination a v ec une précision déjà su�san te

p our un certain nom bre d'applications (�gure 1.17).

Basée sur la loi d'év olution de la courbure euclidienne au cours de l'év o-

lution a�ne d'une courb e plane

@ � ( p; t )

@ t

= � ��

( � courbure euclidienne, � courbure a�ne), nous calculons la courbure a�ne

d'un con tour extrait d'une image à tra v ers l'espace d'éc helle a�ne.

Nous présen tons un exemple d'application simple de reconnaissance des

formes basée sur la courbure a�ne.
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Chapitre 2

Métho des d'ensem bles de

niv eau

Résumé

Nous pr ésentons dans c e chapitr e les métho des numériques que nous

avons utilisé es p our la simulation de l'évolution des c ourb es planes

et des surfac es soumises à une é quation de pr op agation. Il s'agit des

Lev el Sets Metho ds [103 ], c e que nous tr aduir ons tant bien que mal

p ar Métho des d'Ensem bles de Niv eau .

Sommaire
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2.1 In tro duction

Considérons une courb e plane fermée se propagean t à une certaine vitesse

V . Plus précisémen t, étan t donnée une courb e initiale C

0

( p ) : S ! R

2

et une
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C ( p; t + � t )

x

y

C ( p; t )

Fig. 2.1 � L a c ourb e C ( p; t ) évolue suivant l'EDP

@ C

@ t

( p; t ) = V : chaque p oint

avanc e à la vitesse V

vitesse V ( p; t ) à v aleurs dans R

2

, nous nous in téressons à la famille de courb es

C ( p; t ) : S � R

+

! R

2

dé�nie par:

C ( p; 0) = C

0

( p )

@ C

@ t

( p; t ) = V

(2.1)

p sera le paramètre d'espace et t le paramètre de temps (�gure 2.1). Nous ne

considérons que le cas où la comp osan te normale de la vitesse est in trinsèque,

c'est-à-dire ne dép end pas de la paramétrisation p de la courb e. En pratique,

cette comp osan te normale ne dép endra de la courb e que par le p oin t consi-

déré C ( p; t ) et par la géométrie de celle-ci, lo cale (courbure, etc.) ou globale

(p érimètre, surface, etc.). Nous a v ons alors la propriété suiv an te [26 , 99]:

Lemme 1 Si � est intrinsè que, c'est-à-dir e ne dép end p as de la façon de

p ar amétr er la c ourb e en esp ac e, alors les famil les de c ourb es engendr é es p ar

� t + � n et �� t + � n sont les mêmes à une r ep ar amétrisation en esp ac e pr ès.

( t et n sont r esp e ctivement la tangente et la normale euclidienne). Plus pr é-

cisément, p our une c ourb e C

0

( p ) : S ! R

2

donné e, si C ( p; t ) et

�

C ( p; t ) sont

solutions r esp e ctives de:

�

@ C ( p;t )

@ t

= � t + � n

C ( p; 0) = C

0

( p )

et de:

(

@

�

C ( p;t )

@ t

= �� t + � n

�

C ( p; 0) = C

0

( p )

alors on a:

8 t; I mg ( C ( :; t )) = I mg (

�

C ( :; t ))
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Preuv e: V oir la preuv e de la prop osition 1 au c hapitre 4 qui est similaire.

2

Ceci nous p ermet de ne considérer que la comp osan te normale de la

vitesse et donc les év olutions de courb es soumises à une équation de la forme:

C

t

= � n (2.2)

où la vitesse normale � est in trinsèque.

2.2 Métho de naïv e

Fig. 2.2 � Évolution d'une c ourb e (ici � = � 1 ). Des changements de top o-

lo gie p euvent app ar aîtr e. L a c ourb e initiale (à l'extérieur) se c oup e en tr ois

c omp osantes c onnexes avant de disp ar aîtr e.

Une implémen tation naïv e de cette év olution p ourrait consister à éc han-

tillonner la courb e en un nom bre su�sammen t élev é de p oin ts et à faire

év oluer ces p oin ts suiv an t un sc héma n umérique approprié: on suit les parti-

cules. Une telle métho de a de nom breux désa v an tages, parmi lesquels:

� Le manque de précision et de stabilité.

� L'obligation de gérer sp éci�quemen t la top ologie de la courb e. Rien en

e�et n'imp ose aux C ( p; t ) de rester connexes, à supp oser que C

0

le soit.

P ar exemple, le cas de la vitesse constan te négativ e � = � 1 génère

naturellemen t des c hangemen ts de top ologie (�gure 2.2). Il faudrait

donc que le sc héma soit capable de se rendre compte que la courb e se

coup e en plusieurs comp osan tes connexes, ce qui n'est pas aisé.
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2.3 Métho de d'Ensem bles de Niv eau

y

x

z

z = �

0

( x; y )

x

y

C

0

z = � ( x; y ; t )

y

x

z

x

y

C ( t )

Fig. 2.3 � Cas des c ourb es. L a fonction � : R

2

� R

+

! R évolue de tel le sorte

que le nive au zér o de la surfac e z = � ( x; y ; t ) se pr op age suivant l'é quation

désir é e C

t

= � n

Étan t donnée une h yp ersurface fermée C

0

de dimension N � 1 , l'idée de

base de la métho de des L evel Sets prop osée par Osher et Sethian [78 ] consiste

à utiliser une form ulation Eulerienne de l'év olution de l'h yp ersurface C ( t )

initialemen t en C

0

et se propagean t a v ec une vitesse normale � . P our cela,

on décide de considérer l'h yp ersurface comme l'ensem ble de niv eau 0 d'une

fonction � de dimension sup érieure:

C

0

= f x 2 R

N

j �

0

( x ) = 0 g

C ( t ) = f x 2 R

N

j � ( x; t ) = 0 g

(2.3)

Le but est alors de trouv er une équation d'év olution p our � telle que le niv eau

0 de � ( x; t ) suiv e l'év olution originelle C

t

= � n (�gure 2.3). Il ne restera alors

qu'à trouv er une fonction �

0

su�sammen t régulière don t le niv eau 0 est C

0

.

On c hoisit comm unémen t la distance algébrique à l'h yp ersurface, p ositiv e à

l'extérieur de C

0

, négativ e à l'in térieur. Il est facile de mon trer [78 ] que, p our
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ce c hoix de signe, l'équation:

�

t

= � � jr � j (2.4)

con vien t. Considérons en e�et un p oin t initial x ( t = 0) et sa tra jectoire x ( t ) .

On a évidemmen t:

@ x ( t )

@ t

: n = �

où n est la normale au fron t en x ( t ) . Dire que la fonction � resp ecte l'év olu-

tion de son niv eau zéro, c'est écrire:

� ( x ( t ) ; t ) = 0

ce qui amène, en dériv an t pa rapp ort au temps:

�

t

+ r � ( x ( t ) ; t ) :x

t

( t ) = 0

La normale extérieure à une courb e de niv eau v alan t, a v ec la con v en tion de

signe adoptée ( � négativ e à l'in térieur):

n =

r �

jr � j

il vien t l'équation (2.4) annoncée:

0 = �

t

+ jr � j n :x

t

( t ) = �

t

� � jr � j

Le c hoix de la fonction distance p our initialiser � n'est pas obligatoire mais

sera en général reten u p our sa simplicité et la relativ e régularité de la fonction

obten ue (elle est con tin ue, mais non dériv able!). Il con vien t de bien v oir que

� ne reste pas la fonction distance à son niv eau zéro, ce qui en soit n'est pas

génan t. T outefois, � ne reste pas toujours très régulière et, en pratique, il

con vien t de réinitialiser � p ério diquemen t à une fonction régulière de même

niv eau zéro, ce que l'on fait en recalculan t la fonction distance au niv eau

zéro couran t (v oir section 2.7.2).

D'un p oin t de vue e�ectif, la métho de est donc la suiv an te:

� Choisir un domaine de dé�nition p our � et un maillage x

i

1

:::i

N

, en

général régulier, de discrétisation spatiale de ce domaine. Choisir aussi

un pas de temps � t . Au no eud x

i

1

:::i

N

à l'instan t n � t , nous noterons

classiquemen t la v aleur de � par �

n

i

1

:::i

N

.

� A partir de l'h yp ersurface C

0

, calculer la distance à C

0

en c hacun des

p oin ts du maillage, p ositiv e à l'extérieur, négativ e à l'in térieur. Initia-

liser � a v ec cette distance algébrique.

�

0

i

1

:::i

N

= d ( x

i

1

:::i

N

; C

0

)
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� A c haque pas de temps, faire év oluer la v aleur de � suiv an t un sc héma

n umérique adapté à l'équation (2.4), par exemple:

�

n +1

i

1

:::i

N

= �

n

i

1

:::i

N

� �

n

i

1

:::i

N

jr

i

1

:::i

N

�

n

i

1

:::i

N

j

� A tout pas de temps, C ( t ) p eut s'obtenir en extra y an t le niv eau 0 de

� ( x; t ) .

� T ous les P pas de temps, ou quand on constate par un mo y en ou un

autre que � devien t trop irrégulière en un certain sens, réinitialiser �

(v oir section 2.7.2)

z = � ( x; y ; t

1

)

C ( t

1

)

z = � ( x; y ; t

2

)

C ( t

2

)C ( t

2

)

Fig. 2.4 � Changement de top olo gie. L e nive au 0 p eut se c asser, fusionner

ou former des angles. A ucun tr aitement p articulier n 'est r e quis.

Les a v an tages son t m ultiples:

� T out d'ab ord, les c hangemen ts de top ologie son t pris en compte sans

e�ort particulier: le niv eau 0 p eut se casser, fusionner ou former des

angles sans traitemen t sp éci�que (�gure 2.4).

� Le sc héma n umérique d'év olution de � p eut être étudié rigoureusemen t

et adapté au � et à la précision requise.

� La métho de s'applique à l'év olution des surfaces et même aux dimen-

sions sup érieures.
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2.4 Calcul de la vitesse normale

Le caractère in trinsèque de � nous assure qu'il est calculable à partir de

� . T outefois, nous a v ons implicitemen t étendu son domaine de dé�nition à

celui de � et non à la simple h yp ersurface de niv eau 0.

En pratique, les termes géométriques s'étenden t simplemen t en considé-

ran t qu'ils son t ceux dé�nis sur les h yp ersurfaces de niv eau � = cte . P ar

exemple, la normale à l'ensem ble de niv eau passan t par un p oin t donné est

r �

jr � j

et la courbure y v aut � = r :

r �

jr � j

p our une courb e, H =

1

2

r :

r �

jr � j

p our

la courbure mo y enne d'une surface, etc.

Lorsque � fait in terv enir des termes ne dép endan t pas de la géométrie

de l'h yp ersurface mais des quan tités plus sp éci�ques n'a y an t un sens que

sur l'h yp ersurface (v oir le cas de la stéréo vision au c hapitre 3) , il con vien t

de trouv er un mo y en adéquat d'étendre leur dé�nition à tout l'espace, par

exemple en prenan t comme v aleur en un p oin t celle du p oin t de l'h yp ersurface

le plus pro c he. Comme nous le v errons plus loin section 2.7.1, un calcul rapide

du p oin t le plus pro c he p eut être réalisé a v ec une adaptation immédiate de

la métho de de calcul rapide de la distance à un ensem ble de p oin ts [18 ].

2.5 Sc hémas n umériques

Commen t faire év oluer � ? P our un rapp el des princip es de base de la

résolution n umérique des équations di�éren tielles de propagation et p our la

justi�cation des sc hémas n umériques dans le cas des métho des par ensem bles

de niv eau, nous ren v o y ons le lecteur livre de Sethian [103], don t il p ourra aussi

utiliser le très pratique c hapitre 5 comme un �livre de recettes� fournissan t

les di�éren ts sc hémas adaptés aux cas les plus couran ts et à la précision

désirée. Il y trouv era un sc héma du premier ordre et un du second ordre

p our le cas où le Hamiltonien H ( r � ) = � jr � j est con v exe, et deux autres

p our le cas non con v exe. En outre, des sc hémas à utiliser p our la courbure et

p our une détermination stable de la normale son t donnés ainsi qu'un sc héma

sp éci�que à un cas fréquemmen t rencon tré et en�n des informations sur les

conditions aux limites à adopter. A toutes �ns utiles, nous résumons ici les

p oin ts principaux.

Plaçons nous dans R

3

p our �xer les notations. Dans de nom breux cas, la

vitesse normale � p eut s'écrire comme une fonction du gradien t de � et de

ses dériv ées. On considère alors le Hamiltonien H et l'on reform ule l'équation

d'év olution sous la forme:

�

t

+ H ( �

x

; �

y

; �

z

) = 0

Nous distinguons alors plusieurs cas suiv an t la con v exité du Hamiltonien et

la précision requise:
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2.5.1 Hamiltonien con v exe

Sc héma du premier ordre en espace

Notons de manière abrègée les di�érence �nies de � par:

D

x

ij k

= D

x

ij k

� =

�

i +1 ;j;k

� �

i � 1 ;j;k

2� x

;

D

+ x

ij k

= D

+ x

ij k

� =

�

i +1 ;j;k

� �

ij k

� x

;

D

� x

ij k

= D

� x

ij k

� =

�

ij k

� �

i � 1 ;j;k

� x

et les notations équiv alen tes dans les deux autres dimensions. Dans le cas

d'un Hamiltonien con v exe, alors le sc héma suiv an t est un appro ximation du

premier ordre en espace de l'équation (2.4) [78]:

�

n +1

ij k

= �

n

ij k

� � t [max( �

ij k

; 0) r

+

+ min ( �

ij k

; 0) r

�

]

a v ec

r

+

= [max ( D

� x

ij k

; 0)

2

+ min ( D

+ x

ij k

; 0)

2

+ max ( D

� y

ij k

; 0)

2

+ min ( D

+ y

ij k

; 0)

2

+ max ( D

� z

ij k

; 0)

2

+ min ( D

+ z

ij k

; 0)

2

]

1

2

r

�

= [max ( D

+ x

ij k

; 0)

2

+ min ( D

� x

ij k

; 0)

2

+ max ( D

+ y

ij k

; 0)

2

+ min ( D

� y

ij k

; 0)

2

+ max ( D

+ z

ij k

; 0)

2

+ min ( D

� z

ij k

; 0)

2

]

1

2

Sc héma du second ordre en espace

T oujours dans le cas du Hamiltonien con v exe, le sc héma suiv an t est du

second ordre en espace [52 ]:

�

n +1

ij k

= �

n

ij k

� � t [max( �

ij k

; 0) r

+

+ min ( �

ij k

; 0) r

�

]

a v ec cette fois:

r

+

=[max( A; 0)

2

+ min ( B ; 0)

2

+ max( C ; 0)

2

+ min ( D ; 0)

2

+ max( E ; 0)

2

+ min ( F ; 0)

2

]

1

2

r

�

=[max( B ; 0)

2

+ min ( A; 0)

2

+ max( D ; 0)

2

+ min ( C ; 0)

2

+ max( F ; 0)

2

+ min ( E ; 0)

2

]

1

2
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où, a v ec des notations éviden tes p our les di�érences �nies du second ordre

de � :

A = D

� x

ij k

+

� x

2

m ( D

� x � x

ij k

; D

+ x � x

ij k

)

B = D

+ x

ij k

�

� x

2

m ( D

+ x + x

ij k

; D

+ x � x

ij k

)

C = D

� y

ij k

+

� y

2

m ( D

� y � y

ij k

; D

+ y � y

ij k

)

D = D

+ y

ij k

�

� y

2

m ( D

+ y + y

ij k

; D

+ y � y

ij k

)

E = D

� z

ij k

+

� z

2

m ( D

� z � z

ij k

; D

+ z � z

ij k

)

F = D

+ z

ij k

�

� z

2

m ( D

+ z + z

ij k

; D

+ z � z

ij k

)

et la fonction de c hoix m () dé�nie par:

m ( x; y ) =

8

<

:

0 ( xy < 0)

x ( xy � 0 ; j x j � j y j )

y ( xy � 0 ; j x j > j y j )

2.5.2 Hamiltonien non con v exe

Sc héma du premier ordre en espace

Dans le cas d'un Hamiltonien non con v exe, alors le sc héma suiv an t est

du premier ordre en espace [80 ]:

�

n +1

ij k

= �

n

ij k

� � t [ H ( D

x

ij k

; D

y

ij k

; D

z

ij k

)

�

1

2

�

u

( D

+ x

ij k

� D

� x

ij k

)

�

1

2

�

v

( D

+ y

ij k

� D

� y

ij k

)

�

1

2

�

w

( D

+ z

ij k

� D

� z

ij k

)]

où �

u

( �

v

; �

w

) est une b orne de la dériv ée partielle du Hamiltonien par

rapp ort à sa première (resp. deuxième, troisième) v ariable.

Sc héma du second ordre en espace

Dans le cas d'un Hamiltonien non con v exe, alors le sc héma suiv an t est

du second ordre en espace [80 ]:

�

n +1

ij k

= �

n

ij k

� � t [ H (

A + B

2

;

C + D

2

;

E + F

2

)

�

1

2

�

u

( B � A ) �

1

2

�

v

( D � C ) �

1

2

�

w

( F � E )]

où A; B ; C ; D ; E et F son t ceux dé�nis plus haut.
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2.5.3 Autres quan tités

Les courbures p euv en t être calculées directemen t a v ec des di�érence �nies

cen trées suiv an t les form ules suiv an tes:
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xx
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2

y
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y

�

xy

+ �

y y
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p our la coubure d'une ligne de niv eau,
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1
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3
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p our la courbure mo y enne d'une surface de niv eau et

�
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2
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p our la courbure de Gauss d'une surface de niv eau.

En�n, lorsque la normale elle-même est nécessaire, on la calcule par les

di�érences �nies non cen trées dans toutes les directions p ossibles et on fait

la mo y enne. Ce qui donne, p our N = 2 :

�
n

ij

=

( D

+ x

ij

; D

+ y

ij

)

[( D

+ x

ij

)

2

+ ( D
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ij
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+
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+ ( D
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+
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+
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� y
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1

2

expression dans laquelle on ne considère pas les év en tuels termes p our les-

quels ( D

:x

ij

)

2

+ ( D

:y

ij

)

2

est n ul. Puis on normalise:

n

ij

=

�
n

ij

j
�

n

ij

j

2.6 Amélioration de la vitesse

2.6.1 Métho de à bandes

A dalsteinsson et Sethian [2] prop osen t d'améliorer considérablemen t la

vitesse de l'algorithme en ne mettan t pas tous les p oin ts du maillage à jour,

mais seulemen t ceux compris en tre deux ensem bles de niv eau en touran t le

niv eau 0. On gère en fait deux ensem bles de p oin ts: une �bande extérieure� B

1
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� ( t

0

) = d

1

� ( t

0

) = � d

2

� ( t

0

) = � d

1

� ( t ) = 0

� ( t

0

) = d

2

Fig. 2.5 � A un c ertain t

0

, la b ande extérieur e et la b ande intérieur e sont

initialisé es aux distanc es d

1

et d

2

. A la suite de quoi, le nive au 0 évolue

libr ement, p ar mise à jour dans la b ande seulement, jusqu'à heurter la b ande

intérieur e. L es b andes sont alors r éinitialisé es.

constituée des p oin ts don t la distance au niv eau 0 initial de �

0

est inférieure

à une certaine distance d

1

et une �bande in térieure� B

2

située à une distance

d

2

( d

2

< d

1

). A c haque pas de temps, on ne met à jour que les p oin ts de

B

1

, ce qui fait gagner un ordre de puissance dans le nom bre de p oin ts à

mo di�er (�gure 2.5). Lorsque le niv eau 0 couran t de � ( :; t ) sort de B

2

, ce qui

se détecte quand � c hange de signe en un p oin t de B

1

n B

2

, alors on décide

que le niv eau 0 se rappro c he trop de la fron tière de B

1

et les bandes son t

réinitialisées à partir de la distance au niv eau 0 couran t.

2.6.2 Métho des à progression rapide

Men tionnons aussi les métho des à pr o gr ession r apide (v oir [103 ]) consi-

dérablemen t plus e�caces, qui s'appliquen t sous certaines conditions quand

le fron t ne repasse jamais deux fois par le même p oin t (par exemple � = 1

ou � = � 1 ). L'appro c he consiste à calculer de pro c he en pro c he en c haque

p oin t du maillage le temps de passage du fron t, ce qui a un sens. Les p oin ts
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Estimé

Loin tain

Calculé

Fig. 2.6 � Métho de à pr o gr ession r apide. En chaque p oint, on veut c alculer

le temps de p assage du fr ont. Certains p oints ont un temps de p assage dé-

�nitivement c alculé, c ertains, déjà r enc ontr és, un temps estimé et d'autr es,

qui n 'ont p as enc or e été appr o ché, un temps de p assage inc onnu.

ne son t alors examinés qu'une seule fois! Cette métho de p eut en particulier

être utilisée p our réinitialiser la fonction distance (v oir section suiv an te).

Dans le cas où � est toujours p ositif (ou négatif ), on p eut mon trer que

le temps de passage T du fron t en c haque p oin t est gouv erné par l'équation:

jr T j � = 1

Nous nous in téressons au cas particulier de l'équation d'Eik onal [69] dans

lequel � ne dép end que de la p osition:

jr T j � ( x ) = 1

L'algorithme est le suiv an t (�gure 2.6):

1. Les p oin ts de la grille son t de trois sorte:

(a) Ceux don t le temps de passage est dé�nitiv emen t conn u: le fron t

les a déjà dépassé.

(b) Ceux don t le temps de passage a déjà été estimé lors des itérations

précéden tes.

(c) Des p oin ts lointains qui n'on t pas encore été pris en compte et

don t le temps de passage est inconn u et �xé arbitrairemen t à + 1 .
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2. La p osition du fron t à t = 0 est initialisée par la donnée d'un nom bre

su�san t de temps de passage dé�nitifs négatifs et des temps de passage

estimés p ositifs p our leurs v oisins. A tten tion! Il doit bien s'agir des

temps de p assage p our l'EDP que l'on veut r ésoudr e et non seulement

une fonction distanc e r esp e ctant la p osition du nive au zér o .

3. Celui des p oin ts don t le temps de passage estimé est le plus p etit est

dé�nitiv emen t mis à jour a v ec l'équation (écrite ici en dimension 2):

�

2

ij

= max( D

� x

ij

T ; 0)

2

+ min ( D

+ x

ij

T ; 0)

2

+ max( D

� y

ij

T ; 0)

2

+ min ( D

+ y

ij

T ; 0)

2

et incorp oré dans l'ensem ble des p oin ts franc his par le fron t. Le temps

de passage de ses v oisins, don t certains étaien t des p oin ts loin tains, est

lui aussi mis à jour.

4. On rép ète l'étap e 3 jusqu'à ce que tous les p oin ts soien t franc his par

le fron t.

1

2 3

4 3 2 5

1

2 2

2

4 3 3 5

1

2 3

4 3 7 5

Fig. 2.7 � Structur e de min-heap . L'arbr e, initialement c ohér ent, voit la

valeur d'un de ses no euds substitué e p ar une valeur moindr e. L a r emonté e de

c ette valeur en O (log n ) su�t à r endr e l'arbr e à nouve au c ohér ent
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2 3

4 3 7 5

2

3

5

3

4 7 5

1

2 3

4 3 7

Fig. 2.8 � Structur e de min-heap . L'arbr e, initialement c ohér ent, voit sa

r acine détruite. Une desc ente ave c r emonté e des valeurs en O (log n ) su�t à

r endr e l'arbr e à nouve au c ohér ent

La seule op ération encore coûteuse est la détermination du p oin t don t le

temps de passage estimé est minim um. L'utilisation d'une structure de pile à

minim um ( min-he ap [101]) p ermet une gestion rapide du problème. Il s'agit

de main tenir un arbre binaire étiqueté don t les v aleurs en c haque no eud son t

inférieures aux v aleurs des no euds �ls. P our n no eud, le coût des op érations

est réduit en mo y enne à (p our un arbre équilibré):

� Détermination du plus p etit: O (1) (simple extraction de la racine de

l'arbre)

� Mise à jour d'une v aleur (�gure 2.7): O (log n ) (une remon tée v ers la

racine su�t car l'algorithme assure qu'une v aleur est mise à jour par

une v aleur plus p etite [103])

� Destruction d'une v aleur (�gure 2.8): O (log n ) (suppresion de la racine

et descen te)

� Insertion d'une v aleur (�gure 2.9): O (log n ) (a jout d'une feuille et re-

mon tée)
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1

2 3

4 3 7 5

1

2 2

4

5

3 7 3

1

2 3

4 3 7 5

2

2

Fig. 2.9 � Structur e de min-heap . L'arbr e, initialement c ohér ent, voit une

nouvel le valeur insér é e au nive au d'une feuil le. L a r emonté e de c ette valeur

en O (log n ) su�t à r endr e l'arbr e à nouve au c ohér ent

2.7 F onction distance

2.7.1 Calcul rapide de la distance

Lorsqu'un ensem ble de pixels est marqué sur une image, le calcul de la

distance euclidienne de tous les autres pixels à cet ensem ble p eut se faire

de manière rapide [18]. L'algorithme en question p eut s'adapter facilemen t

à notre problème, être étendu au cas tridimensionnel et même être a justé

p our donner une distance précise dans le cas où le niv eau 0 n'est pas situé

exactemen t à des no euds du maillage mais en tre des no euds. Il p eut aussi

fournir un lien v ers les p oin ts du niv eau 0 les plus pro c hes d'un p oin t donné,

ce qui p eut, comme nous l'a v ons vu, être utile p our étendre le calcul de

� à tous les p oin ts du domaine. Il reste ensuite à sa v oir si un p oin t est à

l'in térieur ou à l'extérieur du niv eau 0.

La métho de prop osée par Danielsson [18] est basée sur l'idée suiv an te:

ne pas mémoriser en c haque p oin t la distance à l'ensem ble mais la distance

horizon tale et la distance v erticale à l'ensem ble.
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Précisons les notations. Soit un ensem ble I de pixels ( i; j ) ; 0 � i � M �

1 ; 0 � j � N � 1 , et S un sous ensem ble de I , t ypiquemen t un con tour. On

v eut en c haque p oin t de I calculer la distance euclidienne au p oin t de S le plus

pro c he. On m unit les couples de la norme euclidienne: j ( i; j ) j =

p

i

2

+ j

2

.

Une façon naïv e consisterait, p our c haque p oin t de I n S , à parcourir tout

S p our trouv er le p oin t le plus pro c he. Cette métho de a un coût en O ( n

3

)

si M , N et j S j son t de l'ordre de n . Danielsson pro cède en trois étap es

seulemen t, une initialisation et deux bala y ages de l'image, soit un coût en

O ( n

2

) seulemen t:

1. Initialisation: On mémorise les distances v erticales et horizon tales à

S dans un tableau L ( i; j ) . Initialemen t:

L ( i; j ) = (0 ; 0) p our ( i; j ) 2 S

L ( i; j ) = (+ 1 ; + 1 ) p our ( i; j ) =2 S

2. Premier bala y age:

( j = 1 ! N � 1)

( i =0 ! M � 1)

L ( i; j ) = min

8

>

>

<

>

>

:

L ( i; j )

L ( i � 1 ; j � 1) + (1 ; 1) (si i > 0)

L ( i; j � 1) + (0 ; 1)

L ( i + 1 ; j � 1) + (1 ; 1) (si i < M � 1)

( i =1 ! M � 1)

L ( i; j ) = min

�

L ( i; j )

L ( i � 1 ; j ) + (1 ; 0)

( i = M � 2 ! 0)

L ( i; j ) = min

�

L ( i; j )

L ( i + 1 ; j ) + (1 ; 0)

3. Deuxième bala y age:

( j = N � 2 ! 0)

( i =0 ! M � 1)

L ( i; j ) = min

8

>

>

<

>

>

:

L ( i; j )

L ( i � 1 ; j + 1) + (1 ; 1) (si i > 0)

L ( i; j + 1) + (0 ; 1)

L ( i + 1 ; j + 1) + (1 ; 1) (si i < M � 1)

( i =1 ! M � 1)

L ( i; j ) = min

�

L ( i; j )

L ( i � 1 ; j ) + (1 ; 0)

( i = M � 2 ! 0)

L ( i; j ) = min

�

L ( i; j )

L ( i + 1 ; j ) + (1 ; 0)
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(Nous désignons ici par min ( L

1

; :::; L

n

) celui des couples L

i

don t la norme

est minimale.) Après ces deux bala y ages, en c haque p oin t ( i; j ) la distance à

S est j L ( i; j ) j . La �gure 2.10 donne un exemple d'application de l'algorithme.

Dans le cas qui nous in téresse, nous a v ons adapté l'algorithme ainsi:

� Extension tridimensionnelle: Il su�t de faire deux passes dans la

troisième dimension en calculan t à c haque étap e des deux passes la

distance dans le plan corresp ondan t par la métho de 2D. Au total O ( n

3

)

op érations au lieu de O ( n

5

) !

� P oin teur v ers le p oin t le plus pro c he: on mémorise en plus de

L ( i; j ) un P ( i; j ) à v aleur dans Z

2

corresp ondan t aux distances ho-

rizon tale et v erticale signées. P ar exemple si L ( i � 1 ; j + 1) + (1 ; 1)

a été reten u comme nouv elle v aleur de L ( i; j ) alors P ( i; j ) devien t

P ( i � 1 ; j + 1) + ( � 1 ; 1) . Au �nal, le p oin t de S le plus plus de ( i; j )

sera ( i; j ) + P ( i; j ) . Ce p oin teur p ermet:

� De calculer une distance �sub-v o xelique� (v oir p oin t suiv an t)

� De calculer dans certains cas � en des p oin ts où il n'a pas de sens

(v oir section 2.4)

� Calcul d'une distance sub-v o xelique: le niv eau zéro de � n'est pas

situé aux pixels ( i; j ) eux-mêmes. En pratique il est extrait par une

métho de comme les Mar ching Cub es [70 ] et, en plus de l'ensem ble S

des v o xels dans lesquels � s'ann ule, on obtien t, p our c haque ( i; j; k ) 2 S

un triangle T

ij k

appro ximan t au mieux le niv eau 0. Disp osan t d'un

p oin teur v ers le p oin t le plus pro c he, il su�t d'appro ximer en ( i; j; k )

la distance au niv eau 0 par celle au triangle p oin té:

d (( i; j; k ) ; S ) � d (( i; j; k ) ; T

( i;j;k )+ P ( i;j;k )

)

2.7.2 Restauration de la distance

Mais en réalité le vrai problème n'est pas là. P our réinitialiser les bandes,

il nous faut recalculer la distance au niv eau zéro couran t. D'autre part, nous

a v ons déjà men tionné que la fonction � se dégradait au cours des itérations

et qu'il est régulièremen t nécessaire de la restaurer a v an t de p oursuivre le

pro cessus. Le plus simple est évidemmen t de la réinitialiser à une fonction

distance. Nous sommes donc ramenés exactemen t au problème suiv an t:

Comment c alculer la fonction distanc e à un ensemble dé�ni

c omme étant le nive au 0 d'une fonction � , et c e de manièr e suf-

�samment pr é cise p our que le nive au 0 de c ette fonction distanc e

r este c et ensemble ?

On p eut évidemmen t extraire le niv eau 0 a v ec une précision sup érieure au

pas du maillage, ce qui n'est d'ailleurs pas si facile, en 2D comme en 3D,

car il faut reconstituer une information de con tour ou de surface et pas

seulemen t un ensem ble brut de p oin ts. La métho de des mar ching cub es [70]
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est ici toute indiquée. Puis il faudrait calculer la distance à cet ensem ble de

manière rapide [18 ] (v oir section 2.7.1). C'est p ossible mais il y a b eaucoup

mieux à faire: il su�t de suivre les auteurs de [108 ] et d'appliquer l'EDP

�

t

= sig ne ( � )(1 � jr � j )

à la fonction � à restaurer. En e�et, cette EDP con v erge v ers la fonction

distance désirée.

Malheureusemen t, cette façon de faire déplace légèremen t la p osition du

niv eau 0 à cause des imprécisions de la fonction signe. Une tec hnique plus

e�cace [105] consiste laisser év oluer � a v ec une vitesse normale � = 1 et à

noter les temps de passage aux no euds, temps de passage qui ne son t autres

que la distance au niv eau 0, puis à recommencer a v ec � = � 1 p our obtenir

les distances des p oin ts in térieurs. Cette dernière idée est très a v an tageuse:

� Elle ne déplace pas le niv eau 0

� On p eut utiliser les métho des à progression rapide (section 2.6.2) qui,

en outre, fournissen t directemen t les temps de passage du fron t.

� On p eut s'arrêter facilemen t à t = d

1

dans le cas de l'algorithme à

bandes.

Remarque C'est cette métho de que nous a v ons utilisée dans nos implé-

men tations. Son application n'est pas complètemen t immédiate: p our en-

clenc her l'algorithme à progession rapide, il faut connaître su�sammen t de

temps de passage passés ( T � 0) ainsi que les temps de passage de leurs

v oisins (v oir section 2.6.2). Dans notre cas, les temps de passage ne son t

autres que la fonction distance. Conclusion: p our initialiser la r estaur ation

de la fonction distanc e p ar une métho de à pr o gr ession r apide, il faut c onnaîtr e

la valeur de c ette fonction distanc e à pr oximité du nive au zér o . Nous a v ons

donc décidé de résoudre le problème comme suit: nous restaurons la fonction

distance en quatre phases:

1. Résolution par une métho de d'ensem bles de niv eau standard (à bande)

de l'EDP �

t

= �jr � j jusqu'à a v oir progressé d'au moins un v o xel,

c'est-à-dire en fait jusqu'à t =

p

3 . Les temps de franc hissemen t des

p oin ts du maillage donnen t les premières v aleurs p ositiv es de la fonction

distance.

2. Résolution par une métho de d'ensem bles de niv eau standard (à bande)

de l'EDP �

t

= jr � j jusqu'à t =

p

3 . Les opp osés des temps de franc his-

semen t des p oin ts du maillage donnen t les premières v aleurs négativ es

de la fonction distance.

3. Résolution par une métho de à progression rapide initialisée par les

v aleurs précéden tes de l'EDP �

t

= �jr � j jusqu'à a v oir franc hi tous

les p oin ts p ositifs de la bande. Les temps de franc hissemen t des p oin ts

du maillage donnen t les v aleurs p ositiv es manquan tes de la fonction

distance.
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4. Résolution par une métho de à progression rapide initialisée par les

v aleurs précéden tes de l'EDP �

t

= jr � j jusqu'à a v oir franc hi tous les

p oin ts négatifs de la bande. Les opp osés des temps de franc hissemen t

des p oin ts du maillage donnen t les v aleurs négativ es manquan tes de la

fonction distance.

Autre métho des Citons en�n les tra v aux dans [107 ] dans lesquels on

trouv era des extensions d'ordre sup érieur de ces métho des, extensions que

l'on p ourra utiliser si une très grande précision est nécessaire.

2.8 Conclusion

Nous v enons de faire un tour d'horizon des métho des n umériques utili-

sées dans les c hapitres suiv an ts, essen tiellemen t aux c hapitres 3 et 6. Nous

p ouv ons désormais nous tourner v ers une application de ces métho des d'en-

sem bles de niv eau à un problème cen tral de la vision par ordinateur: la

stéréo vision.
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 ; 0

0 ; 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 ; 0 1

1 0 ; 0 1 1 1 1 1 1 1 0 ; 0 1 1

1 1 0 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 1 0 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 1 1 1

1 1 1 1 1 0 ; 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 ; 0 3 ; 0 4 ; 0 5 ; 0 6 ; 0 7 ; 0 8 ; 0 9 ; 0 10 ; 0 11 ; 0 12 ; 0 13 ; 0

2 ; 1 3 ; 1 4 ; 1 5 ; 1 6 ; 1 7 ; 1 8 ; 1 9 ; 1 10 ; 1 11 ; 1 12 ; 1 13 ; 1

2 ; 2 3 ; 2 4 ; 2 5 ; 2 6 ; 2 7 ; 2 8 ; 2 9 ; 2 10 ; 2 11 ; 2 12 ; 2 13 ; 2

1 ; 0 2 ; 0 3 ; 0 4 ; 0 5 ; 0 6 ; 0 5 ; 0 4 ; 0 3 ; 0 2 ; 0 1 ; 0 0 ; 0

0 ; 0 1 ; 0 2 ; 0 3 ; 0 4 ; 0 5 ; 0 4 ; 0 3 ; 0 2 ; 0 1 ; 0 0 ; 0 1 ; 0

1 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 2 ; 0 3 ; 0 4 ; 0 3 ; 0 2 ; 0 1 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 1 ; 1

1 ; 1 1 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 1 ; 1 2 ; 1

2 ; 1 1 ; 1 0 ; 1 0 ; 1 1 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 0 ; 1 0 ; 1 1 ; 1 2 ; 1 2 ; 2

2 ; 2 1 ; 2 0 ; 2 0 ; 2 1 ; 1 0 ; 1 1 ; 1 0 ; 2 0 ; 2 1 ; 2 2 ; 2 3 ; 2

2 ; 3 1 ; 3 0 ; 3 2 ; 2 1 ; 2 0 ; 2 1 ; 2 2 ; 2 0 ; 3 1 ; 3 2 ; 3 3 ; 3

2 ; 0 3 ; 0 4 ; 0 5 ; 0 4 ; 4 1 ; 6 4 ; 4 4 ; 3 3 ; 3 2 ; 3 1 ; 3 0 ; 3

2 ; 1 2 ; 2 3 ; 2 3 ; 3 4 ; 3 1 ; 5 4 ; 3 3 ; 3 3 ; 2 2 ; 2 1 ; 2 0 ; 2

1 ; 1 2 ; 1 2 ; 2 3 ; 2 0 ; 4 1 ; 4 0 ; 4 3 ; 2 2 ; 2 2 ; 1 1 ; 1 0 ; 1

1 ; 0 1 ; 1 2 ; 1 2 ; 2 0 ; 3 1 ; 3 0 ; 3 2 ; 2 2 ; 1 1 ; 1 1 ; 0 0 ; 0

0 ; 0 1 ; 0 1 ; 1 0 ; 2 0 ; 2 1 ; 2 0 ; 2 0 ; 2 1 ; 1 1 ; 0 0 ; 0 1 ; 0

1 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 0 ; 1 0 ; 1 1 ; 1 0 ; 1 0 ; 1 1 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 1 ; 1

1 ; 1 1 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 1 ; 1 2 ; 1

2 ; 1 1 ; 1 0 ; 1 0 ; 1 1 ; 0 0 ; 0 1 ; 0 0 ; 1 0 ; 1 1 ; 1 2 ; 1 2 ; 2

2 ; 2 1 ; 2 0 ; 2 0 ; 2 1 ; 1 0 ; 1 1 ; 1 0 ; 2 0 ; 2 1 ; 2 2 ; 2 3 ; 2

2 ; 3 1 ; 3 0 ; 3 2 ; 2 1 ; 2 0 ; 2 1 ; 2 2 ; 2 0 ; 3 1 ; 3 2 ; 3 3 ; 3

2 : 00 3 : 00 4 : 00 5 : 00 5 : 66 6 : 08 5 : 66 5 : 00 4 : 24 3 : 61 3 : 16 3 : 00

2 : 24 2 : 83 3 : 61 4 : 24 5 : 00 5 : 10 5 : 00 4 : 24 3 : 61 2 : 83 2 : 24 2 : 00

1 : 41 2 : 24 2 : 83 3 : 61 4 : 00 4 : 12 4 : 00 3 : 61 2 : 83 2 : 24 1 : 41 1 : 00

1 : 00 1 : 41 2 : 24 2 : 83 3 : 00 3 : 16 3 : 00 2 : 83 2 : 24 1 : 41 1 : 00 0 : 00

0 : 00 1 : 00 1 : 41 2 : 00 2 : 00 2 : 24 2 : 00 2 : 00 1 : 41 1 : 00 0 : 00 1 : 00

1 : 00 0 : 00 1 : 00 1 : 00 1 : 00 1 : 41 1 : 00 1 : 00 1 : 00 0 : 00 1 : 00 1 : 41

1 : 41 1 : 00 0 : 00 0 : 00 0 : 00 1 : 00 0 : 00 0 : 00 0 : 00 1 : 00 1 : 41 2 : 24

2 : 24 1 : 41 1 : 00 1 : 00 1 : 00 0 : 00 1 : 00 1 : 00 1 : 00 1 : 41 2 : 24 2 : 83

2 : 83 2 : 24 2 : 00 2 : 00 1 : 41 1 : 00 1 : 41 2 : 00 2 : 00 2 : 24 2 : 83 3 : 61

3 : 61 3 : 16 3 : 00 2 : 83 2 : 24 2 : 00 2 : 24 2 : 83 3 : 00 3 : 16 3 : 61 4 : 24

Fig. 2.10 � L es 3 étap es du c alcul de distanc e: initialisation, pr emièr e p asse

de haut en b as, deuxième p asse de b as en haut. L e dernier table au donne les

distanc es e�e ctivement c alculé es
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Chapitre 3

Stéréo vision et EDP

Résumé

Ce chapitr e exp ose une nouvel le métho de gé ométrique de r ésolu-

tion du pr oblème de la stér é osc opie à p artir d'un nombr e quelc onque

d'images (plus gr and ou é gal à deux). El le est b asé e sur un princip e

variationnel que doivent satisfair e les surfac es des objets de la sc ène

ainsi que leurs images. L es é quations d'Euler-L agr ange dé duites de

c e princip e variationnel fournissent un ensemble d'EDP's qu'on uti-

lise p our déformer un ensemble de surfac es initiales qui vont alors

se déplac er vers les objets à déte cter. L a r ésolution de c e système

d'EDP p ar des métho des d'iso-surfac es p ermet p otentiel lement de

r é aliser de manièr e e�c ac e et r obuste le pr o c essus d'évolution des

surfac es tout en pr enant en c ompte automatiquement les pr oblèmes

de changement de top olo gie dur ant la déformation c e qui p ermet

de tr aiter le c as d'objets multiples. L a surfac e initiale n 'a p as b e-

soin d'êtr e pr o che des objets. L e pr oblème des o c clusions est pris

en c ompte. L es r ésultats d'une implémentation de notr e thé orie sont

pr ésentés sur des images synthétiques et r é el les. Ils sont c onsultables

à l'adr esse:

http://cermics.e np c. fr/ ~k er ive n/ st ere o. ht ml
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3.1 In tro duction et préliminaires

L'idée qui est dév elopp ée dans ce c hapitre est que les métho des d'év o-

lution de courb es et de surfaces qui on t été in tro duites en vision arti�cielle

sous le nom de snakes [58], puis reform ulées par Caselles, Kimmel et Sapiro

[14 ] et Kic henassam y et al. [60] dans le con texte des courb es év oluan t selon

des EDP et don t nous v enons d'étudier les métho des de sim ulation n umé-

riques, p euv en t être e�cacemen t utilisées p our résoudre des problèmes de

vision tridimensionnelle tels que la stéréo et l'analyse du mouv emen t.

Nous présen tons ici une analyse mathématique du problème de la stéréo-

vision dans ce con texte, ainsi qu'une implémen tation. Ces tra v aux on t été

publiés dans [36 ] et [37].

Le problème des év olutions de courb es régies par des EDP a été récem-

men t étudié, tan t du p oin t de vue théorique [45, 47, 98] que du p oin t de vue

n umérique [78 , 104 , 106] a v ec le dév elopp emen t des métho des d'ensem bles

de niv eau présen tée au c hapitre 2, robustes et e�caces. Sethian [103] pro-

p ose un b on exp osé de ces métho des et ainsi que de b on nom bre de leurs

applications.

Le problème des év olutions de surfaces a reçu moins d'atten tion, même

si quelques résultat préliminaires on t été obten us [106 , 15 ].

L'appro c he que nous suivrons p our nous attaquer au problème de la sté-

réo sous cet angle est, bien évidemmen t, v ariationnelle. En bref, nous décri-

rons le problème de la stéréo (qui sera dé�ni plus précisémen t dans la suite)

comme la minimisation d'une fonctionnelle (nous explorerons plusieurs de

ces fonctionnelles) par rapp ort à certains paramètres (décriv an t la géomé-

trie de la scène); nous calculerons les équations de Euler-Lagrange de cette

fonctionnelle, obtenan t ainsi un ensem ble de conditions nécessaires, en pra-

tique un ensem ble d'équations di�éren tielles, que nous résoudrons comme un

problème d'év olution par une métho de d'ensem bles de niv eau.

La stéréo vision est un problème qui a reçu une atten tion considérable de-

puis des dizaines d'années en psyc hoph ysique, en neuropsyc hologie et, plus

récemmen t, en vision par ordinateur. Il est imp ossible de citer ici tous les tra-

v aux publiés sur le sujet et nous indiquerons simplemen t au lecteur quelques

livres de base [57 , 50 , 53 , 54, 32]. P our expliquer le problème d'un p oin t de

vue informatique, nous nous référerons à la �gure 3.1. Deux images ou plus

du monde réel son t prises sim ultanémen t. Étan t données ces images, le pro-

blème est de retrouv er la géométrie de la scène observ ée. En supp osan t, ce

que nous ferons ici, que son t conn us les p ositions et les orien tations relativ es
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des caméras ainsi que leurs paramètres in ternes (on dit que les caméras son t

calibrées [32 ]), le problème revien t essen tiellemen t (mais pas seulemen t) à

établir les corresp ondances en tre les vues: on parle du problème de mise en

corresp ondance. Ce problème est habituellemen t résolu en dé�nissan t une

fonctionnelle de mise en corresp ondance don t on essaie de trouv er les ex-

trema. Une fois qu'un pixel de la vue i a été iden ti�é comme étan t l'image

du même p oin t 3D qu'un autre pixel de la vue j , le p oin t 3D p eut être re-

construit en in tersectan t les ra y ons optiques corresp ondan ts (rev oir �gure

3.1).

m

1
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y

x

x

1

y

1

x

2

y

2
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y

n

C
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C

2
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n

m

2

m

n

Fig. 3.1 � L e pr oblème de la stér é ovision multlic amér a est, p our un pixel

donné m

1

de l'image 1, de tr ouver le pixel m

2

c orr esp ondant dans l'image

2, : : : , le pixel m

n

c orr esp ondant dans l'image n , c'est-à-dir e c eux qui sont

les images du même p oint 3D M . Une fois qu'une tel le c orr esp ondanc e est

établie, le p oint M p eut êtr e r e c onstruit en interse ctant les r ayons optiques

h m

i

; C

i

i , i = 1 ; � � � ; n .

A v an t d'aller plus loin, nous dev ons être plus précis sur la façon don t

les images son t formées. Nous assumerons ici que les caméras réalisen t une

pro jection p ersp ectiv e du monde 3D sur un plan rétinien comme il est mon-

tré �gure 3.2. Le cen tre optique, noté C sur la �gure, est le cen tre de la

pro jection et l'image du p oin t 3D M est le pixel m , in tersection du ra y on

optique h C ; m i et du plan rétinien R . Comme il est indiqué dans de nom-

breux papiers récen ts en vision par ordinateur, cette op ération p eut être
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décrite élégammen t par une op ération matricielle en géométrie pro jectiv e.

Les co ordonnées pro jectiv es du pixel m (un v ecteur 3 � 1 ) son t obten ues

m ultiplian t une matrice 3 � 4 P

1

par les co ordonnées pro jectiv es du p oin t

3D M (un v ecteur 4 � 1 ). Si nous écriv ons la matrice P

1

dans le système

de co ordonnées ( C ; x; y ; z ) mon tré �gure 3.2, elle prend la forme très simple

suiv an te:

P

1

= [ I

3

0 ]

où I

3

est la matrice iden tité 3 � 3 . Si nous déplaçons main tenan t la caméra

d'un mouv emen t rigide décrit par une rotation de matrice R et une transla-

tion de v ecteur t , l'expression de la matrice P devien t:

P

2

= [ R

T

� R

T

t ]

xz

x

1

x

y

1

1

y

C

F

R

c
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1
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1

= y =z

z
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Fig. 3.2 � L e plan fo c al ( x; y ) est p ar al lèle au plan r étinien ( x

1

; y

1

) à une

distanc e 1 de c elui-ci.

Il est aisé de s'ap ercev oir que p our un p oin t donné m

1

de l'image 1, le

p oin t corresp ondan t m

2

dans l'image 2 est nécessairemen t situé sur une droite

e ( m

1

) app elée, dr oite épip olair e , qui est l'in tersection du plan rétinien de

l'image 2 a v ec le plan dé�ni par m

1

et les deux cen tres optiques C

1

et C

2

(v oir

�gure 3.3). Cette con train te géométrique, la c ontr ainte épip olair e est à la base

de métho des classiques [9 ] de résolution du problème de stéréo vision don t

l'idée est d'extraire des primitiv es (p oin ts, coins, segmen ts, con tours, etc.)

des images et de les mettre en corresp ondance. P our une primitiv e donnée de

l'image 1, seules certaines primitiv es de l'image 2 p euv en t lui corresp ondre:

celles situées (ou pro c hes) de la droite épip olaire asso ciée à cette première

primitiv e. Une fois les corresp ondances établies, il n'y a plus qu'à reconstruire
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les primitiv es 3D don t elles son t les images. Un des incon v énien ts de ces

métho des est de ne pas obtenir une carte 3D dense des ob jets mais seulemen t

un ensem ble de p oin ts ou de segmen ts dans l'espace qu'il faut alors regroup er

et in terpréter [68] (v oir les �gures 1.5 et 1.6 du c hapitre 1).

e ( m

1
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y

1

x

2

C
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C

2

m

2

m

1

y

2

M

0

m

0

2

Fig. 3.3 � Pour un p oint m

1

donné de l'image 1, le p oint c orr esp ondant de

l'image 2 ne p eut qu'êtr e situé sur l'épip olair e e ( m

1

)

Ces préliminaires à l'esprit, nous sommes désormais prêts p our notre pro-

gramme qui se fera en progressan t suiv an t deux axes dép endan ts. Le premier

axe est celui de la complexité de l'ob jet, le second celui de la complexité de

la fonctionnelle de mise en corresp ondance. Ces deux axes son t dép endan ts

dans le sens que progresser suiv an t un des axes imp osera généralemen t une

progression l'autre.

Dans les deux premières sections, nous considérerons un mo dèle d'ob-

jet simple qui est en fait bien adapté au cas de la stéréo vision bino culaire

p our lequel il est naturel que les ob jets de la scène soien t considérés ma-

thématiquemen t comme forman t le graphe d'une fonction lisse inconn ue (la

fonction de pr ofondeur , dans le langage de la vision par ordinateur). Section

3.2, nous considérerons un critère de mise en corresp ondance extrêmemen t

simpli�é qui nous p ermettra de donner au lecteur une appro c he des idées

que nous essa y ons de dév elopp er ici. Nous con tin uerons section 3.3 a v ec un

critère classique et plus ra�né de mise en corresp ondance qui est au co eur

des tec hniques conn ues en vision par ordinateur sous le terme de métho des

par c orr élation . Dans le cadre de ce mo dèle, nous étudierons deux mo dèles

d'ob jets. Le premier mo dèle supp ose qu'en c haque p oin t de la scène, le plan

tangen t à l'ob jet est parallèle au plan tangen t d'une des caméras (il s'agit de

l'h yp othèse dite fr onto-p ar al lèle ). Le second mo dèle relaxe cette h yp othèse

en in tro duisan t un plan tangen t quelconque en c haque p oin t.

Section 3.4, nous in tro duirons un mo dèle de forme plus général, dans le-
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quel nous ne supp oserons plus que les ob jets son t le graphe d'une fonction

mais mo déliserons ceux-ci comme un ensem ble de surfaces lisses tridimen-

sionnelles. Le dernier pas serait de relaxer cette h yp othèse de régularité mais

nous garderons cette étap e p our des tra v aux futurs.

Précisons main tenan t quelques dé�nitions et quelques notations. Les ima-

ges son t notées I

k

, k étan t un en tier indiquan t la caméra a v ec laquelle l'image

a été acquise. Elles son t supp osées su�sammen t régulières (c'est-à-dire C

2

,

deux fois con tin ûmen t di�éren tiables) en tan t que fonctions des pixels m

k

don t les co ordonnées son t dé�nies dans un rep ère orthonormé ( x

k

; y

k

) sup-

p osé conn u. Nous notons I

k

( m

k

) ou I

k

( x

k

; y

k

) la v aleur de l'in tensité de

l'image k au pixel m

k

. Nous utiliserons les première et deuxièmes dériv ées de

ces fonctions, c'est-à-dire le gradien t r I

k

, un v ecteur 2 � 1 égal à [

@ I

k

@ x

k

;

@ I

k

@ y

k

]

T

,

et le Hessien H

k

, une matrice symétrique 2 � 2 .

Les pixels des images son t considérés comme des fonctions de la géométrie

3D de la scène, c'est-à-dire d'un p oin t 3D M à la surface d'un ob jet de la

scène, et du v ecteur normal unitaire N à cette surface.

Les v ecteurs et les matrices seron t généralemen t indiqués en gras (par

exemple x ). Le pro duit scalaire de deux v ecteurs x et y sera noté x � y . Le

pro duit v ectoriel de deux v ecteurs 3 � 1 x et y sera noté x � y ou [ x ]

�

y , où

[ x ]

�

est une matrice an tisymétrique.

Nous ferons un usage extensif du calcul di�éren tiel et de la règle de c haî-

nage p our calculer les dériv ées de la comp osition de fonctions. Nous rapp elons

au lecteur que la dériv ée d'un scalaire par rapp ort à un v ecteur n � 1 est un

v ecteur 1 � n , c'est-à-dire une forme linéaire sur R

n

, que la dériv ée seconde

d'un scalaire par rapp ort à ce v ecteur est aussi app elée son Hessien et que

c'est une forme bilinaire symétrique représen tée par une matrice symétrique

n � n . La dériv ée d'un v ecteur n � 1 par rapp ort à un v ecteur p � 1 est une ma-

trice n � p . Nous aurons aussi b esoin des dériv ées d'une matrice par rapp ort

à des v ecteurs et à des matrices qui son t des tenseurs mais nous p ourrons

éviter l'usage du calcul tensoriel. Les dériv ées partielles serons indiquées soit

par le sym b ole @ , par exemple

@ f

@ x

, soit par un indice, par exemple f

x

.

Notre appro c he est une extension de tra v aux précéden ts par Rob ert et al.

et Rob ert et Deric he, [90, 89], où l'idée d'utiliser une appro c he v ariationnelle

p our résoudre le problème de la stéréo a v ait été prop osée, d'ab ord dans le

cadre de la régularisation classique de Tikhono v et ensuite par l'utilisation

de fonctions plus adaptées à la préserv ation des discon tin uités. Nous nous

di�érencions de ces tra v aux par les p oin ts suiv an ts:

� nous ne supp osons pas que les ob jets son t le graphe d'une fonction de

profondeur dé�nie dans le plan fo cal de la première caméra ce qui nous

p ermet de prendre en compte un nom bre quelconque de caméras

� nous prenons en compte la déformation pro jectiv e due à l'orien tation

du plan tangen t à l'ob jet, comme dans [23]

� nous utilisons une appro c he à base de surface déformable a v ec mesure
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d'un critère in trinsèque, c'est-à-dire ne dép endan t pas de la paramé-

trisation des ob jets, qui p eut de ce fait traiter automatiquemen t les

discon tin uités telles que les ob jets m ultiples et même le problème de la

visibilité et des o ccultations.

Notre tra v ail p eut être vu comme une extension de l'appro c he prop osée

dans [21] dans laquelle les auteurs se limiten t au cas bino culaire, rec herc hen t

les coup es d'un ob jet a v ec un plan �xe et ne prennen t en compte ni l'orien-

tation du plan tangen t ni les o ccultations.

3.2 Un mo dèle a v ec ob jets et critère simples

Cette section in tro duit par le biais d'un mo dèle simple quelques idées

de bases de notre tra v ail. Nous supp osons, et il s'agit de la première h y-

p othèse imp ortan te, que les ob jets, qui son t observ és par un système de

stéréo bino culaire, son t mo délisés par le graphe d'une fonction régulière in-

conn ue z = f ( x; y ) dé�nie dans le plan rétinien de la première caméra et que

nous c herc hons à estimer. Un p oin t M de co ordonnées [ x; y ; f ( x; y )]

T

est vu

comme deux pixels m

1

et m

2

don t les co ordonnées ( g

i

( x; y ) ; h

i

( x; y )) ; i = 1 ; 2

p euv en t être aisémen t calculées comme fonctions de x; y ; f ( x; y ) et des co-

e�cien ts des matrices de pro jection P

1

et P

2

. Soien t I

1

et I

2

les in tensités

des deux images. Supp osons, et c'est là la deuxième h yp othèse imp ortan te,

que les ob jets son t parfaitemen t lam b ertiens, c'est-à-dire qu'ils réémetten t

la même quan tité de lumière dans toutes les directions, alors nous dev ons

a v oir I

1

( m

1

) = I

2

( m

2

) p our tous les pixels m

1

et m

2

en corresp ondance,

c'est-à-dire les pixels qui son t images d'un même p oin t 3D.

Ce raisonnemen t conduit naturellemen t au problème v ariationnel consis-

tan t à trouv er une fonction f con v enable, dé�nie, p our être rigoureux, sur un

sous ensem ble ouv ert du plan fo cal de la première caméra, et qui minimise

l'in tégrale suiv an te:

C

1

( f ) =

Z Z

( I

1

( m

1

( x; y )) � I

2

( m

2

( x; y ))

2

dxdy

=

Z Z

1

�( f ; x; y ) dxdy ;

(3.1)

calculée sur l'ouv ert précéden t. Notre premier problème v ariationnel est donc

de trouv er une fonction f dans un espace fonctionnel adéquat qui minimise

la mesure d'erreur C

1

( f ) . L'équation d'Euler-Lagrange corresp ondan te s'ob-

tien t directemen t:

( I

1

� I

2

)( r I

1

�

@ m

1

@ f

� r I

2

�

@ m

2

@ f

) = 0 (3.2)

Les quan tités

@ m

1

@ f

et

@ m

2

@ f

son t des fonctions de f qui se calculen t aisémen t.

Les termes qui fon t in terv enir I

1

et I

2

son t calculés à partir des images. P our

résoudre (3.2) nous p ouv ons adopter un certain nom bre de stratégies.
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Une stratégie standard consiste à considérer la fonction f comme dép en-

dan t aussi du temps ( f ( x; y ; t ) ) et à résoudre l'EDP suiv an te:

f

t

= ' ( f )

où ' ( f ) est le terme de gauc he de l'équation (3.2), sous certaines conditions

initiales f ( x; y ; 0) = f

0

( x; y ) .

Nous v o y ons donc apparaître p our la première fois l'idée que la forme des

ob jets de la scène, décrite ici par la fonction f , est obten ue en laissan t év oluer

dans le temps une surface, ici z = f ( x; y ; t ) , en partan t d'une con�guration

initiale, z = f ( x; y ; 0) , l'év olution suiv an t une EDP , p our con v erger �nale-

men t v ers la forme réelle des ob jets quand le temps tend v ers l'in�ni. Cette

con v ergence est déterminée par les données, c'est-à-dire les images, suiv an t le

critère d'erreur (3.1) ou le terme d'Euler-Lagrange ' ( f ) . Il est conn u que sans

précaution supplémen taire, par exemple en ra joutan t un terme régularisan t

à (3.1), la solution f ne sera probablemen t pas lisse et par conséquence que

tout bruit dans les images p eut rendre la solution très di�éren te de la forme

réelle des ob jets. C'est plus ou moins l'appro c he adoptée dans [90 , 89]. Nous

di�érerons la solution à ce problème jusqu'à la section 3.4 où nous le résou-

drons en fait d'une façon autre qu'en ra joutan t un terme de régularisation à

C

1

( f ) , bien qu'équiv alen te.

Une autre stratégie consiste à appliquer l'idée des ensem bles de niv eau

in tro duite par Osher et Sethian [78 , 103]. Considérons une famille de surfaces

S dé�nie par S ( x; y ; t ) = [ x; y ; f ( x; y ; t )]

T

. x et y serv en t à paramétrer la

surface, t est le temps. La normale unitaire à cette surface est le v ecteur

N = �

1

p

1+ jr f j

2

[ r f

T

; 1]

T

, le v ecteur vitesse est S

t

= [0 ; 0 ; f

t

]

T

et donc

l'év olution de la surface p eut s'écrire

S

t

=

' ( f )

p

1+ j r f j

2

N (3.3)

Cette expression de l'év olution de la surface conduit à une application directe

des métho des par ensem bles de niv eau. Considérons une fonction u ( x; y ; z ; t )

don t le niv eau zéro est la surface S , c'est-à-dire qu'à c haque instan t t , l'en-

sem ble des p oin ts ( x; y ; z ) tels que u ( x; y ; z ; t ) = 0 est exactemen t la surface

S . Notez que la fonction u p eut être considérée comme une séquence temp o-

relle d'images v olumétriques. La question est alors: sac han t que l'év olution

temp orelle de S est donnée par (3.3), quelle doit être l'év olution de u ? Nous

a v ons vu au c hapitre 2 que la rép onse à cette question, donnée dans [78], est:

u

t

=

' ( f )

p

1+ j r f j

2

j r u j

expression dans laquelle r u est le gradien t de u par rapp ort à ses trois

premières v ariables. (Le lecteur atten tif aura remarqué la disparition du signe
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moins par rapp ort à l'équation (2.4). Nous a v ons c hoisi p our ce c hapitre une

fonction u né gative à l'extérieur ).

Il y a ici quelques p oin ts délicats. Le premier est que les métho des par

ensem bles de niv eau on t été conçues p our des v ariétés fermées (courb es ou

surfaces par exemple) et qu'ici la surface S , dé�nie par un graphe, n'est

en général pas fermée. Ce problème p eut être résolu, comme par exemple

dans [17 , 103 ]. Le second p oin t est que le co e�cien t du terme j r u j dans

l'équation précéden te est seulemen t dé�ni sur la surface S et non dans tout

le v olume ( x; y ; z ) . Or, ce terme est nécessaire en tout p oin t p our calculer

l'év olution de u .

Nous ne nous étendrons pas sur ce dernier sujet car il sera résolu quand

nous progresserons v ers des mo dèles plus a v ancés.

3.3 Un meilleur critère de mise en corresp ondance

Il est clair que la mesure d'erreur (3.1) est trop simpliste p our les ap-

plications réelles. Nous p ouv ons étendre ceci d'au moins deux manières. La

première consiste à remplacer la di�érence des in tensités comme mesure d'er-

reur par une mesure de corrélation sous l'h yp othèse que la scène est faite de

plans fron to-parallèles. La deuxième consiste à relaxer cette dernière h yp o-

thèse en prenan t en compte l'orien tation du plan tangen t à la surface des

ob jets en c haque p oin t. Dans le premier cas, nous progressons suiv an t l'axe

de complexité du critère de mise en corresp ondance, dans le deuxième cas

suiv an t les deux axes de complexité de forme des ob jets et du critère de mise

en corresp ondance.

Nous explorons ces v oies dans les deux sections suiv an tes.

3.3.1 F onctionnelle de corrélation fron to-parallèle

A c haque paire de v aleurs ( x; y ) , corresp ond un p oin t tridimensionnel

M , M = [ x; y ; f ( x; y )]

T

qui dé�nit deux p oin ts sur les images m

1

et m

2

comme dans la section précéden te. Nous p ouv ons alors dé�nir classiquemen t

la corrélation non normalisée en tre les images I

1

et I

2

aux p oin ts m

1

et m

2

.

Nous notons cette corrélation h I

1

; I

2

i ( f ; x; y ) p our marquer son analogie a v ec

un pro duit scalaire et le fait qu'elle dép end de M :

h I

1

; I

2

i ( f ; x; y ) =

1

4 pq

Z

+ p

� p

Z

+ q

� q

( I

1

( m

1

+ m ) � I

1

( m

1

))

( I

2

( m

2

+ m ) � I

2

( m

2

)) dm;

(3.4)

équation dans laquelle les mo y ennes I

1

et I

2

son t dé�nies naturellemen t par:

I

k

( m

k

) =

1

4 pq

Z

+ p

� p

Z

+ q

� q

I

k

( m

k

+ m

0

) dm

0

k = 1 ; 2 (3.5)
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En�n, nous notons j I j

2

la quan tité h I ; I i .

L'utilisation d'un critère de corrélation p ossède en tre autres l'a v an tage

sur une simple mesure d'erreur, telle que la mesure précéden te, d'être insen-

sible à un c hangemen t d'éc helle de l'in tensité des images. Il n'est donc pas

p énalisé par l'utilisation de caméras aux courb es de rép onse di�éren tes, ou

par un c hangemen t d'éclairage am bian t en tre deux prises de vues dans le cas

de prises de vues non sim ultanées.

On remarquera que h I

1

; I

2

i = h I

2

; I

1

i .

P our simpli�er les notations, nous écrirons

R

�

à la place de

1

4 pq

R

+ p

� p

R

+ q

� q

.

Nous dé�nissons alors une fonctionnelle de mise en corresp ondance comme

l'in tégrale par rapp ort à x et y de l'opp osé du score de corrélation croisée

normalisé �

h I

1

;I

2

i

j I

1

j�j I

2

j

:

C

2

( f ) = �

Z Z

h I

1

; I

2

i

j I

1

j � j I

2

j

dxdy =

Z Z

2

�( f ; x; y ) dxdy (3.6)

l'in tégrale étan t calculée, comme dans la section précéden te, sur un sous en-

sem ble ouv ert du plan fo cal de la première caméra. La nouv elle fonctionnelle

2

� = �

h I

1

;I

2

i

j I

1

j�j I

2

j

( f ; x; y ) est une quan tité comprise en tre -1 et 1, -1 indiquan t

un maxim um de corrélation. Nous dev ons calculer sa dériv ée par rapp ort à

f p our obtenir l'équation d'Euler-Lagrange du problème. Les calculs son t

simples mais quelque p eu fastidieux. On p eut d'ab ord v oir que

2

�

f

est la

somme de deux termes:

( j I

1

j � j I

2

j )

f

j I

1

j

2

� j I

2

j

2

h I

1

; I

2

i �

1

j I

1

j � j I

2

j

h I

1

; I

2

i

f

Les résultats nécessaires au calcul de h I

1

; I

2

i

f

et de ( j I

1

j � j I

2

j )

f

son t

résumés dans le lemme suiv an t, prouv é dans l'annexe A.1.

Lemme 2 L es dérivé es p artiel les h I

1

; I

2

i

f

et j I

k

j

f

k = 1 ; 2 sont donné es

p ar les formules:

h I

1

; I

2

i

f

=

@ m

1

@ f

� hr I

1

; I

2

i +

@ m

2

@ f

� h I

1

; r I

2

i (3.7)

j I

k

j � j I

k

j

f

=

@ m

k

@ f

� hr I

k

; I

k

i k = 1 ; 2 (3.8)

où les expr essions c omplètes des quantités hr I

1

; I

2

i , h I

1

; r I

2

i et hr I

k

; I

k

i

p euvent êtr e tr ouvé es dans l'annexe A.1.

Nous p ourrions alors pro céder à la résolution de l'équation d'Euler-Lagrange

comme décrit dans la section précéden te. Nous ne p oursuivrons toutefois pas

cette tâc he ici et allons plutôt explorer une meilleure fonctionnelle.



3.3. UN MEILLEUR CRITÈRE DE MISE EN CORRESPOND ANCE 69

3.3.2 Prise en compte du plan tangen t aux ob jets

Nous allons main tenan t prendre en compte le fait que la fenêtre de

corrélation cen trée en m

2

n'est pas rectangulaire mais est l'image dans la

deuxième vue de la repro jection sur le plan tangen t à l'ob jet au p oin t M =

( x; y ; f ( x; y )) de la fenêtre de corrélation rectangulaire cen trée en m

1

(v oir

�gure 3.4). L'idée est ici que nous appro ximons l'ob jet S au v oisinage de M

par son plan tangen t sans supp oser comme précédemmen t que ce plan est

fron to-parallèle ni que les plans rétiniens des deux caméras son t iden tiques.

Étudions tout d'ab ord la corresp ondance induite en tre ces deux images

par ce plan tangen t:

m

1

m

2

S

M = ( x; y ; f ( x; y )

T

S

( M )

a

1

b

1

c

1

d

1

a

2

b

2

c

2

d

2

N

Fig. 3.4 � L a fenêtr e r e ctangulair e ( a

1

b

1

c

1

d

1

) dans la pr emièr e image est

pr ojeté e sur le plan tangent T

S

à l'objet S au p oint M et r epr ojeté e sur le

plan r étinien de la se c onde c amér a où el le n 'est en génér al plus r e ctangu-

lair e. L a distorsion entr e ( a

1

b

1

c

1

d

1

) et ( a

2

b

2

c

2

d

2

) p eut êtr e dé crite p ar une

tr ansformation pr oje ctive fonction de M et de la normale N à la surfac e de

l'objet.
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m

1

m

2

= K ( m

1

)

S

M

T

S

( M )

N

P

2

P

1

K

m

1

+ m

K ( m

1

+ m )

M

0

K

P

1

P

2

Fig. 3.5 � L es p oints de l'image 1 et leurs c orr esp ondants de l'image 2, images

de p oints 3D situés dans un même plan (dans notr e c as le plan tangent), sont

r eliés p ar une homo gr aphie K

Corresp ondance en tre deux images induite par un plan

Considérons un plan d'équation N

T

M � d = 0 dans le système de co or-

données de la première caméra. d est la distance algébrique en tre l'origine

des co ordonnées et ce plan et N est le v ecteur unitaire normal au plan.

Ce plan induit une transformation pro jectiv e en tre les deux images. Cette

corresp ondance joue un rôle essen tiel dans la suite.

P our v oir p ourquoi nous obtenons une transformation pro jectiv e, prenons

M un p oin t 3D de ce plan. Soien t M

1

et M

2

les deux v ecteurs 3D représen-

tan t ce p oin t dans les systèmes de co ordonnées attac hés resp ectiv emen t aux

deux caméras. Ces deux v ecteurs 3 � 1 son t en fait les v ecteurs co ordonnées

des deux pixels m

1

et m

2

en tan t que p oin ts pro jectifs (v oir section 3.1).

D'autre part, ils son t liés par l'expression

M

2

= R

T

( M

1

� t )
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Puisque M appartien t au plan N

T

M

1

= d , nous a v ons donc:

M

2

= ( R

T

�

R

T

tN

T

d

) M

1

ce qui exprime précisémen t le fait que les deux pixels m

1

et m

2

son t liés

par une homographie, ou transformation pro jectiv e K . Ceci n'a rien d'éton-

nan t puisque c'est une propriété conn ue qu'un ob jet tridimensionnel plan

se pro jette sur deux caméras di�éren tes en deux images reliées par une ho-

mographie (�gure 3.5). Nous utiliserons d'ailleurs cette propriété, ou plus

exactemen t son appro ximation a�ne, dans une exp érience de classi�cation

d'ob jets section 6.4.4. La matrice 3 � 3 représen tan t cette homographie est

( R

T

�

R

T

tN

T

d

) . Cette transformation est bijectiv e sauf lorsque le plan passe

par l'un des cen tres optiques auquel cas elle devien t dégénérée. Nous supp o-

serons que ce n'est pas le cas. P ar ailleurs, puisque la matrice K n'est dé�nie

qu'à un facteur m ultiplicatif près, nous p ouv ons aussi bien la c hoisir égale à:

K = d R

T

� R

T

tN

T

(3.9)

Le nouv eau critère et son équation d'Euler-Lagrange

Nous v enons de v oir que le plan tangen t induisait une homographie en tre

les deux plans rétiniens. C'est la base de la métho de prop osée dans [21] bien

que p our un but tout à fait di�éren t. La fenêtre à laquelle nous faisions al-

lusion dans l'in tro duction de cette section est bien évidemmen t l'image par

cette transformation de la fenêtre rectangulaire de l'image 1. Cette homogra-

phie est fonction du p oin t M et de la normale à l'ob jet en M . Elle est donc

fonction de f et de r f , ce que nous marquerons en écriv an t K = K ( f ; r f ) .

Elle satisfait la condition K ( m

1

) = m

2

. Nous dev ons désormais mo di�er le

pro duit scalaire (3.4) comme suit:

h I

1

; I

2

i ( f ; r f ; x; y ) =

Z

�

( I

1

( m

1

+ m ) � I

1

( m

1

))

( I

2

( K ( m

1

+ m )) � I

2

( m

2

)) dm;

(3.10)

On remarquera que la dé�nition de h I

1

; I

2

i n'est plus symétrique, à cause de

K . P our la rendre à nouv eau symétrique, nous devrions le dé�nir par:

h I

1

; I

2

i ( f ; r f ; x; y ) =

Z

�

( I

1

( m

1

+ m ) � I

1

( m

1

))( I

2

( K ( m

1

+ m )) � I

2

( m

2

)) dm

+

Z

�

( I

1

( K

� 1

( m

2

+ m

0

)) � I

1

( m

1

))( I

2

( m

2

+ m

0

) � I

2

( m

2

)) dm

0

(3.11)
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La dé�nition (3.5) de I

1

(resp. de I

2

) n'est pas mo di�ée dans la première

(resp. dans la seconde) in tégrale du mem bre de droite, alors que celle de I

2

(resp. de I

1

), dans ces mêmes in tégrales, doiv en t être mo di�ées comme suit:

I

2

( m

2

) =

Z

�

I

2

( K ( m

1

+ p )) dp

I

1

( m

1

) =

Z

�

I

1

( K

� 1

( m

2

+ p

0

)) dp

0

(3.12)

Dans la mesure où cette nouv elle dé�nition ne mo di�e pas de façon fonda-

men tale les idées exp osées ici mais renden t les calculs et les notations plus

complexes, nous supp oserons par la suite que c'est la dé�nition (3.10) qui

est utilisée, tout en gardan t à l'esprit qu'en pratique c'est (3.11) qui devrait

l'être.

Nous v oulons main tenan t minimiser la mesure d'an ti-corrélation suiv an te:

C

3

( f ; r f ) = �

Z Z

h I

1

; I

2

i

j I

1

j � j I

2

j

( f ; r f ; x; y ) dxdy

=

Z Z

3

�( f ; r f ; x; y ) dxdy

(3.13)

Puisque la fonctionnelle

3

� dép end désormais de f et de r f , ses équations

d'Euler-Lagrange équations s'écriv en t

3

�

f

� div (

3

�

r f

) = 0 . Nous dev ons

alors recalculer

3

�

f

p our prendre en compte la nouv elle dép endance de K

en f et calculer

3

�

r f

.

P our simpli�er les calculs, nous supp oserons que l'homographie K p eut

être appro ximée de manière satisfaisan te par une transformation a�ne. Du

fait de la relation K ( m

1

) = m

2

, cette transformation a�ne s'écrit:

( m

1

+ m ) � m

2

+ Am

où A est une matrice 2 � 2 dép endan t de f et de r f .

En pratique, cette appro ximation est souv en t su�san te et nous la sup-

p oserons v alide dans la suite.

Sous cette h yp othèse, j I

1

j

f

n'est pas mo di�é mais h I

1

; I

2

i

f

, et j I

2

j

f

le

son t, à cause de la dép endance en A . Les résultats des calculs son t résumés

dans le lemme suiv an t don t on trouv era une démonstration dans l'annexe

A.1:

Lemme 3 L es dérivé es p artiel les h I

1

; I

2

i

f

and j I

2

j

f

sont donné es p ar les

formules suivantes:

h I

1

; I

2

i

f

=

@ m

1

@ f

� hr I

1

; I

2

i +

@ m

2

@ f

� h I

1

; r I

2

i

+

Z

�

( I

1

( m

1

+ m ) � I

1

( m

1

)) r I

2

( m

2

+ A m )

T

A

f

m dm

(3.14)
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j I

2

j � j I

2

j

f

=

@ m

2

@ f

� hr I

2

; I

2

i

+

Z

�

( I

2

( m

2

+ A m ) � I

2

( m

2

)) r I

2

( m

2

+ A m )

T

A

f

m dm

(3.15)

dans lesquel les les valeurs des quantités hr I

1

; I

2

i , h I

1

; r I

2

i et hr I

2

; I

2

i sont

donné es en annexe A.1.

On remarquera que, comme nous p ouvions nous y attendre, les équations

(3.14) et (3.15) son t similaires à (3.7) et à (3.8) a v ec des termes de correction

don t la présence est due à la complexité plus grande de la fonctionnelle de

mise en corresp ondance.

Ceci nous p ermet de calculer la première partie des équation d'Euler-

Lagrange, �

f

. L'expression de A

f

se trouv e à la section suiv an te.

P our ce qui est de la seconde partie, nous a v ons j I

1

j

2

r f

= 0 puisque I

1

n'est pas fonction de r f . P our le reste, le lemme suiv an t app orte les résultats

nécessaires:

Lemme 4 L es dérivé es p artiel les h I

1

; I

2

i

r f

et j I

2

j

r f

sont donné es p ar les

formules suivantes:

h I

1

; I

2

i

r f

=

Z

�

( I

1

( m

1

+ m ) � I

1

( m

1

)) r I

2

( m

2

+ Am )

T

( Am )

r f

dm;

et,

j I

2

j � j I

2

j

r f

=

Z

�

( I

2

( m

2

+ Am ) � I

2

( m

2

)) r I

2

( m

2

+ Am )

T

( Am )

r f

dm;

expr essions dans lesquel les la quantité ( Am )

r f

dénote la matric e 2 � 2 dé�nie

p ar [ A

( r f )

x

m ; A

( r f )

y

m ] .

La preuv e est similaire à celles données en annexe A.1.

Ces expressions nous p ermettron t de calculer la deuxième partie div (

3

�

r f

)

des équations d'Euler-Lagrange aussitôt que nous aurons rendu explicites les

relations en tre A , f et r f , ce qui est l'ob jet de la section suiv an te.

La matrice A et ses dériv ées

Nous dev ons calculer les dériv ées de la matrice A par rapp ort à f et à r f .

P our ce, nous utiliserons une appro c he mixte, à la fois a�ne et pro jectiv e,

p our calculer la matrice K de la transformation K .

Soit ( x

1

; y

1

) les co ordonnées (a�nes) de l'image m

1

et ( x; y ) celles de

m . Nous noterons m

1

+ m le p oin t de co ordonnées a�nes ( x

1

+ x; y

1

+ y )

ou de co ordonnées pro jectiv es ( x

1

+ x; y

1

+ y ; 1) . Soit K la matrice 3 � 3

de l'homographie K et k

i

; i = 1 ; 2 ; 3 ses v ecteurs colonnes. Les co ordonnées

a�nes du p oin t K ( m

1

+ m ) son t égales à:
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X

2

=

k

1

( m

1

+ m )

k

3

( m

1

+ m )

Y

2

=

k

2

( m

1

+ m )

k

3

( m

1

+ m )

(3.16)

où m

1

est le v ecteur de co ordonnées pro jectiv es ( x

1

; y

1

; 1) et m le v ecteur

de co ordonnées ( x; y ; 0) .

D'après la section 3.3.2, nous sa v ons que la matrice K p eut s'écrire:

K = d R

T

� TN

T

a v ec

8

<

:

d = xf

x

+ y f

y

+ f

T = R

T

t

N

T

= ( f

x

; f

y

; 1)

(3.17)

Nous a v ons utilisé le fait que K est dé�nie à un facteur m ultiplicatif

près p our nous débarrasser du terme

1

p

1+ jr f j

2

. Ainsi, nous a v ons établi la

dép endance en tre l'homographie K et f et r f . Il est facile d'en déduire que:

8

>

<

>

:

@ K

@ f

= R

T

@ K

@ f

x

= x R

T

� [ T 0 0 ]

@ K

@ f

x

= y R

T

� [ 0 T 0 ]

(3.18)

P enc hons nous main tenan t sur l'appro ximation a�ne. Nous p ouv ons sup-

p oser que le p oin t m

2

, image de m

1

par K , n'est pas à l'in�ni. En divisan t

le n umérateur et le dénominateur de X

2

et de Y

2

dans l'équation (3.16)

par k

3

m

1

et en in tro duisan t les co ordonnées a�nes x

2

et y

2

de m

2

, nous

obtenons:

X

2

=

x

2

+

k

1

m

k

3

m

1

1 +

k

3

m

k

3

m

1

Y

2

=

y

2

+

k

2

m

k

3

m

1

1 +

k

3

m

k

3

m

1

L'appro ximation a�ne apparaît en supp osan t que

k

3

m

k

3

m

1

� 1 , que

k

1

m

k

3

m

1

�

x

2

et que

k

2

m

k

3

m

1

� y

2

. En dév eloppan t X

2

et Y

2

jusqu'au premier ordre par

rapp ort à ces quan tités, nous ab outissons à l'expression suiv an te p our la

matrice A :

A =

1

k

3

m

1

�

k

1

� k

3

k

2

� k

3

�

(3.19)

Cette expression, com binée a v ec (3.18) nous p ermet de calculer les déri-

v ées partielles de A par rapp ort à f et à r f et, �nalemen t, div (

3

�

r f

) . Nous

ne p oursuivrons toutefois pas ici ces calculs puisque nous allons présen ter

section 3.4 un mo dèle plus élab oré p our lequel nous e�ectuerons les calculs

corresp ondan ts.
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3.4 Un mo dèle plus ra�né

Dans cette section, nous considérons le cas dans lequel les ob jets de la

scène ne son t plus dé�nis comme le graphe d'une fonction de x et y comme ils

l'étaien t dans les sections précéden tes, mais comme l'ensem ble de niv eau zéro

d'une fonction ^u : R

3

! R que nous supp oserons su�sammen t régulière,

c'est-à-dire C

2

. Les co ordonnées ( x; y ; z ) des p oin ts de la scène qui son t à

la surface des ob jets présen ts son t donc dé�nis par l'équation ^u ( x; y ; z ) = 0 .

Cette appro c he p ossède au moins deux a v an tages. Premièremen t, en relaxan t

l'h yp othèse de graphe, il est p oten tiellemen t p ermis de considérer un nom bre

quelconque de caméras. Deuxièmemen t, nous sommes conduits à une im-

plémen tation très naturelle de l'év olution des surfaces par la métho de des

ensem bles de niv eau.

Un p oin t in téressan t de l'utilisation des métho des d'ensem bles de ni-

v eau p our la résolution de l'équation (3.20) est que nous p ourrons désormais

traiter les scènes comp osées de plusieurs ob jets puisque les c hangemen ts de

top ologie tels que le c hangemen t du nom bre de comp osan tes connexes son t

traités automatiquemen t.

Soit donc une famille de surfaces régulières S : ( v ; w ; t ) ! S ( v ; w ; t ) où

( v ; w ) paramétrise la surface et t le temps. Il n'est en général pas p ossible

de trouv er une paramétrisation de S de R

2

v ers R

3

qui décriv e l'in tégralité

des surfaces des ob jets (p ensez à une sphère par exemple p our laquelle au

moins deux paramétrisations son t nécessaires) mais nous p ouv ons raisonner

sur une telle paramétrisation sans p erte de généralité puisque nous v errons

que les résultats son t indép endan ts du c hoix des paramètres. Les ob jets de

la scène corresp onden t à une surface

^

S ( v ; w ) et notre but est, partan t d'une

surface initiale S

0

( v ; w ) , de trouv er une EDP

S

t

= � N ; (3.20)

où N est la normale unitaire à la surface, don t la résolution a v ec les conditions

initiales S ( v ; w ; 0) = S

0

( v ; w ) nous conduit à une solution qui appro xime

con v enablemen t

^

S ( v ; w ) . La fonction � sera déterminée par la fonctionnelle

de mise en corresp ondance que nous minimiserons p our résoudre le problème

stéréo. Nous dé�nissons une telle fonctionnelle au pro c hain paragraphe.

Dans le détail, les surfaces S son t à c haque instan t les niv eaux zéro d'une

fonction u : R

4

! R :

u ( S ; t ) = 0

En dériv an t par rapp ort à u; v ; t et en remarquan t que N p eut être c hoisit

tel que N = �

r u

jr u j

, où r est l'op érateur p our les trois premières co ordonnées

de u , nous trouv ons facilemen t que l'év olution de u s'écrit (v oir c hapitre 2):

u

t

= � j r u j (3.21)
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En nous basan t sur les mêmes idées que celles de la section 3.3.2, nous

p ouv ons dé�nir la mesure d'an ti-corrélation suiv an te:

C

4

( S ; N ) = �

n

X

i;j =1 ;i 6= j

Z Z

1

j I

i

j � j I

j

j

h I

i

; I

j

i d�

=

Z Z

4

�( S ; N ; v ; w ) d�

(3.22)

Dans cette équation, les indices i et j v arien t en tre 1 et n , le nom bre

d'images. En pratique, on ne considérera pas toutes les paires d'images, mais

cela ne c hangera pas notre analyse du problème. On notera que dans l'équa-

tion (3.22), l'in tégrale se fait par rapp ort à l'élémen t d'aire d� sur la surface

S . En conserv an t les notations précéden tes, nous obtenons:

d� = j S

v

� S

w

j dv dw

d� joue le rôle qu'a v aien t dx dy dans notre analyse précéden te, S celui

de f , et N =

S

v

� S

w

j S

v

� S

w

j

, normale unitaire à la surface S , celui de r f .

Il faut ici noter un pas signi�catif par rapp ort à ce que nous a vions pré-

cédemmen t du fait de la m ultiplication de notre score de corrélation croisée

normalisé précéden t par le terme j S

v

� S

w

j . Cela a en e�et deux consé-

quences fondamen tales:

1. Cela régularise le problème v ariationnel comme dans l'appro c he des

con tours actifs géo désiques [14 ]

2. Cela rend le problème in trinsèque, c'est-à-dire indép endan t de la para-

métrisation des ob jets de la scène.

Un autre p oin t essen tiel est que nous p ouv ons déterminer quelles son t les

parties des surfaces qui son t vues ou cac hées p our telle ou telle caméra. Dès

lors, il est naturel de ne calculer c haque in tégrale apparaissan t dans (3.22)

que p our ceux des p oin ts de la surface S qui son t visibles par les deux caméras

concernées. Ainsi, les problèmes de visibilité et d'o c clusion son t mo délisés et

traités dans notre appro c he (v oir section 3.5 p our plus de détails).

Le reste est très similaire bien que tec hniquemen t plus compliqué que

précédemmen t: calcul des dériv ées, écriture des équations d'Euler-Lagrange

du problème v ariationnel (3.22), détermination de leur comp osan te � le long

de la normale à la surface, dé�nition de l'équation d'év olution des surfaces

(3.20) et implémen tation par une métho de d'ensem bles de niv eau. T out ceci

est relativ emen t sans di�culté ma jeure mis à part le résultat déjà annoncé

que la v aleur de � est intrinsè que et ne dép end pas de la paramétrisation des

surfaces S .

Nous allons en fait prouv er un résultat un p eu plus général. Soit une

fonction � : R

3

� R

3

� ! R , régulière, de classe au moins C

2

, dé�nie sur la

surface S et dép endan t du p oin t S ( v ; w ) et de la normale unitaire N ( v ; w )
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en ce p oin t, que nous noterons par �( X ; Y ) . Considérons la mesure d'erreur

suiv an te:

C ( S ; S

v

; S

w

) =

Z Z

�( S ( v ; w ) ; N ( v ; w )) h ( v ; w ) dv dw (3.23)

dans laquelle l'in tégrale est e�ectuée sur toute la surface S et où l'on a p osé

comme élémen t d'aire h ( v ; w ) = j S

v

� S

w

j . Nous prouv ons en annexe A.2 le

théorème suiv an t:

Théorème 5 Sous les c ondition de r é gularité faites p our la fonction � et

p our la surfac e S , la c omp osante des é quations d'Euler-L agr ange du critèr e

(3.23) le long de la normale à la surfac e est le pr o duit de h p ar une quantité

intrinsè que, c'est-à-dir e ne dép endant p as de la p ar amétrisation ( v ; w ) . En

outr e, c ette c omp osante est é gale à:

h (�

X

N � 2 H (� � �

Y

N ) + T r ace ((�

XY

)

T

S

+ d N � (�

YY

)

T

S

)) (3.24)

où toutes les quantité sont évalué es au p oint S de la surfac e, de normale N .

T

S

est le plan tangent à la surfac e au p oint S . d N est la di�ér entiel le de

la c arte de Gauss de la surfac e, H sa c ourbur e moyenne, �

XY

et �

YY

les

dérivé es d'or dr e deux de � , (�

XY

)

T

S

et (�

YY

)

T

S

leur r estrictions au plan

tangent T

S

.

On notera que le critère d'erreur (3.22) est de la forme (3.23) si nous

prenons p our �

�

n

X

i;j =1 ;i 6= j

1

j I

i

j � j I

j

j

h I

i

; I

j

i

D'après le théorème 5, p our calculer la vitesse normale d'év olution � p our

les équations (3.20) ou (3.21), il su�t de calculer �

S

, �

N

, �

SN

et �

NN

ainsi

que les propriétés di�éren tielles in trinsèques d'ordre deux de la surface S .

Puisque la fonction � est la somme de fonctions �

ij

= �

1

j I

i

j�j I

j

j

h I

i

; I

j

i ,

le problème se décomp ose en celui du calcul des dériv ées des �

ij

's, qui, p our

les dériv ées d'ordre 1 est très similaire à celui que nous a v ons e�ectué section

3.3.2. Les calculs son t dév elopp és en annexe A.3.

En se qui concerne l'implémen tation par les ensem bles de niv eau, il nous

faut faire quelques remarques.

La première est d'expliquer commen t nous calculons � dans l'équation

(3.21) en c haque p oin t ( x; y ; z ) plutôt que sur la surface S . Il est clair qu'au-

cun problème ne se p ose p our calculer la normale N = �

r u

jr u j

, la courbure

mo y enne H =

1

2

div (

r u

jr u j

) et d N la di�éren tielle de la carte de Gauss de l'iso-

surface passan t par le p oin t ( x; y ; z ) . Les v ecteurs �

X

, �

Y

et les matrices

�

XY

, �

YY

son t, eux, calculés comme expliqué en annexe A.3.
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La deuxième remarque est que nous p ouv ons main tenan t écrire l'équation

(3.21) comme ceci:

u

t

= j r u j div (�

r u

j r u j

) � �

N

( D N + tr ace ( D N ) I

3

) r u

� T r ace ((�

XN

)

T

S

+ d N � (�

NN

)

T

S

) j r u j

(3.25)

où D N est la matrice 3 � 3 des dériv ées de la normale par rapp ort aux

co ordonnées spatiales, I

3

la matrice iden tité, et où, en c haque p oin t ( x; y ; z ) ,

le plan tangen t T

S

est celui de l'iso-surface u = constante passan t par ce

p oin t. Notez que l'on a:

tr ace ( D N ) = � div (

r u

j r u j

)

Le premier terme j r u j div (�

r u

jr u j

) est iden tique à celui que l'on retrouv e

dans les tra v aux de Caselles, Kimmel, Sapiro et Sb ert [15 ] sur l'utilisation

des surface minimales ou con tours actifs géo désiques p our la segmen tation

des images v olumétriques.

Nos autres termes viennen t du pro cédé particulier que nous mo délisons,

c'est-à-dire la stéréo. Étan t donné que ces termes ne metten t en jeu que

des dériv ées du deuxième ordre, nous sommes ten tés de faire la conjecture

suiv an te, que nous esp érons p ouv oir prouv er dans un futur pro c he.

Conjecture 1 Sous des hyp othèses r aisonnables de r é gularité des fonctions

intensité des images, l'é quation (3.25) admet une unique solution de visc osité

stable dans C ( R

3

� [0 ; 1 [) \ L

1

(0 ; T ; W

1 ; 1

( R

3

)) p our tout T < 1 . W

1 ; 1

est l'esp ac e des fonctions Lipschitziennes b orné es de R

3

.

Comme premiers pas dans cette direction, nous men tionnons ici quelques

p oin ts essen tiels:

1. A pro ximité de la solution, � est pro c he de -1 (nous normalisons � par

rapp ort au nom bre de paires de caméras utilisées). Ce qui fait que le

terme j r u j div (�

r u

jr u j

) devien t an ti-di�usif! En conséquence de quoi,

nous utilisons comme nouv elle mesure d'an ti-corrélation �

0

= � + 1 à

la place de � , qui prend ses v aleurs en tre 0 et +2. Ceci ra joute le terme

j r u j div (

r u

jr u j

) à u

t

, c'est-à-dire 2 H à la vitesse normale � . C'est donc

équiv alen t à in tro duire dans le critère un terme de régularisation qui

tend à minimiser la surface totale des ob jets.

2. En ce qui concerne la régularité des in tensités des images, une corréla-

tion mo dulée par des gaussiennes p eut être utilisée [42 ]. En pratique,

nous utilisons une implémen tation récursiv e [19 ] des �ltres gaussiens

p our le calcul des in tensités des images et de leur dériv ées premières et

secondes.

3. P our ce qui est de la visibilité et de l'o cclusion, il faut remarquer que la

mesure totale �

4

supp ose certains c hoix de paires de caméras. Nous ne
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ren trerons pas dans les détails ici et préciserons simplemen t que, dans

notre implémen tation, ces c hoix son t mo dulés de sorte que �

4

reste au

moins con tin ue par rapp ort à S .

3.5 Le cas bidimensionnel

3.5.1 Implémen tation

Plutôt que d'ab order directemen t les problèmes tec hniques soulev és par

une implémen tation des idées exp osées plus haut, nous présen tons main te-

nan t une implémen tation du cas bidimensionnel de la théorie précédemmen t

décrite. Cette implémen tation nous a e�ectiv emen t servi p our la mise au

p oin t et la v alidation de nos métho des a v an t une réalisation du cas tridimen-

sionnel que que décrirons dans la pro c haine section.

La situation est celle décrite par la �gure 3.5.1 qui représen te un ob jet

plan S , ici a v ec deux comp osan tes connexes. Cet ob jet est observ é par cinq

caméras, n umérotées de 1 à 5, et la courb e de niv eau corresp ondan t à un

p oin t M a été dessinée p our illustrer commen t la condition de visibilité est

prise en compte en résolv an t l'équation (3.25): le p oin t M de la courb e de

niv eau est vu par les caméras 3 à 5 et ne l'est pas par les caméras 1 et 2.

5

2

S

S

M

u ( x; y ; t ) = u ( M ; t ) = cte

3

4

1

Fig. 3.6 � Implémentation du c as 2D de l'algorithme. Visibilité et o c clusion.

Les ob jets plans son t vus par des caméras linéaires. Les pixels et les

images son t fonction d'une seule v ariable. Le pro duit scalaire (3.10) est:

h I

i

; I

j

i ( S ; N ) =

1

2 p

Z

p

� p

( I

i

( m

i

+ m ) � I

i

( m

i

))

( I

j

( K

ij

( m

i

+ m )) � I

j

( m

j

)) dm
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Nous utilisons l'appro ximation a�ne: K

ij

( m

i

+ m ) = m

j

+ �

ij

m . La

surface S ( v ; w ) est une courb e plane S ( v ) et la mesure d'an ti-corrélation est:

Z

�( S ( v ) ; N ( v )) h ( v ) dv

a v ec h ( v ) = j S

v

j et � toujours égale à �

P

n

i;j =1 ;i 6= j

1

j I

i

j�j I

j

j

h I

i

; I

j

i .

Soit � l'abscisse curviligne de S ( d� = h ( v ) dv ), T sa tangen te unitaire

et � sa courbure, la comp osan te normale � des équation d'Euler-Lagrange

se simpli�e en la quan tité in trinsèque suiv an te:

� = � � + [�

S

+ � ( TT

T

� NN

T

)�

T

N

] � N + T

T

(�

SN

+ � �

NN

) T

En pratique, l'implémen tation de l'équation d'év olution (3.21) de u ( x; y ; t )

requiert les étap es suiv an tes p our le calcul de � au p oin t M = ( x; y ) au temps

t :

� Considéran t la courb e de niv eau S ( v ) de u passan t par le p oin t M ,

déterminer depuis quelles caméras M est visible en supp osan t que la

courb e de niv eau passan t par M est opaque.

� Calculer la normale N et la courbure � de S en M .

� P our c haque paire de caméra utilisable, calculer m

i

;

@ m

i

@ S

et

d

d�

m

i

.

� P our c haque paire de caméras utilisable, calculer �

ij

; �

ij

S

; �

ij

N

;

d

d�

�

ij

,

et

d

d�

�

ij

N

.

� Calculer h I

i

; I

j

i ; h I

i

; I

j

i

S

; h I

i

; I

j

i

N

;

d

d�

h I

i

; I

j

i et

d

d�

h I

i

; I

j

i

N

. Le calcul

des in tensités des images et de leur dériv ées premières et secondes

nécessaires est mo dulé par des gaussiennes. Des �ltres récursifs son t

utilisés [19].

� Calculer en�n � ; �

S

; �

N

et

d

d�

�

N

. D'où � .

App ortons ici deux précisions:

1. Nous ne donnons pas le même p oids à toutes les paires de caméras dans

le calcul de � . Les caméras v o y an t la courb e de niv eau �de face�, c'est-

à-dire don t le cen tre optique est pro c he de la normale à l'ob jet, son t

privilégiées par rapp ort à celles qui v erraien t l'ob jet trop �de pro�l�

p our lesquelles la précision de ce qui est vu est moindre du fait de la

discrétisation des images en espace. Ceci nous p ermet en outre:

� De mo duler la taille de la fenêtre de corrélation: moins la caméra

est �face à l'ob jet�, moins grande sera la fenêtre de corrélation.

Cela corresp ond à l'idée que les p oin t 2D observ és doiv en t rester

pro c he du plan tangen t. Notez qu'on p ourrait utiliser la courbure

p our a�ner la prise en compte de cette idée.

� Les p oids a�ectés aux paires de caméras son t mo dulés p our assurer

la con tin uité de � le long de la courb e de niv eau.



3.5. LE CAS BIDIMENSIONNEL 81

2. En pratique, résoudre le problème de visibilité p our toutes les courb es

de niv eau utilisées se rév èle ne rien app orter. Le résoudre p our le seul

niv eau zéro, qui est rapp elons-le le lieu de la courb e don t nous réalisons

l'év olution, su�t et app ortera un gain de temps appréciable dans le cas

3D. P our les p oin ts qui ne son t pas sur le niv eau zéro, la gestion des

caméras est copiée sur le p oin t du niv eau zéro le plus pro c he. Une

détermination e�cace du p oin t le plus pro c he est réalisée à l'aide de

l'algorithme de calcul rapide de la distance euclidienne à une courb e

décrit dans [18], algorithme que nous a v ons légèremen t adapté p our

p our que le p oin t le plus pro c he soit mémorisé (v oir section 2.7.1)

Le calcul de la vitesse normale � e�ectué, il ne reste plus qu'à implémen-

ter l'év olution de la courb e par une métho de d'ensem bles de niv eau [103]

don t nous a v ons décrit les grandes lignes au c hapitre 2. Nous utilisons un

algorithme rapide �à bande� a v ec réinitialisation de la fonction distance par

une EDP , elle-même implémen tée par une métho de à pr o gr ession r apide (cf

section 2.6.2).

Nous a v ons testé notre sc héma sur des images syn thétiques bruitées et

sur quelques images réelles.

3.5.2 Résultats

Fig. 3.7 � Cas 2D � Déte ction d'un objet non c onvexe.

Nous présen tons d'ab ord les résultats obten us sur trois ob jets syn thé-

tiques, c haque exemple serv an t à tester un des asp ects de l'algorithme. T ous
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Fig. 3.8 � Cas 2D � Déte ction de deux objets cir culair es.

ces résultats son t obten us a v ec 18 caméras observ an t une scène et son t pré-

sen tés de manière homogène: du côté gauc he de la �gure nous mon trons

quelques-unes des 18 images (mono dimensionnelles!), du côté droit nous

mon trons la con v ergence de la courb e initiale v ers les ob jets.

Nous commençons par la �gure 3.7 qui illustre le fait que l'algorithme

marc he p our des ob jets non con v exes. Remarquez le fond noir sur les images.

La �gure 3.8 mon tre le pro cessus de reconstruction p our deux cercles

placés sur un fond aléatoire. Nous v o y ons que l'algorithme p eut traiter les

ob jets m ultiples (notez le c hangemen t de top ologie au temps t 2 ) et qu'il n'est

pas tromp é par un fond texturé.

La �gure 3.9 donne les résultats p our deux carrés. Cet exemple mon tre

que notre mo dèle p eut d'une certaine manière traiter les ob jets non lisses.

En�n, la �gure 3.10 mon tre un exemple réel dans le cas de deux caméras.

Une paire d'images d'une visage h umain se trouv e sur la partie gauc he de

la �gure. La trace d'un plan passan t par les deux cen tres optiques (un plan

épip olair e ) sur les deux plans rétiniens y est dessinée en blanc, de sorte

que les deux images mono dimensionnelles constituées par ces deux lignes se

corresp onden t. Sur la partie droite de la �gure, nous mon trons l'év olution

du con tour à quatre instan ts. Le con tour du visage serv an t de référence est

le résultat de l'algorithme de corrélation décrit dans [23 ]. Nous v o y ons que

le con tour initial con v erge v ers lui de manière satisfaisan te.
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Fig. 3.9 � Cas 2D � Déte ction de deux c arr és.

3.6 Algorithme tridimensionnel

Après a v oir eu à tra v ers le cas 2D un ap erçu des tec hniques mises en

jeu p our l'implémen tation de notre métho de, nous p ouv ons passer au cas

tridimensionnel.

3.6.1 Implémen tation

L'implémen tation tridimensionnelle est similaire à celle du cas 2D. Cer-

taines tec hniques utilisées s'étenden t directemen t, d'autres doiv en t être adap-

tées ou remplacées. Sans ren trer dans des détails fastidieux, nous fournissons

les clés suiv an tes:

� Métho des par ensem bles de niv eau : elles se généralisen t directe-

men t. C'est toutefois dans le cas 3D que prend toute son imp ortance

l'e�cacité de la métho de �a v ec bande� et de la réinitialisation de la

fonction distance par EDP .

� Extraction du niv eau zéro : un simple zér o cr ossing naïf ne su�t

plus. Il faut a v oir rev oir à une métho de telle que les mar ching cub es

[70], métho de qui aurait d'ailleurs pu être utilisée en 2D ( mar ching

squar es ), fournissan t une triangulation d'une iso-surface.

� T raitemen t des o cclusions : utilisation d'un z-bu�er [16 ] par caméra

p our pro jeter le niv eau zéro triangulé précédemmen t sur le plan rétinien

de c haque caméra. C'est en fait ce que nous faisions déjà sans l'a v oir
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Fig. 3.10 � Cas 2D � Déte ction du c ontour d'un visage humain dans un plan

épip olair e.

men tionner dans le cas 2D. On comprend main tenan t que traiter les

o cclusions p our toutes les iso-surfaces serait trop coûteux.

� Lien v ers le p oin t de niv eau zéro le plus pro c he : bien que [18 ]

ne décriv e le calcul rapide de la distance Euclidienne que dans le cas

2D, l'extension au cas 3D ne p ose pas de problème (section 2.7.1).

� Mo dulation de la fenêtre de corrélation : tout comme dans le cas

2D, la taille de la fenêtre de corrélation dép end de l'orien tation du plan

tangen t. Elle p eut en fait main tenan t être c hoisie rectangulaire et non

plus carrée p our donner moins d'imp ortance à l'une des deux directions

de corrélation quand l'ob jet est vu de pro�l.

� Choix des paires de caméras : la gestion des co e�cien ts a�ectan t

les scores de corrélation de c haque paire de caméras de façon à ce que

le critère total reste au minim um con tin u est main tenan t basée sur la

triangulation issue des mar ching cub es .
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3.6.2 Rec herc he d'e�cacité

Comme il fallait s'y attendre, la calcul du critère en un p oin t du maillage

est très coûteux. Dans certains cas de �gure et p our des résolutions élev ées

( 128 � 128 � 128 ou 256 � 256 � 256 ), il nous a fallu parfois plus d'une heure

p our atteindre la con v ergence. P armi les mo y ens d'accélérer le pro cessus,

nous a v ons appliqué les idées suiv an tes:

� Nous utilisons évidemmen t un algorithme à bandes (section 2.6.1) et

une restauration de la distance par EDP et métho de à progression

rapide (section 2.6.2).

� Dans un premier temps, nous n'utilisions pas toutes les paires de camé-

ras v alides mais seulemen t un minim um de paires et mo dulions leurs

corrélations grâce à la triangulation de la surface de façon à rendre

con tin ue la corrélation totale. Mis à part quelques cas extrèmes, nous

a v ons ensuite constaté que ne prendre que la meilleure paire de caméra

su�sait: la con tin uité du critère est assurée par le nom bre su�san t de

caméras, ce qui garan tit un c hoix régulier des meilleures caméras, et

par la normalisation de la corrélation.

� Nous ne traitons les o cclusions et la gestion du c hoix des paires de

caméras que sur le niv eau zéro. Les autres p oin ts de la bande son t

traités comme le p oin t du niv eau zéro le plus pro c he.

� Cette gestion n'est pas revue à c haque pas de temps mais de façon régu-

lière a v ec une fréquence du même ordre de grandeur que la restauration

de la fonction distance et que la réinitialisation de la bande.

� T ous les termes de l'équation (3.21) ne sem blen t pas de même imp or-

tance. Nous obtenons nos résultats en tronquan t simplemen t l'équation

aux termes de premier ordre en � et prenons:

u
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= j r u j div (�

r u

j r u j

) � �
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) r u

ce qui revien t en fait à bien tenir compte de l'orien tation du plan

tangen t p our le calcul du critère sans toutefois essa y er, en un p oin t

donné, d'optimiser cette orien tation p our minimiser le critère.

P armi les améliorations encore p ossibles sur lesquelles nous tra v aillons, nous

p ensons surtout dev oir adopter une appro c he p yramidale et ra�ner le pas

du maillage au fur et à mesure de la con v ergence. Nous devrions y gagner

en vitesse et aussi en précision du résultat �nal. Il n'est pas imp ossible non

plus qu'une telle appro c he supprime d'év en tuels problèmes d'optima lo caux.

Jusqu'à présen t, nous n'a v ons utilisé que des images de qualité d'ob jets tex-

turés et a v ons pu faire con v erger une surface initiale éloignée de la solution

sans qu'elle soit stopp ée par de tels optima lo caux.

Le lecteur in téressé p ourra trouv er de plus amples précisions dans le

rapp ort de rec herc he [38].
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3.6.3 Résultats

Fig. 3.11 � Déte ction de deux sphèr es. Prises de vue.

Nous l'a v ons déjà men tionné: bien qu'il ne s'agisse vraisem blablemen t

p our l'instan t que d'une première étap e dans la compréhension des méca-

nismes mis en jeu et dans la mise au p oin t des métho des, nous p ensons que

les résultats que nous obtenons son t très prometteurs et à la hauteur de nos

esp oirs. Les images et les animations son t consultables à l'adresse:

http://cermics.enpc.fr/~keriven/stereo.html

Nous commençons par trois scènes syn thétiques comp osées d'un ou de

plusieurs ob jets texturés. Dans c haque cas, les ob jets son t observ és par tren te

caméras situées tout autour de sorte que c haque p oin t de la surface des

ob jets soit vu par au moins deux caméras. Ainsi, l'in tégralité des ob jets est

p oten tiellemen t détectable.

P our c haque exemple, nous mon trons quelques-unes des images observ ées,

puis le pro cessus de reconstruction, tout d'ab ord a v ec les surfaces brutes,

ensuite en repro jetan t sur les surfaces en év olution les images observ ées re-

donnan t de cette façon leur apparence extérieure aux ob jets.

La �gure 3.11 présen te quatre des tren te images prises de deux sphères. La

reconstruction à partir d'une surface engloban t les deux sphères est mon trée

�gure 3.12 a v ec les surfaces brutes et �gure 3.13 a v ec les images repro jetées.

La détection des deux sphères s'e�ectue a v ec succès et le c hangemen t de

top ologie sem ble ne p oser aucun problème. Nous constatons aussi que la

surface initiale n'a pas b esoin d'être pro c he de la solution.
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Fig. 3.12 � Déte ction de deux sphèr es. R e c onstruction.

Un autre c hangemen t de top ologie est illustré par les �gures 3.14 à 3.16

représen tan t les résultats obten us p our un tore. Dès lors que l'in térieur du

tore commence à se creuser, le traitemen t des o cclusions en traîne un c hoix

con v enable des caméras et une con v ergence v ers la p osition �nale.

Plus complexe encore est le traitemen t de la visibilité dans le cas de deux

tores im briqués. L'algorithme rév èle p ourtan t capable de détecter ces ob jets,

comme nous p ouv ons le constater �gures 3.17 à 3.19.

Si une certaine zone d'un ob jet n'est pas observ ée ou ne l'est que par une

seule caméra, elle ne p eut être replacée dans l'espace. A�n de p ouv oir traiter

le cas d'un ob jet partiellemen t observ é, nous décidons de dé�nir comme

n ulle la vitesse d'év olution de la surface dans de telles zones. La �gure 3.20

mon tre la cas d'une sphères qui n'est observ ée que par trois caméras: une

vue de face, une légère élév ation de 20 degrés et une vue surbaissée de 20

degrés. Les �gures 3.21 et 3.22 mon tren t bien que les parties observ ées par

au moins deux caméras son t con v enablemen t reconstruites alors que le reste

de la surface initiale ne b ouge pas.

F orts de ce nouv eau détail de comp ortemen t, nous p ouv ons nous lancer

dans la reconstitution à partir d'images réelles. Reprenan t le visage exploité

dans la section 3.5, nous réalisons sa reconstruction tridimensionnelle �gures

3.23 à 3.25. En plaçan t sur un plateau tournan t deux visages de mannequins,

nous en faisons l'acquisition comme si c'était la caméra qui tournait autour

(�gure 3.26). La reconstruction est très satisfaisan te (�gures 3.27 et 3.28).
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Fig. 3.13 � Déte ction de deux sphèr es. R e c onstruction ave c images r epr oje-

té es.

Notez que le c hangemen t d'éclairage d'une image à l'autre vien t ici compli-

quer le pro cessus, sans apparemmen t toutefois le gêner. L'utilisation d'un

critère de corrélation et non d'une simple mesure d'erreur est ici essen tielle.

Le haut et le bas des ob jets, non photographiés, ne son t évidemmen t pas

reconstruits...

A l'heure ou nous écriv ons ces lignes, nous sommes en train de saisir

plusieurs ob jets réels de manière exhaustiv e de façon à p ouv oir en réaliser

une reconstruction totale.

3.7 Conclusion

Nous a v ons présen té une appro c he géométrique nouv elle p our résoudre

le problème de la stéréo vision p our un nom bre quelconque de vues. Elle est

basée sur l'écriture d'un princip e v ariationnel qui doit être satisfait par les

surfaces des ob jets à détecter. La conception de ce princip e v ariationnel nous

p ermet progressiv emen t de manière propre et claire les h yp othèses faites sur

les ob jets et sur les corresp ondances en tre les images. Notre appro c he mo dé-

lise les ob jets comme un ensem ble de surfaces fermées et non plus seulemen t

comme le graphe d'une fonction z = f ( x; y ) . Nous prenons en compte l'orien-

tation lo cale des surfaces et traitons aussi les o cclusions. La surface initiale

n'a pas b esoin d'être pro c he de la solution �nale.
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Fig. 3.14 � Déte ction d'un tor e. Prises de vue.

Les équations d'Euler-Lagrange déduites du princip e v ariationnel four-

nissen t un ensem ble d'EDP qui son t utilisées p our déformer un ensem ble

initial qui tend v ers les ob jets à détecter.

Une implémen tation par les ensem bles de niv eau des ces EDP nous fournit

un mo y en robuste et e�cace d'obtenir l'év olution d'une surface et de traiter

automatiquemen t les c hangemen ts de top ologie p endan t la déformation.

Notre métho de, initialemen t testée sur des mo dèles 2D, s'est rév élée à la

hauteur de nos esp érances en 3D aussi bien sur des images syn thétiques que

sur les images réelles que nous lui a v ons soumises jusqu'ici.

La principale amélioration sur laquelle nous tra v aillons actuellemen t est

une appro c he p yramidale qui app ortera, nous l'esp érons, rapidité, précision

et p ossibilité de traiter des images de faible qualité ou des ob jets p eu texturés.

En ce qui concerne la théorie, nous émettons la conjecture que les EDP

considérées admetten t sous certaines conditions tec hniques de régularité, une

solution unique au sens de la viscosité. Les problèmes de stabilité et de

correction des solutions devraien t aussi être étudiés.

En�n, il nous faudra certainemen t nous demander ce qu'il est encore

p ossible de faire dans le cas de caméras non calibrées, problème essen tiel si

l'on v eut p ouv oir tra v ailler sur des images quelconques.

P enc hons nous main tenan t sur un autre pan de la vision par ordinateur:

la question de l'in v ariance par certaines transformations géométriques des

traitemen ts e�ectués sur les images, les courb es ou les surfaces...
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Fig. 3.15 � Déte ction d'un tor e. R e c onstruction.

Fig. 3.16 � Déte ction d'un tor e. R e c onstruction ave c images r epr ojeté es.
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Fig. 3.17 � Déte ction de deux tor es. Prises de vue.

Fig. 3.18 � Déte ction de deux tor es. R e c onstruction.
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Fig. 3.19 � Déte ction de deux tor es. R e c onstruction ave c images r epr ojeté es.

Fig. 3.20 � Déte ction p artiel le d'une sphèr e. Prises de vue.
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Fig. 3.21 � Déte ction p artiel le d'une sphèr e. R e c onstruction.

Fig. 3.22 � Déte ction p artiel le d'une sphèr e. R e c onstruction ave c images

r epr ojeté es.
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Fig. 3.23 � Déte ction d'un visage. Prises de vue.

Fig. 3.24 � Déte ction d'un visage. R e c onstruction.
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Fig. 3.25 � Déte ction d'un visage. R e c onstruction ave c images r epr ojeté es.

Fig. 3.26 � Déte ction d'un objet r é el c omplet. Prises de vue.
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Fig. 3.27 � Déte ction d'un objet r é el c omplet. R e c onstruction.

Fig. 3.28 � Déte ction d'un objet r é el c omplet. R e c onstruction ave c images

r epr ojeté es.
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Chapitre 4

Flots géométriques in v arian ts

Résumé

Nous avons vu au chapitr e 1 l'axiomatisation de l'analyse multi-

é chel le tel le qu'el le a été pr op osé e p ar p ar A lvar ez, Guichar d, Lions

et Mor el [5 ]. Nous pr ésentons ici les esp ac es d'é chel le p articuliers

que sont c eux engendr és p ar les �ots gé ométriques invariants en

adoptant c omme Olver, Sapir o et T annenb aum [76 ] l'angle des évo-

lutions de c ourb es et de surfac es. Apr ès un r app el des invariants

di�ér entiels en gé ométrie euclidienne, a�ne ou pr oje ctive et apr ès

une synthèse des pr opriétés c onnues des �ots bidimensionnels eu-

clidien et a�ne, nous nous intér essons à l'étude de l'évolution des

c ourb es des esp ac es tridimensionnels euclidien et a�ne. L es r ésul-

tats que nous pr ésentons sur l'évolution sur c es �ots invariants des

c ourb es gauches sont des r ésultats originaux qui n 'ont p as enc or e été

publiés. Nous r éservons le c as de la gé ométrie pr oje ctive au chapitr e

suivant.
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La vision par ordinateur passe par la compréhension d'une image à dif-

féren tes éc helles. Se livrer à une observ ation ph ysique telle que regarder un

ob jet supp ose que l'on mesure une certaine quan tité ph ysique par l'in ter-

médiaire d'un appareil réglé à une certaine ouv erture. Si l'on désire obtenir

des détails �ns, il faut utiliser une p etite ouv erture donc enregistrer une p e-

tite p ortion de la quan tité ph ysique. A l'opp osé, a v ec une grande ouv erture

nous obtenons une rép onse plus imp ortan te mais des détails plus grossiers.

Puisque nous ne p ouv ons pas connaître a-priori l'ouv erture appropriée, l'idée

de la notion d'espace d'éc helle est de traiter l' é chel le comme un paramètre

réglable a v olon té, et même de p ouv oir disp oser sim ultanémen t de toutes les

observ ations faites aux di�éren tes éc helles. Cette représen tation m ulti-éc helle

des données a pris ces dernières années une place grandissan te en vision par

ordinateur, comme en témoigne la création d'une conférence in ternationale

consacrée à ce sujet [110 ].

Liée à cette idée est celle de la théorie des év olution de courb es et de

surfaces [44, 48 , 99, 49 , 56] et l'in tro duction des EDP en traitemen t d'images

[5, 4]. La notion d'in v arian t di�éren tiel ou semi-di�éren tiel [74] et d'év olution

in v arian te [75] est fondamen tale en reconnaissance des formes et en vision

par ordinateur. Récemmen t, des applications on t vu le jour sur des problèmes

habituellemen t p osés à la comm unauté des c herc heurs en vision arti�cielle: les

�ots géométriques in v arian ts [62, 99 , 75 ] p ossèden t de très b onnes propriétés

de lissage géométrique et p ermetten t le calcul d'in v arian ts di�éren tiels lo caux

(v oir [33] et c hapitre 6). Nous nous in téresserons donc ici à ces �ots et à

leur extension au cas des courb es tridimensionnelles, cas p our lequel nous

établissons des résultats originaux. Nous rep ortons le lecteur à ces di�éren ts
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tra v aux p our l'axiomatisation des espaces d'éc helle, les fondemen ts exacts de

la notion de �ot in v arian t, la dualité de l'év olution des niv eaux de gris d'une

image a v ec celle des ses courb es isophotes, les propriétés exactes des espaces

d'éc helle euclidien et a�ne et le côté fondamen tal de l'espace d'éc helle a�ne.

Nous nous con ten terons dans la section suiv an te de �xer les notations et de

rapp eler les résultats qui nous seron t utiles p our la suite.

4.1 In v arian ts di�éren tiels

4.1.1 Dé�nitions

Soit L un group e de Lie op éran t sur certains ob jets. Une quan tité q

dép endan t de ces ob jets est app elée invariant de L si, p our toute transfor-

mation L 2 L c hangean t q en q

0

, on a q

0

= � ( L ) q , a v ec � fonction de L

seulemen t, c'est-à-dire ne dép endan t pas de l'ob jet transformé. Si � � 1 ,

alors q est app elée invariant absolu .

Les invariants di�ér entiels son t des in v arian ts sp éciaux basé sur les trans-

formations lo cales (v oir [51 ]). Nous allons nous in téresser aux in v arian ts dif-

féren tiels euclidiens, a�nes et pro jectifs des courb es planes et euclidiens et

a�nes des courb es gauc hes. Nous les caractériserons à c haque fois par les

form ules de F renet asso ciées. L'étude de ces in v arian ts p eut être ab ordée

par la métho de du rep ère mobile (v oir les tra v aux d'Elie Cartan [11]), mé-

tho de don t on trouv era un exp osé dans les notes de cours de F augeras [28]

ainsi qu'une application aux év olutions de courb es dans des articles du même

auteur [29, 30].

Cas euclidien plan

Soit C : R ! R

2

une courb e plane de paramètre p . Les premier et

deuxième in v arian ts di�éren tiels p our le group e des déplacemen ts engendré

par les rotations et les translations son t les habituelles abscisse curviligne et

courbure euclidiennes v et � caractérisées par

C

v

= t

( t ; n ) orthonormé direct

(4.1)

et par les équations de F renet:

( t

v

; n

v

) =

�

0 � �

� 0

�

(4.2)

où t et n son t resp ectiv emen t la tangen te et la normale euclidiennes. Dans

cette dernière form ule, ( t

v

; n

v

) est la matrice 2 � 2 formées des v ecteurs co-

lonnes t

v

et n

v

dans le rep ère ( t ; n ) . Ce qui se lit t

v

= � n et n

v

= � � t . Nous

garderons cette con v en tion matricielle par v ecteurs colonnes tout le c hapitre
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par commo dité et aussi parce que la matrice ainsi écrite est utilisable telle

quelle p our les calculs de dériv ation (v oir par exemple les calculs e�ectués

p our les équations (4.35) dans la preuv e du lemme 23). En e�et, si un v ecteur

u s'écrit u = [ a; b ]

T

dans le rep ère ( t ; n ) alors sa dériv ée par rapp ort à v sera

simplemen t:

u

v

=

�

a

v

b

v

�

+

�

0 � �

� 0

� �

a

b

�

Les in v arian ts euclidiens son t préserv és par les rotations et les transla-

tions. Ils dé�nissen t la courb e à un déplacemen t près.

Ils son t calculables de manière analytique par des form ules que nous

donnons sous la forme d'un p etit lemme:

Lemme 5 L'abscisse curviligne v et la c ourbur e � euclidiennes d'une c ourb e

plane p ar amétr é e p ar p véri�ent les é galités suivantes:

g =

dv

dp

= jjC

p

jj

� = jjC

v v

jj

(4.3)

g est app elé e métrique de gr oup e euclidienne.

Preuv e Nous a v ons: C

v

=

dp

dv

C

p

soit encore t =

1

g

C

p

. Le v ecteur tangen t étan t

normé, nous en déduisons facilemen t g = jjC

p

jj . D'autre part, C

v v

= � n et

donc � = jjC

v v

jj puisque n est normé.

2

Cas a�ne plan

Les in v arian ts di�éren tiels asso ciés au group e des transformations a�nes

propres f m 7! Am + B j [ A ] > 0 ; B 2 R

2

g son t les abscisse curviligne s et

courbure a�nes � caractérisées par

C

s

= e

1

[ e

1

; e

2

] = 1

(4.4)

et par les équations de F renet a�nes:

( e

1

s

; e

2

s

) =

�

0 �

1 0

�

(4.5)

e

1

et e

2

étan t la tangen te et la normale a�nes. Ici encore, ( e

1

s

; e

2

s

) est la

matrice 2 � 2 formées des v ecteurs colonnes corresp ondan ts dans le rep ère

( e

1

; e

2

) . [ e

1

; e

2

] est le déterminan t des co ordonnées des deux v ecteurs.

s et � son t des in v arian ts p our les transformations a�nes propres, et

in v arian ts absolus p our les transformations a�nes sp éciales ( f m 7! Am + B j
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[ A ] = 1 ; B 2 R

2

g ). Ils dé�nissen t la courb e à une transformation a�ne

sp éciale près.

Nous donnons ici encore les form ules analytiques sous forme d'une lemme:

Lemme 6 L'abscisse curviligne s et la c ourbur e � a�nes d'une c ourb e plane

p ar amétr é e p ar p véri�ent les é galités suivantes:

 =

ds

dp

= [ C

p

; C

pp

]

1

3

� = [ C

sss

; C

ss

]

(4.6)

 est app elé e métrique de gr oup e a�ne.

Preuv e: Les règles de dériv ations donnen t ici:

C

s

=

1



C

p

C

ss

=

1



( �



p



2

C

p

+

1



C

pp

)

(4.7)

De [ e

1

; e

2

] = 1 nous tirons:

1 = [ e

1

; e

2

] = [ C

s

; C

ss

] = [

1



C

p

; �



p



3

C

p

+

1



2

C

pp

] =

1



3

[ C

p

; C

p

p ] (4.8)

d'où  = [ C

p

; C

pp

]

1

3

. D'autre part, les form ules de F renet nous donnen t C

sss

=

� e

1

et donc:

[ C

sss

; C

ss

] = [ � e

1

; e

2

] = � (4.9)

2

Cas pro jectif plan

Bien qu'il ne sera question d'in v ariance pro jectiv e qu'au c hapitre sui-

v an t, nous in tro duisons dès main tenan t par soucis de cohérence l'abscisse

curviligne pro jectiv e � et la courbure pro jectiv e k qui son t les deux pre-

miers in v arian ts di�éren tiels p our le group e des transformations pro jectiv es

(homographies):

( x; y ) ! (

a

1

x + b

1

y + c

1

dx + ey + f

;

a

2

x + b

2

y + c

2

dx + ey + f

)

Le plan réel n'est pas le b on espace p our dé�nir correctemen t les in v arian ts

di�éren tiels pro jectifs. Il nous faut nous placer dans le plan pro jectif réel

P

2

. On p eut imaginer P

2

comme l'ensem ble des droites de R

3

passan t par

l'origine. Un élémen t de P

2

est représen té par ses co ordonnées homogènes
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( �x; �y ; � )

R

2

z = 1

( x; y ; 1)

O

Fig. 4.1 � L e plan pr oje ctif P

2

, ensemble des dr oites de R

3

p assant p ar

l'origine, p eut êtr e vu c omme le plan a�ne z = 1 c omplété des dir e ctions de

R

2

( x; y ; z ) . ( x; y ; z ) et ( �x; �y ; �z ) ; ( � 6= 0) son t deux �v ecteurs co ordonnées�

du même p oin t pro jectif. On plonge R

2

dans P

2

par la fonction ( x; y ) !

( x; y ; 1) . On p eut du coup imaginer P

2

comme le plan a�ne z = 1 complété

des directions de R

2

qui son t souv en t désignées comme �p oin ts à l'in�ni�

(�gure 4.1). Soit B ( p ) : R ! P

2

la courb e du plan pro jectif asso ciée à

C ( p ) . Suiv an t les résultats standards de la géométrie di�éren tielle pro jectiv e

[11 ], nous c hangeons B ( p ) d'un facteur d'éc helle � ( p ) et caractérisons son

abscisse curviligne pro jectiv e � et sa courbure k en in tro duisan t le p oin t de

Cartan A = � B , et le rep ère de Cartan ( A ; A

(1)

; A

(2)

) , le tout satisfaisan t

la condition:

j AA

(1)

A

(2)

j = 1 (4.10)

et les équations de F renet pro jectiv es:

(

@ A

@ �

;

@ A

(1)

@ �

;

@ A

(2)

@ �

) =

0

@

0 � k � 1

1 0 � k

0 1 0

1

A

(4.11)
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Notez que B et A son t deux v ecteurs co ordonnées du même p oin t pro jectif.

Le p oin t A

(1)

est sur la tangen te à la courb e en A et la droite h A ; A

(2)

i

est la normale pro jectiv e. Les fonctions k et � son t in v arian tes sous l'action

du group e pro jectif et dé�nissen t la courb e à une transformation pro jectiv e

près.

Leur détermination analytique à partir de C ( p ) est p ossible mais com-

plexe. La démonstration don t on trouv era les détails dans les notes de cours

[28] fait in terv enir la métho de du rep ère mobile. Au �nal, on trouv e:

Lemme 7 L'abscisse curviligne � et la c ourbur e k pr oje ctives d'une c ourb e

plane p ar amétr é e p ar p véri�ent les é galités suivantes:

P =

[ C

ppp

; C

p

]

[ C

p

; C

pp

]

; Q =

[ C

pp

; C

ppp

]

[ C

p

; C

pp

]

H = �

P Q

3

+

2 P

3

27

�

Q

p

2

+

P P

p

3

+

P

pp

6

� =

d�

dp

= H

1

3

k = H

�

2

3

( �

P

p

2

�

P

2

6

+

Q

2

�

H

pp

3 H

+

7 H

2

p

18 H

2

)

(4.12)

� est la métrique de gr oup e pr oje ctive.

4.1.2 Remarque

Nous utiliserons plus loin le fait que les group es de transformations consi-

dérés jusqu'ici son t sous-group es les uns des autres: le group e des déplace-

men ts est sous-group e du group e des transformations a�nes sp éciales ( [ A ] =

1 ), lui-même sous-group e du group e des transformations a�nes propres ( [ A ] >

0 ), à son tour sous-group e du group e a�ne complet ( [ A ] 6= 0 ) que nous

rencon trerons section 4.4, sous-group e en�n du group e des transformations

pro jectiv es. Nous citerons aussi section 4.4 un autre sous-group e du group e

a�ne propre: celui des similitudes, engendré par les déplacemen t et les ho-

mothéties.

4.1.3 Liens en tre les in v arian ts

Les relations utiles suiv an tes aiden t à la compréhension des in v arian ts

euclidiens, a�nes et pro jectifs.

Lemme 8 L es invariants di�ér entiels a�nes et euclidiens d'une c ourb e plane

sont lié es p ar les r elations:

 =

ds

dv

= �

1

3

� = � �

4 = 3

+

1

2

@

2

�

� 2 = 3

@ v

2

(4.13)



104 CHAPITRE 4. FLOTS GÉOMÉTRIQUES INV ARIANTS

Preuv e: Il s'agit d'une simple application des form ules analytiques (4.6)

dans le cas où p est l'abscisse curviligne euclidienne v . On a:

 = [ C

v

; C

v v

]

1

3

= [ t ; � n ]

1

3

= �

1

3

P our la courbure, il nous faut exprimer C

ss

et C

sss

en fonction des dériv ées

par rapp ort à v , plus précisémen t dans ( t ; n ) :

C

s

=

1



C

v

= �

�

1

3

t

C

ss

=

1



([ �

�

1

3

]

v

t + �

�

1

3

t

v

)

=

1

2

[ �

�

2

3

]

v

t + �

1

3

n

C

sss

=

1



(

1

2

[ �

�

2

3

]

v v

t +

1

2

[ �

�

2

3

]

v

� n + [ �

1

3

]

v

n � �

4

3

t )

= (

1

2

�

�

1

3

[ �

�

2

3

]

v v

� � ) t

d'où la v aleur de la courbure:

� = [ C

sss

; C

ss

] = � �

4 = 3

+

1

2

@

2

�

� 2 = 3

@ v

2

2

Lemme 9 L es invariants di�ér entiels pr oje ctifs et a�nes d'une c ourb e plane

sont liés p ar les r elations:

� =

d�

ds

= (

�

s

2

)

1

3

k = (

�

s

2

)

�

2

3

[ �

�

2

�

1

3

�

s

3

�

s

+

7

18

(

�

ss

�

s

)

2

]

(4.14)

Preuv e: Reprenons les form ules analytiques (4.12) des in v arian ts di�éren-

tiels pro jectifs dans le cas où le paramètre p est l'abscisse curviligne a�ne s .

A v ec C

s

= e

1

, C

ss

= e

2

et C

sss

= � e

1

, on trouv e successiv emen t:

P = 0 ; Q = � �; H =

�

s

2

� = (

�

s

2

)

1

3

k = (

�

s

2

)

�

2

3

[ �

�

2

�

1

3

�

s

3

�

s

+

7

18

(

�

ss

�

s

)

2

]

2



4.1. INV ARIANTS DIFFÉRENTIELS 105

4.1.4 In terprétation géométrique

Il ne nous parait pas in utile de donner l'in terprétation géométrique des

in v arian ts a�nes et pro jectifs et de rapp eler leurs homologues euclidiens.

Nous ren v o y ons le lecteur à [28 ] p our les détails.

Abscisses curvilignes

Alors que c'est la notion de distance qui sous-tend l'abscisse curviligne

(v oir �gure 4.2):

lim

A ! B

( v

B

� v

A

) = d ( A ; B ) (4.15)

c'est une aire qui dé�nit l'abscisse curviligne a�ne (v oir �gure 4.3):

lim

A ! B

( s

B

� s

A

) = 2 A ( A CB )

1 = 3

(4.16)

Notez que l'additivité de s est assurée par la relation (�gure 4.4):

A ( ADB )

1 = 3

+ A ( BF C )

1 = 3

= A ( AEC )

1 = 3

(4.17)

relation don t on trouv era la démonstration dans [28].

B

lim

A ! B

( v

B

� v

A

) = d ( A ; B )

A

d ( A ; B )

C ( p )

Fig. 4.2 � Entr e deux p oints A et B in�niment pr o ches, la variation d'abs-

cisse curviligne euclidienne est la distanc e d ( A ; B ) entr e A et B

Le cas pro jectif est moins immédiat. Nous aurons d'ab ord b esoin de la

notion de p oin t de con tact, notion don t nous p ensons utile de rapp eler la

dé�nition (v oir par exemple [10 ]):

Dé�nition 1 Deux variétés C

1

de dimension p V et W de R

N

ont un

c ontact d'or dr e n ou plus en un p oint M s'il existe deux p ar amétrisations

( U; f ) et ( U; g ) de V et de W r esp e ctivement tel les que 0 2 U , f (0) = g (0) =

M et f

( k )

(0) = g

( k )

(0) p our k = 1 ; :::; n . L es deux variétés ont un c ontact

d'or dr e n exactement si el les ont un c ontact d'or dr e n au moins et n 'ont p as

de c ontact d'or dr e n + 1 au moins. Deux variétés C

1

V et W de R

N

de

dimensions r esp e ctives p et q ( p � q ) ont un c ontact d'or dr e n en M s'il

existe une sous variété W

0

de W de dimension p ayant un c ontact d'or dr e n

ave c V .
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B

C

C ( p )

lim

A ! B

( s

B

� s

A

) = 2 A ( A CB )

1 = 3

A

Fig. 4.3 � Entr e deux p oints A et B in�niment pr o ches, la variation d'abs-

cisse curviligne a�ne est le double de la r acine cubique de l'élément d'air e

du triangle ( A CB )

A

D

A ( ADB )

1 = 3

+ A ( BF C )

1 = 3

= A ( AEC )

1 = 3

B

E

F

C

C ( p )

Fig. 4.4 � L a r elation A ( ADB )

1 = 3

+ A ( BF C )

1 = 3

= A ( AEC )

1 = 3

assur e l'ad-

ditivité de l'abscisse curviligne a�ne

L

1

M

2

L

2

L

3

L

4

L

M

1

M

3

M

4

Fig. 4.5 � L e bi-r app ort des dr oites ( L

1

; L

2

; L

3

; L

4

) est dé�ni c omme étant

c elui des quatr e p oints ( M

1

; M

2

; M

3

; M

4

)
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C ( p )

r = f ( c

1

) ; ( c

2

); ( c

A

) ; ( c

B

) g

c

2

lim

A ! B

( �

B

� �

A

) = (

10 log r

11

)

1 = 3

c

1

c

1

c

B

c

B

B

A

c

A

T

A

T

B

Fig. 4.6 � A bscisse curviligne pr oje ctive (voir texte).

M

R

C

C ( p )

� = 1 =R

Fig. 4.7 � En un p oint M , la c ourbur e euclidienne � est l'inverse du r ayon

de c er cle osculateur

M

C ( p )

b

a

E

� = � 1 = ( ab )

2 = 3

Fig. 4.8 � En un p oint M , la c ourbur e a�ne � est nul le si la c onique os-

culatric e est une p ar ab ole, l'inverse de la r acine cubique du c arr é du pr o duit

des deux p ar amètr es de la c onique osculatric e sinon, en pr enant l'opp osé si

la c onique est une el lipse.
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C ( p )

e

2

M

e

1

M

2

M

1

P

Fig. 4.9 � En un p oint M , la tangente a�ne e

1

est p orté e p ar la tangente

à la c ourb e. L e supp ort de la normale a�ne e

2

est la limite quand M

1

tend

vers M de la dr oite r eliant M au milieu P de la c or de [ M

1

; M

2

] p ar al lèle à

la tangente.

C

C

0

C

n

D

i

N

p

T

p

A

A

(1)

A

(2)

D

r

D

H

H

k =

14

5

fT

p

; N

p

; D

H

; D

r

g

Fig. 4.10 � T angente, normale et c ourbur e pr oje ctive (voir texte).
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Il nous faut aussi dé�nir le concept de bi-rapp ort ([28]):

Dé�nition 2 Bi-r app ort de quatr e sc alair es . Soient quatr e sc alair es ( x

1

,

x

2

, x

3

, x

4

) , on dé�nit c omme étant leur bi-r app ort la quantité suivante:

f x

1

; x

2

; x

3

; x

4

g =

x

1

� x

3

x

1

� x

4

=

x

2

� x

3

x

2

� x

4

invariante p ar tr ansformation a�ne.

Dé�nition 3 Bi-r app ort de quatr e p oints sur une dr oite . Soient 4

p oints ( M

1

; M

2

; M

3

; M

4

) situés sur une même dr oite. Soient ( x

1

; x

2

; x

3

; x

4

)

leurs abscisses r esp e ctives dans un c ertain r ep èr e de la dr oite. A lors la quan-

tité:

f M

1

; M

2

; M

3

; M

4

g = f x

1

; x

2

; x

3

; x

4

g

ne dép end p as du choix du r ep èr e de la dr oite et est app elé e bi-r app ort des

p oints ( M

1

; M

2

; M

3

; M

4

)

Dé�nition 4 Bi-r app ort de quatr e dr oites s'interse ctant en un p oint .

Soient 4 dr oites ( L

1

; L

2

; L

3

; L

4

) ayant un p oint c ommun. Soit L une dr oite

interse ctant ( L

1

; L

2

; L

3

; L

4

) r esp e ctivement en ( M

1

; M

2

; M

3

; M

4

) (�gur e 4.5).

A lors la quantité:

f L

1

; L

2

; L

3

; L

4

g = f M

1

; M

2

; M

3

; M

4

g

ne dép end p as du choix de la dr oite L et est app elé bi-r app ort des dr oites

( L

1

; L

2

; L

3

; L

4

) . Cette quantité p eut aussi êtr e vue c omme le bi-r app ort de

quatr e p oints d'un esp ac e pr oje ctif de dimension sup érieur e.

Dé�nition 5 Bi-r app ort de quatr e c oniques d'un même faisc e au . Un

faisc e au de c oniques est une famil le de c oniques d'é quations 

1

+ �

2

= 0 où

� est un p ar amètr e et 

1

et 

2

sont deux formes quadr atiques dé�nissant

el les-mêmes deux c oniques �

1

et �

2

d'é quations r esp e ctives 

1

= 0 et 

2

= 0 .

Ces deux c oniques p articulièr es app artiennent au faisc e au: �

1

est obtenue

p our � = 0 et �

2

p our � = 1 . Deux autr es c oniques quelc onques du faisc e au

dé�nissent le même faisc e au. Soient quatr e c oniques p articulièr es c

i

; (1 �

i � 4) de p ar amamètr es r esp e ctifs �

i

, alors on app el le bi-r app ort des quatr e

c oniques la quantité:

f c

1

; c

2

; c

3

; c

4

g = f �

1

; �

2

; �

3

; �

4

g

qui ne dép end p as du choix des deux c oniques de dé�nition du faisc e au. Cette

quantité p eut aussi êtr e vue c omme le bi-r app ort de quatr e p oints d'un esp ac e

pr oje ctif de dimension sup érieur e.
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Nous in terprétons alors l'abscisse curviligne pro jectiv e de la manière sui-

v an te. Soien t A et B deux p oin ts de la courb e. L'ensem ble des coniques

passan t par A et B a v ec les mêmes tangen tes que la courb e formen t un fais-

ceau à un paramètre. Si les tangen tes T

A

et T

B

en A et B son t d'équations

resp ectiv es t

A

= 0 et t

B

= 0 , et si la droite h A , B i est d'équation t

h A ; B i

= 0

alors les coniques du faisceau on t une équation de la forme:

t

A

t

B

+ � ( t

h A ; B i

)

2

= 0 (4.18)

P armi celles-ci, considérons (v oir �gure 4.6):

� la conique dégénérée c

1

formée des deux tangen tes ( �

1

= 0)

� la conique dégénérée c

2

formée de la double droite h A , B i . ( �

2

= 1 )

� la conique c

A

a y an t un p oin t de con tact d'ordre 3 à C en A de para-

mètre �

A

� la conique c

B

a y an t un p oin t de con tact d'ordre 3 à C en B de paramètre

�

B

Soit r le bi-rapp ort r = f c

1

; c

2

; c

A

; c

B

g =

�

A

�

B

. Alors nous a v ons:

lim

A ! B

( �

B

� �

A

) = (

10

11

log r )

1

3

(4.19)

Courbures, tangen tes et normales

La courbure euclidienne est l'in v erse du ra y on du cercle osculateur (p oin t

de con tact d'ordre 2 a v ec la courb e) app elé ra y on de courbure (v oir �gure

4.7)

� =

1

R

(4.20)

La courbure a�ne se dé�nit à partir de la conique osculatrice (p oin t de

con tact d'ordre 4 a v ec la courb e) (�gure 4.8):

� Si la conique osculatrice est une parab ole, la courbure est n ulle

� Si c'est une ellipse d'équation du t yp e

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1 la courbure v aut

� = � 1 = ( ab )

2 = 3

(4.21)

� Si c'est une h yp erb ole d'équation du t yp e

x

2

a

2

�

y

2

b

2

= 1 la courbure v aut

� = 1 = ( ab )

2 = 3

(4.22)

La tangen te euclidienne est évidemmen t le v ecteur unitaire p orté par la

tangen te à la courb e dans le sens de parcours et la normale euclidienne le

v ecteur a v ec lequel il dé�nit un rep ère orthonormé. Dans le cas a�ne, e

1

est un v ecteur tangen t et e

2

un v ecteur p orté par la droite relian t le p oin t

couran t au milieu de la corde (�gure 4.9).
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Le cas pro jectif nous fournit prétexte à une �gure très complexe (�g.

4.10). Considérons en un p oin t A de la courb e les cubiques y a y an t un

con tact d'ordre 8. Elles formen t une famille à un paramètre. P armi ces cu-

biques, l'une d'en tre-elles, C

n

, admet un no eud en A . Les tangen tes principale

et secondaire à C

n

en A p orten t resp ectiv emen t la tangen te et la normale

pro jectiv es T

p

et N

p

. Une cubique no dale p ossède trois p oin t d'in�exion ali-

gnés. Notons D

i

la ligne d'in�exion de C

n

. Elle coup e T

p

en A

(1)

et N

p

en

A

(2)

. App elons droite résiduelle D

r

la droite y = x du rep ère ( A ; A

(1)

; A

(2)

) .

A y an t h uit p oin ts en comm un (h uit fois le p oin t A ), les cubiques du faisceau

p ossèden t un neuvième p oin t en comm un. Ce p oin t s'app elle le p oin t de Hal-

phen ( H sur la �gure). P our l'obtenir, il su�t d'in tersecter C

n

a v ec un autre

cubique quelconque C

0

du faisceau. Notons D

H

la droite de Halphen h A ; H i .

Nous a v ons alors la form ule suiv an te:

k =

14

5

fT

p

; N

p

; D

H

; D

r

g (4.23)

où fT

p

; N

p

; D

H

; D

r

g est le bi-rapp ort [28 ] des quatre droites.

4.1.5 Courb es à courbure constan te

On p eut aussi essa y er d'apréhender les in v arian ts au tra v ers de l'étude

des courb es à courbure constan te. Nous mon trons les résultats suiv an ts, don t

le premier est bien conn u.

Lemme 10 Cas euclidien L es c er cles (et les dr oites) sont les seules c ourb es

à c ourbur e euclidienne � c onstante. L es dr oites ont une c ourbur e nul le et les

c er cles une c ourbur e inverse de leur r ayon. (�gur e 4.11)

Preuv e: Les équations de F renet euclidiennes deviennen t dans le cas où la

courbure � est constan te:

t

v v

= � � t ; n

v v

= � � n

Si le rep ère de F renet de la courb e est initialemen t (p our v = 0 ) ( O ; i ; j ) ,

alors on a par in tégration:

t = cos( �v ) i + sin ( �v ) j

n = � sin ( �v ) i + cos( �v ) j

puis:

C ( v ) =

1

�

(sin ( �v ) i + (1 � cos( �v )) j )

si � 6= 0 , ou

C ( v ) = v i
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Fig. 4.11 � Courb es à c ourbur e c onstante. En haut, c ourbur e euclidienne

c onstante: le c er cle. A u milieu, c ourbur e a�ne c onstante: les c oniques. En

b as, c ourbur e pr oje ctive c onstante: puissanc es, exp onentiel les et spir ales lo-

garithmiques
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si � = 0 . Ce qui corresp ond bien à un cercle de ra y on

1

�

( � 6= 0 ) ou à une

droite ( � = 0 )

2

Lemme 11 Cas a�ne L es c oniques sont les seules c ourb es à c ourbur e

a�ne � c onstante. L es p ar ab oles ont une c ourbur e nul le, les el lipses une

c ourbur e né gative et les hyp erb oles une c ourbur e p ositive (�gur e 4.11). Plus

pr é cisément, les el lipses d'é quation du typ e

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1 sont de c ourbur e

� = � 1 = ( ab )

2 = 3

et les hyp erb oles d'é quation

x

2

a

2

�

y

2

b

2

= 1 sont de c ourbur e

� = 1 = ( ab )

2 = 3

Preuv e: Il s'agit d'in tégrer le système d'équations di�éren tielles

C

s

= e

1

e

1

s

= e

2

e

2

s

= � e

1

dans lequel � est main tenan t une constan te, a v ec les conditions initiales

( C ; e

1

; e

2

)( s = 0) = ( O ; f

1

; f

2

)

[ f

1

; f

2

] = 1

Distinguons trois cas suiv an t le signe de � :

� � = 0

Le système précéden t s'in tègre immédiatemen t en:

e

2

= f

2

e

1

= f

1

+ s f

2

C = O + s f

1

+ ( s

2

= 2) f

2

La courb e est alors une parab ole d'axe parallèle à f

2

.

� � > 0

On déduit des équations initiales:

e

1

s

2
= (

p

� )

2

e

1

e

2

s

2
= (

p

� )

2

e

2

équations qui s'in tègren t, compte ten u des conditions initiales, en:

e

1

= f

1

cosh(

p

� s ) +

f

2

p

�

sinh (

p

�s )

e

2

=

p

� f

1

sinh (

p

�s ) + f

2

cosh (

p

�s )

C = ( O �

f

2

�

) +

f

1

p

�

sinh (

p

� s ) +

f

2

�

cosh(

p

�s )

La courb e est une h yp erb ole cen trée en ( O �

f

2

�

)
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� � < 0

On déduit des équations initiales:

e

1

s

2
= � (

p

� � )

2

e

1

e

2

s

2
= � (

p

� � )

2

e

2

équations qui s'in tègren t, compte ten u des conditions initiales, en:

e

1

= f

1

cos (

p

� �s ) +

f

2

p

� �

sin (

p

� � s )

e

2

=

p

� � f

1

sin (

p

� �s ) + f

2

cos (

p

� �s )

C = ( O �

f

2

�

) +

f

1

p

� �

sin (

p

� � s ) +

f

2

�

cos(

p

� � s )

La courb e est une ellipse cen trée en ( O �

f

2

�

)

En�n, il est facile de calculer la courbure d'une ellipse et d'une h yp erb ole à

partir des form ules analytiques (4.6).

2

Lemme 12 Cas pr oje ctif L es c ourb es planes à c ourbur e pr oje ctive c onstante

sont (�gur e 4.11):

� Si k = k

0

= � 3 = 32

1 = 3

: l'exp onentiel le ( y = e

mx

) ( m 6= 0 )

� Si k < k

0

: les p ar ab oles génér alisé es ( y = x

m

; m =2 f 2 ;

1

2

; 0 ; 1 ; � 1 g ), de

c ourbur e

k = k

0

m

2

� m + 1

[( m � 2)( m �

1

2

)( m + 1)]

2

3

� Si k > k

0

: les spir ales lo garithmiques ( � = e

m�

; m 6= 0 ) de c ourbur e

k = k

0

m

2

� 3

[ m ( m

2

+ 9)]

2

3

Preuv e: Plaçons nous dans le plan pro jectif P

2

. Des équations de F renet,

nous obtenons, lorsque la courbure est constan te:

A

�

3
+ 2 k A

�

+ A = 0

nous considérons donc l'équation di�éren tielle scalaire:

!

000

+ 2 k !

0

+ ! = 0

En p osan t ! = e

r

, nous obtenons l'équation caractéristique suiv an te:

r

3

+ 2 k r + 1 = 0
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Distinguons di�éren ts cas suiv an t les racines de cette équation. La somme

des racines étan t n ulle, on ne p eut a v oir trois racine égales. Resten t donc les

cas suiv an ts:

� T rois racines réelles distinctes : Si l'équation caractéristique admet

trois racines distinctes r

1

; r

2

; r

3

, alors elles son t réelles et les solutions

de l'équation son t de la forme:

A = A

1

e

r

1

�

+ A

2

e

r

2

�

+ A

3

e

r

3

�

où A

1

; A

2

; A

3

son t trois p oin ts quelconques. En prenan t ces trois p oin ts

comme rep ère, les équation de la courb e deviennen t:

z = e

r

1

�

; x = e

r

2

�

; y = e

r

3

�

soit , en co ordonnées non homogènes:

y = x

m

a v ec m =

r

3

� r

1

r

2

� r

1

� Une racine réelle et deux racines complexes conjuguées Si

l'équation caractéristique admet un racine réelle r

1

et deux racines

complexes conjuguées r

2

+ ir

3

et r

2

� ir

3

, alors, dans un certain rep ère,

les équations de la courb e son t:

z = e

r

1

�

; x = e

r

2

�

cos( r

3

� ) ; y = e

r

2

�

sin ( r

3

� )

c'est-à-dire en co ordonnées p olaires:

� = e

( r

2

� r

1

) �

; � = r

3

�

ce qui est l'équation d'une spirale logarithmique.

� Deux racines réelles égales Si l'équation caractéristique admet trois

racines réelles don t deux égales r

1

= r

2

, alors les équations de la courb e

son t, dans un certain rep ère:

z = e

r

1

�

; x = � e

r

1

�

; y = e

r

3

�

c'est-à-dire en co ordonnées non homogènes:

y = e

mx

a v ec m = r

3

� r

1

6= 0

Classons main tenan t ces trois cas suiv an t leur courbure:

� Il est facile de calculer à partir des form ules analytiques (4.12) que la

courbure pro jectiv e de la courb e y = e

mx

v aut k = k

0

= � 3 = 32

1 = 3
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� De même, on trouv e p our la spirale logarithmique � = e

m�

une cour-

bure:

k = k

0

m

2

� 3

[ m ( m

2

+ 9)]

2

3

don t on p eut mon trer facilemen t qu'elle est toujours sup érieure à k

0

� P our la fonction puissance y = x

m

, on trouv e:

k = k

0

m

2

� m + 1

[( m � 2)( m �

1

2

)( m + 1)]

2

3

L'étude de k mon tre qu'elle est toujours inférieure à k

0

, sauf en m = 0

et m = 1 ou elle est égale à k

0

et qu'elle est non dé�nie lorsque

m 2 f� 1 ; 2 ;

1

2

g . Ces 5 v aleurs particulières de m corresp onden t à des

coniques et à des droites, courb es p our lesquelles la géométrie di�éren-

tielle pro jectiv e est non dé�nie. Nous les excluons donc.

En résumé, la v aleur de k par rapp ort à k

0

est bien un mo y en de classer les

courb es à courbure pro jectiv e constan te.

2

4.2 Flots géométriques in v arian ts

Rep oussan t v olon tairemen t le cas pro jectif au c hapitre 5, nous rassem-

blons ici des résultats conn us sur les cas euclidien et a�ne et men tionnons

quelques autres �ots étudiés par Olv er, Sapiro et T annen baum [76 ].

4.2.1 Dé�nition

Soit une courb e plane C

0

( p ) : R ! R

2

. Si nous faisons év oluer cette

courb e initiale suiv an t l'équation classique de la c haleur, nous obtenons la

famille de courb e dé�nie par:

(

@ C ( p;t )

@ t

=

@

2

C ( p;t )

@ p

2

C ( p; 0) = C

0

( p )

La solution de cette EDP s'obtien t par con v olution des co ordonnées de la

courb e initiale a v ec un op érateur Gaussien de v ariance dép endan t du temps.

Elle corresp ond au mo dèle étudié par Marr et Hildreth [73 ], utilisé par Witkin

[114 ] et don t K o enderink [64] remarqua le lien en tre équation de la c haleur

et con v olution a v ec une Gaussienne. Cette analyse m ulti-éc helle de la courb e

initiale p ossède des propriétés imp ortan tes, de lissage notammen t, mais aussi
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une propriété indésirable: la famille de courb e obten ue dép end de la paramé-

trisation de la courb e initiale et non pas seulemen t de son lieu géométrique:

Lemme 13 Soit C

0

( p ) une c ourb e initiale et w ( p ) ;

dw

dp

> 0 une r ep ar amétri-

sation de la c ourb e, alors:

� Si C ( p; t ) est le �ot de la chaleur asso cié à C

0

:

�

C

t

= C

pp

C ( p; 0) = C

0

( p )

� Si C

0

( p; t ) est le �ot asso cié à C

0

0

( p ) = C

0

( w ( p )) :

�

C

0

t

= C

0

pp

C

0

( p; 0) = C

0

0

( p ) = C

0

( w ( p ))

� A lors les �ots C et C

0

sont di�ér ents:

I mg [ C

0

( p; t )] 6= I mg [ C ( p; t )]

Le lissage d'une courb e par ce pro cédé dép endra donc de la façon don t on

paramètrera initialemen t la courb e.

Donnons nous alors un group e L de transformations géométriques et

considérons main tenan t, en reprenan t les tra v aux d'Olv er, Sapiro et T annen-

baum syn thétisés dans [76 ], le �ot géométrique asso cié à C

0

. Il s'agit de la

famille de courb es C ( p; t ) : R � [0 ; T ) ! R

2

év oluan t suiv an t la loi:

(

@ C ( p;t )

@ t

=

@

2

C ( p;t )

@ r

2

C ( p; 0) = C

0

( p )

(4.24)

où r est l'abscisse curviligne du group e L ( v p our le �ot géométrique eu-

clidien, s p our le �ot a�ne). Con trairemen t au �ot issu de l'équation de la

c haleur classique C

t

= C

pp

, ce �ot est in trinsèque, c'est-à-dire qu'il ne dép end

pas de la paramétrisation p de la courb e initiale:

Lemme 14 Soit C

0

( p ) une c ourb e initiale et w ( p ) ;

dw

dp

> 0 une r ep ar amétri-

sation de la c ourb e, alors:

� Si C ( p; t ) est le �ot asso cié à C

0

:

�

C

t

= C

r r

C ( p; 0) = C

0

( p )

� Si C

0

( p; t ) est le �ot asso cié à C

0

0

( p ) = C

0

( w ( p )) :

�

C

0

t

= C

0

r r

C

0

( p; 0) = C

0

0

( p ) = C

0

( w ( p ))

� A lors les �ots C et C

0

sont les mêmes:

I mg [ C

0

( p; t )] = I mg [ C ( p; t )]
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Il est in v arian t p our le group e de transformations considéré, au sens

énoncé plus haut section 4.1.1:

Lemme 15 Soit L 2 L , alors il existe � ( L ) 2 R tel que p our toute c ourb e

initiale C

0

( p ) on ait:

� Si C ( p; t ) est le �ot asso cié à C

0

:

�

C

t

= C

r r

C ( p; 0) = C

0

( p )

� Si C

0

( p; t ) est le �ot asso cié à C

0

0

= L C

0

:

�

C

0

t

= C

0

r r

C

0

( p; 0) = C

0

0

( p ) = L C

0

( p )

� A lors le �ot C

0

est l'image p ar L du �ot C à une r ep ar amétrisation en

temps pr ès ne dép endant que de L :

I mg [ C

0

( p; � ( L ) t )] = I mg [ L C ( p; t )]

4.2.2 Vitesse normale

Une propriété imp ortan te déjà men tionnée au c hapitre 2 est la suiv an te

[99 ]: les familles de courb es engendrées par C

t

= � t + � n et par C

t

= � n

son t les mêmes à une reparamétrisation en espace près, à condition que �

soit in trinsèque, c'est-à-dire ne dép ende pas du c hoix de paramétrisation p .

Seule la vitesse normale imp orte.

Lemme 16 Soit C

0

( p ) une c ourb e initiale et � une quantité intrinsè que dé-

�nie sur les c ourb es, c'est-à-dir e ne dép endant p as de la p ar amétrisation des

c ourb es, alors, p our toute quantité � :

� Si C ( p; t ) est le �ot asso cié à C

t

= � t + � n :

�

C

t

= � t + � n

C ( p; 0) = C

0

( p )

� Si C

0

( p; t ) est le �ot asso cié à C

0

t

= � n :

�

C

0

t

= � n

C

0

( p; 0) = C

0

( p )

� A lors les �ots C et C

0

sont les mêmes:

I mg [ C

0

( p; t )] = I mg [ C ( p; t )]

Preuv e: La démonstration est faite par Epstein et Gage dans [26 ]. Nous ne

la reprenons pas ici et in vitons le lecteur à lire celle que nous donnons p our
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le cas des courb es gauc hes (lemme 1) et qui est en tout p oin t similaire.

2

En pratique, la détermination de la comp osan te normale de C

r r

sera donc

essen tielle p our la compréhension et l'étude des propriétés d'un �ot (tout

comme elle le sera p our son implémen tation � v oir section 4.3.5).

4.2.3 Justi�cation

Alors qu'Alv arez, Guic hard, Lions et Morel [5] justi�en t le c hoix du �ot

a�ne comme analyse m ulti-éc helle d'une courb e ou d'une image à tra v ers

une axiomatisation des espaces d'éc helles, l'appro c he d'Olv er, Sapiro et T an-

nen baum rep ose sur des argumen ts di�éren tiels. Leurs résultats p euv en t se

résumer comme suit [76]: p our un sous-group e du group e pro jectif, les év o-

lutions in v arian tes son t de la forme:

C

t

= 	( �; �

r

; �

r

2
; :::; �

r

n

) C

r

2

où � est la courbure de group e, et 	 une certaine fonction. Les auteurs

formalisen t ce résultat ainsi:

Lemme 17 Si on exprime lo c alement C c omme le gr aphe d'une fonction

y = u ( x; t ) , alors l'évolution du système (4.24) est é quivalente à:

u

t

=

1

g

2

u

xx

expr ession dans laquel le g =

dr

dx

est la métrique de gr oup e.

Théorème 6 Soit L un sous-gr oup e du gr oup e pr oje ctif. Soit r l'abscisse

curviligne de gr oup e, � la c ourbur e de gr oup e et g =

dr

dp

la métrique. A lors:

1. T out invariant di�ér entiel I de L est une fonction de la c ourbur e et de

ses dérivé es p ar r app ort à l'abscisse curviligne :

I = I ( �; �

r

2
; :::; �

r

n

)

2. T oute évolution invariante est de la forme:

u

t

=

1

g

2

u

xx

I

où I est un invariant di�ér entiel.

En particulier, la justi�cation du c hoix de (4.24) comme �ot géométrique

in v arian t s'exprime à tra v ers le corollaire suiv an t:

Corollaire 1 Si L est le gr oup e des similitudes, le gr oup e a�ne sp é cial ou

a�ne c omplet ou le gr oup e pr oje ctif, alors, à un facteur c onstant c pr ès, il n 'y
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a qu'un seul �ot invariant dont l'é quation d'évolution soit d'or dr e minimum.

Il s'agit de:

u

t

=

c

g

2

u

xx

corollaire auquel il faut adjoindre les remarques suiv an tes:

Remarques:

1. Seule la deuxième partie du théorème 6 nécessite que L soit un sous-

group e du group e pro jectif.

2. Dans le cas euclidien, le �ot in v arian t non trivial d'équation d'ordre

minim um n'est pas le �ot euclidien habituel C

t

= C

v v

= � n qui est

d'ordre 2 mais le �ot de vitesse constan te C

t

= c n , lo calemen t:

u

t

= c

p

1 + u

2

x

corresp ondan t à l'in v arian t I =

1

�

3. P our Olv er, Sapiro et T annen baum, leur appro c he est plus générale que

celle du Ceremade dans le sens qu'un seul critère imp ose le c hoix du

�ot (�ot in v arian t non trivial d'équation d'ordre minim um) par com-

paraison a v ec une collection d'axiomes, collection qu'il faut adapter à

c haque �ot. Au con traire, l'appro c he du Ceremade rend mieux compte

de la notion d'espace d'éc helle et de la séman tique rec herc hée sans v ou-

loir nécessairemen t la simplicité di�éren tielle, argumen t qui est mis en

défaut par le cas euclidien.

4.3 Flots euclidien et a�ne

Nous étudions main tenan t les �ots in trinsèques euclidien C

t

= C

v v

et

a�ne C

t

= C

ss

.

4.3.1 Équations d'év olution

P our un group e donné, une courb e plane est dé�nie, à une transformation

du group e près, par son abscisse curviligne et sa courbure de group e. Il est

donc naturel d'étudier l'év olution de ces deux quan tités. Nous a v ons dans le

cas euclidien [44 , 48]:

Lemme 18 Soit C

0

( p ) une c ourb e plane fermé e et C ( p; t ) le �ot intrinsè que

euclidien asso cié dé�ni p ar:

�

C

t

= C

v v

C ( p; 0) = C

0

( p )
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A lors l'abscisse curviligne et la c ourbur e euclidiennes évoluent suivant les

lois:

(

@ g

@ t

= � g �

2

@ �

@ t

= � �

3

�

@

2

�

@ v

2

(4.25)

et p our le cas a�ne [100 ]:

Lemme 19 Soit C

0

( p ) une c ourb e plane fermé e et C ( p; t ) le �ot intrinsè que

a�ne asso cié dé�ni p ar:

�

C

t

= C

ss

C ( p; 0) = C

0

( p )

A lors l'abscisse curviligne et la c ourbur e euclidiennes évoluent suivant les

lois:

(

@ 

@ t

= � 2  �= 3

@ �

@ t

=

4

3

�

2

+

1

3

@

2

�

@ s

2

(4.26)

4.3.2 Vitesse normale

Dans le cas euclidien, C

v v

= � n est déjà normal. Les p oin ts de la courb e

a v ancen t a v ec une vitesse égale à la courbure.

P our le cas a�ne, e�ectuons le p etit calcul suiv an t qui nous donnera la

comp osan te normale de C

ss

. P osons  =

ds

dv

, nous a v ons:

C

s

=

1



C

v

=

1



t

d'où, par application de form ules de F renet euclidiennes (4.2):

C

ss

=

1



2

t

v

�



v



2

t

=

1



2

( � n ) �



v



2

t

Il ne reste plus qu'à calculer  en utilisan t la dé�nition analytique de l'abs-

cisse curviligne a�ne (4.6) dans le cas p = v :

ds

dv

= [ C

v

; C

v v

]

1

3

= [ t ; � n ]

1

3

= �

1

3

form ule que nous a vions déjà men tionnée en donnan t les relations en tre l'af-

�ne et l'euclidien (équations (4.13)).

Ainsi, la comp osan te normale de C

ss

v aut

1



2

� = �

1

3

n . Le �ot a�ne p eut

donc aussi être dé�ni par:

C

t

= �

1

3

n
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ce qui est e�ectiv emen t utilisé p our sa sim ulation n umérique (v oir p ourquoi

section 4.3.5). Plus encore: le �ot a�ne C

t

= C

ss

n'est en toute rigueur

dé�ni que p our les courb es con v exes car la métrique a�ne n'existe pas en

un p oin t d'in�exion. Le �ot C

t

= �

1

3

n est lui dé�ni partout: c'est en fait

celui-là (ou une prolongation con v enable du précèden t) qui p eut être étudié

p our les courb es non con v exes et qui p ossède les propriétés énoncées dans la

section qui suit. On gardera toutefois à l'esprit que les équations d'év olution

(4.26) son t établies p our C

t

= C

ss

et non p our C

t

= �

1

3

n . Les dériv ées par

rapp ort à s le son t à p constan t p our le paramètre d'espace p de l'év olution

C

t

= C

ss

. Nous v errons au c hapitre 6 que v ouloir utiliser de telles form ules

n'est de toute façon pas immédiat puisque l'implémen tation d'une év olution

de courb e par des métho des d'ensem ble de niv eau fait p erdre le paramètre

d'espace: seul le lieu géométrique des courb es est obten u.

4.3.3 Propriétés

Outre leur in v ariance (v oir �gures 4.12 et 4.13), les propriétés fondamen-

tales des ces �ots, son t au nom bre de deux:

1. Ils dé�nissen t un espace d'éc helle au sens de l'axiomatisation d'Alv arez,

Guic hard, Lions et Morel [5, 4] (v oir section 1.2).

2. Ils p ossèden t des propriétés de lissage [62, 99 ] (v oir �gure 4.14): les

courb es fermées év oluen t v ers des courb es con v exes puis disparaissen t

en un temps �ni en con v ergean t en un certain sens v ers un �p oin t cercle�

(cas euclidien) ou un �p oin t ellipse� (cas a�ne) (v oir �gure 4.15).

4.3.4 Courb es particulières

Dans l'étude des espaces d'éc helle euclidien et a�ne plans, le cas des

courb es à courbure constan te est in téressan t à plusieurs égards:

1. Elles év oluen t en restan t à courbure constan te.

2. Elles son t un p oin t de con v ergence de l'év olution des autres courb es.

3. Il est p ossible de calculer la solution analytique de leur év olution in-

trinsèque. En particulier, le calcul de l'instan t exact de leur disparition

p ermet de v éri�er la précision d'un sc héma de sim ulation n umérique

(�gure 4.16).

Nous rec herc herons systématiquemen t si ces propriétés son t encore vraies

p our c hacune des év olutions que nous étudierons: courb es tridimensionnelles

euclidiennes et a�nes et courb es planes pro jectiv es.

Il est immédiat de calculer l'év olution euclidienne des cercles et l'év olu-

tion a�ne des ellipses, et de v éri�er leur disparition en un temps �ni:

Lemme 20 Évolution exacte des c ourb es à c ourbur e c onstante:

1. Cas euclidien: un c er cle de r ayon initial R

0

r este un c er cle de même
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Fig. 4.12 � Flot euclidien d'une c ourb e plane fermé e. En haut la c ourb e

d'origine et son évolution. En b as la même c ourb e apr ès r otation et son évo-

lution. L a r otation et l'évolution c ommutent. L a c ourb e devient c onvexe puis

disp ar aît en un temps �ni en c onver ge ant vers un p oint c er cle.
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Fig. 4.13 � Flot a�ne d'une c ourb e plane fermé e. En haut la c ourb e d'origine

et son évolution. En b as la même c ourb e apr ès une tr ansformation a�ne

sp é ciale ( [ A ] = 1 ) et son évolution. L a tr ansformation a�ne et l'évolution

c ommutent. L a c ourb e devient c onvexe puis disp ar aît en un temps �ni en

c onver ge ant vers un p oint el lipse.
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Fig. 4.14 � Lissage d'une c ourb e bruité e. En haut p ar le �ot invariant eucli-

dien. En b as, p ar le �ot invariant a�ne
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Fig. 4.15 � L es c ourb es fermé es évoluent vers des c ourb es c onvexes puis dis-

p ar aissent en un temps �ni en c onver ge ant en un c ertain sens vers un �p oint

c er cle� (c as euclidien, à gauche) ou un �p oint el lipse� (c as a�ne, à dr oite).

Fig. 4.16 � A gauche: un c er cle de r ayon initial R

0

= 50 disp ar aît à T =

1

2

R

2

0

= 1250 . A dr oite: un el lipse de r ayons initiaux a

0

= 50 ; b

0

= 64 disp ar aît

à T

0

=

3

4

( a

0

b

0

)

2

3

� 258
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c entr e dont le r ayon à l'instant t vaut:

R ( t ) = R

0

s

1 � 2

t

R

2

0

et qui disp ar aît donc à l'instant T =

1

2

R

2

0

2. Cas a�ne: une el lipse des r ayons initiaux a

0

; b

0

r este une el lipse de

mêmes axes dont les r ayons à l'instant t valent:

a ( t ) = a

0

(1 �

4

3

t

( a

0

b

0

)

2

3

)

3

4

b ( t ) = b

0

(1 �

4

3

t

( a

0

b

0

)

2

3

)

3

4

et qui disp ar aît donc à l'instant T =

3

4

( a

0

b

0

)

2

3

.

Preuv e: Une simple v éri�cation à p osteriori su�t.

4.3.5 Sc hémas n umériques

L'utilisation des métho des d'ensem bles de niv eau décrites au c hapitre

2 p ermetten t une implémen tation simple, e�cace et précise des �ots géo-

métriques euclidien et a�ne. On prend donc � = � p our le �ot euclidien

(puisque C

v v

= � n ), et � = �

1

3

p our l'espace a�ne.

La courbure � des courb es de niv eau se calcule simplemen t:

� = r :

r �

jr � j

=

�

xx

�

2

y

� 2 �

y

�

x

�

xy

+ �

y y

�

2

x

( �

2

x

+ �

2

y

)

3

2

form ule dans laquelle le calcul des dériv ées de � a v ec des di�érences �nies

cen trées su�t.

Ajoutons quelques remarques:

� C'est le fait de p ouv oir n'utiliser que la comp osan te normale de la vi-

tesse qui p ermet l'implémen tation de l'espace d'éc helle a�ne. Calculer

la comp osan te tangen tielle impliquerait le calcul de quan tités d'ordre

de dériv ation sup érieur à 2 ce qui serait trop imprécis. Ne calculer que

� , donc des dériv ées secondes seulemen t, rend le pro cessus p ossible.

� P our bien des év olutions de courb es, la vitesse normale � est non seule-

men t plus simple à calculer que la vitesse tangen tielle, mais encore et

surtout il n'y a qu'elle qui soit in trinsèque, c'est-à-dire qui ne dép ende

pas de la paramétrisation de la courb e, tandis que la vitesse tangen-

tielle, elle, en dép end. C'était le cas p our l'év olution de surface que

nous a vions utilisée au c hapitre 3 dans le cas de la stéréo vision (v oir

théorème 5). Or, a v ec la métho de des ensem bles de niv eau il est imp os-

sible de calculer des quan tités non in trinsèques puisque le paramètre

d'espace p est p erdu: seule l'image de la courb e, niv eau zéro de la

fonction � de dimension sup érieure, est conn ue.
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Notons en�n que si, dans le cas euclidien, on implémen te:

�

n +1

ij

= �

n

ij

+ � t

�

xx

�

2

y

� 2 �

y

�

x

�

xy

+ �

y y

�

2

x

( �

2

x

+ �

2

y

)

(a v ec des di�érences cen trées), dans le cas a�ne le calcul de �

1

3

jr � j élimine

le dénominateur de la courbure et il ne reste que

�

n +1

ij

= �

n

ij

+ � t ( �

xx

�

2

y

� 2 �

y

�

x

�

xy

+ �

y y

�

2

x

)

1

3

4.4 Autres �ots in v arian ts

D'autres group es que le group e des déplacemen ts et celui des transfor-

mations a�nes propres on t été étudiés par Olv er, Sapiro et T annen baum

[76 ]:

� Le group e des similitudes engendré par les rotations, translations et

homothéties p our lequel l'abscisse curviligne n'est autre que l'angle �

de la tangen te a v ec l'horizon tale ( t = (cos � ; sin � )) .

C

t

= C

� �

ou en comp osan te normale seulemen t:

C

t

=

1

�

n

Sapiro et T annen baum on t mon tré que ce �ot p ouv ait dév elopp er des

singularités alors que le �ot in v erse C

t

= �

1

�

n faisait tendre les courb es

con v exes v ers des cercles [96].

� Le group e a�ne complet f m 7! Am + B j [ A ] 6= 0 g don t le �ot in v arian t

est donné par:

C

t

=

C

ss

�

qui dév elopp e lui aussi des singularités mais don t le �ot in v erse C

t

=

�

C

ss

�

fait con v erger les courb es con v exes v ers des ellipses [96].

� Des �ots p our lesquels les courb es ne rétrécissen t pas comme dans le

cas euclidien ou a�ne:

1. Un �ot in v arian t euclidien préserv an t l'aire [96 ]:

soit S = �C : n la �fonction supp ort�, alors l'aire en tourée par la

courb e est

A =

1

2

I

S dv
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Fig. 4.17 � Comp ar aison du �ot euclidien classique (en haut) ave c le �ot

euclidien pr éservant l'air e [96] (en b as). L e phénomène de r étr é cissement à

disp aru
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Le �ot dé�ni par

C

t

= ( � �

� S

A

0

) n

est un �ot p ossédan t les mêmes propriétés que le �ot in trinsèque

euclidien mais qui conserv e l'aire de la courb e ( A ( t ) = A

0

). La

�gure 4.17 mon tre un tel �ot, comparé au �ot euclidien simple.

2. Un �ot in v arian t a�ne préserv an t l'aire [96]:

Soit

P

af f

=

I

[ C

p

; C

pp

]

1

3

dp

le p érimètre a�ne, que l'on p eut mon trer être aussi égal à:

P

af f

=

I

�

1

3

dv

Alors le �ot dé�nit par:

C

t

= ( �

1

3

�

S P

af f

2 A

0

) n

est un �ot p ossédan t les mêmes propriétés que le �ot in trinsèque

a�ne mais qui conserv e l'aire de la courb e ( A ( t ) = A

0

). Notez

qu'ici la vitesse normale � = �

1

3

�

S P

af f

2 A

0

, quoique toujours in trin-

sèque, nécessite le calcul d'une quan tité non lo cale: le p érimètre

a�ne.

3. Des �ots conserv an t la longueur de la courb e [96]:

On p eut mon trer que la longueur d'une courb e fermée v aut:

P =

I

� S dv

Sapiro et T annen baum obtiennen t des �ots p ossédan t les mêmes

propriétés que des �ots habituels mais conserv an t la longueur de

la courb e:

� Un �ot in v arian t euclidien:

C

t

= ( � �

S

H

�

2

P

0

) n

� Un �ot in v arian t a�ne:

C

t

= ( �

1

3

�

S

H

�

4

3

P

0

) n

� Un �ot in v arian t p our les similitudes:

C

t

= ( � �

� 1

+ S ) n

� Un �ot obten u à partir du �ot constan t C

t

= n :

C

t

= (1 �

2 � S

P

0

) n
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4.5 Flot géométrique euclidien des courb es 3D

L'extension naturelle tridimensionnelle du �ot géométrique des courb es

du plan euclidien est le �ot géométrique des surfaces de l'espace euclidien

( me an curvatur e �ow ) d'équation S

t

= � n don t certaines propriétés on t été

étudiées par Huisk en et Gra yson [49 , 56 ] et don t les métho des de sim ulation

n umérique son t analogues au cas plan [78]. Le comp ortemen t de ces �ots est

plus complexe qu'en 2D: si une surface con v exe tend bien v ers une sphère,

une surface quelconque ne commence pas par dev enir con v exe. En ce qui

concerne le �ot a�ne des surfaces, seul un début d'étude a été publié par

Olv er, Sapiro et T annen baum [77 ] et par Caselles et Sb ert [12 ]. Son équation

est S

t

= �

1

4

n .

Bien di�éren t, car de co dimension 2, est le cas des courb es de l'espace

tridimensionnel. Il a été très p eu ab ordé. Dans son tra v ail de thèse, Kimmel

[63] s'in téresse au cas de l'év olution des courb es sur une surface. Quelques

tra v aux récen t en mécanique des �uides men tionne la di�culté de la sim ula-

tion des év olutions de fron tière libre en co dimension 2 [55 ].

Nous établissons dans cette section les équations d'év olution des para-

mètres in trinsèques d'une courb e de l'espace euclidien tridimensionnel sou-

mise au �ot géométrique asso cié. Nous limitons ensuite l'étude à l'év olution

des courb es à courbure et torsion constan tes. Ces tra v aux originaux, ainsi

que le cas a�ne présen té à la section suiv an te, n'on t pas fait l'ob jet d'une

publication.

4.5.1 In v arian ts di�éren tiels

Soit C : R ! R

3

une courb e de R

3

et ( t ; n ; b ) son rep ère de F renet Son

abscisse curviligne v , sa courbure � et sa torsion � son t caractérisées par

C

v

= t

( t ; n ; b ) orthonormé direct

(4.27)

et par les équations de F renet:

( t

v

; n

v

; b

v

) =

0

@

0 � � 0

� 0 � �

0 � 0

1

A

(4.28)

égalité dans laquelle ( t

v

; n

v

; b

v

) la matrice 3 � 3 comp osée des v ecteurs co-

lonnes t

v

, n

v

et b

v

exprimés dans le rep ère ( t ; n ; b ) .

4.5.2 V aleurs analytiques

Il est utile de sa v oir calculer analytiquemen t les in v arian ts di�éren tiels

d'une courb e quelconque:

Lemme 21 Soit C ( p ) une c ourb e de R

3

. L es valeurs analytiques suivantes
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donnent ( v ; �; � ) à p artir de C et de ses dérivé es:

v =

Z

jjC

p

jj dp

� = jjC

p

� C

p

2
jj = jjC

p

jj

3

� =[ C

p

; C

p

2 ; C

p

3 ] = jjC

p

� C

p

2 jj

2

(4.29)

Preuv e: Nous a v ons p our commencer:

C

p

=

dv

dp

C

v

=

dv

dp

t

et donc g =

dv

dp

= jjC

p

jj . Ensuite, nous écriv ons:

� n = t

v

=

1

g

2

C

pp

�

g

p

g

3

C

p

=

1

jjC

p

jj

2

( C

pp

�

C

p

: C

pp

jjC

p

jj

2

C

p

)

Compte ten u de l'iden tité remarquable suiv an te:

jj i � j jj = jj �

i : j

jj i jj

i + jj i jj j jj

qu'il est facile de v éri�er, nous trouv ons �nalemen t:

� = jjC

p

� C

p

2
jj = jjC

p

jj

3

P our obtenir la torsion, nous faisons le raisonnemen t suiv an t: à partir des

équations de F renet, nous écriv ons:

t =

1

g

C

p

n =

1

�

t

v

= � C

p

+

1

�g

2

C

pp

b =

1

�

( � t + n

v

) = �

0

C

p

+ �

0

C

pp

+

1

��

2

g

3

C

ppp

expressions dans lesquelles ( �; �

0

; �

0

) son t des quan tités don t nous ne c her-

c hons pas à connaître la v aleur. Dès lors, il ne reste plus qu'à écrire:

1 = [ t ; n ; b ] =

1

��

2

g

6

[ C

p

; C

p

2
; C

p

3
]

p our obtenir, en remplaçan t � par sa v aleur précédemmen t calculée, la v aleur

de la torsion annoncée.

2
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4.5.3 Courb es à courbure et torsion constan tes

Nous mon trons le résultat bien conn u suiv an t:

Lemme 22 Courb es à c ourbur e et torsion c onstantes : les seules c ourb es

de R

3

à c ourbur e et torsion euclidiennes c onstantes sont les hélic es, c'est-à-

dir e les c ourb es de la forme ( R cos p; R sin p; �p ) , de c ourbur e � =

R

�

2

+ R

2

et

de torsion � =

�

�

2

+ R

2

.

Preuv e: Il nous faut in tégrer les équations de F renet dans le cas où � et �

son t des constan tes. En dériv an t deux fois la normale, nous obtenons:

n

v v

= � ( �

2

+ �

2

) n

d'où le c hoix de trois v ecteurs ( f

1

; f

2

; f

3

) tels que:

n = f

1

cos (

p

�

2

+ �

2

v ) + f

2

sin (

p

�

2

+ �

2

v )

t = f

1

�

p

�

2

+ �

2

sin (

p

�

2

+ �

2

v ) � f

2

�

p

�

2

+ �

2

sin (

p

�

2

+ �

2

v ) + f

3

b =

1

�

[ � f

1

�

2

p

�

2

+ �

2

sin (

p

�

2

+ �

2

v ) + f

2

�

2

p

�

2

+ �

2

cos (

p

�

2

+ �

2

v ) + � f

3

]

Puisque ( t ; n ; b ) est orthonormée, nous a v ons nécessairemen t un rep ère or-

thonormé ( i ; j ; k ) dans lequel:

f

1

= � i

f

2

= � j

f

3

=

�

p

�

2

+ �

2

k

et �nalemen t:

C = O + i

�

�

2

+ �

2

cos(

p

�

2

+ �

2

v ) + j

�

�

2

+ �

2

cos (

p

�

2

+ �

2

v )

+

�

p

�

2

+ �

2

v k

ce qui est bien l'équation d'une hélice. D'autre part, il est facile de calculer

la courbure et la torsion d'une hélice à partir des expressions analytiques.

On trouv e bien les v aleurs du lemme.

2

4.5.4 Équations d'év olution

Soit C

0

( p ) une courb e de l'espace tridimensionnel euclidien. Nous nous

prop osons de dé�nir le �ot géométrique euclidien de condition initiale C

0

comme étan t la famille de courb es C ( p; t ) v éri�an t:

�

C ( p; 0) = C

0

( p )

@ C

@ t

( p; t ) =

@

2

C

@ v

2

( p; t )

(4.30)
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et d'en étudier certaines propriétés.

Une courb e étan t dé�nie à une transformation rigide près par son abscisse

curviligne, sa courbure et sa torsion, il est naturel d'étudier l'év olution des

C ( p; t ) à tra v ers celle des leurs paramètres caractéristiques ( v ; �; � ) , ou encore,

en p osan t g =

@ v

@ p

, à tra v ers ( g ; �; � ) . Nous établissons ci-dessous le résultat

suiv an t que nous rédigeons sous forme d'une lemme.

Lemme 23 L es p ar amètr es c ar actéristiques de la famil le de c ourb es dé�nie

p ar le �ot gé ométrique euclidien (4.30) évoluent suivant les lois suivantes:

g

t

= � �

2

g

�

t

= �

v

2 + �

3

� �

2

�

�

t

= 2 � ( �

2

+

�

v

2

�

� 2

�

2

v

�

2

) + 2 �

v

�

v

+ �

v

2

(4.31)

De plus, l'évolution du r ep èr e de F r enet est donné e p ar la matric e de ve cteurs

c olonnes exprimés dans ( t ; n ; b ) :

( t

t

; n

t

; b

t

) =

0

@

0 � �

v

� ��

�

v

0 � �

v

� 2 �

�

v

�

�� �

v

+ 2 �

�

v

�

0

1

A

(4.32)

Preuv e: t et p son t des v ariables indép endan tes, mais t et v ne le son t pas. Le

princip e de la démonstration rep ose sur l'utilisation systématique du cro c het

de Lie [

@

@ t

;

@

@ v

] =

@

2

@ t @ v

�

@

2

@ v @ t

et de ceux d'ordre sup érieur en v . En injectan t

g =

@ v

@ p

dans [

@

@ t

;

@

@ v

] , compte ten u que [

@

@ t

;

@

@ p

] = 0 , on obtien t aisémen t p our

v aleur de ce premier cro c het de Lie:

[

@

@ t

;

@

@ v

] =

@

2

@ t @ v

�

@

2

@ v @ t

=

@

@ t

(

1

g

@

@ p

) �

g

@

2

@ p @ t

=

1

g

[

@

@ t

;

@

@ p

] �

g

t

g

2

@

@ p

= �

g

t

g

@

@ v

ce que l'on réécrit dans un sens qui nous sera utile:

@

2

@ t @ v

= � G

t

@

@ v

+

@

2

@ v @ t

(4.33)

en p osan t G

t

=

g

t

g

. Aux ordres sup érieurs, la même démarc he donne:

@

3

@ t @ v

2

= �

@ G

t

@ v

@

@ v

� 2 G

t

@

2

@ v

2

+

@

3

@ v

2

@ t

@

4

@ t @ v

3

= �

@

2

G

t

@ v

2

@

@ v

� 3

@ G

t

@ v

@

2

@ v

2

� 3 G

t

@

3

@ v

3

+

@

4

@ v

3

@ t

(4.34)
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Il nous faut encore nous m unir d'une deuxième série de résultats préliminaires

en calculan t dans le rep ère de F renet les dériv ées de C par rapp ort à l'abscisse

curviligne v , et ce, nous le v errons, jusqu'au cinquième ordre. Il su�t p our

cela d'appliquer directemen t les équation de F renet (4.28). Ainsi, nous a v ons

dans ( t ; n ; b ) les égalités suiv an tes:

C

v

= t =

0

@

1

0

0

1

A

C

v

2
=

0

@

0 � � 0

� 0 � �

0 � 0

1

A

0

@

1

0

0

1

A

=

0

@

0

�

0

1

A

C

v

3
=

0

@

0

�

v

0

1

A

+

0

@

0 � � 0

� 0 � �

0 � 0

1

A

0

@

0

�

0

1

A

=

0

@

� �

2

�

v

��

1

A

C

v

4
=

0

@

� 2 ��

v

�

v

2

�

v

� + �

v

�

1

A

+

0

@

0 � � 0

� 0 � �

0 � 0

1

A

0

@

� �

2

�

v

��

1

A

=

0

@

� 3 ��

v

�

v

2 � �

3

� �

2

�

�

v

� + 2 �

v

�

1

A

C

v

5 =

0

@

( � 3 ��

v

)

v

( �

v

2
� �

3

� �

2

� )

v

( �

v

� + 2 �

v

� )

v

1

A

+

0

@

0 � � 0

� 0 � �

0 � 0

1

A

0

@

� 3 ��

v

�

v

2
� �

3

� �

2

�

�

v

� + 2 �

v

�

1

A

=

0

@

�

4

� 4 ��

v

2
� 3 �

2

v

+ �

2

�

2

�

v

3
� 6 �

2

�

v

� 3 �

v

�� � 3 �

v

�

2

� ��

3

� �

3

� + �

v

2
� + 3 �

v

�

v

+ 3 ��

v

2

1

A

(4.35)

Nous nous in téressons ensuite à certaines dériv ées temp orelles et utilisons

systématiquemen t les cro c hets de Lie (4.33,4.34), les dév elopp emen ts pré-

céden ts (4.35) et évidemmen t l'équation d'év olution (4.30): C

t

= C

v

2 . P our

commencer, nous écriv ons, grâce à (4.33):

@

2

@ t @ v

C = � G

t

C

v

+

@

@ v

C

t

qui devien t a v ec (4.30):

@

2

@ t @ v

C = � G

t

C

v

+

@

@ v

3

C

et �nalemen t d'après (4.35):

@

2

@ t @ v

C =

0

@

� G

t

� �

2

�

v

��

1

A
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Or,

@

2

@ t @ v

C n'est autre que t

t

don t la première comp osan te est n ulle puisque

t , v ecteur normé, admet p our dériv ée un v ecteur normal à lui-même. D'où

la loi d'év olution

G

t

= � �

2

(4.36)

de l'abscisse curviligne et la v aleur de la dériv ée temp orelle de la tangen te:

t

t

=

0

@

0

�

v

��

1

A

Recommençons le même pro cessus en appliquan t (4.34) puis (4.30):

@

3

@ t @ v

2

C = [ � G

t

]

v

C

v

� 2 G

t

C

v v

+

@

2

@ v

2

C

t

= [ � G

t

]

v

C

v

� 2 G

t

C

v v

+ C

v

4

Comme d'autre part

@

3

@ t @ v

2

C =

@ � n

@ t

= �

t

n + � n

t

, on p eut extraire n

t

de

l'équation précéden te, en remplaçan t en même temps C

v

2 et C

v

4 par leur

v aleur (équation (4.35)):

n

t

=

1

�

0

@

� [ G

t

]

v

� 3 � 3 ��

v

� �

t

� 2 G

t

� + �

v

2
� �

3

� �

2

�

�

v

� + 2 �

v

�

1

A

où il ne reste plus qu'à injecter la v aleur de G

t

conn ue par (4.36) p our trouv er:

n

t

=

1

�

0

@

� ��

v

� �

t

+ �

v

2
+ �

3

� �

2

�

�

v

� + 2 �

v

�

1

A

P ar le même argumen t que précédemmen t, à sa v oir que n est unitaire, donc

normal à sa dériv ée, nous trouv ons la loi d'év olution de la courbure:

�

t

= �

v v

+ �

3

� �

2

� (4.37)

et de la normale:

n

t

=

1

�

0

@

� �

v

0

�

v

+ 2 �

v

�=�

1

A

(4.38)

Nous p ourrions pro céder de la même manière p our obtenir les lois de la

torsion et de la bi-normale: d'une part appliquer la dériv ée de Lie à l'ordre

3 (4.34) et obtenir la v aleur de

@

@ t

C

v

3
, d'autre part faire apparaître �

t

et b

t

en dériv an t C

v

3 par rapp ort au temps directemen t à partir de sa v aleur:

@

@ t

C

v

3
=

@

@ t

( � �

2

t + �

v

n + �� b )

= :::
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Il apparaît alors malheureusemen t de termes comme

@

@ t

�

v

qu'on ne p eut

calculer qu'en appliquan t une fois de plus les cro c hets de Lie (4.33). Les

calculs son t alors sans di�culté mais fort p énibles. Un mo y en plus rapide

consiste à dériv er par rapp ort au temps l'égalité n

v

= � � t + � b ce qui fait

v enir les dériv ées temp orelles de � et de b , que l'on rec herc he, de � et de t ,

déjà conn ues, et de n

v

, à laquelle on substitue par un application des cro c hets

de Lie celle de n , conn ue elle aussi. Ce qui donne, tous calculs faits:

b

t

=

0

B

@

� ��

� �

v

� 2 �

�

v

�

1

�

( � �

t

+ �

v

2
+ 2

�

v

�

c

�

) + 2

�

v

2

�

� 2

�

2

v

�

2

1

C

A

b étan t unitaire, nous obtenons, comme plus haut, la loi d'év olution de la

torsion:

�

t

= 2 � ( �

2

+

�

v

2

�

� 2

�

2

v

�

2

) + 2 �

v

�

v

+ �

v

2

et de la bi-normale:

b

t

=

0

@

� ��

� �

v

� 2 �

�

v

�

0

1

A

que nous aurions pu aussi obtenir à partir de b

t

= t

t

� n + t � n

t

.

2

4.5.5 Vitesse normale

On notera que C

v v

= � n , et donc que l'équation considérée s'écrit aussi

C

t

= � n : tout comme dans le cas 2D, la courb e se déforme a v ec une vitesse

normale égale à sa courbure.

4.5.6 Courb es particulières

Comme dans le cas plan, un premier mo y en d'in v estigation des propriétés

du �ots nouv ellemen t dé�ni est l'étude des courb es à courbure et torsion

constan tes, c'est-à-dire ici des hélices.

Théorème 7 Une hélic e soumise au �ot gé ométrique euclidien tend en un

temps in�ni vers son axe. Plus pr é cisément, l'hélic e initiale de c o or donné es

( R

0

cos � ; R

0

sin � ; a� ) évolue en ( R ( t ) cos � ; R ( t ) sin � ; a� ) où R ( t ) est une

fonction dé cr oissante, é gale à R

0

quand t = 0 et de limite nul le quand t tend

vers l'in�ni (�gur e 4.18).
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Fig. 4.18 � Cas euclidien � Courb e à c ourbur e et torsion c onstantes.



4.6. FLOT GÉOMÉTRIQUE AFFINE DES COURBES 3D 139

Preuv e: Supp osons que l'hélice év olue en restan t à courbure et torsion

constan tes. La rec herc he d'une solution de l'équation C

t

= � n de la forme

( R ( t ) cos � ;R ( t ) sin � ; a ( t ) � ) conduit aux équations a

t

= 0 et

R

t

( a

2

+ R

2

) + R = 0 (4.39)

A v ec a constan t, cette dernière équation di�éren tielle s'in tègre en a

2

log R +

R

2

= 2 + t = cte don t la solution R ( t ) p ossède bien les propriétés annoncées. A

p osteriori, il est immédiat de v éri�er que les hélices ( R ( t ) cos � ; R ( t ) sin � ; a� )

don t le ra y on v éri�e l'équation (4.39) son t les courb es rec herc hées.

2

Il n'est pas éviden t que l'hélice joue un rôle aussi imp ortan t que le cercle

dans le cas plan (rapp elons que les courb es planes év oluen t v ers un �p oin t

cercle�). Nous ne p ouv ons jusqu'ici que constater une première di�érence:

l'hélice ne disparaît pas en un temps �ni. Notre étude n'est donc qu'un

tout premier pas. D'ailleurs, l'hélice n'est pas une courb e fermée, alors que

dans le cas plan, le cercle en était une. Il n'est pas exclu qu'une courb e

tridimensionnelle fermée soumise au �ot in trinsèque euclidien disparaisse en

un temps �ni.

4.6 Flot géométrique a�ne des courb es 3D

Nous établissons main tenan t les équations d'év olution des paramètres

in trinsèques d'une courb e de l'espace a�ne tridimensionnel soumise au �ot

géométrique asso cié. Comme dans le cas euclidien, nous limitons ensuite

l'étude à l'év olution des courb es à courbure et torsion a�nes constan tes.

Soit A : R ! R

3

une courb e de R

3

et ( A ; e

1

; e

2

; e

3

) son rep ère de F renet

a�ne. Son abscisse curviligne s , sa courbure � et sa torsion � a�nes son t

caractérisées par

A

s

= e

1

[ e

1

; e

2

; e

3

] = 1

(4.40)

et par les équations de F renet a�nes, exprimées dans ( e

1

; e

2

; e

3

) a v ec les

mêmes con v en tions que dans le cas euclidien:

( e

1

s

; e

2

s

; e

3

s

) =

0

@

0 � �

1 0 3 �

0 1 0

1

A

(4.41)

4.6.1 F orm ules analytiques

Ici encore, des expressions analytiques p euv en t s'obtenir sans trop de

di�culté. Leur écriture est moins directe que dans le cas euclidien:

Lemme 24 L es abscisse curviligne, c ourbur e et torsions a�nes d'une c ourb e
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A ( p ) sont donné es p ar les formules suivantes:

s =

Z

 dp a v ec  = [ A

p

; A

p

2 ; A

p

3 ]

1

6

� =

� 1

4 

4

([ A

p

; A

p

3
; A

p

4
] =

4

+ 4  

p

2
� 15 

2

p

)

� =

1



6

([ A

p

2
; A

p

3
; A

p

4
] =

3

� �

p



5

� 15 

3

p

+ 4 �

4



p

+ 10  

p



p

2
� 

2



p

3
)

(4.42)

Preuv e: Des form ules de F renet, nous tirons facilemen t, dans ( e

1

; e

2

; e

3

) :

A

p

=

0

@



0

0

1

A

A

pp

=

0

@



p



2

0

1

A

A

p

3 =

0

@



pp

+ �

3

3 

p





3

1

A

A

p

4
=

0

@



p

3 + �

p



3

+ 6 �

p



2

+ � 

4

3 

2

p

+ 4  

pp

+ 4 �

4

6 

p



2

1

A

Nous p ouv ons alors calculer:

[ A

p

; A

p

2
; A

p

3
] = 

6

d'où la v aleur de  annoncée. De même, nous obtenons:

[ A

p

; A

p

3
; A

p

4
] = 

4

(15 

2

p

� 4  

pp

� 4 �

4

)

don t nous extra y ons la v aleur de � . Et en�n:

[ A

p

2
; A

p

3
; A

p

4
] = 15 

3



3

p

� 4 �

7



p

� 10 

4



p



pp

+ �

p



8

+ 

5



p

3
+ � 

9

ce qui nous donne � .

2

4.6.2 Liaison a v ec les in v arian ts euclidiens

Les expressions analytiques p euv en t être utilisées p our relier les in v arian ts

a�nes aux in v arian ts euclidiens. En e�et, en prenan t l'abscisse curviligne

euclidienne v comme v aleur particulière de p , les dériv ées de A son t données
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par les équations de F renet euclidiennes (4.28). Il est alors aisé d'établir la

relation en tre les abscisses curvilignes a�ne et euclidienne don t nous aurons

b esoin plus loin, ainsi que les expressions relian t � et � à � et � et à leurs

dériv ées par rapp ort à v . Ces dernières son t toutefois p eu utiles et trop

longues p our que nous les donnions ici. Nous nous limiterons donc au

Lemme 25 L es abscisses curvilignes euclidienne v et a�ne s d'une c ourb e

de R

3

sont r elié es p ar l'expr ession

ds

dv

= �

1

3

�

1

6

(4.43)

Preuv e: Les expressions analytiques (4.29) des in v arian ts euclidiens dans le

cas p = v , nous donnen t:

��

2

= [ A

v

; A

v v

; A

v v v

] = jj A

v

jj

6

= [ A

v

; A

v v

; A

v v v

]

d'où, en rep ortan t dans les form ules analytiques a�nes (4.42):

 = [ A

v

; A

v v

; A

v v v

]

1

6

= �

1

3

�

1

6

2

4.6.3 Équation d'év olution

Nous étudions main tenan t le �ot géométrique a�ne asso cié à une courb e

initiale A

0

( p ) , c'est-à-dire la famille de courb es A ( p; t ) dé�nie par:

�

A ( p; 0) = A

0

( p )

@ A

@ t

( p; t ) =

@

2

A

@ s

2

( p; t )

(4.44)

Une courb e étan t dé�nie à une transformation a�ne près par son abs-

cisse curviligne, sa courbure et sa torsion a�nes, nous étudions à nouv eau

l'év olution des A ( p; t ) à tra v ers celle des leurs paramètres caractéristiques

( s; �; � ) , ou encore, a v ec  =

@ s

@ p

, à tra v ers (  ; �; � ) . Nous établissons le ré-

sultat suiv an t:

Lemme 26 L es p ar amètr es c ar actéristiques de la famil le de c ourb es dé�nie

p ar le �ot gé ométrique a�ne (4.44) évoluent suivant les lois suivantes:



t

=

4

3

�

�

t

=

1

6

�

s

2 �

8

3

�

2

+

1

2

�

s

�

t

= � 4 �� + 8 ��

s

�

1

2

�

s

3
+

1

2

�

s

2

(4.45)
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De plus, l'évolution du r ep èr e de F r enet a�ne est donné e p ar:

( e

1

t

; e

2

t

; e

3

t

) =

0

@

�

1

3

� �

1

3

�

s

+ � 3 �

2

�

1

2

�

s

2 +

1

2

�

s

0

4

3

� �

s

+ �

1 0 � �

1

A

(4.46)

Preuv e: La métho de est similaire au cas euclidien. Il s'agit d'utiliser les

cro c hets de Lie expriman t la non comm utativité des dériv ées temp orelles et

spatiales, les dériv ées spatiales de A (ici jusqu'à l'ordre 4) exprimées dans le

rep ère de F renet a�ne et l'équation d'év olution A

t

= A

s

2
.

Les dériv ées de A jusqu'à l'ordre 3 son t con ten ues dans les équations de

F renet a�ne (4.41). Dans ( e

1

; e

2

; e

3

) , nous a v ons ainsi:

A

s

=

0

@

1

0

0

1

A

; A

s

2
=

0

@

0

1

0

1

A

; A

s

3
=

0

@

�

0

1

1

A

(4.47)

et l'ordre 4 s'obtien t sans problème:

A

s

4
=

@ A

s

3

@ s

=

0

@

�

s

0

0

1

A

+

0

@

0 � �

1 0 3 �

0 1 0

1

A

0

@

�

0

1

1

A

=

0

@

�

s

+ �

4 �

0

1

A

(4.48)

T out d'ab ord, en dériv an t j e

1

e

2

e

3

j = 1 par rapp ort au temps nous

sommes ramenés à calculer e

1

t

, e

2

t

et e

3

t

, calculs un p eu fastidieux mais

sans di�culté:

0 = j e

1

t

e

2

e

3

j + j e

1

e

2

t

e

3

j + j e

1

t

e

2

e

3

t

j (4.49)

En appliquan t les cro c hets de Lie et l'équation d'év olution:

e

1

t

=

@

@ t

@ A

@ s

= �



t



A

s

+

@

@ s

A

t

= �



t



e

1

+ A

s

3
=

0

@

�



t



+ �

0

1

1

A

(4.50)

Puis:

e

2

t

=

@

@ t

@ e

1

@ s

= �



t



e

1

s

+

@

@ s

e

1

t

= �



t



e

2

+

0

@

@

@ s

( �



t



+ � )

0

1

1

A

+

0

@

0 � �

1 0 3 �

0 1 0

1

A

0

@

�



t



+ �

0

1

1

A

=

0

@

� [



t



]

s

+ �

s

+ �

� 2



t



+ 4 �

0

1

A

(4.51)
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Et en�n:

e

3

t

=

@

@ t

( � � e

1

+ e

2

s

) = � �

t

e

1

� � e

1

t

�



t



e

2

s

+

@

@ s

e

2

t

= � �

t

e

1

� � e

1

t

�



t



e

2

s

+

0

B

@

@

@ s

( � [



t



]

s

+ �

s

+ � )

@

@ s

( � 2



t



+ 4 � )

0

1

C

A

+

0

@

0 � �

1 0 3 �

0 1 0

1

A

0

@

� [



t



]

s

+ �

s

+ �

� 2



t



+ 4 �

0

1

A

=

0

B

@

� �

t

+ 3 �

2

� 2 �



t



� [



t



]

ss

+ �

ss

+ �

s

� 3[



t



]

s

+ 5 �

s

+ �

3 � � 3



t



1

C

A

(4.52)

Nous constatons que e

1

t

et e

2

t

ne con tiennen t comme dériv ées temp orelles

que des termes en 

t

alors que e

3

t

, lui, fait aussi apparaître un terme en

�

t

. Ce terme, qui se trouv e dans la première co ordonnée de e

3

t

, disparaît

heureusemen t dans le déterminan t j e

1

; e

2

; e

3

t

j et la n ullité de j e

1

; e

2

; e

3

j

t

donne �nalemen t:

0 = ( � �



t



) + (4 � � 2



t



) + (3 � � 3



t



) (4.53)

d'où la v aleur de 

t

annoncée et, en rep ortan t, les v aleurs �nales de e

1

t

et

e

2

t

et une v aleur in termédiaire de e

3

t

:

e

3

t

=

0

@

� �

t

+

1

3

�

2

� �

ss

= 3 + �

s

�

s

+ �

� �

1

A

(4.54)

Il nous reste donc à déterminer �

t

, ce qui fournira e

3

t

, puis �

t

. Nous

p ouv ons par exemple utiliser la dériv ée temp orelle de l'égalité e

3

s

= � e

1

+

3 � e

2

. D'une part:

@

@ t

( � e

1

+ 3 � e

2

) = �

t

e

1

+ � e

1

t

+ 3 �

t

e

2

+ 3 � e

2

t

=

0

@

�

t

0

0

1

A

+ �

0

@

�

�

3

0

1

1

A

+

0

@

0

3 �

t

0

1

A

+ 3 �

0

@

�

�

s

3

+ �

4

3

�

0

1

A

=

0

@

8

3

�� � ��

s

+ �

t

3 �

t

+ 4 �

2

�

1

A

(4.55)
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et d'autre part:

@

@ t

@ e

3

@ s

= �



t



e

3

s

+

@

@ s

e

3

t

= �

4

3

0

@

�

3 �

0

1

A

+

0

@

@

@ s

(

8

3

�� � ��

s

+ �

t

)

@

@ s

(3 �

t

+ 4 �

2

)

@

@ s

( � )

1

A

+

0

@
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1 0 3 �

0 1 0

1

A

0

@

8

3

�� � ��

s

+ �

t

3 �

t

+ 4 �

2

�

1

A

=

0

@

� [ �

t

]

s

+

5

3

��

s

�

4

3

�� + �

ss

�

1

3

�

s

3

� �

t

+ 2 �

s

�

20

3

�

2

+

2

3

�

ss

�

1

A

(4.56)

L'égalité des deux v ecteurs (4.55) et (4.56) fournit trois égalités scalaires:

la troisième est une tautologie, la deuxième donne �

t

, que l'on rep orte dans

la première p our obtenir �

t

et dans (4.54) p our obtenir la v aleur annoncée

de e

3

t

.

2

4.6.4 Vitesse normale

Mon trons le lemme suiv an t:

Lemme 27 L a c omp osante de A

ss

dans le plan normal vaut ( �=� )

1

3

n , n , �

et � étant les normale, c ourbur e et torsion euclidiennes.

Preuv e: P osons � =

ds

dv

( v abscisse curviligne euclidienne) et écriv ons suc-

cessiv emen t:

A

v

= t = � A

s

A

v v

= � n = � A

s

+ �

2

A

ss

Il vien t alors:

A

ss

=

�

�

2

n �

�

v

�

3

t

Compte ten u de la relation (4.43) donnan t � , nous obtenons le résultat an-

noncé.

2

Nous a v ons vu que dans le cas de l'év olution d'une courb e plane, la

vitesse tangen tielle ne c hange pas la famille de courb es obten ue. Mon trons
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son analogue p our l'év olution des courb es 3D: seule la comp osan te dans le

plan normal comptera alors.

Prop osition 1 Soient C

0

( p ) une c ourb e initiale de R

3

et C ( p; t ) une famil le

de c ourb es solution de

@ C

@ t

= � t + � n +  b

C ( p; 0) = C

0

( p )

(4.57)

é quation dans laquel le � et  sont des quantités gé ométriques intrinsè ques,

c'est-à-dir e ne dép endant p as de la p ar amétrisation de la c ourb e, alors, toute

solution

�

C de l'é quation

@

�

C

@ t

= ��

�

t + �
�

n + 

�

b

�

C ( p; 0) = C

0

( p )

dans laquel le on a changé la c omp osante tangentiel le de la vitesse, est c om-

p osé e de la même famil le de c ourb es:

8 t; I mg ( C ( :; t )) = I mg (

�

C ( :; t ))

Preuv e: Nous reprenons le princip e de la démonstration de géométrie plane

faite par Epstein et Gage [26]. Nous pro cédons en deux étap es. Dans un

premier temps, nous mon trons que reparamétrer en espace une famille de

courb es solution revien t à c hanger la comp osan te tangen tielle de la vitesse.

Dans un second temps, nous mon trons que p our tout c hangemen t de com-

p osan te tangen tielle de la vitesse, il existe une reparamétrisation en espace

de la famille initiale qui la rend solution de la nouv elle équation.

Considérons donc un famille C ( p; t ) : R � [0 ; T ) ! R

3

solution de 4.57,

et une reparamétrisation p ( � p; t ) a v ec

@ �p

@ p

> 0 . Soit donc la famille

�

C dé�nie

par:

�

C ( � p; t ) = C ( p ( � p; t ) ; t )

Nous calculons que:

@

�

C

@ t

( � p; t ) =

@

@ t

[ C ( p ( � p ; t ) ; t )]

=

@ p

@ t

( � p; t )

@ C

@ p

( p; t ) +

@ C

@ t

( p; t )

=( � ( p; t ) + jj

@ C

@ p

jj

@ p

@ t

) t ( p; t ) + � ( p; t ) n ( p; t ) +  ( p; t ) b ( p; t )

= � � ( � p ; t )

�

t ( � p; t ) + � ( � p; t )
�

n ( � p; t ) +  ( � p ; t )

�

b ( � p; t )

compte ten u du fait que � et  son t in trinsèques. Ainsi

�

C satisfait une nouv elle

équation dans laquelle seule la comp osan te tangen tielle de la vitesse a été

c hangée.
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P our v oir main tenan t que n'imp orte quelle fonction �� ( � p; t ) p eut être ob-

ten ue par un c hoix approprié de p ( � p; t ) , nous c hoisissons une paramétrisation

initiale arbitraire p ( � p; 0) de la courb e originale et, à �p �xé, nous résolv ons

l'équation di�éren tielle ordinaire:

@ p

@ t

( � p; t ) =

1

jj

@ C

@ p

jj

( � � ( � p; t ) � � ( p; t ))

= F ( p ( � p; t ) ; t )

(4.58)

dans laquelle �� ( � p; t ) n'est une fonction que du temps.

Il reste à v éri�er que la reparamétrisation p ( � p; t ) ainsi obten ue est une

paramétrisation correcte à t �xé. D'une part, p ( � p; t ) sera une fonction ré-

gulière de �p si les fonctions jj

@ C

@ p

jj , �� et � le son t. D'autre part, il nous

faut v éri�er

@ p

@ �p

> 0 . En di�éren tian t l'équation (4.58) par rapp ort à �p , nous

v o y ons, en prenan t bien garde que �� ( � p; t ) n'y est une fonction que du temps,

que

@ p

@ �p

v éri�e une équation di�éren tielle linéaire:

@

@ t

(

@ p

@ �p

) = [

� �

p

jjC

p

jj

� ( � � � � )

C

p

: C

pp

jjC

p

jj

3

]

@ p

@ �p

= G (

@ p

@ �p

)

a v ec G (0) = 0 . Puisque

@ p

@ �p

( � p; 0) > 0 ,

@ p

@ �p

reste donc toujours p ositiv e.

2

Remarque: La preuv e ci-dessus est v alable p our les courb es ouv ertes. P our

les courb es fermées, il faut en toute rigueur v éri�er que, si �p v arie en tre 0 et a

et si la paramétrisation initiale p ( � p ; 0) est telle que p (0 ; 0) = 0 et p ( a; 0) = b

où C ( :; t ) est de p ério de b , alors le paramètre solution de (4.58) obten u v arie

lui aussi sur exactemen t une p ério de: p ( a; t ) � p (0 ; t ) = b . La démonstration

de cette propriété est faite par Epstein et Gage p our les courb es planes [26 ]

et p ourrait être faite de manière similaire ici.

Nous p ouv ons alors form uler le corollaire suiv an t:

Puisque la pr oje ction de A

ss

dans le plan normal vaut ( �=� )

1

3

n ,

l'é quation c onsidér é e A

t

= A

ss

donne la même famil le de c ourb es

à une r ep ar amétrisation pr ès que l'é quation A

t

= ( �=� )

1

3

n

et a v ancer la remarque inattendue suiv an te:

Dans le c as bidimensionnel, le �ot gé ométrique a�ne c orr es-

p ondait à une déformation de vitesse normale �

1

3

, évolution que

l'on r etr ouve de manièr e surpr enante dans le c as tridimensionnel

p our une c ourb e de torsion euclidienne unitair e.
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Fig. 4.19 � Cas a�ne � Courb es à c ourbur e et torsion c onstantes.
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4.6.5 Courb es particulières. Discussion

Nous établissons le lemme suiv an t:

Lemme 28 L es c ourb es à c ourbur e et torsion a�ne c onstantes sont de 6

typ es (voir �gur e 4.19):

1. ( p; p

2

; p

3

) p our � = 0 ; � = 0

2. (cos ( ap ) ; sin( ap ) ; p ) p our � = 0 ; � < 0

3. (cosh ( ap ) ; sinh ( ap ) ; p ) p our � = 0 ; � > 0

4. ( pe

ap

; e

ap

; e

� 2 ap

) p our � 6= 0 ; (

�

16

)

2

= (

�

3

)

3

5. ( e

ap

cos ( bp ) ; e

ap

sin ( bp ) ; e

� 2 ap

) p our � 6= 0 ; (

�

16

)

2

> (

�

3

)

3

6. ( e

ap

; e

bp

; e

� ( a + b ) p

) p our � 6= 0 ; (

�

16

)

2

< (

�

3

)

3

Preuv e: Considérer les équations de F renet dans la cas d'une courbure et

d'une torsion a�nes constan tes, nous conduit à l'équation di�éren tielle:

x

(4)

� 4 �x

(2)

� � x

(1)

= 0

don t il faut discuter des solutions:

� Si � = 0

� Si � = 0 alors on est ramené à x

(4)

= 0 , et, dans un certain rep ère

a�ne, la courb e admet p our équation:

( p; p

2

; p

3

)

� Si � > 0 , on tom b e sur x

(4)

� 4(

p

� )

2

x

(2)

= 0 et la courb e est de

la forme:

(cosh ((4 �

3

) p ) ; sinh ((4 �

3

) p ) ; p )

� Si � < 0 , on tom b e sur x

(4)

+ 4(

p

� � )

2

x

(2)

= 0 et la courb e est

de la forme:

(cos (( � 4 �

3

) p ) ; sin(( � 4 �

3

) p ) ; p )

� Si � 6= 0 alors il nous faut discuter des racines du trinôme

x

3

� 4 k x � l

Sans ren trer dans les détails de la résolution exacte de l'équation du

troisième degré, nous v o y ons apparaître trois cas (la somme des solu-

tions étan t n ulle, on ne p eut a v oir de solution triple):

� (

�

16

)

2

= (

�

3

)

3

: trois solutions réelles de somme n ulle don t une

double. La courb e est alors de la forme

( pe

ap

; e

ap

; e

� 2 ap

)
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� (

�

16

)

2

> (

�

3

)

3

: une solution réelle et deux solutions complexes

conjuguées de somme n ulle. La courb e est alors de la forme

( e

ap

cos ( bp ) ; e

ap

sin ( bp ) ; e

� 2 ap

)

� (

�

16

)

2

< (

�

3

)

3

: trois solutions réelles distinctes de somme n ulle. La

courb e est alors de la forme

( e

ap

; e

bp

; e

� ( a + b ) p

)

2

On remarque que, tout comme dans le cas euclidien, aucune catégorie

ne con tien t de courb e fermée. Il est facile de calculer la solution exacte de

l'év olution a�ne de c haque t yp e de courb e. Ces calculs son t un p eu fastidieux

et nous ne donnons ici qu'un résultat qualitatif:

Lemme 29 Dans chaque c até gorie de c ourb e à c ourbur e et torsion a�nes

c onstantes, une c ourb e soumise au �ot gé ométrique a�ne évolue en r estant

dans la même c até gorie de c ourb e à c ourbur e et torsion a�nes c onstantes.

En fait, el le r este identique à el le-même à une tr ansformation a�ne pr ès.

De plus, tout c omme dans le c as euclidien, il n 'y a plus disp arition de c es

c ourb es en un temps �ni c omme c'est le c as en gé ométrie plane des c ourb es

fermé es.

Preuv e: Il s'agit simplemen t de mener à terme les calculs donnan t l'év olution

exacte de c haque courb e en supp osan t à priori qu'elle reste dans sa catégorie,

ce qu'on v éri�e à p osteriori. T out comme dans le cas euclidien p our l'hélice,

on déb ouc he dans certains cas sur des équations di�éren tielles ordinaires

sans solution analytique mais don t le sens de v ariation et les limites son t

démon trables. Nous ne retranscrirons pas ici le détail de ces calculs.

2

T outefois, il n'est pas exclu qu'une courb e tridimensionnelle fermée sou-

mise au �ot in trinsèque a�ne disparaisse en un temps �ni.

4.7 Conclusion

Il ne s'agit ici que d'un premier pas. L'étude des propriétés des deux �ots

tridimensionnel reste un problème ouv ert. Il y a fort à parier que l'apréhen-

sion de leurs propriétés ne sera p ossible que par la sim ulation n umérique et

l'exp érimen tation de l'év olution de nom breuses courb es (c'est d'ailleurs la

démarc he historiquemen t adoptée p our le cas plan). C'est donc par ce côté

qu'il faudra attaquer le problème mais la sim ulation ne sem ble pas ici c hose

aisée. Quelques tra v aux sur la sim ulation n umérique de l'év olution d'une

fron tière libre de co dimension deux, car c'est bien de cela qu'il s'agit, com-

mencen t à être publiés dans le domaine de la mécanique des �uides, bien que

dans un cas de �gure un p eu di�éren t [55].



150 CHAPITRE 4. FLOTS GÉOMÉTRIQUES INV ARIANTS

D'autre part, nous p ourrions être ten tés d'établir des résultats analogues

en géométrie pro jectiv e qui est la géométrie naturelle en vision par ordina-

teur. Malheureusemen t, il s'agit d'un problème plus délicat qu'il n'y parait

du premier ab ord. Il faudra dans un premier temps nous p enc her sur le cas

pro jectif bidimensionnel, sujet déjà défric hé dans [31] et que nous traitons

au c hapitre 5. Comme nous le v errons, c'est la dé�nition même du �ot géo-

métrique pro jectif qui est le p oin t le plus di�cile.

En an ticipan t sur les résultats du c hapitre 5, nous p ourrions aujourd'h ui

résumer l'état de l'art de la connaissance et de la sim ulation des �ots géomé-

triques par les trois tableaux suiv an ts (notez que d'autres �ots géométriques

corresp ondan t à d'autres group es de transformations [75] ou à d'autres pro-

priétés [96] p euv en t être dé�nis � v oir section 4.4):

Euclidien

courb es 2D surfaces 3D courb es 3D

Dé�nition Oui[44 , 48] Oui[49 , 56] Oui[59 ]

Équations d'év olution Oui[44 , 48] Oui[49 , 56] Oui[59 ]

Courb es (surfaces) à cour- Oui[44 ,

48]

Oui[49 ,

56]

Oui[59 ]

bure (et torsion) constan te(s)

Étude des propriétés Oui[44 , 48] P artielle[56 ] Non

Sim ulation n umérique Oui[78 ] Oui[49 , 56] Non

A�ne

courb es 2D surfaces 3D courb es 3D

Dé�nition Oui[100 ] Oui[77 , 12] Oui[59 ]

Équations d'év olution Oui[100 ] Oui[77 , 12] Oui[59 ]

Courb es (surfaces) à cour-

Oui[100 ]

Non

Oui[59 ]

bure (et torsion) constan te(s)

Étude des propriétés Oui[100 ] Non Non

Sim ulation Numérique Oui[100 ] Non Non

Pro jectif

courb es 2D surfaces 3D courb es 3D

Dé�nition Oui[35 ] Non Non

Équations d'év olution Oui[35 ] Non Non

Courb es (surfaces) à cour-

Oui[35 ]

Non Non

bure (et torsion) constan te(s)

Étude des propriétés Non Non Non

Sim ulation Numérique Non Non Non

Après l'extension aux courb es gauc hes des cas plans euclidien et a�ne,

tournons nous v ers la géométrie qui sous-tend le pro cessus de vision: la géo-

métrie pro jectiv e.
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Chapitre 5

Équation pro jectiv e de la

c haleur

Résumé

Dans le pr ésent chapitr e, nous étudions les famil les de c ourb es du

plan pr oje ctif évoluant suivant des é quations intrinsè ques pr oje ctive-

ment invariantes. Cette démar che est motivé e p ar les tr avaux pr é c é-

dents c onc ernant les c as euclidien [46 , 48, 62 ] et a�ne [99 , 100 , 5, 4 ]

ainsi que p ar les applic ations p ossibles en p er c eption des formes 2D.

Nous établissons les lois d'évolutions de l'abscisse curviligne et de

la c ourbur e pr oje ctives. Parmi les é quations intrinsè ques pr oje ctive-

ment invariantes, nous dé�nissons une é quation de la chaleur pr o-

je ctive [31 ] et établissons le lien ave c l'évolution pr oje ctivement in-

variante des c ourb es du plan r é el R

2

.

Sommaire

5.1 In tro duction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

5.2 Les �ots in trinsèques in v arian ts pro jectifs . . . . 152

5.3 L'équation de la c haleur pro jectiv e . . . . . . . . 156

5.4 Retour dans R

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

5.5 Courb es à courbure pro jectiv e constan te . . . . 159

5.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

5.1 In tro duction

A cquérir l'image bidimensionnelle d'un ob jet de l'espace, c'est lui faire

subir une pro jection. Deux images d'un même ob jet tridimensionnel plan,

par exemple d'un motif situé sur un surface plane, son t iden tiques à une
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transformation pro jectiv e près. Les in v arian ts pro jectifs son t conserv és d'une

image à l'autre. Etc.

C'est donc motiv és par l'imp ortance de la géométrie pro jectiv e en vision

par ordinateur qu'il nous a sem blé naturel d'étendre les �ots géométriques

in v arian ts euclidien [62] et a�ne [99 ] au cas pro jectif.

Nous a v ons vu au c hapitre précéden t la notion de �ot géométrique in-

v arian t, que nous app ellerons indi�éremmen t �ot intrinsè que invariant , la

dé�nition du group e pro jectif et les in v arian ts di�éren tiels induits. Rapp e-

lons par clarté les form ules suiv an tes: soit B ( p ) : R ! P

2

une courb e plane

régulière du plan pro jectif. Nous c hangeons B ( p ) d'un facteur d'éc helle � ( p )

et caractérisons son abscisse curviligne pro jectiv e � et sa courbure k en in tro-

duisan t le p oin t de Cartan A = � B , et le rep ère de Cartan ( A ; A

(1)

; A

(2)

) ,

le tout satisfaisan t les équations de F renet pro jectiv es:

d A

d�

= A

(1)

d A

(1)

d�

= � k A + A

(2)

(5.1)

d A

(2)

d�

= � A � k A

(1)

et la condition:

j AA

(1)

A

(2)

j = 1 (5.2)

B et A son t deux v ecteurs co ordonnées du même p oin t pro jectif. Le

p oin t A

(1)

est sur la tangen te à la courb e en A et la droite h A ; A

(2)

i est

la normale pro jectiv e. Les fonctions k et � son t in v arian tes sous l'action du

group e pro jectif et dé�nissen t la courb e à une transformation pro jectiv e près.

5.2 Les �ots in trinsèques in v arian ts pro jectifs

La loi A

t

= A

� �

étudiée dans F augeras dans [31] aurait pu être en-

visagée comme l'extension naturelle des cas euclidien et a�ne. Malheureu-

semen t, cette loi soulèv e un certain nom bre d'imp ossibilités. P ar exemple,

d'après l'expression de k

t

donnée dans [31 ], les courb es de courbure pro jec-

tiv e constan te devraien t év oluer en restan t à courbure pro jectiv e constan te.

En fait, ce n'est pas le cas (v oir [34]). Il y a nécessairemen t une erreur quelque

part : : :

La propriété que [31] a v ait omise était que le p oin t de Cartan A ( p; t )

n'est en fait qu'un représen tan t particulier du p oin t pro jectif B ( p; t ) et qu'il

dép end de la courb e à l'instan t t et de ses dériv ées spatiales. En conséquence

de quoi, on ne p eut s'attendre à ce que la solution d'une équation di�éren tielle

arbitraire f A ( p; 0) = A

0

( p ); A

t

= f ( p; t ) g soit telle que A ( p; t ) reste le p oin t
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de Cartan de la courb e au temps t > 0 , même si A

0

( p ) l'est p our la courb e

initiale.

Nous sommes donc amenés à considérer la loi d'év olution suiv an te:

�

A ( p; 0) = A

0

( p ) ( A

0

p oin t de Cartan de la courb e initiale )

A

t

( p; t ) = � A + � A

(1)

+  A

(2)

(5.3)

dans laquelle f ( p; t ) a été décomp osé dans le rep ère de Cartan, et à trouv er

quelles conditions sur ( �; � ;  ) assuren t que A ( p; t ) reste le p oin t de Cartan.

Nous obtenons le résultat suiv an t:

Prop osition 2 L'é quation di�ér entiel le (5.3) est bien p osé e (dans le sens

que A ( p; t ) est le p oint de Cartan de la c ourb e au temps t ) si et seulement

si:

� =

1

3 + k

�

[ �

1

3

k

�

3
�

3

2

k

�

2


�

� k

�

(

7

3

k  +

17

6



�

2
+ �

�

) �

8

3

k

2



�

+ k (  �

5

3



�

3 ) + 

�

2 = 2 � 

�

5 = 6 ] (5.4)

Dans c e c as, l'abscisse curviligne et la c ourbur e pr oje ctives évoluent suivant:

�

t

�

= � + �

�

�

1

3

( k  � 

�

2
) (5.5)

k

t

= � �

�

2 +

3

2



�

+



�

4

6

+ k (

2

3



�

2 � 2 � )

+ k

�

( � +

7

6



�

) +



3

( k

�

2
+ 2 k

2

) (5.6)

où � =

d�

dp

.

Preuv e: Nous traçons ici les grandes lignes de la preuv e de la prop osition

ci-dessus.

� Étap e 1: Établissons tout d'ab ord quelques propriétés préliminaires.

Utilisan t l'indép endance des v ariables p et t qui v éri�en t donc

@

2

@ t @ p

=

@

2

@ p @ t

nous utilisons à nouv eau les cro c hets de Lie [

@

@ t

;

@

@ �

] et rapp elons les

form ules déjà vues

[

@

@ t

;

@

@ �

] =

@

2

@ t @ �

�

@

2

@ � @ t

= �

�

t

�

@

@ �

(5.7)

@

3

@ t @ �

2

= � [

�

t

�

]

�

@

@ �

� 2

�

t

�

@

2

@ �

2

+

@

3

@ �

2

@ t

(5.8)
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et

@

4

@ t @ �

3

= � [

�

t

�

]

�

2

@

@ �

� 3[

�

t

�

]

�

@

2

@ �

2

� 3

�

t

�

@

3

@ �

3

+

@

4

@ �

3

@ t

(5.9)

don t nous aurons b esoin plus loin.

� Etap e 2: Prouv ons main tenan t que l'équation (5.4) est nécessaire.

Nous obtiendrons au passage (5.5) et (5.6). En dériv an t l'équation (5.2)

par rapp ort à t à p constan t, nous a v ons:

0 = j AA

(1)

A

(2)

j

t

= j A

t

A

(1)

A

(2)

j + j AA

(1)

t

A

(2)

j + j AA

(1)

A

(2)

t

j

(5.10)

Des équations (5.3) et (5.1), il vien t � comme v aleur du premier déter-

minan t du mem bre de droite. De l'équation (5.7), nous tirons

A

(1)

t

= A

t�

= �

�

t

�

A

(1)

+

@ A

t

@ �

(5.11)

d'où nous obtenons �nalemen t la v aleur de j AA

(1)

t

A

(2)

j dans (5.10).

D'une manière similaire, nous écriv ons

A

(2)

t

=

@ ( k A + A

� �

)

@ t

= k

t

A + k A

� �

+ A

t� �

(5.12)

don t le dernier terme est donné par l'équation (5.8). D'où la v aleur

du dernier déterminan t du mem bre de droite de (5.10) et �nalemen t

l'équation (5.5). D'autre part, à partir des form ules de F renet (5.1),

nous p ouv ons écrire la relation utile:

A

�

3
= � 2 k A

(1)

� (1 + k

�

) A (5.13)

Calculons main tenan t

@

@ t

A

�

3
de deux manières di�éren tes:

1. Utilisan t l'équation (5.13), nous a v ons

@ A

�

3

@ t

=

@

@ t

( � (1 + k

�

) A � 2 k A

(1)

)

= �

@ k

�

@ t

A � (1 + k

�

) A

t

� 2 k

t

A

(1)

� 2 k A

(1)

t

(5.14)

où nous connaissons A

t

et A

(1)

t

grâce à (5.3) et à (5.11).

2. P ar ailleurs, nous p ouv ons utiliser l'équation (5.9)

@ A

�

3

@ t

= � [

�

t

�

]

�

2
A

�

� 3[

�

t

�

]

�

A

�

2 � 3

�

t

�

A

�

3 +

@

3

A

t

@ �

3

(5.15)

où tous les termes du mem bre de droite son t donnés par (5.5) et

(5.1), à l'exception du dernier qui p eut être calculé à partir de

l'équation (5.3) et des form ules de F renet.
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En écriv an t (5.14) et (5.15) dans le rep ère ( A ; A

(1)

; A

(2)

) et en égalan t

leur co ordonnées, il vien t trois relations: une tautologie, l'équation (5.6)

et la condition (5.4).

� Etap e 3: Il nous reste à prouv er que la condition (5.4) est su�san te

p our que l'équation (5.3) soit bien p osée. Plus précisémen t, nous allons

mon trer que si B ( p; t ) est solution de

8

>

>

<

>

>

:

B ( p; 0) = A

0

( p ) ( A

0

p oin t de Cartan de la courb e initiale )

B

t

( p; t ) = � A + � A

(1)

+  A

(2)

( A ; A

(1)

; A

(2)

) rep ere de Cartan de la courb e

au temps t

(5.16)

a v ec � v éri�an t (5.4), alors B ( p; t ) reste le p oin t de Cartan, c'est-à-dire

B ( p; t ) = A ( p; t ) . En suiv an t la même démarc he qu'à l'étap e 2 a v ec

B = A =� dans (5.16), nous ab outissons à trois équations d'év olution:

�

t

, k

t

et �

t

. Lorsque � est donné par (5.4), l'év olution de � devien t

�

t

= 0 , d'où � ( p; t ) = � ( p; 0) = 1 et B ( p; t ) = A ( p; t ) .

2

Remarque 1 : Une autre façon de réaliser qu'une condition telle que

(5.4) est nécessaire est de considérer la surface S = f A ( p; t ) j ( p; t ) g de R

3

.

Cette surface est bien dé�nie de manière unique puisqu'il n'y a pas de facteur

d'éc helle sur A bien qu'il représen te un p oin t pro jectif de P

2

. P our que l'EDP

(5.3) soit bien p osée sur S , il faut que le v ecteur A

t

appartienne au plan T

S

tangen t à S en A ( p; t ) . Le mem bre de droite con tien t le v ecteur A

(1)

qui

appartien t à T

S

mais le v ecteur � A +  A

(2)

n'est en général pas dans T

S

à

moins d'une dép endance en tre � et  . En fait, la condition est encore plus

restrictiv e puisque, non seulemen t A

t

doit appartenir à T

S

, mais encore,

comme énoncé plus haut, A doit rester le p oin t de Cartan.

Remarque 2 : Notez que A

t

= A

� �

est le cas ( �; � ;  ) = ( � k ; 0 ; 1) , qui

ne v éri�e pas la condition (5.4), d'où les con tradictions men tionnées plus

haut.

Finalemen t, si � et  son t des quan tités in trinsèques pro jectiv emen t in-

v arian tes, alors � dé�ni par l'équation (5.4) est lui aussi une quan tité in trin-

sèque pro jectiv emen t in v arian te. Ainsi, nous obtenons

Corollaire 2 Soient � et  deux quantités intrinsè ques pr oje ctivement in-

variantes. Soit � la quantité dé�nie p ar l'é quation (5.4). A lors l'é quation

di�ér entiel le (5.3) dé�ni un �ot intrinsè que pr oje ctivement invariant et les

évolutions de l'abscisse curviligne et de la c ourbur e pr oje ctives sont donné es

p ar les é quations (5.5 et 5.6).
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5.3 L'équation de la c haleur pro jectiv e

P armi tous les c hoix p ossibles p our ( � ;  ) , il apparaît que le plus simple,

(0 ; 1) , est en fait le b on c hoix p our dé�nir une équation de la c haleur pro-

jectiv e généralisan t les cas euclidien et a�ne. De manière in tuitiv e, nous

p ourrions in v o quer les justi�cations suiv an tes:

� � A

(1)

est sur la tangen te en A . Donc, le c hoix de � est sans imp ortance:

c hanger � ne mo di�e en rien la famille de courb es obten ue si ce n'est

leur paramétrisation p (v oir [99 ]).

� ( � ;  ) = (0 ; 1) son t les comp osan tes de A

� �

sur ( A

(1)

; A

(2)

) . La v a-

leur imp osée p our � qui en résulte p eut être considérée comme une

correction de la comp osan te de A

� �

sur A .

Cep endan t, la vraie et profonde raison de ce c hoix est qu'il donne le même

�ot que C

t

= C

� �

dans R

2

(v oir section suiv an te). En conséquence, nous

écriv ons en application directe de la prop osition 2:

Prop osition 3 Soit � dé�ni p ar:

� =

1

9 + 3 k

�

(3 k � 7 k k

�

� k

�

3
)

Soit B

0

( p ) une c ourb e de P

2

et A

0

( p ) son p oint de Cartan. Nous dé�nissons

l'é quation pr oje ctive de la chaleur p ar:

�

A ( p; 0) = A

0

( p )

A

t

( p; t ) = � A + A

(2)

(5.17)

Soit � =

d�

dp

. L'abscisse curviligne et la c ourbur e pr oje ctives d'une solution

de (5.17) évoluent suivant:

�

t

�

=

� 1

9 + 3 k

�

(8 k k

�

+ k

�

3
) (5.18)

k

t

=

2

3

k

2

+

1

3

k

�

2
� 2 �k � �

�

2
(5.19)

5.4 Retour dans R

2

Nous allons main tenan t justi�er le c hoix précéden t, en exploran t les liens

en tre:

� l'équation (5.17) sur le p oin t de Cartan.

� l'équation plus naturelle B

t

= B

� �

p ortan t sur un v ecteur co ordonnées

quelconque B dans P

2

.

� et son analogue du plan réel R

2

: C

t

= C

� �

déjà citée dans [76].
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P our cela, nous énonçons et prouv ons la prop osition suiv an te:

Prop osition 4 Soit une c ourb e initiale de P

2

. Soit B

0

( p ) un choix de ve c-

teur c o or donné es de c ette c ourb e su�samment r é gulier.

1. L e �ot dé�ni p ar

�

B ( p; 0) = B

0

( p )

B

t

( p; t ) = B

� �

(5.20)

est intrinsè que et ne dép end p as du choix de B

0

(c'est-à-dir e que B

0

( p )

et �

0

( p ) B

0

( p ) donnent la même famil le de c ourb es p our tout choix d'un

�

0

su�samment r é gulier strictement p ositif ou né gatif ).

2. Ce �ot et le �ot dé�ni p ar l'é quation (5.17) sont identiques à une r e-

p ar amétrisation des c ourb es pr ès.

3. Soit � le facteur d'é chel le de Cartan ( A = � B ). ( � ; k ; � ) dé�nissent B

à une tr ansformation pr oje ctive pr ès. L eur évolution est donné e p ar:

�

t

�

=

� 1

9 + 3 k

�

(8 k k

�

+ k

�

3
+ 18�

�

2
)

k

t

=

2

3

k

2

+

1

3

k

�

2 � 2 P k � P

�

2 � 2 k

�

�

�

(5.21)

�

t

=

� 1

9 + 3 k

�

[ k

�

3
+ 3 k

�

(�

2

�

� 3�

�

2
) + 4 k ( k

�

� 3) + 9(�

2

�

� �

�

2
)]

a v ec � =

d�

dp

; � = log j � j ; P = �

2

�

� �

�

2
� k + �

t

Preuv e: Nous esquissons à nouv eau les principaux traits de la preuv e.

� Etap e 1: Soit B ( p; t ) , solution de (5.20) p our un c hoix de v ecteur co-

ordonnées B

0

su�sammen t régulier de la courb e initiale (tel que toute

les dériv ées nécessaires son t dé�nies). T out autre v ecteur co ordonnées

su�sammen t régulier de la courb e initiale p eut s'écrire �

0

( p ) B

0

( p ) a v ec

�

0

( p ) 6= 0 ; 8 p . Soit � ( p; t ) une solution de:

�

� ( p; 0) = �

0

( p )

�

t

( p; t ) = �

� �

� 2( �

�

)

2

=�

(5.22)

P osons B

0

( p; t ) = � B . B ( :; t ) et B

0

( :; t ) son t deux v ecteurs co ordon-

nées di�éren ts p our les mêmes courb es de P

2

et dé�nissen t donc les

mêmes abscisses curvilignes pro jectiv es : �

0

= � . Il est alors immédiat

de v éri�er que B

0

satisfait l'égalité

B

0

t

= ( � 2 �

�

0

=� ) B

0

�

0

+ B

0

�

0

�

0

et donne donc les mêmes courb es que B

0

t

= B

0

�

0

�

0

à une re-paramétri-

sation près. Les courb es B

0

son t donc les solutions de (5.20) p our la

condition initiale �

0

B

0

. Finalemen t, les conditions initiales B

0

et �

0

B

0

engendren t le même �ot.
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� Etap e 2: T out c hoix de B

0

donnan t les mêmes solutions, nous p ou-

v ons c hoisir B

0

= A

0

. A v ec A = � B , l'équation B

t

= B

� �

devien t

A

t

= �

1

A + �

1

A

(1)

+ A

(2)

a v ec ( �

1

; �

1

; 1) v éri�an t la condition (5.4).

La comp osan te tangen tielle étan t indi�éren te, cette dernière équation

donne la même famille de courb es que A

t

= �

2

A + A

(2)

où �

2

est la

v aleur correcte de � p our ( � ;  ) = (0 ; 1) : B

t

= B

� �

engendre donc le

même �ot que (5.17).

� Etap e 3: La même démarc he qu'à l'étap e 2 de la preuv e de la pro-

p osition 2 appliquée à la loi (5.20) a v ec A = � B donne les équations

(5.21). � et ses dériv ées in terviennen t main tenan t dans les comp osan tes

( �; � ;  ) de A

t

dans le rep ère ( A ; A

(1)

; A

(2)

) . Précédemmen t, nous v ou-

lions que � reste constan t et égal à 1 . D'où la condition (5.4) sur � .

Ici, � est libre et la même équation qui a donné la condition (5.4) nous

conduit main tenan t à la loi d'év olution de � . Notez que la quan tité P

utilisée p our obtenir une écriture quelque p eu plus courte des équations

(5.21) est en réalité la première comp osan te � de A

t

.

2

Soit C

0

( p ) = ( x

0

; y

0

) une courb e du plan réel, il est alors facile de prouv er

que:

Corollaire 3 L e �ot dé�ni p ar fC ( p; 0) = C

0

; C

t

= C

� �

g est un �ot pr oje c-

tivement invariant. Il donne la même famil le de c ourb es à tr avers la c arte

(

x

z

;

y

z

) que l'é quation de la chaleur pr oje ctive (5.17) ave c la c ondition ini-

tiale ( x

0

; y

0

; 1) . Soient C ( p; t ) = ( x; y ) et � le facteur d'é chel le de Cartan de

( x; y ; 1) . L es évolutions de l'abscisse curviligne et de la c ourbur e pr oje ctive

de C sont donné es p ar les é quations (5.21).

Preuv e: Soit B = ( x; y ; 1) . Si C v éri�e C

t

= C

� �

, alors B suit la loi (5.20)

simplemen t parce que:

1. Son abscisse curviligne pro jectiv e est la même que celle de C

2. Ses deux premières comp osan tes son t celles de C et la troisième com-

p osan te est constan te.

En conséquence de quoi, les paramètres ( � ; k ; � ) de C , qui son t ceux de B ,

év oluen t suiv an t (5.21).

2

Notez que ceci a v ait déjà été énoncé dans [75 ]. T outefois, l'argumen t

donné dans [76] sur la relation en tre deux v ecteurs co ordonnées est incorrect

(v oir la prop osition 4 ci-dessus: d'une part le facteur d'éc helle � ne reste pas

le facteur initial, et d'autre part les courb es doiv en t être reparamétrées).
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5.5 Courb es à courbure pro jectiv e constan te

Une première propriété du �ot de la c haleur pro jectif, comm une a v ec

les cas euclidien et a�ne, est que les courb es à courbure constan te év o-

luen t en restan t à courbure constan te. Plus encore, nous constatons qu'elles

conserv en t leur courbure initiale ( k

t

= 0 ), se démarquan t en cela des �ots

précéden ts. Ainsi, elles év oluen t en restan t iden tiques à elles mêmes à une

homographie près. Il est facile de résoudre totalemen t l'équation (5.20) dans

le cas k

0

( p ) = cte et de v oir que que les spirales logarithmiques rétrécissen t

indé�nimen t, que les parab oles généralisées se dilaten t ou rétrécissen t indé-

�nimen t suiv an t l'axe y et que l'exp onen tielle se dilate indé�nimen t suiv an t

l'axe y (�gure 5.1). De manière exacte:

Lemme 30 L es c ourb es à c ourbur e pr oje ctive c onstante évoluent suivant le

�ot pr oje ctif invariant de la façon suivante:

1. L'exp onentiel le y = e

mx

devient

y = e

9 t= 2

2

3

e

mx

2. L a spir ale lo garithmique � = e

m�

devient

� = e

� 9 t ( m

2

+1) = [2 m ( m

2

+9)]

2

3

e

m�

3. L a p ar ab ole génér alisé e y = x

m

devient

y = e

9 tm ( m � 1) = [( m � 2)(2 m � 1)( m +1 )]

2

3

x

m

Plus pr é cisément, n 'étant p as assur és de l'unicité de l'é quation de la chaleur

pr oje ctive sous quel le forme que c e soit, nous p ouvons seulement dir e que les

c ourb es pr é c é dentes sont des solutions de l'évolution des c ourb es à c ourbur e

c onstante.

Preuv e: Les expressions ci-dessus ne son t que les équations des lieux géo-

métriques des év olutions des courb es et non des solutions de l'équation

de la c haleur. Nous n'a v ons d'ailleurs pas précisé de quel �ot il s'agissait

( A

t

= � A + A

(2)

, B

t

= B

� �

ou C

t

= C

� �

). P our prouv er le lemme, nous

donnons les solutions exactes du �ot C

t

= C

� �

corresp ondan t aux trois fa-

milles données ci-dessus:

�

x

y

�

=

 

p

e

9 t= 2

2

3

e

mp

!

�

�

�

�

=

 

e

9 t ( m

2

� 1) = [2 m ( m

2

+9)]

2

3

e

mp

p + e

� 18 tm= [2 m ( m

2

+9)]

2

3

!

�

x

y

�

=

 

e

9 t= [( m � 2)(2 m � 1)( m +1)]

2

3

p

e

9 tm

2

= [( m � 2)(2 m � 1)( m +1)]

2

3

p

m

!
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2

5.6 Conclusion

Nous a v ons établi l'équiv alence en tre le �ot in v arian t pro jectif dans R

2

[76 , 75] et celui dé�ni dans P

2

[31 ]. Nous a v ons dé�ni et justi�é l'équation

de la c haleur pro jectiv e écrite de trois manières équiv alen tes:

A

t

= � A + A

(2)

( � donné par l'équation (5.4)) ou

B

t

= B

� �

dans P

2

, et

C

t

= C

� �

dans R

2

. Comme nous p ouvions l'attendre, les liens ne son t pas triviaux

mais su�sammen t simples. Les a v an tages de la dé�nition dans P

2

, esquissée

dans [31 ] et que nous a v ons mo di�ée p our la rendre tout à fait correcte, son t

que:

� elle ne dép end pas du système de co ordonnées c hoisi p our représen ter

P

2

� elle nous a p ermis d'établir les loi d'év olution de in v arian ts pro jectifs

caractéristiques: abscisse curviligne et courbure.

Il reste à v oir s'il est p ossible de dé�nir un espace d'éc helle analogue aux cas

euclidien et a�ne.

En�n, il serait particulièremen t in téressan t de comparer notre appro c he

a v ec celle de Dib os [24].

Laissan t ici les considérations d'in v ariance dans les év olutions de courb es

et donc dans le traitemen t des images, nous nous in téressons à un autre

asp ect de l'in v ariance: l'utilisation d'in v arian ts di�éren tiels p our des tâc hes

telles que la reconnaissance des formes. Coïncidence étrange, c'est justemen t

une év olution in v arian te, l'espace d'éc helle a�ne, qui v a nous p ermettre de

calculer un in v arian t di�éren tiel, la courbure a�ne et ce, au tra v ers de l'év o-

lution de son homologue, la courbure euclidienne.



5.6. CONCLUSION 161
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Fig. 5.1 � Évolution des c ourb es à c ourbur e pr oje ctive c onstante. En gr as, la

c ourb e initiale
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Chapitre 6

Espaces d'éc helle et courbure

a�ne

Résumé

Nous exp osons ici une nouvel le façon de c alculer la c ourbur e a�ne

de c ourb es planes. Nous expliquons c omment l'é quation de la chaleur

a�ne et l'esp ac e d'é chel le r ésultant p euvent êtr e utilisés p our gagner

un or dr e de dérivation dans l'appr oximation numérique de la c our-

bur e a�ne. Nous dé crivons notr e implémentation et c omp ar ons les

r ésultats ainsi obtenus à c eux des métho des antérieur es. L e chapitr e

se termine sur un exemple d'applic ation simple de r e c onnaissanc e

des formes b asé e sur la c ourbur e a�ne.

Sommaire

6.1 In tro duction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

6.2 Une propriété in téressan te de l'espace d'éc helle

a�ne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

6.3 Calcul de la courbure a�ne . . . . . . . . . . . . 165

6.3.1 Le problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

6.3.2 Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

6.4 Résultats exp érimen taux . . . . . . . . . . . . . . 169

6.4.1 Sc héma pratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

6.4.2 P olynômes de Cheb yshev . . . . . . . . . . . . . . 169

6.4.3 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

6.4.4 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

6.5 Conclusion et remarques . . . . . . . . . . . . . . 178

6.1 In tro duction

Si de nom breux tra v aux en reconnaissance des formes s'in téressen t aux

in v arian ts semi-di�éren tiels a�nes ou pro jectifs [74], les in v arian ts lo caux
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sem blen t plus di�cile à obtenir du fait des grands ordres de dériv ation mis

en jeu: la courbure a�ne est une quan tité du quatrième ordre, la courbure

pro jectiv e du septième ordre, ce qui fait que leur calcul e�ectif tien t p our le

moins de la gageure.

P armi les nom breuses applications des espaces d'éc helle, ce c hapitre en

présen te une surprenan te: on p eut utiliser l'espace d'éc helle a�ne p our cal-

culer la courbure a�ne d'une courb e plane a v ec trois ordres de dériv ation

seulemen t. Ce qui nous p ermet de présen ter une façon d'obtenir la courbure

a�ne a v ec une précision su�san te p our réaliser par exemple de la reconnais-

sance de formes.

6.2 Une propriété in téressan te de l'espace d'éc helle

a�ne

Nous a v ons vu au c hapitre 4 la dé�nition des in v arian ts di�éren tiels eu-

clidiens et a�nes. Rapp elons le lien en tre les courbures:

� = � �

4 = 3

+

1

2

@

2

�

� 2 = 3

@ v

2

(6.1)

Alors que � est une quan tité du second ordre, � en est une du quatrième.

C'est p our cela qu'elle n'a pas été très utilisée jusqu'à présen t de manière

n umérique.

Considérons à nouv eau une courb e plane fermée C

0

( p ) : S

1

! R

2

et

l'espace d'éc helle a�ne asso cié, c'est-à-dire la famille de courb es fermées

C ( p; t ) : S

1

� [0 ; T ) ! R

2

év oluan t suiv an t la loi suiv an te (cf [99 ]) :

(

@ C ( p;t )

@ t

=

@

2

C ( p;t )

@ s

2

C ( p; 0) = C

0

( p )

(6.2)

Cet espace d'éc helle est un in v arian t a�ne (absolu p our les transforma-

tions a�nes sp éciales). T oute courb e régulière commence par dev enir con v exe

a v an t de con v erger v ers un p oin t ellipse [99 ].

In téressons nous à l'év olution de la courbure euclidienne donnée dans

[99 ]:

@ � ( p; t )

@ t

= � �� (6.3)

et réécriv ons-la p our obtenir � à partir de � :

� = �

1

�

@ � ( p; t )

@ t

(6.4)

L'espace d'éc helle a�ne étan t donné, nous v o y ons que la courbure a�ne

dép end de la courbure euclidienne et de sa dériv ée temp orelle, d'où un gain
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d'un ordre de dériv ation (comparer à (6.1)). Nous supp osons que le calcul

de l'espace d'éc helle a�ne p eut être e�ectué a v ec su�sammen t de précision

p our ne pas réin tro duire de manière cac hée une dériv ation supplémen taire.

Cette supp osition sera con�rmée par l'exp érience:

� L'équation (6.4) conduit à une bien plus grande précision qu'une mé-

tho de directe utilisan t des dériv ées quatrièmes (cf section 6.4.3).

� L'erreur sur

@ �

@ t

se rév èle être du même ordre de grandeur que celle sur

@ �

@ v

qui est une autre quan tité du troisième ordre de dériv ation (v oir la

suite et l'équation (6.12) p our comprendre p ourquoi cette dériv ée doit

être utilisée).

6.3 Calcul de la courbure a�ne

Dans cette section, nous mon trons commen t (6.4) p eut être utilisée p our

calculer � .

6.3.1 Le problème

Étan t donnée la courb e C

0

( p ) , la première c hose à faire est de calcu-

ler l'espace d'éc helle a�ne asso cié. La métho de n umérique reten ue est celle

prop osée par Osher et Sethian [79], utilisée par Sapiro et T annen baum [97]

et à laquelle nous a v ons consacré le c hapitre 2. Précisons que de nom breux

sc hémas [103 ] p ermetten t d'obtenir une grande précision, ce qui est ici es-

sen tiel. Outre sa �abilité, sa stabilité, sa précision et sa gestion élégan te des

c hangemen ts de top ologie, cette métho de p ossède les propriétés suiv an tes:

1. Conservation de l'é chel le . La loi d'év olution utilisée n'est pas exacte-

men t (6.2). Seule la comp osan te normale de la vitesse est reten ue et

(6.2) devien t en fait:

�

@ C ( p;t )

@ t

= � n = �

1 = 3

n

C ( p; 0) = C

0

( p )

(6.5)

où n est la normale euclidienne.

Cep endan t, les courb es géométriques C ( :; t ) obten ues son t les solutions

de (6.2). Non seulemen t la famille de courb es est la même, mais encore

le paramètre d'éc helle t est préserv é. Aucune renormalisation du temps

n'est nécessaire: c'est essen tiel p our p ouv oir utiliser (6.4).

2. Perte des tr aje ctoir es p onctuel les . P arce que les courb es son t obten ues

par extraction du niv eau zéro de surfaces (et de toute façon parce (6.5)

est utilisée au lieu de (6.2)), le paramètre p est p erdu: il est imp ossible

de suivre la tra jectoire d'un p oin t. Il sem ble alors a priori imp ossible

d'utiliser (6.4) puisque

@ � ( p;t )

@ t

est une dériv ée à p c onstant d'une part

et p our les solutions de (6.2) d'autre part.
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n ( p; t )

M

0

= C ( p

0

; t + dt ) = M + � n dt

C ( :; t + dt )

C ( :; t )

M = C ( p; t )

Fig. 6.1 � L a c omp osante normale de la vitesse est � n ave c � = �

1 = 3

Nous exp osons main tenan t commen t utiliser (6.4) malgré ce dernier pro-

blème.

6.3.2 Solution

La solution est de considérer la dériv ée de � à v c onstant , v étan t l'abs-

cisse curviligne euclidienne. Notons

@ f

@ x

�

�

�

y

la dériv ée de f par rapp ort à x à

y constan t. T oute fonction f ( p; t ) v éri�e:

@ f

@ t

=

@ f

@ t

�

�

�

v

+

@ f

@ v

@ v

@ t

. Nous allons

dév elopp er le terme

@ �

@ t

dans (6.4) de cette façon:

@ �

@ t

=

@ �

@ t

�

�

�

�

v

+

@ �

@ v

@ v

@ t

(6.6)

Mon trons main tenan t commen t calculer les termes de droite de (6.6).

Pro jetons

@ C

@ t

=

@ C

@ t

�

�

v

+

@ C

@ v

@ v

@ t

sur la tangen te euclidienne t et utilisons (6.2),

nous obtenons:

@ v

@ t

= h

@

2

C

@ s

2

; t i � h

@ C

@ t

�

�

�

�

v

; t i (6.7)

Calculons C

ss

en utilisan t les form ules analytiques des in v arian ts di�éren tiels

a�nes plans (4.6) a v ec p � v . Il est quasi immédiat de prouv er que:

@

2

C

@ s

2

= �

1 = 3

n �

1

3 �

5 = 3

@ �

@ v

t (6.8)

d'où le premier terme de droite de (6.7)

Soien t M = C ( p; t ) et M

0

l'in tersection de C ( :; t + dt ) a v ec la normale

[ M ; n ) en M (�gure 6.1). Nous sa v ons par [99] que la vitesse normale de

l'espace a�ne est � = �

1

3

(ce que nous v enons d'ailleurs de faire apparaître
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M = C ( p

0

; 0) = O r (0)

C ( :; 0)

C ( :; t

1

)

C ( :; t

2

)

O r ( t

1

)

O r ( t

2

)

(
)

Fig. 6.2 � L'abscisse curviligne euclidienne est choisie c onstante le long de

(
)

dans l'équation précéden te (6.8)). Nous sa v ons surtout que seule la vitesse

normale détermine la famille de courb es et donc que les équations C

t

= C

ss

et C

t

= �

1

3

donnen t les mêmes courb es. Nous a v ons alors

M

0

= M + � n = M + �

1 = 3

n

Fixons p et considérons l'équation (6.4) au p oin t C ( p

0

; 0) don t nous v oulons

calculer la courbure a�ne � . A c haque instan t t , l'abscisse curviligne eucli-

dienne v ( p; t ) est dé�nie à une origine O r ( t ) 2 C ( :; t ) près. Supp osan t � n

su�sammen t régulière, nous c hoisissons p our O r ( t ) l'unique solution dans

un v oisinage de C ( p

0

; 0) de l'équation di�éren tielle suiv an te:

dO r

dt

= � n ; O r (0) = C ( p

0

; 0)

Le long de la tra jectoire (
) de O r (�gure 6.2), en particulier au p oin t

C ( p

0

; 0) , les dériv ées à v constan t deviennen t les dériv ées de Lie dans la

direction n

�

= [ � n

T

; 1]

T

du plan tangen t à la surface spatio-éc helle �( p; t ) =

[ C ( p; t )

T

; t ]

T

(v oir [39 ] et �gure 6.3):

sur (
) ;

@ �

@ t

�

�

�

�

v

= lim

dt ! 0

� ( M

0

) � � ( M )

dt

= L

n

�

� (6.9)

sur (
) ;

@ C

@ t

�

�

�

�

v

= lim

dt ! 0

M

0

� M

dt

= L

n

�

C (6.10)

En conséquence de quoi,

@ C

@ t

�

�

v

est normal à la courb e, et

h

@ C

@ t

�

�

�

�

v

; t i = 0 (6.11)
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Fig. 6.3 � L a dérivé e de Lie L

n

�

f ( M ) de f dans la dir e ction n

�

du plan

tangent à la surfac e sp atio-é chel le �( p; t ) est la limite quand t tend vers 0 de

f ( M + n

�

dt ) � f ( M )

dt

Ce qui complète l'év aluation de

@ v

@ t

dans (6.7).

Ce faisan t, nous a v ons aussi obten u le premier terme de droite de (6.6)

dans (6.9). L'équation (6.4) devien t la form ule �nale

� =

1

3 �

8 = 3

(

@ �

@ v

)

2

�

L

n

�

�

�

(6.12)

Il faut noter que, en dépit de l'apparition de nouv eaux termes dues à la

p erte du paramètre p dans le pro cessus de calcul de l'espace d'éc helle, � ne

nécessite toujours que des dériv ées du troisième ordre. Le terme

@ �

@ v

est di-

rectemen t calculé sur la courb e. La dériv ée de Lie est obten ue en considéran t

lo calemen t � ( p; t ) comme un c hamp scalaire K ( x; y ) dé�ni dans un v oisinage

de C ( p

0

; 0) :

L

n

�

� = � hr K ; n i = �

1 = 3

hr K ; n i (6.13)
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6.4 Résultats exp érimen taux

Nous exp osons ici la façon don t nous a v ons utilisé (6.12) p our calculer la

courbure a�ne de courb es planes fermées. Nous présen tons des résultats et

un exemple d'application de reconnaissance des formes.

6.4.1 Sc héma pratique

Notre implémen tation pro cède par étap es de la façon suiv an te:

1. Extraire la courb e désirée de l'image a v ec un détecteur de con tours de

précision sous-pixelique. ([109], [22]).

2. Calculer une courbure euclidienne de manière précise a v ec une mé-

tho de a y an t recours aux p olynômes de Cheb yshev (v oir [81 ]). A v ec

une métho de analogue, obtenir les abscisses curvilignes euclidienne et

a�ne ainsi que

@ �

@ v

. (Bien que non indisp ensable, l'abscisse curviligne

a�ne p eut être utilisée p our normaliser la courbure a�ne � v oir section

6.4.4).

3. Calculer l'espace d'éc helle a�ne a v ec une sc héma n umérique du deuxième

ordre (v oir section 2.5).

4. P our un certain nom bre de pas de temps, extraire C ( :; t ) en tan t que

niv eau zéro de la fonction de dimension sup érieure � par un algorithme

de Mar ching Squar es [70 ]. Calculer aussi la courbure euclidienne à par-

tir de � aux p oin ts du maillage et l'in terp oler aux p oin ts du niv eau

zéro (tout comme le fait l'algorithme des Mar ching Squar es p our la

p osition des p oin ts).

5. P our c haque p oin t de ces courb es, construire le c hamp scalaire K ( x; y ) .

L'appro ximer par une surface régulière a v ec une métho de d'appro xima-

tion aux moindres carrés . Calculer r K .

6. Calculer la courbure a�ne à partir de (6.12) et de (6.13).

6.4.2 P olynômes de Cheb yshev

Examinons précisémen t la métho de détaillée ci-dessus: p endan t l'év olu-

tion a�ne de la courb e, la p osition du niv eau zéro et la courbure euclidienne

aux p oin ts corresp ondan t se fait par in terp olation. Ce son t les seules informa-

tions nécessaires au calcul de la courbure a�ne qui son t extraites de l'espace

d'éc helle a�ne. Les autres quan tités nécessaires son t extraites de la courb e

initiale, à sa v oir la courbure euclidienne, l'abscisse curviligne euclidienne,

la dériv ée de la courbure euclidienne par rapp ort à l'abscisse curviligne eu-

clidienne et év en tuellemen t l'abscisse curviligne a�ne. Ces deux dernières

quan tités son t du troisième ordre. A�n d'en obtenir une estimation la plus

�able p ossible, nous reprenons les tra v aux de thèse de P apadop oulo [82 ] et

appro ximons la courb e initiale par des p olynômes de Cheb yshev. Les p oly-

nômes de Cheb yc hev p ossèden t de nom breuses propriétés in téressan tes don t
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Fig. 6.4 � Une el lipse synthétique et sa c ourbur e a�ne: la c ourbur e thé orique,

c el le obtenue ave c une métho de dir e cte et quatr e or dr es de dérivation et c el le

donné e p ar notr e métho de.
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Fig. 6.5 � Une el lipse extr aite d'une image r é el le et sa c ourbur e a�ne: la

c ourbur e thé orique, c el le obtenue ave c une métho de dir e cte et quatr e or dr es

de dérivation et c el le donné e p ar notr e métho de.
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Fig. 6.6 � Une c ourb es synthétique ( C = [ a cos ( p )(1 + � sin(2 p )) ; b sin ( p )(1 +

� cos (2 p ))] ) et sa c ourbur e a�ne: la c ourbur e thé orique, c el le obtenue ave c

une métho de dir e cte et quatr e or dr es de dérivation et c el le donné e p ar notr e

métho de
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Fig. 6.7 � Une c ourb es synthétique ( C = [ a cos ( p )(1 + � sin

2

(2 p )) ; b sin ( p )(1 +

� sin

2

(2 p ))] ) et sa c ourbur e a�ne: la c ourbur e thé orique, c el le obtenue ave c

une métho de dir e cte et quatr e or dr es de dérivation et c el le donné e p ar notr e

métho de
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les détails p euv en t être trouv és dans [88] et [43]. Nous reprenons ici les p oin ts

de la démarc he de P apadop oulo [82].

Dé�nition 6 L es p olynômes de Chebyshev c onstituent une famil le de p oly-

nômes qui p euvent êtr e indexés p ar leurs de gr és. L e p olynôme de Chebyshev

de de gr é n est noté T

n

et est dé�ni dans l'interval le [ � 1 ; 1] p ar la formule :

T

n

( x ) = cos

�

n cos

� 1

( x )

�

En dépit des app ar enc es, c ette formule donne bien un p olynôme. L a famil le

T

n

p eut êtr e dé�nie p ar les formules de r é curr enc e :

T

0

( x ) = 1

T

n +1

( x ) = 2 xT

n

( x ) � T

n � 1

( x )

Les p olynômes de Cheb yshev constituen t une base p olynômiale orthogo-

nale par rapp ort au pro duit scalaire :

Z

1

� 1

f ( x ) g ( x )

p

1 � x

2

dx

Il y a égalemen t une v ersion analogue discrète de ce pro duit scalaire :

m

X

k =1

T

i

( x

k

) T

j

( x

k

) =

8

<

:

0 i 6= j

m= 2 i = j 6= 0

m i = j = 0

(6.14)

où les x

k

( k = 1 : : : m ) son t les m zéros du p olynôme T

m

( x

k

= cos

�

� ( k �

1

2

)

n

�

).

Cette form ule conduit au théorème suiv an t :

Théorème 8 Soit f ( x ) une fonction arbitr air e dé�nie sur l'interval le [ � 1 ; 1] .

On dé�nit les N c o e�cients c

i

( i = 0 : : : N � 1 ) p ar :

c

i

=

2

N

N

X

k =1

f ( x

k

) T

i

( x

k

)

A lors, la formule d'appr oximation

f ( x ) ' �

1

2

c

0

+

N

X

k =1

c

k

T

k

( x ) (6.15)

est exacte p our les x é gaux aux N zér os de T

N

( x ) .

P our N �xé, l'équation 6.15 fournit une appro ximation p olynômiale de f .

Une fois que l'on a calculé un tel ensem ble de co e�cien ts c

i

, il est facile

d'év aluer le p olynôme en un p oin t à l'aide de la form ule de la récurrence de
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Clensha w[88 ]. De même, la dériv ée de l'appro ximation p eut être obten ue très

simplemen t. Si les c

0

i

son t les co e�cien ts de Cheb yshev de la dériv ée, on a :

c

0

m

= c

0

m � 1

= 0

c

0

i � 1

= c

0

i +1

+ 2 c

i

p our i = m � 1 : : : 1

Ce qui rend la métho de d'appro ximation basée sur le théorème 8 parti-

culièremen t attra y an te, c'est la p ossibilité qu'on a de tronquer la somme qui

apparaît dans l'équation 6.15 à un ordre m � N . Cette op ération donne un

p olynôme de degré m qui est très p eu di�éren t du p olynôme minimax qui

appro xime les données. Ce p olynôme minimax est dé�ni comme le p olynôme

de degré donné qui minimise l'erreur maxim um en tre le mo dèle et les p oin ts

de données. Cette minimisation de l'erreur maxim um est une propriété in-

téressan te car elle ressem ble singulièremen t à la notion mathématique de

con v ergence uniforme qui présen te un grand in térêt lorsqu'il s'agit de déri-

v ation. Il existe un algorithme p our le calcul de ce p olynôme minimax (l'al-

gorithme de Remez), mais il est très couteux. P apadop oulo conserv e donc

l'appro ximation rapide basée sur les p olynômes de Cheb yshev dans la me-

sure où les résultats obten us par les deux métho des son t très similaires. Une

autre manière de v oir l'op ération de troncature est de remarquer qu'il existe

une relation très étroite en tre les p olynômes de Cheb yshev et la transformée

de F ourier discrète. Garder les co e�cien ts de faible degré (jusqu'à la b orne

m ) équiv aut à lisser les comp osan tes de haute fréquence.

Ces argumen ts constituen t la raison principale p our laquelle P apadop oulo

utilise cette métho de plutôt qu'une autre tec hnique de �ltrage standard.

P armi ses autres motiv ations, qui son t aussi les nôtres, il y a aussi le fait

que cette métho de est capable de tra v ailler a v ec des éc han tillonnages non

uniformes.

En pratique, en c haque p oin t de la courb e, nous calculons un appro xima-

tion lo cale basée sur le p oin t en question et sur un certain nom bre de p oin ts

v oisins. De là, nous extra y ons les dériv ées nécessaires.

6.4.3 Résultats

Nous a v ons testé notre métho de sur des images de syn thèse de courb es

planes ainsi que sur des images réelles de courb es conn ues. A c haque fois,

la courbure a�ne obten ue est comparée à la courbure théorique et à celle

donnée par une métho de directe utilisan t les dériv ées du quatrième ordre

(Plusieurs métho des on t été testées. La moins imprécise s'est rév élée être

l'utilisation des p olynômes de Cheb yshev comme dans [81 ]).

Le gain d'un ordre de dériv ation est éviden t: v oir �gures 6.4, 6.5, 6.6 et

6.7.



176 CHAPITRE 6. ESP A CES D'ÉCHELLE ET COURBURE AFFINE

Fig. 6.8 � Quatr e c ourb es planes. Quelques unes des di�ér entes vues utilisé es

dans notr e exp érienc e de r e c onnaissanc e. A u c entr e, la vue de fac e.
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6.4.4 Application

Dans cette section, nous étudions une utilisation de la courbure a�ne à

des �ns de reconnaissance.

Deux vues di�éren tes d'une courb e plane tridimensionnelle son t reliées

par une transformation pro jectiv e (homographie). Leurs courbures pro jec-

tiv es son t donc égales (v oir [11 ]). T outefois, si les observ ateurs son t su�-

sammen t loin de la courb e et pro c hes l'un de l'autre, l'homographie p eut

être appro ximée par une transformation a�ne. En conséquence de quoi, les

courbures a�nes son t presque égales. En fait, elles ne son t que presque pro-

p ortionnelles puisque la courbure n'est qu'un in v arian t relatif p our le group e

a�ne propre. T outefois, a y an t remarqué plus haut que le calcul de l'abscisse

curviligne a�ne était p ossible a v ec le même ordre de précision, nous p ouv ons

considérer l'in v arian t absolu obten u en m ultiplian t la courbure par le carré

du p érimètre a�ne P

af f

. Nous utilisons donc une courbure a�ne normalisée

~� :

~� = P

2

af f

� a v ec P

af f

=

I

ds

Nous a v ons testé cette idée sur le problème suiv an t: soien t quatre courb es

planes fermées et con v exes, observ ées depuis un grand nom bre de p oin t de

vue di�éren ts, p ouv ons nous utiliser la courbure a�ne normalisée p our re-

connaître ces courb es indép endemmen t du p oin t de vue?

Un certain nom bre de vues des quatre courb es son t générées (v oir �-

gure 6.8). Noter que les ob jets ne son t pas très éloignés et que les p oin ts

de vue ne son t pas très rappro c hés, p oussan t ainsi à ses limites l'h yp othèse

d'appro ximation des homographies par des transformations a�nes).

P our une courb e C

v

i

(1 � i � 4) sur une vue v , la courbure a�ne

normalisée ~�

v

i

est calculée en tan t que fonction d'une abscisse curviligne

a�ne normalisée ~s = s=P

af f

(0 � ~s � 1) (�gure 6.9). Nous considérons

ensuite la distance en tre ~�

v

i

et la courbure de c haque courb e j de la vue de

face v

f

en a justan t au mieux les courbures par une translation ~s

0

:

d

v

ij

= min

0 � ~s

0

� 1

[

I

( ~ �

v

i

( ~ s � ~s

0

) � ~�

v

f

j

( ~ s ))

2

d ~s ]

1 = 2

Soien t quatre p oin ts f M

j

g de R

2

représen tan t les quatre courb es (par

exemple les quatre coins d'un carré). Le barycen tre des f M

j

g a�ectés des

co e�cien ts resp ectifs 1 =d

v

ij

mon tre de quelle courb e de la vue de face la

courb e C

v

i

est la plus pro c he selon notre critère de reconnaissance et com bien

la reconnaissance est �able.

Cette métho de s'est rév élée toujours reconnaître quelle courb e de la vue

de face était e�ectiv emen t observ ée depuis un autre p oin t de vue (�gure

6.10).
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6.5 Conclusion et remarques

Nous a v ons mon tré commen t le gain d'un ordre de dériv ation dû au re-

cours à l'espace d'éc helle a�ne conduisait à un calcul de la courbure a�ne

su�sammen t précis p our e�ectuer des tâc hes telles que la reconnaissance

des formes. La courbure a�ne p eut aussi être utilisée a v an tageusemen t p our

aider l'appariemen t en stéréo vision, là où la courbure euclidienne est encore

utilisée comme une appro ximation (médio cre) de la courbure pro jectiv e (cf

[91 ]).

Nous étudions actuellemen t l'extension de notre métho de aux courb es

non con v exes ou non fermées, ce qui ne sem ble pas p oser de problème ma jeur.

La di�culté principale reste en tière: commen t calculer des in v arian ts pro jec-

tifs lo caux tels que la courbure pro jectiv e. A partir de l'év olution temp orelle

de la courbure a�ne d'une courb e soumise à l'équation de la c haleur pro-

jectiv e (que nous ne donnons pas au c hapitre 5 mais que le lecteur trouv era

dans [31 ]) et en pro�tan t du gain d'un ordre de dériv ation sur le calcul de la

courbure a�ne, nous p ourrions en visager un calcul de la courbure pro jectiv e

a v ec cinq ordres de dériv ation au lieu de sept. Mais le dé� reste en tier: nous

ne sa v ons aujourd'h ui ni implémen ter l'équation de la c haleur pro jectiv e,

ni calculer con v enablemen t la dériv ée cinquième d'une quan tité géométrique

extraite d'une image n umérique. L'estimation de dériv ées d'ordres sup érieur

est en e�et di�cile, même si le problème a déjà été ab ordé et si un certain

nom bre de solutions existen t déjà. V oir à ce sujet les tra v aux de K o enderink,

Florac k et al. (par FFT [41]), W eiss (�ltres d'ordre sup érieur [113 ]) et ceux

de Deric he (appro ximation par �ltres récursifs [19]).


















































