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Chapitre 1

In tro duction

La sim ulation n umérique de phénomènes couplés a conn u un essor constan t ces

dernières années. Ce dév elopp emen t est dû en particulier aux succès précéden ts de la

sim ulation n umérique en général, mais aussi à l'accroissemen t p ermanen t des p erfor•

mances de nos calculateurs.

P armi ces phénomènes couplés se trouv en t les in teractions �uide-structure. Elles

metten t en jeu une structure toujours mobile, rigide ou déformable, et un �uide liquide

ou gazeux, en écoulemen t autour ou con tre une partie de la structure. Ces phénomènes

son t dits couplés, parce que l'év olution de c hacun des deux élémen ts dép end de celle

de l'autre. Ainsi par exemple, la forme de la v oile d'un bateau (en régime p ermanen t)

dép end de l'écoulemen t de l'air autour de celle-ci. Récipro quemen t, cet écoulemen t

dép end de la forme de la v oile.

On p ourrait citer un très grand nom bre d'exemples du même t yp e. P armi ceux-ci,

on p eut exhib er en tre autres les phénomènes h ydroélastiques (�uide en phase liquide):

écoulemen ts autour d'un na vire, d'un sous-marin, d'une digue dans un p ort ou de piles

de p on t, écoulemen ts liquides à l'in térieur de conduites, mouv emen ts de liquides dans

un réserv oir, etc... On distingue égalemen t les phénomènes aéroélastiques où le �uide

est en phase gazeuse: écoulemen ts autour des véhicules aériens (a vions, missiles, etc...)

et terrestres (trains à grande vitesse, automobiles, etc...), in�uence du v en t sur les

constructions souples (p on ts susp endus, réfrigéran ts de cen trale n ucléaire, etc...).

Les exemples son t très nom breux. P our certains d'en tre eux, des équations simples

et/ou linéaires su�sen t à représen ter précisémen t l'év olution du �uide. Des théories

on t alors p ermis de réduire à l'in terface �uide-structure le domaine qu'il faut discré•

tiser p our sim uler n umériquemen t le phénomène couplé. C'est le cas par exemple des

équations in tégrales appliquées à des phénomènes de t yp e acoustique en analyse sp ec•

trale. P our d'autres problèmes, ces simpli�cations son t imp ossibles. P ar exemple, p our

un pro�l d'aile en régime transsonique, certaines parties de l'écoulemen ts son t sup er•

soniques. Comme des e�ets puremen t non-linéaires p euv en t être prép ondéran ts, une

linéarisation globale est insu�san te.

Ainsi, dans le cas général, on se retrouv e dev an t les con train tes suiv an tes. D'ab ord,

il faut sim uler n umériquemen t l'év olution du �uide et de la structure. De plus, il faut

utiliser des sc hémas assez précis en temps et en espace p our ne rien rater du couplage
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et disp oser sim ultanémen t de toutes les inconn ues liées au �uide et à la structure. Les

progrès récen ts des p erformances des sup er-calculateurs p ermetten t main tenan t des

sim ulations n umériques utiles de problèmes réels complexes.

Ces sim ulations son t dev en ues de véritables enjeux industriels. P ar exemple, le

phénomène de �ottemen t, bien conn u des aéro dynamiciens, p eut pro v o quer la ruine

d'un a vion. Ainsi, il in tervien t fortemen t dans la dé�nition des limites du domaine de

v ol des a vions de ligne et sur la man÷uvrabilité des a vions de c hasse. Connaissan t

mal les mécanismes liés au �ottemen t, les constructeurs préfèren t surdimensionner les

structures et réduire les domaines de v ol, p our s'épargner des essais réels très coûteux.

La sim ulation n umérique, si elle est assez précise et �able, p eut s'a vérer une excellen te

solution. On p ourrait m ultiplier les exemples: le dessin du tablier d'un p on t susp endu,

le p ositionnemen t des réfrigéran ts d'une cen trale n ucléaire, etc...

Mais qu'est-ce qu'une sim ulation �able? Les questions p osées par un constructeur

d'a vions, par exemple, son t assez simples: dans quels régimes de v ol un a vion p eut-il

être instable? Quels son t les mo des et les fréquences propres de ces instabilités? La

rép onse à ces questions p ermettraien t alors de délimiter plus précisémen t les domaines

de v ol, v oire de les étendre par addition de con trôles actifs.

Cep endan t, les résultats d'une sim ulation n umérique dép enden t fortemen t du mo•

dèle ph ysique c hoisi et des métho des emplo y ées. P our satisfaire un industriel, le n u•

méricien doit sa v oir rép ondre aux deux questions suiv an tes: si une sim ulation prédit

un comp ortemen t stable de l'a vion, l'est-il réellemen t? Si la sim ulation prédit une

instabilité, dois-je la suivre, et réduire le domaine de v ol de l'a vion?

� � �

L'ob jet de cette thèse est la construction et l'analyse de métho des n umériques

p our la sim ulation de phénomènes d'in teraction �uide-structure. Ces métho des étaien t

encore très p eu dév elopp ées il y a quelques années. Div ers tra v aux consacrés à des

cas simples ou particuliers en visageaien t des métho des de résolution couplées (résolu•

tion directe des équations concernan t toutes les inconn ues) ou in tégrales (équations

acoustiques résultan t de la linéarisation des équations d'Euler). Ces métho des ne son t

pas applicables en général sur des problèmes aéro élastiques un p eu complexes. Les

premières demanden t des mo y ens de calcul don t p ersonne ne disp ose, et les secondes

s'appliquen t à des équations mo dèles linéaires.

P our des problèmes aéro élastiques instationnaires un p eu complexes, les seules mé•

tho des disp onibles étaien t des métho des �décalées� ou �en escalier�, ou c haque système

- le �uide ou la structure - est in tégré dans le temps à son tour , en supp osan t que

l'autre système reste �xe. Ces métho des élémen taires ne donnen t de b ons résultats

que si les pas de temps utilisés p our c haque système son t très p etits, ce qui implique

de très grands coûts de calcul.

Nous nous in téressons donc plus précisémen t à la mise au p oin t de nouv elles mé•
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tho des décalées, plus e�caces et pro duisan t des résultats �ables.

Nous dé�nissons main tenan t le cadre de l'étude. On dé�nit un cas complexe, tel

qu'il p ourrait être décrit par un industriel. P our cela, il faut c hoisir des mo dèles ph y•

siques et des métho des n umériques p our le �uide et la structure. En partan t de sim•

pli�cations de ce problème, et en allan t v ers le cas �réel�, on c herc he à mettre au p oin t

des algorithmes généraux p our la sim ulation. P endan t cette construction, on fera en

sorte le plus souv en t p ossible que l'algorithme global reste applicable au cas réel.

Notre cas réel est bidimensionnel. Le �uide est régi par les équations d'Euler (non

linéaires). La structure est linéaire. Elle p ossède jusqu'à plusieurs milliers de degrés de

lib erté. Nous a v ons c hoisi ce cadre assez simple, car nous p ensons que les extensions à

trois dimensions, à un �uide visqueux ou à des structures non-linéaires ne p osen t pas

de problème de couplage particulier.

Nous a v ons aussi limité notre étude à un certain nom bre de métho des n umériques

classiques en mécanique des �uides et en dynamique des structures. Nous utilisons

des form ulations en v olumes �nis des équations d'Euler écrites sur un maillage mobile

non-structuré, a v ec des �ux n umériques décen trés de t yp e Ro e du second ordre (de

t yp e MUSCL). Nous in tégrons en temps le �uide à l'aide d'un sc héma explicite de t yp e

Runge Kutta à trois pas. Cet ensem ble de métho des très classique est reconn u comme

e�cace, robuste et facilemen t utilisable. P our la structure, les matrices symétriques

résultan t d'une form ulation en élémen ts �nis des équations de l'élasticité se prêten t

bien aux métho des implicites de Newmark.

Le problème réel et l'év en tail des métho des n umériques auquel nous nous restrei•

gnons étan t dé�nis, nous en tendons construire de nouv eaux algorithmes de couplage,

�ables et e�caces. Nous c herc hons de nouv eaux algorithmes dans la famille des mé•

tho des d'in tégration en temps décalée. Notre esp oir est de construire un algorithme de

couplage précis et �able, sans limite sur les pas de temps autre que celles des sc hémas

n umériques utilisés p our c haque sous-système.

� � �

Le plan de cette thèse est le suiv an t. Dans le reste de cette première partie, l'en•

sem ble des équations mathématiques dériv an t d'un problème couplé classique est ex•

p osé. Il s'agit bien évidemmen t des équations régissan t c hacun des c hamps, �uide et

structure, mais aussi des conditions aux limites p our c hacun d'eux. Ces conditions

son t déterminan tes, puisque l'in terface �uide-structure est le siège du couplage aéro é•

lastique.

Les métho des n umériques qui son t utilisées classiquemen t p our c hacun des c hamps

son t égalemen t rapp elées et détaillées. Outre les métho des consacrées à c hacun des

problèmes découplés, les algorithmes de sim ulation du couplage lui-même utilisés cou•

rammen t à l'ép o que du début de cette thèse, son t détaillés et comparés.



6 Chapitre 1. In tro duction

Dans la deuxième partie, nous nous in téressons à des asp ects théoriques du cou•

plage des métho des c hoisies p our c hacun des sous-problèmes. Même lorsque ces mé•

tho des son t élémen taires, les caractéristiques de l'algorithme global de résolution son t

inconn ues. En d'autres termes, l'utilisation de métho des n umériques précises, stables

et e�caces p our le �uide et la structure ne nous garan tit pas que le sc héma soit glo•

balemen t précis, stable et e�cace. En e�et, certains p oin ts supplémen taires resten t à

analyser. Les conditions aux limites doiv en t être traitées précisémen t (en temps et en

espace). La stabilité couplée doit être étudiée � en général, la stabilité des métho des

utilisées p our c haque sous-problème est prouv ée lorsque le terme source d'éc hange est

n ul, ce qui n'est bien sûr plus le cas). En�n, la di�érence en tre les temps caractéris•

tiques liés à c haque sous-problème p eut dimin uer fortemen t l'e�cacité de l'algorithme

global.

P our un problème très simple, mono-dimensionnel et linéaire (linéarisation des

équations d'Euler autour d'un état stationnaire inerte), l'in�uence de l'algorithme de

couplage sur les résultats n umériques est analysée et prédite. Celle-ci s'a vère détermi•

nan te, même p our ce cas simple. Cette thèse se trouv e ainsi pleinemen t motiv ée: il ne

su�t pas d'accoller des métho des existan tes. L'algorithme de couplage est essen tiel.

Nous mon trons ensuite que, dans des cas simples et linéaires, l'utilisation de for•

m ulations � énergétiques� p ermet de prouv er si un algorithme global est stable ou non.

Aussi, la stabilité de nouv eaux sc hémas couplés est établie. Leur précision et leur e�•

cacité son t aussi étudiées. Ces form ulations énergétiques seron t égalemen t utilisées par

la suite p our év aluer de futurs sc hémas de couplages, p our des problèmes b eaucoup

plus complexes.

Dans la troisième partie, nous nous tournons v ers la sim ulation n umérique de phé•

nomènes aéro élastiques réels. Dans les deux cas considérés, il s'agit du �ottemen t d'une

structure dans un écoulemen t non visqueux. Le but de la sim ulation est l'étude de la

stabilité du système couplé. P our la structure, on se place dans l'h yp othèse des p e•

tits déplacemen ts (structure linéaire). P our ces problèmes, la question est la suiv an te:

sommes-nous capables d'in terpréter les résultats obten us? En d'autres termes, son t-ils

le re�et de la réalité (en fait, du mo dèle utilisé) ou simplemen t une image déformée

par les métho des de sim ulation utilisées?

La rép onse théorique à ces questions s'est a v érée trop di�cile. En e�et, les équa•

tions d'Euler régissan t le �uide ne son t plus linéaires et ces écoulemen ts ne son t plus

mono-dimensionnels. P our rép ondre quand même à ces questions, la métho dologie

est assez simple. On comparera les résultats n umériques à une solution de référence,

obten ue parfois au prix de longues heures de calcul.

Nous étudions d'ab ord des v ersions non linéarisées des problèmes mo dèles vus

précédemmen t. Les form ulations énergétiques vues dans la deuxième partie nous p er•

metten t de construire de nouv elles métho des à double interfac e . Ces métho des son t

plus précises, plus stables et plus e�caces.

Elles son t ensuite appliquées au �ottemen t d'une aile d'a vion rigide (appro c he bidi•

mensionnelle) dans un écoulemen t transsonique et au cas du �ottemen t sup ersonique

d'un panneau metallique (cas égalemen t bidimensionnel a v ec de nom breux degrés de

lib erté p our la structure). Dans les deux cas, nous sommes parv en us à obtenir d'excel•
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len ts résultats, en réduisan t au strict minim um les coûts de calcul: des arti�ces liés au

sous-cyclage nous on t p ermis d'utiliser p our le �uide et la structure des pas de temps

di�éren ts. Ceux-ci son t uniquemen t limités par la stabilité et la précision de c hacune

des métho des n umériques utilisées p our les problèmes découplés.
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Chapitre 2

Métho des n umériques p our

l'aéroélasticité

2.1 In tro duction

Comme on l'a dit précédemmen t, les phénomènes aéro élastiques son t des phéno•

mènes couplés mettan t en jeu un gaz et une structure en con tact. Les deux milieux

son t couplés par le jeu des conditions aux limites à l'in terface �uide-structure.

Les aéro dynamiciens on t commencé par se limiter à des problèmes puremen t �uides,

en domaine déformable, où le mouv emen t de l'in terface est prédé�ni. Ensuite, ils on t

fait app el à la dynamique des structures et l'on incluse dans leurs sim ulations aéro é•

lastiques.

Ces calculs on t d'ab ord été conçus p our des études de sécurité sur des structures

lourdes. Ces études rép onden t à l'inquiétude des ingénieurs concernan t la fatigue des

structures sous l'in�uence couplée de liquides en vironnan ts. P ar exemple, un gros e�ort

a été pro duit dans le domaine des réacteurs n ucléaires, et plus généralemen t p our l'en•

sem ble des couplages h ydro élastiques [20]. En e�et, les cuv es des réacteurs n ucléaires

son t soumises aux mouv emen ts des liquides réfrigéran ts. Dans le surrégénérateur Su•

p er-Phénix, a v an t correction d'un défaut de conception, un dév ersemen t de so dium

liquide con ten u en tre la co que in terne déformable et la cuv e principale en trait en réso•

nance a v ec celles-ci. Ainsi, il mettait en danger le réacteur lui-même. D'autres exemples

classiques concernen t la résistance des sous-marins aux c harges immergées et la fatigue

des conduites en général.

D'autres études aéro élastiques concernen t l'instabilité couplée d'une structure dans

un écoulemen t. P ar exemple, les ingénieurs des P on ts et Chaussées Américains on t

longtemps médité sur la ruine du p on t susp endu de T acoma Narro ws. Dans [68 ], Scan•

lan fait un p oin t en 1979 sur l'état général des connaissances sur les trois problèmes

principaux des p on ts susp endus sous l'action du v en t : le détac hemen t p ério dique de

tourbillons, le �ottemen t et le balottemen t. Sur la Figure 2.1, on comprend commen t

le v en t p eut pro duire un amortissemen t négatif des mouv emen ts de torsion du tablier

d'un p on t susp endu, lorsque sa vitesse est su�sammen t grande. En e�et, on v oit sur
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la �gure qu'une torsion du tablier en traine un déplacemen t des tourbillons de l'écoule•

men t. La nouv elle distribution des pressions sur le tablier p eut alors a v oir tendance,

lorsque la vitesse du v en t est assez grande, à ampli�er cette torsion.

vent
vent

Fig. 2.1 � T ourbil lons autour d'un tablier de p ont en torsion.

En aéronautique, les phénomènes de �ottemen t on t été très étudiés. P ar exemple,

de très nom breuses sim ulations on t p orté sur le �transonic dip� [31] (domaine transso•

nique de v ol où le �ottemen t des ailes de certains a vions fait c h uter considérablemen t

leur p ortance). Comme les limitations du domaine de v ol des a vions mo dernes son t

principalemen t dues aux in teractions aéro élastiques, de nom breuses études concernen t

des structures de plus en plus légères et souples [41 ]. Des élémen ts de con trôle actif

on t été égalemen t in tro duits [32].

Dans ce c hapitre, on s'in téresse aux métho des n umériques utilisées courammen t

(a v an t le début de ctte thèse) p our des sim ulations aéro élastiques. En général, ces al•

gorithmes son t applicables à d'autres t yp es d'in teractions. Nous n'a v ons pas l'in ten tion

de discuter les mo dèles utilisés ni la complexité des maillages et des structures consi•

dérés (la con�guration t ypique v a du pro�l d'une aile à un a vion en tier). On p ourra

trouv er dans [31 ] un résumé et un bref historique du dév elopp emen t des sim ulations

aéro élastiques.

Dans la suite, on se limitera aux équations d'Euler bidimensionnelles p our le �uide

et à des mo dèles linéaires p our la structure. Les métho des que nous allons présen ter

s'appliquen t aussi à d'autres mo dèles p our le �uide (théorie du p oten tiel, équations de

Na vier-Stok es) ou à des structures don t le comp ortemen t est plus complexe.

Comme on l'a dit dans l'in tro duction, la sim ulation d'un couplage aéroélastique

passe par l'in tégration sim ultanée des équations d'ev olution du �uide et de la structure.

Le domaine �uide est déformable. C'est p ourquoi nous présen terons dans la Section 2.2

des métho des n umériques relev an t seulemen t de la mécanique des �uides en domaine

déformable. On v erra qu'il est facile d'adapter ces métho des et de les inclure dans un

algorithme général p our la sim ulation du problème couplé. Nous étudierons l'ensem ble

de ces algorithmes dans la Section 2.3, en insistan t notammen t sur la satisfaction du

princip e d'action et de réaction à l'in terface �uide-structure. P our �nir, nous ferons

un bref rapp el dans la Section 2.4 des métho des classiques utilisées en dynamique des

structures linéaires.
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2.2 Mo dèles et métho des p our le �uide

Dans cette section, on s'in téresse à la partie �uide du problème. On supp ose p our

l'instan t que les mouv emen ts des limites du domaine �uide son t conn us. Dans la section

suiv an te, on insérera les métho des présen tées ici dans l'algorithme général. Il su�ra

de déduire le mouv emen t de l'in terface �uide-structure de celui de la structure.

Comme le domaine o ccupé par le �uide est déformable, sa discrétisation � un

maillage structuré ou non-structuré � doit être calculée et remise à jour à c haque

instan t (a v an t ou après c haque pas de temps). Il est aussi p ossible d'imaginer des

mises à jour moins fréquen tes, qui seraien t faites après c haque déplacemen t signi�catif

du b ord du domaine �uide.

Cep endan t, il existe des cas où les calculs successifs du maillage p euv en t être sim•

pli�és. P ar exemple, si l'on sim ule un écoulemen t autour d'un pro�l d'aile rigidemen t

mobile, on p eut c hanger de référen tiel et garder un maillage constan t. Ainsi, de nom•

breuses métho des particulières son t motiv ées par la simpli�cation des équations à ré•

soudre ou l'économie du temps de calcul consacré aux mouv emen ts de maillage qu'elles

engendren t.

Dans cette section, on s'in téressera d'ab ord aux métho des où l'on s'est ramené à

un domaine géométrique �xe par un c hangemen t de v ariables ou de rep ère. Ensuite,

nous présen tons un ensem ble de métho des fondées sur une form ulation arbitrairemen t

Lagrangienne ou Eulérienne (form ulation ALE) des équations aux dériv ées partielles

du mo dèle ph ysique. En�n, nous présen terons la famille des métho des à maillage dy•

namique, extensions des form ulations ALE qui s'adapten t particulièremen t bien aux

form ulations en v olumes �nis des équations de conserv ation et à l'utilisation de �ux

n umériques classiques.

2.2.1 Métho des a v ec c hangemen t de v ariables

On s'in téresse ici aux métho des utilisan t un c hangemen t de co ordonnées spatiales.

Lorsque le maillage �uide est en mouv emen t, le calcul des dériv ées spatiales in terv e•

nan t dans les équations d'Euler est assez coûteux. On préfère généralemen t utiliser un

maillage structuré lié à la structure. Si, par exemple, on sim ule l'écoulemen t autour

d'un pro�l d'aile rigide, on c hoisira un maillage en �O� (des lignes concen triques du

maillage englob en t le pro�l) ou en �C� (comme précédemmen t, mais les lignes concen•

triques ne se refermen t pas en a v al et resten t parallèles), parfaitemen t régulier dans

l'espace des nouv elles co ordonnées liées à la structure. Lorsque la structure b ouge, le

maillage b ouge aussi, mais les indices des cellules du maillage resten t �xes. Le domaine

�uide ph ysique v arie, mais le domaine �uide �ctif dans les nouv elles co ordonnées est

�xe.

Dès lors, il est plus simple de réécrire les équations mo dèles dans le nouv eau jeu de
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co ordonnées. Les calculs des di�éren tes dérivées par rapp ort aux nouv elles co ordonnées

son t très p eu coûteux, puisque le maillage �ctif est structuré et régulier.

Dans la suite, on considère un problème bidimensionnel (écoulemen t autour d'une

aile en mouv emen t rigide) don t les co ordonnées ph ysiques son t notées x et y . Les co or•

données curvilignes son t notées � et � . Les notations son t résumées sur la Figure 2.2.

La co ordonnée curviligne � v arie en tournan t autour de l'aile alors que � v arie en

s'éloignan t de l'aile.

�

x

y

�

��
���
���
��

(x,y,t)
(x,y,t)

t{

�

�

����

����

limite infinie

Domaine physique Domaine fictif

Fig. 2.2 � Dé�nition des c o or données curvilignes.

F orm ulation [33 ] :

� La première étap e consiste à dé�nir le c hangemen t de v ariable des co ordonnées

ph ysiques du lab oratoire v ers les co ordonnées curvilignes, par

8

>

<

>

:

� = t

� = � ( x; y ; t )

� = � ( x; y ; t ) :

(2.1)

� La transformation précéden te est c hoisie de telle sorte que les conditions aux limites à

l'in�ni mais aussi près du pro�l puissen t être traitées très facilemen t. P our un maillage

en �O�, on fera les c hoix éviden ts suiv an ts : le b ord de l'aile est dé�ni par � = �

0

et la

limite in�nie du maillage est dé�nie par � = �

1

.

� Les équations d'Euler en deux dimensions p our un gaz idéal en co ordonnées carté•

siennes s'écriv en t

@ Q

@ t

+

@ F

@ x

+

@ G

@ y

= 0

(2.2)
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a v ec

Q =

0

B

B

B

@

�

�u

�v

E

1

C

C

C

A

; F =

0

B

B

B

@

�u

�u

2

+ P

�uv

( E + P ) u

1

C

C

C

A

; G =

0

B

B

B

@

�v

�uv

�v

2

+ P

( E + P ) v

1

C

C

C

A

; (2.3)

où � , u , v , E et P représen ten t resp ectiv emen t la masse v olumique, les comp osan tes

selon x et y de la vitesse, l'énergie par unité de v olume et la pression donnée par la loi

d'état des gaz parfaits ( 
 est un paramètre �xé) :

P = ( 
 � 1)[ E �

1

2

� ( u

2

+ v

2

)] : (2.4)

� Ces équations, dans les nouv elles co ordonnées, prennen t la forme suiv an te :

@

^

Q

@ �

+

@

^

F

@ �

+

@

^

G

@ �

= 0

(2.5)

où les quan tités transformées (elles prennen t un ' ^ ') son t données par

^

Q = J

� 1

0

B

B

B

@

�

�u

�v

E

1

C

C

C

A

;

^

F = J

� 1

0

B

B

B

@

�U

�uU + �

x

P

�v U + �

y

P

( E + P ) U � �

t

P

1

C

C

C

A

;

^

G = J

� 1

0

B

B

B

@

�V

�uV + �

x

P

�v V + �

y

P

( E + P ) V � �

t

P

1

C

C

C

A

:

(2.6)

P our simpli�er les équations précéden tes, on a écrit par exemple ' �

x

' à la place de

@ � =@ x . J est le déterminan t du Jacobien de la transformation des co ordonnées ph y•

siques v ers les co ordonnées curvilignes dé�nies par (2.1). Il est donné par

J =

�

�

�

�

�

�

�

�

x

�

y

�

t

�

x

�

y

�

t

0 0 1

�

�

�

�

�

�

�

= �

x

�

y

� �

y

�

x

: (2.7)

En�n, les vitesses con tra v arian tes U et V son t dé�nies par

(

U = �

t

+ �

x

u + �

y

v

V = �

t

+ �

x

u + �

y

v :

(2.8)

Le maillage �ctif est uniforme. Il p ossède des mailles de longueur unité dans toutes les

directions ( � � = 1 ; � � = 1 ). Comme le maillage est structuré, les dérivées spatiales

son t obten ues très simplemen t par des di�érences �nies. P our une quan tité quelconque

g , la dérivée spatiale g

�

p eut être appro c hée par g ( �

n +1

) � g ( �

n

) . En�n, les dérivées



14 Chapitre 2. Métho des n umériques p our l'aéroélasticité

cartésiennes de g s'exprimen t simplemen t en fonction des dérivées par rapp ort aux

co ordonnées curvilignes grâce à des relations algébriques comme

g

x

= �

x

g

�

+ �

x

g

�

: (2.9)

Les expressions des dérivées cartésiennes des co ordonnées curvilignes qui apparaissen t

dans (2.6), (2.8) et (2.9) son t obten ues à partir de l'équation matricielle

0

B

@

�

x

�

y

�

t

�

x

�

y

�

t

0 0 1

1

C

A

0

B

@

x

�

x

�

x

�

y

�

y

�

y

�

0 0 1

1

C

A

=

0

B

@

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

C

A

; (2.10)

qui se décomp ose en

�

x

= J y

�

; �

x

= � J y

�

;

�

y

= � J x

�

; �

y

= J x

�

;

�

t

= � x

�

�

x

� y

�

�

y

; �

t

= � x

�

�

x

� y

�

�

y

:

(2.11)

� Les équations (2.2) et (2.5) dé�nissen t toutes deux des systèmes h yp erb oliques

non-linéaires, écrits sous forme conserv ativ e. Ainsi, de nom breuses métho des n umé•

riques on t été dév elopp ées à partir des solv eurs les plus p opulaires des équations

d'Euler classiques. P ar exemple, la décomp osition de �ux de V an Leer, en co ordon•

nées curvilignes est présen tée dans [2]. D'autres �ux décen trés (stream wise �ux v ector

splitting) et le solv eur de Riemann appro c hé de Ro e p euv en t être trouv és dans [58 ].

L'ensem ble de ces transformations existe aussi p our les cas tridimensionnels. T outes

les équations et les v ariables géométriques son t résumées dans [33].

Algorithme :

� A un instan t donné t

n

de la sim ulation, on supp ose que l'on connaît les quan tités

suiv an tes :

� toutes les grandeurs géométriques dans l'ensem ble du maillage, comme les fonc•

tions x = x ( � ; � ; t

n

) , y = y ( � ; � ; t

n

) et leurs dériv ées x

�

, x

�

, y

�

, y

�

,

� les vitesses de maillage x

�

et y

�

,

� le v ecteur des v ariables conserv ativ es transformé

^

Q .

� Le système (2.5) est in tégré en temps de l'instan t t

n

à l'instan t t

n +1

= t

n

+ � t

n

en

considéran t que toutes les grandeurs géométriques ci-dessus son t �xes p endan t le pas

de temps couran t. Les conditions aux limites son t traduites simplemen t des conditions

dans l'espace ph ysique. La vitesse normale du �uide le long des b ords mobiles est égale

à la vitesse normale du b ord. Au-delà de la fron tière in�nie, le v ecteur des v ariables

conserv ativ es est �xé.
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� En�n, toutes les grandeurs géométriques doiv en t être mises à jour au temps t

n +1

.

De nom breuses métho des p ermetten t de remplir cette dernière tâc he. On p eut les

regroup er en deux grandes familles.

Dans une première famille de métho des, les p oin ts pro c hes des b ords mobiles son t

d'ab ord mis à jour (puisque le mouv emen t du b ord mobile est conn u).

Ensuite, les nouv elles p ositions des p oin ts in térieurs p euv en t être calculées de plu•

sieurs manières p ossibles. En tre autres, Gurusw am y a présen té dans [33] une form ule

algébrique de régénération du maillage p our une aile d'a vion complète en trois di•

mensions. Batina prop ose dans [5] une métho de d'adaptation fondée sur une analogie

élastique utilisan t des ressorts �ctifs placés le long des arêtes du maillage. En�n, Nak a•

hashi et Deiw ert on t présen té dans [55 ] des princip es v ariationnels (a v ec con train te sur

la régularité et l'orthogonalité) p our la génération d'un nouv eau maillage in térieur.

Finalemen t, toutes les grandeurs géométriques son t recalculées, et les dériv ées tem•

p orelles son t elles-mêmes mises à jour suiv an t les sc hémas aux di�érences �nies

x

n +1

�

=

x

n +1

� x

n

� t

n

et y

n +1

�

=

y

n +1

� y

n

� t

n

: (2.12)

Dans la seconde famille de métho des de mise à jour, l'algorithme est le symétrique

du précéden t. Les nouv elles p ositions des p oin ts in térieurs son t déduites de leur p osition

couran te et de leur vitesse par

x

n +1

= x

n

+ � t

n

:x

n

�

et y

n +1

= y

n

+ � t

n

:y

n

�

: (2.13)

Ensuite, il reste à générer de nouv elles vitesses de maillage à l'instan t t

n +1

. Shank ar

et Ide on t présen té dans [70 ] un sc héma de ce t yp e, a v ec in terp olation linéaire le long

des �méridiens� ( � = �

0

) en allan t du pro�l v ers la limite in�nie du maillage.

Ces deux métho des son t à p eu près équiv alen tes. La seule di�érence notable réside

dans le rôle joué par ce qu'on a app elé les vitesses de maillage, dans les équations

(2.12) et (2.13).

Remarques :

� Les équations d'Euler en co ordonnées curvilignes son t main tenan t b eaucoup plus

complexes. Cep endan t, la résolution des nouv elles équations est plus rapide.

� Les métho des présen tées ici p euv en t rencon trer des di�cultés dans certains cas,

notammen t lorsque les déplacemen ts ne son t pas négligeables. En e�et, p our ces mé•

tho des, aucune propriété générale (de stabilité notammen t) n'a été démon trée.

� Le fait que le maillage est structuré est fortemen t utilisé par ces métho des. L'ex•

tension à des maillages non-structurés ne paraît pas simple. De plus, les gains sur les
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temps de calcul des dériv ées par rapp ort aux co ordonnées curvilignes seraien t considé•

rablemen t réduits. On p eut donc mettre en doute l'e�cacité de ce t yp e de métho de

p our des maillages non-structurés.

� Des instabilités p euv en t être pro duites par certains usages de v ariables géométriques

auxiliaires comme les v olumes des cellules, ou le Jacobien de la transformation J

� 1

dans (2.5). Thomas et Lom bard on t décrit [72 ] une loi de conserv ation géométrique qui

doit être resp ectée par les sc hémas n umériques utilisés. Cette loi est assez simple : elle

est équiv alen te à la conserv ation du v olume de discrétisation. Ainsi, tous les sc hémas

utilisés doiv en t conserv er exactemen t les v olumes. Cette loi s'écrit :

@ J

� 1

@ �

+

@ ( J

� 1

�

t

)

@ �

+

@ ( J

� 1

�

t

)

@ �

= 0 :

(2.14)

Ainsi, à la �n d'un pas de temps, il serait maladroit de mettre à jour le Jacobien J

p our la cellule ( i; j ) du maillage structuré par la form ule suiv an te :

2� � � � J

� 1

= [( x

i +1 ;j

� x

i;j

)( y

i +1 ;j +1

� y

i;j +1

)

� ( x

i +1 ;j +1

� x

i;j +1

)( y

i +1 ;j

� y

i;j

)] (2.15)

(on rapp elle que � � = � � = 1 ) qui ne conserv e pas explicitemen t les v olumes. Il faut

par con tre utiliser une v ersion scalaire du sc héma d'in tégration utilisé p our (2.5). En

somme, on s'in téresse à des équations de conserv ation (masse, quan tité de mouv emen t,

énergie). Les sc hémas conserv atifs que nous utilisons on t seulemen t l'apparance de la

conserv ativité. P our être conserv atifs, il faut que le v olume lui-même soit conservé

(lorsqu'on sim ule l'in tégration en temps d'une grandeur v olumique constan te et égale

à 1 ).

� P our toutes les métho des présen tées jusqu'ici, on utilise un c hangemen t de v ariables

p our se ramener à un domaine �ctif qui ne dép end pas du temps. En con trepartie,

toutes les v ariables géométriques (co ordonnées, Jacobien, etc...) doiv en t être calculées

et remises à jour après c haque pas de temps. Ces tâc hes en trainen t des coûts de calcul

imp ortan ts, que l'on n'a pas c herc hé à éviter grâce à des simpli�cations globales. On

p ense par exemple aux cas où le mouv emen t de la structure est rigide. P our ceux-ci,

on p eut se ramener à une géométrie �xe grâce à un c hangemen t de repère.

2.2.2 Métho des a v ec c hangemen t de repère

Comme on l'a déjà dit, les métho des a v ec c hangemen t de rep ère son t particulière•

men t bien adaptées aux écoulemen ts autour d'une structure en mouv emen t rigide. Les

métho des présen tées précédemmen t s'a vèren t parfois inapplicables, en raison de leur

caractère plutôt Lagrangien (imaginez ce que donneraien t ces métho des si l'on sim ule

la c h ute d'un cub e rigide en rotation dans un écoulemen t...).
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Un c hangemen t de repère p eut p ermettre de garder une appro c he Lagrangienne

en simpli�an t considérablemen t équations et sc hémas. P ar exemple, Kandil et Ch uang

on t présen té [42 ] une étude n umérique où l'on a utilisé un repère lié à l'aile don t on

v oulait sim uler le mouv emen t rigide dans un écoulemen t. Dans ce nouv eau repère,

l'aile est �xe, le domaine �uide (in�ni) est �xe. De plus, on p eut garder la même

discrétisation du domaine �uide p endan t tout le calcul. Il faut seulemen t réécrire les

équations ph ysiques en repère mobile.

F orm ulation [25] :

� Les équations d'Euler classiques (2.2) et (2.3) p euv en t être écrites dans un rep ère dif•

féren t de celui du lab oratoire. De plus, on p eut en visager d'utiliser plusieurs référen tiels

di�éren ts, tous mobiles. Le j

ième

référen tiel est dé�ni par :

� ~r

j

: p osition de l'origine,

� T

j

: dièdre (ou trièdre) orthonormé direct,

� ~v

j

= d ~ r

j

=dt et ~a

j

= d ~ v

j

=dt : vitesse et accélération de l'origine du référen tiel,

� ~!

j

et

_

~!

j

= d ~ !

j

=dt : vitesse et accélération angulaires du référen tiel.

Nous allons main tenan t écrire les équations d'Euler dans de m ultiples repères. Le

repère dans lequel ces équations seron t écrites dép end du p oin t considéré. Il ne sera

donc pas étonnan t de v oir apparaître des dérivées spatiales des élémen ts dé�nissan t le

référen tiel lo cal. Les équations d'Euler prennen t la forme suiv an te :

@ Q

0

@ t

+

@ F

0

@ x

0

+

@ G

0

@ y

0

= S

0

(2.16)

où

Q

0

=

0

B

B

B

@

�

�u

0

�v

0

E

0

1

C

C

C

A

; F

0

=

0

B

B

B

@

�u

0

�u

0 2

+ P

�u

0

v

0

( E

0

+ P )

0

u

1

C

C

C

A

; G

0

=

0

B

B

B

@

�v

0

�u

0

v

0

�v

0 2

+ P

( E

0

+ P ) v

0

1

C

C

C

A

(2.17)

a v ec les dénitions suiv an tes :

S

0

= ( S

0

1

; S

0

2

; S

0

3

; S

0

4

)

t

S

0

1

= � �div (

~

V

t

)

S

0

2

= � �a

t

x

0 � �:div (

~

V

t

) :u

0

S

0

3

= � �a

t

y

0 � �:div (

~

V

t

) :v

0

S

0

4

= � �

~

V : ( ~a

t

� ~!

j

�

~

V

0

) � ( E

0

+ P ) div (

~

V

t

)
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Le v ecteur

~

r

0

= ~ r � ~r

j

dé�nit la p osition du p oin t couran t dans le repère mobile. La

vitesse

~

V

0

= ( u

0

; v

0

)

t

dans le repère mobile est donnée en fonction de la vitesse absolue

(par rapp ort au lab oratoire)

~

V = ( u; v )

t

et de la vitesse d'en trainemen t

~

V

t

par

~

V

0

=

~

V �

~

V

t

;

a v ec

~

V

t

= ~v

j

+ ~!

j

�

~

r

0

:

En�n, la dé�nition de S

0

ne serait pas complète sans donner les élémen ts suiv an ts :

E

0

= E + �

~

V :

~

V

t

~a

t

= ~a

j

+

_

~!

j

�

~

r

0

+ ~!

j

� ( ~!

j

�

~

r

0

) + 2 ~!

j

�

~

V

0

:

Dans les équations précéden tes, les dériv ations @ =@ t sous-en tenden t que l'on a

derivé les grandeurs par rapp ort au temps en gardan t ( x

0

; y

0

) constan t. Le terme de

div ergence div (

~

V

t

) représen te l'in�uence de la v ariation de la vitesse d'en traînemen t. Il

n'est pas uniformémen t n ul, puisque cette vitesse d'en traînemen t dep end du référen tiel

dans lequel on se trouv e, et donc du p oin t considéré.

T outes ces équations son t v alides si toutes les v ariables utilisées (v ecteurs p osition,

vitesses, directions du trièdre, etc...) son t écrites dans le même référen tiel. Cep endan t,

quelques simpli�cations son t susceptibles d'être utilisées p our les termes de div ergence,

puisque, p our tout c hamp de v ecteur

~

K , on a

~

K = K

x

~ x + K

y

~ y = K

x

0

~

x

0

+ K

y

0

~

y

0

+

@ K

x

@ x

+

@ K

y

@ y

= div

~ x

(

~

K ) = div

~x

0

(

~

K ) =

@ K

x

0

@ x

0

+

@ K

y

0

@ y

0

:

(2.18)

� Remarque : on p eut à nouv eau utiliser un c hangemen t de v ariable à partir de la

form ulation précéden te. Comme les équations (2.16) et (2.17) son t déjà compliquées,

le coût marginal du passage en nouv elles v ariables est faible. Une nouv elle carte est

donnée par

8

>

<

>

:

� = t

�

0

= �

0

( x

0

; y

0

; t )

�

0

= �

0

( x

0

; y

0

; t ) ;

(2.19)

et le c hangemen t de v ariable donne p our nouv elle équation

@

^

Q

0

@ �

+

@

^

F

0

@ �

0

+

@

^

G

0

@ �

0

=

^

S

0

(2.20)

où

^

S

0

= J

0

� 1

S

0

(2.21)
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et

^

Q

0

,

^

E

0

,

^

F

0

et J

0

son t donnés par des équations corresp ondan t à (2.6), (2.7), (2.8) et

(2.11) � écrites a v ec les nouv elles v ariables u

0

, v

0

, e

0

, U

0

, V

0

, �

0

, �

0

, x

0

, y

0

.

Algorithme :

� L'algorithme ressem ble b eaucoup au précéden t. On supp ose qu'au début d'un pas

de temps, on disp ose du c hamp de v ecteurs

^

Q

0

, des c hangemen ts de v ariables x

0

=

x

0

( �

0

; �

0

; � ) , y

0

= y

0

( �

0

; �

0

; � ) , et de leurs dérivées en espace, x

0

�

0

, x

0

�

0

, y

0

�

0

, y

0

�

0

, et en

temps, x

0

�

et y

0

�

. Les données dé�nissan t les référen tiels son t aussi supp osées conn ues

(i.e. ~r

j

, T

j

,

~

V

j

, ~a

j

, ~!

j

,

_

~!

j

), ainsi que la zone corresp ondan t à c haque référen tiel.

� Le système (2.20) est a v ancé en temps de t

n

à t

n +1

= t

n

+ � t

n

a v ec les quan ti•

tés précéden tes. T outes les conditions aux limites son t traduites dans les nouv eaux

référen tiels, a v ec les nouv elles v ariables.

� Finalemen t, toutes les quan tités géométriques son t mises à jour a v ec des sc hémas

ressem blan t à (2.12) et (2.13). Les élémen ts de dé�nition des référen tiels doiv en t aussi

être mis à jour. Cette tâc he devrait être simple, puisque ces référen tiels on t été in tro•

duits p our cela (par exemple, dans le cas d'un pro�l d'aile rigide, il n'y a qu'un seul

référen tiel lié à l'aile; sa mise à jour se fait en collan t au mouv emen t de l'aile conn u à

l'a v ance). L'accélération ~a

j

� il en v a de même p our l'accélération angulaire

_

~!

j

� est

mise à jour par des sc hémas du t yp e

~a

j

n +1

=

1

� t

n

(

~

V

j

n +1

�

~

V

j

n

) (ordre 1) (2.22)

or : ~a

j

n +1

=

2

� t

n

(

~

V

j

n +1

�

~

V

j

n

) � ~a

j

n

(ordre 2). (2.23)

A v an tages de ces métho des :

Jusqu'à main tenan t, les a v an tages év en tuels de ces métho des p euv en t paraître sub•

mergés par les incon v énien ts que nous a v ons déjà men tionnés et par la lourdeur nou•

v elle des expressions. Nous mon trons dans la suite quelques cas où ces form ulations

dans plusieurs référen tiels et a v ec c hangemen t de v ariables simpli�en t et allègen t la

sim ulation n umérique.

Une première famille d'applications regroup e les cas où une ou plusieurs structures

son t en mouv emen t rigide dans un écoulemen t externe. C'est le cas par exemple du pro•

�l d'aile rigide présen té par Kandil et Ch uang dans [42]. P our les cas à deux structures,

comme la c h ute d'un missile rigide sous une aile dans un écoulemen t, ou l'in teraction

d'une b oîte libre sur le sol et d'un c ho c, présen tés par Löhner [51], deux référen tiels au

moins son t nécessaires (p our être e�cace près de c haque ob jet). P ar con tre, lorsqu'une

seule structure est présen te, un référen tiel unique lié à elle p ermet de se débarasser de
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tout problème de mouv emen t de maillage. De plus, le terme source

^

S

0

dans (2.20) est

un p eu simpli�é, puisque div (

~

V

t

) = 0 .

Une deuxième famille d'applications concerne les structures en p etites déplacemen ts

dans un écoulemen t. Bien sûr, une c hangemen t de référen tiel p eut être utilisé p our trai•

ter le mouv emen t rigide de la structure s'il y a lieu. Comme les c hangemen ts de forme

son t assez faibles, le maillage et la métrique doiv en t être recalculés. Cep endan t, Lin a

mon tré [25] que la connaissance de la p osition des p oin ts du maillage n'est pas néces•

saire p our résoudre (2.20), et que l'on p eut utiliser un sc héma appro c hé p our la mise à

jour des v ariables géométriques. Dans le cas d'un écoulemen t autour d'un pro�l d'aile

souple, Lin emploie un référen tiel par ligne � = �

j

du maillage (v oir Figure 2.3). Chaque

référen tiel a p our origine le p oin t don t les co ordonnées curvilignes son t ( �

j

; �

0

) , et reste

parallèle à la corde du pro�l. L'idée principale du sc héma est simple : les v ariations

des grandeurs géométriques en un p oin t son t déduites par une in terp olation linéaire

des v ariations de ces mêmes grandeurs sur le b ord de l'aile �exible. Ces dernières son t

elles-mêmes calculées à partir des déplacemen ts de la structure (v oir [50] p our a v oir

des détails). On comprend bien que cette appro c he est optimale p our ce genre de pro•

blème. En e�et, dans un souci d'e�cacité, on a tiré parti de l'asp ect des conditions à

l'in�ni p our le �uide (pas de limite dé�nie �xe), de l'utilisation de référen tiels m ultiples

et de co ordonnées curvilignes p our suivre les déformations de l'aile.

x

y

����

cst

cs
t

corde

référentiels mobiles

Fig. 2.3 � Référ entiels multiples liés au pr o�l d'aile.

Bien que ces métho des p ermetten t de faire de grosses économies en temps et en

mémoire lors de certaines sim ulations n umériques bien particulières, elle ne son t pas

générales. En outre, certaines astuces, comme les in terp olations simples utilisées p our

mettre à jour la métrique, doiv en t être adaptées à c haque sim ulation. Mais surtout,

deux incon vénien ts sem blen t inévitables. D'ab ord, le traitemen t de grands ou rapides

déplacemen ts reste problématique. Ensuite, le c hangemen t en v ariables curvilignes

requiert l'utilisation d'un maillage structuré, d'emploi di�cile et p eu général p our des

con�gurations complexes.
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Nous nous tournons main tenan t v ers un t yp e de form ulation, qui évite ces incon•

v énien ts. Dans les métho des précéden tes, une p ortion de l'espace �ctif représen te une

p ortion de l'espace ph ysique qui se déforme. Dans les métho des utilisan t une form ula•

tion arbitrairemen t Lagrangienne ou Eulérienne (ALE) ou dans les métho des à maillage

mobile, on utilise des cellules déformables et on pro�te de la forme conserv ativ e des

équations d'Euler d'origine. Notons au passage que ces cellules déformables p euv en t

être par exemple issues d'un maillage non-structuré.

2.2.3 Métho des ALE

La form ulation arbitrairemen t Lagrangienne-Eulérienne (ALE) a été construite

p our éviter les incon v énien ts des deux appro c hes puremen t Lagrangienne et Eulé•

rienne [20 ]. D'une part, l'appro c he Lagrangienne est assez e�cace p our la description

cinématique du �uide dans certains problèmes h ydro élastiques [19 ], mais se rév èle

ine�cace lorsque l'écoulemen t devien t complexe et imp ossible à suivre sur une durée

assez longue. D'autre part, la form ulation puremen t Eulérienne p ermet di�cilemen t de

suivre a v ec précision ce qui se passe dans le �uide le long de l'in terface �uide-structure.

Ainsi, on aimerait réaliser le mélange parfait en tre une appro c he Lagrangienne le long

de la structure et une appro c he Eulérienne à l'in térieur du domaine �uide.

Le princip e de base de la form ulation ALE consiste à adopter une appro c he h ybride,

qui p eut rev êtir un asp ect Lagrangien ou Eulérien à la demande. Dans une appro c he

puremen t Lagrangienne, notre p oin t de vue est lié à une particule dans l'écoulemen t.

Dans une appro c he puremen t Eulérienne, notre p oin t de vue est celui du lab oratoire

ph ysique. Dans une appro c he ALE, notre p oin t de vue est lié à un maillage mobile

imaginaire du domaine �uide. App elons ~w la vitesse de ce maillage. Elle n'est pas

forcémen t n ulle (comme dans une appro c he Eulérienne) ni égale à la vitesse du �uide

(comme dans une appro c he Lagrangienne). Elle p eut v arier arbitrairemen t et con tin û•

men t d'une v aleur à l'autre.

Dans la suite, nous présen tons en détail la form ulation ALE d'un problème aé•

ro élastique et l'algorithme le plus courammen t utilisé (cf [20]). Nous terminons a v ec

une discussion sur la métho de prop osée, qui, rapp elons-le, dériv e historiquemen t de

problèmes h ydro élastiques (où l'appro c he Lagrangienne est préférée).

F orm ulation :

� Dans la suite, les co ordonnées ph ysiques dans le repère du lab oratoire son t notées ~ x .

Nous utiliserons égalemen t des co ordonnées Lagrangiennes liés au �uide, notées ~ a . Une

dériv ation où ~ a est �xé corresp ond à une dérivée particulaire (en suiv an t une particule

�uide dans son mouv emen t).

� On s'in téresse à un v ariable ph ysique quelconque " g ". Elle sera notée ~g quand on
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la considérera comme une fonction du temps et des co ordonnées Lagrangiennes ( ~ a ; t ) .

La notation g sera réservée à l'appro c he Eulérienne, où l'on v erra la grandeur comme

une fonction du temps et des co ordonnées dans le repère du lab oratoire ( ~ x ; t ) .

� La form ulation ALE utilise des co ordonnées mixtes. On p eut dire qu'elles dép enden t

des co ordonnées Lagrangiennes ( ~ a; t ) et seron t notées

� !

� =

� !

� ( ~ a; t ) (2.24)

P our simpli�er les écritures, on a écrit

~

� à la place de

e

~

� . On dé�nit le Jacobien et la

vitesse des v ariables mixtes par

e

J ( ~ a; t ) = det

0

@

@

~

�

@ ~ a

�

�

�

�

�

�

t

( ~ a; t )

1

A

(2.25)

e

~w ( ~ a; t ) =

@

~

�

@ t

�

�

�

�

�

�

~ a

( ~ a; t ) ; (2.26)

où une v ariable en indice signi�e qu'elle a été main ten ue constan te p our une déri•

v ation. Cette description arbitrairemen t Lagrangienne-Eulérienne est résumée sur la

Figure 2.4.

Z

a

Vo

V(t)

�

x(a,t)

(a,t)

X

Y

G(t)

� V : domaine fluide a t=0
0

�G(t) : espace des coordonnées mixtes

� V(t) : domaine fluide

Fig. 2.4 � V ariables L agr angiennes, Eulériennes et mixtes p our les métho des ALE.

� P our présen ter la form ulation ALE, nous a v ons aussi b esoin du passage des co or•

données Lagrangiennes aux co ordonnées ph ysiques Eulériennes. On de�nit p our toute

fonction ~g des co ordonnées Lagrangiennes, la fonction �g des co ordonnées ph ysiques

par :

�g ( ~ x; t ) = ~ g ( ~ a; t ) où ~ a est tel que ~ x =

~

� ( ~ a; t ) : (2.27)
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Récipro quemen t, p our toute fonction Eulérienne �g , on dé�nit la fonction ~g des v ariables

Lagrangiennes par :

~g ( ~ a; t ) = � g ( ~ x ; t ) où ~ x est donné par : ~ x =

~

� ( ~ a; t ) : (2.28)

P our ces deux corresp ondances récipro ques, nous a v ons l'iden tité

�g (

~

� ( ~ a; t ) ; t ) = ~ g ( ~ a; t ) : (2.29)

� Nous énonçons main tenan t deux lemmes généraux assez simples et puremen t algé•

briques. On trouv era dans la suite les démonstrations de lemmes similaires (Lemme 3

et Lemme 4). Le premier lemme donne une équation di�éren tielle p our l'év olution du

Jacobien mixte

e

J de�ni plus haut.

Lemme 1

e

J est solution de l'e quation di�ér entiel le :

@

e

J

@ t

�

�

�

�

�

~ a

( ~ a; t ) =

e

J ( ~ a; t ) div

~

�

(

�

~w )

�

~

� ( ~ a; t ) ; t

�

: (2.30)

Le deuxième lemme nous donne une relation en tre les dériv ées temp orelles Lagran•

giennes (à co ordonnées ~ a �xées) et Eulériennes (à co ordonnées ~ x �xées) d'une grandeur

scalaire quelconque.

Lemme 2 Soit g une gr andeur sc alair e su�samment régulièr e, on a

@ (

e

J

e

g )

@ t

�

�

�

�

�

~ a

( ~ a; t ) =

e

J ( ~ a; t )

2

4

@ �g

@ t

�

�

�

�

�

~

�

+ div

~

�

( � g

�

~w )

3

5

�

~

� ( ~ a; t ) ; t

�

: (2.31)

On remarquera que le premier lemme est une application du second a v ec g = 1 .

Ph ysiquemen t, le premier lemme corresp ond à une conserv ation du v olume, alors que

le second corresp ond à la conserv ation d'une grandeur v olumique quelconque g .

� Considérons le v ecteur des v ariables conserv ativ es

�

Q dé�ni en (2.3) comme une fonc•

tion des v ariables Eulériennes, et la fonction Lagrangienne corresp ondan te

~

Q dé�nie

en (2.28). Le lemme précéden t p eut être appliqué à c haque comp osan te de

~

Q . Comme

�

Q est solution des équations d'Euler, on obtien t la form ulation ALE suiv an te :

@ (

e

J

e

Q )

@ t

�

�

�

�

�

~ a

( ~ a; t ) +

e

J ( ~ a; t ) div

~ x

h

(

�

F ;

�

G ) �

�

Q 


�

~w

i �

~

� ( ~ a; t ) ; t

�

= 0 :

(2.32)
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qui p eut être dév eloppée en :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@ (

e

J

e

� )

@ t

�

�

�

�

�

~ a

( ~ a; t ) +

e

J ( ~ a; t )

h

div

~ x

�

� ( ~ v � ~w )

�i �

~

� ( ~ a ; t ) ; t

�

= 0 ;

@ (

e

J

f

�u )

@ t

�

�

�

�

�

~ a

( ~ a; t ) +

e

J ( ~ a; t )

h

div

~ x

�

�u ( ~ v � ~w )

�

+

�

P

x

i �

~

� ( ~ a; t ) ; t

�

= 0 ;

@ (

e

J

f

�v )

@ t

�

�

�

�

�

~ a

( ~ a; t ) +

e

J ( ~ a; t )

h

div

~ x

�

�v ( ~ v � ~w )

�

+

�

P

y

i �

~

� ( ~ a; t ) ; t

�

= 0 ;

@ (

e

J

e

E )

@ t

�

�

�

�

�

~ a

( ~ a; t ) +

e

J ( ~ a; t )

�

div

~ x

�

E ( ~ v � ~w ) + P

~

V

��

�

~

� ( ~ a; t ) ; t

�

= 0 :

(2.33)

On p eut facilemen t véri�er que ces équations prennen t la forme des équations de

Lagrange p our le �uide, lorsque ~w = ~ v , et se réduisen t aux équations d'Euler classiques

p our ~w =

~

0 .

� On p eut au passage on tenir une form ulation assez in téressan te et concise. Si l'on

in tègre l'équation (2.32) sur un élémen t de v olume matériel (qui suit donc le �uide

au cours du temps), les dérivées temp orelles p euv en t être rep oussées à l'extérieur des

in tégrales, et, après un c hangemen t de co ordonnées de ~ a v ers

~

� , on obtien t :

@

@ t

Z

V

~

�

( t )

�

Q d

~

� +

Z

V

~

�

( t )

div

~ x

�

( F ; G )(

�

Q ) �

�

Q 


�

W

�

d

~

� = 0 :

(2.34)

On tirera plus tard a v an tage de cette form ulation, d'où les co ordonnées matérielles

on t presque totalemen t disparu (néanmoins, il faut se rapp eler que les in tégrales son t

faites sur un domaine matériel b ougean t a v ec le �uide). Cette form ulation est en e�et

utilisée dans les métho des à maillage dynamique.

Algorithme :

L'algorithme utilisé courammen t a v ec les métho des puremen t ALE est vraimen t

particulier, et assez di�éren t des autres algorithmes utilisés p our sim uler une in terac•

tion �uide-structure. Même si la form ulation générale est pro c he de celle des métho des

à maillage dynamique, l'in tégration en temps se fait en deux temps, don t l'un est plutôt

Lagrangien, et emp êc he l'utilisation d'un sc héma global décen tré. Ce t yp e de métho de

a été historiquemen t conçu par des mécaniciens des structures, habitués aux équations

sous forme Lagrangienne, con trairemen t aux métho des à maillage dynamique élab o•

rées par des mécaniciens des �uides, habitués aux form ulations Eulériennes. Cette

form ulation a cep endan t l'a v an tage de traiter a v ec précision l'in tégration sim ultanée

des actions m utuelles du �uide et de la structure [20 ].
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� Dans un premier temps, on traite de la partie Lagrangienne de tous les �ux. On

calcule les vitesses Lagrangiennes près de l'in terface �uide-structure, ce qui p ermet

un b on traitemen t de l'in teraction. En supp osan t que ~w = ~ v , on calcule la partie

Lagrangienne de la seconde in tégrale de (2.34). Cette phase p eut même être faite a v ec

un sc héma implicite et en parallèle a v ec l'év olution de la structure lors d'une sim ulation

�uide-structure.

� Dans un second temps, on calcule le reste des termes. Connaissan t le mouv emen t de

la structure, on met à jour l'ensem ble du maillage �uide par un algorithme du t yp e de

ceux que l'on a déjà présen tés en (2.12) et (2.13). P our cela, on doit c hoisir un c hamp

de vitesses ~w . On doit égalemen t corriger les termes Lagrangiens calculés plus haut et

ra jouter les termes puremen t con v ectifs.

A v an tages et incon vénien ts :

Les métho des ALE on t clairemen t plusieurs a v an tages. D'ab ord, elles utilisen t des

équations plutôt simples, lorsqu'on les compare aux métho des présen tés plus haut. La

seule complexité a joutée pro vien t des Jacobiens des co ordonnées mixtes. De plus, ces

métho des p euv en t être appliquées a v ec tout t yp e de géométrie, puisqu'aucune forme

particulière du maillage n'est requise. En�n, la séparation en deux sous-pas, don t l'un

est puremen t Lagrangien, p ermet de faire jouer au �uide et à la structure le même rôle

près de leur in terface, ce qui devrait resp ecter a v ec une très grande précision le princip e

d'action et de réaction. Cep endan t, cette form ulation n'est pas optimale, puisqu'elle

ne s'a�ranc hit pas de certaines di�cultés liées aux form ulations Lagrangiennes. De

plus, la séparation en deux sous-pas nous oblige à utiliser un pas de temps très p etit

p our obtenir des résultats précis. En�n, ce genre de métho des ne p ermet pas d'utiliser

l'ensem ble des sc hémas décen trés don t on disp ose.

En somme, la di�culté de la sim ulation a été transférée du lieu de l'in teraction

�uide-structure (l'in terface) à l'in térieur du �uide, où un splitting en tre �ux Lagran•

giens et Eulériens a été fait. Nous allons main tenan t nous in téresser aux métho des à

maillage dynamique, plus pro c hes des appro c hes puremen t Eulériennes.

2.2.4 Métho des à maillage dynamique

Les métho des à maillage dynamique s'appuien t sur une discrétisation du domaine

�uide qui est mobile. Cep endan t, la vitesse de c haque n÷ud du maillage n'est pas

considérée comme une vitesse Lagrangienne, mais bien comme une vitesse propre du

maillage. Ce t yp e de form ulation ne s'appuie ni sur une forme particulière des cellules

(triangles, quadrangles, etc...), ni sur l'asp ect du maillage (structuré ou non-structuré).

Ces métho des se di�érencien t des métho des ALE par le fait qu'aucune référence aux

co ordonnées Lagrangiennes n'est faite.
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F orm ulation :

� Bien que cette nouv elle form ulation puisse être déduite de la form ulation ALE gé•

nérale vue plus haut, nous c hoisissons de l'obtenir complètemen t sans faire app el à

aucune v ariable Lagrangienne. Nous utilisons de nouv eau des co ordonnées mixtes

~

�

don t les courb es de niv eau p euv en t être vue comme les lignes du maillage. Les deux

systèmes de co ordonnées ~ x et

~

� dép enden t du temps, et l'un de l'autre. Ceci s'exprime

par :

~

� =

~

� ( ~ x ; t ) et ~ x = ~ x (

~

� ; t ) : (2.35)

On in tro duit aussi le Jacobien J de la transformation et la vitesse de maillage ~w par

J = det

 

@ ~ x

@

~

�

�

�

�

�

�

t

!

et ~w =

@ ~ x

@ t

�

�

�

�

�

~

�

: (2.36)

Comme précédemmen t, les indices attac hés aux dériv ations signi�en t que les v ariables

son t main ten ues constan tes. On utilise aussi les notations suiv an tes :

� !

r

~ x

g = (

@ g

@ x

1

; : : : ;

@ g

@ x

D

)

t

et div

~ x

( ~ g ) =

X

i

@ g

i

@ x

i

:

Nous commençons par établir un lemme algébrique classique :

Lemme 3 L e Jac obien J est solution de l'équation di�ér entiel le suivante :

@ J

@ t

�

�

�

�

�

~

�

= J div

~ x

( ~w ) (2.37)

Démonstrations :

Nous donnons une première démonstration un p eu originale. Notan t T r p our l'op é•

rateur de trace, on a :

div

~ x

( ~w ) =

X

i

@ w

i

@ x

i

=

X

i

X

j

@ w

i

@ �

j

@ �

j

@ x

i

= T r (

"

@ ~ w

@

~

�

#

2

4

@

~

�

@ ~ x

3

5

) : (2.38)

Si l'on écrit J à la place de @ ~ x =@

~

� , et si l'on note que @ ~ w =@

~

� = @ J =@ t

def

= J

0

, on déduit

de (2.38) que

div

~ x

( ~w ) = T r ( J

0

J

� 1

) : (2.39)

P our s assez p etit, on a :

J ( t + s ) = J ( t )

�

I d + s J ( t )

� 1

J

0

( t ) + o ( s )

�

= J exp ( s J

� 1

J

0

) + o ( s ) :

Comme le déterminan t est une fonction con tin ue, en utilisan t les iden tités classiques

T r ( AB ) = T r ( B A ) et det (exp ( sA )) = exp ( s T r ( A )) , on trouv e

J ( t + s ) = J ( t ) exp ( s T r ( J

0

J

� 1

)) + o ( s ) = J ( t ) + s J ( t ) T r ( J

0

J

� 1

) + o ( s ) ;
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et donc

J

0

= J T r ( J

0

J

� 1

) ; (2.40)

ce qui conclut la première démonstration. 2

Nous donnons main tenan t une démonstration plus classique. En dev eloppan t la

dériv ée d'un déterminan t comme la somme des déterminan ts où c haque ligne successi•

v emen t a été dériv ée, on obtien t :

@ J

@ t

�

�

�

�

�

~

�

=

X

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

@ ~ x

1

@

~

�

1

� � �

@ ~ x

1

@

~

�

N

.

.

.

.

.

.

@ ~ w

i

@

~

�

1

� � �

@ ~ w

i

@

~

�

N
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.
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.

.

.

@ ~ x

N

@

~

�

1

� � �
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~

�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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�
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�

�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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1

@

~

�

1

� � �
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1

@

~

�

N

.

.
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.

.

.

X

j
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i

@ ~ x

j

@ ~ x

j

@

~

�

1

� � �

X

j

@ ~ w

i

@ ~ x

j

@ ~ x

j

@

~

�

N

.

.

.

.

.

.
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N

@

~

�

1

� � �

@ ~ x

N

@

~

�

N

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

:

Dans le i ème déterminan t écrit ci-dessus, la i ème ligne s'écrit quasimen t comme une

com binaison linéaire des N � 1 autres lignes. Elle s'écrit en fait comme @ ~ w

i

=@ ~ x

1

fois

la première, plus @ ~ w

i

=@ ~ x

2

fois la deuxième, etc... Ainsi, en retranc han t justemen t les

lignes du déterminan t, on arriv e à réduire la i ème ligne aux termes suiv an ts :
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�
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N
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�

�

�

�

�

�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= J div

~ x

( ~w ) :

Ceci conclut cette deuxième démonstration. 2

Du lemme précéden t, on déduit le

Lemme 4 Pour toute quantité sc alair e g (su�samment régulièr e), on a :

@ ( J g )

@ t

�

�

�

�

�

~

�

= J

 

@ g

@ t

�

�

�

�

�

~ x

+ div

~ x

( g ~ w )

!

: (2.41)

Démonstration :

On p eut utiliser la relation classique en tre les dérivées temp orelles à

~

� et à x constan ts

suiv an te :

@ g

@ t

�

�

�

�

�

~

�

=

@ g

@ t

�

�

�

�

�

~ x

+

� !

r

~ x

g :

@ ~ x

@ t

�

�

�

�

�

~

�

: (2.42)
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En m ultiplian t par J et en utilisan t la dé�nition de ~w , on obtien t :

J

@ g

@ t

�

�

�

�

�

~

�

= J

@ g

@ t

�

�

�

�

�

~ x

+ J

� !

r

~ x

g : ~ w : (2.43)

Si on m ultiplie les deux mem bres de (2.37) par g et si on l'a joute à (2.43), on obtien t

le résultat (2.41), puisque on a

div

~ x

( g ~ w ) = g div

~ x

( ~w ) +

� !

r

~ x

g : ~ w 2

Si l'on applique le lemme précéden t aux v ariables conserv ativ es � , �u , �v et E , on

obtien t une nouv elle forme des équations d'Euler :

@ ( J Q )

@ t

�

�

�

�

�

~

�

+ J div

~ x

~

�

F = 0

(2.44)

où

�

F

x

=

0

B

B

B

@

� �u

�u �u + P

�v �u

E �u + P u

1

C

C

C

A

;

�

F

y

=

0

B

B

B

@

� �v

�u �v

�v �v + P

E �v + P v

1

C

C

C

A

et

�

�

�

�

�

�u = u � w

x

�v = v � w

y

: (2.45)

Il est in téressan t de remarquer que l'on retrouv e à nouv eau des équations pleines

de sens p our certains c hoix particuliers des co ordonnées mixtes

~

� . Lorsque

~

� ( ~ x ; t ) = ~ x ,

on retrouv e en (2.44) et (2.45) les équations d'Euler classiques puisque ~w =

~

0 . Lors•

qu'on c hoisit

~

� ( ~ x; t ) = ~ a ( ~ x; t ) (co ordonnées Lagrangiennes), on obtien t la form ulation

Lagrangienne de la dynamique des gaz.

� On p eut obtenir une form ulation in tégrale de (2.44) qui est la même que celle utilisée

par Batina dans [5]. Soit C une cellule de la discrétisation. Elle o ccup e en fait le

domaine C

~ x

dans les co ordonnées du lab oratoire et le domaine C

~

�

dans l'espace des

co ordonnées mixtes. On fait l'h yp othèse forte que le domaine C

~

�

ne dép end pas du

temps. En in tégran t (2.44) sur C

~

�

, on trouv e :

Z

C

~

�

@ ( J Q )

@ t

�

�

�

�

�

~

�

d

~

� +

Z

C

~

�

J div

~ x

~

�

F d

~

� = 0 :

Comme la dérivée en temps est prise à

~

� constan t, et comme justemen t le domaine C

~

�

est indép endan t du temps, on p eut faire sortir la dériv ation en temps de l'in tégrale.

De plus, on p eut faire le c hangemen t de v ariables

~

� =

~

� ( ~ x; t ) (a v ec le c hangemen t de

mesure d ~ x = J d

~

� ), on obtien t �nalemen t :

d

dt

�

Z

C

~ x

Q d ~ x

�

+

Z

C

~ x

div

~ x

~

�

F d ~ x = 0 :

(2.46)
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Rapp elons quand même que cette form ule n'est v alable que si le domaine C

~ x

cor•

resp ond à une cellule �xe dans l'espace des co ordonnées mixtes. Cette form ule se prète

bien à une métho de de v olumes �nis. En utilisan t des mo y ennes par cellule, on écrit :

A

n +1

i

Q

n +1

i

� A

n

i

Q

n

i

+ � t

n ( i )

X

j =1

k

g

@ C

ij

k :

�

�( Q

i

; Q

j

;

f

~�

ij

) = 0 ; (2.47)

où Q

n

i

est la mo y enne de Q dans la cellule C

i

à l'instan t t

n

, A

n

i

est l'aire de la cellule

C

i

à t

n

, � t = t

n +1

� t

n

est le pas de temps, n ( i ) est le nom bre de cellules v oisines

de C

i

,

g

@ C

ij

est une mo y enne temp orelle de la p osition de l'in terface en tre les cellules

C

i

et C

j

(don t la longueur est k

g

@ C

ij

k et la normale orien tée de C

i

v ers C

j

est

f

~�

ij

), et

�nalemen t

�

� est un �ux n umérique tel que

� t k

g

@ C

ij

k

�

�( Q

i

; Q

j

;

f

~�

ij

) '

Z

t

n

+� t

t

n

"

Z

@ C

ij

~

�

F : ~ �

ij

d�

#

d� : (2.48)

On trouv era dans [35] une form ulation générale des sc hémas de t yp e Go duno v p our

les équations h yp erb oliques mono-dimensionnelles écrits en maillage dynamique. P our

la résolution de (2.44), on p eut faire app el au large év en tail de métho des décen trées déjà

écrites p our les maillages �xes. P ar exemple, on p eut déduire de (2.48) une métho de

de t yp e Ro e en maillage dynamique [35]. En deux dimensions, un �ux n umérique de

Ro e prend la forme suiv an te :

�

� ( Q

i

; Q

j

; ~ � ) =

1

2

��

~

�

F

i

+

~

�

F

j

�

: ~ � �

�

�

�

~

A � ( ~w : ~ � ) I

�

�

� ( Q

i

� Q

j

)

�

; (2.49)

où

~

A est la matrice de Ro e p our le �ux

~

�

F : ~ � et le signe j j signi�e que l'on prend les

v aleurs absolues des v aleurs propres dans la diagonalisation.

Le �ux de t yp e Ro e dé�ni ci-dessus app elle deux remarques. D'ab ord, on p eut

mon trer facilemen t que ce �ux n umérique ne dep end du c hamp de vitesse de maillage

~w que par sa comp osan te normale ~w : ~ � . Ensuite, il fait garder à l'esprit que le c hamp

des vitesses de maillage v arie au cours du temps. Il faut donc utiliser des mo y ennes

temp orelles

e

~w ,

g

@ C

ij

et

e

~w :

f

~�

ij

dans (2.49) et les c hoisir au mieux.

Des expressions iden tiques à (2.49) p euv en t être obten ues à partir d'une appro c he

spatio-temp orelle des équations d'Euler. Dans [56 ], N'Konga et Guillard considèren t

des v olumes de con trôle dans l'espace-temps, qui son t générés par le bala y age d'une

cellule C

i

au cours d'un pas de temps. En in tégran t les équations d'Euler sur ces v o•

lumes, ils obtiennen t la form ulation (2.47). P ar con tre, ils donnen t une justi�cation de

c hoix géométriques naturels p our

g

@ C

ij

et

e

~w :

f

~�

ij

. En app elan t P

ij 1

et P

ij 2

les extrémités

du segmen t @ C

ij

, on prend p our

g

@ C

ij

le segmen t don t les extremités son t les p ositions

mo y ennes (au cours du pas de temps couran t) des p oin ts P

ij 1

et P

ij 2

. Ils c hoisissen t en

outre

e

~w :

f

~�

ij

=

1

2

( ~w ( P

ij 1

) + ~w ( p

ij 2

)) :

f

~�

ij

: (2.50)

Nous v errons plus tard que ces c hoix très imp ortan ts p euv en t être justi�és par des

considérations sur la conserv ation du v olume.
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L'extension aux maillages dynamiques p our di�éren tes métho des classiques a déjà

été faite. Les plus p opulaires son t probablemen t les solv eurs de Riemann appro c hés

de t yp e Ro e et leurs extensions aux ordres supérieurs [43 ], ainsi que le ��ux-v ector

splitting� de V an Leer [6].

Algorithme :

� Au début de c haque pas de temps, on in tègre (2.44) a v ec la métho de dé�nie par

(2.47), (2.48) et (2.49).

� Dans un deuxième temps, on doit mettre à jour toutes les v ariables géométriques

utilisées. Le sc héma de mise à jour du c hamp de v ecteurs ~w p eut prendre une forme

pro c he de (2.12) ou (2.13). De plus, l'algorithme très simple ainsi dé�ni p eut être

agrémen té de m ultiples améliorations particulières, comme le ra�nemen t de maillage

[51] (qui s'adapte aussi assez bien aux métho des ALE)) ou les métho des m ultigrilles

[54].

Cep endan t, la mise à jour des aires des cellules doit être faite en resp ectan t une

loi de conserv ation géométrique [72]. Comme on utilise généralemen t des sc hémas

conserv atifs, cette conserv ativité n'est e�ectiv e que si les v olumes eux-mêmes son t

conservés. Ainsi, les aires des cellules utilisées dans (2.47) doiv en t être mises à jour

selon un sc héma particulier. Comme p our l'équation (2.14) dans les métho des a v ec

c hangemen t de v ariables, les aires des cellules doiv en t être mises à jour en appliquan t

le sc héma (2.47) à un c hamp scalaire uniforme à la place de Q . Ceci évite des instabilités

légères qui p euv en t apparaître lorsque la conserv ation du v olume n'est pas exacte [72 ].

Ainsi, ce sc héma prend la forme :

A

n +1

i

� A

n

i

+ � t

n ( i )

X

j =1

k

g

@ C

ij

k : ( �

e

~w :

f

~�

ij

) = 0 : (2.51)

Les v ariables

g

@ C

ij

et

e

~w :

f

~�

ij

son t alors c hoisies de telle sorte que l'aire S bala yée par

@ C

ij

p endan t le pas de temps � t soit appro c hée au mieux par

S ' � t k

g

@ C

ij

k

�

e

~w :

f

~�

ij

�

: (2.52)

Les form ules donnés par N'Konga et Guillard [56] son t construites p our obtenir la plus

p etite erreur p ossible dans l'équation précéden te.

Discussion sur la métho de :

Cette métho de comp orte de nom breux a v an tages. D'ab ord, des sc hémas décen trés

classiques p euv en t être utilisés globalemen t, ce qui n'était pas le cas des form ulations

ALE. Les seules v ariables géométriques supplémen taires son t les vitesses de maillage,

ce qui est optimal. P ar con tre, toutes les v ariables géométriques annexes doiv en t être
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mises à jour à c haque pas de temps, mais on a vu que le sc héma utilisé (2.51) est

simple, conserv e les v olumes et évite des instabilités puremen t géométriques. Le seul

incon vénien t est le b esoin de b ouger le maillage après c haque pas de temps.

Bien que la métho de puisse s'a v érer moins p erforman te dans certains cas parti•

culiers [25], elle est très certainemen t plus générale. De plus, des algorithmes assez

simples [5] p ermetten t de réduire les coûts de calcul induits par les mouv emen ts du

maillage.

2.2.5 Conclusion

Dans cette partie, nous a v ons présen té plusieurs métho des n umériques p our la sim u•

lation d'écoulemen ts gazeux en domaine déformable. Nos équations mo dèles, les équa•

tions d'Euler (2.2�2.3), p oin t de départ de toutes les form ulations, on t pris des formes

di�éren tes. Elles furen t écrites successiv emen t en co ordonnées curvilignes (2.5�2.6),

puis dans des rep ères mobiles m ultiples (2.20) et �nalemen t sous forme in tégrale dans

les métho des ALE puis à maillage dynamique (2.34)-(2.46).

On p eut noter que ces dernières son t relativ emen t pro c hes : les co ordonnées ma•

térielles on t disparu et des dériv ées où les co ordonnées ph ysiques son t main ten ues

constan tes son t toujours présen tes. On p eut d'ailleurs faire deux remarques. D'ab ord,

la form ulation ALE n'est clairemen t pas optimale, puisqu'elle fait référence à trois

systèmes de co ordonnées di�éren ts. On aurait pu se limiter aux co ordonnées mixtes et

matérielles, ou bien aux co ordonnées mixtes et ph ysiques (comme dans la form ulation

en maillage dynamique). Ensuite, les métho des ALE et les form ulations en maillage

mobile ne di�èren t que par l'usage qui est fait d'une form ulation in tégrale. P our les

métho des ALE, deux phases distinctes, l'une Lagrangienne et l'autre Eulérienne, son t

séparées. Ceci leur p ermet d'être facilemen t utilisées p our des études h ydro élastiques

[20 ]. P ar con tre, l'utilisation de sc hémas décen trés p opulaires en �CFD� est plus facile

en maillage dynamique.

Les métho des que nous a v ons présen tées son t égalemen t assez générales p our être

appliquées aux form ulations p oten tielles (théorie tridimensionnelle des p etites p ertur•

bations p our des écoulemen ts instationnaires non-visqueux [14] et équation tridimen•

sionnelle instationnaire du p oten tiel [70]) ou équations de Na vier-Stok es (v ersion ins•

tationnaire tridimensionnelle en co ordonnées curvilignes [34]).

P our toutes les métho des présen tées, nous ne nous sommes pas attardés sur le trai•

temen t des conditions aux limites. En fait, elles n'app orten t pas de di�cultés parti•

culières. Il faut simplemen t traduire leur con ten u ph ysique dans c haque reform ulation

particulière. P ar exemple, p our un écoulemen t à l'in�ni, les v ariables conserv ativ es

doiv en t garder une v aleur �xée.

Jusqu'à main tenan t, on a supp osé que les mouv emen ts et les déformations de la

structure, et donc des limites du domaine �uide, étaien t conn us. Ils son t d'ailleurs

utilisés dans l'expression des conditions aux limites et dans tous les sc hémas de mise à

jour des v ariables géométriques (c hangemen t de référen tiel, ou mise à jour du maillage

dynamique, etc...) Cela ne sera plus le cas p our de véritables sim ulations aéroélastiques.



32 Chapitre 2. Métho des n umériques p our l'aéroélasticité

2.3 T raitemen t de l'in teraction �uide-structure

Dans cette partie, nous considérons le traitemen t e�ectif du couplage en tre le �uide

et la structure. Ce couplage a les mêmes caractéristiques, qu'il s'agisse d'un problème

aéro élastique, h ydro élastique, ou toute autre in teraction �uide-structure. Nous revien•

drons d'ab ord sur les asp ects ph ysiques de ce couplage, puis nous présen terons l'en•

sem ble des métho des n umériques disp onibles. En�n, un algorithme simple et général

sera présen té en détail.

2.3.1 Asp ects ph ysiques de l'in teraction

Le couplage p eut être vu comme un cycle d'in teraction ou d'éc hanges en tre le

�uide et la structure. Ces éc hanges de quan tité de mouv emen t et d'énergie on t lieu à

c haque instan t et sans délai. Les déplacemen ts de l'in terface �uide-structure induisen t

immédiatemen t une mo di�cation de l'écoulemen t. Récipro quemen t, une v ariation de

la pression du �uide en traîne une v ariation dans les forces appliquées à la structure,

ce qui mo di�e son t mouv emen t. On dit que le �uide et la structure son t couplés. On

comprend aussi que ce couplage est particulier, car il in tervien t au b ord des deux

sous-sytèmes. Ce n'est pas le cas par exemple de l'écoulemen t d'un mélange de gaz

(non réactifs) : dans ce cas, les c hamps de fraction massique des deux gaz son t couplés

dans l'ensem ble de l'écoulemen t.

Presque toutes les métho des utilisées en aéroélasticité utilisen t la notion de cycle

d'in teraction. L'idée sous-jacen te est en fait l'in tégration temp orelle décalée des deux

sous-systèmes. On comprend d'ailleurs que l'in tégration sim ultanée du �uide et de la

structure est très di�cile en général, puisque la p osition du maillage du domaine �uide

(et toutes les grandeurs géométriques) deviennen t alors des inconn ues du problème. Les

coûts de calculs induits son t rapidemen t prohibitifs [60]. Les métho des ALE p euv en t

p ermettre une in tégration sim ultanée (grâce à la séparation en tre �ux Lagrangiens et

termes con v ectifs) au prix d'une faible précision qui nécessite l'emploi de faibles pas

de temps. Les autres algorithmes p euv en t être résumés ainsi :

P

n

1

= ) S

n +1

2

� ! I

n +1

3

= ) M

n +1

4

= ) F

n +1

5

� ! P

n +1

6

= ) S

n +2

� � �

Dans le sc héma précéden t, les exp osan ts son t relatifs au n uméro du pas de temps

couran t (cette con v en tion v aut p our l'ensem ble de cette thèse). Resp ectiv emen t, P ,

S , I , M et F représen ten t la distribution des pressions exercées par le �uide sur la

structure, l'état de la structure, la p osition de l'in terface �uide-structure, le maillage

du domaine �uide et le c hamp de v ecteurs des v ariables conserv ativ es dans le �uide.

D'une part, les �èc hes épaisses � = ) � représen ten t des calculs plutôt lourds. C'est
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le cas de l'in tégration de la structure du temps t

n

au temps t

n +1

(

1

= ) ), du calcul

d'un nouv eau maillage �uide M

n +1

lorsque la p osition I

n +1

de l'in terface est conn ue

(

3

= ) ) ou de l'in tégration du �uide sur le pas de temps (

4

= ) ). D'autre part, les �èc hes

simples � � ! � représen ten t des calculs très légers, comme l'obten tion de l'in terface

�uide-structure lorsqu'on connaît la p osition de la structure (

2

= ) ) ou l'obten tion des

forces de pression P

n +1

lorsque l'écoulemen t est conn u (

5

= ) ).

Le sc héma précéden t est applicable à de nom breux systèmes ph ysiques [70], et no•

tammen t à tous les problèmes aéro dynamiques. Mais il est assez univ ersel. P our des

con�gurations où la structure est �xée, seule la phase 4 est exécutée. L'algorithme

donne alors la solution stationnaire de l'écoulemen t autour de la structure. P our des

calculs où la structure est animée d'un mouv emen t rigide, la phase 1 est très allégée,

puisque le nom bre de degrés de lib erté est faible. En�n, cette métho de s'applique exac•

temen t de la même manière aux problèmes stationnaires d'in teraction �uide-structure,

p our lesquels des sc hémas implicites utilisan t de grands pas de temps p euv en t être em•

plo y és. C'est la cas par exemple de la détermination de la déformation d'un panneau

�exible dans un écoulemen t p ermanen t. Les v ersions p our une structure rigide puis

déformable d'un même problème stationnaire son t présen tées sur la Figure 2.5.

Fig. 2.5 � Solutions stationnair es de l'éc oulement autour d'un p anne au rigide et d'un

p anne au �exible.

On p eut remarquer que, dans c haque phase du sc héma présen té, le système qui

n'est pas concerné est supp osé constan t. Ainsi, on in tègre la structure d'ab ord, puis

le �uide. Ils son t donc très certainemen t un p eu décalés. Il n'est d'ailleurs pas éviden t

de comprendre dans quel sens ce fait ce décalage. La structure, in tégrée en premier,

sem ble être en a v ance sur le �uide. P ar con tre, comme elle est in tégrée sous l'action

de forces de pression qui daten t un p eu, on p eut p enser qu'elle est en retard.

De manière générale, ces considérations son t mises de côté, car des pas de temps

très faibles son t utilisés. Un autre c hoix p ossible consiste à in tégrer le �uide a v an t

la structure, ce qui est plutôt plus p opulaire c hez les aéro dynamiciens. Cet autre

algorithme a l'allure suiv an te :

M

n

1

= ) F

n +1

2

� ! P

n +1

3

= ) S

n +1

4

� ! I

n +1

5

= ) M

n +1

6

= ) F

n +2

� � � (2.53)
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La di�érence en tre cet algorithme et le premier ne se limite pas à un c hangemen t

d'indice. Il y a un c hangemen t dans l'ordre de mise à jour des v ariables. Nous v errons

dans la pro c haine partie, que cet ordre p eut être déterminan t.

Deux remarques p our terminer. D'ab ord, il p eut paraître surprenan t que l'on ne

disp ose que de ces algorithmes décalés, qui p ermetten t l'in tégration en �b oîte noire�

du �uide et de la structure par des métho des qui on t déjà fait leurs preuv es dans les

domaines séparés de la mécanique des �uides et de la dynamique des structures. On a

vu que les métho des ALE p ermetten t une prise en compte très précise du couplage à

l'in terface, mais que ceci ce fait au détrimen t de la précision ou du temps de calcul.

Ensuite, on a déjà remarqué que l'in tégration sim ultanée des deux c hamps est en gé•

néral irréalisable. Il faudrait en e�et disp oser de fonctions particulièremen t complexes

donnan t explicitemen t l'in�uence d'une structure sur un écoulemen t, ou récipro que•

men t le c hamp de pression d'un �uide autour d'une forme. Dans certains cas, ces

fonctions (ou des appro ximations de ces fonctions) son t disp onibles. Elles p ermetten t

de réduire un problème couplé à un problème simple a v ec terme source explicite.

P ar exemple, Lottati [52], dans une étude sur l'in�uence des amortissemen ts aéro•

dynamique et structurel sur le comp ortemen t aéro élastique d'ailes d'a vion, utilise une

form ule appro c hée qui donne les forces de pression exercées sur les parois en fonction

de la fréquence d'oscillation de l'aile. Dans [49], Lin et al. on t étudié le �ottemen t de

plaques en utilisan t un mo dèle p oten tiel linéarisé (dériv é de la théorie de la surface

p ortan te et de la métho de des doublets [17]) p our des écoulemen ts subsoniques. Ainsi,

ils obtiennen t une équation du t yp e

v ( ~ x )

u

1

=

1

8 �

Z

sur f

� C

p

( ~x

s

) :K ( ~ x � ~x

s

) d ~ x

s

; (2.54)

qui donne l'expression de la vitesse v erticale du �uide autour d'une aile en fonction

du c hamp de pression ( K est un no y au donnan t la vitesse v erticale en ~ x induite par

une impulsion donnée en ~x

s

).

Sarma et V aradan on t [67] on t étudié le �ottemen t non-linéaire d'un panneau sous

un écoulemen t sup ersonique, en utilisan t la théorie quasistatique des écoulemen ts su•

p ersoniques [11 ]. Ils se son t servi d'une expression récipro que de (2.54), comme la

suiv an te (où M

1

est le nom bre de Mac h à l'in�ni) :

� C

p

=

0

@

� 2

q

M

2

1

� 1

1

A

"

@ v

@ x

+

1

u

1

 

M

2

1

� 2

M

2

1

� 1

!

@ v

@ t

#

: (2.55)

Ces arti�ces p ermetten t d'éviter de v éritables sim ulations n umériques de couplages.

Ils ne s'appliquen t que dans des cas très particuliers, bien loin des con�gurations com•

plexes que nous v oudrions sim uler, comme, par exemple, le �ottemen t d'une structure

dans un écoulemen t transsonique (les phénomènes non-linéaires son t alors prép ondé•

ran ts).

En somme, on a vu que toutes les métho des utilisées son t assez rudimen taires.

Dans la pratique, seules les métho des décalées son t utilisées. De plus, l'emploi d'un
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pas de temps très réduit est rendu nécessaire par la faible précision des métho des en

général. Ces limitations on t été étudiées théoriquemen t dans certains cas [60]. On p eut

remarquer aussi qu'aucun algorithme à notre connaissance ne prop ose (c'était le cas

a v an t cette thèse) d'utiliser des pas de temps di�éren ts (et donc du sous-cyclage) p our

le �uide et la structure. La compréhension détaillée des erreurs n umériques dues au

décalage en tre les in tégrations temp orelles du �uide et de la structure se révèle être

primordiale.

2.3.2 L'algorithme général

Nous décriv ons ici en détail l'algorithme résumé en (2.53). Nous utilisons les mêmes

notations. En outre, la vitesse et l'accélération de la structure son t notées resp ectiv e•

men t

_

S et

•

S . Dans la T able 2.1, les calculs se fon t du haut v ers le bas. On a supp osé que

l'on disp ose initialemen t de toutes les grandeurs concernan t le �uide (et son maillage)

et la structure.

La T able 2.1 est bien sûr cyclique. Six tâc hes son t e�ectuées à c haque pas de temps.

Les calculs de t yp e mécanique des �uides en domaine déformable son t faits à la ligne

3, sur la base de la reform ulation utilisée. Elle p eut être (2.5) si des co ordonnées

curvilignes son t utilisées, ou (2.16) si l'on utilise des référen tiels mobiles, ou (2.20) si

l'on utilise les deux. Les form ulations en maillage dynamique son t aussi p ossibles (2.44

ou 2.46). L'in tégration de la structure est faite à la ligne 5. Les vitesses de maillage son t

calculées à la ligne 1 par des form ules pro c hes de (2.12) ou (2.13). T outes les grandeurs

géométriques son t aussi mises à jour à la première étap e, suiv an t par exemple (2.11) si

l'on utilise des co ordonnées curvilignes. P our des référen tiels mobiles liés à la structure,

on a b esoin de la p osition et de la vitesse de la structure.

En somme, les algorithmes présen tés dans cette section son t assez p eu nom breux.

Dans la pratique, on n'utilise que les métho des d'in tégration décalées. Cep endan t,

de nom breux c hoix son t p ossibles, non seulemen t sur la form ulation des équations

ph ysiques, mais aussi sur l'ensem ble des prédictions et corrections faites sur c haque

élémen t du calcul.

2.4 Mo dèles et métho des p our la structure.

Après a v oir étudié la sim ulation n umérique d'écoulemen ts en domaine déformable

et le traitemen t e�ectif de l'in teraction �uide-structure, nous nous in téressons main te•

nan t à l'autre partie du système couplé : la structure. Dans cette section, on s'in tésse

aux métho des n umériques courammen t emplo y ées dans les sim ulations d'in teractions

�uide-structure. Nous n'a v ons pas l'in ten tion de présen ter toutes les métho des relev an t

de la dynamique des structures en général. Nous nous limitons ici à des structures li•

néaires élastiques. Nous présen tons dans la suite les mo dèles et les discrétisations
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V ariables calculées V ariables utilisées

vitesses de maillage de t

n

à t

n +1

S

n

,

_

S

n

conditions aux limites B

n

S

n

,

_

S

n

nouv el état du �uide F

n +1

F

n

, B

n

, M

n

c hamp de pression P

n +1

F

n +1

S

n +1

,

_

S

n +1

,

•

S

n +1

P

n +1

, S

n

,

_

S

n

,

•

S

n

nouv eau maillage M

n +1

S

n +1

.

.

.

.

.

.

T ab. 2.1 � L a forme génér ale des schémas déc alés.

utilisés, ainsi que les métho des emplo y ées p our in tégrer en temps la structure.

2.4.1 Equations mo dèles p our la structure

La structure est au départ con tin ue, et le c hamp des déplacemen ts décrit donc

un espace de dimension in�nie. On utilise en général une discrétisation en élémen ts

�nis, qui ramène les déplacemen ts dans un espace de dimension �nie. Ensuite, nous

utilisons l'équation de Lagrange p our obtenir l'équation d'év olution de la structure,

sous l'action des forces aéro dynamiques.

Discrétisation :

� Nous utilisons une discrétisation en élémen ts �nis (v oir par exemple [17 ]). On supp ose

que les déplacemen ts de la structure con tin ue p euv en t être représen tés par leur v aleurs
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en un ensem ble �ni de p oin ts de con trôle. Le déplacemen t r prend alors la forme

r =

n

X

i =1

q

i

:

 

@ r

@ q

i

!

; (2.56)

où n est la dimension �nie de la discrétisation, les fonctions @ r =@ q

i

son t les fonctions

de base et les q

i

son t app elés les co ordonnées généralisées.

� En notan t d'un p oin t les dériv ations en temps et en utilisan t la dé�nition précéden te,

on p eut donner des expressions p our les énergies cinétique, p oten tielle élastique et

dissipée.

� L'énergie cinétique T est donnée par :

T =

1

2

Z

� _r

t

: _r =

1

2

_q

t

M _q ; (2.57)

où � est la densité de la structure et M est la matrice ( n � n ) de masse généralisée.

Le terme ( i; j ) de cette matrice est donné par :

M

i;j

=

Z

�

 

@ r

@ q

i

!

t

 

@ r

@ q

j

!

: (2.58)

� L'énergie p oten tielle élastique U est donnée par :

U =

1

2

Z

�

�� :

�

�" =

1

2

q

t

K q ; (2.59)

où

�

�� et

�

�" désignen t resp ectiv emen t les tenseurs de con train te et de déformation

(les deux p oin ts représen ten t un pro duit tensoriel con tracté) et K est la matrice

( n � n ) de raideur généralisée. On p eut donner l'expression des termes de la

matrice K en fonction des tenseurs

�

��

k

et

�

�"

k

de con train te et de déformation

dans le déplacemen t @ r =@ q

k

. Le terme ( i; j ) de la matrice K est donné par :

K

i;j

=

Z

�

��

i

:

�

�"

j

: (2.60)

� L'énergie dissipée D est donnée par :

D =

1

2

Z

f

dis

: _r ; (2.61)

où f

dis

est le c hamp de force de dissipation. Dans la plupart des cas, on supp ose

que cette force est de t yp e visqueux, c'est-à-dire que c'est une fonction linéaire

de _q . Elle est dé�nie par :

f

dis

=

n

X

i =1

 

@ f

dis

@ _q

k

!

_q

k

: (2.62)
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Sous cette h yp othèse, l'énergie dissipée D p eut s'écrire sous la forme suiv an te :

D =

1

2

_q

t

B _q ; (2.63)

où la matrice de dissipation généralisée B a p our terme ( i; j ) :

B

i;j

=

Z

 

@ f

dis

@ _q

k

!  

@ r

@ q

l

!

: (2.64)

� La matrice M , symétrique et p ositiv e, est aussi supp osée dé�nie. K est symé•

trique et p ositiv e. En�n, on p eut mon trer qu'en général, la partie symétrique de

B (elle seule imp orte dans (2.63) visiblemen t) est aussi p ositiv e.

� En�n, si l'on considère le c hamp de forces surfaciques f exercées sur la surface � de

la structure, leur tra v ail dans un c hamp de déplacemen t r est donné par :

W =

Z

�

r

t

: f = q

t

: Q (2.65)

où Q est le v ecteur des forces généraliseés dé�ni par

Q

k

=

Z

�

 

@ r

@ q

k

!

t

: f : (2.66)

Equations mo dèles :

� A partir des équations (2.57), (2.59), (2.61) et (2.65), on obtien t l'équation de La•

grange p our notre système en appliquan t le princip e des tra v aux virtuels. Elle s'écrit :

d

dt

 

@ T

@ _r

!

�

@ T

@ r

+

@ D

@ _r

+

@ U

@ r

= Q: (2.67)

Comme T , D , U et Q on t une forme quadratique, on déduit notre équation mo dèle en

co ordonnées généralisées :

M •q + B _q + K q = Q:

(2.68)

� Cette équation mo dèle du mouv emen t fait in terv enir tous les n degrés de lib erté

que p ossède la structure. Elle p ermet de faire apparaître n mo des propres ( n est le

nom bre de degrés de lib erté). Il est parfois in téressan t de ne pas considérer tous les

mo des propres de la structure discrète. On se limite alors à un nom bre réduit de

mo des propres imp ortan ts (en général les premiers). Dans [31], Gurusw am y présen te

la forme des premiers mo des propres p our une aile simple rectangulaire ou p our une

con�guration b eaucoup plus complexe (cellule et aile).
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� Un mo de propre de la structure asso cié à une pulsation !

i

est un c hamp de déplace•

men t U

i

tel que

q

i

= U

i

cos( !

i

t ) est solution de M •q + K q = 0 ;

ce qui est équiv alen t à

�

K � !

i

2

M

�

U

i

= 0 : (2.69)

Chaque U

i

est un v ecteur propre de la matrice M

� 1

K p our la v aleur propre !

i

2

.

Lorsque les mo des propres U

i

son t indép endan ts (il su�t p our cela que les pulsations

propres soien t toutes distinctes, ce qui est généralemen t le cas), on p eut les utiliser

eux mêmes comme v ecteurs de base de déplacemen t @ r =@ q

i

. On p eut alors réécrire

les équations (2.56) à (2.68) où les co ordonnées ~q

i

son t main tenan t les co ordonnées

mo dales. On obtien t :

~

M

•

~q +

~

B

_

~q +

~

K ~q =

~

Q: (2.70)

Les matrices

~

M et

~

K son t toutes deux diagonales. Leurs termes génériques son t

d'ailleurs données par

(

~

M

i;i

= U

t

i

M U

i

~

K

i;i

= U

t

i

K U

i

: (2.71)

Les termes non-diagonaux son t n uls, car les mo des propres U

i

son t M -orthogonaux et

K -orthogonaux deux à deux. On écrira resp ectiv emen t ( � ) et ( 
 ) à la place de

~

M et

~

K . La matrice

~

B n'a aucune raison a priori d'être diagonale. Dans la plupart des cas,

on supp ose que B est une com binaison linéaire de M et K (h yp othèse de Ra yleigh)

ou plus simplemen t que

~

B est diagonale (h yp othèse de Basile), ce qui est un p eu

plus faible. Cep endan t, il a été mon tré [17] que l'h yp othèse de Basile est v alide p our

les structures faiblemen t dissipativ es. Cette h yp othèse est utilisée par exemple par

Borland et Rizzetta [14] a v ec des co e�cien ts d'amortissemen t spéci�ques p our c haque

mo de propre.

Grâce à cette nouv elle form ulation, sous l'h yp othèse de Basile (on écrit main tenan t

( � ) à la place de

~

B ), on obtien t un ensem ble d'équations scalaires mo dales qui son t

main tenan t découplées :

( � )

•

~q + ( � )

_

~q + ( 
 ) ~q =

~

Q:

(2.72)

Cette appro c he mo dale a été utilisée dans la plupart des études disp onibles (il existe

quand même des exceptions [25]). Elle p ermet de manipuler un nom bre de v ariables

�xé par l'utilisateur, qui son t les co ordonnées du c hamp de déplacemen t sur ces mo des.

Si l'on utilise très p eu de mo des, l'équation di�éren tielle (2.72) p eut être résolue exac•

temen t.

Cette appro c he a cep endan t l'incon vénien t de tout rapp orter aux mo des propres

de la structure seule. P our des mo des propres de couplage aéroélastique di�éren ts des

mo des structurels, cette appro c he p eut être insu�san te. Il faut donc faire app el à

des sc hémas d'in tégration en temps, qui ne seron t pas nécessairemen t appliqués aux

équations scalaires (2.72)
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2.4.2 Sc hémas d'in tégration

A partir de (2.68) et en utilisan t des co ordonnées généralisées, nous accomplissons

la tâc he corresp ondan t à la cinquième ligne de la T able 2.1. Les pressions P

n +1

, la

p osition, la vitesse et l'accélération de la structure (

•

S

n

,

_

S

n

, S

n

) son t conn ues. Elles son t

transformées resp ectiv emen t en forces généralisées Q

n +1

et co ordonnées généralisées

(et leurs dérivées) •q

n

, _q

n

, q

n

. Nous dev ons calculer les mêmes grandeurs généralisées

à la �n du pas de temps couran t : •q

n +1

, _q

n +1

, q

n +1

. Ces grandeurs nous p ermettron t

facilemen t d'obtenir

•

S

n +1

,

_

S

n +1

et S

n +1

.

Les métho des les plus courammen t utilisées son t les métho des de Newmark. Elles

s'écriv en t :

_q

n +1

= _q

n

+ � t

�

(1 � � ) • q

n

+ � •q

n +1

�

q

n +1

= q

n

+ � t _q

n

+

� t

2

2

�

(1 � � ) • q

n

+ � •q

n +1

�

(2.73)

M •q

n +1

+ B _q

n +1

+ K q

n +1

= Q

n +1

:

On p eut commen ter ce sc héma en quelques mots. Connaissan t la v aleur de Q

n +1

,

on connaît grâce à (2.68) une relation en tre les grandeurs généralisées au temps t

n +1

.

On c hoisit de donner un rôle prép ondéran t à l'accélération (les erreurs sur •q

n +1

seron t

réduites après m ultiplication par un facteur � t

2

). On exprime alors la p osition et la

vitesse ( q

n +1

, _q

n +1

) à l'aide de prédictions simples dép endan t des deux co e�cien ts � et

� en fonction de •q

n +1

. La métho de de Newmark est égale à la règle du trapèze quand

� = � = 1 = 2 (la plus courammen t utilisée) et à la métho de de l'accélération linéaire

quand � = 1 = 2 et � = 1 = 3 [25 ].

La métho de d'in tégration en temps (règle du trapèze) est implémen tée de la manière

suiv an te :

� _q

�

= _q

n

+

� t

2

•q

n

(2.74)

� q

�

= q

n

+ � t _q

n

+

� t

2

4

•q

n

(2.75)

� •q

n +1

=

"

M +

� t

2

B +

� t

2

4

K

#

� 1

�

Q

n +1

� B _q

�

� K q

�

�

(2.76)

� _q

n +1

= _q

�

+

� t

2

•q

n +1

(2.77)

� q

n +1

= q

�

+

� t

2

4

•q

n +1

(2.78)

Cet algorithme est assez général. Il est égalemen t applicable aux form ulations mo•

dales (et dans ce cas, il est encore plus simple puisque les matrices son t diagonales).
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On p eut remarquer que le calcul le plus coûteux (2.76), et notammen t la factorisation

de la matrice à in v erser, p eut être fait une fois p our toutes si le pas de temps utilisé

reste constan t p endan t toute la sim ulation.

On v oit aussi le grand in térèt de la form ulation mo dale. Les calculs des mo des

propres et des matrices mo dales généralisées p euv en t être faits une fois p our toutes.

L'in tégration en temps est ensuite très légère, puisqu'il s'agit d'équations scalaires

découplées. P our une sim ulation aéroélastique, après c haque pas de temps, il faut

recomp oser les grandeurs ph ysiques S

n +1

et

_

S

n +1

à partir des v ariables généralisées.

Elles p euv en t être obten ues à l'aide de matrices de passage de la base des @ r =@ q

i

à

celle des U

i

. Ces matrices son t égalemen t �xes p endan t tout le calcul.

En somme, nous a v ons vu que le coût de l'in tégration en temps de la partie structure

d'une sim ulation aéroélastique dép end fortemen t du nom bre de degrés de lib erté utilisé.

L'emploi d'une appro c he mo dale p ermet de réduire considérablemen t le temps de calcul

nécessaire. Cep endan t, elle p ourrait être insu�san te p our certains problèmes où les

mo des propres couplés son t très di�éren ts des mo des propres de la structure.

On p eut rapp eler que l'emploi de grandeurs généralisées n'est pas très coûteux,

puisque les matrices de masse, d'amortissemen t et de raideur p euv en t être calculées

une fois p our toutes au début du calcul. De même, l'emploi d'un pas de temps constan t

p our l'in tégration de la structure (lorsqu'elle est linéaire) p ermet de factoriser une seule

fois la matrice d'év olution écrite en (2.76).
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Deuxième partie

Analyse n umérique
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Dans cette partie, nous nous in téressons au couplage des métho des n umériques uti•

lisées séparémen t dans c hacun des c hamps. P our le �uide, nous disp osons d'un large

év en tail de métho des n umériques, parmi lesquelles nous a v ons privilégié les métho des

en v olumes �nis. P our la structure, la nature symétrique des matrices découlan t des

form ulations en élémen ts �nis nous p ermet d'utiliser une panoplie de métho des clas•

siques. Comme nous l'a v ons expliqué dans la partie précéden te, seules les métho des

d'in tégration décalée son t en visageables, dans la mesure où l'in tégration globale de

tous les c hamps (�uide, maillage du domaine �uide et structure) est encore b eaucoup

trop coûteuse p our les calculateurs actuels.

P our c hacune de ces deux familles de métho des, classiques p our les spécialistes de

mécanique des �uides et de dynamique des structures, l'in v en taire des propriétés a été

fait plus haut: leur précision, leur stabilité et leur e�cacité son t conn ues. P ar con tre,

le couplage de ces métho des, et les propriétés heritées par ces �sc hémas couplés� son t

au c÷ur du sujet de cette thèse.

Il est imp ortan t de comprendre, même in tuitiv emen t, p ourquoi les propriétés des

métho des couplées p euv en t di�érer de celles des métho des-mères utilisées. D'ab ord,

la précision spatiale se transp orte généralemen t, à condition que les traitemen ts des

conditions aux b ords soien t adaptés. De même, l'e�cacité globale est limitée par celles

des métho des-mères. Cep endan t, nous v errons dans cette partie que div erses tec h•

niques, comme le sous-cyclage et le calcul parallèle p ermetten t de l'augmen ter. En�n,

la stabilité est la propriété qui ne se transmet pas en général. En e�et, les études de

stabilité son t faites sur la v ersion homogène sans terme sour c e des équations qu'elles

résolv en t. Dans un système couplé, c haque c hamp in tervien t dans un terme source

p our l'autre c hamp. Des analyses de stabilité séparées o cculten t ces termes sources,

donc le couplage, et par là-même, se mon tren t complètemen t inadaptées aux problèmes

couplés, et fausses a priori. Le problème qui se p ose est donc double: mettre au p oin t

des métho des n umériques d'in tégration p our ces systèmes couplés d'une part, et des

métho des d'analyse de leurs propriétés.

L'ab ord direct et général de cette problématique est trop complexe. Nous nous

limiterons dans l'ensem ble de cette partie à des problemes simples, p our lesquels on

p eut exhib er des solutions exactes � et parfois analyser exactemen t le comp ortemen t

de certaines métho des n umériques couplées. Ces problèmes seron t mono-dimensionnels

et linéaires. Si cette première appro c he p eut paraître simpliste, elle nous p ermettra

de comprendre, sur ces problèmes élémen taires, commen t les propriétés des sc hémas

d'in tégration couplée se déduisen t de celles de leurs métho des-mères.

Dans le Chapitre 3, nous étudions un problème mono-dimensionnel linéaire, a v ec

un seul degré de lib erté p our la structure: le problème du piston.

Nous présen tons une analyse don t le but est double: iden ti�er les erreurs d'origine

n umérique liées au couplage en tre �uide et structure, et donner un mo y en d'éliminer

ces e�ets puremen t n umériques.
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Nous in tro duisons deux métho des d'analyse: la première est fondée sur la théorie

des équations équiv alen tes, et la seconde est une analyse de mo des propres p our le

problème couplé. Ces deux métho des fournissen t des corrections des sc hémas d'in té•

gration du système couplé qui éliminen t les e�ets puremen ts n umériques quand la

rép onse ph ysique du système est conn ue. D'autres métho des son t présen tées p our les

cas où cette rép onse est inconn ue.

Dans le Chapitre 4, on passe à une autre métho de d'analyse n umérique, fondée

sur des form ulations énergétiques. Cette analyse p eut donc p orter sur des cas où les

mo des propres couplés son t inconn us.

Nous présen tons plusieurs algorithmes d'in tégration en temps p our le problème

du piston, nous étudions leur précision, leur stabilité et leur e�cacité, en considéran t

égalemen t les app orts p ossibles du calcul parallèle et hétérogène et du sous-cyclage.

Bien que l'étude théorique de ces algorithmes soit menée p our le problème à une

dimension du piston, certaines conclusions tirées de cette étude seron t con�rmées dans

la partie suiv an te par la sim ulation n umérique plus complexe de la rép onse aéro élas•

tique d'un panneau �exible dans un écoulemen t bidimensionnel en régime transsonique

non-linéaire.
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3.1 In tro duction

In aerospace engineering and in the particular �eld of �uid-structure in teraction, it

is imp ortan t to accurately in v estigate the ph ysical stabilit y of complex coupled systems

suc h as �o ws around three-dimensional structures [11, 31, 70]. These in v estigations are

p erformed through n umerical sim ulations [61], in order to b etter predict the general

b eha viour of these coupled systems and to prev en t unstable phenomena suc h as �utter

or bu�etting [14, 41 , 68 ]. Using their o wn space and time sc hemes, these sim ulations

naturally ha v e their o wn stabilit y c haracteristics [35, 43, 60]. Th us, the results of these

sim ulations giv e a com bination of t w o resp onses, the ph ysical one and the n umerical

one. Of course, it is desirable that the n umerical sim ulation predicts a stable resp onse

(resp ectiv ely: an unstable resp onse) of a ph ysical system only if this system is actually

stable (resp.: unstable). Hence, con troling the in�uence of the n umerical sc hemes and

in particular of the n umerical damping on the n umerical results is the only w a y to

reac h accuracy , in terms of stabilit y of our n umerical sim ulations.

The ultimate ob jectiv e of this study is to obtain b etter in tegration sc hemes for

�uid-structure in teraction problems. F or example, the w ell-kno wn phenomenon of wing

�utter corresp onds to an unstable b eha vior of a wing (or a wing-b o dy con�guration),

whic h o ccurs in three-dimensional geometries, with a non-ideal viscous �uid and com•

plex three-dimensional structures. The �rst step to w ards b etter n umerical sim ulations

of suc h phenomena is to analyze simpler �uid-structure problems. This is wh y w e consi•

der in this section n umerical sim ulations of a simple mo del problem, whic h w e presen t

in Section 3.2: w e deal with a plane piston sub jected to the one-dimensional �o w of

a compressible �uid, in the linear acoustic regime. W e use a �xed uniform mesh and

tak e the motion of the piston in to accoun t b y a b oundary mass �ux. This form ulation

allo ws us to consider a linear problem, whic h is a necessary �rst step to w ards a more

complete understanding of �uid-structure in teraction. This means also that w e ha v e

separated here �uid-structure in teractions and �uid-mesh in teractions (w e in tend to

analyze the latter, whic h o ccur in mo ving meshes metho ds or ALE-t yp e form ulations

[5, 20 , 25 , 35 ], in a forthcoming w ork).

Then, the goal of our study is t w o-fold. Our �rst goal is to deriv e metho ds for

obtaining accurate analytical predictions of the general damping of the n umerical

sim ulation. Once the �rst goal is ac hiev ed for a large family of sc hemes, w e use these

analytical results in order to ac hiev e our second goal, namely mo difying the n umerical

sc hemes in order to accurately sim ulate the exact ph ysical damping of the system.

W e also presen t in Section 3.2 the family of n umerical sc hemes w e use: since most

engineering coupled applications are sim ulated with stagger e d sc hemes (whic h allo w

to in tegrate the structural and the �uid parts separately during eac h time step), w e

consider this algorithmic approac h. Therefore w e use simple sc hemes for the in tegration

of the �uid and the structure equations. F or the b oundary conditions, in particular at

the �uid-structure b oundary , w e use di�eren t form ulations whic h are commonly used

b y aero elasticians; this discrete treatmen t of the coupling b et w een �uid and structure

will app ear to ha v e a v ery strong in�uence on the n umerical results.

In Section 3.3, w e in tro duce a �rst metho d based on the mo di�ed equation theory
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[75 ] for the n umerical analysis of this problem. This metho d is v ery simple, and giv es

go o d qualitativ e results pro vided that the treatmen t of the b oundary conditions is

precisely tak en in to accoun t. These results giv e useful informations for more general

aero elastic sim ulations.

In Section 3.4, w e presen t a more accurate and p o w erful metho d for the analysis

of the n umerical results. This metho d is based on the analysis of eigen v alues and

eigen v ectors of the ampli�cation matrix for the coupled n umerical system. Although

this metho d ma y b e uneasily extendable to m ulti-dimensional cases, it giv es in our

case v ery in teresting results: it con�rms some principles of the common kno w-ho w in

n umerical aero elasticit y , it con�rms the results obtained with the mo di�ed equation

analysis, and it predicts accurately the n umerical damping for all linear sc hemes. The

t w o metho ds are compared in Section 3.5.

In Section 3.6, w e discuss applications of b oth previous metho ds to di�eren t families

of sc hemes. Finally , in Section 3.7, w e sho w ho w the results of our analyses can b e used

more generally for aero elastic sim ulations. The presen ted metho ds allo w us to exactly

con trol the �nal damping in the n umerical sim ulation when the fundamen tal frequency

of the system is kno wn (whic h is often the case in aerospatial applications, since �utter

pulsations of wing-b o dy con�gurations are close or equal to eigen-pulsations of the

structure). In suc h a case, w e sho w that w e can deriv e corrections of the n umerical

sc hemes in order to comp ensate the n umerical damping. W e also prop ose other general

metho ds for ac hieving this goal in cases where there is no a v ailable prediction for the

system frequency .

3.2 The ph ysical test case and the global n umerical

algorithm

In this section, w e presen t the ph ysical exp erimen t under consideration: since actual

aerospace engineering problems are to o complex to b e analyzed, w e consider a simple

one-dimensional mo del problem. W e also presen t the t yp e of staggered sc hemes w e

will use to p erform the temp oral in tegration of the coupled �uid-structure system.

3.2.1 The mo del problem

W e consider the one-dimensional �o w of a p erfect gas in a c ham b er closed b y a

mo ving piston. The equilibrium state of the system is de�ned b y a uniform pressure

P

0

inside and out of the c ham b er, a uniform gas densit y �

0

in the c ham b er, where the

gas is still ( u

0

= 0 ), and b y a stationnary c ham b er length L (in our exp erimen t, w e

tak e standard v alues: P

0

= 1 atm , �

0

= 1 : 3 kg = m

3

, 
 = 1 : 4 ). The c ham b er is describ ed

on Figure 3.1.
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Fluid Piston

x�axis

Pressure Po

0

Piston’s motion

Wall
Fixed

Equilibrium length of the chamber

Fig. 3.1 � The piston and the �uid-�l le d one-dimensional chamb er.

The one-dimensional �o w in the c ham b er is supp osed to b e go v erned b y the com•

pressible Euler equations, whic h w e write with usual notations as:

8

>

<

>

:

�

t

+ ( �u )

x

= 0 ;

( �u )

t

+ ( �u

2

+ P )

x

= 0 ;

E

t

+ [ u ( E + P )]

x

= 0 :

(3.1)

Here, � is the densit y , u is the v elo cit y , P is the pressure and E is the total energy

p er unit v olume. The p osition, sp eed and acceleration of the piston are resp ectiv ely

denoted b y L + x (i.e. x denotes the deviation of the piston from its equilibrium

p osition), _x and •x . Calling m , d and k the mass, the in ternal damping d and the

sti�ness of the piston resp ectiv ely , w e write the piston go v erning equation as:

m •x + d _x + k x = P ( x + L ) � P

0

; (3.2)

here, P ( x + L ) is the in ternal pressure at the piston, and w e assume that the outer

pressure remains constan t and equal to P

0

.

The b oundary conditions for the �uid are:

�u (0) = 0 (3.3)

at the �xed w all, and:

u ( x + L ) = _x (3.4)

at the piston, whic h expresses that the �uid v elo cit y is there equal to the piston sp eed.

Assuming furthermore that the system undergo es only small p erturbations around the

equilibrium state, w e linearize the ab o v e equations. Th us, w e assume that:

� � = � � �

0

� �

0

; (3.5)

� P = P � P

0

� P

0

; (3.6)

u � c

0

; (3.7)

and, as usual in the linear acoustic regime, w e ha v e:

� P = c

2

� � ; (3.8)
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whic h means that the gas v ariations are isen tropic (w e simply denote b y c instead of

c

0

the unp erturb ed sound sp eed). W e then write the go v erning equations using the

v ector

W =

 

� �

�( �u )

!

=

 

� �

�

0

� u

!

as:

W

t

+

 

0 1

c

2

0

!

W

x

= 0 : (3.9)

The linearized b oundary conditions tak e the form:

� u (0) = 0 ; (3.10)

� u ( L ) = _x ; (3.11)

and the piston equation no w can b e written as:

m •x + d _x + k x = � P ( L ) = c

2

� � ( L ) : (3.12)

3.2.2 Ev aluating the system frequency

In the follo wing, the reader will assume that d and k are equal to 0 , if no other

explicit statemen t is made. The piston equation then reduces to:

m •x = � P ( L ) = c

2

� � ( L ) : (3.13)

Since d is equal to 0 , the ph ysical system is undamp ed and should undergo in�nite

oscillations of constan t amplitude. W e no w presen t t w o di�eren t w a ys of ev aluating

the frequency of these oscillations.

The �rst crude estimate can b e obtained in a v ery simple and rapid w a y b y assuming

that, in addition to b eing isen tropic, the gas �o w is isobaric. In other w ords, one

assumes that the pressure is spatially constan t in the c ham b er (an assumption whic h

is consisten t with the highly subsonic c haracter of the �o w). Using this appro ximation

(whic h di�ers from the acoustic appro ximation describ ed ab o v e), w e can write:

m •x = P � P

0

; (3.14)

where P = P ( t ) is the spatially constan t pressure. It is giv en b y:

P �

� 


= P

0

�

0

� 


; (3.15)

where � is the gas densit y (also spatially constan t). W riting the mass conserv ation for

the system, w e ha v e:

( L + x ) � = L �

0

: (3.16)
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The p osition x then satis�es the follo wing equation:

m •x = P

0

"

�

L + x

L

�

� 


� 1

#

: (3.17)

F or small enough initial p erturbations (in piston sp eed and lo cation), w e can linearize

the preceding equation for x � L . W e get:

m •x = �


 P

0

L

x: (3.18)

Hence, the �isobaric pulsation� !

i

of the system is giv en b y:

!

i

2

=


 P

0

mL

: (3.19)

This form ula can b e rewritten with non-dimensional quan tities as

�

!

i

L

c

�

2

=

�

0

L

m

:

(3.20)

No w, a second more instructiv e w a y of ev aluating the system frequency consists in

solving the linear system (3.9)-(3.13). Indeed, a ma jor in terest of this one-dimensional

acoustic ph ysical exp erimen t is that w e can exhibit an exact solution of the linear

system (3.9)-(3.13). This exact solution will b e used later for more complex predictions.

W e ha v e the follo wing:

Lemma 1 A solution of e quation (3.9) with the b oundary c ondition (3.10) is given

by:

W =

 

1

+ c

!

cos [ ! ( t �

x

c

)] +

 

1

� c

!

cos[ ! ( t +

x

c

)] (with ! 2 I R ) : (3.21)

The pro of is elemen tary and will b e omitted. 2

In order to solv e the complete system (3.9)-(3.13), it remains to tak e in to accoun t

the piston b oundary condition (3.11) and the equation (3.13) for the piston dynamics.

Using (3.21), w e then ha v e:

u ( L ) =

2 c

�

0

sin (

! L

c

) sin( ! t ) ; (3.22)

m _u ( L ) =

2 mc!

�

0

sin (

! L

c

) cos ( ! t ) ; (3.23)

� P ( L ) = 2 c

2

cos (

! L

c

) cos( ! t ) : (3.24)
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Hence, the piston equation (3.13) is satis�ed if and only if:

2 mc!

�

0

sin(

! L

c

) = 2 c

2

cos (

! L

c

) ; (3.25)

whic h can b e written as

�

! L

c

�

tan

�

! L

c

�

=

�

0

L

m

:

(3.26)

This form ula deserv es sev eral commen ts. First, this relation is consisten t with the

previous �isobaric estimate� (3.20): in the limit of c going to + 1 , then tan ( ! L=c ) '

! L=c and ! tends to !

i

.

Also, t w o in teresting limits can b e observ ed for relation (3.26). If m tends to + 1 ,

then ! L=c = k � : the in�nite-mass piston b eha v es as a �xed w all, and w e ha v e a

classical acoustic regime with a v elo cit y no de at eac h end of the c ham b er. On the

other hand, if m tends to 0 , then ! L=c = � = 2 + k � : the b oundary condition at the

piston b ecomes � P ( L ) = 0 from (3.13), and w e no w ha v e an acoustic regime with a

v elo cit y no de at the �xed w all and a pressure no de a the piston.

Beside this, since tan( z ) > z ; 8 z 2 ]0 ; � = 2[ , w e see that the fundamen tal pulsation

giv en b y (3.26) is smaller than !

i

. Th us, the p erio d of the system is greater than the

�isobaric p erio d�, whic h is also coheren t with the h yp othesis of �nite w a v e sp eed.

3.2.3 The general in tegration sc heme

W e conclude this section b y brie�y presen ting the general t yp e of sc hemes used in

our sim ulations b elo w. The algorithm is deriv ed from general aero elasticit y kno w-ho w

[60 , 61 ] and uses so-called staggered sc hemes, where the �uid and the structure are

in tegrated separately during eac h time step.

Th us, the algorithm is the follo wing: at eac h time lev el t

n

, w e:

� predict the piston sp eed for the next time step [ t

n

; t

n +1

] ,

� compute w all �uxes for the �uid during this time step,

� in tegrate the �uid from t

n

to t

n +1

,

� compute an a v erage pressure at the piston for the time step [ t

n

; t

n +1

] ,

� in tegrate the piston (submitted to this pressure) from t

n

to t

n +1

.

W e notice here that w e could ha v e used other staggered sc hemes, where the struc•

ture is in tegrated �rst. But in fact, these algorithms di�er only b y indices translations.

In the follo wing, w e consider only explicit time in tegration sc hemes (except in

section 3.6.3 b elo w).
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Although w e p ostp one till the end of this section the presen tation of our n umerical

results for the oscillating piston, it is w orth sa ying here that the clearest feature of these

result lies in the inabilit y of the n umerical sc hemes to repro duce the constan t-amplitude

system oscillations: the amplitude of the computed oscillations decreases with time (see

e.g. Figure 3.2 b elo w). Moreo v er, w e sometimes also observ e a deviation b et w een the

computed frequency and the kno wn analytical frequency . Analyzing these n umerical

e�ects, and in particular the n umerical damping, is the ob ject of the next sections.

3.3 Mo di�ed equation analysis

In this section, w e use the mo di�ed equation theory [75] to obtain analytical pre•

dictions of our n umerical results. Referring to [1 , 75] for the details, w e simply recall

here that, for the n umerical solution of a linear h yp erb olic or parab olic equation, the

mo di�ed equation is the di�eren tial equation whic h is exactly satis�ed b y the compu•

tational v alues; it is obtained through T a ylor expansions, and it is an adequate w a y

to express the main prop erties of the n umerical sc hemes, in terms of error analysis.

Let us recall the follo wing example, whic h will b e useful later on. Consider the

n umerical solution of the adv ection equation u

t

+ cu

x

= 0 , with c > 0 , with the simple

explicit up wind sc heme:

u

n +1

j

� u

n

j

� t

+ c

u

n

j

� u

n

j � 1

� x

= 0 : (3.27)

Then, the mo di�ed equation of this sc heme is, up to second-order accuracy (see e.g.

[1]):

u

t

+ cu

x

= �u

xx

+ c�u

xxx

; (3.28)

with:

� =

c � x

2

(1 � � ) ; (3.29)

� = �

� x

2

6

�

1 � 3 � + 2 �

2

�

; (3.30)

where the Couran t n um b er � is giv en b y � =

c � t

� x

.

Recalling that our goal is to analyze the n umerical errors for the �uid-structure

coupled system, w e are going to use the mo di�ed equation in order to represen t the

n umerical errors related to the sim ulation of the �uid (more precisely , of the linear

acoustic w a v es in the �uid). W e will therefore ha v e to couple the mo di�ed equation with

the discrete piston equation, and w e will see that not only the n umerical appro ximation

in the �uid (tak en in to accoun t through the mo di�ed equation), but also the time

in tegration sc heme for the structure and the discrete treatmen t of b oundary conditions

ha v e imp ortan t in�uences on the n umerical results.
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3.3.1 Mo di�ed equation with di�usion

Let us assume that w e use an explicit �rst-order accurate up wind sc heme for the

in tegration of system (3.9). Restricting our atten tion to the main error term in the

�uid appro ximation, w e will consider that our n umerical solution satis�es:

W

t

+

 

0 1

c

2

0

!

W

x

= �W

xx

; (3.31)

where the p ositiv e di�usion co e�cien t � is giv en in (3.29).

Since this equation di�ers from (3.9), w e are no w in terested in appreciating the in•

�uence of � on the system pulsation. W e will use the same metho d as in the undamp ed

case. The essen tial di�erence lies in �nding elemen tary solutions of (3.31). The �rst

natural idea consists in taking temp orally damp ed oscillations. With this kind of solu•

tion, it is not p ossible to ful�ll b oth the �xed w all b oundary condition (3.10) and the

fundamen tal equation of dynamics for the piston. Th us, w e will consider temp orally

and spatially damp ed oscillations:

Lemma 2 A solution of e quation (3.31) with the b oundary c ondition (3.10) is given

by:

W = e

z ( �z � c ) t

" 

1

+ c

!

e

z x

+

 

1

� c

!

e

� z x

#

(with z 2 C ) : (3.32)

W e lea v e the pro of to the reader. 2

As previously , w e can write:

u ( L ) =

2 c

�

0

sinh ( z L ) e

z ( �z � c ) t

; (3.33)

m _u ( L ) =

2 mc

�

0

sinh( z L ) z ( �z � c ) e

z ( �z � c ) t

; (3.34)

� P ( L ) = 2 c

2

cosh ( z L ) e

z ( �z � c ) t

: (3.35)

Hence, the fundamen tal equation (3.13) is satis�ed if and only if:

2 mc

�

0

sinh ( z L ) z ( �z � c ) = 2 c

2

cosh ( z L ) ; (3.36)

whic h can b e written as:

z ( �z � c ) tanh ( z L ) =

�

0

c

m

; (3.37)

or:

( � iz L )

�

1 �

�z

c

�

tan ( � iz L ) =

�

0

L

m

:

(3.38)
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Equation (3.38) has conjugate solutions. It is consisten t with (3.26): indeed, if w e

tak e � = 0 in (3.38), it can b e pro v ed that z = � i! =c , with ! giv en b y (3.26) (the

reader ma y c hec k that a complex n um b er r suc h that r tan( r ) 2 I R

+

is necessarily on

the imaginary axis).

Remark 1 : Before analyzing the relation (3.38), let us come bac k to (3.31), and

in v estigate whether it w as v alid to k eep only the di�usion error term. If w e add the

disp ersion term, w e write, up to second order in � x and � t :

W

t

+

 

0 1

c

2

0

!

W

x

= �W

xx

+ �

 

0 1

c

2

0

!

W

xxx

; (3.39)

where the disp ersion co e�cien t � is giv en b y (3.30). As ab o v e for Lemma 2, w e can

sho w that the elemen tary solutions of equation (3.39) with the b oundary condition

(3.10) are giv en b y:

W = e

z ( �z � c + �cz

2

) t

"  

1

+ c

!

e

z x

+

 

1

� c

!

e

� z x

#

(for z 2 C ) : (3.40)

Then, the equation (3.38) for z b ecomes:

2 mc

�

0

sinh ( z L ) z ( �z � c + �cz

2

) = 2 c

2

cosh ( z L ) : (3.41)

Of course, the preceding equation reduces to (3.38) when � = 0 . But w e see also that

the in�uence of the disp ersion term is m uc h w eak er than the one of the di�usion term,

since the ratio �cz

2

= ( �z ) is small (when � and � are small, i.e. for z � � i! =c ):

j �cz

2

j

j �z j

=

�

1 � 2 �

3

�

! � x

c

: (3.42)

Therefore, w e will actually neglect the disp ersion error in the sequel, and analyze

equation (3.38) instead of (3.41). �

It is also in teresting to analyze the dep endence on the solution z of (3.38) of the

di�usion parameter � . W e can linearize the equation for z around � = 0 , kno wing that

for � = 0 , z = � i! =c . W e obtain (the details are omitted):

@ I m ( z ( �z � c ))

@ �

�

�

�

�

�

� =0

z = � i! =c

= 0 ; (3.43)

@ R e ( z ( �z � c ))

@ �

�

�

�

�

�

� =0

z = � i! =c

= �

!

2

c

2

2

4

1 �

"

1 +

�

0

L

m

 

1 +

m

2

!

2

�

2

0

c

2

!#

� 1

3

5

: (3.44)

Th us, from (3.43), it follo ws that the temp oral pulsation of the elemen tary w a v es are

c hanged only at the second order when � is small (recall from Lemma 2 that z ( �z � c )

is precisely the co e�cien t of the time v ariable t in the solution (3.32)).
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The in terpretation of (3.44) is less ob vious. F or the sak e of con v enience, w e ha v e

considered so far complex v ariables, but w e should no w come bac k to the actual

(real) v ariables, and observ e the piston motion. With our complex solution, w e ha v e

_x =

2 c

�

0

sinh ( z L ) e

z ( �z � c ) t

, whence x =

2 c

a�

0

sinh ( z L ) e

at

, with a = z ( �z � c ) . Then, it is

easy to c hec k that w e can write an equation of the form:

m •x = � x + � _x (3.45)

for the piston, with � and � real, b y taking:

� = � m j a j

2

= � m j z ( �z � c ) j

2

; � = 2 m R e ( a ) = 2 m R e ( z ( �z � c )) : (3.46)

Th us, w e are no w able to kno w the sti�ness and the damping induced b y the �uid on

the piston. F or � = 0 , w e �nd of course � = � m!

2

and � = 0 . F or a small di�usion

� , w e get from (3.43) and (3.44):

� = �

2 m!

2

c

2

2

4

1 �

"

1 +

�

0

L

m

 

1 +

m

2

!

2

�

2

0

c

2

!#

� 1

3

5

� + O ( �

2

) ; (3.47)

� = � m!

2

+ O ( �

2

) : (3.48)

Remark 2 : W e ac hiev ed the same study with retaining the second-order terms (but

still neglecting the disp ersion term in the mo di�ed equation). It sho ws that no se•

cond-order term is in tro duced in the expansion of the damping � b y the di�usion

� . The in�uence of the disp ersion error will b e analyzed with second-order accurate

sc hemes in Section 3.6.2 b elo w. �

3.3.2 Roles of structural sc hemes and b oundary treatmen ts

Through � and � , the ab o v e analysis predicts analytical v alues for the n umerically

observ ed pulsation and damping of the piston oscillations. F or the pulsation of the

coupled system, the prediction (3.26) rev eals to compare v ery w ell with n umerical si•

m ulations: it giv es a predicted pulsation with a relativ e error less than one p ercen t.

This great accuracy is partly explained b y (3.48). But the analytically predicted dam•

ping factor � is not so accurate and is ev en sometimes quite far from the n umerical

results.

In the follo wing, w e giv e explanations for this inaccuracy of the ab o v e analysis.

W e will deriv e a new form ula for the n umerical damping � of the system, and w e will

c hec k the v alidit y of the preceding prediction for � .
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Sources of n umerical damping

In the ph ysical problem, w e did not in tro duce an y dissipation whic h could pro duce

damping ( d = 0 in (3.12)). The whole damping is therefore of n umerical origin. The

�rst origin lies in the n umerical sc heme for the �uid, and w as tak en in to accoun t

through the mo di�ed equation. But there is a second origin of n umerical dissipation,

whic h is related to the temp oral in tegration of the piston's motion.

Indeed, in the ab o v e analysis, w e considered that the n umerical solution W in the

�uid is no longer discrete, but con tin uous in space and time: it is the solution (3.32) of

the mo di�ed equation (3.31), and w e considered that all spatial and temp oral errors

of the �uid appro ximation are dealt with through the mo di�ed equation. Ho w ev er,

w e also used a time-con tin uous represen tation for the piston, since w e coupled the

solution (3.32) with the di�eren tial piston equation (3.13). In practice, in the n umerical

sim ulations, w e use a discrete form of the fundamen tal equation, and the n umerical

errors related to this appro ximation ha v e b een neglected in the ab o v e analysis, since

they are not tak en in to accoun t in the mo di�ed equation of the �uid.

F or instance, if the sp eed of the piston is computed with the sc heme:

m

_x

n +1

� _x

n

� t

= � P

n

( L ) ; (3.49)

then the argumen t used in the preceding section to obtain equations (3.36) and (3.38)

is no longer v alid. W e then ha v e to in tro duce the discrete temp oral sc heme in our

reasoning.

New predictions for the n umerical damping

Let us therefore come bac k to (3.32), and searc h a new equation for z , assuming

that the sc heme (3.49) is used for the piston. F rom (3.33) and (3.35), w e deduce (still

denoting a = z ( �z � c ) ):

m

e

a � t

� 1

� t

2 c

�

0

sinh ( z L ) = 2 c

2

cosh ( z L ) ; (3.50)

whic h can b e rewritten as:

z ( �z � c ) tanh( z L ) =

�

0

c

m

a � t

e

a � t

� 1

; (3.51)

whic h no w replaces (3.37).

The expansion of z around the v alue z

0

= � i! =c (where ! is giv en b y (3.26))

in terms of � and � t (whic h are assumed to b e small with resp ect to c

2

=! and 1 =!

resp ectiv ely) tak es the form:

z = �

i!

c

�

"

1 +

�

0

L

m

 

1 +

m

2

!

2

�

2

0

c

2

!#

� 1

"

!

2

c

3

� +

!

2

2 c

� t

#

; (3.52)
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hence:

� = �

2 m!

2

c

2

2

4

1 �

"

1 +

�

0

L

m

 

1 +

m

2

!

2

�

2

0

c

2

!#

� 1

3

5

�

+ m!

2

"

1 +

�

0

L

m

 

1 +

m

2

!

2

�

2

0

c

2

!#

� 1

� t

+ O ( �

2

; � t

2

) :

(3.53)

The preceding form ula app ears to giv e a v ery go o d prediction of the total n umerical

damping. F or example, w e sim ulated the motion of a 0 : 8 kg piston with a one meter

c ham b er, and tried sev eral v alues of the Couran t n um b er (with 50 mesh p oin ts). With

� = 0 : 045 , w e n umerically found � = � 1 : 87 , whereas our form ula (3.53) predicts

� = � 1 : 80 . F or � = 0 : 45 , w e found � = � 1 : 33 and the analytical prediction is

� = � 1 : 32 . The a v erage error is then less than 4% in the �rst case, less than 1% in

the latter.

3.4 Coupled eigen v ector analysis

In the previous section, w e w ere only able to tak e partially in to accoun t the in•

�uence of the discrete treatmen t of the b oundary conditions on the n umerical sim ula•

tions. W e no w ha v e to b e more sp eci�c ab out these conditions, and analyze in details

their o v erall e�ect on the n umerical damping of the piston oscillations.

T o b e more sp eci�c, let us write do wn the b oundary conditions for the family of

sc hemes considered in this section. W e call N the n um b er of computational cells in

the c ham b er [0 ; L ] (i.e. N � x = L ), and write the explicit sc heme under the follo wing

form, for 1 � i � N :

W

n +1

i

� W

n

i

� t

+

�

n

i +1 = 2

� �

n

i � 1 = 2

� x

= 0 : (3.54)

Outside the b oundaries, the n umerical �ux �

n

i +1 = 2

is based on �rst-order up winding.

F or �

n

1 = 2

, at the �xed w all, w e use up winding with a "mirror" cell, i.e. a �ctitious cell

with the same densit y as in the �rst cell and the opp osite momen tum of the �rst true

cell. A t the other end of the c ham b er, w e ha v e to ev aluate a �ux through the mo ving

piston; w e tak e:

�

n

N +1 = 2

=

 

�

0

V

�

p

c

2

� �

n

N

!

: (3.55)

Here, V

�

p

is a prediction of the piston sp eed, ev aluated as a w eigh ted a v erage of the

n

th

and n + 1

st

computational sp eeds b y the form ulas:

m

V

n +1

p

� V

n

p

� t

= c

2

� �

n

N

; (3.56)
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V

�

p

= (1 � � ) V

n

p

+ � V

n +1

p

; (3.57)

where � is a �xed parameter. Suc h conditions are commonly used in aero elasticit y

sim ulations (see e.g. [31 ]).

A t �rst sigh t, w e are not able to really tak e these conditions in to acoun t in the

mo di�ed equation analysis of the previous section. This is wh y w e no w in tro duce a

second metho d, whic h w e call the �coupled eigen v ector analysis�.

3.4.1 Presen tation of the analysis

The analysis whic h w e no w presen t is an eigen v ector and eigen v alues analysis. W e

consider the set of all computational v alues at a certain time step, for b oth the �uid

and the piston, and w e see it as an unkno wn v ector whic h is c hanging during time

in tegration. W e still denote b y W the v ector of the conserv ed v ariables for the �uid

and b y V

p

the sp eed of the piston. Let us also add that w e still consider the ph ysically

undamp ed and free (i.e. with no spring) piston ( d = k = 0 in (3.12)).

W riting the complete sc heme under the form:

 

W

V

p

!

n +1

=

 

W

V

p

!

n

+ � t F

 

W

V

p

!

n

; (3.58)

w e are going to searc h the eigen v ectors and eigen v alues of the linear op erator F ,

whic h in particular tak es in to accoun t the detailed form ulation of the discrete coupling

b et w een �uid and structure.

F rom our kno wledge of the exact solution (3.21) and of the mo di�ed solution (3.32),

w e ma y mak e a go o d guess for the eigen v ectors of the coupled op erator F . W e set:

8

>

<

>

:

W

n

1

= A

n

W

+

e

z x

1

+ k

l

B

n

W

�

e

� z x

1

;

W

n

i

= A

n

W

+

e

z x

i

+ B

n

W

�

e

� z x

i

for 1 < i < N ;

W

n

N

= k

r

A

n

W

+

e

z x

N

+ B

n

W

�

e

� z x

N

;

(3.59)

where x

i

= ( i � 1 = 2) � x is the cen ter of the i

th

cell, z 2 C is a spatial pulsation,

W

�

= (1 � c )

t

are the eigen v ectors of the acoustic matrix app earing in (3.9), A

n

and

B

n

are the amplitudes of the forw ard and bac kw ard w a v es, k

l

and k

r

are correction

co e�cien ts at b oth ends of the c ham b er.

Our goal is to �nd A

n

, B

n

, k

l

, k

r

and z suc h that:

1. the solution at time t

n +1

= t

n

+ � t has the form:

8

>

<

>

:

W

n +1

1

= A

n +1

W

+

e

z x

1

+ k

l

B

n +1

W

�

e

� z x

1

;

W

n +1

i

= A

n +1

W

+

e

z x

i

+ B

n +1

W

�

e

� z x

i

for 1 < i < N ;

W

n +1

N

= k

r

A

n +1

W

+

e

z x

N

+ B

n +1

W

�

e

� z x

N

;

(3.60)
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2. there exists a complex n um b er � suc h that:

A

n +1

A

n

=

B

n +1

B

n

=

V

n +1

p

V

n

p

= � : (3.61)

3.4.2 Analysis with a predicted piston sp eed

Let us conduct the coupled eigen v ector analysis, for the sc heme detailed in equa•

tions (3.54)�(3.57). W e giv e the main outlines of the whole computation. First w e write

the ev olution equation for the �uid in a medium cell (including cells 2 and N � 1 , b e•

cause the up wind �uxes for these cells do not in v olv e neither k

l

nor k

r

). W riting x = x

i

,

for 2 � i � N � 1 , w e ha v e:

W

n +1

i

= W

n

i

+

c � t

� x

h

A

n

W

+

e

z ( x � � x )

� B

n

W

�

e

� z x

� A

n

W

+

e

z x

+ B

n

W

�

e

� z ( x +� x )

i

:

(3.62)

Iden tifying with (3.61), w e get:

A

n +1

A

n

=

B

n +1

B

n

= 1 +

c � t

� x

�

e

� z � x

� 1

�

= � : (3.63)

If w e write the same equation for the �rst cell, w e obtain:

W

n +1

1

= W

n

1

+

c � t

� x

h�

W

+

� W

�

�

k

l

B

n

e

� z x

1

� A

n

W

+

e

z x

1

+ B

n

W

�

e

� z ( x

1

+� x )

i

;

(3.64)

and the iden ti�cation implies:

k

l

= 1 ; (3.65)

B

n

= A

n

: (3.66)

The equation for the last cell writes:

W

n +1

N

= W

n

N

+

� t

� x

[ cA

n

W

+

e

z ( x

N

� � x )

� cB

n
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�

e
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�
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p
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�

W

+

+ W

�

�

�

c � �

n

N

2

�

W

+

� W

�

�

] :

(3.67)

In tro ducing the expressions of V

�

p

and � �

n

N

, the preceding equation implies:

k

r

= 1 +

�

1 � e

z � x

�

e

� 2 z x

N

; (3.68)
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n

p
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h
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1 � e
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e
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e
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� 1
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�

1
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�

e

z x

N

� e

� z x

N

e

z � x

�

�

: (3.69)



62 Chapitre 3. Analysis and comp ensation of n umerical damping

Lastly , writing the last relation (3.61), w e �nd an additional equation whic h deter•

mines z (and therefore � from (3.63)):

"

� x

( e

� z � x

� 1)

+ � c � t

#

h

2 cosh z x

N

+

�

1 � e

z � x
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e
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� 2 m
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e

� z x

N
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e

� z � x

� 1

�

� sinh z x

N

+

1

2

e

� z x

N

�

e

z � x

� 1

�

�

:

(3.70)

W e recall that, in this equation, x

N

is giv en b y x

N

= L � � x= 2 . Notice also that, as

exp ected, the amplitudes A

n

, B

n

are determined only up to a m ultiplicativ e constan t.

Equation (3.70) is v ery in teresting. F or example, if we assume that � = 0 and if w e

tak e the limit when � t and � x tend to 0 , w e �nd exactly equation (3.26).

Assuming that � x and � t are v ery small (compared with c=! and 1 =! resp ecti•

v ely), w e can obtain the follo wing expansion of z around the v alue z

0

= � i! =c giv en

b y (3.26):
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� 1

[� x � 2 � c � t ] : (3.71)

De�ning the co e�cien t a b y setting � = exp ( a � t ) , w e can again de�ne the sti�ness

co e�cien t � and the con tin uous damping � as in (3.46). Then � can b e sho wn to b e

equal to its previous v alue � = � m!

2

up to second-order accuracy , whereas, using

(3.63) and (3.71), w e �nd:
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2 m
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c
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:

(3.72)

Th us, w e no w ha v e a precise analytical prediction of the n umerical damping e�ect,

whic h tak es in to accoun t in full detail the n umerical form ulation (3.54)-(3.57). The

question is then to compare this prediction with the prediction (3.53) obtained with

the mo di�ed equation analysis.

3.5 Comparing the t w o metho ds

The �rst remark to b e p oin ted out ab out equation (3.72) is the follo wing one: if w e

tak e � = 0 , corresp onding to the c hoice V

�

p

= V

n

p

in (3.57), w e �nd exactly the same

prediction for � as in (3.53) (with � in (3.53) giv en b y (3.29)). This is the reason wh y

our previous prediction (3.53) turned out to b e v alid when w e to ok V

�

p

= V

n

p

, as in

the sim ulations whose results are rep orted at the v ery end of Section 3.3.

No w, if w e tak e � 6= 0 in (3.72), w e �nd a di�eren t prediction. Again, this analytical

prediction rev ealed to b e v ery accurate when compared with the actually observ ed
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damping of the piston in a n umerical sim ulation: for the same ph ysical parameters

as b efore but with � = 1 , the sim ulation ga v e � = � 2 : 73 , whereas (3.72) predicts

� = � 2 : 82 , i.e. the error in the prediction is again less than 4%.

It is also w orth noticing that, when � > 0 , � < �

� =0

. T aking a p ositiv e v alue for

� giv es more damping and more stable n umerical sim ulations. This explains the usual

c hoice of aero elasticians.

A t this p oin t, w e ma y w onder whether the mo di�ed equation analysis is really

restricted to cases where � = 0 : is it really imp ossible to analyze the sc hemes op erating

with � 6= 0 using the mo di�ed equation analysis? This question leads us to revisit our

�rst analysis, and will also allo w us to b etter understand the equations (3.56)-(3.57).

Indeed, for the mo di�ed equation analysis, w e did not explicitly describ e the dis•

crete b oundary condition at the piston. Of course, the treatmen t of the b oundary has

no in�uence on the mo di�ed equation itself, whic h concerns only the in ternal part of

the �o w. But, in practice, the form ulation of the b oundary condition with the para•

meter � induces a certain time shift b et w een the �uid and the structure, and this acts

as a mo di�ed b oundary condition for the mo di�ed equation.

Let us b e more sp eci�c, and sho w ho w w e can handle the dep endence on � within

the mo di�ed equation analysis. T o mak e the b oundary �ux (3.55) consisten t with the

other n umerical �uxes, w e ha v e to consider that V

�

p

is an appro ximation of the piston

sp eed at time n � t . But then, from (3.57), the n

th

computational piston sp eed V

n

p

represen ts the sp eed of the piston at time ( n � � )� t ! In other w ords, for the sc heme

(3.54)-(3.57) with the parameter � , w e should replace equation (3.49) in the mo di�ed

equation analysis b y:

m

_x [( n + 1 � � )� t ] � _x [( n � � )� t ]

� t

= � P ( L; n � t ) : (3.73)

Instead of (3.50), w e then �nd:

m e

� a� � t

e

a � t

� 1

� t

2 c

�

0

sinh ( z L ) = 2 c

2

cosh ( z L ) ; (3.74)

and the �nal result for � , whic h replaces (3.53), b ecomes:

� = �

2 m!

2

�

c

2

+

m!

2

�

2 �

c

2

+ (1 � 2 � )� t

�

"

1 +

�

0

L

m

 

1 +

m

2

!

2

�

2

0

c

2

! #

+ + O ( �

2

; � t

2

) :

(3.75)

It is straigh tforw ard to see that this prediction exactly coincides with (3.72) (again

with the v alue (3.29) of � ). W e ha v e therefore extended the mo di�ed equation analysis

to the ab o v e family of sc hemes, for an y v alue of the parameter � , and w e ha v e also

learn t ho w to in terprete the role of this parameter: V

�

p

is an appro ximation of the

piston sp eed at time n � t , and V

n

p

m ust b e seen as an ev aluation of the piston sp eed

at time ( n � � )� t .
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Remark 3 : Since the mo di�ed equation analysis is easier to conduct than the eigen v ec•

tor analysis, the preceding remarks ab out the extension of the former mak e it p ossible

to analyze situations where the eigen v ector analysis w ould b e v ery complex or w ould

ev en fail, b ecause �nding the analytical form of the eigen v ectors is imp ossible. F or

example, w e sim ulated a sligh tly di�eren t problem, with acoustic w a v es propagating

in a c ham b er of �xed length L (without a piston), but mo ving on trac ks without fric•

tion. The coupled eigen v ector analysis is feasible but complex. On the con trary , it is

easy to solv e the mo di�ed equation; w e �nd that:

W =

h

W

+

e

z x

� W

�

e

z ( L � x )

i

e

z ( �z � c ) t

: (3.76)

F or the � � -sc heme� (i.e. with discrete equations similar to (3.56)-(3.57) for the c ham b er

v elo cit y), the complex pulsation z is solution of:

e

� a� � t

e

a � t

� 1

� t

= tanh(

z L

2

)

2 c�

0

m

: (3.77)

Then, the new pulsation �! and the new damping

�

� are giv en b y:

tan(

�! L

2 c

) = �

m

�

0

L

�! L

2 c

; (3.78)

and:

�

�

2 m

=

�!

2

( � � 1)� x

2 c

�

�!

2

(2 � � � 1)� x

2 c

"

1 +

�

0

L

m

 

1 +

m

2

�!

2

4 �

2

0

c

2

!#

:

(3.79)

These predictions w ere n umerically tested and w e again found an error less than 3%.

Moreo v er, w e also p erformed arti�cially undamp ed solutions of the ph ysical problem

with an adequate v alue of � (see Section 3.7.2 b elo w). �

3.6 Analyzing other sc hemes

W e no w use the t w o previous metho ds in order to analyze some other sc hemes for

our mo del �uid-structure problem.

3.6.1 Sc hemes with predicted pressure and sp eed

In this part, w e conduct the coupled eigen v ector analysis for other sc hemes whic h

are also commonly used b y aero elasticians, where a predicted pressure at the piston

is used. Instead of (3.55), w e no w use a w all �ux giv en b y:

�

n

N +1 = 2

=

 

�

0

V

�

p

c

2

� �

�

!

; (3.80)
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with:

� �

�

= (1 � � ) � �

n

N

+ � � �

n +1

N

; (3.81)

where � �

n +1

N

is predicted with the �rst comp onen t of (3.67). The predicted piston

sp eed V

�

p

is still giv en b y (3.56)-(3.57).

The computation follo ws the same lines as ab o v e. Equations (3.63), (3.65) and

(3.66) still hold, and the ev olution equations for the solution in the last cell giv es:

� �

n +1

N

= � �

n

N

+

� t

� x

h

cA
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e

z ( x

N

� � x )

� cB
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� z x

N

� �

0
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i

; (3.82)

�( �u )

n +1

N

= �( �u )

n

N

+

c � t
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h

cA

n

e

z ( x

N

� � x )

+ cB

n

e

� z x

N

� c � �

�

N

i

: (3.83)

In tro ducing the expressions of V

�

and � �

�

, w e deduce from the preceding equations

(after a quite hea vy computation) that:

k

r

=

1 + e

� 2 z x

N

�

1 � e

z � x

�

 

1 �

c� � t

� x

!

1 +

�

1 � e

z � x

�

c� � t

� x

; (3.84)
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#

: (3.85)

Using (3.56) and the last equalit y in (3.61), w e �nally obtain the follo wing relation

�xing z :

"

�
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� x

m ( e

� z � x

� 1)

+ e

� z � x

� 1 +

�
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� e

� z x

N

:

(3.86)

Assuming again that � x and � t are v ery small (resp ectiv ely compared with c=!

and 1 =! ), w e can obtain the new expansion of z around the v alue z

0

= � i! =c . W e

�rst �nd:

k

r

= 1 + z

0

�

1 + e

� 2 Lz

0

�

( c� � t � � x ) ; (3.87)

whence:
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� 1

[ � x � 2( � � � ) c � t ] : (3.88)

Using the v alue (3.63) of � , w e �nd again that � has only a second-order v ariation,

and w e obtain a new v alue of the �con tin uous damping� � :

�

2 m
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!

2

( � � 1)� x

2 c

�

!
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[2( � � � ) � � 1]� x
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�

2

0

c

2

!#

:

(3.89)

This equation is again v ery close to (3.72). Naturally , it coincides with (3.72) if w e

tak e � = 0 , but it giv es a di�eren t prediction for � if � 6= 0 . In order to test this
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expression, w e p erformed four n umerical sim ulations, with � = 0 or 1 and � = 0 or 1

(and � = 0 : 45 ). The results are presen ted in the follo wing table:

( � ; � ) (0 ; 0) (0 ; 1) (1 ; 0) (1 ; 1)

Numerical damping - 1.326 + 0.250 - 2.917 - 1.318

Predicted damping - 1.321 + 0.181 - 2.823 - 1.321

T able 1: Numerically observ ed and analytically predicted v alues

of the damping factor � for the ( � ; � ) -sc heme.

W e again ha v e a v ery go o d agreemen t b et w een the prediction and the results of the

sim ulations. Relativ e errors b et w een the analytically predicted and the n umerically

observ ed damping are less than 3%, except in the case ( � ; � ) = (0 ; 1) (in this case,

the absolute error b et w een the prediction and the n umerical v alue of � remains small,

but the relativ e error is larger b ecause � itself is rather small). Th us, the analytical

prediction (3.89) of the n umerical damping app ears to b e quite satisfactory for the

class of sc hemes under consideration.

Remark 4 : Notice also on T able 1 that the sim ulation with ( � ; � ) = (0 ; 1) ran unstable:

� > 0 . W e see here that the metho d for the c ouple d system migh t b e unstable, although

the �uid sc heme in itself op erates under stable conditions ( � < 1 ). This p oin t is

in v estigated in our next c hapter [63 ]. �

3.6.2 Second-order accurate sc hemes

So far, w e ha v e restricted our atten tion to �rst-order accurate sc hemes for the �uid

appro ximation. In this section, w e turn to a second-order accurate explicit sc heme and

analyze the in�uence of this mo di�cation on our analytical predictions of the sti�ness

and damping parameters � and � . W e are going to use the mo di�ed equation analysis.

Let us therefore assume that w e use for the in tegration of (3.9) a sc heme whic h

is second-order accurate in b oth time and space (suc h as the Lax-W endro�, or se•

cond-order up wind, or leap-frog sc hemes...). Then, the mo di�ed equation writes, up

to second-order accuracy:

W

t

+

 

0 1

c

2

0

!

W

x

= �

 

0 1

c

2

0

!

W

xxx

; (3.90)

with � = O (� x

2

) (for instance, � =

� x

2

6

( �

2

� 1) for the leap-frog and Lax-W endro�

sc hemes; see [1]).

In order to reac h also second-order accuracy for the structure, w e use the sc heme

(3.55)-(3.57) with � = 1 = 2 . Indeed, when � = 1 = 2 , in full agreemen t with our previous
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observ ations on the meaning of � and the in terpretation of V

n

p

(see Section 3.5), w e

can rewrite (3.55)-(3.57) as:

�

n

N +1 = 2

=

 

�

0

V

�

p

c

2

� �

n

N

!

; (3.91)

V

�

p

=

V

n � 1 = 2

p

+ V

n +1 = 2

p

2

; m

V

n +1 = 2

p

� V

n � 1 = 2

p

� t

= c

2

� �

n

N

; (3.92)

and this sc heme is ob viously second-order accurate.

Then, w e can easily conduct the mo di�ed equation analysis. Using (3.40), w e can

sho w that the equation for z still tak es the form (3.74), with a = cz ( �z

2

� 1) . The

asymptotic expansions then giv e:
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(3.93)

�

2 m

= O ( �

2

) :

(3.94)

W e see that the disp ersion parameter � pro duces a p erturbation of the second order

in � x in the pulsation (lik e the di�usion � ) and a negligible fourth-order p erturbation

on the damping.

3.6.3 Implicit time in tegration sc hemes

In this section, w e consider the temp oral in tegration of our acoustic mo del with

implicit sc hemes. W e will still use the coupled eigen v ector analysis to predict the spatial

and temp oral pulsations.

Presen tation of the sc hemes

W e no w presen t a staggered implicit sc heme for the solution of our mo del problem.

F or the time step from t

n

to t

n +1

, w e �rst compute the ev olution of the �uid, and

then the ev olution of the structure in a second step. F or the �uid in tegration, w e use

predictions of the ev olution of the structure based on its state at time t

n

(but the state

of the structure at t

n +1

is not a v ailable in this �uid step); on the other hand, for the

structural in tegration, w e can use the state of the �uid at time t

n +1

.

In the preceding sections (except in Section 3.6.2), w e used a classical �rst-order

accurate explicit up wind sc heme. The �ux at the cell in terfaces in the �uid w as giv en

b y:

�

n

i +1 = 2

= A

+

W

n

i

+ A

�

W

n

i +1

; (3.95)
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where A

�

=

1

2

 

� c 1

c

2

� c

!

, and the b oundary �uxes w ere giv en as:
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with (from (3.81)):
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; (3.97)
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� �

0

V

�

p

�

: (3.98)

All �uxes w e just wrote are basically explicit. W e consider from no w on that, as far

as the �uid is concerned, w e use h ybrid explicit-implicit �uxes obtained b y substituting:

F

n

� ! (1 � � ) F

n

+ �F

n +1

: (3.99)

Moreo v er, in order to consider all implicit p ossibilities since the �uid's state F

n +1

is

already kno wn, w e in tro duce a new up dating sc heme for the piston. Instead of (3.56),

w e will write:

m

V

n +1

p

� V

n

p

� t

= c

2

�

(1 �  )� �

n

+  � �

n +1

�

: (3.100)

F or the �uid alone, this sc heme is unconditionally stable when � � 1 = 2 . If � < 1 = 2 ,

the h ybrid sc heme is stable under the condition:

� �

1

1 � 2 �

: (3.101)

Coupled eigen v ector analysis

W e presen t again the main outlines of the computation. W riting implicit �uxes

instead of explicit ones in the conserv ation equations for a standard cell giv es instead

of (3.63) the new relation:
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1 � e
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c � t

� x
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� z � x

)

= � : (3.102)

The conserv ation equation for the �rst cell again giv es equations (3.65) and (3.66).

Lastly , the conserv ation equation for the last cell giv es bac k (after some long calcula•

tions) equations (3.84) and (3.85). Then, using the new equations (3.100) and (3.102),

w e �nd a new equation for z :
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� e
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:

(3.103)
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No w, w e w an t to study this equation when � x is considered as v ery small (com•

pared with c=! ). But w e can no longer consider � t as small since the time step � t is

not limited b y an y CFL-lik e condition (if w e c ho ose � � 1 = 2 ).

First w e m ust notice that the expansion (3.87) for k

r

is no longer v alid, since � t

ma y b e not small. In order to a v oid an y b oundary artefact at spatial con v ergence, w e

w ould lik e to ha v e:

lim

� x ! 0

k

r

= 1 : (3.104)

This condition w as automatically met for explicit sc hemes. F or implicit sc hemes, the

condition (3.104) will b e satis�ed if w e tak e:

� = 0 :

(3.105)

With some easy computations, w e �nd that z tends to w ards a limit z

1

when � x tends

to 0 , with z

1

solution of:
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tanh( z
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L ) = �

�
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1

c � t ( � +  � 1)) : (3.106)

Th us, if w e w an t the spatial and temp oral pulsation to tak e a v alue indep enden t of

the time step, w e ha v e to tak e:

� +  = 1 :

(3.107)

If (3.107) holds, then z

1

= z

0

= � i! =c with ! giv en b y (3.26). W e can no w write

the expansion of the solution z of (3.103) around z

0

in terms of � x :
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and w e deduce the expansion of � :
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W e ha v e c hosen here z

0

= + i! =c . If w e had c hosen the conjugate v alue for z

0

, w e

w ould ha v e found the conjugate v alue of � . W e see also that:

lim

� x ! 0

� =

1 + i ( � � 1) ! � t

1 + i�! � t

: (3.110)

Recalling that the sti�ness co e�cien t � is de�ned b y � = � m j a j

2

, where a is c hosen

suc h that � = exp ( a � t ) , w e see that � will ha v e a second-order v ariation from its

unp erturb ed v alue � m!

2

if � = exp ( � i! � t ) + O (� t

2

) (in the limit of � x going to 0).

F rom (3.110), this can b e realized if w e c ho ose:

� =

1

2

:

(3.111)
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With this c hoice, the sti�ness and damping co e�cien ts � and � ha v e the follo wing

expansions:
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(3.112)
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(3.113)

Let us mak e a few remarks on this last prediction. First, w e see that � is alw a ys

negativ e (and this p oin t is clearly related with the unconditional stabilit y of the h ybrid

explicit-implicit sc heme when � = 1 = 2 ). Notice also that the free parameters � and

 (on whic h w e ha v e imp osed the relation (3.107)) are not in v olv ed in the preceding

analytical prediction for � .

The unconditional global stabilit y of these coupled sc hemes mak es it p ossible to

c ho ose the time step according to accuracy requiremen ts. F or instance, for � t = T = 25 ,

T = 2 � =! b eing the p erio d of the system, the relation (3.112) predicts only a one

p ercen t error on the system pulsation � . Ho w ev er, n umerical tests tend to sho w that

the preceding predictions are not as accurate as exp ected. A p ossible explanation is

that terms of higher order in � x in (3.112) and (3.113) ma y not b e negligible.

Remark 5 : W e see on (3.113) that the damping do es dep end on the time step, and

more precisely that increasing � t (with � x small and �xed) decreases the damping (i.e.

increases � to w ards 0). This is a somewhat surprising conclusion, since the dissipation

error of implicit sc heme usually increases with the time step. But w e should k eep

in mind here that the dissipation error of our implicit sc heme (whic h is giv en b y

2 � = c � x (1 + (2 � � 1) � ) is indep enden t of � t when � = 1 = 2 . �

3.7 Discussion and conclusions

In this section, w e gather the conclusions of the preceding analyses, and sho w ho w

their results can b e used in order to reduce the o v erall n umerical damping in the

sim ulations of the mo del problem. Since our ob jectiv e is to impro v e the n umerical

sim ulations of �uid-structure in teractions in more general situations, w e will try to

extend our conclusions to more complex cases.

3.7.1 Prediction of the n umerical damping

As a �rst general conclusion, w e ha v e reco v ered on our mo del problem some features

of the n umerical sc hemes whic h are commonly used in aero elasticit y . First, for sc hemes
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lik e (3.55)-(3.57), where a prediction of the sp eed of the structure is used for the time

in tegration of the �uid, w e found that the resulting n umerical damping increases with

the time lag � b et w een the �uid and the structure (i.e., j � j increases with � ). On

the con trary , for sc hemes lik e (3.80)-(3.81), where the pressure is predicted at the

�uid-structure b oundary , w e pro v ed that the n umerical damping decreases with the

dela y in the prediction of the pressure (i.e., j � j decreases with � ). Both results are

illustrated on Figure 3.2, where w e ha v e presen ted the sp eed of the piston as function

of time for four c hoices of the parameters � and � : the solid line, the dashed line

and the dotted line w ere resp ectiv ely obtained with ( � ; � ) = (0 ; 0) and (1 ; 1) , with

( � ; � ) = (1 ; 0) and with ( � ; � ) = (0 ; 1) . In full agreemen t with our analyses, w e also

notice on Figure 3.2 that c hanging the parameters � and � has a v ery little e�ect on

the n umerically observ ed pulsation.

W e ha v e then ac hiev ed our �rst goal: an accurate prediction of the global n umerical

damping. W e ha v e also explained wh y b oth predictions ha v e opp osite e�ects on the

global damping. Moreo v er, the fact that this observ ation fully agrees with the general

aero elasticit y kno w-ho w [60, 61 ] sho ws that analyzing our linear mo del problem can

b e useful for understanding more general situations in aero ealsticit y .
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Fig. 3.2 � Piston sp e e d as a function of time with di�er ent pr e dictions using the ( � ; � )

scheme.
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3.7.2 Comp ensation of the n umerical damping

No w, as said in the in tro duction, w e w an t to use our analytical predictions of the

n umerical results in order to reduce the n umerical damping.

W e will ha v e to distinguish b et w een t w o situations. Fluid-structure sim ulations can

indeed b e made in one of the t w o follo wing opp osite conditions: either one kno ws a

priori a prediction of the pulsation and of the exact damping of the ph ysical system,

or no suc h prediction is a v ailable. In fact, an in termediate case could b e considered,

where upp er and/or lo w er b ounds for these v alues are kno wn. In the follo wing, w e

successiv ely consider these cases and sho w whic h conclusions can b e dra wn from the

previous analyses.

Sim ulations with a v ailable predictions

Let us come bac k for a momen t to our mo del acoustic problem, and p erform some

other n umerical exp erimen ts, using the ( � ; � ) -sc hemes of Section 3.6.1. Then, w e can

use our analytical prediction (3.89) to p erform sim ulations where � is as small as

p ossible: ev aluating all terms in (3.89), w e �nd that, for � = 0 : 45 , � v anishes if

� � � = 0 : 88 . This w as realized with the couples (0.12, 1.00) and (-0.88,0.00) for ( � ; � ) ,

and w e actually obtained piston oscillations of �xed amplitude !

Therefore, when the pulsation and the damping of the ph ysical system are kno wn

a priori , a correction of the sc heme can b e deriv ed from our analytical predictions in

order to reco v er the correct damping. F or more general situations, this ob jectiv e ma y

b e reac hed only appro ximately , b y taking a v erage v alues for the ph ysical parameters

(suc h as L , �

0

..) in v olv ed in the analytical expression (3.89).

F or our mo del problem, w e also found an additional w a y of correcting the n umerical

sc heme (but extending this second t yp e of mo di�cation to m ulti-dimensional problem

ma y b e uneasy). W e used a v ery simple sc heme (with � = 0 and � = 0 ), but mo di�ed

the piston time in tegration sc heme as follo ws:

m

V

n +1

p

� V

n

p

� t

= c

2

� �

n

� � d V

n

p

; (3.114)

where � d is a small adaptable negativ e damping factor. Using either the mo di�ed

equation or the coupled eigen v ector analyses, it can b e sho wn that the o v erall damping

� v anishes if the arti�cial negativ e damping � d is tak en equal to:

� d = �

L�

0

!

2

�

c

2

 

1 +

m

2

!

2

�

2

0

c

2

!

; (3.115)

where � is giv en b y (3.29). The e�ciency of this mo di�cation is illustrated on Fi•

gure 3.3, where w e observ e a nearly p erfectly undamp ed n umerical sim ulation.

Let us also emphasize that all metho ds presen ted ab o v e can b e applied to cases

where the piston is ph ysically damp ed and/or link ed to a spring, that is with non-zero

co e�cien ts d or k in (3.12). The ma jor di�erence is that the exact pulsation ! is no
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Fig. 3.3 � Piston 's sp e e d for two simulations : the undamp e d one is obtaine d with

c omp ensation via ne gative damping � d of the piston.

longer giv en b y (3.26), but is obtained from the complex solution z of:

 

mcz + d +

k

z c

!

tanh( z L ) = � �

0

c : (3.116)

Remark 6 : F ollo wing the same approac h as ab o v e for the explicit ( � ; � ) -sc heme, when

w e used equation (3.89) in order to p erform sim ulations with no global damping, let

us no w examine if w e can eliminate the �rst-order damping term written in (3.113) for

the implicit sc heme of Section 3.6.3. Ideally , w e w ould lik e to do this without losing

the second-order accuracy on � sho wn in (3.112). Th us, w e will relax the conditions

(3.107) and (3.111) and set instead:

� =

1

2

+ 
 ; � +  = 1 + � ; (3.117)

where 
 and � ha v e to b e c hosen. Assuming that c� � t is small in (3.106), w e obtain

the follo wing �rst-order expansions:

z = z

0

+ D

� 1

"

�

!

2

2 c

2

� x +

!

2

� t

c

�

#

; (3.118)
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where D = 1 +

�
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(3.119)

W e can no w obtain the desired result:

� = � m!

2

 

1 �

!

2

� t

2

6

+ O

�

( ! � t )

3

�

+ O (� x

2

)

!

; � = O (� x

2

) ; (3.120)

pro vided that w e tak e:


 = � = �

� x

2 c � t

: (3.121)

This result raises a problem: since 
 is negativ e, w e will ha v e � < 1 = 2 from (3.117)

and w e ma y lo ose the unconditional stabilit y of the sc heme for the �uid; but this do es

not happ en, since (3.117) and (3.121) imply that � = 1 = (1 � 2 � ) : in view of (3.101),

w e obtain an unconditionally (marginally) stable sc heme. It seems therefore that w e

ha v e found a close connection b et w een our desire to suppress the global damping for

the coupled system and the stabilit y limit for the h ybrid explicit-implicit sc heme used

in the �uid. �

Sim ulations with una v ailable (accurate) prediction

In this part of the discussion, w e assume that w e do not disp ose of predictions

for the fundamen tal pulsation and damping of the ph ysical system (this can b e for

instance the case for con�gurations where the masses of the �uid and of the structure

are close to eac h other).

In suc h a case, most of the predictions presen ted in the preceding sections cannot

b e used. F or our mo del problem with the ph ysically undamp ed piston, w e can ho w ev er

notice that the global damping factor � giv en b y (3.72) can b e made equal to zero

(without using an y information on the pulsation ! ) b y taking � = 1 and � = 1 = 2 ,

whic h resp ectiv ely pro duce no n umerical damping in the �uid and in the structure.

F or the implicit sc heme also, w e can obtain zero damping, since no information on !

is used to c ho ose 
 and � in (3.121). But in these t w o cases, these conclusions lead

to use n umerical sc hemes op erating exactly at their stabilit y limit, whic h cannot b e

useful for more general (nonlinear, m ulti-dimensional) situations. W e therefore ha v e

to �nd some other metho ds for reducing the n umerical damping.

In the case where the pulsation of the system can b e b ounded, the metho d (3.114)

whic h in tro duces an arti�cial negativ e damping in the piston equation can pro vide

help in decreasing the n umerical damping in the sim ulation. Let us indeed call � d ( ! )

the righ t-hand side of (3.115) (notice that � d is a monotone decreasing function of ! ).

If w e kno w a priori a lo w er b ound ! � 
 on the system pulsation ! , then w e can use
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Fig. 3.4 � Piston sp e e d for thr e e c omp ensation mo des: no c omp ensation (dashe d line),

c omp ensation via ne gative damping � d b ase d on the spring pulsation !

s

(solid line) or

on the c ouple d system pulsation ! (dotte d line).

the equation (3.114) for the piston, with � d = � d (
) : this is a safe w a y to obtain a

b etter (less damp ed) sim ulation, with no risk of instabilit y .

As an example, consider the undamp ed piston with a spring (i.e., tak e d = 0 but

k > 0 in (3.12)). The pulsation of the coupled system is then giv en b y:

�

!

2

� !

2

s

�

tan(

! L

c

) =

! �

0

c

m

; (3.122)

where !

s

=

q

k =m is the spring pulsation. In a case where the system pulsation !

is larger than the spring pulsation !

s

, w e tried the ab o v e metho d, with � d ( !

s

) . The

results are sho wn on Figure 3.4, where the impro v emen t clearly app ears.

Remark 7 : Finally , other pro cedures based on energetic form ulations can also b e

imagined (but their extensions to m ultiple dimensions are really not ob vious). Ho w ev er,

they can giv e in teresting results for our mo del problem. Starting from the expression

of the �uid energy p er unit v olum

�

P = ( 
 � 1) + �u

2

= 2

�

, assuming that the ev olution

of the �uid is isen tropic and using the expansions of P , u and � in terms of the
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p erturbations � � and � u , w e �nd that the total energy in the system is giv en b y:

E =

1

2 �

0

 

Z

L

0

c

2

� �

2

+ �

2

0

� u

2

!

+

1

2

m _x

2

: (3.123)

The (constan t) equilibrium energy has b een omitted in the preceding equation. The

reader will also notice that all �rst-order terms ha v e disapp eared in the expression of

the total energy (these terms exactly cancel b ecause the p erturbations � � , � u and x

are solutions of the linear system (3.9)-(3.12).

F or a giv en spatial sc heme in the �uid and giv en time in tegration sc hemes for the

�uid and the piston, w e can ev aluate the v ariation of the total energy in terms of all

computational v alues. F or instance, for the �rst-order accurate explicit up wind sc heme

coupled with the explicit sc heme (3.56), w e obtain:

E
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= E

n
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c � t

2 �
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� x
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X
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( W
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� W
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t

B ( W

i +1

� W

i

) + O (� t

2

) ; (3.124)

where the symmetric p ositiv e de�nite matrix B is suc h that W

t

B W is the discrete

form of the in tegral term of (3.123).

Then, as w e did in (3.114), w e can add in the piston equation a negativ e damping � d

ev aluated at eac h time step in order to giv e bac k to the system the amoun t of energy

dissipated during the curren t time step. This pro cedure has sho wn v ery in teresting

results in the one-dimensional mo del problem with an explicit time-in tegration sc heme

(see Figure 3.5). Ho w ev er, the negativ e damping had to switc hed o� when the piston

sp eed w as to o small (this term is basically giv en b y the relation � d _x

2

= � E , where

� E is the dissipated energy). P erturbations on the momen tum balance of the system

w ere also observ ed. Moreo v er, if the structure had not b een reduced to a single p oin t,

a remaining question w ould ha v e b een to kno w where � on the structure � and ho w

giv e bac k to the system the dissipated energy . �

Conclusions

The coupled problems whic h are to b e in v estigated in realistic �uid-structure in ter•

actions problems are so complex that w e need to examine simpli�ed mo del problems

in order to analyze in detail the b eha viour of the n umerical solution for the coupled

system. F or the one-dimensional mo del problem prop osed in this section, w e ha v e de•

riv ed e�cien t w a ys of analyzing the o v erall e�ect of the n umerical sc hemes on the

pulsation and the amplitude of the system oscillations, and of comp ensating these

e�ects b y mo difying the discrete form ulations, for a wide class of n umerical metho ds.

There is go o d hop e that sev eral of these tec hniques can b e useful for more general pro•

blems (although this conjecture still needs to b e supp orted b y more general n umerical

sim ulations).
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Fig. 3.5 � T otal ener gy of the system during the simulation : the upp er curve is

obtaine d with a ne gative damping b ase d on ener gy c omp ensation, as in R emark 7.
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4.1 In tro duction

In order to predict the dynamic resp onse of a �exible structure in a �uid �o w,

the equations of motion of the structure and the �uid m ust b e solv ed sim ultaneously .

One di�cult y in handling n umerically the �uid-structure coupling stems from the

fact that the structural equations are usually form ulated with material (Lagrangian)

co ordinates, while the �uid equations are t ypically written using spatial (Eulerian)

co ordinates. Therefore, a straigh tforw ard approac h to the solution of the coupled

�uid-structure dynamic equations requires mo ving at eac h time-step at least the p or•

tions of the �uid grid that are close to the mo ving structure. This can b e appro•

priate for small displacemen ts of the structure but ma y lead to sev ere grid distorsions

when the structure undergo es large motion. Sev eral di�eren t approac hes ha v e emerged

as an alternativ e to partial re-gridding in transien t aero elastic computations, among

whic h w e note the arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) form ulation [20, 40, 9 ], the

co-rotational approac h [42, 25], and dynamic meshes [5] (see also [61] for a review). All

of these approac hes treat a computational aero elastic problem as a coupled t w o-�eld

problem.

Ho w ev er, the mo ving mesh itself can b e form ulated as a pseudo-structural system

with its o wn dynamics [48], and therefore, the coupled transien t aero elastic problem

can b e form ulated as a three- rather than t w o-�eld problem: the �uid, the structure,

and the dynamic mesh. The semi-discrete equations go v erning this three-w a y coupled

problem can b e written as follo ws:

@

@ t

( A ( x; t ) W ( x; t )) +

~

F

c

c

( W ( x; t ) ; x; _x ) =

~

F
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( W ( x; t ))
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@ t
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( q ) = f
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+

~

K x = K

c

q

where x is the p osition of a mo ving �uid grid p oin t, W is the �uid state v ector, A

results from the �nite elemen t/v olume discretization of the �uid equations,

~

F

c

c

is the

con v ected v ector of con v ectiv e �uxes [48],

~

F

d

is the v ector of di�usiv e �uxes, q is

the structural displacemen t v ector, f

int

denotes the v ector of in ternal forces in the

structure, f

ext

the v ector of external forces, M is the �nite elemen t mass matrix of the

structure,

~

M ,

~

D , and

~

K are �ctitious mass, damping, and sti�ness matrices asso ciated

with the �uid mo ving grid and constructed to a v oid an y parasitic in teraction b et w een

the �uid and its grid, or the structure and the mo ving �uid grid [48 ], and K

c

is a

transfer matrix that describ es the action of the motion of the structural side of the

�uid-structure in terface on the �uid dynamic mesh. F or example,

~

M =

~

D = 0 , and

~

K = R where R is a rotation matrix corresp onds to a rigid mesh motion of the �uid

grid around an oscillating airfoil, and

~

M =

~

D = 0 corresp onds to the spring-based

mesh motion sc heme in tro duced in [5 ].

Eac h of the three comp onen ts of the coupled problem describ ed b y equations (4.1)

has di�eren t mathematical and n umerical prop erties, and distinct soft w are implemen ta•
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tion requiremen ts. F or Euler and Na vier-Stok es �o ws, the �uid equations are nonlinear.

The structural equations ma y b e linear or nonlinear. The semi-discrete equations go•

v erning the pseudo-structural �uid grid system are linear. The matrices resulting from

a linearization pro cedure are in general symmetric for the structural problem, but they

are t ypically unsymmetric for the �uid problem. Moreo v er, the nature of the coupling

in (4.1) is implicit rather than explicit, ev en when the �uid mesh motion is ignored.

The �uid and the structure in teract only at their in terface, via the pressure and the mo•

tion of the ph ysical in terface. Ho w ev er, the pressure v ariable cannot b e easily isolated

neither from the �uid equations nor from the �uid state v ector W . Consequen tly , the

n umerical solution of (4.1) via a fully coupled monolithic sc heme is computationally

c hallenging and soft w are-wise unmanageable.

Alternativ ely , equations (4.1) can b e solv ed via partitioned pro cedures [59]. This

approac h o�ers sev eral app ealing features including the abilit y to use w ell established

discretization and solution metho ds within eac h discipline, simpli�cation of soft w are

dev elopmen t e�orts, and preserv ation of soft w are mo dularit y . T raditionally , transien t

aero elastic problems ha v e b een solv ed via the simplest p ossible partitioned pro cedure

whose cycle can b e describ ed as follo ws: a) adv ance the structural system under a giv en

pressure load, b) up date the �uid mesh accordingly , and c) adv ance the �uid system

and compute a new pressure load (see [14 , 70 ] as w ell as [66, 12]). Occasionally , some

in v estigators ha v e adv o cated the in tro duction of a few predictor-corrector iterations

within eac h cycle of this three-step staggered in tegrator in order to impro v e accuracy

[71 ], esp ecially when the �uid equations are nonlinear and treated implicitly [65].

The ob jectiv e of this c hapter is the in v estigation of a broader range of partitioned

pro cedures for the transien t solution of coupled aero elastic problems, with particular

atten tion to accuracy and stabilit y issues, sub cycling sc hemes, accuracy v.s. sp eed

trade-o�s, implemen tation on heterogeneous computing platforms, and in ter-�eld as

w ell as in tra-�eld parallel pro cessing. The complete three-dimensional aero elastic pro•

blem is di�cult to analyze b ecause it mixes linear and nonlinear op erators, symmetric

and unsymmetric matrices, explicit and implicit coupling, and can b ecome ph ysically

unstable. Therefore, w e b egin our in v estigation with the design and analysis of par•

titioned in tegrators for the same simpli�ed one-dimensional aero elastic problem as

in Chapter 3. It turned out to b e a go o d mo del problem for the more complex ae•

ro elastic systems that w e wish to gain some in tuition ab out. F or instance, w e found

in the preceding c hapter the p ossible in�uence of an y prediction used in the cou•

pling staggered algorithm on the results of the sim ulation. W e still fo cus on implicit

time-in tegration sc hemes for the structural �eld, b ecause the aero elastic resp onse of a

structure is often dominated b y lo w frequency dynamics. Ho w ev er, w e consider b oth

implicit/implicit and explicit/implicit �uid-structure partitioned pro cedures, with and

without non-trivial prediction sc hemes. W e discuss the computational and implemen ta•

tion asp ects of eac h pro cedure and con trast their resp ectiv e merits and shortcomings.

Finally , w e v alidate all the conclusions dra wn from the in v estigation of the mo del pro•

blem with the sim ulation of the t w o-dimensional transien t aero elastic resp onse of a

�exible panel in a transonic nonlinear Euler �o w.
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4.2 A 1D aero elastic mo del problem with an Euler

�o w

4.2.1 The piston problem: ALE form ulation and linearization

As a mo del problem, w e consider the one-dimensional piston depicted in Figure 4.1.

The equilibrium state of this coupled system is de�ned b y a uniform pressure p

0

inside

and outside the piston c ham b er, a uniform gas densit y �

0

, a zero �o w v elo cit y u

0

= 0 ,

and a c ham b er length equal to l

0

. The gas is assumed to b e p erfect, and the �o w

isen tropic. Hence, the pressure p is function of the densit y � only and ob eys:

dp

d�

= c

2

(4.2)

where c denotes the sound sp eed. The cross sectional area of the c ham b er is assumed

to b e constan t and equal to one.

Fluid

x� axis

Pressure Po

0

Piston’s motion

Equilibrium length of the chamber

Fixed wall

Flexible piston

Fig. 4.1 � The one-dimensional piston pr oblem

F or this mo del aero elastic problem, the one-dimensional mass and momen tum

conserv ation equations for the �uid are:

@ �

@ t

+

@

@ x

( �u ) = 0

@

@ t

( �u ) +

@

@ x

(( �u

2

+ p )) = 0

(4.3)

The linear dynamic equilibrium of the piston is go v erned b y:

m •q + d _q + k q = p ( l

0

+ q ) � p

0

(4.4)

where m , d , k , and q denote resp ectiv ely the piston mass, damping, sti�ness and

displacemen t. A dot sup erscript designates a deriv ativ e with resp ect to time.



4.2. A 1D aero elastic mo del problem with an Euler �o w 83

The b oundary conditions for this coupled �uid-structure problem are giv en b y:

�u (0) = 0

u ( l

0

+ q ) = _q

(4.5)

Equations (4.5) ab o v e state that the �uid v elo cit y is zero at the �xed w all, and equal

to the piston sp eed at the other end of the c ham b er.

Clearly , the �uid �o w has one mo ving b oundary . Therefore, it is con v enien t to

re-write (4.3) with resp ect to a mo ving frame c haracterized b y a v elo cit y

_

� that ma y

b e di�eren t from the �uid v elo cit y u and from zero. Let J = det ( @ x=@ � ) denote the

jacobian of the frame transformation � ! x . The ALE form of (4.3) go es as follo ws:

1

J

@

@ t

( J � ) +

@

@ x

( � ( u �

_

� )) = 0

1

J

@

@ t

( J �u ) +

@

@ x

(( �u ( u �

_

� ) + p )) = 0

(4.6)

The ab o v e equations can b e re-written in v ector form as:

1

J

@

@ t

( J W ) +

@

@ x

( F

c

( W )) = 0 (4.7)

where W and F

c

are resp ectiv ely the �uid state and �uid con v ected �ux v ectors:

W =

 

�

�u

!

F

c

=

 

� ( u �

_

� )

( �u ( u �

_

� ) + p )

!

(4.8)

The con v ection matrix asso ciated with the ab o v e con v ected �ux v ector is:

J (

_

� ) =

@ F

c

@ W

=

 

�

_

� 1

� u

2

+ c

2

2 u �

_

�

!

(4.9)

W e consider the resp onse of the aero elastic coupled system to small p erturbations

around the equilibrium p osition ( �

0

, u

0

= 0 , p

0

, c

0

). First, w e note that the �uid state

v ector at equilibrium W

0

= ( �

0

0)

t

satis�es

1

:

1

J

@

@ t

( J W

0

) +

@

@ x

( F

c

( W

0

)) = 0 (4.10)

and the con v ection matrix at equilibrium is:

J

0

(0) =

 

0 1

c

2

0

0

!

(4.11)

Then, w e linearize the con v ected �ux v ector around W

0

:

F

c

( W ) = F

c

( W

0

) + J

0

(0) � W � �

_

� W

0

(4.12)

Finally , from equations (4.7-4.12) it follo ws that the linearized �uid �o w equations are:

1

J

@

@ t

( J � W ) +

@

@ x

( J

0

(0) � W � �

_

� W

0

) = 0 (4.13)

1 : Here, the sup erscript t designates the transp ose op eration.
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4.2.2 Spatial discretization: �nite v olume form ulation and up•

winding

The one-dimensional c ham b er region is discretized in to N grid p oin ts and N cells

(Figure 4.2). In tegrating (4.13) b et w een x

j �

1

2

and x

j +

1

2

and using a �nite v olume

form ulation with up winding leads to:

� x

j

_

� W + (

e

F

c

j +

1

2

�

e

F

c

j �

1

2

) = 0 (4.14)

where

� x

j

=

x

j +1

� x

j � 1

2

:

Here,

e

F

c

j +

1

2

and

e

F

c

j �

1

2

are the con v ected n umerical �uxes [48] asso ciated with the

classical linear �ux splitting:

e

F

c

j +

1

2

= J

+

0

(0) � W

j

+ J

�

0

(0) � W

j +1

� �

_

�

j +

1

2

( W

0

j

+ W

0

j +1

)

2

e

F

c

j �

1

2

= J

+

0

(0) � W

j � 1

+ J

�

0

(0) � W

j

� �

_

�

j �

1

2

( W

0

j � 1

+ W

0

j

)

2

(4.15)

and J

+

0

(0) and J

�

0

(0) satisfy J

0

(0) = J

+

0

(0) + J

�

0

(0) and are giv en b y:

J

+

0

(0) =

1

2

 

c

0

1

c

2

0

c

0

!

J

�

0

(0) =

1

2

 

� c

0

1

c

2

0

� c

0

!

(4.16)

j j+1j� 1

cell

Fig. 4.2 � Discr etization of the one-dimensional �ow

Substituting equations (4.15) in to equations (4.14) giv es:

� x

j

_

� W =

J

+

0

(0) � W

j � 1

+ ( J

�

0

(0) � J

+

0

(0)) � W

j

� J

�

0

(0) � W

j +1

+

�

_

�

j +

1

2

( W

0

j

+ W

0

j +1

)

2

+ �

_

�

j �

1

2

( W

0

j � 1

+ W

0

j

)

2

(4.17)
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4.2.3 T ranspiration

F rom Figure 4.2 and the second equation of (4.5), it follo ws that:

�

_

�

N +

1

2

= _q (4.18)

All other ALE grid v elo cit y p erturbations �

_

�

j

, j = 1 ; :::; N are arbitrary . In order to

simplify the piston problem from a three- to a t w o-�eld coupled problem, w e assume

that these v elo cit y p erturbations are small compared to the unp erturb ed sound sp eed

c

0

. Consequen tly , equations (4.17) b ecome:

� x

j

_

� W � J

+

0

(0) � W

j � 1

+( J

+

0

(0) � J

�

0

(0)) � W

j

+ J

�

0

(0) � W

j +1

= 0 ( j 6= N )

� x

N

_

� W � J

+

0

(0) � W

N � 1

+( J

+

0

(0) � J

�

0

(0)) � W

N

� _q W

0

N

= 0

(4.19)

The quan tit y _q W

t

0

N

= ( �

0

_q 0)

t

corresp onds to a �transpiration� �ux. The reader can

c hec k that except for the presence of this transpiration �ux, equations (4.19) are

iden tical to the semi-discrete linearized equations go v erning a one-dimensional �uid

�o w with �xed b oundaries.

4.2.4 The semi-discrete aero elastic mo del problem

W e de�ne the structure state v ector as:

Q =

 

q

_q

!

(4.20)

Using Q , the structural equation (4.4) can b e re-written as:

_

Q =

0

@

0 1

�

k

m

�

d

m

1

A

Q +

0

@

0

p ( l

0

+ q ) � p

0

m

1

A

(4.21)

F or the linearized piston problem, the forcing term of (4.21) also writes

0

@

0

p ( l

0

+ q ) � p

0

m

1

A

=

c

2

0

m

 

0

� �

N

!

:

It is a linear function of the �uid state v ector � W = ( � � � ( �u ))

t

. Hence, (4.21) can

b e re-written as:

_

Q = D Q + C � W ; (4.22)

where the structural matrix D is giv en b y

D =

0

@

0 1

�

k

m

�

d

m

1

A

(4.23)

Also, the �uid equations (4.19) can b e re-arranged in matrix form as follo ws:

_

� W = A� W + B Q (4.24)



86 Chapitre 4. P artitioned pro cedures for aero elastic sim ulations

where B is the matrix induced b y the transpiration �ux _q W

0

N

. The explicit expression

of the coupling matrices B and C is discretization dep enden t. An example is giv en in

(4.36).

In summary , the semi-discrete coupled system asso ciated with the one-dimensional

aero elastic mo del problem is completely de�ned b y:

 

�

_

W

_

Q

!

=

 

A B

C D

!  

� W

Q

!

 

� W

Q

!

( t =0)

=

 

� W

Q

!

0

(4.25)

In the remainder of this c hapter, w e fo cus on dev eloping, analyzing, and v alidating

partitioned pro cedures for solving equations (4.25). Because the aero elastic resp onse

of a structure is often dominated b y lo w frequency dynamics, w e consider only implicit

sc hemes for time-in tegrating the structural �eld. Ho w ev er, w e consider b oth explicit

and implicit time-in tegrators for adv ancing the �uid �eld, as b oth approac hes are p o•

pular in computational �uid dynamics. Elegan t metho ds for analyzing the stabilit y of

partitioned in tegrators with and without sub cycling can b e found in [39, 10]. Ho w e•

v er, b oth of these references deal with symmetric �elds only . W e ha v e found that the

extension of these analysis metho ds to mixed symmetric/unsymmetric problems suc h

as those describ ed b y equations (4.25) is di�cult � if not imp ossible � whic h has

also motiv ated us to in v estigate �rst a simpli�ed aero elastic mo del problem.

R emark 1. The v alidit y of equations (4.25) for b oth 2D and 3D linearized aero elastic

problems will b e discussed later.

4.3 Mathematical preliminaries

4.3.1 Ph ysical v.s. n umerical instabilities

T ransien t �uid-structure (gas-structure) in teraction problems ha v e one particula•

rit y: they p ossess a wide v ariet y of self-excited vibrations and instabilities. F or example,

at sp eeds of �o w somewhat ab o v e the critic al �utter sp e e d [30 ], the structural system

extracts energy from the �o w system and a small acciden tal disturbance of the airfoil

can serv e as a trigger to initiate an oscillation of great violence. Ph ysical instabilities

can also o ccur in the linear regime. An example of a linear dynamic instabilit y is vi•

brations due to v on Kármán v ortices [69 ]. If the frequency of the structure loading

caused b y the v ortices is close or equal to the natural frequency of the b o dy , then a

resonance e�ect is presen t and large amplitudes of vibrations result. Therefore, when it

comes to analyzing the n umerical stabilit y of a prop osed algorithm for time-in tegrating
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�uid-structure in teraction problems, it is essen tial to consider the case where the cou•

pled system is ph ysically stable � that is, when (4.1) or ev en (4.25) ha v e a solution

that do es not gro w inde�nitely in time.

The ob jectiv es of this section are to presen t a mathematical framew ork for the

stabilit y analysis of the solution of the semi-discrete equations (4.25), and to sho w

that for the aero elastic mo del problem in tro duced and discretized in Section 4.2, these

equations ha v e alw a ys a stable solution. Hence, the �uid-structure in teraction mo del

problem presen ted in this c hapter is also a go o d problem for analyzing partitioned

time-in tegrators with particular reference to n umerical stabilit y .

R emark 2. In tuitiv ely , one can exp ect equations (4.25) to admit a stable solution

for the aero elastic mo del problem, b ecause the �uid �o w is con�ned inside a closed

c ham b er and therefore has a limited amoun t of energy to exc hange with the piston,

and the piston is not excited b y an y other external and time-dep enden t force. Ho w ev er,

the analysis framew ork presen ted in Section 4.3.2 is in teresting b ecause it also rev eals

a n umerical prop ert y of the coupled mo del problem that turns out to b e imp ortan t

for the design of an unconditionally stable partitioned pro cedure for solving (4.25).

4.3.2 Analysis framew ork

Let X , M , and S p ( M ) denote resp ectiv ely a real v ector, a real matrix that is

diagonalizable in the complex space C , and its set of complex eigen v alues

2

. W e fo cus

our atten tion on the linear system of ordinary di�eren tial equations (ODE):

_

X = M X (4.26)

First, w e in tro duce t w o de�nitions.

De�nition 1 W e wil l say that M is �stable� if and only if:

a) M is diagonalizable in C

b) 8 � 2 S p ( M ) ; < ( � ) � 0

De�nition 2 W e wil l say that the r e al symmetric p ositive de�nite (RSPD) matrix E

M

is an �ener gy matrix� for M if and only if E

M

M is non-p ositive, that is:

8 X ; X

t

E

M

M X � 0 (4.27)

2 : In the follo wing, < ( � ) and = ( � ) designate resp ectiv ely the real and imaginary parts of a complex

eigen v alue � .
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Next, w e state and pro v e four theorems.

Theorem 1 A n RSPD matrix E

M

is an ener gy matrix for M if and only if:

8 X solution of

_

X = M X ;

d

dt

(

1

2

X

t

E

M

X ) � 0 (4.28)

Pr o of. F rom (4.26), it follo ws that

d

dt

(

1

2

X

t

E

M

X ) = X

t

E

M

M X . Hence,

d

dt

(

1

2

X

t

E

M

X ) �

0 if and only if E

M

is an energy matrix for M . 2

Theorem 2 If M = P

� 1


 P denotes the diagonalization of a stable matrix M , then

an ener gy matrix for M is given by:

E

M

= P

t

P + P

t

P (4.29)

wher e P is the c omplex c onjugate matrix of P .

Pr o of. Clearly , E

M

= P

t

P + P

t

P is real symmetric. F or all real v ectors X , X

t

E

M

X =

2 j P X j

2

is p ositiv e and equal to zero only if X = 0 b ecause P is non singular. Finally

since M = M , w e ha v e:

X

t

E

M

M X = X

t

�

P

t


 P X + X

t

P

t

�

P P

� 1


 P X

= 2 <

�

X

t

�

P

t


 P X

�

= 2

X

i

j ( P X )

i

j

2

< (


i

) � 0

whic h completes the pro of of Theorem 2. 2

Theorem 3 (Recipro cal of Theorem 2) L et M b e a r e al matrix that is diagonali•

zable in C . If ther e exists an ener gy matrix E

M

for M , then M is stable.

Pr o of. Let X = R + iI 6= 0 , where i

2

= � 1 , denote a complex eigen v ector of M

asso ciated with an eigen v alue � . If E

M

is an energy matrix for M , w e ha v e:

0 � R

t

E

M

M R = R

t

E

M

< ( M X )

= R

t

E

M

< ( �X ) = R

t

E

M

[ < ( � ) R � = ( � ) I ]

0 � I

t

E

M

M I = I

t

E

M

= ( M X )

= I

t

E

M

= ( �X ) = I

t

E

M

[ < ( � ) I + = ( � ) R ]

(4.30)

Adding the t w o inequalities in (4.30) and exploiting the symmetry of E

M

leads to the

statemen t < ( � )[ R

t

E

M

R + I

t

E

M

I ] � 0 . Since E

M

is RSPD and X 6= 0 , it follo ws that

< ( � ) � 0 , whic h completes the pro of of Theorem 3. 2

Theorem 4 If A and D ar e two r e al stable matric es with ener gy matric es E

A

and

E

D

, then:

E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 = ) M =

 

A B

C D

!

is a stable matrix (4.31)
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Pr o of. The matrix E

M

=

 

E

A

0

0 E

D

!

is RSPD. If X =

 

� W

Q

!

is a real v ector

satisfying

_

X = M X , w e ha v e:

d

dt

(

1

2

X

t

E

M

X ) = � W

t

E

A

A� W + � W

t

E

A

B Q + Q

t

E

D

C � W + Q

t

E

D

D Q

= � W

t

E

A

A� W + � W

t

h

E

A

B + ( E

D

C )

t

i

Q + Q

t

E

D

D Q

= � W

t

E

A

A� W + Q

t

E

D

D Q � 0

whic h in view of Theorem 1 implies that E

M

is an energy matrix for M . F rom Theo•

rem 3, it follo ws that M is stable. 2

Theorems 1-3 set the stage to Theorem 4 whic h has a nice ph ysical in terpreta•

tion. An uncoupled �uid system is ph ysically stable: it do es not pro duce energy .

If D is non-negativ e, an uncoupled structural system is also stable. F or a coupled

�uid-structure system, E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 simply expresses that the energy extracted

from one system is equal to that injected in to the other one. Hence, Theorem 4 merely

states that a coupled system where the energy is exactly conserv ed is a ph ysically

stable system.

4.3.3 Ph ysical stabilit y of the mo del problem

Consider again the aero elastic mo del problem in tro duced in Section 4.2. After

linearization, w e ha v e found that the energy of the �uid (with omission of a constan t)

do es not ha v e an y �rst-order term in its expansion (other than the predictable p

0

q

term

3

) . Moreo v er, second order terms deriv e from a quadratic form. Assuming a

constan t mesh size � x , the energy E

f l uid

of the discretized �uid system can b e written

as:

E

f l uid

= � x

j = N

X

j =1

(

c

2

0

� �

2

j

2 �

0

+

�

0

� u

2

j

2

) (4.32)

and its p erturb ed state v ector is � W = ( � �

1

; � ( �

0

u

1

) ; : : : ; � �

N

; � ( �

0

u

N

))

t

. Therefore,

E

A

can b e constructed for this system as follo ws:

E

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

@

� xc

2

0

�

0

0

0

� x

�

0

1

A

0

.

.

.

0

0

@

� xc

2

0

�

0

0

0

� x

�

0

1

A

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(4.33)

Using (4.19), the reader can v erify through tedious but elemen tary calculations that

E

A

is an energy matrix for A induced b y the spatial �ux splitting.

3 : Since the structure has also a p oten tial energy equal to � p

0

q , b oth these terms will b e omitted

in the sequel.
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F or the piston, the state v ector is Q =

 

q

_q

!

and the energy is simply giv en b y

E

piston

=

1

2

k q

2

+

1

2

m _q

2

: (4.34)

Hence, for this structural system E

D

can b e written as:

E

D

=

�

k 0

0 m

�

(4.35)

Pro ving that E

D

is an energy matrix for D is straigh tforw ard. Using the second equa•

tion of (4.23), w e ha v e:

E

D

D =

 

k 0

0 m

!  

0 1

� k

m

� d

m

!

=

 

0 k

� k � d

!

whic h sho ws that E

D

D is negativ e when the damping d is non-negativ e, and therefore

pro v es that E

D

is an energy matrix for D .

The transpiration term in the last grid cell and the pressure force on the piston

generate resp ectiv ely the matrices:

B =

 

0 0 � � � 0 0

0 0 � � �

� �

0

� x

0

!

t

and C =

 

0 0 � � � 0 0

0 0 � � �

c

2

0

m

0

!

(4.36)

F rom equations (4.33-4.36) and after some algebraic manipulations, it follo ws that w e

ha v e E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 , whic h sho ws that the semi-discrete aero elastic mo del problem

in tro duced in Section 4.2 admits a stable solution. Therefore, staggered algorithms for

time-in tegrating the system (4.25) can b e analyzed for unconditional stabilit y .

4.3.4 Ph ysical stabilit y in m ulti-dim ens ional cases

In Section 4.7, w e shall deal with t w o-dimensional and three-dimensional linearized

aero elastic problems. The algorithms presen ted are only deduced from the pro cedures

that are built in the next section under the only assumption that E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0

holds.

The treatmen t of m ulti-dimensional cases is not as simple as our one-dimensional

problem b ecause the equalit y E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 is not preserv ed. Lesoinne has sho wn

in [47] that this relation cannot b e generally true, ev en for a simple uniform inert

t w o-dimensional �o w aroud a structure.

F or instance, let us consider p erturbations around the uniform t w o-dimensional

�o w giv en b y W

0

= ( �

0

0 0)

t

. Along the �uid-structure in terface, w e denote b y ~ n the

normal (from the �uid in to the structure). W e could use the same metho dology for

this new case. W e w ould obtain the same equations with t w o additional terms. These

terms deriv e from the pressure �uxes at the b oundary . In one dimension, the forcing

term in (4.21) w as deriv ed from

F

F ! S

= p � p

0

= c

2

0

� �

N

:
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In t w o dimensions, after linearization, w e get

F

F ! S

= p ~ n � p

0

~n

0

= c

2

0

� �

N

: ~ n

0

+ p

0

� ~ n : (4.37)

If the last term of (4.37) is not omitted, it is easy to c hec k that the equalit y

E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 cannot simply b e preserv ed. W e reac h the limits of this analysis.

Ma yb e some extensions � lik e system energies that are not decoupled (including terms

of the form ( � ( �u )

N

� �

0

q

! N

)

2

) , as w ell as a precise study on the t w o-dimensional

b oundary �uxes in the �nite-v olume form ulation � migh t allo w a similar analysis.

If the omission of the last term in (4.37) is p ossible, the previous analysis holds.

It is easy to c hec k, that, if a certain dualit y b et w een the outgoing �ux of pressure

at the �uid-structure in terface and the incoming transpiration �ux is resp ected, the

relationship E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 also holds � if the same up winding sc hemes are used

on a regular orthogonal structured grid, and with the new �uid energy giv en b y

E

f l uid

= � x

j = N

X

j =1

(

c

2

0

� �

2

j

2 �

0

+

�

0

� u

2

j

2

+

�

0

� v

2

j

2

) :

In that case, the staggered time-in tegrator describ ed in (4.41) is also unconditionally

stable. F or example, if the pressure �ux at an in terface cell C

i

made of triangles T

j

is

ev aluated as

F

P

( C

i

) = c

2

�

i

P

T

j

2 C

i

~ n

T

j

P

T

j

2 C

i

1

; (4.38)

the relationship E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 holds if the transpiration �ux is computed as

F

T

( C

i

) = �

0

~

U

i

:

P

T

j

2 C

i

~ n

T

j

P

T

j

2 C

i

1

; (4.39)

where ~ n and

~

U stand resp ectiv ely for the normal to the �uid-structure in terface and

the v elo cit y v ector.

4.4 Implicit/implicit partitioned pro cedures

4.4.1 Unconditionally stable staggered time-in tegrators

Here, w e presen t a family of unconditionally stable implicit/implicit staggered algo•

rithms for solving the mo del equations (4.25) whose �design� is based on the follo wing

4-step metho dology . In this section, the c haracters �I I� stand for �implicit/implicit�

(implicit sc hemes for the �uid and the structure).

Step I I1. Predict the structural �eld using the v alue computed at t

n

= n � t :

Q

p

= Q

n
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Step I I2. Adv ance the �uid system using the trap ezoidal rule:

� W

n +1

= � W

n

+ � t A � W

n +

1

2

+ � t B Q

p

where � W

n +

1

2

=

� W

n

+ � W

n +1

2

Step I I3. Adv ance the structural system using an implicit time-in tegrator selected from

the so-called gener alize d tr ap ezoidal family of metho ds [38 ], and a midp oin t v alue

of the previously up dated �uid state � W

n +

1

2

:

Q

n +1

= Q

n

+ � t D Q

n + �

+ � t C � W

n +

1

2

where Q

n + �

= (1 � � ) Q

n

+ � Q

n +1

� 2 ]0 ; 1]

Step I I4. Correct the equations giving � W

n +1

and Q

n +1

to enforce unconditional stabilit y

of the implicit/implicit staggered pro cedure:

� W

n +1

= � W

n

+ � t A � W

n +

1

2

+ � t B Q

p

+

h

� W

n +1

c

i

Q

n +1

= Q

n

+ � t D Q

n + �

+ � t C � W

n +

1

2

+

h

Q

n +1

c

i

It should b e emphasized that the ab o v e steps describ e the design pro cess of a

solution metho dology and not the computer implemen tation of a time-in tegration al•

gorithm. In particular, neither the �uid nor the structural �elds should b e solv ed un til

the correction terms [ � W

n +1

c

] and [ Q

n +1

c

] are �rst sp eci�ed.

The trap ezoidal rule is unconditionally stable and second-order accurate when ap•

plied to the solution of the uncoupled linearized �uid system (4.17). F or � � 1 = 2 , the

generalized trap ezoidal family of metho ds is unconditionally stable when applied to

time-in tegrate the uncoupled structural problem. F or � 2 ]0 ; 1] , these metho ds are

�rst-order accurate, except for � = 1 = 2 , in whic h case the corresp onding sc heme is

second-order accurate. The correction terms [ � W

n +1

c

] and [ Q

n +1

c

] should b e compu•

ted to ensure the unconditional stabilit y of the resulting implicit/implicit staggered

solution pro cedure.

Theorem 5 F or � � 1 = 2 , and for the two fol lowing c orr e ction terms

h

� W

n +1

c

i

=

1

2

� t

2

B C � W

n +

1

2

h

Q

n +1

c

i

= (1 � � )� t

2

D C � W

n +

1

2

(4.40)

the implicit/implicit stagger e d time-inte gr ator de�ne d by Steps II1-II4 ab ove is unc on•

ditional ly stable

4

.

4 : Note that the preceding corrections seem unique.



4.4. Implicit/implicit partitioned pro cedures 93

Pr o of. F or [ � W

n +1

c

] =

1

2

� t

2

B C � W

n +

1

2

and [ Q

n +1

c

] = (1 � � )� t

2

D C � W

n +

1

2

, the

prop osed implicit/implicit staggered solution algorithm for solving (4.25) b ecomes:

� W

n +1

= � W

n

+ � t A � W

n +

1

2

+ � t B Q

n

+

1

2

� t

2

B C � W

n +

1

2

Q

n +1

= Q

n

+ � t D Q

n + �

+ � t C � W

n +

1

2

+ (1 � � )� t

2

D C � W

n +

1

2

� 2 [

1

2

; 1]

(4.41)

The ab o v e partitioned pro cedure can also b e written as:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Q

�

= Q

n

+

� t

2

C � W

n +

1

2

Q

��

= Q

n

+ � tC � W

n +

1

2

� W

n +1

� � W

n

� t

= A� W

n +

1

2

+ B Q

�

Q

n +1

� Q

��

� t

= D ((1 � � ) Q

��

+ � Q

n +1

)

(4.42)

Using the energy matrices E

A

and E

D

, w e de�ne the system energy as:

E

� W ;Q

=

1

2

� W

t

E

A

� W +

1

2

Q

t

E

D

Q (4.43)

F rom equations (4.41-4.43) and De�nition 2, w e deduce (writing Q

�� �

instead of (1 �

� ) Q

��

+ � Q

n +1

):

E

� W

n +1

;Q

n

= E

� W

n

;Q

n

+ � t� W

n +

1

2

t

E

A

A� W

n +

1

2

+ � tQ

�

t

B

t

E

A

� W

n +

1

2

) E

� W

n +1

;Q

n

� E

� W

n

;Q

n

+ � tQ

�

t

B

t

E

A

� W

n +

1

2

( 4 : 44a )

E

� W

n +1

;Q

��

= E

� W

n +1

;Q

n

+ � t� W

n +

1

2

t

C

t

E

D

Q

n

+

� t

2

2

� W

n +

1

2

t

C

t

E

D

C � W

n +

1

2

) E

� W

n +1

;Q

��

= E

� W

n +1

;Q

n

+ � t� W

n +

1

2

t

C

t

E

D

Q

�

( 4 : 44b )

E

� W

n +1

;Q

n +1

= E

� W

n +1

;Q

��

+ � tQ

�� �

t

E

D

D Q

�� �

+ (1 � 2 � )

� t

2

2

Q

�� �

t

D

t

E

D

D Q

�� �

) F or � �

1

2

; E

� W

n +1

;Q

n +1

� E

� W

n +1

;Q

��

( 4 : 44c )

whic h also implies (b y addition of 4 : 44c , 4 : 44b and 4 : 44c ) that:

E

� W

n +1

;Q

n +1

� E

� W

n

;Q

n

+ � tQ

�

t

B

t

E

A

� W

n +

1

2

+ � t� W

n +

1

2

t

C

t

E

D

Q

�

and w e ha v e (if � �

1

2

) ,

E

� W

n +1

;Q

n +1

� E

� W

n

;Q

n

+ � t� W

n +

1

2

t

[ E

A

B + ( E

D

C )

t

] Q

�

(4.45)
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Finally , since the aero elastic mo del problem satis�es E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 , it follo ws

that:

E

� W

n +1

;Q

n +1

� E

� W

n

;Q

n

(4.46)

whic h sho ws that the n umerical energy of the system do es not increase in time, and

therefore the partitioned solution pro cedure (4.41) is unconditionally stable. 2

Theorem 6 The implicit/implicit unc onditional ly stable p artitione d pr o c e dur e de�ne d

by (4.41) is �rst-or der ac cur ate.

Pr o of. Expanding the v arious terms in (4.41) around the time t

n

= n � t leads to:

_

� W

n

= A� W

n

+ B Q

n

+ O (� t )

_

Q

n

= C � W

n

+ D Q

n

+ O (� t )

Comparing the ab o v e equations with (4.25) completes the pro of. 2

Clearly , second-order accuracy w ould require a more sophisticated predictor in Step

I I1. It is in teresting to note that with the partitioned solution metho dology describ ed

in Steps I I1-I I4, w e are able to ac hiev e unconditional stabilit y without resorting to an

augmen tation tec hnique [59, 27 ]. Augmen tation based sc hemes are often exp ensiv e and

cum b ersome to implemen t b ecause they require forming and factoring the pro duct of

the indep enden t �eld and coupling matrices. The staggered time-in tegrator describ ed

in equations (4.41) requires only one additional sparse matrix-matrix pro duct to form

B C .

4.4.2 Sub cycling

The �uid and structure �elds ha v e often di�eren t time scales. F or problems in

aero elasticit y , the �uid �o w usually requires a smaller temp oral resolution than the

structural vibration. Therefore, if the unconditionally stable staggered algorithm (4.41)

is used to solv e a coupled �uid-structure problem, the coupling time-step � t

c

will b e

t ypically dictated b y the time-step � t

F

that guaran tees a certain accuracy in the �o w

solution, rather than the time-step � t

S

> � t

F

that meets the accuracy requiremen ts

of the structural �eld.

Using the same time-step � t

c

in b oth �uid and structure computational k ernels

presen ts only minor implemen tational adv an tages. On the other hand, sub cycling the

�uid computations with a factor n

S=F

= � t

S

= � t

F

can o�er substan tial computational

adv an tages, including:

� sa vings in the o v erall sim ulation CPU time, b ecause in that case the structural

�eld will b e adv anced few er times.

� sa vings in I/O transfers and/or comm unication costs when computing on a he•

terogeneous platform, b ecause in that case the �uid and structure k ernels will

exc hange information few er times.
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Ho w ev er, the computational adv an tages highligh ted ab o v e are e�ectiv e only if sub•

cycling do es not restrict the stabilit y region of the staggered algorithm to v alues of the

coupling time-step � t that are small enough to o�set these adv an tages. F or example,

consider the follo wing �uid-sub cycled v ersion of the unconditionally stable staggered

time-in tegrator giv en in (4.41):

� W

n +1

(0)

= � W

n

f

F or k = 0 ; :::; n

S=F

� 1

� W

n +1

( k +1)

= � W

n +1

( k )

+ (� tA +

� t

2

2

B C ) � W

n +1

( k +

1

2

)

+ � tB Q

n

g

� W

n +1

= � W

n +1

( n

S =F

)

Q

n +1

= Q

n

+ � tD Q

n + �

+ � tC � W

n +

1

2

+ (1 � � )� t

2

D C � W

n +

1

2

(4.47)

This algorithm implemen ts the simplest p ossible sub cycling sc heme and is often

used in man y applications. Unfortunately , the reader can easily c hec k that the ab o v e

�uid-sub cycled partitioned pro cedure (4.47) is no longer unconditionally stable. Next,

w e presen t an impro v ed sub cycling approac h that preserv es the unconditional stabilit y

of the partitioned pro cedure (4.41).

Theorem 7 F or 1 = 2 � � � 1 , the fol lowing �uid-sub cycle d version of the stagger e d

time-inte gr ator given in (4.41) is unc onditional ly stable:

� W

n +1

(0)

= � W

n

X

(0)

= Q

n

f

F or k = 0 ; :::; n

S=F

� 1

� W

n +1

( k +1)

= � W

n +1

( k )

+ (� tA +

� t

2

2

B C ) � W

n +1

( k +

1

2

)

+ � tB X

( k )

X

( k +1)

= X

( k )

+ � t C � W

n +1

( k +

1

2

)

g

� W

n +1

= � W

n +1

( n

S =F

)

Q

n +1

= X

( n

S =F

)

+ n

S=F

� tD

�

(1 � � ) X

( n

S =F

)

+ � Q

n +1

�

(4.48)

Pr o of. The pro of of this theorem is similar to that of Theorem 5 and uses the system

energy de�ned in (4.43). Using equations (4.43) to (4.48) and De�nition 2, one obtains:

E

� W

n +1

(0)

;X

(0)

= E

� W

n

;Q

n

E

� W

n +1

( k +1)

;X

( k )

� E

� W

n +1

( k )

;X

( k )

+ � t� W

n +1

( k +

1

2

)

t

E

A

B ( X

( k )

+

� t

2

C � W

n +1

( k +

1

2

)

)

) E

� W

n +1

( k +1)

;X

( k )

� E

� W

n +1( k )

;X

( k )

+ � t� W

n +1

( k +

1

2

)

t

E

A

B X

( k +

1

2

)

E

� W

n +1

( k +1)

;X

( k +1)

= E

� W

n +1

( k +1)

;X

( k )

+ � t� W

n +1

( k +

1

2

)

t

C

t

E

D

( X

( k )

+

� t

2

C � W

n +1

( k +

1

2

)

)

) E

� W

n +1

( k +1)

;X

( k +1)

= E

� W

n +1

( k +1)

;X

( k )

+ � t� W

n +1

( k +

1

2

)

t

C

t

E

D

X

( k +

1

2

)
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W e then ha v e for eac h �uid time step

E

� W

n +1

( k +1)

;X

( k +1)

� E

� W

n +1( k )

;X

( k )

+ � t� W

n +1

( k +

1

2

)

t

h

E

A

B + ( E

D

C )

t

i

X

( k +

1

2

)

(4.49)

If w e add these inequalities o v er all sub cycles, w e �nd

E

� W

n +1

;X

( n

S =F

)

� E

� W

n

;Q

n

+ � t

n

S =F

� 1

X

k =0

�

� W

n +1

( k +

1

2

)

t

h

E

A

B + ( E

D

C )

t

i

X

( k +

1

2

)

�

(4.50)

On the structural side, w e ha v e (writing Q

n + �

for (1 � � ) X

( n

S =F

)

+ � Q

n +1

):

E

� W

n +1

;Q

n +1

= E

� W

n +1

( n

S =F

)

;X

n +1

( n

S =F

)

+ n

S=F

� tQ

n + �

t

E

D

D Q

n + �

+ (1 � 2 � )

n

S=F

2

� t

2

2

Q

n + �

t

D

t

E

D

D Q

n + �

:

Since E

D

D is negativ e and since 1 = 2 � � � 1 , w e ha v e for the structural time step:

E

� W

n +1

;Q

n +1

� E

� W

n +1

;X

( n

S =F

)

(4.51)

The ab o v e inequalities (4.50) and (4.51) imply that:

E

� W

n +1

;Q

n +1

� E

� W

n

;Q

n

+ � t

n

S =F

� 1

X

k =0

� W

n +1

( k +

1

2

)

t h

E

A

B + ( E

D

C )

t

i

X

( k +

1

2

)

(4.52)

Finally , since the aero elastic mo del problem satis�es E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 , it follo ws

that:

E

� W

n +1

;Q

n +1

� E

� W

n

;Q

n

(4.53)

whic h sho ws that the n umerical energy of the system do es not increase in time, and the•

refore the partitioned and �uid-sub cycled solution pro cedure (4.48) is unconditionally

stable. 2

Theorem 8 The implicit/implicit unc onditional ly stable p artitione d and �uid-sub-

cycle d pr o c e dur e de�ne d by (4.48) is �rst-or der ac cur ate.

Pr o of. The pro of of this theorem is similar to that of Theorem 6. 2

The sub cycling approac h adv o cated in equations (4.48) preserv es the computatio•

nal adv an tages of sub cycling. A t eac h stage, the ev aluation b y the �uid solv er of the

correction term X

( k +1)

do es not require neither adv ancing the structural state v ec•

tor, nor exc hanging information with the structural solv er. Moreo v er, up dating X

( k +1)

and B X

( k )

requires only t w o sparse matrix-v ector pro ducts and therefore is relativ ely

inexp ensiv e.

The in terpretation of the role of the correction term X

( k +1)

go es as follo ws. In order

to solv e

_

Q = D Q + C � W b et w een t

n

and t

n +1

, the structure k ernel m ust receiv e from
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the �uid mo dule the b est p ossible appro ximation of the coupling quan tit y

R

t

n +1

t

n

C � W dt .

In the �uid-sub cycled partitioned pro cedure (4.47), this in tegral is appro ximated b y

� tC � W

n +

1

2

, whic h guaran tees a certain accuracy but do es not w arran t unconditional

stabilit y . On the other hand, the strategy consisting in appro ximating

R

t

n +1

t

n

C � W dt via

up dating X

( k +1)

= X

( k )

+ � tC � W

n +1

( k +

1

2

)

and replacing in the pro cedure (4.47) the

�frozen� � tB Q

n

b y the up dated quan tit y � tB X

( k )

not only pro vides a b etter coupling

accuracy , but also preserv es the unconditional stabilit y of the original non sub cycled

partitioned pro cedure (4.41).

The implications of the ab o v e results and discussion on the staggered and sub cycled

solution of more complex aero elastic problems can b e form ulated as follo ws. When the

�uid �eld is sub cycled and up dated ahead of the structural �eld, then:

� the motion of the mo ving �uid b oundary induced b y the structural deformation

should not b e completely absorb ed during the �rst �uid sub cycle and �frozen�

during the remaining ones. Rather, this induced motion should b e distributed

among all sub cycle stages via a careful in terp olation sc heme.

� after all �uid sub cycles are completed, the mean v alue rather than the �nal v alue

of the pressure �eld m ust b e transmitted to the structure.

4.4.3 Examples

Here, w e illustrate the n umerical prop erties of the family of implicit/implicit stag•

gered pro cedures presen ted in Sections 4.4.1-4.4.2 with the solution of the aero elastic

mo del problem (4.25). W e consider the case where � = 1 = 2 and the structure is un•

damp ed ( d = 0 ). First, w e in tro duce the non-dimensional v ariables:

�

t =

c

0

l

0

t �� =

�

�

0

�x =

x

l

0

�u =

�u

�

0

c

0

�q =

q

l

0

� W =

 

� ��

� �u

!

(4.54)

and rewrite equations (4.19) and (4.4) in non-dimensional form as follo ws:

� � x

j

� W

0

j

� J

+

0

(0) � W

j � 1

+ ( J

+

0

(0) � J

�

0

(0)) � W

j

+ J

�

0

(0) � W

j +1

= 0 ( j 6= N )

� � x

N

� W

0

N

� J

+

0

(0) � W

N � 1

+ ( J

+

0

(0) � J

�

0

(0)) � W

N

�

 

�q

0

0

!

= 0

�q

00

+ � !

2

s

�q =

1

�m

( � ��

N

� 1)

(4.55)
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where a the c haracter ' means a deriv ation with resp ect to

�

t and

J

+

0

(0) =

1

2

 

1 1

1 1

!

J

�

0

(0) =

1

2

 

� 1 1

1 � 1

!

�!

2

s

=

l

2

0

c

2

0

k

m

�m =

m

�

0

l

0

(4.56)

Next, w e discretize the piston c ham b er in to 21 grid p oin ts and N = 20 �nite v olume

cells, and set the non-dimensional parameters to �!

2

s

= 3 : 03 � 10

� 4

and �m = 30 : 77 . W e

consider the follo wing initial conditions:

� �� (

�

t = 0) = 0 � �u (

�

t = 0) = 0

�q (

�

t = 0) = 0

�

_q (

�

t = 0) = 1

and solv e the coupled equations (4.55)-(4.56) using eigh t time-steps v arying b et w een

� t = 1 � CFL and � t = 128 � CFL, where CFL = l

0

= ( N c

0

) is computed with resp ect

to the uncoupled �uid problem (this abusiv e notation means that, for � t = CFL, the

maxim um Couran t n um b er in the �uid is equal to 1). The obtained non-dimensional

piston displacemen t �q =l

0

and �uid pressure in the cell in con tact with the piston

( p=�

0

c

2

0

)

20

are depicted in Figures 4.3-4.4 for the case without sub cycling.

Clearly , the results rep orted in Figures 4.3-4.4 highligh t the unconditional stabilit y

of the family of implicit/implicit staggered pro cedures presen ted in Sections 4.4.1-4.4.2.

Stable resp onses are observ ed for all time-steps, and accurate results are obtained

for b oth the piston displacemen t and �uid pressure for time-steps as large as � t =

32 � CFL.

The previous computations are rep eated using the �uid-sub cycled staggered time

in tegrator describ ed in (4.48), 2 � CFL � � t

F

� 4 � CFL, and sev eral sub cycling factors

1 � n

S=F

� 32 . The corresp onding results (see Figures 4.5 to 4.8) con�rm n umerically

the unconditional stabilit y pro v ed mathematically in Theorem 7. Note ho w ev er that

large sub cycling factors n

S=F

in tro duce a spurious phase shift in the initial stages of

the coupled computations that can ruin the accuracy of the resp onse history . Both

amplitude and phase errors can also b e observ ed in that case. This suggests that an

adaptiv e time-stepping strategy is needed in order to resolv e b etter the initial resp onse

of the coupled system.

4.5 Explicit/implicit partitioned pro cedures

Next, w e consider the case where an explicit sc heme is desired for adv ancing the

�uid �eld. W e kno w ho w to design an unconditionally stable staggered algorithm for

that case also, ho w ev er, suc h an algorithm w ould b e only conditionally consisten t [28 ].
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Fig. 4.3 � Compute d non-dimensional piston displac ement (without sub cycling)
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Fig. 4.4 � Compute d non-dimensional �uid pr essur e (without sub cycling)
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Fig. 4.5 � Compute d non-dimensional piston displac ement ( � t = 2 � CFL and with
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Fig. 4.6 � Compute d non-dimensional �uid pr essur e ( � t = 2 � CFL and with sever al

sub cycling factors n

S=F
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Fig. 4.7 � Compute d non-dimensional piston displac ement ( � t = 4 � CFL and with

sever al sub cycling factors n

S=F

)
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Fig. 4.8 � Compute d non-dimensional �uid pr essur e ( � t = 4 � CFL and with sever al

sub cycling factors n

S=F

)
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Rather, w e fo cus on dev eloping a family of partitioned pro cedures whose stabilit y

limit is go v erned b y the critical time-step of the �uid solv er. In other w ords, w e wish

to design a staggered solution algorithm for the coupled problem whose stabilit y limit

is not w orse than that of the underlying �uid explicit time-in tegrator. This is not

necessarily a trivial task b ecause coupling e�ects can restrict the stabilit y limits of the

indep enden t �eld time-in tegrators.

4.5.1 A predictor-corrector approac h

Here, w e presen t a family of explicit/implicit staggered algorithms for solving the

�uid-structure equations (4.25) that is based on similar ideas to those presen ted in

Section 4.4. The metho dology no w reads:

Step EI1. Predict the structural �eld using the v alue computed at t

n

= n � t :

Q

p

= Q

n

Step EI2. Predict the �uid system using the forw ard Euler explicit sc heme:

� W

p

= � W

n

+ � t A � W

n

+ � t B Q

p

Step EI3. Impro v e the structural �eld using an implicit generalized trap ezoidal metho d

and the predicted �uid state � W

p

:

Q

n +1

= Q

n

+ � t D Q

n + �

+ � t C � W

p

� 2 ]0 ; 1]

Step EI4. Correct the expressions yielding the �uid and structural �elds to enhance the

stabilit y of the explicit/implicit staggered pro cedure:

� W

n +1

= � W

n

+ � t A � W

n

+ � t B Q

p

+

h

� W

n +1

c

i

Q

n +1

= Q

n

+ � t D Q

n + �

+ � t C � W

p

+

h

Q

n +1

c

i

When applied to the solution of the uncoupled linearized �uid system (4.17), the

forw ard Euler algorithm is �rst-order accurate and stable for CFL � 1 . F or � � 1 = 2 ,

the generalized trap ezoidal family of metho ds is unconditionally stable when applied

to time-in tegrate the uncoupled structural problem. F or � 2 ]0 ; 1] , these metho ds

are �rst-order accurate, except for � = 1 = 2 , in whic h case the corresp onding sc heme is

second-order accurate. The correction terms [ � W

n +1

c

] and [ Q

n +1

c

] should b e computed

to enhance the stabilit y of the resulting explicit/implicit staggered solution pro cedure.

In order to presen t simple pro ofs, w e no w giv e a simple theorem concerning the

energy v ariation of a structure through an implicit time-in tegration step with source

term.
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Theorem 9 L et D b e a RSDP matrix, and E

D

an asso ciate d ener gy matrix. L et us

de�ne E

n

= 1 = 2 Q

n

t

E

D

Q

n

. If Q

n +1

is given by:

Q

n +1

= Q

n

+ � t D Q

n + �

+ X

with � 2 [

1

2

; 1] and Q

n + �

= (1 � � ) Q

n

+ � Q

n +1

then we have the fol lowing r elation on the �suc c essive� ener gies

E

n +1

� E

n

+ X

t

E

D

Q

n + �

: (4.57)

Pr o of. W e ha v e the follo wing equalities:

(1 � � ) Q

n +1

= (1 � � ) Q

n

+ (1 � � ) � t D Q

n + �

+ (1 � � ) X

� Q

n +1

= � Q

n +1

Q

n +1

= Q

n + �

+ (1 � � ) � t D Q

n + �

+ (1 � � ) X : (4.58)

F ollo wing the same, simple metho dology , w e �nd also that

� Q

n +1

= � Q

n

+ � � t D Q

n + �

+ � X

(1 � � ) Q

n

= (1 � � ) Q

n

Q

n

= Q

n + �

� � � t D Q

n + �

� � X : (4.59)

Using (4.58) and (4.59), w e �nd

E

n +1

� E

n

=

 

Q

n

+ Q

n +1

2

!

t

E

D

�

Q

n +1

� Q

n

�

=

�

Q

n + �

+

�

1

2

� �

�

� t D Q

n + �

+

�

1

2

� �

�

X

�

t

E

D

�

� t D Q

n + �

+ X

�

= Q

n + �

t

E

D

X + � tQ

n + �

t

E

D

D Q

n + �

+

�

1

2

� �

�

�

� t D Q

n + �

+ X

�

t

E

D

�

� t D Q

n + �

+ X

�

Since 1 = 2 � � , E

D

is p ositiv e and E

D

D is non-p ositiv e in the sense of (4.27), the

conclusion of the pro of is straigh tforw ard. 2

W e no w in tro duce an explicit/implicit stable time-in tegrator.

Theorem 10 F or � � 1 = 2 , and for the two fol lowing c orr e ction terms

h

� W

n +1

c

i

= � � t B ( Q

n +1

� Q

n

)

h

Q

n +1

c

i

= �

� t

2

C (� t B Q

n

+ � W

n +1

c

)

(4.60)

the stability of the explicit/implicit stagger e d time-inte gr ator de�ne d by Steps EI1-EI4

ab ove is governe d by the stability of the explicit time-inte gr ator of the unc ouple d �uid

pr oblem.
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Pr o of. F or [ � W

n +1

c

] = � � t B ( Q

n +1

� Q

n

) and [ Q

n +1

c

] = � � t= 2 C (� t B Q

n

+ � W

n +1

c

) ,

the prop osed explicit/implicit staggered solution algorithm for solving equations (4.25)

b ecomes:

Q

n +1

= Q

n

+ � tD Q

n + �

+ � t C

�

� W

n

+ � tA� W

n

+

� t

2

B Q

n + �

�

� W

n +1

= � W

n

+ � tA� W

n

+ � tB Q

n + �

(4.61)

Let the structural energy E

n

s

b e de�ned as follo ws:

E

n

s

=

1

2

Q

n

t

E

D

Q

n

:

Applying Theorem 9 with

X = � t C ( � W

n

+ � tA� W

n

+

� t

2

B Q

n + �

) ; (4.62)

it follo ws that for � �

1

2

w e ha v e:

E

n +1

s

� E

n

s

+ Q

n + �

t

E

D

X : (4.63)

F or the �uid part, w e de�ne as w ell a �uid energy b y:

E

n

f

=

1

2

� W

n

t

E

A

� W

n

:

W e then ha v e

E

n +1

f

= E

n

f

+ � t

�

A � W

n

+ B Q

n + �

�

t

E

A

�

� W

n

+

� t

2

A � W

n

+

� t

2

B Q

n + �

�

E

n +1

f

= E

n

f

( 4 : 64a )

+ � t � W

n

t

A

t

E

A

�

� W

n

+

� t

2

A � W

n

�

( 4 : 64b )

+ � t Q

n + �

t

B

t

E

A

�

� W

n

+ � t A � W

n

+

� t

2

B Q

n + �

�

: ( 4 : 64c )

The sign of the term in ( 4 : 64b ) is go v erned b y the stabilit y of the explicit sc heme

applied to the uncoupled �uid problem. Actually , if the structure is omitted, these

terms giv e the energy v ariation through one explicit �uid time step. In general, there

is a limit time step, under whic h the explicit time-in tegrator is stable and giv es a

negativ e energy v ariation for the �uid. F or example, for the �uid energy matrix giv en

in (4.33) and for the matrix A induced b y the spatial �ux splitting, tedious calculations

sho w that the �uid energy decreases as long as a CFL-lik e condition (CFL � CFL

c

)

holds.

5

5 : W e p oin t out here that ha v e found some in�uences of b oundary �uxes on the n um b er CFL

c

.

F or the simple pressure �ux ( �

0

_q c

2

0

� �

N

)

t

, w e found a disapp oin ting CFL

c

= 0 : 5 . But for the mirror

�ux ( �

0

_q c

2

0

� �

N

+ c

0

�

0

_q � c

0

� ( �u ))

t

, w e found a satisfying CFL

c

= 1 .
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Finally , under the assumptions that CFL � 1 and � �

1

2

, de�ning the total system

energy as

E

n

= E

n

s

+ E

n

f

;

w e deduce from (4.62-4.63) and from ( 4 : 64a - 4 : 64c ) that

E

n +1

� E

n

+ � t Q

n + �

t

�

B

t

E

A

+ E

D

C

�

�

� W

n

+ � t A � W

n

+

� t

2

B Q

n + �

�

:

Since the aero elastic mo del problem satis�es E

A

B + ( E

D

C )

t

= 0 , it follo ws that:

E

n +1

� E

n

(4.65)

whic h sho ws that the n umerical energy of the system do es not increase in time, and

therefore the partitioned solution pro cedure (4.61) is unconditionally stable. 2

The construction of the correction terms in Theorem 10 migh t seem m ysterious.

The reader could also w onder if these corrections are the only ones whic h ha v e this

prop ert y . W e w ould lik e to explain shortly ho w these corrections w ere built, and wh y

they are unique.

The goal of the preceding energetic demonstration is to pro v e that, under the

assumptions that b oth sc hemes used separately for the �uid and the structure are

stable, the total energy of the system is non-increasing. Then w e ha v e to get rid of all

coupled terms of the form W

t

<> Q . The coupled terms pro duced b y the in tegration

of the �uid are written on ( 4 : 64c ). A term of the form Q

n + �

t

<> ( � W

n

+ � tA� W

n

) can

only disapp ear if a similar term app ears in X in (4.62), whic h explains the construction

of the corrections. Also, the quadratic term Q

t

<> Q of ( 4 : 64c ) is comp ensated via

the last term of X in (4.62).

Theorem 11 The explicit/implicit p artitione d pr o c e dur e de�ne d by e quations (4.61)

is �rst-or der ac cur ate.

Pr o of. The pro of of this theorem is similar to that of Theorem 6. 2

R emark 3. Note that while the family of implicit/implicit partitioned pro cedures

(4.41) and its �uid-sub cycled v ersion (4.48) require up dating the �uid �o w ahead of

the structural �eld, the family of explicit/implicit staggered algorithms (4.61) require

up dating the structural system �rst.

4.5.2 Examples

Here, w e illustrate the n umerical prop erties of the family of explicit/implicit stagge•

red pro cedures presen ted in Section 4.5.1 with the solution of the non-dimensional cou•

pled equations (4.55). W e consider the case � = 1 = 2 , and use the same non-dimensional

parameters and �nite v olume mesh as in Section 4.4.3.
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First, w e solv e the coupled problem for 0 : 5 � CFL � � t � 1 : 0 � CFL, where the CFL

is with resp ect to the uncoupled �uid problem. The obtained non-dimensional piston

displacemen t �q =l

0

and �uid pressure in the cell in con tact with the piston ( p=�

0

c

2

0

)

20

are rep orted in Figures 4.9-4.10 for the case without sub cycling. Clearly , these results

demonstrate n umerical stabilit y for � t � 1 : 0 � CFL. Ho w ev er, they also sho w that at

time-steps close to the uncoupled �uid CFL condition, the errors in tro duced in the

initial stages of the computations propagate throughout the en tire history resp onse

of the �uid pressure, but do not a�ect signi�can tly the ev aluation of the structural

displacemen t.

Next, w e rep eat the previous explicit/implicit computations and sub cycle the �uid

system. W e use a sub cycling sc heme similar to that in tro duced in equations (4.48)

in order to maximize the coupled stabilit y time-step. In that case, the n umerical re•

sults rep orted in Figure 4.11 for the non-dimensional piston displacemen t �q =l

0

indicate

that there exists a maxim um sub cycling factor b ey ond whic h the explicit/implicit

time-in tegrator (4.61) with sub cycling b ecomes n umerically unstable.

R emark 4. An explicit/implicit sub cycled partitioned pro cedure, whose stabilit y

w ould b e limited b y the stabilit y of the explicit �uid time in tegrator is still to b e

found. Numerically , for all explicit/implicit sub cycled pro cedures w e ha v e imagined,

w e w ere not able to pro v e that a total energy w as decreasing. W e also found that the

stabilit y of the coupled sc heme w as of the form n

S=F

� CFL � C, whic h mak es these

sub cycled pro cedures useless.

4.6 P arallel staggered strategies, error analysis

and CPU distribution

The family of partitioned pro cedures presen ted in Sections 4.4 and 4.5 are inhe•

ren tly sequen tial: in the implicit/implicit case, the �uid state v ector m ust b e up dated

b efore the structural system can b e adv anced, and in the explicit/implicit case, the

new structural displacemen ts and v elo cities m ust b e computed b efore the new �uid

state v ector can b e ev aluated. F or aero elastic sim ulations where the structural com•

p onen t is mo deled as a spring system with t w o or three degrees of freedom (i.e.,

t w o-dimensional airfoil �utter), or as a simple plate with a few h undred degrees of

freedom (i.e., three-dimensional wing �utter), the computational cost of the coupled

aero elastic sim ulation is dominated b y the cost of the �uid computations. In suc h cases,

and with the adv en t of parallel pro cessors and distributed computing platforms, a signi•

�can t p erformance enhancemen t can b e accomplished b y parallelizing the �uid k ernel

only , ev en if the �uid-structure staggering is p erformed in a serial manner. Ho w ev er, for

aero elastic problems in v olving full-scale structural systems suc h as a complete aircraft

with sev eral h undred thousand degrees of freedom, it b ecomes in teresting not only

to parallelize eac h �eld computations, but also to design staggered time-in tegration

algorithms that promote in ter-�eld parallelism � that is, that allo w adv ancing sim ul•

taneously the �uid and structural systems. Moreo v er, it is sho wn in [23] that in ter-�eld

parallelism allo ws an o v erlapping b et w een the �uid-structure comm unication and eac h
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Fig. 4.9 � Compute d non-dimensional piston displac ement (without sub cycling)
































































































































































































































































