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Chapitre 1

Présentation générale

L’homme envoie des satellites et des sondes dans l’espace depuis une quaran-
taine d’années. Ces vingts dernieres années, plusieurs anomalies ont été repérées.
On peut citer le cas de Viking Lander 1 en 1975 ou le chromatographe a perdu en
précision, perte due a la présence de charges. Plus récemment on peut aussi citer le
cas d’ Intelsat 511 lancé en 1985 et qui présentait en 1993 des anomalies de controle
imputables la aussi a la présence de charges. Pour avoir une liste plus complete on
peut se référer a 'enquéte menée par la NASA ([1] et [2]).

De maniere générale les effets de la charge peuvent nuire gravement aux systemes
électroniques embarqués. S’assurer que ces systemes sont protégés est une condi-
tion nécessaire pour la réussite des missions et nécessite la compréhension de ces
phénomenes de décharges.

C’est dans ce cadre que s’inscrit cette these. Nous nous intéressons aux décharges
électriques qui peuvent se produire sur un satellite en orbite géostationnaire. A
36.000 km de la Terre, le satellite n’est environné que d’'une atmosphere ténue liée
a la contamination et au dégazage. Le développement de décharges résultera essen-
tiellement des processus d’interaction de surface entre les matériaux et les particules
chargées incidentes (implantation et émission secondaire, désorption stimulée).

La seule contrainte que le satellite subit est celle du Soleil. Elle se manifeste sous la
forme d’un vent solaire et du rayonnement solaire. Ce vent est constitué entre autres
d’électrons tres énergétiques. Pour veiller a I’isolement thermique, un revétement de
diélectrique est déposé sur sa surface.
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Le satellite apparait comme une structure avec des matériaux aux propriétés électriques
différentes. Sous l'effet du bombardement du fluide de particules énergétiques, ils
vont présenter des potentiels diffférents. Le modele que nous avons étudié a été pro-
posé par J.P. Marque [32, 33]. Il décrit le développement d’une décharge de surface se
propageant a la surface d’un diélectrique chargé par un flux d’électrons énergétiques.
La décharge est initiée a une jonction métal-diélectrique lorsque le champ électrique
atteint une valeur seuil puis se propage en émettant vers le vide un flux d’électrons.
Cette émission électronique (phénomene de blowoff) est caractéristique de ce type
de décharge diélectrique et constitue une source de champ électromagnétique per-
turbateur. Nous nous intéressons au mécanisme de propagation qui est schématisé
sur la figure 1.1. La décharge, supposée ici se propager de facon stationnaire, est
un canal de plasma qui se détend dans le vide émettant des électrons et des ions.
Alors que les premiers sont repoussés par le potentiel répulsif du matériau, les ions,
au contraire, bombardent le diélectrique créant, par désorption stimulée, un flux de
neutres. L’ionisation de ce gaz si elle est susceptible de conduire a un plasma de
méeme caractéristique que le plasma initial permet 'avancée du canal de décharge.
Ce sont les conditions de reproduction de ce canal selon ce mécanisme que nous
voulons analyser.

Pour modéliser les décharges, deux approches sont généralement utilisées:

— la méthode cinétique

Le systeme est décrit par la fonction de distribution qui satisfait 1’équation de
Vlasov (voir par exemple C. Cercignani [6]). Théoriquement, cette équation
souleve de nombreux problemes et a été beaucoup étudiée. Numériquement,
la méthode la plus employée est la méthode PIC. Cette approche fournit une
description tres précise des phénomenes mis en jeu (voir Birdsall [4]). Elle est
souvent utilisée pour I’étude des plasmas sans collisions, des plasmas faible-
ment ionisés. Elle est cependant tres cotteuse.

— la méthode fluide

On préferera la méthode fluide a la méthode précédente lorsque les collisions
(en particulier les échanges de chaleur) sont importantes (voir J.P. Boeuf [3]).
Le fluide est alors décrit par sa densité, sa quantité de mouvement et son
énergie, chaque quantité étant régie par une équation. Pour fermer ce systeme
d’équations, il est nécessaire de se donner une loi d’état du fluide.

De nombreux systemes d’équations fluides peuvent étre obtenus a partir de
I’équation de Boltzmann, voir par exemple C. Cercignani [6], P. Degond et
B.Lucquin [10] ou B.Lucquin [11]. On peut introduire le nombre de Knudsen
Kn qui est le rapport entre le libre parcours moyen A et la longueur typique de



I’observation L: Kn := % On adimensionne alors ’équation de Boltzmann. En
supposant que la fonction de distribution f est une maxwellienne, on obtient
une relation qui relie la pression a la densité et a la température. En faisant
tendre Kn vers zero et en se donnant une loi d’état, on obtient le systeme
d’Euler (voir F. Golse [8]). Ainsi lorsque les collisions sont importantes, c’est a
dire en dehors de la couche de Knudsen, un traitement fluide est légitime. Dans
cette couche, il faudrait faire une étude cinétique, mais sous une condition de
désorption intense, on peut la négliger, et c’est ce que nous faisons ici.

On peut aussi traiter une partie du domaine par une méthode cinétique et une autre
par une méthode fluide (cf Zaharaoui [5]), mais 1’étude mathématique de 'interface
n’est pas toujours évidente a réaliser (cf F.Golse [7]).

Les parametres et phénomenes importants sont:
— la densité de charge électronique implantée,
— le potentiel de 'armature métallique,
— la désorption,
— et l'ionisation.
Les grandeurs caratéristiques du plasma et de la décharge sont:
— la densité des particules chargées et neutres,
— le potentiel électrique,
— la vitesse de la décharge,
— et les courants électroniques de blowoff et de flahover.

Ces courants correspondent respectivement aux électrons éjectés loin du panneau
solaire et a ceux qui remontent le canal de décharge. Ces courants sont impor-
tants de deux points de vue. Tout d’abord, ce sont eux qui sont responsables de la
détérioration du satellite. En effet, la trajectoire des électrons du blowoff peut étre
recourbée par un champ magnétique et des électrons énergétiques peuvent heurtent
le satellite. Les électrons du flashover sont responsables de la dégradation des parties
électroniques. Ensuite, 'TONERA dispose de moyens pour faire des expériences sous
vide et mesurer ces courants.

Nous n’étudierons ni la formation du plasma initial, ni 'avenir des électrons éjectés.
L’objet de cette these est I’étude de la propagation de l'ionisation. On veut savoir
sous quelles conditions elle se produit, combien de temps elle dure, quelle est sa
vitesse, quels sont les courants qu’elle engendre?
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Le plan de la these est le suivant:

— Dans la premiere partie, nous présentons les équations qui nous serviront a

modéliser la décharge.

Nous aurons un modele fluide sur tout le domaine.

Pour chaque type de particules, les molécules neutres, les électrons et les ions
nous verrons quel type d’approximation nous pouvons faire. Deux modeles
seront alors proposés.

Dans le premier modele nous nous placerons dans I’hypothese isotherme pour
les trois types de particules. Les molécules neutres seront alors régies par le
systeme d’Euler isotherme, systeme qui gouverne la densité volumique et le mo-
ment. Les particules chargées seront régies par les équation de Dérive-Diffusion.
Ce modele servira a une étude théorique.

Dans le second modele, nous utiliserons le systeme d’Euler complet pour les
molécules neutres (c’est-a-dire que nous nous intéresserons a 1’évolution de la
densité volumique, du moment et de I’énergie). Nous garderons les équations de
Dérive-Diffusion pour les particules chargées. Ce modele servira a la simulation
numérique.

Dans chaque cas, le champ électrique dérivera du potentiel électrostatique
engendré par la différence de charge.

— Dans la deuxieme partie, en utilisant une méthode de point fixe, nous mon-
trons l'existence et 1'unicité de la solution du probléeme ’théorique’. Nous re-
marquerons que le systeme d’Euler isotherme est un systeme hyperbolique.
De nombreux auteurs ont étudié de tels systemes pour le probleme de Cauchy
dans tout I’espace (voir Majda [12]). Lorsqu’on considere un domaine borné, il
faut non seulement se donner une donnée de Cauchy, mais aussi des conditions
aux limites qui peuvent dépendre de la solution du probleme. Jusqu’a présent,
il n’a été démontré que Iexistence et I'unicité de solutions régulieres, C* et lo-
cales en temps (voir Li Ta-tsien et Yu Wen-ci [24] et M.Gisclon [9] pour I'étude
des conditions aux limites des systemes hyperboliques). Nous avons choisi de
reprendre les idées de Li Ta-tsien et Yu Wen-ci.

Le systeme qui gouverne 1’évolution des molécules neutres est un systeme stric-
tement hyperbolique avec une condition initiale et une condition aux limites.
Le couplage avec les particules chargées se fait a ce niveau. Ce couplage, qui
modélise le phénomeme de désorption demande une certaine régularité sur la
solution du probeme de Dérive-Diffusion couplé avec I'équation de Poisson.

Tout d’abord nous considérons le probleme de Cauchy. Par une méthode des
caractéristiques, nous montrons I’existence et 1'unicité de la solution dans le
cone de dépendance. Puis en reprenant les idées de Li Ta-tsien et Yu Wen-ci,
nous étendons la solution au cone de dépendance maximal, pour des temps
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petits. En dehors de ce domaine, nous avons a considérer un probleme aux
limites. Toujours par une méthode des caractéristiques, nous montrons ’exis-
tence et I'unicité de la solution. Nous obtenons ainsi une solution dans tout le
domaine.

Pour les équations de Dérive-Diffusion et de Poisson, le cadre fonctionnel est,
a priori, les espaces de type L?(0,7; H"(£2)). Mais il s’avere que ces espaces
ne donnent pas assez de régularité sur la solution dans le cadre d’un probléme
aux limites. C’est pourquoi, nous utilisons les espaces non-homogenes de Lions-
Magenes du type H™*(0,7;2) (voir [28]). Nous montrons tout d’abord ’exis-
tence et 'unicité de la solution dans certains espaces L*(0,T; H"(€2)), puis par
une méthode de bootstrap nous gagnons la régularité nécessaire.

Pour finir, par une méthode de point fixe, nous montrons I’existence et 'unicité
de la solution pour le probleme global.

Enfin, nous présentons la méthode de résolution numérique ainsi que les résultats
numériques. Nous utilisons une méthode de différences finies pour les ions et
les électrons, une méthode de volumes finis pour les neutres et une méthode
d’éléments finis pour le potentiel électrostatique. Nous mettons en évidence
I'influence des diverses mécanismes et parametres.
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Chapitre 2

Le modele

2.1 Introduction

La modélisation de I'avancée de la décharge se fait a l'aide de trois especes de
particules:

— les molécules neutres,

— les électrons,

— les ions chargés positivement.
Pour les particules chargées, nous partons de la théorie cinétique (voir [14]). Chaque
population o = i,e est décrite par sa fonction de distribution f, = f.(t,x,p), €
IR®, p € IR}, t > 0 dans l'espace des phases position-impulsion (z,p). Chaque
fonction f, est solution de I’équation de Vlasov ’collisionnelle’ de la forme

ar. o,
Oa | o Nofo 4 FuV, fo = (a—c

2.1
ot )coll) ( )

ol v, est la vitesse de la particule a = e,i et F,, est le champ de force agissant sur la
population. Enfin (%")wu est le terme de collisions. La force que nous considérons
est la force électrostatique

F, = QaEa

ou E = E(t,z) est le champ électrique. Il vérifie ’équation de Poisson:

ol p est la charge et ¢y la permittivité du vide. Le modele fluide que nous utiliserons
est issu de (2.1) par le calcul des différents moments de la fonction de distribution
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Ja:

1. la densité
Ne = Ny (t,x) = /fadv,
2. la quantité de mouvement

MoNaUy = m/vfadv,

3. ’énergie totale
Mg, 5
Wy =— [ v* fodv.
2
On peut aussi introduire le tenseur de pression P
P, =m, /(v —u,) ® (v—u,)fdv,
et le flux de chaleur
Q. = % / v — ug|*(v — uy) fdv.

On obtient alors le systeme suivant

0 fa
Oine + V.(nauy,) = /(a—ft)coudva
Ma[0i(nauy) + V.(ngu, ®u,)] + V.P, =
Ofa
B FJa
GaNe + Mg / U( ot )colldva

OWo + V.(Wo + Pa)ug + Qa) =
qanaua.E—F %/U2(%)colldva

2 ot
(2.2)
ou V. représente 'opérateur divergence par rapport a la variable z. C’est ce systeme
(2.2) que nous allons considérer pour chaque type de particules chargées. Il s’agit
donc du systeme d’Euler avec un second membre.
Les particules neutres seront aussi régies par le systeme d’Euler suivant

on + V.(nu) = 5,
m[oy(nu) + V.(nu®@u)]+ V.P = 9y, (2.3)
OW +V.(W + P)lu+Q) = S,
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Pour les molécules neutres, il n’y a pas de force électrostatique. D’autre part, nous
négligeons les forces de pesanteur. Nous expliciterons dans la suite les divers termes
sources S, Sa, S3.

Dans un premier temps, nous allons rappeler certaines caractéristiques du syseme
d’Euler. Dans un deuxieme temps, nous verrons quelles approximations nous pour-
rons faire afin de simplifier les systemes. Ensuite, nous présenterons les conditions
aux limites que ’on impose. Nous mettrons en évidence plusieurs phénomenes de
couplage. Nous finirons ce chapitre en écrivant deux systemes:

— le premier nous servira pour la simulation numérique. En supposant que les
panneaux solaires sont infinis dans une direction, nous ferons les simulations en
deux dimensions d’espace, c¢’est-a-dire que nous ferons une coupe du panneau.

— le deuxieme servira a une étude théorique.

2.2 Rappel sur le systeme d’Euler

Pour la simulation numérique et pour I’étude théorique, la dimension de la va-
riable d’espace est strictement plus petite que trois; c¢’est pourquoi, nous considérerons,
dans un premier temps, le cas ou la variable d’espace est bidimensionnelle. Si u
désigne la vitesse, on pose

u = (uy,us).

Le systeme des équations d’Euler s’écrit [13]:

oW +V, . F(W)=S5 (2.4)
avec Conditions initiales et conditions aux limites, '
ol
p
w.=| "™ ,
Pz
E

p étant la masse volumique, pu la quantité de mouvement, E 1’énergie et S le terme
source. On peut relier la masse volumique et la densité n par la relation n = £ ou
m est la masse d’une particule. Le flux F' est F' = (F,G) avec

pUL pu2
F = pu% +p 7 G = pU%U2 ,
PUL U puy +p

ui(E + p) uy(E + p)
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ou p est la pression. Pour fermer ce systeme, il faut se donner une loi d’état. On
relie la pression a la densité volumique n par:

p=nKT,
ou T est la température et K la constante de Boltzmann. Nous allons a présent
relier 'énergie W a n et u. De maniere générale, on a

1 1
W= ——+ —p(u® + v
po— 5P(u” +v)
avec
= 1.4 pour un gaz parfait,
d—‘52 pour les particules chargées (d=dimension de l'espace).

Y

Y

Pour ces lois d’état, on peut consulter Raviart [14]. Nous avons donc la relation
Lo o

p:= (v = DE = 5pu” +07)).

2.2.1 Hyperbolicité

Le systeme des équations d’Euler est hyperbolique. En effet, soit n = (1,,n,) un
vecteur non nul de IR? et F une combinaison linéraire des flux:

F(W.n) =0 F(W) + 1, G(W).
La matrice jacobienne

AW.1) = 0. A(W) + 0, B(W),
o L OF e

T OW T OW
est diagonalisable et toutes les valeurs propres A sont réelles. Elles sont données par

(W), B (W),

AL = Ay = Uy + 1yUs
Az = A1 —c[n]|
Ay = A1 +cf|n]|

ol « est la vitesse du son dans le gaz: ¢ = P

P
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2.2.2 Le systeme d’Euler isotherme

Nous présentons ici un modele simplifié du systeme d’Euler: le systeme d’Euler
1sotherme, sans terme source ni collisions. La température est constante et ’équation
de I'énergie est identiquement vérifiée. Le systeme s’écrit:

o+ V.(pu) =0,
O(pu) + V.(nKT + pu ® u) = 0.

Nous préférons écrire ce systeme avec les variables (p,m := pu):

8tp +V.m = 0,
2

orm + V(m? + a’p) =0,

| KT
o=1/—.
m

2.3 Présentation des équations

avec

Du point de vue numérique le systeme (2.2) est difficile & résoudre car il contient
un terme raide, terme du au champ électrique. En effet, toujours dans [14], il est
montré, par une méthode d’adimensionnement que la deuxiéme équation de (2.2)

devient ,

L
Oi(nu) + V.(nu® +n) = )\—nV.q),
D.

avec
L2
— >>1,
AD.
ol Ap, est la longueur de Debye et L la longueur caractéristique du systeme. Nous
allons a présent récrire ou modifier le systeme (2.2) afin de lui donner une forme
plus simple. Donnons tout d’abord une expression simplifiée du terme de collision.
On pose

0fa
= =My | V(=) coudv.
coll / ( ot ) Ul
L’approximation fluide utilisée dans cette these est [15]:

Q

coll — Zmanauaﬁ(va - Uﬁ)?
B
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ol Vup est la fréquence de collisions pour les échanges de moment. En utilisant
I’hypothese de faible 1onisation nous montrons a présent que ’on peut transformer
le systeme d’Euler (2.2) pour les particules chargées et obtenir les équations de
Dérive-Diffusion.

2.3.1 Particules chargées

Les deux premieres équations de (2.2) s’écrivent sous la forme:

Sa
at(na) + V.(nava) = m—a,l 1 . 1
Bi(va) + (Vo) = — V(nakTo) — ——Satia + — — ——Usy.
NaMe, NaMe, Mg NaMq

Nous considérons ici un plasma faiblement ionisé, donc nous ne prenons en compte
que les collisions de type neutres/particules chargées. Les termes de collisions s’écrivent
donc

erll - menel/en(ve - Un)a

C

Uy = miniVin (v; — vy,).
Les échanges de moment entre particules chargées et particules neutres sont pro-
portionnelles aux vitesses relatives. Nous nous placons a présent a l’échelle de la

fréquence de collisions (supposée grande):

vV~ =,
€

Nous effectuons les changements de variables:

Vg 1= €Ug,
Sa 1= €Sq,
.
==
Nous obtenons alors:
€0i(ng) + €V.(nqus) = es—a,
mey
1 2 F, 1
0 (1) + € (Voag)ug = — V(n.kTy,) — 6—soéua +——-—U2,.
NaMey NaMey mey NaMey

On néglige les termes d’ordre supérieur a 2. Il vient alors:

1
Ue = 7(_vpe + neFe + Venmeneun)a
MelleVen

u; = ———(=Vp;i + niFi + viymaniuy,).
miNiVin
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Ce qui donne les équations de Dérive-Diffusion (pour o = e,i):

(_vpa + naFa + namayanun)) - S—a-
MaVan mey

atna + V(

Nous nous plagons dans I’hypothese isotherme pour les électrons et les ions, d’ou la
derniere équation (énergie) disparait. On a alors:

Vpa = kT Vng,.

D’autre part, la force agissant sur ces particules est une force électrostatique F,, =
g E. 1l vient

Sa
Oing + V.( (k1o Ve + nago bl + namalentin)) = —.
MaVan M
Si on pose:
kT, o
Da = y Ha = 4 )
mayan mauan

qui sont respectivement le coefficient de diffusion et la mobilité, il vient:

e + V.(=DoVna + panaF + nou,) = Sa
ma

En désignant par J, := nyu, le flux de particules:
Jo i = =D Vn, + pan. E,

nous obtenons

ong +V.J, = Sa V.(nguy,).

Me

(2.5)

Remarque: Si u,, = 0, nous retrouvons les équations de Dérive-Diffusion classiques.

2.3.2 Particules neutres

Pour les particules neutres, nous négligeons les flux de chaleur ainsi que les
collisions. D’autre part il n’y pas de forces extérieures. Nous obtenons ainsi:

at(pn) + v-(pnun) = Sy,
a(pnun) + v(pn + Pty & U’n)
Oi(pnE,) + V.(ppuy + pnEpu,) = 0.

|
|
3
o
3
3
=
o
<
<
NI
|
3
3
3
3
=
=
3
5
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2.4 Conditions aux limites

Nous donnons ici, les conditions aux limites a la surface du diélectrique. Les
conditions a l'infini seront precisées ultérieurement.

2.4.1 Pour les particules chargées

Pour les électrons, nous prendrons une condition de flux nul au bord, a savoir:
Jov =0,

ou v est la normale extérieure a la frontiere. Cette condition revient a une condition
de conservation du nombre d’électrons. Pour les ions, nous prendrons une condition
de densité nulle:

n; = 0,

ce qui correspond a une condition d’absorption.

2.4.2 Pour les molécules neutres

Pour les molécules neutres, la condition aux limites est

o —ﬁm,J, si J,’.V Z 0,
(pntin) r = { 0 sinon

ol J; est le flux d’ions incidents sur la surface du satellite et 3 une constante positive.
Il s’agit du phénomeme de désorption. C’est le premier phénomene de couplage
de notre probléme. Il lie les particules chargées (principalement les ions ici) et les
molécules neutres.

(2.6)

2.5 Le potentiel électrostatique

En ce qui concerne le champ électromagnétique, nous ne considérons que la partie
électrostatique. La force électrostatique est donnée par [16]

Fa :(JaEa

ou E est le champ électrique qui dérive du potentiel ®. Ce dernier obéit a I’équation

de Poisson:
A® = £ (n. —n;) dans Q x (0,T),
0

® = g sur 02 x (0,7),
ou e est la charge de I’électron (en valeur absolue) et ¢ la permittivité du vide. Le
potentiel électrique introduit un nouveau couplage entre les particules.
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2.6 Un premier modele

Nous proposons ici un premier modele. Il est basé sur le systeme d’Euler, ’équation
de Poisson et sur les équations de Dérive-Diffusion. Pour les particules chargées,

Se

One — V. (D NVn, — pn Vo) = — V.(neu,) dans Q x (0,7,
me
Jo.v = 0 sur 09 x (0,T),
Si
on; — V.(D;Vn; + pun; V) = o V.(nsu,) dans Q x (0,T), (2.7)
n; = 0 sur 09 x (0,T),

A® = £(n. — n;) dans © x (0,1,
® = g sur 092 x (0,7),

et pour les molécules neutres,

at(pnun) + v(pn + pnun ® Un) _mennyne(un - ue) - mnnnyni(un - Ui)a

(2.8)

avec les conditions aux limites:

. —ﬁszl si Ji.V Z O,
(pnten)lr = { 0 sinon .

C’est ce modele qui nous servira pour la simulation numérique. Nous rediscuterons
des conditions aux limites au Chapitre 1, Section 1.1. Comme fonction source, nous

prenons:
s S S p
-t Ae:rp(B—n )ngne — I'Meny,
me m; my, V|

ou A, B et r sont des constantes positives. Le terme

Py
Ve

v; = Aexp(B

représente la fréquence d’ionisation et
Vil

est 'ionisation. Le terme
—TTT

représente la recombinaison, c’est-a-dire la formation de molécules neutres a partir
de collisions entre les ions et les électrons.
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2.7 Un deuxiéme modele

Nous sommes a présent intéressés par un modele de décharges qui servira a une
étude théorique. Pour cela, nous appliquons I’hypothese d’isothermie aux molécules
neutres. Le modele obtenu est donc basé sur le couplage entre les équations de
Dérive-Diffusion et le systeme d’Euler isotherme. Pour les particules chargées,

Oine — VDV, — p1en.VP) = ;L— dans Q x (0,T),
Jov = 0sur9Q x (0,1),
Si
omn; — V.(D;Vn; + un, V&) = o dans Q x (0,7, (2.9)
n; = 0sur 02 x (0,7,
AP = £(n. —n;) dans Q x (0,1,
® = g sur 02 x (0,7).

Les résultats d’existence et d’unicité sont obtenus dans les cas de trois dimensions
en espace. Pour les molécules neutres, la situation est différente car les résultats
d’existence et d’unicité sont obtenus dans le cas d’une dimension d’espace. C’est
pourquoi, apres avoir montré l'existence et 'unicité de la solution pour le systeme
2.9, en se fixant p dans la fonction d’ionisation, nous écrirons ce systeme sous la
forme,

Oine — (Deney — p1ene®,), = ¢ dans Q x (0,7),
Me
O0yJ. = 0sur 002 x (0,T),
Si

n; = 0 sur 90 x (0,7,
P, = £(ne —n;) dans Q x (0,1,
® = g sur 002 x (0,7).

ou 2 =]0,a[. Les molécules neutres satisfont le systeme

Op +m, =0, dans Q x (0,7,
2

2.11
oym + (Q + a’p), = 0, dans Q x (0,T), (2.11)
p
avec la condition aux limites ’sur le diélectrique’ (i.e. en x = 0)
. —ﬁszl si Ji.l/ Z O,
m(t0)lr = { 0 sinon . (2.12)
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et les conditions 'a l'infini’ (i.e. en z = a)

p(t,a) = pa(t)

ol p, est une fonction donnée. Nous avons déja explicité une fonction d’ionisation
dans la Section 2.6. Cependant cette fonction n’est pas assez régularisante pour
I’étude théorique que nous menons. Ainsi, nous considérons pour ce modele:

Se Si

= = F(p7®x)ne — TNy,
me m;

ou F' est une fonction tres réguliere. Sa régularité sera discutée dans les chapitres
suivants.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré les équations qui régissent ’avancée de la
décharge électrique. Nous avons aussi proposé deux systemes d’équations: Le systeme
(2.7 — 2.8) servira pour la simulation numérique et le systeme (2.9 — 2.11) servira
pour I’étude théorique.

Nous avons aussi mis en évidence trois phénomenes de couplages:

— Le phénomene de désorption qui relie les flux des ions a celui des molécules

neutres,

— Le phénomene d’ionisation qui relie les trois types de particules,

— L’équation de Poisson qui couple les ions et les électrons.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Introduction

We are studying the existence and uniqueness of the solution to the drift-diffusion-
Poisson system coupled with the Euler system. Let Q =]0,a[ and ' = {0} U {a}.

We will denote by n.,n; the electron and ion densities, and by ® the electrostatic
potential. In the Euler system, p will be the neutral density and m its first moment.
Hence we have to study the drift-diffusion equations

One — (DeOpne — pene®,), = vi(t,z,p,9,)n. — rnen; in (0,7) x €,

on; — (D;0pni + uini®,). = vi(t,x,p,®,)ne — rnen; in (0,7) x Q,

D.0yne.v = pene®P, on (0,7) x T, (1.1)
n; =0on (0,7) x T,

ne(0) = ug, n;(0) = v at t =0,

coupled with Poisson’s equation

¢, =e(n. —n;) in (0,7) x Q, (1.2)
®=gon (0,7) xT. '
and isothermal Euler system
pr+m,; =0in Q,
(™ a2, =0 (0.7) x O
m — +a’p), =0in (0, ,
t P p (1.3)

p(0,2) = po(x), m(0,2) = my(z) in Q, ( initial conditions),
m(t,0) = my(t), p(t,a) = pa(t),t € (0,T) (boundary conditions).

The boundary conditions in the system (1.3) are linked, at x = 0, to the ion flux J;
by
—Bm;J; it J; <0,

() = { 0 otherwise , (1.4)

where m; the mass of the ions. At x = a, p, is a given function.

The scheme of the proof of the existence and uniqueness is the following.

1. Assume the density p is given. The case of n = 3 is first considered. Let
Q2 be a bounded subset of IR* and I' its boundary assumed to be C!. By a
fixed point method, we establish the existence and uniqueness of the solution
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(ne,ni,®) € H>(0,7,Q2) x H>'(0,7,Q) x H*'(0,T,Q) to the drift-diffusion-
Poisson system (1.5-1.6).

omne — V.(D.Vn, — pun.NV®) = v;(t,x,p,V®)n, — rn.n; in (0,7) x Q,

om; — V.(D;Vn; + pun;V®) = v;(t,x,p,V®)n, — rnen; in (0,7) x Q,

D.Vn.v = pn.N®von (0,T) xT,

n;=0on (0,T) x T,

ne(0) = ug, n;(0) = vy at t =0,

(1.5)

together with
{ A® =e(n, —n;) in (0,7) x Q, (1.6)
®=gon (0,7) xT. '

The result of existence and uniqueness is only locally in time. Then, we will
notice that those results of existence and uniqueness are also valid when 2 is
a bounded subset of IR.

. Then we are interested by the Euler problem and consider the isothermal Euler
system

pr +m, =0in Q,

" a2p), = 0 Q
my; + (7 +a’p), =0in Q, (1.7)
p(0,2) = po(x), m(0,x) = my(z) ( initial conditions),
m(t,0) = my(t), p(t,a) = pa(t) (boundary conditions).

where € is an interval of IR and mg and 1, are C! given functions. Following the
ideas of Li Ta-tsien [24] and Yu Wen-Ci, we prove the existence and uniqueness
(p,m) which belongs to C* x C!.

. The results for the Euler system being in a one dimensional space, we study
in the next stage the regularity of (n.,n;,®) solution to the system

One — (De0pne — pene®,), = vi(t,x,p, @, )n. — rnen; in (0,7) X €,
om; — (D;0un; + 1ini®,.). = vi(t,x,p,®,)n. — rnen; in (0,7) x Q,
D.0,ne.v = p.n.P, on (0,7) x T,

n;=0on (0,7) x T,

ne(o) = Uy, nz(o) =vp at t = 07

(1.8)
where p is a given function, together with
¢, =e(n. —n;) in (0,77) x €, (19)
®=gon (0,7) xT. '
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4. Next, for some convex compact subset X(P(d)) of C°, define the map T by

T: X(P(6) — X(P(0))
o — p:=T(0),

where p is the first component of the solution (p,m) to

—Xo(pt + A1pz) +my + Aym, =0, in (0,0) x Q,
=\ (pt + A2ps) +my + Agm, =0, in (0,0) x Q

p(0,2) = po(x) m(0,2) = my(x), x € Q, (1.10)
m(t,0) = mo(t) = (D;v,)(t,0),

ﬁ(tva) = ﬁa(t)a
where n;,® are the solution to

([ One — (Deney — pene®s), = (vi(t,2,0,8,) — rni)ne in (0,6) x Q,
One — (Diniy + 1ini ®,). = (vi(t,x,0,9,) — rn;)ne in (0,0) x Q,
... = e(n. —n;) in (0,0) x Q,

Dene, = prene®, in X,

n; =0 in X,

®=gin Y,

ne(oa-) = Neo,

L nl(O,) = N,;p-

(1.11)

It is shown that 7 is continuous from Y(P(0)) into itself, which shows the
existence of the solution (n.,n;,®,p,m) to (1.8-1.9-1.3) (see Theorem D.1).

5. Finally we prove the uniqueness of the solution.

Remarks

— The potentiel ® satisfies a Dirichlet problem.
— We follow the proof of Seidman [20] to study (1.8).

— We can not establish a maximum principle for the electrons, even with [21]
because the boundary conditions are not in an adequate form.

— For the Euler system, only m is given on the boundary.

— One could thought to use the semi-groups theory [22, 26]. Indeed, the system
1.8 can be written as

atne - Ane = f(ne,ni,@;p)

Nevertheless, to get regularity on n., one need a priori f to C! in time, which
is not the case in our problem.



1.1. INTRODUCTION

31

Let us give the following definition and notation.
Definition
P(t) :=]0,t[xQ, P(T):=]0,T[x€, (1.12)

Notation
Later, we will have to consider spaces such as L?(0,7; L?(Q2)) where we denote
by
1o zay = [1f [l e(o.r:La0)-

/P(T)f = /P(T)f(s,x)dsda:,

p i= s Leayds.
/0 11 / 1 (5. ooy

Similarly

and
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2.1 Electrons

Lemma 2.1.1 Let
- Q a bounded subset of IR>.

- v e L*0,T; H(Q)), 0 < v a.e.,

~ @ be such that [V®| € L™(Pr) and A®, € L*(L?),
- r >0, pu. > 0,D. >0 be constants,

- v; :=v(t,x) a bounded function.

~ wy € H*(Q) such that
o0 . 8w0

Then the system

wy — V(D Vw — pwV®P®) = (v; — rv)w, (t,x) € (0,T) x Q,
(D.Vw — pewVe).v =0, (t,x) € (0,7) x T, (2.2)
w(0,2) = wo(x) > 0,7 € O,

has a unique solution w in H>'(0,T,Q) (see Annex C).

Proof. The proof is done by a fixed point method of Schauder type in the closed
convex subset H*'(0,7,Q) of L*(0,T; H'(2)). Let F be the following map

F:H*>(0,T9) — H*(0,T,Q)
w — W
where W is the solution to

W, —=V.(D,VW) = f,, in P(T),

Deaa—W - gea on E(T)a (23)

v

W(0,x) = ug(x), in Q,

where
fe:i=—p.Vw.V® — p,wAd + (v; — rv)w,

and

0P
e = MW —=—.
e = HelW 57
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In order to prove that the system (2.3) has a solution, we have to check the assump-
tions of Theorem C.2.1. First, on can see that

/ < Ol / 2
P(T) P(T)

/ wh? < Ol o lwll32 (),
P(T)

[ ivupver
P(T)

/ w?| AD|?
P(T)

IN

CN L ullz2 (),

IN

T
o AN
< CAD|| sy llull T2y
hence
1 fellZ2cpery < Cllullzagm)-

Then we have to show that w®,|s ) € H%(]O,T[XF). By Property 4, it is sufficient

to prove that w®, € Hl’%([O,T] x Q). It is easy to see that w®, € L*(H*'). For the
time part,
||wq)x||%{1(L2) = ||w‘1>w||2L2(L2) + [lw @, + w(I)tx“QL?(L?)'

The integral / w?®? is bounded because ®, is bounded and w; € L*(H"). Then,

P(T)
T
[ owet < [ ulaleds.
P(T) 0

< wlliea I@dlz2ore)

N

Thus w®, € H"' so w®, € HY3 and

lwd,ll 3oy, < Cllewllzzn-

Hi(0T)
By (2.1), the compatibility condition is satisfied. Hence, by Theorem C.2.1, there
exists a unique solution W to (2.3) which belongs to H*!(P(T)). Thus, W belongs
to
W = {u;u € L*(0,T; H*()), u, € L*(0,T; L*(Q)) } .

Thanks to Aubin’s lemma, the injection of W into L?*(H') is compact. Thus the
map F is compact for the topology of L*(0,T; H'(2)). For showing the continuity
of F for the topology of L*(0,7; H'(Q)), let

w, — w in L*(H")
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Denote by W, and W the associatied solution to (2.3). Their difference W satisfies
W, —V.(D.VW) = f.,

oW
D,— = g., (2.4)
_ Ov
W(0,z) =0,
where B
fe:i=—p.NVo.V® — p,0A® + (v; — rv)w,
and
_ _0P
Ge = Newg-
By Theorem C.2.1 B ~
[(Wllgza < CU1felle2 + 17ell 1)
S CHwHLZ(Hl);

which shows the continuity of the map F'. By Theorem of Schauder, there exist a
fixed point w to F' which is the solution to (2.2). For showing the uniqueness, assume
wy and wy to be two solutions to (2.2) and their difference w satisfies

wy — V(D .V — poVP) = (v; —rv)w, (t,x) € (0,T) x Q,
(DY — p oV ®).w =0, (t,x) € (0,T) x T, (2.5)
w(0,x) =0, x € Q,

Multiply the first equation of (2.5) by w and integrate gives

/w2(t,.)+/ (Dve—uewV@).Vu‘;:/ (v; — rv)w®
Q P(T) P(T)

Knowing that r,v are positive
/ w?(t,.) + D, Vo> < / |v;|w? + ue/ WV .V
Q P(T) P(T) P(T
Choose p.e = D,. Thus

1
< / |l/i|1112,ue+—/ w2vq>2+5/ V|
P(T) 2¢ Jpr) 2 Jper)
D,

1
/w2(t,.) De [ vap < / |z/i|w2ue+—/ TV
Q 2 P(T) P(T) 2e P(T)

In particular
/u‘;Z(t,.) gC/ w”
Q P(T)

and by Gronwall’s lemma, w = 0, which shows the uniqueness.
Proposition 2.1.1 If wy is positive, then , the density w is nonnegative.

N
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Proof. Let w_ := wl, <. The initial condition leads to w_(0) = 0. So if we multiply

the first equation of (2.2) by w_ , we get

1
— / w_(t,x)*dz — [ V.(DNVw— pwVe®)w_ = / (v; — ro)w?.
2 Ja P, P,

By the boundary condition (second equation of (2.2)), it comes

1
—/w(t,x)zdx—i- D6|Vw|2—/ uewVw.Vq):/ (v; — ro)w?.
2 Ja P, P, P,

Hence

1/W(t$)2dl'+/ %|Vw|2</('u—z|vq>|2+|’/i|)/w2
2 Jq ’ P 2 ~ Ji 2D. @

and, by Gronwall’s lemma, w_ =01i.e. 0 < w.

Remark. We do not have an upper bound easily for the solution w. In fact, if we

denote by W := K — w, W_ := Wly <, this leads to a component KV®.Vw_

Py
that is difficult to deal with.

2.2 1lons

Lemma 2.2.1 Let
- u€ LQ(O,T; Hl(Q)), 0<u,

® be such that [V®| € L=(Pr) and A®, € L*(L?),
-1, pu; > 0,D; >0 be constants,
- v; := v;(t,x) a bounded function.

— wo(x) € H*(RQ).
Then the system

wy — V.(D;Vw + p;wV®) = (v; —rw)u, (t,x) € (0,T) x €,
w=0,(tz) € (0,T)xT,
w(0,2) = wy(z) > 0,3 € 9,

has a unique solution w € L*(Hy) N HY(L?).
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Proof. We refer to the electron case.
Proposition 2.2.1 The density w s nonnegative.

Proof. For the proof of this proposition, we refer to the proof of Proposition 2.1.1
(the different boundary conditions in the ions and the electrons cases do not change
anything).

2.3 Poisson’s equation, Sobolev inequality

The first subject of this section is to study the solution to Poisson’s equation.

Let Q C IR?, and T its boundary. Let f € LP(2) and ug € W2*%’p(11). Many others
have treated Poisson’s equation (see for example [25]). One of the main results is
the following. The solution u to

Au=-ef in €,
u=ugon [

satisfies
u € WP(Q)

and there exists a constant (5, such that

lullwzs < Capllflos + uall o gy,

Here, the constant e denote the charge of the particles as it appears in Equation
(1.6), and the constant Cs, takes it into account. This section finishes by the Sobolev
inequality. There exists a constant Cj,; such that (see [26])

IVullzeoy < Conglullwaocay

2.4 Drift-Diffusion-Poisson

2.4.1 Introduction

Let €, %nd [' defined as in Section 2.3. Let r be a positive constant and ¢g €
o L4 2 2.2 o
L0, W) N L*(W=2*(I")) for any T' > 0. Denote by C;, := ||g||Lw(0)T;W%,4(Q)).
Let p be a C'. Assume the function v; writes v; := v;(t,z,p(t,x),E(t,z)) and satisfies
1. There exist a constant A; which depends only on 2 and a constant A, which
depends on 2 and from p such that

lv;(t,x,p(t,2),E(t,x))| < AL|E(t,x)| + Agt?
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\vi(t,z,p(t,x), By (t,x)) — vi(t,x,p(t,x),Ey(t,x))| < C|E; — Es|,

where C' is a constant.

Remark. The constant A, is important because it depends on p.
In this section we are interested by the system

(0w — V.(D.Vu — puVe) = (v(t,x,p(tx),VO(t,x)) —rv)u, (t,z) € (0,T) x Q,
o — V.(D;Vv + poVe) = (vi(t,x,p(t,z),VO(t,x)) — rv)u, (t,x) € (0,T) x Q,
A® = e(u —v), (t,z) € (0,T) x Q,

De% = ueug—f, (t,x) € (0,T) x T,
0, (t,x) € (0,1) x I,

g, (t,x) € (0,7) x T,

= ug(x), x € Q,

vo(z), v € Q.

2
ul
o

S O

)
7x)

\

(2.6)
Assume that the initial conditions uy and vy are nonnnegative and there exists a
constant C'k such that for any p in [2,6],

(/uﬁ)p < Ck and (/v@)p < COk.
0 Q

2.4.2 Existence and uniqueness

Theorem 2.4.1 There exists a time T such that the system (2.6) has a unique
solution (u,v,®) € L*(0,T; H'(Q)) x L*(0,T; H'(Q)) x L*(0,T,W?*(Q)), with v and
v nonnegative.

Proof. We use a fixed point method. Let 7" > 0 be a time such that
T  3u? T

(AyT? + A1C24Cini(C + Cp)) = + —2CLT + =C?
e ’ 74 4D, A gl sy < Cic (2.7)
Let B
K :={(uw) € H*'(0,T7,Q) x H>*(0,T,Q) ; 0 < u, 0 < v},
and

K = {(u,v) € K; [Jull i~z < Ok, [vllimaizse) < CK}-

We notice that K is a closed and convex subset of L*(0,7,L*(Q)) x L*(0,T,L*(Q2)). To
show the existence and uniqueness of the solution, we will use a fixed point method.



40 CHAPITRE 2. CHARGED PARTICLES

Let F' be the map
F: K —K
(u,w) — (U,V)
where U and V are solutions of

U —V.(D.VU — pUV®) = (v, —rv)U, (t,x) € (0,T) x Q,
oV —=V.(D,;VV + u,VV®) = (v, —rV)u, (t,x) € (0,T) x Q,

oU o0 (2.8)
e% = HeUa, (t,a:) S (O,T) X F,
V = 0, (t,x) € (0,7) xT,

where ® is the solution to

A® =e(u —v), (t,x) € (0,T) x Q,
¢ =g, (tx) € (0,7) x T,

and v; := v;(t,x,p(t,x),V®(t,x)). We are going to show that F' is a continuous and
compact map from K to K for the topology of L*(0,T,L*(Q)) x L*(0,T,L*(%)).

Let (u,v) € K. The results of Section 2.3 lead to
12(t, ) lw2a() < Conlllult,.) = vt )z + gl 100) E < T
VO (t,)|=() < CinjCralllult;) = v(t:) sy + 9ty 1)) t < T (29)
If (u,v) € K, then ||[V®||p(p@) < co. In a same way,
12e(t-) l[w22g) < Coplllue(ts) = vt )2y + 90 )y g0t < T

Hence Lemmas 2.1.1 and 2.2.1 imply the existence of a solution (U,V') to (2.8) in
K. To prove that (U,V') belongs to K, let us prove the following lemma.

Lemma 2.4.1 There are positive constants C,(T), 2 < p < 6, such that
/wmmm:gcuﬂ¢g1 (2.10)
Q

B 2
[ purvUP < DT
P(t) p

lﬁg Cp (T)

T
2k [ o g 21D
2

where
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Proof. We multiply the first equation of (2.8) by UP~! and integrate it on P(t).

1 1
—/Up(t,x)dx——/Up(O,x)da:
b Ja b Ja

+(p— 1)/ D.UPVUP + (p — 1)/ p U VO.VU (2.12)
P(t) P(t)

= [ (v; —rv)U”.

Py

Then

/ p U e v < e UP2|VU + &/ UP|V®|* e > 0,
P(t) 2 Jpw 2¢ Jp)
and

—/ roUP <0,
P(t)

since v is nonnegative. Choosing € = %

1
/ D UP?|VU|* < /U da:—i—/ |v;|UP
P Ja P(t)

v tele=l) / V(s [ O (sur)dr)ds
(2.13)

, we have

%/QU”( )z + 2

It follows from Gronwall’s lemma and (2.9), that

2

p2(p—1)
/U”(t )d </Up \d / |lvi| + 2D, C'fnjcY2 [H’LL(S,.)—U(S,.)||L4—|—||g(5,_)||W%,4(F) ds
U )AT = Xr € ‘
Q Q

Denoting by

2
o (AsT? + A1Cy 4 Cins(Cic + C )T + %CEWOQ (2CK + C,)2T
» = e e

/ U?(0,x)dz,
Q

this completes the proof of Lemma 2.4.1.
We are now able to show that F' maps K into K. For p = 4, we get

/ UMNt)da < Ca(T),
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so that )
Ul Loe 2y < CE(T).

1
Time T was chosen such that C/(T") < Cx, We have the same results for V. Thus
(UV) e K.

The solution (U,V') belongs to W x W where
W= {f € L*(0,T,H*).,0,f € L*(0,T,1*)}

By Aubin’s Lemma, the imbedding of W into L?(L*) is compact. So, if the sequence
(tn,v,) is bounded in K, a subsequence of (U,,V,) = F(u,,v,) € K converges for
the L%(L*) topology to some U belonging to K. This implies the compactness of the
map F.

We are going to establish the continuity of F for the L?(L*) topology . Let

(Un,U) L£>) (u,v),

and (U,,V,) = F(un,v,), (U

V) = F(u,v) be the solutions of (2.8). Let &, =
®(u,,v,). The differences w := U,, — U,

¢ = ¢, — P satisty

wy — V.(D.Vw — pewV®, + pUV(® —@,)) = (v — rv,)U, — (v; — rv)U, (t,x) € (0,T) x Q,
D.Nw.v = puUNV®,.v—pnUVO.v, (t,x) € (0,T) x T,

w(0,x) =0,z € Q,

(2.14)
and the Poisson equation

A® = e(u, —u — (v, —v)), (t,z) € (0,T) x €,
& =0, (ta) € (0,T) x I.

We multiply equation (2.14) by w and integrate, so that for any ¢ < T,

1 _
—/w2+/ D.|Vuw|? :/ uewVCI)n.Vw—i-/ ,ueUV@.ijL/ (v =rv,) U, — (vi—rv)U)w.
2 Jq Pt) Pt) Pt)

P(t)
For the following, we denote by ~ all the difference quantities. For example,

U= U, — U, V=V, — V.
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We denote by C,Cy, k = 1,2... positive constants independent of U,u... We have the
following inequalities,

1
[ e, < o [ wvepes [ v
P(t) 2¢ Jp() Qt P(t)
_ C
[ wvssul < 5[ vt -l [ v
P(t) 2 P(t) 2¢ Jo Q

(v —rv,)U, — (v; —rv)U)w| < /P(t)((yi —ro)U, + (vi — rv)w)w

/ 02(|v‘q>+rv|)Unw+/ i,
P(t) P(t)

P(t)

IN

Then,

t
[ clv@vw < [ oot
P(t) 0

Cs [P Cs [*
S a= ol + 5 [ Gl Tl

bounded

1 1 1
pr with —4+ -4+ —-=1
p q T

IN

IN

/ U, w
P(t)

t
Y NP
0

04 t _ 046 t
< 5 [ v+ 5 [
12

04 t B 046 t .
< E/o ||v||%4||Un||%q+7/0 lwllfo with p= 4,7 = 6.g = —

04 t _ 056 t
< 5t [ v+ S [l

2
Lr

D, C5C

Choosing € such that -5 = €fle + T 52 26, we have
1 1 t t t
3 [y [ paweksc( [ 1o [wrs [la-oicar [+ [pRao),

Q P(t) 0 Q 0 Q 0
where

e + Cr 2 2 C: D.
£(5) = GRSV 4 U+ 5 +

Thanks to Lemma 2.4.1 and Properties of Poisson’s equation (2.9), one can see that
f is uniformly bounded with regard to n.
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We have a similar inequality for the ions. The difference z = V,, — V satisfies

2e = V.(D;Vz+ p;z2V®, + VV(® — d,)) = (v — rV,)u, — (v; — rV)u, (t,x) € (0,T) x Q,
2=0, (t,x) € (0,T) x T,
2(0,x) =0,z € Q.

(2.15)
Multiplying (2.15) by z, we have to estimate

/ Vil 2 — / iy, 2> +/ (v; — rV)uz,
P(t) P(t) P(t)

———
>0

which is performed similarly to the electrons case. Indeed,

_ 1/t 1 o
[ wmiz <5 [+ 5 [lunlisla— ol
P(t) 0 t
— 1 ‘ 2 O ! —12
vz <5 [ el + 5 [ Nl
P(t) 0 0

1 e L
[ va<s [ Wi e+ [ el
P(t) 2 )y ~—~~—~— 2 Jo
bounded

This implies that

t t
l/ 2+1/ D,|V 22 SC’(/ f(s)/zz(s,x)dxds—i-/ ||u—v||2L4/V2>.
2 Jo 2 Jp() 0 Q 0 &

Hence,

[wrerse ([ [wes - [@v),

so that, by Gronwall’s lemma,

[+ <c ( / o - v||i4> / et

bounded

t
/ quﬁuvaagc(/na—mm>.
P(T) 0

and
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Hence

t t t
/0 hwllZe + 122 < © / ||w||%p+||z||zlsc( / ||a—v||i4)

which shows the continuity of the map F'. The Schauder fixed point theorem D.2
implies the existence of a solution (u,v,®) of the system (2.6).

Let us now study the uniqueness of the solution. As previously, Cy, k = 1,2... will
denote constants. Let (uy,v1,®;) and (ug,v2,P2) be two solutions of the system (2.6).

The differences w = u; — ug, 2 = vy — v and & = &; — &, verify
Ow — V.(D,NVw — pwV®; + ptus V) = Byuy + viw — rwvy — rugz in P(t),

(D.Vw — pewV®; + pous VO).v = 0 on dP(t),
w(0,x) =0,z € Q.
Multiply by w and integrate on P, so that

1 _
—/w(t,az)QdaﬁL/ De|Vw|2+/ fre (WV®.Vw + u,VO.Vw) =
2 Ja P(t) P(t)

/ (Dz-ulw + V3w2 — rv1w2 — ru2wz)
P(t)

Then,

/ 1wV ®, . Vw g“ee/ |Vw|2+&/ w? |V, |2,
P(t) 2 Jp@ 2¢ Jp(y)

where ||V ®(t,.)||1> is bounded by ||ui(t,.) — vi(¢,.)||zs, which is also bounded by
2C'k. Moreover,

t

_ . 1,

[ mnvese <50l V0l V8]

P(t) 0 N—— €
bounded by cx

where ||uy(t,.)||z+ is bounded by C. Then

IV®|lLs < Cull@llwzs < Jlw — 2[|.2,
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t t
/ piwuy §C2/ |V<I>|u1w§/ | o[V B o 0],
P(t) 0 0

t
/ cww < 7 / el sellewll sl
P(t) 0

t
T o
< 5/0 [zl o (€' llwliFa + € ~H2ll72)

t
r r_
< 5/0 [uallzs(€'Cs(llwllz + [IVwlize) + € HlzllZ2),

because
w7 < Csllwllfn = Cs(|JwllFz + [[Vw|]72).

Let us choose € et € such that

Then

P(t) P(t)
We get similar results for the ions. Let
f(t) = / w(t,x)dz, g(t) = / z(t,x)*dx.
Q Q
Thus

s+ < | (F(5) + g(s))ds,

so that Gronwall’s lemma implies that f = g = 0. This proves the uniqueness of the

solution (u,v,®) € L*(H') x L*(H") x L*(W?*) of the system (2.6).

Remarks.

— Lemma 2.4.1 provides the following result. For any p € [2,6], the solution U,V

is bounded in L*°(LP), i.e. there exists a constant C, such that

Uz o.7;00(0)- < Gy

(2.16)

— There exists a maximum principle for the ions. Let /N be a constant so that

vo < N and N(r — p;) —v; > 0. Then v < N.

Proof. Set w:= N — v and w_ := wl, <o . Since A® = e(u —v), we get

wy — V.(D;Vw) — 1;VuV® = —pe(N —w)(u— (N —w)) — (v; = (N —w))u.

(2.17)
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Multiplying (2.17) by w_ implies

t
/ w? + D; Vw_ > — Vw_.Vow_ =
0 P(t)

P(t)

/P (e =)= (N = ) = (= (N =)

The cubic term w? has a definite non positive sign, as well as the linear term
in w_. Since N(r — u;) —v; > 0,

t
/ w2+Di/ |Vw_|2§C'/ w?
0 P(t) P(t)

It follows from Gronwall’s lemma that w > 0.

— There is no maximum principle for the electrons. On account of the electrons
boundary condition, we are not able to expand

V.(D.Vu — puVo),

which was usefull to get the maximum principle for the ions. We can neither
use the method of Seidman [21].

2.4.3 Remark

In the next chapter we will deal with the Euler system and we will show the
results in one dimension in space. In Chapter 4, we will study the Drift - Diffusion
- Poisson - Euler system in one dimension in space.

In the previous section the space
K = {(u0) € K; l[ull o lollies < C}
was used. The space L*(2) was practical in the setting of
IVO(t,.)| () < Cl|@|lw2a(a), t < T, (2.18)

for some positive constant C' (see 2.9). If the dimension of space is one rather than
three, a bound of ® in W2?(Q) is sufficient to obtain a bound of ®, in L> since, by
a Sobolev imbedding,

|V<I>(t,.)|Lco(Q) < ||(I)||W2,2(Q), t<T. (2.19)
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Thus, the space:
K = { (o) € K; Jullieqay ol a < Cx )
will be considered.

This remark shows that all the results previously obtained in a three dimensional
space, are also valid in a one dimensional space.

Before finishing this Chapter, it would be usefull to estimate the boundedness of
the solution with regard to time 7. Hence, let (u,v,®) be the solution to (2.6).
Multiplying the first equation by u and integrating over (0,t) x €, for any ¢t < T,
leads to

1 t t t
T A A = A N T B B R A
0 Q 0 Q 0 Q

With similar computations as previously,

S0~ ol + 22 [ [ < 2o [ [ oz [0 [ (e, + e

Thanks to Poisson’s equation

()i € CinCan(u(ts) = vt )|z + 195t lweoqen).

- 2.20
< CipCh2(2CK + Cy). (2:20)

Thus

1 e
Sley ~ loloa) + 5 [ [l < o [ 02,0800k + 07l

t
N / (A2t2 + A1CinjCya(2Ck + Co)ull?,
0

and by Gronwall’s lemma,
() oy < lwolZoeear (’“‘e (C2,.C2,(20k + Cy))t + 2Ast? + CinyCop A1 (2Cs + 0g>>t)

As it was said in Section 2.4.1, the constant A, plays a particular part. Denote by
‘/Iddp Ctn]CQ 2(2OK + Og)a
Vigy = 1o pe By (ChiCEa(20k + Co)’) + 241Cins O (2Cxc + Cy),

nj
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it follows

a2y < luollzzexp(Vigpt + 2458%)

Time T is chosen such that
||U,0||%2€.’L‘p(vdde + 2A2T3) S 012\7

Thus
[u(®)]72() < Ck
and
[ull 720, x0) < tOE-

For ||u| 20,411 (0))

De Vdd
7lluxlliz(o,t;m < (Tp + Aot®)t||uo||Z2exp(Vaapt + 2A2t%) + |luo||7
Ck
< log( )Ck + lluollZ2,
[|uol| 22
hence 5 o 5
K
||U’||%2(0,t;H1(Q)) S O?\’(t + Elog( ||u0||L2 )) + EHUUH%Z
or
ullL20,6m1 ) < OVt + Cka

with

2 Ck 2
Crn = Crly] =1 = uol2
K,1 K (\/De Og(||U0||L2) + De“uO“L )

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Chapitre 3

The Euler system
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3.1 The Euler system

3.1.1 DPosition of the problem

Let I =[0,b], and § > 0 be a constant. In the following sections, the isothermal
Euler system will be studied in the domain [0,0] x I (see Figure 3.1). Let u := (uy,us),

t

)

(0,0) (0,b)

Fic. 3.1 — Space-time

with u; := p and uy := m. In the isothermal Euler system context, the equation of
energy is reduced to

T — T(),
which means that the temperature 7' is constant. Moreover, the state equation
p=pRT/M

becomes
p = pRTy/ M.

Denote by
o = RTy/ M.
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Thus the isothermal Euler system is
pr+m, = 07
2

3.1
mt+(m7+a2p)$:0, (3-1)

with the initial conditions
u1(0,2) = po(z),uz(0,x) = my(x).
For the sake of convenience, denote by
u;(0,2) = ¢j(x)
and the boundary condition
m(t,0) = m(t), p(t,b) = p(t).

where m and p are given funtions. We see that the boundary conditions p(¢,0),m(t,b)
are not given.

3.1.2 The method

We will follow the Li Ta-tsien’s method (see [24]). The system (3.1) can then be
written in the characteristic form as

—Xo(pe + A1ps) + my + Aym, = 0,
—Al(pt + )\QPJ;) + my + )\me =0.

where the eigenvalues A\;, Ay are

(3.2)

)\lzm—a, )\2:@+a.

p
The method of Li Ta-tsien uses a fixed point method, and compact subsets of C°
in order to have bounds on the solution and the eigenvalues. In our case, owing to
the eigenvalues, it is not sufficient to bound the solution from above only. The main
difference with Li Ta-tsien is that p need to be bounded from below, otherwise the
eigenvalues would not be bounded.

Notations

— If f is a function defined on I, then
1] = £ llse := sup |f ()],
zel
— If f is a function defined on [0,0] x I, then
I = [lfllc:= "~ sup [f(x)]

(t,x)€[0,6]xI

We will first study the Cauchy problem and then the boundary problem.
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3.2 The Cauchy problem

3.2.1 A linear system

We are interested by the problem in characteristic form

2
> Gyt By + Mi(ta)dpu) =0, 1=12,
7=1

uj(oax) = ¢j(x)7 J=12,

where ¢; and ¢, are given C' functions on I, det|(;j] # 0. Assume that A\; and A,
are given C! functions such that

(3.3)

AL <0< A

Denote by () the inverse matrix of (¢);;. Let Q(8) be the domain of determination
of I (see figure 3.2), i.e

Q) = {(t2); 0<t <0 ma(t) <w < ma(h)}
where z1(0) = 0, 22(0) = b and

{ .’L‘l(t) Z )\Q(t,llfl(t)), t e (0,5),
Ty(t) < A € (0,0).

I‘heorem 3.2.1 Suppose that (;;,0:C1j,0:C5,M,0: N1 are continuous on the domain
Q(0) and ¢; (j = 1,2) belong to C'(I). Then the initial value problem (3.3) admits
a unique solution u(t,z) in C*(Q(9)).

Proof. The idea of the proof is to use the characteristics f; defined by

dfl (;;_t,x) = )\I(Tafl (7_7 t,l‘))

fl(t, tax) =7
Let
&(t,x) == fi(0;t,x)
Thus, the system (3.3) rewrites as

2

up = ul(t,z) + Z Mt / Z di (3.4)
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x1(t)

(0,0) (0,b)

F1G. 3.2 — Domain of determination of I=[0,a/.



56

CHAPITRE 3. THE EULER SYSTEM

where
i — 2 + )\ 2
dﬂ' N 87— la§7
and

ui(te) = 3 ¢ (6w)Gy (0.6 (1)) 5 (k)

Hence the solution wu is seen as a fixed point of the map T’
u="Tu,

where T is defined by (3.4). Then we show that the map T : C°(Q(5)) — C°(Q(9))
is a contraction. The C! regularity is done by hand.

#

3.2.2 The Quasilinear system
3.2.2.1 Frame of the problem

It is well known that for the Euler system, the couples (¢,z) such that u(t,z) =
p(t,x) =0 (i.e. time and space where vacuum occurs) are a real problem. To avoid
this case, we shall assume that at time ¢ = 0, p(0,x) is bounded from below by a
nonnegative constant (3.

Let Q€ be a positive constant. We consider the Cauchy problem

2
Z G (txu) (O + N(tx,u)0,uy) =0, [ =12,
j=1
u;(0,2) = ¢;(),

where

— ¢; (j =1,2) are C* given functions defined on I such that
B< i) <0, gall < .

— the eigenvalues A, Ay are

)\1:@—01, )\2:@4-0[.
p p

— the matrix Z := ()1 =12

satisfies det|Z| # 0.
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We index by 0 what is considered at ¢t = z = 0. Hence u® = u(0,0) = ¢(0)...
Definitions
— The domain Qg ;(dp) defined by

Qop(00) = {(t,x); 0 <t < dp; Xi(t) <o < Xo(t)}.

is a strong determinate domain of I if
1. X, and X, are C! functions for 0 < t < 4,
2. X1(0) =0 and X5(0) = b,
3. for any function v in C'(Qq;(dp)) such that

D

< (tx) <Q°, o]l < QF

it holds that
dX1 (S

ds

d)i;s(s) < Ai(s,X5(5),0(8,X5(5))).

— We recall the definition of the modulus of continuity,

~—

> )‘2(37X1 (8)7U(87X1(5)))7

w(n,f) = sup |f(tx) — f(t,a")],n >0, f € C(Qopld))
|t — t’| <n
|z — 2’| <n

(t,2),(t',2") € Qos(9)
If G is a subset of C°(Qq;(d)), then

w(n,G) == supw(n,f).
fea

— Let
q= 0w, z=0,v.

— Let

|

E(6y) := {(t,x,u)|(t,x) € Qo(0o),

S (5} S QC, |U2| S QC} . (36)
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— Denote by
2
Hy = sup > 016G, (¢,
k=12 Ji=1
(t,x,u) € E(d)
and 5
H, = sup Z MG (ta,u),
k=12 ji=t

(t,z,u) € E(d)

where (¢*') is the inverse matrix of ().

3.2.3 Theorem

Theorem 3.2.2 Let E(&) be defined by (3.6). Assume that the functions ¢; are C!
on IR. Then there ezists a positive time 0, < 0y such that the problem (3.5) has a
unique solution in C*(Qop(4)).

Proof. First, on can see that the functions (j; are C* on E(dp).
Then, let Qf be a positive constant such that

Q5 > gl + (Ho + Hy)||9]], Q> Q.

Let
2(6]9°.5) = {w(t,x); ve CHQouu(9)), [lv]] < QF, [Jv]ly < Qf},

and
50105 = {lt.0) v € CHQuald)). § < o0 <2l < 2 ol <95},
where

[oll = [loll + 0]l + |00l
For any v € X§(3]Q2¢,Q5) the linear problem

2
DGt (ta) Oy + N(ta(ta)du) =0 1=12,
7=1

u;j(0,7) = ¢;(z) with [|¢;]] < Q,

(3.7)

has a unique solution u € C''(Qo4(d)), according to Theorem 3.2.1. Hence, we can
define the operator 1" by
u="T(v).
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After some computation, we can show that there exists a time d; such that for all
times § < 47, the solution u € X¢(§]|Q2¢,Q). We now choose §; < 47, and 3 such that

ﬁ -
01.
20 =

Thus .
u(t,r) = wu(0,x) + / Ovuy (s,x)ds
5 0

>
-2

for any t < 6. Hence u, stays bounded from below. Moreover, after some calculus,

it can be shown that
Jul] <Q° and [Jul]; < Qf,

hence, u € 3§(6]Q°,Q5). Nevertheless, 3§(5|Q2¢,Q¢) is not closed in C°.
Then, define the family I'* defined by

[ = {Clj(taxav)aatgj(taxav)aaxglj(taxav)7avClj(tax7U)7)‘(t7xav)7ax)‘(t7x7v)} :

and,
w(n,I™) = sup w(n,f)
fer=
= sup sup |f(t,xw) — f(t 2" ).
retr t—t|<n
|z — 2’| <n
lv vl <7

(t,z,v) € E(dy), (t',2"v") € E(d)

Since (j;, A; and their derivatives are continuous, it is clear that w(n,[*) goes to
zero when 7 goes to zero. Via estimations obtained in the linear context, it can be
shown that there exists a positive number d, < 1, and a function Q5(n)) depending
on w(n,I'*), such that

— Q5(n) — 0 when n — 0.
— For any § < dy, if v € X§(0,Q2¢,Q) and if

w(n,q) +w(n,z) < Qs (n),

where
q — Uta Z = Ux)
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then, for u = T,
w(n,p) +w(nw) < Q3(n),

where
D= Uy, W = U,.

With the previous definitions, the following Proposition holds.
Proposition 3.2.3 The spaces

2(01€2,07,95(.)) == {v € Z(8]Q2°,927), w(n,q) + w(n.z) < Q3(n), n <mo}
and

S5 (01€27,05,95(.)) := {v € ZG(6]Q2°,927), w(myg) +w(n,z) < Q5(n), n <mo}  (3.8)

for some fized ny > 0 are convexr compact subsets of C°(Qq4(9)).
Proof. We refer to Proposition 3.3.1.

Moreover the map
X5 — X
v
is a contraction map has a unique fixed point, which ends the proof of Theorem
3.2.2.

7

3.2.4 Maximum domain of determination

We can go further about the concept of determination. We have seen that the
solution is defined on a strong determinate domain Qg ;(6). We can show that there
exists a solution u to (3.5) in the domain

{0<t<6, a1(t) <a<ay(t)},

where dy(s)
{ ;S = \o(s,x1,u(s,r1)), (3.9)
33'1(0) = 0,
and dy(s)
{ c;s = A\ (8,x9,u(s,z3)), (3.10)
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First, for any function v in C*(Qo(d)) such that
p ¢ c
5 < vy () < Q°, |vo| < Q°, (3.11)

v(0,x) = p(x), x € I, (3.12)

denote by z] and x4 the curves defined by

day(s U v
{ 1) dalsat(s)(sat(s) 619
74(0) =0,
and d3(s)
{ 22— (s.8(5), 05,55 (5)), (3.14)
z5(0) =b
Let .
a:=—(1+ 2%)5,
and

bi=0b+ (29— + 1)6.
B
They are chosen so that the strong determinate domain defined by @, 5(6) contains
all domains with boundary z{, x} respectively starting at 0 and b, for any v satisfying
(3.11) and (3.12). Indeed, extend the initial data ¢ to I := [a,b]. For any v satisfying
(3.11) and (3.12), and y{, v defined by

dyy (s
{ ydi ) = )\2(379177}(37?/1))7 (315)
yl(o) = a,

{ dy2(3) Al(s,yQ,U(s,yQ)), (3_16)

it holds that

and
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Thanks to Theorem 3.2.2, there exists a solution % in C'(Q4;(d4)) for some 6, < &.
In particular, @ is equal to u on Qu(d«). Then, let the curves z; and x5 be defined
by

ds

{ d.’L‘l(S) _ )\2(8,331,27,(8,331)), (317)
.Z'l(O) = 0,

and

ds
) (O) = b,

The solution @ to the system (3.5) in C'(Q,5(0,)) is now well defined in the domain

{ d$2(8) _ )\1(5,3:2,@(5,3:2)), (3_18)

Q(S.) == {(t,m); 0 <t < z1(t) < < ao(t)},

which is called the maximum determinate domain.

Denoting by
QC

A(t) .= (o — ﬁ)t’
and .
Alt):=a+ (a+ ?)t,

the maximum determinate domain @(d,) is drawn on Figure 3.3.
Remark The maximum determinate domain depends only on the initial data
defined on I.

3.2.5 Definitions

The maximum determinate domain enables to construct the following compact
subset of C°(Q(9)). Indeed, the definition of the set E(dy) which is given by 3.6 can
take it into account, so that F(dg) becomes

E(6) == {(t,x,u)|(t,x) € Q(d), g <uy <O Juy| < QC}. (3.19)

In the same way, the modulus of continuity is now given by

w(n,f) = sup |f(tx) — f(t'2)].
|t — t'| <n
|z —a'| <n

(t,2),(¢',2") € Q(0)
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and the function Q5(n) is also defined on Q(J). Then, the set
Yo (01925,07,05(.)) := {v € X5 (0]2°00), Vn w(n,g) + w(nz) < ()} (3.20)
where

5(056.88) = {o(ta)s v € CUQEI. § < v < lal <9 ol < .

is a compact subset of Q(0).

3.3 The boundary problem for the Euler system

Let z; be the curve defined by (3.9), i.e.

{ = Malsau(s.a), (3.21)

where u° is the solution of the initial value problem (3.5). Let
R(0) = {(t,x);0 <t < 4,0 <w < (1)}, (3.22)

and 77 > 0 be given. Let the matrix Z(p,/m) be defined by

3 B —(@Jra) 1
Z(pm) = (Gj) = F ,
—(z—a) 1
P
and - -
5\1:@,—04, 5\2:@,4-04
Y P

j=1 (3.23)

Like for the Cauchy problem, we index by 0 what is considered at ¢ = x = 0. Hence
a® = u(0,0)...
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F1G. 3.4 — Domain R(0).
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Remarks
— The compatibility conditions

ﬁo = p(0,0) = p(0,0), m’ = m(0,0) = m(0) = m*(0,0)

are necessary, since solution in C°(R(d)) are considered.
— In order to prescribe only one boundary condition, it is sufficient that

M <0< )\,

i.e. that a characteristic goes out of the domain and the other enters it. In

particular
=0
% —a<0.
This condition will remain true on a small enough interval of time.
~ We are looking for solution u to (3.23) which belong to C'(R(d)) such that u,

is also bounded from below.

— The scheme of the Li Ta-tsien proof of existence and uniqueness of the solution
of the system (3.23) is the same as for the Cauchy problem. Indeed, the linear
case, and then the quasilinear problem are studied. In this section we shall
not detail this scheme. We will rewrite the system (3.23) in Section 3.3.1, and
give some definitions in section 3.3.2, in order to use the Li Ta-tsien theorem,
which provides a sufficient condition for the existence and uniqueness of the
solution.

3.3.1 A new system

The setting of Li Ta-tsien results, used in the following, consists in functions
vanishing at (¢,) = (0,0) and the problem is considered in an angular domain of
the type

0<z<t<d
Hence, denote by
wi=10-—1a iep:=p—p° m:=m—m’
Let .
Clj(taxau) - Clj(taxau)a
and
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The system (3.23) is equivalent to

2

> Gyt (0o + N(tau)du;) =0, =12, (tx) € R(9),

=1 (3.24)
u;(t,x) = u;(t,x) — g, j=12,t€(0,),x=ux(t),
U,Q(t,()) = ’ﬁ’L(t) - ’ﬁ’L(), t e (0,(5)

We see that u® = 0, and
)\1(0,0,0) = 0(07076’0)’

so that
A <0< A).

The boundary conditions can be written in the following way. Let
Gi(t) = =A3(p = p°) + (m" —m"),

and
Galtu) i= —N(p — i) + (17 — "),

The boundary conditions

uj(t,w) = ui(t,w) —u;,t € (0,6), onx =t
uy(t,0) = m(t) —m° on x =0
are equivalent to
chju] = e (0,0),2 = x.(t),

Z@]ug Ga(tu), t € (0,6),2 =0,

Proof.
The first set of boundary conditions is easily included in the second one. Conver-
sely, if on & = x(1),

= Ap+m ==X (pe — ") + (me —m"), (3.25)

let us prove that

p=pe—p°, m=m,—mP.

Let us derive (3.25) with respect to the time, so that

_Ag(atp(taxl) + )\anp(t,.’lfl)) + (atm(taxl) + )\2(9$m(t,x1)) = _)‘gdtpc + dtmca
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or
~Ndp(t,zy) + dim(t,x,) = —ANydipe + dym.

Moreover, the second equation of system (3.24), considered on x = ,x(t), gives
—A1(Oep(t,a1) + A20up(t,z1)) + (Oem(t,m1) + A2Oem(t,z1)) =0,

Le.
—Adep(t,x) + dim(t,x) =0

And so, we get the two systems

()\1 — )\g)dtp = _)\gdtpc + dtmc,
{ plt=0) =0, (3:26)
and . .
()\1 — )\Q)dtm = )\1(_)\2dtpc + dtmc),
{ mit = 0) = 0. (3.27)

One can see that

ptx) = p(0,0) = /0 (Oep(T,21(7)) + ADup(7,21(7)) )dT

It follows from the previous remark that 0;,p, A and 0,p are bounded. Hence there
exist a constant C' and a time § such that

p(tax) > ﬁo - 507

and
m(t,x) < m’ + 6C.

Hence there exists ¢ such that

T _a<o.

p
Since A; is lipschitz, Ay — A} < 0 for sufficiently small times (because A} — A9 =
—2a < 0), so that there exists a unique solution (p , m) to 3.26 and 3.27. Then,
on (t,x1(t)) with 0 <t <6, (p. — pc(0,0),m, — m.(0,0)) is a solution of the same
system. And so p = p. — p.(0,0) and m = m. —m°(0,0) on (t,z1(t)). Thanks to the
compatibility relation, py(0) = p.(0,0) and m°(0,0) = my(0), hence p = p. — pp(0)
and m = m, —mgy(0) on (t,x(t)).

#
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Thus, the system (3.24) becomes

;

2
Z G (tx,u) (Opuj + N(tx,u)0,uy) =0, 1 =12, (t,x) € R(0),

i=1

2
{ ont=umx: Z (iu; = Gi(t), t € (0,6), (3.28)
=1

2
onz=0: Znguj = G, (tu), t € (0,0).
7=1

\

Then, let us introduce the following change of variables (¢,x) into (¢,%), where

t:=t,
o= _z (3.29)
T(t)
with
T(t) _ xl(t)

It holds that w1 (t) # 0 for all ¢ € (0,0¢), since z1(0) = 0 and Ay > 0. Let @, (... be
defined by

Let
R(8) :={(tz); 0<T<6,0<z <1} (3.30)
Hence, the system (3.28) is reduced to the system
(2
> Gy(ta,u) (O + (Ea,u)d:u) =0, 1=12, (£z) € R(5),
];1 )
> () = Gi(h), ,T€(0,0), T=T, (3.31)
];1
> Gis(E0) = Ga(Ew), € (0),
j=1
where . 5
i Sy Oz
Yi(t,z,a) = 0 (M (t,z,u) af)'

In order to have a well-posed problem, it is sufficient to have

:)/1(07070) <0< ’72(070)0) (332)



70

CHAPITRE 3. THE EULER SYSTEM

But _
ox ZUl(E)t—xl(a_
—_— = _—aj
ot t? ’
and expansions of the first order for @; and of second order for x; provide

[

v = t YL i i oM — (z i TPy o( B2
M (0) + £1(0) + o(F) (Al Z <( 1(0) + 81(0) + 0(D)T = (21(0) + £1(0) + 57°%1(0) + o7 )>>>-

It follows from z(0) = 0 that

= m ()\l _z Gs&l(o) + 0(1)>> |

The inequalities (3.32) hold for a small enough time in the domain 0 < z < ¢.

For the sake of convenience, let us write u instead of 4 and so on, but keep R(6), so
that the system (3.31) writes

)

2
> Gyltwu) Oy + n(tau)dpu;) =0, 1=12, (tz) € R(9),

i=1

2
ont=ux: Z (Piu; = Gi(t), t € (0,6), (3.33)
7=1

2
onz=0: Zggju]- = Gy(t,u), t € (0,0).

j=1

\

where R(9) is given by 3.30.
Let
SP(S) = {u(ta); ve CHYR(6)),0(0,0) =0},

and
¢i := O0wi, Qagi = Ow; + 0yv;, 1=12.

We then define
SP(81) = {u(ta); v e ZP6), [lqll < Q). (3.34)

Remark. We are looking for a solution u wich belongs to P (§|€;), hence the deri-
vative of u are bounded from above by 4. It follows that if p(0,0) > 3, then for a
sufficiently small §, p(t,x) > g, t € (0,0p).
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3.3.2 A few definitions about the boundary problem
Remarks.

— If v € EPP(5]Q;) where SP% is defined by 3.34, then |jv]| < Q6.

— The space SF*(§|€2;) is a precompact subset of C° but is not closed for the

||.]loc norm. Indeed, let
1
Wt = 24—,
U, (t,x) =1/ +n

It is clear that u,(t,z) € X" (5|Q;). Moreover,
t, — uin C°,

where u(t,x) := |x| which is not differentiable.
Let Q4(n) be a function such that Q4(n) — 0 as n — 0.
Let ©(n,f) be the modified modulus of continuity

Qn,f) = sup |f(tx) — f(t'2)].
|t — t'| <n
|z —2'| <n

(t,x),(t',a") € R(6)
Proposition 3.3.1 The set
SP(6]921,82(.) == {v € TP (5]); Qn,g) < Qu(n), for any n > 0}

is a compact subset of C°(R(9)).
Proof. Let (v,) be a bounded sequence of 3" (§|Q1,Q,(n)). Then
— On one hand, the sequence (v,) is bounded in ¥P%(§]Q2;). Moreover, this se-
quence is uniformly equicontinuous, so it belongs to a precompact subset of C°

by Ascoli’s theorem (see Annexe D). Hence, there exists a subsequence (v, )

of (v,), such that

CO
Uy, —> V.

— On the other hand, (g,,) is also bounded and uniformly equicontinuous. In-
deed, let € > 0. If [t — ¢'| <y and |z — 2’| < n, then

|@n, (£,2) = an, (£,27)| < a(n) <e,

for n small enough. Hence the sequence (g,,) belongs to a compact subset of
C°. There exists then a subsequence (qn; ), such that

CO
Qn;c —q.
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Thus,
q; = Oy,
and
Q21i = Owv; + Opuy,
in the distributional sense.
— In fact ¢ and u are continuous. And so, the previous equalities hold in C°.

— The limit v satisfies the same equalities as (v,,).

Hence SP%(5|1,9(n)) is a compact subset of C°(R(d)). This completes the proof
of Proposition 3.3.1.

3.3.3 Existence and uniqueness of the solution

Lemma 3.3.1 Ifmg > 0, then there exists a positive time O, such that there exists
a unique solution u € C'(R(04)) to the problem (3.33).

Proof. Let
H = <au]>(000)(§ )

B 0 0 1 1 -1
IR S V| By A VDV WD R\

B 1 0 0
A=A A A

Let us recall a Li Ta-tsien result.
Theorem ( Li Ta tsien) Suppose that (;;, G; are C*, and X, 0,)\;, O\, are
continuous on their respective domain. If the minimal characterizing number 6 of

H, defined by
2
-
0 := inf max —
DA D IELE

is smaller than one, then there exists 0., > 0 small enough sych that_ the Euler
problem with boundary conditions (3.33) has a unique solution u in C'(R(0.)).
In our case

L[\ 1A
2[AT = A3 2[AY =AY

1
= —|1-—|
2 @po



3.3. THE BOUNDARY PROBLEM FOR THE EULER SYSTEM

73

It follows from
my >0, \Y <0,

that 0 < § < 1, so that there exists a unique solution u of 3.33 in C*(R(J)).

#

Remarks

— The proof of the Li Ta-tsien theorem consists in a fixed point technique on the
Banach space X*(5|Q,€,(.)) where €, is a positive constant such that

1
Q) > 19 sup ‘%(t,v)‘ (3.35)
7 0<t<d
g v<1, <1

=172

— Then, denote by T the map

5P (81621, (.))

T . 2pbl(5|Ql,Q2(‘)) —
v — u

where w is the solution to

;

> Gitaw) Oy + nltrw)deu;) =0, 1=12, (ta) € R(0),

j=1

ont=ux: Z Quj = € (0,9), (3.36)

onz=0: ZCQJUJ Gy(t,u), t € (0,0).

\

The space EP(§[21,2(.)) is a subspace of $%(§]|Q;), and the condition
0<f<1

implies that T" maps Y**(§|€);) into itself. Then, it can be shown that there
exists an integer N such that, for any ¢ small enough, TV is a contraction

mapping from X7 (8|Q,€2,(.)) (which is a closed subset of C°(R(4)) into itself.
Hence, TV has a unique fixed point.
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— The function Q,(n) used in Proposition 3.3.1 can be defined in the following
way. Let the space ['* be given by
I = {@;tz,v),0:G;(t,z,0),0.¢;(txv)}
U {0,¢,(tx,0),A(t2,0),0:\(tx,v)} (3.37)
U A{Gi(tw),0,G(t,v),0,G(tv)}.
Set
w*(n) := w(n|l™). (3.38)
We see that w*(n) is independent of v (which is a dump variable in the esti-
mation of w*(n)). We define 5(n) by multiplying w* by a constant £ (which
depends on ),
Qs (n) = Bw’(n).
— With this definition of (), we can show that the solution u to 3.33 belongs
to

ipbl(6|Ql,Qg(.)) ={v e E_]pbl(5|Ql), Q(n,q) < Qs(n), for any n > 0}.

3.3.4 Order of magnitude of the time of existence and uni-
queness of a solution.

An order of magnitude of the time J of existence and uniqueness of the solution
u depends on
— the C%norm ||I'*||, where ['* is given by (3.37),

— the moduli of continuity of \(¢,x,v),

and

— the moduli of continuity of @
auk

3.4 The initial boundary value problem

We study now the initial boundary value problem
(2
Z G (txu) Oy + N(tx,u)0,uy) =0, =12,
j=1

us(t,0) = m(t
ul(tab) = f(t)
[ u(0,7) = ¢(t).

) — mo, (3.39)
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on the domain P(§) := (0,0) x [0,b]. First, the domain P(¢) is splitted as
P(3) := Q(6) U R(d) U S(9),

see Figure (3.5).

“A

R(J) Q(d)

x ¥

F1G. 3.5 — Domain P(9).

To solve the system (3.39), we consider the following three problems.

— An initial value problem on the domain Qy(d). Indeed, we have seen in Section
3.2.4 that the Cauchy problem has a C! solution u on the maximum domain
of determination @Q(0)
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where

A boundary value problem on the domain R(9). Thanks to Lemma 3.3.1 there
exists a unique C" solution u on the domain

R(6)={0<t<04,0<z<uxz(t)}.
Another boundary value problem on the following domain
S(0) ={0 <t <9, x9(t) < < b}. (3.40)

As previously, we write the boundary conditions in the following form. At
r =0,

Gi(t) = =2(f = ") + (m —m?),

and on x = x5(t)
Golty) = ~N(p° — ) + (m* — m®).

As seen in Subsection 3.3.1, let us now introduce the following transformation
of independent variables,

t:=1,
r—b (3.41)
= ——1.

Hence we have to study, omitting ~

;

2
> Gitau) (0o + n(taw)douy) =0, 1=12, (tx) € R(5),

j=1

2
ont=ux: Z u; = Gi(t), t € (0.7), (3.42)
7=1

2
onz=0: Znguj = Gy(t,u), t € (0,T),

i=1
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where R(9) is given by (3.30). Then, define by

H o= (gﬁ) (0,0.0)(C7)

(01 1 1 -1
RN PV EDY AP RN
_ 1 A=A

- oxX-—x\lo o )

0= Hpp =1 — 20

and

We can apply the theorem of Li Ta-tsien, since mg > 0 and 0 < 6 < 1.

Hence, we have shown the existence and uniqueness of a C? solution of the problem
(3.39).
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Chapitre 4

The whole problem



CHAPITRE 4. THE WHOLE PROBLEM

4.1 Introduction
From now on, {2 will denote the interval
Q :=]0,al,

with the boundary I' := {0} U {a}. For any time 7" > 0, let P(7) :=]0,7[x and
X(T) :=]0,T[xT.
We want to show the existence and uniqueness of the solution of the system

( Oyu — (Deuy — peud,), = (vi(t,x,p,®,) — rv)u in P(T),
o — (Divy + pv®,), = (vi(t,x,p,®,) — rv)u in P(T),
®,, =e(u—w)in P(T)

D.u, = peud, on X(7T),
v="0onX(T),
® =g on X(T),
u(0,.) = uy,
[ ©(0,.) = o,

coupled with

=X (pm)(pe + Ar(pm)pa) + mu + A(p,m)me =0,

=A(pm)(pe + Aa(p,m) ps) + mu + Aa(p,m)m, =0,

p(0,2) = pi(x) m(0,2) = m;(z), (4.2)
m(t,0) = my(t) := D;v.(t,0),

p(t.a) = pa(t),

where m m
AM(p,m) = ; —a, Ay (p,m) = ; + a,

a being a positive constant.
Remark. The fourth equation of (4.2) express the boundary conditions (2.6) for
(p,m)
_ —Bm;J; it J; <0,
m(t,0) = { 0 otherwise , (4.3)

where m; is the mass of the ions and J; their flux. Indeed, the flux for the ions, i.e

for v, writes
Ji(t,x) = (—D;v, + pvd,)(t,2).

On the boundary, v = 0 and J; reduces to J = —D,v,.. Besides, Proposition (2.2.1)
shows that v,(t,.) is negative in x = a and positive in z = 0, hence —D;v,(t,.) is
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positive in x = a and negative in = 0. Thus, the boundary conditions always
writes

m(t,0) = —pm;J;(,0) (4.4)
and [ is taken equal to one.
Theorem 4.1.1 Assume
ug,v9 € W2P(Q) for any p € [2,6], 0 < ug, 0 < vy in 2,
and
g € L=(0,Ty; H'> (T')) N H*(0,Ty; H3 (T')) N W3(0,Ty; H3 (T)).

Then there exists a time § < Ty such that there exists a unique solution (u,v,®,p,m
to the coupled system (4.1-4.2) which belongs to L*(0,0; H'(Q)) x L*(0,0; H*(Q2)) x
L?(0,6; HY(Q)) x CYH(P(d)) x CL(P(9)).
Proof A fixed point theorem of Schauder type will be used to prove this theorem.
Recall that
P(6) :== Q(0) U R(0) U 5(6),

Definition. Let

B(P(5)) = {v;viqe) € ZG(8]25,95,95(.))), vire) € ZP(R(S)), vises) € X(S(9))},

(4.5)
where
B ~ t:=t, B
SPPHR(6)) = {v(t,x); o(t,z) € SP(5]Q1,Q,(.)), where ( . %t, ) and 0(1,%) = v(t,x)},
and
t:=t,

SPS(8)) = L v(t,x); 0(,2) € BP(5]91,02,(.)), where — 32)—@ ‘) and 9(t,7) = v(t,x)
To(t) —a

where z; and x, are respectively defined by the characteristic curves (3.9) and
(3.10). The subsets 3¢(8]92¢,Q5,Q5(.)) and $P(6]Q1,95(.)) are respectively defined
by Proposition 3.2.3 and Proposition 3.3.1.

Proposition 4.1.2 The space Z(P(8)) is a convex and compact subset of C°(P(0)).

Proof It is easily seen that $(P(d)) is a convex subspace of C°(P(d)). Let (v,) a
bounded sequence of X(P(4)). Then
— the sequence (v,) is bounded and is uniformly equicontinuous, so it belongs
to a precompact subspace of C'(P(d)). And so there is a subsequence of (v,,)
and a function v of C°, such that (v,) converges to v in C°.
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— The sequence (g,) is also bounded. Moreover, it is uniformly equicontinuous.
Indeed, for (t,x),(t',2") € Q(d) or (t,x),(¢',2") € R(S) we are in the cases of
Proposition 3.2.3 and Proposition 3.3.1.

If (t,x) € Q(0) and (#',2") € R(J), then denote by (y,x¢) the intersection point
between the straight line joining (¢,z) and (#,2'), and x;. Hence any (t,z) €
Q(6), (f'2') € R(5) satisfy [t—to| < g [t —ty| < g l— o] < g o’ — o] < .

2
It comes

|qn(t7x) - Qn(tlax,)| S |Qn(tax) - Qn(t07x0)| + |Qn(t07l‘0) - Qn(tlaxlﬂ-

It follows from the definition of XP*(R(¢)), that

|Qn(t07l‘0) - Qn(tlax,” = |(1n(507i‘0) - Qn(flajlﬂ

The new variables satisfy

7 —f) < g
_ _ o JSI
T — Ty = to — t
| o |331(t0) P () | :
x
= |(to—1t)+t'(1 -
(to =) +/(1 = )
One can see that, as Ay is bounded from below by a — %, xl%t,) remains
bounded from above, hence
tl
/ z' _ ! /
11 -7 = Iml(lxl(t) — 2o + |@o — ')
<S j(|$0—xl|+|tl—t0|)\2+|x0—xl|)
B
< Cn
Thus
|qn(tax) - Qn(tlaxl)| S CQ(”) + CQC(”):
and the sequence (g,) is uniformly equicontinuous.
— The end of this proof is the same as for proving the Proposition 3.3.1.
#

Let 7T be the map
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where p is the first component of the solution (p,m) to

—Xo(pe + A1ps) + my + Aymy, =0,
=M (pe + Aops) +my + Aomy, = 0,
p(0,2) = pi(x) m(0,2) = m;(z), z € €, (4.6)
m(t,0) = my(t) = (Dyv.)(t,0),
p(t,a) = ﬁa(t)a
where m, is a given function and v,® are the solutions to

( Owu — (Deuy — peud,), = (vi(t,x,0,8,) — rv)u in P,
0w — (Divy + pivd,), = (v(t,x,0,9,) — rv)u in P,
®,., =e(u—v)in P,
D.u, = peud, in X,

v=0in X, (4.7)
d=gin X,
u(0,.) = ug,

[ ©(0,.) = vo.

Recall that X(P(6
logy of the CY norm.

We will see at Section 4.3.2 that 7 maps X(P(d)) into itself.

Since X(P(d)) is a compact and convex subset of C? it is sufficient for 7 to be
continuous for having a fixed point. The map 7 splits into two maps,

S(P@) 2 CY04]) 2 S(P(9))
o — F — p:=T(0).

) is defined by Proposition 4.1.2 and considered for the topo-

where

F(£,0) := Dy, (£,0), t € (0,6),

4.2 Continuity of the map 7;

For an easier reading, D., p., D;, j1; and e are assumed to be equal to 1. Thanks
to Theorem 2.4.1, there exist a time 7', given by (2.7), such that for any 6 < T,
there exists a unique solution (u,v,®) which satisfies

u,w € L*(0,6; HY(Q2)) N L>(0,0; LP(Q2)), for any p € [2,6],
0<u,0<uw,
® € L*(0,0; H*(Q)) N L>=(0,6; WP(R)), for any p € [2,6].
Time T" depends from constants coming from injection theorem and from ||o|| or €.

Let us precise the regularity of w,v, and then, show the continuity of 7;. The
domain (0,t) x Q is denoted by P(t) as well as P,.



84 CHAPITRE 4. THE WHOLE PROBLEM

4.2.1 Regularity

The aim of this section is to study the regularity of the solution (u,v,®) of the
Drift-Diffusion-Poisson equations written in the form, for any ¢t < T,

Ot — Uy, = vi(0,@,)u — ruv — (ud,), in P(t),
OV — Vg = vi(0,®,)u — ruv + (v®,), in P(t),
u; = ud, on X(t),

v =0 on X(t),

®,, =u—wvin P(t), (48)
® = g on X(t),
u(0,.) = ug,
U(O,.) = 19.
Here, £ := ®,, and v; = v;(t,x,p,P,) is a function which satisfies, for any o,F,
Hreg 1.
Vo.r:(t,7)| < C|E(t,z)| + C||o||cot?.
Hreg 2.
|0.vo,5(t,2)| < C|E, ()] + Clloleot?,  (a)
1000, (t,7)| < ClEp(t,2)] + Cllo]cot?. (D)
Hreg 3.
0o, p(t,2)| < C|E(t.x)| + Cllofleot, (a)
|0uvo i (t,2)| < ClEu(t,x)| + Clloflco. ()
Hreg 4.
Vo (t,2) — Vo (ty)| < C|E(tx) — E(ty)| + Clz — ylllolesT?, (a)
|0z, () — Ouvop(tyy)| < ClEL(tx) — Eu(ty)| + Clo — yllo e, (b)
0rato 5 (t,0) — Opatop(t,y)] < C|E(t,x) — Enu(ty)] + Clz — y|llo]|coT?. ()

We refer to Annex 1 for an example of a function v satisfying those inequalities.

First of all, we state some propositions about the time regularity of the solution.

4.2.1.1 Estimation on u,
Taking the time derivative in the first and third equations of (4.8) implies that

e — (g — @y — udyy) = 0 (vi(0,F)) u + viug — r(vu + vuy) in P(T),

Uty = ut@:n + U’¢tx on (O,T) X F, (49)
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and
¢t$$ = (Ut — Ut) in P(T),
¢t = g on E(T)

The initial condition for wu; is

(4.10)

u(0,2) = v;(0,2,0(0,2),E(0,x)) — rug(z)ve(x) + 04 (0pug(x) — up(x)0,2(0,2))
The function v;(0,2,0(0,2),E(0,x)) does not depend on ¢ and
1 (0.2,0(0,2),£(0.0)) < C|E(0.2)

(see Hreg 4.1). ®(0,2) € W**(2), thanks to Hregl. Moreover, uy € W**(2), hence
u:(0,7) € L*(€2). Denote by Ag

Ag = \//Q(C|E(0,fr)| — rug(x)vo(2) + 0x(0xuo(7) — up(7)0,:2(0,2)))?dw, (4.11)

SO
|ue(0,.) ]| 2202y < Ao

Lemma 4.2.1 If \
g: € L*(0.T5 H2(T))

then
ug,v; € L*(0,T5 HY(Q)) N L®(0,T; L*(Q)).

Proof. Multiply (4.9) by u; and integrate on P(t), t < T, so that

1
—/uf(t,x)d:r——/uf((),x)dx
Q 2 Ja

N | —

+ / |8xut|2
P(t)

— / (ut@:n + Ua$@t)utx
P(t)

= / Or (Vi(0,E)) u + viuy — r(viu + vug) ) uy.
P(t)
By (4.10),

19t ) [0y < Oluelt,.) = velt ) zc) + [9e () 3 ) (4.12)
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Moreover,
t
L@Q@f:if < O [ o los (5.l |5 s
< @/nu Maelee(s.) e Qs = v, ) ey + ()l 3,0 )
s<%A(ww<nm+—w<nm
(lue(s,) Ms) o+ o g >)w
€ 2 4
U DU < 5 |um| |<I> |L<,o |ut| s,x)d
P(t)

EJC( (02) ool + T (J/|ut i) a

VAN
[NNINe
w\

=

g

s

+

?

Recalling the Hypothesis Hreg.3(a),

[ fwws(o@a,) < € [ jundTlole + o)
P(t) c P(t) ]
< STl [ g [
re 2 e
b0 [ Ul = ol + o s s s
OWW/WW e +0 [ 0+ Tl .+ .12

+(/MKJ@QWU
0

IN

The last terms are

_/ T|U’t|2v S 07
P(t)

t
—/ ruwvy < 7“/ lw(sy ) ||z || we(sy2) || L2 ||ve || L2ds
P(t) 0,
06/ (s, )7 e (5,172 + [lve(s,.) |72 ds,
0

[ owi < (oot +
P(t)

P(t)

t t
¢ [ Tl s +C [ uts) = szl
0 0

IN

IN
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with ||u(s,.) — v(s,.)||zz € L*(0,T"). For the ions, we have similar inequalities, so

t t
/ (W2(t,.) + 2(t,)) + / el + ol < OT?Q / el + CT?, / 22
Q P(t) .o 0
e / (alla + [10l22 + el + [lol) (laelZe + ol 22)
+ TQQ%HU’H%?(P(T))+TZQ%||U||2L2(P(T))
+ /uf(O,x)dan/vf(O,x)da:,
Q

? (4.13)

with .
/ (luls, )7 + [lv(s,)|[Fn)ds < oo.
0

In particular,

t t
/uf(t,x)dx+/vt2(t,a:)da: < C’T2Ql/ ||ut||2L2+CTQQl/ ||we]|3
Q . o 0

Q
+ C/O(||U(S,-)||311+||U(S,-)||311)(||ut(87-)||2Lz+||Ut(57-)||2L2)d8
+ TQQ%“U’”%%P(T))+T2Q%||U||2L2(P(T))
+ 2A,.

It follows from the Gronwall lemma that

uf(t,ax)daz+/vf(t,x)dw

2 w 2 v 2 Q Q
T Iy Fl L2 ) <2Ao + T Qi ull 22 per) +T2Q%||U||%2(P(T))>

Recalling Equations (2.24) and (2.27),
/ u?(t,x)dr + / vi(t,x)dr < eCT*NH+CET+Chcy) (240 + 2T°Q;Ck) (4.14)
Q Q
where Cf 1 is given by (2.28). Thus, u.,v, € L>(]0,t],L*(Q2)).
Hence reporting in (4.13) we find that

t
/ |Uta:|2 + |Utac|2 < C(CK + C?(T + C%(,l) / QC(TZQﬁC?(TJFC;(’l) (2A0 + 2T3Q%CK)
P(t)

0
t

+ T (T +CET+CE ) (2A0 + 2T3Q%C'K)
0
+ 240+ 2T Ck.
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Hence, there exists some constants A; and A, which depend only on Ck,Ck; and
C such that

luel2o @y < €7 (AT + T + Ap(T* + T°))

4.15
+ 240+ 213020k (4.15)

This completes the proof of Lemma 4.2.1.

4.2.1.2 Estimation on uy

Lemma 4.2.2 [f ,
gu € L*(0,T; H2(T)),

then
U ,vy € L2(0,T; HY(Q)) N L®(0,T; L*(Q)).

Proof: Let us take the second derivative in time of (4.8).

at?)u — (aputt — Uttax® — 2ut6$CI>t — U,atht)x = UVl + 2VtU,t + VUt
— T(Uttu + 2UtU,t + UUtt), in P(t)

The initial condition is

u(0,2) = (e — @, — udy,),(0,x)
+ 0w (0,2,0(0,2),E(0,2))u(0,2) + v;(0,2)u(0,2) — r(vu + vuy)(0,2)

By the choice of v;, (see Hreg 4.3, Hreg 4.1), 0;vi(0,2,0(0,),E(0,7)) and v;(0,2,0(0,2),E(0,7))
do not depend on o. thus

|ue (0,2)] < |E(0,2)u(0,2)+E(0,2)ue(0,2)+ (ute — P —u®ts )« (0,2) =1 (vru+vue) (0,2)
which does not depend on o. Denote by By its norme in L?,

B} ::/|Et(O,x)u((),x)—i—E(O,:r)ut(O,a:)+(utx(0,:::)—ut®x—u@tx)$(O,x)—r(vtu+vut)(0,3:)|2dx

(4.16)
Multiplying by uy and integrating on P(t) gives:

1 1
5 / u’tZt(tax) ) / u%t(oax) + / |awutt|2 = (Uttq)w + udyyy + 2Ut(1)tx)utt;p
Q Q P(t) P,

+/ (l/ttu + 2VtU,t + Vutt)utt

/(t

3

)
T(Utt’U + 2Ut'Ut + U’Utt))utt
(t)

v

(4.17)
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We have the following bounds from above,

t
/ wene®s <[ 1B (5 ) o el oo laeall oo
P(t) 0

N
E

o) oo (Sl 220y + elluialzae)),

| wdiue < /nwmp+—/’ lede (lu— vl + gl ),
P(t) SN——

bounded for a.a. t

e [! 1
/ WDt < —/|wmmp+—wm&m¢mmp
P(t)

IN

/HMNH+IMWWMW+WNH+MW)

1 [t 1 [t
/’hwmﬂ < 1/ww;m&;+—/nw%h
P(t) 2 )y 2.Jo

1 t 1 t
/ Wlefé—/Hw%Mﬂé+—/HwM»
P(t) 2 Jo 2 /o

By Hypothesis Hreg.3(b) on the ionisation function,

t/ Ve < c/°u@mwwwmowWA
P(t) P(t)

t
C/W%—%MWHWﬂMM@Mmmmmmmm
0
t

IN

IN

C ||U||%2(Q)(HuttH%?(Q)||Utt||2L2(Q))

10 t 1 t
2
+ O [ Mualioay + 5% [ Nl
0 0
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Moreover,

t
/ Owsue] < C / (T + s — vell ooy + el el oo luzell 2o
P(t) 0

IN

t t
canl+wh—wmp@a+n%mﬂé|mm;my+l|mﬂumn
/ VUt Ut S C/ (|(I)x| +T2||O'||CO)|Uttutt|

P(t) P(t)

t
< C/ et 70 (lull 2oy + 10l 22y + llgll + T7€).
0

We have similar estimations for the ions. And so, adding the inequalities,

/ tht(ta-) + U?t(ta') + / |Utta:|2 + |Utto:|2
Q

. P(T)
SO/ﬂM%HWw%ﬁWﬂ%+WN%XWﬂ%+MN%)
0 t t
+WWMm+WhmHWﬂ+Tm0/H%MmmHﬁ/HW§@
0 0

+/ u?,(0,2)dx + vi (0,2)dx.
Q
Gronwall’s lemma leads to

T
2 2 o <X/|w@rwmmp+wmﬂ+mm;+Twn+ﬁﬂn
Lwﬁmwxjﬂmﬂscwmﬂmwpmmw

Hence uy,vy € L°(L?) and ugy,vy € L*(H'Y). This ends the proof of Lemma 4.2.2.

#

The proof for the regularity will be done with the use of the unisotropic H"*
Sobolev spaces and the use of some theorem about the heat equation (see the recalled
Properties and Theorems in Annex C).

Notation. For any function G defined on I', denote by

Glr = (G(0),G(a)).
For any function G defined on X(7") we denote by

Gls == (G(t,0),G(t,a)), t € (0,T).
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Let us define indexes m and boundary operators B for the electrons and ions res-
pectively. For the electrons,

me = 17 Beu - uo:|27

whereas for the ions,
m; = 0, Bzu = U'|E-

4.2.1.3 Regularity of the solution

Denote by E := ®,. We rewrite the the system (4.1), taking into account the
Poisson equation in the drift-diffusion equations, as well as the definition of the
boundary operators B, and B;.

For the electrons,

Ot — Uyy = fo := viu — ruv — u, @, — u(u —v), in P(T),
B.u = go := ud,, on X(T) (4.18)
u(0,x) = up(x), in Q.

For the ions,

OV — Uy = fi = vju — ruv + v, P, + v(u —v), in P(T),
Biv =g;:=0, on X(T), (4.19)
v(0,2) = vg(x), in Q.

The equation for the potential remains the same, namely,

¢, =u—wv, in P(T),

® =g, on (7). (4.20)

Theorem 4.2.1 Let
Uy € H4(Q), vy € H4(Q),
with
uP0) =ul(a) =0, pe {023},
vP(0) = o (@) =0 pe{0,.4}.

Assume that the Dirichlet condition g for the potential ® satisfies
g €C0,T; H* (I')) N H*(0,T: H?(I)) N W»>=(0,T; H2(T")).
Then the solution (u,v) of (4.18 — 4.19) satisfies
d,u(t,0) € C*([0,1)),0,u(t,a) € C*([0,17),
0,v(t,0) € C1([0,1)),0,v(t,a) € C*([0,T]).
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Sketch of the proof of Theorem 4.2.1. The proof consists in five steps.
1. At the first step, we prove that the the first two components v and v belong
to € His (P(T)).
2. At the [""—step (1=2,4), we use Theorem C.2.4 to obtain the belongness of u
and v to H43+8(P(T)). In order to apply this theorem,

51 5

— We first establish that f.,f; € H'" 12 s(P(T)).
— Then we show the regularity of the boundary condition, i.e. g, € Hz & (3(T)).
The regularity condition are automatically satisfied for the ions, since
— We study under which conditions there exists w € H*©2+¢(P(T)) such
that
Buw|s = go|s,
w(0,.) = uo,
(f — (Dw+w))(0,) =0 ifp<t—2-1
These conditions will be called the Compatibility Relations.
— Since
2(£ — 2) # integer + 3,
and
(§—2)# integer + 1,
we can apply Theorem C'.2.4 and obtain the belongness of v and v to H*5+% (P).

19

3. The 4% step establishes that u and v belong to HT%,
4. At the 5 and last step we use an imbedding theorem to prove that

0,u(t,0) € C'([0,1]),0;u(t,a) € C'([0,T]),

and
9,v(t,0) € C*([0,17),0,v(t,a) € C*([0,1)).

Remark At the [""—step (1=2,4) the Compatiblity Relations (which are denoted by
CR. for the electrons and CR; for the ions) are the relations needed for the existence

of a function w € H'*#57§(P) which satisfies,
— for the electrons,
w(0,2) = u(z), Bew|s = gels,
and
wpwm+wmmw:$ﬁ@mﬁogp<é—g—; (4.21)
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— for the ions
w(0,x) = vo(x), Biwl|y = gils

and
O (—wyy + we)(0,2) = OV f;(0,2) if 0 < p < L5 —. (4.22)

Through the following steps, in order to study the Compatiblity Relations (CR.,CR;),
we will use Theorem (C'.2.2 for the electrons and Theorem C.2.3 for the ions. For
the sake of clarity, let us explain now what are the functions hg,hy,fr,k = 0,1,2,...
mentioned in those theorems.

— In each step we have, for the electrons,

hi = ge, (4.23)
whereas for the ions,
— For [ = 2, there is no integer p such that 0 < p < é — % , S0 we ignore the
equations (4.21,4.22). We set for the electrons
fo(z) := ug(x), in Q, (4.25)
and for the ions
fo(z) :==vo(x), in Q. (4.26)

— For [ =3 and [ = 4, the only integer p such that 0 < p <
the equation (4.21) (i.e. for the electrons), we get

—%isp:O.From

N[~

wy(0,2) = f.(0,2) + uy ().
Recalling the expression of f. in (4.18), we denote by

fo(z) = we(x) in Q,

fil@) = v(0,2)ug — ruguy + up(2)Py(2) — ud(z) (4.27)
+ug () in Q.
For the ions, in the same way, recalling the expression of f, in (4.19), we denote
by
fo(z) = wp(z)in Q, ’ ,
filz) = l/i(g,ib')UO — rugvy — Up(2) Py () — v3 () (4.28)
+uy (z) in Q.

#
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Proof of Theorem 4.2.1

Step 1. We know that u,v € L*(0,T; H*(Q)) so f.,f; € L*(P(T)). Indeed,

/ viu® < C’/ (T?*Qy + |®,])*u?
P(t) P

< CT4Q?/ lullZa) + lullZoepz) (e = vllzeery + gl
0
/ U,2U2
B(T)

Loo(H?)
w, @y < Ole = ollwqzey + gl 3 Melzeg,

IN

CllolZo w2l L2 o),

P(T)

and

1 fellz2pry < T*0CKVT + Cr(CrVT + |9 + Cx(CKT + Cx. ).

Loo(H%))

There is a similar bound for f;. Moreover, thanks to Theorem 4.2.1, u;,v; €
L*(0,T; H'(2)). The potential ® satisfies

®,, = u—veL*0,T;H(Q)NL>0,T;L*Q)),
By = g€ L0 H3(T)) N L*(0,T; H2(T)),

and
Dppe = ur— v € L*(0,T; H'(Q)) N L>(0,T; L*(2)),
Olury = g€ L*(0,T; HE (D)) N L¥(0,1; H2 (T)).
Thus
® € L*(0,75 H*(Q)) N L(0,T; H* (),
and

@, € L(0,TLHY(Q)) 0 L= ([0.1],H(2)). (4.29)
Now, we have to check that
go € Hi~ % (2(T)).

For the electrons we have to show that u®, sy € Hi (J0,7[xT). By Property

4, it is sufficient to prove that u®, € Hl’%([O,T] x ). It is easy to see that
u®, € L*(H"). For the time part,

||U(I’w||%rl(L2) = ||U(I):n||2L2(L2) + [lue®s + Uq’tw”%z(m)-

),
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The integral / u;®? is bounded because ®, is bounded and u; € L*(H"').

P(T)
Then,
T
/ 2P, < / lallZn [l -
P(T) 0 S———

bounded
Thus u®, € H! so ud, € HY> and

[u®, ||H4 o) S lullz2cmy + Jollzacey + llwel 2y + N|vell z2cr).

The compatibility conditions (CR.) for the electrons

6u0 . 6(1)(0,x)
E(aj) = up(x) 5 (), z €T,

are satisfied, thanks to the assumptions ué] = ug = 0 on I'. The compatibility
conditions (CR;) for the ions

vo(z) =0,z €T,

are also satisfied. Hence, it follows from Theorem C.2.1 that

uw € Hi5(P(T)).

and

Il Cllfellzpay + 196 1 o

Cll fill L2y
. Let us first study the space part, i.e. the

HT
1]l 7

01 oot

VARPA

W

3
8

Step 2. Let us prove that f.,f; € Hv
belongness of f. to L2(H41).

— For HViu”m(H%)’ we have

vu) vu)(t,y 2
ettt = [ [ =G gy

3
where s := 7 Since u(t,.) is bounded in € H4(Q) uniformly with respect
to t,

it ult Iy = //I v(tz) — v(ty)ulte) + v(ty)(uite) —uty)l ), o

|ZU _ |25—|—1

// Ju(y,@)( |x_ )|25H(t,y))| dedy
eof [ |2s+1)|“

IN
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Recalling the hypothesis Hreg.4(a),

Vo.p(t:2) = vop(ty)| < |E(t) — E(ty)| + |z — ylllofleoT,

we get
2
. 2 ((E{) — Ety)| + |z = ylllolleoT?|
it Jut )2y < (|1//2 PR dady
+ ||u(t
2
< // |B(te) - Blty)| +|w—y|2||0||§oT4dxdy
- il S
+ u(t 3.

Then,

e =y |
/Q/ |z — y|2 T oen drdy < C||U||C0T4//| = sdxdyjoo.

Moreover, ®(t,.) € Hi™ and E(t,.) € Hi*! = H+ C H?. And so, by
Property 5,
|E(x) — E(y)] < [|E(E )12 |z =yl

so that

B(t) - Bty)l
I e

IN

ClIE L2 a2
ClEN 20 41)-

N

e8]

it Jut )z < CllEl2@um + Cllol|T* + [Jut, )l 4
3 € L2(0,T).

hence [lv;(t,.)u(t,.)|| 3
The second term to control in || f[|,

2(H1)

||uv|||L2(0,T;H%(Q))'
Since 2 , the Sobolev space H () is a Banach algebra, so that

||U(t,-)v(t,-)|||Hg(Q) < (M 1B
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Then, u € Hit C CO([H?,L2],) = C*(H?), and

ool

[t vt 3 ) € L2OT).
— The third term to control in || f[| is

r2(t)

ua®elll .,

Iw

4

Here also,

s (£,)0 (£.) o) 122

Cllut,.)

|||H%(Q) <
<

5 1 5
Then, ® € H™L C C'(H ?5) C CU(HE% and
o (t,) @ (t,)|I] 3 € L*(0,T),
We have hence shown that f, € L2(H%)_

Let us study the time part, i.e. the belongness of f. to HS (L?).

— Let us bound from above

T ' 2
[[(vu) () = () (t',.)]] 2]
|| %m). // —pn dtdt’,

WithS:%.
T wlt) = o) et B
Il < ) Tt
) ) = at Dy
+C 0 _tl|23+1 ddt
< Pl0Ee.) - BE) + 1t = FlloleT)u(t) g
— Jt tl|23+1
mI(E 2R e (TSR T

It follows from

[Et,2)] < |lut,.) —v(t,) 2@ < Cllu—vl[r=p),
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and
|B(ta) = B(t,0)]| ey < Cllult) = u(t'.) = (k) = (0F) 2o
that
Jvull? wiae = C(|lu - UIIQ )+ T2+ ) lulleo + (Nulleo + T2Q7)*[u IIs(L2
<

Ol ; ¢ + ||U||2g,g) F Ol 5 (17 + T°02)
— Let us bound from above

T (e @) (t,) = (ue®a) ()12
lta®all} g oy / / —p dtdt’

with s = %.

[ < C ' T||( 0,2 =
Y gE(L2) — U™z HI(L2)|t_t/|2s+1
0o Jo,
+ O||Ux(1)$||H1(L2)

1
because 6 = 3 Then,

lua®allipr 22y = 11a®all7o(p) + e Pe + uaPeall7p)-

Since ®,, is uniformly bounded in L*(P),

oy = [ a2
P(T)

< @ Zoe oy el Z2 a1
Recalling that u; is uniformly bounded in L>(P),
fuuliop, < [ uleh
Pt(T)
/(Hut(s,-) — v, 1220y + 95,17 ) e (s, l[72ds

0 2 2
<l = 0l gy + 012 s,

IN

)HUHLZ(Hl) < Q.

— Similarly, let us bound from above

T / 2
ool o)) = o)zl g o o 5 = 2
|t - 8

HS(L2 tl|2s+1

IN

=t
||UU||H1(L2) |t — tl|2s+1 dtdt
< CHUU“Hl (L2)>
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1
because 0 = 3" Then,

||U’U||ill(L2) = ||UU||%2(P) + ||Ut1} + uvt“%Z(P)'

Since v is uniformly bounded in L>(P),

/ uZv?
P(T)

> ||U||%°°(P)||ut||2L2(p) < 00.

IN

||Utv||2LZ(P)

N

Thus f, € H1s.

Let us study the regularity of the boundary condition for the electrons, i.e.

the belongness of gy to HE(X(T)). For s = 3,

T T 2
|(u®,)(£,0) — (u®,)(t',0)|
||gU||%IS(0,T) = ; /0 |t — t/[25+1 dtdt’

T pT d — (ud ! 2

o[t
o o = o]

< ror |(u(t70) B U(tl,O))@x(t,O)F + |u(t170)((1)o:(t70) B (I)x(t,’o)”?dtdt,
= 0 0 |t _ tl|2s+1

oot |(U(t,a> — u(tlaa))@x(taa)|2 + |U(t,,a) ((I)x(taa) — (I)x(tlaa))|2d At
+ A |t_tl|23+1 tat.

It follows from the uniform boundedness of ®, in L>(P) N H3(0,T) and Pro-
perty 4, that v € C°(0,T; Ht) C €°(0,T; ). And so,

Cllull? 5 -+ CllP? 5
HE(0,T) H3B8(0,T)
Cllull? 5.5 +C|1Pf? 1 ¢

HT3(0,T:Q)

190l %Hs(o,T)

<
<
It is easy to see that ®, € L*(0,T; Hi (). Then, ®, € Hs(0,T; L2(£2)) thanks
to 4.29. Thus gy € H%(0,7T).

Let us study the Compatibilty relations (CR.,CR;).

— For the electrons, they are

hl(oax) = 8,,f0(0,.’17), S FJ
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with fy given by (4.25) and hy by (4.23). And so, they write
u(0)®(0)|r = ua(0)]r,

which is true because

U,0|F == U'E)|F = 0.

— For the ions, they are
hO(OJx) = 8,,f0(0,.’17),

with fy given by (4.26) and hy by (4.24). And so, they write
ho(0,.) sy = fols(r),

or
U0|E(T) =0,

which is the case.

Since the assumptions of Theorem (C'.2.4 are satisfied, namely
fedi € HYS(P(T)), ge € H¥ (S(T)),

the Compatiblity conditions (CR.,CR;) hold, so that

111
478

u,w e His (P(T)).

Step 3. Let us prove that f.,f; € His.
First, let us study the space part i.e. the belongness of f to LQ(H%).

: T : : 7
— For HVUHU(H%)’ proving that v(t,.)u(t,.) € H* is equivalent since 1=
3 .
1+ 7 to proving that
v(t,Jult,) € L3Q), (a)
) eL*(Q), (b
(u)elt,) € 12(9), (1) a0
and
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It is easy to handle (4.30.a,4.30.b). Let us check (4.30.c).

(wu)a(t.) / / |(veu 4+ vu,)(t x) y(%u + vu,) (t,y)] ddy

2s+1

()(t0) = (1) (0) + (02)0) = () )l
. / /wx (DD b)) = )P

lx - y|2s+1

v(t.x) — vty)|ua(t,2)] + [v(ty) (ue(tr) — ua(t.y))
+ // iz —y|25+1 dxdy

with s = § B HypOthBSlS Hreg ]_ Hreg 4(3), Hreg4(b), and the boun-
dedness of E and o, the bounds from above are obtained similarly to
previously.

— The other terms can also be handled analogously.

Hence, f € LQ(HE).

Let us study the time part, i.e. the belongness of f to H%(LQ).
— For

lvull? -

HS(L2

/ / el - [t el

tl|2s+1
with s = %. Let us use Property 5, so that

) T T ) |t—tl|20 .
il < €[ [ il

< CHVU”iIl(m),
because =1 and 25+ 1 —2 =2 < 1. Then,
lvullFre ey = vl py + e + 2vpu + vug|72p)

Moreover, v is uniformly bounded in L>(P), u; belongs to L*(P) and
uy € L*(P) thanks to Lemmas 4.2.1 and 4.2.2. Hence,

e Zapy < / (B2 + lo]|20)u?
P(T)

T
< lullzeecp) (/0 (luee(s,-) = vee(5,) 1120y + lgee(s: )17 5 )d8+||0||coT>

< 00,
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and
el < [ (Esa) + ol
P(T)

t
< /0 et (5,:) 1120y (1u(s,-) = v(8, )12 + 19117, 3)ds + [lollco T l[uallLap)

< 0Q.

— The other terms can be treated analogously.
Hence f..f; € H©S.

For the electrons, we have to show that g, € H5(2(T)). The space HS(3(T))
being a Banach algebra, it is enough to show that u and @, belong to Hs (S(T)),
or that u and ®, belong to H'1 s (P(T)). For u, we know from the previous
step that u € Ha's (P(T)). It is easy to show that ®, belongs to L2(H%).
Then, by Lemma 4.2.2 and properties of the Poisson equation, it is clear that

&y, € L2(P(T)), so that ®, € H's (L?).

To appply Theorem C.2.4, we have to satisfy the compatibility conditions
(CR.CR,).
— For the electrons, we have to check that

k 1.1 1
<1-3(G+5),

1
k e
07 h1(0,2) = 0, fr(0,x), if p + - 2GS

with p = %,0 = %, which leads to 0 < £k < g, i.e. for £k = 0. Recalling

that fo is given by (4.27), it writes
h1(0,.)Ir = 0, folr,

or

u(0)9,%(0)[r = d,u(0)|r,

which is true because
U0|F = 8Vu0|p =0.

— For the ions, we have to check that

ok 11 1
Ot ho(0,) = 0, £ (O), 1 < 1= 50+ ),

with p = %,a =8 je for0<k< % or k= 0,1. It writes

8
ho(0,)r = folr,
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Step 4.

and
Oiho(0,)[r = filr,
or, by Equation 4.28 |

U0|F = 07
fi(0)+v, = OonT.

This follows from the assumptions of the theorem.

Thus the assumptions of Theorem C'.2.4 are satisfied, so that

15 15

u,w € Hos (P(T)).

-

It is easily shown that f.,f; € L*(H'T). Moreover, g. € H't (S(T)) by Lemma

4.2.2. For the time part, instead of stuying the norm in H's (L?) we study the
norm in H?(L?) which is similar to the computations of the previous section.

Let us just check the compatiblity relations (CR.,CR;).

— For the electrons, they are

1k 1,1 1
OFh(0,x) =0, fe(0,2), if =+=<1—=(=+=).
hi0.2) = 0,l0.a), i+ D <1504
Since p = 14—9,0 = %, it leads to 0 < k < % ie k =0,1. And so they write

hi(0,)lr = 0O, folr,
8thl (07) |F - 8l/fl |F7

where fy,f; are given by (4.27).
These conditions are satisfied for k = 0, since

1(0)0,®(0) = 0,u(0).
For k =1,
Ochy (t,2) sy = we(t,2) e @a(t,2) [sery + u(t,2) ) P (,2) |-
We have seen at the previous step that

15 15
1°8 |

u€e H
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Hence

ue € His C CO(HY),

and
u(0,2) = £.(0,2) + uy () in Q.

The electrical potential ® satisfies
®, € L*(0,T; H* () N HF (0,13 H(Q)),

and

NN
ool~1

®,, € L*(0,T; H (Q)) N H=(0,T; H'(Q)) C Hi# (P).

Consequently, the compatibility relation (CR.) is
(£e(0,2) + o) @y + uoPrs (0,.) = (£o(0,.) + 1) on T
Thanks to the assumption
ug”(0) = u(a) = 0p € {1,2.3},
the following equalities

(fe(0) + Aug)|r = 9, (fe(0) + Aug)|r = uglr =0

hold. Hence the conditions (CR.) are satisfied.
— For the ions, the compatibility relations (CR;) are

sy

k 11
ath(Oax) = 8,,fk(0,x), if —<1-—-(=
o 2'p o

(

Here p = 2,0 = £ and so k = 0, or k = 1. Hence the relations (CR;)
are

ho(0,)lr = folr,
9tho(0,.)lr = filr,

with fo,f1 given by (4.28), i.e,

U0|F - 07
fi(0)+Avy = OonT.

This is the case, thanks to the assumptions of the theorem.
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We can then apply Theorem C'.2.4 and obtain that

19 19

u,w € Hes (P(T)).

Step 5. By Property 4 and
u € H%%,
it follows that
u(t,0) € H*(0,T), u(t,a) € H™(0,T),

with 17
60 - ga
and that
d,u(t,0) € H(0,T), d,u(t,a) € H(0,T),
with 13
b=

By the Sobolev imbedding [26]

H(0.T) € C*(0.T]) for k := [s — %], 5> %

u(t,0) € C1([0,T]), wu(t,a) e C*([0,1])
d,u(t,0) € C([0,T]), 0,u(t,a) € C1([0,T7]), (4.31)
and
v(t,0) € CY([0,T]), wv(t,a) € C*([0,T])
d,v(t,0) € CH([0,T]), 0O.v(t,a) € CH([0,T]). (4.32)
This ends the proof of Theorem 4.2.1 .
#

4.2.1.4 Regularity of the flux

Corollary 4.2.2 Under the hypothesis of Theorem 4.2.1, the fluzes of the ions at
the boundary
F(t,0) := 0,v(t,0),
and
Fl(t,a) = —0,v(t,a),
belong to C*([0,T7).
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Proof. We conclude then thanks to the result of Theorem 4.2.1.
s

Corollary 4.2.3 There exists a fonction ©(x) which goes to 0 as x goes to 0o such
that for any 6 < T,

|F(2,0)[lcr0,5) < O(Eh) (4.33)
and

[F(ta)llero,6 < O(E) (4.34)
Proof. The idea of the proof is the following. Thanks to Step 5 of Theorem 4.2.1,
| F(2,0)[|cr < C(T,Ql)(HUH%L; + ||U||%,%).

11 11

Then one can get bounds of f.,f; in H4s
Vell, oy < CTNlul s + CTLR ], 3.2

18 18
One can continue the bootstrap. At each steps, it will appear some constants which
depend on 7" and €2;.

IF0)ller < C(T,Q0) [l 10 + [[v]] 10 10
< C(T7QI)||fe||H%,% + ||fl||H11 i

il

VAN

C(T Q) ([Jull2cany + Nvlle2cmny + luell 2y + ClloellL2gam))
For having the real proof, we refer to the next Section, page 113. Recalling Equation
(2.27) and Lemma 4.2.1, it follows there exists a constant C' such that,

|F(0)lcr < C(T, ) (4.35)
More precisely, these constants will typically be products T#Q; for some py <
1, Vo < v < Np. Time T is chosen small enough such that
1

041

K0
Q1

T <

Hence, all the products T} (u > po, v < Np) will remain bounded and will go to
0 as €2; goes to infinity. Indeed, for any p and v,

T < (

)

Qe

e s

TQISWQI ,
1

+1
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with v — u ¢ < 0. Thus
1
T} < g — 0
as €2, — oo.
Hence, the funtion ©(.) is chosen such that ©(z) := -5 and goes to 0 as z goes
to co. Thus
[FE0)ler < () (4.36)
The proof for (4.34) is similar.
i

Remark By those computations, on can get uniform bounds on [|u||;~. Indeed, the
computations have schown that

[ullio 1o + [lvffe 0 < CT S| ell opg + 1Fill g

< C(TS0)(JJull oy + vl 2y + el 2y + Cllod 2 ay)
S C(Tagl)
and by Property (C.1),
|ul|ze < C(T,24). (4.37)

4.2.2 Continuity
In this section, we study the continuity of the map 77 for any § < T,

Y(P(6))( with the C° —norm) +—— C([0,d])
o — F

We make the following hypothesis on the ionisation function v.
Heont 1. which is the same as Hyegl in subsection 4.2.1,

Vo.p(t.2)] < |E(t,3)] + [|olleaT™.
Heont 2. For any o, 7 € X(P(9)),

Vo6 () — vrp(t,r)| < C|(E = F)(t,2)] +C||0—T||c0T (a)
|0:V6 g (t,2) — Opvr p(t,x)| < C|E,(tx) — Fo(t,)| +O||O’—T||C0T2, (
1000V (t,7) — Opair i (1,2)] < OB, (t,2) — Frw(t,@)] + Cllo — 7l|eeT?.  (c)

Hcont 3.

0 1 (t,2) — Ouvr 1 (t,7)| < C|E(t,x) — Fi(t,x)| + Cllo — 7|eoT?,  (a)
|attl/o—7E(t,[L') - attVTvF(t,[L'” S C’|Ett(t,l') - Ftt(t,flf)| + OHU - T||COT2. (b)
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Heont 4. Denote by v := v, p — v, p. We assume that
ty)| < CUE — F)(t,x) — (E = F)(ty)| + Cle — ylllo — 7|0 T?,
v

- | <
) 0,7(ty) CI(E F)o(ta) = (E = F)o(ty)l + Clz — ylllo — 7lleoT?,

Remark. A typical example of a function v satisfying those Hypothesis is given in
Annex 1.

Theorem 4.2.4 For any 6 < T, the map
T1 : o— F

is continuous from C°(Ps) into C*([0,5]).

Proof Let (o%) be a sequence in ¥(P(6)) tending to some o in the C° norm, and
(E*) and E be the electric fields respectively associated to (¢*) and o in 4.7. Denote
by o and E respectively,

o(ta) = o(tx) —o"(t,x), E(tx) = B(tx) — E*(t).

Let u,ur,v,v, be the solutions of the drift-diffusion-Poisson equations

( Oyu — Uy = Vi(0,E)u — ruv — (ud,), in P,

u; = ud, on X,

O, — Uk = Vi(Op, B )ug — rugvr — (UpPpe ), in P,

Upe = UpPp, on X,

o — Av = vi(0,E)u — ruv + (v®,), in P,

v=0on,

O, — Ay, = l/i((Tk,Ek)’LLk — rURpVUr + (qu)ko:)o: in P, (438)
v = 0 on X,

u(0,x) = ug(0,2) = up(z), v(0,2) = ve(0,z) = vo(x),

AP =u—wvin P,

®=gonX,
A@k:uk—vkinP,
[ & =g onX.

Taking the difference of the two first equations of the system (4.38) implies that

Ot — (Up — 0Py — uF®y)y = VU + vpli — (T + uy¥) in P,
u(0,x) = 0.

x | <
) = 0pab ()] < CI(E — Fau(tr) — (= F)os(t)] + Cle = ylllo = 7lleoT

(a)

(b)
(c)
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This can be written as

Ol — Uyy = DU + v — 7(00 + ug0) — 4, P, — w(u — v) — Uk P, — ug (2 — ) in P,
a,,ﬂk; = (u()y(I) — uk&,(I)k)|g,
u(0,x) = 0.
(4.40)
In the following subsections we shall compute some estimations about @, @; and .

4.2.2.1 Estimation on «

Lemma 4.2.3 We have the following estimations, for any t <6, (with § <T),

1@l 2(0,0,12(0)) < C(T82)][5]leo,
and

10| 20,0, 11 () < C(T,821) ||| co.

Proof. By multiplying Equation (4.39) by @ and integrating over P(t),

1
_/u2(t,as)da:+/ u?(s,w)dsdr < / |Dua|+||l/||L°°(Pt)/ ﬂ2+r/ g 0]
2 Ja P(t) P(t) Pt) P(t)

@ - —=2
+ || ||L (P:) <u_+€|ux|2>
2 €

+/ u2|u+v|+/ ukxuéx—i-/ Upz|0||T + D).
P(t) P(t) P(t)

By Equation (4.37), uy are uniformly bounded in L>(P(T)). Let us estimate the
term including the ionisation function. By H.qpt.2(a),

L/|mw|sc7 (T5)lco + |8 [url
P(t)

P(t)

IN

t t
¢ [ Plaleludizlalie +C [ 18l lluelialal.
0 0

t
< C||U||30T4+C/(IIUII%z+||uk||L2(|IUI|2Lz+||v||%z))-
0
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The other terms are treated similarly.

t
/ wwa| < C / Nl 9] e e
P(t) 0 . .
o 112 2 1 ~112
o sl + — [ 1112
2 /o 2€ Jo
/ a0, < C / 102 2
P(t)

O5 [l o [ 1l
/ u? < / / uu?
P(t) B T3 P(t

/ ol + 3 [Vl ol

/ T / = L2 all e feael
P(t) 0

IN

IN

IN

Recalling that u and u; belong to L*(0,7; H*(Q)) N L>(0,T; L*(Q2)), by Gronwall’s
lemma
@]l ey < C(TA)]|7 leo,

and
]| 2y < C(T,80)||5||co-

4.2.2.2 Estimation on u,

Taking the time derivative of (4.39),
U — (ﬂ'tx — ﬂt@x — ﬂ'@tzn — Uktél' — Uk@tflf)w = at (lj(U,E)) U+ VU + Vit + ViU

—r(Tv + UV + U + ugty) in P,
Uiy = U@, + Uy + upe®x + up Ptz on (0,T) x T,
U (0,x) = 0,
(4.41)
and -
@y, = (4 — U;) in P,
®, =0 on .

Lemma 4.2.4 We have the following estimations,

el 2 0,0,510)) < C(T\80)][a]leo,
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and
|0l 220,49, 81 (0)) < C(T,80)][7]|co-

Proof. We multiply (4.41) by @; and integrate so that,
L 2
— | @;(tx)dx + Uy,
2 /g Pt)
— / (@ P, + uDsy + upePx + upPLT) Uy
= / O (0(0,F)) uily + Dugliy + VWil + vpic — (v + 0p + UpeD + UpDp) Uy

By Theorem 4.2.1, remember that w, are uniformly bounded in L>(P(T)). Analo-
gously as previously,

t
/ b, < cl/ 105 ]2 e (5L 2 | @t (5, | rals
P(t)

/ 15,5, ) = w3, Ml + (5,30,
(enum sl + Llats. .>||L2)
J-

(5 By + (s )y s

IN

IN

||Ut

and

/ 0D, < 5/ (s, / 1B, (5,) (/ |at|2(s,a:)da:> ds
P(t) 2 Jp)
€ _ 2 C 2
< 3 U] ” + — (M(J—M e+ llg(s)IP Wt )|Pdx ) d
P(t) € Jo

By Hypothesis Hreg.3(a),

/ |uﬂt17t| S C/ uﬂt(T||5||Co + (i)tx)

P(t) P(t)

1
Ol 2w TQ—/ u2+0/ 2
2 Jp(r) P(T)

+C/|M ) = Ou(,0)l|z2) |l (s,.) || 2 ds.

IN

The last terms are bounded from above by

—/ rla*v < 0
P(t)
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and

t
- / rugid, < C / lae(s,) 12 + [[9(5,.) |2 ds,
P(t) 0

because uy, is uniformly bounded in L*(P(T)). For the ions, we have the same
inequalities, and so

@) e+ [ el ol o
. o 4.42

t
S/0(Ilﬂllin+II@Ilil)(llﬂtllﬁ+||17t||i2)+||5||c0,
with

/0 (la(s, ) + 15(s,)[[h)ds < oo.

So, by the Gronwall lemma ,
/ & (1) da + / B (ta)dr < C(T.)|15]|eo.
Q Q

This completes the proof of Lemma (4.2.4).

Lemma 4.2.5 The following estimations hold
sl 220,49, (2)) < C(T, )| ]|,

and
e || 210,11 () < C(T80)]| 7]

Proof. The proof of Lemma 4.2.5 requires computations similar as previous one, and
skipped here.

Let us prove the continuity of the map T}. Recalling that (%) be a sequence in
Y(P(§)) tending to some o in the C° norm, and (E*) and E be the electric fields
respectively associated to (o%) and o in 4.7, let & and E be respectively,

5(t,x) == o(t,w) — o"(t,x), E(tx) = B(t,x) — E*(t,2).
Denote by

f=vu+va—r(uw +uw) — 4, E — u(u—v) — uge B — ug(u — v). (4.43)
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The differences of the flux of the ions is

F(t,.) = v,.(t,.) on T.

(4.44)
Then _ _
1ZG g < CIFE 8,
O35,
= CH@“H%%(H
< Ol
In order to get estimations on HﬁHH%’%(Pt)’ the scheme of the proof is the following.
1. We first compute || fi| g% ¥ py and obtain

||fi||§{%’%(Pt) < Cllalico + ||ﬂ||2%,%§(Pt) + “@“2%’%5(3)'

2. Then, thanks to Theorem C.2.4,

170 3538 ) < Cell y3.2 ) T 17l 58

HT & (P) a8(sy)

and

< ClIfill,,1

Il 1.1
HT 8 (Py) vty
3. We then show that

||fe||2 71 < CHUHcO + ||“||2 gL.A

H1'8(P) (Pr) H™278 (P)

il 5.5 5,y < ClTlleo + 11T a0 ) + 1000050

(Py) 8 (P’

IIZW) < Nl g, + 1005305

4. Once again, thanks to Theorem C. 2 4
Wy S COlellygg iy + 18l

19 Py

lall

HT 8 (P HE(S)
“TJHH%%(H) < C“ﬁ“H%%(Pt)'
5. We then show that
152, 18 1y < Cllolo + 17, g g+ 100 g
50 g5y < N0+ % g 5+ 191 15,

[ e S o (| -

15 HE(P) HTE(P HTS(P)
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6. Again, thanks to Theorem C.2.4,

2.2y < CNFelliacen + 104,

< Ol fillz2(p)-

191,22 )

7. We then show that
||f6||%2(Pt) < O|5]120 + ||7~_L||2L2(o,t;H1(Q)) + ||77||2L2(0,t;H1(Q))7

||ﬁ'||%2(Pt) < Ollaligo + ||ﬂ||2L2(o,t;H1(Q)) + ||@||2L2(0,t;H1(Q)))7

< Nl p,, + 1911

8. And we end by establishing the 1nequahty
[ull 1.y < Clla]lco-

[

15 Hi(P)

HY z(P

Step 1 Estimation of ||fl|| . We use the fact that

1_1_
H4°8

15 15

UV, U, U, € HT’%(Pt), u,v € Ha's (FPy).

For the space part, let us bound from above ||f;||

L205HT ()

— ||7ul] 2 : We remark that
L2(H)
11 3
LR S
4 * 4
We have
||DU||2L2(H2) = ||DU||2L2(P) + 1720w + 20, u, + Duxx||2L2(P)-
By the hypothesis H.pt.2(c),
7ea(t2)] < Bl (2) + ([ ]lco- (4.45)
Moreover, u is bounded in C°(P;), and so
||Dmu||%2(Pt) < C’/ (s,x)dxds
< C’/ [|Eve| (5,7) + ||5’||C0]2 dsdx

IN

o (llis + / 1852 s

o (loli + [ ) = s
o)) (Jlol3 +llats..) - o(s I,

IN

IN

L2(0,t;H T (2))
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19 19
478

Analogously, by the belongness of u to H
C°(P,), so that

, Uy and u,, belong to

1PatialZopy < CTHDNENC + llals,) — o(s,)|17

1200, HE (Q))

[Pusslfopy < COHDNGNC + llals,.) — o(s, )}

L2(0,6H T ()

and

||l7’LL||%2(H2) < C(T7|I|)HOHC0 + ||u||2Lz 0,t,H1 1 (£2))

Let us now consider

I(t) o= ||Zaa(t, Jult,.) 5=

with « %.
_ |V (ty)u(t, @) — Dxx(t,y)u(t,y)f "
o // |x_?|2a)+)1( )’ |d?.)( (t,z) —ulty))[’
+(t,x) — Upu(t,y t,x)|” + Ve (ty) (u(t,x) — ult,y
< // 7 — yPott dydzx.

Thanks to the hypothesis H.qpt-4(c),

_ 2
// || B (t,7) — Euo(ty)| + & — yll|5]leo|” [u(t2)?

|z — y|2”‘+1

p [ [ et i DI o

dxdy

Then,
|Eua(7,7) = Euo(Ty)| < Cl|Eua(7, )20y 2 — ]
< CIElmioyle =yl
< Cll®(r)lmswle —
< Cll@- 0)(r)lmale
< Cll(u—v)(r, )IIH%(Q)Iw—yI-
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Hence, by the belongness of u to C°(P,),

I(t)

I(t) < O(T,|I|)(//p

<

_|_

i //va yl? ||0||co+|||(

|a;

o(T, 1) / / |x—y

0) &I 1 )|56—y|2
yPa+1
ta) — u(ty))’
= dxdy
y|2 +1
~ 12 -2
ol + 1=,
iz y|2a+1 ray

|:1:

Hence, by Hcont .2((3),

It follows that

_ 2
||Vmu||L2(H§)

dpdf

200—2

< C(TDleles + lla— vl

) —ulta))*

yPa+1

IR ) (1502 +la =l ) -

15 -
L*(HT)

The other terms can be treated the same way, so that

7]

Consider then ||av||

11
L2(0,t;H 4 ()

< C(TD)oleo + la -l

11 .
L2(ut)

L2(0,4,HT ()

Since & > 2 L HT(Q)is a Banach algebra.
CC'(H

919

Moreover v 6 H=%

and so

and so

) Hence,

[as, Jv(s, )l < Cllals, )l lloCs )l

[av]

02|

Consider then ||17x<1>x||L2(HT

172(5,-) @2 (s,) || 4

< Clal

< Clla(s,)ll 15|IU|ILOOH4)7

vl

L2HT) r2a )yl peomay:

1. .

)

< Cllols, )l e 12 1

< Cllols, )l g lluls,.) — o)l
pay S Ol e =vll . 1)
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— Consider finally ||U’3(i)’3||L2(H%)'

o, )85, )y < Clloel) g1
< Cllols, )l 2[R,z
< Cllo(s, )l g llals, ),z
and so -

For the time part, ||f||Hz(0,t;Lz(Q)) will be bounded from above, which will bound

Hf“H%(o,t;m(Q)) as a consequence.
— Consider first ||7ul| g2(z2).
||ﬂu||i]2(L2) == ||77U||%2(Pt) + ||77ttu + ZﬂtUt + Dutt“%?(Pt)-

Recalling Lemma 4.2.5,

Failliany < C [ (@ur+ lolln)u?
Pt(t)
< C [ (o = vl + oo
0
< ol

because u is uniformly bounded in L>(P;).

nwﬂameC/ By + T2|5]|e0) 22

Pt(t)
c[nw@»mmﬁmw»—mam;@+Twwa>
< D)5k,

IN

thanks to Lemma 4.2.3 and uy, € L*°(L?).
— Let us bound from above ||vi| y2(12).

vl tze) = Valliz ) + Vet 4 200 + V|72 p,)-

Then,

ratlay < € [ (@u+ lollofa
P(t)

IN

C/ ||a||2L2(Q)(||utt - Utt||||2L2(Q) + ||9tt||2L2(Q) + [lolzo)

0
Clialics.

IN
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thanks to 4.2.2 and 4.2.3. Then,

[Waulizpy < C [ (@0t T?6]lco) s

0NN
C(T.1)llollco,

N

as previously seen.
— Let us bound from above ||uv|| g2(r2).

@l Fr2 2y = 1@0[|72(p,y + l|@ecv + 200, + Gveel |72,
Since v is uniformly bounded,

||attv||%2(Pt) < ||‘_7||(210'

Then,
t
[aveel|Z2(p,y < i 1@l oy 1veell 720
< [lo]lzo,
thanks to 4.2.2 and 4.2.3.
— Let us consider |[0,®. || 2(12).
||77xq)x||il2(L2) = ||Uwq)x||2L2(Pt) + |02 P + 201 Pr + ?_J(I)tm”%%l’t)'

We have

t
e oy <O [ (=l + ol 0 i
t
¢ ||17tt||12r{1(9)

0
< C||7||eo-

IN

— Let us consider [|v,®, | m2(r2).-

||Ux§’x||%{2(m) = ||U90(i)$||2L2(Pt) + |Vt o + 2010 P + Ux(i)tt:BHQL?(Pt)'

15 15
1

Since u and v belong to € H% %, u and v belong to C°(L*(2)), so that

t
C | (llu— @||L2(Q))2||Utt||12r{1(g)
0
O sup [1as,) = 05, 3oy ol B
s€(0,t)
< laff? 15 15
H 48

IN

||Uttx(§$||%2(13t)

IN

(10,¢[x£2) + ||U||H%’%(}07t[><g) + ||U||C0'
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Then, since v € C°(H'()),
t
||U93(I)tt93||%2(13t) < C (“att_@tt“LZ(Q)y”UH%{l

912
< COlalleo-

It follows from this first step that

I 5 < Clilic
H 1

8 (]0,¢[x )
12 =112
+ C (”““H%%Go,t[xm * “U”H%%(]O,t[xm) '

-

Step 2 Thanks to Theorem C.2.4,

10,3898 1y < CIell 1.3y + 118

108 (Py) Hs(z
and
601588y < Ol
Step 3 Estimation of || f|| a3y By a similar calculus to Step 1, we can prove the

following inequalites
For the space part,

Vel gty S 10100+ N g+ 11,

for the time part,

1Fell 2 2y < M8llco + 11T oy + 10130 -

Hence,

1l gy, < Cloli

b Ol g+ 11,

).

(P)

Estimation of ||ge||Hs o)

||ge|| 2 < O“U(I) +U(I) || 1 11(Pt)

Space part. By the belongness of u, u, u,, to C°(L?), it follows that

t
[ [ < [ st

09
< C||U||L2(H2),
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Step 4

Step 5

and .
/ / 92, < C / a2 a2
0
< Cllp..

Moreover,

/ / 2,8 < Clall.

/ / 282, < Cllul s,
Hence,

||’L_L(I)93 +U(§x||iz(H%) < C“ﬂ”iz 11 + C||U||2

()

Time part. We consider the norm of u®, + u@x in HQ(L2).

|a®, + u(i)x”%{?(]ﬂ) = |lud, + u(i)x”%?(Pt)
+ aa®s + 20Pr + Ui |72 p,
+

||utt(§x + 2Ut(§toj + U(itta:“%Z(pt)-

It is easy to see that

||ﬂtt@w||2L2(Pt) < ||5t||<2707
||M’tta:||%2(Pt) = 0 (luee = veell22(0) + ||9tt||H1)2||a||i2(ﬂ)
S ||5||207

and the other terms are treated similarly. Hence,

2 2 2
10, < CURE g+ 191, )
Thanks to Theorem C.2.4,
2 2 2
17 ) < C||fe||H§ 2opy Tl s,
and , ,
1ol 22y < O||fz||H%g )
Estimation of || f. [y 2py

By a similar calculus to Step 1,

Ifell? 55 < CliElico

HT5(P,) ;
T Ol g0

§0,01x9)"
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Step 6 Thanks to Theorem C.2.4,

—112 712 — |2
||u||H%’§(Pt) S CerHLZ(Pt) + ||ge||H%(Et),

and , o
190,52, < Ol
Step 7 Estimation of || fe||12(p,)-
It is easy to see that
| fell (e 5[0

< C|
+ Cllal|Zaemny + 1017201

Estimation of ng“lﬁ(z .
t
It follows from

ng“H%(Et) S ||a(b$ + u(i)o:“Hl,%a
that
1912 4, < CllP g + 012,

Step 8 Now,
lall., (4.46)
< Cllallacey + Nacl 22, (4.48)

and
1907y < Cllolzegry + Nell72mn). (4.49)

Step 9 It follows from Lemmas 4.2.3 and 4.2.4,
[l 2y < Cllo]leo

and
||| L2¢riryy < Cllal|eo

SO

2135, < I co

1
HY3(P,
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Step 10 Finally, we have proven that:

||ﬁ(57')||6'1([0,t])

|
T
o
S

I
Q
=r
8
—~
\E'JJ
=

=

o

IA A IA
Q
=
=
o+
o
E

This proves the continuity of the map T}, for any ¢ < T',

Ty : X(P(9))( with the C° —norm) —— C'([0,17])
o — 7,

and, by the Schauder fixed point theorem, ends the proof of Theorem 4.2.4.

4.3 Continuity of the map 75

First of all, recall that
F(t,0) := D,;0,v(t,0),
By Corollary 4.2.2, F(t,0) € C'([0,T]). Let Ty be the following map ,

cHo1) — X(P(5)
F = P

where p is the first component of the solution (p,m) to

—Xo(pr + AMipa) +my + Aymy =0 in P,
_Al(pt + )\QPx) +my + )\2m$ =0in P, (450)
p(0,2) = polz), m(0,2) = mo(x) in 2,

together with the boundary conditions

m(t,0) = F(t,0),
t

plt.a) = pu(t). (4.51)

Let us study the continuity of T, when X(P(¢)) is considered with the topology of
the C° norm.
As seen in Section 4.1, P(J) is splitted as

P(5) := Q(6) U R(5) U S(5),
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4.3.1 The Cauchy problem

Notation. We denote by u® = (uf,u$) = (p°,m°) the solution of the Cauchy pro-
blem (4.50). Recalling Section 3.2.4, the Cauchy problem is studied in the maximum
determinate domain

Q) ={0<t <9, 21(t) <z <xy(t)},

where
dz, (s .
{ di ) = \o(s,21,u’(s,x1)), (4.52)
iUl(O) = 0,
and d(s)
{ ;s = A\ (8,29,u’(s,22)), (4.53)
iUQ(O) = b,

and the solution in this domain does not depend on the boundary conditions.
Remark. The characteristic curves defined by x; and x5, do not depend on the
boundary conditions (4.51).

4.3.2 The boundary value problem

We consider the domain R(d) = {(¢,2);0 <t < 4,0 <z < x,(t)} where x; is the
characteristics defined by (4.52). Let us study the following problem

2
Zgj(t,x,u)(ﬁtuj + N(t,z,u)0u;) =0, =12,

j=1 (4.54)
Onz =z wuy(tw)=ujtw ) uoj,je{l 2},

Onx =0 wu(t,0)=F(t) —

As previously, we write the boundary conditions in the following way. Let
Gi(t) == =Ay(p° — po) + (m® —my),

and
Gy(tu) == —X(p— po) + (F — myp).

Then
2
on xr =y, Z(?juj = G (1),
7=1
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T(t,x)

(0,0)

F1G. 4.1 — f; characteristics in the domain R(0)
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and
2
onz =0, Z Cosu; = Ga(t,u).
j=1
Remarks.
8UG1 = O,
0:Gy = —\30;p° + OymF is continuous because u¢ belongs to C*,
0, Go = —)\! is continuous ,
8U2G2 = O,
(9,5G2 — 8t.7:(t)
~ By Theorem 4.2.2, the function F belongs to C''([0,T7]). Moreover, the bound
of ||F||cr are uniform and given by (4.33). Hence, the constant Q; defined by
(3.35) does not depend on ||F||c1. Indeed, any €, such that
1 0 c c
Ql > ﬁ sup ‘—)\Qth + atm ‘
0 0<t<T
§§U1§1,|U2|<1
and 1
Q> 1-¢ sup O(€2)]
0<t<T
§§U1§1,|U2|<1
satisfies . 9C
A ] sup ‘a—tl(tﬂ/)
7 0<tLT
§§U1§1;|U2|<1
=12

which is required by Li Ta-tsien [24]. Now, the function w*, defined by (3.38),
a priori depends on ||F||ci. But thanks to Theorem 4.2.1,

|Filt) — F8)] < ClFN g [t — |5 < Cl|Ferft —t']5.

Thanks to Equation (4.33),the modulus of continuity of F is bounded inde-
pendantly of F, and the function w* does not depend on [|F||c:.
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— One can then applied Lemma 3.3.1 to get the existence and uniqueness of u
which belongs to C!(d,.) with d,, < T.
— For any ¢ < 0., T, maps X(P(0)) into itself, since

u € P (8|Q1,2(.)) == {v € ZPP(SI), Vi, Qn,q) < Qa(n)}.
Let us show the continuity of the map
w:=F — u:= (p,m),

where (p,m) is the solution to 4.54. Let (F?) be a sequence converging in C*([0,77)
to F. Let u and u” be the solution to (4.55) and (4.56) respectively,

;

2
Z G (tz,u) (Opu; + N(t,o,u)0puy) =0, [ =12,

J=1

2
On z =y, Z iu; = Gi(t), (4.55)
7=1

2
On Tr = O, Z <3]U] - G?(tau)7
=1

and C
> Gt ) (0l + N (tzuP)dul) =0, =12,
7=1
On z = x4, Z CPul = (4.56)

On z =0, Z(O uf? = Gy(t,u?).

25 U5

The difference @; := u; — v satisfies

ZQJ (t,x,u)(0t; + \i(t,x,u)0,05) = Z@tu (G (txuP) — Qi (t,,u))+

7=1
Z Optt? (G (tuP )N (t ) — Gyt u) N ()

71=1
=: hy(u,u?), 1 =1,2.
(4.57)
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The [-characteristics, starting at (¢,x) for the problem 4.55 are defined by

{ W = (T fiu(T.f1),
filt;tx) =, 1€ {1,2}.

Let 7 and 75 be the longer times such that

fo(me(t,x);t,x) =0 and fi(m(t,x);t,x) = x1(m).

By integrating (4.57) on the [-characteristics between 7; and ¢,

ZQJ (t,x,u)u,;(t,x) ZQJ 7, () u(m, fi(m))) g (i, fi(mi))

+Z [ S+ [ st

T

(4.58)
where for any function K (t,z),

(A _,

dr K(1,fi(1)) + MO K(7,fi(1)), | € {1,2}.

Multiplying (4.58) by the inverse matrix (¢*') of (¢lj) implies that

uy(t,x) = Z ¢ (tau) Gy (7, fu(m) sulm, fi(m)) g (s fu(m))

lyj=1

—i—ZCkl (t,z,u) Z/ dccl;ﬁ u;dr (4.59)

T

—i—ZCkl t,x,u) / hy(w,up,)dr.
I 7

Denote by
2
w) =Y G(m.ful(m)u(m, flm)a, (i, fi(1)).
j=1
Then Fi(a) = 0, since @ = 0 at the points (t,z1(t)), and

FQ(ﬂ) = _)\1(TQ,O,U(TQ,O))EI(TQ,O) + fLQ(TQ,O).



128

CHAPITRE 4. THE WHOLE PROBLEM

It follows that
up(t,x) = Ctwu) (= (7'2,0 u(72,0)) 11 (72,0) + U2(72,0))

+ZC’” (t,x,u) Z/ 4G ( )u]dT+ZCkl t,x,u /thl(u,up)dr

(4.60)
Only @y(72,0) is given by the boundary condition. In order to know @, (72,0), let us
integrate (4.57) on the 1- characteristics between 7 (72 (¢,x)) and 7(¢,x). Hence,

Cll(TQ,O,U’(TQ,O))al(7—2,0) = _CIQ(TQ,O,U(TQ,O))EQ(TQ,O)
(Cu( Jur + Gia(u)ta) (11(72),21 (1))

T2 d T2
+Z/ CCZT -d7'+/ hy (u,u?)dT,

T1

0
: C11(72,0,u(72,0)) @1 (72,0) = —1s(72,0)

2 ) ) T
+Z/ dCIJ(u)ude+/ hy (u,u?)dT,

j=1 7 I

since @ = 0 on (t,z1(t)) and (33 = 1. Since the solution u to the boundary value
problem belongs to C!, and u is bounded, (;1(72,0,u(72,0)) is bounded. Hence

Fy(u) <

CH(TQ,O,U) (7'2,0) CII(TQ,O,U)(TQ,O)

27/2 (7'2,0) ‘

)

1 T1

7=1
and, since A\; is bounded and (;; is bounded from below and from above, it follows

2 t t
i (t,3)| < 0|a2(T2,0)|+CZZ/ |aj|d7+z/ |hy () |dr
[ j=1 T l T

(4.61)

2 t
< C’|u2(72,0)|+02/ (7, (7)) dr
j=170
Let
V(t) := sup |u;(s,x)|
J
s,x € R(t)

where R(t) is defined by

R(t)={(r,x);0 <7 <t,0<z<x(7)}, t €]0,0] (4.62)

2 L) ) L)
E / LSHC) u;dr + / hy (u,u?)dT
T le

+|ﬂ’2(7—270)|7
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On the characteristics,
u; (1. fiT)) < V(7).
Hence

t
V(t) < C |ay(m,0)| + C/ V(r)dr.
0
It follows from Gronwall’s lemma that
V(t) < Cllagllco = [|F]|co-

Hence YV —» 0 in C° when F — 0.

4.4 Uniqueness

We are going to show the uniqueness of the solution (n.,n;,®) to the whole
system,
( One — (Opne — ne®,), = (:(VP,p) — rng)ne,
om; — (Ouni + 1P, = (1;(VP,p) — rnji)ne,
Q.0 = (e — 15),
Oene = ne®P,, (t,x) €2 (4.63)
ni(t,x) =0, (t,x) € ¥
® = |,
n¢(0) = n;(0) = 7o,

\

with n.o nonnegative, where p is the first component of the solution (p,m) to

—)\Q(pt + Alpx) +m: + Almx = O,

—Al(pt + )\pr) +m: + )\me = O,

p(0,x) = pi(x) m(0,2) = m;(x), (4.64)
m(t,0) = 9,ni(t,0) in t € (0,9),

p(t,a) = p(t,a) in t € (0,0).

Let (nln!,®' ptm') and (n?n?,®%p?,m?) be two solutions of the system (4.63 —
4.64). For the sake of convenience, let

U 1= N,V := N,

and

w = (wy,wsq) := (p,m).
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We denote by ~ all the quantities expressing differences. For example @ = (wj —
w?wi—w?), u = ul—u?... As previously, we rewrite the Euler system in the following

form
2

> Gitawt) (0wt + M(tawh)owh) =0, 1=12,

j=1 (4.65)
Onz =X, wi(te)=ustz) — wo,

Onz =0, wy(t,0) = m(ng)(t) —mo,

for k = 1,2. Taking the difference of those equations implies
Ot — Ot = vu — V21U — r(uvt + u?0) + 0, 9L + a(u! —vt) + u2d, + u?(u — v),
0,u = 9,
(4.66)
and

2

2
> Gt wh) (0@ + Mtrwh)0wy) = D wi (G (taw') — G(taw?))+
1=1

J=1

2
> 0w (Gi(taw ) Ni(taw®) — G(taw ) N(taw'))
j=1

= hy(w'w?) (I =1,2).

(4.67)
Let
V(t) = sup |0 (s,x)] - (4.68)
S, EJR(t)

With similar computations to Section 4.3.2, i.e. using a method based on the cha-
racteristic curves, we will prove that

V(t) < Cllusllco < [|0:14]|co. (4.69)

Then, with similar computations to Section 4.2.2, we are going to show that
t
XA e / sup 72(s..). (4.70)
0 =

4.4.1 Estimations

As previously, we denote by v,

v, 5(t.x) == v(tx,pts),E(tr)).
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Assume that the following assumptions hold.

(Hypi 1) which is the same as Hregl in subsection 4.2.1
Vo, (t,2)| < |E(t,2)] + [|pllco-
(Hyni 2)-
t
Vo1 (6:2) = V2 2 (t)| < C/ sup [(p* — p*)(s,2)|ds + C|(E" — E?)(t,x)], ()
0 =
t
|Ouvpr 1 (8,7) — Do 2 (8,7)] < C/ sup [(p' — p*)(s,2)lds + C|(E, — E;)(t.x)l,  (b)
0 =
¢
Orctip 1(00) = Bratie2(00)] < C [ sup (6" = )0l + CI(BL, — EL) (1)l (0
0 =
(Hypi 3)-
t
O (1) = O 210 < C [ s (6" = ) s lds + CI (B}~ B (e, (@
0 =
[Ouevpr 1 (£,2) — Ouvie p2 ()| < C'sup |(p" — ) (t,2)| + C|(Eyy — Egy)(t,))]. (b)
(Huni 4). If 7 denotes v := Vol g1 — Vp2 g2, then
t
7(t,x) —v(ty)] < Clz -yl / sup [(p' — p*)(s,2)|ds + |(E" (t,2) — E*(t.y)], (a)
0 =z
t
|0.7(t2) = 8;(t,y)| < Clz =y / sup |(p! = p%)(s,2)|ds + [(E,(t2) = Ex(ty)l, (D)
0 =z

t
01.7(t.0) ~ Drut(ta)] < Cla =y [ sup|( = #)(59)|ds + |(ELa(tr) = Bl (ta)l. ()
0 =z

4.4.1.1 Estimation on «

Lemma 4.4.1 We have the following estimations,

t
JalF vy < C [ sup lo(s.o) s,
0 =

and

t
(P / sup | p(s,2)Pds.
0 =
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Proof. The proof is similar to the proof of Lemma 4.2.3. Let us estimate the term
including the ionisation function. Thanks to Hypothesis H,,;.2(a),

/ lpugu] < C'/ (sup 7] + | Do) |ura)
P(t) Pt(t) x t
< ¢ [ swilluclzlale + [ 12 0n ol ol
0 T 0
t t
< C (/0 sup |5|? +/0 )32 + |Juellz2(||a)|3. + ||17||%2)> ‘

The other terms can be treated similarly. By a Gronwall’s lemma, we get

t 2
[l ooz < C(/ Suplﬁ(s,x)|2d8> ,
0 x

t 2
C (/ sup |p(s,x)|2ds> :
0 =z

Taking the time derivative of (4.39),

and

IN

4l 22 ey

4.4.1.2 Estimation on u,

’L_Ltt — (l_th — ﬂt@x — ’L_L(I)tx — Ukt(i)a? — Uk(itx)x = 8t (l?(p,E)) u + Dut =+ l/]ct’L_L =+ l/kat

—r(@ + v + Uk + ugty) in P,
Uy = U Py + Uy + gy @ + up Py, on (0,2 x T,
e (0,x) = 0,
(4.71)
and -
@, = (4 — U;) in P,
®, =0on X.

We multiply (4.71) by @, and integrate so that

1
— / ur(tx)de + / u?,
2 Ja P
— (4D, + U, + upPx + upPta) s,

P

= O (0(p,B)) uily + Duyly + viyliliy + vpie — (U0 + G0y + UpeD + Uy ) Uy
P
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Lemma 4.4.2 The following estimations hold,

M

t
|| 20,8, 11 (02)) < C </ sup |ﬁ(57$)|2d5> )
0 =«

and
1
3

t
Vel 20,0, 12 (0)) < C </ sup |P(8,$)|2d3>
0 =

Proof. The proof is similar to the proof of 4.2.5. Let us estimate the terms including
the the ionisation function. Recalling Hypothesis H,,;.3(a),

[l < 0 [ juafsuplps) + )
P(t) P() . t
< C/ Sup|ﬁ(87$)|||ﬂt||L2(Q)+/ @ = Vel 2o |8]] 220
0 T 0
t t
< 0 [swlpts)lf + [ Nl + 1000
For the ions, we have similar inequalities, and so
[+ + [ fuf o+ ol
Q P(T)
S/0(Ilﬂll?ql+II@II?nn)(IlﬂtII%+||?7t||iz) (4.72)
t
' | sw ol
0 =z
with .
/ (la(s,) I + lo(s,)[I7:)ds < oo.
0
So by Gronwall’s lemma,
t
/ﬂ?(t,az)daz—i—/@f(t,x)dw g/ sup |p(s,x)|*ds.
Q Q 0 r

This completes the proof of Lemma 4.4.2.

With similar computations, the following lemma holds.
Lemma 4.4.3 We have the following estimations,

t 2
ee|| L2 (0,6, 110y < C (/ sup |ﬁ(37$)|27d5> :
0 =
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and

1
¢ 3
el 220,11 (02)) < C (/ sup |ﬁ(57$)|2d5> :
0 =
#

Let us now prove the uniqueness of the solution. We denote by
fi=vu—v’u—r(w' +u*) + @, + ulu' — o) +ul®, +u*(u—10v). (4.73)

The difference of the fluxes of ions is

Then, B
| F lepo,q

IAIA

t
The aim of the proof is to bound from above || fi|| -1 u with respect to / sup |p(s,2)|*ds.
0 =

H™378 (P(t))
The proof is very similar to the proof of Section 4.2.2.
1. We first compute || fill 1212 , and obtain that
H18 (P(t))

t
sty < € 500 psi2) s+ 1 1+ 1 3.

HT 8 (P(t)) HT 8 (P(t)

2. Then, thanks to Theorem C.2.4,

and

8 py < Clill 2.5

1028 % (po)
3. We then show that

=12 2
o L R AU L AP
2 2 2
||fz|| whip <C’/ sup|p8$)| ds + ||al| o (P +|| I HT8 (P(1)’
and ) 9 2
178 ey < N 23 oy T 1T 2002 -



4.4. UNIQUENESS 135
4. Again, thanks to Theorem C.2.4 |
and
9]l HT8 (P(1) C||f7’||H4 B (P(t))
5. We then show that
Iy < € [ 50100650+ 01,1+ 102
t
2 2 112
I, 33y < C [ suplosa)lids 4l g )+ 101
and
2 12 2
19125 1y < 1912 2.5+ 100,22
6. Again, thanks to Theorem C.2.4
||U/||H4 S(P(t C||fe||L2 + ||ge||H4(E
and )
7. We then show that
B t
||fe||2L2(P(t)) < /0 sup |p(s,z)[*ds + ||ﬂ||2L2(o,t;H1(Q)) + ||27||2L2(0,t;H1(Q))7
_ t
||fi||2L2(P(t)) < /0 sup |p(s,z)[*ds + ||a||2L2(0,t;H1(Q)) + ||17||2L2(o,t;H1(Q)))a
and
2
19124 iy < NP3 + 1
8. And we end by establishing the estimation

1
t 2
lall,. sc( / sup|p|2> -
0 =z
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Step 1 Estimation of ||fl|| . We recall that

i1 11
H1>8 (P(t))
9 19 15 15

U, U, U, Vg, € H%’K(P(t)), u,0 € Ha's (P(t)).

For the space part. We consider ||f||

L2( 0tH4(Q)) ’

- ||VU||L2 ay Notice that
11 3
T —94
4 + 4
Then,
17Ul 2202y = 1Pl 72py + || Pantt + 20010 + Dligy|| 12 p)-

Recalling Hypothesis (H;p; 2).c,

Deal < (Bral(tir) + / 116(r)lleodr. (4.74)

Moreover, u is bounded in C°(P(¢)), and so

||l7mu||%2(p(t)) < C/ (s,x)dzds
2
< |: xx| 83? / ||p ||C0d7_:| dxds
< C(T, |I|)/ sup |p|*(7,7) d7'+/ | _)||H1(Q)d3
< o) / sup gl (r.)dr + / la(s,) = 5(5,)|[Eagoy s

Analogously, by the belongness of u to H%’%, u, and u,, belong to
C°(P(t)), so that

t t
1Ptta2apy, < C(TII) / sup |p(r,z)dr + / (s..) — 0(5.) |22 ds.
t

t
PtaalZapy, < C(TII) / sup |p(r,z)dr + / (s.) — (5. |22 ds.

and

t
[7ull 22 g2y < O(T;|f|)/ sup |p*(1,2)d7 4 [|t|72 0.1, L2 () 1100 220 6,220
0 =
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Consider
I(t) = ||l7xa:(t7)u(t7)||%{“7
with o := %.
I == // |.I' _ |2a+1 d dl‘
= | Vxx tﬂf Vm:(tay)) (t :L')| + |Vxx(t y)( (t,.l“) _ u(t,y))|2dydx'
|.’L' _ |20¢+1

Thanks to Hypothesis H;;,;.4(c),

dxdy

_ _ 2
[ o = 9] Jy sup. 15(r) dr + | B (1) = e t)| fut,0)P

|x—y|2a+1

/Q / pan(t) ) = ltgF
QJa |z — .

y|2a+1

Hence, by the boundedness of u in C°(P(t)),

v =yl (Jy I = yl>sup, [p(r.e) P ) + | E(t) |2z — g
cai [ [

|2a+1
|Vmc ty tx) —u(t,y))|2
+ / / 5 — 2a+1 dxdy

|z — y|? fosups|p| 7,8)dT + ||u — v||* " o)
< CO(T,|1)) // dxdy

| |2a+1

|Vm ty)( (tx) (t y))|
+ // |2a+1 dxdy

|z —

lz —y

t
12 I —
< 0( / oup I (r.5)d + [ UHH%(Q»)-

The other terms can be treated in the same way, so that

t
12 2
< [ sunlara)dr + a= ol

— 2
[
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— With similar computations to Section 4.2.2, it follows that

vl o, < Clallaip ol
0.2l e, S Cloll it = ol
5.2l S Ol = vl 1,
and B
||U:E®:E||L2(H%) S C||u||L2(H4)||,U||Loo(H%)

For the time part, as in Section 4.2.2, || f|li2(0,412(0) Will be bounded from
above, which will bound || f||

— Recall that

HE (0,6:12(0))

||DU’||%IZ(L2) = ||DU||2LZ(p(t)) + || Zeu + 203u, + th||2LZ(P(t))-
Thanks to Lemma 4.4.3 and Hypothesis H;;;.3(b),
||17ttu||%2(P(t)) < C’/ (@ (5,2) + sup |p(s,2)])?u? (s,2)dsdx

/ lau(s,) = G5, |y + / sup |7(s,2) [ ds

< / sup |7(s,z) [2ds,
0 =

IN

because w is uniformly bounded in L*(P(t)).

Iuilioey, < € [ @ [ s lptraiiny
<c / e o (17(s.) = s ey + | suplpira)Par)as
< C’/ sup |p(7,7)|*dr,

thanks to Lemma 4.4.1 and uy € L>=(L?).

— Let us bound from above ||va||g2(12).

||Vﬂ||iIZ(L2) = ||Vﬂ||2Lz(p(t)) + |lveet + 2040, + Vﬂtt||2LZ(P(t))'
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Then
aillpey < C [ (@urlsa)]+sup lploua) P s.0)dsds
P(t) z
t
<c / (s, ) 2 (e — vl + g2y + oll20)
t
< ¢ [ swlp(ra)par
0 x
thanks to Lemmas 4.2.2 and 4.4.1. It is easy to show that
ol < € [ (] + loleo)’s
P(0)
< ¢ [ swlplro)ar,
0 =

as previously seen.
— Thanks to Lemmas 4.4.3 and 4.4.1 and similarly to Section 4.2.2,

t
||7~_LttU||2L2(p(t)) < C[) sup |ﬁ(7,x)|2d7,

and

lvalZapey < / syl o

IN

/ sup |(r,z) [*dr,
0

t
s ey < € [ suplotraoar
B t
o By < Ol + 1018 gy +C [ S0P lom0

t
ol < C [ suplptra) P
0

We can summarize the first step by the following inequality,

t

I ey c / sup 72(s,.
+ Clall? +Iloll?,

15 15
H™478(]0,t[xQ)

,_.

15 1
H™1-

o

(10,¢[xQ)




140 CHAPITRE 4. THE WHOLE PROBLEM

Step 2 By Theorem C.2.4,

t
2 =2
[T (/’supp (5.)

and

2 =112
I 25y < O sy 101

el g s,

Step 4 Thanks to Theorem C.2.4,

all? w 2 (p(s)) <Clf. ||2gg pay T ||§e||2g(2t);
19117 5y, By S CIIE 5. 3 pey’

Step 5 Estimation of || f.|| % % (t)).
Similarly to Section 4.2.2 (Step 1), we obtain

t

sup ﬁz(s )

S—

<
£ 4gpy S ©

I g 171 5.

HT8(]0,t[xQ)"

Step 6 Thanks to Theorem C.2.4,

m@%wm<mvmwu+mm o
1912 5. ) < Ol

Step 7 Estimation of ||fe||Lz(p(t))
It is easily seen that

t
| fell2cpey < C'/ Supﬁ2(37-)+0||ﬂ||2L2(H1)+||77||2Lz(H1)-
0 =
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Estimation of ng“H%(&)'
19:04 o, < N5+ 0]
and
1912 4,5, < ClEIE Ly + 012,
Step 8 Now,
||ﬂ||;1% < Ollall oy + el oy,
105 < CllolZeg) + 110672
Step 9 By Lemmas 4.4.1 and 4.4.2,
t
Jallzgr <€ [ supp?(s.)ds
0 =
and .
@l 2y < C’/ sup p°(s,.)ds.
0 =«
Step 10 Finally we have proven that:

1F(s:)leroy < ClF (s,

Clloa(s,.)]]

13
HE (0,t)

13
HE(0,t)

IA A

VAN
Q
)]
e
T
ey
(3]
—~
@®
N

4.4.2 Conclusion

Since p is the first component of the solution of Euler system 4.64, it follows
from Definitions 4.68 and 4.69 that

t
V(2 < [ sup (s s,
0

xT

and so

V()2 < /tV(s)st.

Gronwall’s lemma implies that V = 0 so that « = v = 0. Hence the uniqueness of
the solution is proved.
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CHAPITRE 1. APPROXIMATION NUMERIQUE

1.1 Introduction

Nous nous intéressons a présent a la résolution numérique du probléeme continu.
Elle sera faite par:

— une méthode de différences finies pour les équations de Dérive-Diffusion,

— une méthode de volumes finis pour le systeme d’Euler,

— une méthode d’éléments finis pour I’équation de Poisson.

Nous supposerons que le panneau est infini dans une direction, de maniere a faire
les simulations en deux dimensions d’espace. Le domaine de calcul est représenté
sur la figure (1.1).

@ Conditions infinies

VIDE <:>

Plasma initial

Dielectrique

F1Gg. 1.1 — Domaine de calcul

Les longueurs caractéristiques du dispositif sont:
— la longueur dans la direction X: L,
— la longueur dans la direction Y: L,
— la longueur du plasma dans la direction X: L,
— la longueur du plasma dans la direction Y: L,,.
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Nous discrétiserons avec N, points en X et N, points en Y. Chaque point sera
donc repéré par deux indices i et j avec ¢ = 1,N, et j = 1,N,. On notera que dans
le diélectrique, seule I’équation de Poisson est calculée (en effet, pour calculer le
potentiel, il faut tenir compte de la charge électronique implantée). Dans le "VIDE’,
par contre, on résoudra les équations de Dérive-Diffusion, ’équation de Poisson et
le systeme d’Euler.
Notation: On reperera par jo l'interface entre le vide et le diélectrique. Pour
J = 1,70 — 1, les points considérés seront dans le diélectrique et pour j = jo,N,, les
points seront dans le vide.
Nous avons les conditions aux limites suivantes:
— En 1, le potentiel est égal au potentiel imposé (condition de Dirichlet).
— En 2,
— pour les particules chargées, le flux est nul dans la direction X. Ce qui
revient a considérer le plasma comme infini dans la direction X.
— pour les neutres, nous prendrons des conditions a l'infini.
— En 3,
— pour les particules chargées, le flux est nul dans les directions X et Y. Ce
qui revient a imposer une condition de Dirichlet sur les densités.
— pour les neutres, nous prendrons des conditions a I'infini.
— En 4, on impose les mémes conditions qu’en 2.
— En 5.
— pour les particules chargées, on impose un flux nul dans la direction Y.
— pour les neutres, on prend une condition de glissement.

Le phénomene de désorption sera considéré comme un terme source dans le systeme
d’Euler et sera décrit dans la section 1.3.

1.2 Discrétisation des équations de Dérive-Diffusion

Nous nous intéressons a présent a la discrétisation des équations de Dérive-
Diffusion. Nous rappelons que ces équations sont de la forme:
Sa

Ong + V(=D Vn, + panoE + nyu,) = —
M

avec o = e,i. Une premiere méthode pour discrétiser la partie spatiale serait d’ap-
proximer 'opérateur V. par des différences centrées ou décentrées, mais le schéma
alors obtenu serait instable. La difficulté est de discrétiser convenablement le courant
Jo:

Jo(t,x) := =Dy Vg (t,x) + pana (t,x)VO(t,x).
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Pour ce-faire, nous utilisons la méthode de Scharfetter et Gummel [39]. Dans la
suite, pour des raisons de facilité de présentation, nous ferons les calculs en une
dimension d’espace.

1.2.1 Discrétisation du courant
1.2.1.1 Cas d’une dimension d’espace

Pour des raisons de clarté d’écriture, nous n’écrivons plus l'indice a. En une
dimension d’espace, le courant est donné par:

J(t,x) .= —Dn,(t,x) + un(t,x)®,(t,x).

La densité est connue aux points z;. L’idée de la méthode est de garder J et &
constants entre les points z;_; et z;. On pose

J.

11—

= J(taxifé)a Ei 1 =E(tz;i 1)

N

Il s’agit alors de résoudre

Jioy = —Dny(t,x) + pn(t,x) By,

7

donc

/’LEifl J
T
n(tx)=Ae D+

La constante A est donnée par

Pl pbiy
(. —mzimy)  Jin (x — mi_1)
n(t,x) =n; e D + 2(1—e D ) x € [@i1,m]
pE;
et
n; n;—1
J_s = ki +
imy = M pE; pE;
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1.2.1.2 Cas deux dimensions d’espace

En deux dimensions d’espace, E* et EY désigneront les composantes du champs
et J*,JY celles du flux. Celles-ci s’expriment par

n; ;1
x x 2y 2 Yi
Ji 1i 'LLEi_lvj MEx L + /,LECC L ’
i—1,5 i—1,j
Tij — Ti-1,5 T WFij — Ti-1,5
1 _ ¢ D ( J J) 1 —e D ( J J)
n; N; i1
Yy _ Yy i, i,j
Ji,j*l 'LLEi’j_l ME'y + /LEy
W*l(.._ 1) _#*1(.._ 1)
1_¢ D Lij — Tij—1 1_e D Tij — Tij—1

1.2.2 Discrétisation des équations de Dérive-Diffusion

On suppose que le maillage est régulier. On pose
Ar:=x; — w1, Ay:=y; —yi 1At =1, — 1

et
nﬁ] = n(lAt,iAx,jAy).

Nous utilisons le schéma d’ordre 1 en temps suivant

Ry O NS P (1.1)

i = Mg~ E( g Ty T Ay( Ly T Yig-3

avec @ = 1,N,,j = 1,N,,.

1.2.3 Conditions aux limites

Nous allons a présent traiter les conditions aux limites discretes. Nous considérons
séparement les ions et les électrons.

1.2.3.1 Les ions

Pour les ions les conditions sont

— en ] = jQ,
n;j, = 0,4 = 1,N,, condition d’absorption.
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Ainsi, d’apres (1.1), on prendra

l l
2,JQ 1=3,JQ (1 2)
TV T =0 '
i 1 - s .1 — 9
Jotsy LJQ—3
pour ¢ = 1,N,.
—en j =Ny,

nin, = 0,2 =1,N,, condition a 'infini,

et on prendra

x,l x,l -
Jissn, = Jimay, =0 1.3
Jyvl _ Jiﬂwl _ 0 ( ' )
i,Ny+3 iNy—3

pour ¢ = 1,N,.
A présent nous allons écrire les conditions en ¢ = 1 et ¢ = N,.

— en ¢ = 1, la variation de la densité n’est die qu’a la variation du flux dans la
direction Y. Ainsi,
x,l x,l -
T =iy, =0 (1.4)
pour j = jo,N,. Il n’y a aucune condition a imposer sur JY.

— en 7 = N,, la condition a l’infinie sera nulle:

NN, = 07 ] - jQ)Nya

donc l l
€T, _ €T, —
‘]Nm+%,j ‘]Nm—%,j 0, 15
Jyvl _ Jiﬂwl _ 0 ( ' )
No,j+3 Noyj—3 ’

pour j = jo,INy.

1.2.3.2 Les électrons

Dans un premier temps, nous allons chercher a traduire la condition aux limites

0
a—Z = unkE.v.

C’est en fait une condition de conservation de la masse (ou du nombre total) des
électrons (quand on consideére 1’équation homogene, i.e. sans second membre). Du
point de vue discret nous voulons obtenir la conservation du nobre total discret Ny;.
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Nous présentons les calculs en une dimension d’espace, dans la direction Y (nous
n’écrivons pas l'indice i qui sera supposé fixé).

N.

N = Z ngAy.
Jj=Ja
Aussi,
N = ZnéﬂAy.
J
Or At
+1 _ 1 =" y,l . y,l
n; =mn; Aj(JJ'Jr% Jj_%),
donc

Npot = Npg+ ) (Jj0 =)

i3

] !

= NL, —J [+ TV
Nous prenons alors comme conditions aux limites pour les électrons

JU =1

y,l
1
1-1 Ny+1

=0

En fait cette condition de flux nul n’intervient qu’a la surface du diélectrique. Ainsi,
en j = jo la condition aux limites devient
yvl — S
Ji,jg—% =0,57=1N,.
Pour les cas j = N,, i = 1, ¢ = N,, nous prendrons les mémes conditions que pour
les ions a savoir les équations (1.3-1.4-1.5 ).

1.2.4 Stabilité

L’étude du schéma numérique 1.1 est difficile a faire et reste un probleme ouvert.
Pour le cas stationnaire, c’est-a-dire quand le schéma ne dépend pas du temps, on
peut se référer a [34, 35].

Nous nous intéressons & la stabilité L? du schéma 1.1. Nous rappelons la définition
suivante [42].

Définition On dit que le schéma qui s’écrit

k
I+1 .
vj+ = Z Cwiy,n>0,75 €N,
=—k
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oll les €} ne dépendent pas de la solution, est L2-stable s’il existe une constante C,
indépendante du temps, telle que

||Ul||L2(Q) < C||U0||L2(Q), Vi > 0.

Remarques:

— on appelle aussi la norme ||n!||z2q) de n, 'énergie de n.
— le schéma 1.1 n’est pas linéaire et une analyse de la stabilité par une méthode
de Fourier s’avere impossible.
Nous considérons le cas ou le champ FE est fixé et ne dépend pas du temps. Remar-
quons alors, que le schéma 1.1 peut se mettre sous la forme

nﬁ“ = nﬁ + (Giné-i—l - Fmi) - (Giflni - Eflnﬁ—l)a (1.6)
avec 5
Bt
At E; — Az
Gi = U : E = Gl D
HA:U _,U/Et Axa € )
1l—e D

ou G, et F; sont positifs pour tout indice i.
Il faut a présent se donner une énergie [40]. L’énergie qui provient du cas continu
est la ‘norme L?’. En effet, nous avons vu, dans le cas continu que:

/Qu2(t,x)dx < C’/u%(az)daz.

Q

Cependant la norme [? discrete se préte mal & notre schéma numérique. Nous allons
donc nous donner une autre norme, c’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique
définie positive. Nous prendrons la norme qui dérive du produit scalaire suivant:

N
UV =D Uiy,
=1

ou (7;); est un poids & déterminer. Il faut notamment que v; > v > 0, Vi.
Lemma 1.2.1 Sous [’hypothese:
Vi=1N, 1-F,—G;_, >0, (1.7)

le schéma (1.6) est stable.
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Preuve: En élevant (1.6) au carré, il vient:

112 )2 2 92 2 2 2 9 2 9
P = gt + Gingy + Fing + Gong + F2ng

+2Ginini 1 — 2le2 — 2Gi_1n? + 2F;_in;n;_;
—2G Fininit1 — 2GGi iy + 2GFyinang
+2EGi—1n? — 2K Fi_inin;

—2G; 1 Fiining .

Nous allons a présent définir le poids ;. Nous prenons

Yit1 G,

Vi F;

On multiplie par ~; et on somme:
N N
STt = ST wnl P+ FP 4+ GEy - 2F - 2G;y +2FGy )
i=1 =L x
+ Z WFLni, + Z %Gini,
i=1 i=1

N
+ Z Yinini—1 (2F;—y — 2F;F;—y — 2G;_1 F;_1)

=1
N
+ Z Yininiz1 (2G; — 2GiF; — 2G;GG 1)
7;;1
+ Z vi2ni—1ni1GiFi_y.
=1

Il faut a présent transformer les quadruples produits en somme de carrés. Nous
allons utiliser la majoration bien connue:

1
ab < §(a2 +b?). (1.8)

Il faut pour cela choisir convenablement les a et b. Premierement, on remarque qu’il
n’y a égalité que pour a = b et que I'inégalité est stricte autrement. Ensuite, pour
les solutions stationnaires de la forme

Ginz’+1 = Fmi,
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le schéma (1.6) conduit a

I+1 _ 1
n; =Ny,

et donc, entre autres, a ce que 'énergie de la solution soit la meme que celle de la
donnée initiale. Il faut donc que nous ayons égalité dans la majoration (1.8). Nous
allons donc majorer les quadruples produits par des termes de la forme:

2 2 2 2
Ging, et Fing.

Nous sommes conduits au développement suivant:

1
Fininiy < e (Fn} + GinZ,,),
1 2 9
Gininip < 2F (F U +Gz z+1)
et o P2
1—1 =147 2
ni—1nip1GiFi_y < (Gin?y + —=—ni )
2F, g, !
11 vient

N N
Z’y,-|né+1|2 < Z’Mn 2(1+ F} + G?_| — 2F; — 2G;_1 + 2F,G;_)

N+1

+ Z 71+1F TL + Z Yi— lezfln2
1
+Z’y’t+1(1 _E-i-l G)G (F2n2+Gz z—l—l)
1=0
N

1
+Zf)/l 1 _F Gl 1) (F2n2+Gz z+1)

=1 F
N
Gi FZ F?
+Z% 3 (Gndy + G21 ny)-
i=1 ¢ -l

Avec des changements d’indice adéquats, nous obtenons

N
vl < Z%|n (1—F —Gi1)
=t N+1

+Zﬁ)/z+1 n; +Z’Yz
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ce qui s’écrit

4 Vit Y i1 G
; l—|—12 < ; l—F Gl _|_ i+1 + i—1 1—1
2l < Z”'" TR AT

+’)’17’L12(1 — F1 — G()) + ’yNnN(l — FN — GN—I)
n2 + 7y 2
't G/ ,

+’)’1G

+YN-1

Ln2 + n2
FNIN “YNF N+1-

Nous remarquons que si les bornes d’intégration étaient infinies, les termes de bord
disparaitraient et il resterait:

’Vz—l—lF Yi— IG 2
Z’Y@|n 1_F Gz 1+ i G1 + i Z%|n|

d’apres le choix des 7;.
Nous distinguons le cas des ions et celui des électrons. Pour les ions la condition aux
limites donne:

ng="n1 =Ny =nNyy1 = 1,

et on retrouve le cas précédent.
Pour les électrons, on remarque que

Fyyong = 71ni G,

et que
2

i
Yo 4

Gy

avec le méme genre de relation en 7 = N et © = N +1. Donc en sommant, on retrouve

encore
N N
D Al <Y il
=1 =1

ce qui acheve la preuve du Lemme 1.2.1.

_ 2
ny = nking,

1.2.5 Une condition CFL

La preuve du Lemme 1.2.1 nous impose une condition de type CFL. A priori
elle dépend de la solution et méme de la solution en chacun des points du maillage.
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Pratiquement, nous pouvons nous donner une condition CFL qui est facile a calculer.
Nous rappelons que le schéma s’écrit

nitt =nl — ﬁ(ﬂ = 1)

On remarquera alors que le champ FE, dans la condition de stabilité (1.7), est évalué
a 'instant [.

Pour évaluer la condition CFL, nous considérons successivement le cas ou le
champ E est faible et le cas ou il est fort.

— Dans le cas d’un champ faible i.e. pour tout ¢

D

la condition de stabilité (1.7) devient

<1,

1 241 >0
Ar? =
— Dans le cas d’un champ fort i.e.
E.A E:A
vi, P22 S 1 ou v, BESY o
D
la condition de stabilité (1.7) devient
At At
Vi, 1— ’“‘A—in >0o0u Vi, 1— “A—in_l >0,

respectivement.
La condition C'F'L s’écrit donc (en se rappelant que le champ est calculé a 1'étape ()
Az | Az

1

1 _ :
At = acpy, mln(ﬁ,min M—Ell)

ou acpr est un nombre strictement inférieur a 1.

1.3 Discrétisation du systeme d’Euler

En ce qui concerne la résolution du systeme d’FEuler nous utilisons la méthode
des volumes finis pour la partie spatiale et un schéma de type 'Runge- Kutta’ pour
la partie temporelle. La résolution numérique est faite en deux dimensions d’espace.
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La vitesse U est décomposée en une composante horizontale v et une composante
verticale v, soit:

U = (u,v)

Le systeme d’Euler est donc:

oW +VF(W)=S (1.9)
avec Conditions initiales et conditions aux limites ’
ou
Pn
W = Pl
P
E,
Le flux F est ' = (F,G) avec
pU pU
P | PvEP oo | rw
PU ’ ’ pvt +p
uw(E + p) v(E + p)

Nous maillons le plan a l’aide de cellules C;. Son bord sera noté 0C;. L’interface
entre deux cellules C; et C; sera notée 0C;;. Les cellules C; sont construites sur les
barycentres G' des triangles (voir la figure 1.2).

1.3.1 Calcul des flux

L’idée est de multiplier le systeme (1.9) par les fonctions caratéristiques de chaque
cellule et d’intégrer sur le domaine. Ce qui donne

o[ W [ P(Windo= [ s
Ci 8Ci Ci

q/w+ /’Fw%mz/a
: C; z]: 0C; (W) Ci

ou 0C;; désigne l'interface entre les cellules C; et C;. L’approximation du terme

Z F(W).vdo se fait a 'aide de la fonction de flux numérique
acs;

soit

J

¢ij = (I)(Wi,Wj,T]),
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F1G. 1.2 — Cellules C; et C;

ol 7 est la normale intégrée:
n=(mmn) = / vijdo.
8Cij

Pour évaluer ce flux, on peut considérer une méthode de Godunov, mais il s’avere
qu’en deux dimensions d’espace, cette méthode est tres cotiteuse. C’est pourquoi on
utilise un solveur de Riemann approché. Nous utilisons le schéma proposé par Roe.
Le flux de Roe se construit comme un solveur de Riemann local dans la direction
de la normale 7:
oW +0,F(W.n) =5,
W,six e Ci,

W(t,l‘) o { Wj six € Cj.

Il s’écrit
1
O(W;,W;n) == F(Win) + §[R(Wuwg’ﬂ7) — Y| RIWs, W) || (W; — Wy),

ol 7. est un parametre de décentrage, et F est une combinaison linéraire des flux:

F(W,n) = n.F(W)+n,G(W),
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et R est une matrice satisfaisant les propriétés:
-~ R(W;,W;n)(W;=W,) = F(W,,n)—F(W,,n), qui est en fait une linéarisation
des relations de saut,
- R(W;,W;,n) — F'(W,,n) lorsque W; — W,, assurant la consistance du

schéma numeérique.
— Enfin R(W,;,W;,n) est diagonalisable a valeurs propres réelles.

Roe a proposé de prendre

16(‘AZDXA[jﬂ7):: fi(‘Afﬂ7%

ou
— A est la matrice jacobienne du flux:

oF oG
A(W,n) = ﬁxﬁ(w) + ﬁym(w)

— Létat W est la 'moyenne de Roe’ des états W; et W, c’est-a-dire: Si

Pi Pj
W, = Pit; . W, = Pjtj
PiVi PjU;
E; E;
alors
p
W= | P
PY;
E

avec
5ol VPR P
NSV
2. VPt P

VPi /P
5. VPVt VP

VP + /P
i .- YPltli+ /il

NCENG

+ . o
ou H = P est ’enthalpie par unité de masse.
p

Le schéma est alors précis a ’ordre 1 en espace.

’

’
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1.3.2 Conditions aux limites

Le bord du domaine se décompse en deux parties: I' := 0Q := ', UT'. Sur I'y
nous mettrons des conditions de glissements et sur ', des conditions a I’infini. Nous

avons:
(AireCi)(Wy); = — > / F(W).v;;do (1.10)
jeK (i)Y 0Cii
—/ F(W).ndo (1.11)
oC;NTYy,
_ / ¥ (W) ndo (1.12)
9C;NI'so

+/C S. (1.13)

1.3.2.1 Traitement de la paroi
Nous prenons une condition de glissement pour la paroi:
pUn =0,

ol n est la normale unitaire qui sort du domaine. Cette derniere égalité se met sous
la forme:
MMy + NyMmo = 0.

L’expression du flux sur le bord devient:

0
F(Wi,n) =n,F +n,G = nab
nyp
0
L’intégrale du flux devient:
0
(I)zb(wlan) :/ f(W“’I’L)dO' = P )
aC;NTy TlyP
0

ou

est la 'normale intégrée’.
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1.3.2.2 Conditions a l'infini

Soit W, le champ représentatif de ’écoulement a ’extérieur du domaine. Le
probleme de Riemann défini par les valeurs W; a l'intérieur du domaine €2, et W,
est résolu en utilisant un solveur de Riemann approché,

2007

/ f(W,TL)dO' = ®(W17W007771°°) =@
0C;NI'so

avec

Niso ‘= / ndo.
9C;NI'so

On utilise une décomposition de flux de type Steger-Warming: les échanges avec le
milieu extérieur sont calculés a partir de ’expression suivante,

®SW(W’L'7WOOJ77Z'OO) = A+ (Wlanzoo)wt + A_ (Wlanzoo)wooa

ot AT(W;,miso) et A7 (W, mis) sont respectivement la partie positive et la partie
négative de la matrice du flux A(W;,mis0)-

1.3.3 Désorption

Nous avons vu que la désorption s’écrit

(pu)lm = { ; i dn

ou J; est le flux de la densité d’ions incidents et n la normale a la paroi. La quantité
(pu)|p.n représente le flux de matiere éjectée. On pose ainsi:

(1.14)

feje := (pu)[p-n

D’autre part, I'éjection des neutres est aussi caratérisée par:

la densité d’éjection Peje
la vitesse d’éjection (UejesVeje),
la pression d’éjection Dejes

et la température d’éjection Tj..

Le terme source di a la désorption est un terme de ’paroi’. Il est donné par

feje
uejefeje + Pejela
Uejefeje + Dejelly

fe'e
ﬁ (Eeje + peje)

Seje -
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et 'intégrale de ce terme source devient:

fejelib
uejefejelib + Pejellz
/ Sejeda - Uejefejelib + Pejelly )
oC;NTYy, eje
] (Eeje + peje)lib
eje
ol
lib - / dUJ
oC; NIy,
et

n = / ndo.
oC; NIy,

1.3.4 Intégration en temps

Nous utilisons une méthode Runge-Kutta explicite d’ordre N (pour 1 < N < 4).
L’algorithme est donné de Runge-Kutta d’ordre N est donné par:

wo =wn,
At
O_wo__2 5
W W N+1-1 (
Wt — (V)

Wy 1=1,..,N,

ott WO est la solution & l'instant [At et ot ® représente le flux spatial total.

Nous avons essayé une méthode d’ordre 1, mais la fonction d’ionisation (qui
est un terme raide) est alors mal intégrée et la pression p devient négative. Cest
pourquoi nous prenons un schéma d’ordre deux.

1.4 Eléments finis

Dans cette section, nous résolvons numériquement I’équation de Poisson avec une
condition de Dirichlet. Nous allons étudier dans un premier temps le cas homogene
puis le cas non homogene.

1.4.1 Cas homogene
Soit f € L*(€). On cherche ¢ € H;(Q) telle que

—A¢ = [ dans Q, (1.15)
¢ = 0sur O (1.16)
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1.4.1.1 Formulation faible
Nous considérons donc une formulation faible du probleme (1.15 — 1.16):

Trouver ¢ € Hy(Q) telle que Yo € Hy (),
/v¢.w _ / I (1.17)
Q Q

Il s’agit a présent de discrétiser la formulation faible (1.17).

1.4.1.2 Formulation faible discrétisée
Nous nous donnons un maillage Q" de Q formé de triangles T' et nous notons

zy,( J =1,ns) les ns sommets.
Définition On note K; ’ensemble des triangles qui ont I pour sommet.
Nous prenons comme fonctions de base les fonctions P1. Au sommet I, on associe

la fonction de base p;, de support Supp(p;):
pi(x) =Y pj(x), (1.18)
TeK;
avec .
Liznt
= (1.19)

T
pr(2) = =—
() LIn?

ot n! est la normale au coté opposé a I, au bord du triangle 7T

F1G. 1.3 — Fonction de base
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(z) = 1 sif
PITI =1 0 si x € OSupp(pr).

On décompose l'inconnue ¢ dans la base des py,
¢"=> ¢,
J=1
La formulation faible discrétisée est:
Trouver ¢" € Hy(Q") telle que VYo" € Hg(Q"),
| ovorver= [ gt
Qh Qh

On prend pour fonctions ¥ les fonctions de base p;. Finalement, il faut résoudre le
systeme linéaire a ns; équations, ns; inconnues:

Trouver )

(1.20)

Jein tels que :

1.21
/ ¢ Vps (). Vpr(a / fpr(z), I = 1,ns;. (1.21)
ou ns; est le nombre de sommets intérieurs a Q".
1.4.1.3 Ecriture du ysteme
Avec les fonctions pf, nous avons
=T
n
Vpp = —= !
L.
Donc (1.21) s’écrit
Trouver (gb’})J:Lm tels que :
Z(ﬁ’}/ n¥ . n¥t _ / fllx nF I=1ns (1.22)
‘= Jrexinx, iJnd LiIng o Jrex, LiIng
Si on pose
Apy = / ﬁnjj . ﬁn? )
rexni, JyJJnk LTnT
ILixnT
bI = / f 1—» ;7
rer; ILil.ng

on a a résoudre le systeme
A" =b. (1.23)
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1.4.1.4 Cas ou f n’est pas réguliere

Nous nous intéressons ici au calcul du second membre b dans le cas ou f n’est pas
réguliere. Typiquement, f représente I’accumulation des électrons a une profondeur

Yy =a:
f(t,[l),y) = A(S(y - a),

ou A est la charge accumulée. Il faut donc intégrer:

Lg=A [ 6y—a)ps(zy)dzdy.

Ky
Soit e telle que

1
e e COO,/ e(x)dr = 1.

On pose
en(y) :=ne(n(y — a)).

On a, pour toute fonction p réguliere,

a+—
| peweawdy — plea)
quand n — +o00. Ainsi

I3, = A/ en(y)ps(xy)dedy — 1, ;.
Ky

On a

si (z,y =a)NK; =10,
lg=14 4 Z / —a)p;(z,y)dzdy, sinon.

On considére donc le deuxieme cas et un calcul simple montre que
I = AZ/ ph(z,a)dr,
TkEK

oil les y¥,y% sont les points d’intersection entre la droite y = a et le triangle T}, (cf
Figure 1.4).
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YA

Fi1Gc. 1.4 — Intersection
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1.4.2 Cas non-homogene

Il s’agit du cas

—A¢ = f dans Q, (1.24)
¢ = g sur 09, (1.25)

avec g € H%(BQ). L’existence et l'unicité de la solution de (1.24 — 1.25) se fait par
une méthode de relevement que nous ne détaillerons pas ici. Nous nous intéressons
a la méthode numérique. Nous utilisons la méthode du terme diagonal dominant.
La matrice A et le vecteur second membre b sont pratiquement les mémes que dans
le cas homogene. Seules les lignes et les colonnes qui concernent les termes de bord
seront changées [41].

Supposons que nous voulions imposer la condition aux limites ¢r = gx. On remplace
alors le terme diagonal Ay, par Age + 10% et b, par g * 104, ol « est assez grand
pour que

10° >> > [Agl.
J

A la k-ieme ligne on aura alors:
> gy + 10, = 10%gy,
J
soit
Pk = G
1.4.3 Algorithme

L’algorithme de résolution du systeme couplé Dérive-Diffusion-Poisson-Euler est
représenté sur la Figure 1.5.
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Initialisation des donnees pour DDP

Y

Initialisation pour Euler

Resolution de 1l’equation de Poisson

Y

Resolution des equations de DD

Y

Calcul des courants

'

T
Resolution du slysteme d’Euler
l

Fia. 1.5 — Algorithme de résolution
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2.1 Introduction

2.1.1 Le plasma initial

Un plasma est caractérisé par trois parametres: la longueur de Debye Ap, le
'nombre de Debye” Np et la fréquence plasma w,,.. Ils sont donnés par les expressions

suivantes:
EOKTe
)\D = )
ne

4
Np = 7I'TL3)\3D,

ne?
Wpe 1= )
b €oMe

ou K est la constante de Boltzmann, 7, la température électronique, n la densité

électronique et m la masse de I’électron. Pour avoir un plasma, il faut

(H 1) que Ap soit petit devant la longueur du dispositif,

(H 2) que Np soit grand devant 'unité,

(H 3) et que la fréquence plasma soit plus grande que la fréquence de collision entre
les électrons et les autres particules chargées.

On peut aussi donner la fréquence plasma ionique wy;

ne?
Wy = .
P €om;

Donnons quelques précisions sur les flux électronique J, et ionique .J;. Nous avons

vu que:
Jo(t,x) = =Dy (t,2)Vna (t,x) + po(t,x)n.(t,x)E(tx),
ou KT
D, = -
MV,
et
4o
Ho =
MV,

avec o = 1,e, U, est la fréquence de collisions avec les particules neutres et g, est la
charge. Les coefficients D,, D;, u. et u; vérifient les relations d’Einstein:

D, KT D, KT
= —cet = —.

He € i €
KT, D, KT,

Nous prenons — = =
He € 2%

= 2 pour fixer les idées.
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Remarques:

— Nous considérons un plasma faiblement ionisé. De ce fait nous ne prenons pas
en compte les collisions coulombiennes entre particules chargées.

— Les ions du plasma sont des ions H™.

— Les fréquences de collisions v, dépendent de la densité des molécules neutres
[45]. Or dans le vide, il n’y a tres peu de molécules neutres. Les fréquences de
collisions deviennent petites et les pas de temps aussi. C’est pourquoi nous gar-
derons ces fréquences constantes. Cette approximation peut sembler grossiere,
mais dans le vide, ou il y a peu de particules, une description fluide n’est
de toute maniere pas appropriée. Il faudra plutot coupler avec une méthode
cinétique, chose que nous n’avons pas traité dans cette these.

Les densités initiales sont

— pour les molécules neutres: ny = 10**m ™ dans le plasma et n, = 0 loin du
plasma avec une décroissance douce,

— méme densité initiale pour les particules chargées: ng = ny/100 (le plasma est
faiblement ionisé).

De telles données sur les coefficients et sur les densités fournissent les valeurs

suivantes
Ap = 3.3 % 107 "m,

Np = 36particules,

Wpe = 180 X 10*° collisions par seconde,

wyi = 4 x 10" collisions par seconde.
et vérifient bien les hypotheses H 1, H 2 etH 3. De ce fait, nous considérons bien un
plasma.

2.1.2 La géométrie

En ce qui concerne la géométrie du dispositif, nous prenons: longueur en X (sens
de la décharge) Lx = 1000um et longueur en Y Ly = 500um. On observera donc la
décharge sur des longueurs de l'ordre de 3000\, en X et 1500Ap en Y. Dans tous
les cas, nous partirons de la configuration initiale suivante:

— la longueur du plasma initial, dans la direction X, est de 250um,

— et la hauteur, dans la direction Y, est de 50 um,

— D’épaisseur du diélectrique est de 100um,

— la charge est implantée a une distance de 20um de la surface et a une valeur

de 2 x 107*C'/m?*.
Nous discrétisons avec 100 points en X et 59 points en Y. Les pas d’espace sont
ainsi de 1 x 10°m en X et de 1.017 x 107 °m en Y. Ainsi le rapport entre le pas
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A, :
d’espace et la longueur de Debye est de 'ordre de = 30 et nous ne décrivons pas
D
les phénomenes qui s’étendent sur des longueurs de 'ordre de \p.

Le pas de temps est variable, mais globalement il est situé entre 5 et 6 x 10~ sec.
On peut le comparer a 'inverse de la fréquence wy,:

=5 x 107 Bsec

Wpe

Alinsi, nous décrivons les phénomenes survenant entre deux collisions. On remarquer

que I’échelle de temps des électrons

est plus petite que celle des ions —.
Wpe Wi
Nous ferons, dans chaque simulation, 10000 iterations. Les temps de calcul, sur

une DEC alpha 21164/500, sont de I’ordre de la vingtaine de minutes.

2.1.3 Présentation des simulations

Beaucoup de coefficients et de parametres sont susceptibles d’influencer la décharge.
Nous rappelons que les différents phénomenes de la décharge sont:

— la désorption,

— Dionisation, introduite dans le modele par la fonction d’ionisation v(t,x),

— la recombinaison, introduite par le terme rec(t,z).
En ce qui concerne la désorption, on peut effectivement jouer sur au moins deux
parametres: la quantité de gaz neutre éjecté par rapport au nombre d’ions incidents
B et la vitesse d’éjection v.;. Rappelons ici la loi de la désorption,

—ﬁm,J, si J,’.V Z 0,

(Pntin)Ir = { 0 sinon | (2.1)

Physiquement, il semble que [ varie entre 1 et 10.
Nous rappelons que les fonctions d’ionisation et de recombinaison sont de la forme:

ng(t,z)
fionsisation - A’I’Lg (t,x)e_B lg(t’“’) Ne (t,x) pour l’ionisation,
free(t,x) = rne(t,x)n;(t,x) pour la recombinaison,

ou ng, n., n; sont respectivement les densités des molécules neutres, des électrons et
des ions et E désigne le champ électrique.

Nous ne connaissons pas 'état véritable du plasma. Nous savons qu’il doit éetre
au méme potentiel que Vy. Or, avec cette configuration initiale, rien ne nous dit que
ce soit le cas. C’est pourquoi, avant la simulation de la décharge proprement dite,
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nous laissons évoluer le systeme de maniere a ce que le potentiel du plasma soit
proche de Vj. Nous ne commencons la simulation qu’a partir de ce moment-la.

Nous cherchons sous quelles conditions la décharge avance. Pour qu’il y ait avancée,
il faut que les densités des particules chargées valent celle de la densité initiale ny,
et que le potentiel électrique soit proche de V.

Lors des simulations de décharges, deux phénomenes sont notamment étudiés. Il
s’agit du ’blowoft’ et du "flashover’ (cf Figure 2.1). Le phénomene de blowoff consiste
en l'éjection des électrons de la décharge loin du panneau, tandis que le phénomene
de flashover consiste en un courant d’électrons le long du canal de décharge vers
I’armature métallique.

Blowoff

Flashover

IONISATION

PRI Plasma initial

o

Dielectriqgque

Fi1G. 2.1 — Blowoff et flashover.

Dans les simulations, nous nous intéresserons aux grandeurs typiques de la décharge:

— les densités électronique, ionique et la densité des molécules neutres,
— le potentiel électrique,
— les courants électroniques de blowoff et de flashover (par unité de longueur).
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Dans la suite nous appelerons 'simulation témoin’ une simulation dans laquelle nous
ne tenons pas compte des processus d’ionisation et de recombinaison. Il ne s’agit pas
d’une pure détente d’un plasma dans le vide en raison de la charge o, implantée.
Pour I’étude de la détente d’un plasma dans le vide, on peut se référer a, entre autre,
(43, 44].

2.2 Simulation témoin

Cette simulation est notre premiere simulation ’témoin’. Il n’y a ni désorption,

ni ionisation, ni recombinaison. Nous prendrons V) = —5kV..
Avant de présenter les résultats, nous allons décrire le processus de la détente. Le
plasma est dans un milieu ou regne un fort champ électrique. D’ une part, en aval
du plasma, le champ électrique créé par o., dans la direction X, est tres intense.
D’autre part, du fait de Vj il regne un fort champ dans la direction Y. Du fait de
son intensité, malgré ’écrantage de Debye, son intensité reste importante dans le
plasma. Nous appelons respectivement £, et F, les deux composantes de ce champ.

Dans un premier temps, le plasma se met au potentiel Vj. Ce potentiel est moins
négatif que celui crée par les électrons implantés. Il y a donc un champ électrique
dirigé vers ’la droite’. De ce fait, une partie électrons du plasma remontent le ca-
nal. C’est le phénomene de "flashover’. Ces électrons créent le courant de flashover
ou 'courant de surface’ (cf le premier schéma de la Figure 2.2). Une autre partie
d’électrons, beaucoup moins importante, est éjectée dans le vide (partie qui n’est
pas représentée sur la Figure 2.2). C’est le début du phénomene de blowoff. Pendant
ce temps, les ions, plus lourds, que les électrons n’ont pas eu le temps de bouger, et
il y a un surplus de particules chargées postitivement dans le plasma. Le potentiel
du plasma est alors de V4.

Les électrons commencent a diffuser. Le plasma a un déficit de charges négatives
et son potentiel en aval est légerement moins négatif que V4. Il se crée donc un champ
électrique dirigé vers 'la gauche’ (cf le deuxieme schéma de la Figure 2.2. Pour ne
pas surcharger la figure le champ E, n’est pas représenté). Ce champ pousse les
électrons vers la droite. La condition aux limites se comporte alors comme un terme
source et fournit des électrons au plasma. Mais du fait du champ E, ceux-ci sont
éjectés dans le vide et contribuent fortement au processus de blowoff. On assiste a
un phénomene de pompage électronique (cf Figure 2.3).

Tous ces mécanismes dépendent de ’environnement du plasma. On les retrouve
pour différentes configurations de champs (E,,E,) et de charges o, implantées. Ce
sont plus les valeurs des courants qui varient beaucoup, que le principe de ces
mécanismes.
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I
I —
e
52
o

-
Flashover

Electrons

de la
‘/diffusion

Fic. 2.2 — Champ de rappel

e rappeles Ex

/

Mouvement des electrons

Fi1G. 2.3 — Pompage
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Nous allons retrouver les phénomenes de flashover et de blowoff dans les résultats
présentés.

Pour les densités, nous avons tracé les rapports densité a I'instant final sur densité
n(t.x)
no(z)
Les figures 2.4 et 2.5 concernent toutes les deux les densités électroniques. Dans
la figure 2.4, nous avons tracé les isovaleurs entre 0 et 1 avec 20 paliers et mis en
évidence la diffusion électroniques qui est isotrope. Dans la figure 2.5, nous avons
tracé les isovaleurs entre 0 et 0.01 avec 20 paliers aussi. On remarque la détente des
électrons die a la différence de potentiel entre V4 (a armature métallique) et 0 (loin
du plasma).

initiale:

Fi1c. 2.4 — Densité électronique, Max:1.

Nous ne tracons pas les isovaleurs entre 0 et 1 pour les ions car elles sont tres
semblables a celles des électrons. Sur la figure 2.6, on remarque 'influence du champ
électrique créé par la charge o, sur les ions du plasma.

On remarque sur la figure 2.7 que les molécules neutres n’ont pas beaucoup
bougé. Elles ne subissent pas d’actions extérieures. On assiste juste a une montée de
la densité dans le plasma du fait de la reflexion spéculaire sur la paroi du diélectrique.

Le potentiel, en aval du plasma, varie sous l’effet des ions, mais il ne varie pas
de fagon sensible (par rapport aux conditions initiales). Le potentiel, dans cette
zone, reste éloigné de celui de 'armature métallique (voir la figure 2.8) . Le champ
électrique di aux électrons implantés n’est pas écranté.

Sur la figure 2.9 nous avons représenté les courants électroniques de blowoff et de
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FiG. 2.5 — Densité électronique, Maz:0.01.

Fi1G. 2.6 — Densité ionique, Maz:0.01.



178 CHAPITRE 2. RESULTATS NUMERIQUES

Fi1G. 2.7 — Densité des neutres, Max:1.1.

FiG. 2.8 — Potentiel, Min=-8800V, Maz=0V.
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16000

T
'RES50/b_temoin’ ——
'RES50/f_temoin’ -----
14000 | -

12000 | -
10000 | -
8000 |- -
6000 f- -
4000 [~ B

2000 -

-2000
o

1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7

F1c. 2.9 — Courants de flashover et de blowoff (simulation témoin).

flashover par largeur en fonction du temps (le temps du calcul est de 10.5 x 10 ¥sec
environ). Ces courants sont seulement dus a la détente du plasma.

Dans le courant de blowoff, on peut remarquer trois parties. Une premiere partie
qui est une phase de croissance. Elle correspond a l'arrivée des électrons du plasma
éjectés sous l'effet du champ dans les limites de la zone de calcul. Vient ensuite une
phase de décroissance du courant. En effet, les électrons sont rappelés par le champ
vers le plasma. Il y a donc moins d’électrons qui contribuent au courant. Finalement,
on voit une longue phase de faible croissance (jusqu’ & 6 x 107'%sec environ). Cette
phase est die au pompage électronique et a la diffusion.

Le signe positif ou négatif des courants est significatif de ces phases. En effet,
d’une part, le courant de blowoff est positif ce qui signifie que le dispositif fournit
des électrons au milieu ambiant. D’autre part, le courant de flashover est dans un
premier temps positif. Ceci correspond a la remontée des électrons dans le canal.
Ensuite, ce courant est négatif et des électrons sont pompés par le plasma.

Le systeme se comporte de la maniere prévue. Premierement, les électrons sont
éjectés loin du diélectrique, tandis que les ions sont divisés en deux groupes. D’une
part, un premier groupe d’ions est attiré par les électrons implantés dans le diélectrique,
d’autre part un deuxieme groupe d’ions a tendance a suivre les électrons du blowoff
(voir la figure 2.6).
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2.3 Influence du processus d’ionisation

Par ’processus d’ionisation’ nous entendons les phénomenes de désorption, d’io-
nisation lui-méme et de recombinaison. Pour les résultats qui suivent, nous avons
pris:

— la vitesse d’éjection: 0 ms~!,

— le coefficient d’ionisation A: 30,

— le coefficient de recombinaison: 101,

— le coefficient de désorption 3: 10’

— le temps final de calcul est de 'ordre de 7.5 x 1071%sec.

Les ﬁgure? SL;ivantes représentent le rapport densité a l'instant final sur densité
n(t,r

no(z)

initiale:

F1c. 2.10 — Densité électronique, Max:1.

Pour les particules chargées, le rapport maximal vaut 1 tandis que pour les par-
ticules neutres, il vaut 2.3. Ce maximum est atteint juste a la surface du diélectrique.
Ce phénomene est davantage di a la désorption qu’a la recombinaison. Si on considere
un rendement de désorption 3 deux fois plus faible, on retrouvera un rapport maxi-
mal de 1. Les valeurs du potentiel varient de -8000V (électrons implantés) a 0V
(conditions a l'infini). Dans le plasma, le potentiel ne varie pas beaucoup et a une
valeur de l'ordre de -4980V, valeur tres proche de V,. Les conditions du plasma
sont bien recréées dans le canal de décharge. Un plasma se crée dans la direction
de propagation de la décharge. Les courants ont la méme allure que dans la simu-
lation témoin (voir figure 2.14) . On retrouve les phases, mais avec des intensités
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Fic. 2.11 — Densité ronique, Max:1.

Fic. 2.12 — Potentiel.
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I ——

F1a. 2.13 — Densité des molécules neutres, Maz:2.3.

différentes. Pour mieux voir I'influence de l'ionisation, nous tracons sur la méme

16000

T
'RES52/b_ionis’ ——
'RES52/f_ionis’ -----
14000 |+ -

12000 - =
10000 - .
8000 (- .
6000 [ .
4000 - =
2000 T .

o

-2000 [ e NI -

-4000 L .
o 1 2 3 a 5 6

F1G. 2.14 — Courant de flashover et de blowoff (ionisation).
figure (2.15) les courants de blowoff. Comme on peut s’y attendre, le courant en-

gendré par le phénomene d’ionisation est plus important que celui qui est seulement
di a la détente.

Remarques:

— Le processus d’ionisation considéré met en jeu des collisions électrons/particules
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F1c. 2.15 — Comparaison des courants de blowoff (avec et sans ionisation).

neutres. Pour que I'ionisation se fasse, il faut donc des électrons. Dans la simu-
lation considérée, deux processus fournissent des électrons. Le premier est la
diffusion. Le second est di aux ions. En effet, les ions qui quittent le plasma,
entrainent avec eux des électrons. Mais, si la charge o, est trop forte, il y a plus
d’électrons éjectés, donc moins d’électrons disponibles pour le processus d’io-
nisation. La décharge est alors moins importante et peut méme ne pas avoir
lieu. Pour amorcer la décharge, il faudrait prendre en compte des collisions
ions/particules neutres ou une désorption ionisante.

— Une vitesse d’éjection verticale v.; non nulle donne des résultats tres similaires.
Les allures des densités changent légerement; les particules s’étendant plus loin
dans le vide.

2.4 Influence du potentiel 1}

Nous prenons Vy = —3kV. Une simulation 'témoin’ donnerait le méme compor-
tement que dans le cas ou Vy = —5kV . Les électrons subissent une détente et les ions
sont attirés par les électrons du diélectrique. Les courants de la simulation 'témoin’
sont donnés par la figure (2.16). On remarque les trois parties des courbes. On a le
méme comportement que dans la simulation 'témoin’ du cas Vy = —5kV, mais avec
moins d’intensité.

Pour cette simulation, nous avons pris:

— coefficient de désorption 3: 10,
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F1c. 2.16 — Courants pour un potentiel de -3kV, sans ionisation.

Cavi fioction: _
la vitesse d’éjection: 0 ms~!,

— le coefficient d’ionisation A: 30,
— le coefficient de recombinaison: 10710,

Au temps final de calcul T = 5 x 107°, nous avons les configurations (2.17) pour
les électrons, (2.18) pour les ions, (2.19) pour les neutres et (2.20) pour le potentiel.
Les courants de blowoff et de flashover sont donnés par la courbe (2.21). A part au
début de la décharge, ils sont pratiquement égaux.

F1G. 2.17 — Densité électronique, Maz:0.01. (Vo = —3kV')
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e N\ __

F1G. 2.18 — Densité ionique, Maz:1.08. (Vo = —=3kV')

F1a. 2.19 — Densité des neutres, Max:1.13.(Vy = —=3kV')
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F1a. 2.20 — Potentiel, Min:-7080V. (Vo = —=3kV')
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F1a. 2.21 — Courants de blowoff et de flashover. (Vo = —3kV')
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La figure (2.22) représente le courant de blowoff de la simulation témoin (courbe
'blowoft”) et le courant de blowoff de cette simulation-ci . On remarquera les trois
parties de la courbe, mais avec des valeurs plus faibles que dans le cas ou Vy = —5kV.
Pour mieux apprécier I'influence de V4, nous tragons sur la méme figure (2.23) les

800

T T T
'RES55/b_3_temoin’ —— _
"RES56/b_3_ionis’ ==

700 - E

! ! ! ! ! ! ! ! !
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Fia. 2.22 — Comparaison des courants de blowoff dans les cas ‘témoin’et ionisation.

courants de blowoff dus & Vj = —5kV (courbe RES52/b-ionis) et Vy = —3kV (courbe
RES56/b-3-ionis.) Les intensités sont nettement différentes. Pour un potentiel V4 qui
est moins de deux fois plus petit, on obtient des courants qui sont plus de deux fois
plus petits.

2.5 Influence de la charge

Nous allons a présent étudier 'influence de la charge électronique implantée o..
Nous allons envisager deux configurations. Dans la premiere, la charge o, est dix
mille fois plus faible que celles des simulations précédentes, et dans la seconde, la
charge est discontinue. Les courants électroniques rendent bien compte de ce qui se
passe; c’est pourquoi nous ne tracons que ceux-ci.

2.5.1 Cas d’une charge faible

Le courant de flashover, figure 2.24, courbe fl-sigma-faible est environ trois fois
plus faible que celui engendré par une charge o, normale, courbe fl-sigma . Ceci
s’explique par le fait que le champ électrique est alors plus faible et donc évacue
moins d’électrons.
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Fi1c. 2.23 — Comparaison des courants de blowoff pour différents potentiels V.

Le courant de blowoff engendré est représenté sur la figure 2.25, courbe bl-sigma-
faible. Dans un premier temps, ce courant est plus important que celui obtenu avec
une charge o, normale, courbe bl-sigma. Cette différence s’explique par le fait qu’il
y a plus d’électrons disponibles dans le plasma susceptibles de diffuser. Seulement
avec une charge implantée si petite, le processus d’ionisation ne peut pas avoir lieu
et le courant augmente plus lentement que dans le second cas, ou l'ionisation se
produit. Une charge o, suffisament importante est nécessaire pour que la décharge
se produise.

2.5.2 Cas d’une charge discontinue

Nous considérons le cas d’une charge dicontinue: celle-ci vaut o, entre 0 et 42A,,
0 entre 42A, et 52A, et o, entre 52A, et 100A,. La désorption est moins intense
que dans le cas ou o, est continue; moins de gaz neutre est éjecté et 'ionisation est
moins importante. La figure 2.26 représente les courant de flashover dans le cas d'une
charge continue (courbe RES52-f-ionis) et discontinue (courbe RES70-f-sigma-dis-
ionis). Ces courants sont sensiblement similaires sauf au début de la simulation. La
figure 2.27 représente les courant de blowoff dans le cas d’une charge continue (courbe
RES52-b-ionis) et discontinue (courbe RES70-b-sigma-dis-ionis). Le champ créé par
la discontinuité est assez important et éjecte les électrons dans le vide. Seulement,
I’absence de charges électroniques empéche I’apparation d’un fort champ vertical qui
attire les ions. De ce fait, la désorption et 'ionisation sont moins importantes. C’est
pourquoi le courant produit dans le cas d’une charge continue croit plus vite.
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Fi1G. 2.26 — Comparaison des courants de flashover dans les cas o, ’'discontinue’ et
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Les temps de calculs sont ici insuffisants pour savoir si la propagation de la
décharge a lieu.

2.6 Conclusion

A travers ces simulations, nous avons étudié sous quelles conditions la décharge
électrique peut se produire.

Pour avoir une décharge il faut recréer un plasma en aval du plasma initial.
C’est-a-dire retrouver les conditions de densités initiales et avoir un potentiel tres
proche de V4.

Nous avons mis en évidence le role de la diffusion électronique en téte du plasma.
C’est diffusion qui amorce le phénomene d’ionisation.

Dans tous les cas, nous avons remarquer l'apparition d’'un courant de flashover
négatif. Ce qui signifie que des électrons sont pompés et introduits dans le plasma.
Sous l'effet du champ électrique vertical, ceux-ci sont évacués dans le vide et forme
le courant de blowff. Ainsi, en I'absence d’ionisation, il y a quand méme un courant
de blowoff. Celui-ci augmente en cas d’ionisation.

Pour les simulations futures, il sera peut-étre nécessaire de considérer d’autres
fonctions d’ionisation, par exemple, une ionisation ions/particules neutres. Il faudra
aussi étudier plus plus en détails la désorption.
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Conclusion générale
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L’environnement du satellite est un environnement chargé et des décharges électriques

peuvent s’y produire. Nous avons cherché au cours de cette these a simuler la propa-
gation de ces décharges. Le modele de la décharge nous a été proposé par Jean-Pierre
Marque. Nous avons tenté de répondre aux questions suivantes: un plasma initial
étant donné, sous quelles conditions la propagation a-t-elle lieu, quelle est sa vitesse,
quels sont les courants électroniques qu’elle engendre?

De nombreuses méthodes existent pour simuler le transport de particules chargées.
Elles sont divisées en deux grandes familles: les méthodes cinétiques et les méthodes
fluides. Le modéle présenté dans cette these est essentiellement un modele fluide.
Les particules chargées sont régies par le systeme Dérive-Diffusion-Poisson, et les
molécules neutres par le systeme d’Euler. Le couplage entre ces particules se fait au
niveau de l'ionisation, de I’équation de Poisson et de la condition de désorption.

A partir de ce modele, nous obtenons un modele plus simple qui sert a ’étude
théorique. Les particules chargées sont régies par les équations de Dérive-Diffusion-
Poisson et les molécules neutres par le systeme d’Euler isotherme.

Cette these est ainsi divisée en deux parties: une premiere partie théorique et une
deuxieme partie numeérique.

Dans la premiere partie, nous nous sommes intéressés a 1’étude théorique du couplage
entre les équations de Dérive-Diffusion, I’équation de Poisson et le systeme d’Euler
isotherme.

Nous avons tout d’abord montré ’existence et I'unicité de la solution pour le
systeme Dérive-Diffusion. Nous avons remarqué que, d’une part, la condition aux
limites de 'flux nul’ pour les électrons ne nous permet pas de trouver un principe de
maximum évident. D’autre part, la condition de densité nulle pour les ions permet
un principe du maximum. Lors du couplage avec I’équation de Poisson, il a fallu se
placer dans les espaces de Sobolev adéquats afin de pallier ce manque de principe. A
I’aide d’une méthode de point fixe, nous avons montré l'existence et 'unicité de la
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solution du systéme Dérive-Diffusion-Poisson dans un ouvert borné de IR? et pour
des petits temps. Ces résultats restent valides quand on se restreint a un ouvert
borné de IR.

Ensuite, nous avons étudié le systeme hyperbolique d’Euler isotherme, avec des
conditions aux limites et une condition initiale. Une des conditions d’existence de la
solution est que les conditions aux limites soient réguliéres, plus précisément qu’elles
soient C! en temps. Les résultats d’existence et I'unicité de la solution ont été obtenus
pour un ouvert borné de IR et pour des temps petits.

Finalement, par une méthode de point fixe, nous avons étudié le systeme to-
tal. La condition aux limites exprimait que le flux de particules neutres émis était
proportionnel a celui des ions incidents. Pour utiliser les résultats précédents, il a
donc fallu obtenir de la régularité pour les flux d’ions. Nous nous sommes servi des
espaces non-homogenes du type H™*(0,7;(2). Par une méthode itérative, nous avons
obtenu la régularité souhaitée. Il est alors apparu que la fonction d’ionisation jouait
un role important et qu’elle devait étre réguliere.

Dans la deuxieme partie, nous avons simulé numériquement la décharge électrique.
Le domaine de calcul est un domaine rectangulaire.

De la méme maniere que pour les semi-conducteurs, les équations de Dérive-
Diffusion ont été discrétisées par un schéma de Scharfetter et Gummel. Ce schéma
approxime bien 'opérateur de diffusion lorsque le champ est faible et 'opérateur de
transport lorsque la diffusion est négligeable. Nous avons aussi montré une condition
de stabilité dans le cas ou le champ ne dépend pas des densités. L’équation de Poisson
est résolue par une méthode d’élément finis. Le systeme d’Euler est résolu par un
code en volumes finis. Ce code existait déja au sein de I’équipe CAIMAN. Néanmoins,
il a fallu réécrire les conditions aux limites pour tenir compte de la désorption.

Pour le schéma en temps, un schéma d’ordre un en temps suffit pour les particules
chargées, par contre il s’avere insuffisant pour les molécules neutres. En effet, la
pression peut devenir négative. Nous avons donc utilisé un algorithme de Runge-
Kutta d’ordre 2.

Les résultats numériques ont montré que le modele de Marque permet de simuler
Pavancée de la décharge électrique. A partir d’une configuration initiale de densités
et de potentiel, nous avons réussi a retrouver cette configuration en aval du front de
décharge. Les processus prépondérants sont la désorption et I'ionisation.

On ne peut pas directement comparer ces résultats numériques avec les résultats
d’expériences réelles. En effet, ces décharges réelles se produisent sur des longueurs de
quelques centimetres et sur des temps dix fois plus longs. D’autre part la désorption
est un phénomene qui reste encore a étudier. Les inconnues de ce phénomene sont le
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coefficient de désorption «, la vitesse, la température et la pression d’éjection. Nous
avons déja pu constater I'importance d’«. Cependant, en dépit de ces inconnues, les
valeurs des courants semblent dans une bonne fourchette.

Pour les études théoriques, une étude du systeme Dérive-Diffusion-Poisson avec une
condition aux limites pour ’équation de Poisson qui dépende des densités serait
intéressante. En effet, dans I’étude que nous avons menée, nous n’avons pas tenu
compte de la charge ionique qui s’implante dans le diélectrique au cours du temps.

Dans les simulations présentées, la permittivité e, était la meme dans le vide
et dans le diélectrique. Dans les situations futures, il serait bon de considérer une
permittivité discontinue et de mesurer son importance.

Utiliser les équations d’Euler pour chaque type de particules peut s’avérer utile.
On pourra de ce fait étudier des collisions coulombiennes, des décharges qui ne sont
plus forcément isothermes, des fréquence de collisions qui ne sont plus constantes.
Il faudra, en particulier, étudier en détail le terme raide introduit par la force de
Lorentz.
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Annexe A

Le nombre minimal caractéristique

Nous donnons ici la valeur du nombre minimal caractéristique # dans le cas d’une

matrice 2 x 2 (voir [24]). Si
a b
H o= ( o > |

Jal + [0] Jal — 10]
0= |Hlmin = ——— +\/ (F5—)* + [bl.

alors
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Annexe B

La fonction d’ionisation

Here is a ionization function which satisfies all the hypothesis made along Chap-

ter 4.Let
v(tz,o,F) = E(t,x) / / / / / o(1,€)drdédzayd dty .
Denote by
=v(tx,o' \EY) — v(t,x,0? E?),
and
Gg:=o0' -0’ E:=F' - E
Then,

— For any o!,E',0?,E? bounded, 7 remains bounded.
— It is clear that

7(t.2)| < |E(t2)] + Cllo]leo,
|72(t,7)] < [Ey(t,2)] + Clo]co,
V20 (t,2)| < B (t,2)] + C|7 o,

— Moreover, -
|7 (t)| < |Ei(E,x)| + Clo]|eo,
|7 (t,0)] < |Eu(t,z)] + Clla]eo,

— Since for any function f € C°(a,b),
Y
| s

Oxf(s)ds — /Oyf(s)ds
P (t,x) — )(t,y)|+| z — y[|&]lco,

it holds that
o(tx) — v(ty)| < | |
0.v(t,w) — 0,0(ty)| < |E.(tx) — EL(ty)] + |z — yll|o]|co,
000t/ (t,0) — 02 (t,y)| < Epu(t,0) — Euu(t,y)| + |2 — yl||o]|co.

< sup [f(s)[[x =y,

(B.1)
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In a similar way, we can show that the function v satisfies the inequalities of Section
4.4.

1 v, g is bounded on Q7.
2 The following inequalities hold,

t
WWMS/CMW@M%HHMN
0 T
t
MWMS/CWW@M@HE@M,
0 T

t
wmmmz/0mw@mwﬂawm«
0 x

t
WWMS/CMW@M@HEW%

0 x _
|7 (t,x)| < C'sup |G (t,x)| + | Ew(t,z)].

t
p(t.a) = 2(t)| < Cla =] [ sup |o(s:0)lds +E () - Bt
0 =
t
|0, 0(t,x) — 0,0 (t,y)| < Clr —y| / sup |5 (s,7)|ds + |E.(t,x) — E.(t,y)|,

0

|00 (t,x) — 0pa(t,y)| < Clz — y / sup |5 (s,7)|ds + | Eyx(t,2) — Era(t,y))-
0 =
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Annexe C

Les espaces H'"*

C.1 Definitions and properties

We recall some definitions and properties (see [28]).
Definitions

— Interpolation of H*'(Q2) and H*>(Q2). For all 0 < 0 <1, let
[H°(Q), 1™ (Q)], = HI =" 102(Q).

— For the nonnegative real numbers r,s, let the non-homogenous space H™*(]0,7[x2)
be defined by

H™(0,T;9Q) := L*(0,T; H"()) N H*(0,T; L*()).

— Let C°(0,T,E) be the space of continuous functions defined on [0,7] with values
in E, where E is an Hilbert space.

Denote by u/) the j-th time derivative of u, i.e.

, u
G .27
T o
Properties
Property 1. For j € [1,s — 1], the map
H™*(0,T;9Q) L*(0,T,[H",L?];)

—
u — ul)

)

is linear and continuous.
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Property 2. For j € [1,s — 1], the map
H™(0,T;Q) — C%[0,7);[H",L*],,1)
, = (C.1)
u — ub)
is linear and continuous.
oItk
Property 3. If u € H"*(0,7;2) then Wu € H*" with
v k
BV 1245
ros ro s
Property 4. (Trace theorem) For u € H™*(0,T;Q), with r > %, s > 0, one can define
U = (@lu(t.0) Du(ta)) € HH(0.T))x H(0.10), j < r—3, j € IV, (C2)
2
where (3; is defined by
_5_1
&:”72,5],:0&3:
s T
. 1 1
Property 5. Let m be an integer such that m > 3 k= [m — 5], where [z] denotes the
integer part of z, and 0 :=m — % — k. Then, for any u € H™(Q),
() = uly)] < Cllullamonfo = o] £ >0
u(z) — u(y)| < Cllul|gme)le —y|" if k= 0.
. 1
Property 6. Let two functions w,z be such that, for some s > 3

w,z € H™(Q).

Then
(wz) € H™(),

i.e. H® is a Banach algebra.
Proof: For a proof of this Property 6, we refer to [31].

Notation. For any function G defined on I, denote by

Glr == (G(0),G(a)).



C.2. A FEW THEOREMS ABOUT THE HEAT EQUATION 211

For any function G defined on (7)) we denote by
Gls = (G(L0),G(t), t € (0.T).

Let us define indexes m and boundary operators B for the electrons and ions res-
pectively. For the electrons,

me = ]-7 Beu = ux|27

whereas for the ions,
m; = 0, Bzu = U'|E-

C.2 A few theorems about the heat equation

Theorem C.2.1 Let f € L*(0,T;Q),90 € Hi 2" (3(T)),uo € H'(Q). Then, under
the Compatibily relations (CRy)

90(0,2) = Bug(z), z € T,
there is a unique solution u € H>'(0,T;Q) to

ug — Au = f, in (0,T) x €,
Bu = gy, on X(T),
u(0,2) = up(x), in Q.

For a proof of Theorem C.2.1, we refer to [28]. Let r,s be two real numbers such
that r > %,s > 0.
Definition. Let pj, be the real number defined by p, = (s — k — 3).
Let us recall the two following extension theorem (see [29, 30]).
Theorem C.2.2 Letr,s be such that

TS S
2'r s ’

and fo(x),....fx(x),h1(t,2)|sr) be given, with f, € HP*(Q),h € HP(Sigma(T)),
and
afh’l(()’x)“ = a,,fk(O,fE)|F
for all k € [0,K] such that
k 11 1

1+ <1 (=+-)
r s 2'r s’

Then there is w € H™*(0,T;), such that



212

ANNEXE C. LES ESPACES H#%

Theorem C.2.3 Let r,s be such that

T S
2'r s ’

and fo(x),....fx(x)ho(t,x)|sr) be given, with f, € HP*(§2),ho € H(X(T)), and
0 ho(0,2)|r = fi(0,2)|r

for all k € [0,K] such that

k

<1 1(
s 2

Then there is w € H™*(0,T;) such that

Let us recall the following theorem (see [28]), expressing the regularity of the solution
to the heat equation with respect to the regularities of the source term and the
boundary conditions.

Theorem C.2.4 Let r € IR be such that

1 1
—+ ).
r S

1 1
2r # integer + 2 and r # integer + 3

Let (my,B) be either (m.,B.) or (m;,B;). Let f,go,uy be given such that

2r—m0+%

FeH™(0159Q),90€ H = (X(T)), up € H"(Q).

Assume that there exists w € H* ™" Y(P), such that

Bwly = gols(r),
w(o’) = UO,
X(f — (Wee +wy))(0,2) =0 if p<r— %

Then, there exists a unique solution u € H* **"*H(P(T)) to

u—Au=f, in (0,T) x €,

Bu = gy, on X(T),

u(0,x) = ugp(x), in Q.
Moreover, the map

{f.90,u0} — u

18 continuous from
2r—m 3
H>"(P(T)) x H— 2= (S(T)) x H**+(Q)
into
H2r+2,r+1 (P(T))
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Annexe D

Quelques théoremes

Nous rappelons ici quelques théoremes:

Théoréme de Schauder [46] D.1 Soit B un espace de Banach et C' une partie
convexe compacte non vide et T : C' — C' continue. Alors T admet un point fixe
dans C'.

Variante du théoréme de Schauder [46] D.2 Soit B un espace de Banach et
C' une partie conveze fermée non vide de B et T : C' — C continue, telle que T(C)
soit relativement compacte. Alors T admet un point five dans C.

Théoréme d’Ascoli [26] D.3 Soit K un espace métrique compact et soit H un
sous ensemble borné de C(K). On suppose que H est uniformément équicontinu.
Alors H est relativement compact dans C(K).

Lemme d’Aubin [23] D.4 Soit Xy, X, X, avec Xy et X, espaces reflexifs, tels
que l'ingection de Xy dans X soit compact, et l'injection de X dans Xy soit continue.
Soit 1 < py < 00,1 < p; <oo. Alors ['injection de

W = {f - Lre (O,T,XO),atf - e (O,T,Xl)}

dans

LP(0,7,X)

est compacte.



