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Chapitre 1

Introduction

La présente these a pour objet d’étudier des problémes réversibles dans
la dynamique holonome et non-holonome du corps solide.

Dans la these sont analysés les rotations permanentes, les oscillations
et les mouvements rotatifs d’un ellipsoide homogene pesant sur un plan
absolument rugueux et d’un satellite sur une orbite elliptique; le probleme
de la stabilité de ces mouvements est également étudié.

Le choix du théeme de la these & été déterminé, d’une part, par le fait
que les principaux modeles de la mécanique classique et céleste sont décrits
par des systemes d’équations différentielles réversibles (Tkhai [64, 65, 80]).
D’autre part, par I’élaboration, ces deux derniéres décennies, de la théorie
de la stabilité des oscillations des systémes mécaniques réversibles (Tkhai,
Devaney, Gloukhikh, Grodman, Ephimov, Zimovshikov [14, 18, 15, 89, 32,
64-86]).

Il est & noter que dans les années 80 on a mis au point la théorie KAM
réversible (Devaney, Sevryuk [14, 60-62]). Cette théorie est appliquée pour
étudier des problémes mécaniques et est comparable & la théorie KAM des
systémes hamiltoniens (Kolmogorov, Arnol’d, Moser [4, 31, 50]).

Avant la parution de larticle de Tkhai [64] on n’accordait pas beaucoup
d’attention au fait que la plupart des systemes de la mécanique classique
sont réversibles. V.N. Tkhai, dans [80], rappelle, qu’on a toutefois utilisé
la symétrie (réversibilité) dans la mécanique céleste depuis L. Euler (pour
les orbites périodiques locales construites par L. Euler au voisinage d’un
des points colinéaires de libration [16], les orbites périodiques du probléme
de Hill [27], les orbites périodiques de Poincaré de trois especes (Arenstorf,
Barrar, Poincaré, Uno [3, 7, 53, 87]), le critere de Whittaker pour les orbites
périodiques symétriques [88], les orbites en forme de “sabot de cheval” de
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4 Introduction

AF. Shanzle dans le probléme de trois corps [59]). On utilise la réversibilité
dans les récents travaux de recherche fondamentaux (Sarychev, Sazonov,
Zlatoustov [56, 58]) sur le probleme de V.V. Beletsky [8].

L’article de Tkhai [64] démontre que tout systéme mécanique holonome
limité par une liaison géométrique stationnaire se trouvant uniquement sous
leffet des forces positionnelles est décrit par un systéeme d’équations
différentielles réversibles. Cet article n’a trouvé un prolongement qu’en 1991,
I’année ou a été analysée une série de modeles de la mécanique classique et
céleste et ol on a démontré que ces modeles forment une classe particuliére
des systemes réversibles de la forme

u="U(u,v)
(4)
v =V(u,v)

ueR!, veR" I>n

U(u,—v) = -U(u,v), V(u,—v)=V(u,v)

qui a recu plus tard le nom de systéme mécanique réversible (Tkhai [80]).
Le systeme (A) posséde donc une invariance par rapport a la transfor-
mation linéaire avec le changement simultané de ¢t en —¢

(u,v,t) = (u,—v,—t)

c’est-a-dire, représente un systeme linéaire réversible avec l’ensemble des
points fixes {u,v : v = 0}. Une autre limite, c’est la condition | > n pour
la dimension des vecteurs u et v. Cette condition est toujours vérifiée pour
les systémes mécaniques.

Par exemple, dans un systéeme mécanique évoluant sous effet de forces
positionnelles u = q est un vecteur des coordonnées généralisées, v = § est
un vecteur des vitesse généralisées, [ = n.

L’article de Tkhai [65] a développé la théorie dans les directions sui-
vantes. Premierement, on a étudié la stabilité des systemes réversibles en
cas de résonance (Tkhai, Kunitsyn, Muratov, Matveyev, [32, 33, 38, 39,
64-67]). Ensuite on a procédé aux recherches sur la stabilité du systeme
réversible dans le cas non-résonnant (Matveyev [40-42]), y compris le cas de
'existence des intégrales premieres (Matveyev [43]). Outre cela, on a élaboré
(Tkhai, Gloukhikh, Zimovshikov [17, 89, 81]) une méthode constructive pour
déterminer les exposants caractéristiques d’un systéeme linéaire périodique
réversible et on a proposé un procédé d’etude de la stabilité au sens de



Lyapunov pour la solution obtenue de facon numérique dans un systeme
conservatif réversible & deux degrés de liberté (Ephimov, Tkhai [15]).

L’étude parallele des problemes mécaniques concrets (Tkhai,
Gloukhikh, Chevallier, Grodman, Ephimov, Zimovshikov [17, 18, 20, 23,
24, 15, 89, 90, 91, 69, 71, 72, 74, 75, 81, 84, 85]) permet d’affirmer que la
théorie de la stabilité des systémes réversibles appliquées dans la mécanique
est fondé.

L’autre direction est liée & I'étude des mouvements périodiques (oscil-
lations et rotations) dans les systémes mécaniques réversibles. Bien que du
point de vue théorique l'article de Devaney [14] ait une importance parti-
culiére, c’est Particle de Heinbockel et de Struble [26], consacré aux mou-
vements périodiques d’un systeéme avec symétrie qui a servi de point de
départ pour la création de la théorie des oscillations des systémes mécaniques
réversibles. A la suite des recherches on a obtenu une théorie suffisamment
complete, comprenant les conditions nécessaires et suffisantes d’existence des
mouvements périodiques, une méthode de construction et d’étude de tous les
mouvements de ce type, une théorie du prolongement selon un parametre,
une théorie de familles locales de Lyapunov de mouvements périodiques, une
théorie pour des systemes de type particulier, une théorie pour les systemes
proches des systémes réversibles, des annexes (Tkhai, Gloukhikh, Grikha-
nova, Buchin, Grodman, Ephimov [18, 21-15, 71-74, 76-80, 82, 83, 86]).

Les problemes non-holonomes de roulement d’un solide sur un plan ont
suscité de nombreuses recherches (Tkhai [75], Karapetyan [30], Markeyev
[37], M. Pascal [52] etc). Ces recherches s’appuient sur diverses conditions
de symétrie (ou d’asymétrie). Dans la suite, contrairement au probléme du
type “pierre celtique” on supposera que les axes de l’ellipsoide roulant sont
aussi des axes principaux d’inertie.

De cette facon, on a fait un pas en avant dans I’étude du probléeme avancé
par A.P. Markeyev, probléeme de la stabilité des rotations permanentes au-
tour de la verticale d’un ellipsoide pesant homogene sur un plan absolu-
ment rugeux. A.P. Markeyev obtient les équations du mouvement dans ce
probléeme comme les équations d’Appell d’un systéme non-holonome [35].
Outre cela il remarque 'existence d’une rotation autour d’un axe de lel-
lipsoide coincidant avec la verticale et élabore les équations aux variations.

L’examen des racines d’une équation caractéristique permet de vérifier
I’instabilité de la rotation autour de ’axe moyen. La rotation autour de 'axe
minimum est toujours stable & 'approximation linéaire et la rotation autour
de 'axe maximum est stable & ’approximation linéaire lorsque la vitesse
angulaire est assez grande.

Cependant la question de la stabilité au sens de Lyapunov des rotations
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permanentes est restée ouverte. Un progres dans la solution de ce probléme
a été accompli avec l'introduction de la réversibilité (Tkhai [65]).

La solution de ce probleme est devenue possible a la suite de la
démonstration du théoreme de la stabilité du systéme réversible dans le
cas général elliptique (Matveyev [40, 43]); les résultats de stabilité sous la
condition de résonance du quatriéme ordre sont connus depuis 1980 (Tkhai
[64]). La solution compléte du probleme au niveau des résultats théoriques
existant aujourd’hui et exposée dans la these présente, et est publiée dans
(Tkhai, Gloukhikh, Chevallier [19, 20]).

Le corps solide pesant, limité par une surface lisse peut rouler sur le
plan de maniere qu’un des plans principaux d’inertie coincide constamment
avec un plan vertical immobile. Si I'"équation de la surface F(z,y,z) = 0
(x,y, z sont des coordonnées du point de contact du corps et de la surface
par rapport aux axes liés), alors lorsque la fonction F;(.'Jc,y, z) est impaire
le roulement représente un mouvement périodique symétrique du systeme
réversible (Tkhai [75]). Ce cas se produit pour un ellipsoide dont le centre
de masse coincide avec le centre géométrique et les axes principaux d’inertie
sont dirigés selon les axes de ’ellipsoide.

J.M. Mindline et G.K. Pojaritzki, dans [47], ont déterminé les condi-
tions de la stabilité d’'un corps dynamiquement symétrique, dont ’axe de
symétrie dans le mouvement observé est horizontal. L’article (Tkhai [65])
faisait I’étude du probléme pour un ellipsoide de révolution.

La présente these considére un autre aspect du probléme : un ellipsoide
est censé étre creux et on compare les résultats pour un ellipsoide creux et
un ellipsoide homogene.

On analyse la stabilité du roulement de ellipsoide le long de la ligne
droite dans une direction. Pour un corps, proche d’un ellipsoide révolution,
dans ce cas, lexistence d’une résonance paramétrique est possible. Signa-
lons, que le probleme de la stabilité du systeme réversible & une résonance
paramétrique est étudié suffisamment bien (Tkhai [70]). La résonance & une
seule fréquence 2w = p € N, conduit d’habitude & l’instabilité et cette
conclusion résulte de I'inégalité & zéro du coefficient de la forme normale qui,
sous la condition de résonance, détermine la stabilité. La méthode des formes
normales est également assez élaborée (Bruno [12]). Cependant, 'obtention
de la forme normale dans un probleme concret est accompagnée de certaines
difficultés de calcul, surtout quand on analyse le systéme périodique. C’est
pourquoi en cas de résonance paramétrique ce sont les formules finales pour
calculer les coefficients de résonance qui présentent de l'intérét. La these
propose la solution de ce probléme pour un systéme quasi-autonome linéaire
réversible du troisieme ordre.



Les mouvements de rotation d’un satellite sur une orbite elliptique sous
leffet des moments de gravitation et aérodynamique sont décrits par un
systeme qui possede une variété intégrale représentant le mouvement d’un
satellite sur le plan de l'orbite. Nous avons une équation périodique
réversible du deuxiéme ordre. Pour ce type d’équation la méthode (Tkhai
[73, 79]), permettant de construire en principe toutes les oscillations impaires
et toutes les rotations et d’examiner leur stabilité est particulierement effi-
cace. C’est la propriété de symétrie qui a été utilisée et est utilisée (Bruno,
Sarychev [13, 57]) pour étudier le probleme de V.V. Beletsky (moment
aérodynamique égal & zéro), c’est ainsi qu'on a examiné le probleme en
présence de forces gravitationnelles et de la pression de radiation (Tkhai,
Grodman [23, 24]).

N.V. Melnik, dans [44], [45], a étudié les oscillations planes sur 'orbite
elliptique. Une analyse complete du mouvement du satellite sur une orbite
circulaire a été faite par examen du portrait de phase et les oscillations du
satellite sur une orbite elliptique ont ensuite été déterminées numériquement.
Notons, que sur 'orbite circulaire, les oscillations entourent les positions
d’équilibre relatif correspondantes. Ces équilibres peuvent étre triviaux dans
le cas ou I'un des axes d’inertie du satellite coincide avec le rayon-vecteur,
et obliques — quand cet axe d’inertie forme avec le rayon-vecteur un angle
différent de zéro. Pour chaque famille la période d’oscillation 7" dépend de
Pamplitude (de I'énergie h) et dT'(h) # 0. Les oscillations entourant les
équilibres triviaux sont symétriques par rapport a {(z,2)| z = km, k € Z}.
Par conséquent pour le prolongement de tels oscillations on pourra appliquer
le théoreme de Tkhai [77, 79].

De cette maniere, il s’ensuit du comportement de la fonction T'(h), que
les oscillations 27k-périodiques du satellite sur ’orbite circulaire subsistent
sur ’orbite faiblement elliptique. Une telle conclusion d’ordre qualitatif ne
figurait pas dans les travaux de Melnik [44, 45].

Outre cela on a examiné les rotations rapides du satellite dans le probleme
de Beletsky et la stabilité des rotations planes dans le probleme tridimension-
nel. Ces recherches ont été exécutées a ’aide de la méthode de construction
de tous les mouvements périodiques du systeme réversible et d’analyse de
leur stabilité (Tkhai [73, 79]).

Telle est la place des recherches de la présente thése parmi d’autres tra-
vaux consacrés & la dynamique du corps solide sur un plan et & la dynamique
du mouvement des satellites.

Présentons le résumé de la these par chapitres.

Dans le deuxieme chapitre on présente les résultats fondamenteaux
sur les systemes réversibles.



8 Introduction

Dans le troisieme chapitre on étudie la stabilité des rotations perma-
nentes d’un ellipsoide pesant homogene sur un plan horizontal absolument
rugueux.

Dans la section 3.1 on peut trouver les équations du mouvement du corps
solide pesant roulant sans glissement sur le plan horizontal. Ces équations
font partie des équations réversibles. On indique que le systéme d’équations
du mouvement a une solution particuliére ou le corps effectue des rotations
permanentes autour de la verticale.

Dans la section 3.2 on établit les équations du mouvement perturbé au
voisinage de la solution particuliere pour le corps limité par la surface de
lellipsoide. Le systéme est présenté sous une forme sans dimension.

Dans la section 3.3 on présente un algorithme de normalisation pour un
systeme réversible. La transformation linéaire normalisante est déterminée
dans le cas particulier d'un systéeme réversible du quatrieme ordre.

Dans la section 3.4 on étudie la stabilité des rotations permanentes.

Dans la section 3.5 on détermine les domaines dans 1’espace des pa-
rametres du probléme ou les rotations permanentes sont stables au sens
de Lyapunov et les domaines ou la conclusion de stabilité ne s’ensuit pas
des résultats théoriques actuels; on a également analysé les courbes de
résonance, ce qui a démontré que la résonance 1 : 3 mene a l'instabilité.

Dans le quatriéme chapitre on étudie le mouvement de roulement
d’un ellipsoide creux pesant roulant sans glissement sur un plan horizontal
le long d’une ligne droite.

Dans la section 4.1 on présente les équations du mouvement pour un
corps limité par la surface d’un ellipsoide.

Dans la section 4.2 on démontre que dans le cas d’un corps limité par
la surface de I’ellipsoide, le systeme d’équations du mouvement possede une
variété intégrale représentant des mouvements pour lesquels I'un des plans
principaux coincide constamment avec le plan vertical immobile contenant
le point de contact du corps et du plan horizontal et trace sur ce dernier
une ligne droite. On considére les mouvements au cours desquels 'ellipsoide
exécute un roulement dans une direction. Pour étudier ces mouvements et
d’autres qui sont proches on passe a une nouvelle variable indépendante —
I’angle de rotation de 'ellipsoide. L’intégrale d’énergie permet la réduction
du systéme.

Dans la section 4.3 on présente le systeme d’équations aux variations au
voisinage du mouvement de roulement examiné. Ce systeme est un systeme
d’équations différentielles réversibles du troisieme ordre & coefficients
périodiques.

Dans la section 4.4 on réduit le systeme d’équations aux variations & la



forme sans dimension.

Dans la section 4.5 on étudie le mouvement de roulement de ’ellipsoide
proche de lellipsoide révolution. Il est prouvé qu’en cas de résonance pa-
ramétrique le roulement est instable. Il en résulte, en particulier, que pour
un ellipsoide proche d’une boule, le mouvement de roulement autour de 'axe
moyen est instable.

Dans la section 4.6 on étudie la stabilité de roulement en premiere ap-
proximation. Pour déterminer les exposants caractéristiques de Floquet du
systeme d’équations aux variations la réversibilité est utilisée et permet de
trouver ces exposants par la formation d’une seule solution du probléme
de Cauchy. On a déterminé, dans ’espace des parametres du probléme, les
domaines ot, pour un ellipsoide arbitraire, les conditions nécessaires de sta-
bilité se réalisent.

Dans le cinquiéme chapitre on étudie les oscillations et les rotations
d’un satellite sur une orbite elliptique sous l'effet des moments gravitationnel
et aérodynamique.

Dans la section 5.1 on présente les équations du mouvement du satellite
sur une orbite elliptique sous l'effet de ces moments. Le systéme d’équations
est réversible et posséde une variété intégrale, qui représente les mouvements
sur une orbite elliptique [57].

Dans la section 5.2 il est prouvé que les oscillations 27k-périodiques du
satellite sur l'orbite circulaire au voisinage des positions d’équilibre sub-
sistent dans le cas d’une orbite faiblement elliptique pour une valeur arbi-
traire du parametre aérodynamique.

Dans la section 5.3 on étudie les rotations 2m-périodiques du satellite
lorsque, au cours d’une révolution du centre de masse de satellite sur 'orbite,
le satellite tourne de 27w autour de I'axe passant par le centre de masse et
perpendiculaire au plan de l'orbite. En utilisant la méthode de recherche
des solutions 27k-périodiques du systéeme réversible du deuxiéme ordre on
a trouvé les valeurs des vitesse initiales pour ces mouvements. On examine
ensuite la stabilité au sens de Lyapunov de ces mouvements. Dans ’espace
de parameétres du probleme on détermine les domaines ou les rotations 27-
périodiques trouvées sont stables au sens de Lyapunov.

Dans la section 5.4 on analyse les rotations rapides du satellite dans le
probleme de Beletsky, c’est-a-dire les mouvements ot au cours d’une seule
révolution du centre de masse du satellite sur ’orbite le satellite tourne m
fois autour de l'axe passant par le centre de masse et perpendiculaire au
plan de l'orbite.

Dans I’Annexe 1 on présente une table de la densité de ’atmosphere
en fonction de I'altitude utilisée dans les calculs numériques.
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Dans I’Annexe 2 on présente le code du programme par 'Maple’ per-
mettant la reduction d’un systeme differentiel réversible a la forme normale
en cas de résonances d’ordre inférieur ou égal a quatre.
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Théorie
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Chapitre 2

Systemes réversibles

De nombreux problemes de physique sont décrits par des systémes
réversibles (loos [28]). Les principaur modéles de la mécanique classique
et céleste sont en fait réversibles (Tkhai [80]).

Dans ce chapitre on présente des résultats théorique principaur sur
les systemes réversibles que l’on utilise dans la thése.

Nous avons complété ces résultats par la recherche analytique d’un algo-
rithme déterminant la stabilité dans les conditions d’une résonance.

2.1 Généralités

Un systeme dynamique réversible (Arnol’d [5], Bibikov [9], Devaney [14],
Roberts, Quispel [55], Sevryuk [60, 61], Tkhai [65]) est un systéme dy-
namique dans un “espace-temps” R™ x R (ou le second facteur décrit le
temps) et qui posséde une symétrie particuliere relativement & (au moins)
une transformation de la forme

(x,t) = (Gx, —t)

renversant le sens du temps et ot G est une transformation involutive (G2 =
id, identité). Pour I’équation différentielle

x = X(x), x € R™ (2.1)

cela revient & dire que
GX(x) + XGx = 0. (2.2)

L’application G peut étre linéaire ou non. L’ensemble M = {x : Gx = x}
est I’ensemble des points fixes de I'application G de I’équation réversible

13



14 Systémes réversibles

(2.1). Si I'’équation (2.1) possede la solution x = ¢(t) alors elle possede
simultanément la solution x = Geg(—t). Si 'on a une trajectoire de (2.1)
alors il existe une autre trajectoire symétrique par rapport & M (sur laquelle
le mouvement s’effectue en sens inverse). Il peut exister des trajectoires
symétriques par rapport & M.

Dans certains cas 'application G peut étre linéaire. Alors, dans ’espace
des vecteurs propres de G le systeme des équations (2.1),(2.2) a la forme
[48] :

u=U(u,v)
(2.3)
v=V(uv), ucR!, veR"
U(u,—v) = -U(u,v), V(u,—v)=V(u,v) (2.4)

Ce systéme est invariant par application (t,u,v) — (—t,u, —v). Bien
plus, le systeme (2.1), (2.2) a partout la forme (2.3) au voisinage d’une
solution constante appartenant a ’ensemble des points fixes [48]. Lorsque
[ > n on dit que le systeme (2.3), (2.4) est un systéeme mécanique réversible
[65].

Les systemes réversibles peuvent avoir des solutions qui sont des mouve-
ments périodiques non symétriques par rapport & M [29]. Dans 'espace de
phase d’un systéeme réversible il y a deux domaines ol le comportement est
conservatif et le comportement est dissipatif.

Par exemple, le systeme dans le plan

4 =wuv, ) =u+cosv; (—m <wv <)

est réversible, étant invariant par lapplication (t,u,v) — (—t,u, —v) [73].
Le champs de vecteurs X a trois points singuliers : (—1,0), (0,£n/2). Le
point (—1,0) appartient & I'ensemble des points fixes M et ceux-ci sont
symétriques par rapport & M (Figure 1).
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Figure 1

La singularité sur I’axe des abscisses est stable au sens de Lyapunov
et c’est un centre de mouvements périodiques, la singularité dans le demi-
plan supérieur est instable, la singularité dans le demi-plan inférieur est
asymptotiquement stable.

Il existe des systemes hamiltoniens non réversibles et des systémes
réversibles non hamiltoniens et il existe des systémes simultanément
réversibles et hamiltoniens. La Figure 2 caractérise la relation entre systemes
hamiltoniens et systemes réversibles.

Figure 2 : Relation entre systémes hamiltoniens et systemes réversibles

Le comportement conservatif a été bien étudié. On a élaboré la théorie
KAM réversible [6, 10, 51, 49, 62] qui est parallele & la théorie KAM
des systémes hamiltoniens [31, 4, 50]. On remarque que la théorie réversible
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étend tous les résultats fondamentaux connus pour les systemes hamilto-
niens. En particulier, on a démontré le théoreme sur la stabilité au sens
de Lyapunov de la position d’équilibre d’un systéme réversible [40]. La
théorie qui a été la mieux élaborée est la théorie des systémes décrivant
des rotations et des oscillations [18, 15, 89, 32, 64-86, 14]. Elle contient des
conditions nécessaires et suffisantes d’existence des mouvements périodiques
symétriques par rapport a ’ensemble des points fixes, la méthode de construc-
tion et d’étude de ces mouvements, la théorie du prolongement selon un pa-
rametre, la théorie semi-linéaire, la théorie locale, I’étude des mouvements
périodiques pour des problémes pratiques, la théorie de systemes de type
particuliers.

On a utilisé depuis longtemps la réversibilité (symétrie) pour construire
et classer des mouvements périodiques symétriques (orbites). Ces orbites (les
familles de Lyapunov) ont été construites pour la premiére fois par Euler [16]
dans le probléme des trois corps qu’il a introduit. Hill a considéré les orbites
symétriques relativement & deux ensembles de points fixes [27]. Les solutions
de Poincaré de premiere, seconde et troisiéme espece dans le probléeme des
trois corps sont symétriques [53].

Considérons quelques exemples de systémes réversibles :

[. Le systeme conservatif avec un degré de liberté

i+ f(z) =0 (2.5)

est invariant par 'application :

G= ( (1) _01 ) ot (tz, ) = (—t, 2, —i)

avec ’ensemble des points fixes M = {z,% : # = 0}.
II. Le probléme restreint des trois corps [63] :

i—2y=9Y
y+2j::%—g

2, .2
N A C e,
U Ry +R2+7

RI=(z+p)?+y* RE=(z+p—1)2+y

ol p est un parametre sans dimension.



2.1 Généralités 17

Le systéme (2.6) est invariant par application

1 0 0 0

0O -1 0 O .. ..
G = 0 0 -1 0 et (taxayaxay) - (_taxa Y, —x,y)

0 0 0 1

avec l'ensemble des points fixes M = {z,y,%,7y: y =2 = 0}.
ITI. Le corps solide pesant avec un point fixe [2]

( A% — (B = C)gr = P(2072 — y073)

B% _ (C — A)p'r = P($073 - ZO’YI)

% — (A - B)gp = P(yoy1 — ®072)

\

(d
Tt =r —3q

d
% =93P —"Nr

% =719 — 72p
Ici A, B, C sont les moments d’inertie principaux centraux, xg, 4o, 20

sont les coordonnées du centre de masse dans les axes liés, v1,7v2,73
sont les cosinus du vecteur de verticale, dirigé vers le haut, P = mg
est le produit de la masse du corps par 'accélération de la pesanteur.
Les équations d’Euler-Poisson (2.7) forment un systéme mécanique
réversible du type (2.3) avec les vecteurs u = (y1,v2,13)L, v = (p,q,7)"
et sont invariants par I’application

-1 0 0 0 0O
0 -1 0 00O
0 0 -1 000
G= 0 0 0 1 00
0 0 0 010
0 0 0 0 01

et (t’pa q,T, 71372773) — (_ta -p,—q,—T, 71372773)
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avec l'ensemble des points fixes M = {p,q,7,71,72,73 : p=¢q =1 =0}
[80]. Dans le cas général il n’existe pas d’autres ensembles de points
fixes.

Supposons que yo = 0. Alors le systéme (2.7), & c6té de 'ensemble
des points fixes M, a également ’ensemble des points fixes M; =
{p,qsm,71,72,73 + 72 = 0,¢ = 0} et il y a aussi une invariance par
I’application
0
-1

SO oo o
o O O O

SO O = OO
oSO =R O OO
) o O O O
_ o o o oo

et (t7p7 q,T, 717’)/2773) - (_t7p7 —q,7,71, _727’)/3)
Dans ce cas & (2.7) on peut mettre

u= (717737P7T)T7 vV = (727q)T

L’ensemble M contient la position d’équilibre

v =sinq, 2 =0, y3 =cosa, p=wsina,q =0, r = wcos

(A — C)w?sin2a + 2P(zgsina — zg cos @) = 0, w = constante
Dans cette solution les angles d’Euler sont
w0 =17/2, 0 =a, ) =wt+ 1y, 1y = constante

et I'équilibre du systeme mécanique réversible représente ici une ro-
tation permenente autour de la verticale avec la vitesse angulaire w.
Les mouvements proches de la rotation permanente sont parfaitement
décrits par la théorie locale des systemes mécaniques réversibles.

Tout mouvement d’un corps solide pesant au cours duquel le vecteur
de la vitesse angulaire instantanée est nul au moins deux fois, sera
périodique et représente une oscillation. Cette conclusion est une des
conséquences élémentaires de la réversibilité. Si yo = 0, la présence
dans le systéme (2.7) de I’ensemble des points fixes M permet 'exis-
tence de "mouvements périodiques symétriques nontriviaux”. Pour ces
mouvements i (t), ~y3(t), p(t), r(t) seront des fonctions paires du
temps, tandis que 2(t), ¢(t) seront des fonctions impaires de t. C’est
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pourquoi, en représentant ces fonctions par leurs développements de
Fourier, on peut construire et classifier tous les mouvements périodiques
d’un corps solide, symétriques par rapport a M;. De tels mouve-
ments sont, par exemple, les précessions régulieres dans les cas d’Euler-
Poinsot et de Lagrange-Poisson, aussi bien que les précessions régulieres
de Grioli. Evidemment, le caractéere des mouvements proches
des précessions réguliéres, est parfaitement déterminé par le compor-
tement d’un systéme mécanique réversible au voisinage du mouvement

périodique symétrique [80].
A c6té du systéme (2.1) on considére le systéme réversible périodique de

période T

x =X(x,t), xeR™ teR (2.8)

invariant par rapport a la transformation
(Xa t) - (GX, _t)

(G? = id).
Pour ce systeme l’ensemble des points fixes est un sous-ensemble de
R™ x R [79]

kT
M, ={(x,t): Gx=x, = - avec k entier}

Dans le cas ou l'application G est linéaire le systéme (2.8) a la forme
[79] :
u="U(u,v,t)
(2.9)
v=V(uv,t), uecR, veR" tcR
avec

U(ua -V, _t) = _U(ua v, t)a V(ua -V, _t) = V(ua v, t)

et I’ensemble des points fixes

kT
M; ={(u,v,t): v=0, t = - avec k entier}

Dans le cas ou le systeme (2.8) est périodique par rapport aux variables
U1, .., s (1 < s <mn), V.N. Tkhai, dans [79], introduit le systéme réversible
sous la forme
u="U(u,v,t)
(2.10)
v=V(uv,t), ueR, veR xT" % tcR



20 Systémes réversibles

avec
U(ua -V, _t) = _U(u7 v, t)u V(ua -V, _t) = V(ua v, t)

et 'ensemble des points fixes

M; = {(u,v,t) : sinv; =0, v, =0,i=1.5,j=s+1.n, t = kTT avec k entier}

Dans le systeme (2.10) T™ * est un tore de dimension n — s.

2.2 Mouvements périodiques symétriques

Considérons le systeme (2.8) qui est un systéme périodique de période T’
et réversible.

En raison de la réversibilité si ¢ — ¢(t) est une solution du systéme (2.8),
t — Gp(—t) est aussi une solution.

En raison de la périodicité si t — ¢(t +nT') est une solution du systeme
(2.8), t = Ge(nT —t) est aussi une solution (n € Z).

Soit

w(0) =xzp € My

(p(kTT):xleMt, keN

Alors si on pose

P(t) = Go(kT — 1)

ETY _ ETY _
v (%) =ce ()= o
P(kT) = Gp(0) = 9(0) = g
Donc, on a une solution £(t) de période kT telle que

o(t), 0<t<il LenN

£(t) =
Go(kT —t), B <t <kr

Théoréme 1 [26, 73, 79]. Pour qu’un systéme réversible périodique de
période T' admette une solution périodique de période kI, k € N, k> 1
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et symétrique par rapport a l’ensemble M, il faut et il suffit que pour un
zo € My la solution telle que ¢(0) = xy vérifie p (%Z) € M,.

Dans le cas ou le systéme est 2m-périodique par rapport aux variables
v1,...,0s (1 < s < n) il convient d’appliquer le théoréeme 1 dans 'espace
R! x R® x T"~%. Par conséquent sur le mouvement T-périodique on a u =
p(t), v =19(t), avec cela

pt+T)=(t), vt +T)=9{t)+2mm, meZ", m; =...=my =0

Si tous les nombres m; sont nuls, on a une solution périodique dans le
sens ordinaire qui décrit un mouvement oscillatoire. Si m # 0, la solution
n’est pas périodique. De toute facon, elle décrit un processus de type rotatif
périodique.

On considére le systéme (2.1) qui est un systéme autonome.

En raison de la réversibilité si ¢t — ¢(¢) est une solution du systéme (2.1),
t — Gep(—t) est aussi une solution.

En raison de I'autonomie si ¢ — @(t) est une solution du systéme (2.1),
t — Gg(—t — a) est aussi une solution (n € N).

Soit

p(0)=z0eM

p(ry=1 €M

(7 est un moment d’intersection de 1’ensemble M avec la courbe ¢(t)).

Alors
P(t) = Go(-t+a) = Gp(2Tr —t), a=27

P(7) = Go(1) = p(7) =71

P(7 +7) = Gp(0) = p(0) = z¢

C’est-a-dire on a une solution £(¢) périodique telle que

(P(t), 0<t<r

£(t) =
Gp(2r—t), 7T<t<2r

Théoréme 1’ [26, 73, 79]. Pour qu’une courbe intégrale d’un systéme
autonome réversible représente un mouvement périodique il faut et il suffit
qu’elle coupe l’ensemble M en deux points distincts.
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Si, comme par exemple dans le probléme du mouvement d’un corps so-
lide pesant, le systéme posséde plusieurs propriétés de réversibilité il leur
correspond alors plusieurs ensembles de points fixes dont il faut considérer
la réunion.

2.3 Meéthode de formation des solutions 27wk-péri-
odiques d’un systéme réversible

Quand on considére un probléme concret il est important de posséder
une méthode pour construire les mouvements périodiques. Il s’avéere que
cette méthode existe [79] et on formulera son contenu pour le systeme 27-
périodique réversible du deuxieme ordre.

Considérons 1’équation du deuxieéme ordre

&+ fla,d,t) =0 (2.11)

avec f(a + 2w, a,t) = f(a,q,t) et f(a,q,t + 27) = f(a,d,t) et, de plus,
invariante par rapport & la transformation

(o, &, t) = (—a, &, —t)

Cela veut dire que I’équation (2.11) est réversible avec l’ensemble des
points fixes

M, = {(o, &,t) : sina =0, t =7k avec k entier}

et que
f(aa da t) = _f(_aa da _t)

On pose la question comment trouver les solutions 27k-périodiques de
I’équation (2.11) symétriques relativement & I’ensemble M.

Cette méthode se base sur le théoréme 1 de la section 2.2 qui donne une
condition nécessaire et suffisante d’existence des solutions 27wk-périodiques
de l’équation (2.11).

Théoreme 2 (Tkhai). La solution du systéme (2.11) sera 2wk-périodique
au sens [19] si

aty+27k) = a(ty) + 2mm

alto+ 2rk) = élto), kym € Z (2.12)
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(to est un instant initial).
Si
to = wl, ag = mn, I,neZ

la solution est symétrique relativement a [’ensemble des points fizes M.

La condition (2.12) répond & la solution ou la fonction &(t) est 2mk-
périodique, et la fonction «(t) augmente de 27m sur une période.

Sim = 0, on a des oscillations et le théoreme 2 coincide avec le théoreme
de Heinbockel-Struble [73, 26]. Si m # 0, on a des rotations.

De cette facon, le théoréme 2 donne la méthode de construction de tous
les mouvements d’oscillation aussi bien que de rotation 27k-périodiques.

Pour trouver la vitesse initiale /(0) si «(0) = 0 pour les rotations (2.12)
2mk-périodiques on construit une image MZ¥ de I'ensemble My = {t, o, ¢ :
t = 0, = 0}, prescrite par I’équation (2.11). Alors tous les points d’in-
tersection de l’ensemble Mj avec les droites a = wm appartiennent aux
mouvements 27k-périodiques si t = 7k.

Pour construire 'image MZ* on résout le probléme de Cauchy sur [0, k]
pour I’équation (2.11) avec les conditions initiales a(0) = 0,&(0) = vy ou
vo € My et avec les conditions initiales «(0) = 0, &(0) = v; ou v; € M.

Sivg et vy sont tels que (0, vy, wk) > mm > (0, vy, wk) ou a0, vy, k) <
mm < «0,v,7k), d’apreés le théoreme de continuité de la solution d’un
probléeme de Cauchy par rapport aux conditions initiales, il existe un point
du segment |vg, v1[ tel que la solution correspondante vérifie a(mk) = mm.
Ce point détermine une solution symétrique périodique au sens de [79].

™~ a ~ m=0

5 4n

AN
AN
\
‘ m=2 *
\ 3n | /r ~

m=3 \\ m=1 * - J \ \/\l

\ P I
s y

Figure 3 : Solutions périodiques (au sens de [79])
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Ainsi Dexistence de la solution 2wk-périodique est établie d’une facon
qualitativement exacte. Ensuite la valeur de vitesse initiale &(0) €]vg,v1[
est précisée si nécessaire par la méthode d’itérations.

Cette méthode sera appliquée dans le chapitre 5 pour construire des
mouvements périodiques dans le probleme d’un satellite sur un plan d’une
orbite elliptique.

2.4 Prolongement d’'un mouvement périodique se-
lon un parametre

Le probleme donné est un des principaux problémes de la théorie du
mouvement périodique. C’est Poincaré [53] qui a posé ce probleme et a
également proposé les méthodes essentielles de sa solution. On considere le
systeme, dépendant du parametre p. On admet, que si g = 0, le systeme
non-pérturbé a une solution périodique p(t). Alors se pose la question de
I’existence d’une solution périodique pour p # 0, se réduisant & la solution
p(t) sip=0.

I1 est démontré dans [78] (Tkhai) que deux cas doivent étre considéré

— le cas dit “grossier” si l’existence de solution périodique pour p # 0

et assez petit n’exige que des propriétés du systeme non-perturbé

— le cas dit “non-grossier” si cette existence exige & la fois des propriétés

du systéme non-perturbé et des perturbations

Le systéme non-perturbé peut étre conservatif, hamiltonien, stable au
sens de Lyapunov etc. Les perturbations conditionnées par la signification
1 # 0 appartiennent & une classe bien déterminée. Donc en résolvant le
probleme il est important d’avoir une idée précise du type de systéme non-
perturbé et du genre de perturbations considérées.

Dans le cas ot le systéme non-perturbé est réversible et les perturbations
sont considérées comme réversibles on peut affirmer

Théoréme 3 (Tkhai [71, 77, 78]). Dans le cas grossier si un systéme
non-perturbé réversible (resp. un systéme autonome) a une solution
périodique t — p(t) il y a aussi une famille a l—n (resp. [-n+1) paramétres de
solutions périodiques contenant la solution t — p(t), cette famille se conserve
pour p voisin de 0 dans la classe de perturbations périodiques réversibles
(resp. autonomes).

Signalons que la condition d’étre grossier peut étre constructivement
vérifiée.
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Le probléme se résout également dans le cas ou le systéme non-perturbé
est réversible et les perturbations sont non-réversibles.

Les cas non-grossiers sont plus variés. Cependant on propose des
méthodes pour les étudier et fondées sur une théorie générale.

2.5 Mouvements périodiques d’un systéme quasi-
autonome du deuxieme ordre

Lemme (Tkhai, communication particuliere). On considére
le systéme autonome dans R?

(2.13)

que l'on suppose réversible, ¢’est-a-dire que
U(ua _U) = —U(’U,, U)a V(ua _U) = V(ua 1))

et on suppose que les fonctions U et V' sont différentiables a un ordre suffi-
samment élevé.

Soit t — (u(t),v(t)) une solution du systéme (2.13) que l’on suppose
symétrique par rapport & 'axe Ou, 2w périodique et telle que v(0) = 0. De
plus, on suppose que la solution considérée n’est pas un équilibre.

Alors on peut en conclure que

Preuve

Dans la solution symétrique périodique (u(t), v(t)) on a
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W\V

u,v)

cv

Figure 4

On a v(0) = 0. Au point (u, v) (le parametre ¢ est positif) correspond le
point symétrique (u, —v) (le parametre ¢ est négatif). Par conséquent u(t)
est une fonction paire par rapport a ¢t et v(t) est une fonction impaire.

En raison de la réversibilité du systéme (2.13) le systeéme aux variations

est sous la forme ‘
p=a_(t)p+ay(t)q
(2.14)

g = by (t)p +b-(t)g

ou les fonctions a_(t), b_(t) (ay(t), bi(t)) sont des fonctions impaires
(paires) par rapport a t.

Le systéme (2.14) est un systeéme linéaire, homogene, réversible et inva-
riant par rapport a chacune des transformations

(pa q, t) - (_pa q, _t)

(pa q, t) - (pa —q, _t)

En raison de autonomie du systeme (2.13)

(2.15)
q(t) = Lo(t)

est évidemment une solution du systéme (2.14). Les fonctions u(t), v(¢)
représentent une solution symétrique de période 27 (non triviale)
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du systeme (2.13) et p(t) est une fonction impaire (p(0) = 0) de période
27, q(t) est une fonction paire de période 2m. Par conséquent (p(t), q(t)) est
une solution non triviale de période 27 du systeme (2.14). On a alors

plr) = fru(m) =0

g(r) = Fo(m) £0

Théoréme 4 (Tkhai, communication particuliére).
On considére le systéme non-perturbé dans R?

{u = U(u,v)

0=V (u,v)

(2.16)

que l'on suppose réversible, ¢’est-a-dire que
U(u,—v) = =U(u,v), V(u,—v) =V (u,v)

On suppose que ce systéme posséde une famille d un paramétre h de solutions
de périodes T'(h) telle que T'(h*) = 27 ou h décrit un intervalle de R et

ar .

(par exemple h peut étre la constante de l’énergie d’un mouvement conser-

vatif).
On considére aussi le systéme perturbé dans R?, dépendant du petit pa-
rametre [

{u = U(u,v) + pUi(p, u,v,1)
(2.17)

0 =V(u,0) + pVip, u,0,1)

que l’on suppose aussi réversible (par la méme transformation)

U(u,—v) = =U(u,v), V(u,—v) =V (u,v)

Uy (H’? u, —v, _t) =-U; (H’? u, v, t)a ‘/i(ﬂa u, —v, _t) = ‘/i(ﬂa u, v, t)

On suppose que les perturbations pUy, pVy sont 2m-périodiques pour le temps
t. Si u =0, on aura un systéme non-perturbé (2.16). Pour |u| # 0 et petit
on aura un systeme perturbé, proche d’un systéme réversible autonome.
Alors on peut en conclure que pour i assez voisin de 0 le systéme perturbé
(2.17) a une seule solution de période 2w qui se réduit a la solution de
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période 2w du systéme non-perturbé (2.16) pour p = 0. L’ezistence de la
solution ne dépend pas de la forme concréte des fonctions pUy, pVi.

Démonstration

Soit

w(p,u®, 00, 1),  o(p,u’,v°,t)

la solution du systéme (2.17) avec la valeur initiale (u°,v°) pour ¢ = 0.

La condition nécessaire et suffisante d’existence de la solution de période
27 est (Théoreme 1)

'U(H,,UO,O, 7'(') = ’U(O,’U,O, 0771-) + :U’Ul(lu’auoa()? 7'(') =0 (218)

ot t = (u(0,u",0,t),v(0,u°,0,%)) est la solution du systéme non perturbé,
qui coupe 'ensemble des points fixe M = {(u,v) : v =0} pour t = .
Lorsque g = 0 Péquation (2.18) admet la solution u® = u*.
Le systéme non perturbé (2.16) est un systeme autonome et la condition
d’existence d’une solution de période 27 est (Théoreme 1’)

v(0,u°,0,7) =0 (2.19)

(7 est un instant ou la courbe ¢ — (u(0,u°,0,t),v(0,u°,0,t)) coupe I’en-
semble des points fixes). Par hypothese, I’équation (2.19) admet une famille
de solutions de la forme u® = ¢(h), 7 = T'(h)/2, c’est-a-dire que

v(0,$(h),0,T(h)/2) =0 (2.20)

ou le parametre h de la famille décrit un intervalle de R et ¢(h*) = u*,

T(h*)/2 = w. En dérivant cette relation au point h = h* on obtient

20w 0m L0+ L2 0w 0m Ty =0 22
u

dh 2 0t dh
. dTr ., . Ov N
Par hypothese T (h*) # 0 et d’apres le lemme 5% (0,u*,0,7) # 0. Donc,

nécessairement 5
v
W (O,U*,O,W) 7é 0
On peut donc appliquer le théoreme des fonctions implicites & la relation
(2.18) : il existe un intervalle contenant 0 et une fonction continue unique

p — 1 (u) définie sur cet intervalle et telle que
(s P(p),0,m) =0, 9(0) = u’

c’est-a-dire que pour |u| # 0 assez petit, la solution du systéme perturbé
telle que u® = (i) est de période 2.

Remarque.

On est dans le cas grossier.
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2.6 Systeme proche d’un systeme conservatif a un
degré de liberté

Considérons I'équation
zZ+ f(Z) = /LF(,U,,Z,Z.,t) (222)

Etudions le probleme de l'existence d’une oscillation, se transformant
pour g = 0 en une oscillation de I’équation non-perturbée, dans le cas d’une
équation réversible. Alors on obtient une équation réversible sous I'une ou
I’autre des conditions suivantes

f(=2)=—f(2), F(u,—=z2,—t)=—F(u,z,2,t) (2.23)

~

ou

F(u,z,—%,—t) = F(pu, 2, 2,t) (2.24)

Dans chaque cas (2.23), (2.24) I’équation (2.22) est exprimée sous la
forme (2.17).

Sip = 0, on aura un systeme conservatif avec un degré de liberté. Une

analyse complete de ce systeme est effectuée par la méthode du portrait

de phase. Supposons que le systéme admette une famille d’oscillations. Ces

oscillations sont symétriques par rapport a l'axe Z dans le cas de (2.23)
(Figure 5 a), et & axe z dans le cas de (2.24) (Figure 5 b), 5 ¢))

z

N7
CZEANS

a) b)

)
@)

W7
NS

iy

Figure 5 : Oscillations périodiques symétriques du systéme conservatif avec
un degré de liberté
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Le systeme (2.22), (2.23) ou ((2.22), (2.24)) est réversible avec I’ensemble
des points fixes {z,2: z =0} ou ({2,2: z = 0}). Il découle du théoreme
3 et du théoreme 4 un résultat plus précis pour les systemes & un degré de
liberté.

Théoréeme 5 (Tkhai [86]). Soit un systéme quasi-autonome périodique
réversible. Si le systéme non-perturbé est conservatif et possede une solution
2rk-périodique symétrique oscillatoire dont la période est T'(h) (h est la
constante de ’énergie) et si pour une valeur h* :

2k dT
T(h*)=%, kom e N, Zo(h") #0

alors cette solution se conserve par perturbations pour u # 0 (et assez petit).

Ce résultat sera appliqué dans le chapitre 5 au probleme des oscillations
d’un satellite au voisinage d’une orbite circulaire.

2.7 Meéthode de détermination des exposants ca-
ractéristiques d’un systeme périodique réver-
sible linéaire

Le systéme réversible linéaire avec des coefficients périodiques est de la

forme

v =B, (t)u+B_(t)v (2.25)

uc R, veR"(I>n)

ou Ai(t),B;(t)(A_(t),B_(t)) sont des matrices dont les composantes
représentent des fonctions paires (impaires), le point signifie la dérivation
par rapport a t.

Décrivons la méthode de définition des exposants caractéristiques du
systeme (2.25), qui permet de trouver ces exposants en résolvant n fois (et
non n + [ fois!) le probléme de Cauchy pour le systeme (2.25) [79].

Ce systeme est invariant par rapport a chacunes des transformations :

(u,v,t) = (—u,v,—t)

(u,v,t) = (u,—v,—t)
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Supposons que le systéme d’équations (2.25) ait la solution

u(t) = e(t), v(t)=1(t) (2.26)

Alors en raison de réversibilité il existe aussi les solutions
1) u(t) = e@) + o(=t), v(t) =9(t) — p(-1) (2.27)
2) u(t) =) —e(-1), v(t) =¢(@) + P(-t) (2.28)

Dans (2.27) on a u(0) = 0 et dans (2.28) on a v(0) = 0. De cette facon
on peut construire la matrice fondamentale de solutions. A cause de 'unicité
de la matrice fondamentale on a

Ut(t) U (1)
suy:( ), S(0) =1
V=(t) V()

ou UT, VT (U™, V7) sont des matrices dont les composantes sont des
fonctions paires (impaires)

ULty ... Uf(t) Unp(t) ... Up(t)
Ut(t) = oo ], U ()= S
Ui(t) ... Uf(t) Ui .. U,
Vi) . V() Vi) ... ViR
V= (t) = oo ], V(Y= S
Vi) .. V() Vi) . VR

A Tinstant T' (période du systeme (2.25))

Ut(T) U (T)
(4 7 ven)
V(T) VH(T)

Alors

ut(rT) -U (1)
(S )
=V(T) VHT)

Considérons la matrice P :

P=

N —

Ut(T) 0 )

(8(T) +8(-1)) = (
0 VHD)
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Si p est une valeur propre de la matrice S(T'), alors + est une valeur

=

propre de la matrice S(—7") donc

=36+

est une valeur propre de la matrice P.
D’ou on définit p comme racine d’équation quadratique

PP —206p+1=0

Ainsi pour trouver la propre valeur p de la matrice S(7') il faut déterminer
la propre valeur 8 de la matrice P.
Ecrivons :
Ut (T) - pI 0

0 ViHT) - pl (2.29)

det |UT(T') — BI| - det [V (T) — BT|

o1 U™ est une matrice de taille | x [ et V' est une matrice de taille n x n.
Formulons le théoreme :
Théoréme 6 (Tkhai [79]). Le systéme réversible linéaire (2.25) a au
moins | — n exposants caractéristiques et les diviseurs élémentaires qui leur
correspondent sont simples.

Donc, parmi les racines de I’équation (2.29) [ — n racines sont nulles, le
reste des 2n racines est réparti en paires p et 1

0
On peut écrire :

P —BI=(B-1)""QLB) = (B—1)"" det [VI(T) - BI| =0

ot @y (fB) est un polynome de degré n de .
[ est défini comme la solution d’équation

det [VT(T) — BI| =0 (2.30)

Donc, pour trouver les exposants caractéristiques A\, du systéme (2.25)

il est nécessaire :
— Construire la matrice V(7). Pour cela il faut résoudre n fois le
probléme de Cauchy sur la période [0, 7] pour I’équation (2.25) avec
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les conditions initiales

=)

0

ou le vecteur v(0) de la j-iéme solution du probléme de Cauchy re-
présente une colonne comprenant des zéros et une unité qui se trouve
en j-ieme position.

— Trouver les valeurs propres 3 de la matrice VT (T)).

— Vérifier la condition |8| < 1.

De cette fagon est décrite la méthode de détermination des exposants
caractéristiques pour un systéme réversible linéaire avec des coefficients
périodiques.

Outre cela on peut exprimer la condition pour que les exposants ca-
ractéristiques soient imaginaires.

Si|B| < 1, alors |p| = 1 et les exposants caractéristiques sont purement
imaginaires et Ay, = £5-10.

Cette méthode de détermination des exposants caractéristiques sera ap-
pliquée dans le chapitre 4 au probléme du roulement d’un ellipsoide creux
pesant sur un plan et dans le chapitre 5 au probleme d’un satellite sur une
orbite elliptique.

2.8 Résonance paramétrique dans le systeme ré-
versible du troisiéme ordre

Remarquons que la stabilité de la solution périodique d’un systéme 27u-
périodique par rapport a t et réversible d’équations différentielles du
n-ieme ordre quasi-autonome a été étudiée dans [70] (Tkhai). De plus on
a étudié la stabilité dans le cas de la résonance paramétrique. La résonance
paramétrique conduit en principe a l’instabilité, qui découle de 'inégalité
a zéro d’un des coefficients de la forme normale du systeme linéaire. Il est
assez problématique de calculer le coefficient mentionné ci-dessus en raison
de la normalisation du systeéme périodique et en méme temps dépendant du
petit parametre €. Cependant il suffit de trouver ce coefficient en premiére
approximation par rapport a € ce qui simplifie le probleme. On aura des
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formules concretes permettant de calculer le coefficient dans le cas général
du systeme réversible du troisieme ordre.

On considére le systeme 27-périodique réversible d’équations
différentielles du troisiéme ordre quasi-autonome

= UP(ur,ug,v) + eUi (e, ur, ug,v,1)
iy = U(uy,uz,v) + eUs(e,ur, ug,v,t) (2.31)
o = VO(u1,ug,v) + eV (e, ur,uz,v,t)

(¢ est un petit parametre) invariant par substitution (ui,ue,v,t) —
(u1,u2, —v, —t). On suppose que le systéme non-perturbé, obtenu de (2.31)
pour € = 0, admet la solution constante (u,u9,0), appartenant & I’ensemble
des points fixes M = {uy,uz,v : v = 0}. En raison de la réversibilité du
systéme initial (2.31) les équations aux variations pour cette solution sont
de la forme

i‘l = b(l)y
iy = by (2.32)
g = alz1 + adze

(a9, a3, Y, b9 sont des constantes). Si a¥b? + a3by # —k?, k € N, ou a¥b? +
adby = 0, mais |al| + |a3| # 0, le systéme (2.31) pour ¢ # 0 suffisamment
petit admet la solution 27-périodique [71]

ul(e,t) = ul +eui(e, t), u(e,t) = ud +eul(e,t), v*(e,t) = evi(e,t) (2.33)

symétrique par rapport a l’ensemble M. On suppose que les fonctions
ui(e,t), ul(e,t), vi(e,t) sont analytiques par rapport au parametre e.

On formule le probléme sur la stabilité de la solution périodique (2.33)
du systéme (2.31) et on considére, d’abord le systéme & l’approximation
linéaire en e

i1 = e-an(t)z +e-apt)z+ 0 +e-bi(@)y+e2( ) +...
iy = e-an(t)ry +e-ap(t)zr+ B3+ b))y +e*( ) +...
g = (aY+e-ar(t))zy + (ad +¢e-ax(t))z2 +e-ass(t)y +€2( ) +.

(2.34)
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En raison de la réversibilité du systeme initial (2.31) et de la symétrie
de la solution (2.33) les équations (2.34) seront invariantes par rapport a
chaque transformation

(*/Elax%yat) - (x17x27_y7 _t)
(*/Elax%yat) - (_$17_$27y7 _t)

Cela veut dire que dans (2.34) les fonctions a,;(t) sont paires, et les
fonctions bs(t), a;(t) sont impaires par t. Par conséquent on peut représenter
ces fonctions par des développements trigonométriques de Fourier comme
ceci

asj = Z ag];-) sin kt
k

k
aj = a;+ > agk) cos kt
k

La partie de droite du systéme (2.34) dépend du parametre €. Si e = 0,
le systéme (2.34) est autonome et les racines de I'équation caractéristique

)\1 = \/a[l]b[l] +agbg, )\2 = —\/a[l]b[l] +agbg, )\3 =0

Si afb + adb < 0, on a des racines purement imaginaires \; o = Fiw.

Le systeme (2.31) posséde toujours un exposant caractéristique égal
a zéro [89, 81]. C’est pourquoi, conformément a la théorie de Lyapunov-
Floquet le systeme (2.31) admet l'intégrale premiere

sont

V(z1,x2,y,6,t) = A1(e,t)z1 + Az(e, t)z2 + B(e, t)y = h (constante)
(2.36)
avec des coefficients périodiques par rapport & t. Donc, en raison de la
réversibilité du systéme initial (2.31), les fonctions A;(e,t), Aa(e, t) seront
paires, tandis que la fonction B(e,t) sera impaire. Outre cela, il est évident
que ces coefficients dépendent du parameétre €. Admettons que

Aj(e,t) = a2+6-aj(6,t), j=1,2
(2.37)
B(e,t) = ¢-B(e,t)
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et calculons la dérivée totale de la fonction V' au sens du systeme (2.31). On
a

D = (& + edn)ay + (6 + ed) s + (B)y+

+ (& +ea) [earizy + earpma + (B + eby)y + €2(...) +...] +
+ (a3 +ea) [eaniz1 + agoma + (b + ebo)y +e%(...) +...] +
+ eB[(ad +ear)m1 + (a) +eaz)ra + € - azzy +2(...) +...]
La nullité de cette dérivée conduit aux équations que doivent vérifier les

fonctions inconnues «aq, ao, 5. On identifie les coefficients des mémes puis-
sances de ¢ ce qui donne :

e ab=0, =0,
2.38
A28 + a6y = 0 (2:38)
C'Yl (07 t) + O‘(1)(07 t)all + 048(0, t)a21 + a(l)ﬂ(oa t) =0
gl & (0,t) + (0, t)ar2 + a3(0, t)ass + adB(0,t) =0
. (2.39)
B(0,1) + afbi(t) + a1 (0, )b + agba(t) + a2(0,1)b3 = 0
62 :

La premiere de ces équations sert & déterminer af, o et laisse une cer-

taine liberté dans leur choix. Admettons que

a;(0,t) = ajo+ Zajk cos kt, j=1,2
k

B0,t) = > PBrsinkt
k

(10, 20, 11, 91, 1, B2 sont des constantes) et substituons ces expressions
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dans le systeme (2.39). Il s’ensuit

Z kay,sinkt = aY Z B sin kt + Z(a?aﬁ) + agag?) sin kt
k k k

Z kagy sinkt = af Z B sin kt + Z(a[l]agg) + agag;)) sin kt
k k k

=Y kBrcoskt = (g + Y arpcoskt) + by(agg + Y gy cos kt)+
k k k

A% + adbs + Z ) 4+ agb( )) cos kt

En égalant des coefficients des harmoniques de Fourier identiques on
obtient
bY 10010 + b2a20 + alb* + (,1’262 =0
0, (k) 0,,(k)

kay = a)B +afayy + ohag
koo = a$B + ofafy + afall) (2.40)
_ _ 10 07, (k ) 20p) _

kB = b1a1k+b Olgk-l—alb + a5by k=1,2,...

Substituons les valeurs de a;g, agr dans la troisieme équation. Alors on
a une équation linéaire pour déterminer [y

(a909 + a6 + k) + k(adb{) + aZbl)+

+ o (00afy +08ay)) + ad(Baly +8as) =0
(2.41)
avec cela o, oY satisfont la condition (2.38).

Si, pour tout entier naturel k, on a
A =adb) 4+ adbd +k* #0

alors tous les [, donc aqi, aog, se définissent d’une seule maniere. Cette
condition est toujours réalisée en ’absence de résonance paramétrique.
En présence de résonance paramétrique 2w =p =2l —1, [ € N, on a

a%b) + adbd = —(21 — 1)%/4

et A =0si (20 —1)? = 4k? ce qui est impossible. Par conséquent, si p est
impair, la transformation se définit également d’une seule maniere.
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Dans les cas mentionnés admettons que

aA2bt + a)b}

af = by, af = —b), a1 = by, @z =b) — T (2.42)
Alors les coefficients «q, ok, B sont calculés par les formules
Qg = %(%fk + b2a51) bla’él))
Qg = %(asz + b2agz) b1a§2)) (243)
B = [k
ol
o = _bo(b2 51) b1a§1)) + b5 (ba 52) b1a§2)) +k(bgbgk) - b(l)bgk))

val + b3ad + k*

Admettons qu’il y a la résonance paramétrique 2w = p = 2[, [ € N.
Alors, si k = [, on a A = 0. Donc, dans ce cas on ne peut pas utiliser les
formules (2.43) pour éliminer du systéme (2.34) une des équations (pour z1,
ou z3).

On peut se servir des formules (2.43) y compris dans le cas particulier
de résonance parameétrique w = [, ou dans le systéme (2.34) les premiers [
harmoniques sont absents. Dans ce cas les équations (2.41) donnent : f; =

=0 =0, Bi3+1,Prr2,- .. sont déterminés d’une seule maniere. Avec cela
les formules (2.42) gardent toujours leur valeur.

Conclusion 1. Les coefficients g, o, Bk de lintégrale sont
déterminés les formules ((2.42), (2.43)) dans les cas suivants :

a) il n’y a pas de résonance paramétrique ;

b) il y a une résonance paramétrique 2w =p =21 —1, l € N;

¢) il y a une résonance paramétrique w =1 € N, mais le systéme (2.54)
ne contient pas | premiérs harmoniques.

Pour les cas ci-dessus abaissons l'ordre du systeme (2.34) a l'aide de
I'intégrale V. Pour cela on déduit de (2.36)

r1 = = (V = (0 + con)az — (eB)n)
1
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et on substitut 'expression obtenue dans le systeme (2.34). On a

4 i 0
. oy + e
T2 = |€a21 (—%7> + 8a22] T2+
L o] + e

[ 6/3 0
+ a ——5— ) + b5 +¢b + t)|V
_5 21 ( (1) c 1> 2 2} Yy [(I( )]

_ag + eag

+al + cas | zo+
04(1)—1-8&1) 2 2} 2

i = [+ ea) (

+ :(a‘f + eay) <—a?i75m1> + 8a33] y+[r@®)V

(les coefficients ¢(t),r(t) sont des fonctions 27-périodiques).

Sur la variété intégrale V (z1, z2,y,¢,t) = 0 on a un systéme du deuxieme
ordre

Ty = mz2+&1y
(2.44)
y = Sama +m2y,
n; = £anksinkt
k

§ = f? +e(&o +Z§jkcoskt), j=1,2
k

On note 71, 12, &1, & en utilisant les coefficients du systeme (2.34),
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imposés par les formules (2.35)

0 0
o k k) & .
m = € <a22 - a21—%> =¢ E <a§2) — aél)a—g> sin kt
k 1

aq

0
ne = € <a33 - a?%) = 62 <a§]§) - B a1> sin kt
o ;

s
o

& = bg—i—ebQ:bg—i-E(b’ﬁ—i-Zbgk)coskt)
k

(2.45)
0 0 0 0
_ 0 o a 020 — oo _
£ = <a2—a1—% +5<a2—a1—% —a— g5y 2| )=
aq Qg (a1)
0 0 0 0
_ 0 089 * x 0o 0200 — 1%y
= 02—01—0+5<02—a1—0—a1# +
aq aq (a1)

0 0 0

a ) — aja

+ > (aék) — agk)—g — a?%) cos kt>
3 251 ()

Les valeurs moyennes par période de ces coefficients sont
m=0; m=0 & =¢& +ebw; & =&+l

On consideére le systéme qui découle de (2.44) par la prise de la moyenne
sur la période des coefficients

iy = (&) +¢etw)y
(2.46)

g = (& +eby)ry

On défeni
Q2 = — (& + €10) (€3 + e€20)

Ici, €2, est la fréquence des oscillations du systéme moyen (2.46), quisie = 0,
coincide avec la fréquence des oscillations du systéme (2.32), w.
Par la transformation
)

= —
’ V&9 + e

- Y

VE +eéio
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le systeme (2.46) prend la forme

T2 = _Q*g
(2.47)
g = Q2o
Maintenant on passe aux variables complexes conjuguées
z = Z2+1y
Z = Ip—1y
Alors
gy = (z—2)/(2i)
et I’équation pour Z prend la forme
z =102
On exprime le systéme (2.44) sous la forme
4 ) fo
To = Qg+ €Zn1k sin kt o + —5—%6251]6 cos kt g
k 1k
(2.48)
0
7 = QZo+ —%6 &op cos kt o +62n2k sinkt g
\ 2 k

Alors ’équation pour z a la forme finale

Z2=1Qz + %[6( z (Z [ka + GIZ] ekt 4 Z [_FI; + G,;] e—ikt) i
k k

z (Z [F,j + G,j] LD [—F,j + G,j] e_ikt>)

% %
(2.49)
ou
Foo— - G = -8 - -8
e = Mk — M2k, B = 5ok &1k
13 i
g

0
Ff = —nu + ok, Gf = Sop + —%fm
1

&
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Considérons le cas de résonance du deuxiéme ordre
2w=p, peZ

Dans ce cas le systeme (2.49) est noté dans la forme

z =iz + Zz;rs( z ([Fp‘ + G;] et + [—Fp— + GE] e—z’pt) 4
(2.50)
3 ([Fp+ + G;} et 4 [_Fer + G;} efz'pt))

Selon les résultats de [70], si dans le systéme (2.34) le développement
des coeflicients commence par le p-iéme harmonique, la solution (2.33) du
systéme (2.31) sera instable en premiére approximation [70] lorsque le coef-
ficient de ze™’ est différent de 0 dans (2.50), c’est-A-dire lorsque

—TMp + 772p A 52 €2p A Zi flp 7é 0

De cette maniére on a obtenu une expression du coefficient qui, sous
la condition de résonance, détermine la stabilité en cas de résonance pa-
rametrique.

Ce résultat sera appliqué dans le chapitre 4 au probléeme du roulement
d’un ellipsoide proche d’un ellipsoide de révolution.

2.9 Stabilité de la position d’équilibre d’un systeme
réversible

Soit un systeme réversible analytique au voisinage de la singularité x =
0 (X(x) = 0) appartenant & Pensemble des points fixes. En mettant en
évidence 'approximation linéaire, on peut écrire

{ﬁ:Av+U(u,v) s
2.51

v=Bu+V(uv), uc R, ve R"

et I'équation caractéristique

-\, A
det ( ) =0
B R
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a des racines formant des paires opposées. La stabilité au sens de Lyapunov
n’est donc possible que lorsque les racines sont purement imaginaires et
forment des paires A = iw et A = —iw (w € R).

()

et application G est de la forme

I, 0
G =
0o -I,
On étudiera un systéme de dimension quatre (I = n = 2) et A}, A3

sont négatifs et distincts. Alors aprés normalisation linéaire (changement de
variables) le systeme (2.51) a la forme

Ici

Zs = iwszs + Zgs(2,2), s =1,2 (2.52)

plus les équations conjuguées, (ws est un nombre réel positif). On remarque,
que (2.52) est invariant par la transformation : (¢,z,z) — (—t,2,z), donc
les coefficients du développement taylorien des fonctions Z, sont purement
imaginaires [51].

On suppose d’abord que le systeme (2.52) n’a que des résonances d’'un
ordre inférieur ou égal & quatre, apres normalisation des termes du deuxieme
et troisieme ordres le systéeme a la forme

Zg = i(ws + Aslp% + A52P§)Zs + Zs(4)(Z, Z), Ps = |Zs| (2'53)

(4) _

(avec Zs ' = O(||z,Z||*)). En négligant Z} on obtient le systéme modele en
coordonnées polaires p et ¢ : z; = pse!¥Ps, z, = pse” Ps :

ps =0
(2.54)
Y5 = ws + Aslp% + AsZP% = ws(p), s =1,2
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Figure 6 : Projection des tores invariants du systéme modele.
Famille A : o # constante ;
Famille B : o = constante et la condition (2.55) est vérifiée ;
Famille C : 0 = constante, mais la condition (2.55) n’est pas vérifiée.

Pour le systéme modele (2.54) p; et po sont des intégrales premiéres, il en
résulte que dans le premier quadrangle du plan (p1, p2) les points intérieurs
(p1 > 0,p2 > 0) représentent des tores de dimension deux invariants du
systeme, ces tores dégénerent en des cercles pour p; = 0 ou py = 0.

Les tores invariants du systeme modele se répartissent en deux
catégories : les tores résonants pour lesquels o = @1(p)/@2(p) est un nombre
rationnel et les tores non résonants pour lesquels o = @(p)/w2(p) est un
nombre irrationnel.

A chaque courbe d’équation

wi + A11pT + A1203
wy + Ag1p? + Agaps

= o (constante) (2.55)

correspond une famille de tores invariants résonants si o est rationnel et non
résonants si o est irrationnel.

Pour le systéme modele il y a stabilité des variables (p1, p2) au voisinage
de la solution z; = z2 = 0. Pour le systeme perturbé les tores invariants non
résonants sont légérement déformées et les courbes (2.55) pour lesquelles o
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est rationnel sont elles mémes légerement déformées, tandis que les tores
résonants sont détruits.

La condition de stabilité de la solution (0,0) des variables p; et py dans
le systeme perturbé est que les courbes (2.55) (pour o rationnel) entourent
Porigine et puissent étre aussi proches de l'origine.

Ces courbes sont des coniques, ce qui conduit & la condition suivante :

A A A A
(ﬁ - i) (ﬁ - ﬁ) >0 (2.56)
w1 w2 w1 w2

On suppose que la condition précédente est simultanément satisfaite avec
la condition w w
1 2

—¢Z, —¢7 2.57

“gz, 2y (257)

Dans ce cas on peut prouver [40] en utilisant la théorie de Newton-
Kolmogorov la conservation pour le systéme (2.53) de toute la famille ana-
lytique des tores du systéme modele (2.54). Outre cela, on monte que la
stabilité au sens de Lyapunov résulte de I'existence de telles familles.

Théoréeme 7 (Matveyev [40]). Si les conditions (2.56) et (2.57) sont
vérifiées pour le systéme (2.53), alors la solution triviale du systéme (2.53)
est stable au sens de Lyapunov [43].

Remarque On généralise le théoréeme 7 pour le cas ou [ > n — 2 ainsi
que pour des systemes réversibles avec des intégrales premieres.

On considére un cas résonant wy +3ws = 0 (wiws < 0). La forme normale
du systeme (2.52) est

21 = w121 + i(A11|21|2 + A12|22|2)Z1 + iBlzg’ + Z§4) (Z,Z)
(2.58)
Z9 = tWo 2y + i(A21|Z1|2 + A22|Z2|2)22 + i32212% + Z§4)(Z, i)

Le systeme modele de (2.58) (sans les termes Z£4), Z§4)) en coordonnées

polaires p,0 : z, = /pse'?s, z, = \/Ee_wS; s = 1,2 admet les intégrales
premieéres [65]
Wy = Bop1 — Bipa = hs (constante)
_ 2 2 1/2 3/2
W = (A11 + 3A21)ng1 + (A12 + 3A22)Blp2 + 4Blng1 P2 cosf =

= h (constante)



46 Systémes réversibles

(ps = |zs|, 0 =601 + 360,).

Si B1 By < 0, alors 'intégrale Wy est une fonction positive définie ce qui
prouve la stabilité du systéme modele. Si B; By > 0 une fonction V(p,0) =
Wo+W est la fonction positive définie satisfaisant les conditions du théoreme
de Lyapunov sur la stabilité lorsque la condition suivante est vérifiée

|(A11 + 3491) By + (A1 + 3435) By| > 4]B1|Y/?|By|*/? (2.59)

Si B1By > 0 et |(A11 + 3A21)B1 + (A12 + 342)Ba| < 4]B1|V/?|By*/2,
alors le systéme modele est instable : il y a une solution (rayon croissant)

pP1 = kl’)", p2 = kgt, 7= k’l“2

(k1, ko, k sont des constants positives). On peut prouver que le systéme
complet (2.58) aussi est instable [64].

Théoréme 8 (Tkhai [65]). Si By # 0 et By # 0, alors pour la sta-
bilité du systéme modéle il est nécessaire et suffisant qu’une des conditions
sutvantes soit vérifiée :

{a) B1By; <0

b) B1By > 0 et la condition (2.59) est satisfaite

Si le signe a (2.59) est opposé et B1Bs > 0, la solution nulle du systeme
complet (2.58) alors est instable [64].

Ces théoremes seront appliqués dans le chapitre 3 au probleme de la
stabilité des rotations permanentes d’un ellipsoide homogene pesant.
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Chapitre 3

Rotations permanentes d’un
ellipsoide homogene pesant
roulant sans glissement sur
un plan horizontal

Le probléeme du mouvement d’un corps solide pesant sur un plan abso-
lument rugueuz est un intéressant exemple de systéme réversible compliqué.
On considére le cas ou le corps est un ellipsoide homogéne pesant. Dans
ce cas on €tudie la stabilité de ses rotations permanentes sur le plan au-
tour d’un aze verticale. A.P. Markeyev [35] n’avait étudié la stabilité qu’en
premiere approximation. Dans ce chapitre on étudie la stabilité des rota-
tions permanentes en approximation non-linéaire du troisiéme ordre. On a
creé un logiciel, presenté en Annexe B, et permettant de résoudre les calculs
compliqués conduisant a la forme normale.

3.1 Equations du mouvement

On étudie le mouvement du corps solide sur un plan absolument rugueux,
c’est-a-dire qu’il y a roulement sans glissement du corps sur le plan.

49
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,v,2)

Figure 7 : Corps solide pesant sur un plan absolument rugueux

Ici, OXY Z est un repere immobile, dont l'origine est sur le plan et ’axe
Oz coincide avec le verticale ; Gzyz est un repére mobile, 1ié au corps, dont
I’origine est le centre de masse et les axes sont les axes principaux d’inertie.

Les équations qui décrivent les mouvements de ce systéme écrites dans
le repére mobile sont

. 1
V4+wxV=-gy+—R (3.1)
m

K+wxK=pxR (3.2)

et expriment les théorémes de la quantité de mouvement et du moment
cinétique.

Ici, V = vitesse du centre de masse, w = vitesse angulaire, g =
accélération de la gravité, v = vecteur normal au plan, m = masse du corps,
R = réaction du plan, K = moment cinétique relatif au centre de masse, p
= rayon vecteur du point de contact.

La vitesse du corps au point de contact (la vitesse de glissement) relati-
vement au repere immobile est égale a zéro

V4+wxp=0 (3.3)
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Le vecteur normal & la surface du corps dirigé vers l'intérieur est constante.
Par la formule d’Euler on a donc, dans le repere mobile

Y+wxy=0 (3.4)

La normale est déterminée par I'équation F(x,y,z) = 0 qui décrit la
surface du corps :
grad F'

" |grad F| (3:5)

’Y =
(z,y,z sont les coordonnées du point de contact entre le corps et le plan
dans le repére mobile).
Ce systeme mécanique admet deux intégrales premieres : I'intégrale de
I’énergie et 'intégrale géométrique :

%mV2 + % (Aw? + Bw3 + Cw3) — mg(p,7y) = h (constante)
(3.6)
F(z,y,z) =0

(w1, ws,ws sont les projections de la vitesse angulaire sur les axes du repere
mobile, A, B, C sont les moments principaux d’inertie). Eliminons la réaction
R entre les équations (3.1) et (3.2)

K+wxK=mpx (V+wxV+gy)
et substituons la valeur de V tirée de I’équation (3.3) dans le second membre
de cette égalité en tenant compte de K = Jw (ou J est la matrice constante
d’inertie). Exprimons la normale définie par (3.5) dans I’équation (3.4), nous

obtenons la seconde équation vectorielle. Finalement

Jo+twx (Jw)=-—mpX (WXp+wXp+wX(wxp)—gy)

d ([ grad F Lwx grad F' —0 (3.7)
dt \ |grad F| lgrad F'| ) —

Le systeme d’équations (3.7) est fermé et c’est un systéme du sixiéme
ordre pour z,y, 2, wi, w2, w3. On remarque, que les équations (3.7) décrivent
en particulier des effets apparaissant dans le probléme de la ”pierre celtique”
lorsque les axes principaux d’inertie et les axes principaux de l’ellipsoide
géométrique ne coincident pas [52].
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Le systéme (3.7) est invariant par application

1 00 0 0 O
010 0 0 O
001 0 0 O
G= 000 -1 0 O
000 0 -1 0
000 0O 0 -1

(t,.’E,y, Z7w17w27w3) - (_taxayaza —Wwip, —w2, —LU3)

avec ’ensemble des points fixes M = {z,y, z, w1, ws, w3 : w1 = wy = w3 = 0}.
Si Fé est une fonction impaire de y, alors il y a une invariance
supplémentaire du systéme (3.7) par 'application

0
-1

OO o o O

o O O O

o O O = OO

SO = O OO
o O O O

o o o oo

(t,.’E,y, Z7w17w27w3) - (_thu —Y,z,Wi, —LUQ,(Ug)

avec l'ensemble des points fixes M = {z,y, z,w;,ws, w3 : y = wy = 0}. Mais
alors le systeme (3.7) ne décrit plus les problémes comme celui de la ”pierre
celtique”.

Dans le cas ou F(z,y,z) = 0 représente la surface d’un ellipsoide le
systéme (3.7) possede encore une invariance par rapport & chacune des deux
transformations :

-1 00 0 0O
0 1.0 0 0O
0 01 0 00O
G= 0 00 -1 00
0 00 0 10
0 00 O 01

(t,.’E,y, Z7w17w27w3) - (_t7 -,Y,%2, _w17w27w3)
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avec l'ensemble des points fixes M = {z,y, z,w,ws, w3 : £ =w; = 0} et

cCoocoo o
cooc oo
coo |l oo
[y
co~oc oo
o~ oo oo
coocoo

—1

(taxaya Z,(,dl,(,dg,bd3) - (_tvxvyv —Z,W1, W2, _w3)

avec ’ensemble des points fixes M = {z,y, z,w;, w2, w3 : z = w3 = 0}.

3.2 Ellipsoide pesant homogene sur un plan
Considérons le cas de 'ellipsoide pesant homogene, avec des demi-axes
a, b, c, 'équation de la surface est

2 2 2
y VA
F(z,y,z) = g‘i‘

S

St -1=0

et les moments principaux d’inertie sont
A=m(b*+ /5, B=m(c*+ad*)/5 C=m(a*+b%)/5

Pour obtenir les équations explicites les équations (3.7) sont projetées sur
des axes mobiles en tenant compte de I’équation de la surface de Iellipsoide.
Nous obtenons

( 2 2 2 2 2 2 2 2
. _a a a” —c”, 2 b° —a® 2 cc—b _
Tr = ?ng — C—QZLUQ + W.’E 2wy + W.’E Yyws + 02()2 TYzwWi = X
U b? b2 —a? o A —b o a’? = _
Y = H2w] — 5rws + Yy rws + Yy zwi + TYyzwy =Y
& a’ b’a’ b’ a’c?
2 2 2 2 2 2 2 2
. cC C ¢t —b° 2 a”—c° 2 b° —a _
z = ?$WQ — b—2yw1 + WZ Yywi + WZ Twy + nyzwg =7

(A+m (y? + 2%)) w1 — mzyws — mazws = P

(B4 m (2% + 2%)) wo — myzws — myzw; = Q

L (C 4+ m (22 +y?)) w3 — mzxin — mayws = R
(3.8)
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avec
( P = (B - C)wows +m (X — yws + zws) (w, p) — mw1 (p, p) + mgc;b_QAZyz
Q=(C—-A)wsw +m((Y — 2w + 2w3) (w, p) — mws (p, p) + mgcfl22c_222zx
R=(A—-B)uwws +m(Z — zws + yw1) (w, p) — mws (p, p) + mgb;;QZny

1
2 2 2\ 2z
A=(Z +i+z> :
<Z¥ bt
w = (w17w27w3)T7 P = (x7y7Z)T7

| (W, p) =wiTz +wy+wsz, (p, p) =2&+yy+ 2z

Remarquons que les équations (3.8) ont été obtenues pour la premiere
fois par A.P. Markeev [35] en appliquant les équations d’Appell aux systeémes
non-holonomes considérés par Chaplygin.

Le systéme (3.8) admet la solution particuliere

r=y=0,2=—c, w; =ws =0, w3 = w (constante) (3.9)

qui décrit la rotation de l’ellipsoide a vitesse angulaire constante w autour
de laxe z en position verticale (rotations permanentes).

Des conditions nécessaires de stabilité des rotations permanentes sont
connues (voir [35]) : & 'approximation linéaire autour du petit axe les ro-
tations sont stables, mais les rotations autour du grand axe ne sont stables
que si la vitesse angulaire est assez grande w > wy, les rotations autour de
I’axe moyen sont toujours instables. Dans ce cas 'étude de la stabilité a
I’approximation linéaire n’est pas suffisante pour conclure et, dans la suite
de la these, on envisage la recherche d’une condition suffisante en prenant
en compte les termes d’ordre supérieurs.

Nous remarquons aussi que dans le cas de Iellipsoide de révolution (a=c)
les rotations autour d’un axe de ellipsoide (en position verticale) sont in-
stables (voir [69]).

Le systeme (3.8) posséde une invariance : 'invariance par rapport a cha-



3.2 Ellipsoide pesant homogéne sur un plan 55

cune des quatre transformations avec changement simultané de ¢t en —¢
(a’) (xayaza _wla_w%_w&_t)
b) (_xayaza _wlaw27w37_t)

(LE, Y,z,wi,w2,ws, t) -
C) (xa —y,z,wl,—wg,wg,—t)

\d) (xaya _zawla(")?a_w37_t)

C’est-a-dire qu’on a un systéme mécanique réversible dont ’ensemble des
points fixes est la réunion de M; U My U M3 U My conformément a

M, = {z,y,2,w,ws,ws:w =wy=ws=0}
My, = {z,y,2,w;,wo,w3:x=w; =0}
M; = {z,y,2z,w;,wo,ws:y =ws =0}
My = {z,y,2z,wi,wo,w3:2z =w3 =0}

La solution particuliere (3.9) est alors un mouvement stationnaire ap-
partenant a I'ensemble des points fixes. Pour la recherche de la stabilité
cela permet d’utiliser les résultats connus (voir résultats de Matveyev de
[40, 43] et résultats de Tkhai de [65] présentés dans la section 2.9). Nous
allons exprimer les équations (3.8) sous une forme sans dimension, ce qui
permettra de mettre en évidence immédiatement des parametres essentiels
sans dimension et de poursuivre la recherche avec un ordinateur.

Pour cela introduisons de nouvelles variables, le temps 7 = wt (avec
w # 0) et les parametres sans dimension

j:—’ g: ) zZ= 3 (:}1:—, W2 =—, W3=—,

x Yy
a b

Oé:%, /62%)7 ’Y:w%a

Nous obtenons finalement (en conservant les anciennes notations pour
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les variables, le point désigne la dérivation par rapport au temps 7)

( (@ —1) o (8% — o)

(8% = o) (1= 5%

_ B — o Qo

y = Prwr — qTws + ap a

) 1— 32 2 _ 2 _ 2
Z=é$w2—%yw1+%z2ywl+7(aa )20y + O op :

(Ay + B?y? + 22)in — afryws — azzws = P

(B1 + o?2? + 22)wy — Byzwz — Bazyin = Q

L (C1 + o222 + p2y?)ds — azowy — Bryaws = R

avec

—w1(a2x5c + B%yy + 2Z) + 77(1ﬁ_A/82) Yz

2 _
—wg(aZ.fm'c + Byy + zZ) + 77(aaA ) Tz

R = (A1 — Bi)wiws + (Z — awwy + Pywr) (awr1 2 + Pwoy + w32)

2 9
{ —w3(a?zi + BPyy + 22) + 77(ﬁaﬁAa )xy

1
2 2 3
A:(%+%+z2>

. o 2 (04
T = ZYws — Q2wy + ————+r 2wy + —F——rYywy + —5—=
/Byis’ 2 a 2 aB Yyws B

2 p—
y2rws + Tgﬂzwl + Mxyzwg =Y

(3.10)

(p = (B) — C1)wows + a(X — gng + ézwg)(awlx + Bway + wsz)—

Q= (C1 — A)wsw, +B(Y — %zwl + %xwg)(awlx + Bway + wzz)—

On voit que dans le systéme sans dimension obtenu il n’y a que trois

parametres essentiels «, 3, 7.
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Exprimées avec les variables sans dimension, les intégrales sont :

(Byws — 2w2)? + (Qzws — Bywi)? + (2w1 — azws)?+

2 2
Lo+ Ly +22  =2h tant
> +52 —i—z} 1 (constante)

$2+y2—|—z2—1:0

N

+A1w? + Biwi + Cwi + 2y

(3.11)
La solution particuliere du systéme d’équation (3.10) est

x:yzo’ Z:—l, WI:(A)QZO, (.4)3:1

Pour former les équations du mouvement perturbé au voisinage de cette
solution, introduisons les nouvelles variables

st=z, yl=y, Z'=z+1, wl=w, wy=w, wi=wz-1

Le probléme de la stabilité des rotations permanentes se ramene finale-
ment au probleme de la stabilité de la solution nulle du systéme obtenu pour
ot yt, 2t wi, wl, wi. Ci-aprés on conserve les anciennes notations pour les
variables (sans indice 1).

Les intégrales (3.11) permettent de réduire le systéeme d’équations du
mouvement perturbé & un systeme du quatrieme ordre. Pour cela nous ex-
primons z de l'intégrale géométrique et ws de l'intégrale d’énergie (on ne
considere que des perturbations isoénergétiques)

2 .2
z = x—_lzi + [troisieme ordre]
wy = —%I(Alw% + Biwd + (az + wi)? + (By + w2)?)— (3.12)

—y((1 - é)xQ + (1 - #)yQ) + [troisiéme ordre]
Dans les expressions réduites on n’écrit explicitement que les termes du
deuxieme ordre relativement aux perturbations, ce qui est suffisant pour em-
ployer les résultats de [40, 43, 65] (il suffit d’exprimer les termes du troisiéme
ordre du membre de droite des équations du mouvement perturbé).

Ainsi donc, pour obtenir le systeme du quatriéeme ordre il faut résoudre
la quatrieme et la cinquieéme équations de (3.10) pour w; et wy. Ensuite,
il faut développer les membres de droite des expressions pour z, Yy, wi, W
suivant les perturbations et substituer & z et ws leurs valeurs tirées de (3.12).
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Finalement, on obtient I’approximation suivante :
(= %y + aws + [troisiéme ordre]

B

y = —zx — Pwi + [troisieme ordre]

oy =By B =y, 5o’ + 5 —6
B(6 + %) 6+ 5°
2 _ 2 2 2, 2
sty -ty 58+ a” —6
[+ a6 + a?) v 6 + o’

wa + [troisieme ordre]

wy + [troisiéme ordre]

(3.13)

Il se trouve que le systéme d’équations (3.13) ne contient pas de termes du

deuxiéme ordre. L’expression des termes du troisiéme ordre est compliquée.

L’obtention de ces termes et les transformations suivantes ont été réalisées
avec le logiciel de programmation symbolique ” Maple”.

3.3 Forme normale

On considere le systeme linéaire réversible

u=Av
{ (3.14)

v = Bu

(A, B sont des matrices constantes, u,v € R"™) avec ’ensemble des points
fixes M = {u,v: v =0}. On suppose que I'équation caractéristique

det(C — A?I) = det(D — A\?I) = 0
(3.15)
C=AB, D=BA

(I est la matrice identité) a des racines pures imaginaires distincts £Aq, ...+
An. Evidement les matrices A, B, C, D sont inversibles.

Lemme. Par une transformation non-dégénérée
n=Pu+iQv, =Pu—iQv (3.16)

on peut réduire le systéme (3.14) a la forme linéaire réversible (forme nor-
male)
0=An, #f=—Af, A= diag{\ ... \n} (3.17)

avec [’ensemble des points fires M = {n, : n =n}.
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Preuve

La non-dégénérescence suit de (3.16) si detP # 0 et detQ # 0. La
réversibilité suit de la forme (3.16).

Alors, nous devons avoir de (3.16) en tenant compte du systéme (3.14)

7 =Pu+iQv=PAv +iQBu=An=A(Pu+iQv)
On calcule donc P et Q avec le systeme suivant :
PA =:AQ, QB =AP (3.18)

La validité du lemme résulte de 'existence des matrices non-dégénérées
P et Q solutions du systéme (3.18)
Nous avons de (3.18).

PC = A’P,QD = A’Q, A?=()\},...,)\%) (3.19)

Selon Iéquation (3.15) ces équations sont compatibles et admettent des
solutions non-triviales. On calcule, par example, P comme la solution de la
premiére équation (3.19). Alors, on calcule Q de (3.18) Q = iA 'PA.

(A2,...,)2) sont distincts et la non-dégénérescence de P en découle.

La réversibilité de (3.17) suit de la forme (3.16).

Remarque.
1. La transformation (3.16) n’est pas unique. Dans le cas ou n = 2 si

N2 2
co1 Al —c11
P= , , C = |lcijl|
c1 A3 —cr1

2. La transformation réciproque de (3.16) est

_p-1n+7N —_O-11—1n
u="P 5, V= Q %
On écrit les équations perturbées du systeme linéaire

{il:Av—i-U(u,v) 520
3.20

v=Bu+V(u,v), uveR"

U(u,—v) = -U(u,v), V(u,—v)=V(u,v)



Rotations permanentes d’un ellipsoide homogeéne pesant roulant
60 sans glissement sur un plan horizontal

On suppose que 1’équation caractéristique a des racines imaginaires dis-
tinctes et on effectue la transformation linéaire (3.16)

= Pa+iQv =
P(Av +U(u,v)) +iQ(Bu+ V(u,v)) =

(PAv +iQBu) + PU(u,v) +:QV(u,v)
finalement on a

7=An+PUMP 11F1 Q 11T

iQv(P- 1yl Q-

(3.21)

un systeéme réversible avec ’ensemble des points fixes M = {5, 5 : n = i}
(on omet d’écrire ’équation conjuguée).

Nous allons faire une normalisation non-linéaire de ce systéme en expri-

mant les termes non linéaires de (3.21) sous la forme

H"(n,9) =i >  oan*s

|| +[1[=m
axl = Ok kpli..ln>
n<=nt ol =l
kl=Fk+...+ k)| =L4+...+1,

c’est-a-dire

n=An+i Z a7 + [ordre supérieur] (3.22)
k| +[l]=m

La propriété de réversibilité est conservée dans le changement de va-
riables (u,v) — 7. Le systeme (3.21) étant invariant par la transformation
(t,n,7) — (—t,1,m), les coefficients iy sont imaginaires.

Nous utilisons une transformation polynémiale

_ k1 k _ k k o 5l
Ns=2s+ 2. PBswiz 2, z5=2"...20, Z=7Z'...Z7 (3.23)
|k|+[1|=m
avec des coefficients réels sk que I'on doit choisir de facon que les équations
exprimées avec les nouvelles variable zg, Z; aient la forme la plus simple

possible (forme normale) :

Ze = AgZs + Z Vo125 2 (3.24)
|k|+|l|=m
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(s le numéro de I’équation dans le systeme (3.22); s = 1,...,n). Cette forme
a aussi un ensemble de points fixes [64].
Dérivons (3.23)

S ki1 k-l 0
Nns=2s+ > Bealkizy' Z1...z07 . 50+
|k|+[1|=m

g 1Z, 20 kel gl

en utilisant alors I'expression de z; on obtient

Ns = AsZs + > 'Ysklzkzl + > Baa<k—-LA> 2z
[k|+[1|=m [k|+[1]=m
+[ordre supérieur]
<k -LA>= (ki —l) M +...(kn —ln)\n

D’autre part en tenant compte de (3.23) '’équation (3.22) a la forme

Ns = As(2s+ Z ﬁsklzk21)+i Z asklzkél—l—[ordre supérieur] (3.26)
[k|+[1|=m [k|+[1]=m

(3.25)

En égalant les membres de droite des équations (3.25) et (3.26) nous
obtenons

S yaatXZ Y Baa <k -1\ > 2Kzl =
[k|+[1|=m [k|+[1|=m

K=l | k=l
As 2 BskzZ +i Y 2<%
|k|+[1]=3 [k|+|l|=m

Il s’ensuit que

> Baaal< k=LA > =X) 4+ Ysu1 — i) = 0
k[ +1]=m
ce qui donne deux possibilités :

1) Systéme non résonnant : < k —L A > —Xs # 0 pour tous k, 1 tels que
|k|4|1] = m. Alors dans (3.23) on peut choisir s = i/ < k=LA > — A4
et dans ce cas sk = 0.

2) Systéme résonnant : <k — LA > —\; = 0. Alors 7ys¢ = isk1-

Ainsi donc dans le systéme d’équations pour z, il ne reste que des termes
résonnants. Parmi eux on distingue des termes de résonance identique pour
lesquels k; = 1, ks = s +1; 57 = 1,..,n, s = 1,..,n et des termes de
résonance intérieure.

Nous obtenons une conclusion principale. Pour obtenir la forme normale
a la  premiére approximation non-linéaire la  transformation
polynémiale (3.23) n’est pas utile. Il suffit d’annuler les coefficients des
termes non résonnants du systeme (3.22).
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3.4 Stabilité des rotations permanentes d’un ellip-
soide homogene pesant roulant sans glissement

Considérons la forme normale du systéme (3.13) en utilisant les résultats
obtenus dans la section précédente. Ensuite notons les conditions de stabi-
lité (instabilité) de la solutions ”"nulle” du systéme obtenu en utilisant les
théorémes 7 et 8 de la section 2.9.

Le systeme (3.13) comme le systeme (3.10) est linéairement réversible et
invariant par chacune des transformations

(l) (_t7 —Z,Y,—D, q)
(t, 2, y,p,q) —
b) (_t7 z,—~Y,Dp, _q)

L’équation caractéristique de la partie linéaire du systéme de (3.13) est

M+GN+F=0

G =14 360 o) (1 = B%) = 59[(6 + o®) (1 = B%) + (6 + B°) (1 — o?)]
(6 + a?) (6 + 5%)

(1—-a®)(1 =5 (6 +57)
(6 + a?)(6 + ?)
et,si G > 2VF, G > 0et F >0, a quatre racines imaginaires

s -G —VG?—4F s -G+ VG?—4F
>‘1 = 2 ) >‘2 = 9

Lorsque a > 1 et 8 > 1 l'ellipsoide effectue des rotations autour du petit
axe. Lorsque a < 1 et 8 < 1 lellipsoide effectue des rotations autour du

grand axe, ce qui n’est possible que si

1 [V 65 - 6/ o)
5 | VT T )+ T

En utilisant les résultats de la section 3.3 et 2.9 nous écrivons la forme
normale des équations (3.13) et les conditions de stabilité (instabilité) de la
solution nulle de ce systéeme. Dans ce cas n = 2 (nombre des équations
(3.22)), m = 3 (degré de H™ dans (3.22)). Nous considérons deux cas
possibles du probléme de I'ellipsoide en se limitant aux résonances d’ordre
inférieur ou égal & quatre .

]’

— OéZ)

(
1
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1. Cas non résonnant Ay + Az # 0, Ay +3Xo # 0. Alors la forme normale
est

2 = Mz +izi (A2 2 + Arz|22]?) + [quatriéme ordre]
29 = Aoze +ize(Aor|21|? + Asa|22]?) + [quatrieme ordre]

Selon le théoreme 7 de la section 2.9 : la stabilité au sens de Lyapunov
a lieu dans le cas ou I'inégalité suivante est vérifiée :

(ﬂ_@> (@_@> 50
Al (A2l Nl [Ag]
2. Résonance du quatriéme ordre A\; + 3X\o = 0. Dans ce cas la forme
normale contient des termes supplémentaires et est
21 = Az +iz (A11Z121 + Algzgig) + Z'Blig + ...
Z9 = Aozg+ Z'ZQ(A21Z121 + A222222) + Z'Bgilig +...

Selon le théoreme 8 de la section 2.9 il y a instabilité si la condition
suivante est vérifiée

B1Bs >0
(A1 + 3491) By + (A1 + 3499) Bo| < 4|B1|2| By
Il y a stabilité pour le systeme modéle dans le cas ol
BBy <0
ou bien
BBy >0

I(A11 + 3A491)B1 + (A12 + 3A422)Bs| > 4|B1|2|Bol?

3.5 Calculs numériques

Une recherche a été réalisée, avec mise en oeuvre du logiciel de pro-
grammation symbolique ”"Maple” (voir Annexe 2), pour les équations du
mouvement perturbé (3.13) avec les termes du troisitme ordre puis de la
forme normale sous forme symbolique et une forme explicite de la condition
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de stabilité. Des calculs ont été faits selon le schéma suivant : on fixe une va-
leur de la vitesse angulaire (parametre v = 0.0001; 0.5; 2.0; 5.0; 10.0; 40.0)
et on détermine les domaines de la condition (2.56) dans un plan des pa-
rametres («, 3). Sur les Figures 8-13 le domaine clair (S) correspond & la
stabilité. Dans le domaine foncé il est impossible de conclure sur la stabilité
par les résultats connus.

Le systeme du quatritme ordre (3.13) a été obtenu par réduction
isoénergétique du systéme du sixieme ordre (3.10) et le théoréme 7 ne garan-
tit alors que la stabilité isoénergétique. Cependant les intégrales premieres
sont des intégrales symétriques du systeme réversible et dans ce cas on a
la stabilité inconditionnelle au sens de Lyapunov si la condition (2.55) est
réalisable d’apres [43].

Conclusion 2. Lorsque (a,3) € S les rotations permanentes de
Uellipsoide pesant homogéne avec des demi-azes a,b,c telles que a = %,ﬂ =

2 sur un plan absolument rugueux autour d’un aze principal en position ver-

ticale avec la vitesse angulaire donnée w (paramétre v = L2) sont stables
we

au sens de Lyapunov.

Remarque.

1. Dans le domaine des parameétres (o > 1,8 > 1) correspondant aux ro-
tations de l’ellipsoide autour de I’axe minimum il y a des sous-domaines
ou il est impossible de conclure sur la stabilité par les résultats connus.

2. Les conclusions sur la stabilité au sens de Lyapunov concordent
complétement avec les résultats sur la stabilité & ’approximation
linéaire qui ont été obtenus dans [35,37].

Dans la these la stabilité dans le cas de résonance a été analysée. Il
s’ensuit que la resonance 1 : 3 conduit a 'instabilité.
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v = 0.0001

Figure 8

v=0.5

Figure 9
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v=2.0
p
‘IO’
11
2 F 1 a
0
1 10
Figure 10
v=25.0
B
10'
1
2 2 a
0

Figure 11
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10

v =10.0

Figure 12

v =40.0

Figure 13



Rotations permanentes d’un ellipsoide homogeéne pesant roulant
68 sans glissement sur un plan horizontal




Chapitre 4

Roulement d’un ellipsoide le
long d’une ligne droite

Ce chapitre est consacré a U'étude de la stabilité en premiére approzi-
mation du roulement sans glissement d’un ellipsoide pesant sur un plan ho-
rizontal le long d’une ligne droite. On compare les résultats sur la stabilité
pour des inerties différentes correspondant ¢ un ellipsoide homogéne et un
ellipsoide creux (de méme masse).

On montre que, pour [’ellipsoide proche de lellipsoide de révolution, il y
a instabilité en cas de résonance.

On montre de plus que le domaine de stabilité de ’ellipsoide creux est
plus grand que pour ’ellipsoide plein.

4.1 Equations du mouvement

Rappellons les équations vectorielles du mouvement (3.7)
Jo+twx (Jw)=-—mpX (WXxp+wXp+wX(wxp)—gy)
d ( grad I 1w grad F' -0
dt \ |grad F| lgrad F'| ) —

(pour les notations voir dans la section 3.1). Ecrivons les équations du mou-

vement (4.1) en projection sur les axes du repere rigidement liés au corps.
ient wi,wy,w rdonné u vecteur vi ngulaire instan-

Soient wy,ws,ws les coordonnées du vecteur de la vitesse angulaire insta

(4.1)

69
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tanée w et soient 1, y2,vs les coordonnées du vecteur unitaire -y

Adt + waw3(C — B) = mg(yy3 — 272) — m(W1y? — Wery — Wzzz + wi2?)—
—m(w1Jy — woly — w3iz + w122z)—
—m (w1 w3y — WizY + wowsy? — wawez? + WiYz — WiweT2)

By + wywi (A — C) = mg(zy1 — ay3) — m(wez® — Wsyz — Wiy + waa?)—
—m(weZz — w3z — W1YT + wedx)—

—m(wowryz — wirz + wiw1 22 — wiwsz? + Wizr — wowsyr)

Cuz + wiwa(B — A) = mg(zys — yy1) — m(Wzx? — W12z — Wozy + W3y?)—
—m(w3Ex — w1ET — weZy + w3yYy)—

—m(w3wezT — WIYT + wiwer? — wow1y? + WITY — w3w 2Y)

Y Fwrys—ws-yp =0

Yo+ ws -y —wp-y3 =0

( 3+ wi-y2—w2-71 =0
(4.2)

La relation entre le vecteur -y et le vecteur p(z,y, z) du point de contact
du corps et du plan dans le cas d’un corps limité par la surface de I’ellipsoide,
est déterminée par 1’équation (3.5)

1

2 2 2\ ~3
71:_%(%4_3%_’_%4)

n=-i

2 2\ "3

__z [z Y z 2
me-h Gk 5)

Ainsi, le mouvement de roulement sans glissement du corps solide pesant
sur un plan horizontal immobile est décrit par un systéme fermé d’équations
différentielles  scalaires du  sixitme ordre par rapport a
T,Y,z,W1,w,ws.

Pour le systeme (4.2) lintégrale de Iénergie et l'intégrale géométrique
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sont :

mwi(2? +1°) + wi(2? + 2%) + wi(y® + 2%)—

2(w1woyT + wowszy + wiwirz)] + Aw? + Bw3 + Cwi—
(4.4)
2mg(zy1 + yy2 + 273) = 2h (constante)

Y+ =1

Signalons, que l'existence des deux intégrales premieres permet,
en principe, de décrire le probléme par un systéme d’équations différentielles
du quatrieme ordre. Cependant, une telle réduction présente une certaine
difficulté car la premiére des intégrales contient les projections 71, vys,y3
aussi bien que les coordonnées du point de contact x,y, z : le lien entre ces
variables est décrit par les formules assez complexes (4.3).

Le systéme d’équations (4.2) possede une variété intégrale ou

W] = w2 = 0, Y3 = 0 (4.5)
et le changement des variables y;, 72, ws est déterminé par le systeme :

[C + m(z? + y*)]wz = m(g(y2x — ny) — ws(zd + yy))
(4.6)
M —w3y2 =0, 7Y2+w3yr =0

Cette variété correspond au mouvement particulier ou le point de contact
du corps et du plan vu dans le systéme mobile reste dans un plan principal,
en 'occurrence le plan zGy.

En effet, supposons, dans le systéeme (4.2), que les variables wy, wa, v3
soient nulles. Dans ce cas les premiere, deuxieme et quatrieme équations du
systeme se transforment en une identité, donc il reste un systeme d’équations
du troisiéme ordre (4.6), déterminant 1, v2, ws.

Le systeme d’équations (4.2) est invariant avec & la transformation

(t7 w1, w2, w3, M, 727’)/3) - (_t7 —Wwi, W2, —W3,71, 727’)/3)

En effet, substituons wi,wo,ws,v1,72,73 & —wi, —w2, —wW3, Y1, Y2,Y3 €t
changeons ¢ en —t¢ dans le systéme (4.2). On vérifie alors que ce systeéme
conserve sa forme. Cela signifie que le systéme (4.2) est un systéme réversible
avec la transformation linéaire. La propriété de réversibilité permet d’utiliser
pour I’étude du systeme (4.5) les méthodes d’étude des systémes réversibles
[65-80, 82] élaborées ces dernieres années.
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Effectuons une rotation d’angle ¢ du repere zyz sur le plan Gy autour
de Vaxe z. L’écart de 'axe z de la verticale sera caractérisé par ’angle 6.
Ceci est obtenu par la transformation, liant les ”anciennes” et les ”nouvelles”
variables suivant les formules :

y1 =sinfcosp, 7y, =sinfsingp, 3 =cosf (0<60 <)
(4.7)
W] =pCosp —qsiny, wy=psing+qgcosy, wz=r

Il est évident que ¢ est l'angle entre 'axe Gz et 'axe G¢ est la ligne
d’intersection du plan Gy et du plan passant par 'axe Gz et la verticale;
6 est ’angle entre 'axe Gz et la verticale (Figure 14).

z Verticde

Figure 14 : Rotation du repere zyz sur le plan xGy autour de l'axe z &
I’angle ¢. L’angle # caractérise ’écart de ’axe z de la verticale

Notons que le changement de variables (4.7) permet de tenir compte de
Iintégrale géométrique. Finalement le probleme est décrit par cinq variables
indépendantes p, q, 7, @, 0.
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Dérivons les expressions pour ~i,72,73 dans (4.7) et substituons les
dans les trois dernieres équations (4.2). Alors en utilisant les formules pour
w1, we, w3 dans (4.7), on obtient :

( cochosgoé —sinfsinp @ + psinpcosd + qcos pcosh — rsinfsinyp =0

cosOsing09+sinecos<p¢—i—rcosgosin@—pcos<pc080+q00505ing0:0

—$in@0 + pcos psinfsin g — gsin? psind — psin @ sin O cos p—

—qcos? psinf =0

En réduisant les termes semblables les troisieme et
deuxieme équations deviennent

0=—q, ¢=—r+pctgh (4.8)

En dérivant les expressions wy,ws dans (4.7)

w1 =pcosp — ¢sing — p(psing + g cos p)

wo = psing + gcos ¢ + Y(pcos p — gsiny)

il en découle p,q :

P = w1C0oSp+ wysinp + g
(4.9)
g = —wising+ wycosp — p

Maintenant déterminons wi,wsy de (4.2) et substituons les dans (4.9). Alors,
tenant compte de la possibilité d’obtenir ws,ws de (4.4), on a un systéme
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d’équations différentielles du quatrieme ordre :

=S

= S™HI(B + m(z? + 22)) (muszz + X) + may(mwsyz + Y)]- cos p+

+[(A 4+ m(y? + 22))(masyz + Y) + may(mawszz + X)] - sine } + q¢

HE

= S7H—[(B 4+ m(2? + 2%))(miszz + X) + may(mwsyz + V)] sin o+

+[(A 4+ m(y? + 22))(masyz + Y) + may(maszz + X)] -cos o } — pp

“9_
%‘g = —r+pctgl
(4.10)
ol
S = AB+ Am(z® 4 22) + Bm(y? + 22) + m22% (2% + y* + 22),
X = (B-C)wows+m{g(ysy —v2z) —wi(zd + yy + 22)+
+#(wir 4+ woy + w3z) — w3y (w1 + way)+
+wrz(wyz +wiz) +yz(ws — w3) },
Y = (C—Awswi +m{g(niz — y3x) — wo(zd + yy + 22)+

+7 (w1 + woy + w32) — w1 z(woy + w3z)+
w3z (w1 + way) + z2(wi — wi) }

et les expressions wi, w2, Y1,7Y2,y3 en fonction de p, g, 0, @ sont imposées
par les formules (4.7).

Dans les parties de droite du systeme (4.10) il y a également la variable
ws qui est déterminée par (4.4).
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4.2 Roulement d’un corps le long d’une droite

Dans le systeme d’équations (4.10) la variété (4.5) est déterminée par la
condition
925, p=q=0, r=-—¢ (4.11)

et avec cela la dépendance de ¢ en fonction de ¢ est imposée par la premiere
des équations (4.6)

(C+m(z™ +y*?))g +mlg(via* —1iy") + pa*c" +y*y*)) =0 (4.12)

Ici et dans la suite, 'astérisque '’ signifie que la valeur de la fonction
est calculée sur le mouvement (4.11) étudié.

Les coordonnées du point de contact du corps et du plan sont fonctions
de I'angle ¢.

Ci-dessous on considérera un ellipsoide creux, c’est-a-dire, un corps li-
mité par la surface de I'ellipsoide dont les demi-axes sont a, b, ¢ et avec une
cavité en forme d’ellipsoide coaxial homothétique dont les demi-axes sont
aD, bD, ¢cD; D =1 —d d est un parametre sans dimension.

Calculons chacun des moments principaux centraux d’inertie A, B, C de
I’ellipsoide creux comme la différence des moments d’inertie correspondants
de deux ellipsoide ayant les demi-axes a, b, c et aD, bD, cD.

Le moment d’inertie de I’ellipsoide par rapport a 'axe z

2 2 2 2 2
C=Jy—J = mQa_%_ml(a_Jr%:

2 2 2 b2D2
vl y .l I

2 2 2 2\ 12
= %Wabc-p—S—a 0 —%77abc-D3p7(a +5b D" _

2 32
= %Wabc . p% [1— D5]

ou mi, my sont les masses des ellipsoides, Vi, Vo sont leurs volumes, p leur
densité. La masse de l'ellipsoide creux est égale a

4
m:V-p:(Vg—Vl)-p:§7rabc(l—D3)-p
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Ainsi, nous avons

2 2 5
_ . a°+b°|1—D
C=m = {1—D3}’

_ b+l 1=-D°
A=m 5 {1—D3’

2 2 5
_ . a“+c |1—-D
B=m 5 [1—D3]

Calculons ensuite les coordonnées du point de contact z*, y*.
Sur le mouvement étudié

*2 *2
a’ + b?

d’ou

En utilisant les formules (4.3) pour v1,72,73, calculons

* * * —1/2 * * * —1/2
72:_3L<x2+;L2> /:_:L<52_—L2+L2> "
v \a* bt ¥\ v’ bt

_ ;<b4+y*2(a2_b2)>1/2
b

a’b*
Alors
72_ y*2a2
Ty - b))

et

" b? sin %
\/&2 cos? ¢ + b2sin? @
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De maniere analogue

o ( N y>/ _ (—7 N _>/ _
2 b4 a2b2 a4

a (14 02

Tt <a4 +$*2(b2 _ a2)>_1/2
2

a a*b?
72 _ $*2b2
1 (a4 +$*2(b2 . a2))
$*2 — a47%
e
o= a® cos %)

\/&2 cos? ¢ + b2sin? @

Par conséquent, nous avons finalement

e a® cos
\/a2 cos? ¢ + b2 sin® @
Yt = — b2 sin @
\/a2 cos? ¢ + b2 sin® @
it = a?b? sin p
(a® cos? g + b? sin? )3/?
gt = — ab? cos p

(a2 cos? ¢ + b? sin? p)3/?

Apres la substitution des expressions obtenues dans (4.12) obtient un
systeme conservatif & un seul degré de liberté. L’analyse complete de ce
systéme peut étre faite par ’étude du portrait de phase exposée dans [37].

L’équation (4.12) admet l'intégrale premiére

1 (dp\?
2 (d_f> (C+m(z*?4+y*?)) —mg(z* cos p+y* sin ) = h(constante) (4.13)
soit, explicitement

1 d<p> 2 a*cos® p + b sin® )
— == C+m +mgy/ a2 cos? ¢ + b2sin? p = h
2 ( dt a? cos? ¢ 4 b? sin® g\/ 14 14
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Selon la valeur de la constante de ’énergie h on distingue différents types
de mouvements. Pour les classer ci-dessous il est commode de se servir de
I'intégrale sans dimension.

On introduit les valeurs caractéristiques suivantes :

[ est le plus grand axe de lellipsoide (sans restreindre la géneralité, on
suppose que | = a) ;

T = \/?t est le temps sans dimension.

On obtient alors

dp _ [lde ~_z ~_y
dT_\/;dt’ T, YT
. C . h
= — h:—
¢ ml2’ mgl

Ici et partout la notation ”tilda” signifie la valeur sans dimension.
L’intégrale (4.13) prend maintenant la forme :

1 (dp\? 24y ' i ;
1 <_30> C+ m(x +y ) _ <$_ Cos ¢ + y_ sin sp) = h(constante)
2 \dt mgl l !

ou bien

3 () (€37 457 — @ cosip+ " singp) = hconstante)
T

Dans I’expression ci-dessus on voit les coordonnées sans dimension du
point de contact z*, §*

= _ cos ¢
\/(3052@ + asin? ¢
Gt = — asin @

\/(3052 @ + asin? p

ot I'on désigne par a = b?/a? un parametre sans dimension (« < 1).
Les coordonnées sans dimension du point de contact sont des fonctions
périodiques de ¢, dépendant également du parametre sans dimension «.
Compte tenu des calculs précédents l'intégrale d’énergie sans dimension
a la forme :

1 dgo) 2. cos’p+a’sin®p 9 5 ~
| = C+ +1/cos” o+ asin®p =h 4.14
2 <d7' 0052g0+asin2g0 \/ 4 4 ( )

Ci-dessous on peut voir le portrait de phase du systeme.
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Figure 15 : Portrait de phase du systeme (4.12)

Selon la valeur de la constante sans dimension A (ou h) distingue les cas
suivants (Markeyev [37]) :
1. h < y/a (h < mgb) — le mouvement est impossible.
2. a < h <1 (mgb < h < mga) — Vellipsoide effectue des ”balan-
cements”, ol la trace du point de contact sur le plan d’appui est un
segment. Selon que h est proche de mgb ou de mga 'amplitude des

balancements est proche de 0 ou 7. La vitesse angulaire id? est égale a
une fonction périodique du temps, s’annulant deux fois au cours d’une
période du balancement.

3. h > 1 —Tellipsoide roule le long d’une droite dans une direction avec
la vitesse angulaire I périodique par rapport au temps.

Dans les cas 2 et 3 la vitesse angulaire est déterminée par l’intégrale
d’énergie (4.13)

2 * L
dy ::t\/ (h + mg(x* cosp + y* sinp)) (4.15)

dt (m(z*? + y**) + C)
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4.3 Probleme de la stabilité du roulement. Equa-
tions du mouvement perturbé

La suite de ce chapitre est consacrée a ’étude de la stabilité du roulement
de Vellipsoide pesant le long d’une droite dans une direction (troisiéme cas
dans la section précédente). Puisque dans ce cas la vitesse angulaire du
roulement de Dellipsoide garde son signe (sans restreindre la géneralité, on
consideére le cas pour lequel ¢ > 0). Pour décrire ces roulements et des
roulements qui sont proches on peut prendre ¢ comme nouvelle variable
indépendante. Le systéme (4.10) prend alors la forme

¢ d e
ﬁz(—rﬂﬁctg@) s

{(B+ m(z? + 22))(mrzz + X) + may(mryz + Y)] cos p+

+ [(A+m(y? + 22))(miyz + Y) + mzy(mrzz + X)|sinp} + ¢

= (—r+pctgh) 1St (4.16)

SiE

{-l(B+ m(z? + 22))(mrzz + X) + may(mriyz + Y)] sin o+

+ [(A+m(y? + 2%))(miyz + Y) + may(mrzz + X)]|cos o} — p

db _
[ @y = —(-r+pctgb)
ou l'expression r = w3 en fonction p,q, 0, ¢ est déterminée par l'intégrale
d’énergie (4.4). Avec cela la fonction r(p,q,0,¢,h) est une fonction 27-
périodique de 0 et p, dépendant également de la constante d’énergie h.
Le systéeme (4.16) admet la solution particuliére

p=q=0 6=" (4.17)

2
Ainsi donc, le probleme de la stabilité du roulement se ramene & 1’étude
de la stabilité de la solution particuliere (4.17) du systeme du troisieme ordre
(4.16).
Les membres de droite du systéme d’équations (4.16) dépendent des
variables p, q, 0, ¢ et du parametre h et sont des fonctions périodiques de 6
et de .



4.3 Probleme de la stabilité du roulement. Equations du
mouvement perturbé 81

Pour former le systéme d’équations aux variations, écrivons le systéme
(4.16) sous la forme

(dp _ P(p,q,0,0,h)

dy —r+pctgd

dg _ Qp.4.9,0,h) (4.18)
dy —r+pctgl

do  O(p,q,0,p,h)

@_ —r+pctgl

ou les fonctions P(p,q,0,p,h),Q(p,q,0,9,h),0(p,q,0,p,h) satisfont aux
conditions

P(0,0, 5, ,h) = Q(0,0, 7,0, h) = ©(0,0, 7, ) = 0

Calculons les variations des membres de droite du systéme d’équations
(4.18). On a

) (P(pa Qaea L h)) — (_Ir +pCtg 0)*5P(p7q797()03h) — P*(s(_r +pCtg 0)
— - *2
r+pctgl (—r + pctgh)

6P(p,q,0,¢,h)
—1*2(¢p)

De maniere analogue

5 <Q(p7 q;07§0, h)> 5Q(pa Qaeasov h)

—r+pctgl —r2(p)
5 ®(p7Q797(pah) _ 5®(p7q707()07h)
—r+pctgd ) —r*2(yp)

Ici -
T*((P) = T(Ov 07 57 ®, h)
Pr=Q =0 =0

Comme toujours I'astérisque signifie que la valeur de la fonction est cal-
culée sur la solution (4.17) étudiée.
I1 découle de lintégrale d’énergie (4.4)

T(p7q707¢7h) = T*(SO) + ...
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ou 7*(p) détermine par le membre de droite de (4.15)

. 2(h + mg(z* cos ¢ + y* sin
r(w)z—\/( 9( p +y sinp))

(m(z** +y*?) + C) (4.19)

Le systeme d’équations aux variations pour le systeme
d’équations (4.16) au voisinage de la solution (4.17) prend alors la forme

{[(B +ma*?)(mi*(p)z*0z + 6X) + ma*y* (mi* (p)y*z + 6 )| cos p+

+ [(A+ my?)(mi* (p)2*62 + ) + may* (mi* () 0z + 0X)| sinp} +

+dq

d 1
_5q = = *
de r(¢)S

{ [(B + mz*2) (mr* (p)x*dz + 0X) + may(mr*(p)y* 6z + 5Y)} sin p—

- {(A + my*2) (mr* ()z*0z + §Y) + ma*y* (mi* o)z 0z + 6X)] Cos <p} -

d 1
00 = —— 3
dp ()

Les parties de droite contiennent la variation 0z, les variations 6. X et §Y.

On trouve tout d’abord la variation §z. En faisant le développement
limité de 3 par degrés de z,y,z on a

B 2 .T*Q N y*Z _1/2 N
= A\ ot b
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Par conséquent on obtient

2 cos 0 2 |yt 12 % cos b
Z = —C” COS =+ + = — _i_’
<?_ ?—> (a® cos? p + b? sin® ) /2
2
0z = ¢ 00

2 1/2

(a” cos® p + b? sin? @)

On calcule maintenant les variations 6 X &Y

0X = [r*(w)((B — O)singp — my*(z" cos p + y* singp))+
+my* (i sinp — §* cos ) |0p + [r* () (B — C) cos g+

+my*(z* sin p — y* cos p)) + my*(£* cos ¢ + y* sin <p)] dq+

2

Cc : * . % * .k *
+[m(a2c082<p+b2 o s0)1/2(—9811ﬂs0+7“ () (@ = y*r*(¢))) — gy*]00

%Y = [r*((p)((C — A)cos p + mz*(z* cos p + y*sing))—
—ma*(* sin p — §* cos go)] dp + [r*(go)((A — C)sinp—

—mz* (¥ sin p — y* cos ¢)) — max*(L* cos ¢ + §* sin (p)] dg+

2

i e 7z g cos @ ()i —a'r (9)) + 90106

Compte tenu des expressions pour dz, d.X, §Y le systéme d’équations aux
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variations pour (4.16) a la forme finale suivante

(d COS ¢ sin ]
op= — E3 *d + —= *d op—
dp™ [ (@)S™ " T () ST P

_ *COSgo*d i *sin<p*d _1]5_
[r (@)S™ T ()57 1

- 7"*(7;)5* [c1 cos ¢ + cg sin ] 06

d sin cos
— g = [ £odi — — %O*d—l]wr -
dp q r (‘P)S 1= (QO)S 2 p (420)
sin COos
[r (p)57% ()T ™
__m i _
+ 0)5 [cl sin ¢ — cp cos g0]59
d
—0 = dq
( dyp ()
ol
S* = AB+m(Ax*? + By*?),
di = (B+mz*?)a; +mz*y*as,
dy = mz*y*ar + (A +my?)ay,
ds = (B+mz*?)az +mz*y*ay,
dy = mz*y*az + (A+my?)ay, (4.21)
ap = 1*(p)[(B—=C)sinp — my*(z* cosp + y* sinp)] +

my*(2* sinp — ¥* cos ¢),
az = 1*(p)[(C = A)cosp+ mz*(z* cos p + y*sinp)] —

mx* (&* sin o — §* cos p),



4.4 Systeme d’équations aux variations sans dimension 85

a3 = 1*(p)[(B — C)cosp+ my*(z*sinp — y* cosp)],

0 = () (A= O)sing — ma*(a*sinp - cos p)],
- % 2, %

" M(p)cs 73 [B +m(z*? +y?)] +

(a? cos® p + b? sin? )
(B + mz*?)by + mz*y*by,

_ )y X2 | 2
cy = A+ m(x™ + +
2 (a® cos? p + b sin® @)1/ | ( el

mx*y*by + (A + my*?)by,

c2

= et gt et g2 ETO) )y — gsing) — gy

2
by = (@ cos? ¢ +Cb2 sinZ )72 (57 () + 12 (p)a* + g cos ) + gz*

Rappellons, que dans le systéme obtenu (4.20) la dépendence 7*(p) est
imposée par l'expression (4.19).

4.4 Systeme d’équations aux variations sans di-
mension

On présente le systeéme (4.20) sous la forme sans dimension. Pour cela, en
utilisant le parametre caractéristique de I’ellipsoide [ et le temps sans dimen-
sion 7 introduits précédemment, on introduit les variables sans dimension

suivantes
N | Y D I
P—\/;v q—\/;q’ T—\/;“ =T

Dans les nouvelles notations le prime signifie la dérivation par 7.

b

On note les "moments d’inertie” sans dimension en se servant des
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2 2
parametres sans dimension o = b—2 et f=5.
a a
i A _bV+cPy_1
. 2
B o= Th=hTA= g
. 2 12
G = %: aE;Ler A=L(1+a)A
. 1-D°
ou A - W. r !
Ensuite on calcule z* , §*
o 1 2b sin ¢ r* (go) _ asin g 7 (p)
\/ﬁ (a® cos®  + b% sin? p)?/? (cos? p + asin® )3/?’
7 = 1 ab? cos ¢ () _ acos ¢ 7 (p)

Vgl (a® cos? o + b sin® )3/ (cos® ¢ + asin® )3/?

Il s’ensuit un nouveau systéme d’équations aux variations en les nouvelles
variables

d .. 1 dy dy] <~
@51)— — m({cosws*+smws*} op+

+ {coswq +Sln<p%— }5d+

+ {cosw —|—sm<ps*}50>

1

= (0) <{smgog* cos go% - 1} dp+ (4.22)

Q.
SHE
>,
K
Il
-

+ {sm(p— — cosapg“l} dq+

— cos go%] 59)

C1J|H 2

+ [sing

d 1
—50 = —5G
do ()
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o dy _ (B + i*?)a; + &% ao
S*  AB+ A#*? + By’
dy  #§a+ (A + 5D
S*  AB+ A + By*?’
ds _ (B + i*?)as + & " a4 (4.23)
S*  AB+ A#*? + By’
dy _ FGa+ (A4 5%
S*  AB+ Ai** + By’
a; = [ C)sinp — g (x*cosgo+g]*sing0] (% sing — §* cos p),
as = [ A) cos @ + @*(&* cos p + §* sing ] (&* sinp — §* cos @),
az = [ C) cos p + §*(#* sinp — § cosgo}
Gy = [ C)sing — % (x*sinap—ﬂ*cosap]
% B [f*,(w) (cos? p + gsm w)1/2 BB HE )+ (B 50+ j*g*i&]
[AB+ Aw? + By?]
§_2 = [f*'(w) (ol o 1 gsmg @)1/237*(14 + &2 4+ §5°2) + 575 by + (A + §572)by ]
[AB+ Az + By?]
b = (cos® g + arsin? )12 (&7 (p) = 72 ()§" — sing) — §*,
by = b g (77 () + 72 ()& + cos ) + &

(cos® ¢ + arsin® )

Ici la dépendance 7*(p) est déterminée par (4.19) (sous la forme sans
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dimension)

(o) 2(h — \/cos2 © + asin? p) (4.24)
7 =— '
4 )\(1 +a)  cos?p+ a?sin? g

) cos? o + asin?

et, par dérivation :

™ (p) = —(1—a)cospsingp

5\/c082<p+asin2<p N
cos? o(A\(1 + a) + 5) + asin® p(A(1 + a) + 5a) (4.25)

10c(h — \/cos2 ¢ + asin? p)
(cos? p(A(1 + a) + 5) + asin® p(A(1 + a) + 5a))?

4.5 Roulement de ’ellipsoide proche de I’ellipsoide
de révolution

Dans la suite de ce chapitre la notation ”tilda”, marquant les valeurs
sans dimension, est omise.

Analysons le roulement d’un ellipsoide voisin d’un ellipsoide de révolution.
Dans ce cas mettons que b = a+/1 + € (e est le petit parametre). Sie = 0, on
a un ellipsoide de révolution, roulant & vitesse angulaire constante, définie
par le rapport (4.24)

“(9) 10(h — 1) tant
r = —{/ ——— = constante
4 2\ +5
Le parametre sans dimension « est de la forme

Le systéme d’équations aux variations (4.22) pour un ellipsoide voisin de
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I’ellipsoide révolution a la forme

YR 2

S = —— 2245 5. S(B-DV2A+S
ALEA +5 (A1 4+ 8) + 1)y/10(0 - 1) (4.26)

(50 - _ V22 +5 S5

1MMh—1)q

On calcule les racines de ’équation caractéristique de ce systéeme

20+ 5 ( (B—-1) 2 >
Ao =14/ — + , A3=0
b2 \/ A1+5)+5) \2(h—1)  (1+5) ’
D’ol1 on peut constater, que si la condition
B?>5—4dh (4.27)

est vérifiée, alors les racines tiw

2045 (B-1) 2
T+ 1) <2(h—1) - (1+/3)>

de I’équation caractéristique seront purement imaginaires.

Signalons que la condition (4.27) est une condition nécessaire et suffisante
de stabilité au sens de Lyapunov du roulement de I’ellipsoide de révolution
[47].

Considérons a présent le roulement de ’ellipsoide proche de l'ellipsoide
de révolution (¢ # 0). Pour le faire exprimons le systéme d’équations aux

variations (4.22) au voisinage de ce roulement. Dans ce cas les coefficients du
systeme, déterminés par les formules (4.23), dépenderont de e. Considérons
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dans ces formules les termes du premiere ordre par rapport a €

‘o) = - 10(h —1) ( _ 2\h + 10h — 5 + cos® (5 — 2\ — 10R)
N X+ 5 € A(h —1)(2A £ 5)
r(p) = —55(2>\ + 10 — 5) sin ¢ cos ¢
(2X + 5)?
A = 2(1+B)+ 3¢
B = 2(1+6)
C = 25>l + %6
¥ = —cosp(l —8% sin? )
y* = —sinp(l+e(l - §sin’p))
¥ = —r*(p)sinp(l +e(1 — % sin? ))
v = r*(p)cosp(l+e(l — %sin2 ©))

Ensuite substituons ces expressions dans le systeéme (4.22) et désignons
les variations 0p, dq, 00 par x1,y, x2. Le systeme (4.22) aura alors la forme

( C(ll—ﬁ = (E'all((p)+...)$1+(6'a12(30)+...).’132+

+ (O +e-bi(p)+..)y
@ — (5-@21((p)+...)$1+(5'a22(30)+"')x2+
(4.28)
+ (B3 +e-bap)+..)y

L = (Y +e-ai(p)+.. )z + (a3 + e ax(p) +...) w2+

\ + (e-ass(p) +...)y
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ou

a11(¢p)

a12(¢p)

az1(¢p)

a2 (¢p)

a33(p)

ba ()

a1 ()

@) . _ B2\ 4 5) .
a121 sin2¢ = 2(ﬂ+1)(5+>\(ﬂ+1))51n2gp

(2)

ayy sin2p =

(30A(1 — B) — 25(1 + B) + 8A% + 20h(5 + A(B + 1))

V=T 520+ 54+ BEs L AB+ 1)) O
0
0
@) . _ B(A+5) :
G35 Sin2p = BCEDERCED)) sin 2¢p
2
B+1
b’{+b§2)c082<p: i fﬁ)Q + a fﬁ)Q cos 2¢
(4.29)
_ [ 2XA+5
VT0(h — 1)
b5 + ng) cos2p =
(A +2.5)(1 — 2h) L2540k
4(h = 1)\/10(h = 1)(2A+5)  /10(h — 1)(2A +5)
(542N
G+ AL +1))
aj + aSZ) cos2p =
_ AB(A+25) - (A +T.5M8 +5A +25) 2

(5+XB+1)) (5+ X6 +1))°
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58 — )V2A 1 5
(5+A(B+1))y/10(h — 1)

az(p) = a3+ agQ) cos 2¢p

avec

5vV2A+5

2 TG+ )21 — 1)

(5+A(1+p8)V2A+5 (5+A(L+8))2\/10(h - 1)

6.25(1 — B)(2\ — 5 + 10h)
(5 + A1+ B))%(2A + 5)2(10(h — 1))*/2

En utilisant les transformations (2.42),(2.43) si k = 2, abaissons 1’ordre
du systeme (4.28). On obtient

Ty = mz2+&1y
(4.30)
y = Sza+my
: @ _ @0 .
m = en2sin2p =c|ayy — ay; o0 ) sm 29
1
Ny = €nNxsin2p =¢ <a(2) - B a_?) sin 2¢
: ” Bl (4.31)
6 = & +e(bro+ Erpcos2p) = 03 + (b + b5 cos 2¢)

Lo = &34 €& + a2 co82¢)

@ _ ( 5610(h—1) 125(A8" + (4N +15)8 — A= 5)V2A +5

_l’_
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avec 0
0 _ ,0 0, %
§ = ay—a]+—§
aq
(04 o O[O—Oé (04
520 — a*_a*_Z_ao 20& 109
2 170 1 0\2
aq (a1)
@ @0y gogal — agpad
§2 = ay —a] —§—a
2 1 0 1 (0)2
Qg Qg
0_ 10 .0 _ 10
(al = by, a = _bl)'

Considérons également le systéme d’équations (4.30) pris en moyenne
sur période
iy = (& +eio)y
(4.32)
C— (g0
y = (& +ekoo)re

La fréquence Q* du systeme (4.32) est calculée d’apres la formule

Q.2 = —(€) + e€10) (€5 + o)

Conformément aux résultats connus [70], s’il n’y a pas résonance du deuxiéme
ordre (c’est-a-dire que 2w n’est pas de la forme p avec p € Z) les expo-
sants caractéristiques du systéme (4.30) coincident avec les exposants ca-
ractéristiques £i€), du systéme pris en moyenne avec une précision d’ordre
O(£?) et si la condition (4.27) est réalisée, elles seront purement imaginaires.
Considérons la résonance du deuxieme ordre w =1 (p = 2).
La condition de résonance du deuxiéme ordre a la forme explicite

22 +5 -1 2
(2A +5) < b + > =1 (4.33)
AM1+8)+5)\2(h—-1) p+1
Pour calculer les exposants caractéristiques du systeme (4.30) dans ce
cas il est nécessaire de normaliser le systeme (4.30). On a

z =10z + %g [z ([F; + G;} ei2t [_FQ* + G;} e—i2t) +

(4.34)
Z ([FZ"‘ + G;‘} ei2t | [—F2+ + G;—] e—iZt)]
ou

Fy =—ma - Go = |-8e— -8

2 = Tz TR, 2 = 0622 512
2 1
+ + 60 50

Fy" = —n1o + o2, G = __%)522 + __%512

2 1
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On a fait observer dans la section 2.8 que si le coefficient de ze??¥ # 0, les
racines de I’équation caractéristique du systéme d’équations (4.30) ont des
parties réelles non nulles et que le roulement analysé de ’ellipsoide, proche
de ellipsoide de révolution, sera instable.

Trouvons ce coefficient d’apres les formules (4.31)

— M2+ N2+ %522 + 2812 =

0 0
= a33 ﬂg al —I— 2b( )41 (ag) — ag2)a_(2) — aol 5 (ol age — adais))
Qg (1)

(4.35)
ot a2, 03,82, Y, aY sont déterminés par les coefficients (4.29) & l'aide des
formules (2.42)-(2.43) sik =2:

bt + adb}

a1 = _bga Q20 = b(l) - 10
2
ag = %(a1f2 + b2“§1) blagl))
_ 10,2 _ 30,
22 (a2f2 + baagy 1037 )
B2 = fo

ou

09 (03a8) — 00a?) + B3(09al) — bla§2’) + k(0361 — 0965)
b1“1 b2a2

f2=-

Revenons maintenant & la relation de résonance (4.33). Il est évident
que pour n’importe quel h, si § = 1 (cas d’une sphere) cette relation est
vérifiée. Par conséquent pour un ellipsoide, proche d’une spheére, le roulement
est toujours accompagné de résonance paramétrique. La droite horizontale
correspond & la sphere (Figure 16).
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30 + B
25 +
20 T

d=001

10

05

12 16 20 24 28 30

Figure 16 : Courbes de résonance du deuxiéme ordre w =1

Si B # 1 la relation (4.33) impose encore une courbe 8 = 3(h) correspon-
dant & la résonance. Il en résulte que chaque ellipsoide proche de I’ellipsoide
de révolution a sa propre vitesse angulaire de résonance ”individuelle” (pa-
rametre h). Ce phénomene est signalé ici pour la premiére fois.

Sur la Figure 16 les courbes 8 = S(h) sont données pour d = 0.01
(Pellipsoide & paroi mince) et d = 1.0 (I'ellipsoide homogene). Les masses
des ellipsoides sont les mémes.

Les recherches suivantes s’effectuent de fagon numérique. On a vérifié les

conditions d’instabilité sur les courbes résonantes (4.33) d’apres les formules
(2.41).

Conclusion 3. La résonance paramétrique conduit a l’instabilité du rou-
lement de lellipsoide, proche de l’ellipsoide de révolution.
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4.6 Résultats et conclusions sur la stabilité

Calculons les exposants caractéristiques dans le cas de D'ellipsoide arbi-
traire.

Le systéeme d’équations aux variations (4.22) avec les coefficients 27-
périodiques par rapport a ¢ est invariant par rapport & chacune des substi-

tutions
(()07 5p7 5% 50) - (_()07 _5p7 5(], _50)

(()0751)75%50) - (_(Puépa_(sqaag)

c’est-a-dire est un systéme linéaire réversible. On peut trouver les exposants
caractéristiques pour ce systeme par la méthode, décrite dans la section 2.3.

Construisons une solution du probléeme de Cauchy du systéme (4.22) sur
un segment [0, 27] avec les données initiales

op(0) =0, 80(0) =0, &g(0) =1

Alors, si |dg(2m)| < 1, les exposants caractéristiques du systeme (4.22)
seront purement imaginaires [80].

Les résultats des études numériques sont présentés sur les Figures 17-
26 et sont comparés pour des ellipsoides creux et homogene. La rotation
s’effectue autour de l’aX% c.

2
Le parametre a = b—2 est porté en abscisse et le parametre [ = c_2 en
a a

ordonnée. Admettons que a > b (0 < a < 1). Les domaines ou sont vérifiées
les conditions nécessaires de stabilité, sont marqués en noir.

Sur les figures du haut sont exposés les résultats pour l’ellipsoide ho-
mogene (parametre d = 1.0), sur les figures du bas sont exposés les résultats
pour Dellipsoide creux (parameétre d = 0.01). Pour chaque figure sont com-
parés les résultats pour la méme vitesse angulaire (parametre h).

L’évolution des domaines de stabilité sous l'effet du changement de la
vitesse angulaire du roulement est parfaitement bien observée a travers toute
la série de figures.
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L’analyse des résultats numériques obtenus conduit & la conclusion sui-
vante :

Conclusion 4. Le roulement de [’ellipsoide arbitraire autour de [’aze
moyen (a > c > b) est toujours instable ; le roulement de ’ellipsoide autour
du petit aze (a > b > c¢) devient stable si la vitesse angulaire augmente; le
domaine ot se réalisent les conditions nécessaires de stabilité de roulement
de Uellipsoide autour du grand axe s’accroit avec l'augmentation de la vitesse
angulaire. Avec cela le roulement de ’ellipsoide creuz autour du plus grand
aze est plus stable que le roulement de l’ellipsoide homogéne autour du plus
grand aze.

Le roulement de Dellipsoide de révolution (¢ = b) autour du plus grand
axe (c > a) est stable; le roulement autour du plus petit axe (¢ < a) est
stable si la vitesse angulaire est suffisamment grande. Ces résultats sont
completement en accord avec les conclusions obtenues dans [47].

Par ces résultats on peut également constater, que les points de résonance
paramétrique « = 1,8 =1 et « = 1,8 = B(h) sont toujours adhérents aux
domaines d’instabilité déterminés en premieére approximation. Ces résultats
sont aussi en accord avec les conclusions sur la stabilité en cas de résonance
paramétrique obtenues dans la section précédente.
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Chapitre 5

Oscillations et rotations d’un
satellite dans le champ de
gravitation de la Terre sous
I’influence de ’atmosphere

Dans ce chapitre on étudie les mouvements d’un satellite évoluant sur
une orbite elliptique en présence de forces aérodynamiques. On suppose que
le mouvement du centre de masse n’est pas perturbé par les mouvements
d’orientation et est donné (mouvement keplerien). Les rotations du satellite
autour de son centre de masse résultent alors des moments causés par le
gradient de gravitation et la poussée aérodynamique.

Sarychev [57] et son éléve Melnik [44] ont considéré les mouvements
d’oscillation périodiques d’un satellite sur une orbite circulaire en présence
de forces aérodynamiques (e = 0, kg € (0,00)) (avec les notations de ce
chapitre). Ils ont montré, dans [45], que lorsque les forces aérodynamiques
sont faibles ces oscillations existent aussi pour les orbites de petite excentri-
cité (e << 1, kg << 1). Melnik a également étudié des oscillations sur des
orbites d’excentricité quelconque (e € [0,1), Ko € [0,00)).

Dans cette étude on envisage encore des orbites de faible excentricité
mais on traite le cas d’efforts aérodynamiques quelconques. On détermine
les oscillations du satellite sur lui-méme lorsque il évolue sur une orbite
circulaire et [’on démontre que ces oscillations se conservent pour des orbites
de faible excentricité.

On entreprend également [’étude des rotations propres du satellite sur
des orbites d’excentricité quelconque et on donne une méthode de calcul
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pour déterminer les rotations propres de période 2w par rapport a 'anomalie
vraie. Ces études s’appuient sur les propriétés de réversibilité des équations
dynamiques.

5.1 Equations du mouvement

Pour exprimer les équations du mouvement du satellite sur le plan d’une
orbite elliptique on introduit deux systemes de coordonnées orthonormées
— le systeme orbital OXY Z et le systéme lié au satellite Ozyz. L'axe OZ
sera dirigé le long du rayon vecteur, reliant les centres de masse de la Terre
et du satellite. L’axe OX est dans le plan de 'orbite et 'axe OY est per-
pendiculaire & ce plan. On oriente les axes du repere lié Oxzyz selon les
axes principaux d’inertie du satellite. Alors la matrice de transition entre les
systemes de référence introduits est définie par les relations (voir Figure 27)

a1 = cosacospf

a12 = sinasiny — cosycos asinf
a13 = sinacosvy + cosasinfsinvy
az; = sin ,8

azy = cosfcosy

ag3 = —cosfsiny

az31 = —sinacosf

azz = cosasiny +sinasinfcosy
az3 = cosacosy — sinasinfsiny

ou «,f,v sont des angles de tangage, de louvoiement et d’inclinaison,
déterminant I’'orientation du repere Oz, Oy, Oz, lié avec le satellite, par rap-
port au repere orbital OXY Z.
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«a — rotation autour de 'axe Y; [ — rotation autour de 'axe Z
v — rotation autour de 'axe X

Figure 27 : Systéme orbital OXY Z et systeme lié au satellite Ozyz

Considérons le mouvement du satellite dans le champ gravitationnel de
la Terre en présence de la résistance de 'atmosphere.
Les équations dynamiques d’Euler sont

Ap+ (C — B)gr = Mg + M2
Bg+ (A—-C)rp=MJ + My (5.1)

Cr+ (B — A)pg=MJ+ M?

ol

M3, M, MY sont les projections du moment gravitationnel sur les axes
du repére Ozyz rigidement liés au corps;

My, My, M7 sont les projections du moment aérodynamique sur les
axes du repere Ozxyz;
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B est le moment d’inertie du satellite par rapport & son axe principal
d’inertie central Oy, perpendiculaire au plan de l'orbite;

A, C sont les moments d’inertie du satellite par rapport aux axes prin-
cipaux centraux Oz et Oz se trouvant dans le plan d’orbite;

p, q, T sont des projections de la vitesse angulaire sur les axes Oz, Oy,
Oz.

Pour fermer le systeme d’équations (5.1) on ajoute le systéme d’équations
cinématiques

p=Pla, B, v, & B, 7)
a=Q(x, B, 7, & B, %) (5.2)

r=R(a, B, 7, & B, )

ou P, ), R sont des fonctions connues.

On suppose que le mouvement de rotation du satellite n’influe pas sur le
mouvement de son centre de masse. Dans ce cas les projections du moment
gravitationnel sur les axes liés au satellite sont de la forme

Mg = 3%(0 — B)aszzass

p
M7 = 3%(1‘1 — C)aszaz (5.3)
M7 = 3%(3 - A)a31a32
et
p = (d+wag +7
g = (&+w)ag + Psiny (5.4)
ro= (&+w)ags + Bcosy
ou

K = fMy;

f est la constante gravitationnelle;

My est la masse de la Terre;

p est le rayon-vecteur du centre de masse du satellite;
v est ’anomalie vraie;

_dv
W= "I
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L’équation de l'orbite elliptique en coordonnées polaires est de la forme

p(1 + ecosv) = p.

P« = hy(1 + e) est le parameétre de l'orbite;

e est 'excentricité de ’orbite;

hr est laltitude du périgée de 'orbite.

La loi des aires détermine la relation entre I’anomalie vraie v et le temps ¢

% = wp(1 + ecosv)?

(5.5)
ou wy est une constante.

Eliminons le temps ¢ des équations (5.1) et (5.2) par (5.5) en tenant
compte de (5.3), (5.4) et de

Kg, = w3(l+ ecosv)?
p
K

Finalement on a

3(C' — B)asoass + 2Aesinv p;

4
! _ _ a
Apr+(C = B)air (1+ ecosw) +M;
/ _ . 3(A - C)a33a31 + 2Besinv q @
Bqy 4+ (A= C)ripr = [ + ecos o) + M, (5.6)
p _ _ 3(B —A)aziazes +2Cesinv r; a
Cri+ (B —-A)piq = {1 + ecos0) + M3
p1=(a/ +1)ag +7
q1 = (¢’ + L)agz + f'siny (5.7)

r1 = (& + 1)ags + B cosy

D 9 _r
pm==,q=—,r1=—).
w?2 w

Dans les nouvelles notations pi, g1, 1 sont des projections sans dimen-
sion de la vitesse angulaire et le prime signifie la dérivation par rapport a v.
On suppose que
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1) L’atmosphere suit le mouvement de la Terre!.

2) L’atmosphere agit sur le satellite par une force de résistance dont le
point d’application est le centre de pression qui se trouve sur 'axe Ozx.

3) L’influence de ’atmosphére sur le mouvement de translation du satel-
lite est supposée négligeable et réduite & un moment par rapport au
centre d’inertie.

Dans ce cas les projections du moment aérodynamique sur les axes du repere
Ozyz sont de la forme

ME = 0
My = Qaq (%ala + %%3) (5.8)

M? = Qaq (%012 + %032)
ou

aq est la coordonnée du centre de poussée aérodynamique du satellite
sur 'axe Oz.

Q= % p*V2Sc, est la force de la résistance ;

p* est la densité de I’atmosphere ;

VE=V2+VE+VE

Vx, Vy, Vz sont les projections sur les axes du repere orbitale
OXY Z de la vitesse du centre de masse par rapport a lair;

Vx = wo(1 +ecosv)(Ry + hy);

Vy =0;

Vz = wpesinv(Ry + hy) ;

S est la surface caractéristique du satellite ;

¢, est une coefficient de résistance ;

Ry est un rayon équatorial de la Terre;

Ce modele a été introduit par Sarychev [57].

Avec (5.8) les équations d’Euler (5.6) et les équations cinématiques
(5.7) déterminent le mouvement du satellite autour de son centre de masse

!En pratique, dans les équations du mouvement du satellite, dont la vitesse orbitale est
grande par rapport a l’effet de la rotation de la Terre. On calcule les efforts aérodynamiques
avec la vitesse ”absolue”.
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(décrivant une orbite elliptique). On obtient ainsi :

( dp1 C-B _ 3(C_B) 32033 2esinv
v T A Q= A T+ecosv T T+ecosuP!
% A-C _ A-—C a33a31 2esinv o
o T P = 355 T+ecosv T T+ecoso?t
N p_*(1+8)2\/1+26008’l)+62 ‘
0% (1 +ecosv)?
((1 + ecosv)ays + aszesinwv) (5.9)
dri |, B—A _ 3(B-4) as1a39 2esinv
o T o ha = C T+ecosv T T+ecosv't™
B BKL*(]_-!—G)Z\/l—FQGCOS’U—FBZ ‘
[ohyd (1+ecosv)?
((1 + ecosv)aiz + agzesinv)
\
( d
P11 = (Ccll—g-i-l) a21+gg
g = (Ccll_g + 1) azo + % sin -y (5.10)
ry = (ill—g + 1) a3 + % COos 7y
Ou

P est la densité de 'atmosphere au périgée ;
Ko est un parametre aérodynamique, défini par la relation
9agScy

2B
Introduisons les parametres d’inertie p et py :

o= 3& py = 3Ci
B’ A
Alors les équations du systéme (5.9)-(5.10) dépendent des parameétres
e, [, [t1, Ko €t hy ; les valeurs des parametres physiquement admissibles étant

dans la bande

ko = —pp(Ro + hr)
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Le satellite sera stable du point de vue aérodynamique si kg > 0. Ce sont
ces valeurs kg qui sont considérées ci-dessous.
Calculons
P« = hn’(l + 6)
La distance radiale du centre de masse du satellite au centre d’attraction
est aussi définie par la formule

(Ro+ hr)(l+e)
1+ ecosv

Dans la suite, pour les calculs numériques, on étudiera le cas ou h, =
120 km. Pour un satellite effectuant un mouvement sur I'orbite elliptique
a laltitude de plus de 500 km l'influence de I’atmosphere est petite. Mais
I'influence de la pression solaire, qu’on ne prend pas en considération dans
le systeme d’équations (5.9), (5.10), est grande.

*
Les équations (5.9), (5.10) contiennent la fonction f(H) = 5—*,

caractérisant la dépendance de la densité de 'atmospheére en fonction ge
laltitude H. Dans cette theése, pour les calculs numériques, on utilisera
la fonction f(H) définie par le Tableau de I’Annexe 1. Pour étudier les
équations du mouvement relatif (5.9), (5.10) il est nécessaire d’avoir I'ex-
pression p* sous la forme analytique. C’est pourquoi pour un bouclage com-
plet du systeme d’équations (5.9), (5.10) la fonction f(H) a été interpolée
par un polynéme de Lagrange (voir Annexe 1).

Les équations (5.9) et (5.10) constituent un systeme réversible. En effet si
on substitue (—a, 8, —y,p1,q1, —r1, —v) ou bien (—a, —fB,7, —p1,q1,71, —v)
a (o, B,7,p1,q1,71,v) le systéme ne change pas de forme. Cette particularité
sera utilisée substantiellement dans les analyses qui suivent.

Une autre circonstance importante est que le systeme (5.9), (5.10), dans
cette hypothese, a une variété intégrale telle que

B=7=0, pp=r1=0, aa=a+1, a=a) (5.11)
ou la fonction «(v) est définie par 'équation

d? sin o cos « _9 (1+ da) esin v

a2 THFTFecosv dv) T+ ecosv ™

(5.12)

* 2. .
roll +e>2f;—;V Lo 2ecos 1 € fin o+ sinr+)] = 0

Ici « est I’angle entre le rayon-vecteur du centre de masse du satellite et son
axe d’inertie, par rapport auquel le moment d’inertie est égal a C.
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L’équation (5.12) décrit le mouvement de rotation et d’oscillation du
satellite autour de I'axe Oy orthogonal au plan de l'orbite sur une or-
bite elliptique et sous l'action des forces gravitationnelles en présence de la
résistance de ’atmosphere.

Figure 28 : Satellite sur une orbite elliptique

L’équation (5.12), aussi bien que les équations (5.9), (5.10), est réversible,
ce qui s’exprime par I'invariance par rapport a la transformation

(o, &, v) = (—a, G, —v)

Le principal probleme, résolu dans ce chapitre, consiste en 1’étude
systématique des mouvements de rotation 27-périodiques sur le plan de I'or-
bite et décrits par I’équation (5.12). Au cours d’une révolutions du centre
de masse du satellite sur l'orbite, le satellite peut effectuer m révolutions
autour de I'axe Oy passant par son centre de masse et perpendiculaires au
plan de 'orbite. On analysera les rotations directes (m > 0) aussi bien que
les rotations indirectes (m < 0).
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5.2 Oscillations et rotations d’un satellite sur une
orbite faiblement elliptique

Sie = 0, Péquation (5.12) décrit le mouvement du satellite sur une orbite
circulaire et sera de la forme
d*a . .
F-ﬂ-usmacosa—i—ﬁgsmazo (5.13)
v
On a un systeme conservatif & un degré de liberté avec l’intégrale
d’énergie
do\? . 2
T + P(a) = h (constante), P(a) = psin“a —2kgcosa  (5.14)
v
(P(«) est la fonction énergie potentielle dans ce mouvement).
L’analyse complete de I'équation (5.13) se fait par examen du portrait
de phase.
Analysons dans le plan de phase la carte du mouvement du satellite dans
le cas de différentes relations entre les parametres inertiel y et aérodynamique
kp. Trois cas sont possibles :

1. u>kg
2. |,u| < Ko
3. u< —kKo

Les portraits de phase pour ces cas sont représentés sur les Figures 29, 32,
34, ou il est aisé & voir que les points

o, = mn, o = 7l + arccos (—@> , n,lel
@
sont les solutions stationnaires de 1’équation (5.13). Avec cela
2
P(O[Qn) = —2&0, P(a2n+1) = 2&0, P(al) =u—+ ;0

La solution aw, = 27n correspond au mouvement ou ’axe Oz du satel-
lite coincide avec la direction du rayon-vecteur OZ de ’orbite. La solution
aon+1 = (2n+1)7 se ramene & la solution aw, = 27n par I'inversion du sens

de 'axe Oz. La solution «; = «l £ arccos (—%) correspond & une position
d’équilibre oblique. Lorsque ‘%‘ — 1, cette solution devient oy = =l, ou

[ = 27n ou bien [ = (2n + 1)m.
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On voit sur les figures selon les relations entre le parametre d’inertie p
et le parametre aérodynamique kg les solutions stationnaires peuvent étre
stables aussi bien qu’instables. Par exemple, le points ag, = 27n si u > kg
est une position d’équilibre stable, mais si u < —kg cette position d’équilibre
est instable.

Les positions d’équilibre stables sont entourées des courbes fermées qui
représentent des mouvements périodiques. Calculons les périodes d’oscilla-
tions.

De (5.14) on déduit

Qmaz d
T:2/ @ (5.15)
Qmin \/h — i sin® a + 2k cos a

OU Upin, Cmag SONt les valeurs maximales et minimales des angles du mou-
vement d’oscillation observé.
Calculons l'intégrale (5.15) pour les a, = 7n. On a

Qmaz d
T:4/ <
0 \/h—usin2a+2ﬁgcosa

Posons
tg % =su, tg Umax S
sing = — 28U __ cosazl—iﬁu2 do — —2sdu
1+ 2’ 1+ 52 T+ 5202

Ensuite on déduit ’expression pour h de (5.14)

2u32 — ko + n054

.2
h = psin® e — 260 COS gy = 2 i+ 32)2 (5.16)
11 s’ensuit
1 1 2
T 4/ (1+ 5%)du
0 V1- UZ\/M + ko(s2 + 1) + (ko + s2(ko — p))u?
Si on pose que u = sinf, on obtient I'intégrale définie suivante
db
T =4(1+ 5% (5.17)

/7r/2
0 \/u+n0(32+1)+52(n0+52(n0—,u))sin20

Considérons le cas 1. u > Kp.
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An
m

2k,

B > Ko

Figure 29

Les oscillations au voisinage de la solution g, = 27n sont possibles si
h € (—2ko,2Kp). La période de ces oscillations est définie par (5.17)

w/2
T =4(1 + s?) / 40 (5.18)
0 \/M(s) + L(s)sin? 0
avec
M(s) = p+ ro(s? +1) (5.19)
L(s) = 5° (ko + 5% (ko — 1)) (5.20)
ou s est défini en fonction de h par :
2_1l—-c
S T 1+c
(5.21)

e= Sy (5) +1- 4

L’amplitude des oscillations est telle que

COS gy = C
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¢ Omax —y
&7
La fonction h — s? définie par (5.21) est croissante strictement.
Etudions ensuite les propriétés des fonctions s — M (s) et s — L(s)
apparaisant dans (5.18).

La fonctions M (s) est croissante. Pour
—2Kp < h < 2K

on a
Ko

2
0<s <H—"60

0 < ko + s%(ko — 1) < Ko

Par conséquent L(s) > 0.
L’intégrale (5.18) se rameéne & une intégrale elliptique de Legendre

T(s) = 44, (s) /W2 - dy

0 k2 sin?
avec
p=m/2—-0
2
A _ s“+1
1(s) \/(ng—,uSQ—i-ﬁg-i-u
o L) @ (k) n

L(s) +M(s) 1+ 5% (ko — p)s® + ko + p

Alors la fonction h — k? est croissante strictement.

Donc, la fonction h — T'(s) est croissante strictement et Z—%j > 0. En

introduisant le parametre 8 = %Q on a

T(s) = ﬁT*(s)

ou la fonction h — T (s) est croissante strictement et représente une intégrale
elliptique
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Figure 30

2 2
Lorsque 259 < h < % selon la valeur initiale de « le satellite oscille

au voisinage de ag, = 271 ou de agp+1 = (2n + 1)7w. Posons

==

=)

Lorsque cos oy > c le satellite oscille autour de a = 27n avec la période
définie par (5.18)-(5.21).
Lorsque cos o < ¢ le satellite oscille autour de @ = (2n 4+ 1) avec une

période définie par :

6

) - w/2 d
T'(s) = 4(1 + s?) /0 \/M,(S) ITRPRT,

avec
M'(s) = p — ro(s* + 1)

L'(s) = s*(—ps? + ro(1 + s%))
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L’amplitude des oscillations est telle que

T — COS Qpar = C

ou
ct Qmax _ S
79

Dans ce cas l'intégrale elliptique de Legendre (5.18) est sous la forme

/2 de

T(s) = 4A2(s)/ —_—

0 1 — k3sin? 6

avec

2
Ay(s) = V1+s? s +1

KosZ + Ko + u

L(s) _ (s —r0)s’ = s
M(s) 5032 + p+ Ko

Alors la fonction h — k2 est croissante strictement.

K =

Dongc, la fonction h — T'(s) est croissante strictement et ili—% >0.On a
T(s) = —=T*(s
() = ZT"()
ou la fonction h — T (s) est croissante strictement et représente une intégrale
elliptique
26
24
22
20
[i=0.3
1R
T 16
14 i=0.2 /
12 /
10 =0 01 7
ol TN
[ —r_—1_‘* T T T _T1T__ T T ‘T Tt [Tt Tt T T [ T
0.2 0.4 s OB 0.8

Figure 31
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Considérons le cas 2. kg > |p|.

|
|

ST,
/\\//\

Ko > |l

Figure 32

Sur la Figure 32 on peut observer que les positions d’équilibre stables
correspondent aux points aso, = 27n, les positions d’équilibre instables cor-
respondent aux points agn 41 = (2n + 1)7.

Le satellite oscille toujours autour de asg,, = 27n avec une période définie
par les formules (5.18)-(5.21). Ces oscillations sont possibles si
h € (—2kp, 2kp). Dans ce cas on peut montrer par la méme facon, que

la période des oscillations est une fonction croissante strictement et (cll_%; > 0.

En introduisant le parametre § = —,% on a

T(s) = ﬁT*(s)

ou la fonction h — T™(s) est croissante strictement et représente une intégrale
elliptique
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408
- /
: 4= 01

40 ¢ 6O 00 100
Figure 33

Considérons le cas 3. u < —rg.

< —Ko

Figure 34
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Dans la Figure 34 on observe que les points «, = 7n correspondent
aux positions d’équilibre instables, les points a9 = 27l £ arccos (—%Q)
correspondent aux positions d’équilibre stables autour desquelles il y a des

mouvements périodiques. Ces mouvements sont possibles si m < h<
—2k0. Dans ce cas le satellite oscille avec une période définie par (5.15) qui
peut aussi étre ramenée & une intégrale elliptique de Legendre (mais le calcul
est compliqué et ne fait pas avancer I’étude de la période).

Outre cela dans ce cas il existe des oscillations, embrassant trois positions
d’équilibre : a9, = 2mn et agy = 2xl + arccos (—%). Ces mouvements
périodiques sont possibles si h € (—2kg,2kKg). La période est définie selon
les formules (5.18)-(5.21). En introduisant le parametre § = ﬁ on calcule

cette période

T(s) = ——=T*(s),
|

T*(s) = 4(1+s2) [/ 12
\/—1 + B(s2+1) +s2(B+ s2(B + 1)) sin p
(5.22)

ou s € (, / %, oo), B € (0,1). Comme il n’est pas possible dans ce cas de

conclure par un raisonnement analytique comme précédemment, calculons,
donc I'intégrale elliptique (5.22) de fagon numérique

1 1=0.0] //
= /
28 i=0.1

_B=0.1 —

26

///;13
v b e

iy

El
13 /
16
14

Figure 35
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Il découle du théoreme 5 de la section 2.6 un résultat important.

Théoreme 9. Les oscillations 2nk-périodiques du satellite sur ['orbite
circulaire sont conservées pour les orbites faiblement elliptiques.

Passons & la détermination des vitesses initiales &(0) pour les rotations
2mk-périodiques du satellite sur ’orbite circulaire. La condition de la 27k-
périodicité de solution est de la forme [79] :

2k

27 da B
/0 Vh—ple) ™

(m € Z/{0}, k € N) (5.23)

La valeur h qui aboutit a 'égalité (5.23), détermine la valeur de la vitesse
initiale &(0) pour le mouvement de rotation.

O[(O) = ﬂ:\/ h + 2/60

Ci-dessous sont étudiées les rotations 27-périodiques pour lesquelles k =
1, m = £1. Les rotations peuvent étre directes (&(0) > 0, m = 1) aussi
bien qu’indirectes (&(0) < 0, m = —1). C’est-a-dire lors d’une révolution
du centre de masse de satellite sur 'orbite le satellite tourne de 27 ou bien
de —27 (pour les rotations indirectes) autour de 1’axe passant par le centre
de masse et perpendiculaire au plan de 'orbite.

La valeur de la constante d’énergie h, satisfaisant a 1’égalité (5.23), est
déterminée de facon numérique pour différentes valeurs des parameétres pu et
ko. Le résultat est donné dans la Figure 36, ol1 on peut voir les dépendances
de la valeur initiale de la vitesse &(0) des parametres u et kg pour les rota-
tions directes. Pour les rotations indirectes il faut changer &(0) en —&(0).
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Figure 36

D’ot il résulte que les rotations observées du satellite sur I'orbite circu-
laire existent pour toutes les valeurs admissibles du parametre p.

5.3 Rotations périodiques d’un satellite sur une
orbite elliptique arbitraire

Supposons que le centre de masse du satellite décrive une orbite elliptique
avec la valeur arbitraire de l'excentricité e € [0, 1), et posons le probléme de
la construction de toutes les rotations planes 27-périodiques avec analyse de
leur stabilité au sens de Lyapunov. La particularité de réversibilité permet
d’avoir une solution de principe sur la base d’une méthode élaborée dans [73,
79] et décrite pour le cas d’une équation du deuxiéme ordre dans la section
2.3. Indiquons que cette méthode a fait preuve d’une grande efficacité dans
I’étude d’une série de probléme de mécanique classique et de mécanique
céleste [17, 18, 22-15].

Actuellement on a quelques logiciels de programmation de la méthode.
Ces logiciels réalisés dans les langages de programmation différents (C++,
Delphi, Fortran), se distinguent par leur degré d’automatisation. Dans la
theése présente on utilise le logiciel C++ [25].

Appliquant la méthode & 1’équation (5.12) on résout numériquement les
problémes suivants. Le probléeme de Cauchy se résout sur le segment [0, 7]
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avec des points initiaux, appartenant & l’ensemble My = {v,a, ¢ : v =
0, = 0} et on construit I'image M{ de I’ensemble My lorsque v varie de
0 & 7. Ensuite on détermine les intersections des ensembles M} et M*" =
{v,a,d: v=m,a==*nr}. Ces points définissent les rotations 27-périodiques
cherchées ; ceux de M N M" correspondent aux rotations en sens direct et
ceux de M N M™" aux rotations en sens indirect.

L’intégration numérique est effectuée par la méthode d’Adams-Bachfort-
Moulton [1]. Le probléeme de Cauchy est résolu avec un pas h' de la vitesse
initiale. Si pour deux solutions ”voisines” du probleme de Cauchy avec des
vitesses initialles &(0) = vy et &(0) = vy (v1 =vp+ h') on a

[a(0,0,vg, ) — 7][(0,0,v1,7) — 7] <O

alors il existe un point v* du segment ]vg, v1[ tel que la solution correspon-
dante vérifie «(nk) = mm. Ensuite la valeur de vitesse initiale &(0) €]vg, v1[
est précisée par une méthode d’itération.

La vitesse initiale pour la rotation 2m-périodique o*(v) est ainsi
déterminée (par une méthode de dichotomie améliorée [1]).

Etudions la stabilité de cette rotation. Pour cela on construit I’équation
aux variations au voisinage du mouvement étudié

y 2esinv s cos 2a” (v)
oo — I+ecosv5a+ui+ecosv5a+

* 2
+ [ko(l + 6)2% \/l(ffi(;%zz)t € (cos a* (v) + ecos(a* (v) +v))| da =

=0
(5.24)
(dcv est une variation).
L’équation (5.24) hérite de (5.12) la particularité de réversibilité. En
effet, compte tenu de 'imparité de fonction o*(v) il est aisé de vérifier I'in-
variance de I’équation (5.24) par rapport a la substitution

(0cr, 06, v) — (dar, —dcx, —v)

Déterminons les exposants caractéristiques de cette équation. La méthode
de détermination des exposants caractéristiques des équations périodiques
réversibles, élaborée par Tkhai [89, 79] et a été présentée dans la section 2.7.
On résout ce probleme de facon numérique.

La particularité de réversibilité permet de trouver les exposants ca-
ractéristiques par la formation sur le segment [0,27] d’une seule solution
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(et non deux solutions) particuliere de ’équation (5.24) avec les données
initiales
da(0) =1, 6&(0) =0

Pour former la solution de I’équation (5.24) il est nécessaire de connaitre
la fonction o, décrivant la rotation périodique. Mais on ne connait que
la valeur de la vitesse initiale &(0) pour ce mouvement. C’est pourquoi ci-
dessous pour étudier la stabilité on a recours a la méthode suivante. On
observe le systeme, composé des équations (5.12) et (5.24) et on forme la
solution sur [0, 27| avec les valeurs initiales

a(0) =0, &(0)=v*, §a(0) =1,0&(0) =0

ou v* est une valeur de vitesse initiale pour la rotation considérée. De cette
fagon on rétablit la rotation a*(v) 2m-périodique et on détermine & la fois la
variation da(27), nécessaire pour juger de la stabilité.

Si [0a(2m)] < 1, on a des exposants caractéristiques purement ima-
ginaires, de plus, en cas d’égalité, les exposants sont multiples de ¢. Par
conséquent, la condition |[da(27)| < 1 détermine le domaine des conditions
nécessaires de stabilité en fonction des parametres e, u, k9. Au sein de ce
domaine |[da(27)| < 1 et tous les exposants sont purement imaginaires et
égalent

1
k= ti— Inda(27)
2m

Le logiciel de la méthode de construction des mouvements de rotation et
d’analyse de leur stabilité est utilisé pour faire des recherches numériques.
On voit les résultats de ces recherches sur les Figures 37-44.

Dans 'espace des parametres du probléme (e, i, ko) les valeurs trouvées
des vitesses initiales pour les rotations 2w-périodiques du satellite sont données.
On considére les rotations directes (Figures 37-40), aussi bien qu’indirectes
(Figures 41-44 ). On a observé les cas avec ko = 0.25, 0.7, 1.2, 2.5.

Sur les figures dans le plan (e, @(0)) sont désignées (en noir) les courbes
qui ont un parametre d’inertie y = constante. Ces courbes imposent les va-
leurs des vitesses initiales ¢(0) aux rotations pour le satellite (1 = constante).
On constate qu’en fonction de I’excentricité de ’orbite e chaque satellite peut
avoir une, deux, ou trois rotations périodiques. Les domaines correspondant
a la stabilité au sens de Lyapunov sont indiqués par un fond foncé.

Les domaines de stabilité en projection sur le plan (e, u) se trouvent sur
les figures du bas.

La solution périodique est décrite par la fonction impaire o*(v).
L’équation (5.12) est réversible. Donc I'équation du mouvement perturbé,
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établie pour o*(v), hérite de la particularité de réversibilité. Il en découle
qu’en cas d’exposants purement imaginaires, la solution est stable au sens
de Lyapunov si il n’y ait pas de résonance jusqu’au quatrieme ordre 2k =
1 p, 3k =1 p, 4k = 1 p et la condition de non-dégénérescence devant étre
réalisée [10].

De cette facon presque tous les points dans ’espace des parametres ap-
partenant au domaine |dc(27)| < 1, correspondent aux rotations stables au
sens de Lyapunov (les sous-domaines correspondants foncés).

Conclusion 5. Les witesses initiales &(0) pour les rotations
2m-périodiques du satellite appartiennent aux domaines, désignés sur les Fi-
gures 37-40 (rotations directes) et les Figures 41-44 (rotations indirectes)
par le fond foncé. Il est a signaler que presque toutes les rotations aux vi-
tesses initiales prises dans ces domaines sont stables au sens de Lyapunov
par rapport auz variables a et a.
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Rotations directes

ko = 0.25
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:I | ||||II||,|“;;

0.z

Figure 37
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Rotations directes

Ry = 1.2

oz

Figure 39
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Rotations directes

ko = 2.5

Figure 40
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Rotations indirectes

ko = 0.25

oz o - e
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e

Figure 41
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Rotations indirectes

R = 0.7

e

§ T

Figure 42
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Rotations indirectes

Ry = 1.2

R

Figure 43
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Rotations indirectes

KRy = 2.5
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Figure 44
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5.4 Rotations rapides d’un satellite sur une orbite
elliptique

Considérons le probleme des mouvements rapides du satellite sur une
orbite elliptique ot1, au cours d’une révolution du centre de masse sur l’orbite,
le satellite exécute m révolutions autour de 'axe Oy passant par son centre
de masse et perpendiculaire au plan de 'orbite.

Dans ce probléme ce qui nous intéresse essentiellement est I'influence
du parametre d’inertie y. Donc ci-dessous dans ce paragraphe on observera
un satellite sous l’action des seules forces gravitationnelles sans prendre en
considération la résistance de 'atmosphere (ko = 0).

On analysera également la stabilité des solutions obtenues.

L’équation (5.12), si kg = 0, sera de la forme

d'a , sinacosa (1+5) 200 )

el 14+ —
dv? 'ul—i—ecosv dv/) 1+ ecosv

Pour construire les rotations symétriques on aura également recours a la
méthode, décrite dans la section 2.3.

Trouvons lintersection des ensembles M{"™ et My, ou M™" = {v,a, ¢ :
v = m,a = mn}. Alors, les points d’intersection de 'image M[ avec les
droites @ = mm définissent les rotations 27-périodiques du satellite.

Analysons la stabilité des rotations trouvées & ’approximation linéaire.
Le systéme d’équations aux variations au voisinage de la rotation o*(v) 27-
périodique a la forme

S — 2esinv - cos 2a™ (v) o0 (5.26)
1+ecosv 1+ ecosv

On détermine les exposants caractéristiques par la formation d’une seule
solution particuliere du systeme d’équations (5.25), (5.26) avec les conditions
initiales

a(0) =0, «&(0)=v", da(0)=1, 0&(0)=0

Si|0(2m)| < 1, les exposants caractéristiques seront purement imaginaires
et cette condition est également suffisante pour que la solution a*(v) soit
stable au sens de Lyapunov en ’absence des résonances jusqu’au quatrieme
ordre [10].

Dans la présente theése on a considéré les rotations pour m = 1,2,.. ., 20.

On voit les résultats des recherches numériques sur les Figures 45-51.
On constate qu’avec l'augmentation du nombre de révolutions m le do-
maine des valeurs de bifurcation e (pour lesquelles il existe deux mouve-
ments périodiques) se déplace vers les plus grandes valeurs d’excentricité e
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et de plus les domaines des valeurs des vitesses initiales ne dépendent pas
du parametre d’inertie p.

En conclusion de ce chapitre la méthode de construction des mouvements
périodiques est un instrument efficace d’étude du probleme de type de (5.25).
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Annexe A

Densité de ’atmosphere en
fonction de P’altitude

voir CIRA. 1972. North Holland. Amsterdam COSPAR International
Reference Atmosphere. 450 p.

altitude (H) | densité (p*)
120 2.440E-08
121 2.162E-08
122 1.924E-08
123 1.717E-08
124 1.538E-08
125 1.382E-08
126 1.246E-08
127 1.127E-08
128 1.022E-08
129 9.300E-09
130 8.484E-09
131 7.759E-09
132 7.115E-09
133 6.540E-09
134 6.025E-09
135 5.563E-09
136 5.147E-09
137 4.772E-09
138 4.432E-09

151



152

Densité de 'atmospheére en fonction de ’altitude

altitude (H)

densité (p*)

139 4.125E-09
140 3.845E-09
141 3.591E-09
142 3.359E-09
143 3.147E-09
144 2.952E-09
145 2.774E-09
146 2.609E-09
147 2.458E-09
148 2.318E-09
149 2.189E-09
150 2.070E-09
151 1.959E-09
152 1.856E-09
153 1.760E-09
154 1.670E-09
155 1.587E-09
156 1.509E-09
157 1.436E-09
158 1.368E-09
159 1.304E-09
160 1.244E-09
161 1.188E-09
162 1.134E-09
163 1.084E-09
164 1.037E-09
165 9.927E-10
166 9.507E-10
167 9.110E-10
168 8.734E-10
169 8.378E-10
170 8.040E-10
171 7.720E-10
172 7.417E-10
173 7.128E-10
174 6.854E-10
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altitude (H)

densité (p*)

175 6.593E-10
176 6.345E-10
177 6.109E-10
178 5.883E-10
179 5.669E-10
180 5.464E-10
181 5.268E-10
182 5.081E-10
183 4.903E-10
184 4.732E-10
185 4.568E-10
186 4.412E-10
187 4.262E-10
188 4.119E-10
189 3.982E-10
190 3.850E-10
191 3.724E-10
192 3.602E-10
193 3.486E-10
194 3.374E-10
195 3.267E-10
196 3.164E-10
197 3.065E-10
198 2.969E-10
199 2.878E-10
200 2.789E-10
202 2.622E-10
204 2.468E-10
206 2.324E-10
208 2.190E-10
210 2.066E-10
212 1.950E-10
214 1.842E-10
216 1.741E-10
218 1.646E-10
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Densité de 'atmospheére en fonction de ’altitude

altitude (H)

densité (p*)

220 1.558E-10
222 1.475E-10
224 1.398E-10
226 1.325E-10
228 1.257E-10
230 1.192E-10
232 1.132E-10
234 1.076E-10
236 1.022E-10
238 9.720E-11
240 9.246E-11
242 8.799E-11
244 8.378E-11
246 7.979E-11
248 7.603E-11
250 7.248E-11
252 6.911E-11
254 6.593E-11
256 6.292E-11
258 6.006E-11
260 5.735E-11
262 5.478E-11
264 5.235E-11
266 5.004E-11
268 4.784E-11
270 4.576E-11
272 4.378E-11
274 4.189E-11
276 4.010E-11
278 3.839E-11
280 3.677E-11
282 3.522E-11
284 3.375E-11
286 3.235E-11
288 3.101E-11
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altitude (H)

densité (p*)

290 2.974E-11
292 2.852E-11
294 2.736E-11
296 2.625E-11
298 2.519E-11
300 2.418E-11
302 2.321E-11
304 2.229E-11
306 2.141E-11
308 2.056E-11
310 1.976E-11
312 1.899E-11
314 1.825E-11
316 1.754E-11
318 1.686E-11
320 1.621E-11
322 1.559E-11
324 1.500E-11
326 1.443E-11
328 1.388E-11
330 1.336E-11
332 1.286E-11
334 1.237E-11
336 1.191E-11
338 1.147E-11
340 1.104E-11
344 1.024E-11
346 9.866E-12
348 9.505E-12
350 9.158E-12
352 8.824E-12
354 8.503E-12
356 8.195E-12
358 7.899E-12
360 7.615E-12
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Densité de 'atmospheére en fonction de ’altitude

altitude (H)

densité (p*)

362 7.341E-12
364 7.078E-12
366 6.825E-12
368 6.582E-12
370 6.348E-12
372 6.123E-12
374 5.906E-12
376 5.698E-12
378 5.497E-12
380 5.304E-12
382 5.118E-12
384 4.939E-12
386 4.767E-12
388 4.600E-12
390 4.441E-12
392 4.287E-12
394 4.138E-12
396 3.995E-12
398 3.858E-12
400 3.725E-12
402 3.597E-12
404 3.474E-12
406 3.355E-12
408 3.241E-12
410 3.130E-12
412 3.024E-12
414 2.921E-12
416 2.822E-12
418 2.727E-12
420 2.635E-12
422 2.546E-12
424 2.460E-12
426 2.377E-12
428 2.298E-12
430 2.221E-12
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altitude (H)

densité (p*)

432 2.147E-12
434 2.075E-12
436 2.006E-12
438 1.939E-12
440 1.875E-12
442 1.813E-12
444 1.753E-12
446 1.695E-12
448 1.639E-12
450 1.585E-12
452 1.533E-12
454 1.482E-12
456 1.434E-12
458 1.387E-12
460 1.341E-12
462 1.297E-12
464 1.255E-12
466 1.214E-12
468 1.175E-12
470 1.137E-12
472 1.100E-12
474 1.064E-12
476 1.030E-12
478 9.965E-13
480 9.644E-13
482 9.333E-13
484 9.033E-13
486 8.743E-13
488 8.463E-13
490 8.192E-13
492 7.930E-13
494 7.677TE-13
496 7.432E-13
498 7.196E-13
500 6.967E-13
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Dans la Figure 52 on peut voir les courbes des polynomes interpolants
la fonction f(H) avec une quantité différente de nceuds d’interpolation n.
La précision nécessaire est obtenue si le degré du polynome est égal a 20.
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Figure 52 : Courbes des polynomes interpolants de la fonction f(H),
caractérisant la dépendance de la densité de 'atmosphére en fonction de
laltitude H



Annexe B

Code des Programmes

restart;

\

readlib(mtaylor):

Systéme initial des équations différentielles
Al:=(beta"2+1)/6:Bl:=(1+alpha”2)/5:Cl:=
(alpha~2+beta”2)/5:
x1. ¢’ “:=alpha*yl*r/beta-alpha*zl*qg+
(alpha~2-1)*x1"2xz1*q/alpha+(beta”2-alpha”2)*
x172*yl*r/alpha/beta+(alpha~2-beta”2)*
xl*xyl*zl*p/beta:
yl.¢?‘:=beta*zl*p-betaxxl*r/alpha+
(beta~2-alpha”2) *yl~2*x1*r/
alpha/beta+(1l-beta”~2) *yl1~2xz1lxp/beta+
(alpha~2-1)*x1*yl*zl*q/alpha:
zl. ¢’ “:=x1xq/alpha-yl*p/beta+
(1-beta~2)*z1"2*yl*p/beta+(alpha~2-1)*z1"2*x1x*
g/alpha+(beta”2-alpha”2)*xl*ylxzl*r/alpha/beta:
Xl:=x1.9:Yl:=y1.2 :Z1:=z1."‘:
P1:=(B1-Cl1)*qg*r+alpha*(X1-beta*yl*r/alpha+
z1xq/alpha)*(alpha*p*xl+betakxg*xyl+r*zl)-
p*(alpha~2*x1*xl.‘’ ‘“+beta”2xylxyl. ? ‘+zl*zl.’‘)-
gamma* (1-beta”~2)*yl*zl/beta/(x1"2/alpha”2+y1~2/beta"2+
z172)"(1/2):

vV V V V V V V V V V V V V V V V V V V
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160 Code des Programmes

> Q1:=(C1-A1)*r*p+betax(Y1l-zl*p/beta+alpha*xl*r/beta)*
> (alpha*p*xl+betaxq*yl+r*zl)-q*(alpha™2*xl*xl.‘’ ‘+
> beta™2*ylxyl.‘’ ‘+zl*zl.‘’‘)-gamma*(alpha~2-1)*x1%
> zl/alpha/(x172/alpha~2+y1~2/beta~2+z172)"(1/2):
> R1:=(A1-B1)*p*q+(Z1l-alpha*xlxqg+betaxylx*p)*
> (alpha*p*xl+betaxq*yl+r*zl)-r*(alpha”2*x1*
> x1.97‘4beta”2xylxyl. ? ‘4zl*zl.‘’‘)-gamma*
> (beta"2-alpha”2)*x1*yl/alpha/beta/
> (x172/alpha~2+y1~2/beta”2+z172)"(1/2):
> ur2:=(Bl+alpha”2*x17°2+z172)*q.‘’ ‘-betaxyl*zl*r. ‘<’ -
> betaxalpha*xlxylxp.‘’‘-Ql:
> url:=(Al+beta”2*yl17~2+z172)*p. ¢’ ‘-alpha*beta*xl*
> yl*q.¢’‘-alpha*xl*zlx*r.‘’‘-P1l:
> sol:=solve({url,ur2},{p.“>¢,q. 7 }):
> assign(sol):
Perturbations : r=r+1, z=21-1
> ri=ri+l:izl:i=z-1:r.‘ 7 ‘:=r1.7¢:z > :=21.97¢:
Réduction du systéme initial du 6-iéme ordre
> z:=(x1"2+y172)/2:
> rl:=-(Alxp~2+Bl*q~2+(beta*xyl+q) "2+
> (pt+alphax*xl)~2)/(2xC1l)-gammax
> ((1-1/alpha”2)*x172+(1-1/beta”2)*y1~2):
> —(Alxpxp. ‘¢’ ‘4Blxqxq. ‘’ ‘+(betaxyl+q) *
> (betaxyl.‘’‘+q.‘ 7 ‘)+
> (alpha*xl+p)*(alpha*xl.‘’‘+p.¢>¢))/Cl-
> 2*xgammax ((1-1/alpha”2)*
> xlxx1.7‘4+(1-1/beta2)xyl*yl. > ):
> drl:=mtaylor(%, [x1,yl,p,q,rl.¢”¢]1,3):
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V V V vV V V V V V V

\

VVVVVVVYVV V V V V V V V V V V V V V

Systeme des équations perturbés du 4-iéme ordre

mtaylor(x1l.’¢,[p,q,x1,y1],4):

x1_3.¢7“:=collect (%, [x1,y1,p,ql ,distributed):
mtaylor(yl.‘’¢,[p,q,x1,y1],4):
y1_3.¢?“:=collect (%, [x1,y1,p,ql ,distributed):
subs(rl. ¢’ ‘=drl,p.“’“):
mtaylor (%, [x1,yl,p,ql,4):
p_3.¢?“:=collect(%,[x1,y1l,p,ql ,distributed):
subs(rl.‘’‘=drl,q.“’):
mtaylor (%, [x1,yl,p,ql,4):
q_3.‘?“:=collect (%, [x1,y1l,p,ql ,distributed):
with(linalg):

Coefficients du systéme perturbé
A:=matrix(2,2,[1):
B:=matrix(2,2,[]):
convert(x1_3.‘’‘,polynom) :
coeff_dx:=coeffs(%,{x1,yl,p,q},’var_dx’):
convert(y1_3.‘’‘,polynom) :
coeff_dy:=coeffs(%,{x1,yl,p,q},’var_dy’):
convert(p_3.‘’‘,polynom) :
coeff_dp:=coeffs(%,{x1,yl,p,q},’var_dp’):
convert(q_3.‘’‘,polynom) :
coeff_dq:=coeffs(%,{x1,yl,p,q},’var_dq’):
s_dx:=0:s8_dy:=0:
for i to 9 do
s_dx:=s_dx+factor(coeff_dx[i])*var_dx[i]:

s_dy:=s_dy+factor(coeff_dy[i])*var_dy[i]:
if var_dx[il=y1 then A[1,1]:=coeff_dx[il
i%zvar_dx[i]=q then A[1,2] :=coeff_dx[i]
iézvar_dy[i]=x1 then B[1,1]:=coeff_dy[il
ii:var_dy[i]=p then B[1,2]:=coeff_dy[il
fi:
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od:

dx:=s_dx:dy:=s_dy:

s_dp:=0:s8_dq:=0:

for j to 12 do
s_dp:=s_dp+factor(coeff_dp[jl)*var_dp[j]l:
s_dq:=s_dgq+factor(coeff_dql[jl)*var_dql[jl:
if var_dp[jl=yl then

A[2,1] :=factor(coeff_dp[j]l) fi:

if var_dp[jl=q then

A[2,2] :=factor(coeff_dp[jl) fi:

if var_dql[jl=x1 then

B[2,1] :=factor(coeff_dql[jl) fi:

if var_dq[jl=p then
B[2,2] :=factor(coeff_dql[j]l) fi:

od:
dp:=s_dp:dq:=s_dq:

vV V VV VV VYV VV YV V V V V V

Normalisation du systéme des équations perturbés
C_:=evalm(B&x*A) :
C:=evalm(A&x*B) :
charpoly(C,lambda) :
ur:=collect (%,lambda) :
1_2:=factor(coeff(ur,lambda,2)):
1_1:=factor(coeff(ur,lambda,1)):
1_0:=factor(coeff(ur,lambda,0)):
xor:=1_2xlambda~2+1_1*lambda~1+1_0:
jk:=solve(ur,lambda) :
lambdal:=sqrt (jk[1]) :lambda2:=sqrt (jk[2]):
P:=matrix(2,2,[C[2,1],lambdal"~2-C[1,1],C[2,1],
lambda2~2-C[1,1]11):
Q:=matrix(2,2,[C_[2,1],lambdal~2-C_[1,1]1,C_[2,1],
lambda2~2-C_[1,11]):
P_:=inverse(P):
Q_:=inverse(Q):
p_eta:=(P_[2,1]*(etal+conjugate(etal) )+P_[2,2]*
(eta2+conjugate(eta2)))/2:

vV V. V V V V V V V V V V V V V V V V
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V VVV VVV V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

y_eta:=(Q_[1,1]*(etal-conjugate(etal))+Q_[1,2]*
(eta2-conjugate(eta2)))/2/1:
g_eta:=(Q_[2,1]*(etal-conjugate(etal))+Q_[2,2]*
(eta2-conjugate(eta2)))/2/1:
x_eta:=(P_[1,1]*(etal+conjugate(etal))+P_[1,2]*
(eta2+conjugate(eta2)))/2:
dx-A[1,1]*y1-A[1,2]*q:
X_3:=subs(xl=x_eta,yl=y_eta,p=p_eta,q=q_eta,%):
dy-B[1,1]1*x1-B[1,2]*p:
Y_3:=subs(x1=x_eta,yl=y_eta,p=p_eta,q=q_eta,%):
dp-A[2,11*y1-A[2,2]*q:
P_3:=subs(x1=x_eta,yl=y_eta,p=p_eta,q=q_eta,%):
dq-B[2,1]1*x1-B[2,2] *p:
Q_3:=subs(xl=x_eta,yl=y_eta,p=p_eta,q=q_eta,%):
lambdal*etal+C[2,1]1*X_3+(lambdal~2-C[1,1])*P_3+
Ix(C_[2,11*Y_3+(lambdal~2-C_[1,1])*Q_3):

collect (%, [etal,conjugate(etal) ,eta2,conjugate(eta2)],

distributed):

etal.‘’‘:=convert (%,polynom) :
lambda2*eta2+C[2,1]*X_3+(lambda2"2-C[1,1])*P_3+
I*(C_[2,1]*Y_3+(lambda2~2-C_[1,1]1)*Q_3):

collect (%, [etal,conjugate(etal),eta2,conjugate(eta2)],

distributed):

eta2. ¢’ ‘:=convert (%,polynom) :
koeff_etal:=coeffs(etal.‘’*,
{etal,conjugate(etal),eta2,
conjugate(eta2)}, ‘var_etal‘):
koeff_eta2:=coeffs(eta2.‘’ ¢,
{etal,conjugate(etal),eta2,

conjugate(eta2)}, ‘var_eta2¢):
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Code des Programmes

Obtention des coefficients résonantes de la forme normale

(AH = wll, A12 = w12, A21 = w21, A22 = w22, B1 = Bl, B2 = B2)

>

vV V. V. V V V V V V V V V V V vV V V V V V VVV V VVV V VVYV VYV

for k from 1 by 1 to 20 do

if var_etall[k]/(etal”"2*conjugate(etal))=1
then

W[1,1] :=koeff_etal[k]/I fi:

if var_etall[k]/(etalxeta2*conjugate(eta2))=1
then

Ww[1,2]:=

koeff_etall[k]/I fi:

if var_eta2[k]/(etal*eta2*conjugate(etal))=1
then

w[2,1]:=

koeff_eta2[k]/I fi:
if var_eta2[k]/(eta2"2*conjugate(eta2))=1

then

W[2,2] :=koeff_eta2[k]/I fi:

od:
ksil.‘’¢:=lambdal*ksil+I*ksil*(W[1,1]*abs(ksil) "2+
W[1,2]*abs(ksi2)"2):

ksi2.‘’ ¢ :=lambda2*ksi2+Ixksil*(W[2,1]*abs(ksil) "2+
W[2,2] *abs(ksi2)"2):

detP:=det(P):

save detP, ‘detP.txt‘:

detQ:=det (Q):

save detQ, ‘detR.txt‘:

save lambdal, ‘11.txt‘:
save lambda2, ‘12.txt‘:

wil:=W[1,1]:
save wil, ‘will.txt‘:
wil2:=W[1,2]:
save wl2, ‘wl2.txt‘:
w21:=W[2,1]:
save w21, ‘w2l.txt‘:
w22:=W[2,2]:

save w22, ‘w22.txt‘:



Conclusion générale et
perspectives

Les recherches présentées dans cette theése démontrent D'efficacité des
méthodes fondées sur les propriétés de réversibilité des systemes mécaniques,
propriété dont 1'usage est essentiel dans tous les résultats obtenus.

Les publications concernant les applications de la réversibilité aux
problemes de dynamique du corps solide ont, a ce jour, été peu nombreuses.
Dans cette theése on a abordé deux principaux problémes : les oscillations et
les rotations d’un corps solide roulant sans glissement sur un plan ou d’'un
satellite sur orbite. Les résultats obtenus concernent :

L’étude de la stabilité des rotations autour de I'axe vertical de I'el-
lipsoide pesant homogéne sur le plan horizontal. Au niveau actuel des
études il reste des domaines pour lesquels des travaux ultérieurs seront
nécessaires pour discuter completement la stabilité.

L’étude de la stabilité des mouvements de roulement sans glissement
d’un ellipsoide creux pesant le long de la ligne droite sur le plan
horizontal : conclusion sur l'instabilité causée par la résonance pa-
ramétrique et conditions nécessaires de stabilité, obtenues par calcul
numérique.

L’expression détaillée du coefficient de résonance en cas de
résonance parametrique pour les systemes réversibles du troisiéme
ordre (et la réalisation du code de calcul correspondant).

La conservation des oscillations 27wk-périodiques du satellite sur 'or-
bite circulaire sous I'effet des moments gravitationnel et aérodynamique
dans le cas de l'orbite faiblement elliptique.

L’existence des rotations 2m-périodiques du satellite sur l'orbite el-
liptique arbitraire sous l'effet des moments gravitationnel et aéro-
dynamique (détermination des vitesses initiales pour les rotations,
étude de leur stabilité).
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e La détermination des rotations rapides dans le probleme de V.V. Be-
letsky (le satellite étant soumis aux seules forces gravitationnelles sans
prendre en considération la résistance de atmosphere) et I’étude de
leur stabilité.

Ces résultats sont nouveaux et recoupent ceux déja établis dans des cas
plus particuliers.
D’autres problemes restent ouverts :

e Le développement de la théorie des systémes réversibles conservatifs a
deux degrés de liberté et des systémes qui en sont proches.

e L’étude de la stabilité des oscillations et des rotations d’un satellite
dans le plan d’une orbite elliptique variable dans I’espace.

e [’étude de 'existence des mouvements périodiques d’un satellite dans
I’espace voisins des mouvements plans.

e [’étude numérique des oscillations et des rotations du satellite dans
I’espace.
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