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RESUME : Calibration de Modéles Financiers par Minimisation
d’Entropie Relative et Modéles avec Sauts

Le smile de volatilité implicite observé sur les marchés d’options traduit 'insuffisance du
modéle de Black et Scholes. Avec la nécessité d’élaborer un modéle d’actif financier plus
satisfaisant, vient celle de sa calibration, objet de cette thése.

La calibration par minimisation de ’entropie relative a été proposée récemment dans le
cadre de la méthode de Monte-Carlo. On a étudié la convergence et la stabilité de cette
méthode et on I'a étendue a des critéres plus généraux que l'entropie relative. Pour qu’il
y ait absence d’opportunité d’arbitrage, il faut que le sous-jacent actualisé soit une mar-
tingale. La prise en compte de cette nécessité est abordée sous 1’angle d’un probléme de
moments.

Dans la deuxiéme partie, on a considéré un modéle simple du phénomeéne de krach en in-
troduisant en particulier des sauts dans la volatilité du sous-jacent. On a calculé le risque
quadratique et effectué un développement approché du smile qui constitue un outil pour
la calibration.

Finalement, dans la troisiéme partie, on utilise I’entropie relative afin de calibrer I'inten-
sité des sauts d’un modéle de diffusion avec sauts et volatilité locale. La stabilité de la
méthode est prouvée grace a des techniques de controle optimal ainsi qu’au théoréme des
fonctions implicites.

MOTS-CLES :

smile de volatilité, calibration de modéles, entropie relative, méthode de Monte-Carlo, I-
projection généralisée, probléme de moments, controle optimal des processus de diffusion
avec sauts

ABSTRACT : Calibration of Financial Models by Relative En-
tropy Minimization and Models with Jumps

The smile observed in option markets is the evidence of the deficiency of the Black and
Scholes model. With the necessity to find a more relevant model of financial assets comes
the requirement of its calibration. This is the subject of the present work.

A calibration technique based on the minimization of relative entropy has been recently
suggested in the framework of Monte-Carlo methods. We have proved the convergence and
stability of this technique and extended the results to criteria more general than relative
entropy. The martingale constraint on the underlying necessary to insure No Free Lunch
has been examined from the point of vew of moment problems.

In the second part we have considered a simple model of crashes by introducing jumps
in the volatility process. The quadratic risk has been computed and approximate closed
formulae of the smile have been obtained for the calibration.

Finally we have used the relative entropy criterion to calibrate the jump intensity of a
jump diffusion model. The stability of this method has been proved by means of optimal
control techniques combined with the implicit function theorem.

KEY WORDS :

volatility smile, calibration of models, relative entropy, Monte-Carlo method, generalized
[-projection, moment problem, optimal control of jump diffusion processes
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Introduction

Le marché des options, instruments de spéculation mais également assurances contre le mou-
vement du prix des actions, s’est développé avec 1’élaboration de modéles permettant de les
valoriser. Les options doivent ainsi leur succes & la formule de Black et Scholes qui donne le prix
d’un “Call” (option d’achat) et définit la couverture du vendeur par I’achat d’une certaine quan-
tité de D’actif sous-jacent : la dérivée par rapport au prix de 'action ou “delta” est précisément
cette quantité qui assure la réalisation d’un portefeuille insensible & la variation du prix du sous-
jacent. Cette approche a été une étape révolutionnaire dans le monde de la finance, succédant
a l’approche du portefeuille moyenne-variance introduite par Markowitz (voir la préface de [77]
pour ce rappel historique).

Reprenant les idées de Bachelier émises en 1900 dans sa thése [7], le modele de Black et Scholes
repose sur le mouvement Brownien dont l'importance avait été également reconnue dans les tra-
vaux de Samuelson [114]. Il a été 'outil mathématique indispensable & I’essor actuel des marchés
d’options négociables, dont le premier, le Chicago Board Options Exchange, a été ouvert en 1973,
I'année de la parution des deux articles fondateurs [16] et [92]. On renvoie & [66], [14] ainsi qu’au
chapitre introductif de [96] pour avoir une idée précise du fonctionnement de ces marchés.
Ainsi qu'il est par exemple souligné au début du second chapitre de [14], la méthode de pricing
proposée de facon indépendante par Black et Scholes d’une part et Merton d’autres part, offre
une solution aux deux “problémes majeurs” sur lesquels se heurtaient leurs prédecesseurs : d’une
part, au lieu d’anticiper I’évolution future de I’action, on en détermine le comportement aléatoire
en mesurant sa volatilité. D’autre part, I’actualisation ramenant au présent la valeur future de
I’action doit se faire au taux sans risque : c’est le principe de la valorisation risque-neutre.

Ces deux principes sont la base des extensions de la théorie de Black, Scholes et Merton et
permettent de les développer dans le cadre puissant des martingales selon [62] et [63] ainsi qu’il
est exposé dans [96] par exemple. Le besoin de telles extensions s’est naturellement créé face a
Iincapacité qu’a le modéle de Black-Scholes de rendre compte de phénomeénes empiriquement
observés tels que 'anticipation des fortes baisses des actions plutot que celle des fortes hausses
(le marché est pessimiste).

De maniére précise, des tests statistiques ont été menés et ont abouti & contredire le fait que le
logarithme du prix du sous-jacent suit une loi normale et que ses incréments sont indépendants,
comme l'impliqueraient les hypothéses du modéle : ces aspects sont discutés au dernier chapitre
de [98] ainsi qu’au sixiéme chapitre de [96] et ’on peut citer [91] dont I’étude montre que le prix
d’une action est assez fidélement distribué suivant une loi de Lévy tronquée, ainsi que le suggérait
Mandelbrot dans [89] qui proposait ce type de lois dites & “queue épaisse” en remplacement de la
loi de Gauss. De méme, dans [57] a été établie une corrélation entre les incréments du logarithme
du prix si le temps d’incrémentation était inférieur au quart d’heure.

Le marché constate en fait directement ’écart du comportement du prix d’une action au modéle
de Black-Scholes par I'impossibilité de retrouver les prix des options du marché écrites sur cette



action en affectant une volatilité unique a la formule de Black-Scholes : au contraire, en inver-
sant cette formule par rapport a la volatilité, on calcule pour chaque prix d’option la volatilité
implicite correspondante et ’on obtient une courbe non constante dont la forme caractéristique
lui donne le nom de smile. D’un point de vue mathématique, 'impossibilité de retrouver le smile
du marché en utilisant la formule de Black-Scholes se comprend puisque 1’on ne dispose que d’un
seul parameétre avec la volatilité.

Pour reconstruire le smile, de nombreux modeéles ont donc été proposés, rangés sommairement
dans les deux grandes familles que sont les modeéles & volatilité stochastique et les modeles a
sauts, une combinaison des deux étant souvent préférée afin d’ améliorer la structure du smile
obtenu. Dans 'utilisation pratique de tels modéles, il est nécessaire de les calibrer, c’est-a-dire
d’associer & une méthode numérique de calcul de prix une procédure d’intégration du smile afin
de déterminer des prix en cohérence avec les données du marché.

La thése se compose de trois parties indépendantes, présentant des approches différentes du pro-
bléme de la calibration.

La premiére partie est constituée de six chapitres. Elle aborde une technique simple proposée par
Avellaneda& all [6] afin de calibrer le pricing d’options par la méthode de Monte-Carlo. Cette
derniére est intéressante parce que son implémentation est simple et elle s'impose dés que les
méthodes déterministes se révélent inopérantes, typiquement en grande dimension. Sa mise en
oeuvre et ses champs d’applications sont exposés dans 'ouvrage élémentaire [61] et des tech-
niques modernes de simulation sont présentées dans [84] et [78] par exemple.

Le développement d’une technique de calibration appropriée est donc crucial. Selon les idées de
[6], il s’agit d’utiliser la minimisation de ’entropie relative afin de déterminer des poids a affecter
aux trajectoires Monte-Carlo pour retrouver les contraintes de prix. La valorisation des options
se fait alors grace au Monte-Carlo pondéré.

Deux problémes théoriques ont motivé I’étude de cette partie. D’une part, la convergence des
prix était & prouver. D’autre part, la question de 1’absence d’opportunité d’arbitrage se pose et
nécessitait d’étre approfondie.

Sous une condition géométrique que doivent vérifier les prix de calibration, pour que cette der-
niére soit possible, on a d’abord obtenu la convergence attendue en établissant un résultat de
M-estimateurs. L’ensemble de ces résultats a fait 'objet de la publication [71].

L’extension des résultats précédents a été faite dans deux directions : d’abord, en relachant les
contraintes de calibration, on est conduit & la minimisation sans contrainte de ’entropie relative
pénalisée, ce qui évite en particulier d’exiger une hypothése sur les prix de calibration.

En second lieu, on peut préciser des conditions générales pour que les résultats de convergence
subsistent si ’on adopte un critére convexe autre que ’entropie relative. La décision de changer
de critére peut se justifier précisément avec des arguments de nature financiére [10]. Dans le cas
ol on ne suppose pas bornée la fonction de payoff des options par rapport auxquelles on calibre,
on a cependant commencé a étudié une famille de critéres trés semblables & ’entropie relative.
Une discussion complémentaire autour de résultats de la littérature permet toutefois d’élargir
la classe des critéres convenables dés que le payoff des options de calibration est borné, ce qui
permet d’envisager d’autres fonctionnelles convexes proposées dans la théorie des problémes in-
verses.

Un des phénomeénes intéressants mis en évidence par I’étude de la convergence du Monte-Carlo
pondéré est la perte potentielle de calibration & la limite, du simple fait que, méme dans le cas
pénalisé, il n’y a pas toujours de solution au probléme de calibration limite, formulé en rempla-
¢ant la loi empirique du sous-jacent par la loi sous laquelle les tirages sont faits.

Dans le cas de l’entropie relative avec des contraintes non relachées, les travaux classiques de



Jupp & Mardia [72] et de Csiszar [38] permettent l'identification de la limite Monte-Carlo avec la
I-projection généralisée introduite par Csiszar, ce qui rend encore plus naturelle la convergence
obtenue. Ce phénomeéne est noté dans [71] et I'on en étend la portée au cas de I’entropie relative
pénalisée en mettant ’accent sur ce qui peut empécher le probléme de calibration limite d’avoir
une solution et donc la limite des solutions Monte-Carlo d’étre calibrée.

Cette situation pathologique ne se rencontre cependant pas dans le cas ou les options de cali-
bration sont de payoff borné par exemple. Sous des conditions générales, on peut alors établir
un théoréme central limite permettant d’associer une erreur au prix, et ’on démontre ensuite la
stabilité de la méthode par rapport aux variations des prix de calibration ainsi qu’aux erreurs
numériques d’optimisation.

Quand on souhaite imposer la condition de parité Call-Put par exemple, il n’est toutefois plus
gratuit de supposer que les contraintes sont bornées. C’est donc dans le cas d’'un modéle d’ac-
tif borné que 'on termine ’étude sur la question de I’absence d’opportunité d’arbitrage. Cette
derniére est motivée par la perte de la propriété de martingalité du sous-jacent actualisé quand
sa loi est donnée par la solution du probléme de calibration limite (sous réserve d’existence).
En ajoutant des contraintes de martingalité, on est conduit a un probleme de convergence de
moments étudié notamment par Borwein & Lewis [21] [22]| ainsi que Teboulle & Vajda [123].
Le lien avec les martingales restait & faire et 'on reconnait également le role joué par 'entropie
relative quand la propriété de Markov est en jeu.

Dans la deuxiéme partie, on se propose d’expliquer le smile en modélisant d’un point de vue
pratique le phénomeéne de krach. De fagon assez réaliste, on peut considérer que ce dernier se
traduit par une baisse brutale du sous-jacent accompagnée par un saut & la hausse de la volatilité
dont le retour & la normale se fait brusquement, au bout d’un temps aléatoire, tandis que 1’on
adopte finalement le modéle Black-Scholes en dehors de ces périodes critiques. Ce modeéle est I’'un
des plus simples intégrant une volatilité stochastique avec des sauts et I’on sait exprimer ’erreur
quadratique de couverture des options standard, la difficulté technique étant essentiellement dte
aux temps de retour de la volatilité. On obtient enfin un développement approché du smile qui
est utile pour calibrer le modéle.

Dans la derniére partie, on étudie la calibration d’'un modeéle ou des sauts de I'actif sous-jacent
se superposent a un terme de volatilité locale. De nombreux travaux ont été menés en vue de
la calibration du modeéle a volatilité locale qui, parmi les modeéles & volatilité stochastique, est
la variante la plus simple du modéle de Black-Scholes : elle I’enrichit en autorisant la volatilité
a dépendre de facon déterministe du sous-jacent et du temps et elle a été popularisée par la
formule de Dupire. Celle-ci n’est cependant qu’un outil théorique puisqu’elle exige de disposer
d’une nappe continue et méme lisse de prix de calibration. Si ’on veut s’affranchir de ’arbitraire
de l'interpolation et du lissage de la nappe de ces prix, les méthodes auxquelles on peut recourir
pour déterminer la fonction de volatilité locale conduisent & la minimisation d’un critére et 1’on
peut citer par exemple [82], [67], [17], [27] ainsi que [5]. Dans ce dernier article, le critére retenu
dérive de l’entropie relative mais conduit & un comportement insatisfaisant de la surface de
volatilité aux maturités des options de calibration. Par ailleurs, un travail récent [113] suggeére
de surmonter ce probléme grace a un procédé de régularisation des payoff de ces derniéres.

Pour expliquer la structure du smile pour les maturités courtes, il est important d’inclure des
sauts dans le modele ainsi que cela a d’abord été proposé dans [93]. Les développements récents
introduisent les sauts a partir des processus de Lévy et il est ainsi construit dans [35] une
méthode de calibration par minimisation de I’entropie relative pénalisée pour les processus de



Lévy géométriques. Dans le cas d’une diffusion avec sauts plus générale, incorporant en particulier
une volatilité locale, il apparait également naturel de retenir le critére de ’entropie relative
pénalisée pour la calibration du modéle, ce qui implique que cette derniére porte sur la mesure
intensité des sauts au lieu de la fonction de volatilité locale alors déterminée & ’avance. En
s’inspirant des techniques de [113] issues de la théorie HJB du controle optimal, on arrive a un
résultat d’existence et de stabilité de la solution du probléme de calibration. De fagon précise,
avec des hypothéses de type Holdérien sur les coefficients du modéle ainsi que sur les fonctions
de payoff des options de calibration, la régularité de la calibration par minimisation de I’entropie
relative est une conséquence du théoréme des fonctions implicites.



Chapitre 1

Convergence d’une suite minimisante
pour l’entropie relative

Avellaneda & all [6] ont proposé une méthode de type Monte-Carlo pour calibrer des modéles
d’actifs sous-jacents de maniére & retrouver des prix d’options liquides. La finalité est de pouvoir
donner un prix & des options peu liquides tout en restant cohérent avec les prix du marché.
Pour fixer le cadre de ’étude, on considére que le processus sous-jacent prend ses valeurs dans
un espace S, supposé polonais pour la suite, suivant une loi a priori u, selon laquelle on simule
une suite de variables indépendantes (X;);>1 sur un espace probabilisé (€2, A, P).

La méthode proposée consiste alors & corriger la méthode de Monte-Carlo en construisant une
probabilité a posteriori compatible avec les prix C',...,C% observés d’un nombre d d’options
définies par leurs fonctions de payoff f1,..., f¢: S — R, supposées boréliennes.

La correction se fait en affectant aux n premiers tirages Xi, ..., X,, des poids py, ..., p, positifs
et de somme 1, de fagon a satisfaire a V1 < j < n, Y0 p;f/(X;) = CY, en supposant que les
payoff ont été actualisés. Quitte a retrancher C' = (C',...,C%) a f = (f',..., f%), on supposera
également C' = 0.

Puisque le choix de la mesure a priori reflete 'idée que 1’on se fait du comportement du sous-
jacent, il est souhaitable que la pondération retenue soit aussi proche que possible de la pondéra-
tion uniforme V1 < i < n, p; = 1/n, ce qui impose le choix d’un critére qui est ici la minimisation
de 37i_ pi In(p;).

Il s’agit de la maximisation de Uentropie des p;, définie par —>_" | p;In(p;), mais cela revient
également a la minimisation de I'entropie relative H (v ||pn) de v, = > | pidx,; par rapport a la

1 >, 0x;, ou Pon définit, pour deux mesures v et v/ de espace P(S)

mesure empirique fi, = =

des probabilités sur S :

i ln(%)du si v est absolument continue par rapport a v/
+00 sinon

Ho) = {
Avec ces notations, ’approche décrite plus haut revient & résoudre le probléme
(P,) trouver v, € P(S) qui minimise H (vy||py) sous la contrainte [ fdv, =0

On remarque que la convexité stricte de I'entropie implique que ce probléme a au plus une
solution.

La question qui se pose, qui n’est pas abordée dans [6], est donc de savoir & quelle condition avec
une probabilité non nulle (P,) admet une solution pour n assez grand, et également d’étudier le
comportement asymptotique de cette solution quand n augmente.



A cet effet, il est naturel de faire apparaitre le probléme limite
(PL) trouver v € P(S) qui minimise H(v||u) sous la contrainte [ fdv =0

Ici encore, avec la convexité stricte de ’entropie, 1’unicité de la solution est acquise.

D’apreés Csiszar [38], ’il existe une probabilité n € P(S) telle que H(n|lp) < 400 et [g fdn =0,
alors il existe un sous-espace E de R? et § € E vérifiant 0 < [ 1e(f(z)e? 7@ du(z) < +oo tels
que toute suite minimisante pour le probléme (PL) converge au sens de la norme en variation
vers la distribution de Boltzmann du(z) = 1(f(z))e? 7@ du(x)/ IE 1e(f(y)e? T @ du(y).

Si (PL) admet une solution alors elle est égale & p9..

Mais il se peut que fs fdﬂ% # 0; on dit alors que ,u% est la solution généralisée de (PL).

Cette présentation du probléme reprend de maniére développée la note [71] établissant la consis-
tance de la méthode de calibration par minimisation d’entropie relative.

Dans une premiére partie, on donne une condition nécessaire pour qu’avec probabilité stricte-
ment positive, il existe n t.q. (P,) admet une solution.

Dans une seconde partie cette condition est supposée satisfaite et 1’on montre alors ’existence
de la solution généralisée de (PL), en la caractérisant.

On montre ensuite que p.s. AN t.q. Vn > N (P,) admet une solution v, qui converge étroitement
vers la solution généralisée de (PL) lorsque n — +oc.

I.1 Condition nécessaire d’existence au probléme (F,)

Le lemme suivant donne une condition nécessaire pour qu’avec probabilité non nulle, il exite n
t.q. (P,) admet une solution :

Lemme L.1.1 Pour que P(3n > 1 et n, € P(S) t.q. H(nyllun) < +o0 et [¢ fdn, =0) > 0, il
faut qu’il existe un sous-espace vectoriel E de RY tel que si /‘|fE désigne la restriction o E de

ltmage de p par f,

f

0¢c IntE(Conv(Supp(,u‘fE))) Uintérieur dans E de [’enveloppe convexe du support de 5

(C){ Vn e P(S) absolument continue par rapport a p t.q. [||f|ldn < +oo et [ fdn =0,
onan(f~Y(E)=1.

Preuve : Soit A= {3n>1 et n, € P(S) t.q. H(ny|pun) < +oo et [ fdn, = 0}.

On suppose donc P(A) > 0.

Pour w € A, n,, est absolument continue par rapport a p, et il existe donc des nombres p;, 1 <
i<navecp; >0et Y pi=1,tels quen, = > 1" pidx,.

La construction de F s’effectue par une récurrence descendante sur la dimension d’un sous-espace
F de R% que 'on initialise en posant F' = R%.

Supposons que pour P-presque tout w € A, n, = Y7 1p(f(X;))pidx,, propriété qui est bien
str vérifiée a 'initialisation.

Alors [ fdn, = >0 1e(f(X3))pi f (X;) = 0 ce qui implique que 0 € Conv({f(X;), i € [1,n]}N
F).

Comme p.s. Ym > 1, Conv({f(X;), i € [1,m|} N F) C Conv(Supp(u{F)), on en déduit que pour
P-presque tout w € A

0 Conv({f(X;), i€[l,n]}NF)C Conv(Supp(u{F)). (I.1.1)



- Si0e IntF(Conv(Supp(u{F))), on pose E = F.

~ Sinon 0 € FTF(Conv(Supp(u{F))).
Dans ce cas, soit H un hyperplan d’appui de Conv(Supp(u|F)) (dans F) en 0 d’équation

a.y =0 avec a.y > 0 pour tout y € Conv(Supp(p F)) \H.
Pour w € A t.q. (IL1.1) et m, = 30, lp(f(Xz))pzéxl , comme a. [ fdn, = 0 ce qui s’écrit
aussi y ;- pilp(f(X;))e. f(X;) =0, 0n a:

Vi<i<n,p;>0= f(X;) € H

Ainsi pour presque tout w € A, n, = >, pilu(f(X;))dx, et hypotheése de récurrence est
vérifiée pour le sous-espace H avec dim(H) = dim(F') — 1.
Comme lorsque F' est de dimension nulle, Conv(Supp(u{F)) = IntF(Conv(Supp(u|F))) E est
bien défini par ce procédé.
Notons que nous avons également montré que pour P-presque tout w € A, n, = Y1 | 1p(f(X;))pidx;,
et

m(fH(E)) = 1. (L.1.2)

Par une adaptation du raisonnement de récurrence descendante qui précéde, on montre que
n(f~Y(E)) = 1 si n est une probabilité absolument continue par rapport a j t.q.[gfdp=0 N

On verra plus loin que la condition (C') définit le sous-espace E de maniére unique, ce qui n’est
pas complétement évident puisque le choix de 'hyperplan relatif d’appui n’est pas forcément
unique dans la construction récursive de la preuve précédente.

On peut cependant supposer que le choix de E est arbitraire pour l'instant.

I.2 Convergence vers la solution de (PL) sous la condition (C)

On suppose désormais que E est un sous-espace vectoriel de R? t.q. la condition nécessaire (C)
énoncée dans le Lemme 1.1.1 est vérifiée.
La transformée de Laplace 0 € E — Z(0) = [ 1p(f(z))e’” /@) du(z) est alors strictement convexe
sur F, puisque, si ce n’était pas le cas, M|fE serait concentrée sur un hyperplan relatif de E, en
contradiction avec 0 € IntE(Conv(Supp(,u‘fE))) .
Notons que infypep Z(0) < Z(0) < 1.
De toute suite (0,), d’éléments de E non bornée on peut extraire une sous-suite (6,/), t.q.
0w || = +o0 et O /|| 0n || — a.
Forcément, E n’est pas réduit a {0} et la condition 0 € IntE(Conv(Supp(u{E))) entraine alors
que lim, Z(6,/) = +00.
En effet, puisque F est de dimension non nulle, cette condition entraine d’abord le fait que ’on
peut trouver a, € > 0 tels que :

H(E(a -z > 2€) > 2a

Il existe alors un borélien borné U de F tel que
,u‘fE(xE U, a-z>2)>a

et ’on en déduit, pour n' assez grand :

0,
7 zeU, e>>a
E( [
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et donc
Z(0p) > aelfll 5 400

Par conséquent, toute suite minimisante pour Z(f) est bornée et on peut en extraire une sous
suite qui converge vers un élément 0, € E.

De plus, par le lemme de Fatou, Z(0,) = infycp Z(0) et la stricte convexité de Z() entraine
Punicité de 6,.

D’apres Jupp & all [72], on en déduit que la solution généralisée du probléme (PL) ou p est
remplacée par pp = u|f71(E)/,u(f*1(E)) existe et qu’elle est donnée par

) 60*'f(x)d,u(x)
Js 1e(f(y))elIWdu(y)

En particulier, il existe une probabilité y t. q. H(y|pg) < 400 et [¢ fdy =0.

Comme pour toute probabilité 1 t. q. n(f~HE)) = 1, on a H(n|p) = H(nlpe) — Inu(f~H(E)),
on en déduit que H(y|pu) < 400, donc que (PL) admet une solution généralisée.

En outre, d’aprés le Lemme 1.1.1, une suite minimisante pour le probléeme (PL) est constituée
de probabilités n t.q. n(f1(E)) = 1.

C’est donc aussi une suite minimisante pour le probléme (PL) ot u est remplacée par pg. Ainsi,

duls (z) = 1p(f(z)

Proposition 1.2.1 Sous (C), il y a existence de la solution généralisée du probléme (PL) et elle
est égale a u%*.

En outre, une condition suffisante pour que ,uaET soit solution de (PL) i.e. vérifie fs fdueE* =0
est que 0, € Intp({0 € E, Z(0) < +00}).

Si 9 € Intg({0 € E, Z(#) < +oo}), alors Zy est C* au voisinage de 9 et VyZ(9) =
Js Le(f (@) f (@)e” T dp(z).

La deuxiéme assertion de la Proposition, s’obtient en écrivant la condition d’Euler d’optimalité
en 0,.

Pour finir sur la solution généralisée, on voit que I’expression de cette derniére régle le probléme
de 'unicité du sous-espace E puisque, avec la condition (C'), c’est le sous-espace engendré par le
support de I'image par f de u%* : I'unicité de la solution généralisée implique 1'unicité de E.

La caractérisation de la solution généralisée de (PL) qui précéde va nous permettre d’obtenir le
comportement asymptotique de la solution de (P,) pour n — 400 :

Théoréme 1.2.2 Sous (C), presque strement il existe un rang N a partir duquel le probléme
(Pn) admet une solution vy, et la suite (vp)n>N converge étroitement vers la solution généralisée
u% du probléme (PL).

De maniére générale, si ¢ 1 S — R est mesurable bornée, on obtient P p.s.

/ pdvy, — / pdpl;
S S

Preuve : La propriété 0 € IntE(Conv(Supp(u{E))) permet de montrer l'existence de Ay t.q.
P(Ap) =1 et Yw € Ap, IN t.q. Yn > N, 0 € Intg(Conv({f(X;), 1 <i<n}NE)).
En effet, avec ’hypothése (C), il existe un voisinage polyédrique A de 0 tel que

A C C’onv(SUPP(H{E))

Les sommets de A étant des barycentres de points de S’upp(,u‘fE), on en déduit qu'il existe une

famille (z;)1<i<p de points de Supp(ué) telle que :

0 € Intg(Conv(z;, 1 <i<p))
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Puisque Ve > 0, V1 < i < p, u/ (B(zi,€) (N E) > 0, on obtient, presque-siirement :
V1<i<p, 3In; >0, f(Xp)E B(xi,e)mE

Pour € assez petit et avec le Lemme 1.2.3, énoncé apres cette preuve, on a 0 € Intg(Conv({f(X;),
1 <i<m}NE)),deés que n est supérieur & N = max(n;, 1 <17 < p), et cela prouve ce que l'on
voulait.

En reprenant le raisonnement effectuée pour la Proposition 1.2.1, on obtient que pour w € Ay
et n > N la solution généralisée du probléme (P)) analogue & (P,) mais avec u, remplacée par

>oim Le(f(X0)ox,/ 321 Le(f(Xi)) est

S 1p(f (X)) e S XDy,
Sy Le(f (X))l T

ol 0, est U'unique point ot Z, : 0 € B — Y1 1p(f(X;))e’ /X atteint son minimum.

En adaptant la preuve du Lemme I.1.1 (voir (I.1.2)), on obtient A7 C Ay t.q. P(A;) = 1 et
Yw € A, Vm > 1, Yy, € P(S) t.q. Hnmllpm) < +00 et [g fdnm =0, ny(fH(E)) = 1.

Donc Yw € Ay, ¥n > N, toute suite minimisante pour (P,) est aussi minimisante pour (P)) ce
qui implique que la solution généralisée de (P,) est vy,.

Comme V0 € E, Z,(0) < +oo, on a [ fdv, =0 i.e. v, est solution classique de (P,).

Comme u(f1(E)) > 0 et que S est polonais, en combinant des résultats sur la méthode du rejet
et la loi forte des grands nombres, on obtient Ay C Ay avec P(A3) =1 t.q. Vw € Ag,

Vp —

S 1e(f(XG)) el (X Js1e(f(2)ef I @du(z)  Z(6.)
SRR YT amy u(f—l(E» (L21)
Z L (f(Xi))d(x,,f(x /Z 1g(f(X;)) converge étroitement vers u| /,u( YE)) (1.2.2)

ol ,u‘(f ’f() ) désigne l'image de la restriction pjr-1(p) de p a f~YE) par z € S — (z, f()).

Dans ce qui suit, nous fixons w € As et nous allons montrer par un raisonnement de type
convergence de M-estimateurs que 6, —n— o0 G-

On commence par montrer par ’absurde que (), est bornée.

Si ce n’est pas le cas, on extrait une sous-suite (0,/), avec |0,/ — +00 et O, /|0 || = .

En utilisant 0 € IntE(Conv(Supp(u{E))) et (I1.2.2), on peut alors montrer que pour n' assez
grand |, g 0w . fdvp >0, ce qui constitue une contradiction.

De facon plus précise, la dimension de E est nécessairement non nulle dans ce cas et ’on peut
reprendre un raisonnement précédent en considérant un borélien borné U de E tel que :

,u‘fE(xEU, a-z>2€) >a

ou a et € sont des nombres strictements positifs suffisamment petits.
Avec la convergence étroite (1.2.2), on a également, en prenant pour U un ouvert relatif de E :

liminfufl,‘E(x elU, a-x>2)>a

On en déduit que, pour n' assez grand, on a

0,
ufl,E<xEU 16,71 x>e>>a

Comme pour z < 0, ze® > —1/e, on en déduit, pour n' assez grand

1
/Hnr fel T duy > == + ael|n |lef | - 00
e
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et donc, pour n' assez grand pour que le deuxiéme membre de 'inégalité précédente soit stricte-
ment positif :

/ O - fdvy >0

Le résultat est alors prouvé et (6,)nen+ est donc bornée.

Soit maintenant 6, la limite d’une sous-suite convergente de (6,), que 'on indexe toujours par
n pour simplifier les notations.

En appliquant le lemme de Skorokhod & (I.2.2), on obtient sur un espace de probabilité auxi-
liaire (G, G, Q) des variables (Yy,,W,), n > N (resp. (Y,W)) de loi >\ 1x(f(Xi))d(x, rxy)
J S e(f (X)) (vesp. plf2)p Iu(fH(E))) t.a. Q ps., (Yo, Wa) = (V, ).

L’égalité [ fdv, = 0 entraine E® (6,,. W, ef»Wn) = 0.

Comme pour w < 0, —we® < 1/e on en déduit que sup,>y E? (|6,.Wy|e?» V) < 2/e, puis que
la suite de variables (e?»-Wn), > v est équiintégrable. N

Donc pour ¢ : § — R continue bornée,

Jim B9 (p(¥)eh ) = B (V)6 ) = [ 1p(f(@)elw)e’~ (e (s (E))
(1.2.3)

n ) o0 F(X5)
Or pour n > N, Zz:l 1p(f(Xi))e _ Zn(0:) > Zn () — |9 (60,1,)/”)‘

Yim 1e(f(Xi) i 1e(f(Xi) = X 1e(f(X0)
En utilisant (1.2.1) et (I.2.3) avec ¢ = 1 pour passer a la limite dans les membres extrémes de
cette inégalité, on obtient Z(6,) > Z(fx).
Comme 6, est 'unique point ol Z atteint son minimum, 05, = 6,.
Pour ¢ : § — R continue bornée, on conclut avec (1.2.3) que [ ¢dvy, = E? (p(Y;)e»"n) /E? (efn-Wn)
— o0 fs godueE*.
Si ¢ : § = R est mesurable bornée, on obtient que P p.s. [qpdv, = [o @dp%: | en raisonnant
comme précédemment mais en remplacant (1.2.2) par la convergence étroite de

Yo LE(F(X0)doix), rxin/ Doier LE(f(X0)).

Au début de la preuve précédente, on a eu recours a un résultat intermédiaire qui repose sur le
lemme suivant.

Lemme 1.2.3 Soit un polyédre conveze Il de E, d’intérieur non vide et de sommets x;, 1 <1 < p.
St
0e IntE(H)

alors
In >0, Ve <, (Vi, y; € B(zi,¢) ﬂE) = 0 € Intg(Conv(y;, 1 <i<p))

Preuve : On peut supposer ici E = R?, sans perte de généralité.

Si d=0, le lemme est immédiat.

Si d > 1, on choisit n = +d(0, Fr(Il)) > 0 et € < 1.

En introduisant le polyedre II' de sommets (y;,1 <4 < p) on a d’abord

Voelll, uell, |lu—ov|| <e (1.2.4)
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En effet,

P P
Iy, 1 <i<p) ERI_’H Zai =1, Zaiyi =0
i=1 i=1

p
u = Zaixi ell
=1

Soit

Alors )

lu— o] < Z%Hyz‘ —zif| <e

i=1

d’ou laffirmation.
De maniére tout a fait symétrique, on a également :

Vu eIl, v eI, [lu—v| <e (I.2.5)
Montrons ensuite

Vo € Fr(Il'), d(v, Fr(Il)) <e (I.2.6)
Soit v € Fr(Il') et soit un hyperplan d’appui de IT" en v, d’équation :

B-(r—v)=0
avec 3 vecteur de R? de norme 1 tel que
Vzell, B-(z—v) >0

Avec la relation (1.2.5), on voit alors que pour € > €, IT est contenu dans le demi-espace défini
par :
!/

B-(r—v)>—¢

et dont on note H 'hyperplan frontiére.
Soit w la projection orthogonale de v sur H :

B(v,e)(H ={w}

Alors w & II.
On se donne u € II vérifiant la relation (I1.2.4) et donc a fortiori : ||u — v|| < €.
Ainsi :

[u,v] C B(v,€)
Par connexité de II, on a :

Jz € [u, w] m Fr(IT)

et I’on conclut

d(v, Fr(Il)) < €
On a donc prouvé (1.2.6) puisque € est arbitrairement proche de e.
En appliquant (1.2.5), introduisons A € IT' tel que d(0, A) < e.
Alors, on a

Yo € Fr(Il'), Yu € Fr(Il), d(A,v) > d(A, Fr(Il)) — d(u,v)

La relation (I1.2.6) donne

d(A, Fr(I')) > d(A,Fr(Il)) —¢
> d(0, Fr(IT)) — d(0, A) — ¢
> d(0, Fr(D) — 2n > HOFr(L) (1.2.7)
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B <A,w> cIr

Comme

B(0,€) C B(4,2) C B (A, w>

on obtient la conclusion. [ |

Si ’on souhaite étendre la convergence & des fonctions de payoff non bornées, il faut imposer
une condition d’intégrabilité supplémentaire.

Proposition 1.2.4 Supposons vérifiée la condition (C).
Si ¢ est une fonction réelle sur S telle que :

0. € IntE{u €E, /1E(f(x)))e“'f(x)|¢(x)|,u(dx) < —l—oo}

alors P-presque stdirement
lim vy,(¢) = pg (¢)

n—00
Preuve : On a la majoration :

Sy Lp(f (X)) p(X;)efn (X0

n

- / Li(f (@) d(a)e’ T p(de)| <

S LE(f(X0))p(X;)el= f(X0)

n

| _ / 1o (f (@) pla) e ) ()|

Yy Lo IS Jel 70 — o705

n

+ (1.2.8)

La loi forte des grands nombres montre que le premier terme tend vers 0 P-presque stirement.
Si E est réduit a {0}, on a Vn, 6, =0, = 0 et le deuxiéme terme est nul.
Sinon, pour pouvoir majorer le second terme, on considére 29" vecteurs pr de E épuisant les

relations
dl

pPL = 9* + GZ:EBZ'
=1

ou (e;,1 <14 < d') est une base orthonormée de E, supposée de dimension d' > 1 et ot € > 0 est
assez petit pour satisfaire & :

B(0.,Vde)(\E C Intp{u € F, /1E(f(x)))ewf<w>|¢(x)|u(dx) < o0}

On a alors la relation

od’

Yu € B(0,,€) ﬂE, Yy e E, e"Y < Zep”’
i=1
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et donc également, par l'inégalité des accroissements finis

od’

Vu € B(0.,e) [ By Yy € B, [ — 0] < flu— 0, lyl] 3 e
=1

Ainsi, pour n assez grand, compte tenu de la convergence p.s. de 8,, vers 6,, le deuxiéme terme
de (I.2.8) est majoré par :

n

od’ n . ,  lepi S (X0)
[a(e0) — 0,3 iz L XD I XD e
Jj=1

dont la limite est nulle.
On a donc prouvé la convergence p.s.

lim S 1e(f(XG)p(X;)eln T (X

n—o0 n

- / Lo (f (2))d(x)e”! ) p(da)
et finalement, on prouve le résultat avec la limite p.s.

i e (f(Xa)¢(Xo)e TN [1p(f (2))p(w)e’ I u(de)

lim =
n—oo 3L 1 (f(XG))elnd (X0) [ 1u(f (2)e? 7@ u(dz
puisque la convergence p.s. du dénominateur est établie avec le Théoréme [.2.2. [ |

Remarque 1.2.5 Le cas oty est la loi lognormale sur R (densité 17,0y exp(— In(x)2/2)/zv/27)
et la contrainte est donnée par f(r) = — ¢ avec ¢ > E(X1) = /e fournit un exemple (inspiré
du Call dans le modéle de Black-Scholes en finance) ot la solution généralisée de (PL) qui est
égale o p, ne satisfait pas la contrainte.

Pour contourner le probléme soulevé dans cette derniére remarque, il est donc indiqué de calibrer
par rapport a des Put plutot qu’a des Call.

Il n’est cependant pas possible de se contenter de Put dés que 'on souhaite que la relation de
parité Call-Put soit vérifiée. La perte potentielle de martingalité du sous-jacent actualisé sous
la mesure ,uQE est un véritable probléme auquel on peut répondre partiellement en ajoutant des
contraintes de martingalité approchée. Si 'on ne borne pas ces contraintes, on voit qu’il est
possible de rencontrer le phénomeéne de solution généralisée. L’étude de 'approximation de la
martingalité sera donc approfondie ultérieurement dans le cas ol le sous-jacent est borné.

Exemple numérique

Donnons & présent une illustration du résultat de convergence établi au Théoréme 1.2.2. On
considére le modéle de Heston ou l'actif unidimensionel (S);>o évolue avec une volatilité sto-
chastique. Ce modéle incorpore le phénomeéne de retour & la moyenne que I'on cherche en général
a capturer en finance. Dans ce cadre, on résout numeériquement le systéme d’équations différen-
tielles stochastiques

Sy = Sy(pdt+\/VidW7)
dV, = alm—V;)dt+ \/Vt(pdwf +1 - pZthV>
(1.2.9)

ott W5 et WV sont deux processus de Wiener indépendants. La loi a priori s est une version
discrétisée par le schéma d’Euler de ce modéle.
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K=87.5 | K=100.0 | K=112.5 | K=125.0

0.567 3.517 | 10.284 19.982
T=0.5 0.515 3.893 10.159 19.906
1.043 3.928 9.439 17.228
T=1.0 0.967 3.778 9.248 17.046

Fic. I.1 — Valeurs des contraintes

Ici, on se fixe p = 0.1, @ = 0.1, m = 0.1, p = 0.5, Sy = 100 et /V5 = 0.2. Le modéle a
priori est de plus supposé étre une probabilité risque neutre de référence, c’est-a-dire que le taux
d’actualisation r vaut pu.

On calibre ensuite le modéle en se donnant des prix d’options. Afin de réduire le temps des
simulations, on se limite & huit prix de Put artificiellement générés sous un modeéle proche du
modele a priori. On a donc repris le modele (I1.2.9) avec des valeurs de paramétres identiques sauf
celle de la volatilité initiale fixée & /Vy = 0.205. Les contraintes ont été obtenue par la méthode
de Monte-Carlo. Remarquons que on aurait également pu utiliser une formule fermée [65].

La faible différence entre les deux volatilités initiales suffit & produire des écarts de prix appré-
ciables. On peut le constater sur le tableau de la Figure 1.1 ou les contraintes sur les huit Put sont
consignées en gras. Des prix calculés par Monte-Carlo sous la loi a priori pour 100 000 tirages
apparaissent en italique et montrent la nécessité de la calibration.

Pour tester la méthode de calibration, on choisit un Put de strike K = 105 et de maturité
T = 1. Sur la Figure 1.2, on constate la convergence du prix calibré lorsque le nombre de tirages
Monte-Carlo augmente. C’était l'illustration cherchée pour le résultat principal de ce chapitre.
Il est intéressant de comparer cette convergence avec celle obtenue sans la calibration. Cette
comparaison est faite a la Figure 1.3 et ’on constate que la calibration accélére la méthode de
Monte-Carlo. Cela s’explique bien du fait de la présence des contraintes. On reviendra sur cette
observation dans un chapitre futur ot I’on analysera la vitesse de convergence du Monte-Carlo
calibré.
égale & 0.205. De maniére générale, on peut espérer que les prix d’options calculés sous la proba-
bilité minimisant ’entropie relative restent proches de ceux obtenus sous la mesure ayant servi
a générer les contraintes.

1.3 Remarque sur ’entropie relative en tant que mesure de l’'in-
formation et sur le principe du maximum d’entropie

L’article [31] est l'un des premiers a avoir suggéré l'utilisation de l'entropie relative pour ca-
librer les modeles financiers tandis que [6] place le probléeme dans le cadre de la méthode de
Monte-Carlo. Notre article [71] donne les résultats de convergence que 'on a développés dans
ce chapitre. Par ailleurs, les auteurs de [56] étudient un probléme de convergence d’estimateurs
empiriques mettant en jeu le probléme de la mauvaise spécification du facteur d’actualisation.
L’entropie relative y intervient car c“est le point de vue des grandes déviations qui est adopté.
L’entropie relative est utilisée par de nombreux autres auteurs pour les problémes de prix d’op-
tions, en citant par exemple [52], [122], [103]. C’est a ’étude des marchés incomplets que 1'on doit
son apparition en finance [51] tandis que son introduction en économie est discutée dans [85],
bien aprés évidemment que cette notion ne soit couramment utilisée en physique statistique.
Dans la critique qu’il faisait au sujet d’'un ouvrage relatif & ce dernier domaine, E.T. Jaynes
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définissait les deux aspects de la théorie permettant d’une part de construire un ensemble d’états
a partir de l'information connue, et, réciproquement, de déduire cette information & partir de
la connaissance d’un ensemble d’états en déterminant la probabilité d’entropie maximale. C’est
cet aspect que Jaynes considérait comme 'un des plus beaux dans la théorie de l'information
qu’il a lui méme contribué & introduire en physique dans [69] grace aux travaux de Shannon
[117] donnant ainsi le cadre moderne de la théorie de Gibbs. L'impact de ces travaux en sciences
physiques a été également profondément discuté dans 'ouvrage classique [30].

L’un des succeés les mieux établis de I’entropie relative comme mesure de 'information réside dans
le théoréme fondamental de la théorie de 'information qui donne la borne supérieure pour le
taux de transmission de 'information entre un émetteur et un récepteur. Cette borne supérieure
est la capacité du canal définie comme la valeur maximale de l'information mutuelle (construite
a partir de ’entropie relative) entre I’ensemble des symboles émis servant & coder les messages
et ceux qui sont recus. En "absence de bruit par exemple, la capacité est simplement ’entropie
maximale de la source. Pour une référence sur le sujet, on peut consulter [102] par exemple.
Dans larticle fondateur [117], la forme de 'entropie de Shannon est mathématiquement déduite a
partir de propriétés simples dans le cas d’un espace probabilisé fini et en ’absence d’information
a priori (les atomes sont a priori équiprobables). Le passage au cas des probabilités continues
a été & lorigine d’une erreur de Shannon et Jaynes y fait briévement référence dans son cours
élémentaire de physique statistique [70]. L’entropie relative y est introduite comme la limite na-
turelle de ’entropie de Shannon lorsque 'on passe des probabilités discrétes aux probabilités &
densités grace a un procédé convenable de discrétisation des états, & condition de se donner une
loi a priori. Jaynes ne précise pas la fagon d’obtenir cette discrétisation mais il est parfaitement
légitime de la construire comme un échantillon de la loi a priori. Il restait alors & démontrer que
le principe du maximum d’entropie était préservé a la limite et c’est ce qui constitue le résultat
principal de ce chapitre.

La référence [60] offre un panorama trés riche des applications du principe du maximum d’en-
tropie. Pour approfondir davantage son lien avec la méthode de Monte-Carlo, on peut citer des
résultats concernant les échantillons de variables indépendantes et identiquement distribuées.
On sait en effet que conditionnellement & une contrainte de moment, la distribution empirique
s’obtient en vertu du principe du maximum d’entropie ([126], [125]), résultat généralisé dans
[38] & une contrainte convexe et mis en liaison avec la propriété de Sanov. L’entropie relative y
intervient classiquement en tant que fonction de taux de grandes déviations ([115], [119], [8]).
On a déja cité [56] pour un exemple d’application & la finance.

Pour voir qu’a la limite des grands tirages les distributions empiriques vérifiant les contraintes se
concentrent autour de la distribution obtenue par le principe du maximum d’entropie, une fagon
intuitive est d’utiliser la méthode du maximum de vraisemblance.

Afin de préciser cela, quitte a opérer une discrétisation de l’espace S, on fait 'hypothése que ce
dernier est fini : S = {z;, 1 <i < M} et que de plus la mesure a priori p attribue a tout z; de
S une probabilité non nulle. Alors la probabilité empirique s’écrit pour n fixé :

M

Hn = Z N;i;n O,

=1

n
en posant N;, = Ej:l 1x;=z;
Pour des entiers nq,...,ny; de somme n, si on définit la mesure :

M N
y:Z#(sm
1=1
on a .
Bl = 1) = — " ()™ opwa)™
fin = _nl'nM'u ! oM
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Lorsque chacun des n; est grand, la formule de Stirling donne :

L S G+ On(m) = ) (13.1)
V2r

Suivant la méthode du maximum de vraisemblance, on rend maximale ’expression ci-dessus pour
v définie par les familles d’entiers (n;)1<;<y de somme n et vérifiant la contrainte || Ei\il o f (i)l
< ¢, € étant un niveau d’erreur fixé compte tenu qu’ici la contrainte ne peut étre satisfaite en
général. En négligeant In(n;) par rapport a n; In(n;) dans Uexpression (1.3.1), on est alors conduit

4 minimiser sous contrainte u
n;
nln| ——— ) =nH(v||p
S ( m)) an

Adapté du chapitre XVIII de [100], le développement élémentaire ci-dessus, proche du raisonne-
ment original de Boltzmann, donne ainsi un des fondements du principe du maximum d’entropie.

P(pn =v) ~
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Chapitre 11

Extension des résultats a des critéres de
minimisation plus généraux

Le probléme de calibration étudié dans la section précédente est un probléme dit de program-
mation partiellement finie, c’est-a-dire que l'on cherche & optimiser une fonctionnelle convexe
sur un espace de dimension infinie (ou bien grande pour le cas discret) sous un nombre fini de
contraintes linéaires.

Ce type de probléme surgit dans des domaines variés et une discussion importante dans la littéra-
ture concerne le choix de la fonctionnelle convexe et 1’on se reportera notamment a 'introduction
de [26] pour une présentation concise du sujet.

S’il est justifié d’employer ’entropie relative en tant que mesure de l'information afin d’estimer
une densité de probabilité & partir de ses moments, comme au chapitre précédent, d’autres cri-
téres ont également été proposés.

Ainsi qu'il est discuté dans [11] par exemple, la généralisation naturelle de I’entropie de Shannon
conduit & la classe des f-entropies, ou f est une fonction concave définie en adoptant ’opposée
d’un critére convexe J tel que J(u) = ulnwu dans le cas de ’entropie de Shannon, J(u) = u(1—u)
dans celui de I'entropie quadratique ou encore J(u) = —% avec a # 1 pour définir ’entropie
de Darocry et 'on peut également citer ’entropie de Burg définie par le choix J(u) = —In(u).
La possibilité de modifier 'entropie relative en tant que mesure de l'information est également
abordée dans [88] et [37] donne un point de vue axiomatique du sujet.

Comme autre exemple, la méthode du maximum d’entropie sur la moyenne introduite dans [39]
et [54] est une extension de la méthode du maximum d’entropie qui conduit & considérer la fa-
mille des fonctions convexes définies comme transformées de Cramer (fonction conjuguée de la
transformée de log-Laplace) des mesures de probabilité sur Ry .

D’un point de vue financier, dans le cadre des marchés incomplets, il est désormais usuel de
déterminer une probabilité martingale par minimisation d’un critére convexe. Récemment [10] a
donné une interprétation économique précise au choix du critére de minimisation. En effet, sous
des conditions générales la probabilité martingale minimale est la mesure minimax pour une
fonction d’utilité de type HARA. L’intérét d’une telle fonction est bien connu et est exposé au
chapitre IV de [127] par exemple. Il y a donc des raisons financiéres a valoriser les options sous la
probabilité minimisant une pseudo-distance, ce qu’exprime précisément le Lemme 3.4 de [74] pour
les cas courants d’utilité. Le choix de l’entropie relative correspond ainsi classiquement & celui
d’une utilité exponentielle [42] [46]. Si I'on souhaite cependant une couverture moyenne-variance,
il faut choisir le critére de minimisation quadratique. Dans le cadre d’un modéle particulier, la
comparaison de ces critéres est faite dans [64]. On y envisage la famille des critéres usuels qui,
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en plus de 'entropie relative comprend ’entropie de Burg et, pour p € R\{0, 1},

P
+o0 sinon

J(u):{ LouP siu>0

avec 0P = 400 si p < 0.

En revenant a la calibration par Monte-Carlo, ainsi qu’il est indiqué dans [6], il est donc légitime
d’étendre la méthode de minimisation d’entropie relative & des critéres convexes plus généraux.
Il faut souligner cependant qu’en minimisant le critére sur I’ensemble de toutes les probabilités
et non sur celles qui sont martingales, on sort du cadre de [10] et [74]. Une fagon de rattraper
cet écart est d’ajouter des contraintes de martingalité, ce qui sera étudié avec plus de précision
dans un chapitre futur.

On commencera & choisir le critére de maniére & ce que son comportement reste assez proche de
celui de ’entropie relative. Les résultats reposent alors essentiellement sur des techniques fon-
damentales de dualité dont l'intérét est de résoudre le probléme de calibration en restreignant
le choix de la solution & une famille paramétrée de densités, le paramétre étant déterminé en
résolvant le probléme dual qui est un probléme de minimisation simple. Une référence classique
sur le sujet est [23] & condition de borner les contraintes par exemple (voir aussi [12]).

Dans la suite, on adopte comme critére une fonction réelle J strictement convexe sur son domaine
[0, +00[, dérivable sur ]0, +oo[ et de dérivée vérifiant J'(]0, +00[) = R. On peut alors poser pour
toute probabilité v

J(2)dp  si v est absolument continue par rapport a

Hi(wl = { 2@ g
+00 sinon

Précisons ici la nature des hypothéses faites sur J et introduisons la fonction conjuguée J* définie

par

Vu € R, J*(u) = igg(wu — J(z)) (I1.0.1)

On verra plus loin que les conditions imposées & J sont nécessaires et suffisantes pour que J*
soit finie, strictement convexe, croissante, dérivable et minorée sur R et qu’elle vérifie de plus la
condition :

lim J*(u) = +o0 (11.0.2)

uU——+00

En particulier, on peut préciser la minoration de J* par :
Yu e R, J*(u) > —J(0) (I1.0.3)

En anticipant sur la suite, il faudra d’abord attaquer un probléme de minimisation “dual” associé
a J* : le fait que J* soit strictement convexe, minorée et qu’elle vérifie (I1.0.2) permet d’assurer
I’unicité et 'existence du minimum. Enfin, au moins dans le cas de contraintes bornées, la ré-
solution du probléme dual fournit la solution du probléme de calibration si J* est croissante et
dérivable sur R.

Apres cette précision sur le choix du critére J, donnons la forme sous laquelle interviendra la
dualité. Si ’on commence par supposer que J est s.c.i., ce qui revient a dire ici que J est conti-
nue a droite en 0, alors grace au théoréme de Fenchel-Moreau (Théoréme 1.10 p.10 de [29] par
exemple), J est la fonction conjuguée de J*. Alors, l'inégalité

Ve >0, Yu e R, J(z) > zu — J"(u) (I1.0.4)
est réalisée avec égalité si et seulement si :

= J"(u)
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C’est essentiellement de cette maniére que ’on exploitera la relation de conjugaison entre J et J*.
Remarquons que la valeur de J en 0 n’intervient pas, ce qui fait qu’on ne perd pas en généralité
en supposant que J est continue en 0 et donc que J est sci.

Avec les propriétés indiquées, J est trés proche de ’entropie de Shannon. Comme au chapitre
précédent, les résultats de convergence sont alors valables, au risque de faire apparaitre une so-
lution généralisée a la limite. C’est également dans ce cadre qu’il a été agréable d’examiner le
probléme de calibration ou 'on relache les contraintes, soit par une pénalisation du critére de
minimisation, soit en considérant des contraintes de type ensemble. Un avantage théorique a
choisir J proche de 'entropie relative est que cela permet de traiter des contraintes non bornées
(sous la probabilité a priori p).

Toutefois, lorsque 1’on se contente de contraintes bornées, il est possible de prendre des alter-
natives classiques & 'entropie de Shannon comme ’entropie quadratique ou ’entropie de Burg
par exemple, exclues avec les hypotheses présentes. On a déja remarqué que 'utilisation de tels
critéres présentait un intérét en finance. On envisagera donc les extensions qui s’imposent dans
la derniére partie du chapitre.

II.1 Discussion des hypothéses sur le critére J

On se propose d’abord de caractériser le critére J de fagon & assurer les propriétés sur sa conju-
guée J* précisées ci dessus. On retrouvera le jeu d’hypothéses énoncé ci dessus, sous lequel J
garde une forme proche du choix entropique.

Il est tout d’abord possible de reformuler les hypothéses sur J*. En effet, J* est de classe C'
puisque sa dérivée est croissante et vérifie, comme toute dérivée, la propriété des valeurs inter-
médiaires. L’ensemble des conditions sur J* équivaut donc & se donner une fonction J* minorée
et dérivable sur R, de dérivée J*' strictement croissante et telle que

J*(R) =]0, +o0[ (IL.1.1)

Rappelons ici que, sans sacrifier & la généralité, on a supposé que J est sci, si bien que J est la
fonction convexe conjuguée de J*. On va alors montrer que J est finie et strictement convexe sur
[0, +00[, dérivable sur ]0, 4+o00[, avec :

J'(]0, +00[) = R

On peut prouver cela a 'aide de résultats généraux exposés dans [106]. On va en effet montrer
que la fonction convexe J* est du “type de Legendre” introduit dans [106] (p.258) qui définit
ainsi la classe des fonctions convexes K : R™ —] — 00, 400], m € N, strictement convexes sur
l'intérieur de leur domaine domK = {zr € R™, K(z) < +oo} et “essentiellement réguliéres”
(p-251 de [106]) au sens :

1. Int(domK) # 0
2. K est différentiable sur Int(domK)
3. Yz € Fr(domK), limycaomi—z || K'(y)|| = +o0

D’abord, J* étant finie et dérivable sur R, elle est essentiellement réguliére. Elle est également
strictement convexe par hypothése, ce qui montre que J* est du type de Legendre. C’est aussi
une fonction fermée, ce qui revient a dire (v. p. 52 de [106]) qu’elle est sci puisqu’elle est propre,
en rappelant qu’une fonction convexe est propre si elle nadmet pas —oo pour valeur et qu’elle
admet des valeurs finies.

Avec le Théoréme 26.5 p.258 de [106], on en déduit que la conjuguée J de J* est également
du type de Legendre, donc en particulier strictement convexe et dérivable sur l'intérieur, non
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vide, de son domaine dom.J, et que de plus J*' réalise une bijection de Int(domJ*) = R sur
Int(domJ), avec J’ pour bijection réciproque.
Avec la relation (II.1.1), on obtient :

Int(domJ) =]0, +o00[
Puisque J est la fonction convexe conjuguée de J* et puisque J* est minorée, on a également :
J(0) = — inf J*(u) <
(0) = — inf J*(u) < +o0
et, par conséquent :
domJ = [0, +00]

Réciproquement, si 'on part des hypothéses que J est strictement convexe sur son domaine
[0, 400, dérivable sur |0, +o00[, de dérivée vérifiant

J'(]0,+00]) =R (I1.1.2)

on peut en déduire que sa conjuguée J* est minorée, strictement convexe et dérivable sur R, de
dérivée J*' strictement croissante et telle que

J*'(R) =]0, +oo[

En effet, avec la relation (I1.1.2), la conjuguée J* est définie comme une transformée de Legendre
par
Vu € R, J*(u) = uJ t(u) — J(J L(u)) (I1.1.3)

ce qui prouve que la valeur de J en 0 ne joue pas de role, si bien qu’on peut supposer J continue
en 0 et donc sci.

On peut alors montrer que J est du type de Legendre pour appliquer une nouvelle fois le Théoréme
26.5 p.258 de [106]. En effet, J est dérivable sur Int(domf) =]0,+o0[, avec limy_,o J'(2) = 400,
ce qui prouve que J est essentiellement réguliére, au sens précisé plus haut et, puisque J est
strictement convexe sur |0,4o00[, elle est bien du type de Legendre. Enfin, J étant fermée car
propre et sci, le Théoréme 26.5 de [106] montre que sa conjuguée J* est strictement convexe
et dérivable sur l'intérieur de son domaine domJ*, et que de plus J’ réalise une bijection de
Int(dom.J) =)0, +-o00[ sur Int(domJ*), avec J* pour bijection réciproque.

Avec la relation (II.1.2), on obtient :

Int(domJ*) =R
Enfin, J* étant la conjuguée de J, on a :
Vu € R, J"(u) > —J(0) > 400

ce qui prouve que J* est minorée.

I1.2 Probléme contraint

En se donnant un critére convexe du type discuté plus haut, on cherche a satisfaire les contraintes
de maniére exacte. Pour n tirages Monte-Carlo, le probléme discret consiste donc & résoudre, en
se ramenant a une contrainte C nulle :

(PJ) trouver v, € P(S) qui minimise H,(vy||py) sous la contrainte [ fdv, =0
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Reprenons ici un commentaire fait au chapitre précédent ainsi qu’au début de celui-ci : pour
que les prix donnés par cette méthode aient une certaine validité, il est important que parmi les
contraintes on impose des conditions de martingalité approchée du sous-jacent actualisé.

On reformule le probléme précédent comme la recherche d'un vecteur (p;)i<i<, de [0, 1]" tel que

Sorpi=1let >0, f(X;)pi = 0, minimisant

> J(nps)
i=1

11 s’agit donc de trouver le minimum d’une fonction strictement convexe sur un compact. L’exis-
tence de la solution, forcément unique, en résulte dés que 'on prouve la non vacuité de ce compact
puisque J est de plus sci. On rappelle qu’on ’a supposé en particulier continue a droite en 0
mais cette derniére condition est en fait inutile. En effet, J a une dérivée a droite infinie en 0,
excluant que la solution ait une composante p; nulle.

Tout d’abord, le résultat suivant, établi dans le cas de ’entropie, tient toujours :

Lemme II.2.1 Pour que P(3n >1 et n, € P(S) t.q. Hy(nu|pn) < 400 et [ fdn, =0) >0, i
faut qu’il existe un sous-espace vectoriel E de R tel que tienne la condition

0e IntE(Conv(Supp(,u‘fE)))

(C) S Vn € P(S) absolument continue par rapport & p t.q. [ || f|ldn < +oo et [ fdn =0,
on an(f H(E) =1

La convergence passe alors naturellement par ’étude du probléme limite
(PL?) trouver v € P(S) qui minimise H;(v||u) sous la contrainte [ fdv =0

Par stricte convexité de J, I'unicité de la solution est acquise et seul le probléme de ’existence
se pose.

La condition (C) est également nécessaire pour que le probléme limite ait une solution, comme
on peut le voir en reprenant le Lemme I1.2.1.

Pour la suite, il sera commode de noter ’ensemble

C = {V € P(S), v < u, /||f||du < 400 et /fdy = 0} (I1.2.1)

Dans le cas ou le vecteur de payoff f est supposé borné par exemple, on connait des résultats
permettant de résoudre le probléme limite, reposant essentiellement sur ’absence de saut de
dualité dés qu’une condition dite de qualification des contraintes est vérifiée (Corollaire 2.6 de
23]).

Dans ce cas en effet, grace au Théoréme 1 de [123], la solution du probléme de calibration existe
puis, en appliquant le Théoréme 4.8 de [23]), on en déduit que la solution est donnée en résolvant
le probléme dual.

A titre de compléments, on reviendra plus précisément sur l'utilisation de ces résultats dans la
derniére partie de ce chapitre.

Un premier objectif de 1"étude qui suit est en fait d’étendre le cadre des résultats cités & celui
d’une fonction de payoff non bornée, en montrant en particulier qu’il n’y a pas de saut de
dualité.

Alors, si le probléme de calibration admet une solution, cette derniére s’obtient grace a celle
du probléme dual tandis que de maniére générale, on peut définir une solution généralisée du
probléme de calibration dans le sens ou elle a vocation & étre la limite de la solution du probléme
de calibration discret, ce qui constitue le deuxiéme et principal objectif de ’étude.
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L’approche de la solution d’un probléme de moments par celle d’une suite de problémes discrets
n’est pas nouvelle, et la conclusion du chapitre dernier en donne un exemple classique.

Dans la littérature récente, on peut ainsi citer [39] ou les auteurs discrétisent le probléme de
minimisation d’entropie afin de pouvoir traiter des contraintes compliquées tandis que dans
[54], cette étude est reprise de maniére systématique avec pour objet de montrer la convergence
d’estimateurs bayésiens. Dans ces deux références, la discrétisation est cependant déterministe,
et il en est donc aussi de la suite des solutions discrétes minimisant ’entropie relative, si bien
que leurs problématiques ne relévent pas des techniques Monte-Carlo.

La convergence Monte-Carlo des estimateurs minimisant ’entropie relative, ou un critére convexe
plus général, est a rattacher aux résultats de la théorie classique des M-estimateurs présentée
par exemple dans 'ouvrage général [19].

On consacrera donc une courte partie a discuter dans quelle mesure on peut utiliser ces résultats
connus pour établir la convergence souhaitée.

I1.2.1 Etude du probléme limite sous la condition (C)
Une premiére remarque concernant la solution est le cas particulier suivant, montrant que le
critére est cohérent avec le choix de la mesure a priori. :

Lemme I1.2.2 Si u est un élément de C, alors c’est la solution du probléeme (PLY).

Preuve : Il suffit d’écrire pour toute probabilité v € P(S) absolument continue par rapport &

e
dv dv
WY _ gy >sm (¥ -1
J<du> = )<du )
d’ou,
/J W\ gy = 71) >0
ce qui prouve le résultat. [ |

Il se peut que le probléme (PL”) n’admette pas de solution, et, dans le cas particulier de I’en-
tropie, on a vu que cela conduit & 'accepter en un sens généralisé.

De fagon classique grace a la technique des multiplicateurs de Lagrange, puisque J* est la conju-
guée de J, I'idée est d’attaquer le probléme de minimisation du critére dual défini comme la
fonction & valeurs dans | — oo, +00]

(u,u0) € B X R —» /J*(u  f + uo) 1 (f)dp — uo (I1.2.2)

Typiquement, ’hypothése (C') est une condition de “qualification” des contraintes qui assure
Iexistence du minimum du critére dual. De fagon plus précise, on va reprendre des arguments
utilisés dans le cas de ’entropie relative.

On rappelle d’abord que FE est un espace vectoriel puisque 1’on s’est ramené & une contrainte nulle.
L’intégrale posée dans (I1.2.2) est parfaitement définie puisque d’une part J* est une fonction
convexe donc mesurable et, d’autre part elle est minorée par hypothése. Avec la stricte convexité
de J* et la condition (C), la fonction définie en (I1.2.2) est strictement convexe et le minimum
de cette fonction est donc unique.

Pour D'existence du minimum, on voit d’une part que la fonction & minimiser est sci grace au
lemme de Fatou, valable puisque J* est minorée par hypothese. Dés que J* croit assez vite (plus
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que linéairement de fagon précise), et sous la condition (C), on peut d’autre part montrer que la
fonction

() € Ex R —> [ 7w £+ wo) o)

tend vers 4+oco en 'infini. C’est une conséquence du Lemme 11.2.10 en prenant 7, = u pour tout
n, et c’est ici qu’intervient la condition (I1.0.2).

Le lemme est renvoyé avec sa démonstration pour ’étude de la convergence du probléme discret
dans laquelle il joue un role fondamental. La preuve de 'existence du minimum est alors achevée
et 'on peut énoncer :

Proposition I1.2.3 Sous I’hypothése (C), la fonction
() € Ex R [ T+ wo) () —

atteint son minimum en un point unique (0,6o).

En cas d’existence de la solution du probléme primal, la technique de dualité permet de I’iden-
tifier. En effet, si 'on introduit la distance

H,(]€) = inf Hy (v]) (11.2.3)

ou 'ensemble C est défini par (I1.2.1), on peut la relier a la valeur minimale associée au probléme
dual par :

H(pllC) = - (/ JHNO - f +00)1e(f)dp — 90) +J(0)u(f~H(E)) (I.2.4)

Ceci se prouve par le procédé d’approximation habituel de Jupp & Mardia 72| dont on peut
montrer la convergence bien que 'on ne dispose pas forcément d’une solution généralisée.

Proposition I1.2.4 Supposons vérifiée la condition (C).
La valeur minimale associée au probleme (PL”) est alors donnée par la relation (11.2.4) et si le
probleme (PL’) admet une solution, celle ci est

uipy = 0 +00)Lu(f)n (I1.2.5)

(0,90)

(Si E =R, on notera plus simplement oy au lieu de ,u(g’ao))

Rd,J
Réciproquement, si ug’}m) est un élément de C, avec (u,ug) € E X R, alors c’est la solution du

probleme (PL7) et l'on a (u,ug) = (6,6p).
Preuve : Commengons par la partie réciproque de la proposition en posant :

D) = — ( [ 1w - u) IO ()

Si v est un élément de C, alors puisque le support de l'image par f de v est forcément dans F,
ona:

i) - Dlwuo) = [ (7(52) + 7 £ +u) ) 1eldn -0 =0 (126)

-~

> (u-f+uo) 4%

L’inégalité vient de la relation (I1.0.4) dans laquelle on a le cas d’égalité si et seulement si
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On en déduit d’abord que ,u%’f;o) est la solution (PL”) si c’est un élément de C puis, en admettant

la relation (I1.2.4), on obtient I'égalité D(u,ug) = D(0,6y) d’on (u,ug) = (0,6y) par unicité du
minimum.

Pour la partie directe de la proposition, admettons aussi la relation (I1.2.4) qui fait 'objet du
Lemme I1.2.13 et que 'on reporte dans ’étude du probléme discret.

Cela se traduit par l'égalitée H;(ul|C) = D(6,60), et donc, si v est un élément de C, la relation
(I1.2.6) donne, en remplagant (u,ug) par (0,6p)

Hy (v|l) — Hy (llC) > 0 (1L.2.7)
(6,60)

avec égalité si et seulement si v = p E.J o Cce qui prouve la proposition. |

Remarque I1.2.5 1. Dans le cas ou f est bornée, 'absence de saut de dualité traduite par la
relation (11.2.4) ainsi que existence de la solution du probléme dual s’obtiennent avec le
Corollaire 4.8 de [24], sous des hypothéses plus faibles sur J. On affirme ici que ces résultats
se maintiennent lorsque le payoff f n’est pas bornée, o condition de spécifier certaines
hypothéses sur J.

(8,600)

2. On wverra dans la suite que [y est une probabilité si bien que pour montrer que c’est la
solution usuelle de (PL”), il suffit donc de vérifier que [ HfHd,u (0:60) < 400 et i fdu (o 00) =
0.

3. Si u(g,’}bo) est une probabilité telle que [ ||f||d,u < 400, alors pour v = u(g”}m) ’inégalité

tient avec égalité dans le membre de droite de (I11.2.6) et ce dernier est alors fini avec
Uhypothése d’intégrabilité de f, sans préjuger de sa nullité.
Le membre de gauche de (I11.2.6) est donc fini et comme J* est minoré on en déduit :

w,u0)

Hy () < +o0

(70)

En particulier, cette relation est vraie pour la solution généralisée Py sous la seule

condition [ HfHd,u (0:00) < 4oo.
C’est cependant un Tesultat plus faible que celui obtenu dans le cas de 'entropie relative ou
l'on a de maniére inconditionnelle H(,u?E’QOH,u) < H(p||C)

4. On peut remarquer enfin que pu appartient o la famille (,ug’uo)uoeR.
En effet, avec Uhypothése (11.0.2) en particulier, la fonction uy — J*(up) — uo admet un
minimum et donc :
Jug € R, J* (up) =1

ce qui prouve le résultat.
La partie réciproque de la proposition précédente permet alors de retrouver le Lemme 11.2.2.

Si f est bornée, la dualité entre les problémes (PL7) et celui de minimisation du critére dual
est établie de fagon générale en notant par exemple avec le Corollaire du Théoréme 2 de [104],
que les fonctions g € L®(S) — [ J*(g)1g(f)du et ¢ € L*(S) — [ J(¢)1g(f)du sont conjuguées
I'une de 'autre dés que J est également sci.

Avec les hypothéses de régularité faites sur J, ce résultat peut se retrouver et, de plus, la solution
du probléme dual fournit effectivement la solution du probléme primal.

Proposition I1.2.6 Dans le cas ot f est bornée, et sous la condition (C), le probleme (PLY)

admet pour solution ,u(e o),
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, ) . e " 0,0
Preuve : J* étant supposée croissante, sa dérivée est positive et u(J 0) est donc une mesure

positive.

D’autre part, J*' étant elle méme croissante puisque J* est convexe, le théoréme de dérivation
s’applique car f est bornée et 'on conclut que la fonction (u,ug) € E X R +— [J*(u- f +
ug)1g(f)dp — ug est partout finie et de classe C'.

La condition d’Euler au minimum (€, 6y) s’écrit donc :

0.0
/dMSE,JO) =1

/ fduis ) =0
(0700)

la mesure pu’;” est donc une probabilité qui vérifie les contraintes.

On a ainsi prouvé que u(gﬁo) est un élément de l’ensemble C intoduit par (I1.2.1) et on peut

conclure grace a la proposition précédente. [ |

Remarque I1.2.7 La relation (I1.2.4) , admise pour l'instant, peut étre prouvée dans le cas ot f
est bornée. D’abord, en appliquant la relation (11.2.6) a (0,6y) on a en toute généralité l’inégalité,
valable pour tout v € C

HﬂﬁmZDwﬁw=—</fo+%ﬂﬂﬁ@—%>+ﬂ®MF%WD (11.238)

1l suffit ensuite de remarquer que 'appartenance de u(g’ﬁo) a C est assurée grace a la Proposition

I11.2.6 et qu’avec le cas d’égalité dans la relation (11.2.5) on obtient :

Hy (19 ||u) = D(0,6o) (11.2.9)

I1.2.2 Convergence de la solution du probléme discret sous la condition (C)

Pour la convergence du probléme discret, il est naturel de passer par le probléme dual qui
s’envisage comme un probléme de M-estimateurs suivant la terminologie de [19], qui est la
recherche du minimum d’une fonction du type

[ e wutis)

Puisque le probléme limite admet une solution, la convergence est établie dans [19] par exemple,
avec des conditions sur J assez générales. On peut cependant les améliorer dans notre cadre
particulier.

Remarque I1.2.8 [ est également possible d’envisager le probléme comme un probleme de M-
estimateurs, toujours suivant la terminologie de [19] puisqu’il s’agit de trouver (u,up) € E x R
tel que

/J*'(u F A u) e (f)dp = 1
et
[ 177wt + )17 =0
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avec la condition que le membre de gauche de cette derniére égalité existe.

En effet, d’aprés la réciproque de la Proposition 11.2.4, la réciproque de ce probléme donne celle
du probleme primal. en remplagant (6,6y) par (u,uyp).

Le point de vue des M-estimateurs est cependant moins pratique puisqu’il n’y a pas toujours de
solution pour le cas limite.

Proposition I1.2.9 Sous la condition (C), presque siirement, il existe un rang N & partir duquel

le probléeme (P7J) admet une solution vy, et la suite (vy)n>N converge étroitement vers u(a 0o)

( ’00)

En particulier, la mesure pp g est une probabilité.
De maniére générale, si ¢ : S — R est mesurable bornée, on a la convergence presque sire

/ Pt — s so0 / B

Preuve : En reprenant le résultat de convergence établi pour ’entropie relative, on sait que
la condition (C') permet d’assurer que presque sirement & partir d’'un certain rang N, elle est
vérifiée en remplacant p par la distribution empirique p,, E étant 'espace défini par (C) :

0¢c IntE(C'onv(Supp(u{L‘E)))
(Cn) § Vn € P(S) absolument continue par rapport a up t.q. [ ||f|ldn < +ooet [ fdn =0

on a n(f~1(E)) = 1
Alors la proposition I1.2.6 fournit la solution :

Vp = J*, (0n : f + HO,n))lE(f)Nn

ol (0p,0p,,) est le minimum sur £ x R de

() € Ex R [ "+ o) o) — 0

Montrons que (6, Hgyn) est bornée presque slirement.
En effet, (6,,,6p,,) réalisant un minimum, on obtient la majoration :

/ T*(0n - f + O0.) L (f)dpin — O < / T OV L (F)dpin < |J*(0)]

En appliquant le lemme I[.2.10 énoncé & la fin de la preuve, avec 7, = pn, on conclut que
(0, 00,n) est bornée presque stirement.

Pour passer a la convergence, on considére ensuite, pour w fixé, une valeur d’adhérence (0, 6o 00)
de la suite (0y,00,,).

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite converge vers cette valeur limite
et il s’agit d’identifier (0, 00,00) & (0, 6p).

Avec le lemme de Skorokhod, comme on 1’a vu pour l’entropie, quitte & choisir w en dehors
d’un ensemble négligeable, on obtient sur un espace de probabilité auxiliaire (G, G, Q) des va-
riables (Y, Wy) et (Y, W) de lois respectives Y i | 1u(f(Xi)0(x, rx)) [/ Doimr LE(f(X3)) et
u“lcdf Ju(f~HE)) telles que Q-ps (Y, W) converge vers (Y, W)

Avec la convergence supposée de (6,,,6p,), la continuité ainsi que la minoration de J* on a donc,
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en appliquant le lemme de Fatou et la loi forte des grands nombres :

n—-+0o00

lim inf </ J O - [+ 000)LE(f)dpy, — 90,n>

n—-+0o0o n

= liminf (2?1 Lo/ (X)) o J*(On - Wi+ 6on) — 00,n>
> u(f HE)EL T* (00 - W 4 00.00) — 0000

= [0 1+ 0 () (112.10)

D’autre part, en rappelant que le couple (6,, 6 ,,) réalise le minimum du probléme discret, on a :

[ 7Ot 00 1P it < [0S +00 1B (=00 s [ 650001100

(I1.2.11)
en appliquant la loi forte des grands nombres.
Avec (I1.2.10), on en déduit I'inégalité :

[ 720+ 0015~ O < [ 70 + 001167~ 0
ce qui prouve, par unicité du minimum du probléme dual limite :

(00, 00,00) = (6,60)

Le choix de w se faisant en dehors d’un ensemble négligeable, on voit qu’ainsi, presque strement,
(On,00,,) est une suite relativement compacte qui converge vers son unique valeur d’adhérence
(07 00)

Pour terminer, la convergence étroite se prouve en montrant que (¢(Yy,)J*' (6, - Wy, 4+ 6p.,))) est
une suite équi-intégrable, ou ¢ : S — R est une fonction continue bornée.

C’est évident si f est bornée u-ps et 'on supposera donc le contraire.

Avec la contrainte
/ fdv, =0

/(9n f+00) T (On - f + 00 LE(f)ditn = 00,0 (11.2.12)

on a l'égalité

qui se réécrit :

HO,n

Y 1e(f(X0)/n

Le membre de gauche est le terme d’une suite bornée puisque le membre de droite converge vers
00,00

u(f~H(E))" . .

Le résultat repose alors essentiellement sur la propriété :

EQ ((on W+ O0,0) T (O - Wi + eo,n)) - (I1.2.13)

uJ* (u) est borné en —oo (I1.2.14)

Pour prouver ce résultat, il suffit de prouver que la quantité u.J*'(u), négative en —oo, est minorée.
En effet, on a :

Yu € R, J*(0) — J*(u) > —uJ* (u)
d’ou

Yu € R, uJ* (u) > J*(u) — J*(0)
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et l’on obtient la minoration voulue car J* est minorée d’apres (I1.0.3).

La relation (I1.2.13), la propriété (I1.2.14) et le fait que lim, 400 J*' (1) = 400 (avec (I1.0.2)) en-
trainent immédiatement 1'uniforme intégrabilité de (J*' (6, - Wy, + 6p.))) et donc I'équi-intégrabilité
souhaitée puisque ¢ est bornée.

On en déduit

B2 ($(Yn) 7" (B Wi+ 80) ) —norio0 B ($(V) T (0 W + 60) )

puisque les intégrants convergent Q-ps (avec en particulier la continuité de ¢). La convergence
ci-dessus signifie exactement que 'on a pour toute fonction ¢ continue bornée

De maniére plus générale, si ¢ : S — R est mesurable bornée, la convergence ci-dessus reste
valable, p.s., en appliquant le lemme de Skorokhod & la convergence étroite p.s. de

Sy L (f (X)) Sox,). pxin/ S 1e(f (X)) vers puf$:0) o /n(F =1 (E)). n

Il est intéressant de noter que c’est un procédé Monte-Carlo qui a permis ici de caractériser la
mesure u(gﬁo) comme une probabilité.

Le lemme suivant établit la compacité relative de la suite (6,,6p,) qui manque dans la preuve
de la proposition précédente. Ce résultat sert également a la preuve de ’existence de la solution

du probléme dual et c’est également ici que la condition (I1.0.2) est essentielle.

Lemme II.2.10 Soit (nn)nen une suite d’éléments de P(S) telle que ni‘E converge étroitement
f

vers fijp.

Sous la condition (C), pour que (uy,upy) soit une suite bornée de E x R, il suffit que la suite

/ Tt - f + 00.0) L ()i — o n (11.2.15)

soit majorée.

Preuve : Tout d’abord, il est facile de remarquer avec la convexité de J* que la condition
(I1.0.2) équivaut a :

T CO (I1.2.16)

u—-+00 u

Supposons ensuite, par contraposée que (uy,up,) ne soit pas bornée et montrons que la suite
définie par (I1.2.15) n’est pas majorée. Quitte & se limiter & une sous-suite, on peut considérer
que l'on a

[unll + [won| —rn—00 +00

et que 'on peut trouver un élément non nul (a, ) de E x R tel que :

(una uO,n)

— 2 a, o

Le lemme se prouve en examinant les différents cas possibles.
D’abord, avec la minoration (I1.0.3), on a :

/J*(Un : f +U0,n)1E(f)d77n — Uo,n > _|J(0)| — Uo,n
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Si (ug,,) n’est pas minorée, le lemme est donc acquis, sinon on a :
ap >0 (I1.2.17)

Supposons alors que « est non nul. Dans ce cas, F n’est pas réduit a {0} et la condition (C)
montre 'existence de €, a > 0 tels que :

p(f € B, a-f>3€) >3a
On peut alors trouver un ouvert borné U de E tel que
p(f €U, a-f>3e) >2a

et donc, a partir d’un certain rang, compte tenu de la convergence étroite des restrictions & E
des images par f des probabilités 7,, on a la minoration

m(f €U, a-f>3€) >a

Comme pour n assez grand, on a, U étant supposé borné :

Un
Vy e U, 7-y—a-y‘ <e€
" Hlunll + [uopl
on en déduit qu’a partir d’un certain rang, on a :
nn(er, 7"-f>25> >a
[[tnl] + |uo,n]
Donc, pour n assez grand pour assurer également :
Uo,n
— gl <e
[[tn| + |uo,n]

on aurait
M (f € B up - f +uon > (a0 + €)([lunl| + |uopn

) >a

Avec la croissance et la minoration de J*, on en déduit :

/J*(U”'f+“07n)1E(f)d77n—UO,n = —[J(0)[+aJ" ((unl[+|uon|) (a0 +€)) = (lunll+|uonl) (0 +€)

Puisque ag + € est strictement positif & cause de (I1.2.17), la relation (II.2.16) montre que le
membre de droite diverge vers 400, ce qui prouve le lemme dans ce cas.

Finalement, toujours avec la condition (II.2.17), examinons le dernier cas ot « est nul et 'on a
alors

Ug,p — +00
et
Un_ 0
Uo,n

Soit U’ un ouvert borné de E tel que :
u(f eU)=2d" >0
Alors, pour n assez grand, on a :

Vy e U, |uy-y| < €Ug,pn
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avec € > 0.
On a pour n assez grand, comme ce qui a été fait précédemment :

/J*(un A uon)le(f)dnn —uon > —|J(0)] + ' J* (uo (1 —€)) — uon

En prenant € strictement plus petit que 1, on voit donc que le membre de droite diverge encore
vers +00, ce qui achéve la preuve du lemme. [ |

Avec des hypotheéses supplémentaires, on peut étendre le résultat de convergence de la Proposi-
tion I1.2.9 & des fonctions non bornées.

Corollaire 11.2.11 Supposons que J* soit de classe C?.
Si ¢ : S — R est une fonction mesurable tel que :

et s’il existe un voisinage A de (0,6y) dans E X R tel que :

/( su§)AJ*"(u - f + uo) max(L, || f])|¢ILe(f)du < +oo (I1.2.18)
u,up )€

alors, sous la condition (C), on a presque stirement la convergence

[ v s [ paif

Preuve : Avec la convergence établie dans la Proposition 11.2.9, presque stirement la suite
(0n,00,,) se trouve dans A & partir d’un rang fini Ny.

En supposant A convexe, sans perte de généralité, et en appliquant I'inégalité des accroissements
finis, on a p.s., pour n > Ny :

| /¢J*I(9n -+ 00,n)1E(f)d:un - /(pJ*,((9 f+ HO)IE(f)dMn|

< ([10n — 01l + |60,n — O0l) /( Su)PAJ*"(u - [ + uo) max(L, [ fIDI¢1 5 (f)dpun
u,up) €

En appliquant la loi forte des grands nombres, avec la condition (II.2.18), et en utilisant la
convergence de la suite (6,,6p,,), on obtient le résultat. [ |

On peut citer en complément un résultat relatif & la convergence des estimateurs [ J*'(6, - f +
00.n)1E(f)dpn de [T (0 f +600)15(f)dp -

Pour cela, il suffit de se replacer dans la situation de la preuve de la Proposition 11.2.9 o 1’on rap-

pelle que 'on a obtenu presque siirement, avec le lemme de Skorokhod, sur un espace de probabi-

lité auxiliaire (G, G, Q) des variables W), et W de lois respectives Y i) 15 (f(X:))df(x,)/ Doimr 1E(f(X0))
et u{f_l(E)/u(f_l(E)) telles que Q-ps Wy, converge vers W.

En combinant les relations (I1.2.11) et (I1.2.10) de la Proposition I1.2.9, on obtient, compte tenu
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de la convergence de la suite (6, 60,)

n—-+00

/J*(e'f+90)1E(f)dﬂ_00 = lim (/J*(e'f+00)1E(f)dﬂn_00>

> timsup ([ 700 14 00,01~ 00,
n——+0oo
| X;
= limsup <ZZI s(/f( z))]EQ J (O - Wy +6p,) — 90,n>
n—+o00 n
Tl X;
> lim inf (ZZ:I E(f( Z))EQ J*(on ' Wn + 00,77,) - 90,n>
n—-4o00o n
> p(fHE)EDT(0- W + 0) — o

/J*(O f+t90)1E(f)du—00 (11.2.19)
Les inégalités précédentes sont donc des égalités et ’on énonce :

Corollaire 11.2.12 Sous la condition (C), on a la convergence presque sire :

/J*(On-f+00,n)1E(f)dun —>nﬂoo/J*(0-f+00)1E(f)du

Avec le résultat précédent, on sait que la valeur minimale associée au probléme dual discret,
JT*(0n - f + 00,)1E(f)dpn — 0o, converge vers [ J*(0 - f + 60)1g(f)dp — 0y qui est la valeur
minimale associée au probléme dual limite.

Cette valeur est naturellement reliée & la distance associée au probléme primal grace & la relation
(I1.2.4) de la Proposition I1.2.4. On en avait reporté la preuve que 1’on se propose de présenter
ici.

Lemme I1.2.13 Sous l’hypothése (11.0.2) et avec la condition (C), on a ['égalité

Hy(lC) = — ( [0+ oo - eo) IO ()

Le corollaire 11.2.12 s’énonce ainsi comme la convergence presque stre :

inf H;(v — H C
VP IR s sorf samo 117 V0] —no0 Ha(IC)

Preuve : Compte tenu de la relation (I1.2.8), il suffit de prouver 'inégalité

Hy(ulle) < — ( / J(O- f +00)Lp(f)du — eo) - IO (E) (11.2.20)

Comme dans Jupp & Mardia [72], on va procéder par approximation et donc considérer une suite
croissante (Sy,) de sous-ensembles mesurables de S, supposés de mesure non nulle et de réunion
S, et tels que f soit bornée sur chaque S,.

On pose
- 1g,
ST
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On vérifie alors qu’a partir d’un certain rang on a :
0 € Intg(Conv(Supp(ii n|E))) (I1.2.21)
En effet, avec la relation (C), il existe un hypercube IT de E tel que
0¢c Intp(Il) CII C Conv(Supp(u{E))

Comme
Supp(ply;) = | Supp(iid, )

on a

L’égalité de la deuxieme ligne résulte d’une propriété classique de ’enveloppe convexe tandis que
la deuxiéme vient de la croissance des supports. On en déduit en particulier que les sommets de

IT appartiennent & Conv(Supp(j Z‘E)) pour n assez grand, ce qui suffit & prouver (I11.2.21).

Puisque f est bornée sur S,, on sait, en vertu de ce qui précede, et grace a la remarque qui
suit la Proposition I1.2.6, qu’a partir d’un certain rang, on peut appliquer la relation (II1.2.4) en
remplacant y par fi, :

H1(inl€) = = ([ 5@ 7+ B (i — ) + IOV~ (57)
ou la suite (én, 670,”) réalise le minimum de

[ 7w 7 )t
On en déduit :

Hy(ulC) < lim H;(jin|C)

ot ( [0 7+ ) i - o) - I(0)n (M (E)
(11.2.22)

Pour étudier la convergence du membre de droite de I'égalité précédente, on commence par
montrer que la suite (), 6 ,,) est bornée en appliquant le Lemme I1.2.10. II suffit en effet de noter

que la suite 1/, /i (f~Y(E)) converge en variation, et donc étroitement, vers 1zu! /u(f~H(E)),
ce qui permet d’appliquer le lemme de Skorokhod.
On a donc :

/J*(9n-f+5o,n)d/1n—9o,n+J(0)ﬂn(fI(EC)) —Fn—+o0 /J*(9'f+90)lE(f)du—HoJ(O)u(fI(EC)

On obtient finalement 'inégalité (I1.2.20) grace a la relation (I1.2.22). ||
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I1.2.3 Prise en compte de contraintes d’équivalence de la mesure de pricing
et de la mesure a priori

Puisque la probabilité a priori a pour fonction principale de caractériser les événements négli-
geables, on peut souhaiter que la solution soit & rechercher parmi les probabilités qui lui sont
équivalentes. Du point de vue discret, une condition nécessaire & l'existence d’une probabilité
calibrée équivalente a la mesure empirique u,, a partir d’un rang n assez grand, est la condition
(C) avec pour E le sous-espace affine engendré par Supp(u'), c’est-a-dire :

(Ce) 0 € ri(Conv(Supp(u’)))

ot i désigne l'intérieur relatif. Alors, pour n assez grand, le probléme P admet la solution v,
équivalente & p, qui est également la solution du probléme

(Pé],n) trouver vy, € P(S) avec vy, ~ pp, et qui minimise H(vy||pyn) sous la contrainte [ fdv, =0
Le probleme limite associé a ce dernier probléme est :

(PL]) trouver v € P(S), v ~ pu qui minimise H,(v||s) sous la contrainte [ fdv =0

On sait que si le probléme (PL”) admet une solution, cette derniére vaut use’ao) qui est équivalente

A u et c’est aussi la solution du probléme (PL!). En particulier, on a :

inf Hy(vlu) = Hy(u]C) (11.2.23)
en introduisant ’ensemble :

Ce = {V e P(S), v~ pu, /||f||du < 400 et /fdy = 0} (I1.2.24)

Réciproquement, le prochain résultat exclut le cas ou le probléme (PLCJ ) admet une solution au
sens usuel mais pas (PL”) : autrement, la solution v, du probléme discret (PLY,), également
solution du probléme (PL;) & partir d’un certain rang, convergerait vers la solution généralisée
du probléme (PL”) qui, n’étant pas calibrée, différerait de la solution usuelle du probléme (PLY).
Lemme I1.2.14 Sous la condition (C.), on a l'identité (11.2.23).

En particulier le probleme (PLCJ) admet une solution si et seulement s’il en est ainst du probléme
(PL”) et leurs solutions sont alors identiques.

Preuve : Il s’agit de trouver une suite de probabilités A,, de C. telle que Hj(\,|/t) approche

H(pl|C)-
Pour cela, on reprend le procédé d’approximation de la preuve du Lemme I1.2.13 en considérant
au lieu des probabilités [, = %u les mesures 1g, p, ce qui permet d’avoir en particulier a

partir d'un certain rang n la relation 0 € Int(Conv(Supp((1s,1)f))). On peut alors vérifier
que les développements faits dans ’étude du probléme limite restent entiérement valides si I’on
remplace la probabilité p par la mesure positive bornée 1g, p, et en particulier

H;(1s,p/C) = — (/ J*(On - f + 00.)1s, dp — éO,n)

ou la suite (én, égyn) de Rx E (en rappelant ici que le sous-espace E est engendré par Supp(u'))
réalise le minimum de

[ 7w 1 o), dn =
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En tenant compte alors de la convergence de p(S,) et de la convergence en variation de ﬂf;, on

utilise une technique identique & la preuve du Lemme [1.2.10 pour montrer que la suite (én, éo,n)
est bornée. Avec le lemme de Skorokhod, on obtient ensuite la convergence suivante

/J*(én-f+éo,n)15nu—§0,n :u(sn)/J*(én-f+éo,n)dgn—éo,n — /J*(O-f+00)1E(f)du—90

D’autre part, puisque f est bornée sur S, on peut également voir par _adaptation des résultats
du cas limite que H(1g, 4||C) est effectivement atteint pour &, = J* (6, + 0g.n)1s, pi-
Avec la relation (I1.2.4), la convergence précédente s’écrit :

Hy (L5, 1) = Ho(ullC) (11.2.25)

Posons alors pour tout n € N :

1 1
n? 1+ [|IfllLs,dom

Qap —

et pour tout ¢ > n :

Q;
al =

? .
ZjZn Qj
>\n = E Oé?ﬂi

>n

Définissons :

Avec le théoréme de Fubini et le théoréme de la convergence dominée, c’est clairement une suite
de probabilités calibrées et de plus équivalentes & p. On a en particulier :

Vn >0, Hy(Anllp) = Hy(plIC)

Avec le lemme de Fatou et la convexité de J, on a par ailleurs pour tout n

Hy M\ llp) < ].lmlan]<ZOé l/ZHu>

=n
P
< hmlnf (Za Hj(willp) + (1—2@?) J(O))
P
= hmlnf (Za H;(7i||1g, 1) + Za (1 — u(S;))J(0) + (1 — Za?) J(O))
= hmlana Hj(wi||1s, ) (I1.2.26)
Avec la convergence (I11.2.25), on en déduit :
liminf H (A, ||p) < limsup Hj(Ap||p) < Hy(p)|C)
Ainsi
lim H(An||p) = Hy(1l[C)
ce qui prouve 'inégalité
Jnf H(v|p) < Hy(ullC)
et ’égalité voulue en raison de l'inégalité inverse. |
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I1.2.4 Reésultats connus de M\-estimateurs

Au cours de la preuve de la Proposition 11.2.9, on a établi la convergence de la suite (6,6 ) sous
les conditions (I1.0.2) et (C). Au prix d’un renforcement de ces conditions, on aurait cependant
pu établir cette convergence en utilisant des résultats connus concernant les M-estimateurs et
exposés dans [19]. On va montrer cela précisément en rajoutant I’hypothése d’intégrabilité

V(t,to) € E x R, /J*(t 4 to)Ln(f)dp < 400 (11.2.27)

La condition (I1.2.27) est une hypothese assez forte que 1'on pose pour pouvoir appliquer sans
probléme les conditions de [19] et est vérifiée si f est bornée par exemple. On va se ramener a la
situation du Théoréeme 1 p.60 de [19]. Afin d’adapter ce résultat, on note

V(tato) EEXR VzeS, ¢($7tat0) = J*(t ’ f(x) +t0)1E(f($)) —to
et on pose pour tout A >0 :

V(t,ty) € E xR, Vz € 8, > (x,t,t0) = (bt + u, to + ug)

inf
[|u][2+]uo[2 < A2

Avec le Théoréme 1 p.60 de [19], on a la convergence des M-estimateurs sous les conditions
suivantes, écrites avec des modifications mineures :

(A.) Les M-estimateurs sont recherchés dans K, compact fixé de E x R.
(Ag) La fonction (¢,t9) — [9(z,t,to)pu(dz) atteint un minimum unique (6,6p) sur K.
(AOA) Vo >0, dA > 0,e > 0, inf\|t—0\|2+\to—00\2262 f(QﬁA(w,t,t()) - ¢($, 0, 90))M(d$) > €

Il est cependant nécessaire d’affaiblir la condition de compacité (A.), qui est faite dans [19] par
souci de simplicité, a condition de remplacer le jeu de conditions précédents par le suivant :

(A)  La suite des M-estimateurs est presque stirement dans un compact de E x R,
(Ab) La fonction (¢,t9) — [ (2, ¢, to)pu(dz) atteint un minimum unique (6, 6y) sur £ x R.
(AP) Vv,0 t.q.y>6>0, A > 0,¢ > 0,

nf o5 g2 jt0—0o2502 [ (2 (2,8, t0) — (x,6,00)) u(dx) > e

En adaptant la preuve du Théoréme 1 p. 60 de [19], on obtient en effet la convergence des M-
estimateurs sous ces trois hypothéses. Avant de le démontrer, on doit vérifier la validité de ces
hypothéses.

Proposition I1.2.15 Sous les hypothéses (C) et (I1.2.27), on obtient les conditions (AL), (Ajf)
et (AR).

Preuve : En effet, avec le lemme I1.2.10, on a d’abord la condition (A’) de relative compacité p.s.
de la suite des M-estimateurs. Ensuite, la condition (Aj) est le résultat d’existence et d’unicité de
la solution du probléme dual, donné par la Proposition 11.2.3. Enfin, la condition (AE)A) s’obtient
en adaptant la preuve du Théoréme 2 p.61 de [19]. Supposons en effet, par ’absurde que (AE)A)
ne soit pas vérifice et qu’il existe ainsi des nombres y,4 avec v > & > 0 ainsi qu’'une suite
(te,tok) € E x R avec v2 > ||ty — 0]|? + |tor — Oo|> > 62 et une suite Ay > 0 tendant vers 0 tels
que

lim [ (2 (2, tg, tog) — (0, 00))p(dz) =0 (I1.2.28)

k——+o00
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La suite (tx,%ox) étant bornée, on peut supposer qu’elle converge vers (t,t9) € E x R avec
v2 > ||t —0]|? + |[to — Bo|? > §? . D’autre part, la fonction J* étant minorée, on peut appliquer le
lemme de Fatou et écrire, compte tenu de la continuité de J* et du fait que (¢,to) # (0, 6p) :

i inf [ (5 (2,14, t0s) = $0, 0, 00)ilde) 2 [ (6ot t0) = (e, 0,00))ud) > 0

k—00

On obtient donc une contradiction avec la relation (I1.2.28). ||

Il reste & montrer la convergence des M-estimateurs.

Proposition I1.2.16 Sous l’ensemble des hypothéses (AL), (A}) et (A), la suite des M -estimateurs
(O, 00,n) converge vers (6,0).

Preuve : En effet, avec la condition (A’), on peut trouver un ensemble A d’épreuves de com-

plémentaire négligeable sur lequel la suite des M-estimateurs (6,,,6p ) est bornée en tout point
et sur lequel on a, avec la loi forte des grands nombres, en choisissant un ensemble dénombrable
dense E de E :

Vy,6 € QY, Y(t, o) € E x Q / R0 (2,1, t0) i (dT) —ns00 / P20 (g, 8, to) p(dx)

ou A(y,08) est associé au couple (v,8) de maniére a satisfaire la condition (A,>). Notons que
c’est ici qu’intervient la condition d’intégrabilité (I1.2.27)

Fixons a présent un élément w de A et soit 6 € Q) et v € Q7 assez grand pour que l'en-
semble B((#,6p),7)NE x R contienne la suite (6, (w), 6 (w)). On peut recouvrir I'ensemble
(B((0,60),7)B((0,00),6)) N E x R par des voisinages

Up = {(t,t0) € E X R | [lt = t4]* + [to — tok]* < A%}, 1 <k <p < oo
avec (tg,tox) € B x Q, (te,tox) & B((0,60),0) N E x R et A = A(v,6).
nfo2 > 11— g2 4 |to—0o]2> 52 JWp(z,t,t0) — 4p(x,0,00))pn(d)
2 mink f('l/)A(x7tk7t0,k) - 1/)($,0,00))Mn(d$)
— mink f('l/)A(x7tk7t0,k) - ¢($79790))N(d$) > €

ol € > 0 est associé au couple (v,d) par la condition (A>).

Il apparait alors que le minimum (6, 6¢,) de (¢,%0) — [4(z,t,t0) sur B((0,6p),7) N E x R se
trouve dans B((#,6),d) pour n assez grand, ce qui prouve la convergence souhaitée car ¢ est
arbitrairement petit. [ |

II.3 Probléme pénalisé

D’un point de vue financier, il est souhaitable de relacher les contraintes puisque les prix ne sont
connus que dans une fourchette. Dans cette partie, on présente une généralisation de la méthode
de pénalisation adoptée dans [6] : les auteurs proposent ainsi d’ajouter un terme quadratique a
Ientropie relative de maniére & considérer le probléme de minimisation sur v € P(S)
1K1 .
AWl +5 3 ([ fiawy?

i=1 't
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ott les 7%, 1 <4 < d sont d nombres strictement positifs.

L’objectif que ’on se fixe ici est d’étudier la convergence Monte-Carlo de la solution du probléme
de calibration discret dans un cadre toutefois plus général que [6] ou l'aspect de convergence
n’est d’ailleurs pas abordé. Comme dans le cas de la calibration avec contraintes, on obtient des
résultats plus généraux que ceux fournis par les résultats classiques de M-estimateurs.

On reprend donc le critére J précédent et 1'on se donne en outre une fonction x : R¢é — R,
finie, strictement convexe, sci et minimale en 0. On introduit la fonction convexe conjuguée
x* : RT —] — 00, +-00] définie par

Vu € RY, x*(u) = sup (u-z — x(z)) (I1.3.1)
z€R4

Avec le théoréme de Fenchel-Moreau, les fonctions x et x* sont conjuguées I'une de 'autre, on a
donc :

Ve e R, x(z) = sup (@ - u— x*(u)) (I1.3.2)

u€Rd

C’est essentiellement sous cette derniére forme que ’on exploitera la dualité.
Précisons ici les propriétés de x* dont on aura besoin. Bien sir, x* est sci et de plus elle est
minorée. On montre en effet qu’elle atteint son minimum en 0

x*(0) = sup —x(z)
R
= —x(0)
= —sup —x"(u) = inf x*(u)
ueRd uERd

En plus de ces conditions automatiquement vérifiées, on supposera que x* est strictement convexe
sur son domaine domx* = {u € R?, x*(u) < +oo} et que I'on a enfin

*(u)
W —|ju||—>+o0 T (I1.3.3)
On donnera plus loin un jeu de conditions portant uniquement sur x ou sur sa conjuguée x*
et permettant d’étre dans le cadre de nos hypothéses. On verra qu’il suffit d’imposer des condi-
tions de régularité supplémentaires, ce qui est vérifié en pratique mais, afin de traiter le cas
de contraintes de type ensemble, objet de la section prochaine, on n’envisage pas ici une telle
régularité qui par ailleurs n’apporte pas de simplification notable pour les démonstrations.
Commencons par préciser ou interviennent les différentes hypothéses. D’abord en supposant que
x est finie, on s’assure que le probléme de pénalisation défini ci-dessous est non trivial, de plus,
le fait qu’elle soit minimale en 0 permet la cohérence du choix du critére avec la mesure a priori
p (voir le Lemme I1.3.1) et finalement, les conditions portant sur x* imposent 'unicité et 1’exis-
tence de la solution du probléme dual introduit ultérieurement.

Ces précisions étant faites, le probléme consiste & résoudre, pour n tirages Monte-Carlo, le vecteur
de contraintes C étant ramené a 0 :

(P)X)  trouver v, € P(S) qui minimise Hy (v |1n) + x([ fdvy)

Rappelons que l'intérét de la pénalisation est de pouvoir relacher les contraintes et que ’existence
d’une solution au probléme (PnJ X) peut aussi étre assurée sans condition particuliére. En effet, le
probléme se reformule comme la recherche d’un vecteur (p;)1<i<n de [0, 1] tel que Y | p; =1,

minimisant la fonction
1 n n
- > J(npi) + x (Z f(Xi)pi>
i=1 i=1
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Il s’agit donc de trouver le minimum d’une fonction strictement convexe sur un compact et
Iexistence de la solution, forcément unique, est acquise car J est sci puisqu’on ’a supposée en
particulier continue & droite en 0. Comme dans le cas contraint, cette derniére hypothése est
gratuite.

Afin d’étudier la convergence de cette solution, on introduit naturellement le probléme limite :

(PL7X) trouver v € P(S) qui minimise Hy(v|u) + Qy(v)
en posant pour tout v € P(S)

Qy(v) = { x(f fdv) si [qllflldv < +o0

+oo sinon

Avant de résoudre le probléeme PL”X il convient au préalable de s’assurer la non vacuité de
I’ensemble

Ex ={v € P(S), Hs(v||p) + Qx(v) < 400} (11.3.4)

I1 suffit en effet de considérer la mesure

_ LYsi<ay
Ho = WAl < ap)”

ol a est un réel positif assez grand pour que le dénominateur de 'expression précédente soit non
nul. Puisque x est finie sur R?, la probabilité p, appartient & I'ensemble £ Jx-

I1.3.1 Discussion des hypothéses sur le critére y

Conditions portant sur x* seulement

Au début de cette section, on a donné un jeu de conditions ou ’on impose essentiellement a
x d’étre convexe, finie partout et minimale en 0, tandis que ’ensemble des autres hypothéses
portent sur x*. Au prix d’un renforcement des hypothéses, on peut aboutir au fait que ces der-
niéres ne portent plus que sur x*.

En imposant des conditions de régularité supplémentaires sur x*, on peut en effet s’assurer que
sa conjuguée x est finie partout. On part donc de la fonction convexe x* : R¢ —] — oo, +00], sci,
strictement convexe sur son domaine, minimale en 0 et I’on suppose vérifiée la condition (I1.3.3).
Faisons I’hypothése supplémentaire que x* est différentiable sur l'intérieur supposé non vide de
domx* et imposons la condition

x" (Int(domx*)) = R (I11.3.5)

que ’on complétera par la condition supplémentaire suivante, vacuitement réalisée si domx™ vaut
R? .
Vu € Fr(domx™), lim  |[x" ()] = +o0 (I1.3.6)

vEdomx* —u

Montrons alors que x posséde nécessairement les propriétés énoncées.
Il s’agit de montrer d’abord que x* est du type de Legendre dont on a donné la signification
dans la premiére section du chapitre. Elle vérifie les trois conditions pour étre essentiellement
réguliere :

1. Int(domx*) # 0

2. x* est différentiable sur Int(domy™)
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3. La condition (II1.3.6) est vérifiée.

Etant strictement convexe, x* est donc du type de Legendre. Etant propre et semi-continue
inférieurement, elle est également fermée. Avec le Théoréme 26.5 p.258 de [106], on en déduit
que la conjuguée x de x* est également du type de Legendre, donc en particulier strictement
convexe et dérivable sur l'intérieur de son domaine domy, et que de plus x*' réalise une bijection
de Int(domyx*) sur Int(domx), avec X’ pour bijection réciproque. La condition (II.3.5) montre
alors :

domy = R?

Finalement la condition de minimum est facile obtenir, comme au début de cette section.
Conditions portant sur x seulement

Si I'on se donne réciproquement une fonction x finie, strictement convexe et différentiable sur R?,
la fonction x*, définie comme sa conjuguée, est strictement convexe et différentiable sur 'inté-
rieur, non vide, de son domaine, avec de plus la condition (I1.3.6) : c’est encore une conséquence
du Théoreme 26.5 p.258 de [106].
Cependant, la convexité stricte de x* n’est pas assurée sur I’ensemble du domaine de x*, ce qui
pose un probléme pour l'unicité de la solution du probléme dual limite. Une facon de spécifier la
fonction y est alors d’imposer en plus la condition :

lim  |x'(z)]| = +o0 (I1.3.7)

zERY— 400

En effet, avec le Lemme 26.7 et le Théoréme 26.6 de [106], on en déduit que :
domx* = R?
De plus, la condition (II.3.3) est alors équivalente a :

X (%) - & — x(z)
eeRitoo X (2]

— 400 (11.3.8)

I1.3.2 Etude du probléme limite

Comme dans le cas contraint, on peut vérifier la cohérence du choix du critére de minimisation
avec celle de la mesure a priori. En effet, avec le Lemme I1.2.2 et le fait que x est minimale en
0, on tire immédiatement

Lemme I1.3.1 Si p est un élément de C, alors c’est la solution du probléme (PL’X).

On ne dispose pas toujours d’une solution & ce probléme, méme en un sens généralisé comme
dans le cas de ’entropie pénalisée et on est conduit & examiner une nouvelle fois un probléme
dual, introduit ici comme la minimisation de la fonction & valeurs dans | — oo, +00]

(u,up) € R x R —» /J*(u f Fuo)du — ug + x*(—u) (IL.3.9)

L’unicité du minimum de (I1.3.9) est assurée par la stricte convexité de x* et de J* ainsi que le
fait que (I1.3.9) est finie en au moins un point (en notant que le minimum x*(0) est fini).

Pour 'existence, on utilise d’abord le fait que (I1.3.9) définit une fonction sci, en utilisant en
particulier le lemme de Fatou, comme dans le cas contraint. Pour conclure, il suffit de montrer la
divergence de cette fonction vers +oo pour |lu|| 4 |ug| tendant vers I'infini, ce qui est est assuré
par la condition (II.3.3) : on obtient ce résultat en prenant 7, = p pour tout n dans le Lemme
I1.3.9 énoncé plus loin.
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Proposition I1.3.2 La fonction
(u,up) € R x R — /J*(u f Fug)dp —ug + X (—u)

atteint son minimum en un point unique (0,0y) € R? x R.

L’intérét d’introduire la fonction précédente apparait dans 1’égalité

it (Hy 0 + Q) = = ([ 776 1+ du =0+ x(-0)) (11.3.10)
14

Elle permettra en particulier ’identification de la solution du probléme primal, mais on en renvoie
aussi la démonstration dans I’étude du cas discret.

On a ainsi un énoncé presque identique & la Proposition 11.2.4 :

Proposition I1.3.3 La valeur minimale associée au probléme (PL”7X) est donnée par la relation
(11.8.10) et si le probleme (PL?X) admet une solution, celle ci est
0,0
ug )
en reprenant la notation (11.2.5), le couple (0,0y) étant le minimum obtenu dans la proposition
précédente.

Réciproquement, u(Ja’eo) est la solution du probléeme (PL7X) si et seulement si ¢’est une probabilité

telle que [ ||f||du80’0°) < +oo et ffdu(}g’eo) € Ox*(—0), le sous-différentiel de x* en —6.
De facon plus générale pour (u,uy) € RY xR, sous la condition supplémentaire que Supp(p') en-

gendre linéairement RY, la mesure ,u(Ju’uO) est solution usuelle du probleme (PL”X) si et seulement

si ¢’est une probabilité telle que [ ||f||dugu’u°) < 400 et ffdugu’uo) € Ox*(—u), le sous-différentiel
de x* en —u et alors (u,up) = (0,60).

Preuve

Si v € P(S) est une probabilité telle que [ ||f||dv < +o0, on a la suite d’inégalités pour (u,ug) €

R x R :
/J(Z—:)dM+X(/de> > /(u'f+“0);l_:dﬂ—/J*(U-f—i—u())du

()

> ug — /J*(u - f Fuo)dp — x(—u) (I1.3.11)

On prouve la partie directe de la proposition en prenant (u,ug) = (6,60p) dans (I1.3.11) : alors,
si v € £y, 'ensemble non vide défini par (I11.3.4), est la solution du probléme primal et si I’on
admet la relation (I1.3.10), les inégalités (I1.3.11) sont des égalités. Avec la relation (I1.0.4) et
son cas d’égalité, et en notant que tous les termes de (I1.3.11) sont finis, la premiére inégalité de
(I1.3.11) n’a lieu avec égalité que si v = u(f’ao), ce qui donne la caractérisation attendue de la
solution en renvoyant la preuve de la relation (I1.3.10) au Lemme I1.3.12.

Passons a la réciproque avec (u,ug) € R xR en faisant ’hypothése que ,u(Ju’uO) est une probabilité

telle que [ ||f||d,u(Ju’u°) < 400 et prenons dans la relation (I1.3.11) v = M(Ju’uo) si bien que grace
au cas d’égalité de la relation (II1.0.4), la premiére inégalité de (I1.3.11) est une égalité.
Montrons d’abord que si ffdu(Ju’uo) est un sous-gradient de x* en —u, u(Ju’uo) est la solution

usuelle.
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En effet, avec la relation de conjugaison (I1.3.2), la condition de sous-gradient s’écrit de maniére
équivalente :

X (/ fd,u(Ju’uO)> =—u- /fd,u(Ju’uO) —x"(—u) (I1.3.12)

Puisque ,u(Ju’uO) est une probabilité, cela implique que la seconde inégalité de (I1.3.11) est égale-

ment une égalité, puis en admettant encore la relation (I1.3.10), comme (6,6y) est le maximum
unique du membre de droite de la derniére inégalité de (I1.3.11), on en déduit que (u,ug) = (8, 6p)
et que M(Ju’uo) = use’ao) est la solution usuelle du probléme (PL”7X) car réalisant le minimum de

I’entropie généralisée pénalisée, et c’est ce que l'on voulait établir.

(U’UO)

Pour voir ensuite la nécessité de la condition de sous-gradient, on suppose que p est la
solution usuelle du probléme (PL”X), avec (u,ug) € R x R et alors on a M(Ju’uo) = use’ao) d’aprés

la partie directe de la preuve, d’oi (u,up) = (6,6p) si 'on suppose que Supp(uf) engendre
linéairement R?.

En admettant de nouveau la relation (I1.3.10), les deux inégalités (II.3.11) sont réalisées avec des
égalités et en particulier, puisque la solution usuelle M(Ju’uo) est nécessairement une probabilité
telle que [ J*(u- f 4+ up)dp < +oo d’apres (11.3.10), la deuxiéme égalité de (I1.3.11) implique la
relation (II.3.12), c’est-a-dire la condition de sous-gradient.

Remarque 11.3.4 1. Dans la réciproque de la proposition précédente, il est en fait inutile
de supposer que u(f’eo) est une probabilité car on verra dans la Proposition 11.3.8 que ce
dernier fait est automatiquement réalisé, comme dans le cas contraint.

(u,up) (u,u0)

2. On note alors que si py est une probabilité vérifiant [ || f||du; < 400, le premier
membre de (I1.3.11) est fini puisque la premiére inégalité de (I1.3.11) est une égalité tandis
que J* est minoré et que x est fini.

On en déduit donc, sous la condition précédente :

Hy (5" ) + Qu (u§)) < +o00
) : ; : (‘9:00) ) Y S -y oy 5 1744 (‘9,‘90)
C’est en particulier vrai pour py " dés que lon vérifie condition d’intégrabilité [ || f|du;
400

Remarque I1.3.5 1. La condition de sous-gradient dans la partie réciproque de la proposition
précédente est une caractérisation de la solution usuelle du probléme de calibration pénalisé
dans la famille des mesures ,u(Ju’uO) et est une généralisation de celle donnée dans le cas
contraint a la Proposition I1.2.4.

L’hypothese que Supp(u!) engendre linéairement R est alors naturelle car elle assure que
le couple (u,up) détermine de maniére univoque la mesure N(Ju’uo) et l’on peut s’y ramener,
quitte & diminuer la dimension d, c’est-a-dire le nombre de contraintes en supprimant celles
qui sont redondantes, & condition toutefois que la conjuguée x*, modifiée par cette perte de
dimension, conservent les propriétés spécifiées au début de cette partie (c’est-a-dire la stricte

convezité et la condition de croissance (11.3.3)).

2. Si l'on veut cependant se passer de Ihypothése que Supp(u!) engendre linéairement R?, la
derniére assertion de la proposition I1.5.3 devient :
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(u,u0) (u,up)

Sty est une probabilité telle que [ ||f||du; < 400, c’est la solution du probléme
(PL7X) si et seulement s’il existe v € Vect™(Supp(u')), le sous-espace des vecteurs or-
thogonaus & la direction de la variété affine engendrée Supp(ul), tel que ffdu(Ju’uo) €
Ox*(—(u+v)), le sous-différentiel de x* en —(u + v) et alors (u,up) = (0 —v,0p + a - v)
avec a € Supp(p') arbitraire.

Pour voir en effet que la condition de gradient est suffisante, on pose :

{ w=uty (11.3.13)
wy =Ug —a-v

avec v et a tels que spécifiés ci dessus, si bien que M(Jw’wo) = usu’uo) et qu’en particulier
la condition de sous-gradient se réécrit ffdugw’wo) € Ox*(—w) et implique que N(Jw’wo)

est solution usuelle du probleme (PL”7X) puisque 'on a établi précédemment le caractére
suffisant de la condition simple de sous-gradient sans recourir & ’hypothése sur le support

de pt .

5n0 y (U,UO) y J, 50N B Y (uzuo)
Réciproquement, si p; est solution usuelle de (PL”X), alors on a déja établi p; =
,u(Ja’aO) si bien que les relations (I1.3.13) sont valables avec (w,wy) = (6,0p) et avec v et

a tels que spécifiés ci-dessus et puisque nécessairement ffduge’ao) € Ix*(—0), d’apres la

proposition précédente, on en déduit la nécessité de la condition de sous-gradient.

En bornant f, on obtient 'existence de la solution, ce qui est & la base du procédé d’approximation
qui établira (II.3.10).

Proposition I1.3.6 Dans le cas ot f est bornée, le probleme (PL”X) admet pour solution H(JG,QO)'

Preuve : Il s’agit de vérifier les conditions du critére de la proposition précédente. On montre
d’abord que la mesure positive uge’ao) est une probabilité en appliquant la condition de minimum
en 0y de la fonction ug € R — [ J*(0 - f + ug)dp — ug + x*(—0), dérivable sur R puisque f est

bornée :
/ a0 = 1 (11.3.14)

La relation d’intégrabilite [ ||f ||du(J€’0°) < 400 est ensuite trivialement vérifiée puisque f est

7‘90)

bornée et il reste & s’assurer du fait que [ f d,u(Jo est un sous-gradient de x* en —6.

Pour cela, on applique la condition de minimum en 6 de la fonction v € RY — A(u) 4+ x*(—u)
en posant pour tout u de R4 A(u) = [ J*(u- f + 6p)du — 6p.

Cela se traduit par le fait que 0 est dans le sous-différentiel J(A + x*(—.))(6) de la fonction
convexe A en 6 :

0 € I(A + x*(—.))(60) = / Fap’% — 9y (—0) (11.3.15)

L’appartenance vient donc avec ’égalité qui est une application du théoréme 23.8 de [106] : en
effet, compte tenu du fait que A est finie sur RY, puisque f est bornée, on en déduit trivialement
que les intérieurs relatifs des domaines de A et de x*(—.) ont une intersection non vide, et ’on
se trouve dans les conditions d’application de ce théoréme. [ |
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Remarque 11.3.7 Avec la démonstration précédente, on a en fait prouwvé que la valeur donnée
par (11.3.10) est atteinte pour v = usg’ao), dans le cas ot f est bornée.

La relation (11.3.11) permet alors d’obtenir dans ce cas l’égalité (11.3.10) , admise jusqu’a présent.

I1.3.3 Convergence de la solution du probléme discret

La convergence du probléme discret est un probléme de M. -estimateurs, du point de vue du
probléme dual (II.3.9).
On énonce le résultat principal :

Proposition I1.3.8 Presque sdrement la solution v, du probléme (P;L]’X) converge étroitement
vers M(JG’QO).
En particulier, la mesure u(f’eo) est une probabilité.

De maniére générale, si ¢ : S — R est mesurable bornée, on a la convergence presque sire

/¢dyn —>n%+oo/¢dﬂl(]0’00)

Preuve : Il s’agit d’adapter la preuve de la Proposition I1.2.9 en introduisant, avec la Proposition
I1.3.6, la solution du probléme discret

Up = J*,(en f+ 00,71)),“71

ol (0p,0p,,) est le minimum de
() € B x R — [ (w4 wo)din = ug + ' (~)

Grace au Lemme I1.3.9 prochain, avec 9, = uy,, et la majoration obtenue pour le choix (u,ug) =
(0,0)

/J*(Hn f+ Oon)dpn — O + X (—0n) < /J*(O)dun +x7(0) < |J(0)[ + [x"(0)|

on en déduit que la suite (6, 6,,) est bornée.

Le lemme de Skorokhod et le lemme de Fatou conduisent ensuite, par des développements simi-
laires & la relation (II.2.10), a la convergence presque stre de (6,,6p,) vers (6,6p).

Passons a la convergence étroite, en considérant une fonction continue bornée ¢ : S — R et en
prouvant 'équi-intégrabilité de la suite (¢(Yy,)J* ((0n - Wi, + 60.0))).

En combinant les conditions (I1.3.14) et (I1.3.15), avec py, au lieu de g, on obtient la relation

/(9n f A+ 00) T (0n - f+ O0.0)dpin € B0 + O - X (—00) (I1.3.16)
Mais pour tout a de dx*(—6,), on a :
X (0) = x"(=bn) = a- by,
ce qui prouve :

sup a6, <x"(0)—infx* =0
neEN,a€dx* (—0rn)
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Donc, d’apres (11.3.16),

/ On - F + 00.) 7" (O - F + O diin < O

L’équi-intégrabilité cherchée s’obtient donc de maniére presque identique au cas contraint, en
utilisant cette inégalité au lieu de (I1.2.12). |

Pour que la preuve soit compléte, on énonce le résultat suivant, et c’est ici qu’intervient la
condition (II.3.3)
f

Lemme I1.3.9 Soit (n,)nen une suite d’éléments de P(S) telle que ny, converge étroitement vers

f
.
Pour que (uy,upy) soit une suite bornée de R? x R, il suffit que la suite

[ 7 4 o)~ o X (<) (113.17)
soit majorée.
Preuve : On suit les grandes lignes de la preuve du Lemme I1.2.10 en raisonnant par contraposée
et, quitte & se ramener a une sous-suite, en considérant que
[un| + |uon| —n—o0 +00
et que I'on peut trouver un élément non nul (o, o) de R? x R tel que :

(una uO,n)

—_— a, o

I s’agit de prouver que l'expression (I1.3.17) diverge vers +oo. Les fonctions J* et x* étant
minorées, c’est acquis si ug, ne 'est pas. Dans le cas contraire, on a :
ap >0 (11.3.18)
Si « est non nul, alors il existe un réel A>0 tel que, pour n assez grand on ait :
|uo.n| < Allun|

Alors, compte tenu du fait que J* est minoré, le résultat vient de :

X (—un) — ug,n = X" (—un) — Allug|| = +o0
en vertu de la condition (II.3.3).
Dans le dernier cas, « est nul et, compte tenu de (I1.3.18), on a alors

Ug,p — +00

et u
— =0
Uo,n
Ce cas se traite exactement comme dans la preuve du Lemme I1.2.10 en utilisant la convergence
étroite de m{, et I'on a :
/J*(Un f+ UO,n)dnn — U, —> +00

L’expression (I1.3.17) tend une fois de plus vers +o0 et la preuve est achevée. ||

Citons le résultat suivant, dont la preuve est identique au Corollaire I11.2.11 :
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Corollaire I1.3.10 Supposons que J* soit de classe C?.
St ¢S —= R est une fonction mesurable telle que

/|¢|duf,"’9°) < +o0 (I1.3.19)

et s’il existe un voisinage A de (6,6p) dans RY x R tel que :

/ sup  J*'(u- f +up) max(L, || f|))|pldp < +oo (I1.3.20)
(u,up)EA

alors on a presque sidrement la convergence

/¢dyn —>n%+oo/¢dﬂl(]0’00)

De plus, par une suite d’inégalités semblable & (I1.2.19), on en déduit la convergence

Corollaire I1.3.11 On a la convergence presque sdre :

/ T O -  + Bo,0)dtn —noroc / TH0- f + 60)du

Avec la convergence de la suite (6,,,6), on a en fait montré que la valeur minimale associée au
probléme dual discret [ J*(0y, - f + 0on)dpn — 0o, + x*(—0,) converge vers la valeur minimale
associée au probléme dual limite.

Afin de faire le lien avec le probléme primal, on peut prouver la relation (I1.3.10) exactement
comme dans le Lemme I1.2.13.

Lemme I1.3.12 On a l’égalité

inf (Hj(v||p)+ Qx(v)) =— (/ JNO - f+00)du — 6y +X*(—0)>

veP(S)

On en déduit, avec ce qui précéde

B (H V) + Q) —asso | inf (H(vl) + Q)

Avec des considérations similaires qui ont conduit au Lemme I1.2.14, on peut également prouver :

ol (H ) +Qu) = | inf (H W) + Qu(v) (IL3.21)

qui permet de régler I’étude du probléme suivant :
(PL7X) trouver v € P(S), v ~ p qui minimise H;(v||i) + Qy (V)

On énonce en effet

Lemme 11.3.13 La relation (I1.3.21) est valide.
Le probléme (PL7X) admet une solution si et seulement s’il en est de méme du probléme (PL”X)
et alors les solutions sont identiques.

La preuve se calque sur celle du lemme I1.2.14. En particulier, pour adapter la suite d’inégalités
(I1.2.26), on utilise la convexité, le caractére sci de la fonction x et le fait qu’elle soit finie en 0.
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II1.4 Calibration pénalisée sous une contrainte de type ensemble

Pour les besoins d’une étude ultérieure, on envisage un probléme de calibration mixte ou ’'on
sépare les contraintes en envisageant la calibration exacte par rapport a une partie d’entre elles et
en leffectuant de maniére pénalisée par rapport au reste. De maniére plus générale, les contraintes
exactes sont remplacées par ’assujettissement & rester dans un ensemble convexe, ce qui est une
extension naturelle du cas contraint déja envisagé si bien qu’en gardant le cadre Monte-Carlo
habituel, il s’agit de résoudre

(PPEY trouver v, € P(S) qui minimise Hy(vy||pn) + X(f fgdyn> sous la contrainte [ fidv, € K

ou (f1, f2) = f est lécriture du payoff en deux composantes vectorielles fi et fo & valeurs dans
R¥ et R% avec di 4+ do = d, K est un ensemble convexe fermé de R% et y : R — R est une
fonction strictement convexe, sci et minimale en O et ayant en outre toutes les autres propriétés
énoncées dans la partie concernant la pénalisation.

De facon formelle, on peut se ramener au cas pénalisé en introduisant la fonction indicatrice (au
sens de Rockafellar) de K §(.|K), définie pour tout x de R9* par :

0 siz e K
+o00  sinon

§(z|K) = {

Le probléme contraint s’identifie alors au probléme pénalisé avec (z1,z2) € R x R%” s
d(z1|K) + x(x2) comme fonction de pénalisation.

Cependant, comme dans le cas contraint élémentaire, on doit imposer une condition de nature
géométrique pour avoir une solution & partir d’un certain rang :

Lemme II.4.1 Pour que P(3n>1 etn, € P(S) t.q. Hy(npllpn) < +oo et [ fidn, € K) >0,
il faut qu’il existe un sous-espace affine E de R tel que

K () Intz(Conv(Supp(sjy)) # 0
(Ck) § Vn € P(S) absolument continue par rapport a p t.q. [||filldn < +oo et [ fidn € K,
on an(fi () =1

Preuve : Il suffit d’adapter la preuve du Lemme II.2.1 et on se contente ainsi de donner une
idée de la démonstration. On part d’une probabilité n, = 1" | pidx, telle que [ fidn, € K et
on construit E par récurrence descendante sur la dimension d’un sous espace affine F' de R% que
I'on initialise en posant F' = Rt .

On suppose donc que 1, = Y| 1p(X;)pidx, p.s. ce qui est forcément vérifié a initialisation si
le probléme admet une solution. Comme p.s. Conv({f1(X;), ¢ € [1,n]}NF) C C’onv(Supp(u‘flfﬁ)),
de [ fidn, € K on déduit Kp = KﬂConv(Supp(,u{})) # 0.

- Si Kﬂ[ntF(Conv(Supp(u‘J}))) # (), on pose E = F.

— Sinon, il existe dans F' un hyperplan affine d’appui H de Conv(Supp(u{I;)) contenant Kp.

f1

py par I’hypothése de récurrence,

Alors, puisque p.s. le support de 77,{1 est inclus dans celui de p
on a :

/fldnn cK = /fldnn € Kp = Supp(n]') C H

la derniére implication se validant par une équation de 'hyperplan relatif H.
On poursuit alors la récurrence avec H au lieu de F'.
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De maniére identique, on montre que n(f; " (E)) = 1 si 1 est une probabilité absolument continue
par rapport a p t.q. [ fidn € K [ |

Pour donner les résultats d’existence de la solution et de convergence de cette derniére, on
introduit bien str le probléme limite :

(PL?E)  trouver v € P(S) qui minimise H(v||u) + X(ffng) sous la contrainte [ fidv € K

En reprenant les notations de la section précédente, le probléme limite est donc (PLY O( K )+X) et
il s’agit de minimiser sans contrainte le critere sur v € P(S) H;(v|1) +Qs(. k)4 () en rappelant

QoK) +x (V) = { O(J 1K) +x ([ fadv) st [ 1 flldv < +o0

+o0 sinon

On est alors conduit & résoudre le probléme en introduisant la fonction x* conjuguée de x ainsi
que la fonction support 6*(|K) du convexe K, conjuguée de §(.|K), et définie pour tout u de R%
par
0" (u|K) =supu-x
zeK

On suppose alors que le convexe K est fermé, ce qui assure que la fonction indicatrice convexe
d(.|K) est sci et qu’elle est donc la conjuguée de la fonction support 6*(|K) par le théoréme de
Fenchel-Moreau.

Sous 'hypothese (Ck), quitte a remplacer fi par f{ —Cy ou Cy € IntE(Conv(Supp(u{é))) NK,
on ne perd pas de généralité en supposant que K contient 0 et que soit ainsi satisfaite la condition :

0¢c IntE(Conv(Supp(,u‘fé))) NK
(Ck) § Vn e P(S) absolument continue par rapport a u t.q. [ filldn < +oc et [ fidn € K,
on an(f (E) =1

En particulier, du fait que K contient 0, on s’assure que la fonction support est positive. En
résumeé, c’est sous la condition (C') et en supposant que K est fermé que I'on étudie le probléme
contraint.

D’abord, en reprenant la notation (I1.3.4), on vérifie la non vacuité de ’ensemble

Ers( 1K) +x = v € P(S), Hi(v|lp) + Qs r)+x (V) < +o0}

En effet, d'une part la relation (C) reste valable en remplagant p par

_ Hipi<a
Ho =L lIfll < ap)”

si a est un réel positif assez grand, ce qui permet de se ramener au cas ot fo est bornée et donc
ot le terme de pénalisation x| [ fodp | est fini.

Alors, puisque 0 € K, I'ensemble ;5 k) + x contient {v € C, H;(v|[u)) < 400} qui est non
vide puisque la propriété (C}) permet d’appliquer les résultats du cas contraint élémentaire
avec en particulier H;(ul|C) < 4o00. On voit donc que la condition (C%) permet de se passer
de ’hypothése de finitude de la fonction de pénalisation faite dans la section précédente. Il est
également immédiat que si la loi a priori p vérifie les contraintes, c’est la solution du probleme.

Lemme I1.4.2 Si y est un élément de Ck, alors c’est la solution du probleme (PL7X).
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en notant

Ckx = {l/ e P(S), v <, /||f||d1/ < 00, /fldu € K et /fggdu = 0} (I1.4.1)

Maintenant, le probléme dual peut s’écrire comme la minimisation de la fonction a valeurs dans
] — 00, +0]

(u1,u2,up) € E x R x R +—s /J*(m “fitue- fatug)le(fi)dp —uo+ 0" (—ui|K) + x* (—u2)

(I1.4.2)
La fonction support §*(.|K), conjuguée de la fonction de pénalisation, jouit des propriétés énon-
cées dans la section précédente a 'exception de la stricte convexité et de la condition (II.3.3).
On va voir que la condition (C) ) permet encore de s’en passer. En effet, avec cette condition, le
premier terme du second membre de (I1.4.2) est strictement convexe, ce qui assure 'unicité du
minimum sans requérir la stricte convexité de la fonction support. Pour le résultat d’existence,
on prouve le lemme suivant :

Lemme I1.4.3 Soit (n,)nen une suite d’éléments de P(S) telle que ni‘EdeQ converge étroite-
f
ment vers Hp R

Pour que (u1p,Uzn,upy,) soit une suite bornée de E x R% x R, il suffit que la suite

/J* (ul,n - fi+ U9 p - fo+ UU,n)lEde2 (f)dnn — Up,y, t+ 5*(—u17n|K) + X*(_UQJL) (11.4.3)

soit majorée.

En effet, avec en particulier le fait que §*(.|K) est minorée car positive et avec la condition (CY)
au lieu de (C), la preuve se fait en reprenant celle du Lemme I11.2.10 et du Lemme I11.3.9. A ces
corrections prés les techniques du cas pénalisé sont valables dans ce cas et ’on énonce alors;

Proposition I1.4.4 Sous l’hypothése (C), la fonction
(ul,uQ,uo) e Fx Rd2 X R — /J*(u1 . f1 —+ uy - fg -|-’LI,0)1E(f1)d,U, —ug + 5*(—U1|K) +X*(—’u,2)

atteint son minimum en un point unique (61, 62,0p).

Ensuite, en adaptant ’ensemble des Propositions 11.3.3 et 11.3.6, on énonce :
Proposition I1.4.5 Supposons vérifiée la condition (CY).
On a

Veig(fs)(HJ(V“M) + Qs k)4 (V) = (IL.4.4)
- (/ J01 - f1+ 02 f2+00)1e(fi)dp — 0o + 67 (—01|K) + X*(—92)> + J(0)u(fT (E)
(I1.4.5)

Si le probleme (PL7:X) admet une solution, celle ci est

(01 ;02 700)
ExR%2,J

en reprenant la notation (11.2.5).
De plus, sous la condition supplémentaire que Supp(u'?) engendre linéairement R% | alors pour

(u1,uz,up) € E xR xR, ugiﬁjéuy est solution usuelle de (PL7X) si et seulement si c’est une
probabilité telle que [ ||f||dug;§j;?3) < +o00, ffldﬂg;];;;j;) € 00*(—u1|K) et ffzdugihgjg?g) €

Ox*(—u2), et alors (u1,us,up) = (61,62,00).
(01,02,00)

Dans le cas ot f est bornée, le probleme (PL”75X) admet effectivement la solution P ode
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La preuve de la Proposition I1.3.3 s’adapte bien a la proposition précédente avec 0(.|K) + x
comme fonction de pénalisation puisque dans cette preuve ’on n’utilise le fait que x ( [r dl/) est
fini que dans la partie directe ol cela est réalisé car on suppose alors que v est solution usuelle
du probléme de calibration.

Notons aussi que la précaution prise avant la condition de sous-gradient implique que le triplet
(01;02;00)
ExRd2 j°
Remarque 11.4.6 1. En anticipant une nouvelle fois sur la suite, on peut ajouter qu’en pre-

nant (u1, ug, ug) = (61,02,00) dans la proposition précédente, il est automatiquement vérifié

que Mg;’f@:o} est une probabilité.

de parameétres (ug,us,ug) € E x R¥ x R détermine de maniére univoque la mesure p

2. On peut également reprendre les arguments du numéro 2 de la Remarque I1.3.4 et énoncer

que si uglﬁjgug) est une probabilité telle que [ ||f||du;;§j;u3) < 400, alors
U1 ,U2,U
H (i) ) < +oo
et qu’en particulier, cette relation est vraie pour la solution généralisée ug;’ﬁo@fo} sous la

(01,02,60)
ExRd2, J

Voici également une conséquence intéressante lorsque 1’on envisage le probléme de calibration
purement contraint :

Corollaire I1.4.7 Supposons dy = 0 (donc dy = d) ainsi que E = R?,

Si le probleme (PL7XX) admet une solution distincte de p, alors ffd,u (01,00) ¢ prK.

Cet énonceé signifie qu’en absence de pénalisation, si p ne vérifie pas les contraintes et est équi-
valente & la solution calibrée, alors les prix des options de calibration obtenus sous cette solution
se situent & la frontiére de ’ensemble de contraintes.

Preuve : Remarquons d’abord qu’avec ’hypothése E = R? et la condition (CY%), on déduit que
K est d’intérieur non vide, ce qui rend 1’énoncé non trivial.

La condition ffdu(al’oo) € 00*(—0|K) équivaut a —6, € 96 (f fdu(Jal’ao)|K) : ¢’est une consé-
quence du Théoréme 23.5 de [106]. Ainsi, [ fdu; (01:00) appartient au domaine K de §(.|K) et de
(61,00)

plus ne se trouve a l'intérieur de K que si 01 est nul, donc que si u

seule condition [ ||f|dw < 400.

vaut p. Comme, on

exclut ce cas, on en déduit que lintégrale [ f du(}gl’oo) se trouve bien sur la frontiére de K. |

Remarque I1.4.8 De maniére plus générale, en absence de pénalisation, si le probleme (PL7K)
admet une solution distincte de %, alors [ fduy 01’00) € Fre K E, la frontiére relative de
KNE dans E.

Les résultats de convergence s’adaptent enfin parfaitement, avec principalement I’énoncé suivant :

Proposition I1.4.9 Sous la condition (Ck), presque sirement, il existe un rang N & partir

duquel le probleme (P;P™X) admet une solution vy, et la suite (Un)n>N converge étroitement vers
(01,02,00)
ExR%2,J"

- - (01702;00)

En particulier, la mesure B gds, g

De maniére générale, si ¢ : S — R est mesurable bornée, on a la convergence presque sire

(01,02,60)
/¢dV" T Fn—rtoo /¢d HExwrdz, g

est une probabilité.
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Naturellement, on pourrait aussi introduire le probléme discret

trouver v, € P(S), vp ~ pyp qui minimise H (v, ||p,) + X(ffgdl/n>

J,K
(Pen™)
sous la contrainte [ fidv, € K

auquel on associe le probléme limite

(PLIEX) trouver v € P(S), v ~ p qui minimise Hy(v||u) + X(ffgdl/)
e

sous la contrainte [ fidv € K

Une condition nécessaire & I'existence de la solution du probléme discret est la condition (Ck)
avec pour E le sous-espace affine engendré par Supp(p/t) :

(Ce,c) K [\ri(Conv(Supp(p'*))) # 0

ou ri désigne 'intérieur relatif.

Lemme 11.4.10 Sous la condition (Ce i), la quantité
Vigg(HJ(VHM) + Qs 15y (V)

est donnée par la relation (11.4.5).
Le probleme (PLY™) admet une solution si et seulement si ¢’est le cas du probleme (PL7K) et
alors leurs solutions sont identiques.

I suffit par exemple de suivre les considérations faites pour l'identité (II.3.21) en notant en
particulier que ’on s’est ramené & x(0)+ (0| K) fini, ce qui permet d’adapter la suite d’inégalités
(I1.2.26).

Remarque 11.4.11 Notons que l’on pourrait remplacer la fonction indicatrice 0(.|K) par une
fonction conveze ¢ sci de domaine K et minorée.

les résultats précédents sont valables a ['exception en général du Lemme I1.4.2 ainsi que du Co-
rollaire I11.4.7 et de lo Remarque I1.4.8.

On peut cependant adapter le Lemme 11.4.2 en énongant que si le terme de pénalisation global
¥ + x atteint son minimum au priz des options sous la mesure a priori i, alors cette derniére
est la solution du probleme limite.

I1.5 Compléments : généralisation du choix de ’entropie dans le
cas ol la fonction de payoff est bornée

On a supposé jusqu’a présent que la fonction convexe J vérifie les propriétés données au début
de ce chapitre. Un tel choix permet d’obtenir des résultats de convergence sans que la solution
du probléme limite existe, en particulier sans supposer que la fonction de payoff f est bornée.
On peut cependant regretter d’avoir eu a imposer la condition

. / _
ulirgl+J (u) = —o0 (IL.5.1)

ce qui ne permet pas de considérer par exemple le cas de normes LP avec p > 1 ou 'on prend
J(u)_{up siu>0

"~ ] +o0 sinon
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Cette condition assure la convexité stricte de J* alors que I'on va montrer que l'on peut s’en
passer si f est bornée, si on suppose toujours que J est une fonction sci de domaine [0, +-00] o
elle est strictement convexe, et qu’elle vérifie la condition :
lim M = 400 (I1.5.2)
u—>+o0o U
D’abord, avec le Théoréme 26.3 de [106] et la stricte convexité de J, sa convexe conjuguée J* est
“essentiellement réguliére” selon la définition donnée dans la premiére section du chapitre. Elle
est donc en particulier dérivable sur l'intérieur non vide de son domaine.
Mais le Lemme 4.2 de [23] et I'hypothése (I1.5.2) impliquent que domJ* =] — oo, +00[ tandis
qu’avec le fait que J est fini au voisinage de +oo la condition (II.0.2) est automatiquement
vérifiée :
lim J*(u) = +o0 (I1.5.3)
uU—+00
De plus, puisque J est la conjuguée de la fonction dérivable J* et puisqu’elle est égale & +o00 sur
] — 00,0[, on en déduit que J * > 0. On obtient ainsi un jeu de conditions plus faible que celui
examiné au début de ce chapitre et 'on va montrer que les résultats principaux restent valables

dans le cas ou f est bornée.

I1.5.1 Probléme contraint

On commence par examiner le cas contraint de base en supposant que la condition géométrique
(C) est vérifiee. Dans le cas ou le vecteur de payoff f est borné, on peut alors remplacer les
hypotheéses discutées au début du chapitre par les hypothéses ci-dessus. Ainsi qu’on I’a remarqué
plus haut, sans la condition (II.5.1) on perd la stricte convexité de J* et donc 'unicité de la
solution du probléme de calibration dual. En fait, cela n’empéche pas de résoudre le probléme
primal.

En effet, en utilisant seulement le fait que J est propre sci et strictement convexe, le Théoréme
4.8 de [23] permet d’affirmer que la Proposition I1.2.6 est valable , & condition toutefois de vérifier
la condition de qualification des contraintes du Corollaire 2.6 de [23]. Suivant ce dernier résultat,
puisque |0, +o00[C domJ, cela revient a s’assurer 'existence de v € C telle que v ~ ulg(f) et
J I w(f)dp < +oo.

Or, sous la condition géométrique (C), l'existence d’une telle probabilité v a déja été obtenue
sous la forme de la solution ug‘,’}?), a densité bornée, du probléme de calibration correspondant
au choix de l'entropie relative pour Jy, ou tout autre critére convexe satisfaisant hypothéses
générales requises, y compris (II.5.1).

On énonce donc :

Proposition II.5.1 Supposons que J soit strictement conveze sur son domaine [0,+00[, sci et
que de plus les conditions (11.5.2) et (11.0.2) tiennent.
Dans le cas ot f est bornée, et sous la condition (C), le probléme (PL”) admet pour solution

ug:go) ou le critére dual (11.2.2) est minimal en (0, 6)).

La résolution du probléme discret repose sur le résultat précédent ’obstacle majeur a la conver-
gence étant encore une fois la non unicité de la solution du probléme dual. On va voir que cet
obstacle n’est qu’apparent et ’on introduit la solution discréte

Vp = J*,(en : f + HO,n)lE(f)Nn

ou (0y,6p,,) minimise sur £ x R la fonction

( u0) eE><RH/J*w-fwo)lE(f)dun—uO
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Pour établir la convergence de v,, on reprend la preuve de la Proposition I11.2.9 en supposant
que le vecteur de payoff f est borné afin d’assurer ’existence de la solution du probléme limite
primal (PL”), en vertu de la Proposition IL.5.1.

La non-unicité de (6, 6o,,) empéche la convergence de ce dernier mais comme on peut montrer
que le Lemme I1.2.10 est vrai car on dispose de la relation (I1.0.2) si domJ* n’est pas majoré,
on en déduit que la suite (6, 0,,) est bornée.

En fixant une épreuve w de € en dehors d’un ensemble négligeable, on considére une sous-suite
(vi,) extraite de (v,) et dont on va montrer qu'il existe une sous-suite qui converge vers la
solution u(g’go) du probléme limite.

D’abord, en adaptant la preuve de la Proposition I1.2.9, on montre que toute valeur d’adhérence
(6,60, de la suite (8;,, 6y, ) minimise [ J*(u-f+uo)1g(f)dp—ug et donc, une nouvelle fois avec

la Proposition 11.2.6, on a u(g’go) = ,ug’io) I'unique solution usuelle du probléme de calibration

limite.

Quitte & prendre une sous-suite de (4, ), on peut supposer que (6;,,6p,) converge vers (é, 670,”)

et, en reprenant 'argument d’équi-intégrabilité de la preuve de la Proposition I1.2.9, la suite
. A0 (0,60) _  (0,60) . .

v;, (w) converge étroitement vers gy = Mg’y  etcela prouve la convergence souhaitée puisque

I’on est parti d’une sous-suite quelcénque. 7

On a donc prouvé :

Proposition I1.5.2 Si J vérifie les hypothéses de la Proposition I1.5.1, sous la condition (C) et
en supposant que le payoff f est borné, presque sdrement, il existe un rang N o partir duquel le

probleme (PJ) admet une solution v, et la suite (vn)n>n converge étroitement vers ,uggo).

En particulier, la mesure ug’zo) est une probabilité.

De maniére générale, si ¢ : S — R est mesurable bornée, on a la convergence presque sire

Remarque 11.5.3 Remarquons que la proposition précédente est encore valable si f n’est pas
bornée a condition de supposer que le probleme limite primal (PL”) admet une solution. Pour se
passer de cette hypothése, qui n’est pas systématiquement réalisée, et pour affirmer la convergence
de la suite (vy,), il faut en principe imposer la convezité stricte de J* qui implique 'unicité de la
solution (6, 0y) du probléeme limite dual : en effet, la suite (0, 00,,) converge alors vers son unique
valeur d’adhérence (6,00) puis, avec l'argument d’équi-intégrabilité, v, converge vers ugﬁo).
Mais, avec le Théoréme 26.3 de [106] ainsi que la convezité stricte de J sur son domaine, on
en déduit que J est du “type de Legendre”, ce qui nous rameéne auzr conditions discutées dans
la premiére section du chapitre au fait prés que Int(domJ*) =] — 0o, limy 400 J'(u)[ au lieu
d’étre R. Cela constitue quand méme une généralisation des résultats obtenus lorsque f n’est pas
bornée, avec en particulier 'absence de saut de dualité (I11.2.4) car la preuve du Lemme 11.2.13
est inchangée : on a un résultat qui sort du cadre d’application des résultats classiques (Corollaire
4.8 de [24] et Corollaire 2.6 de [23]) et c’est une généralisation intéressante.

Evidemment, dans ce cas la relation (I1.5.1) tient comme conséquence de la régularité essentielle
de J et exclut donc d’adopter la norme LP dans le cas ou f n’est pas bornée.

11.5.2 Pénalisation du probléme

On reprend ici le probléme pénalisé limite (P7X) ainsi que sa version discrétisée (P7X), ou J
a les propriétés données précédemment tandis que x a les propriétés précisées au début de la
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deuxiéme partie de ce chapitre a ’exception du fait que x* n’est plus supposé strictement convexe
sur son domaine.

Pour obtenir la Proposition I1.3.3 sous ces hypothéses faibles, dans le cas ou f est bornée, il faut
adapter le Théoreme 4.8 de [23| au cas d’un critére pénalisé.

Avec le Théoréme 4.2 de [24], compte tenu du fait que x est finie sur R?, la relation (I1.3.10) est
valable, c’est-a-dire que 'on a absence de saut de dualité et qu’en plus le probléme dual admet
une solution (6, 6p) (non unique a priori car ni J* ni x* ne sont supposés strictement convexes).
Dans ces conditions, la Proposition 11.3.6 est encore valable :

Proposition I1.5.4 Sous les hypothéses précédentes sur J et x, dans le cas ot f est bornée, la

relation (I1.3.10) est vérifiée et le probléme (PL7X) admet pour solution ,u(Je’aO).

Preuve : On vient de justifier ’absence de saut de dualité et, pour établir le résultat qui reste,
on reprend avec de légeéres modifications la preuve du Théoréme 4.8 de [23]).

Puisque f est bornée, I'application A : ¢ € L'(u) — [(f,1)pdu € R est continue, et on la
prolonge avec une opération de double adjonction par AT7 : L~ (1) — RIHL

Présentée de facon approximative, l'idée est alors de résoudre le probléme dans Lo () puis de
vérifier que la solution obtenue est en fait un élément de L*(p).

En utilisant le Théoréme 19 de [107], la condition d’optimalité (II1.3.15) de (6,6y) s’écrit, en
notant Iy« : ¢ € L®(u) — [ J*(¢)dp :

0¢€ ATT@IJ* (AT(ea 00)) - 8X*(_0) - (ORda 1)
si bien qu’il existe 7 € 91+ (AT(9,6)) C L™ (u) tel que
AT (D) € Ox*(—0) + (Oga, 1) (I1.5.4)

Avec le Corollaire 1B de [105], il existe ¢ € L'(u) ainsi quune composante singuliére v, € L
U =@+, avec ¢ € 0J*(AT(0,0p)) p.s. et ot le maximum de v, sur doml;- est atteint en
AT (0,6y).

Mais d’aprés le Lemme 4.3 de [23] ainsi que la condition (II.5.2), I« est continue en A'(6,6y)
et donc AT(0,600) € Int(domI;-) : on en déduit v, = 0 en utilisant le Corollaire 2C ainsi que le
Théoreme 2 de [105].

De plus AT(0,0,) € Int(domJ*) p.s. et, puisque J* est essentiellement réguliére, il vient que
o=J (AT (6,00)) p.s. et en particulier ¢ > 0 car on peut voir facilement que J* est croissante.
La condition d’optimalité s’écrit alors

Ap = / (f, )¢ € Ox*(—0) + (0za, 1)

ce qui achéve de montrer que pu est une probabilité tandis qu’avec ’expression de ¢ on a la
condition

/ FIU (0 +00) € O (—0)

et, avec I’égalité (I1.3.10), comme dans la preuve de la Proposition I1.3.3, 'examen de la double
inégalité (I1.3.11) (avec le Théoréme 23.5 de [106]) démontre que la condition de sous-gradient

précédente implique que u(Ja’eo) est la solution usuelle de (PL”X). [ |

Remarque 11.5.5 Afin de résoudre le probléme primal, on n’a pas eu besoin de l’étendre mais
cette voie peut aboutir de maniére rigoureuse si S est supposé compact et f est continue, auquel
cas on sait exploiter la dualité entre ’ensemble des mesures de Borel-Radon sur S et celui des
fonctions continues sur S.
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Cette méthode est présentée dans [26] et, sous certaines conditions, permet une généralisation des
solutions du probléeme primal en autorisant qu’elle ne soit pas absolument continue par rapport
a la mesure a priori pu (Théoréme 4.1 de la référence précédemment citée).

En adaptant alors les commentaires faits pour établir la Proposition I1.5.2, la Proposition 11.3.8
reste valable en se restreignant a une fonction de payoff bornée :

Proposition I1.5.6 Sous les hypothéses précédentes sur J et x et en supposant que f est bornée,

presque strement la solution v, du probléme (P;L]’X) converge étroitement vers ,u(Ja’aO).
En particulier, la mesure u(Ja’eo) est une probabilité.

De maniére générale, si ¢ : S — R est mesurable bornée, on a la convergence presque sire

/(pd% —>n—>+oo/¢d/{(]0,00)

I1.5.3 Conclusion

A condition de se restreindre a la classe des fonctions de payoff bornées, on peut relacher la
condition (II.5.1) et justifier la convergence Monte-Carlo pour des critéres dont le comportement
s’éloigne de celui de l'entropie relative. Cela nous autorise en particulier & adopter un critére
construit sur une norme LP, p > 1.

La condition (II.5.2) demeure cependant une restriction non artificielle et exclut de cette étude
les critéres définis & partir d’une fonction puissance d’exposant p < 1

LouP siu>0

J(u):{ v

+o0 sinon

avec 0P = 400 si p < 0. De méme, il n’a pas été possible d’inclure dans I’étude ’entropie de

Burg :
° | —In(u) siu>0
J(u) = {

+0o0 sinon

Dans ce cas, il est cependant possible d’envisager une extension du probléme selon la Remarque
I1.5.5, conduisant sous certaines conditions & le résoudre au moins en un sens généralisé.
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Chapitre III

Minimisation de ’entropie relative
pénalisée et solution généralisée

Sous des hypothéses convenables, il a été démontré au chapitre précédent que la suite des so-
lutions Monte-Carlo du probléme de calibration pénalisé convergeait vers l'attracteur M(JG’QO),
obtenu en résolvant un probléme de minimisation dual.

Si I'on considére le cas usuel ou le critére convexe est ’entropie relative, on peut en fait obtenir

. (8,00 .

une caractérisation plus forte de la solution généralisée 11 en terme de convergence de suites.
Ce phénomeéne est bien connu et a été rappelé dans le cas de la calibration exacte ot 'on dispose
de la notion de I-projection généralisée selon [38]. On se propose donc d’étendre le résultat au
cas de la calibration pénalisée.

En réalité, on traitera de facon unifiée le cas de la calibration pénalisée ainsi que le cas de la
calibration avec contraintes de type ensemble. On ne considére pas ici le mélange de ces deux
types de calibration mais cela ne nuit pas & l'intérét des résultats obtenus. En particulier, au
résultat de [72] traitant les contraintes exactes on donnera une extension pour cette situation
plus générale ot 'on a l’existence de la I-projection généralisée de la mesure p sur un ensemble

convexe.

On fait donc les hypotheéses alternatives suivantes :

(K est un ensemble convexe fermé de R?, la condition (C%) est vérifiée,
E est le sous-espace affine de R? qui lui est associé dans le cas de contraintes de type
ensemble et ’on pose alors x = (.| K)

ou bien, dans le cas pénalisé :
E =R et y : R — R est une fonction finie, strictement convexe, sci et minimale en 0

et sa conjuguée x* est strictement convexe sur le domaine ou elle est finie et vérifie :
X" (v)
S

7 Jul| 400 TOO

On redonne ici la condition géométrique

, 0¢c IntE(Conv(Supp(,u‘fé))) NK
(Ck) § Vn € P(S) absolument continue par rapport a pt.q. [ ||filldn < +oc et [ fidn € K,
on an(fi(E) =1

Ainsi qu’'on I'a déja remarqué, c’est sans perte de généralité que l'on peut adopter cette hypo-
these a la place de (Ck).

28



Rappelons alors le probléme de calibration :
(PLX) trouver v € P(S) qui minimise H (v||u) + Qy(v)
en posant pour tout v € P(S)
o) - { x([ fdv) si [ |flldv < +oo

+oo sinon

IT1.1 Caractérisation de 'attracteur des suites minimisantes

On commence par étendre la notion de I-projection généralisée dans le cadre du probléme de
minimisation (PLX) :

Lemme II1.1.1 I existe une probabilité unique vX € P(S), absolument continue par rapport
w, telle que toute suite minimisante pour le probléeme (PLX) converge en variation vers vX.

On dira ici que vX est la (PLX)-projection généralisée de la mesure p.

Dans le cas de la calibration avec contraintes, vX est simplement la I-projection généralisée de la
mesure p sur 'ensemble

Cx = {V e P(S), v < u, /Hfde < +o0 et /fdu € K} (II1.1.1)

Dans ce cas, la preuve de l'existence de la I-projection, forcément unique, se résume a montrer
qu’il existe v € Cx, H(v||p) < +o0.

La démonstration suivante redonne alors ce résultat connu et établit aussi ’existence de ’attrac-
teur dans le cas pénalisé.

Preuve : Commencons par remarquer que

Ja € P(S), H(allp) + Qy(a) < o0 (IT1.1.2)

C’est une conséquence des relations (I1.3.10) et (II.4.5) mais on peut le retrouver de maniére
plus directe.

Dans le cas contraint, avec la condition géométrique (C) se trouve satisfaite la condition (C')
du cas contraint élémentaire : avec les résultats concernant ce dernier, on obtient I'existence de la
projection généralisée de p sur {v € P(S), v < u, [||f|ldv < +oo et [ fdv =0} et I'assertion
(II1.1.2) en découle en rappelant qu’avec (C) ) on s’est ramené a 0 € K. Dans ce cas, on obtient
directement du théoréme 2.1. de [38] I’existence de la projection généralisée vX.

Dans le cas pénalisé, la relation (III.1.2) est immédiate & établir car, f étant p-ps finie, on peut
trouver a > 0 tel que

pillfll <ap=p>0

On pose alors h = %l{llflléa} et on a le résultat avec @ = hp. On déduit alors de (III1.1.2)
I'existence d’une suite minimisante pour le probléme (PLX) et il suffit alors de reprendre la
technique du théoréme 2.1. de [38] en considérant une telle suite minimisante (o) et en montrant
qu’elle est de Cauchy pour la norme de la variation. On en conclura par complétude de L' (u)
que la limite existe et est absolument continue par rapport a p.
L’identité du parallélogramme pour ’entropie s’écrit :

) e o

oy + o
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L’inégalité de convexité pour le terme de pénalisation donne par ailleurs :

() ) 2 55

En additionnant membre & membre les deux équations précédentes, et en tenant compte du fait
que la suite (ay,) est minimisante, on obtient en passant a la limite

am+an> —l—H(an am—2|—an>]

2
Le second membre étant positif, on en déduit que I'inégalité est une égalité, ce qui permet
d’établir la convergence vers 0 de H (am || 22592 ) + H (oy, || 2mf2n).
En utilisant la relation entre norme en variation et entropie relative

la = B| < 2¢/H(alB)

vraie pour « et 3 de P(S), ainsi que 'inégalité

0 > lim sup [H (am

n,m

_omtan
2

Om + Qp,

|am_an| < (077} 2

Am,

on établit alors que (a;,) est une suite de Cauchy. Finalement, en intercalant les termes de deux
suites minimisantes, on obtient une suite minimisante qui converge d’aprés ce qui précede. La
limite est donc indépendante de la suite minimisante, ce qui achéve la preuve. [ |

Remarque II1.1.2 Si l'on se donne un sous-ensemble conveze C de P(S), tel que
nfl (H () +Qy(0) < 0

la preuve précédente montre qu’au probléme d’entropie pénalisée restreint auz probabilités de C on
peut faire correspondre la notion de (PLX)-projection généralisée de la mesure p sur l’ensemble
C, limite en variation de toute suite minimisante éventuellement en dehors de C si ce dernier
n’est pas fermé pour la norme de la variation.

Dans le cas de la calibration avec contraintes, ce n’est autre que la I-projection généralisée de la
mesure p sur Cr [ C.

Ceci étant acquis, on va montrer que la (PLX)-projection généralisée du probléme (PLX) s’iden-
tifie & la solution généralisée exhibée & la derniére section, et dit autrement, sa recherche se
rameéne & la minimisation de la fonction

0 € E— InZ() + x*(—0) (111.1.3)

oil I'on rappelle que la transformée de Laplace de 1z(f)u/ est notée
2(6) = [ 1p(r)e"dy

Avec la Proposition I1.3.2 dans le cas pénalisé ou bien la Proposition 11.4.4 dans le cas contraint,
on peut d’abord énoncer :

Lemme II1.1.3 La fonction InZ + x*(—.) admet un minimum unique 6, € E.
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Il suffit de noter que le critére entropique J(x) = zInz admet pour conjuguée J*(z) = * ! de
telle sorte que le critére dual & minimiser est la fonction (u,ug) € ExXR — [e¥/Hu0=11p(f)du—
uo + x*(—u).

La minimisation par rapport a up € R pour v € FE fixé donne alors 'optimum wg = 1 —
In [ 15(f)e*/du et Uon aboutit bien au critére (IT1.1.3) a minimiser sur E.

On donne cependant ici une preuve plus directe que celles qui ont conduit aux deux propositions
citées ci-dessus.

Preuve : L’unicité du minimum est acquise si 'on prouve que la fonction InZ + x*(—.) est
strictement convexe sur E.

La convexité de InZ est en effet un résultat classique relatif & la transformée de Laplace et
s’obtient en appliquant l'inégalité d’Holder. Avec la stricte convexité de x* dans le cas pénalisé
ou bien la stricte convexité de In Z sous la condition (Ck) dans le cas contraint, on en déduit la
stricte convexité cherchée.

Pour conclure & lexistence d’un minimum, on va montrer que InZ + x*(—.) est semi-continue
inférieurement et tend vers +oo avec ||0]].

On a déja remarqué que Z est semi-continue inférieurement grace au lemme de Fatou et il en est
de méme de In Z, par continuité et croissance du logarithme. In Z+ x*(—.) est donc semi-continue
inférieurement.

Pour étudier le comportement & I'infini, on tient pour acquis que In Z converge vers l’infini sous la
condition géométrique (C')), car on I’a déja obtenu sous (C) et cela régle le cas de la calibration
sous contraintes.

Dans le cas pénalisé, 1'idée est de se ramener au cas ou fest p-intégrable et méme bornée en
choisissant a>0 tel que u({f € E, ||f|| < a}) > 0 et en posant

1
_ {feE,||f||<a}
he = L{F € B, Ifl <ah”

On a alors
0 2(0) 2 0 [ dua +npl{F € B, |17 < o})

On en déduit en utilisant en particulier l'inégalité de Jensen pour le premier terme du second
membre

Z(6) + x*(—0) > X*(—0) + - / fda +Wu({f € E, ||f]| < a})

ce qui permet d’en déduire la convergence vers 400 avec ||6]|, grace a la condition de croissance
imposée sur x*. [ |

Si l’'on note 6, le mininimum de In Z + x*(—.), la proposition suivante montre que la (PLX)-
projection généralisée a pour densité par rapport a u la distribution de Boltzmann de paramétre
0. et est donc également la solution généralisée du probléme (PLX) introduite dans la section
précédente.

Proposition II1.1.4 On a

dnfH() + Qy(v) = ~(n Z(60,) +x"(~0.) (IIL.1.4)

La (PLX)-projection généralisée de p est donnée par

o.  le(f)e’!
e =770,

Cest la solution usuelle du probleme (PLX) si et seulement si [||f||dpls: < +oo et [ fdu% €
Ix*(—6+)
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Preuve : L’égalité (II1.1.4) ainsi que la condition de sous-gradient ont été déja obtenues dans
un cadre général et il s’agit uniquement de montrer que la (PLX)-projection généralisée de p est
de la forme annoncée en adaptant pour cela la preuve due & Jupp & Mardia dans [72].

Pour la suite il est pratique de noter pour tout v de P(S)
Ky(v) = Hwlln) + Qy(v) (ITL.1.5)
si bien que I'égalité (I11.1.4) s’écrit

,nf K (v) = —(In Z(0,) + x*(=6.)) (111.1.6)

On procéde ensuite par approximation en considérant une suite croissante (S,,) de sous-ensembles
mesurables de S, de mesure non nulle et de réunion S, telle que fest bornée sur chaque S,.
En particulier
Vn, 0 < u(Sp) 2 nooo 1

Posons

. 1ls,

fin, = — 2=

" 1(Sn)

et introduisons les sous-ensembles de P(S) :
Co={v €P(S), v < fin}

et ~ ~

Cso =JCn
En formulant le probléme (P~L§) comme le probléeme (PLX) avec p remplacé par fiy, on vérifie
facilement que ensemble des hypotheses (C) est vérifié a partir d’un rang n assez grand (n = 1
dans le cas pénalisé), avec le méme E que le probléme original.
Puisque I’on est dans le cas ot fest bornée, alors d’aprés des résultats vus dans la section derniére
(Proposition I1.3.6 et derniére assertion de la Proposition 11.4.5 ), le probléme (PLY) admet la
solution usuelle

Dy = 1g(f)elnf0Znl0n) (II1.1.7)

avec

Zn(0) = / 1a(f)e’ dji,

et ou én réalise le minimum de }
InZ,(0) + x*(—0)
En appliquant de plus I'égalité (IT11.1.4) déja prouvée au probléme (P~LZ), on a :

inf (Hlin) + @u(v) = Honlln) +Qu() = - (m Zn(0) + X*(—on)) (IIL.1.8)

En reprenant la notation introduite dans (II1.1.5), 7, est également solution du probléme de
minimisation de K, sur C,, puisque 'on a :

Vv € Cp, Ky (v) = HW|jin) + Qy(v) — Inp(S,) (I11.1.9)
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D’autre part, Cy est convexe et ’on a clairement :

inf K,(v)= lim inf K, (v) < 400 (II1.1.10)

veCoo n—00 ,¢c(,

Alors, grace a la Remarque II1.1.2, on peut définir la (PLX)- -projection généralisée Vo de p sur
Pensemble convexe Cyo. (i7,) étant une suite minimisante dans Coo, on en déduit, par définition
de la solution generahsee et comme cette derniére est absolument continue par rapport & pu :
dv dv
T, Do (IT1.1.11)
du du
dans L'(u).
Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la convergence est u-ps, ce qui implique
la convergence p-ps de 0, - f —In Z,(6,,).

Afin de préparer la caractérisation de s, on va montrer que les suites () et (In Z,(6,)) sont
bornées.
En utilisant les relations (II1.1.9) et (III.1.8), on écrit d’abord pour tout n

Ky () = — (1n Zn(Bn) + x* (=0, + ln,u(Sn)) (I11.1.12)

vely K, (v) est minorée en vertu de (III.1.6), on déduit de la relation
~f

précédente le fait que In Z, (0 n) + X*(—én) est majorée : comme f[ip converge étroitement vers
p!, on en déduit bien que (é ) est bornée, avec les Lemmes 11.3.9 et I11.4.3, en prenant u, = 0,
et up, =1—1In Zn(én)

On peut cependant donner ici une simplification des étapes qui ont permis d’établir les lemmes
de la section précédente.

En effet, compte tenu de la croissance de la suite (S,,), on a la minoration :

2> [ 16(0) T 2H

On en déduit, grace 4 I'inégalité de Jensen, en supposant u(f~*(E)(Sy) >0

Puisque K, (7,) = min

> 8, / MIE i -+ (7 (B)) + (1) = Inp(S,)

Alors avec (II1.1.12), on obtient la majoration, pour tout n
Koo < = (o0 + 0, [ B i (7 (B) + s

La suite (é ) est donc bornée puisque le premier membre est positif ou nul tandis que 'expression
X (—0) + 6 - flEif))dul + I/ (f(E)) +Inpu(S)) tend vers +oo avec ||6].

Avec la convergence de 0, - f — InZ,(f,), on voit enfin que la suite (InZ,(f,)) est également
bornée.

Ceci étant établi, quitte a procéder de nouveau par sous-extraction de suites, on peut supposer
que (6,) et (In Z,(6,)) ont pour limites Oy € E et Lo € R :

0,, — O (II1.1.13)

et
In Zy(0n) = Loo (I1.1.14)



On en déduit :

AV Ooo-f—1L
—2 =1 co-f=Loo I11.1.15
= = (e (II1.1.15)
Puisque 7y, est une probabilité, on a
Z(0s0) < +00
et ~ R
Loo =InZ(0s) (I11.1.16)

Montrons alors que Vo est la solution généralisée du probléme (PLY).
Du fait de 'inclusion de Cy dans P(S), on a

Veings) K,(v) < ule%i K. (v) = nlgrgo Viergn K,(v) dapres (I111.1.10)
= ILm < inf (H(v|fin) + Qy(v)) — lnu(Sn)> d’apres (II1.1.9)
n oo I/ECTL

lim. (-(mZn(én)+X*(—én))—1nu(sn)) daprés (IIL1.8)

—(In Z(fs0) + X*(—6s0)) d’aprés (IIL1.14) et (IIL1.16)

< —(InZ(6:) + x*(=0.))
= Eig{S)KX(u) d’apres (I11.1.6) (I11.1.17)

Les relations précédentes sont donc toutes des égalités, ce qui va permettre de conclure.
En effet, on a d’abord

inf K (v)= inf K
el x(¥) uf x(¥)

ce qui prouve que Uy, est la (PLX)-projection généralisée de p (sur P(S)) par unicité de cette
derniere.
On tire également de (II1.1.17) l'égalité

InZ(0s0) + X (—0s0) = In Z(0,) + x*(—6.)
et cela montre, par unicité du minimum de In Z + x*, 'égalité
O = 0,
Avec (I11.1.15) et (II1.1.16), en reprenant la notation de la proposition, on en déduit
Poo = 35

et la solution généralisée est donc de la forme annoncée, ce qui achéve la preuve. [ |

IT1.2 Etude de la solution généralisée dans le cas d’un terme de
pénalisation quadratique

II1.2.1 Critére pour que la solution soit usuelle

Apreés avoir identifié la solution généralisée du probléme de calibration pénalisé comme étant
la limite en variation des suites minimisantes, il est intéressant de regarder les situations ou
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cette limite peut différer de la solution usuelle. Ces situations ont justifié I’étude précédente et
I'on désire également examiner ’effet de la pénalisation. L’objet de ce numéro est d’établir une
condition permettant de reconnaitre si la solution est usuelle ou seulement généralisée, dans le
cas de la pénalisation quadratique.

De fagon précise, on va se placer dans le cas pratique proposé dans [6] ou la pénalisation est
choisie du type :

1R 1,
Xvixﬁ—i —(:JU’)2
21':177:

ol ’on s’est donné un vecteur v = ('yi)1§i5d de d nombres strictement positifs et ’on supposera
que Supp(pf) engendre linéairement R?.

On peut toujours se ramener & cette situation en partant d’une forme quadratique définie positive
puis en la restreignant au sous-espace engendrée par Supp(uf) : en effet si x est une telle forme
quadratique sur R? et si F' est le sous-espace affine engendré par Suppu/, on peut considérer le
x-projeté orthogonal a du point 0 sur F, et noter 1’égalité

Vo € F, x(x) = x(a) + x(x — a)

Finalement, quitte a remplacer f par f —a et & diagonaliser x sur une base y-orthogonale de
I’espace vectoriel directeur de F, on est bien ramené a une constante additive prés a un critére
de pénalisation du type de x, avec en plus la condition que Supp(p’) engendre RY, quitte a
diminuer d.

Remarque II1.2.1 Le terme quadratique de pénalisation a une interprétation naturelle si [’on
reprend le dernier commentaire du premier chapitre.
Considérons que l'observation C, non ramenée a 0 ici, s’obtient a partir du vrai modéle a une

erreur gaussienne pres :
C= / fdv+e€
S

ot € est un vecteur Gaussien centré de matrice de variances-covariances V.
Ainsi, conditionellement a v, la vraisemblance en C est supposée étre :

POl = d;efx(f fdv=C) (I11.2.1)
(2r)zvdetV
en posant :
1
Vu € RY, x(u) = itqulu
En faisant Uhypotheése que l'inconnue v est distribuée suivant une loi approchée par (1.3.1), la
méthode du mazimum de vraisemblance conduit donc a la minimisation de

H(v ) +x(/fdv - C)

Avec le choix d’un tel critére de pénalisation, I’ensemble des conditions (C’) est satisfait et en
particulier x7 est strictement convexe et vérifie la condition de croissance désirée, ce qui permet
d’appliquer les résultats généraux.

On notera alors 6, le minimum de In Z + 7, et on regroupe en un seul énoncé la derniére assertion
de la Proposition II.3.3 ainsi que le numéro 2 de la Remarque I1.3.4 en rappelant que 6, € D,
désigne 'ensemble de définition de la transformée de Laplace de puf :
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Lemme III.2.2 1. Si [ ||f||d,uf/ < +00 alors

+00 > H(u" |l1) + Qu, (u") > inf

it H() + Q. ()

avec égalité & droite si et seulement si p% est la solution usuelle du probléme (PLX7).

2. Supposons que Supp(u') engendre RY.
Alors la solution est usuelle si et seulement s'il existe 0 € D,, avec [ ||f|ldu? < +oo tel que
l’égalité suivante soit réalisée

Vi € [1,d] / fldp® = —~;0 (111.2.2)

Alors on a 6 =0,

On peut remarquer qu’avec la condition d’égalité (II1.2.2) on retrouve la satisfaction des contraintes
dans le cas ou v tend vers 0 et on remarque aussi que cette relation généralise la condition du
premier ordre dans le cas ol le minimum 6, est intérieur a ’ensemble de définition D, de la
transformeée de Laplace de pf.

I11.2.2 Quelques exemples

Examinons quelques situations ou la solution n’existe qu’au sens généralisé. D’apreés ce qui pré-
céde, cela n’est possible que si D, n’est pas un ouvert. On précisera pour finir le lien entre la
position du parametre 6, dans D, celle de la contrainte 0 dans Conv (Supp (,uf )) et la nature
de la solution u%.

1. Tl peut d’abord se faire que f ne soit pas intégrable par rapport a u7, ce qui empéche cette
derniére d’étre solution usuelle.
Par exemple, c’est le cas lorsque f est Iidentité sur R, p est une loi sur R n’ayant pas de
moyenne et dont la transformée de Laplace n’est définie qu’en 0 (prendre la loi de Cauchy
K= %H—lﬁ d).
Dans la situation ou p est pourvue d’une moyenne, et ou transformée de Laplace n’est
définie qu’en 0 , on ne vérifie la condition d’égalité du Lemme précédent que si la moyenne

est nulle, ce qui fait encore que la solution y n’est pas usuelle en général.

2. Le cas de figure précédent n’est pas pertinent en finance car la transformée de Laplace de
u! est définie au moins sur RZ .

Pour se placer dans cette situation, on se raméne au cas ou fest I'identité sur R et ’on

considére la loi sur R
e*ﬂﬂ}

A= AT pp el

avec a > 0 et ot A > 0 est choisi de telle sorte que [i soit une probabilité. Le réel M est a
priori quelconque mais, dans un contexte financier, on le choisira positif ou nul.
Prenons alors comme contrainte un nombre m tel que

. [ ze" fi(dx)
” T e i(da)

et ramenons cette contrainte & 0, suivant ’habitude, en posant

+ya (I11.2.3)

B= % 0_m
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Grace a la convexité stricte de In [ e u(dr) + %702, on a la croissance stricte de sa dérivée
[zp®(dz) + 6 sur | — oo, al.

En vertu de la convergence dominée, le support de p étant limité & gauche, cette expression
est continue & gauche en a, ce qui fait que l'on a :

Vo < a, /xue(dw) +90 < /x,u“(dw) +ya

IN

/xﬂ“(dx) +ya—m
< 0

avec la condition (II1.2.3).

Ainsi, la solution n’existe pas au sens usuel puisque la condition d’égalité (I11.2.2) du Lemme
précédent ne peut étre vérifiée en aucun point de 'ensemble de définition D, =] — o0, a] de
la transformée de Laplace de pu.

Dans ce cas, le parameétre 6, vaut forcément a, car sinon il serait intérieur a D, et la
solution serait usuelle.

. Comme dans le cas contraint, la condition sur la contrainte C = 0 du type

0¢cInt (C’onv (Supp (uf>>> (I11.2.4)

ne suffit pas & assurer que la solution est usuelle, et a fortiori que le parametre 0, est
intérieur a D,.

Pour le voir, on remarque dans I’exemple précédent que m est strictement plus grand que
M, ce qui fait que 0 est un point intérieur & Supp(u) = [M —m, +oco[, alors que la solution
n’existe qu’au sens généralisé d’aprés I’étude précédente.

Inversement, il se peut que 6., soit intérieur a D,, sans que (I11.2.4) soit vérifiée. On reprend
encore la mesure p définie dans 'exemple du 2 avec cette fois m un nombre tel que m < M,
ce qui fait que l'inégalité (II1.2.3) tient en sens inverse :

[ ze® fi(dx)
T e ()

On voit d’abord que 0 n’est pas un point intérieur a Supp(u) et la condition (II1.2.4) n’est
pas réalisée.

Cependant, la solution u’ est usuelle, et 0., est méme intérieur a D,. En effet, reprenons
la fonction A : @ — [ xu’(dz) + 40 associée a la condition (I11.2.2).

On a vu au numéro 2 que A est continue sur | — oo, al.

Alors A(a) > 0 a cause de (II1.2.5) tandis que limg_, o, A(f) = —o0, ce qui se justifie du fait
que A(6) est la somme du terme [ zp’(dz) qui est croissant par convexité de In [ €% u(dx)
et du terme 6 qui tend vers —oo.

L’application A s’annule donc en un point de 'ouvert | — 0o, a[, qui est donc le minimum
0, de In [ " p(dz) + 1~0?

. Notons enfin que la solution peut étre usuelle, c’est-a-dire la condition (II[.2.2) peut étre
réalisée, sans que 0, soit intérieur & D,,. Il suffit de reprendre I’exemple du numéro précédent
en remplagant l'inégalité stricte (II1.2.5) par une égalité en posant :

o [ ze" fi(dx)
T cotii(de)

+ya>m (1T1.2.5)

+ya (I11.2.6)

La condition (II1.2.2) est donc vérifiée en a.
On en déduit, avec le Lemme II1.2.2, que la solution est usuelle et que 6, = a.
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I11.2.3 Effet de la pénalisation sur la nature de la solution

Il est également légitime de se demander si on peut contraindre la solution a devenir usuelle en
pénalisant davantage, c’est & dire en augmentant les ;.
La proposition suivante apporte une réponse a cette question.

Proposition 1I1.2.3 Si l’ensemble de définition D, de la transformée de Laplace de ul est un
voisinage de l'origine 0, alors, dés que min; vy; est assez grand, le minimum 0., est dans l'intérieur
de D, et par conséquent la solution du probléme (PLX7) est usuelle .

Plus précisément, si l’on autorise le vecteur de contraintes C a varier dans un ensemble compact
arbitraire K de RY, alors 0, tend vers 0 uniformément par rapport a C dans K, lorsque min; -y;
tend vers +oo .

On en déduit aussi que n% tend en variation vers p et que i fdu’ tend vers [ fdp uniformément
par rapport ¢ C dans K, lorsque min; y; tend vers +o0.

Preuve : Posons d’abord pour tout 6 € R?

£(0) = [ sau’

et '
Ay (0) = (10" )1<icd

Avec ces notations, en autorisant C & ne plus étre nulle, c’est-a-dire en remplacant f par f — C,
on remarque que la condition (II.2.2) revient a

(f + Av)(e"/) =C

Ceci étant, soit € assez petit pour avoir

B(0,¢) C D,

Alors, montrons que Iensemble (¢ + A,)(B(0,€)) contient K dés que min;y; est assez grand.
Grace a la remarque précédente et au Lemme I11.2.2 cela prouvera que 6., € B(0,¢) et la preuve
sera achevée.
D’abord {+A est un homéomorphisme sur Int(D,). En effet, d'une part la différentielle de {4-A,
est inversible en tout point de Int(D,) puisque D¢ est symétrique positive et que DA, = A est
symétrique définie positive. On peut alors appliquer le théoréme de 'inverse locale et conclure
que £ + A, est un homéomorphisme local sur Int(D,,).
D’autre part, £ + A, est injectif sur Int(D,). En effet, si 'on se donne 6 de Int(D,) et C de R4
tels que

(€+4,)(6) = C

alors, le Lemme I11.2.2 et la remarque faite en début de preuve montre que 6 est le minimum 6,
du probléme pénalisé (PLX7) correspondant a la contrainte C, d’ou l'unicité requise.
L’application £ 4+ A, est donc un homéomorphisme sur Int(D,) et on a donc

Fr ((5 A B, e))) — (€4 4,)(5(0,0)

Alors, si ’'on pose

5= d(g(o), Fr ((5 + A,)(B(0, e))))
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on peut trouver u € R?, avec ||u|| = € tel que

0 = d(£(0),8(u) + Ay(u))

En appliquant 'inégalité triangulaire, on en tire

5 2 d(€(w) + Aw), &) — d(€(0), &(w)) > eminy; — &

avec

& = max d(x(0),x(5(0,¢)))
Quitte & augmenter min; 7y;, on peut donc supposer que le membre de droite de I'inégalité précé-
dente est positif. On écrit d’une part

Ble(0) emin, — ) (Y Pr( (64 A,) (B0, ) =0
D’autre part, on a de facon évidente
£(0) € B(£(0), eminy; — &) [+ A,)(B(0,€)) #0

Par connexité de I'ensemble (£ + A,)(B(0,¢€)), on déduit des deux relations précédentes I'inclu-
sion :

B(£(0), eminy; — ') C (£ + Ay)(B(0,€))

Comme pour min; y; assez grand, K est inclus dans le membre de gauche, on a prouvé I'inclusion
souhaitée dans le membre de droite, ce qui prouve la convergence uniforme de 6,,.

La preuve est achevée grace a la continuité en 0 de 6 — u? pour la norme de la variation, ainsi
que de celle de @ — [ fdu’ pour la norme de RY. [ |

Remarque II1.2.4 Donnons une illustration de cette proposition en dimension un.

En fait, il apparait que dans les cas pratiques, la notion de solution usuelle se conserve si l’on
augmente la pénalisation.

Prenons ainsi une loi p sur R, dont le support est inclus dans une demi-droite [M, +oo[ et dont
la transformée de Laplace a pour domaine | — 00, a] avec a > 0.

On reprend les notations introduites au début de la démonstration précédente.

En raisonnant comme dans le numéro 2 des exemples précédents, la continuité et la croissance
de &+ A, permettent d’écrire

Im (€ + Ay) =] = o0, (& + Ay)(a)]

On en déduit ainsi que
Vy' >, Im(§+ Ay) D Im(§ + Ay)

avec éqgalité si et seulement st a = 0.

Cela signifie que l'ensemble des contraintes pour lesquelles la solution du probléeme pénalisé est
usuelle croit avec la pénalisation, la croissance étant stricte si 0 est intérieur a D, (i.e. a > 0).
Enfin, si a = 0, lexistence d’une solution usuelle, pour une contrainte donnée est indépendante
de la pénalisation.
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I11.2.4 Un contre-exemple a ’emploi d’une pénalisation forte

Dans le cas multidimensionnel (d > 1), si 0 n’est pas intérieur & D), il se peut méme qu’une
augmentation de la pénalisation empéche parfois la solution d’étre usuelle.

En effet, Im(& 4+ A,) ne croit pas forcément avec la pénalisation .

Prenons par exemple S = R?, f = Idge et

1

|
=7 0w +don) + 5

oil « est la probabilité concentrée sur la diagonale positive A; = {(z,z) | z € R} de R? et
définie par

VA € B(R?), a(A) = a({z | (z,2) € A})
& étant une probabilité sur Ry dont la transformée de Laplace a pour ensemble de définition
Dg =] — 00,0] et dont la moyenne m existe.
Avant de poursuivre, donnons a cela une interprétation financiére.
Avec K > 0, on définit deux payoff sur R? :

fl(wa Y, Z) = 1{y<£l:§K} + 1{min(x,y)>K}Z
et
Fzy,2) = [y, z,2)

On considére trois sous-jacents X;, 1 < ¢ < 3 tels que la loi du couple (X, X2) soit diffuse,
symétrique et vérifie

P(min(Xy, X3) > K) =

DN =

que celle de X3 soit & et qu’enfin X3 soit indépendante du couple (X7, Xo).
Alors, il est aisé de vérifier :
pULIXLX20X8) — )
Avec ces sous-jacents, I'option définie par le payoff f! paye 1 si Xy < X; < K, une action X3 si
min(X;, X9) > K et 0 sinon.
Aprés avoir apporté cette interprétation, on se propose de prouver l'existence d’un point C €
Im(&) tel que C ne soit pas dans I'image de { + A, a partir d’'une certaine valeur de .
Dans ce cas, on voit que le probléme non pénalisé associé a la mesure p et & la contrainte C
admet une solution usuelle alors qu'une pénalisation poussée fait perdre & la solution ce caractére
usuel.
On doit donc étudier I'image de la fonction & + A,,.
D’abord, 'application )
‘ o, JxePTdu(x)
£ : 0#—>/$d,u (x)—w
est définie sur D, = {6 € R? | 0' + 6> <0} .
Un morceau de la frontiére de {(D,,) est donné par le paramétrage suivant :

C e (3)(3) (1)

T u € |—00,+00| —
| ] Tlev +eu)+1

Admettons provisoirement que l'image de £ + A, est sous le morceau de frontieére définie par le
parameétrage :

. (o) ()] |y

T u €|l — 00,400
| | slet +ev) +1 —72
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Il est facile de vérifier que pour 7y; assez grand ’abscisse du paramétrage de C7
%e“ +m

A(u) = %(e“ +e ) +1

—i—’ylu

est une bijection de R sur R, et qu’en particulier il existe un unique u, tel que
A(uq,) =0

Si I'on introduit la valeur de 'ordonnée du paramétrage de C7 en u.,

%e_u’ﬂ +m

B(u,) = — You
( ’YI) %(6“71 e )1 Y2Ury,
On a
B(uy,) — 1 =B(uy,) + A(uy, ) — 1 = 2m — 1 + (71 —72)u
n B " " B %(6“71 +e ) +1 T2
Supposons
< —

sy
Puisque ’on a aussi

Uy, <0

on en déduit que pour y; > 72 assez grand, on a

B(u,,) <1
et donc la courbe C7 est strictement en dessous du point ( (1) >

Comme ( 0

1 ) est un point frontiére de I'm(&), on peut choisir un point C de I'm(&) assez proche

0 . . . . . .
de | ) pour que C7 soit strictement en dessous de C. Cette situation est illustrée a la Figure

III.1 ou l'on a fait la représentation graphique de C7.

Il reste & montrer que l'image de £ + A, est elle méme située en dessous de la courbe C7
pour déduire que C n’est pas dans cette image. Amettons provisoirement qu’avec le para-
métrage précédent de C7, labscisse u €] — 00, 4+00[— A(u) est croissante et que l'ordonnée
u € [—00,+00] — B(u) est décroissante. L’idée est alors de prouver qu’il est possible de suivre
un chemin partant de la frontiére C7 et contenu dans l'image de £ + A, tel que I'abscisse et
I'ordonnée du point courant décroissent : cela signifiera précisément que I'image de £ + A, est
située en dessous de C7.

Dans cette perspective, si 6 = ( Z;
par ( + A, du segment tracé dans D,

56[0,1]»—>5<_11>+§5+(1>

0, — 6 01+ 6
_ 12 2et5+: 12 2

> est dans D, on peut relier C7 a (£+A,)(0) grace a I'image

avec

J_

Si z(¢) et y(¢) sont les coordonnées de cette image, on va alors montrer que ce sont des fonctions
décroissantes.
On a

1e0- 00+ 4 [ X 0+Tdey ()

#(¢) = -
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en posant

D(¢) = %(65* +e70 et + / >+ da ()

Si (£ +A,)(0) n'est pas un point de C7, on a aussi

0y <0

Alors, en dérivant, on obtient pour ¢ > 0

2 (()D(Q)*
5

<%e‘5‘+<5+ + 2/x26246+md&(x)> D(¢)

1 1
- <§eé—+46+ + /xe2§6+md&(x)> (5(66_ + e )l + 2/xe2§6+md&(:p)>
+71D(¢)?

%eé, +Coy / e20+7 3 ()

—l—(e‘L + 676_)605"' /x2e246+wd€y(x)

1
—E(e‘s‘ + e70-)eto+ /$€2C6+Idc~¥($)

. </ 22 () /m€2§6+xd&(x) _ (/ $62C5+$d6l($)> 2)

+71D(¢)?

Il s’agit de prouver que le membre de gauche de I’expression précédente est positif.
Dans le membre de droite, seul le troisiéme terme est négatif, ce qui conduit & étudier par exemple

le signe de

Y

>

1
7D(¢)* - 5(66_ + 676_)605"' /xe2<5+$dd(x)

1 1
(e~ + 66_)/62<6+$d6~¥($)’)’1 — 5(66_ +e70-) /xe2<5+$dd($)

220+ T da(x
vt ot - )

Finalement, compte tenu de la croissance de la fonction

[ ze**da(z)
u J 2= 0T
[ evrda(x)
sur | — 00,0], en tant que dérivée de la fonction convexe In [ e**d@(z), on en déduit que E est

positif dés que y; > m, et la décroissance de z(¢) suit.

De maniére identique, la décroissance de y(() est assurée dés que 7, est assez grand.

La preuve est alors achevée si 'on montre que u €] — 0o, +oo[— A(u) est croissante et que
u €] — 00, +o0o[— B(u) est décroissante.

On calcule :

b de - (e e

(3(e" +e7) +1)2

Al(u) = +mn
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et on a A'(u) > 0 puisque m < 1.
De méme : .
1+

(

e U — %(efu _ eu)

(€% +eu) +1)2

B'(u) = — 72

NI o=

et on a B'(u) < 0.
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Chapitre IV

Théoréme central limite associé au
probléme de minimisation d’une
entropie

Avellaneda & all [6] suggérent que la méthode de calibration par la minimisation de l’entropie
relative permet une réduction de la variance de I’estimateur Monte-Carlo du prix d’une option.
On a pu faire cette constatation dans I’expérience numérique du premier chapitre. Pour expliquer
ce phénomeéne, 'idée avancée dans [6] est que la méthode effectue implicitement une régression
linéaire de la fonction de payoff de 'option évaluée sur les contraintes.

Bien qu’une telle interprétation ne soit possible que dans le cas ol la calibration est exacte, il est
cependant intéressant de faire 1’étude en regardant le cas pénalisé, le but fixé pour cette étude
étant finalement de déterminer ’erreur Monte-Carlo de la méthode de calibration.

En suivant les généralisations antérieures, on considérera le cas d’un critére convexe convenable
plutdt que le seul cas de 'entropie relative. Cependant, on verra aussi que c’est dans ce dernier
cas que l'on peut faire apparaitre la régression linéaire évoquée plus haut.

Pour reprendre le cadre général, on se donne une fonction strictement convexe J* : R — R,
croissante, dérivable et minorée ainsi qu'une fonction convexe sci x* : R —] — 00, +00] que
I’on supposera nulle dans le cas contraint ou bien, dans le cas pénalisé, strictement convexe sur
Pensemble domx* = {u € R?, x*(u) < +oo} (le “domaine” de x*), dérivable sur l'intérieur,
supposé non vide de domyx*, et admettant un minimum en 0.

Ceci permet un traitement simultané de ces deux cas en présentant le probléme dual comme la
recherche du minimum (6,,,6p,) de la fonction a valeurs dans | — oo, +-00]

U (u,up) € EXR— /J*(u f+u)lp(f)dp —up + X" (—u) (IV.0.1)
avec I’hypothése supplémentaire

La condition (C') est vérifiée et E est le sous-espace qui lui est associé, dans le cas contraint
(C) < ou bien, dans le cas pénalisé :
E =R? et x* est deux fois différentiable sur un voisinage de — 6 ott D?x* est non dégénérée.

ou l'on rappelle que (6, 6p) est la solution du probléme dual limite.
Dans la pratique, le voisinage est le plus grand possible, égal & Int(domy™).
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IV.1 Etude générale de 'erreur Monte-Carlo

IV.1.1 Théoréme central limite associé a la suite des M\-estimateurs

Commencons alors par établir un résultat relatif a la convergence de la suite (6,6 ,). Pour
espérer 'obtenir, il faut des hypothéses d’intégrabilité supplémentaires concernant les critéres J*
et x*.

J* admet des dérivées jusqu’a 'ordre 3 sur un voisinage U x Uy de (6,6p) dans E x R

JTEO- [+ 00)1u(f)(1+ IfIF)du < o0, k=1, 2

J 3Dt uo)ersuo 17 (w - f + o)L (F) (1 + | fI*)dp < +o0

x* admet des dérivées partielles bornées jusqu’a l'ordre 3 sur — U

Pour utiliser sans ambiguité des notations matricielles, on considérera l’'injection canonique de
E dans R? et l'on identifiera également les vecteurs de E ou de E x R avec leur représentation
matricielle dans la base canonique. On peut finalement considérer que x* est défini sur R? x R.

Théoréme IV.1.1 Supposons vérifiées les conditions (C), (H) ainsi que la condition d’intégra-
bilité supplémentaire

J (576 7460)" @+ 151 < +oo (v.11)

0, —0
\/ﬁ(eo,n—%)

converge vers la loi normale de support E X R

Alors, le vecteur de E x R

N (Orayr, V(0,00)U(0,600)V(0,60))

ot U(0,60y) est défini par
U000 =0V (J*l (0 f(X1) +00)1{s(x0)ey < f(fl) ))

et oi V(6,6p) est la forme bilinéaire sur R xR de support (ExR) x (ExR) et dont la restriction

-1
a E xR est définie par (v(%O\IJ)'E g Bvec pour expression du Hessien
? X

Vot = (J*(Q)(o'f(Xl) +00)Ls(x1)er) ( f()lﬁ) > ® ( f(fl) )) + v

Preuve : On peut vérifier que le Hessien de W a bien ’expression donnée, ce qui revient a
pouvoir dériver deux fois en (6, 6y) sous Uintégrale [ J*(u - f + uo)le(f)du.
On utilise en effet la formule de Taylor avec reste intégral :

T ) = 0+ 00) + 5T O O+ 0= 0) ] + (o 60)

1
+y /0 TO(O+t(u—0)) - f + (B + o — 00)))dt((u— 0)) - f + (ug — b))?
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et 'hypothése (H) permet d’appliquer le théoréme de dérivation, ce qui montre que 'on peut
dériver une premiére fois sous l'intégrale [ J*(u- f + ug)lp(f)dp.
On peut de méme dériver une seconde fois en écrivant

TP f+u) = JP@-f+6)) (IV.1.2)

1
+ /0 TGO+ t(w—0)) - f + (8o + t(ug — 60)))dt((w — 0)) - f + (ug — 6p))

Ce premier point étant établi, on va montrer que le Hessien de W en (6, 6y) est non dégénéré sur
E xR

Avec la positivité de J*2), conséquence de la convexité de J*, ainsi que la convexité de x*, le
Hessien est une forme bilinéaire positive dont il suffit de montrer qu’elle est de plus définie sur
E xR

Soit donc (o, ) € E X R tel que

On en déduit :

/J*<2>(0 fH00)(0- ]+ 00) (- f + o)L (f)dp+ VX - a =0

La condition (C) montre facilement la nullité de (a, ag) et donc la non dégénérescence de v%O\II.
Passons maintenant a la convergence en loi.
On pose

Yo I (u - f(XG) +wo)lip(x,)eny
n

V(u,ug) € B x R, U, (u,up) = —ug + x*(—u)

et I’on applique la formule de Taylor avec reste intégral a la différentielle ¥, au minimum
(O, 00,) , qui est défini p.s. & partir d’un rang N(w) (égal & 1 dans le cas pénalisé) :

0 = V\Ijn(enaoﬂ,n) = vanwan)
0, —0

+/1(v<2>\y (0 + (6, — 6)), 60 + (6 —00))dt-( ) (IV.1.3)
0 " " ’ o 0, — 6o o

)

Montrons que
T, (0 + (0, — 0,60, — 00)) — VD U(,0) ps

uniformément par rapport a ¢ € [0, 1].
Si 'on écrit 'expression du Hessien de W,,, un développement de Taylor semblable & celui de la
relation (IV.1.3) permet d’établir

1, OB
DL+ (0, — 0).00 + (00— 00) = =500 () + o yoxem (TG
k=1

+ @ (—0) + op  £(0n — 0,00, —0)  (IV.1.4)

ou l'on a défini l'opérateur o,, par

Y 1 ® 3
on = % Z/O T @0 + st(0, — 0)) - F(Xi) + (60 + st(B0,n — 00))dslif(x,)em) ( f()lfk) )
k=1
- /01 v(3)X*(_9 — st(0, —0))ds
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Alors, pour n assez grand, on a :

T sup T3 (- f(Xp) + ug)1 L+ ||F(X)|?
> k=1 (u,u0) €U (u- f( kzl 0) {f(Xk)EE}( 17 (X)) + SZB I v(3) x* (—u)||
u

lowll <

D’apres la loi forte des grands nombres, et la troisiéme condition de ’hypothése (H), on en déduit
limsup ||o, || < 400, ce qui entraine bien la convergence uniforme souhaitée, grace a (IV.1.4).
C’est dire que le reste intégral de la formule (IV.1.3) converge ps vers 72 (6, 6).

Avec la non dégénérescence de cette limite, on obtient ps pour n > N :

o(24) - g s ()-(7F)
" k=1 (IV.1.5)

avec €, — 0 en probabilité, grace au théoréme central classique, valable en vertu de (IV.1.1). En
effet, la condition de centrage découle de 'optimalité supposée de (6, 6y).

Comme P(n > N) tend vers 1, on en déduit que le membre de gauche converge en loi comme le
membre de droite avec la limite énoncée. |

IV.1.2 Vitesse de convergence de la suite des estimateurs du prix

Aprés avoir établi ce premier résultat, passons a I’étude du comportement du prix. Pour une
fonction test réelle ¢ donnée, on sait que la convergence a lieu presque stirement dans le cas ol
se trouve réalisée la condition suivante :

[ swp IO g un) U+ DL (dn < +oo (IV.1.6)
(u,up)EA XUy

ot A est un voisinage de 6,60y dans E x R.
Cette hypothése est réalisée sous la condition plus forte

(H') { JTENO - f+00)Le(f)L+IFIF)eldp < +o00, k=1, 2
S suP(uug) v |77 (- f +uo)[Le(F) (L + [FI*)|eldp < +oo

Toutefois, pour pouvoir appliquer le théoréme central classique, on est encore conduit a faire une
hypothése d’intégrabilité supplémentaire.
Théoréme IV.1.2 Supposons vérifiées les conditions (C), (H), (H’), (IV.1.1) ainsi que

/ (707 +00)) *1(Hdp < +oo (IV.1.7)

Vn ( / pdvy, — / sodugféj>

converge vers la loi normale centrée

Alors, la suite

N(0,B(0,600)A(0,00) B(6,6,))
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en définissant la matrice
, f(X1)
A(0,00) = COV [ J* (0 f(X1) + 00)1if(x1)er) 1
p(X1)
et le vecteur ligne de (R x R) x R
B(0,60) = ( —'F(0,60)V (6,6p), 1)

avec
F(0,60) = [ 20 £ + )y ({ )1{@}@

V(0,60y) est lopérateur défini dans le théoréme précédent que l’on identifie avec sa matrice dans
la base canonique de R x R.

Preuve : En introduisant I’erreur A, sur le prix, on écrit
Vnd, = / pdvy, — / pdp’ P
= Vi (/ J0 f + 60)pdpn —/sod//’ 00)
i ( [ 705+ 0~ [ 705+ 90)90dun> (IV.18)

Le premier terme du second membre reléve du théoréme central limite classique.
Pour le second, en raisonnant comme pour la relation (IV.1.5), en utilisant '’hypotheése (H'), on
établit, ¢ étant scalaire :

Vn ( / T (0n - f + Oo,n)0dpin — / T f +90)<Pdun> =
Vii(0n =0)- [ D0 1 + 00 f1y ey
+vn(bo,, — bp) - /J* (0 f+60)plsepydp

+ €, (IV.1.9)

avec €, — 0 en probabilité.
La relation (IV.1.8) s’écrit alors, compte tenu de (IV.1.5)

JnA, = _tF(a,HO)V(H,HO)%i (J*'(H-f(Xk) + 6o) ( f()l(k) ) Wrxvesy — ( vffx* ))

Z(J* (0 F(Xk) + 00)p(Xi) 1 {y(x, ey — / sodu“%) +en (IV.1.10)

avec €, — 0 en probabilité.
Cela s’écrit
Vnl, = B(0,00)Z, + €, (IV.1.11)

avec €, — 0 en probabilité et en considérant le vecteur aléatoire de R4+2

1 T (0 - f,(Xk) +00) f(Xe)1{p(xy)eE) — erx*
T (0 F(Xk) +00) 1 (x0)emyp(Xk) fsodu )
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Avec (IV.1.1) et (IV.1.7) le théoréme central limite s’applique au vecteur Z, qui converge en loi
vers la loi normale centrée N (Ogat2, A(6,6p)), ce qui permet d’établir le résultat. ||

Remarque 1V.1.3 On étend facilement le théoréme au cas ot @ est vectoriel, de dimension p.
En effet, l’expression (IV.1.10) de Uerreur est valable a condition de poser

Fo.00 = [ 2050+ o) (1)) @ emenntan

On aboutit alors a la généralisation de (IV.1.11) :
VA, = B(6,00)Zy + €n (IV.1.12)

avec
B(6,60) = ( —'F(6,60)V (6,60) I )
Avec ces modifications, la loi limite est donnée par N'(Ors, B(0,00)A(0,60y)'B(0,60)) ot A(6,600))

est défini comme précédemment.

IV.2 Cas de ’entropie relative

Lorsque I’on adopte comme critére J U'entropie relative, les résultats de convergence précédents
sont plus maniables compte tenu de la forme de la conjuguée du critére :

Vu €R, J*(u) = %!

et cette expression reste en particulier inchangée lors des dérivations successives qui interviennent.
On a de plus une simplification des conditions qui permettent d’assurer la validité de ces résultats
de convergence. On peut en effet remplacer la condition (H) par

iy { 0E1=Intp{uc B| [/ 1yp)enyu(dr) < foo}
x* admet des dérivées partielles bornées jusqu’a l'ordre 3 sur un voisinage — U de — 6 dans

Montrons en effet que (H) tient sous cette derniére hypothése. En suivant un raisonnement déja
établi, on considére 24 vecteurs pr de E épuisant les relations

dl
Pz=9+fzi6i

=1

ou (e;,1 <14 < d') est une base orthonormée de E, supposée de dimension d' > 1 et ot € > 0 est
assez petit pour satisfaire & :
BO.Vde)(\ECT

On a alors la relation

2d’

Yu € B(,¢) ﬂE, Vy€e E, e"Y < Zepi'y

i=1
ce qui permet d’obtenir (H).
Exactement de la méme facon, 'hypothése (H’) peut étre remplacée par la condition plus com-
mode :

(i) vet,=mup{uc B | [ETOlppenntin < +oo}
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Montrons & présent que la calibration par entropie relative effectue implicitement la régression
de la fonction de payoff sur les contraintes ainsi qu’il est suggéré dans [6]. On se place donc dans
le cadre de la calibration exacte (x* = 0).

Dans ce cas, compte tenu de la forme particuliére de J* ainsi que de la contrainte, la restriction
de 'opérateur V(0,6p) a son support (E x R) x (E x R) a pour expression particuliére

-1
V(0,00) pxr = < (ff®t];du%)EXE Oﬂf‘d ) (IV.2.1)
Rd

En injectant d’abord cette expression dans (IV.1.5), on obtient :

1 «— _
Vn(l, —0) = V(Q)WE :eo f(Xk)+00 11{f(Xk)EE}f(Xk)
k=1

+en (IV.2.2)

- (fresw),,

Théoréme IV.2.1 Supposons vérifiées ’hypothése (C) ainsi que les conditions

avec

On peut alors énoncer :

el

et
/ 7@ | £ ()1 sy ey p(dr) < +oo

Alors, la suite
Vn(6n —0)
converge vers la loi normale centrée de support E
N0, V(0)U(0)V(0))
ot U(0) est défini par
U(6) = COV(" 0™ 5 )y £(X1)

En utilisant encore ’expression (IV.2.1), on obtient de méme, pour le prix :
Théoréme IV.2.2 Supposons
0el()1,
et
/620'“’”)(1 £ @12 + le@) 1)1 (@) pde) < +oo

\/ﬁ( [ et [ sodu%>

converge vers la loi normale centrée de support E

Alors, la suite

N(0,B(0)A(6)'B(0))
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en définissant la matrice

f(Xy1)
A(0) = COV | /TXIT01 Loy | o(X0)
1

et le vecteur ligne
B(0) = ( —"F(O)V(0),~ [¢duj;,1 )
avec :

F(0) = / of i,

Il est intéressant de faire apparaitre la possibilité d’une réduction de variance.
Pour ce faire, on injecte 'expression (IV.2.1) dans celle de l’erreur (IV.1.10), toujours avec x* = 0,
et ’on obtient, aprés simplification

= l - _ 0. 0 - . 0 >
An = n;< /(’Dfd'uE (/f®fd'“E>EXEf(Xk) /‘PdﬂE+‘P(Xk)

€n

0- 0o—
IO xem +

Ly~ h a €n
== 2 o0 f(Xk)+0o 11{f(Xk)EE} (go(Xk) - Hf(‘P)(Xk))) + %

avec €, — 0 en probabilité et en faisant apparaitre la régression affine H‘}((p) de ¢ sur les

f%,1 <4 < d sous la probabilité ,u‘?E.
En appliquant le théoréme central limite, on trouve comme variance associée celle, sous p de la
variable centrée
0-f+0p—1
eI ey (o — ()
ou bien celle, sous u4, de

1
2

(ea'“%—ll{f@}) (- %))

Sous les hypotheses du théoréme IV.1.2, la variance associée au théoréme central limite est donc

proche de celle de ¢ — H‘}(go) sous p lorsque @ est faible. On pourra ainsi espérer une valeur

inférieure & la variance de ¢ sous la mesure a priori p, proche de la variance sous ,u% si 0 est
faible.

En conclusion, si on part d’une mesure a priori proche de la calibration, la minimisation de
Ientropie relative permet bien d’améliorer la convergence du Monte-Carlo.

Pour terminer, on illustre numériquement le théoréme central limite dans le cadre des simu-
lations présenté au premier chapitre. Les tirages Monte-Carlo se font donc sous le modéle a
priori (1.2.9) discrétisé suivant le schéma d’Euler. Avec les contraintes données par le tableau de
la Figure 1.1, on lance 1500 Monte-Carlo calibrés par minimisation de ’entropie relative. Chacune
des simulations s’effectue avec 5000 tirages. On donne la densité normalisée du multiplicateur de
Lagrange 6! (Figure IV.1) ainsi que celle du prix calibré du Put de strike K = 105 et de maturité
T =1 (Figure IV.2).

81



Chapitre V

Stabilité de la calibration

Dans cette partie, on s’intéresse & la stabilité de la méthode de calibration face aux erreurs
numeériques dans le programme de minimisation (déterminant les multiplicateurs de Lagrange)
et également face a la variation des prix d’options qui fixent les contraintes.

Pour simplifier le cadre de 1’étude, on se restreint & ’entropie relative usuelle en envisageant
seulement le cas de contraintes exactes.

Dans la pratique, & un rang n donné, le minimiseur 6, est approché numériquement par un
estimateur 6, que ’on recherche dans un compact, voisinage supposé de 6, oul la transformation
de Laplace ¥® atteint son minimum, en définissant :

Vu € RY, W (u) = / IO ywyemy(de)

Le théoréme central limite reste valable si ’erreur d’approximation décroit plus vite que 'inverse

de /n.

De maniére effective, I'erreur que ’on contréle est celle qui porte sur la valeur minimale de la
transformée de Laplace discréte W€ définie pour tout u € R? par :

Yoy e TNy emy
mn

Wy (u) =

On peut encore démontrer la validité du théoréme central limite si ’erreur d’approximation tend
assez rapidement vers 0.

On doit commencer par s’assurer de la convergence des estimateurs, ce qu’établit le résultat
suivant :

Proposition V.0.3 Supposons que
0cl=Intg{uec E|Vu) < +oo}

et supposons ausst que K est un voisinage compact de 6 dans E, inclus dans I. Alors, si (én) est
une suite d’estimateurs de 6 dans K vérifiant

T (6,) — T (6,) — 0 P-p.s.

on a: .
0, — 0 P-p.s.

De plus, si @ est une fonction mesurable réelle telle que

0el,= IntE{u €eFE| /e“'f(x)||<p(x)||1{f(x)eE}u(dx) < —i—oo}
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alors
/Lpdﬁn — /Lpd,u% P-p.s.

ou Uy, est défini en substituant 0, a 0, dans 'expression de vy,.

Cette derniére convergence appliquée a une suite dénombrable déterminante de fonctions conti-
nues bornées implique la convergence étroite de 7, vers py presque siirement.

Preuve : 1 étant convexe, on peut supposer que K l’est également.

Remarquons que D?W¢ est définie positive sur tout I, en tant que forme bilinéaire sur E, puisque
Intg(Conv(Supp(puf))) # 0 et qu’elle y est également continue.

Avec la compacité de K, cela prouve qu’il existe oy > 0 tel que

(A0) Yu € K, Yv € E, D2U¢.v.v > op||v||?

L’essentiel de la preuve sera acquis si 'on prouve qu’il existe o > 0 tel que p.s. pour n assez
grand, la relation suivante soit valable :

(A1) Vu € K, TS (u) — T4(6,) > ollu — 6,

sachant également que 6, se trouve dans K & partir d’un certain rang.
Pour montrer (Al), on commence par appliquer la formule de Taylor a ’ordre 2 & V¢ en 6, ps
pour n assez grand :

Vu € K, U°(u) = U (6,) + /1 DU (0, + t(u — 0,))(1 — t)dt - (u — 0,) - (u — 6,,)
0

1l suffit alors de prouver D?W¢ converge vers D?W¥® uniformément sur K ps.

Cela prouvera en effet, grace & la convexité de K que l'intégrale apparaissant dans le second
membre de la formule de Taylor converge vers fol D?2U¢(0+t(u—0))(1—t)dt, et ceci uniformément
en u € K, compact par hypotheése.

Pour finir, la compacité de K et la majoration (A0) permettent la minoration uniforme de
Iintégrale, ce qui établit (A1) avec 0 < o < 3.

Prouvons donc la convergence uniforme souhaitée.

Grace a la compacité de K, pour a > 0 fixé assez petit, on peut se donner une suite de points
u; € K, 1 <1 < N, telle que les boules fermées de centres u; et de rayon « recouvrent K et
soient incluses dans I.

On écrit ps, pour n assez grand, par la formule de Taylor et une majoration facile :

Vi, 1< < Na, Yu,0 € Blug,a), [ D*W5(0) = DU (u)]| < Lagallo — ul

avec

—od’ )
I & Ty etter IO gy | f (X)
a,in — 5 "

=1

I

N 4 ’ . .
ott les 2¢ vecteurs p; épuisent les relations

1
pr=d "2 e

=1

(e;,1 <i < d') étant une base orthonormée de E.
Par la loi forte des grands nombres, L ;, converge p.s. avec n, vers une limite majorée par :

L =27 max / I pep | fPdu <
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ol Ky est un voisinage compact de K dans I.

On a alors la majoration :

D2V (y) — D*>e < D?>U¢(v) — D?W°
glea;gcll n(u) (u)]| < u,vEKI,Iﬁ?;)—{uH o I (v) (u) |
+ max ||D?*U¢(u;) — D*U¢(u;)|| + @ max La;na
1<i<Ng 1<i< Ny

et I’on en déduit :

lim sup max || D*¥¢ (u) — D*T¢(u)|| < max | D*W¢(v) — D*T¢(u)| + Lo
n ucK w,eK,||lv—ul|<a

En utilisant la continuité uniforme de D?W¢ sur K, la convergence uniforme est ainsi établie et
(A1) est prouvée.

La convergence de \I/fl(én) permet d’en déduire alors celle de 6, et, ce résultat étant établi, la
convergence de f (pdiy, s’obtient alors avec les arguments employés antérieurement pour celle de
[ @dvy, a condition de justifier 'argument d’équi-intégrabilité par le fait que \Il,i(én) est bornée
presque stirement. [ |

Proposition V.0.4 Supposons comme précédemment que K est un voisinage compact de 0 in-
clus dans I et que .
U5, (0n) — U5, (0n) — 0 P-ps

Si de plus

n(T¢(0,) — WE(6,)) — 0 en probabilité
alors, sous leurs hypothéses respectives, les théorémes IV.2.1 et IV.2.2 restent valables a condition
de remplacer 6, par 0, et v, par Dy,.

Preuve : On montre le théoréme central limite relatif & 6, en prouvant que la suite /7|6, —6,||
tend vers 0 en probabilité.
En effet, ps & partir d’'un certain rang, on a :

U5, (6n) — 5, (62) > 0|6 — 6,

d’apres la relation (A1) établie au début de la preuve précédente, ce qui permet de conclure avec
I’hypothése du théoréme.

Pour le théoréme de la limite centrale concernant [ @diy,, il suffit de méme de prouver que v/néy,
tend vers 0 en probabilité, en posant :

en posant pour tout v de F : :

_ T oK) s em)

@ (u) n
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On réécrit d,, sous la forme :

Vit = o (VA(5(6,) ~ 05(6,)
0 (6n)

Sous les hypotheéses du théoreme IV.2.2, on sait que W& (6,) et ®%(6,) convergent ps, ce qui
constitue la loi forte des grands nombres pour v,, et qui ce retrouve, en prouvant selon la
technique habituelle que ¥¢ et ®Z convergent uniformément sur un voisinage compact de 6.
La premiére hypothése de la proposition montre également que \I/%(O;L) converge.
Compte tenu de ceci, et en utilisant la seconde hypothése, le deuxiéme terme du second membre
tend vers 0 en probabilité.

Pour le premier terme, on établit :

@7 (0n)
T (6n)

V(Y (B,) — wz(on»)

1
V(B (8,) — B (6,)) = /0 D (0 + (0 — 0))dt - /(G — )

Par un argument de convergence uniforme habituel, 'intégrale du second membre converge ps,
ce qui montre, avec la seconde hypothése de la proposition, la convergence en probabilité du
premier membre, donc de y/ndy,, vers 0. [ |

Les résultats précédents ont prouvé que la méthode par minimisation de ’entropie relative est
stable si le vecteur de contraintes C, ramené a 0, est parfaitement connu.

Compte tenu de 'imprécision la concernant, il est également nécessaire de regarder la stabilité
par rapport aux variations des contraintes.

De ce point de vue, une condition nécessaire de stabilité est

0 € Int(Conv(Supp(p')))

ce qui se traduit par F = RY.

Autrement, 0 serait sur la frontiére de (Conv(Supp(pf))) et une variation de la contrainte C
autour de 0 impliquerait 1’absence de solution au probléme, ou une solution non équivalente en
temps que mesure (E serait différent) : le probléme serait mal posé.

De plus, avec le choix E = R?, la mesure solution ,u% est équivalente a p, ce qui est désirable, la
mesure a priori p jouant essentiellement le role de déterminer les événements néligeables et ceux
qui ne le sont pas.

Ceci étant supposé, l'étude de la stabilité dans le cas limite (nombre de tirages Monte-Carlo
infini) se fait par le calcul des sensibilités par rapport aux contraintes.

Les sensibilités s’interprétent elles-mémes comme les coefficients de la régression linéaire de la
fonction test ¢ sur f, sous la mesure solution p4% (voir par exemple [6]).

Il est intéressant de rappeler que le calcul de l'erreur associée au tcl fait également apparaitre
les coefficient de la méme régression linéaire, sous v, cette fois, ce qui permet une estimation
simultanée de l'erreur et des sensibilités.

Proposition V.0.5 Supposons
0 € Int(Conv(Supp(p’)))
et 0 € IN1,.

Pour € > 0 assez pelit, presque sirement & partir d’un certain rang, pour tout C € B(0,¢€) , le
probléme de minimisation d’entropie sous la contrainte C admet une solution 1/,? équivalente a

Hn-
De plus, il existe a > 0 tel que ps a partir d’un certain rang, pour tout C' € B(0,€)

‘/godu,? —/godyn
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Remarque V.0.6 Pour faire le lien avec ce qui vient d’étre dit, on aurait un énoncé équivalent
dans le cas limite.

Pour € assez petit, on peut alors associer un nombre as proche de la norme de la différentielle,
c’est-a-dire de la sensibilité, du prix f(pdl/c par rapport a C, tel que :

‘ / pdiC / sodua‘ < aso|C| (V.0.2)

¢ est la solution du probléme de calibration limite sous les contraintes C.

Ainsi qu’il apparaitra au cours de la preuve, tout nombre a strictement supérieur & ao, convient
dans la proposition, ce qui permet de se ramener ici également au calcul de la sensibilité.

ol v

Preuve : Choisissons ¢; > 0 tel que B(0,€;) C Int(Conv(Supp(u'))), ce qui est possible avec
I’hypothése de la proposition, et prenons € < €.

On montre que p.s. Iinclusion B(0, ) C Int(Conv(Supp(ui))) est vraie a partir d’un rang N, ce
qui permettra d’affirmer 1'existence de la solution v$ a partir du rang N pour tout C € B(0, €).
Pour montrer I'inclusion souhaitée, on reprend 'argument habituel en remarquant d’abord qu’il
existe un polyédre contenant B(0,¢;) et dont les sommets appartiennent a Supp(uf).

Pour conclure, il suffit ensuite d’appliquer le Lemme 1.2.3 ainsi que le lemme de Borel-Cantelli.
Apres avoir établi cela, il s’agit d’examiner pour n > N 'expression

8¢ = /(,Ddljg —/godun

Pour cela, posons pour tout u de R?

o= 583

On va lui appliquer la formule de Taylor en réarangeant ’expression de la dérivée :

d (ew\  [efetdun [ peTdp, [ fe'Tdp,
du\¥(w)) —  [evduy (J e dpn)?
_ f‘P(f _Fn(u))eu.fd,un
JevTduy
ou l'on a posé
_ ffeu.fd,un

VueRY, T, (u) =
u € K7, (u) feu'fdﬂn

La formule de Taylor appliquée a la différence (V.0.3) donne donc

5 ) — [ LU = (Ot tu = 0,)) el 00Ty,
n(u) = /0 f6(0”+t(u_0”))'fdﬂn

dt - (u—6y)

En prenant f a la place de ¢, on établit pareillement, compte tenu aussi de I',,(6,,) = 0 (par
définition de 6y,) :

! - U —Up —LnlUn U —Up e(On +t(u=0n))-f n
o) = [ 10 Tul0 =000 (0 + 0 oy o

f e(an"‘t(“_en))'fdun
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Considérons ensuite o > 0 tel que la boule B(f, ) soit incluse dans I'N 1, ce qui est possible
grace & 'hypothése de 1’énoncé.
Alors, suivant une technique habituelle, on peut établir des résultats de convergence uniforme
montrant qu’a partir d’un certain rang (tel qu’en particulier 6,, appartienne & B(f, ) ), pour
tout u de B(f,a) on a :

[0 ()] < bllu— 0]

et
lu = O]l < || T ()|
avec
L0 + t(u — 0))el0+tu=0)1q
: 0 / Lelf = +0(1Z 0))6 udtH
ueB(0,0) e(0+t(u=0))-1 dy;
¢ > su f f=TO+tu—0)® (f —T(0+t(u—0)e N dy -
u€B tI9)a f 6(0+t(u*‘9))'fd,u
(V.0.4)
en posant également
v-f
i Py = LI
Yo e R*) T'(v) = Terrdy

Le membre de droite de (V.0.4) minorant le choix de b est bien défini si « est choisi suffisamment
J(F=L@)@(f=T(0))e’ T dpu
Je?Tdu

petit car alors 'opérateur a inverser se trouve sur un voisinage assez petit de

qui est inversible grace a la condition géométrique (C).

Le théoréme sera acquis avec a = bc si ’on prouve que pour € assez petit, on a, a partir d’'un
certain rang :
YC € B(0,¢), 85 € B(6,q) (V.0.5)

05 = argmin{/e“'(f_c)dun}

On remarque que 0,? est caractérisée également par 1’équation :

en posant :

I, =C (V.0.6)

Pour prouver 'existence de ¢, en rappelant que I' est un difféomorphisme sur I nul en 0, on va
montrer qu’'un candidat acceptable est €y > 0 choisi tel que

B(0,¢) C D(B(6, ) (V.0.7)

En utilisant la convergence uniforme de I';, sur le compact B(6, «) de I, on en déduit que pour
1 > 0, & partir d’un certain rang, presque stirement on a :

B(0,¢p) C 'y (B(8,)) + B(0,n) (V.0.8)

Pour obtenir le résultat d’existence de e, on montre les relations suivantes, & savoir qu’a partir
d’un certain rang, presque-siirement on a :

B(0, ¢ ﬂr )) # 0 (V.0.9)
B(0,€0) [ | Fr(Tn(B(6, ) =0 (V.0.10)

87



La relation (V.0.9) se déduit immédiatement de (V.0.8) en prenant n < €y (ou bien simplement
en utilisant la convergence vers 6 de 6,, ou I';, s’annule).
Si 'on admet (V.0.10), il est alors aisé de conclure.
En effet, puisque B(0, €y) est ouvert, ’égalité (V.0.10) s’écrit en terme de frontiére relative dans
B(0,¢) :

Prio.0)Tn(B(0,0)) [ B(0,6)) =0 (V.0.11)

Ainsi, U'ensemble '), (B(6,«)) [ B(0, €y) est ouvert et fermé dans B(0, €y) et, étant de plus non
vide d’aprés (V.0.9), on conclut donc par la connexité de B(0,¢p))

Fn(B(ov a)) n B(O, 60) = B(Oa 60)

ce qui signifie qu’a partir d'un certain rang, on a linclusion B(0,¢y) C I',(B(6,«)), et donc,
avec I’équation caractéristique (V.0.6), la relation (V.0.5) est vérifiée avec € = €.
Pour prouver (V.0.10), il suffit d’établir le petit lemme qui suit. [ |

Lemme V.0.7 Pour €y satisfaisant la condition (V.0.7), on a presque sirement & partir d’'un
certain rang o o
d(B(0,¢€), Fr(l',(B(#,a)))) >0 (V.0.12)

Preuve : D’abord, on peut trouver x, € B(#,a)) et y, € Fr([',(B(#,«a))) réalisant
d(B(0,€), Fr(Cn(B(9,)))) = |20 — yull
En introduisant z, € Fr(T'(B(#,a))), on obtient alors par 'inégalité triangulaire :
12 — ynll > d(B(0,€0), Fr(T(B(6,a)))) = [lyn — 2nll (V.0.13)

Avec les égalités Fr(T,(B(0,a))) = T'y(S(0,)) et Fr(T'(B(0,a))) = T'(S(0,a)) et du fait que
I',, converge vers I' uniformément sur B(6, @), on en déduit que I'on peut choisir z, tel que la
suite ||z, — yn|| tend vers 0.

D’autre part, avec 'inclusion supposée, le premier terme du second membre de U'inégalité (V.0.13)
est non nul, si bien qu’il en est de méme de ||z, — y,|| & partir d’un certain rang, ce qui achéve

de prouver le lemme. [ |
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Chapitre VI

Approximation de la probabilité
martingale calibrée minimale

Ce chapitre est consacré a l'important probléme de ’absence d’opportunité d’arbitrage, qui se
traduit de facon courante par le fait que sous un changement de probabilité équivalente, le sous-
jacent actualisé est une martingale.
Dans le cas ou ce dernier est une suite finie de variables aléatoires, ’équivalence entre ces deux
conditions est établie dans [63] si I’espace des états du hasard est de cardinal fini, puis elle a
été énoncée sans cette restriction dans [40], ce qui constitue le Théoréme de Dalang-Morton-
Willinger ( voir aussi [116] ainsi que [41] pour une présentation didactique).
Par ailleurs, dans le cas ou le processus sous-jacent est & temps continu, le résultat n’est plus vrai
et est toutefois examiné dans [120] qui montre que la condition de martingalité est nécessaire si
I’on renforce ’absence d’opportunité d’arbitrage, dans le cas d’un processus borné dont les temps
de sauts sont prévisibles et en nombre fini.
De maniére générale, l'existence d’une probabilité martingale équivalente & la probabilité de
départ permet d’assurer I’absence d’arbitrage et c’est sous cette condition, suffisante mais non
nécessaire, qu’il est commode d’envisager le probléme de calibration : un pricing en cohérence
avec les prix d’options observés et dépourvu de possibilité d’arbitrage peut se faire sous une
probabilité martingale calibrée.
Le probléme du choix d’une probabilité martingale se pose dans le contexte des marchés in-
complets et a par exemple été étudié dans [53], en retenant ’entropie relative comme critére de
sélection.
On se propose ici d’étudier le probléme de minimisation de ’entropie relative parmi les probabi-
lités martingales calibrées.
Pour I’écrire précisément, on suppose que le sous-jacent (St)te[O,T] est un processus cadlag a va-
leurs dans R™ avec T' > 0 et on se place en fait dans la situation ol c’est le processus canonique
sur espace de Skorokhod des fonctions cadlag m-dimensionnelles Dy et 1’on note (D) Jo<t<T la
filtration canonique .
Pour compléter le cadre probabiliste, on se donne comme d’habitude une probabilité a priori
1, ce qui permet de considérer ’augmentation de (D?)OStST, notée (‘7:t0)0§t§T en la complétant
avec les ensembles p-négligeables dont on notera N, leur collection.
Finalement, on pose :

VO<t<T, Fr= () Fo

t<u<T

0
E_, — f
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Quitte enfin & remplacer le sous-jacent par le processus actualisé, on considére que le taux sans
risque est nul et I’on peut alors définir le probléme de calibration suivant, en choisissant un critére
convexe général J :

(PLY.) trouver v € P(Dr) qui minimise H;(v||u)
>’ sous la contrainte que (S;) est une v-martingale et [ fdv =0
ce qui revient & trouver la probabilité minimale sur ’ensemble

Mo = {l/ € P(Dr), v < p | (S) est une v-martingale et /fdu = 0}

qu’il sera commode d’identifier & un sous-ensemble convexe de L' (D, ).

Bien que ’on ne s’intéresse pas ici & la convergence Monte-carlo, on suppose que J posséde les
propriétés dont on l'avait muni dans cette étude.

Dans le cas de I'entropie relative, les résultats de Csiszar permettent d’obtenir 'existence de la
solution du probléme en un sens généralisé (I-projection) dés que Jv € My, H(v||p) < +0o0,
la solution étant usuelle si My, est fermé pour la norme de la variation (c’est-a-dire fortement

dans L'(Dz, i) ).
De maniére plus générale, le Théoreme 1 de [123] permet d’énoncer que

Théoréme VI.0.8 Si A C LY(Dr,p) est faiblement fermé et s’il existe o € A tel que H j(pp||n) <
+o00, alors il existe p € A telle que Hy(ppl|p) soit minimale sur A

et ce résultat n’utilise des propriétés de J que le fait qu’elle est convexe, continue et vérifie
li J(u) _
lmu*)+oo T = +OO

En paraphrasant le théoréme précédent, on énonce ainsi le résultat d’existence suivant :

Théoréme VI.0.9 Si l’'ensemble des densités par rapport a i des éléments de Mo, est fai-
blement fermé dans L'(Dr,p) et s'il exviste v € Moo, Hy(v||) < +oo alors le probléme de
calibration (PLL)) admet une solution vs.

Ici, 'unicité résulte bien str du fait qu’il s’agit de la recherche du minimum d’une fonction
strictement convexe sur un ensemble convexe.

On supposera désormais que sous la probabilité a priori p le processus sous-jacent S ainsi que
le vecteur de payoff f sont bornés, ce qui permet d’assurer que ’ensemble M, est faiblement
fermé dans L'(Dy, u).

Avec le théoréme précédent, la solution du probléme de calibration existe dés qu’il existe une
probabilité martingale calibrée située a distance finie de la mesure a priori, 'objectif principal de
I’étude qui suit étant alors d’approcher la solution du probléme (PLZ) en se donnant un nombre
fini de contraintes.

Dans le cadre markovien, on formulera un nouveau probléme de calibration et on ’approchera
également avec des contraintes plus simples & condition de choisir le critére usuel de I'entropie
relative, ce qui plaide de nouveau en faveur de cette derniére. Pour étre complet, les aspects
concernant la pénalisation seront également étudiés.

Cette étude rend ainsi compte de la possibilité de cohérence approchée de la calibration par
Monte-Carlo avec le principe d’absence d’opportunité d’arbitrage.

En effet, puisque ’espace Dy est polonais, les résultats de Monte-Carlo exhibés antérieurement
s’appliquent et on pourra obtenir une convergence Monte-Carlo vers la solution du probléme
martingale approché.

Bien entendu, dans le cadre de la simulation, on considére des trajectoires discrétisées en temps
et ’on aborde également cet aspect pour obtenir le procédé de convergence.
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VI.1 Convergence du probléme de martingales approché

Dans le contexte d’un pricing par la méthode de Monte-Carlo, on n’envisage qu’un nombre fini
de contraintes, ce qui fait que I’absence d’opportunité d’arbitrage ne sera qu’approximative.
Méme si en pratique le nombre de contraintes retenues ne doit pas étre trop important, une
justification théorique est que les contraintes de martingalité du sous-jacent peuvent se réduire
au cas dénombrable, ce qui permet ainsi d’envisager de les approcher par des contraintes en
nombre fini.

On énonce :

Théoréme VI.1.1 On peut trouwver une suite (@n)nen+ de fonctions de L™ (Dp, p) telles que
pour tout v € P(Dr) vérifiant v < p, le processus (Sy) est une v-martingale si et seulement si :

Vn € N* /gpndyz() (VI.1.1)

Preuve : Il s’agit d’établir qu’une suite de relations du type (VI.1.1) suffit & assurer que pour
0<s<t<TetBecF,on alégalité

/lB(St _S)dv =0 (VL1.2)

On peut identifier DY a la tribu Borélienne de I'espace des trajectoires réelles cadlag m-dimensionnelles
sur [0,s] : comme c’est un espace Polonais donc séparable pour la topologie de Skorokhod, il pos-
séde une base dénombrable d’ouverts (O ;)ien.

Supposons alors que pour tout couple (s,t) de rationnels tels que 0 < s < ¢ < T et tout 7 entier,

on ait :

/105,1.(5; — S)dv =0 (VL1.3)

et montrons que la relation (VI.1.2) est vérifiée pour tout 0 < s <t <T.

En fixant d’abord s et ¢ rationnels tels que 0 < s < t < T et en supposant que O € DY est
ouvert, il est limite d’une suite dénombrable croissante d’ouverts s’écrivant comme réunion finie
d’éléments de (Og;)ien et pour lesquels la relation (VI.1.2) est vraie en vertu de (VI.1.3) : on
obtient alors par le théoréme de la convergence dominée que (VI.1.2) est vraie pour B = O.

Si maintenant B est arbitraire dans DY, par régularité extérieure de la mesure Borélienne v
restreinte & Fg, on peut trouver une suite décroissante d’ouverts O; € Fs convergeant presque
sirement vers B : on conclut en utilisant encore le théoréme de la convergence dominée que
(VI.1.2) est également vraie dans ce cas.

Apres avoir ainsi établi le fait que la relation (VI.1.2) est vraie si s et ¢ sont rationnels et pour
B € DY, montrons qu’elle est vraie dans le cas général.

Prenons donc 0 < s < t < T, B € F, et considérons s’ et ¢’ rationnels tels que s < s’ <t <t' < T.
Avec la définition de Fy, on peut trouver Be Ns<u<r DY ne différant de B que d’un ensemble
p-négligeable.

Puisque B € Dg,, ce qui précéde permet d’établir I’égalité :

/1§(St' —Sg)dr =0
Ensuite, en faisant décroitre s’ vers s et ¢ vers ¢, en utilisant la continuité & droite du processus

sous-jacent (Su)ue[o,T} et en rappelant également que 'on a supposé que ce dernier est borné, on
obtient finalement que la relation (VI.1.2) est vraie pour s et ¢ quelconques et B dans (,_, < D
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donc dans F; puisque les ensembles p-négligeables sont v-négligeables : cela traduit le fait que
(Su)uelo,r] est une martingale sous v. Les relations (V1.1.3) écrites pour les couples de rationnels
(s,t) tels que 0 < s <t < T et pour 7 € N se réécrivent enfin comme (VI.1.1). [ |

Remarque VI1.1.2 Une fagon pratique de réaliser la suite de contraintes @, € L (Dp,p) du
théoréeme précédent est de procéder a la discrétisation temporelle du sous-jacent.

Pour cela, on se donne une suite croissante de sous-ensembles finis (I;);en+ de [0,T] et on suppose
que leur réunion Ioo = ;- 1i est dense dans [0,T].

Pour tout j € N*, ’ensemble C((R™)?) des fonctions continues a support compact sur (R™)7 est
séparable et posséde donc une famille dense (vjk)ren-.

Alors, pour s € I, eti € N*, on considére la suite finie {t1,1a,....tn,  } d’éléments de I; inférieurs
ou égaux & s, st bien que l'on peut définir pour t € I, avec t>s la famille de contraintes :

/ (St = 53 ny (St s Sty )l = 0

L’étude de la discrétisation en temps sera approfondie dans le cadre markovien.

En se donnant une suite ¢, € L>®(Dy, u) telle que définie dans le théoréme précédent, on peut
définir le probléme approché pour n € N*

(PLY) trouver v € P(Dr) qui minimise H(v|u)
n sous les contraintes [ fdv=0et [@idv=0,1<i<n

et I’on pose

MHZ{I/EP(DT),V<<,M‘ /fdl/zOet /goidyzo, 1§i§n}

Avec le Théoréme VI.0.8, on énonce le théoréme d’existence suivant, similaire au Théoréme
VI.0.9 :

Théoréme VI.1.3 S'il existe v € My, Hj(v||p) < +oo alors le probleme de calibration (PL;)
admet une solution (usuelle) unique vy, .

En effet, avec les hypothéses faites aprés le Théoréme VI.0.9, on a supposé que f est bornée
et de plus il en est de méme des ;, ce qui fait que ’ensemble M,, est faiblement fermé dans
L'(Dy, p).

La convergence de la suite v, des solutions de (PL;!) est celle classique du probléme des moments
et est résolu grace a des résultats de [123] généralisant ceux de [21] et [22] dans le cadre qui nous
intéresse.

On considére que sont en force les hypothéses faites aprés le Théoréme VI.0.9.

Théoréme VI.1.4 Supposons qu’il existe v € My, Hy(v||n) < 4+00, si bien que la solution Ve,
du probléeme (PLZL) existe de méme que celle v, du probleme (PL).
Alors la suite Hj(vy||p) croit vers Hy(voo||pt) et vy tend vers v en variation.

Preuve : Les ensembles M,, forment une suite décroissante d’ensembles convexes et de plus,
avec le Théoréme VI.1.1, on note I'égalité :

Moo:ﬁ/\/ln

n=1

La premiére convergence reléve de 'exemple IV 2 de [123], reprenant le Théoréme 3.1 de [22],
tandis que la seconde est une conséquence du Lemme 2 de [123]. ||
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Remarque VI.1.5 Il semble que la prewve des résultats de [123] soit vraie seulement dans le
cas d’ensembles convexes alors qu’ils sont énoncés sans cette hypothése.

Le Théoréeme VI.0.8 est également une version corrigée de [123] qui affirmait 'unicité de la
solution sans hypothése de convexité.

En reprenant le cadre de la Remarque VI.1.2, on en déduit que 'on peut approcher le probléme
de calibration de la probabilité martingale en discrétisant temporellement le processus d’abord,
puis en sélectionnant un nombre fini de contraintes.

V1.2 Cas markovien

Le choix des contraintes de martingalité ¢, est un probléme important qui se préte a une sim-
plification si l'on impose que le sous-jacent est un processus de Markov, a condition également
d’adopter ’entropie relative comme critére de minimisation.

On rappelle que la propriété de Markov peut se voir comme la traduction mathématique du fait
que 'information du marché est parfaite. Elle est vérifiée dans la plupart des modéles des ma-
thématiques financiéres, avec pour conséquence pratique importante que le pricing des options
ne fait pas intervenir 'historique des prix du sous-jacent.

Le probléme modifié est

(PLmark) trouver v € P(Dr) qui minimise H(v||p)
o0 sous la contrainte que (S;) est une v-martingale markovienne et [ fdv =0

ce qui revient a trouver la probabilité minimale sur I’ensemble
nglark = {V € P(Dr), v < p | (St) est une v-martingale markovienne et /fdu = 0}

Ce dernier ensemble n’est pas convexe, toutefois, on a :

Lemme VI.2.1 L’ensemble Mg’,}a”k est (fortement) fermé dans L' (Dr, p).

Preuve : L’ensemble Mg)lark est I'intersection de I’ensemble M, qui est fortement fermé avec
les hypothéses faites aprés le Théoréme VI.0.9 et de ’ensemble

mark {,/ € P(Dy), v < u | (St) est un processus markovien sous 1/}

et il suffit donc de montrer que ce dernier ensemble est fortement fermé.

Soit donc une suite a;, de My, qui converge fortement vers o dans L' (D, ).

Pour 0 < s <t < T et ¢ € C(R™), c’est-a-dire une fonction continue & support compact,
on calcule l'espérance conditionnelle de ¢(S;) sachant F; sous la probabilité «,, et 'on a par
hypothése 'existence d’une variable aléatoire ¥,, mesurable par rapport a la tribu engendrée par
S telle que :

B( 442(50)|7.)
= U, u-ps (VI.2.1)

dan
dan

La convergence forte de . implique la convergence dans L!(Dr, 1) du numérateur et du déno-
minateur du second membre de la double égalité précédente, et, quitte a extraire une sous-suite,

E* (@(S50)|Fs) =
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on peut suppposer que la convergence est u-presque stre et donc, en prenant la limite ¥ de ¥,,,
elle est mesurable par rapport a la tribu engendrée par S et ’'on a :

E(j—ggo(st) ]—"s>
“(#]7)

E* (p(Si)|Fs) = E* ((Sh)|o (S5))

et assure la propriété de Markov. [ |

E* (o(S1)|Fs) = =T u-ps

ce qui donne :

Du fait de la non convexité de ’ensemble M, la fermeture forte de ce dernier ne suffit pas &
assurer sa fermeture faible et on ne peut donc utiliser le Théoréme VI.0.8 pour trouver la solution
du probléme (PLg}ark), ce qui pourra cependant se faire grace a un procédé d’approximation.

VI.2.1 Etude du probléme discrétisé en temps

Pour passer au probléme discret, on échantillonne le processus sous-jacent en considérant, sui-
vant la Remarque VI.1.2 une suite croissante de sous-ensembles finis (I;);en+ de [0,T]| de réunion
dense dans [0,T].

En se fixant i9 € N*, on pose I;, = {to,t1,...,tar} et 'on obtient la version discrétisée du proces-
sus (St )o<i<m -

On munit alors S de la filtration discrete (F; )o<i<m -

D’autre part, on se place dans la situation pratique ou les options servant & la calibration sont
du type “plain vanilla” : chacune verse un seul flux & une maturité donnée.

Sans perdre en généralité, on suppose que les maturités considérées sont les instants d’échan-
tillonnage t;, quitte a les rajouter & I;, et quitte a leur associer éventuellement un flux nul, ce
qui permet d’écrire le payoff des options de calibration :

M
F(8) =" i(Si) (VL.2.2)
i=1

ou les composantes non nulles du vecteur aléatoire d-dimensionnel g; (S, ) sont les flux des options
de calibration d’échéance ¢;.

L’espace C.(R™) des fonctions continues & support compact sur R™ étant séparable, on peut
trouver une suite (7,) dense dans C.(R™).

On définit le probléme :

trouver v € P(Dy) qui minimise H (v||p)
(Panyi%rk) sous les contraintes [ fdv =0
et fin(Stj)(Stj-H - Stj)dy =0,1<:<n,0<5< M -1

et 'on pose
k _
M =

{VEP(]DT), v | [fdv=0cet f'yi(St].)(StHl—Stj)dl/:O, 1<i<n, Ogng—l}
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Il est également naturel d’introduire le probléme limite discrétisé en temps, par analogie avec
(prmarky .

(PLmark) trouver v € P(Dr) qui minimise H (v||p)
0,t0 sous la contrainte que (St )o<j<n est une v-martingale markovienne et [fdv=0

ce qui revient a trouver la probabilité minimale sur I’ensemble
M{,ﬁ‘%k = {V € P(Dr), v < p | (St;)o<j<m est une v-martingale markovienne et /fdy = 0}

L’étude de la convergence est résumée dans le résultat ci-dessus :

Théoréme VI1.2.2 Supposons qu’il existe v € Mo@%"k équivalente o p telle que H(v||p) < +00
et supposons de plus que le processus sous-jacent (St )o<i<m soit markovien sous fu.

Alors le probléeme (PLQ%"]C) admet une solution unique Vo ;,. Pour tout n le probléme (PL%‘;Tk)
admet une solution unique vy, et de plus le processus (S, )o<i<m conserve la propriété de Markov
S0us vp,.

D’autre part, la suite H(vy||p) croit vers H(vooio|lpt) et vy tend vers v 4, en variation.

En supposant que le sous-jacent soit markovien sous w, on est cohérent avec 'hypothése d’un
marché parfait, ainsi qu’on I'a déja évoqué, et I’on annonce ici que la calibration par minimisation
de ’entropie relative permet de garder cette cohérence.

La difficulté empéchant d’appliquer les résultats classiques de convergence est que ’ensemble
Mgoly%(fk n’est ni faiblement fermé ni convexe, ce qui ne rend pas évident 'existence et 1'unicité
de la solution v.

Preuve : L’existence de la solution v, du probleme de rang n se montre avec le Théo-
Mmark

na,  est faiblement

réme VI.0.8 dont les conditions d’application sont vérifiées puisque
fermé dans L'(Dy, i) et que de plus mmark — Mmark) ce qui permet d’avoir I'existence de

00,20 7,20
v e MMk I7(y||u) < +o0.

L’unicité est celle du minimum d’une fonction strictement convexe sur un ensemble convexe.
Pour passer a la suite, on explicite la solution v, comme une distribution de Boltzmann.

Avec ’hypothése du théoreme et I'inclusion ensembliste Mg%k C Mmark) ce dernier ensemble

7,20
contient une probabilité équivalente & p, ce qui montre que la solution v, du probléme (Panark)

est également équivalente & p (en se reportant a I’étude générale de la condition géométrique
d’existence du probléme de calibration avec contraintes linéaires en nombre fini).
En définitive, la probabilité v,, s’écrit :

3252 95 (St )+ jT0 Xoim 0 Yi(Stey 1 )(Se; — Sty Fwo,u (VI.2.3)

v, =€

aveCUjERd, 1<j<M,v; eR", 1 <5< M, 1< <n minimisant :
wp = In (/ SO ARTRTICINED D e -mstj_n(stjstj—l)du)

Montrons a présent qu’en remplagant la probabilité a priori p par v, la propriété de Markov du
processus sous-jacent est préservée.

En prenant 1 <k < M et ¢ € L®(R™), on calcule Iespérance conditionnelle de ¢(Sy, ) sachant
Ft,_, sous la probabilité v, et, en reprenant la premiére égalité dans (VI.2.1) et compte tenu de
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lexpression (VI.2.3), on a aprés simplification :

E(@zjf\il uj-g; (Stj )+E§VLI Dy vi,j.’yi(St]-,l )(St]- fStj,l)*’wo(p(Stk)

B (9(Sy)|Fiy,) = _ —
E(ezjl ugg; (Se;)+ 20521 iy ving i Sty )(St; = Se;_ )—wo Ftk—1>

B St ) L T S S (s, )

ftkl)

Au numérateur et au dénominateur du second membre de la derniére égalité, on prend sous
la probabilité a priori I'espérance conditionellement a F;, , d’une fonction de la trajectoire
(St )k—1<j<m et, grace & la propriété de Markov, c’est une quantité mesurable par rapport a la
tribu o(S;,_,) engendrée par S;, _, et il en est donc de méme de B (¢(Sy, )| Fi,._,)-

Puisque cela vaut pour toute fonction ¢ € L%°(R™), on en déduit que le processus discret
(St;)o<j<m possede la propriété de Markov sous vy,.

Pour ’étude de la convergence, on considére l'intersection

E(ezjj\ik uj 95 (St; )+ 500 Y Vi ¥i(St;_1 )(St; =St ;)

(VI.2.4)

oo
mmark — () pgmark (VL.2.5)

n,ig
n=1
qui est faiblement fermé dans L'(Dy, ) (et méme convexe et fortement fermé) en temps qu’in-
tersection d’ensembles ayant cette propriété.
Comme par ailleurs on a l'inclusion

muark — gymark (VL.2.6)

0,%0 0,%0

puisqu’elle est vraie en remplacant le membre de droite par Mnm,i%rk pour tout n, on en déduit avec

I’hypothése du présent théoréme qu’il existe une probabilité v € ./\;lgolark telle que H (v||) < 400.
Avec le Théoréme VI.0.8, on peut trouver une probabilité ., € M{,{}ark telle que l'entropie
relative H (Do ||14) soit minimale, I'unicité étant également claire avec des arguments de convexiteé.
De plus, avec ’égalité ensembliste (VI.2.5) et exactement comme dans la preuve du Théoréme
VI.1.4, grace aux résultats de [123], on obtient les résultats de convergence suivants :

H(vy||p) croit vers H(Usol|lpt) et vy tend vers vy, en variation (VI.2.7)

mark

. .
oy Car I'inclusion

La preuve du théoréme sera achevée si ’on prouve que Uy, appartient & M

(VI.2.6) montre alors que I, minimise I'entropie relative sur Mg%k : le probléme (PLg.}%k)
admet une solution unique qui vaut 7, et qui vérifie les résultats de convergence (VI.2.7).

5 mark
Montrons donc 75 € M5 ™.

En effet, d’abord (S, )o<i<ar est un processus de Markov sous v, qui est également une probabilité
calibrée et ces propriétés se conservent par passage & la limite car f est bornée et puisque la
propriété de Markov se préserve par convergence forte d’aprés la preuve du Lemme VI.2.1.

Il s’agit donc de montrer que le processus (S, )o<i<am est également une martingale sous V.
En utilisant ’appartenance de 74, & M&l%k défini par (VI.2.5), on a pour 0 < j < M — 1, et
par densité de la suite -y, dans C.(R™), pour toute fonction ¢ de C.(R™) :

[ (8,)(S01 = Sy = 0 (V123)
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Si I'on définit la mesure signée A € B(R™) — a(A) = [14(S;)(St;,, — St;)dPso, U'espace Co(R™)
est dense dans L'(R™, B(R™), a), car la variation |a| est une mesure bornée sur R™.
En particulier I'égalité (VI.2.8) s’étend aux fonctions ¢ € L>®(R™), ce qui se traduit par :

B (81, ]0(S1,)) = S,

J

pour 0 <j< M—-1.

Avec la propriété de Markov, on réécrit le premier membre de cette derniére égalité comme
£ (St, 1 |F;) et Pon en déduit donc que (St )o<j<m est une martingale sous la probabilité 7o,
mark |

ce qu’il restait a montrer pour conclure que cette derniére appartient & MOO,ZO
Remarque VI1.2.3 Le choiz de l'entropie relative n’intervient que parce qu’il préserve la nature
markovienne du sous-jacent.

1l est intéressant de remarquer cependant que les contraintes de calibration ou de martingalité
ne dowent faire intervenir chacune la valeur du sous-jacent prise en un instant ou deuz instants
consécutifs, sinon on perd la propriété de Markov.

Remarque VI1.2.4 Awvec le Théoréeme VI.0.8 et I’hypothése faite au début du théoréme précédent,
on sait qu’il existe un élément unique v, de 'adhérence faible (ou forte puisqu’il s’agit de celle

d’un conveze) Conv(/\/lg’g%’k) de Uenveloppe conveze de MR gans LY (Dr, ), tel que H (v, ||p)

00,20

soit minimale sur C’onv(./\/lg’g%’k).
Puisque le membre de droite de (VI.2.6) est un ensemble conveze faiblement fermé et que la
1, mark

preuve précédente montre que la solution Voo = Uso du probléme (P 5010 ) y minimise [’entropie

relative par rapport a p, on en déduit I’égalité : v, = voo.

VI.2.2 Convergence par raffinement de la discrétisation en temps

On va montrer a présent qu’en choisissant un nombre d’échantillons assez élevé (pour iy assez
grand), on peut espérer obtenir une approximation satisfaisante du probléme (PLE.}%I{)
Lmark)

s i

par celle
Voo,ip du probleme (P
Avec I’étude précédente, pour un tel ordre iy, on sait approcher v ;, en se restreignant a un
nombre fini de contraintes, ce qui autorise alors 'utilisation de la méthode de Monte-Carlo étu-
diée antérieurement.

Pour obtenir ces résultats, il faut renforcer la nature markovienne du sous-jacent sous la proba-
bilité a priori et ’on énonce :

Théoréme VI.2.5 Supposons qu’il existe une probabilité v € Mo@aTk équivalente a p telle que
H(v||n) < 400 et supposons de plus que le processus sous-jacent (S¢)o<i<r posséde la propriété
de Markov forte sous p.

Alors le probléeme (PLQWIC) admet une solution v, et pour tout i le probléme (PLo@ng) admet
une solution Ve ;.

De plus, la suite Hj(Vooil|pt) croit vers Hjy(voo||lpt) et Voo, tend vers v, en variation.

Preuve : Sil’on note I'inclusion évidente Mggark C Mg}f}rk, on satisfait & 'hypothése faite
au début du Théoréme VI.2.2 et on en déduit I'existence de v, ; pour tout ¢ € N*.
On pose alors :

Agrolark = ﬂ Conv(/\/lgjl:‘}rk) (VI.2.9)
1EN*
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ou le membre de droite est l'intersection de I'adhérence faible (ou forte) de ’enveloppe convexe
des ensembles Mg)lf}rk.

Avec le Théoréme VI.0.8 et ’hypothése faite au début du présent théoréme, on sait qu’il existe
un unique élément v, de ’ensemble faiblement fermé Ag)lark tel que la quantité H (vy||p) y soit
minimale.

D’autre part, d’aprés la Remarque VI.2.4, la solution v ; du probléme (PLgolf}rk)

est telle que

la quantité H (v 4||pt) soit minimale sur Conv(Mg}grk),
Alors, avec 'égalité (VI.2.9) on obtient en suivant la preuve du Théoréme VI.1.4 grace aux
résultats de [123] :

H (Voo i) croit vers H(vy||p) et voo; tend vers v, en variation (VI.2.10)

Alors, en notant l'inclusion Mg)lark C Ag)lark, si 'on montre que v, appartient a M{,{}ark,
on l'identifiera a I'unique solution v, du probléme (Pngark) et les résultats de convergence
(VI.2.10) achéveront la preuve.

Il s’agit donc de montrer v, € M{,{}ark.

D’abord pour tout ¢ € N* le processus (S¢)icr; est une martingale discréte possédant la propriété
de Markov sous 7 ; qui est également une probabilité calibrée.

Comme ces propriétés se conservent par convergence forte, et que 1’on dispose de (VI.2.10),
alors v, est une probabilité calibrée sous laquelle le processus (S;)icr,, est une martingale ainsi
qu’un processus de Markov, la filtration étant bien sar (F;)¢cr,, et en rappelant que l'on a posé
I = UieN* 1.

Il suffit donc d’étendre sous vy la propriété de Markov au processus (S¢)o<i<r et de montrer
également que c’est une martingale.

Réglons d’abord le probléme de la martingalité : pour s,t € Io = J;en- i, avec s<t, on a d’aprés
ce qui vient d’étre dit :

E™ (S| Fs) = Ss (VI.2.11)
pour généraliser cette relation a s < ¢ quelconques dans [0,7], on prend t' > ¢ > s > s avec
t',s" € Iy et on fait tendre t’ vers t, ce qui donne grace a (VI.2.11) et compte tenu de la
continuité & droite de (Sy)o<u<r et de sa bornitude :

E"™ (S¢|Fsr) = Sy (VI.2.12)

En appliquant le Théoréme I 3.13 de [76], puisque la filtration (F;)o<s<r répond aux conditions
usuelles (en étant en particulier continue & droite), on peut trouver une version continue a droite
de la martingale (E"* (S¢|Fu))o<u<t €t donc, comme le sous-jacent (Sy)o<u<r €st également
continu & droite, on peut faire décroitre s’ vers s dans (VI.2.12) pour obtenir 'égalité (VI.2.11) :
(St)o<t<T est donc une martingale sous v.

On passe ensuite a la propriété de Markov et pour cela, en prenant une fonction ¢ € C.(R™),
c’est-a-dire continue et a support compact (ou tout simplement continue car le sous-jacent est
borné) et pour s,t € I, avec s < t, on a l'égalité :

E™ (p(S50)|Fs) = E™ ((S1)|o(S5)) (VI.2.13)

On prend de nouveau t' >t > s’ > s avec t',s' € I, et 'on fait tendre ¢’ vers ¢, ce qui donne
grace a la relation précédente et compte tenu de la continuité a droite de (Sy)o<u<7 €t de la
bornitude de ¢ :

E™ (@(S)|Fs) = E™ (p(St)|o(Sy)) (V12.14)

En reprenant le Théoreme I 3.13 de [76], le membre de gauche posséde une version continue &
droite (E” (¢(St)|Fu))o<u<t et I'on écrit ainsi :

B ((S)1Fs) = Jim B (0(S1)|o(Sy)) (VI.2.15)
s'ls
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On remarque que le membre de droite est mesurable par rapport a la tribu ()., 0(Sy, s <u <
s").

Cependant, en utilisant le Théoréme II 7.7 de [76] et la propriété de Markov forte du sous-
jacent sous p, on obtient la continuité a droite de la filtration augmentée (& partir de U'instant s)
o(Su, s <u<s") VN, et, avec ce qui précede, le membre de droite de (VI.2.15) est mesurable
par rapport & o(Ss) VN, et, finalement, avec (VI.2.15) on en déduit bien (VI.2.13) c’est-a-dire
la propriété de Markov. |

VI.3 Approche pénalisée

VI1.3.1 Probléme de base de la probabilité martingale

Dans les différents probléme de calibration précédents, on s’impose la satisfaction exacte des
contraintes de prix d’options aussi bien que celles permettant d’approcher la martingalité.
D’une certaine maniére, les contraintes de martingalité, excluant les arbitrages, sont plus impé-
ratives que celles des prix d’options, qui ne sont en fait connus qu’a l'intérieur d’une fourchette
ainsi qu’on I’a évoqué ailleurs.

Il est alors naturel de poser le probléme de calibration en pénalisant les contraintes de prix d’op-
tions mais en imposant 1’exactitude par rapport aux contraintes de martingalité, et de maniere
plus précise, on cherche a résoudre le probléme :

(PLLX) { trouver v € MY qui minimise H;(v||u) + X(f fdy>

ou 'on a défini ’ensemble
M ={v e P(Dr), v < pu| (S) est une v-martingale}

et ou la fonction y : R — R est une fonction strictement convexe sci, minimale en 0 et
possédant les autres propriétés données dans 1’étude antérieure de la pénalisation, avec comme
choix usuel :

d
Vu € RY, y(u) =

1
— (u;)?
Yi

=1

oit les 7%, 1 <4 < d sont d nombres strictement positifs.
Pour définir ensuite le probléme discret, on reprend la suite de fonctions (¢p)nen+ introduites
dans le Théoréme VI.1.1, et ’on note ’ensemble :

M%:{I/EP(]D)T), 1/<<,u‘ /Lpidyzo, lgign}
On approche la résolution du probléme (PngX) par celle du probléme suivant :
(PLIX) { trouver v € MY qui minimise H;(v||u) + X(ffdu)

On énonce le résultat suivant, en rappelant encore ici que la fonction vectorielle f et le processus
(St)o<t<T sont supposés bornés sous i :
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Théoréme VI.3.1 Supposons qu’il existe v € MY, H;(v||u) < +oo.
Alors le probléeme de calibration (PLC{QJX) admet une solution usuelle unique vy et de méme pour
tout n € N* le probleme (PL;{’X) admet une solution usuelle unique vy, .

De plus, la suite Hjy(vy||n) + X(ffdl/n> croit vers H j(vool|t) + X(ffdyoo> et ‘lg—/‘f’ tend vers

dc’l’—;" faiblement dans L'(Dr,p).

Cette derniére convergence est forte si l’on fait le choiz Hj(.||n) = H(.||p) Uentropie relative par
rapport a p.

Remarquons que ’hypothése du théoréme est vérifiée dés que ’on suppose que le processus sous-
jacent est martingale sous la probabilité a priori u, ce qui peut étre considéré comme un choix
pratique.

Ceci constitue donc un avantage par rapport a la calibration exacte pour lequel I'existence d’une
probabilité martingale calibrée & distance finie de la mesure a priori est plus contraignant.
Remarquons aussi que le probléme discret peut lui méme s’approcher par Monte-Carlo, ainsi
qu’on 'a étudié antérieurement.

Preuve : Avec le Théoréeme 2.7 A de [21] ou le Lemme 1 de [123] et si 'on étend la définition
de Hy(.||p) a L' () en posant Hy(.||p) : ¢ € L' () — [ J(¢)dp (et en posant J(u) = 400 pour
u < 0) alors cette fonctionnelle a ses ensembles de niveau faiblement compacts, en définissant
pour « € R l'ensemble de niveau « :

Ba—{soeLl ||/ du<a}

Pour que cela soit vrai, la propriété hrnu_H_OO u = 400 est essentielle, ainsi qu’elle 1’était
pour énoncer le Théoréme VI.0.8. Montrons qu’il en est de méme pour la fonctionnelle pénalisée

@€ L' () = Hj(opllp) + x(f fsodu>

D’abord, la fonction H;(.||p) est sci faiblement, ce qui traduit la fermeture faible de ses ensembles
de niveau, et I’on en déduit donc que la fonction ¢ € L'(u) — Hy(op|lp) + x(f f(pd,u) est sci

faiblement car on a la continuité faible du second terme (f étant bornée).
En particulier, ’ensemble de niveau de cette fonctionnelle pénalisée

{90 € L' (p) || H(ppllp) +x(/fsou> < a}

est faiblement fermé donc compact car inclus dans By, _y(g)-

Alors, avec la compacité faible des ensembles de niveau de la fonctionnelle pénalisée et le fait que
'ensemble MY, est faiblement fermé, le probléme (PLZY) se rameéne a la minimisation d’une
fonction strictement convexe sci faiblement sur un ensemble convexe faiblement compact ou elle
n’est pas identiquement infinie, par hypothése du présent théoréme : la solution v, existe et
est unique pour le probléme (PngX) et on obtient de méme 'unique solution v, du probléme
(PLyX).

Le probleme d’existence étant résolu, les résultats de convergence reposent sur 1’égalité :

= ﬂ MO
neN*

oil le membre de droite est la limite de la suite décroissante des ensembles M.
Alors, avec la Proposition 1.4 de [21] et la compacité faible des ensembles de niveau de la fonc-
tionnelle pénalisée, on a la convergence :

sl ([ ) s Hatli) +x( [ ) (VL31)
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tandis qu’avec la Proposition 1.5 de [21] ainsi que l'unicité de la solution v, on obtient la
convergence faible de v, vers celle-ci.

Pour achever la preuve du théoréme, il s’agit de montrer que cette derniére convergence est forte
dans le cas ou la pénalisation s’applique au choix usuel de ’entropie relative pénalisée.

D’apres le Théoreme 2.7 de [22] ainsi que la Définition 2.4 de cette méme référence, 'entropie
relative est Kadec, ce qui signifie que :

si 1p, — 9 faiblement dans L'(u)

(Kadec) q et si H(pnpl|p) = H(ippllp) < +o0
alors ,, — v fortement

Puisque le terme de pénalisation X( i fdl/n> converge, & cause de la convergence faible de la

suite vp, la relation de convergence (VI.3.1) implique celle de H (vppl|p) vers H(¢ul|lp) < +oo
et on conclut par la propriété de Kadec de ’entropie relative. [ |

VI1.3.2 Cadre markovien

Dans cette situation, on se restreint au choix de ’entropie relative. On considére d’abord une
discrétisation en temps & un rang ig fixé si bien que 'on cherche a résoudre :

00,%0 00,20

(PLmark’X) { trouver v € Mmark,* qui minimise H (v||u) + X(f fd”)

en posant :

Mmark,*

00,10

= {1/ e P(Dp), v < p ‘ (St;)o<i<m est une v-martingale markovienne}

et on ’approche par le probléme sujet & un nombre fini de contraintes :

n,i0 7,00

(PLmark’X) { trouver v € Mmark,* qui minimise H (v||p) + X(f de>

ou ’on pose

Mnm;;rk,* = {u ePDr), v<p ‘ /’Yi(Stj)(StHl —8;)dv=0,1<i<n, 0<j< M~ 1}
en reprenant la suite (7,) dense dans C.(R™).
On peut alors répéter le Théoréme VI.2.2 pratiquement & 'identique :

Théoréme VI1.3.2 Supposons qu’il existe v € Mgg:k’o équivalente a p et telle que H(v||p) <

+o00 et supposons de plus que le processus sous-jacent (St )o<i<mr s0it markovien sous .

Alors le probleme (PLQ%%’X) admet une solution unique Voo 4o, pour tout n le probléme (PLTCZC;Tk’X)

admet une solution unique v, et de plus le processus (St )o<i<m conserve la propriété de Markov
S0US V.

Enfin, la suite H(vy||p) + X(ffdl/n> croit vers H (Voo iy || 1t) + X(ffdyoo,i0> et vy, tend vers

Voo,ig €N variation.
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Preuve : La solution v, existe et est unique puisque ’on a vu dans la preuve du Théoréme
VI.3.1 que l'entropie relative pénalisée est une fonction strictement convexe faiblement sci et

d’ensembles de niveau faiblement compact ce qui fait qu’elle atteint son minimum en un unique

point sur I’ensemble convexe faiblement fermé Mmark ¥, ou elle n’est pas identiquement infinie.

La propriété de Markov de v, est alors acquise pulsque son expression est du type (VI.2.3).
Pour I’étude de la convergence, on introduit ’ensemble :

mark*_ m Mmark,* (VI1.3.2)

OO Zo n,0
neN*
qui est convexe et faiblement fermé et ot ’entropie relative pénalisée atteint son minimum en
un unique élément Iy, pour les mames raisons qui ont conclut & ’existence de v,,.
Alors, exactement comme dans la preuve du Théoréme VI.3.1, on prouve :

HOl0 +x( ] £ ) = Bl + x( J P ) < oo

et v, — Uy fortement

Puis on termine comme dans la preuve du Théoréme VI.2.2 en prouvant que vy, est I'unique

solution Ve i, du probléme (PLS.}?;FI{’X) |

On s’intéresse ensuite a la convergence du probléme discrétisé en temps afin d’approcher :
(Pnglark’X) { trouver v € Mmark,* qui minimise H (v||p) + X(f de>

ou l'on a posé
nglark’* = {u € P(Dr), v < p | (S;) est une v-martingale markovienne}

qui est un ensemble non convexe mais fortement fermé dans L'(u) puisque c’est ce qui a été
établi dans la preuve du Lemme VI.2.1.
On peut alors énoncer :

Théoréme VI.3.3 Supposons qu’il existe une probabilité v € Mg’.}ark’* équivalente a p et telle

que H(v||p) < +oo, et supposons de plus que le processus sous-jacent (Si)o<i<r posséde la pro-

priété de Markov forte sous p.

Alors le probleme (PLQWIC’X) admet une solution unique Vso et pour tout i le probléme (PLQ,(Z"]“)

admet une solution unique Voo ;.

De plus la suite H (Voo ;| 1t) —i—X(fde/oo,i) croit vers H (Voo || ) +X(f de/oo> et Voo, tend vers

Voo €n variation.

Preuve : L’existence et l'unicité de v ; vient du théoréme précédent.
On pose ensuite :

A{.Eark’* = m Com)( mark > (VL.3.3)

1EN*

D’une part, pour des raisons semblables & celles de la Remarque VI.2.4, la solution vy, ; mini-

Mmark,*

mise ’entropie relative pénalisée sur Com)( o >, d’autre part, en répétant les arguments
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employés au début de la preuve du Théoreme VI.3.2, on en déduit ’existence d’une probabilité

unique v, minimisant I’entropie pénalisée sur I’ensemble convexe faiblement fermé (car fortement)

Ag;lark’* et de plus, exactement comme dans la preuve du Théoréme VI.3.1, on prouve :

HOmesli) 4 ([ Faes) = Hll) +x( ] fan ) < o0

et Voo, — V4 fortement

Alors on achéve la preuve comme dans celle du Théoréme VI.2.5 en montrant que v, est la

solution v, du probléme (PLgolark’X ). ||

V1.4 Caractérisation de la probabilité martingale calibrée mini-
male

Dans cette derniére partie, on souhaite caractériser davantage la solution limite des problémes
approchés dont la convergence a été établie précédemment.

On se contente ici d’examiner le cas de 'entropie relative en se restreignant au probléme non
pénalisé, c’est & dire en considérant le probléme :

(PLoo) { trouver v € My, qui minimise H(v|u)

ot 'on a défini ’ensemble
Mo = {1/ € P(Dr), v < i | (St)o<i<r est une martingale sous v et / fdv = 0}

En dehors des aspects de calibration, la caractérisation de la probabilité martingale minimale est
donnée par le Théoréme 2.3 de [53] et, dans le cas des processus a temps discret, aboutit & une
formulation plus naturelle avec le Théoréme 2.5 de [53].

La version naturelle en temps continu est par ailleurs explicitée grace a la Proposition 3.2 de [58]
et c’est donc ce résultat que 'on peut adapter sans difficulté :

Théoréme VI.4.1 Supposons qu’il existe une probabilité vy € My équivalente o 1 et telle que
H(vp||p) < +oo0.
Une probabilité v est la solution du probléme (PLy) si et seulement si :

1. veE My

2.

d dSi10.
ﬁ = celommdSH0S ) (VI.4.1)

avec § € R et ) processus prévisible tel que f[o )M dS; € L'(v) et ¢ > 0

3 ]E”(fn-d8+0-f> =0

Preuve : On reprend la preuve de la Proposition 3.2 de [58] en commengant par remarquer que
I’existence de vy supposée dans le théoréme ainsi que des considérations déja faites montrent que
la solution du probléme (PLy,) existe bien.
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En admettant dans un premier temps que ’ensemble des conditions du théoréme est nécessaire,
on en vérifie la suffisance en écrivant d’abord :

Hllp) = ln(c)+E”</17-dS+0-f>
~ Infe) (VI42)

ot ’on a utilisé 2 puis 3.
D’autre part, si vy est la solution du probléme (PLy,), on a la suite de relations, puisque ’on
a admis que les conditions du théoréme sont nécessaires :

Hvslly) = H(uoo||u)+/ln (Z—Z)duoo

> ln(c)+]E”°°</n-dS+0-f>
> In(c) (V1.4.3)

ol la premiere inégalité est due a la positivité de 'entropie relative tandis que la seconde vient
de 3.

Avec la condition 3, les relations (VI.4.2) et (VI.4.3) montrent alors I’égalité v = v par unicité
de la solution du probléme de calibration.

Finalement, pour la nécessité, on peut adapter le Théoréme 2.2 de [53] et montrer que vo, est
équivalente & .

Alors, en appliquant le Théoréme 3.1 de [36], on sait que v est de la forme :

Voo = P01

avec ¢ > 0 et

o €K + Vect{fi, 1<i< M} ™
ladhérence dans L'(vs) de K 4+ Vect{f’, 1 <i < M} en posant :

K =Vect{H(S} —S)) | H e LDy, F), 0<s<t<T, 1<i<m}

Par ailleurs, par application du Théoréme 1.42 de [110], I'ensemble K ™ + Vect{f*, 1 <i < M}
est fermé en tant que somme d’un sous-espace fermé et d’un sous-espace de dimension finie et
I’on en déduit :

0o € K™ + Vect{f!, 1 <i< M}

Or avec la Remarque II1.2 de [120], c’est-a-dire en utilisant le Corollaire 2.5.2 de [128]| qui
s’applique puisque S est une martingale sous v, ’adhérence K" de K dans L' (vso) est incluse
dans l'espace des intégrales stochastiques

{/ M - dSy € Ll(uoo) ‘ n prévisible }
[0,77]

et la preuve est achevée puisque si f[o,T} 1 - dSy appartient & FV“’, alors Ve < f[o,T} e dSt> =0
[ |
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Chapitre VII

Prix d’options dans un modéle ou la
volatilité saute avec le sous-jacent

VII.1 Une modélisation du krach

On se propose d’étudier un modéle d’actif qui intégre la présence de chute du prix sous la forme
d’un saut négatif du sous-jacent accompagné d’un saut positif de la volatilité, et qui, en dehors
des instants de sauts, suit le modéle de Black-Scholes.
Le processus de prix (S;), supposé unidimensionnel, suit ’équation différentielle stochastique
(EDS) suivante :

dS; = Si_ (/Ldt + oy dWy + OédNt) (VH.I.I)

ou (Wy) est un mouvement brownien et (N;) est un processus de Poisson indépendant de (W)
et d’intensité A et ou l'on s’est de plus fixé un saut de sous-jacent o > —1 et un rendement p
constants.

Le processus de volatilité subit quant a lui un saut & la hausse, tout en restant inférieur a un
certain niveau. Dans une premiére partie on étudiera le cas d’un retour progressif de la volatilité.
Dans ce contexte, les discontinuités aléatoires du processus de volatilité n’interviennent qu’aux
instants de sauts du processus de Poisson (N;) et 'on peut alors facilement adapter les dévelop-
pements de [83] relatifs aux aspects de couverture, ce qui est le premier objectif de ce chapitre.
Dans une seconde partie, on envisagera un retour brutal de la volatilité au niveau normal, ajou-
tant des temps de discontinuité aléatoires, ce qui a essentiellement pour effet de modifier la
couverture.

Dans cette partie, pour évaluer le prix des options ainsi que leur couverture, on suppose que la
dynamique (VIL.1.1) décrit I’évolution du sous-jacent sous une probabilité martingale choisie.
Cela revient & imposer la condition :

p+ak=r (VIL.1.2)

ou r est le taux sans risque considéré constant.
En effet, 'EDS (VIL.1.1) se réécrit pour I'actif actualisé Sy = e™"S;

dS’t = S’t,((—’r‘ + p+ aX)dt + oy dW; + OédNt) (VIL.1.3)

ot on note le processus de Poisson compensé Ny = N; — At.
Sous la condition (VI1.1.2), cette EDS définit bien une martingale (locale) puisque (Wy) et (M;)
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le sont (ainsi donc que les intégrales stochastiques par rapport & ces deux processus).

Le choix de cette dynamique suppose une procédure de calibration associée, ce qui peut se faire
en ajustant les paramétres du modéle de maniére & ce que le smile simulé refléte celui que 'on
observe.

Une maniére de simplifier cette opération est de pouvoir disposer de formules approchées qui
sont également établies dans ce chapitre.

VII.2 Cas d’un retour progressif de la volatilité

VII.2.1 Présentation du modéle

On va d’abord préciser le modéle défini par 'EDS (VII.1.1) en construisant le processus de
volatilité.
A cet effet, on note (73);en+ la suite des instants de sauts associés au processus de poisson (Ny) :

Vi>1, Ty = inf{t >0, N; > i}

et I’on se donne aussi une constante
To <0

correspondant au dernier saut dans le passé.
On définit alors oy :

of = min{o},(t), 00, (t) + Ac7}
dAG? = Ac?dNy + Ac} y(t — Ty, )dt
(VIL.2.1)

Ol Opmin(.) est une fonction déterministe représentant le niveau bas de volatilité (régime hors
crash) et oll oy (.) est également une fonction déterministe désignant le niveau maximal de
volatilité toléré.

Afin de borner en définitive la volatilité, on supposera :

o< Umin(-)a Umax(-) <o (VII.2.2)

ol o et T sont des constantes strictement positives.

Dans la pratique, on fixera en fait 0,,4,(.) & @ et I'on réglera essentiellement le niveau o,in(.).
L’incrément du carré de la volatilité Ag? subit un saut valant Ao? a I'instant T; tandis que son
accroissement relatif instantané est donné par (¢ — TZ) pour T} < t < Tiﬂ.

On choisira ¢ = XY’ ot x¥ : R+ — RY est une fonction strictement positive et dérivable, valant
1 en 0 et décroissant vers 0 : typiquement, on peut exiger qu’elle atteigne un niveau § < 1 au
bout d’un temps caractéristique 7.

L’intérét de définir la volatilité de cette maniére est que I’on obtient un retour approximatif au
niveau normal o, (t) si le temps 7 s’est écoulé depuis le dernier saut et que I’on préserve le fait
que la partie aléatoire AG? ne subit de discontinuités qu’aux instants T; : les sauts interviennent
donc suivant le processus de Poisson (V).

De facon implicite, on doit se donner un niveau de volatilité initial, ou plutot de I'incrément de
son carré Aga pour résoudre la derniére EDS (VIL.2.1).
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Avec Ty et Sp, on obtient les conditions initiales du modéle.
Dans la pratique, on prendra :
A2 =0etTy=0

On autorise la volatilité minimale & varier car elle est destinée a jouer en pratique le role de la
volatilité implicite du modéle de Black-Scholes.

Enfin, le fait de passer par le carré de la volatilité simplifie les développements calculatoires, ainsi
que le suggére la formule de Black-Scholes.

Pour résumer, le modéle étudié est défini par les équations (VIL.1.1) et (VII.2.1), que ’on compléte
par la condition (VII.1.2) pour se placer sous une probabilité risque neutre.

A titre de précision, avec le Corollaire I 3.16 de [68] par exemple, la condition suffisante (VII.1.2)
est aussi nécessaire puisque le premier terme du second membre de (VIL.1.3) doit définir une
martingale (locale) et doit donc étre nul puisqu’il est & variation bornée et est continu (donc
prévisible).

Terminons cette présentation en remarquant que ’on peut résoudre explicitement 'EDS (VII.1.3)
ce qui fait intervenir dans un cas simple la formule classique de I’exponentielle de Doléans-Dade :
cela s’écrit (avec le Théoréme I 4.61 de [68] par exemple) :

1 t t
Sy = Spexp (ut - 5/ ol ds +/ ades> (14 a)™ (VIL.2.3)
0 0

VII.2.2 Valorisation d’une option européenne

Dans le modéle précédemment exposé, on souhaite donner un prix p; a une option délivrant en
T le pay-off ¢(St), ou ¢ est mesurable.
On choisit de définir le prix a la date 0 comme étant la valeur initiale d’une stratégie permettant
de couvrir au mieux option au sens du critére quadratique.
On se donne un portefeuille autofinangant constitué a chaque instant ¢ d’une quantité Hy d’actif
non risqué SY = e’ et H; du sous-jacent S; ot HY et H; sont supposés prévisibles.
Sa valeur V; est donc :

Vi = H)S) + H,S;

et la condition d’autofinancement s’écrit (ici formellemnent) :
dVy = Hre"dt + HydS; (VII.2.4)

Pour que cette équation ait un sens, il suffit de se limiter aux stratégies admissibles selon la
définition suivante :

Définition VII.2.1 Une stratégie admissible est un couple de processus (Hy, HY) prévisibles tels
que :

T
L/uﬁm<+mﬂm (VIL.2.5)
0

T
E</1ﬁ£$><+m (VIL.2.6)
0

et tels que I’EDS (VII.2.4) soit vérifiée.

La valeur actualisée du portefeuille suit donc 'EDS :

dV, = H,dS,
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ce qui montre que cette valeur actualisée vaut :
~ t ~
Vi=WVo+ / HdS, (VIL.2.7)
0
On commence ainsi par montrer que le probléme de la couverture fait essentiellement intervenir

Iactif risqué :

Lemme VIL.2.2 Soit (H;) un processus adapté et continu & gauche tel que :

T
E(/ Hfods) < +o0
0
et soit Vo € R.

Il existe un seul processus (HY) tel que le couple (HY, Hy) définisse une stratégie admissible.

Preuve : On a forcément : .
H? =V + / H.dS, — H.S;
0
et il est alors facile de vérifier la condition (VII.2.5).

De plus, HY est un processus adapté et on montre aisément qu’il est continu & gauche, donc
prévisible. [ |

Suivant les développements de la section VII 3.2 de [83|, en appliquant Iidentité E(Z2) =
(E(2))? + E(Z —E(Z))?, le risque quadratique

Ry =E(e7(Vp - ¢(ST)))2

se réeécrit :

2

RE = (v~ Bl ¢(50))" + B ((Vr — Vo) — 7 (6(51) — E(6(51))))

Seul le premier terme du second membre dépend de la quantité initiale V d’apres (VIL.2.7).
Cela prouve que la stratégie optimale, minimisant le risque quadratique a pour valeur initiale le

prix pg = E(e”"T ¢(S7)).
De maniére générale, & un instant t, si I’on cherche a minimiser le risque quadratique

)

VO <t <T, pr=e "TIE@(Sr)|Fr)

R =E ((erT(VT ~§(50))?

on obtient la valeur en ¢ de la stratégie optimale

que 'on adopte ainsi comme prix en ¢ de 'option.

On va alors exprimer p; en faisant intervenir la fonction (¢, z,0?) € [0, T[xRY. xR} — H(t,z,0?)
donnant le prix en ¢ de la méme option dans le modeéle de Black-Scholes avec le taux sans risque
r, la volatilité o et un niveau de sous-jacent égal & x a l'instant t.

En effet, compte tenu de la relation (VII.1.2), expression (VIL.2.3) de S; permet d’écrire :

Sy = Si(1 4 a)NTNegme ATt x ., (VIL.2.8)
ou (X;) est la solution de

Xp=1
dXs = Xt(’f'dS + Us—th+s)
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En raison de l'indépendance du mouvement Brownien (W;) et du processus de Poisson (Ny) et
du fait que la volatilité ne dépend que de ce dernier, on en déduit en conditionnant par rapport

a (Ns)szt : -
2 d
p=E (’H (t, Se(1 + a)N1 = NegmoAT 1) 7ftTUj‘t 3) ‘}})

Enfin, 'espérance conditionnelle ci-dessus ne dépend de F; qu’a travers Sy, AG? et Ty, et cela
conduit & écrire :

T 9
d
p=E (7—[ (t, Sy(1 + )N NegmoXMT=1) LTU: 5)

Sy, A&E,TM> (VIL.2.9)

Dans ce modéle, I’état présent est donc résumé par le triplet (St,A6?,th) qui est ainsi le
processus markovien a considérer & la place du sous-jacent seul.

Le choix des conditions initiales tient d’ailleurs compte de ce fait.

Remarquons en particulier que dans ce modéle, on s’attend & un retour éventuel de la volatilité a
la normale que dans le cas ou n; est non nul. En pratique, on dispose d’une formule semi-explicite
pour H et le prix py, pour un triplet (S;, AGZ,Ty,) donné, s’obtient sous la forme d'une série :

k
n = e—)\(T—t)Z(A(Tk;t))

k>0 )
T

E(H (t,x(l +a)fe NI, Jo_oxleam 0 T (U sise)ds

T-t >> (z,0,1)=(S¢,A67,Tn,)

ou pour tout £ > 1 (Uf)lgz'gk est une famille obtenue par le réordonnement de k variables
indépendantes de loi uniforme sur [¢,T] : c’est la loi des temps de sauts de (Ng) dans [¢,T]
conditionellement au nombre de sauts Ny — Ny fixé a k.

On définit également pour tout entier £ > 0 et pour tout s de [t,T] :

UI%(S_? v, T’v (Uz’k)lgiﬁk) = min {07271111(3)7 U%zin(s) + és—} (VH'2'10)

en posant

. Xs—Tvsit<5§ﬁk
£ = { -1 ; (VIL2.11)

x(s = OF) (£ +20%), 1<i <hsiOF <5 < Tk,

avec par convention U,’cc =T

VII.2.3 Couverture : calcul du delta

Cet aspect est exposé dans [83] dans le cas d’une volatilité constante et 'on peut parfaitement
en adapter les développements dans le cas présent ou la volatilité est une fonction déterministe
du processus de sauts, indépendant du Brownien.

En reprenant le cadre de la section précédente, on se donne un portefeuille autofinancant constitué
4 chaque instant ¢ d’une quantité HY d’actif non risqué S = €™ et H; du sous-jacent S; ott HY
et H,; sont supposés prévisibles.

On rappelle que la stratégie optimale, minimisant le risque quadratique

Ry =E ( (e (Vp — ¢(ST))2>
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a pour valeur initiale le prix pg = E(e "7 ¢(Sr)).
Afin de déterminer cette stratégie optimale, on réécrit d’abord le prix p; sous la forme explicite :

pe = F(t, Sy, MG, Tw,)

en posant :
F(t,z,v,T) =
k T _2 no(TTk
—\(T—t) (AT — 1)) k—aX(T—t) Jy oi(s=0, T, (U)1<ick)ds
e g o E{#H|tz(1l+a) , T

(VIL.2.12)

On fera les hypothéses suivantes sur la fonction H donnant le prix Black-Scholes de I'option :

(t,z,0%) = H(t,z,0?) est C1>! sur 0, T[xR x RY

OH 2 *N 2
oz |(6x,07%) + |55 (E, 2, 07) (VIL.2.13)
+ % (t,z,0%) < A(1 + Bz®) sur |0, T[xR} x (02, 02]

avec a, A, B < 0.

Cette hypothése ne porte en fait que sur la fonction de payoff ¢. Par exemple, dans le cas d’un
Call, cette condition est vérifiée puisque la condition de régularité est classiquement vraie tandis
que 'on a

oH
%(taxaoj) = N(dy)

et
OH 9 1
W(t,x,a ) = %x\/T —tn(dy)
ou N et n désignent respectivement les fonctions de répartition et de densité de la loi gaussienne

centrée réduite tandis que d; est une fonction de ¢, de x et de o.

Lemme VIL.2.3 Sous la condition (VIL.2.13), la fonction (t,z,v,T) — F(t,z,v,T) est de
classe CH211,

Preuve : Pour la dérivée par rapport & x, par exemple, c’est immédiat avec la condition
(VII.2.13) puisque l'on a

— — AT —t k a ak —a« — —x —
e M t)zi( ( i ) (1+Bx (1+a)%e AT t)> (1+ a)ke M=) « 4o

k>0

ce qui permet d’appliquer en particulier le théoréme de dérivation sous l'intégrale et d’obtenir :

k
OF 40, T) = efMTft)ZM(l T a)fe AT

|
oz P~ k!

E (8_H (t,xu + oo S oklsm T, (Uf>1<i<k>ds>>
Oz Tt

(VIL.2.14)
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Les autres dérivées se traitent de fagon identique en notant en particulier que la fonction :

T ~ ~
(t,v T) — ft 0’%( -, T, (Uik)lgigk)ds
) b T_t

est de classe Cb11, [ |

On énonce :

Lemme VII.2.4 Sila valeur initiale d’une stratégie admissible (au sens de la définition VII.2.1)

est donnée par : .
Vo =E(e " ¢(S1)) = F(0, S0, A5, Ty)

alors le risque quadratique o pour exrpression :
T T (oF 2 7 2 2rt @2 2
0

T - 2
+ / Ae2rt (F(t, Sy(1 4+ a), AG2 + Ao, t) — F(t, Sy, AG2, T,) — HtaSt) dt)
0
(VIL2.15)

Preuve : On suit la preuve de la Proposition VII 3.2 de [83]. }
Elle repose sur la formule d’Ito appliquée au processus F(t, Sy, AGZ,Ty,) ot I'on a posé :

F(t,z,v,2) =e "F(t, ez, v, 2)

et ou lon rappelle que S; = e ™S, est 'actif actualisé.
Puisque F est de classe C1»L1) que (AG2) est un processus & variation bornée et T, est un
processus de saut pur on a :

. . . . toF . .
F(t,S;, AGE, Ty,) — F(0,8, AGE, Ty) = /g(s,Ss_,Aﬁ_,TNs)ds
0

LOF
e — (s, Ss— ,Aa TNS_) S, dWw,
-\ aaF(s Se_ ,Ag ,TN )ds
0 X
t 92
F -
2 o 63362( o, AGE_ T, )o;_S5_ds
aaF(S Ss— ,AU TNS )A52 l/J(s—TN )ds
0 v
+ 30 (P(s,8,, 852 )~ (s, 8,852 T,
0<s<t

Le dernier terme du second membre regroupe les sauts de F (t, ,§'t, AG?, TNt) et se réécrit :
t
| (P81 @), 852+ 80, 5) = Fs, 50, A5 T )) N,
0

En compensant cette intégrale, on voit alors que F(t, Sy, A&?,TNt) — 13’(0, So, A&g,i—h) est une
semi-martingale spéciale dont la composante prévisible a variation bornée est nulle puisque cette
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semi-martingale est aussi une martingale en tant que prix actualisé de ’option obtenu en prenant
I’espérance conditionnelle de son payoff.
Ainsi, on a :

F(t, St,Aat,TNt) £ (0, SO,AUO,TO) POE (s & AG2_ Ty, )os_Ss_dW,
+ o ( Si—(1+@),A6% + Ao?,s) — F(s ,ﬁs_,A&g,,:f’Nk)) d(N; — As)

D’autre part la valeur actualisée du portefeuille Vi =e "V, s’écrit, compte tenu de (VII.1.3) et
(VIL.1.2)

t
Vi = V0+/Hsd5's
0

t
= W -I-/ HSs (05 dWg + ad(Ng — As))
0

En tenant compte de la valeur initiale du portefeuille, on obtient :
V, — F(t, 8, A62, Ty,) = MY + M

ol ’on a défini les deux martingales locales

t )ik R N N
M® = /0 <Hs—aa—x(s,55 A2 TNS_)> o5 Sy dW,

t
M® = _/0 (F(s, Se_ (14 a),A6% + Ao? s)— F(s,S,_,A62 Ty, ) — aHsSs_> d(Ny — \s)

On peut prouver qu’il s’agit en fait de martingales de carré intégrable.
Pour ce faire, on introduit les crochets

t
<MQM®%:/W%%3
0

t
<M@M®%:/w%a@

0
en posant :
1) OF & ag i 5
Yo = | Hs— %(s, Ss, AGS,TN,) | 0555
v = = (F(s, 51+ ), A2 + Ac?,s) — F(s, 55, 052, T,) — aHLS,)

Montrons que :

T
E </ (Ys“))?ds) < 400 (VIL.2.16)
0
En effet, avec 'expression (VII.2.14), on a
n T k
8F(tax7U7T) _ e*/\(Tft) Z (A(T — t)) (1 + a)kefa)\(Tft)
ox k!
k>0
T 2
oM rt ko—axr—t) Ji TR(s—50, T,(UF)1<i<r)ds
E(@x <t,e z(1 4 a)¥e , T

(VIL.2.17)
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Compte tenu de la condition (VII.2.13), on obtient donc la majoration :

‘8F(t,x,v,1~“)‘
— | <
ox -

_ — >\T_t k —« — art _.a ak —a«x —
AT t)Z( ( - ) (1+a)k€ T t)A(1+B€ t29(1 + o) k ,—aa (T t))

(VIL.2.18)

D’autre part, en utilisant ’expression (VIL.2.3), ainsi qu'un développement en série du type
(VII.2.12) on a pour tout b>0 :

R VAL _
E (Sf) < SheM Z ( k;l) e—%g2tbe%02tb2(1 + )bk
k>0

= Shet(M(+) —1)+5(@b—c?)) (VIL.2.19)

T
]E(/ S’,ﬁ’dt) < 400
0

Alors, avec (VII.2.19), on obtient bien l'intégrabilité souhaitée (VIL.2.16).
De maniére tout & fait similaire, en utilisant I'inégalité des accroissements finis pour majorer la
valeur absolue du terme F(s, Ss(1+a), A62 4+ Ao?, s) — F(s, S5, AG2,Ty,) de v , on aboutit &

et donc

T
E ( / (Ys(2))2>\ds> < +00 (VIL.2.20)
0

Alors, classiquement (b/ du Théoréme I 4.40 de [68] par exemple), on en déduit que M) et
M®@ sont deux martingales de carré intégrable.

On a ensuite le développement suivant
PN - \2
(Ve— #8862, Tna)) - = (M2 + ()2 + 2m 0 m?
La définition de la variation quadratique et des calculs classiques donnent :
1 L
(M2 = / MPyDaw, +/ (v V)2ds
0
2 L@
(MP)? = 2/ MPYP (N, — rs) +/ (Y ?)2qn,
0
P = / MPyWMaw, +/ MOPYB (N, - As)
La condition (VII.2.16) ainsi que le numéro b/ du Théoréme I 4.50 de [68] montrent que
L wa 1
/ MOYOaw, — (D)2 = ™, 1),
0

est une martingale puisque M) est une martingale de carré intégrable .
De méme, puisque MM et M@ sont deux martingales de carré intégrables et de crochet nul,
le numéro b/ du Théoréme I 4.50 de [68] montre que leur produit MM @) est une martingale
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(On pourrait aussi utiliser le Lemme VII 2.3 de [83]).

De la méme facon, le résultat de [68| précédemment cité montre que (Mt@))2 - f(f (YS(E))ZdN s est
une martingale et d’autre part, on a, par définition du compensateur (voir le i/ du Théoréme II

1.8 de [68]) :
E (/Ot(Y;‘”)?st) = E (/Ot(}’;(2))2>\ds> < +00

la derniére inégalité provenant de (VII.2.20).

+7)2d(N — \s)s est de moyenne nulle et, avec un
raisonnement similaire, on montre que c’est méme une martingale, ce qui achéve de traiter le cas

Cela prouve que lintégrale compensée f(f (Y(Q)

de (Mt@))2 (On aurait également pu utiliser le Lemme VII 2.2 de [83] pour aboutir a ce résultat.)
En définitive, on peut écrire :

N ~ N - 2 t t
(Vt—F(t,St,A&f,TNt)> :Mt+/ (Ys(_l))2ds+/ v ?)2xds
0 0

ou (M;) est une martingale.
On obtient le résultat annoncé en prenant ’espérance. [ |

Ensuite, pour déterminer le delta (H;) de la couverture optimale, il suffit d’annuler la dérivée
de l'expression du risque R} par rapport a (Hy) :

Proposition VII.2.5 Le delta du portefeuille optimal est donné par :
Hy=A(t, Si—, A6}, Tw, )

avec

A(t, Si—,A67_, Tn, )
>‘a2 F(ta St— (1 + a)a Aa—t27 + AU23 t) B F(ta St—a A6—t27aTNt7)

1 oF .
—(t,S,—, A%, T
<6x( St A0, Ty ) + o?_ aS;_

(VIL.2.21)

et le risque a alors pour expression :
T _
Ry =

o o~ 2
T X2 —2rt Q2 [ OF ~2 F(taSt(1+a)aA5'2+A0'2at)_F(taSt7A&27TN )
E( 0 ﬁe r St W(t’ StaAUtaTNt) — L aS; ¢ L dt
o2

Preuve : Le processus H; ainsi défini est adapté et continu & gauche.

De plus, il est facile de voir que la condition (VII.2.6) est vérifiée en reprenant ce qui a été fait
pour établir (VII.2.16) et (VII.2.20).

Le Lemme VIL.2.2 montre que 'on a peut définir une unique stratégie admissible de valeur
initiale Vo = E(e "7 ¢(Sr)) = F(0,S0,A63,Tp) et telle que le processus (H;) détermine la
quantité d’actif Sj.

Finalement, avec le Lemme VII.2.15, on voit qu’il s’agit de la stratégie optimale et ’expression
du risque résiduel minimal s’en déduit par calcul. [ |
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Remarque VII.2.6 Pour voir le sens de la couverture donnée par le delta modifié (VII.2.21),
on peut discuter suivant l’ordre de grandeur du rapport 2%"2 en distinguant deuz régimes limite,
t—

a Ao? firé

1. S 2‘%2 <K 1, on se couvre essentiellement grice a la dérivée continue, la contribution discréte
t—
devenant négligeable.
L’interprétation est claire puisque les sauts deviennent négligeables devant la volatilité avec
pour conséquence le fait que la partie Brownienne devient prépondérante et la volatilité est
approzimativement déterministe : on est donc ramené au cadre de Black-Scholes et le delta

est forcément positif dans le cas d’un Call.

2. Si 2‘%2 > 1, on se trowve dans le cas d’un modéle de sauts pur.
t—

Dans ce cas, le delta est encore positif pour un Call.

3. Il existe une situation intermédiaire intéressante ou le delta continu (Black-Scholes) est

faible devant le delta discret (“Poissonnien”) et ot ce dernier est négatif, contrairement au
cas limite précédent.
En effet, si la contribution Brownienne n’est plus négligeable, le saut de volatilité peut com-
penser le saut négatif du sous-jacent, impliquant une augmentation du priz : le delta Pois-
sonnien s’écrit alors comme un rapport négatif qui impose que le delta global est également
négatif.

VII.3 Cas d’un retour brutal de la volatilité

VII.3.1 Le modéle

Dans cette partie, on envisage le cas ot le retour de la volatilité & la normale s’effectue de fagon
instantanée au bout d’un temps aléatoire.
On reprend donc la dynamique du prix (S;) définie par (VIL.1.1) :

dSt = Stf (udt + O't—th + OédNt) (VII31)
ou oy est donnée par I’expression suivante :
2 _ . 2 2 2
op = min {07,4, (1), Orin (t) + mAc”} (VIL.3.2)

ol Oyin(.) est la fonction déterministe représentant le niveau bas de volatilité (régime hors crash)
tandis qu’est constants Iincrément du carré de la volatilité Ac? ainsi que la durée 7 du saut
avant retour & la normale.

Le nombre n; d’incréments du carré de la volatilité a 'instant ¢ est défini par récurrence : on se
donne d’abord un nombre entier ng afin de fixer le niveau de volatilité initiale. Avec le dernier
temps du sous-jacent Ty ainsi qu’un temps aléatoire 7y, on peut initier le procédé récursif suivant :

{ noly, g oy S0 <tE<Th
ny =

(TLTNF N 1) ) (VIL.3.3)

~ 1 > T
(t- Ty, <ry,} S1E 2T
Apres constatation du iéme saut le niveau de volatilité retombe ainsi & la normale si un nouveau
saut n’a pas été observé au bout d’une durée 7.

Les temps de retour de la volatilité & la normale sont modélisés par une suite de variables

aléatoires positives (7;);en supposées indépendantes entre elles ainsi que de (NV;) et (Wy).
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Pour travailler dans un cadre markovien, on fera I’hypothése que pour ¢ > 1, les variables 7;
suivent la méme loi F'(dt) et, pour étre cohérent, on suppose aussi que 7y suit la loi Fy(dt) définie
par

L F(dt)
Fy(dt) = 1]—To,+90[(t) F(]=To,+o0])

05, avec 79 < —Tj et déterministe  sinon

sing >0

Fy(dt) = {
(VIL3.4)

Quand il s’agit de variables exponentielles, on dispose d’'un modéle assez proche de celui étudié
dans [97]. Par ailleurs, on examinera le cas particulier ou les temps de retour sont déterministes.
Avec cette modification, la condition de martingalité du sous-jacent (VIL.1.2) est valable ainsi
que lexpression (VII.2.3) de S;.

VII.3.2 Valorisation

Afin de donner des prix d’options, on va définir la filtration adoptée. Avec les temps de retour
aléatoires, on doit tenir compte d’un nouveau risque. On introduit le processus N du nombre de
retours a la normale de la volatilité :

o0

Nt = Z 1{t2Ti+Ti>0 et Ti+1>Ti+Ti}

i=0
C’est également le nombre de retours & 0 du processus (n;) (abusivement si ny est nul).
On se donne alors comme filtration (F;) la filtration augmentée de celle (F?) engendrée par les
processus (W;), (N¢) et (IVy), en rappelant :

Fi=NVF

ol on a introduit 'ensemble N des parties négligeables.

Cette filtration vérifie en particulier les conditions usuelles. Ce résultat n’est pas essentiel pour
la suite et on ne donne ici que les principaux arguments de la preuve. Celle-ci repose sur la
Proposition I 7.7 de [76] par exemple, et il suffirait de montrer que le processus (W;, Ny, TNt , TNt)7
continu & droite et markovien possede également la propriété de Markov forte. On le vérifierait
en adaptant la Proposition VIII 5 de [28] par exemple, relative a la propriété de Feller.

Comme le processus (S;,ns, Ty, )) est markovien, on peut suivre des considérations faites dans
la section précédente. Il est donc possible de développer le prix d’une option européenne selon
I’expression suivante :

_ k
pe = 6_MT_QEE:&gZL—ED—E<?{<La(14—aﬂ%_aMT—07

T Y~ -
S ods=n, T, (0F)1cick, (n-’“>o<i<k>d8>> (VIL3.5)
T —t (z,n,T)=(Se,ne, T, )

ot pour tout k > 1 (UF)i<i<k est une famille obtenue par le réordonnement de k variables
indépendantes de loi uniforme sur [t,T] et (7¥)o<i<x) est une famille de variables indépendantes
des variables uniformes précédentes et ayant pour loi celle de (Ti)o<i<k-

On a posé pour k > 0

O—I%(S_a n7T7 (Uzk)a (7~—ik)0§i§k) = min {0—72710,1(3)7 U%zin(s) + I;S—Ao—z} (V1136)
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avec -
B nl{s—f’<%§} sit<s<Up

"I (s ~ . . VIL3.7
{ (Vf]lk_‘*‘l) l{s_ﬁik<7:ik}’ 1<i<ksi Uik<8§Uz!f|»1 ( )

en posant comme auparavant U,f =T

Remarque VIL.3.1 Awvec les hypothéses d’indépendance, toute l'information est résumée par le
processus markovien (Sy,ng, Tw,).

Si on suppose de plus que les durées d’attente (7;)ien suivent des lois exponentielles, ['absence
de mémoire fait que le priz ne dépend en fait que du seul processus (Sy,my), ce qui est un avantage
théorique par rapport au modeéle plus simple ot [’on suppose les retours déterministes.

VII.3.3 Un calcul de compensateur

Afin de couvrir le risque, il s’agit d’abord de compenser le processus N.
Introduisons & cet effet les temps d’arrét :

TE =Ty
et o
Vi> 1, T = min{7;, T;—1 + 1i—1}
Alors :
Lemme VIL3.2 Le compensateur de (N;) est le processus (A;) défini par
O, * Iy (dt)
([t — T, +o0))

dAt = Z 1]Tn,Tn*+1}(t) Fn
neN

ot Fy,(dt) est la loi de 1, égale a F(dt) pour n > 1 et définie par l’expression (VII.3.4) pour

n = 0.

Preuve : Il s’agit essentiellement d’adapter la preuve du Théoréme III 1.33 de [68], en com-
mencant par introduire les tribus suivantes, pour tout n € N :

Gn = NVo(T;,TF, 0<i<mn)
GnVo(Thyir)

*
n+1
et en notant P" la tribu prévisible pour la filtration Brownienne.
On énonce le résultat suivant, en en reportant la démonstration aprés celle du Lemme VII.3.2 :

Lemme VI1.3.3 Un processus H est prévisible pour la filtration (.7:}) st et seulement si Hy est
Fo-mesurable et si pour chaque n € N il existe un processus H(n) qui est PV V (G, ® R )-
mesurable et un processus H,(n + 1) qui est PVV(Gpi1 @ Ry )-mesurable tels que

H=Hy+Y (H(n)hfmmm + Hy(n+ 1)1

n+1>
neN

Tnm) (VIL3.8)

Tout d’abord, le processus (At) est prévisible en vertu du lemme énoncé ci-dessus.
Considérons & présent un processus prévisible positif H et montrons I’égalité :

E(/Hsts> = E(/Hsd/is>
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On a d’une part
/Hl n+1,Tn+1( s)dN, = /H 1 n+1,Tn+1}(3)dA5 =0

et il suffit alors de montrer, puisque le processus H est de la forme (VIL.3.8) :

(i) )

On calcule par définition de At, en rappelant que la loi des temps 7, est F),(dt) tandis que celle
des temps Tn+1 T, est e Mdt :

(/H L, n+1]( )d/is>
= (/H Tn, n+1](S)F et Tnff;}))
o7 * Fy(ds)

v I
= E(/l{u<v}F (du))re dv/H {Tn<s§Tn+u}F (Is =T, +oo])>

0,
+E (/ 1{u>u}F’rL(du)>\eAudv/H(n)sl{Tn<s<Tn+U}F

;*aug )

(5 — T, +0)

En appliquant ensuite le Théoréme de Fubini entre autres, on a :

(/H Tn, n+1]( )dAs>
6~
= E(/H(n)sl{f<} Tn / (s <ucv} (du))\ AUd’U)
”SFQ&J%+M s Ta<uco
+E H(n)slp 5T" Fn(ds) 1, = F, (du)Ae*)"’dv
s {Tn<S}Fn[S—Tn,—I—OO]) {s—Tp<v<u}t'm
5T —Av
= E(/H(n)sl{fn<s}F ([S—Tn,—i-oo / {s—Tp<u} {s — T <v) F,(du) e dv)

(J 100t Cfio]) il = +°°D1{s—f’”<v}kekvd“>
(

I
=

I
=

I
=

(H(n)fn‘i‘Tn l{fnJrl >j:'n+7'n})

- (/H i, 1 n+1]( MNS)

ce qui établit ’égalité voulue et donc le lemme. | |

Preuve du Lemme VII.3.3 : On suit la preuve du Lemme IIT 1.29 de [68] en montrant
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dans un premier temps que JF; coincide avec la tribu :

K = {B € P(Q) ‘ VneN, 3B, € FV VG, Bi € FV VG,

B ﬂ{t < T;:H} =By ﬂ{t < T;:H} et Bﬂ{t < Tn-l—l} = B::LH ﬂ{t < Tn-l-l}}
(VIL3.9)

D’abord, on a l'inclusion Ky C F.
En effet, si B € ¢, on a alors I'égalité :

B=J [Bn (VT <t< T;ZH}] U [B:;H (UTii <t < Tn+1}]

neN
ou les ensembles By, et B} 41 sont associée & B comme dans (VIIL.3.9).
Puisque Von a V1 <i<mn, T; < T, et TF < T,,, alors, en utilisant la définition de G,, on a :
Gn C Fz. (VIL.3.10)
On en déduit alors facilement : } R
B[ {T. <t} e F
De méme, on note :
g, C Fre,, (VIL.3.11)
et ’on obtient R
+1ﬂ{ n+1 <t}€-7:t
L’inclusion cherchée en résulte.

Montrons ’inclusion inverse :

ﬁtC’Ct

Soit en effet s,u <t,p,q €N, A€ F} et prenons B = AN{Ns; =p, N, = q}.
Posons pour tout n :

:AH{ZI[O,S](T =pet Zlou {T*#T}_q}
i=1

et n+1
:L-i—l Aﬂ{zlos Petzlou T*) {T*;&T}—Q}
=1
Alors, on a
Bt < Ty} = Bu ([t < Tppi}
et

B(\{t < Toi1} = By [t < T}
ce qui prouve que B appartient a ;.
Comme N C K;, on obtient 'inclusion souhaitée.
On a ainsi ’égalité
Fi=K (VIL.3.12)
Passons maintenant & la preuve de 1’énoncé du lemme et prouvons le caractére suffisant de la
condition en posant pour n € N :



ot Y(n) est un processus F" -prévisible, Z(n) est une variable G,-mesurable.
D’apres l'inclusion (VIL.3.10), Z(n) est Fj; -mesurable et donc le processus Z(n)l]Tn T,
prévisible (Proposition I 2.5 de [68]).

Puisque Y (n) est prévisible, on en déduit donc qu’il en est de méme de H (n)l}Tn T

] est

On montre de maniére identique la prévisibilité du processus

H,.(n+ I)I]T*

n+1’Tn]

avec
Hin+1)=Y.(n+1)Z(n+1)

ol Y;(n) est un processus F" -prévisible, Z,(n + 1) est une variable G ;-mesurable.

En utilisant un argument de linéarité et de classe monotone, on en déduit la prévisibilité de tout
processus de la forme énoncée dans le lemme.

Pour la réciproque, par un argument de classe monotone, il suffit d’examiner le cas évident ou
H = 1pyxq0) avec B € Fo, auquel cas ¢’est évident, ainsi que H = 1pxjt,s] avec B € Fi.

Dans ce dernier cas, avec ’égalité (VII.3.12) et la définition (VIL.3.9), on peut associer & B les
ensembles B, et B, ., pour n € N et il suffit de poser H(n) = 1p, 3,5 et He(n+1) = L x)t.s)-
| |

Dans le cas particulier d’un retour déterministe on obtient le résultat suivant :

Lemme VI1.3.4 Si les temps de retour 1, sont déterministes, égaur & une constante T , alors
le processus N; est un processus prévisible.

Preuve : On peut déduire ce résultat du Lemme VII.3.2, en montrant que N; est égal a son
compensateur Ay.
On préfére cependant une preuve directe en réécrivant le nombre de retours sous la forme :

N = 117 > fo 150y L7, 00l (B) + Z LTty Frr ool ()
i=1

Or la loi des temps T}, — T,,_1 entre les instants de krach est a densité et donc ne charge pas {7},
si bien que le processus N, est indistinguable du processus

Nt* = 1{T1 ZT0+T>0}1[T0+T,+OO[(t) + Z 1{Ti+1 ZTi+T}1[Ti+T,+OO[(t)
=1

Pour i fixé, Tj 47 est un temps prévisible (I 2.8 de [68] par exemple) et I{Ti+1>Ti+T} est ]:(THT)—'
mesurable puisque : B

{Ti—l—l ZTi+T}C= U{ﬂ+1SQ}ﬂ{Q<Ti+T}
qeQ

Avec la Proposition I 2.12 de [68], on en déduit que 1 (o1 >T) +T}l[ est prévisible, ce qui

Ti+7,400]
prouve le résultat. [ |
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VI1.3.4 Couverture

On rappelle que les instants de krach sont ceux d’un processus de Poisson homogéne et 1’on
suppose de plus que les lois des temps 7, pour n > 1 sont & densité F(dt) = ¢(t)dt telle que :

{ (f{lt)OStST est absolument continue (VIL3.13)

e <X, 0<t<T

oil A est une constante positive.

Par exemple, cette condition est vérifiée dés que les temps de retour suivent une loi exponentielle.
De maniére plus générale, pour que la condition (VII.3.13) soit satisfaite, il suffit d’imposer pour
la loi F,,(dt) des temps de retour 7,, n > 0 en posant F,, = F pour n > 1:

F}, est & densité par rapport a la mesure de Lebesgue
{ " pal Tapp 8 (VIL3.14)

1 dF, R
Fre) @ <A 0<t<T

La résolution est immédiate et, compte tenu de l'expression (VII.3.4) de Fj, on est conduit au
choix :

F(dt) = g(t)eJo o
otl ¢ mesurable telle que 0 < ¢(t) < X, V0 <t < T avec f0+°° P(t)dt = +o0

Pour le calcul de la couverture, I'expression (VII.3.5) permet d’écrire le prix de 'option sous la
forme
pe = G(t,S,ne, Tn,)

en supposant vérifiée la condition (VII.2.13).

Comme pour le Lemme VII.2.3, il est alors loisible de prouver que la fonction G est asez réguliére
(de classe CH21:! par exemple).

Le Lemme fondamental VII.2.4 devient

Lemme VI1.3.5 Si la valeur initiale de la stratégie est donnée par :
VO = E(eirT(p(ST)) = G(07 SO? noafﬂ)

alors le risque quadratique o pour expression :
T roa - 2
R?; = E( / (8—(t, St,nt,TNt) — Ht> 6_2rtS,520',52_dt
0 xr
T - 2
+/ Ae ?t (G(t, Si(1+a),ng +1,t) — G(t, S, Tny) — HtaSt> dt
0
T . - . - 2 .
+/ 6727% (G(t, St, 0, TNt) - G(t, St, g, TNt)> dAt> (VII315)
0

Preuve : Suivant les lignes de la preuve du Lemme VII.2.15, on introduit la fonction

é(t,x,n, z) = e "G (t, ez, n, 2)
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et I’on applique la formule d’Ito

A oA - N ~ L oG A
G(ta StanhTNt) _G(07SU7nOaT0) = Os (S SS y Ths— aTNs )d
0
L oG N N
+ p) (3 Ss—yMs— aTN )Us—Ss—dWs
0 T
oG . .
—Aa ; %(S,Ss_,ns_,TNk)ds
e & = 2 &2
2/, W(s,Ss,,ns,,TNS_)asszfds
+ Z (é(SHgS’nS?TNs) - é(s,gs,,ns,,TNs_))
0<s<t
Le dernier terme se réécrit :
fo ( (1+a), ns,—I—l,s)—é(s,gs,,ns,,TNs_D dN

+ [t ( s,Ss,,o,TNs_) _ é(s,gs,,ns,,TNs_)) N,

en tenant compte en particulier du fait que les instants de saut des processus (IVy) et (Nt) forment
deux ensembles disjoints (presque strement).

En compensant ces deux intégrales, et en tenant compte en particulier de ’expression du com-
pensateur A; de N; donnée par le Lemme VII.3.2, on obtient :

é(t’ Sta g, TNt) - G(Oa SO, no, TO) [f ?‘)? (5 SS y Mg—, TNS_ )O'sfgsdes
+ (G, 80 (1 + a)yng +1,8) — G(s, ss,,ns,,TNs_)) d(N, — \s)
+ [ (G(s, 85,0, T, ) — Gi(s, Ss,,ns,,TNs_)) d(N, — A,)

Ensuite, en considérant la valeur actualisée du portefeuille V; et en continuant comme dans la
preuve du Lemme VII.2.15, on écrit :

Vi — G(t, 8, me, Tw,) = MY + M® + m®

ol 'on a défini les trois martingales locales

t
MY = / (Hs—a—G(s Ss_yns_, T, )) o5 Ss_dW,
0

ox
t
M? — _/0 (G580 (1L a)my +1,5) = Gls, 84 my T, ) — aH,S, ) d(N, = s)
3 A a 5 T ~ S i
M = —/ (G(s,ss,,o,TNS_) —G(s,ss,,ns,,TNs_))d(Ns — Ay)
0

Il s’agit en fait de martingales de carré intégrable : en effet, pour les deux premiéres, on reprend
a l'identique ce qui a été fait dans la preuve du Lemme VIIL.2.15 tandis que pour la troisiéme, il
s’agit encore de prouver (b/ du Théoréme I 4.40 de [68]) que l'on a :

t, . . - . - 2 . A .
<MD MO >, = / (G(s,Ss_,O,Tst) - G(s,SS_,nS_,TN57)> d<N—-—AN—A><+o00
0
(VIL.3.16)
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Pour calculer le crochet < N — /i, N-—A >, on utilise le fait qu’il s’agit du compensateur de la
variation quadratique [N — A, N — A, (b/ de la Proposition I 4.50 de [68]).

En utilisant le fait que N, et A; sont & variation finie et que de plus A, est supposé continu, on
a (avec le a/ de La Proposition I 4.49 de [68]) :

N-AN-A4, = Y (a8,)

On en déduit donc

En utilisant ’hypothése

>/>

dt =
on peut adapter ce qui a été fait pour les deux premiéres martingales et obtenir la condition
d’intégrabilitée (VII.3.16) souhaitée, ce qui montre que M®) est également une martingale.
On a ensuite le développement suivant

S A & =\ 2 i i
1<i<3 1<i<j<3

Une application de la formule d’Ito et des calculs classiques de variations quadratiques, similaires
a celui que l'on vient d’établir, donnent, en tenant compte en particulier que A; est absolument
continu et que Ny et Ny n’ont pas de saut en commun :

t
(M2 = / MOyDaw, + / (v D)2ds
0

t
(]\4)5(2))2 = / Msf Yrs, d(Ns - )\3) +/ (Ys(z))Qst
0

t
(P = / MOV, - A, + / (V)N
0
mMOmP = M Daw, + M 'Yy®d(N, -
¢ Mgt = (N5 — Xs)
MOMO = /M Vaw, +/ MOYP N, - N,)
t t - s s

t
MPM® = / MEYD AN, - xs) + / MPYB N, - A,)
0 0

Ys(l) = (Hs - 8_G(S7 S'S,TLS,TNS)> O-Sgs

ox
YS(Q) = — (G’(s, 5'5(1 +a),ns_ +1,5) — G’(s,S’s,nS_,TNS) — aHSS'S>
v = —(G(s,8,0,Tw,) = Gls, 5 me , Tw,.)

Encore une fois, avec des développements similaires & ceux de la preuve du Lemme VII.2.15,
reposant sur le b/ de la Proposition I 4.50 de [68] et le fait que les M () sont des martingales de
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carré intégrable, on montre que les produits croisés sont des martingales (& cause de la nullité de
la covariation quadratique) et sont en particulier integrables et qu il en est de méme des deux
premiers carrés compensés (M, fo 2ds et ( fo )2 Mds.

Pour traiter le troisiéme carré (Mt(3))2, on reprend ce qui a été detallle dans la preuve du Lemme
VII.2.15 pour le deuxiéme carré : tout d’abord, avec le résultat de [68] précédemment cité, on
obtient le fait que (Mt(3))2 - fOt(YS(E))2dZ\Afs est une martingale.

D’autre part, on a, par définition du compensateur :

E( [ v®haN,) = E( [ vP)2d4,
(foram) = o [0rai)
E (/Ot(Ys(f))zﬁ\ds> < +00

la derniére inégalité n’étant autre chose que (VII 3.16).

IN

Cela prouve que l'intégrale compensée fo ))2d(N A) est de moyenne nulle et, avec un
raisonnement similaire, on montre que c’est méme une martingale, ce qui achéve de traiter le cas

de (MP)2.

Finalement, on obtient :

. o _ 9 t ¢ ¢
(Vi = Gt St Tv,) ) = My +/ (v Vy2gs + / (V?)2xds + / (v?)2dA,

0 0 0
ol M; est une martingale et cela donne le résultat annoncé en prenant 1’espérance. |

L’expression du risque quadratique comporte un terme supplémentaire indépendant du porte-
feuille, ce qui montre que le delta de la couverture reste inchangé par rapport au cas déterministe.
On énonce :

Proposition VII.3.6 Le delta du portefeuille optimal est donné par :
Ht = A(ta St*/n‘t*aTNt_)

avec

) ] 1
A(t, St,,ntf,TNt_) = 1+ )\042 <

t_

oG

8$(t St s T — aTNt )

+>\a2 G(t? St—(l + Oé), ng— + 17 t) B G(ta St—a nt—athf)
O'i?i OéSt_
(VIL3.17)

et le risque a alors pour expression :

~ 2
T ha? . t,5;(1 1,t) — G(t T
Rg = ]E(/ & 672TtSt2 a_G(t7 St7nt7TNt)_ G( 7St( +Oé),nt+ ) ) G( 7St7nt7 Nt)
0

1+ 2‘§L2 Oz aSy

. A ) . N2 .
+/ o2t (G(t, S;,0,Tn,) — G(t, St,ntuTNt)) dAt)
0
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Preuve : C’est immédiat en suivant la preuve de la Proposition VII.2.5. | |

Il est important de noter que le cas ou les durées de retour 7; sont déterministes n’entre pas
strictement dans ce qui précede puisqu’alors le compensateur A, nest pas absolument continu.
Cependant, en reprenant la preuve du Lemme VII.3.15, la martingale locale M (3) est en fait nulle
du fait de l'égalité de Ny et de son compensateur Aj.

On est donc ramené au Lemme VIL.2.15 de la section précédente et ’on peut réécrire le Lemme
VIIL.3.7 :

Proposition VII.3.7 Dans le cas ot les temps 1; sont égauz a une constante T > 0, le delta du
portefeuille optimal est donné par :

Ht = A(ta St*/n‘t*aTNt_)

avec

A . 1
At Semymi—, T, ) = @(

oG

Bx(t Sy, T, )

+)\a2 G(t,S; (1+a),n; +1,t) —G(t, S ,ni ,Tn, )
o? oS
(VIL3.18)

et le risque a alors pour expression :

~ 2
T 2 _
Rg = E / Ao 672rtSt <8G(t Stant,TNt) G(t,St(1+Ol),TLt +O:[l‘;’t) G(t,Stant,TNt)> dt
0 t

Remarque VIL.3.8 Le cas de temps de retour déterministes se traite en fait comme la limite
du modéle de la section précédente en faisant tendre la fonction x vers lindicatrice 1 7, ce qui
montre bien intuitivement que les résultats ne sont pas modifiés.

VI1.3.5 Expression développée du smile

Dans cette partie, on se propose d’approcher la volatilité implicite du modéle avec saut de
volatilité et retour instantané.
On part de l'expression du prix (VII.3.5) que l'on réécrit :

G(t,z,n, T) = e XT=0 5, QT R (K (¢ 5(1 + a)keorT=0) ;) (VIL3.19)
en définissant les variables aléatoires :

ftT o2(s—,n, T, (UF)1<ick, (FF)o<ick)ds

or = T (VII.3.20)

et en adoptant la fonction de prix Black-Scholes usuelle :

K(t,z,0) = H(t,z,0?)
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Ici, on se place dans le cas d’'un Call européen de strike K.
La volatilité implicite ¢("P) vérifie alors par définition :

K(t,z, o)) = G(t,z,n,T) (VIL.3.21)

Alors, si l'on se fixe une volatilité de référence o®), un développement au premier ordre du

membre de gauche par rapport a la volatilité donne :

G(t,z,n,T) — K(t,z,0)
o (t,2,00)

Slimp) _ (0) o,

(VIL3.22)

L’expression de la volatilité implicite s’obtiendra en choisissant un développement approprié du
prix Black-Scholes dans l'expression (VII.3.19) du prix injectée dans le membre de droite de
(VIL.3.22).

On supposera bien str que les sauts du sous-jacent et de la volatilité sont assez faibles pour que
I’on puisse admettre de tels développements limités.

Afin d’examiner en particulier I'influence du saut de volatilité, on commencera & considérer le
cas ou ce dernier est absent (ou tout au moins négligeable).

Cas ou le saut de volatilité est négligeable

Dans ce cas, les volatilités effectives définies par (VII.3.20) sont constantes (& ¢ fixé) et égales a

T 9 1
o = (%j(:m) ’ (VIL3.23)

On développe donc le prix Black-Scholes dans (VII.3.19) par rapport au sous-jacent seul et de
plus, ainsi qu’il apparaitra dans la suite, pour obtenir un effet de smile (dépendance par rapport
au strike), on doit pousser le développement jusqu’a l’ordre trois.

Cela donne, si on effectue le développement & l'ordre quatre :

oK 10%K
ko—aA(T=1) 5 ~ (0) (0) (0)YA2 2
K(t,x(1+a) e ,0k> ~ K(t,z,o )+8$(t,x,a )Akx+28 5 (2,0 ) A
103K 1 9'K
AL + — == Oy ARzt(VII.3.24
+68 S (t,z,0") A +248x4(t’x’0 JApx*(VIL.3.24)
ou l'on a posé :
Ap =1+ a)fe =0 1 (VIL.3.25)
En injectant cela dans ’expression (VIL.3.19), on obtient une approximation du prix :
- 10%K 10°K
~ 0 2 0 3 3
Gt z,n,T) ~ Kt z,0%)+ 575z (b c) < AZ> g —i—EF(t,x,a( N < A3 >z
1 9*K
(0) 4 4
+2464(txa )< At> g (VIL3.26)

ou ’on a posé pour ¢ € N :

. T —t))F .
<A >= TN M : (VIL3.27)
k>0 )
et ou l'on a tenu compte de :
<A'>=0



D’autre part, des calculs aisés donnent, puisque I'on est dans le cas d’'un Call de strike K :

O t.2.0) = mﬁtjégeg

%(t,x,g@)) = m(o)\l/ﬁ\/;_ﬁe—ﬁ
%(t,x,a(o)) - mg—f(t,x,a(o))
%(t’x’a(o)) - _%(t’x’”(o)% (HU«J) le—t)

_ 1 i oK (0)
T BT — 1) (1+g<o> T_t> 9o b o)

oK 1 d ’ d L
Oy = (1B — ) -
gt BT T) = [ (1 T OyT t> ' (1 BPON = t) (o O)X(T — t)]

2
e (1,2,0)
X
1 dy ? di 1
= 1 1 -
ﬁd%T—w[<+a@ T—J'+<+a® T—J (d%%T—w]
oK
%(ta z, U(O))
(VIL3.28)
ou l'on a posé
. ()2
In(L) + (7" + %) (T —t)
dy = (VIL.3.29)

oOT —t
Finalement, en injectant (VII.3.26) dans (VIL.3.22), on obtient le développement :

; 1 d
(imp) _ ,(0) ~ A2 > 1 1 A3
d g 200 (T 1) =" 7 T 6e0(T — 1) ( * aw)m) D

- < A*
T m—n <% 7

[ (1 + U(O)di\/lﬂft>2 + (1 + U(O)\CZT’:) - (0_(0))21(T 5 ](VII.3.30)

Si l'on se limite & 'ordre trois, ce développement se réécrit :

T

. 1
(imp) _ J(AM) o _ 3
o\""P) _ o ~ 2<A >an

6(c(0)3(T —t) (VIL.3.31)

oit o(AM) designe la volatilité implicite a la monnaie.
Typiquement, si la maturité est faible et le saut négatif, on aura :

<A?><0

et I’on observe la décroissance de la volatilité implicite en fonction du strike.
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Pour le voir, on écrit :

k
CcAPs = ¢ M) Z (A(Tk_l t) ((1 + ke BONT 1) _g(] 4 )2 20AT 1)

—A\T—t) (eA(1+a)3(Tt)3aA(Tt) . 36/\(1+a)2(T7t)72a)\(T7t)
1 3A1HQ)(T—t)—a(T'~t) _ eA(T—t))

B (2 — 3@ A=) 4 e3azf\(T—t)+oc3/\(T—t)>

AANT —1) <0

1

Cas ou le saut de volatilité est appréciable

Dans le cas général, on propose de remplacer le développement (VIL.3.24) par un développe-
ment & l'ordre deux par rapport au sous-jacent et & la volatilité :

2

K (t,x(l + a)kefa/\(Tft),&O ~ K(t,z,0%)+ 8—’C(t,gv,a( NApz + = LO ’C(t z,00)AZ?

ox 2 0x2
oK . 10°K .
—i—%(t,x,a(o))(ak —ol0) 4+ 2 5 507 (t,z,00) (6, — o()?
2
+ 2 (1, 0,00) (34— o) Ara
0o 0z

(VIL.3.32)

ot 0 est la volatilité effective en absence de saut donnée par expression (VII.3.23).
Un calcul fastidieux permet de compléter les relations (VII.3.28) :

O’K 1
b 0y — _=
axaa(t,ar:,a ) x( T - 1) txa
oK (t,z,0") = VT —td) | ——— — (t z,00)
do o2 0(0) T —t (90
(VIL3.33)
Alors, en injectant (VII.3.32) dans (VII.3.22), on obtient le nouveau développement :
o) o0 o o5 gy L a2s (D) G ,0)as
20(0)(T —t) oOT —t
1 dy
VT — st S | _ o(0y2
+2 td; (0(0)m ) (6 —0") >
(VIL3.34)
ou l'on a posé pour i,7 € N :
~ y 7 _ _ )\ T - t k i ~ >
< (6 oOPA Sz ATDY %Akﬂi((ak _ aww) (VIL3.35)

k>0
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Compte tenu de (VII.3.29), et puisque < A >=0, on obtient :

(imp) _ _(0) A (I S
o o ~ Q+<(0(0))3<(U o) > (0(0))2(T—t)

1 N z\?
+W < (O’—U(O))2 > (IHE>

T
< oA > )In—
g )nK

ou Q est un terme qui est indépendant du strike K.

Dans la pratique, deux types de développement, peuvent étre adoptés en faisant intervenir la
volatilité & la monnaie o{4™) comme volatilité de référence.

On propose :

1. En dehors de la monnaie (K > x)

imp) _ p(AM) ( T (502

(imp) _ H(AM) " 0y2 5 _ 5A
o o ((0(0))3<(U o")? > 2T — )<U >>
[x—K 1<x—K>2]
_l’__
T 2 T
1 z—K\*
R SR (0 Y
Feopm—g ~ 7 )>< . )

La deuxiéme expression s’obtient a partir de la deuxiéme avec un développement de In % =

—ln<1—¥>.
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Chapitre VIII

Calibration d’une diffusion avec sauts

VIII.1 Position du probléme

L’objectif de cette partie est de calibrer un modéle d’actif de maniére & pouvoir donner des prix
d’options en cohérence avec ceux des Call et des Puts liquides traités sur le marché ainsi qu’avec
la condition d’absence d’opportunité d’arbitrage.

Une fagon bien connue pour résoudre le probleme du smile consiste & choisir un modele a volati-
lité stochastique. En particulier, le modéle dit & volatilité locale, ou la volatilité ne dépend que du
temps et du niveau du sous-jacent (ce qui restreint considérablement sa nature stochastique), est
largement répandu depuis qu'il a été établi dans [43| une formule explicite donnant la volatilité
locale en fonction des prix des Call.

Comme elle exige de disposer d’une nappe réguliére de ces prix, fonction dérivable de la maturité
et fonction deux fois dérivable du strike, cette formule n’est pas directement utilisable, ce qui
a suscité de nombreux travaux dont [5], [82], [67], [17], [27] avec pour objectif une calibration
stable.

De maniére générale, les modéles a volatilité stochastique permettent de rendre compte de la
structure de smile & maturité élevée tandis qu’il est également important d’ajouter une com-
posante de sauts afin de modéliser les phénomeénes observés a maturité courte pour lesquels la
volatilité ne joue pas beaucoup.

La tentative naturelle d’intégrer le phénomeéne de smile constaté empiriquement en permettant
au sous-jacent de subir des discontinuités est proposée historiquement dans [93] et est généralisée
sous de nombreux aspects, ainsi qu’il est discuté dans [111] par exemple.

Dans I'étude qui suit, le cadre de départ est un espace de probabilité (2, F, P) sur lequel le prix
(S;), de dimension m, subit des sauts introduits par une mesure de Poisson homogéne TI(dt, dz)
sur 'espace R = R™ muni de sa tribu Borélienne R et on note m(dt,dz) la mesure intensité
associée. Pour simplifier, on considérera par la suite que le sous-jacent est unidimensionnel (m =
1).

D’autre part, la composante martingale continue du prix est obtenue a partir d’'un processus
de Wiener (W;) supposé indépendant de TI(dt,dz) et 'on se donnera comme filtration (F;) la
filtration augmentée de celle engendrée par W et II : (F;) vérifie les conditions usuelles.

Dans ce contexte, sous la probabilité P, on suppose que S; est une diffusion avec sauts, solution
de 'EDS suivante, en se placant a un horizon fini 7" :

130



dSt == Stf[b(t, Stf)dt + U(t, St,)th + / (1)(15, St,, z)(H(dt,dz) - W(dt, dz))], 0 S t S T

zeER
(VIIL.1.1)
ou l'on conviendra que :

So-=85,>0
et ou l'on fait les hypothéses suivantes :

1. On suppose que la mesure d’intensité m(dt, dz) admet la factorisation 7 (dt, dz) = dt® p(dz)
ou p(dz) est une mesure positive sigma-finie sur R.

2. Le taux d’intérét ry est supposé déterministe et borné et les fonctions (¢,2) — b(t,e"),
(t,x) — o(t,e”) et (t,z) — ®(t,€e", z) sur [0,T] x R sont mesurables et localement lipschit-
ziennes en x : pour tout n € N il existe une constante ay, ainsi qu’une fonction 5, : R — Ry
vérifiant [ 3, (2)?p(dz) < +oo telles que pour t < n, |z| <n, |2'| <n:

b(t, e®) — b(t, )| < aplz — 2|

lo(t,e®) —o(t,e®)| < aplz — 2|
[@(t, €, 2) L ja(ter,0) <1y — Rt €™ ) L g e o<1y < Bul2)lz — 2|
[@(t: €, 2) ooy >1)) = Pt e A ager ys1y < Bal?)le = o]
(VIIL.1.2)
3. La fonction (t,z) — b(t,z) est bornée sur [0,7] x R et l'on a aussi :
V(t,z) € [0,T] xR, 0<co<o(t,z)<T (VIIL.1.3)
ou ¢ et T sont des constantes.
4. On suppose de plus que ® vérifie
V(t,z,2z) € [0,T] x Rx R, |®(¢t,z,2)| < Po(2) (VIIL.1.4)
ou @y > 0 est une fonction mesurable bornée vérifiant :
/R ®2(2)p(dz) < +oo (VIIIL.1.5)
et qu’enfin
V(t,z,2z) € [0,T] x Rx R, ®(t,z,2) > &1 > —1 (VIIL.1.6)

ou Py est un réel fixé.

L’introduction d’un processus de Poisson ponctuel pour représenter les sauts du sous-jacent est
justifié dans le chapitre II de [86] (et plus précisémment dans [45]) et 'on discutera plus loin les
hypothéses présentées ci-dessus.

Ainsi qu’on I'a dit au début de cette introduction, on va proposer une procédure de calibration
du modéle et, pour situer ’approche retenue, il faut signaler que les modeéles de diffusion avec
sauts ont suscité différentes méthodes de calibration dés le papier [93].

Dans [2], le modeéle considéré est proche de (VIIL.1.1) et Peffort de calibration est concentré sur
la fonction de volatilité : exactement comme dans [43], cela suppose que l'on a obtenu une nappe
réguliére de volatilité implicite.

On peut également remarquer qu’en choisissant un modéle avec sauts, on se place délibérément
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en situation de marché incomplet et donc, suivant le point de vue financier adopté au Chapitre
VI, la calibration peut aussi étre envisagée comme le choix d’une probabilité martingale parmi
toutes celles qui lui sont équivalentes, un critére valable pour ce choix étant celui de 'entropie
relative.

Dans le cas du modele régi par (VIII.1.1), il s’agit précisément de contourner le probléme posé
par 'incomplétude du marché et le nombre insuffisant de contraintes en cherchant la probabilité
martingale Q sur 2 minimisant la distance en entropie par rapport & P sous des contraintes de
prix d’options liquides.

En dehors de la problématique liée a la calibration, ’existence et la détermination de la pro-
babilité martingale minimisant ’entropie relative par rapport & une loi a priori dans le cadre
d’un marché incomplet général est discuté dans [53] et [58| tandis que [94] et [34] par exemple
s’'intéressent au cas de diffusions avec sauts.

En adaptant les résultats des deux premiéres références, on a donné briévement au Chapitre
VI une caractérisation générale de la probabilité martingale calibrée minimale qui s’applique au
modele (VIIL.1.1) car ce dernier génére un processus localement borné.

Cette caractérisation est cependant trop théorique car elle ne permet pas de construire la solu-
tion.

Récemment dans [35], grace a une technique de descente du gradient, la méthode de la mini-
misation de ’entropie relative a permis de calibrer la classe des modéles de diffusion avec sauts
lorsque le logarithme du sous-jacent est un processus de Lévy, ce qui revient a prendre constants
les coefficient b, o et ® du présent modéle, la restriction que I'on ajoute ici étant de toutefois de
borner les sauts a cause de la condition (VIII.1.4).

Dans la perspective de résoudre le probléme de minimisation d’entropie dans le cas d’une diffu-
sion avec sauts du type de celle proposée ici, on va suivre une méthode proche de la technique
de contrdle optimal proposée dans [5] pour calibrer la surface de volatilité locale et reposant
également sur la minimisation de I’entropie relative et pour cette étude, la référence principale
sera [113].

En anticipant sur la suite, on insiste sur le fait que tous les paramétres du modeéle a priori sont
supposés fixés, et que la fonction & déterminer pour le modele calibré n’est plus la volatilité
comme dans le cas de [2], ce qui impliquerait la perte de I’absolue continuité entre mesures, mais
le compensateur du processus de sauts.

Enfin, on reprécise le fait que le probléme ne présente ici d’intérét que si les coefficients du modéle
a priori ne sont pas tous constants, auquel cas on est ramené a [35].

Tout d’abord, on introduit de nouveau la distance en entropie relative

i ln(Z—g)dQ si @@ est absolument continue par rapport a P
H@IP) = +00 sinon

et I’on rappelle le probléme de calibration
(PMC)  trouver Q € M qui minimise H(Q|P) sous la contrainte [ f(S)dQ = C

oil I'on note M l'ensemble des probabilités martingales sur (€, F) et o f = (fL,..., f%) de-
signe le vecteur des fonctions de payoff actualisées de d options liquides dont on observe les prix
C=(CH,...,CY%.

Ce probléme n’admet alors de solution que sous la condition géométrique détaillée antérieure-
ment :
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PMCY admette une solution il est nécessaire qu’il

existe un sous-espace vectoriel E de R? tel que si P‘/;)S désigne la restriction a E de l'image de

P par folS,

Lemme VIIL.1.1 Pour que le probleme (

(c©) Ce IntE(C'onv(Supp(P‘J;fs))) Uintérieur dans E de l’enveloppe conveze du support de P‘J;;S
Vn € P() absolument continue par rapport & P t.q. [, f(S)dn = C, n((f o S)"WE)=1.

Afin d’utiliser des techniques classiques de controle, on va en fait se restreindre & un sous-
ensemble M’ de M permettant de définir un espace de controles convenables, et en particulier,
pour des raisons également financiéres, il est préférable de rechercher une solution équivalente &
la probabilité a priori P.

Apres avoir fait ce choix, on définira la version pénalisée du probléme de calibration qui a
I’avantage d’assurer 'unicité de la solution du probléme dual et c’est en définitive avec elle que
I’étude sera menée. L’objectif est de montrer ’existence d’une solution stable.

VIII.2 Choix d’un ensemble de probabilités martingales

L’objet de cette partie est d’abord de restreindre le choix de la solution du probléme & un en-
semble convenable de probabilités martingales équivalentes puis de donner un critére suffisant
pour résoudre le probléme (Lemme VIII.2.7).
Commengons par discuter les hypotheéses faites sur le modele régi par 'EDS (VIII.1.1) définissant
le sous-jacent comme un processus de diffusion avec sauts.
L’existence et 'unicité de la solution de ce type d’EDS et le lien avec le probléme des martin-
gales, ont été étudiés dans les articles [121], [79] et plus généralement dans [86] et, ici, on se référe
essentiellement aux conditions données par |68|.
Ici, par commodité, les conditions sont adaptées & 'EDS transformée de (VIII.1.1) par le chan-
gement de variable logarithmique :

Xt == lD(St)

Afin de préciser cela, sous réserve d’existence de la solution S; de 'EDS (VIIL.1.1) ('unicité
n’étant pas forcément acquise), cette derniére s’écrit selon la formule de ’exponentielle de
Doléans-Dade

S, = Soefgb(s,Ss_)ds+fgU(s,SS_)dst%fotU(s,SS_)2dsef[0,tlxR‘b(s,sz,z)(H—w)(ds,dz)
I O +@@, S, ¢))e 2 Smatm) (VIII.2.1)
0<7’n§t

ou, avec la Proposition II 1.14 de [68], on a introduit un processus ¢ a valeurs dans R ainsi
qu’une suite (7,) de temps d’arrét tels que la mesure II s’écrive :

(dt,dz) = 0z 0 (VII1.2.2)
n>0

Avec le Théoréme I 4.61 de [68], le produit infini du membre de droite de (VIII.2.1) est absolument
convergent p.s. et alors ne s’annule pas avec la condition (VIII.1.6) : la solution S; de 'EDS
(VIIL.1.1) est strictement positive et on peut la réécrire plus simplement :

S, = Soefgb(s,ss,)dsﬁga(s,ss,)dws—é Ota(s,Ss,)stef[O,t]XB@(s,Ss—,z)(wa)(ds,dz)

¢~ Jo.axr(@=In(1+®))(5,55 —,2)T1(ds,dz) (VIII.2.3)
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Ainsi, le changement de variable X; = In(S;) est valide et I'EDS vérifiée par X est :

1
dX; = (be(t, Xy-) — Eaf(t, X ))dt + o (t, Xy )dW, + / In(1 + ®@.(¢, Xy, 2)) (Il — 7)(dt, dz)
z€R

+/ (In(l + @.(¢t, Xi—, 2)) — Pu(t, Xi—, 2))m(dt,dz), 0<t<T (VIIL.2.4)
z€R

ou l'on a posé :

V(t,z) € [0,T] X R, by(t,x) = b(t,e")
V(t,z) € [0,T] X R, o.(t,z) = o(t,e”)
V(t,z) € [0,T] X R, ¥z € R, &, (1,7, 2) = B(t, ¢, 2)

et ot 'on a utilisé les conditions (VIII.1.4) et (VIII.1.5) pour assurer la définition de la derniére
intégrale du membre de droite de (VIIL.2.4).

Remarquons par ailleurs que ces mémes majorations (VIII.1.4) et (VIII.1.5) assurent l'existence
de la deuxiéme intégrale (voir [68] Théoreme II 1.33 b/ et Définition II 1.27).

Si’on reprend alors les hypothéses données dans 'introduction, ’ensemble de conditions (VIII.1.2)
exprime que les coefficients de ’EDS (VIII.1.1) sont localement Lipschitziens et on vérifie qu’ils
ont une croissance linéaire car b et o sont bornés tandis que ’on a la majoration (VIII.1.4) pour
.

Le Theéoréme III 2.32 de [68] assure alors I'unicité et 'existence (au sens fort) de la solution de
I'EDS (VIII.2.4), puis, en revenant a la variable originale, celles de la solution de 'EDS (VIIL.1.1).

Remarque VIII.2.1 On a supposé que le coefficient de sauts ® est borné (avec ®g), ce qui
implique [’hypothése pratique que les sauts de X; sont bornés.

Cette hypothése servira surtout a assurer la validité de la majoration exponentielle (VIII.}.19)
dont l'intérét sera discuté plus loin.

En anticipant sur la suite, dans le cas ot les options servant a la calibration sont bornées, on
peut relacher cette hypotheése et affaiblir également la condition d’intégrabilité (VIII.1.5).

Le probléme de calibration (P™') a donc bien un sens et 1’on se donne a présent I’ensemble M’
de probabilités ou I'on souhaite en rechercher la solution.

On considére la tribu prévisible P pour (€2, (F)), la tribu R associée a 1 “espace R et ’on note
P=P®R.

Classiquement, dit ici de maniére informelle, avec les Théorémes IIT 3.24 et III 5.19 de [68]
résumés dans le Théoréme 3.2 de [34] par exemple, un changement de probabilité équivalente a
P détermine un processus prévisible (Gy(w)) et une fonction P-mesurable (Hy(w,z)) ajoutant
un “drift” au Brownien en changeant la mesure d’intensité de la mesure de Poisson.

On va exprimer cela de fagon précise en se limitant au cas on (Gy(w)) et (H¢(w, z)) sont bornées,
ce qui suffit dans la pratique.

Lemme VIIL2.2 Soit (Hi(w,z)) une fonction P-mesurable strictement positive et soit 1he
L*(R,p) NL®(R,p) telle que

V(w,t,2) € 2 x[0,T] xR, |In(Hy)|(w,z) < (VIIL.2.5)
Soit Gy le processus prévisible défini par ’égalité
1
Gt = |:’f‘t — b(t, St,) — / (I)(t, S’t,,z) (Ht(,z) — 1)dp(2’):| (VIII26)
U(ta St—) R

Alors le processus

ZtH _ ef(f GedW,—1 [ ngsef]o,t]xR(Hs(-:z)*l)(H*W)(ds,dZ) H HTn("CTn)elme(-,Cm) (VIIL.2.7)
0<7’n§t
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est une martingale positive, ot les temps d’arrét T, et le processus ( sont associés a l’écriture
(VII1.2.2) de la mesure de Poisson I1.
On définit de plus une probabilité martingale QY équivalente a P sur (Q, Fr, P) par :

Q"

— Zﬁ
P |z,

Sous Q (W — f(f Gds)o<i<T est un processus de Wiener et le compensateur de la mesure

ponctuelle TI(dt, dz) est H(t,z)w(dt, dz) et le sous-jacent actualisé S; = e~ I rsds Sy est une mar-
tingale.

Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer
V(w,2) € 2 xR, Hy(w,2) =1 (VIIL.2.8)

puisque cette valeur n’intervient pas dans expression (VIII.2.7) de la densité et que 7 ne charge
pas {0} x R.
Ensuite, le processus prévisible G est défini et borné ainsi qu’on peut le montrer de fagon précise :
avec l'inégalité des accroissements finis appliquée & = — €% en In H; ainsi que la majoration
(VIII.2.5), on obtient en effet :

|Hy — 1] < eVl |1n(H,)]

et en utilisant encore ’hypothése (VIIL.2.5), on a simplement :
|Hy — 1] < ell?lleoy) (VIIL.2.9)
On peut alors écrire :

<l ([ arinta)) : (/. W(z)dp(z))%

(VIII.2.10)

‘ [ 800502 (B2 - Diole)
R

et le membre de droite de (VIII.2.10) est fini en vertu de (VIII.1.5) ainsi que de ’hypothése sur
).

En injectant cette majoration dans la relation (VIII.2.6) et en tenant compte de la relation
(VIIL.1.3) ainsi que du fait que les coefficients r; et b sont supposés bornés, on conclut que Gy
est borné.

Alors, le fait que Z}! est une martingale est une conséquence de la Proposition I 1.11 de [87]
mais on en redonne les éléments de preuve.

En utilisant la formule d’It6, ou grace a 'expression de ’exponentielle de Doléans-Dade et la
relation (VIIL.2.2), on voit que Z}! vérifie 'EDS

4zl = 21 GaW,+ 21 [ (Hi(.2) ~ D - m)(d d2) (VIIL2.11)
R
avec
zi =z =1

c’est-a-dire que 'on a :

t
zH =1 +/ zZ1 G dw, +/ Zf/ (Hy(.,z) — 1)(II — 7)(ds, dz) (VIIL.2.12)
0 10,¢] R

135



Avec (VIIL.2.7), on a Z = ZH H, (.,¢,,) et donc c’est une martingale locale qui est localement
de carré intégrable et dont on peut calculer le crochet oblique.
Avec le Théoreme I 4.52 de [68], on calcule d’abord la variation quadratique :

oo [ 2 H 12
24,28 = [(ZHG s+ [ () - 0P, de)
0 10,t]xR

En compensant la derniére expression, il vient :
t
<zZ" >t:/ (ZzHG,)%ds +/ (ZH(H,(.,2) — 1))%p(dz)ds
0 10,t]xR

en remarquant que le crochet oblique est bien défini car la martingale locale ZtH = Zﬁ H. (.,¢)
est localement de carré intégrable.
Montrons alors Y < ZH >, < +00.
Or on peut écrire
ZtH _ eMt_% fot G’gds—f]o,t]xR(Hs(z)—l—ln(Hs(z)))w(ds,dz) (VIII.2.13)

ou M; est définie par
t
M; = / GgdW, + / In(Hg(., 2z))(IT — m)(ds, dz) (VIIL.2.14)
0 10,t]xR

et donc, compte tenu de x — 1 —Inx > 0, il vient Z/ < eMt.

Mais M; est une martingale vérifiant les conditions d’application du Lemme VIII.2.4 énoncé
aprés la présente preuve : elle est quasi-continue a gauche (avec le Corollaire II 1.19 de [68]
puisque w({t} x R) = 0 Vt), ses sauts sont bornés et son crochet oblique vérifie : < M >;=
f(f G2ds + f]o,t]xR(ln(Hs(.,z)))2p(dz)ds < Kt ou K est une constante, a cause en particulier de
la majoration (VIII.2.5) de | In(H)]|) et de la condition d’intégrabilité de la mesure de Lévy p.
Le lemme précédemment cité permet alors d’obtenir :

EP (e2suP0§s§T |MS‘) < 400 (VIIIZI5)

Avec le fait que G est bornée et en obtenant aisément supy<;<p [g (Hy(2) — 1)?p(dz) < +00, on
en déduit bien que EY[Z# ZH)p = EY < ZH >p< +00 et donc que ZH est une martingale de
carré intégrable avec le Corollaire 3 du Théoréme 1T 6.27 de [101] et en particulier Q¥ est une
probabilité.
Pour terminer la preuve, on sait que sous Q¥ , la mesure II a pour compensateur 7 donné par le
Théoreme III 3.17 de [68] par :

7(dt,dz) = Yn(dt,dz) (VIIL.2.16)

ot Y est une fonction positive P-mesurable caractérisée par :
EFP [/ Ys(.,z)ZsH_Us(.,z)H(ds,dz)] =E" [/ ZHU, (., 2)1I(ds,dz)|  (VIIL.2.17)
[0, T]xR [0,T]xR.

pour tout U P-mesurable et positive.
Mais, avec l'écriture (VII1.2.2) de la mesure de Poisson ainsi que l'expression (VIII.2.7) de la
densité et la condition initiale (VIII.2.8) , on a :

/ Z0U(, 2 (ds,dz) = > ZFU, (.,¢n)
[0,T1xR 0< T <T
= Z Zli—HTn(WCTn)UTn(‘?CTn)
0<7, <T

= / ZH H, (., 2)Us(., 2)I1(ds, dz)
[0,T]xR
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et la relation caractéristique (VIIL.2.17) tient avec Y = H, ce qui régle le cas de la mesure de
sauts.

D’autre part, on sait que sous Q*, le processus (W;) est une martingale (Théoréme II 2 de [101]).
De plus, toujours sous Q, (W,) reste continu et il est alors clair que son triplet de caractéristiques
(au sens de la Définition II 2.6 de [68]) est du type (By, Ct,0) ou (By) et (Cy) sont des processus
réels & variation bornée, (C;) étant également continu.

Avec le Théoreme IIT 3.24 de [68], on obtient :

C, =t (VII1.2.18)
t

B, = /ﬁsds (VIIL.2.19)
0

(VIII.2.20)

ou () est un processus prévisible.

Par définition des processus caractéristiques, et puisque (W;) est continu, (B;) est le compensa-
teur prévisible de (W}) et le processus (W; — By) est donc une martingale locale.

Cette martingale locale est de plus continue avec 'identité (VIIL.2.19) (et cela s’obtient égale-
ment avec le Lemme I 4.24 de [68]) et, de plus, son crochet oblique est donnée par la premiére
égalité.

En appliquant la caractérisation classique de Lévy donnée par exemple dans le Théoréeme II 4.4
de |68] ou dans le Théoreme III 3.16 de [76], on en déduit que le processus (W; — B;) est un
processus de Wiener.

Pour identifier le processus [, la relation (3.28) du Théoréme III 3.24 de [68] le caractérise par
la relation :

(Zz™)§, W) = /Ot BsZi  ds (VIIL.2.21)

ot (ZH)¢ est la composante martingale continue de Z relativement & la probabilité P.
Mais 'EDS (VIII.2.11) implique :

t
(ZH);f:/O z1 G aw,

et la relation caractéristique tient avec 8 = G.
On a donc obtenu le fait que (W; — f(f Gyds) est un processus de Wiener sous QY et que la
mesure ponctuelle IT a pour compensateur Hr.
Pour finir, avec 'égalité (VIIL.2.6), le sous-jacent actualisé S; obéit a I’EDS suivante sous Q¥ :

dS; = Sy o(t,S; ) (dW; — Gydt) + Sy / ®(t, Sy, 2)(I1 — Hy(., z)7)(dt, dz) (VIII.2.22)
R

Il est alors facile de vérifier que cette martingale locale sous Qf est une vraie martingale en
suivant les lignes de la preuve concernant le processus de densité Z/, martingale vraie sous P.

Remarque VIIL.2.3 On a utilisé I’égalité Ztlf = ZtH ps pour 0 <t <T.

Cela résulte du fait que la mesure aléatoire I1(dt,dz) définit un processus 4 accroissement indé-
pendants et stationnaires, d’aprés le Théoréme II 4.15 de [68] et n’admet donc pas de temps fize
de discontinuité d’aprés ce méme théoréme, ou en invoquant le n° II 4.3 de [68].

On a également fait usage de la majoration exponentielle suivante, valable pour les martingales
a sauts bornés, et qui généralise la Proposition 15 de [86] en se déduisant exactement de la méme
maniére du Théoréme 13 de [86] :
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Lemme VIIIL.2.4 Pour k > 0 on peut déterminer un nombre ¢ < +o0o tel que st (Mt)ogth est
une martingale locale réelle, nulle en 0, quasi-continue & gauche, telle que ¥t > 0, < M, M >;<
kt et que tous ses sauts soient bornés par k, alors on a la majoration exponentielle :

EP (eSWPost<T |Mt\) <c (VIIL.2.23)

Dans la suite, il est commode de travailler en variable logarithmique, c’est-a-dire avec la solution
X; = In(S;) de 'EDS (VIII.2.4).

Le lemme précédent permet de considérer un ensemble de probabilités martingales paramétré par
la fonction H déterminant l'intensité de la mesure de Poisson II. Comme il est souhaitable de la
choisir de maniere a conserver le caractére markovien du sous-jacent, les changements d’intensité
considérés seront du type K (t, Xy_, z) oit K est choisi dans K avec H > 1, en définissant

KH = {K(t,x,z) fonctions Boréliennes sur [0,7] x R x R telles que |In(K)| < ln(ﬁ)@bg}

oil 4y est une fonction positive fixée de L?(R, p) telle que ||1o]|o0 < 1.

I1 est alors naturel d’introduire la solution (Xf;m)tgug de PEDS (VIIL.2.4) avec la condition
initiale :
Xf’m =z
Alors, avec le Lemme VIIL.2.2, on peut définir la famille de processus densité, pour K €
K, (t,) € [0,T] x R, en arrangeant ’expression (VII1.2.7) :
Vu € [t,T], sz(’t’m = eftu GNTAW =5 [T ds

oeaixr In(K (5,X7,2)) (=) (ds,dz)— [}, 1, m (K —=1=In(K))(s,X " ,2)7(ds,dz)

(VIIL.2.24)
en posant :
1
Vu € [t,T], GEb = — — [ru — by (u, X0 — / D, (u, X5 2) (K (u, X5, 2) — 1)dp(2)
O« (U, Xul) R
(VIIL.2.25)
La famille Z®b® permet enfin de définir une famille de probabilités sur Fr en posant
dQK’t’I K,t,x
=757 VIIIL.2.26
dP s T ( )
T

Pour le moment, on considére seulement (¢,z) = (0, Xj).
Si l’on note enfin

KF = {KexT e [I5.01Q8% < oo}

ou l'on a naturellement posé :

Vz e R, fu(z) = f(e”)

on se propose de remplacer le probléme général (PM-C) par :
(PE’C) trouver K € ICOF qui minimise H (Q¥*%°||P) sous la contrainte [ f.(X)dQ*%*0 =C

Avec le Lemme 1.2.2 de [87], on obtient le résultat suivant
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Lemme VIII1.2.5 L’ensemble
{QK,O,XU

K e ICF}
est conveze.

et donc le probléme de calibration reléve donc théoriquement de ’analyse convexe classique.
Par rapport au probléme général (PM-C), puisque I'intensité K > 0 détermine un changement de
probabilite Q%00 equivalente a la probabilité d’origine P, et pas seulement absolument continue
par rapport & cette derniére, la condition d’existence est renforcée :

Lemme VIII.2.6 Pour que le probléme (Pﬁ’c) admette une solution, il est nécessaire que la
condition suivante soit vérifiée

C € ri(Conv(Supp(P'(X))))
(CC { (X)

Uintérieur relatif de I’enveloppe conveze du support de P+

C’est en fait une condition nécessaire de non vacuité de ’ensemble

ICCEC = {K € ICOH telle que /f*(X)dQK’O’X0 = C}

On attaque alors le probléme (P#°C) en introduisant la fonction valeur (initiale) :

VO €R?, V(0) = sup [9 : /f*(X)dQK’O’XO — H(QK’O’XOHP)] (VIII1.2.27)
Kekl

ce qui permet d’énoncer un résultat fondamental

Proposition VIIL.2.7 Si la fonction 6 — V(0) — C - 0 admet un minimum 6" ot elle est
différentiable et s’il existe une fonction K* € K} réalisant

V(0") =06"- /f*(X)dQK"“’XO — H(Q¥" 00| py (VIIL.2.28)

alors K* est solution du probléme (Pﬁ’c).

On n’en fait pas la preuve, similaire & celle de la Proposition VIII.3.1 & venir, et reposant sur
une technique de dualité classique.

On formulera dans la section prochaine le probléme de calibration sous forme pénalisée en fixant
les objectifs de la présente étude. Signalons également que cette derniére mériterait d’étre com-
plétée par celle de la condition géométrique (CC).

On peut en effet considérer que c’est une condition nécessaire pour que le choix de la mesure a
priori p soit cohérent avec les observations C.

QK ,0,Xo

Cela revient & déterminer 'image de I’ensemble { K e ICF} par le prix des options de

calibration.

Dans le cas d’un seul prix, on peut se référer a [9] ainsi qu’a [44] et dans le cas général, il s’agit
d’un ensemble convexe en tant qu’image d’un convexe par une application linéaire.

Il serait bien str intéressant d’obtenir le fait qu’il est d’intérieur non vide (avec un bon choix des
options de calibration) et d’avoir une caractérisation plus fine, ce qui ne sera pas plus approfondie
dans ce chapitre.
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VIII.3 Pénalisation du probléme

VIII.3.1 Formulation générale

Le programme défini dans le lemme précédent a l'inconvénient de ne pas assurer ’existence et
I'unicité du minimum si la fonction valeur V' n’est pas strictement convexe.

Dans ce dernier cas, potentiellement, on n’a pas un comportement régulier de la solution face
aux variations du prix C des options servant de contraintes.

L’idée est alors de pénaliser la fonction & minimiser en introduisant une fonction y : R4 — R
convexe, minimale en 0, deux fois différentiable et de hessien défini positif, et telle que :

X' (RY) = R? (VIIL3.1)
On considére alors la fonction convexe conjuguée x* : R? —] — oo, +-00] définie par :

Vu e R, x*(u) = sup (u-0 — x(0)) (VIIL3.2)
fcRd

et on sait que x* est finie et est strictement convexe sur R? puisque x est fermée (car finie et
continue) et de type de Legendre et qu’elle vérifie (VIII.3.1).

On sait aussi qu’elle est minimale en 0 et que sa conjuguée est x.

Un choix usuel est :

d
1
X:OERdHEZwi(Hi)Q
=1
avec
V1<i<d, w>0

H,C)

On se propose donc de remplacer le probléme de calibration (P par :

(PE’C) trouver K € Koﬁ qui minimise H(Q9X0||P) + x*([ f.(X)dQ®*Xo — C)

La fonction 6 — V(6)+x(—60)—C-0 est semi-continue inférieurement (puisque V est en particulier
la borne supérieure d’une famille de fonctions continues), et, avec le terme de pénalisation, elle
est strictement convexe et tend vers 'infini en Uinfini : elle admet donc un minimum unique.
L’énoncé qui suit donne le programme de ’étude :

Proposition VIIL.3.1 La fonction 6 — V (0) + x(—0) — C - 0 admet un minimum unique §*.
De plus, si elle est différentiable en 0% et s’il existe une fonction K* € K& réalisant

V(eT)=0"- /f*(X)dQK*’O’XO — H(QX"0:Xo||p) (VIIL3.3)

alors K* est solution du probléme (PXF*’C).

Preuve : Suivant la technique classique, on fait apparaitre la minimisation de ’entropie pé-
nalisée comme la réalisation d’un programme “dual” associé au probléme primal, consistant &
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minimiser parmi les éléments K € ICOF la fonctionnelle

H(QRO%0||P) + x*( / £.(X)dQ" 0% — c)

sup (@0 P) — 0 ([ 1000005 - ) - x(-0)

PERE
. { [a [ fxyagroo - H(QK’O’XOIIP)] I x(-0)+C- e}
PeRA
>~ it (VO)+x(-0) - C0)

- (V) +x-0-co0')
(VIIL3.4)

D’autre part, en reprenant la fonction K* introduite dans la proposition, on obtient la majoration,
valable pour tout § € R :

V(e)>0- /f*(X)dQK*’O’X0 —H(Q"|P)

avec égalité pour 6 = 6*.
On en déduit :

V(o) - V(e) = (0-07)- [ £.00)dQ" 0%

et donc ff*(X)dQK*’O’XO appartient au sous-différentiel en 0* de la fonction convexe V', c’est-
a-dire, par hypothése de différentiabilité :

[ (x1aQK o3 (o) (VIIL3.5)

Comme aussi € — V(0) + x(—6) — C - 6 atteint son minimum en 6*, en différentiant et en tenant
compte de (VIIL.3.5), on obtient I’égalité :

X' (=07) = /f*(X)dQK*’O’X0 -C

ce qui donne

o [ reoaeeox—c) =g ( [ £.x)aQ 0% - €) - x(-0

Avec cette relation ainsi que ’égalité (VIIL.3.3), on obtient :
H@P) 20 ([ £.(0)dQ 0% - €)=~ (V1) + x(-07) ~ C )

et cela prouve que K* est optimal d’aprés (VIIL.3.4). [ |

Ainsi, a condition de vérifier les hypotheses de la proposition précédente, on voit que pour
pl.C

résoudre le probléme ( " ), il suffit d’attaquer le probléme de minimisation duale :

(P;’C) trouver §(C) € R? qui minimise V (6) + x(—6) — C - 0

L’énoncé suivant constitue alors un résultat de stabilité essentiel :
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Lemme VIIL.3.2 Si Cy est un vecteur de R? tel que la fonction valeur V est deuz fois continue-
ment différentiable au voisinage du point 0(Cy), alors la solution 0(C) du probléme de minimisa-
tion duale (P;’C) est continuement différentiable d’un voisinage ouvert de Cy vers un voisinage
ouvert de 0(Cy).

Preuve : Par un argument de convexité, la condition de minimum de #(C) ou V est supposé
différentiable s’exprime par la condition du premier ordre :

V'(6(C)) — x'(-0(C)) = C

On en déduit le lemme par le théoréme des fonctions implicites puisque la différentielle seconde
V"(0(Cyp)) + x"(—0(Cy)) définit un opérateur inversible car associé a une forme bilinéaire définie
positive. [ |

L’étude de la stabilité sera poursuivie ultérieurement lorsque 1’on examinera la variation des
prix d’options & “pricer” avec celle du prix C des options de calibration.

La réalisation des hypothéses de la Proposition VIII.3.1 et du Lemme VIII.3.2 définit ainsi
I'objectif du reste de ce chapitre.

VIII.4 Formulation HJB du probléme

On se fixe désormais pour programme de résoudre le probléme dual pénalisé de minimisation
(P;’C) établi dans la section précédente.

Pour que cette approche soit valide, il s’agit d’abord d’étudier la fonction valeur afin de vérifier
les hypotheses de la Proposition VIIL.3.1 et du Lemme VIIL.3.2 : cela permettra d’une part
de revenir du probléme dual au probléme primal pénalisé (P;{’C) et d’autre part d’obtenir la
stabilité espérée.

Par une méthode de controle optimal, on commence & obtenir dans cette partie la fonction
valeur ainsi que des conditions assurant l’existence de 'intensité optimale K™ | sous réserve que
I’équation de la programmation dynamique associée admette une solution réguliére : c’est le
Théoréme VIIL.4.3.

Il restera ensuite a vérifier que la fonction valeur est de classe C? et que les conditions d’existence
précédentes sont bien vérifiées, ce qui fait 'objet d’une autre partie.

Tout d’abord, avec (VIIL.2.27), la fonction valeur réalise la maximisation de I’espérance du coiit

terminal :
K,0,X K,0,X0\ K,0,X

EF (9 . f*(X)ZT ,0,Xo _ ln(ZT )0, O)ZT »0, 0)
ot le processus de densité Zo " est défini par la relation (VIIL2.24).
On se trouve ainsi dans le cadre d’un programme de contrdle optimal du processus markovien
(X, ZH Jo<t<T et on se propose ici de 'aborder avec I’équation de la programmation dynamique
associée, réduite au seul processus non controlé (Xy).
On fera par ailleurs I’hypothése que le payoff des options de calibration est du type :

fo(X) = /OTZ(t,Xt)dtJr h(XT) (VIIL.4.1)
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ot la fonction de cott intégral I et celle de coit terminal h sont mesurables, & valeurs dans R?
et vérifient la condition de croissance exponentielle suivante :

Les fonctions A et [ vérifient la condition de croissance exponentielle :
(RS) § (@) + i@ 2)[| < &1+ ||+ )
avec k > 0

Le terme de croissance linéaire est en pratique inutile, mais il ne sera guére couteux a traiter.
Dans le cas réaliste ou l'on cherche a retrouver le “smile” du marché, on ne peut adopter
la forme (VIIL.4.1) de f.(X) qu’au prix d’une régularisation permettant de remplacer par le
colit intégral fOT 1(t, X;)dt une suite de flux discrets h;(Xr,), 1 < i < p versés & p maturités
0 <T) <..<T, <T par les véritables options (Call ou Put de maturité 7;) : comme dans
[113], pour le probléme de calibration de la volatilité, il suffit de remplacer chaque option de
calibration par la moyenne temporelle sur le payoff étendu temporellement autour de la maturité
T;.

Ainsi qu’on le verra ultérieurement, il n’est pas nécessaire d’adopter la forme délocalisée du payoft
(VIIL.4.1) pour pouvoir résoudre le probléme de calibration.

La délocalisation présente essentiellement comme intérét de permettre un controle sans les dis-
continuités qui apparaitraient inévitablement aux maturités intermédiaires 7; en absence de
délocalisation et qui n’auraient pas de signification financiére.

VIII.4.1 Enoncé des résultats

Commencons par écrire 'EDS vérifiée par le processus X sous Q0% avec K € K

1
dXt = (’)"t — 50’3(7&, Xt,))dt + O'*(t, Xt,)thK

+/ In(1+ @.(¢, Xy, 2))(II — K (¢, X¢—, z)m)(dt, dz)
2€R

_/ (@, — In(1+ B))(t, X1, 2)K (£ Xy, 2)m(dt,dz), 0<t<T
zeR
(VIIL.4.2)

ot WE est un mouvement Brownien sous Q%00 le mouvement Brownien sous Q%90 obtenu
par le changement de drift (VIII.2.6) dans le Lemme VIIL.2.2, si bien que le générateur de la
diffusion avec sauts (X;), G¥, est défini pour toute fonction W de classe C? sur R par :

x e L)W L W
(g W)(t,$) - (Tt 20*(t7$)) o +20*(t7$) 8$2

ow
+ /R <W(.’Jc +In(1 + ®,.(t,z,2))) — W(x) — @*(t,x,z)%>K(t,x, z)p(dz)
(VIIL4.3)

La définition du terme intégral ne pose pas de probléme lorsque p est une mesure bornée tandis
que 'on peut voir qu’elle est valide dans le cas général en écrivant

‘W(w +In(1 + ®u(t,2,2))) — W(x) — @*(t,x,z)aa—v;/(x) <

PwW
Ox2

1
(In(1 + B (t, 7, 2)))? / (2 + sIn(1 + o (t, 2, 2)))(1 — 5)ds

0

H(n(1 + Bt 2, 2)) — Bu(t, 2, z))|‘88—‘1/ (z) (VIILA.A)

143



Puisque In(1 4+ ®,) est borné avec en particulier la minoration (VIII.1.6), I'intégrale du membre
de droite est une fonction bornée de z, pour (t,x) fixeé.

En appliquant ensuite la formule de Taylor au premier et deuxiéme ordre en 0 & la fonction
z — In(1 + z) et en tenant encore compte du fait que In(1 + ®,) est borné, on peut finalement
écrire :

‘W(x +1In(1 + @ (t,z,2))) — W(z) — Du(t, z, z)%—f(x) <

2

ow
BH%‘(t,fﬂ)"— sup ax2

In(1+®1)<y<In(1+{|%ollco)

(t,a +y)]q>%(z>
(VIIL4.5)

ol B est une constante : le membre de gauche de (VIII.4.5) est donc p-intégrable et (VIII.4.3) a
un sens car K () est bornée.

On peut énoncer en reprenant la solution (XZ’I)tgugT de 'EDS (VIIL.2.4) avec la condition
initiale Xf’x =7

Lemme VIIL.4.1 Sous [’hypothése (RS), on a la condition d’intégrabilité suivante
_ T
VK e K, EQ™" [||h||(X§:’”) +/ ||l||(s,X§"’”)ds] < 400 (VII1.4.6)
t

qui fournit en particulier ’égalité ensembliste

oy (VITLA.7)

Puisque I’on a besoin de résultats intermédiaires, on reporte la preuve du lemme.
Comme conséquence du résultat précédent, la fonction valeur donnée par la relation (VIII.2.27)
s’écrit, toujours sous ’hypothése (RS) :

V(0) = sup {H-EQK’O’SO [ /0 TZ(s,Xs)ds—i—h(XT)] —H(QK’O’XOHP)} (VIIL.4.8)

KekH
n}

(VIIL.4.9)
D’autre part, on peut également faire apparaitre 'entropie relative comme une fonction de cotit
intégral :

et, par extension, on peut définir la fonction valeur V?(¢,z) sur [0,T] x Ry en posant

T
V(t,z) € [0,T] x R, V?(t,z) = sup {H-EQK’” [ / Z(s,XgI)derh(X;:x)] — H(QKbe
KekH t

Lemme VIII.4.2 Avec les notations précédentes, on a :
H(QKbe|| p) = EQ“"" [ /t Tn(K)(s,Xﬁf)ds] (VIIL.4.10)
ot l'on a posé pour tout (s,y) € [0,T] x R
n(K)(s,y) = L[K(S,Q,Z)(IH(K(S,%Z)) — 1) + 1]p(dz)

+ [b(s,y) —rs+ / D (s,y,2)(K(s,y,2) — l)p(dZ)] 2

(VIIL.4.11)

20(s,y)
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Preuve : L’expression (VIII.2.24) du processus de densité Z%%% se réécrit sous la probabilité

QK,t,w .
gKta G f GO AW [H(GET)ds
u
ef]t,u]xRln(K(s,X;f,z))(HfK(s,X;f,z)w)(ds,dz)+f]t,u]xR(Kln(K)7K+1)(s,X§f,z)7r(ds,dz)

(VIIL.4.12)

en posant également : Wy, = Wy — [* GEbe s,
En compensant sous Q%% on a :

u
In ZzKbe — / n(K) (s, X0")ds + L,
t
en définissant la Q%*-martingale locale

u
Ly, :/ Glbeqw, +/ In K (s, X"*, 2)(I1(ds, dz) — K (s, X", 2)n(ds, dz))
t JtulxR
qui est en fait une Q% *-martingale puisque G5 est bornée et avec I'hypothése sur In(K).

En reprenant le générateur infinitésimal de la diffusion défini par (VIII.4.3), on recherche a
présent la fonction valeur comme solution continue sur [0, 7] xR et C%2 sur [0, T[xR du systéme :

ow K 7 —
(HJBH) W‘FSUPKE,CF (g W_T](K)> +0l—OSHT]O,T[XR
W(T,z) =0-h(x) sur R

Comme on I’a déja annoncé, cette équation ne provient pas d’un résultat classique de controle,
mais on va s’y ramener : suivant l'intuition, tout se passe comme si le processus contrélé est le
sous-jacent (Xy)o<i<7

La condition d’existence de la densité optimale nécessite quelques notations, apparaissant natu-
rellement dans la preuve du prochain théoréme : en considérant une solution W fixée du systéme
(HJB?), on pose

0
Ul(t,z,2) = WPtz 4 In(l+ ®.(t,z,2))) — Wi t,z) - @*(t,x,z)aaﬂ
x
(VIIL.4.13)
et ’on montre alors que 'optimum peut se rechercher implicitement sous la forme
q)* 3 Ly
Kt z,2) — 1= (J*) (U(’(t,x, z) — AWJ,x)M) (VIIL.4.14)
o«(t, )
avec
1
AB:LT) ) ( / (K?(t,2,2) — 1)®,(t, 2, 2)p(dz) + b, (t, ) — rt> (VIIL.4.15)
o (t,
et

e —1 si |u| < In(H)

(J)(w) = B '=1 siu<—In(# (VIIL4.16)

H-1 si In(H) <u
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Théoréme VIIL.4.3 Faisons I’hypothése (RS) sur les fonctions de payoff et supposons aussi
que le systeme (HJB?) admette une solution W9 continue sur [0,T] x R, de classe CY? sur
[0, T[xR, satisfaisant de plus la condition de croissance exponentielle

(WO (t,z)| < y(1 + |z| + ) (VIIL.4.17)

ot y est une constante positive, indépendante de t € [0,T].

Alors le systeme d’équations (VIIL.4.14) et (VIII.4.15) admet une solution unique K et c’est
une fonction Borélienne sur [0,T] x R x R telle que |In(K)| < In(H).

Dés que Uon suppose en plus que K € K | c’est-a-dire | In(K)| < In(H )y, alors

9 T_
V(t,z) € [0,T]xR, VO(t,z) = WO(t,z) = 6-EL" "° [ / l(S,Xg’x)dS-i-h(X;iw)] —H(QX"*| )
t

En particulier, a l'origine, on a
o 0 . QKB ,0,X0 T— . KG,O,XO
V(0) = W70, Xp) =6 -E I(s, Xs)ds + h(X1)| — H(Q 1P)
0
ot V(0) est défini par (VIIL2.27) et K est Uoptimum.

Notons que dans le cas ot p est bornée, on peut prendre Vz,1y(z) = 1 et donc K% € KH des que

|In(K)| < In(H). On y reviendra ultérieurement.
La section suivante est consacrée & la preuve du résultat précédent.

VII1.4.2 Preuve des résultats de 1’étude précédente

On va établir ici la preuve du Théoréme VIIL.4.3 ainsi que du Lemme VIII.4.1.
On va d’abord justifier ’hypothése du théoréme concernant le comportement de la solution en
énoncant deux majorations utiles dans la suite, obtenues par une méthode classique :

Lemme VI111.4.4 [ existe une constante C telle que

V(t,z) € [0,T] x R, ]EP[ sup |X5x|2] <C(1+2?) (VIIL.4.18)
t<u<T
et
V(t,z) € [0,T] x R, ]EP[ sup e2X5’””] < Ce*® (VIIIL.4.19)
t<u<T

Preuve : Commengons & prouver la deuxiéme inégalité en posant, pour revenir exceptionnelle-
ment & la diffusion d’origine :

Sﬁ’t _ exﬁ’t
qui est la solution de ’EDS (VIIIL.1.1) avec pour condition initiale :
Sy =¢e”
On a donc :
ot — "4 / ’ ShTb(s, SE)ds+ / ’ S0 (s, SoT )W+ / SHTH (s, S8, 2)(1(ds, dz)—n(ds, dz))
t t e (VTIL.4.20)
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On peut adapter le Probléme V 3.15 de [76] par exemple en utilisant l'inégalité :
(Ja1] + ... + |an])? < 0P (ar]? + ... + |an|P)

ce qui donne :

U 2
sup (S%4)? < 4{e2$+ sup [/ SLb(s, 47 s] + sup [/ St (s, 84" dW]

t<u<v t<u<v t<u<v

+ s | /] St St o (ds,dz>—7r(ds,dz>>] |

t<u<wv

IN

2
4{e2$+(u—t)/ (S“")2b? (s, S¥")ds + sup [/ Si%q (s, SH" dW]
t

t<u<v

t<u<wv

+ sup [/ Sﬁ’f(I)(s,Sz’f,z)( (ds,dz)—w(ds,dz))] }
lt,u] xR

On localise ensuite en introduisant les temps d’arrét
on = inf{s >t | |SL%| > n}

Alors, en prenant l'espérance et en utilisant 'inégalité de Doob , on obtient :

on AV
]EP[ sup (S’ff’t)2] < 00{62x+(v—t)EP[/ b2(5,5§’$)(S§’I)2ds]
t

t<u<onAv
on/A\v
+EP [ / o2(s, Sﬁf)(Sﬁf)?ds]
t

+EP [/ (I>2(s,Sﬁﬂ:,z)(Sz’x)fzﬁ(ds,dz)]}
lt,on AV]XR
ou Cy est une constante.

Puisque les coefficients sont bornés et avec les hypothéses sur la mesure p et sur @, on en déduit

Yo € [t,T], EP[ sup (Si’t)2] < C(T){é%/fﬁ[ sup (SZ’$)2]ds}

t<u<onAv t<u<onpAs
(VIIL.4.21)

ou C(T) est une nouvelle constante (qui dépend de T).

Mais, par définition de oy, le terme sous ’espérance du premier membre de l'inégalité précédente
est majoré par n?(1 + M)2, ot M est un majorant de |®|. Le premier membre de (VIIL.4.21) est
donc fini. Alors, le Lemme de Gronwall donne

EP[ smp (Sff’t)Z] < oM
t<u<onAv

En prenant v = T', on conclut avec le lemme de Fatou en faisant tendre n vers I'infini.

L’inégalité (VIII.4.18) s’obtient suivant les mémes lignes. ||

On énonce alors deux majorations fondamentales :
Corollaire VIIL.4.5 Pour K € KX fixé, on a

Qe |: sup |X§’x|] <O+ |z (VIIL.4.22)
t<s<T
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]EQK’”[ sup eXi’”] < Qe (VIIL4.23)
t<s<T

ot C est une constante indépendante de K, t, x.

Preuve : Les deux inégalités se traitent de maniére identique, en écrivant 'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour établir (VII1.4.22) par exemple :

] < [EP (Z{f’t’xﬁ];{]ﬁ[ sup (X}w)?] }; (VIIL.4.24)

QK,t,z t,x
E sup |X;
t<s<T

t<s<T
Avec le lemme précédent, on obtient le résultat & condition de majorer EF (Zj{( ’t’x)Z uniformément
par rapport & K € K t, x, ce qui est un résultat du type du Lemme I 2.1 de [87].
On peut en fait le montrer si 'on reprend la relation (VIIL.2.15) en la précisant comme une
majoration uniforme, ce qu’exprime exactement le Lemme VIIIL.2.4 puisque la martingale M;
définie par (VIII.2.14) est quasi-continue & gauche, que les sauts ainsi que la quantité % sont
bornés uniformément. [ |

Donnons alors la preuve d’un lemme jusque la admis :
Preuve du Lemme VIII.4.1 : Avec 'hypothése (RS) de croissance exponentielle des fonctions
de payoff, le résultat précédent permet d’obtenir la condition d’intégrabilité (VIII.4.6). [ |

Le comportement de la fonction valeur s’obtient de méme avec le résultat suivant

Lemme VIIL.4.6 Sous [’hypothése (RS) sur les fonctions de payoff, la fonction valeur, pour 0
fixé, est a croissance exponentielle :

VOt 2)| < A°(1 + J2| + €) (VIIL4.25)

ot 7’ est une constante positive.

Preuve : On reprend l'expression (VIII.4.9) de la fonction valeur :

T

V(ta) € [0,1] xR VO(tz) = sup {e-EQ"’“”[ [ 1. xias + xi) —H(QWHP)}
KeKH t

(VIIL.4.26)

et le lemme est alors immeédiat avec le Corollaire VIII.4.5 ainsi que la condition (RS) de croissance
des payoff et puisqu’il est facile de majorer H(Q*%®||P) uniformément par rapport a K € K% ¢,z
(car il en est de méme de n(K)(t,z) donné par (VIIL.4.11)). ||

Passons a présent a la preuve du théoréme principal :
Preuve du Théoréme VIII.4.3 : Il s’agit essentiellement d’adapter le Théoréme de vérification
du controle optimal en horizon fini (Théoréme III 8.1 de [50] par exemple).

En se fixant K € KH et compte tenu de la condition de croissance exponentielle de la solution,
on a :

T
B W, X)) W) +0- 59 | [T(s, xt)is] - mrQ4#P) <o (v

Ce résultat est établi précisémment dans le Lemme VIII.4.8.
Avec la condition terminale, cela se réécrit :

T
Wo(t,z) >0 -E o [/ (s, Xb%)ds + h(X%I)] — H(Q™5™||P)
t
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c’est-a-dire
wi(t,z) > V(t, )

Admettons ensuite qu'il existe K% € K tel que pour tout (t,z) € [0,T] x R :
K10, = arg max (G537 () ) (8.2
KekH

Dans ce cas, en prenant K = K? dans les relations précédentes, celles-ci sont vérifiées avec
égalité, ce qui prouve la conclusion du théoréme.
Il reste donc & prouver Pexistence de K7, ce qui revient a résoudre le probléme suivant :

trouver une fonction K¢ € K telle que

(€) V(t,r) € [0,T] x R, K € arg Max ;i <fR Ul(t,z,2)K(t,z,2)p(dz) — n(K)(t,x))

en rappelant la notation (VII1.4.13) :
ow"’

oz
(VIIL.4.28)

Ul(t,z,2z) = W2t,z+In(l + ®,(t,z,2))) — Wot,z) — D.(t,z,2)

Le probléme serait presque résolu si 'on obtenait pour tout (¢,z) € [0,T] x R 'existence, en tant

que classe de fonctions, de z — K?(t,z,2) € 15’0F = 4 k(.) fonction positive p-mesurable telle que

Vz € R, |In(k(z))] < ln(ﬁ)qﬁo(z)} réalisant :

0 = arg max O(t, 2, 2)k(2)p(dz) — x 4.
K’ (t,z,.) = ngBOF(/RU (t,z,2)k(z)p(dz) — n(k)(t, )) (VIIL.4.29)

I'unicité de la solution étant une conséquence de la stricte convexité de la fonctionnelle 7.

En réalité, on ne résoudra pas directement ce probléme car la majoration dans la définition de
B{ n’est pas gratuite. En notant que k — 1 € L*(R,p) si k € B} (avec une majoration du
type (VIIL.2.9)), on est conduit & faire le changement de variable correspondant et a résoudre le
probléme “élargi” :

Kt,z,)—1= argkezr%z(aﬁ,p) </R Ul (t, z, 2)k(2)p(dz) — ng(k)(t,x)> (VIIL.4.30)

avec Yk € L%(R, p), no(k) = n(k + 1).

Pour que (VIII.4.29) soit réalisée, il suffira alors de vérifier que K%(¢,z,.) appartient a BE'.

On vérifie d’abord que U’ € L?*(R,p), en utilisant une majoration du type (VIIL.4.5) (avec
également le fait que @y est bornée), si bien que la premiére intégrale du second membre de
(VIIL.4.30) est bien définie, tandis que le Lemme VIII.4.2 permet d’écrire 7y sous la forme :

2
no(k)(t,z) = /J(k:(z))p(dz) + % [a(t,x) —I—/ﬁ(t,x,z)k(z)p(dz)] } (VII1.4.31)

ou ’on a défini la fonction J sur R par :

T(u) = { (u+DIn(u+1)—(u+1)+1 si "' <u+1<H (VII1.4.32)

+oo sinon
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et I'on a également noté :
b (ta $) — T

at,z) = (. 2) (VIII.4.33)
et o, (1 )
*\Uy Ty 2

En tenant compte du fait que 3 € L?(R, p) grace a (VIII.1.4), et puisque J est positive, on voit
donc que 79(.)(t,z) est définie pour k € L?(R, p), ce qui achéve de donner un sens au probléme
d’optimisation associé a (VIII1.4.30).

En fixant toujours (¢,z) € [0,7] xR, on considére le produit scalaire naturel de I'espace L?(R, p),
et le probléme fait apparaitre la fonction convexe conjuguée n§(.)(¢, z) de no(.)(¢, x), ce qui a un
sens puisque ’examen de 'expression (VIII.4.31) montre que 7o(.)(¢,z) est une fonctionnelle
strictement convexe en tant que somme d’une intégrale d’une fonction strictement convexe et du
carré d’une forme affine.

Elle a la forme d’une entropie pénalisée, ce qui permet d’appliquer les techniques de dualité
utilisées dans ce cas et sa conjuguée prise en z € R+ UY(t, z, z), se définit alors :

m(U°)(tx) = sup [/Ua(taﬂc,Z)k(Z)P(dZ)—no(k)(t,w)]
kEL2(R,p)

= sup { / Ul (t, 2, 2)k(2)p(dz)

keL?(R,p)

- [ a0t — et + [ aeewenan)] |
(VIIL.4.35)

Notons pour k € L?(R, p)

L(k,\) = /Ue(t,x,z)k(z)p(dz) —/J(k(z))p(dz) —)\[a(t,x) —i—/,@(t,x,z)k(z)p(dz)] + %)\2

Alors, en utilisant la relation :
1 1
VA ER, §a2 > \a — §>\2 (VIII.4.36)

avec égalité si et seulement si
A=a

on a, avec (VII1.4.35) :

n(U°)(t,x) =  sup inf L(k,N)
kEL2(R,p) AR

< inf sup L(k\) (VIIL4.37)
)‘ERkELZ(R,p)

et 'on examine pour A € R

su = su 0 T, 2) — €I,z z zZ) — z z
Lo B = s | @009 <200 k) — [T
—da(t, z) + %)\2

(VIIL4.38)
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Avec le Théoréme 2 ainsi que le Lemme 1 de [104], on exprime la fonction conjuguée apparaissant
comme premier terme du second membre :

0
sup [/(U (t,z,2) — AB(t, 2, 2))k(z)p(dz)

kEL?(R,p)
- [wnnan)] = [ 1@ - s )t
(VIII.4.39)
ou J* est la conjuguée de J définie par :

Vu € R, J*(u) = sup(uv — J(v)) (VIIL.4.40)
veER

Les hypotheéses du corollaire cité sont en effet satisfaites puisque J est une fonction convexe
propre semi continue inférieurement et que I'espace L?(R., p) est “décomposable” (selon le sens
donné dans la section 3 b de [104]).
Sans faire appel & ces résultats, on pourrait cependant se contenter de majorer le membre de
gauche de (VIII.4.39) par celui de droite.
On détermine a partir de (VIII.4.32) :

e —1—u si|u| < In(H)
Jw=8 H'"=u—JH '-1) siu<-—InH (VIIL4.41)
(H—1)u—JH-1) si In(H) < u

ce qui montre que J* est continuement dérivable :

e —1 si |u| < In(H)
(J)(w) = H'=1 siu<—In(H) (VIIL4.42)

H-1 si In(H) <u
Il est alors aisé d’établir avec la définition (VIII.4.40) :
Vu,v € R, J(v) > uv — J*(u) (VIII.4.43)
avec égalité si et seulement si :
v=(J")(u)
En particulier, on vérifie la dérivabilité de la fonction de A € R

swp LK) = [0 0,2) = M5(t 2, 2)p(dz)
keL2(R.p)

1
—da(t,z) + 5/\2 (VIII.4.44)
Montrons en effet que les hypothéses du théoréme de dérivation sont remplies : si 'on considére

un intervalle ouvert borné A de R, alors en reprenant une majoration du type (VIII.4.4) et compte
tenu de (VIII.1.4) et du fait que A est un ensemble borné, on obtient la majoration :

U (8, 2) = AB(t, m, 2)| < M(t,2)(DF(2) + ®o(2)) < M(t,2)(1 + [[Polloc)®o(2)  (VIIL4.45)

ou M(t,z) ne dépend ni de z € R ni de X € A.
D’autre part, I'inégalité des accroissements finis appliquée & u — e* dans (VII1.4.42) donne pour
lu| < In(H) :

|(J*)|(u) < H]ul (VIIL.4.46)
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Cette inégalité, vraie également pour |u| > In(H), permet d’écrire en vertu de (VIII.4.45)
(T (U (t, z, 2) — NB(t, z, 2))|B(t, 2, 2) < My(t,z)Po(2)6(t, z, 2) (VII1.4.47)

ou My(t,z) ne dépend ni de z € R ni de A € A : le membre de droite étant p-intégrable, il est
donc loisible de dériver 'intégrale dans (VIII.4.44).

Cette derniére expression définit donc une fonction dérivable et de plus strictement convexe en
tant que somme de trois fonctions convexes dont la derniére ’est strictement.

Comme le premier terme est du signe positif de J* (car cette derniére est positive sur [— In(H, In(H]
et que ses dérivées en —In(H) et In(H) sont respectivement négative et positive car on a choisi
H > 1), on obtient donc le fait que SUPLcr2(R,p) L(k,\) est une fonction qui tend vers 400 a
Iinfini : ainsi, en tant que fonction strictement convexe et dérivable, elle admet un minimum

unique A@4%) ou sa dérivée s’annule :

AOL2) — / (K%(t,z,2) — 1)B(t, z, 2)p(dz) + a(t, x) (VIIL4.48)
ou l'on a posé :

KO(t,z,2) — 1= (J(U(t,2,2) — X0 B(t, 2, 2)) (VIIL4.49)

Avec cette expression, on peut appliquer le cas d’égalité de (VII[.4.43) dans le deuxiéme membre
de la relation (VII1.4.44) évaluée en A = A®%%) en notant également que K%(t,z,.) —1 €
L*(R, p).

Ainsi, avec (VII1.4.38), on trouve :

inf Sup L(k/', )\) — Sup L(k’ )\(a,t,l’))
AR keL2(R,p) keL2(R,p)
= [P W) - N0, 0,2))p(d)
~AOat, ) + L (AO)? (VITLA.50)

= / (U0 (t,2,2) — AOBDB(t, 2, 2)) (K (t, z, 2) — 1)p(dz)
— / J(K(t,z,2) — 1)p(dz) — X0 (t, z) + %(A(é’:t’m‘))?
- / U0 (1, 3, 2) (K(t, 2, ) — 1)p(d) — / J(KO(t, 3, 2) — 1)p(d2)
_\0) [a(t,x) + / B(t, 3, 2) (K" (t, , 2) — 1)p(dz)] 00y
= / Ul(t,z, 2)(K?(t,z,2) — 1)p(dz) — / J(KO(t,2,2) — 1)p(dz)

—% [a(t,x) + /ﬁ(t,x, 2) (K’ (t,x,2) — 1)p(dZ)] 2
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puisque la relation (VIII.4.48) permet de réaliser le cas d’égalité de (VIII.4.36).
Avec la derniére égalité, on obtient

inf sup L(k,\) = /U‘g(t,x,z)(Ka(t,x,z)—1)p(dz)
AER keL2(R,p)

—no(K*? = 1)(t,z) (VIIL4.51)
0 —
< kesy(%yp) (/U (t,z, z)k(z)p(dz) ng(k)> (VIII.4.52)

= n(U°)(t,z)

< inf sup L(k,\)
AER keL2(R.,p)

en réécrivant en dernier 'inégalité (VIIL.4.37).
Les inégalités précédentes sont ainsi des égalités, ce qui prouve en particulier, avec (VIIL.4.51)
et (VIIL.4.52) :

sup ( / Ul(t,z, 2)k(2)p(dz) —ng(k)(t,x)> = / Ul(t,z,2) (K% (t,2,2) — 1)p(dz)

keL2(R,p)
—no(K? —1)(t, z) (VIIL.4.53)

Si Pon prouve que A%4?) est une fonction mesurable de (¢, z), la relation (VIIL.4.49) montre que

la fonction (¢,z,z) — K%(t,z,z) est mesurable.

La preuve de la mesurabilité de (¢, z) — A5 est reportée au lemme VIIL.4.9.

De plus, avec (VII1.4.42), on a |In(K?(¢,z,2))| < In(H) et 'on en déduit la premiére partie du
théoréme. B

Enfin, a condition d’avoir K? € K, on obtient 'optimum cherché et c’est la deuxiéme assertion
du théoréme. |

Remarque VIIL.4.7 Sil’on suppose que la mesure de Lévy p est bornée, existence de la solu-
tion au probléme d’optimisation (VIIL.4.30) s’obtient en utilisant des principes généraus.

En fizant (t,x) € [0,T] x R, il s’agit en effet d’optimiser sur L*(R, p) la fonctionnelle ¢ définie
par :

ek) = /R U (1, 2, 2)k(2)pl(dz) — no(k) (1, 2)

1l suffit en fait de résoudre le probléme précédent sur

BY = {k: € L*(R, p) telle que ' —1<k<H- 1}

C’est un ensemble fortement borné de L?(R, p) puisque l'on a ici supposé que p est finie et c’est
également un ensemble fortement fermé puisque de toute suite fortement convergente on peut
extraire une sous-suite qui converge p-presque sdrement.

Puisque l’on peut montrer que la fonctionnelle strictement concave £ est semi-continue supérieu-
rement (et méme continue) pour la topologie forte de L*(R,p) et puisque L*(R,p) est réflewif,
on déduit du Corollaire III 20 de [29] que & admet bien un mazimum K°(t,z,.) — 1.

La continuité forte de & est immédiate en raison du fait que UY(t, x,.) et B(t,x,.) appartiennent

L?(R, p) et en raison également du fait que J est dérivable, a dérivée bornée sur [ﬁil —1,H—1].
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Pour achever la preuve du Théoréme VIII.4.3, il faut d’abord prouver la relation (VIIL.4.27).

Lemme VIIL.4.8 Avec I’hypothése (VIIL.4.17) de croissance ezponenticlle de W0, la relation
(VIIL.4.27) est vérifiée.

Preuve : On considére 0 < ¢ < T < T et I'on définit pour tout entier positif n le temps d’arrét
op =1inf{t <s < T | X5%) > n}
pour obtenir par application de la formule d’Ito, puisque W est de classe C12 sur [0, T[xR :

QK,t,m 0/ t.x 0 QK,t,m j:’/\o—n 6W€ K 0 t.z
E w (T/\O'n,Xij/\U ) -W (t,x) = E W +G W (S,Xs’ ) ds
n t

f/\an B
< EO [/ (’7<K><s,x§@> 0. Z(saxﬁ’ﬂ)ds]
t

oul 'on a utilisé : -
W -
W—l—ng’e—n(K)—l—e-lSO

On a donc

T/\zrn B
WOt z) > Q" <W"(T Nom, X2 )) — R [ /t (n(K)(s, XY —0-1(s, X§’$)> ds]

(VIIL.4.54)
Pour traiter le premier terme du membre de droite de (VIIL.4.54), on utilise la croissance expo-
nentielle de W7 :

EQK’t’Z[ sup |W9|(3,X§’I)] < AEQ™” [l—i— sup |X“*| + sup eXg’m] < 400 (VIIL.4.55)
t<s<T t<s<T t<s<T

d’apreés le Corollaire VIII.4.5, ce qui justifie que par convergence dominée on a :

n

FQkte (We(f Ao, X5 )) T o (WG(TZ X§~:‘”)> —jr B9 (WQ(T, X%x)>

(VIIL.4.56)
Pour la convergence de droite, en plus de la majoration (VIII.4.55), on a utilisé la continuité de
W sur [0, T] xR ainsi que le fait que le processus X5* n’admet pas de temps fixe de discontinuité,
et en particulier en T, d’aprés la Remarque VIII.2.3.
Le sort du deuxiéme terme peut se régler par convergence dominée (en tenant compte du fait
que n(K) est bornée et que l'on a la condition d’intégrabilité (VIIL.4.6) :

EQ [ /t e (n(K)(s, X57) (s, X§’$)> ds]
nsoo EQTT [ /t ! (n(K)(s, Xbey — (s, ngx)> ds]

T
o HQT|P) — B [ / I(s, Xﬁ@)ds]

(VIIL4.57)
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Avec (VII1.4.56) et (VII1.4.57), la relation (VIII.4.54) donne exactement 'inégalité (VIII.4.27)
souhaitée.

Une question de mesurabilité restait & régler pour conclure la prévisibilité de 'intensité optimale :
Lemme VIIL4.9 La fonction (t,z) — A% est mesurable.

Preuve : On peut regrouper les relations (VIII.4.48) et (VII1.4.49) sous la forme :
x(t,z, A7)y = (VIIL4.58)

avec

x(t,z,A) =X — /(J*)'(Ua(t,x,z) — \B(t, z,2))p(dz) — a(t,x) + /ﬁ(t,x,z)p(dz) (VIIL.4.59)

Pour montrer que cette relation définit A(!:4%) comme une fonction mesurable de (t,z), puisque

les conditions du Théoréme des fonctions implicites ne sont pas forcément vérifiées, on peut
utiliser un procédé de définition dichotomique de A(0:H%).

On considére la suite croissante de parties finies de R :

J N _ - N
{2—N‘—N2 <j< N2 }

et ’on pose :

-N six(t,z,-N)>0 _
AP = 8 Sk st D) < 0 < x(tha, ), —N2Y 1< < N2
N six(t,z,N) <0

Puisque la fonction A — x(¢,z,\) est strictement croissante en tant que dérivée de la fonc-
tion strictement convexe sur R définie par le second membre de (VIII.4.44), ce procédé définit

bien Agg’t’w) et de plus cette suite converge avec N vers 'unique racine de A — x(¢,z,\) : la

mesurabilité de la limite (¢,z) — A% résulte donc de celle de (¢, ) — A%’t’w) pour tout N. W

VIII.5 Reégularisation du probléme pénalisé et solution dans les
espaces Holderiens

Dans cette section, on se propose de résoudre le probléme primal de calibration primal pénalisé

(P;{’C), en rappelant que cela passe par I’étude de la régularité de la fonction valeur 6 — V' (6)
d’apreés la Proposition VIII.3.1.

En adoptant toujours la forme délocalisée (VIII.4.1) de la fonction de payoff f,, les résultats de
’étude précédente sont valable et la régularité sera acquise avec celle de la fonction 6 — W7,
solution du systéme (HJBY) a condition de renforcer I'hypothése (RS) par des conditions de
nature Hoélderienne.

On résoudra alors le probléme grace au théoréme des fonctions implicites dans le cadre des
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espaces Holderiens, ainsi que cela a été fait dans [113] pour la calibration du modéle de volatilité
locale. -
Par ailleurs, afin d’assurer que l’on peut trouver un optimum dans la classe de controles | il
convient également de choisir

1o = min{®p, 1} (VIIL.5.1)
ainsi qu’il apparaitra ultérieurement.
Avec le Théoréme VIII.4.3 et la la Proposition VIII.3.1, 'objectif essentiel de cette partie est alors
d’établir existence d’une solution C'2 du systéme (HJBY) et de montrer que cette solution est
également réguliére par rapport a €, dans un voisinage du minimum 6* de 8 — V(0)+x(—60)—C-0.
On consacre le début de cette partie & définir les espaces de Banach qui permettront ’emploi du
théoréme des fonctions implicites.

VIII.5.1 Espaces fonctionnels utilisés

En reprenant les notations de [55], on va utiliser des résultats classiques en introduisant d’abord
pour 0 < a < 1 l'espace C'2® des fonctions @(t,z) Holdériennes sur [0,7] x R d’exposant § en
t et a en z, c’est-a-dire telles que soit finie la semi-norme

<p>@=c >3 L @ (VIIL5.2)
avec o
<o >=infle> 0| ot x) — o', 2)| < clt — )5, &, ¢z} (VIIL5.3)
et
<o >W=inf{c> 0] |o(t,z) — o(t,z')| < dz — «'|*, Vt,z,z'} (VIIL5.4)
L’espace C 2:® est de Banach si on le munit de la norme
l-lla = |- lo+ < ¢ >@ (VIIL5.5)
ou ||.|lo désigne la norme sup
lello = sup{le(t, z)|, (t,z) € [0,T] x R} (VIIL5.6)

On définit de méme ’espace C' 5140 des fonctions @ de classe C%! sur [0, T] x R telles que soit
finie la quantité

14a ) (@)
<p>Ha=c > +<8—i> (VIIL5.7)
et O35 14 est up espace de Banach muni de la norme
dp
[elli+a = llello + H% + <>ty (VIIL5.8)
0

On définit enfin Pespace C*F* 2+ des fonctions ¢ de classe C*2 sur [0,7] x R telles que soit
finie la quantité
P (o) o2 (o) P (152)
2+a)= [ 9P gy 9 VIIL.5.9
<> _<8t> +<ax2> +<ax t (VIIL.5.9)

24a . .
et C72 21® est aussi un espace de Banach muni de la norme

lollzva = D

o | T <® >(2+a) (VIIL5.10)
0<2i4+5<2

0
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VIIL.5.2 Solution de 1’équation de la programmation dynamique dans les
espaces Holderiens

Afin de pouvoir utiliser le cadre Holderien, on est amené a faire des hypotheéses sur les coefficients
du modéle :

02,b,,1r; € C3™
(RH){ Te(C2)!
h e (C2+a)d

ol 0 < a < 1 est fixé.

Avec les deux derniéres conditions de (RH), les fonctions de payoff sont bornées et donc 1’hypo-
these (RS) est en force.

On va compléter (RH ) par une condition portant sur le coefficient du processus de sauts en suppo-
sant l’existence de @, (R, p)-mesurable et de de, > 0 telles que V(¢, z), (t',2') € [0,T] xR, Vz €
R, V0<s<1

1D, (t, 2, 2) — Do (', 7', 2)| < Pal2)(|t — |2 + |z — 2'|*)
(RH') [z + sIn(P.(t, x, 2))] — [/ + sIn(P. (¢, 2", 2))]| < do. (

Jr min{®%(2), @a(2)}p(dz) < do,
q)a > CI)0

t—1')2 + |z — o))

Remarque VIIL.5.1 Quitte a remplacer ®, par ®¢ + ®, on peut toujours se ramener au cas
ot la derniére hypothése @, > @y est satisfaite.
On a en effet la double inégalité

1, . ) ) ) )
E[mln{q)g, @3} + min{®,, Q)z}] < min{®y + ®,, (P + CI)a)Q} < 4[min{ Py, @%} + min{®,, @i}]
(VIIL5.11)

ce qui fait que le remplacement suggéré n’affecte en rien la condition d’intégrabilité dans (RH').
L’essentiel de I’étude repose sur le résultat suivant :

Proposition VIIL.5.2 On fait les hypothéses (RH) et (RH') et on considére une fonction vec-
torielle h € (C*+e)e.

On peut alors trouver un voisinage ouvert U de (Oga, T, l~1) dans R x C'2* x (C*) tel que pour
(0,b.,h) € U, le systeme (HJBY) admet une solution W € CHE2He of gelle que la solution
K9 du systeme d’équations (VIII.4.14) et (VIII.4.15) est un élément de K.

De plus, quitte a réduire U, la fonction (0,b,,h) € U — WY ¢ o2t g indéfiniment
différentiable.

La régularité par rapport & h est énoncée pour 1’étude ultérieure des payoff non délocalisés
(Théoréeme VIIL.7.2).

Il serait également aisé¢ d’étendre la régularité énoncée en incluant les autres parameétres du
modele o, et @, ainsi que le cott intégral l.

Remarque VIIL.5.3 La preuve de la Proposition VIIL5.2, donnera Uexistence et l'unicité de
la solution W9 du systéme (HJB?) dans un voisinage de Ogjo,r) dans C5 2t

Le Théoreme VIII.4.3 montre alors que unicité est globale et identifie W & la fonction va-
leur V9 définie par (VIIL4.9). La solution W0 satisfait en effet auz conditions du Théoréme
VIIL. 4.3 puisque ce dernier est valide si l’on remplace la condition (RS) par la condition (RH)

et puisque la fonction W0 est bornée en tant qu’élément o aa qu’elle vérifie donc la condi-

tion (VIII.4.17) du Théoréeme VIIL.4.3.

La preuve de la proposition précédente est reportée a la section prochaine.
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Solution du probléme primal régularisé, stabilité de la solution

On suppose désormais fixé le payoff terminal h en s’autorisant & faire varier le multiplicateur de
Lagrange 6 ainsi que le coefficient b,.

Sous les conditions de régularité (RH) et (RH'), la Proposition VIIL.5.2 fournit ’existence d’une
solution W? du systéme (H—JBH) dans C°3% 2+,

Puisque 'on peut alors appliquer le Théoréme VIII.4.3 en suivant les considérations faites au
cours de la Remarque VIIIL.5.3, on en déduit

Corollaire VIIL.5.4 Sous les conditions (RH) et (RH') et pour (0,b.) € U, voisinage ouvert
assez petit de (Oga,r) dans R x C2, il existe un élément K? € KM tel que l'on ait Y(t,z) €
0,T] xR :

0 4 T _
VOt,z) =W(t,z) =60 -EQ" " [/ I(s, X\%)ds + h(XE")| — HQK"*|P)  (VIIL5.12)

t

et tel que (0,b,) € U V0 ¢ CFEt 2t gy indéfiniment différentiable.

Le prochain résultat donne la solution du probléme de calibration pénalisé (Pf ’C) associé au
systéeme (HJBY).
On commence par définir le vecteur de R :

C, = EF(f.(X")) (VIIL5.13)

ou X" désigne la solution de 'EDS (VIIL.2.4) avec b, = r et ou l'on rappelle que la fonction de
payoff f. est donnée par (VIII.4.1).
On énonce :

Théoréme VIIL.5.5 Sous les conditions (RH) et (RH'), il existe un woisinage U de (r,C,)
dans C2® x R tel que pour tout (by,C) € U, le probleme (P;{’C) admet une solution et c’est

également la solution du probleme (PI{ ’C) pour tout H > H.

X

Preuve : Notons de facon explicite V% pour faire apparaitre la dépendance en b, de la solution
du systeme (HJBY).
Alors, compte tenu du Corollaire VIII.5.4, on peut trouver un voisinage ouvert U de (Oga,r)
dans R? x C'2® tel que la fonction

I':(0,b,C) €U xR VO 4 y(—9)—C.9eC 22t (VIIL5.14)
est indéfiniment différentiable et il en est de méme de la fonction :

T:(0,b,,C) €U xR = V90, X5) + x(—0) —C-0 R (VIIL5.15)
ce qui permet de considérer en particulier sa différentielle suivant 8 :

DyT : (0,b,,C) € U x R? — DyV??(0, Xy) — Dyx(—0) — C € R? (VIIL5.16)

ainsi que sa différentielle seconde

DZIT : (0,b,,C) € U x R? — D2V (0, Xo) + D2x(—0) (VIIL5.17)

qui est inversible de R? sur R? en tant que forme bilinéaire strictement positive car on rappelle
qu’il en est de méme de Dgx par hypotheése et que V%« est convexe en 6.
Si on peut montrer que DgI'(Oga, 7, C;) = Opa le théoréme des fonctions implicites permet
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d’affirmer existence d’un voisinage ouvert U; de Oga ainsi que d’un second voisinage ouvert Uy
de (r,C,) dans C2® x R? tels que U; x Uy C U x R et que 'équation

DyI'(0,b,,C) = Oga (VIIL.5.18)

définisse de maniére unique dans U; le multiplicateur de Lagrange € comme une fonction
0*(bs, C) indéfiniment différentiable de (bs, C) € Us.

Puisque I’équation (VIIL.5.18) est la condition du premier ordre de minimum de 6 ~ I'(8, b,, C),
pour b, et C fixés et que c’est également une condition suffisante avec la convexité de cette
derniére fonction, on en déduit, avec le Corollaire VIII.5.4 que la Proposition VIII.3.1 est vérifié

avec 0% = 0%(b,, C) et K* = K (-:C) quj est donc solution du probléme (P;IC)

Le théoréme est donc prouvé avec U = U, & condition de satisfaire (VIIL.5.18) pour (6, r, C) =
(Oga,r,C;).

En reprenant les arguments précédents, cela équivaut a dire que 6 ~ I'(6,7, C,) est minimale en
ORa.

Ce point résulte de la relation de dualité établie au début de la preuve de la Proposition VIIL.3.1:
en choisissant b, = r et K = 1 (ce qui est possible avec la définition de K, 1a probabilité Q0-Xo
est égale a la mesure a priori puisque cette derniére rend alors martingale I’actif actualisé (on peut
bien sir vérifier directement I'égalité Q% %X0 = P grace aux relations (VIII.2.26) et (VII1.2.24)
avec G0 = 0 d’apres (VIIL.2.25)).

La relation (VIII.3.4) donne alors, en utilisant la définition (VIIL.5.13) de C, :

0= H(P||P) + x* (/f*(X’")dP - Cr> > — inf, (V‘”(O,Xg) + x(—8) — C, - 0) (VIIL5.19)

D’autre part, avec I'expression (VIIL.4.9) de V?, on en déduit également

VOraT(0, Xo) = sup —H(Q™H"
KekH

P)>0

en prenant encore une fois K = 1 et donc Q%% = P.
Comme ’entropie relative est positive, la derniére inégalité est en fait une égalité, ce qui permet
d’avoir :

I'(Og,r,C;) =0
Avec la relation (VIIL.5.19), il vient alors :
['(Og,r,C,) = inf ['(0,r,C,) (VIIL.5.20)
feR?

et c’est la condition de minimum cherché.
Enfin, on verra que le choix du voisinage U de (r, C,) peut étre fait tel que 1’on puisse remplacer
(J*)" par une régularisée dans Iexpression (VIIL.4.14) de I'optimum K? : en particulier, la valeur

de (J*)'(u) pour |u| > In(H) ne joue pas, ce qui prouve aussi que les équations (VIIL.4.14) et
(VIIIL.4.15) reste valables si I'on augmente H, et W% demeure donc solution. ||

Remarque VIIL.5.6 Quitte a le restreindre, le voisinage U peut étre pris du type :
{(b+,C) € C2* xR | ||C = Cp|| + [|bs — 7]|a < €}

avec € > 0.

La quantité |C — C,|| + [|bx — r|la a Uinterprétation naturelle de mesurer la prozimité entre la
loi a priori et les contraintes de martingalité et de prix observés.

Le Théoréme VIIL.5.5 affirme donc que si P est assez proche des contraintes au sens de ce critére,
on obtient la solution du probléme de calibration pénalisée.

159



Pour terminer cette partie, on montre que le prix calibré des options européennes est stable de
maniére générale.
Théoréme VIIL5.7 Si 1) est une variable aléatoire dans LY(2, P), 1 < q < oo fizé , alors,

a 6* (bx,C)
sous les conditions (RH) et (RH'), le priz calibré (b, C) € C2% x R? s EQ° )
définit une fonction indéfiniment différentiable sur le voisinage U de (r,C,).

La preuve est renvoyée a la prochaine section.
Toutefois, en adaptant le Théoréme 3.3 de [113], on peut remarquer que le résultat précédent
peut étre démontré de maniére directe dans le cas d’une option & payoff régularisé du type

T
g«(X) = /0 g(t, Xy)dt + gr(Xr) (VIIL5.21)

En effet, sous les conditions (RH) et (RH') et en supposant de plus g € C>%, gr € C* on peut
établir que le prix calibré de ’option fg*(XO’XO)dQKB (b*’c)’O’XO, s’écrit Vqﬂ*(b*’c)’b* ol Vgﬂ’b* est

la solution du systéme :

%—VX—I—QKQW—I-g:Osur 0,7] x R
W(T,z) = gr(z) sur R

oit I’on rappelle que K? est ’optimum défini au Corollaire VIII.5.4.

Comme on pourra voir d’autre part dans la preuve de la Proposition VIIL.5.2 que K? est donné
de maniére explicite par (VIIL.5.32), la régularité de (0,b,) € U — Va*’b* s’obtient comme celle
de V?, établie a la Proposition VIII.5.2, et I’on en déduit donc la régularité du prix de 'option
par composition avec 8*.

VIIL.5.3 Preuve des résultats de 1’étude précédente

Dans cette partie, on donne la preuve de la Proposition VIII.5.2 ainsi que du Théoréme VIIL.5.7.
Preuve de la Proposition VIIL.5.2 : Introduisons pour toute fonction W de classe C'?
Iopérateur linéaire du second ordre

2
At )W = (- 22t a) 2 4 L2, 0) 2

(VIIL5.22)

2 or 2 012
ainsi que l'opérateur non linéaire
H(t,x)W = sup [ (W (t,x +In(1 + Du(t,z,2))) — W(t,x)
k—1€L?*(R R
8
«(t, — k(= n(k

_ /( (t,x + In(1 + B, (¢, 7, 2))) — W(t,x)—@*(t,x,z)%—w>p(dz)

3
Tz
w

+k€LS;1p [ (Wtw—l—lnl—l—q)(t,x,z)))—W(t,x)
b,z 88—>k —WO(k)]

(VIIL5.23)
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Avec ’hypothese (RH), il est enfin licite de faire le changement de fonction v = W — @ - h dans
(HJB?), et, avec les notations précédentes, cela conduit & résoudre ce systéme sous la forme

(HJBg){ 9u + A(t,z)u+ H(t,z)[u+0-hl+6-[A(t,z)h +1) =0 sur [0,T] x R
u € Hy

ou l'on a également posé
& = fy e 0752 | (T, z) = 0 sur R} (VIIL5.24)
Le membre de gauche de 'EDP ci dessus définit la fonction

U (u,0,bi, h) € HY x RE x O x (C*F) s Uy A(t,z)u+ H(t,z)[u+ 0 - h)
+6-[A(t,z)h +1] € C2°
(VIIL.5.25)

On note que la dépendance de ¥ en b,, la dérive de la diffusion, se fait a travers le terme d’en-
tropie 1 qui figure dans 'opérateur intégro-différentiel H(t,z).

D’autre part, il n’est pas tout a fait évident que ¥ prend effectivement ses valeurs dans C' %’a,
mais ce fait recevra confirmation dans la suite.

On vérifie alors que W(Ogo.71xk, Opd, (T¢), h) = 0 et la proposition sera acquise si l'on peut appli-
quer le théoréme des fonctions implicites au point (Ogpo,r1xk, Oga, (7¢), h).

On va démontrer la C*-différentiabilité de (u,0,h) — ¥(u,0, b, h) au voisinage du point
(OR[O,T]X(}}a Ogd, (r¢), h) et on va prouver que la différentielle Dy (¥)(Ogo,r1xx, Ogd, (r¢), h) : HS X

«@ . . .
R x 2 — C2% x (C?T%)? est continuement inversible.
En regroupant les parties linéaire et bilinéaire de ¥, on pose

L:(u,0,h) € HE x R x (C?H)d % + A(t,z)u+0 - [A(t,2)h +1] € C2*  (VIIL5.26)
On prouve alors que 'opérateur L est bien a valeurs dans C T e qu’il est continu.
Cela se voit en considérant les opérateurs u € o tae % €0 ye o2t % €
O (u,0) € CTYx O s uv € C2% et (B,u) €R? x (C2*) = 0. ue O
la continuité de ces opérateurs s’obtient en utilisant les définitions (VIIIL.5.5), (VIIL.5.8), (VIIL.5.10)
des normes ||.||la, ||-|l1+a €t ||-|l2+« €t la continuité de L en résulte.
En conclusion, en tant que somme de deux opérateurs continus respectivement linéaire et bili-
néaire, L est C*°-différentiable sur Hg x R? x (C?F*)2.

Passons donc & la partie intégro-différentielle de W, c’est-a-dire & ’étude de 'opérateur
H: (u,0,b,,h) € HY x R x C2% x (C*T) = H(u+0-h) € C2° (VIIL5.27)

Afin d’expliciter H et de vérifier en particulier qu’il est & valeurs dans C %’0‘, on reprend ’expres-
sion (VIIL.5.23) de H, pour trouver

K%(t,z,)—1=arg max ( / UM (t, x, 2)k(2)p(dz) — ng(k)(t,x)> (VIIL5.28)
keL?(R,p) \ JR
en posant
0.h ou
U (t,z,z) = wu(t,z+1In(l+ (¢, ,2))) —u(t,z) — ®(t, z, z)a—(t,x)
T

+6 - [h(x + In(1 + ®(¢,2,2))) — h(z) — ®(t, =, z)%(fn)]

(VIIL5.29)
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On suit ce qui a été fait pour résoudre le probléme (VIII.4.30) dans la preuve du Théoréme
VIII.4.3, en remplacant simplement U? par U%".

Compte tenu du fait que U'inégalité (VIIL.4.52) est réalisée avec égalité et compte tenu aussi de
I'égalité (VIII.4.50), ainsi que des définitions (VIII.5.27) et (VIII.5.23) des opérateurs intégraux,
on peut écrire

H(u,0,b.,h) = / (U (t, 2, 2) + T (UM (t, 2, 2) — X001 (1 2)B(t, 2, 2)) | p(dz)

*\ Uy B 1
_)\(u,ﬂ,b*,h) (t, x)% + §(>\(u,0,b*,h)(t, x))2

(VIIL5.30)

o, suivant les relations (VII1.4.48) et (VIIL.4.49), la fonction A(%0b<h) (¢, z) est définie implici-
tement, de maniére unique, par ’équation

by (t, ) —
A0 (8, ) — / (PPt 2) = X1, 2) B, 2)) Bt ., 2)pldz) — 2 ’é) )Tt R
ox(t,
(VIIL.5.31)
Dans ce qui précéde, on a repris la notation (VIIL.4.34)
O, (t,x,z)
t =02
/8( ""E’z) O'*(t7$)
et on a fait apparaitre explicitement la dépendance par rapport a b,.
Accessoirement, on trouve l'optimum
KOt z,2) —1 = (J*) (UM (t, 2, z) — X@ObP) (¢ 2)3(t, x, 2)) (VIIL5.32)

Ainsi qu'on 'a déja remarqué lors de la preuve du Lemme VIIL.4.9, la non dérivabilité de J*'
en In(H) et —In(H) peut faire obstacle a I’application du théoréme des fonctions implicites a
I’équation (VIIL.5.31) et I’on considére pour cela une fonction J* de classe C™, a support compact
et égale & J* sur un voisinage de l'origine.

Cela permet de définir une version régularisée du premier membre de (VIII.5.31) :
ot (M\u,8,b,h) € O xHE x RY x 02 x (C2He)d
~ b* - o
oA / J*I(Ue,h(.’ ) Z) - Alg(? 7Z))ﬁ(7 ° Z)P(dz) - - e C2>®

(VIIL5.33)

Ox

On peut alors montrer que ¢ est effectivement a valeurs dans C'2%, quelle est de classe C™ et
que sa différentielle par rapport & la premiére variable A est

DyC(M\u,0,b, k) = [1+/f*”(U‘9’h(.,.,z) — A3y, 2) (s 2)pldz) |id g o (VIIL5.34)

ou le membre de droite désigne ’endomorphisme identité sur C 0,

Cela se voit en faisant subir a (VIIL.5.33) une différentiation formelle par rapport & A qui ne né-
cessite d’étre justifiée que pour le deuxiéme terme : celle-ci sera acquise avec le Lemme VIIIL.5.10.
On voit alors que DyC(Ogjo.rixr; Ogio.rixz, Oga, (1¢), h) = [1 + Jr B2(, . 2)p(de)]id g o est inver-
sible sur C'2*“et que son inverse [1 + J= B2, .,z)p(dz)]_lidc%,a
Comme d’autre part E(OR[O,T]XR, Opo.71x%, Oa, (1), h) = Oppo.71xx, le théoréme des fonctions im-
plicites énonce que 'on peut trouver un voisinage ouvert By de Ogpo,rjxz dans C' 2% ainsi qu'un
voisinage ouvert By de (Ogjo.rxx, Oga, (7¢), k) dans HG x RY x C'3@ x (C?+)? tels que I'équation

est continue.

C()\,u,e,b*,h) == OR[O,T]XR (VIII535)
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définit dans By x B 'élément A comme une fonction C'™
(u,0,b,,h) € By — A0t ¢ By (VIIL5.36)
On note pour la suite 1’égalité
A Q07100 (TR) — @ 7o (VIIL5.37)

Avec (VIIL.5.30), la version régularisée de H s’écrit alors, en se restreignant a 'ouvert By :

H(u,0,b,,h) = /[U‘g’h(.,.,z)—i—j*(Ua’h(.,.,z) — Nwboh) g 2))]p(dz)

N by —r. 1 ¢
_A(uvaab*ah'); — )\(uﬁ:bnh) 2
T 5( )

(VIIL5.38)

Compte tenu en particulier du fait que (u,0,b,,h) € By — Awboh) e 05 est €', on peut
montrer avec le Lemme VIIL.5.10 qu’il en est de méme de (u,8,b.,h) € By — H(u,0,b,,h) €
co,

Finalement, A(ws0bash) o 3(us0:b+5h)

coincident sur By, quitte & restreindre ce dernier en supposant :
V(A u,0,b,,h) € By x By, —InH < U*" —\g<InH (VIIL.5.39)

puisqu’alors la régularisation de J* en J* est inutile dans I'équation (VIIL.5.31), tant que (X, u, 0, b, h)
demeure dans By X Bj.

Par conséquent, en reprenant, la condition (VIIL.5.39) et en rappelant que A est sur B;
a valeurs dans By, il apparait donc que sur Bj l'expression (VIII.5.38) de l'opérateur H est
identique a celle (VII1.5.30) de H.

En rassemblant tout ce qui précéde, on a donc prouvé que ¥ = L + H est a valeurs dans C' %’a,
de classe C™ sur le voisinage ouvert Bj de (Ogo,r1xx, Oga, (1¢), h).

Poursuivant le programme fixé, montrons que D, (V)(Ogo.71xk, Opa, (1), h) : HE x RY x C22 x
(C?+2)d 5 C'2® est continuement inversible.

On peut calculer de maniére générale la différentielle D, (V) (u, 0, by, h) en (u,0,bs, h) € By, et
I'on a vu que cela revenait & utiliser la version régularisée J* de J*, ce que l'on fait par commo-
dité.

On a donc pour (u,8,bs,h) € By, compte tenu de (VIIL.5.26) :

u,0,b«,h)

0 ~
D,V (u,0,b,h) = g + A+ DyH(u,0,b,,h) (VIIL.5.40)
Seule la partie non linéaire nécessite d’étre traitée, mais ce qui précede en a préparé I'étude.
D’abord, on sait que A(%#b=h) est C°° sur By, et donc en particulier différentiable par rapport a
u.
En utilisant encore une fois~ le Lemme VIIL.5.10, on peut ensuite différentier par rapport & u
Iexpression (VII1.5.38) de H :

Yo € M, DyH(u,0,b,,h).v = /[1 + WO, ) = XD g oA, ., 2)p(d7)
+{ = [T WOz = ROOSB ) 2ol

b 4 X(@.bash) }Duj\(u,a,b*,h)_v

O«

(VIIL.5.41)
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ou l'on a posé

Aty z,z) =v(t,z +In(1 4+ @u(t, z,2))) —v(t,z) — Pu(t, x, z)?(t, x) (VIIL.5.42)
T

et en particulier, puisque ’on dispose également de I’égalité (VIIL.5.37) :
Vo € HY, DyH(Ogp.rixx, Oga, (re),h).v = /[1 + j*I(O)]A*v(., . 2)p(dz)
— / j*,(O))ﬁ(., .,Z)p(dZ)DuS\(OR[O,T]XRvoRda(”)aE)_U

= /A*v(., »2)p(dz) (VIIL.5.43)

ou l'on a pris en compte 'expression (VIII.4.41) de J*. }
Alors, avec (VIIL.5.40), on obtient la différentielle de ¥ en (Ogo,ryxx, Oga, (7¢), h)

Dy ¥ (Ogpo.rixk, Oga, (1), h) s v € HE = Lo+ [ Asv(., ., 2)p(dz)
c€C2? (VIIL5.44)

Il s’agit pour conclure de montrer que la différentielle D,V (0go r)xr, Ogd, (rt),fz) calculée ci-
dessus posséde un inverse continu : équation ¥(u, @, by, h) définit ainsi implicitement u comme
une fonction prenant ses valeurs dans C #5%2+ ot de classe C sur un voisinage de (Oga, (r¢), h)
dans R? x C2® x (C?2)? et il en est de méme de W =u + 0 - h.

Le résultat d’'inversibilité qu’il faut produire repose sur des techniques classiques concernant les
équations intégro-différentielles aux dérivées partielles et est traité a part dans le lemme qui suit
la preuve de la proposition. -

Pour achever cette derniére, on montre que K¢ appartient a ¥ : en effet, I'inégalité (VIIL.4.4)
permet d’établir, compte tenu du fait que @y est bornée :

UOM(t, @, 2) = AP M (1 2)B(t, 2, 2)] < Mo([[ullz+a + 10]]1Bll2+a + [A5Ml0)@o(2)
(VIIL.5.45)
En utilisant ensuite le fait que Aw0bosh) o A(W00h) coincident sur B, ouvert assez petit de
(Ogjo,7ix, Oga, (r¢), h) dans H§ x RY x O x (C*+*)4, Tegalité (VIIL.5.32) donne en injectant
la majoration (VIII.5.45) dans (VIII.4.46) :

K (t 2, 2) = 1) < MoH ([[ull 20 + 0] 17]l2+a + [X5"]|o)@o(2) (VIIL5.46)

Comme expression (VII1.4.42) de (J*)' permet d’encadrer celle (VII1.5.32) de K? :

l'inégalité des accroissements finis appliquée a z — In(1 + z) donne :
(k)| < FIK® — 1]

Alors, si 'ouvert By est assez petit pour que l’on ait :

T (u In(H
lalloa + 10N All24a + 1IN0 g < (—)2
MyH

on en déduit avec (VIII.5.46) :
[In(K?)]| < In(F),
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ce qui signifie bien I’appartenance de K? a KH avec le choix Py = Pyp. [ |

Pour la suite, il est commode d’introduire les quantités suivantes pour toute fonction ¢ €
L°([0,T] x R x R), I'’ensemble des fonctions mesurables sur [0,7] x R x R :

lelle, = inf{c >0, Vz e R, [lo(.,.,2)]o <cet |lp(2)|a < c@a(z)} (VIIL.5.47)
et

llelle, = inf{c >0, VzeR, |lp(y2)]|o <cet <o(.,.,2) >a< c@a(z)} (VIIL.5.48)

et on définit les espaces :

£a = {90 € L0(0,7] x Ex R) | [lglle, < +oo}

€ = {90 e L0, 7] x R x R) | g]eo < +oo}

On donne alors deux majorations utiles dont on reporte la preuve aprés celle du Lemme VIIL.5.11 :

Lemme VIIL.5.8 On peut trouver une constante M telle que pour 1o, 11,2 € LO([0, T]x RxR)
on a:

Vz €R, [[Yo(.,.,2)¥1(. - 2)la < Mlvbolleo 191 le, Palz) (VIIL5.49)
et

Vz € Ry [[1h0 (s 2))91 (s 2092 s 2) o < Mlpolleg 191 le., 192 ]|, min{®q(2), P4 ()}
(VIIL5.50)

Pour compléter la preuve de la Proposition VIII.5.2, on énonce ensuite le résultat suivant :
Lemme VIIL.5.9

Vo € C2%w € HE, Dy¥(0gp0,r1xr, Opa, (14), h).v0 = ¢ (VIIL.5.51)

De plus, on vérifie :
[vll2+a < cll¢lla (VIIL5.52)

ou ¢ est une constante.

Preuve : Afin d’appliquer le Théoréme I1.3.1. de [55] sur les équations intégro-différentielles,
on utilise la majoration (VIIL.4.5) avec W (z) = x, en la renfor¢ant puisqu’alors les dérivées de
W sont bornées, ce qui donne

|In(1 + @, (t, 2, 2)) — @u(t, =, 2)| < BL(2)
et méme, puisque ®( est bornée

|In(1 + @, (¢, z,2)) — ®.(t,z,2)] < Bmin{®y(z), P (2)}
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quitte & augmenter B.
On s’autorise alors la réécriture de ’équation (VIIL.5.51) sous la forme

L(t,z)v + [/R[q)*(t,x,z) —In(1 + ®.(¢t,z, 2))]p(dz) %(t,x) +

/R [v(t,x +In(1 + @.(¢,z,2))) —v(t,x) — In(1 + @*(t,x,z))%(t,x) pldz) = ¢
(VIIL5.53)

Le premier terme L de (VIII.5.53) constitue un opérateur linéaire uniformément parabolique (car
o, est uniformément minoré), a coefficient dans C 2% tandis que le troisieme terme a la forme
spécifiée dans le Théoréme I1.3.1. de [55], avec entre autre la premiére condition de (RH').

Le lemme résulte alors du théoréme cité a condition de prouver que le second terme linéaire de
(VIIL.5.53) a son coefficient dans C 2% ce qui revient & montrer que

/ (@(s 0 2) — In(1 + Bu(., . 2)))pld2)
R

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée en 0 & la fonction v — In(1 4+ u) donne :

< 400 (VIIL5.54)

«Q

1
1—
In(l +®,) — &, = —@3/0 mds (VIIL5.55)

Alors, la majoration (VIIL.5.50) du Lemme VIIL.5.8 s’écrit avec 1y = @%}K)Q et =Py =&

1—s

Vz € R, ||(In(l + ®,) — ®,)(.,., <M S
ZER, 001+ @) =8 e M s |||

19.][%, min{®q(2), @5 (2)}

0<s<1
(VIIL5.56)
La condition (RH') montre que :
|Plle, < +o00
et également, en utilisant aussi la minoration (VIIL.1.6) :
1-s
02;21 (14 5P4)%||co S oo

En intégrant ensuite la relation (VIIL.5.56), et compte tenu de la condition d’intégrabilité sur @,
dans (RH'"), il s’ensuit la relation voulue (VIIL.5.54).

On donne également un résultat de différentiabilité concernant une fonctionnelle intégrale utilisée
a plusieurs reprises dans la preuve de la Proposition VIIL.5.2.

Lemme VIIL.5.10 Sous les hypothéses (RH) et (RH'), la fonctionnelle
Ii.: (\u,0,h) € O3 x O35 5 RE x (C2Fe)d iy /j*(U‘g’h(.,.,z) —\B(., ., 2))p(dz)

ot UM est défini par (VIIL.5.29), est indéfiniment différentiable et 6 valeurs dans cze.
Sa différentielle partielle d’ordre k par rapport auz trois premiéres variables en (\,u,0,h) €

C5o x 05 x R x (
(

D) T (A u,0) :

/ FEWOR( L 2) — AB( 2

C?*t) est donnée par

>\ ulael)a"'a (Akaukaek)) € (C%ya X CHTD"I+& X Rd)k

«(u; +0; - h) — XNB(., ., 2)]p(dz)

E?r

z:l
(VIIL5.58)
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Preuve : On rappelle que 'opérateur A, a été défini par la relation (VIIL.5.42) que l'on réécrit

ici pour v € C77 2Fa ;

At z,z) =v(t,z + In(1 4+ @u(t, z,2))) —v(t,z) — @*(t,x,z)@(t,x)

ox
et l'on a :
UPM(t,x,2) = Ay(u+ 6 - h)(t,z, 2)
On peut montrer ’existence d’une constante Cj :
Yv € C’HTQ’”O‘, 1A (.. 2)|la < Collv||2+a min{ @, (2), (I%(z)} (VIIL.5.59)
ainsi que
24«
Yo € O3 A, 2)llo < Collvlla+a®i(2) (VIIL5.60)

ce qui fait 'objet du Lemme VIIL.5.11, et il est également facile de prouver, quitte & choisir Cy
plus grand :
24«
Yo € C2 2t 1B, 2)|la < Co®ul2) (VIIL5.61)
ainsi que :
24«
Yo € C55e |B(,, ., 2)]lo < Co®ol2) (VIIL5.62)

Les quatre majorations précédentes ainsi que le fait que la fonction ®y est bornée, montrent, que
I’application

(A, 0,h) € O3 x O 551 RE 5 (C2FYd 3 A, (uw+6-h) — A3 (VIIL5.63)

est a valeurs dans &,, 'un des espaces introduits avant le Lemme (VIIL.5.8), et est continue
a Dorigine : elle est donc partout indéfiniment différentiable puisqu’elle ne comprend que des
termes linéaires et bilinéaires continus.

De plus, c’est une application linéaire si I’on fige la derniére variable h et alors elle est égale & sa
différentielle partielle d’ordre 1, les dérivées supérieures s’annulant.

Par conséquent, le lemme résultera de la composition des différentielles si I’on montre la diffé-
rentiabilité & tout ordre de la fonctionnelle intégrale :

T:pe&yr /j*(go(, »2))p(dz) (VIIL.5.64)

. s . N &
en prenant également le soin de vérifier qu’elle est & valeurs dans C2°%.
Le résultat s’obtient par récurrence et 'on commence par se fixer £k € N et a poser :

K = Q1.0 (VIIL.5.65)

avec ; € Eq, 1 <1 < k.
En se donnant aussi un accroissement 1 € £, de ¢, on prépare ['étude de la différentiabilité en
formant la quantité

Ei(t,z) = /j*(k)(((,0+1/))(t,x,z)>n(t,x,z)p(dz) —/j*(k)(go(t,x,z))n(t,x,z)p(dz)
- [ otttz 2t 7, ()

1
= /R/O ju(k+2) (go(t,x,z) + Sl/)(t,x,z)) (1 = s)dsi?(t, z, 2)r(t, 2, 2)p(d2)
(VIIL.5.66)
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et toute la suite de 1’étude se rameéne a celle de I'expression définie pour (¢,z) € [0,7] x R, et
pour o, 11,2 € Eq par :

/ a0 <¢0(t,x,z)>¢1(t,x,z)¢2(t,x,z)p(dz) (VIIL5.67)
R

. . ~ (k ~ (k
Comme il est facile de montrer que 1’on a el )(¢0) € &Y avec ||J*( )(¢0)||53 < sup M(1+||4olle,)
o M est une constante, on en déduit, quitte & augmenter M :

vz € R, 175 (0 (s 200801 (0 2082 (s 2l < M(1IH[b0 ) 1451 s 10l min{@e(2), B2 (2)}
(VIIL5.68)

Ceci fait 'objet du Lemme VIIL.5.8 énoncé plus loin.

On en déduit aisément :

H/Rf*"“’wo(-,-,z))zm(.,.,z)¢2(.,.,z>p(dz> < My(1 + [[olle) 1 e [g2lle.  (VIIL5.69)

«

avec My, = M [ min{®,(z), ®2(2)} qui est finie par hypothése.

Ceci étant établi pour toutes fonctions 1y, 11,1 € &y, on reprend la fonction ¢ € &, ainsi que
les fonctions @1, ...,k € &, pour k > 0.

Par ailleurs, comme J*(0) = J* 1)(0) = 0, la formule de Taylor avec reste intégral permet de
ramener 1’étude des cas k =0 et kK =1 au cas k = 2 et d’amorcer la récurrence.
On écrit en effet :

1
/j*(go(.,.,z))p(dz) :/0 /j*(2)(s<,0(.,.,z))(1 — )0l ) pldz)ds (VIIL5.70)

et

1
[V (nnlotdn) = [ [ D spln 2ol (s 2dpldeds - (VITLET)
0

Les deux derniéres égalités donnent en vertu de (VIIL.5.69), si 'on choisit ¢y = s, ; =
p et Py = outh = :

H [Pl ppta)| <10+ ol (VIIL5.72)

(07

et
< Ma(1+ lellea) lelleallerllea (VIIL5.73)

H [l 2D 2hotd
«

ou M, est la valeur de la constante M pour k = 2.

En particulier, le membre de droite de l'inégalité (VII1.5.72) est fini, ce qui signifie que la fonc-

tionnelle I définie par (VIIL5.64) est bien a valeurs dans C'2°%.

De plus, avec la majoration (VIIL.5.73), 'intégrale du membre de gauche définit une application

linéaire continue I (@) : @1 € Eu = I1(p)(¢1) € C27.

Avec la relation (VIIL.5.66) pour k = 0 et K = 1 et en prenant 1y = @ + st et 1)1 = o = 1) dans

la majoration (VIII.5.69), on obtient :

(e +4) = 1(9) = Li(@) ) la < (L + 19 ]le. DI, (VIIL5.74)

Avec cette relation ainsi que la continuité de I, on obtient que cette derniére est la différentielle
de la fonctionnelle I & valeurs dans C'2®.
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Pour examiner les différentielles d’ordre supérieur, on choisit pour k > 2, ¥y = p, 1 = @1,12 =
©2...¢0) dans la relation (VIII.5.67) : la majoration (VIII.5.69) donne alors la relation :

| #etee TTenita

S MU [olle) HH‘pz“Ea (VIIL5.75)
=1

Hf:g ;i < Hf:g llpillsa et cela prouve que lintégrale du
Ea

membre de gauche de (VIIL.5.75) définit une application multilinéaire symétrique continue Iy (¢p) :

(pi)i<i<k € EF = Ir(p) (@1, 1) € C5% pour k > 2.
De maniére similaire a (VIII.5.74) mais en prenant x donné par (VIIL.5.65) dans l'inégalité
(VIIL.5.66), on peut établir pour k > 1

11k(0 + %) = Ik(9) = e (D) (@)llla < (1 + 1llea) 19112, (VIIL5.76)

ou l'on a utilisé la relation

ot la norme triple [||-]||e désigne la norme naturelle des applications multilinéaires continues de
&, vers C'2%

Ainsi, pour k > 1, avec (VIIL.5.76) et la continuité de ka, on obtient que cette derniére est
la différentielle de ka : ’est aussi la différentielle d’ordre k de T , ce qui permet d’achever la
preuve du lemme. [ |

Lemme VIIL.5.11 On a lezistence d’une constante Cy telle que
Yo € CHTa’zJ“O‘, 12,0(.s -, 2)|la < Collv]l24a min{®,(2), ®2(2)} (VIIL.5.77)

et
Yov € CHTO"HO‘, 1A (.., 2) |0 < C’0||v||2+a<1>%(z) (VIIL.5.78)

Preuve : La derniére inégalité a déja été vue sous une forme plus précise avec (VIIL.4.5) et
on démontre la premiére suivant le méme principe en utilisant la formule de Taylor avec reste
intégral pour v € C2+2

ov

Aw(t,z,z) = otz +1In(l + Qu(t,z,2))) —v(t,z) — Cult, z, z)%(t,x)
2,
= ; g 5 (2 +sIn(l + Pu(t,z,2))) (1 — s)ds(In(1l + . (2, =, z)))?
+B(t,w,z)§—2(t,x) (VILL5.79)

ou l'on a noté B(t,z,z) = Pu(t,z,2) — In(1 + ®.(¢, 2, 2)).
Pour poursuivre, compte tenu de la minoration (VIII.1.6), on note 'inégalité :

|In(1 + ®,)| < M, (VIIL5.80)

ot M est une constante et, en appliquant l'inégalité des accroissements finis & u — In(1 + ), on
remarque aussi que ’hypothese (RH') implique :

" |In(1 4+ @.(t,z,2)) — In(l + @, (¢, 2, 2))| < - D, (2 )(|t—t’|2 + |z — 2'|%)
(RH ){ V(t,2), (F,2') € [0,T] x R, ¥z € R e
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Cela prouve que l'on a In(1 + ®,) € &,, et puisque l'on a également avec en particulier la
deuxiéme condition de (RH") %(t,x + sIn(1 + @, (¢, z,2))) € £, la relation (VIIL.5.50) donne
avec (VIIL.5.79) :

82
|Aww(., . 2)|la < M sup —12)(, .+ sIn(1 + CI)*))H I ln(1 + ¢*)||%a min{®,(z), @i(z)}
0<s<1 || 0z £0
ov
B(. — VIIIL.5.81
ezt (VILL5 1)
0%v . ov
< M Fye amln{@a(z),@i(z)} + ‘ % a||B(., o 2) |l (VIIL.5.82)
(VIIL5.83)
et la majoration (VIIL.5.77) en résulte compte tenu de (VIIL.5.56).

||

Preuve du Lemme VIIL.5.8 : On ne montre que la relation (VIIL.5.50), la preuve de
(VIIL.5.49) se faisant suivant les mémes lignes.
D’abord on a en fixant z € R

lhotbrpa (s 2)llo < Nltpo s 2lleg 91 (s 2) e 92 (-, s 2) e, min{@a(2), @5 (2)}  (VIIL5.84)

Pour établir cela, on a utilisé :

Vo € Ea, Vz ER, |lp(.s 5 2)|l0 < |lplle, min{l, ®,(z)} (VIIL.5.85)

Ensuite, pour évaluer < 9o119(., ., 2) >@) < ool ., 2) >£5) + < Yoo, ., 2) >§;a), il
est commode d’utiliser la double inégalité, valable pour tout v € C'2°®
|v(t,z) —v(t',2')]

1
S<o>@< sup - << v > (VIIL5.86)
2 tye0,T)za'er |t — 2 + |z — 2'|*

et, en se donnant alors (¢,z) et (#,2') € [0,T] x R, on établit la majoration
|¢0¢1’¢2 (t,z,2) — ’l,b(ﬂﬁl’l,bg(tl, $I, Z)| < All + AIQ + Ag (VIIL.5.87)

avec

All = |¢0(t?$7'z) —¢0(t',x',z)||¢1(t,x,z)||1,b2(t,x,z)|
f? |¢0(tlv xlv Z)||’l,b1 (tv z, Z) - "zbl (tlv xlv Z)||¢2 (tv €T, z)|
5 = [o(t, 2", )|l (', 2, 2)|[vha(t, 2, 2) — o (t', 2", 2)|p(d2)
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En reprenant en particulier I'inégalité de droite dans (VIII.5.86), on a :

A < sup{< ol ) > o ()OIt —]F + |z — 2|

Z’eR

sup {[[1 (., ., 2")llo min{1, @4 ()} 7'} sup [lyp2(., ., 2")llo min{®@q (), B (2)}

Z’eR Z’eR

sup [[%o(, > 2)lo sup {[[tp2(-, -, 2') o min{1, @a (')} '} sup {< 1 (., 2') > @0(2") "}
Z’eR Z’eR Z’eR

(|t — t’|% + |z — 2'|%) min{ ®,(2), P2 (2)}
Ay < sup (-, 2)llo sup {1 (-, -, 2')llo min{ 1, @4 (")} 1} sup{< (., ., 2') > By (2) 7'}
2/€R z’eR Z'eR

(It =% + |z — &'|*) min{®a (2), 7 (2)}

b
o
IN

Compte tenu de (VIII.5.86) ainsi que de la définition de la norme ||.||g, on établit I'existence
d’une constante My telle que :

|1/)0’l/)1’l/)2(t,$,2’) - 1/)01/)11/)2(t,,$l,2)| S
M|+ [[9olle) 1 e, [2le, (|t — ]2 + | — 2'|%) min{@4(2), @2 (z) HVIIL5.88)

Alors, avec (VIIL.5.84) et compte tenu de 'inégalité de gauche dans (VIII.5.86), on en déduit la
majoration (VIIL.5.50). ||

Preuve du Théoréme VIIL.5.7 : Avec I'expression (VIII.5.32), le processus optimal calibré
s’écrit

VG* (b* ,C),b* 70*(1)* 70)717*)

K00t 3, 2) = (J*)'<A*V0*(b*’c)’b* (t3,2) = X (t,w)ﬁ(t,w,2)> +1

(VIIL5.89)

, en considérant que le payoff h est fixé, et ol on rappelle
que 0*(by, C) est le multiplicateur de Lagrange optimal déterminé implicitement par l’équation
(VIIL.5.18) dans la preuve du Théoréme VIIL5.5.

Comme dans cette derniére, on fait apparaitre explicitement la dépendance en b, de la solution
V9b du systéme (HJBY).

Les applications (b,,C) € U — 6*(b,,C) € R% et (b,,C) € U — VO ¢ C55% 2 gong
indéfiniment différentiables (ce que 1'on a établi dans la preuve du théoréme précédemment cité
et dans le Corollaire VIIL.5.4) et de plus, avec la relation (VIIL.5.36) et la définition de A, il
existe un voisinage V de (Ogo.71xE, Oa, (1)) dans O 2 R w 059 tel que l'application
(W,0,b,) € V —~ Ab) ¢ 0% est de classe O

En utilisant en particulier le Lemme VIIL.5.11, on en déduit alors que ’application

ou l'on a noté X(W’e’b*) — \NW+0:h,0,b.h)

(—0*(b*,C),b*

—b,,C % 0% (e,

(b,C) €U D _ A*Va*(b*,C),b* —

Y g ee, (VIIL5.90)
est indéfiniment différentiable ou l'on rappelle que ’ensemble £, a été défini au début de la
preuve du Lemme VIII.5.10.

D’autre part dans l'expression (VIII.5.89), U peut étre choisi assez petit pour que ’on puisse
remplacer J* par une régularisée J* indéfiniment différentiable et bornée ainsi que ses dérivées
et I'on peut montrer que I'application ¢ € &, — (J*)'(¢) est & valeurs dans &, et est infiniment
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différentiable. .
Pour le voir, il suffit de remarquer que (J*)'(0) = 0 si bien que l'on a :

1
J () = / TP (sp)pds (VIIL5.91)
0

tandis qu’en utilisant la relation (VIII.5.49), on établit pour 1g,11 € &, et k > 0, en notant
aussi la majoration ||f*(k) (o)lleo < M(1+ |l9olle,) ot M est une constante :

175 o) e, < Mi(1+ l[olle,) 141 le. (VIIL5.92)

Avec (VIIL.5.91), en choisissant 9y = sp, 0 < s < 1, ¢y = ¢, on en déduit bien j*l(tp) € &a
tandis que la différentiabilité s’obtient par récurrence sur k > 0 appliquée a la quantité

~ (k+1)

D = J (k+1)

(o + )i — T () — Y

= /1 j*(k+2)(<,0 + s9) (1 — s)dsyp*s
0

(p)yr

(VIIL5.93)

avec k = 1si k=0 et sinon Kk = Hle Vi AVEC V1, ..., Pk € Eq. }
Grace une nouvelle fois a la relation (VIII.5.92), on en déduit alors que ¢ € &, — (J*)'(¢) € &,
est indéfiniment différentiable, de différentielle d’ordre k en ¢ € &, I'application multilinéaire

~ (k+1
(pi)i<ick € €6 = T () 1,0 01) € a
Ceci étant, par composition des applications, on en déduit que 'application :

(b,,C) € U s K00 _ 1 = (J*)(D"°) (VIIL5.94)

est & valeurs dans &, et est infiniment différentiable et on voit également facilement qu’il en est
de méme de : .
(by,C) € U = In(K? (6-C)) (VIIL5.95)

Alors, avec (VII1.2.24), et (VIII.2.25), la densité de la probabilité calibrée QKG*(b*’C)’O’XO s’écrit
sous la forme :

Zy 700)0,X0 _ JR((Ao,A1,A2) (KO (¢4 C) -1 In(K?" (0+:C)))) (VIIL.5.96)
ot lon a introduit la fonctionnelle linéaire R :

T T
R: (0, 01,02) €(CT*)? x & / polt, XX dt +/ o1 (t, X0 aw,
0 0

T / a(t, XOX0 ) (11(dt, dz) — pldz)d)
[0,T]xR

(VIIL5.97)

et ot 'on a posé pour tout 11,1 € E,
Ao(hr,p2) = e (VIIL5.98)
A (r,1h2) = U*(l.’ 3 [7«(.) —b,(.,.) — /ch*(., L 2) 1 (. 2)dp(z)|  (VIIL5.99)

Ao(pr,1py) = éA%(l/)l,z/)g)wL/R(e%(""z)—1—1/)2(.,.,z))p(dz) (VIII.5.100)
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La fonction Ay : £2 — &, est évidemment de classe C™ et il en est de méme des fonctions
A E2 5 C2% =12

Pour le voir pour Ay, il s’agit essentiellement de le faire pour la fonctionnelle linéaire ¢, € &, —
Jr @« (s 2)h1 (., ., 2)dp(2) € C'2 qui est continue donc indéfiniment différentiable en raison de
la majoration (VIIL.5.50) qui donne

Vz €R, @l )1 (s 2)lla < MILgol|®elle, 191, min{®@q(2), ®5(2)}  (VIIL5.101)

et la quantité & droite est finie et intégrable.

Ensuite, compte tenu de la différentiabilité & tout ordre de Ay, celle de Ay se résume a celle de
I'intégrale du membre de droite de (VIII.5.100) qui s’écrit en appliquant la formule de Taylor
avec reste intégral a la fonction v — €* —1—wu nulle en 0 ainsi que sa dérivée premiére u — e*—1,
comme l'intégrale par rapport a p :

1
6¢2(""Z) -1- 1/)2(-, 5 Z) - / 65w2(.r,z>w%('7 " Z)(l - S)dS (VIII5102)
0

On montre alors qu’il s’agit d’une fonction indéfiniment différentiable de &, dans &, en utilisant
comme ci-dessus la majoration (VIIL.5.50) et en suivant ce qui a été fait plus haut pour la fonc-
tion ¢ € £, — (J*)'(¢) puis on conclut en intégrant.

Ainsi, avec la régularité des fonctions A;, 1 <4 < 3, ainsi que celle de (b,,C) € U — K0 1
et de (by, C) € U In(K? (=€)  le théoreme sera acquis si ’'on montre que la fonctionnelle e’
est de classe O de (C'2:)2x&, dans LY (2, P) ot ¢* est I'exposant conjugué de ¢ : ¢~ *+¢; L = 1.
En effet, par composition avec I'application ¢ € LI + EP (o)) qui est de classe C* car continue
linéaire, on en déduira que (by,C) € U — E [Zj{(zn(b*’C)’O’Xoi/)] est de classe C°.

On va prouver de maniére générale que la fonctionnelle ef* mise en jeu dans I'expression (VIII.5.96)
est & valeurs dans LP(£2, P) pour tout 1 < p < 400 et de classe C* (pour la norme de LP(Q2, P))
et que sa différentielle d’ordre k en (g, 01, 92) € (C2°%)2 x &, est I'application multilinéaire

RO (Ll b), o (B, 0k, k) € (C59)2 x €
- k

e Bl20,01,02) HE(%’ Pl aph) (VIIL.5.103)
i=1

Pour examiner ensuite la différentiabilité, suivant la preuve du Lemme VIII.5.10 et ﬁximt (Qﬁé, i, Qﬁ%),

1 <4<k, on pose kK = Hle }_2(1#6, @bi, Qﬁ%) et on va prouver que la fonctionnelle ef'x prend ses
valeurs dans LP(Q, P) et qu’elle différentiable sur (C'2°%)% x &,.
On forme la quantité pour (g, 11, v2) € (C2%)2 x &, :

Q. = eﬁ(@0+1/)0:@1+1/}17@2+1/)2)l{ _ eﬁ(%,tpl,m),{ _ eﬁ(%’@l’W)R(Qﬁo, W1, o)k

1
_ / eftleotsbopitsvnpatsva) R(apg apy 1ho)) k(1 — s)ds
0
(VIIL.5.104)

En appliquant I’inégalité de Holder, on obtient la majoration :

1

[ @) % B’
(VIIL5.105)

EP(Qg) < sup [EP(e3pR(<ﬂo+s1/10,<P1+s1/)1,@2+S¢2))]
0<s<1

On écrit alors pour le premier facteur du second membre

EP(e3p§(<ﬂ0+8¢07@1+5¢17@2+S¢2)) < e3PT (llvollo+l%ollo) g P <e3pM1(:")> (VIIL.5.106)
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en définissant la martingale

/ / (pr+s1)(t, X2X0 2)p(dz)dW,+ / (patsiho)(t, X2X0 2)(T(dt, dz)—p(dz)dt)
[0,T]xR

et le deuxiéme facteur du membre de droite de (VIII.5.106) est uniformément majoré par rapport
(s)

a s en vertu du Lemme VIII.2.4 puisque la martingale quasi-continue & gauche M,
borneés par ||2llo.e, + |12 et que l'on a :

a ses sauts

< MC, MO > <2l 1§ + b1 15 + (oG

el ) /R min{®a (z), 82 (2) }p(d2)]t

En fait, on peut méme écrire d’aprés ce lemme, les fonctions ¢g, @1, p2 étant fixées :

Oi‘”il EP(e3pR(wO+swo,w1+sw1,wz+swz))] = (((¥i)o<i<2) (VIIL.5.107)
757

ot ¢((4hi)o<i<2) reste borné lorsque [|¢ollo + [|%1]lo + l|¥2/l0,6. est borné.

Pour traiter le deuxiéme facteur dans la relation (VIIL.5.105) et obtenir une majoration du
moment d’ordre p/, 1 < p’ < oo de R(¢°,41,1)2), on reprend la définition (VIII.5.97) : avec
Vinégalite (|A;| + |Ag| + [As])?" < 3P =1(|AL[P' 4 |AoP" + |A3]P) ou A;, 1 <4 < 3 sont les trois
termes de R(1°,1)1,12), et en appliquant I'inégalité de Jensen pour A;, on obtient :

E” (R(tpo, 1, 462)" ) < 37 1@ Lol + lpr I IMDP" + [lpallh o IMP P (VIIL5.108)

oit M(Y) est une martingale continue telle que < MM, MM >, < ¢ et M® est une martingale
quasi-continue & gauche, dont les sauts sont bornés par 1 et telle que < M3 M >, <t

En appliquant encore une fois la majoration exponentielle du Lemme VIII.2.4, on peut donc
trouver une constante C telle que

E” (R(yho, 1, 92)") < Colllvollo + 91llo + ¢2llo.e.))” (VIIL5.109)

Cette relation fournit la majoration du second facteur du membre de droite de (VIII.5.105) avec
p’=6p, tandis qu’avec I'inégalité de Holder, elle permet de majorer également le dernier facteur.
Tout compte fait, la majoration (VIIL.5.105) donne :

k
)2 TTb o+ 14 lo+l19bllo.e. S ((#3)o<ica) (VIIL5.110)

=1

ott ¢(()i)o<i<2) reste borné lorsque |[[¢gllo + |41 ]lo + [|%2]l0,e. est borné.
D’autre part, selon les mémes lignes, avec 'inégalité de Holder, la relation (VIII.5.109) ainsi que
la relation (VIII.5.107) avec ¢; =0, 0 <14 < 2, on établit :

EL QD)7 < (o llo+1allo+]]s

‘ﬁ»—a

k
[EF (fileopen ]y H %61l + lbillo + [[¥3]l0.6.) (VIIL5.111)

ou (Y}, est une constante.
En prenant k=0 dans (VIIL.5.111) , ou en utilisant simplement la relation (VIIL.5.107), on montre

que I'application e est a valeur dans LP(£, P) tandis que pour k& > 1, on établit la continuité
de 'application k-linéaire R(wo’wl’W) définie par (VIII.5.103).

Grace & (VIIL.5.110), on voit donc par récurrence que la fonctionnelle e R est de classe C™ de

(C2*)2x &, dans LP(Q, P) pour 1 < p < +00 et en particulier pour p = ¢*, et que sa différentielle

d’ordre k en (g, @1, 2) € (C2%)?2 x &, est application multilinéaire R(wo’wl’W) ce qu'il fallait

démontrer pour terminer la preuve. [ |
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VIII.6 Cas ou la mesure de Lévy est bornée

VIII.6.1 Controle dépendant explicitement de la taille des sauts

Dans cette partie, on examine briévement le cas ol I'on suppose que la mesure de Lévy p vérifie
p(R) < 400, ce qui permet de prendre prendre ¢y = 1 dans la définition de X*. On recherchera
donc l'intensité optimale dans

ICbﬁ = {K(t,x, z) fonctions Boréliennes sur [0,7] x R x R telles que | In(K)| < ln(ﬁ)}

Envisagé sous forme pénalisée et toujours en supposant que le payoff f. est du type intégral
(VIII.4.1), le probléme est donc :

(Pgic) trouver K € IC qui minimise H(Q™%X°||P) + x* ([ fo(X )dQ*0Xo0 — )

Les résultats généraux s’appliquent bien entendu et 1’on se contente de redonner le Théoréme
VIIL.5.5 :

Théoréme VIIL.6.1 Sous les conditions (RH) et (RH'), il existe un voisinage U de (r,C,)
dans C%® x R% tel que pour tout (b+,C) € U, le probleme ( bH*C) admet une solution.

VIII.6.2 Controéle ne dépendant pas explicitement de la taille des sauts

A présent, on envisage la situation ot I'on restreint 'ensemble des controles a K2 avec :

u

KH — {K(t, x) fonctions Boréliennes sur [0,7] x R telles que |In(K)| < 1n(ﬁ)}
Le probléme est donc
(PE(*C) trouver K € ICH qui minimise H(QK0 X0||P +x* ff* dQKO Xo C)

et, toujours sous I’hypotheése restrictive (RS), on doit résoudre le systéme

8t —i—supKe,CH ( )) +6-1=0sur |0, T[xR
W(T,z) =6-h(x) sur R

(HJBY)

On peut établir un résultat semblable au Théoréme VIII.4.3 & condition de vérifier ’existence
de 'optimum de I’Hamiltonien associé au probléme de controle.

Il est facile de s’en assurer, en partant de la preuve faite pour ce théoréme, car 'optimum
(VIII.4.30) doit alors étre modifié en

K%(t,z) = arg max )( /R U"(t,x,z)p(dz)k—n(k)(t,x)>

|In(k)|<In(H

= arg  max )( /R U"(t,x,z)p(dz)k—no(k)(t,x)>

|In(k+1)|<In(H
(VIIL6.1)

cette derniére réécriture n’étant appliquée que pour retrouver des notations précédentes, et 1’on
rappelle que 'on a posé no(u) = n(u + 1).
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Le membre de droite définit la conjuguée en [p U(t,z, 2)p(dz) € R de I'entropie k € [F_l -
1,H — 1] = n§(k)(t,x), ce qui s’écrit en adaptant (VIII.4.35) et avec une notation abusive :

i ( [ vt ) ) = L | [ 10 pt) = mib) o)
_ igﬂg{k / Ut 2, 2)p(dz)
—J(k)/p(dz) —%[a(t,x) +k/ﬁ(t,x,Z)p(dZ)]2}
(VIIL6.2)

ou la fonction J est définie par (VII1.4.32).

On en déduit que K(t, ) existe bien comme maximum d’une fonction continue sur un compact,
I'unicité étant également acquise par la concavité stricte de cette fonction.

La mesurabilité peut également se vérifier suivant le procédé dichotomique employé dans la preuve
du Lemme VIII.4.9 car, de facon plus précise, le probléme d’optimisation posé par (VII1.4.37) et
(VIII.4.38) conduit & examiner

it sup L) = ;gﬂg{zgﬂg [k: [ @tt.2) = X020t - p(R)J(m]

1
—da(t, z) + 5)\2}

— it ) ( [@terz) - Aﬁ(t,x,z»p(dz)(p(R))l)

AER
Lo
—da(t, z) + 5)\
(VIIL6.3)

De maniére similaire aux relations (VIII.4.48) et (VIII.4.49), on obtient le A optimal sous forme
implicite :
A0 — (KO(t,2) — 1) / B(t,z, 2)p(dz) + alt, ) (VIIL6.4)

K(t,z)—1= (J*)’< / (U0(t,z,2) — A(g’t"’”)ﬁ(t,x,z))p(dz)(p(R))1) (VIIL6.5)

qui est bien 'optimum cherché puisque I'on peut montrer facilement ’égalité (VIII.4.53) sous la
forme

sup (/Ue(t,x,z)p(dz)k—ng(k)(t,x)> = /U‘g(t,x,z)(Ke(t,x)—l)p(dz)—no(Ke—l)(t,x)

In(k)<In(H)

(VIIL.6.6)
La méthode du Lemme VIIIL.4.9 peut alors étre utilisée pour obtenir la mesurabilité de K  qui
est donc bien un élément de KX .
On peut alors énoncer

Théoréme VIIL.6.2 Faisons l'hypothése (RS) sur les fonctions de payoff et supposons que
(HJBY) admette une solution W9 continue sur [0,T] x R, de classe C%2 sur 10, T[xR et sa-
tisfaisant de plus la condition de croissance exponentielle

WOt z)| <~(1+ |z| + %) (VIIL6.7)
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ol 7y est une constante positive, indépendante de t € [0,T]. B
Alors le systeme d’équations (VIIL6.5) et (VIIL.6.4) admet une solution unique K% € KCH telle
que l'on a :

T
V(t,z) € [0,T] xR, Wi (t,z) = sup_{o-lE@K’t’” [ / 7(X§7’“)ds+h(X§:“”)] —H(QK’t"’”HP)}
Kek# t
0 4 T~
— §.ER° " [ / l(Xg””)derh(X;:"”)] — H(QX"*=|p)
t

En particulier, on obtient

0 r o
vy = 0.5 [ o ng)| - m@< )
t

L’étude de la régularité s’adapte ensuite sous les hypothéses Holdériennes d’usage, compte tenu
du fait que l'intensité optimale est obtenue en résolvant le systéme d’équations (VIIL.6.4) et
(VIIL.6.5).

On obtient alors une version adaptée de la Proposition VIII.5.2 et du Théoréme VIIIL.5.5 :

Proposition VIIL.6.3 On fait les hypotheses (RH) et (RH') et on considére une fonction vec-
torielle h € (C*+)d, .

On peut alors trouver un voisinage ouvert U de (Oga,r, h) dans R? x C7% x (C*+*)% tel que pour
(0,b.,h) € U, le systeme (HJBY) admet une solution W € C’HTQ’2+aiet telle que la solution
K du systeme d’équations (VIIL6.5) et (VIIL.6.4) est un élément de KH .

De plus, quitte o réduire U, la fonction (0,b.,h) € U — W? € O AT indéfiniment
différentiable.

et

Théoréme VIIL.6.4 Sous les conditions (RH) et (RH'), il existe un woisinage U de (r,C,)

dans C2* x R% tel que pour tout (by, C) € U, le probleme (PH’C

ux ) admet une solution.

VIII.7 Résolution du probléme de calibration pour des fonctions
de payoff non délocalisées

Dans cette partie, on se propose de résoudre le probléme dans le cas ou la fonction de payoff des
options de calibration n’est pas du type délocalisé (VIII.4.1) mais est constituée d'une suite de
flux discrets, ce qui correspond a la situation réelle ou il s’agit de Put et de Call européens.
Dans ce cas, les options de calibration ne versent chacune qu’un seul flux & une seule maturité
(options “plain vanilla”) si bien que le payoff total (supposé actualisé) se décompose en un flux
(vectoriel) h(X7) versé a la maturité 7', ainsi qu’une suite h;(X7;) de flux intermédiaires versés
ap maturites 0 <77 < ... <T, <T.
De facon précise, on découpe 'intervalle d’indices entiers {1 < j < d} en une partition ([;,1 <
i <p)U{I} telle que si (e;,1 < j < d) désigne la base canonique de R?, alors on pose pour tout
reR _
V1<i<p, hi(z) = Z hl(z)e;
JEIL;
et
h(z) =Y b (z)e;

jEI
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ce qui permet d’écrire, pour le processus (X;,0 <t <T) :

p
fo(X) =Y hi(X1) + h(X7) (VIILT.1)
=1

qui est la version non délocalisée de (VIII.4.1).

En considérant le probléme de calibration pénalisée (Pﬁ’c) dans le cas d’une mesure de Lévy p
générale, on 'attaque via I’équation de la programmation dynamique.

VIII.7.1 Formulation HJB pour les fonctions de payoff non délocalisées

Pour adapter le Théoréme VIII.4.3, on commence par faire les hypothéses de régularité suivantes :

. Les fonctions de payoff h;, 1 <17 < p et h vérifient la condition de croissance exponentielle :
(RS) ¢ 1@l + 320 Ihi(2)]| < k(1 + || + €7)
avec k > 0

En effet, la fonction valeur naturellement associée au probléme de calibration peut se définir
comme :

p
V(t,z) € [0,T]xR, V(t,z) = sup {G-EQK’t’Z[ZI{KTi}hi(X%?)—i—h(X;:“”)]—H(QK’t"’”HP)}
KekKH -1 '

Z (VIIL.7.2)

et I’on a bien sir

V(0) = V%0, X,)

ou l'on rappelle que V() est définie par (VIII.2.27).
La définition (VIII.7.2) a un sens puisque ’on a le résultat suivant, prouvé comme dans le Lemme
VIII.4.1 :

Lemme VIIL.7.1 Sous ’hypothése (é,\S'), on a la condition d’intégrabilité suivante
y53 K,t P
VK e K, E9™" [Z 1Bl (X5 ey + IBI(X5T) | < 400 (VIIL.7.3)
=1

qui fournit en particulier [’égalité ensembliste

Kl =kt (VIIL7.4)

La fonction valeur V? est alors recherchée comme solution du systéme :

MW 4 up (gK(W) - n(K>) 0 sur JTy 1, Ti{xR, 1<i<p

v W(Ti+,2) +0-hi(z) sur Rsi 1 <i <p
W(E,x)—{ O-h(z)sur Rsii=p+1

—0

(HJB)

en posant Ty, =T et en imposant T, < T'.
On peut écrire formellement

TB') { 8+ supyeein (65 00) =0(0)) = 0+ (1, ()56 — L) + )t = 1) ) sur 0.7]
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On peut montrer que sous certaines hypothéses de régularité, et sous réserve d’existence, la

—~ —0 .
solution W? de (HJB') est effectivement la fonction valeur V% en commencant par noter

P 0
Ud(t,z,z) = Wtz +1n(l + ®.(t,z,2))) — Wi t,z) — Q*(t,x,z)aaﬂ
z
(VIILT.5)
et par définir implicitement
O, (t,z,2)
0 1= (T 0 1y (0,t,x) TE\ Sy
K'(t,z,z) — 1= (J") (UO (t,z,2) — A “ota) > (VIIL.7.6)
avec
1
AOte) — ) (/(Ke(t,x,z) — 1), (t,x,2)p(dz) + bu(t,z) — 7“,5) (VIIL.7.7)
o4 (t,

ou (J*)" a pour expression (VII[.4.16).

Pour identifier la solution W? & la fonction valeur V¥ et afin de ramener cette solution (non
unique a priori) & la régularité requise au Théoréme VIIL.4.3, on suppose qu’elle est de classe
C1? dans chaque pavé |T; 1, T;[xR, 1 < i < p+ 1, & croissance exponentielle et qu’elle est
prolongeable en une fonction continue sur [T;_1,7T;] % R 1<i<p+1.

En faisant également 1’hypotheése que la solution K? du systéme d’équations (VIIL.7.6) et (VIIL.7.7)

est un élément de KH , on vérifie alors que WP resout les p+1 problémes de controle pour
1<i<p+1

oW _
7ty | B+ e (50 —n(K)) =0 s 71, xR
W(Tlv LE) = Va(Tiv LE)

—0
On commence par examiner le probléme (H JB, +1)) pour lequel c’est acquis car la condition

N — —0

terminale V(T ) s’écrit 0-h(z) : la fonction W est donc solution de (HJB 1)) sur | Ty, Tyt .
En appliquant le Théoréme VIII.4.3, avec la condition K% € ICF ainsi que les hypothéses portant
sur la régularité du payoff h par (RS) et celle supposée de W0 cette derniére est égale a la
fonction valeur V? dans 1 1ntervalle semi-ouvert |7}, 7.
Si ’on passe au probléme (HJB(p)), la condition terminale VO(T}, z) = VO(Ty+, z) +6 - hy(z) se

— — —0
réécrit donc W9 (T,+,2) + 0 - hy(z), ce qui montre que W est également solution de (HJBy))
sur |Tp—1, Tp|.

— /\0

En poursuivant la récurrence, on prouve donc que W? est solution des p+ 1 systémes (HJB (i)),

1 <i<p+1 et est égale a la fonction valeur V.
On énonce

Théoréme VIIL.7.2 Fuisons ’hypothése (é,\S') sur les fonctions de payoff et supposons que

—— —~
(HJB') admette une solution W de classe C12 sur chacun des pavés ouverts |T; 1, Ti[xR, 1 <
i < p+1 qui soit également prolongeable en une fonction continue sur [T;—1, T;| xR, 1 <i < p+1,
satisfatsant de plus la condition de croissance exponentielle

WOt 2)| < v(1 + || + €%) (VIIL7.8)

ol 7y est une constante positive, indépendante de t € [0,T]. B
Alors le systéme d’équations (VIII.4.14) et (VIIL.4.15) admet une solution unique K° € KT
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et c’est un e’liment de ICbﬁ, c’est-a-dire une fonction Borélienne sur [0,T] x R x R telle que
|In(K)| <In(H).
Si de plus K? € K, alors

. — R L
V(t,z) € [0, T|xR, VO(tz) = Wi(t,z) = 0-EQ" " [21 {tSTi}hi(X%f)Jrh(X;:w)] —H(QX 4| p)
=1

ot V¥ est donnée par (VIIL7.2).
En particulier, a l'origine, on a

- 0 p
V(0) = W0 (0, X) = - BQ" " [Z hi(X57) + h(X%’”>] — H(QK" | P)
=1

ot V(0) est défini par (VIII.2.27).

VIIIL.7.2 Régularité de la solution du systéme HJB

—0
Pour que le systéme (HJB ) posséde une solution réguliére, on est conduit a adopter des hypo-
theéses de régularité Holderienne mais, bien entendu, la solution sera sujette a étre discontinue
aux différentes maturités, ce qui avait motivé la technique de délocalisation.

—0
On va d’abord revenir au systéme (HJB ) en le réécrivant comme la succession de p+1 problémes
1<i<p+1

- (gK(W) - n(K)> _ 0 sur [T, 1, Ti[xR

) W(Ti+,z) +0-hi(z) sur Rsi1 <i<p
W(Tz,x)—{ O-h(zr)surRsii=p+1

—0

(HJB j))

avec Tp41 =T et en imposant T), < T.
Chacun de ces systémes est du type (HJB?) ce qui permet de lui appliquer la Proposition
VIII.5.2 sous réserve de remplacer la condition (RH) par :

[ b eCte
(RH) { hy € (C?)E, 1< i <pet he (C2royd

et de conserver 'hypothese (RH') : il existe @, (R, p)-mesurable et dg, > 0 telles que V(¢,z), (t',2") €
0,T] xR, VzeR, V0<s<1

1D, (t, 2, 2) — Du(t', 2, 2)| < Pal2)(|t — |2 + |z — 2'|*)
[z 4+ sIn(D. (¢, z,2))] — [¢' + sn(D. (¢, 2, 2))]| < do. (

Jr min{®3(2), Pa(2)}p(dz) < de,
(I)a > (I)O

t—1')2 + |z — o))

(RH')

Remarque VIIL.7.3 On pourrait affaiblir la condition (}/2?[) en nimposant de régularité que
dans chaque pavé |T;_1, T;[xR, 1 < i < p+1 mais cela serait artificiel et finalement non désirable
pour les mémes raisons qui ont conduit a la délocalisation.

—0
En examinant le systéme (HJB » +1))7 on est dans les conditions d’application de la proposition
précédemment citée qui montre alors que 'on dispose d’une solution /Wg) +1) qui définit une

application indéfiniment différentiable de (6,b,) € U s W € C 2‘+TO‘’2"")‘(]T,,,T[><R) ou U est

(p+1)
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un un voisinage ouvert de (Oga,r) dans R? x C 0
—— —~
En passant ensuite au probléme (HJB,)), la condition terminale se réécrit Wé) _H)(Tp—l—,x) +

0 - hy(xz) qui est donc, d’aprés ce qui précéde une application indéfiniment différentiable de
(0,b.) € U dans C%+e.
Alors, avec la Proposition VIIL.5.2 et par composition des différentielles, on en déduit que le

—— e
systéme (HJB (p)) a une solution W&) qui définit une application indéfiniment différentiable de

0,b,) € U /Wg)) € CHTQ’Z""’(]Tp_l,Tp[XR), en réduisant au besoin U.

En poursuivant la récurrence on montre ainsi le résultat suivant :

Proposition VIIL.7.4 On fait les hypothéses (EI\{) et (RH').
On peut alors trouver un voisinage ouvert U de (Oga,r) dans R? x C2 tel que pour (0,b,) € U,
— —~

le systeme (HJB ) admet une solution WP telle que pour 1 < i < p elle définisse par restriction
a |T;—1, T;[ xR une fonction Wg.) € CHTQ’2+O‘(]E,1,E[XR).
De plus, quitte a réduire U, la fonction (0,b,) € U — /W?g) € C#’%'O‘(]Ti,l,Ti[xR) est indéfi-
niment différentiable pour 1 <14 < p.
Dans, ce cas, 'ensemble des résultats établis dans le cas de la fonction de payoff délocalisée f,,,
s’adapte immédiatement.
Notamment, si I’on pose

C, = EF (f.(X")) (VIIL.7.9)
ou l'on rappelle que X" désigne la solution de 'EDS (VIII.2.4) avec b, = r, on énonce le résultat
d’existence locale :
Théoréme VIIL.7.5 Sous les conditions (EI\{) et (RH'), il existe un woisinage U de (r,C,)
dans C2* x R% tel que pour tout (by, C) € U, le probleme (P;{’C) admet une solution K°C.
et on le compléte en donnant la propriété de stabilité des prix d’options :
Théoréme VIIL.7.6 Si ® est une variable aléatoire dans L1(Q, P), 1 < q < oo fizé , alors,

— o bx,C

sous les conditions (RH) et (RH'), le priz calibré (bs, C) € C>* x RY — EQ™ T "N0(®) définit
une fonction indéfiniment différentiable sur le voisinage U de (r, C,).
Remarquons que les hypotheses de régularité (EI\{ ) faites sur les options de calibration ne sont
pas satisfaites dans le cas des Call et des Put.

VIII.7.3 Etude de la délocalisation des fonctions de payoff

Pour finir, on considére encore le cas ou la fonction de payoff des options de calibration est de
la forme (VIIL.7.1) et I'on va procéder a une régularisation du systéme (ﬁJ\Ba). On va montrer
que 'on est conduit & délocaliser le payoff sous la forme (VIII.4.1).

L’hypothése (EI\{ ) que l'on a été amené a faire pour résoudre le probléme de calibration renforce
en particulier les conditions (R\S ) et l'on étudie alors la délocalisation sous ’hypothése

Les fonctions h;, 1 <14 < p sont deux fois dérivables et

. sont bornées ainsi que leurs dérivées et le payoff terminal h
(RSo)

. 2p.
Ih ) + 320y (1 (@) + || G2 ()| + || G (2)|| < &
avec kK > 0
et on définit la fonction :
p
V(t,z) € [0,T] x R, I(t,z) = Y _ hi(x) 1<) (VIIL.7.10)
=1
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On pourrait en fait faire I’étude en remplacant la bornitude par la croissance exponentielle :

0%h;
O0x2

(@) + Z Ihi(w) | + H%_"()H ; ‘

(x)H < w(L+ o] + )

Afin de faire disparaitre les discontinuités aux maturités 7; que présente la fonction valeur V7,
on effectue un changement de fonction en posant :

Vit z) =VO(t,z) +60-1(0,Xo) — 6 -1(t,z) (VIIL7.11)

et ’on note la préservation du caractére C'2? dans les intervalles |T; 1, T;[xR ainsi que celle de
la valeur initiale V'(8).
Ce changement de fonction dans le systéme (H.JB) montre que VOG est solution du systéme :

%_Vz/ +SUPy T <gK(W +0-1)— n(K)) =0 sur J0, T[xR
W(T,z)=0-(h(z)+1(0,Xp)) sur R

—0
(HJB,)

On se propose ensuite de régulariser ce systéme en se donnant une fonction ¢ : R — R, conti-
nuement dérivable, & support compact et d’intégrale unité :

/R S(t)dt =1

Pn(t) = ng(nt)

—0
La régularisation de ’équation (H.JB,) consiste alors & modifier la fonction [(¢,z) définie par
(VIIL.7.10) en posant :

et I'on pose pour n e N* et t € R

V(t,z) € [0,T] x R, I(t,z) = Xp: hi() (B % 1—so1)) () (VIIL7.12)
=1

et en notant d’autre part :

Y(t,z) € [0,T] xR, I(t,z) = —g—i(t,x) (VIIL.7.13)
= ihi(x)qbn(t—Ti) (VIIL.7.14)
=1

La fonction [ ainsi définie apparait comme une fonction de payoff régularisée en temps et, avec

—0
la modification introduite par la définition (VIII.7.12), on remplace d’abord le systéme (H.JB,)
par :

(FJ\Bzég) %_Vg + SUPgex® (gK(W +6- l~) - W(K)> =0 sur [O,T] x R
W(T,z) =6 - (h(z) +1(0, Xo)) sur R

En tenant compte des conditions de régularité spatiale de ! grace a (}/23'0) et temporelle par
convolution dans (VIII.7.12), il est ensuite licite d’effectuer le nouveau changement de fonction :

W =W+80-(1-10,Xp)) (VIIL7.15)
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qui préserve le caractére C1? de la solution tandis que la valeur initiale n’est pas modifiée car

0 - (1(0, Xo) —1(0,Xp)) est nul si la régularisation n’est pas trop poussée (avec un support de @
assez faible).

—0
Avec la définition (VIIL.7.13), le systéme (HJBygg) se réécrit :

aa_? + SUP gy (gKW— n(K)> +6-1=0sur [0,7] xR

0
(HJBreg) ¢ 3
W(T,z)=0-(h(z) +1(T,z)) sur R
Lorsque la régularisation n’est pas trop poussée, [ (T,.) est identiquement nul et ’on retombe
exactement sur le systéme (HJBY) avec | donné par (VIIL.7.14), ce qui permet de linterpréter

ce dernier comme la version réguliére du systéme (ﬁJ\BO) ou (ﬁ )

VIII.8 Perspective de solutions avec des hypothéses de régularité
faibles

En adaptant des résultats de [49], il est possible d’introduire la notion de solution généralisée du
systéme (HJBY) sous réserve de vérifier une condition d’existence et d’intégrabilité de la densité
des distributions de transition du processus sous-jacent.

Sous la probabilité initiale, les distributions de transition de X%,
(HD) ¢ solution de 'EDS (VIII.2.4), ont une densité f, telle que :
I, >1, V0<t<s<T, f[s T]XRf*(t,x,t',x')p*dt’dx' < 00

On peut alors envisager de résoudre (H.JB?) dans le sens suivant :

Définition VIIL.8.1 On dit que W : [0,T] x R — R est une solution généralisée de (H.JBY)
si W vérifie (HJB) pour presque tout (t,z) €]0,T[XR avec la condition terminale en T et avec
les conditions de régularité suivantes

1. W est continue sur [0,T] X R et satisfait la condition de croissance exponentielle :
V(t,z) €0, T[xR, |W(t,z)] < y(Ll+ |z| +€") (VIIL.8.1)

ou v est une constante positive.

2. Les dérivées partielles %—Vtv, %—V;’, %—VtV existent au sens généralisé et sont des éléments de

L9(B) pour tout ensemble mesurable borné B C|0, T[xR.

ot q >1 vérifie :
¢ +prt<l (VIIL.8.2)

Alors, au moins dans le cas ol la mesure de Lévy est bornée, on peut montrer la validité du
théoréme de vérification VIII.4.3. Si on reprend la preuve du Théoréme VIII.4.3, cela revient a
montrer que le Lemme VIII.4.8 reste vrai, ce qui se fait en s’inspirant des techniques utilisées
dans le Lemme V 11.2 et le Théoréeme V 11.1 de [49]. Il s’agit essentiellement d’étendre la formule
d’It6 aux fonctions généralisées et, dans le cas d’une diffusion continue, cette généralisation se
trouve dans [80] par exemple.

L’existence méme d’une solution généralisée a ’équation (HJ Ba) peut s’obtenir dans les espaces
de Sobolev avec poids introduits dans [13] dont on reprend les notations en posant pour y >0 :
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Ve eR, Bu(z) = e—mV1+e?,

On note pour p > 0, LP#(R) I'espace des fonctions u telles que uf, € LP(R) et I'on introduit
Pespace W1 PH(R) des fonctions u telles que uf,, u'B, € LPH(R), ainsi que W2PH(R) des
fonctions u telles que uf,, u'f,, u"B, € LP*(R).

On note enfin WH2P#(]0, T[xR) 'espace des fonctions u € LP(]0, T[; W2P*(R)) telles que % €
120, 7 1 (R)).

Faisons alors 'hypotheése suivante :

(RSP#) & h e WPH(R) et T € LM(]0, T[xR)

En adaptant le Théoréme II1.3.1 de [13], on prouve :

Proposition VIII.8.2 Supposons 2 < p < oo et o > 0 et supposons aussi que la dérivée

ordinaire % existe et est bornée.

Alors, sous Uhypothése (RSPF), le systeme (HJB) admet dans WYPH(]0, T[xR) une solution
UNLGUE.

Si I'on renforce alors les hypothéses en supposant (RS°*?), on montre la continuité de la solution
W qui est donc une solution généralisée du systéme (H.JB?) sil’on montre qu’elle est & croissance
exponentielle et méme bornée.

Pour pouvoir résoudre le probléme de calibration, en dehors de cette derniére vérification ainsi
que celle de la condition (HD), il resterait a prouver la régularité de la solution généralisée
par rapport a #. Il n’est cependant pas évident d’étre en situation d’utiliser le théoréme des
fonctions implicites, ce qui est un obstacle a cette perspective. Eventuellement en vue d’une
recherche future, il serait cependant intéressant d’examiner sous quelles conditions de régularité
supplémentaires on peut lever cet obstacle.
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Conclusion et perspectives

La connaissance de la loi des marchés financiers & partir de l'information révélée par les prix
suscite d’intenses recherches. Il s’agit d’un probléme inverse pour lequel on sait utiliser des tech-
niques classiques (détermination d'une densité de probabilité a partir de ses moments). Il reste
cependant a approfondir les aspects spécifiques aux modeéles de la finance concernant le choix de
ces derniers ainsi que leur calibration. On s’est intéressé & certains de ces aspects.

Dans une premiére partie, on a fait I’étude d’une technique de calibration par la méthode de
Monte-Carlo [6]. A la lumiére de résultats d’analyse convexe, on a prouvé la convergence d’esti-
mateurs des prix d’options calibrés.

On rappelle qu'on cherchait & pondérer n tirages indépendants Xi,...,X,, obtenus suivant une
loi a priori du sous-jacent. De fagon précise, il s’agissait de déterminer un vecteur (p}')i<i<n de
[0,1]™ tel que > i pP =1et Y, f(X;)p! = 0, minimisant

Z J(np;)
=1

ou J est une fonction convexe.

Sous une condition géométrique, on a montré que ce probléme admettait une solution a par-
tir d’'un certain rang n. Lorsque le critére & minimiser est l’entropie relative, on a prouvé la
convergence étroite de v, = Y i | pi'dx,. La limite v s’obtient par minimisation du critére dual
associé a un probléme de calibration limite. Ce n’est la solution de ce dernier probléme que si v
vérifie les contraintes. Dans le cas contraire, on fait apparaitre une I-projection généralisée qui
est naturellement normalisée en une probabilité.

Cependant, dans de nombreux cas on a signalé 'intérét a choisir un critére différent de ’entropie
relative. Classiquement, il peut s’agir de critéres de Burg ou de critéres batis sur une fonction
puissance. Dans un premier temps, on a considéré une extension a des critéres proches de ’en-
tropie relative. Les résultats de convergence de la méthode de Monte-Carlo pondérée subsistent
alors. En particulier, il est remarquable que cette convergence assure que la solution “généralisée”
v du probléme limite est une probabilité.

C’est avec cette extension de l’entropie relative que l’on a ensuite envisagé de relacher les
contraintes de calibration. Cela a été fait de deux maniéres : en pénalisant le critére de minimi-
sation ou bien en considérant des contraintes de type ensemble. On a alors énoncé des résultats
de convergence semblables & ceux du cas contraint élémentaire.

En adoptant un critére convexe proche de ’entropie relative, on a pu traiter le cas ou la fonc-
tion de payoff des options de calibration n’est pas bornée, au prix que la loi limite ne soit pas
toujours calibrée. Cependant, en se restreignant & une fonction de payoff bornée, on a étendu
les résultats de convergence & des critéres plus généraux. Cette extension englobe notamment les
critéres construits avec une fonction puissance d’exposant p > 1. Il n’a cependant pas été possible
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de faire la généralisation au cas p < 1 ni & celui de 'entropie de Burg. Dans une perspective
future, il serait raisonnable d’approfondir I’étude de ces deux types de critéres afin de les utiliser
éventuellement pour la calibration par la méthode de Monte-Carlo.

Les extensions obtenues précédemment présentent un intérét financier (avec le choix d’une fonc-
tion d’utilité) et, de maniére plus générale, sont susceptibles d’application aux problémes inverses
ol l'on ne souhaite pas forcément utiliser ’entropie relative. Cette derniére jouit néanmoins de
propriétés spécifiques remarquables. Sa version pénalisée, largement utilisée, méritait un éclai-
rage particulier. En examinant le probléme de calibration limite, on a effectivement montré que
ce dernier admettait une solution généralisée dans le sens ot elle est la limite pour la norme de
la variation de toute suite minimisante : c’est donc une transposition naturelle de la notion de
I-projection généralisée. Avec les résultats précédents, on ’a également identifiée avec la limite
du probléme de calibration par la méthode de Monte-Carlo.

Apreés avoir prouvé la convergence de cette derniére, on a établi un résultat de type théoréme
central limite auquel on était en droit de s’attendre dans le cadre d’utilisation de M-estimateurs.
Dans le cas de ’entropie relative, on a pu faire apparaitre la possibilité d’une réduction de va-
riance. La stabilité de la méthode a également été démontrée.

L’évaluation des prix par la méthode de Monte-Carlo calibrée en minimisant 1’entropie ou un
critére plus général présente 'inconvénient de ne pas garantir la martingalité de la probabilité
limite. Cet aspect du sujet a donc été examiné pour compléter ’étude. En fait, on a montré qu'un
nombre suffisant de contraintes supplémentaires permet d’approcher la condition de martinga-
lité du sous-jacent actualisé. On a essentiellement utilisé des résultats de convergence pour les
problémes de moments. L’entropie relative a été systématiquement adoptée lorsque la propriété
de Markov est en jeu. Pour terminer, on a donné une caractérisation de la probabilité martingale
minimale calibrée. Dans une perspective de futures applications, il conviendrait de choisir les
contraintes de martingalité approchée de maniére appropriée.

On a donc pu valider un ensemble de résultats concernant 1'utilisation de la méthode de Monte-
Carlo pour la calibration des options financiéres. Ces résultats sont cependant d’une portée plus
générale et s’étendent pour 1’essentiel & la résolution de problémes du type de la programmation
partiellement finie. Les aspects spécifiques de la finance concernent la propriété de martingale et
celle de Markov au sujet desquelles il est raisonnable d’adopter ’entropie relative.

Dans cette partie assez générale, on n’a traité que du probléme de calibration, le choix de la
mesure a priori n’étant astreinte qu’a satisfaire une condition géométrique, sauf dans le cas de la
pénalisation. Il est cependant essentiel de bien déterminer la loi a priori. On s’est donc intéressé
par la suite & des modéles particuliers, susceptibles de créer le smile attendu.

La deuxiéme partie proposait le phénoméne de krach comme explication du smile. En incor-
porant des sauts dans la volatilité lorsque le sous-jacent subit une baisse brutale et en imposant
a la volatilité un retour au régime normal, on a étudié les aspects de valorisation et de couver-
ture d’options européennes. Par un calcul du compensateur des sauts, on a évalué le risque que
comporte un portefeuille optimal constitué avec 'option et son sous-jacent. La calibration a été
abordée avec une formule approchée du smile. Cette étude doit se considérer comme préparatoire
a celle d’un modéle plus réaliste.

Dans la derniére partie, on a étudié un modéle de sauts incorporant la volatilité locale. L’entropie
relative a été le critére retenu pour calibrer I'intensité des sauts du modéle et ’on s’est principa-
lement attaché & démontrer la stabilité de la méthode grace & des techniques de controle optimal.
Le choix des espaces Holdériens a permis d’utiliser le théoréme des fonctions implicites et d’ob-
tenir la robustesse de la calibration voulue. Il n’est pas apparu évident de relacher les conditions
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de régularité Holdériennes imposées sur les coefficients du modeles ainsi que sur les fonctions de
payoff des options de calibration. Cela peut constituer cependant un objectif raisonnable. En vue
des applications, il resterait & produire une méthode numeérique efficace.
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