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Résumé

En raison de ses nombreux avantages par rapport a I’angiographie conventionnelle
par rayons X (ARX), I'angiographie par résonance magnétique (ARM) est appelée a
devenir a court terme la modalité de référence pour I'imagerie des vaisseaux sanguins.
Cependant, I’ARM est limitée par sa faible résolution spatiale par rapport a celle de
I’ARX: en effet, cette modalité est caractérisée par un compromis intrinseque entre le
temps d’acquisition et la résolution spatiale. Or, les temps d’acquisition sont soumis a
des contraintes importantes (par exemple la durée d’une apnée du patient ou la durée

de l'injection du produit de contraste), et ce, aux dépens de la résolution spatiale.

Pour contourner ce compromis, nous proposons une méthode de reconstruction
d’images de résonance magnétique 3D a partir de plusieurs (deux ou trois) images
3D de résolutions complémentaires, permettant a temps égal d’améliorer la résolution

spatiale et le rapport signal sur bruit.

La premiere étape de ce travail concerne la modélisation mathématique du pro-
bleme direct, qui integre les résultats de 1’étude détaillée des sous-échantillonnages

mis en ceuvre dans le processus d’acquisition.

Dans une deuxieme étape, nous nous sommes intéressés a la résolution du probleme
inverse, a savoir la reconstruction a partir des acquisitions sous-échantillonnées d’un
volume unique de haute résolution. La méthode proposée se place dans le contexte
de la restauration d’images avec préservation des discontinuités, et consiste a minimi-
ser une fonction d’énergie adéquatement choisie, laquelle integre le modele développé
précédemment. Deux méthodes de minimisation du méme critere sont proposées: la
premiere utilise ’algorithme du gradient conjugué pour minimiser directement la fonc-
tion d’énergie. La seconde, quant a elle, s’appuie sur la théorie de la régularisation
semi-quadratique ; nous montrons comment ’exploitation conjointe des propriétés du
modele dans le domaine spectral et de celles des algorithmes de régularisation semi-
quadratique permet le développement d’un algorithme de reconstruction élégant et
plus performant, performance corroborée par une évaluation comparative détaillée.

La méthode a été évaluée sur des images synthétiques, puis appliquée a des images
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réelles d’aortes et de carotides, fournissant des résultats prometteurs. L’application a
des images d’arteres rénales a permis de mettre en évidence des limites a la méthode,
qui sont abordées dans un dernier chapitre, parmi d’autres perspectives cliniques.
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Abstract

Due to its numerous advantages over conventional X-rays angiography (X.R.A.),
magnetic resonance angiography (M.R.A.) may become in the near future the refe-
rence modality for imaging the blood vessels. Nevertheless, M.R.A. is limited by its
low spatial resolution when compared to that of X.R.A.: indeed, this modality is cha-
racterized by an intrinsic trade-off between acquisition time and spatial resolution.
Acquisition times are submitted to strong constraints (such as the duration of a pa-
tient’s breath-holding, or the duration of the injection of a contrast agent), thus also

constraining the spatial resolution.

In order to overcome this trade-off, a method is proposed to reconstruct 3D ma-
gnetic resonance images from several (two or three) 3D images with complementary
resolutions, allowing for an unchanged acquisition time to improve the spatial resolu-

tion and the signal-to-noise ratio.

The first step of this work deals with the mathematical modeling of the direct
problem, taking into account the results of the study of the undersampling processes

implemented in the acquisition strategy.

In the second step, we address the resolution of the inverse problem, i.e. the recons-
truction of a unique high-resolution volume from the undersampled acquisitions. The
method is developped within the framework of edge-preserving image restauration; it
consists in minimizing a suited energy functional, integrating the previously develop-
ped model. Two minimization methods for the functional are proposed: the first one
uses the conjugate gradient algorithm in order to directly minimize the functional. The
second one is based on the theory of half-quadratic regularization; we show how to
take advantage of both the properties of the model in the spectral domain, and those
of half-quadratic regularization algorithms, leading to the development of a simple
and efficient reconstruction algorithm. Its efficiency was confirmed by a comparative

evaluation.

The method was evaluated on synthetic images, and then applied to real images of
aortas and carotid arteries, giving promising results. Its application to renal arteries
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images allowed to show some limitations of the method, which are addressed in the

last chapter among other clinical perspectives.
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CHAPITRE 1

Introduction

Les maladies cardiovasculaires constituent 'une des premieres causes de mortalité
en France. Or, moyennant une détection précoce, ces maladies peuvent souvent étre
traitées; le diagnostic repose en particulier sur I'imagerie des arteres. Les images de
ces arteres et de leurs lésions sont encore tres souvent obtenues par opacification du
vaisseau au cours d’un examen d’artériographie par rayons X (A.R.X.). Cet examen
n’est pas dénué de risque, car il impose la réalisation d’un cathétérisme artériel, des
injections d’un produit de contraste iodé qui provoque des réactions allergiques assez
fréquentes, et I'exposition a des radiations ionisantes. De plus, le colit de ce type
d’examen n’est pas négligeable car il impose ’hospitalisation du patient, a des fins de

surveillance imposée par 1'utilisation de l'iode.

Une technique d’imagerie récente alternative a I’A.R.X. est 'angiographie par réso-
nance magnétique (A.R.M.), pour laquelle des études menées dans les dernieres années
font état d’avancées importantes dans les explorations artérielles, laissant entrevoir un
avenir prometteur a I’A.R.M. dans les années & venir [BOXT-98, ABRA-98]. Cepen-
dant, a ce jour, I’A.R.M. est limitée par sa faible résolution spatiale comparativement
a celle de ’'A.R.X.: si en A.R.X. on peut descendre en-dessous du millimetre sans
probleme, en A.R.M. atteindre le millimetre dans toutes les directions est souvent
trop couteux. Cette faible résolution rend difficile une approche quantitative fiable
des lésions sténosantes des arteres périphériques et empéche une visualisation cor-
recte des arteres de petites dimensions. En revanche, 'A.R.M. est plus informative
que I’A.R.X. dans la mesure ot elle peut fournir des données tridimensionnelles, alors
que I’A.R.X. ne fournit que des images bidimensionnelles (de transmission), bien qu’il
soit possible de reconstruire des données 3D a partir de plusieurs acquisitions 2D
[PELL-91, PAYO-96a]. De plus I’A.R.M. est moins invasive que I’A.R.X., dans la me-

sure ou elle n’implique pas de cathétérisme artériel, et ou les produits de contraste
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Introduction

utilisés sont moins allergisants que 'iode.

Les objectifs généraux de la recherche en A.R.M. sont d’améliorer le diagnostic des
maladies vasculaires ; or, ce dernier passe par une quantification précise des dimensions
des vaisseaux. Les images utilisées pour établir le diagnostic doivent donc avoir une
résolution spatiale suffisante pour discerner les petits vaisseaux d’intérét, et pour en
localiser précisément et fidelement les contours.

L’objectif de cette these est de contribuer a I’amélioration des images servant a éta-
blir le diagnostic, en particulier en termes de résolution spatiale. Nous nous sommes in-
téressés plus particulierement a la reconstruction d’images tridimensionnelles de haute
résolution a partir de plusieurs volumes de résolutions complémentaires selon les trois
directions de 'espace. Pour cela nous avons développé une technique de reconstruc-
tion intégrant une régularisation adaptée aux images médicales angiographiques, s’ap-
puyant sur les spécificités des données A.R.M. de résolutions différentes.

Dans le chapitre 2, nous présentons le contexte médical dans lequel s’inscrivent nos
travaux: apres avoir rappelé quelques notions sur les maladies vasculaires que nous
souhaitons aider a diagnostiquer, nous présentons les fondements de I'l.R.M. et plus
particulierement le compromis intrinseque a I’'ILR.M. entre la durée d’une acquisition
et sa résolution spatiale, que nous tentons de contourner dans la suite du travail.
Nous recensons également les nombreux travaux menés depuis plusieurs années dans
ce sens, et qui ne sont guere satisfaisants, soit parce qu’ils dégradent la qualité des
images de facon inacceptable, soit parce que leur mise en ceuvre impose des adaptations
matérielles ou logicielles trop spécifiques, soit parce que les solutions proposées ne
s’appliquent pas aux données tridimensionnelles.

Le chapitre 3 présente les données sur lesquelles s’appuie notre travail. Contraire-
ment a la plupart des solutions proposées dans la littérature, celle présentée ici doit
fournir des images de bonne qualité, doit étre simple de mise en ceuvre, et adaptée a
des données tridimensionnelles. Dans cette optique, nous proposons dans ce chapitre
une étude théorique a priori de 'apport de cette stratégie d’acquisition par rapport a
une acquisition classique, et de ses limites.

Le chapitre 4 développe la formalisation mathématique du processus d’acquisition
présenté au chapitre 3, qui exploite le fait que les données acquises en I.R.M. sont en
fait la transformée de Fourier de I'image proprement dite, et traduit la relation entre
la bande passante d’un signal et sa résolution spatiale.

Nous utilisons ensuite cette modélisation pour définir, au chapitre 5, une méthode
de reconstruction d’un unique volume de haute résolution a partir du jeu de données
initial de résolutions complémentaires. Cette reconstruction est effectuée par un algo-
rithme itératif de minimisation d’une fonction de colit composée d’un terme d’attache
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aux données utilisant la modélisation du chapitre 4, et d’un terme de régularisation
avec préservation des discontinuités, permettant de satisfaire aux exigences de qua-
lité des contours en vue d’une quantification des dimensions des vaisseaux sanguins.
Nous proposons également la caractérisation théorique de solutions particulieres de la
reconstruction, ainsi que leur interprétation intuitive.

L’objet du chapitre 6 est d’améliorer la méthode du chapitre 5 du point de vue
algorithmique, en exploitant d’une part la théorie de la régularisation semi-quadratique
et les algorithmes qui en découlent, d’autre part la spécificité des données obtenues
par résonance magnétique, pour en déduire un algorithme élégant et efficace travaillant
alternativement dans le domaine de I'image et dans le domaine spectral.

Les performances relatives des deux algorithmes sont évaluées expérimentalement
dans le chapitre 7. Nous y proposons ensuite une évaluation de la méthode développée,
sur des images synthétiques et sur des images A.R.M. in vivo. Nous vérifions également
expérimentalement les résultats théoriques développés au chapitre 5 pour des solutions
particulieres du probleme de reconstruction.

Le chapitre 8 discute quelques problemes rencontrés lors de 1’évaluation, et propose
a titre de perspectives des pistes pour la généralisation de ce travail a d’autres données

médicales que celles fournies par ’A.R.M. 3D.
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CHAPITRE 2

Contexte médical

Introduction

Dans cette partie, nous présentons de facon générale le contexte médical dans lequel
s’inscrit ce travail. Nous donnons tout d’abord quelques notions d’anatomie et de phy-
siologie du systéme vasculaire, puis nous présentons les fondements de 'Imagerie par
Résonance Magnétique, avec un accent plus particulier sur ’Angiographie (imagerie
du systéme vasculaire). Ces développements nous ameénent ensuite ¢ énoncer un des
probléemes majeurs de ce type d’imagerie, auquel nous nous efforcerons dans la suite

du travail d’apporter des réponses.

2.1 Anatomie et pathologie du systeme arté-
riel

Les informations médicales de cette partie sont extraites principalement de 'ou-
vrage [SEAR-78] ainsi que du polycopié d’anatomie et de cytologie pathologiques de

I'université Lyon 11.

2.1.1 Notions d’'anatomie vasculaire

Les arteres sont les vaisseaux qui véhiculent le sang du coeur vers les tissus. Ce sont
des tuyaux a parois épaisses comportant trois couches, externe, moyenne et interne.

La couche externe (adventice) est composée de tissus fibreux et confere au vaisseau

l.http://cri-cirs-wnts.univ-1lyonl.fr/Polycopies
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Contexte médical

protection et solidité. Elle assure entre autres fonctions I'interface avec les tissus voi-
sins.

La couche moyenne (média) est constituée par des fibres musculaires lisses (non
striées) et quelques fibres élastiques jaunes. Les fibres musculaires sont disposées de
facon circulaire et peuvent, par leur contraction ou leur relachement, modifier le calibre
du vaisseau.

La couche interne (intima) possede deux parties: le revétement intérieur de I’artere
fait de cellules endothéliales aplaties et une couche de fibres élastiques séparant ce
revétement de la couche musculaire moyenne.

L’aorte part du ventricule gauche du cceur et traverse le thorax (ou elle s’appelle
aorte thoracique) et 'abdomen (on parle alors de I’aorte abdominale). L’arte thoracique
est composée de I'aorte ascendante, immédiatement apres le départ du ceeur, la crosse
aortique, et 1'aorte descendante, représentées sur la figure 2.1. Le diametre de 'aorte
thoracique est de ’ordre de 2 cm et s’approche de 1 cm au niveau de 'aorte abdominale.

[’aorte ascendante donne naissance aux artéres coronaires, qui irriguent le muscle
cardiaque (le myocarde). Leur diametre est de l'ordre de 2 & 3 mm.

De la crosse aortique partent, du coté droit, le tronc artériel brachio-céphalique,
qui se divise en artére carotide primitive droite et artére sous-claviére droite. Du coté
gauche, 'artére carotide primitive gauche et 1’artére sous-claviére gauche partent di-
rectement de la crosse aortique. Les arteres sous-clavieres irriguent les membres su-
périeurs ; les arteres carotides se séparent en carotide interne et carotide externe, qui
irriguent le cerveau et I'oeil pour la premiere, le reste de la téte pour la seconde (figure
2.3). Les carotides ont un diametre de I'ordre de 6 a 8 mm.

[’aorte abdominale donne naissance a plusieurs arteres irriguant les organes de
I’abdomen : estomac, foie, rate, reins, intestin, colon etc. (cf. figure 2.4); nous nous
intéresserons surtout aux arteres rénales dont les diametres sont de 1'ordre de 3 a
4 mm.

Nous avons décrit ici les principaux vaisseaux auxquels nous nous intéressons dans
la suite de ce travail ; ci-dessous, nous exposons brievement les principales pathologies

qui peuvent les atteindre.

2.1.2 Les pathologies vasculaires

Nous nous intéresserons principalement a deux maladies des vaisseaux :

L’anévrisme: Cette dilatation du vaisseau résulte d’un affaiblissement de la paroi
qui bombe vers 'extérieur. L’amincissement de la paroi qui en résulte peut entrainer
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Fi1G. 2.1 — Schéma de Uaorte thoracique (d’aprés [SEAR-78]).

une rupture et une hémorragie mortelle (rupture d’anévrisme). La dégradation de la

paroi est souvent associée a I’existence d’un chenal de recirculation dans la paroi méme.

La sténose athéromateuse: L’athérosclérose est une affection caractérisée par un
épaississement et une perte d’élasticité des artéres causés par I’accumulation de lipides
dans la paroi artérielle et la formation de plaques athéromateuses.
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La plague athéromateuse est un dépot de cholestérol, d’autres lipides et de débris
tissulaires sur 'intérieur d’un vaisseau sanguin. La plaque athéromateuse diminue ’ou-
verture de ’artere (on appelle sténose ce rétrécissement du diametre vasculaire), et est
a l'origine d’accidents graves: le flot sanguin étant perturbé dans les zones d’athéro-
sclérose, les facteurs de coagulation sont activés et favorisent la thrombose ou I’embolie.

La thrombose est la formation d’un thrombus, produit de la coagulation du sang
survenue dans une cavité vasculaire ou dans le cceur. L’une des causes possibles de
formation d’un thrombus peut étre la présence d’une plaque athéromateuse. Lorsque
le thrombus se loge dans une artere coronaire (artere du ceeur), il provoque d’abord
une ischémie qui peut mener rapidement a un infarctus du myocarde.

Un embol est un corps étranger non dissout qui circule dans le courant sanguin et
s’arréte dans un vaisseau dont le calibre est plus petit que lui: on parle alors d’embolie.
Dans 95 % des cas, ’'embolie est due a un thrombus qui s’est mis en mouvement.
L’embolie pulmonaire, par exemple, est due a I'obstruction de ’artere pulmonaire par
un embol provenant dans 70 % des cas d’un thrombus d’une veine des membres in-
férieurs. Si un embol va boucher les arteres irriguant le cerveau, on parle d’embolie

Elodie Roullot 23



Contexte médical

cérébrale.

L’tschémie désigne la diminution ou I'arrét de I’apport sanguin artériel dans un ter-
ritoire donné de l'organisme, entrainant un manque d’oxygene, d’ou des conséquences
parfois irréversibles en fonction de la durée et de I'intensité de 1'ischémie.

L’infarctus désigne un foyer de nécrose ischémique en rapport avec l'interruption

complete et brutale de la circulation artérielle.

2.2 L’lmagerie par Résonance Magnétique

2.2.1 Historique

La Résonance Magnétique Nucléaire (R.M.N.) a été découverte en 1946 par Bloch
et Purcell. En 1972, Damadian 1’utilise a des fins médicales, a savoir la différenciation
des tissus sains et des tumeurs par mesure des parametres de relaxation. En 1973,
Lauterbur réalise la premiere image [.R.M.: celle d’'un doigt. Ce n’est qu’au cours des

années 80 qu’on assistera a la commercialisation et 'utilisation en routine clinique de

I'.R.M.

2.2.2 Principe de I'lLR.M.

2.2.2.1 Fondements physiques

Nous ne prétendons pas ici proposer un exposé complet sur I'LLR.M.; le lecteur
intéressé pourra se reporter pour cela a [BITT-98, WRIG-97, ALAU-94] ou a http://
www.cis.rit.edu/htbooks/mri par exemple. Cependant les brefs rappels qui suivent
nous semblent nécessaires a la compréhension ultérieure des modélisations découlant
directement du principe physique de I'lLR.M.

Le principe de I'l.R.M. repose sur la capacité d’aimantation des protons de I’atome
d’hydrogene, composants principaux des tissus du corps humain. Nous ne distinguons
pas ici le moment magnétique du moment cinétique, et utilisons le terme de spin pour
ce moment d’aimantation.

En I"absence d’aimantation, les spins sont orientés de fagon aléatoire. Soumis a un
champ magnétique intense By, les spins s’alignent quasiment dans le sens du champ
magnétique, c’est-a-dire qu’ils «tournent» autour de cette direction avec une vitesse
angulaire proportionnelle a 'amplitude du champ By (cette rotation est appelée mou-
vement de précession).
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La relation reliant cette fréquence de rotation dite «fréquence de Larmor» et 1'in-
tensité du champ magnétique est la suivante:

fo = 21 . By (2.1)

ou 7, le moment gyromagnétique, est une constante.

Si l'on excite ces protons par une onde électromagnétique de fréquence fo, il se
produit un phénomene de résonance: les spins s’écartent de leur position d’équilibre
(quasi-alignement avec Bg) d’un angle proportionnel & la durée d’application et a
I’amplitude de cette onde électromagnétique. On désigne cette onde par impulsion RF
(radio-fréquence) a 90°, a 1807, etc.

Lorsque I’on supprime cette onde (toujours sous le champ By), le retour a I’équilibre

se décompose en deux mouvements :

— le mouvement de relazation (retour du moment magnétique M a sa position

d’équilibre, quasi-parallele & By),
— le mouvement de précession, a la fréquence de Larmor.
Le moment magnétique M peut se décomposer en deux composantes :

— la composante longitudinale M,, projection de M sur la direction de By, qui tend

vers My de fagon exponentielle :
M, = M- (1 —¢e ) (2.2)
ou T est appelé «temps de relaxation spin-réseau,

— la composante transverse M,,, projection de M sur le plan orthogonal a By, qui

tend vers 0 de facon exponentielle également :
My, = My - e t/T (2.3)
ou Ty est appelé «temps de relaxation spin-spin».

Les tissus sont caractérisés par le moment magnétique a 1’équilibre My d’une part,
qui est proportionnel a la densité de protons locale, et les constantes de temps T; et
T, d’autre part. Il est a noter que T} est toujours inférieur a Ty pour un tissu donné;
les ordres de grandeur varient de la centaine de millisecondes a la dizaine de secondes.
(C’est la variation de ces parametres d’un tissu a I’autre ou d’une zone saine a une zone
pathologique du méme tissu, qui crée le contraste dans I'image.
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2.2.2.2 Détection du signal de R.M.N.

On place le corps dont on cherche a obtenir I'image dans une bobine de détection.
En général, la bobine est orientée orthogonalement a By. Le mouvement de précession
induit un courant dans cette bobine, appelé en anglais Free Induction Decay ou FID,
de fréquence égale a la fréquence de Larmor, d’intensité proportionnelle a By, et dont
les parametres temporels de décroissance sont proportionnels a la constante de temps
T; du mouvement de M,,. Il est également possible d’obtenir un signal dépendant
de Ty ; pour cela, on applique une impulsion RF supplémentaire a 90°, afin de faire

basculer la composante M, dans le plan zy.

2.2.2.3 Localisation du signal

Le principal probleme de I'l.LR.M. réside dans la localisation du signal, c’est-a-dire
dans la distinction des contributions au signal des volumes élémentaires composant le
volume dont on cherche a obtenir une représentation.

On distingue deux types de codage permettant de localiser ’origine des contribu-
tions: le codage par la fréquence et le codage par la phase. Dans le cas de I'imagerie
2D, la sélection de la coupe d’intérét est effectuée par un principe dérivé de celui du
codage par la fréquence, et on utilise pour les deux directions du plan un codage par
la fréquence et un codage par la phase. Dans le cas tridimensionnel, on utilise deux
codages par la phase et un codage par la fréquence.

Nous expliquons brievement ci-dessous le principe du codage par la fréquence (en
une dimension par souci didactique), puis celui du codage par la phase (voir aussi

[WEHR-88]).

— Codage par la fréquence:
Supposons que 1'on place 'objet (unidimensionnel) dans un gradient de champ
magnétique, c’est-a-dire un champ B(z) variant linéairement avec la position

spatiale z, * € [z;...x3], et que 'on excite cet objet avec un signal dont le

spectre est une fonction porte de fréquences extrémes f(zy) = - - B(x1) et
f(z2) = 3£ - B(zy). L’élément de I'objet situé a la position z émet donc par

I'intermédiaire de la bobine réceptrice un signal de fréquence f(z). Or, comme
B(x) varie linéairement avec x, alors f(z) aussi d’apres la relation de Larmor
(équation 2.1): il existe une relation de proportionnalité entre la position spatiale
et la fréquence temporelle du signal acquis par la bobine de détection. Un FID
est donc composé de la somme des signaux émis par les spins de tous les voxels
sélectionnés.
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En négligeant la décroissance du signal, on peut écrire que 1’élément de 1'objet
situé a la position x émet un signal harmonique de pulsation vG .z et d’intensité
I(x); en sommant sur toutes les positions x, on obtient 'expression du FID:

Nz—1

fid(t) = X_jo I(x) enGaot (2.4)

La transformée de Fourier effectuée selon la variable ¢ s’écrit donc:

() = 3 1) 00— 152
! 27 fy
= xZ:% I(z)d(x — ’YGgg)
2w f ‘
= f(,ny)LH(w) (2.5)

ou 4(t) représente I'impulsion de Dirac et [[I(t) le «peigne de Dirac» (fonction
de transfert de I’échantillonneur idéal). Cette expression fait bien apparaitre la
relation de proportionnalité existant entre la position spatiale = et la fréquence

temporelle du FID f;.

Ainsi, il suffit d’effectuer la transformée de Fourier discrete du signal recu pour
accéder a l'intensité (complexe) en fonction de la position spatiale. Le module
du signal ainsi obtenu est proportionnel a la densité locale de protons.

— Codage par la phase:

Le principe du codage par la phase est analogue a celui du codage par la fré-

quence ; nous I'expliquons brievement ci-dessous.

Si P'on applique dans la direction du codage par la phase (par exemple y) un
gradient de champ magnétique (&, pendant une durée 7, juste avant 1’application
du gradient de codage par la fréquence dans la direction z, cela provoque un
déphasage ¢ = [§ 27 f(t)dt soit, d’apres la relation de Larmor (équation 2.1),
¢ = s-yGyT. De méme que le codage par la fréquence induit une relation de
proportionnalité entre la position spatiale x et la fréquence du signal provenant
de la position z, le codage par la phase induit une relation de proportionnalité
entre la position spatiale y et la phase a l'origine du signal provenant de la
position y. Afin de pouvoir décoder les FID qui contiennent les informations
correspondant a toutes les positions y, on répete le processus décrit ci-dessus
(codage par la phase suivi de codage par la fréquence) pour plusieurs valeurs du
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gradient (7, (ou de facon équivalente, de la durée d’application 7). Reprenons le
calcul effectué ci-dessus, en deux dimensions cette fois: compte-tenu du principe
du codage par la phase évoqué précédemment, un élément situé a la position
(z,y) émet un signal harmonique de pulsation 7Gx et déphasé de LyG\,7, qui
sécrit done I(x,y) e"Ge=t=17Gu 379 I expression du FID est obtenue en sommant

sur toutes les positions (z,y):

Nz—1Ny—1 ] ]
()= Y Y I(ay) Ot (2.6

r=0 y=0

On calcule maintenant la transformée de Fourier bidimensionnelle, selon les va-

riables ¢t et 7, et on obtient :

N;—1Ny—1 G, Gy
thd(f, £) = S 3 I(z,y)6(fi — T2y 51, — 747;/)
B 27 f o An? f, . ‘
= [(‘T_ny’y ’YGy )H_I( ay) (27)

Ainsi, I'ensemble de points ainsi obtenus constitue la transformée de Fourier

inverse du signal spatial recherché.

Il convient de noter que les expressions données ci-dessus pour expliquer le principe
du codage par la fréquence et par la phase sont quelque peu simplistes, dans la mesure
ou, d’une part, elles ne prennent pas en compte la décroissance du signal, et d’autre
part, nous avons considéré des transformées de Fourier continues, alors que pour le
codage par la fréquence, il intervient une discrétisation que nous n’avons pas abordée,
et pour le codage par la phase, la variable 7 est discrete.

Nous avons vu que le codage par la fréquence utilise la variable temporelle, alors
que le codage par la phase utilise une variable artificielle 7. S’il est impossible d’utiliser
plusieurs fois la variable temporelle pour effectuer le codage dans différentes directions,
il est en revanche tout a fait possible d’introduire autant de variables supplémentaires
du type 7 pour coder dans les autres directions. C’est ce que se passe en pratique
dans le cas d’images tridimensionnelles: on utilise le codage par la fréquence dans la
direction x et le codage par la phase dans les directions y et z.

De méme que 'espace dual du temps est ’espace des fréquences temporelles, 1’es-
pace dual de celui des positions spatiales est appelé «k-space» et on note k, et k,, et
éventuellement k., les fréquences spatiales discretes correspondantes.

Finalement, le plan ou le volume acquis est ’espace dual par transformation de
Fourier bi- ou tridimensionnelle du plan ou du volume recherché.
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2.2.3 Séquences d’acquisition

Le terme de «séquence d’acquisition» désigne une combinaison d’impulsions RF et
de gradient de champ, dont on choisit les caractéristiques (I’ordre, la durée, 'amplitude,
I’angle, etc.) de fagon & produire I'image souhaitée.

Nous présentons ici brievement la séquence de base, en deux dimensions par souci
didactique, ainsi que ses trois variantes (séquences «écho de spin», «inversion-récupéra-
tion», «écho de gradient»), puis un exemple de séquence volumique utilisée tres cou-
ramment (écho de gradient), a partir de laquelle on peut facilement déduire les autres

séquences volumiques.

Séquence de base

Cette séquence, aussi appelée «séquence 90-FID» (figure 2.5), consiste en I"applica-
tion simultanée d’une impulsion RF a 90° et d’un gradient de sélection de coupe G,
qui permet de faire entrer en résonance uniquement les spins pour lesquels le champ
magnétique et la fréquence de I'impulsion RF sont reliés par la relation 2.1. Soit z la
direction de la variation du champ provoquée par (Gg: la coupe ainsi sélectionnée est
une coupe zy. L'impulsion a 90° permet de basculer le moment magnétique des spins
dans le plan zy.

Puis un gradient de codage par la phase (G est appliqué, dont 'amplitude est
fonction de la position spatiale selon la direction y du plan. Les spins relaxent (tendent
a retrouver leur position d’équilibre parallele a I’axe z), et précessent a une fréquence
proportionnelle a leur position selon y.

Enfin un gradient de codage par la fréquence Gy est appliqué, pendant lequel
s’effectue la lecture du signal (FID). A I'arrét du gradient (G4, les spins ont une phase
qui est fonction de leur position selon y. A I'application de GGy, ils continuent a précesser
a une fréquence proportionnelle cette fois a leur direction selon x, tout en conservant
I'information de phase a l'origine qui les discrimine selon y.

Ce motif est répété pour chacune des N, valeurs du gradient G, permettant de
coder la position dans la direction y. La période séparant deux motifs successifs est
appelée «temps de répétition» Tg.

On peut montrer que cette séquence n’introduit qu’une dépendance en Tj.

Séquence «Echo de spin»

La séquence écho de spin (figure 2.6) consiste a appliquer, apres 'impulsion RF a
90°, une seconde impulsion RF a 1807, suivie de la lecture du signal. Apres la premiere
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FiG. 2.5 — Diagramme temporel de la séquence de base.
(D’apres http://www.cis.rit.edu/htbooks/mri.)

impulsion, les spins précessent dans le plan xy orthogonal a By, et la seconde impulsion
provoque une rotation autour de ’axe # donc une inversion de la phase. En précessant
les spins se rephasent partiellement, provoquant un maximum dans le signal lorsqu’ils
sont en phase: ce signal est alors appelé écho. La durée T séparant I'impulsion RF
et le milieu du signal acquis est appelé «temps d’écho».

Par rapport a la séquence du 90-FID, cette séquence possede ’avantage d’introduire
une dépendance en T, dans le signal, ce qui peut étre intéressant pour discriminer des

tissus dont les T sont proches.

Séquence «Inversion-Récupération»

La magnétisation des spins est d’abord inversée par une impulsion a 1807, puis
revient dans le plan zy grace a une seconde impulsion a 90° (figure 2.7). Le principal
avantage de cette séquence réside dans le fait qu’elle permet 'annulation du signal
correspondant au tissu dont le T} vérifie T'T = Ty In2 ou T'1, le temps d’inversion, est

une constante de temps caractérisant la séquence (voir [HORN-96]).

Séquence «Echo de gradient»

Le principe est le méme que pour 1’écho de spin, mais ici le déphasage donnant lieu
a I’écho lors du rephasage partiel est provoqué non par une impulsion a 180°, mais par
un gradient de codage par la fréquence de signe opposé a celui du gradient de lecture
(figure 2.8).
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Fi1G. 2.6 — Diagramme temporel de la séquence «Fcho de spin».
(D’apres http://www.cis.rit.edu/htbooks/mri.)

L’avantage de I’écho de gradient par rapport a toutes les séquences précédentes est
qu’il ne nécessite pas d’attendre le retour a 1’équilibre de la composante transversale
pour répéter la séquence, ce qui permet de réduire le T et par conséquent la durée
d’acquisition (voir § 2.2.4.4).

Séquence volumique d’écho de gradient

Nous présentons figure 2.9 une séquence d’I.LR.M. volumique couramment utilisée :
I’écho de gradient (d’apres [HORN-96]). Tout d’abord, une impulsion RF est appliquée
(1), simultanément avec un gradient de sélection du volume (2), afin d’exciter le vo-
lume d’intérét (une «tranche» épaisse de 'espace). Puis deux gradients de codage par
la phase sont appliqués simultanément (3 et 4) dans les deux directions de codage par
la phase, dont les amplitudes caractérisent la position selon les deux directions concer-
nées, y et z. Pendant cette méme période, un gradient de codage par la fréquence
négatif est appliqué (5) afin que les spins soient en phase au milieu de la période
d’acquisition (voir ci-dessus la séquence d’écho de gradient). La période suivante est
celle de I'application du gradient de codage par la fréquence (6), simultanément avec
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FiG. 2.7 — Diagramme temporel de la séquence «Inversion-Récupération ».
(D’apres http://www.cis.rit.edu/htbooks/mri.)
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F1G. 2.8 — Diagramme temporel de la séquence «Fcho de gradient ».
(D’apres http://www.cis.rit.edu/htbooks/mri.)
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la lecture du signal (7).

Ce cycle, de durée égale a Tx est répété Ng x Ny fois, c’est-a-dire pour toutes les
combinaisons possibles des Ng gradients Gg et des Ny gradients Gy.

TR

(1)
2 +

(2) (3)

7
S ) M/\A

(1) Impulsion de sélection du volume

(2) Gradient de sélection du volume
(3) Gradient de codage par la phase - dimension z
(4) Gradient de codage par la phase - dimension y
(5) Gradient de rephasage
(6) Gradient de codage par la fréquence
(7) Lecture du signal
Tr: temps de répétition
Tg : temps d’écho

Fi1G. 2.9 — Diagramme temporel de la séquence volumique d’«écho de gradient ».
(D’apres http://www.cis.rit.edu/htbooks/mri.)
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2.2.4 Caractéristiques des images |.R.M.

2.2.4.1 Le contraste

Le choix de Tg et de Ty permet d’obtenir diverses images différant par le contraste.
En effet, nous avons vu dans la partie 2.2.2.1 que les tissus étaient caractérisés en parti-
culier par deux constantes de temps 7T et T}, ainsi que par la densité locale de protons;
les images obtenues different selon que le contraste est dii de fagon prédominante a
la différence des T}, a la différence des Ts, ou a la différence des densités de protons.
Globalement, on retiendra que T est relié a T et Ty a T, de la fagon suivante: une
image en T} sera obtenue pour Tr ~ Ty et Ty < Ty, alors qu’une image en Ty sera
obtenue pour Tg > T et Ty ~ T5. Le choix de Tr > T} et Ty <« T3 permet d’obtenir
une image pondérée par la densité de protons.

2.2.4.2 La résolution et le temps d’acquisition

La figure 2.9 représente schématiquement le déroulement d’une séquence d’acquisi-
tion. Il en découle que le temps d’acquisition d’un volume de dimensions Ng x N, x Ny

vaut :

Tiey =Tr- Ng - Ny

ou Tg est le temps de répétition conformément a la figure 2.5.

Nous retiendrons que:

Tyeq ~ No Ny (2.8)

c’est-a-dire qu’une résolution spatiale fine dans les directions du codage par la phase se
paye en durée d’acquisition. Au contraire, dans la direction de codage par la fréquence,
une résolution fine ne cotite rien en termes de durée d’acquisition (mais nous verrons

qu’elle a une influence en termes de bruit).

2.2.4.3 Le bruit

Le bruit en I.R.M. est intrinsequement lié aux caractéristiques matérielles du sys-
teme d’acquisition (bobine de détection, etc.) ainsi qu’aux grandeurs physiques utili-
sées (champ magnétique, fréquences, etc.) [WEHR-88, KOWA-00]; nous ne rentrons
pas dans le détail de ces aspects car ils dépassent largement le cadre de notre étude,
et nous nous contentons de donner les résultats des diverses études de caractérisation
statistique du bruit dans les images [.R.M. [SIJB-96, SIJB-98a, SIJB-98b, WANG-94].

Les données (complexes) acquises sur une grille cartésienne (le k-space) sont enta-
chées d’un bruit blanc centré dont la distribution de probabilité est gaussienne. Les
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données dans le domaine spatial, obtenues par T.F.D. inverse, sont également enta-
chées d’un bruit gaussien centré du fait de l'orthogonalité de la transformation de
Fourier [STJB-98b].

Cela n’est valable que sur les images complexes; on montre que, sur les images
de module, la distribution n’est plus gaussienne mais ricienne [HENK-85, GUDB-95].
Cette distribution est plus complexe que la distribution gaussienne, en particulier elle
comporte de nombreux parametres qu’il est plus difficile a estimer, que ce soit théori-
quement ou expérimentalement [SIJB-98a, SIJB-98b]. C’est pourquoi bien souvent on
fait I'approximation que le bruit est gaussien sur les images de module.

Dans la littérature, le bruit est caractérisé par le rapport signal-sur-bruit (R.S.B.),
défini par le rapport de la moyenne du signal sur son écart-type dans une zone idéale-
ment homogene [BITT-87]. D’apres [CROO-81, CROO-84], en imagerie 2D mono- ou
multi-coupes, le R.S.B. est proportionnel a la puissance du signal, au volume du voxel,
et a la racine carrée du nombre de lignes formant le k-space (nous ne considérons pas
la dépendance du R.S.B. par rapport aux autres parametres d’acquisition, auxquels
nous n’avons pas acces). En étendant ce résultat a I'LLR.M. tridimensionnelle, on peut

écrire, a champ de vue constant :

S S S
_S S (2.9)

B o0 Ny /NyNs
A cette écriture faisant intervenir le signal, nous préférons 1’écriture suivante permet-

tant de caractériser le bruit indépendamment du signal, par son écart-type:

O’NNf\/N@N(b (210)

Ainsi, dans certains cas, ’amélioration de la résolution spatiale en augmentant le
nombre de voxels (a champ de vue constant) n’est pas forcément synonyme d’une
amélioration de la qualité de I'image, puisque le bruit est d’autant plus important que

la résolution est fine.

2.2.4.4 Conséquence: le compromis

Les relations 2.8 et 2.10 font clairement apparaitre un compromis intrinseque a
I'ILR.M. entre résolution, temps d’acquisition et bruit, qui constitue d’ailleurs I'un des
inconvénients majeurs de cette modalité.

Nous avons vu que les séquences d’écho de gradient permettaient de réduire le
Tr et donc la durée d’acquisition. Par ailleurs, d’autres méthodes d’imagerie rapide
(«Fast MRI») ont été développées, dont nous dressons un bref état de I'art dans la

partie suivante.
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2.2.5 Les séquences rapides

Les différents moyens permettant de réduire le temps d’acquisition, tout en se

limitant a un remplissage cartésien du k-space, sont en général regroupés de la facon

suivante [CLAR-97, JAKO-98, MOON-01]:

réduction du Tg,
optimisation du remplissage du k-space,
codage par la phase multiple,

codage par les bobines de détection.

Nous avons vu (§2.2.3) que I’écho de gradient permettait de réduire le Tg ; il existe

d’autres méthodes encore plus efficaces pour cela, parmi lesquelles nous citerons la
méthode FLASH (Fast Low Angle Shot Imaging) [HAAS-86]. Le principe en est d’ap-

pliquer une impulsion n’écartant les spins que de quelques degrés (de l'ordre de 5 a

30) par rapport a leur position d’équilibre. Ainsi le retour a ’équilibre est tres rapide,

et donc le Tr peut étre réduit au maximum. L’inconvénient de cette méthode réside

dans la faible intensité du signal, et donc dans le faible rapport signal sur bruit.

Les méthodes d’optimisation du k-space les plus couramment citées dans la litté-

rature sont les suivantes:

l'optimisation de la taille de I'image (la «matrice» dans le vocabulaire des ra-
diologues), qui consiste a choisir soigneusement une résolution spatiale qui soit
suffisante pour les besoins du diagnostic mais pas excessive, afin de réduire au

maximum le temps d’acquisition.

le champ de vue rectangulaire, qui consiste a n’acquérir que les signaux corres-
ondant a la zone d’intérét, mais pose en particulier des problemes de repliement
bl

(«aliasing») qui affectent sérieusement la qualité des images sur les bords.

la méthode du demi plan de Fourier [FEIN-86, MARG-86, HAAC-90, CAO-97,
DEGE-01] («half k-space» ou «half-Fourier»), qui utilise les propriétés de symé-
trie hermitienne du plan de Fourier et permet donc de n’acquérir que la moitié
du plan de Fourier et d’en déduire I"autre moitié (en pratique, un peu plus de la
moitié du plan de Fourier est acquise afin de conserver la redondance pour les
basses fréquences). Cette méthode possede l'inconvénient de réduire le rapport

signal sur bruit.

36

Elodie Roullot



2.2 L’'Imagerie par Résonance Magnétique

Enfin, les techniques de codage multiple se déclinent en deux versions:

— la séquence d’échos de spin multiples, appelée aussi «Fast Spin Echo» ou «<RARE»
(Rapid Acquisition with Relaxation Enhancement) [HENN-86], consiste a acqué-
rir plusieurs échos de spin successifs apres une seule impulsion RF, voire tous les
échos correspondant a un plan de Fourier complet. Cette séquence fournit des

images en T5.

— la séquence d’échos de gradient multiples, appelée «Echo Planar Imaging» (EPI)
et proposée par Mansfield [MANS-77], consiste, de facon analogue au «Fast Spin
Echo», a acquérir plusieurs échos de gradient successifs ou méme tous les échos
correspondant a un plan de Fourier complet, apres une seule impulsion RF. Cette
méthode requiert ’adjonction a la machine I.R.M. classique de matériel dédié,
car elle nécessite des gradients de forte puissance et des fréquences de commuta-
tion de gradient tres élevées. Mansfield et al. ont également proposé d’acquérir
tout un volume 3D a la fois, grace a la technique de I'EVI («Echo Volumar
Imaging»), dont les limites sont les mémes que pour I’EPI, a savoir, la difficulté
pratique a commuter les gradients en une durée suffisamment courte devant la
constante de temps de décroissance du signal. Ces commutations tres rapides
des gradients induisent des artefacts qui dégradent I'image; d’autre part, ces
méthodes impliquent une répartition hétérogene de I’énergie dans le k-space. No-
tons également I'existence de la technique PRESTO («Principle of Echo Shifting
with a Train of Observations») [MOON-01] qui allie les caractéristiques de la
séquence Echo-Planar avec la technique «echo-shifting» (qui implique des temps
d’écho supérieurs au temps de répétition). Les limites de cette méthode sont les
mémes que pour ’EPI, et elle n’est donc utilisée qu’en imagerie fonctionnelle.

Enfin, il existe deux méthodes de codage par les bobines de détection [MOON-01]:
SMASH (Simultaneous Acquisition of Spatial Harmonics) développée par Sodickson
et al. [SODI-97, SODI-99, SODI-00], et SENSE (Sensitivity Encoding) développée
par Pruessmann et al. [PRUE-99, WEIG-01]. Ces méthodes exploitent I'information
spatiale contenue dans les bobines des antennes de surface (ou antennes locales : il s’agit
de bobines de détection plates placées a proximité immédiate de la région d’intérét),
afin de remplacer partiellement les codages classiques (par la fréquence et par la phase).
La différence entre SMASH et SENSE réside dans le fait que le codage est effectué
dans le k-space pour SMASH et dans le domaine de I'objet pour SENSE. Ces méthodes
possedent ’avantage d’améliorer le compromis entre durée d’acquisition, résolution
spatiale et rapport signal sur bruit, mais nécessitent des développements matériels
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spécifiques ; de plus cette technique n’a été utilisée qu’avec des antennes locales, ce
qui réduit son champ d’application (bien que des expériences concluantes aient été
rapportées dans [SODI-00] pour I"aorte abdominale et les arteres rénales).

2.3 L’Angiographie par Résonance Magnétique

On appelle Angiographie par Résonance Magnétique ou A.R.M. 'l.LR.M. appliquée
a 'imagerie du sang et du flux sanguin.

On distingue trois types d’acquisitions en A.R.M.: I'angiographie temps de vol
(Time-Of-Flight Angiography), ’angiographie par contraste de phase ( Phase-Contrast
Angiography), et 1'angiographie avec agent de contraste (Contrast-Enhanced Angio-
graphy). Les deux premiers types s’appuient sur le mouvement du sang, alors que le
dernier est principalement statique.

2.3.1 L’angiographie Temps de Vol

L’angiographie temps de vol utilise une séquence d’écho de spin, avec une impulsion
a 90° suivie d’une impulsion a 180°. L’impulsion a 90° excite les spins dans une coupe
donnée, et celle a 180° dans une autre coupe. Le sang en mouvement qui se trouve dans
la premiere coupe lors de I'impulsion a 90° puis dans la seconde lors de 'impulsion a

180° produit alors un signal permettant 'obtention d’une image du flux sanguin.

2.3.2 L’angiographie par Contraste de Phase

L’angiographie par contraste de phase utilise successivement deux gradients bipo-
laires opposés, et les signaux recueillis apres application de chacun de ces gradients
sont soustraits. Les signaux des spins immobiles s’annulent alors, tandis que ceux des
spins en mouvement s’ajoutent, et la valeur ainsi obtenue est d’autant plus grande que
la vitesse du flux est grande. Ainsi, I'introduction d’un gradient supplémentaire permet
de coder la vitesse, et I'image correspondante est obtenue par élimination différentielle

de la dérive de phase.

2.3.3 L’angiographie avec Agent de Contraste

L’angiographie avec agent de contraste repose sur la différence des temps de relaxa-
tion Ty du sang et des autres tissus, lorsque 1’on a injecté dans le sang un produit de
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contraste possédant un T} tres court. Ainsi, sil’on choisit un T suffisamment court, les
signaux provenant des autres tissus seront tres faibles puisque le T} correspondant est
beaucoup plus long que le T, et les vaisseaux sanguins apparaissent en hyper-signal.
Le produit de contraste utilisé est en général une solution a base de Gadolinium; il se
déplace dans le systeme artériel et veineux avec le sang (on appelle bolus la masse de
produit de contraste en mouvement dans le vaisseau); il convient de choisir la plage
temporelle de ’acquisition de facon a ce que I'image soit acquise au moment du passage

du bolus dans 'artere, afin d’obtenir la meilleure image possible.

2.4 L’exploitation des images A.R.M.

2.4.1 Les objectifs de I'imagerie vasculaire

L’objectif général de I'imagerie vasculaire est d’obtenir des informations sur le

vaisseau d’intérét, qui permettent :

— d’une part, le diagnostic des pathologies vasculaires évoquées au § 2.1.2: ce
diagnostic consiste a identifier ou confirmer I’existence d’une pathologie, de dé-
terminer sa nature, de la localiser et d’évaluer sa gravité (et donc le traitement

a prescrire: chirurgie, simple surveillance, etc.),

— d’autre part, le suivi de I’évolution d’une pathologie existante, en particulier le
suivi post-opératoire, par exemple apres traitement par angioplastie (dilatation
d’une artere chargée d’athérome, au moyen d’une sonde a ballonnet, pour rétablir

une irrigation suffisante).
Ces informations sont principalement de deux types:

— des informations géométriques sur la forme du vaisseau, qui permettent princi-
palement de détecter une modification anormale du diametre, indicatrice de la
présence d’une sténose ou d’un anévrisme,

— des informations fonctionnelles sur la circulation du sang dans le vaisseau, qui
permettent de détecter une diminution du débit sanguin ou des turbulences dans

le flux, qui peuvent indiquer la présence d’une sténose athéromateuse.

Dans cette étude, nous nous intéressons principalement au premier type d’informa-
tions: nous cherchons a apporter une aide au diagnostic des anomalies géométriques
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des vaisseaux. Pour cette raison, nous travaillons sur des images acquises en angiogra-
phie avec produit de contraste (§ 2.3.3).

[’information principale que nous souhaitons extraire des images angiographiques
est donc la quantification des dimensions du vaisseau. La précision de ces mesures est
capitale pour le diagnostic: de la variation de diametre estimée d’une sténose dépend
la décision du geste chirurgical. Il est bien sir extrémement important a la fois de
détecter la nécessité d’une intervention dans les cas avancés, et d’éviter une geste
chirurgical, non dénué de risque, s’il est superflu. Ainsi, la qualité des images, et en
particulier leur résolution, est primordiale.

La quantification des dimensions du vaisseau peut étre faite de plusieurs manieres :

— manuellement : le médecin expert examine les images, et évalue le diametre dans
la sténose d’une part, et en amont de la sténose dans une zone saine d’autre part,
en général en délimitant le contour visuellement.

— automatiquement : un systeme expert réalise une segmentation du vaisseau, a
partir de laquelle sont extraites les mesures de diametre.

2.4.2 Les problemes de la quantification des patholo-
gies vasculaires

En routine clinique, dans la plupart des cas la quantification des dimensions des
vaisseaux est effectuée manuellement, ou alors elle requiert une intervention manuelle
capitale de "opérateur.

Nous recensons ici les principaux problemes rencontrés actuellement dans 1’évalua-
tion des dimensions des diametres vasculaires.

1. En routine clinique, les diagnostics sont effectués sur des images de projection
MIP (Mazimum Intensity Projection: voir la figure 2.10). Le principal inconvé-
nient de ces images réside dans la distorsion des dimensions des vaisseaux: en
effet les projections maximales ont tendance a diminuer les diametres d’une part,

et peuvent d’autre part occulter des rétrécissements localisés.

2. Le type d’acquisition a également une influence non négligeable sur I’évaluation
des diametres: par exemple, une acquisition angiographique en Contraste de
Phase et une acquisition en Temps de Vol, effectuées avec des réglages compa-

rables, fournissent des résultats discordants quant a la dimension des vaisseaux

[HOOG-98].
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3. Les artéfacts de flux sont réputés biaiser également 'estimation des diametres:
artéfacts de déplacement, dispersion de phase intra-voxel due au flux complexe,
etc.

4. Hoogeveen et al. [HOOG-98] évoquent aussi les limites de la précision des mesures

de diametres dues au processus de 'l.R.M. méme.

5. Enfin, en routine clinique I’évaluation des diametres est effectuée manuellement
(typiquement l'opérateur désigne a la souris les extrémités de la lumiere du vais-
seau), et 'expérience a prouvé qu’il existe une assez grande variabilité inter- et

intra-opérateurs.

=

Coupes
Projection M.I.P.

F1G. 2.10 — Le principe des projections MIP (Mazimum Intensity Projection). A chaque
pizel de 'image de projection est affectée Uintensité mazximale de l'ensemble des voxels
rencontrés par la direction de projection. Ici, la direction de projection est perpendi-
culaire aux coupes, mais ce n’est pas forcément le cas: en général on utilise plusieurs

projections dont les directions sont également réparties dans un plan donné.

Dans cette étude, nous nous intéressons principalement au point 4 de la liste ci-
dessus. Plus précisément, nous cherchons a apporter une solution au probleme de la

résolution spatiale, que nous détaillons dans la partie suivante (2.4.3).

Elodie Roullot 41



Contexte médical

2.4.3 Résolution et temps d’acquisition: position du
probleme

Un des problemes les plus délicats en A.R.M. réside dans le choix des dimensions du
voxel. En effet, pour I'imagerie des petits vaisseaux on souhaite réaliser une acquisition
avec la meilleure résolution possible, alors qu’une bonne résolution implique un rapport
signal sur bruit dégradé et une durée d’acquisition importante. Par ailleurs, pour les
vaisseaux situés a proximité du cceur, la durée d’acquisition est un facteur de premiere

importance: en effet, cette durée est limitée par:

— le temps de recirculation du bolus (le bolus peut effectuer plusieurs «tours de
boucle» dans le systeme artériel et veineux avant sa dispersion et son élimina-

tion),

— la capacité du patient a tenir une apnée (une acquisition réalisée en apnée per-
mettant de réduire considérablement les artefacts de mouvement),

Toutes ces contraintes sur la durée d’acquisition font qu’il est difficile de trouver
un bon compromis entre un temps d’acquisition convenable et une résolution adaptée
a la dimension des vaisseaux.

De plus, les séquences rapides telles que FLASH, Fast Spin Echo, EPI, évoquées
au §2.2.5 ne sont pas adaptées a I’A.R.M., du fait des distorsions et des dégradations
du rapport signal sur bruit qu’elles impliquent : ces séquences ont été développées plus
particulierement pour 'imagerie fonctionnelle du cerveau, ou pour le suivi temporel
en imagerie cardiaque par exemple. Les méthodes d’optimisation du k-space sont in-

diquées, mais ne permettent qu'un faible gain de temps.

2.4.4 Les solutions existantes: état de l'art

Pour ’'A.R.M., il est donc nécessaire de trouver des techniques permettant de ré-
duire la durée des acquisitions, tout en conservant les propriétés de contraste (7} pour
faire apparaitre le Gadolinium en hypersignal), de rapport signal sur bruit, et sans
introduire de distorsions. Cet enjeu occupe de nombreuses équipes de recherche en
physique et en imagerie médicale. Dans cette partie, nous recensons les méthodes qui,
dans le méme objectif que celles présentées au § 2.2.5, combinent un processus d’ac-
quisition spécifique et un traitement des données brutes qui en sont issues, nécessitant
ainsi a la fois des compétences en .LR.M. et en traitement du signal et des images.
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Une premiere famille de solutions consiste a remplir le domaine de Fourier (ou
k-space) selon une grille non cartésienne, par exemple selon une trajectoire circu-
laire [ZHOU-98, AZHA-96], en spirale [DILL-93], en rosette [NOLL-97] ou radiale
[NIEL-97]. Ces solutions impliquent en général un rééchantillonnage afin d’obtenir
une grille cartésienne pour 1'image finale. Ce rééchantillonnage peut étre effectué par

interpolation [PARK-83] ou par les méthodes dites de «gridding» [SCHO-95].

Une alternative aux solutions précédentes consiste a acquérir un «k-space» incom-
plet, mais cette fois sur une grille cartésienne. Compte-tenu du principe d’une acquisi-
tion classique, le plus simple est d’omettre un certain nombre de «lignes» du «k-space».
Nous avons déja cité au § 2.2.5 les techniques de demi-Fourier («half k-space»), qui
consistent a n’acquérir que la moitié du domaine de Fourier et a extrapoler la partie
manquante en utilisant les propriétés hermitiennes du domaine de Fourier. Il est a
noter qu’en général, la partie centrale du «k-space» est acquise intégralement, et que
I’omission de «lignes» ne concerne que les hautes fréquences. Les lignes manquantes
peuvent aussi ne pas étre adjacentes: Cao et al. ainsi que Plevritis et al. utilisent
ainsi des connaissances anatomiques a priort pour choisir de fagon optimale les échan-
tillons non acquis [CAO-97, PLEV-95]. La encore, les échantillons manquants peuvent
étre estimés par interpolation ou par extrapolation, mais aussi par des techniques
plus subtiles; Dologlou et al., par exemple, proposent une estimation fondée sur une

décomposition en valeurs singulieres [DOLO-96].

D’autres équipes s’intéressent également a des remplissages incomplets quelconques
du k-space, et proposent des méthodes générales de reconstruction ; par exemple, Bou-
bertakh et al. proposent une méthode utilisant la transformée de Fourier discrete et
une régularisation [BOUB-00].

Enfin, en imagerie dynamique, des méthodes telles que le « Keyhole» ont été dévelop-
pées [VAAL-93], qui consistent a acquérir avec une bonne résolution temporelle les élé-
ments centraux du k-space, et a compléter les éléments de hautes fréquences spatiales
avec ceux d’une image de référence acquise au début de la séquence. Les méthodes
dites « BRISK» (Block Regional Interpolation Scheme for K-space) fonctionnent sur
un principe similaire, mais la définition de la fréquence temporelle d’acquisition des
différentes zones du k-space est fondée sur une étude spectrale selon la direction tem-
porelle [DOY1-95a] : la fréquence d’acquisition d’une zone est fonction de la fréquence
temporelle maximale couramment présente dans cette zone sur une séquence. Shea et
al. proposent d’acquérir un k-space complet sur plusieurs apnées, et d’intégrer une tech-

nique de correction des différences de position du patient entre les différentes étapes
de "acquisition [SHEA-01].
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les pathologies vasculaires auxquelles nous
nous intéressons, a savoir principalement les déformations anatomiques associées aux
sténoses et anévrismes, dont le diagnostic nécessite des images de qualité, en particulier
en ce qui concerne la résolution spatiale. L’Angiographie par Résonance Magnétique est
pressentie comme 'imagerie de référence pour ces pathologies dans les années a venir
par de nombreux spécialistes. Cependant sa principale limite réside dans le compromis
entre temps d’acquisition et résolution spatiale. Nous avons également présenté un
rapide état de 'art des méthodes visant a contourner ce compromis. Il s’avére que les
résultats obtenus sont souvent insatisfaisants, du fait des distorsions introduites par
le processus d’acquisition, ou difficiles @ mettre en ceuvre du fait de la spécificité du
processus d’acquisition ; de plus bien souvent ces méthodes s appliquent a 'tmagerie
bidimensionnelle uniquement, or en angiographie ce sont les volumes tridimensionnels
qui posent des problémes de durée d’acquisition. Dans le chapitre suivant (chapitre
3), nous présentons une méthode d’acquisition alternative, dont lintérét réside dans
sa simplicité de mise en cuvre méme en trois dimensions, et qui permettira par un

traitement simple de fournir une image de haute qualité.
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CHAPITRE 3

Stratégie d’acquisition

Introduction

Aprés avoir étudié les probléemes de 'A.R.M. et les solutions existantes permet-
tant de contourner le compromis entre le temps d’acquisition et la résolution spatiale,
nous proposons une méthode alternative d’acquisition des données, fruit d’une étroite
collaboration avec Alain Herment et Elie Mousseauz (Unité INSERM U494, C.H.U.
Pitié-Salpétriére).

Nous proposons une méthode d’obtention d’images de résonance magnétique de
haute résolution par combinaison d’acquisitions incomplétes, qui se distingue des mé-
thodes présentées au § 2.4.4 par le fait qu’elle permet de prendre en compte les spéci-
ficités des tmages de vaisseauxr ainst que les exigences de qualité dimage spécifiques a
l'tmagerie des sténoses.

Nous présentons ici l'aspect acquisitions de la méthode ; 'aspect combinaison (¢ est-
a-dire lobtention d’un unique volume de résolution convenable) sera abordé plus loin

(chapitre 5).

3.1 Protocole d’acquisition

Nous avons vu que le temps d’acquisition était proportionnel aux dimensions de
I'image dans les deux directions du codage par la phase (§ 2.2.4.4); si I'on raisonne a
champ de vue constant (c’est-a-dire a produit dimension du voxel x nombre de voxels
constant) dans chaque direction de ’espace, il en résulte qu'un gain de temps peut
étre obtenu en réduisant le nombre de voxels dans les deux directions du codage par
la phase.
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Nous proposons donc d’acquérir trois volumes de résolutions dégradées dans les
deux directions du codage par la phase, en permutant entre les volumes la direction
du codage par la fréquence de telle sorte que dans chaque direction, au moins un
volume présente une «bonne» résolution (figure 3.1-b).

Sur la figure 3.1 est également représenté ce qu’on appellera dans la suite le vo-
lume de référence (figure 3.1-a), a savoir, le volume qui serait acquis dans le cadre
d’une acquisition classique avec dans chaque direction la meilleure des résolutions de

Pensemble des trois volumes dans la direction considérée.

N :
1
5O
® HHHHHHHHH
(a) No
N
f1 : Neo : N3 :
N‘x& N‘x& ‘%
o1 TN D2 ™ N3 A+
(b) N1 N N(p3

FiG. 3.1 — (a) Le volume de référence obtenu avec une acquisition classique. (b) La
stratégie d’acquisition dans le cas général, qui consiste a dégrader la résolution dans
les deux directions du codage par la phase pour chaque acquisition et a permuter les
directions de codage entre les acquisitions.

On peut également considérer deux cas particuliers:

— on peut ne dégrader la résolution que dans une direction dans chaque volume,
comme présenté sur la figure 3.2-a.

— on peut n’acquérir que deux volumes complémentaires au lieu de trois; dans ce
cas, on a une résolution constante dans une des directions (figure 3.2-b).
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N
i ; Np2 : Noos :
NXS%%%& N&X& X%%%&
o1 SIS D2 N N3 HHHHHHH
(@) N1 Nio N(p3
N N
. s ® s
e 1
N&%%S& N&X&
L P2 HHHHHHHE
(b) N1 N

F1G. 3.2 — (a) Les volumes acquis dans le cas particulier ot la résolution n’est dégradée
que dans une direction pour chaque acquisition. (b) Les volumes acquis dans le cas

particulier ou deux volumes complémentaires seulement sont acquis.

Chacun de ces volumes peut étre acquis en utilisant les séquences classiques (ac-
quisition linéaire du k-space) : en effet, acquérir un volume avec une résolution moindre
dans une direction revient a réduire 1’acquisition aux plans centraux du domaine de

Fourier.

Les figures 3.3 et 3.4 présentent de facon qualitative la localisation des données
acquises dans l’espace de Fourier pour chacune des acquisitions (volumes grisés), par
rapport a l'ensemble de la zone d’intérét (volumes transparents), respectivement pour

le cas général (figure 3.1-b) et pour le cas particulier de la figure 3.2-a.

La figure 3.5 montre la superposition des supports des trois acquisitions dans le

cas général et dans le cas particulier de la figure 3.2-a.

Dans le cas particulier de deux acquisitions (figure 3.2-b), le support fréquentiel de

I’ensemble des deux acquisitions se présente comme indiqué sur la figure 3.6.

Le paragraphe suivant expose de facon formelle les conséquences de cette stratégie
sur le temps d’acquisition, la couverture spectrale, et 1’écart-type du bruit.
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N

FiG. 3.3 — Occupations spectrales relatives des volumes acquis dans le cas général

(figure 3.1-b).

AN

A

FiG. 3.4 — Occupations spectrales relatives des volumes acquis dans le cas particulier

de la figure 3.2-a.

3.2 Conséquences de la stratégie d’acquisi-
tion

3.2.1 Influence sur le temps d’acquisition

Soient, conformément a la figure 3.1, Ny, Nyy et N3 les nombres de voxels dans les
directions du codage en fréquence dans chacun des volumes, Ny, et Ng; les nombres
de voxels dans les deux directions du codage en phase de la premiere acquisition, Ny,
et Ngs les nombres de voxels dans les directions du codage en phase de la seconde
acquisition, Ny3 et Ng3 les nombres de voxels dans les directions du codage en phase
de la troisieme acquisition. On suppose que le temps de répétition Tr est le méme
pour toutes les acquisitions. On pourrait également supposer un nombre de voxels
variable dans la direction du codage par la fréquence, mais nous avons vu que dans
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F1G. 3.5 — A gauche : Occupation spectrale couverte par U'ensemble des volumes acquis
dans le cas général. Pour faciliter la compréhension visuelle, nous supposons cependant
ict que les résolutions dégradées sont les mémes dans les trois directions (¢’est-a-dire,
dans le cas d’un champ de vue identique dans les trois directions, que les dimensions
de l'image dans les directions de résolution dégradée sont identiques). Sans cette hy-
pothese, le schéma deviendrait beaucoup plus complexe et par conséquent difficilement
interprétable visuellement). A droite : Occupation spectrale couverte par l'ensemble des
volumes acquis dans le cas particulier de la figure 3.2-a.

FiG. 3.6 — Occupation spectrale couverte par l’ensemble des volumes acquis dans le cas
particulier de la figure 3.2-b.
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cette direction un nombre de voxels important n’impose aucun «cott» supplémentaire
en termes de durée d’acquisition.

Conformément au § 2.2.4.4, le temps nécessaire pour acquérir le premier volume
Vi est donc:

Ty =Tr- Ny - Noy (3.1)
et pour le second volume V5 :
T, =Tr - Ngz- Noo (3.2)
et enfin pour le troisieme V3 :
T35 =Tr- Ng3- Nos (3.3)
soit un temps total de:
Tit243 =Tr - (Ng1 - No1 + N2 - No2 + Nys - No3) (3.4)

alors que "acquisition d’un unique volume V' de dimensions Ny - Ng - Ny serait :

To=Tgr-Ng- Ng (3.5)
On peut définir le gain de temps comme étant le rapport :
I+ 1,4+ 15
Gr = ————
T T
(Ng1 - No1 + Ny - Noa + Nys - Nos)

_ 3.6
N, Na (3.6)

D’apres cette définition, le gain de temps doit étre inférieur ou égal a 1, sinon il y

a perte de temps.

3.2.2 Influence sur la couverture spectrale

Il apparait immédiatement que la stratégie d’acquisition va induire, d’une part,
la perte d’informations dans les «coins» du k-space, et d’autre part, la redondance
d’informations au «centre» du k-space.

Nous considérons, a des fins de comparaison, deux configurations qui aboutissent

au méme gain de temps:

— pour la premiere, la résolution est dégradée dans les deux directions du codage
par la phase, d’un facteur £, et on choisit pour simplifier la comparaison Ny =
Nfg == Nf3 == Nf, N¢1 == N¢2 == N¢3 == N¢/k‘, et Nq>1 == N(I)Q == Nq>3 == N@/k‘

Dans ces conditions le gain de temps est de 3/k?.
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— pour la seconde, la résolution n’est dégradée que dans une direction. Si 1’on
choisit également Nyy = Nyo = Nys = Ny, Nyt = Ny2 = Nys = Ny, et Noy =
Ngy = Ng3, un gain de temps identique au précédent sera obtenu en choisissant

Ng1 = Noz = No3z = No /K2

Pour avoir un gain de temps inférieur a 1, il faut s’intéresser uniquement aux
valeurs de k telles que k > /3. Dans ces conditions, pour tout k on a k* > k, et donc
I'isotropie est meilleure dans le premier cas puisque le facteur de dégradation est de
1/k au lieu de 1/k* dans le second.

Intéressons-nous maintenant a la couverture relative du k-space pour chacune de ces
configurations, c’est-a-dire au rapport du volume du support fréquentiel couvert par
les acquisitions complémentaires de la configuration considérée, au volume du support
fréquentiel couvert par I'acquisition de référence. Dans le premier cas, on obtient :

Viders _ 3 _ 2

‘/;fotal B ﬁ B E (37)

et dans le second :
‘/C(OQTBUGT‘t — i _ i + i (38)
‘/;fotal k? k4 kS
Ces fonctions sont tracées sur la figure 3.7.

[’étude de ces fonctions montre que le volume couvert relatif est toujours légere-
ment plus important dans le second cas que dans le premier, mais que cette différence
relative est tres peu significative et vaut moins de 15 %.

Les ordres de grandeur raisonnables pour le facteur k se situent aux environs de
k ~ 2425, ce qui correspond a une dégradation d’un facteur k* ~ 4 4 6 pour la
seconde configuration. La diminution relative du temps d’acquisition vaut alors 30 a
50 % environ, et I'occupation spectrale relative se situe aux environs de 40 a 50 %.

L’étude précédente ne tient pas compte du contenu spectral des images: a priori,
il se peut que toute 'information soit concentrée dans une zone du k-space qui n’est
couverte par aucune des acquisitions, ce qui aurait des conséquences dramatiques, ou
au contraire que les zones non contenues dans la réunion des supports des k-space ne
contienne aucune information, auquel cas la stratégie d’acquisition n’induit aucune
perte. Nous proposons ici d’étudier la répartition de 1’énergie de la T.F.D. dans le
cas particulier d’images vasculaires. Cette étude est réalisée sur des images vasculaires
simulées, dont le modele est exposé dans I’annexe A. Nous avons simulé un vaisseau
sain et un vaisseau sténosé (sténose a 80 %), orientés selon différentes directions de
I’espace, et comparé le pourcentage d’énergie de la T.F.D. conservé dans chacune des
acquisitions simulées (facteur de sous-échantillonnage de 0,24 c’est-a-dire k ~ 4,2).
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1 T

Vo ——  Configuration 1
0.9F \ -—— Configuration 2| -
\ . Gain de temps

0.7 ' .

05} : : : : : : s

04 \ .

02f St i

Facteur k

FiG. 3.7 — Proportion de volume spectral couvert par la réunion des trois acquisitions
dans les deux configurations étudiées au § 3.2.2. Le gain de temps en fonction du

facteur k est également tracé.

Nous présentons a titre d’exemple la visualisation d’un vaisseau sténosé et de sa T.F.D.
apres seuillage, sur la figure 3.8. Le seuillage sur la T.F.D. permet de ne conserver
que les composantes fréquentielles les plus énergétiques. Dans le cas d’un vaisseau
sain (modélisé par un cylindre parfait), la T.F.D. se présente sous forme d’un disque
situé dans le plan orthogonal a ’axe du vaisseau; dans le cas d’un vaisseau sténosé,
I’existence de contours dans la direction de ’axe du vaisseau modifie ce «disque» qui
s’épaissit alors dans la direction de son axe de révolution, d’autant plus que la sténose
est «courte». Cependant, I'«étalement» de 1’énergie vers les hautes fréquences reste
toujours beaucoup plus faible dans la direction de ’axe que dans le plan de l'axe,
meéme dans le cas d’un vaisseau avec variation rapide de diametre. C’est pourquoi les
conclusions de cette étude sont valables a la fois pour des vaisseaux sains et pour des

vaisseaux pathologiques.

Pour des raisons de lisibilité, nous présentons les résultats de cette étude en deux
dimensions, sans perte de généralité puisque le modele utilisé comporte un axe de ré-
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y X y X

Fi1G. 3.8 — A gauche : exemple de paroi de vaisseau sténosé a 80 % (visualisation par

seuillage de l'image simulée). A droite: sa T.F.D. aprés seuillage.

volution. La figure 3.9 montre I'image du vaisseau sain et de sa T.F.D. pour différentes
orientations de ’axe du vaisseau, tandis que le cas sténosé est présenté sur la figure

3.10.
La conclusion de cette étude est représentée schématiquement sur la figure 3.11.

Si la direction de 'axe du vaisseau coincide approximativement avec la direction
de I'un des trois axes du «cube» formé par la zone choisie pour "acquisition, alors, les
données fréquentielles les plus denses sont situées autour de l'origine pour I'informa-
tion d’homogénéité et le long des axes principaux du cube pour les variations rapides
d’intensité dans les zones de contour. Ainsi, les données denses sont incluses dans le
support fréquentiel de I’'une ou 'autre des deux acquisitions et donc la majeure partie

de I’énergie de 'image de haute résolution souhaitée est contenue dans les acquisitions.

Si la direction de ’axe du vaisseau est «oblique» par rapport aux directions prin-
cipales du cube, alors les données denses sont encore situées autour de 'origine pour
les zones homogenes, mais les informations de contour correspondent cette fois a des
fréquences élevées selon des directions résultant de la combinaison de plusieurs axes
principaux. A partir d’une certaine fréquence, cette information ne se retrouve dans

aucune des acquisitions et une part non négligeable de I’'information est perdue.

Nous verrons plus tard que cela a des conséquences sur le choix des parametres des

acquisitions.
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;

1/8/01

FiG. 3.9 — A gauche : ["image du vaisseau sain pour différentes orientations de son

axe. A droite: les T.F.D. correspondantes.
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FiG. 3.10 — A gauche : l'image du vaisseau sténosé pour différentes orientations de son

axe. A droite: les T.F.D. correspondantes.
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FiG. 3.11 — Représentation schématique de l'influence de l'orientation du vaisseau sur
la perte d’énergie due a la stratégie d’acquisition. Les traits en pointillés représentent
la localisation des coefficients les plus énergétiques de la T.F.D.; les zones grisées

représentent les données non acquises.

3.2.3 Influence sur le bruit

De la méme facon, il peut étre intéressant de comparer le rapport signal sur bruit
obtenu avec cette stratégie d’acquisition par rapport au rapport signal sur bruit d’une
acquisition «classique». Cependant cela exige, d’une part, des hypotheses fortes sur le
signal, et d’autre part, la connaissance de la méthode de combinaison des volumes;
c’est pourquoi nous nous contentons ici de comparer I’écart-type théorique du bruit

dans le volume de référence et dans chacun des volumes sous-résolus.

Nous utilisons les mémes notations qu’au § 3.2.1, et notons og I’écart-type du bruit
dans le volume de référence ; en supposant de plus que Ny; = Ny pour ¢ = 1 a3, nous
définissons le gain de variance pour une acquisition : comme étant le rapport :

o

Goi) = =

Ty
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NyiNg; .
Vs (3.9)

On voit immédiatement que si I'on dégrade la résolution dans au moins une des

directions de codage par la phase (N4 Noi < NyNog), le gain G, (i) est inférieur a 1, ce
qui signifie une diminution du bruit.

3.3 Intérét clinique

Les avantages de cette stratégie d’acquisition, évoqués au § 3.2.1, peuvent conduire
a plusieurs utilisations cliniques:

— Lorsque la résolution spatiale est suffisante, cette technique peut étre utilisée
pour améliorer la qualité de I'image, d’une part parce que la technique est sup-
posée fournir des images moins bruitées, d’autre part parce que plus I'acquisition
est longue, plus I'image est susceptible d’étre entachée par des artefacts dus aux
mouvements des structures, méme lorsque le patient est en apnée (en particulier

a proximité du cceur, a cause du cycle cardiaque).

— Lorsqu’on est limité en résolution par la durée de I'apnée, la technique d’acqui-
sition permet, a durée d’acquisition constante, d’améliorer la résolution spatiale,

sans dégrader pourtant le rapport signal sur bruit.

— Toujours lorsque 'on est limité en résolution par la durée de 'apnée, et si 'on
souhaite améliorer considérablement la résolution, on peut acquérir chacun des
deux ou trois volumes en une apnée distincte. Cela permet de multiplier par deux
ou trois la durée totale de ’acquisition, sans pour autant avoir de mouvements de
respiration pendant ’acquisition d’un volume. Cette technique permet un grand
gain en résolution spatiale, mais impose d’effectuer un recalage entre les images
acquises pendant les différentes apnées, car il est illusoire de penser que le patient
se repositionne exactement de la méme facon apres avoir respiré. Nous verrons

(chapitre 8) que cette technique peut cependant échouer dans certains cas.
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3.4 Caractéristiques des acquisitions

3.4.1 Enchainement des séquences

Nous avons évoqué plus haut (2.4.3) le probleme des artefacts de mouvement in-
duits par la respiration du patient pendant ’acquisition. Qu’en est-il dans le cas de
ces deux ou trois séquences complémentaires?

En I’état actuel du développement de la méthode, il est clair que nous utilisons les
séquences déja disponibles sur les machines [.R.M. utilisées en routine: aussi, chaque
séquence est acquise pendant une apnée du patient, mais en raison des réglages manuels
nécessaires entre les acquisitions, il n’est techniquement pas encore possible d’acquérir
tous les volumes en une seule apnée du patient.

A plus longue échéance, il est nécessaire d’envisager le développement de séquences
d’acquisitions spécifiques, permettant d’enchainer les deux acquisitions sans redéfinir
la zone a imager et sans réglage intermédiaire.

En raison de cette absence de séquences dédiées pendant la période de dévelop-
pement, d’évaluation et de validation, il est donc indispensable de procéder a un reca-
lage des volumes. Ce recalage est effectué manuellement, avec une précison de 1 pixel,
avec évaluation visuelle. Il s’agit d’un recalage rigide effectué sur ’ensemble du volume
tridimensionnel.

3.4.2 Filtrage

Les imageurs I.LR.M. du commerce introduisent souvent automatiquement des filtres
permettant d’améliorer I'image en diminuant les effets oscillatoires (connus sous le nom
d’effets de Gibbs) dus a la troncature brutale dans le domaine de Fourier (par exemple,
filtres fréquentiels de Hanning). Or, les volumes ayant des grilles d’échantillonnage
différentes, leurs supports fréquentiels sont également différents (voir les figures 3.3
et 3.4), donc les filtres appliqués ne sont pas superposables dans l’espace de Fourier.
En conséquence, il n’est pas rigoureux de faire abstraction de ces filtres lors de la
combinaison, et il convient, soit de supprimer ces filtres lors des acquisitions, soit
d’appliquer les filtres inverses correspondants avant la reconstruction, ce qui revient
également a introduire ces filtres dans le modele du probleme direct.

Est-il judicieux de réintroduire de tels filtres apres ’étape de combinaison? Puisque
I'objectif de ces filtres est de corriger 1'effet de troncature brutale des données dans
I’espace de Fourier dut a I’échantillonnage, la réponse devrait étre affirmative, puisque
nous souhaitons fournir, en fin de la chaine de traitement, un volume conforme a celui
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qui aurait pu étre fourni par I'imageur; cependant, comme nous le verrons dans le
chapitre 5, la combinaison des volumes acquis introduit des a priori de régularisation
qui, entre autres effets, permettent de corriger également les effets de troncature dans
I’espace de Fourier. C’est pourquoi il ne semble pas nécessaire de réintroduire ces filtres

en fin de traitement.

3.4.3 Format des données

Nous avons indiqué précédemment (§ 2.2.2.3) que les données acquises en I.R.M.
I’étaient dans le domaine de Fourier (k-space); cependant, les données réellement ac-
cessibles sont I'image I.LR.M. 3D complexe ou méme parfois son module uniquement.
Ainsi, malgré la dualité de 1’espace de I'image I.R.M. et du k-space, il est plus aisé en
pratique d’effectuer la combinaison des deux acquisitions dans le domaine de I'image
[LR.M. que dans le k-space.

3.4.4 Orientation du volume

A la suite de I’étude réalisée au § 3.2.2, nous savons que l'orientation relative du
«cube» représentant le volume de données acquises, et de 1’axe du vaisseau (dans le
cas d’un vaisseau a l’axe a peu pres longiligne), n’est pas sans effet sur la proportion
d’information conservée par la stratégie d’acquisition.

Or, s’il n’est pas possible de modifier 1'orientation du vaisseau dans le corps du
patient, il est en revanche possible de choisir 'orientation du «cube» a acquérir sur
toute machine I.R.M. utilisée en routine clinique.

Un choix judicieux de 'orientation du volume consistant en un alignement grossier
du vaisseau avec 'un des axes du cube apparait donc comme élément déterminant de

la qualité de notre méthode.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre le processus d’acquisition original développé
en collaboration étroite avec Elie Mousseaux et Alain Herment. Le principal avantage
de cette stratégie d’acquisition est son implantabilité a court terme. En effet, les ac-
quisitions sont des acquisitions «standard» sur une grille cartésienne réguliére, et sont
done réalisables sur tout type de machine I.R.M.
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Dans le chapitre suivant nous proposons une modélisation mathématique précise du
processus d’acquisition ; dans le chapitre 5, nous présentons la méthode développée pour

fournir aux experts médicaux des données exploitables directement pour le diagnostic,

de la meilleure qualité possible.
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cCHAPITRE 4

Modélisation des données

Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une €étude mathématique détaillée du processus
d’acquisition présenté au chapitre précédent. Pour des raisons didactiques, dans un
premier temps nous nous plagons dans le cas particulier ou la résolution n’est dégradée
que dans une direction pour chaque acquisition (figure 3.2 (1)); puis nous montrons
comment les résultats peuvent étre facilement étendus au cas général.

Soit Igr tmage I.R.M. de haute résolution idéale recherchée; sotent I, I, et I,
les acquisitions anisotropes sous-résolues selon les directions x, y, et z respectivement,
telles que définies dans le chapitre 3. Lobjectif est donc d’exprimer les fonctions D,,

D,, et D, permettant de modéliser la sous-résolution par rapport a l'tmage idéale Iyp,

telles que :
Iy = Dy(Inr) (4.1)

Or, de par le principe de ['tmagerie par résonance magnétique, ces images sont les
transformées de Fourier discrétes de k-spaces de supports différents, conformément a
la figure 3.4 (§ 3.1). Il apparait donc commode d’étendre les supports de ces k-spaces a
un support qui leur serait commun, et qui devrait donc englober le support représenté
a la figure 3.5 (§ 3.1). Pour faciliter Uexploitation ultérieure des données, il apparait
judicieux de choisir comme support la plus petite des grilles cartésiennes complétes
(c’est-a-dire, un parallélépipéde rectangle) englobant le support précédemment €voqué.

L’extension du support est faite par zero-padding (extension par des zéros), qui est
équivalent a une interpolation dans l'espace de limage. Fn effet, les dimensions d’une
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image et de sa T.F.D. sont les mémes, donc augmenter la taille de la T.F.D. revient a
augmenter celle de "image, en réduisant 'espacement spatial entre deux échantillons
successifs.

Nous proposons dans la partie 4.1 une étude de cette interpolation.

Puis, dans la partie 4.2, nous proposons une modélisation mathématique du proces-
sus d’acquisition, indispensable a la combinaison ultérieure des différentes acquisitions
en un volume unique de haute résolution. Notons que cette modélisation suppose [’ab-
sence de filtres tels que ceuxr €voqués au paragraphe 3.4.2; dans le cas contraire, il

convient donc d’adapter le modéle en prenant en compte les filtres.

4.1 Interpolation des images sous-résolues

Il est bien connu que la T.F.D. d’une image bi- ou tri-dimensionnelle est séparable
selon chacune des directions de I'image. Or, comme nous supposons que chaque image
est sous-résolue dans une seule des trois directions de I’espace, I'interpolation par zero-
padding ne concerne qu’une direction par image. Par conséquent, nous traitons ici le
probleme de I'interpolation en une dimension, c’est-a-dire sur une «ligne» de données
dans la direction considérée.

Nous présentons dans la partie 4.1.1 'approche classique utilisée pour 'interpola-

tion par zero-padding.

Remarque préliminaire:

Dans la suite, nous adopterons la convention préconisant les formules suivantes
pour la TFD X(n) d’un signal discret x(n) sur N points :

— st N est pair:

4
1 2 -
pourn = -N. . X_1 X(n)= v x(k)e_ﬂﬂﬁk
k=—X
2
— st N est impair:
N-1
1 2 ok
pourn = -5z 0 X(n) =~ Yo a(k)e
k:—N 1

L’indice n représente la fréquence n/(N - Azx), ou Az est le pas d’échantillonnage
spatial; X (n) est périodique de période 1/Ax.
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4.1.1 Approche classique du zero-padding

Cette approche a été introduite en 1973 par Schafer et Rabiner [SCHA-73]. Depuis,
elle a été utilisée tres souvent, en particulier dans le cas bidimensionnel par Sathya-
narayana et al [SATH-90] ou partiellement par D. Calle [CALL-99]. Cependant, il
convient de noter que les auteurs se placent habituellement dans un cas particulier,
ou la dimension du signal apres interpolation est un multiple de celle du signal avant
interpolation ; nous nous placons au contraire dans le cas tres général d’un facteur
quelconque entre ces dimensions. Autrement dit, les échantillons du signal de départ
ne coincident pas forcément avec ceux du signal interpolé.

Soit ' I'image de résolution dégradée selon z, de dimension N’ selon z ; soit 2™V
I'image interpolée correspondante, de dimension N > N’ selon z. Nous notons XV’ la
TFD sur les lignes uniquement de ™', done sur N’ points dans la direction z, et X2
la TFD sur les lignes également de zV, donc sur N points dans la direction . Nous

N

. . . ’ ’ P N .
souhaitons exprimer zVV en fonction de V', Nous séparons ici les cas ot N’ est pair et

N' est impair.

Cas ou N’ est pair:

Compte-tenu de la convention adoptée, I’expression de 2V (n) en fonction de X (k)
s’obtient par transformation de Fourier inverse, soit si est N pair:
|
Nn)= 3 XV (k)eF (4.2)

—_ N
k=—5

et si N est impair:
N-1
2

Nmy= Y XV (k)R (4.3)
p=_N=L
2
L’interpolation par zero-padding classique consiste a intercaler des échantillons fré-
quentiels nuls entre les motifs de XV'(k) de maniére & augmenter la période fréquen-
tielle entre les motifs de X (k). XN (k) s’exprime en fonction de XV'(k) de la facon

suivante, si NV est pair:

XN'(k) pour k=—2 &4
XN(k) = 22 4.4
o (k) { 0 pour k=—X X _jet k=8 N_, (4.4)
et si N est impair:
XN'(k) pour k=-2 X _,
X' (k) = T 4.5
o (k) { 0 pour k=—2=L N _jef k=8 Mot (4.5)
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soit :
Ny
Nny= 3 XN (k)R (4.6)
Or:
|
1 1 . ﬂ.ﬂ
XN (k) N Z N (I)e™73m N7 (4.7)
N

Ny Ny
1 L2 . -
Ny = — 3 2N Y ety (4.8)
N =— k=—1

2Nn)= Y .le(l)ho(n% —1) (4.9)

on obtient, apres quelques calculs trigonométriques simples:
1 . msin(mm)

h = —e TN — 2 4.10
o(m) N’e " sin (57%) ( )
Cas ou N’ est impair:

. . . . ’ ’ . .
Dans ce cas, les calculs sont similaires, mais X' (k) est défini pour k variant de

—(N"—=1)/2 a (N'"—1)/2. On obtient finalement :

V() = Z :ch(l)ho(nW/—l) (4.11)
. ho(m) 1 sin(7mm) (4.12)

- ﬁsin(%)

Nous remarquons que, dans le cas ou N’ est pair (qui est fréquent en analyse
d’images, ol les dimensions de images sont souvent de la forme 2*), ho(m) est com-
plexe: cette méthode d’interpolation rend complexe une image réelle a 1’origine, ce qui
n’est pas souhaitable.

(C’est pourquoi nous proposons dans la partie 4.1.2 une autre méthode, qui conserve
a une image réelle cette propriété.
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4.1.2 Approche de zero-padding avec conservation de
la propriété d’une image a valeurs réelles

Compte-tenu des résultats du § 4.1.1, cette approche ne concerne que les cas ou N’
est pair.

Une image réelle est caractérisée dans le domaine spectral par la symétrie hermi-
tienne de sa T.F.D.

Si 2™ (n) est réelle, alors sa TFD XV (k) vérifie:

~ Re(XN(k)) = Re(XV(—k))
- Im(XV (k) = ~Im(XV(~k)

Or, dans ’approche classique présentée dans la partie 4.1.1, Xév(—N?l) = XNI(—NTI)
et XéV(NT/) = 0 donc il est évident que, dans le cas général (XN/(—NTI) # 0), 'image
interpolée n’est pas réelle.

Nous proposons donc une approche de zero-padding semblable a 'approche clas-
sique, mais ou nous imposons que l'image interpolée soit réelle si I'image de départ
Iest.

Pour ce faire, nous proposons de calculer X™¥(k) comme minimiseur de 1’erreur
quadratique par rapport & l'interpolation exacte X}, sous la contrainte que sa T.F.D.
inverse soit réelle (c’est-a-dire sous la contrainte de symétrie hermitienne de X). On

cherche donc:

argmin [ 31X (k) — X' (k)| (1.13)
o
sous la contrainte:
XN(n) = [XY(=n)]* (4.14)

ou x* désigne le conjugué x.
\ i \ \ .
On peut ramener ce probleme avec contrainte a un probleme sans contrainte en

exprimant XV (n) en fonction de XV (—n) pour n < 0; cela revient alors & minimiser :

c o= XY= = X=X (0) - XY ) +
S X0 = XTI+ 1X W = XTI ()

ce qui s’écrit aussi, en séparant chaque complexe en parties réelle et imaginaire :
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Re(X¥(=5)) = Re(Xg (=3I + [Tm(X ¥ (-5)) — Im(X5' (-3))?

Re(X7Y(0)) = Re(X'(0)]* + [Zm(X7(0)) = Im (X' (0)))?

)
+

o2
_

_|_
(]

([Re(XY(k)) = Re(Xy' (k))]* + [Zm (X" (k) = Im(Xy (k)]

o
Il

Re(X(k)) = Re(Xy' (=k)I* + [=Im(X ™ (k) = Im(Xg (=k)))?)
(4.16)

_|_

S’il existe, le minimum est obtenu en annulant les dérivées partielles de & par
rapport a chacune des variables.

Pour n = 0 on obtient:

Oe

SRy =0 = ReX(0) = Re(X(0) (17)
81'771(?% = 0= Im(X™(0)) = Im(X;'(0)) (4.18)
Pour n =-% on obtient:
Oe N( ) — el XN
IRe(XN(-Z)) 0= Re(X"(-1)) = Re(Xy' (-4)) (4.19)
Oe N 0y — (XN -
AIm(XN(-x)) =0=Im(X"(-%)) =Im(Xy (-§)) (4.20)
Pourn =1..% —1:
m = 0= Re(X(n)) = é[Re<XéV (n)) + Re(XY (=n))] (4.21)
al.m(a% =0= Im(XN(n)) = %[Im(XéV(n)) — Im(XéV(—n))] (4.22)

Les échantillons de XV (n) sont identiques a ceux de XJ¥(n) en tous points sauf en

/ 1 .
n=-2 et en n =2, pour lesquels on obtient:
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! 1 !
XN-g) = X () (1.23)
XN() = S0 () 124

Nous obtenons finalement le méme résultat que D. Fraser dans [FRAS-89], qui af-
firme que cette solution mene a des erreurs environ deux fois plus faibles que la solution
classique (sur des signaux de test sinusoidaux). Effectivement, notre approche permet
de montrer que cette solution est la meilleure au sens de I’erreur quadratique par rap-
port a la méthode théorique, pour 1’ensemble restreint des solutions correspondant a
des signaux ou images réels.

Nous pouvons, de la méme maniere que précédemment, calculer I'image interpolée

. . . ! . . .
selon la direction z, z™¥(n), en fonction de z™'(n), puis exprimer cette relation sous la

forme:
Ny
2 ) N’
;vN(n) = Z v (Hh(n— —1) (4.26)
__N! N

On obtient alors ’expression suivante pour h(m):

h(m) = % COS(W%)% (4.27)

Il apparait alors, en comparant les expressions de hg

2k

~—~

m) (équation 4.10) et de h(m)
(équation 4.27), que la fonction obtenue avec ’approche sous contrainte n’est autre
que la partie réelle de celle obtenue avec la premiere approche. Autrement dit, pour
obtenir la meilleure interpolation réelle d’une image réelle (au sens de la préservation
fréquentielle), il suffit de réaliser une interpolation classique et de négliger la partie
imaginaire de 'image complexe obtenue.

Le méme résultat est obtenu par Schanze [SCHA-95] en utilisant la formule d’in-
terpolation de Shannon et en tronquant les bornes (infinies) de sommation. Dooley et
al [DOOL-00] montrent I’équivalence entre h(m) et le noyau de Dirichlet «fenétré» par

la fonction cos(m 37 ).

4.1.3 Conséquences de l'interpolation

Nous proposons dans un premier temps une breve étude expérimentale de 1'effet
de I'interpolation sur le signal. Nous avons appliqué I'interpolation discrete décrite au
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§ 4.1.2 a deux signaux de test: un signal sinusoidal, et un signal carré. Les signaux

discrets avant et apres interpolation sont présentés sur les figures 4.1 et 4.2.

-1 ! ! ! ! eyt ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

F1G. 4.1 — Les signaux discrets avant et aprés interpolation (Les échantillons du signal
d’origine sur 32 points sont représentés par des carrés, ceuxr du signal interpolé sur

100 points sont représentés par des cercles.)

On constate que pour des signaux a variations lentes tels que sur la figure 4.1,
I'interpolation est visuellement de bonne qualité. En revanche, pour des signaux a
variations rapides, tels que sur la figure 4.2, I'interpolation induit des oscillations au
voisinage des sauts du signal, analogues a ’effet de Gibbs. Cela s’explique facilement
sur la T.F.D.: pour les signaux «bien échantillonnés», c’est-a-dire dont les coefficients
des fréquences proches de la demi-fréquence d’échantillonnage sont nuls, le zero-padding
n’aura visuellement pas d’effet néfaste. En revanche, pour les signaux «mal échantillon-
nés», c’est-a-dire dont les coefficients proches de la demi-fréquence d’échantillonnage
ne sont pas nuls, le zero-padding va introduire une rupture dans la T.F.D., qui se

68 Elodie Roullot



4.1 Interpolation des images sous-résolues

1.5

-15 | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

F1G. 4.2 — Les signaux discrets avant et aprés interpolation (Les échantillons du signal
d’origine sur 32 points sont représentés par des carrés, ceuxr du signal interpolé sur

100 points sont représentés pas des cercles.)

traduit par des oscillations dans le domaine spatial : on est donc bien en présence de
I’effet de Gibbs.

En ce qui concerne les données I.R.M., il est évident que les images ne sont pas a
bande limitée, et donc qu’elles entrent dans la seconde classe évoquée ci-dessus, celle
des signaux «mal échantillonnés». En conséquence, les images interpolées vont donner
naissance a des oscillations au voisinage des zones de transition, et en particulier au
voisinage des frontieres des vaisseaux d’intérét.

Nous nous proposons maintenant d’étudier les conséquences de I'interpolation sur
les caractéristiques du bruit. Nous avons vu que le bruit sur les images [.R.M. était

un bruit blanc centré (§ 2.2.4.3): sa fonction d’autocorrélation s’écrit donc:

C(m) = Cy 8(m) (4.28)
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Apreés interpolation, la fonction d’autocorrélation devient (voir par exemple [CHAR-96]) :

Chpi(m) = h(=m)" x h(m) * Co d(m)
= Coh(=m)* * h(m) (4.29)

Cette expression montre qu’apres interpolation, on n’est plus en présence d’un bruit
blanc.

Nous avons vu que la fonction h(m) était peu différente de la fonction «sinus
cardinal» échantillonnée, avec un lobe tres étroit, c’est-a-dire qu’elle s’approche de
I'impulsion unité: en pratique, Cy;,(m) est proche d’une impulsion unité et donc le
bruit est tres peu corrélé.

Nous proposons de vérifier cette affirmation quelque peu intuitive grace a 1’ex-
périence suivante: nous avons généré un bruit blanc (de distribution gaussienne par
exemple), que nous avons interpolé avec le filtre h(m) développé au paragraphe précé-
dent, et avons ensuite comparé les fonctions d’autocorrélation avant et apres interpo-
lation. La figure 4.3 présente quelques échantillons du signal aléatoire avant et apres
interpolation (respectivement sur 320 et 1000 points), et la figure 4.4 les autocorréla-
tions associées.

La corrélation du bruit d’origine correspond bien a celle d’un bruit blanc (I’erreur
étant due uniquement au nombre de points non infini), et on peut constater que celle
du bruit apres interpolation a une allure similaire (proche de I'impulsion unité), on
peut donc considérer que les échantillons du signal obtenu par interpolation a partir

d’un bruit blanc ne sont pas corrélés.
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F1G. 4.3 — Les signauz de bruit discrets avant et aprés interpolation (Les échantillons du
signal d’origine sur 320 points sont représentés par des carrés, ceur du signal interpolé

sur 1000 points sont représentés pas des cercles.)
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avant

aprés

-800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800

Fi1Gg. 4.4 — Les autocorrélations du bruit avant et apreés interpolation.
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4.2 Modélisation

Dans cette partie, nous exprimons les opérateurs D,, D, et D, correspondant au
sous-échantillonnage dans une direction de 'espace (introduits dans 1’équation 4.1),
en utilisant autant que faire se peut les opérations matricielles. Puis nous déduisons
le modele dans le cas général, a savoir lorsque les acquisitions sont sous-résolues dans
les deux directions du codage par la phase.

Nous ne traitons ici que le cas ot les dimensions des volumes sont paires, ce qui
est le plus souvent le cas en traitement d’images ou les dimensions sont souvent des

puissances de 2.

4.2.1 Rappels sur les opérateurs sur les images

Un opérateur O opérant sur une image tridimensionnelle X est dit linéaire si la

relation 4.30 entre ’entrée X et la sortie Y est satisfaite:
Y($,y,2>:ZZZX(i,j,k‘)O(‘i,j,k;:E,‘y,Z) (430)
i ik

ou x, y, z et 1, j, k représentent les indices de I'image.
Un opérateur linéaire O est dit séparable, s’il vérifie I’égalité 4.31, c’est-a-dire s’il

peut étre appliqué séparément sur chaque dimension de I'image X.

O(1, 5, ks 2.y, 2) = Ox(4;2) 0y (35 y) 0. (k3 2) (4.31)

Lorsque 'opérateur O est linéaire, il est possible d’exprimer la relation entre ’entrée
X et la sortie Y sous la forme d’un produit matriciel Y = O - X', ou X et ) sont des
vecteurs de longueur N, N, N, correspondant a la mise en colonne respectivement de
X et Y, conformément a 'annexe B. O est donc une matrice carrée de dimension
NN,N, x N.N,N,.

Lorsque 'opérateur est séparable, on peut exprimer la relation entre I'entrée X et
la sortie Y sous forme matricielle en considérant chaque direction séparément. Dans
le cas particulier d’'une image en deux dimensions de taille N, x N, on peut aussi
exprimer cette relation en séparant 'opérateur O en un opérateur sur les lignes O et

un opérateur sur les colonnes O,. La relation entre ’entrée et la sortie devient alors:
Y=0,X 0] (4.32)

ou O. et O; sont des matrices carrées de dimensions respectives N, x N, et N, x N,.
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4.2.2 Modélisation de la dégradation

Soit Iyp 'image de haute résolution recherchée, de taille N, x N, x N,. Soient
I., I, et I, les images obtenues par sous-échantillonnage de Iyg selon les directions
respectives z, y, et z, de dimensions respectives N, x N, x N,, N; x N] x N,, et
N, x N, x N..

Soit Fiy l'opérateur matriciel de transformation de Fourier discrete sur N points

(N pair) ; rappelons que ses éléments s’expriment :

, I _on N N ,
Fn(n, k) = NG_J%T’C avec n, k = —g g T 1 (4.33)
De méme, 'opérateur matriciel de transformation de Fourier discrete inverse Fiy'
s’écrit : N N
Fi'(n, k) = 2N avec n,k = —5g T 1 (4.34)
On remarquera que:
Fy'=NFH (4.35)

oit Fff désigne la transposée conjuguée (hermitienne) de Fy.

La T.F.D. tridimensionnelle .J de Igg s’écrit:

J(fx)fyafz) =

Ne g Bu g N2y
ZN ZN ZN FNI (fx’ xl)FNy(fy’ y/)FNz(fza Z/)]HR(xla y/’ Zl)
z":—Tfylz_TyZ/:_Tz

(4.36)

Or, rappelons que la T.F.D. J, de I, n’est autre que le k-space acquis sur N/ x
N, x N, points; conformément a la partie 4.1, afin de donner un support commun a
toutes les T.F.D., nous considérons J, sur N, x N, x N, et forcons les échantillons
fréquentiels non définis a zéro. Le méme principe est appliqué a chacune des images
I, I, et I,.

A partir de la, le principe de notre modélisation est tres simple: il s’agit de modéli-
ser les échantillons fréquentiels définis (c’est-a-dire appartenant au support de ’acqui-
sition) des T.F.D. de chaque image comme étant égaux aux échantillons fréquentiels
correspondants de I'image idéale Iyp.

I s’exprime donc en fonction de J de la facon suivante:

I(z,y,2) =
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Ny Ny, M.y
> > > PN £ FR) (s F)FR (25 £2) I (fas fys £2)
m:—&fyz_% fzz—%

(4.37)

Les bornes tronquées de la somme sur fz correspondent au su ort fréquentiel de
l’acquisition [_7;)

Les équations 4.36 et 4.37 donnent :

[f($7y72) =

%;2__1 %l—l %1_1
ZN/ ZN ZN [F];zl(l?afx)F];yl(y,fy)F];j(z’fz)
fz:—Tz fy=—Ty ‘fz:_Tz

Ny_l &_1

b j N, Fin,(fe xl)FNy(fya Y VN (f., 2) (2! Y, 2]

Nz Ny

&\
[S]
@\

Il

|
w)2

w
[S]

(4.38)

Un regroupement de termes approprié permet de montrer facilement que 1'opérateur
considéré est linéaire.

Or, d’apres les propriétés des opérateurs de transformation de Fourier discrete
directe et inverse, on a:

N, N,

-1 -
Fyy(y, ), (1 y) = 1 (4.39)
fyz_% y’:—%

et de méme dans la direction z.

Donc, par regroupement approprié des termes de 1’équation 4.38, on obtient :

N74—1 Ho g
L(z,y,2)= Y. Fy'a,fo) Y. Fn(fe,2)I(z,y,2) (4.40)
fz:_l\;_‘!n l‘:_J\;_I

On constate que la relation liant I, a I peut s’exprimer a y et z constants (et il
en est bien sir de méme pour les autres directions): on est donc en présence d’un
opérateur séparable qui, de plus, n’opere que selon une direction (c’est-a-dire que les
opérateurs selon les directions y et z sont des opérateurs identité).

Par conséquent, nous pouvons nous placer dans le cadre de 1’algebre linéaire et
considérer une seule direction de I'image, par exemple la direction x. Nous recherchons

donc 'opérateur matriciel D, tel que:

(%, Y0, 20) = Dy Irrr(e, Yo, 20) (4.41)
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ou Iyr(e,yo,20) et I:(®,yo, z0) représentent la «colonne» selon la direction x extraite
respectivement des images Igr et [, en faisant y = yo et z = 2.
Afin de simplifier les notations, nous utiliserons les notations suivantes:

Iur(e,yo,20) = Vur (4.42)
I.(8,y0,20) = Vi (4.43)
La T.F.D. de Vgg s’exprime alors par:
TFD(Vyr) = Fn, - Vur (4.44)
Exprimons maintenant le vecteur V, en fonction de Vyp:
TFD(V,) = Nixﬂ/[x - Fn, - Vur (4.45)

ou M, est une matrice diagonale de dimensions N, x N, qui réalise la troncature de
la T.F.D. en cohérence avec la partie 4.1 (c’est-a-dire la "meilleure” troncature sous
la contrainte que le vecteur obtenu par cet opérateur appliqué a un vecteur a valeurs

réelles, reste réel):

(My)u=1 si—et1<i<l_

(M) =1/2 sii= —%’l out = %ll (4.46)

(M) =0 sinon

avec ¢ variant de —% a % — 1. V. se déduit de I’équation précédente en utilisant
I'opérateur de T.F.D. inverse:
Ve, = FJQII - M, - Fn, - Vygr (4.47)
Ainsi 'opérateur de sous-échantillonnage s’exprime par :
D, =Fy,~'- M, Fy, (4.48)
Détaillons maintenant I’expression de I’élément courant de la matrice D,:
|
(MzFNx)m,n = Z (Afz‘)m,k(FNz)k,n
k:—l\;—x

—iopmn . N! N!
e TN st 241 <m <51

—iopmn . N! N
= %e T4 Ny sim = —=foum= —* (4.49)
0 sinon
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avec m,n variant de —% a % —1; d’ou:

(Dx)m,n = (F];jMxFNE)m,n

N
5E—1

= Z (F];j)m,k(MxFNx)k,n

P (4.50)

Cette expression permet de constater que la matrice D, est une matrice circu-
lante symétrique. Les opérateurs matriciels D, et D, peuvent étre obtenus de maniere
similaire (seuls les nombres de points different).

4.2.3 Extension au cas général

On considere maintenant que les acquisitions sont sous-résolues selon deux direc-
tions, correspondant aux directions de codage par la phase. Notons I, I,,, et I, ces
images sous-résolues. On cherche donc a exprimer les opérateurs Dy, D, et D, tels

que:
]xy = ny([HR)

Il vient immédiatement que l'on peut exprimer les opérateurs D,,, D,, et D, sous
forme de mise en série respectivement des opérateurs D, et Dy, D, et D,, D, et D,,
et ce dans le méme formalisme d’algebre linéaire que précédemment.

Cependant, il n’est plus possible de ne considérer qu'une «colonne» de I'image dans
la direction d’intérét, puisque les opérateurs s’appliquent maintenant dans deux direc-
tions. Il convient donc de travailler avec I'image entiere, mise en vecteur conformément
a ’annexe B, et avec les opérateurs D, D, et D, obtenus a partir de D,, D,, et D,
conformément a I’annexe B également.
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Dans ces conditions on a:

I,, = D,D,Iygr
L. = D.D.Iyx (4.52)
Iyz = DyDzIHR

ott 'on peut intervertir les opérateurs en cascade, puisqu’ils operent selon des directions
distinctes (propriété 7 de I’annexe B).

4.2.4 Cas particulier de deux acquisitions

Dans le cas particulier de deux acquisitions, I'une des directions possede une réso-
lution identique dans les deux volumes. Soit z cette direction. I’opérateur D, est alors
I'opérateur identité, et I’on peut alors considérer le probleme en deux dimensions coupe
par coupe. Notons Iygr(y,z) une coupe a z fixé du volume Iyg(z,y,z) (y et = repré-
sentent respectivement les indices de colonne et de ligne). Dans ces conditions, on peut
généraliser la modélisation précédente (partie 4.2.2), qui considérait les dimensions de
I'image séparément, a deux dimensions.

Les images sous-résolues I,(y, ) et I,(y, ) s’expriment alors en fonction de Iy r(y, )

de la facon suivante:

I(y,2) = Iur(y,z) - Dy (4.53)

L(y,z) = D, - Igr(y, ) (4.54)

Ce cas particulier peut évidemment étre traité comme le cas général, avec chaque
coupe mise en vecteur; ’expression proposée dans ce paragraphe permet cependant
d’une part de travailler sur I'image sous forme de matrice, et d’autre part de travailler

sur des opérateurs matriciels de dimensions plus faibles.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une modélisation mathématique de la rela-
tion liant des volumes [.R.M. correspondant au méme champ de vue, mais dont les
résolutions spatiales différent. Cette modélisation s’appuie de facon rigoureuse sur le
principe physique de ULLR.M. exposé au chapitre 2, a savoir que les données acquises
en I.R.M. sont en fait la T.F.D. de l'image.
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4.2 Modélisation

Cette modélisation va permettre d’intégrer efficacement la spécificité des données
dans la combinaison des volumes anisotropes complémentaires présentés au chapitre 3 ;
c’est lobjet du chapitre 5.
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CHAPITRE D

Reconstruction d’un unique volume de
haute résolution

Introduction

Loobjectif du traitement est de fournir des données directement exploitables pour
le diagnostic des pathologies vasculaires. A partir des deux ou trois acquisitions ani-
sotropes constituant le jeu de données initial, nous souhaitons donc reconstruire un
unique volume de «metlleure résolution possible». En effet, la qualité du diagnostic
dépend fortement de la précision et de la fiabilité de la quantification des dimensions
du vaisseau, qui elle-méme dépend fortement de la résolution spatiale de ['image et de
la qualité des contours de ['tmage. Par «meilleure résolution possible », nous entendons
que la résolution finale dans chaque direction doit correspondre a la meilleure des ré-
solutions dans cette direction sur ['ensemble des volumes constituant le jeu de données
inttial. Cela revient a dire, de fagon duale, que le support du k-space du volume final
doit correspondre au plus petit cube englobant la réunion des supports des k-space de
chacun des volumes du jeu de données initial.

D’autre part, fiver la résolution finale revient a fixer les dimensions de ['tmage re-
cherchée. Pour des raisons pratiques, comme nous ['avons fait au chapitre précédent
pour la modélisation, nous devons travailler sur des données comparables : les volumes
acquis sont donc interpolés afin d’avoir tous la méme dimension que le volume re-
cherché. Or, nous avons montré (§ 4.1.3) que linterpolation par zero-padding, bien
qu’elle ne modifie en rien le contenu fréquentiel des données, induisait des oscillations
au voisinage des variations rapides de niveau de gris.

Enfin, comme exposé précédemment (§ 3.2.1), s’il y a gain de temps, alors le
nombre de données disponibles est strictement inférieur au nombre de données a re-
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construire : le probléeme est donc mal posé.

C’est pour ces trois raisons que nous nous intéressons plus particuliérement aux
techniques de reconstruction réqularisées, et permettant de préserver les contours de
l'tmage. Nous dressons tout d’abord un état de l'art de la restauration d’images avec
préservation des discontinuités (§ 5.1), puis nous détaillons le critére choisi pour notre
application (§ 5.3) ainsi que la méthode permettant de Uoptimiser (§ 5.4), qui nécessite
également le caleul du gradient du critére (§ 5.5). Ces travauz ont fait Uobjet des com-
munications [ROUL-00a, ROUL-00b, ROUL-00¢]. Enfin, nous tentons de caractériser
théoriquement certaines solutions particuliéres obtenues par cette méthode (§ 5.7).

5.1 Restauration d’images avec préservation
des discontinuités : état de l'art

5.1.1 Restauration et reconstruction d’'images: défini-
tions

Le probleme de reconstruction ou de restauration d’images consiste a estimer une
image x a partir d’un ensemble d’observations dégradées et bruitées y [DEMO-89], le
processus de dégradation D étant connu (on note b le bruit, et 'opérateur o représente
une action locale):

y="D{z}eb (5.1)

Il fait partie de la famille dite des «problemes inverses».

[’image y constitue ce qu’on appelle les «observations» ou les «données», c’est-a-
dire I'information disponible. Lorsque cette observation est de méme géométrie que
I'image recherchée x, on parle de «restauration»; si I’on dispose d’observations de
géométries différentes, on parle alors de «reconstruction».

Par exemple, en restauration on a souvent affaire a des systemes d’imagerie qui
induisent un filtrage passe-bas par convolution de I'image avec un noyau stationnaire
d’une part, et un bruit additif d’autre part. Dans ces conditions on peut exprimer le

probleme discret matriciellement de la facon suivante:
y=Dz+b (5.2)

Un exemple typique de reconstruction est celui ou I’observation est constituée d’un
ensemble de projections de I'image selon n directions réparties dans le plan de I'image.

82 Elodie Roullot



5.1 Restauration d'images avec préservation des discontinuités

C’est le cas de la reconstruction tomographique en imagerie médicale, ou de la recons-
truction 3D a partir de vues 2D.

On parle de «restauration d’images multi-canauz » lorsque I'observation est consti-
tuée d’un ensemble de n images de méme géométrie que celle de 'image cherchée,
c’est-a~dire de n mesures de la méme scene [GALA-89].

Ces n images peuvent étre soit une séquence temporelle d’images, soit des images
provenant de plusieurs capteurs, ou de plusieurs bandes de fréquence, soit des images
en couleurs (on a alors trois canaux correspondant au rouge, au vert, et au bleu), etc.
Dans ces cas, 'objectif est de restaurer les images correspondant a chacun des canaux,
en tenant compte des interactions entre les différents canaux.

On peut aussi disposer de plusieurs images floues [HARI-97, GTAN-96] et /ou sous-
résolues [ELAD-97, WIRA-99] de la méme scene, 1'objectif étant alors de trouver une
seule image nette et/ou de haute résolution.

Remarque: dans certains cas, le défaut D n’est pas connu, et on cherche alors a
estimer a la fois 'image z et le défaut D: on parle alors de restauration «aveugle» ou
«autodidacte». Nous nous limiterons a I’étude des cas ou le processus de dégradation

est connu.

5.1.2 Caractéristiques des problemes inverses
[ANDR-77, DEMO-89, LAGE-90, LAGE-91, BERT-98]

Un probléeme inverse est dit «mal posé» au sens de Hadamard [HADA-02] des que
I'une des trois conditions ci-dessous n’est pas satisfaite :

— La solution du probleme est unique.
— La solution existe pour toute donnée.
— La solution dépend continiiment des données.

Dans le cas discret, que I'on peut exprimer avec une écriture matricielle, on s’inté-

resse a la «singularité » et au «conditionnement » du probleme:
— un probleme est dit singulier s’il n’y a pas existence et unicité de la solution,

— un probleme est dit mal conditionné si sa solution exacte est physiquement in-
acceptable, c’est-a-dire qu'un faible bruit sur les données est propagé et amplifié
sur la solution. Un probleme peut d’ailleurs étre régulier tout en étant mal condi-
tionné.
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En pratique, quasiment tous les problemes inverses discrets sont dans le meilleur

des cas, mal conditionnés, dans le pire des cas, singuliers.

5.1.3 Méthodes de résolution des problemes inverses

5.1.3.1 Approches linéaires

Nous considérons ici le probleme non bruité dans son écriture matricielle:
y =Dz (5.3)
Dans le cas ou la solution est unique, alors la solution exacte est :
& =Dy (5.4)

Si la solution n’est pas unique, on introduit la notion de solution généralisée: c’est

la solution de norme minimale parmi ’ensemble des solutions des moindres carrés:
& = argmin[|| Dz — y||*] (5.5)
Le filtre inverse résultant est appelé inverse généralisé: il n’est plus D~ mais devient :
&= (D'D)"'DTy (5.6)

Si le probleme est mal conditionné, les solutions 5.4 et 5.6 sont généralement in-
acceptables. Pour pallier le mauvais conditionnement des problemes inverses discrets,
on introduit la notion de solution approchée et 'utilisation d’information a priori: on
définit un ensemble de solutions acceptables, telles que:

Dz —y||* < € (5.7)

et on choisit parmi cet ensemble la solution satisfaisant une contrainte ou minimisant
un critere, défini grace a des a priort sur 'image cherchée.
On parle alors de «régularisation ».

On distingue deux types d’approches, qui menent a des solutions similaires:

~ Les approches stochastiques se fondent sur un modele de I'image et plus
précisément du bruit. L’approche bayésienne du MAP consiste a maximiser la
densité de probabilité a posteriori; sous 'hypothese que le bruit et I'image sont

gaussiens centrés, la solution s’écrit alors:

z=[D"D+ Ry, R;;]7'DTy (5.8)
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ou Ry, etR;; sont les matrices de corrélation respectivement du bruit et de
I'image. L’approche bayésienne du maximum de vraisemblance (ML) consiste a
maximiser la vraisemblance ; la solution n’est alors autre que le filtre inverse de
I’équation 5.6. Le filtre de Wiener consiste a minimiser la variance de ’erreur
entre I'image originale et I'image solution, la solution est identique a celle du

MAP (équation 5.8).

~ Les approches déterministes, regroupées sous le nom de régularisation de
Tikhonov-Miller par Lagendijk par exemple [LAGE-91], consistent a introduire

une fonction stabilisante ou fonction de régularisation Q(x) du type:
Qz) = [|Cz]] (5.9)

et a minimiser 5.9 sous la contrainte 5.7, ce qui se ramene, en utilisant la méthode

des multiplicateurs de Lagrange, a minimiser la fonction :
J(2) = ||Dz — y|* + N ||C|” (5.10)
La solution s’écrit alors :
z=[D'D+XCTC)I'DTy (5.11)

qui a finalement la méme forme que 'estimateur du MAP ou le filtre de Wiener.
Dans le cas particulier ou C' = Id, cette solution revient a «charger la diagonale»
de la matrice de filtrage inverse par A, et donc a atténuer I'effet d’amplification
du bruit, puisqu’on supprime ainsi les petites valeurs propres, responsables du

mauvais conditionnement du systeme.

5.1.3.2 Approches itératives

Les approches itératives permettent d’une part d’éviter I'inversion de grosses ma-
trices, et d’autre part d’introduire d’autres contraintes ou d’autres fonctions stabi-
lisantes qui ne soient pas linéaires [LAGE-91]. Comme précédemment, pour pallier
le caractere mal-posé du probleme de restauration, on cherche un ensemble de so-
lutions «satisfaisant presque» le probleme direct y = Dz (par exemple, telles que
ly — Dz||* < €%, € petit), et on choisit parmi cet ensemble de solutions celle qui
minimise un certain critere dit «de régularité» [DEMO-89].

En pratique, cela revient :

— soit a minimiser un critere de la forme J = J;+ J, ou J; est un terme de fidélité
aux données (par exemple J; = ||y — Dz||?) et J. est un terme de régularisation,
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— soit a minimiser un critere J, semblable au précédent sous la contrainte ||y —
Dz||* < €%, € petit.

[’optimisation sous contrainte est plus performante dans la mesure ou elle permet
un meilleur controle de I’écart aux données ; en contrepartie, elle implique en général
I’utilisation de techniques plus lourdes a la fois du point de vue algorithmique et du
point de vue du temps de calcul.

Dans le paragraphe suivant, nous nous intéressons aux criteres de régularisation

permettant d’assurer la préservation des discontinuités.

5.1.4 Préservation des discontinuités

Nous avons vu dans la partie 5.1.3 que la résolution correcte des problemes de res-
tauration passe par une régularisation. Il convient de choisir le critere de régularisation
en fonction de 'utilisation ultérieure des images restaurées ; dans notre cas, il importe
que les contours de I'image soient préservés dans un souci ultérieur de segmentation.

Dans cette partie nous dressons un état de ’art des différentes fonctions utilisées
pour le terme J, introduit dans la partie 5.1.3, dans le cadre particulier de la restaura-
tion avec prise en compte des discontinuités. Il s’agit d’appliquer un lissage a I'image
tout en préservant des contours francs.

Le terme J, s’exprime de facon générale sous la forme:

Jo= Y, VAL + 08 {2 (5.12)

ou A; et A; représentent des opérateurs de différence entre voisins selon chacune des
directions de I'image = (dans le cas 3D on a un troisieme terme similaire), et ¢ est une
fonction de potentiel encore appelée p-fonction.

Le choix de la fonction de potentiel ¥ est un probleme délicat, qui a deja été abordé
par de nombreux auteurs [BLAK-87, GEMA-92, GEMA-95, BOUM-93, CHAR-%4a,
CHAR-97, KUNS-94, NIKO-99, TEBO-98, TEBO-99].

Tikhonov [TTKH-63] avait introduit une fonction de régularisation quadratique de
la forme:

Y(@) = || Az|? (5.13)

ou A est un opérateur de différences entre voisins. Cette fonction permet de lisser le
bruit présent dans 'observation, cependant elle lisse indifféremment les zones homo-
genes et les zones de contour.

Afin d’interrompre le filtrage passe-bas localement aux emplacements des discon-
tinuités, Geman et Geman [GEMA-84] proposent d’introduire une variable appelée
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«processus de ligne » qui est nulle aux discontinuités et unitaire dans les zones homo-
genes [GEMA-84, BLAK-87, CHAR-94a).

Blake et Zisserman [BLAK-87] introduisent le processus de ligne de fagon implicite
dans la fonction ¢, et montrent que cela revient finalement a conserver la fonction de
Tikhonov au voisinage de 'origine, et a la tronquer pour de grandes valeurs des dif-
férences entre voisins (zones de contours). Geman et McClure [GEMA-87] d’une part,
Hebert et Leahy [HEBE-89] d’autre part, proposent des fonctions de comportement
analogue avec des propriétés plus régulieres néanmoins. Ces fonctions possedent 'in-
convénient de n’étre pas convexes, ce qui complique la recherche de I'optimum. Cette
constatation a poussé plusieurs auteurs a s’intéresser a d’autres types de fonctions
[LANG-90, KUNS-94, CHAR-94a).

Kiinsch [KUNS-94] distingue trois classes de fonctions (toutes étant paires, a valeurs

positives, et croissantes sur [0, +oc]):

— les fonctions convexes, non bornées, a dérivées non bornées (comme la fonction

quadratique [TTKH-63]),

— les fonctions non convexes, bornées (comme la fonction quadratique tronquée

[BLAK-87]),
— les fonctions convexes, non bornées, a dérivées bornées,

et montre que cette derniere classe de fonctions est bien adaptée a la préservation des
discontinuités (bien que leur comportement non plat a I'infini ne leur permette pas de
rivaliser avec les fonctions de la deuxieme classe). Les fonctions de Huber [HUBE-81],
de Green [GREE-90], ou des «surfaces minimales» [CHAR-94a] par exemple appar-
tiennent a cette derniere classe et ont été utilisées comme fonction de régularisation.

Lange [LANG-90] propose d’autres conditions un peu plus strictes que les sus-
citées, que ’on trouvera commentées dans [CHAR-94a].

Charbonnier [CHAR-94a] propose, quant a lui, des conditions déduites de 1’étude
des équations normales (c’est-a-dire assurant la nullité des dérivées partielles du critere
par rapport a 'image) associées au critere du MAP.

Ces conditions sur la fonction ¢ permettant d’assurer la préservation des discon-
tinuités sont différentes puisque motivées par des applications différentes: I’étude de
Kiinsch est plutot heuristique, alors que les conditions de Lange visent a assurer la
convergence d’un algorithme précis, et que les conditions de Charbonnier s’appliquent
plus particulierement a la régularisation semi-quadratique.

Enfin, Nikolova [NIKO-99] établit une corrélation entre I'image reconstruite et le
comportement a l'origine de la fonction de régularisation: une fonction de régularisa-

Elodie Roullot 87



Reconstruction d'un unique volume de haute résolution

tion non dérivable en zéro (par exemple la fonction ¢(x) =| x |) permet de reconstruire
une image constante par morceaux, alors qu’une fonction de régularisation dérivable
en zéro fournit une image ne contenant pas de zones strictement homogenes.

Nous regroupons dans le tableau 5.1.4 les principales fonctions évoquées précédem-

ment et leurs caractéristiques principales.
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Fonction Allure Convexité Préservation
des discontinuités
Tikhonov ‘
Ha) = ]
Blake & Zisserman non +
o(z) = 2? si |z |<=a
a? sinon
Geman & McClure non +
Hebert & Leahy non +
$(z) = log(1 +1?)
«Surfaces minimales» oui ~
dlz)=vVI+a?-1
Huber oui ~
o(z) = 2* si |z |<=a
|2a x| —a® sinon
Green oui ~
o(x) = loglcosh()
Bouman & Sauer oui ~
plz)=t" 1 <a<?2
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5.2 Choix de la méthode

Apres un exposé assez général sur les caractéristiques des problemes inverses en

restauration et reconstruction d’image, et les différentes méthodes de résolution, en
accordant une place particuliere aux méthodes permettant la préservation des discon-
tinuités, nous rassemblons dans ce paragraphe les diverses contraintes auquelles est
soumis le choix d’une méthode de reconstruction dans notre probleme particulier.

Nous avons évoqué plus haut le fait que le nombre de données disponibles est
inférieur au nombre de données a reconstruire, ce qui fait de ce probleme inverse un
probleme mal posé.

Nous avons également abordé le probleme des oscillations induites par I'interpola-
tion par zero-padding, et la nécessité qui en découle de régulariser la solution.

Par ailleurs, la reconstruction vise a 'amélioration de la résolution spatiale, et doit
permettre aux experts médicaux d’améliorer leur diagnostic. Or celui-ci est d’autant
meilleur que les contours des vaisseaux sont francs et précis, c’est pourquoi il semble
nécessaire que la régularisation permettent la préservation des contours de l'image.
[’approche courante de régularisation avec préservation des discontinuités consiste a
chercher le minimum d’une fonction d’énergie dont les caractéristiques ont été déve-
loppées au paragraphe 5.1.4. Les fonctions de régularisation qui interviennent dans
la fonction d’énergie et permettent de préserver les discontinuités, tout en assurant
la convexité de la fonction d’énergie, sont non-linéaires et imposent donc 1'utilisation
de méthodes itératives pour la minimisation de la fonction d’énergie. Nous exposons
au paragraphe 5.4 les raisons qui nous ont poussés a adopter l’algorithme itératif de
minimisation du gradient conjugué.

5.3 La fonction d’énergie

Afin de pouvoir utiliser des fonctions de régularisation non linéaires, nous adoptons
une approche itérative telle que présentée au § 5.1.3, a savoir la minimisation sans

contrainte d’une fonction d’énergie de la forme:
E=Q+ V¥ (5.14)

ou A est un parametre permettant de doser I'importance du terme de régularisation W
par rapport au terme de fidélité aux données (). En effet, le parametre A est supposé
permettre un controle suffisant de ’attache aux données, et I’approche de minimisation
sans contrainte possede ’avantage de permettre I'utilisation d’algorithme simples de
mise en ceuvre pour ’optimisation. Chacun de ces deux termes est détaillé ci-dessous.
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5.3.1 Terme de fidélité aux données

Il s’agit de minimiser I’écart, exprimé ici comme l’erreur quadratique, entre I'image
reconstruite et les données; le terme de fidélité aux données est constitué de la somme
des erreurs quadratiques de I'image reconstruite par rapport a chacune des acquisitions

originales, avec la méme pondération :

Q

ZZ || DyL’ec(.ajak) - [y(.aja k) H2
ik
+ ZZ ” Df[f‘ec(iv.vk) - Iﬂf(iv.vk) ”2

% k
£ Y Dadrcligoo) = Lid,e) | (5.15)
(]

ou D, D, et D, sont les opérateurs de perte de résolution dans le plan de Fourier
présentés en 4.2, opérant sur une «colonne» du volume 3D dans la direction considérée
(par exemple, I,(e, j, k) représente la «colonne» obtenue en faisant = j et z = k),
|| . || représente la norme £2 (et donc || . ||?, le carré de la norme £2), I,.. est le volume
a reconstruire et I, I, et I, sont les volumes acquis a basse résolution. L'ordre y, z, z
des directions pour les opérateurs matriciels est choisi conformément aux conventions
de I'annexe B.

En exprimant les opérateurs D,, D, et D, opérant sur le volume complet trans-
formé en vecteur colonne I,.., conformément a "annexe B, on peut réécrire () de la

facon suivante:

Q=[DyLec =T, I + | Doliee = L ||* + || oLy — L. |7 (5.16)

5.3.2 Terme de régularisation

Conformément a la partie 5.1.4, le terme de régularisation W est défini par ’appli-
cation d’une @-fonction ¢ (a valeurs positives, et détaillée plus loin) aux différences

entre voisins, choisies ici a 'ordre 1:
Vo= ST Y g k) = i = 1,5, K)
i
b TS S e ) = Fuclif = 1)
i
+ 2> Zk)w(l,«ec(i,j, k) = Leo(i, g,k — 1)) (5.17)
i
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Soit Ay l'opérateur matriciel de dimension N x N de différences entre voisins d’ordre 1

opérant sur une «colonne» de taille N de la matrice I,.. dans la direction considérée:

1 0 - 0 =1
-1 1 0
Av=| 0o . - : (5.18)
. .
0 0 -1 1

Cet opérateur implique des conditions aux bords périodiques, c’est-a-dire que 'on
suppose que le signal est périodique et que ’on travaille sur une période de ce signal.
Ce choix trouve sa justification dans le fait que les données disponibles dans le domaine
spatial sont obtenues par T.F.D. a partir du domaine spectral (le k-space), et que la
T.F.D. réalise 'hypothese implicite de périodicité a la fois du signal et de sa T.F.D.
Comme, en général, les bords des images contiennent uniquement du bruit de fond,
cette hypothese de périodicité aux bords parait acceptable d’un point de vue pratique.

En prenant la convention que (X)) (ot X est une matrice) agit point a point sur

X, on peut réécrire U ainsi:
U= Z; 1 (An, Lrec(, 3. k) Ils
+ Z§ I (AN, Lrecliy 0, k) |1
+ XD Ardling o)) (5.19)

ou || . ||1 représente la norme L1. En exprimant les opérateurs A,, A, et A, opérant
sur le volume complet transformé en vecteur colonne I,.., conformément a I’annexe B,

a partir des opérateurs Ay,, Ay, et Ay,, on peut réécrire () de la fagon suivante:

4 :” ‘Ivb(AyIrec) Hl + H ¢(Az1rec) ”1 + ” 'QZ}(AzIreC) Hl (520)

Nous avons vu au § 5.1.4 comment choisir une fonction de potentiel assurant la
préservation des discontinuités. Nous proposons dans un premier temps la fonction de
Huber [BLAC-96], qui permet d’assurer la convexité du critere (voir partie 5.3.3) tout
en préservant de fagon correcte les discontinuités grace a un comportement asymptoti-
quement linéaire a I'infini. Appliquée aux différences entre voisins d’ordre 1, elle permet
d’homogénéiser les zones ou les différences locales sont faibles, tout en préservant les
discontinuités représentées par de fortes différences entre pixels voisins.
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La fonction de Huber (figure 5.1) s’exprime de la facon suivante [BLAC-96]:

UY(z) = 2? si|z|<a (5.21)

Y(z)=2-a|z|—a® si|z|>a '
et sa dérivée:

P z)=2 x si|z|<a (5.22)

P x)=2-a-sign(z) si|z|>a '

~a 0 a ~a 0 a
F1G. 5.1 — La fonction de potentiel de Huber (a gauche) et sa dérivée (a droite).

Le parametre a est un parametre de réglage de la fonction: plus « est faible, plus
on se rapproche de la fonction en forme de «V» et donc plus les fronts de I'image
sont respectés; inversement, plus « est grand, plus on se rapproche de la fonction
quadratique pure, caractérisée par des fronts beaucoup plus doux [NTKO-99].

Cependant cette fonction ne satisfait pas les conditions de Charbonnier (§ 5.1.4), et
nous serons amenés a utiliser (en particulier au chapitre 6) une fonction de comporte-
ment similaire, mais plus réguliere en particulier autour de «: la fonction des surfaces
minimales (figure 5.2), qui possede de plus I’avantage d’étre strictement convexe. Celle-
ci s’exprime de la facon suivante:

blz)=2a (/14 (5

«

)2 — 1) (5.23)

et sa dérivée:

Yi(z) = Sl (5.24)
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20 -

-a 0 o —a 0 a

F1G. 5.2 — La fonction de potentiel des surfaces minimales (a gauche) et sa dérivée (a
droite).

5.3.3 Etude de la convexité

Le probleme de convergence se pose des lors que la fonction d’énergie n’est pas
strictement convexe. En effet, dans le cas ou la fonction d’énergie n’est pas convexe,
alors I'algorithme peut fournir une solution qui ne minimise la fonction d’énergie que
localement. C’est pourquoi 1’étude de la convexité de la fonction de potentiel est capi-

tale.
Soient :
Qz‘ = H DxIrec - Ix ”2
Qy = H DyIr‘ec - Iy Hz
Q. = || DL —L | (5.25)

L’élément courant ¢ du vecteur D,I,.. — I, peut s’écrire sous la forme affine:

a:(L.) = kz_j DL (i, B (k) — Lo(i) (5.26)

et donc (de par la définition de la norme £2):

NyNy N,

Qe= Y (aiIc)) (5.27)

=1

soit, en posant w;(z) = x?:

Ny Ny N,

Q:= Y wioaiL.) (5.28)

=1
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ou les u; sont des fonctions convexes et les a; des fonctions affines.
Le méme raisonnement conduit a une expression similaire pour (), et ().
Soilent maintenant :

Ny NyN.

v, = Z 'Q/)((Axlrec)i)

i=1

NzNyN-
v, = Z 'l/)((AyITGC)i)

NoN,N.

U, = z_j V((AL):) (5.29)

De la méme facon que ci-dessus, 1’élément courant 2 de A_I,.. peut s’écrire sous la

forme linéaire :
NuNy N2

bi(Lee) = S AL(6, k) (k) (5.30)

k=1

donc:
NzNyN.

\le = Z ’lr/)(bi(ITeC)) (531)

i=1

d’ou:
NyN,N,

U,= 3 pobi(L.) (5.32)

=1
ou ¥ est une fonction convexe puisque sa dérivée est croissante et les b; sont des
fonctions linéaires (donc affines).
U, et U, peuvent également s’exprimer de fagon similaire.
Finalement £ peut s’écrire sous la forme d’une somme de compositions de fonctions
convexes v par des fonctions affines fj :

E = Z Vi O fk(Irec) (533)

Démontrons que la composée d’une fonction convexe vy par une fonction affine fj
est forcément convexe.

Soient X, Y deux variables, et 8 € [0, 1].

Comme f; est affine, on a:

fe(BX + (1= B)Y) = Bfie(X) + (1 = B8) fu(Y) (5.34)

donc:

(v 0 fo) (BX + (1 = B)Y) = v (BSr(X) + (1 = B8) fe(Y)) (5.35)
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Comme v, est convexe on a:
(v 0 Ji)(BX + (1= B)Y) < Blvg o i) (X) + (1 = B)(vi 0 fi)(Y) (5.36)
|

Une somme de fonctions convexes étant également convexe, la fonction d’énergie

J est convexe.

Cependant cette étude ne nous permet pas de statuer sur la stricte convexité de la

fonction d’énergie, et ce, méme si la fonction de régularisation est strictement convexe.

Nous proposons donc d’étudier la matrice hessienne de la fonction d’énergie, qui
contient les dérivées secondes partielles par rapport aux intensités de tous les voxels de
I'image a reconstruire. Si cette matrice est définie positive, alors la fonction d’énergie

est strictement convexe, et réciproquement.

Nous étudions tout d’abord la matrice hessienne du terme Q.. Apres une premiere

dérivation on obtient:

vQ, =2DI(D,I,. - L) (5.37)

et apres une seconde dérivation :
v2Q, =2DID, (5.38)
soit pour le terme d’attache aux données:
v?Q =2 (D!D, +D/D, +D!D.) (5.39)

Il découle immédiatement de l'expression de D,, D, et D, que cette matrice est
diagonalisable par passage dans le domaine de Fourier, et que la matrice diagonale
correspondante est 2 (MIM,, + MZ;MZJ +MTM.,). Les valeurs propres de celle-ci sont
toutes non négatives, donc la matrice hessienne du terme d’attache aux données est

définie non négative.

Pour le terme W, une premiere dérivation donne:

ov,

e _ B o ~
a]rec(m’T%p) '9/" ([rec(m,nap) [rec(m,n l,p)) I,Z) (L«ec(m,n—l—l,p) [rec(m,n,p))

(5.40)
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et une seconde:

'L/J//(]rec(m,n,p) - [rec(mvn—17p>)+
‘|"¢H(Irec(m,n+1,p) — L«ec(m,n,p)) sin=n'

82\1}95 _ —'l//)”(.[rec(m,n,p) — Irec(m,n—l,p)) sin = TL/ + 1
a[mc(m,n,p)a[,nec(m,n’,p)

—’l/)”([rec(m,n+1,p) — [rec(m,n,p)) sin = n’ -1

0 sinon
(5.41)
Matriciellement, cette expression s’écrit :
V20, = AT diag[U"(A,L..)] A, (5.42)

Il s’agit d’'une matrice réelle, symétrique, définie non négative. On obtient pour les
termes V2W, et V2W, des expressions et des conclusions similaires. Une étude des
matrices de cette forme montre rapidement que celles-ci sont dégénérées, et possedent
donc des valeurs propres nulles, et ce indifféremment pour des fonctions de régularisa-
tion convexes au sens large ou au sens strict.

Finalement, chacune des deux matrices VZQ et V2W est définie non négative, ce
qui permet de conclure sur la convexité mais pas sur la stricte convexité. Dans le
cas particulier o A = 0 (absence de régularisation), seul le terme V2Q intervient,
donc V2E possede de facon certaine des valeurs propres nulles : dans ce cas la fonction
d’énergie n’est pas strictement convexe. Dans le cas particulier ou diag[¥"(AL...)] est
égale a la matrice identité (régularisation quadratique de Tikhonov), on peut montrer
que la position des valeurs propres du terme V2Q ne coincide jamais avec celle des
valeurs propres de V2W, et donc que la fonction d’énergie est strictement convexe
(cf. § 5.7.2.1). Dans le cas général, les valeurs prises par W"(A,IL...) dépendent de la
solution courante, il n’est donc pas possible de connaitre la position des valeurs propres
nulles de V2W, ni donc de statuer sur la stricte convexité.

Autrement dit, méme des fonctions de régularisation strictement convexes peuvent
donner lieu a des fonctions d’énergie non strictement convexes. Notons que c’est la non-
linéarité de ces fonctions de régularisation qui ne permet pas de tirer des conclusions
sur la stricte convexité.
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5.3.4 Cas particulier de deux acquisitions

Dans le cas particulier ou ’on n’acquiert que deux volumes complémentaires, et
ot on ne souhaite pas prendre en compte la direction de résolution constante dans la
régularisation, alors les expressions ci-dessus se simplifient : on peut, comme dans la
partie 4.2.4, considérer le probleme en deux dimensions coupe par coupe, et conserver
aux coupes le format matriciel sans passer a la notation vectorielle. Nous notons /..,
I, et I, les coupes sous forme matricielle de dimension N, x N.

La fonction d’énergie peut alors s’écrire J = () + AV avec:
Q :H Dy[rec - [y HZ + H [recDg - [x H2 (543)

et:
U =) (A Lree) 1+ [ (AT, (5.44)

L’avantage de cette écriture réside dans la taille des opérateurs: D,, D,, A, A,
sont de dimensions N, x N, ou N, x N, alors que D,, D,, A,, A, sont de dimensions
N.N,N, x N;N,N,, c’est-a-dire, comme dans ce cas N, =1, N, N, x N, N,.

5.4 Meéthode d’optimisation

5.4.1 Choix de la méthode

Les deux grandes familles de méthodes permettant de minimiser une fonction
d’énergie sont les méthodes stochastiques d’une part, les méthodes déterministes d’autre
part. Par souci de simplicité et de rapidité, et grace a la convexité, nous choisissons
une méthode déterministe rapide: le gradient conjugué. En particulier, si la fonction
d’énergie s’exprime sous une forme quadratique, ’algorithme du gradient conjugué a
de bonnes propriétés de convergence [PRES-92] ; la fonction d’énergie définie ci-dessus
n’est pas strictement quadratique mais se compose de plusieurs termes quadratiques
ou quasi-quadratiques, ce qui laisse a penser que le comportement de 1'algorithme
devrait étre assez efficace.

Il est a noter que la fonction d’énergie a minimiser n’est pas strictement convexe;
il convient donc de ne pas initialiser I'algorithme de fagon quelconque: on choisira par
exemple la moyenne des deux acquisitions.

L’algorithme du gradient conjugué requiert 1’évaluation a chaque itération non
seulement de 1’énergie E(/,..) en fonction de I'image courante I,.., mais aussi de ses
dérivées partielles VE(I )i jx par rapport a l'intensité I,..(i,7,k) en chaque voxel.
L’expression de VE(I...); . est détaillée dans la partie 5.5.
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5.4.2 L’algorithme du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué pour la résolution de systemes linéaires est due a
Hestenes et Stiefel [HEST-52]. Elle permet de minimiser une fonctionnelle quadratique

elliptique, de la forme [CTAR-98, MAIT-82]:
E(z) = 2T Az — 2ba (5.45)

Pour de telles fonctionnelles, ’algorithme converge en un nombre fini d’itérations vers

[MAIT-82] :
— la solution exacte si le systeme est carré inversible (de rang complet),
— la solution de norme minimale dans le cas de solutions multiples,

— la meilleure solution au sens de 1’écart quadratique moyen lorsqu’il n’existe pas
de solution exacte.

Fletcher et Reeves [FLET-64] I'ont adaptée directement a la minimisation de fonc-
tionnelles quelconques, et Polak et Ribiere [POLA-69] en ont proposé une variante
pour le cas de fonctionnelles quelconques, qui coincide avec la version de Fletcher et
Reeves dans le cas particulier de fonctionnelles quadratiques elliptiques mais s’avere
plus efficace dans le cas de fonctionnelles quelconques. Ayant a minimiser des fonc-
tions généralement non quadratiques, nous utilisons la variante de Polak et Ribiere,

dont nous donnons 'algorithme général ci-dessous. Pour plus de détails on se référera

a [PRES-92].
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On note:

FEtape 0: Initialisation (on note Xo la solution initiale)
Er = E(Xo); Er_1 =o0; dEy_1 = 1; Di._1=0
Tant que FEi_; — E; > seuil et k < kpgy ¢

Etape 1: Recherche de la direction de descente Dy

* Calcul du gradient de la fonction d’énergie:

dE, = d&(X),)

* Calcul de la direction de descente de Polak et Ribiére:

dDy =

Si <dFy,dDy> >0 (la direction D; ne descend pas) :

fin Si
Etape 2: Minimuisation unidirectionnelle dans la direction de descente

* Encadrement itératif du minimum:

Recherche de 3 points a <b<ec t.q. £(b) <&(a) et £(b) < &(c).
* Convergence vers le minimum (méthode de Brent) :

calcul des caractéristiques de la parabole passant par a,b,c
calcul du minimum Xj;;; de la parabole

Si résultat de la méthode de Brent inacceptable

fin Si
k:k—l—l; Ek:g()(k)

fin Tant que

& la fonction de calcul de I’énergie,

d& la fonction de calcul du gradient de I’énergie.

<dEk, (dEk — dEk—1)> ' B
<dEk—1,dEk_1> ) Dy, = —dE, + Dy_q - dDy,

* Calcul de la direction de plus grande descente:
Dy = —dE;

* Convergence vers le minimum (méthode du nombre d’or) :

recherche dichotomique du minimum Xy,
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5.5 Expression du gradient de I'énergie

Conformément aux conventions adoptées dans ’annexe B, nous notons VE la ma-
trice 3D des dérivées partielles de £ par rapport aux voxels dans les trois directions,

et VE le vecteur correspondant a la mise en colonne de VE, et de méme pour () et
v,

Le gradient de la fonction d’énergie s’exprime par :

ou encore:

VE = VQ + AVW (5.47)

5.5.1 Gradient du terme de fidélité aux données

Comme au § 5.3.3, nous décomposons le terme d’attache aux données () introduit
au § 5.3.1 en trois termes semblables @), (), et @), ; nous ne détaillons le calcul du

gradient que pour le terme Q, (par exemple).
Q. = D.L.. - L |’ (5.48)
d’ou I'expression de VQ,, :
vQ,=2D!(D,IL..— L) (5.49)

On peut noter que, d’une part, comme l'opérateur D, (équation 4.50) est symétrique
(cf. § 4.2.2), alors:
DI'=D, (5.50)

et, d’autre part, que:

DID, = Fy!M] M,Fy, (5.51)

Finalement, en appliquant le méme raisonnement aux deux termes restants de (),

on obtient :
vQ=2(D!D.I.. - D!I.+D/D,IL.. - D/I,+ D/D.IL.. - D!L) (5.52)

Nous proposons maintenant d’interpréter ce résultat en faisant une petite approxi-
mation. En effet, on peut constater que MI M, est identique & M, sauf pour les
quelques coefficients de M, valant 1/2, et ot ceux de M M, valent alors 1/4. Si 1’on
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fait ’approximation que M, ~ MTM,, alors DD, ~ D,. De plus, de par la défini-
tion de D,, il est évident que 'opérateur D, appliqué a I, ne modifie pas [, sauf en
quelques points ou la valeur de I, est pondérée par 1/2. Si nous négligeons la aussi cet

effet, nous pouvons dire que D.I, ~ I, d’ou finalement :
vQ~2D,l.-1.,+D,J.-1,+D.I.—1I) (5.53)

Cette expression tres simple du gradient de Q devient exacte dans le cas ou 'on
n’impose pas que les images soient a valeurs réelles; en effet, dans ces conditions
il n’est pas nécessaire de respecter la symétrie hermitienne des T.F.D. et donc les
approximations M, ~ MzTMz et DI, ~ I, deviennent exactes.

5.5.2 Gradient du terme de régularisation

Le terme de régularisation ¥ introduit au § 5.3.2 peut étre séparé en trois termes,
comme au § 5.3.3; la encore nous ne détaillons le calcul du gradient que pour W, :

lIJz :H ¢(AIITEC) Hl (554)

La dérivée de U, par rapport a I’élément courant I,...(m,n,p) de la variable I,.. est
donc:

ov,

m - ¢/(Irec(nlv n,p) - L‘ﬁﬁ(nlv n-— l,p)) - wl(If‘eC(mv n+ 1,]9) - L‘ec(mv n,p))

(5.55)
ce qui donne, pour VW, :

Vo, = ATY/(ALL.) (5.56)

En appliquant le méme raisonnement a chacun des trois termes de W, on obtient :

V¥ = ATY(ALL) + AZ%//(AyLec) + ATY(ALLL) (5.57)

5.5.3 Cas particulier de deux acquisitions

Dans le cas de deux acquisitions traité au § 5.3.4, le gradient peut également s’ex-

primer dans le méme formalisme, permettant de réduire la dimension des opérateurs:
VQ =2 (I,..D.D} — I,D, + D,D]'I,.. — D/ I,) (5.58)

et:
VU = o/ (L AN AN, + An, 0 (A, e (5.59)
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5.6 Schéma de principe de la méthode

Le schéma de la figure 5.3 permet de récapituler de maniere visuelle le principe
de la méthode, tout en situant les diverses étapes présentées jusqu’ici: la modélisa-
tion développée au chapitre 4 intervient a 1’étape «simulation des données - probleme
direct», nécessaire aux calculs de I’énergie présentée au paragraphe 5.3 et de son gra-
dient (§ 5.5). Ces deux valeurs permettent de calculer la direction de descente, premiere
étape d’une itération de ’algorithme du gradient conjugué (§ 5.4). Il est a noter que
la seconde étape requiert le calcul de I’énergie pour plusieurs images, que ce soit pour
I’encadrement du minimum ou pour la recherche dichotomique du minimum, ce qui

n’est pas représenté sur le schéma pour des raisons de lisibilité.

5.7 Caractérisation des solutions

5.7.1 Caractérisation de la solution non régularisée

Dans cette partie, nous nous attachons a caractériser la solution minimisant la
fonction d’énergie dans le cas particulier ou A = 0, c’est-a-dire la solution non régula-
risée.

Le critere a minimiser ici est le terme d’attache aux données () calculé dans la partie
5.3.1. La solution minimisant la fonction d’énergie @), si elle existe, est la solution de
I’équation :

vQ =0 (5.60)
Or, VQ a été calculé au § 5.5.1 (equation 5.52), comme étant :
vQ =2 (D!D.I,. - DII. + D!D,I... — D/1,+ D'D.I... — DIL.) (5.61)
d’ou l'on tire aisément :

VQ=0 < (D!D,+D!D,+D!D,)IL.. = (D/L. + D]I, + DIL,)  (5.62)

L’existence de la solution dépend donc de l'inversibilité de la matrice Dsz +
DgDy + DzDZ. Or I’étude de T'inversibilité de cette matrice n’est pas évidente au
premier abord.

Nous proposons de caractériser la T.F.D. de la solution recherchée. Comme les
opérateurs de T.F.D. sont bijectifs, alors les solutions de I’équation 5.60 sont également
solution de:

F.F,F.(DID, + DgDy +D'D,)I,.. = F,F,F, (D1, + Dgly +DTL,)  (5.63)
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solution

) initialisation courante
données
-
comparaison simulation des donnée
probléme direct
\_

A4
attache aux données terme de
régularité
[ dérivation
gradient de I'énergie

gradient conjugué : recherche de la direction de desc}nte

v

gradient conjugué : recherche du minimum

non

arrét ?

oui

4

image

solution

F1G. 5.3 — Schéma de principe de la méthode
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D’apres la propriété 7 de ’annexe B, on peut réarranger l'ordre des opérateurs de telle

sorte que, par exemple:
F.F,F.D'D.I,..=F.D!D,F,F.I,.. (5.64)

Soient J,.. la T.F.D. de L., et J,, J,, J., les T.F.D. respectives de I, I, I.. On peut

donc écrire que:

F.D'D,F,F.I,.. = F,D!D,F;'F.F,F.I...
F.DID,F;'J,..
= MM,J... (5.65)

En appliquant le méme type de calculs aux autres termes de 1’équation 5.63, celle-ci

devient :
(MIM, + MM, + M'M.) J,.. = M1J, + M]J, + M!J, (5.66)

La encore, I'existence de la solution dépend de 'inversibilité de la matrice M, =
MgMﬁ—MgMy—}—MzMz. Mais cette fois, celle-ci est plus facile a étudier. En effet, M,
M, et M, sont des matrices diagonales, dont les éléments diagonaux ne prennent que
les valeurs 0, 1 ou 0,5 (cf. § 4.2.2, équation 4.46). La matrice M, est donc également
une matrice diagonale, dont les éléments diagonaux peuvent prendre les valeurs de
Iensemble {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1; 1,25; 1.5; 2; 2,25; 3}. Par exemple, une valeur de
3 correspond a un voxel situé au centre du volume de Fourier, qui est donc contenu
dans le support des trois acquisitions ; de méme, une valeur de 0 correspond a un voxel
qui n’est contenu dans aucun des supports des trois acquisitions, etc. D’apres la figure
3.5 (§ 3.1), il est évident qu’il existe un nombre non nul de voxels non contenus dans
la réunion des supports des trois acquisitions, et donc qu’il existe un nombre non nul
d’éléments diagonaux nuls dans M,,,.. Par conséquent, cette matrice est singuliere : son
inverse n’est pas définie, en revanche elle possede une infinité d’inverses généralisées
Mt,,. telles que:

M.,.,-M* ..M., = M,,. (5.67)

On pose:
Joy. = MIJ, + MIJ, + M]J. (5.68)

L’équation 5.66 peut s’écrire comme un systeme linéaire simple tel que:

(Mz‘yz)i,i(']rec)i = (nyz)z (569)
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soit, comme ’ensemble des i tels que (M,,,);; est nul coincide avec ’ensemble des j
tels que (Jzy-); est nul également :

(Jrec)i = { (MIITM(JWZ)i i (Mxyz)i,i#o

5.70
quelconque si (Myy.)ii =0 ( )

Ainsi, il n’y a pas unicité de la solution non régularisée, mais I’écriture proposée dans ce
paragraphe permet de voir qu’il y a unicité de chaque coefficient de .J,.. appartenant a
la réunion des supports des T.F.D. des acquisitions. Les coefficients indéterminés sont
ceux n’appartenant au support d’aucune des acquisitions.

Cependant, la fonction d’attache aux données () peut s’exprimer sous une forme
quadratique elliptique, en effet :

Q =1...(D;D,+D D, +DID.)L...—2I} (D; L.+ D;1,+ DIL) + (L L+ [, + [T,

(5.71)
est, a un terme constant pres, conforme a 1’équation 5.45. Par conséquent, l’algo-
rithme du gradient conjugué converge vers la solution de norme minimale (cf. § 5.4.2).
Intéressons-nous donc plus particulierement a la solution de norme minimale parmi

I’ensemble des solutions. Grace a la relation de Parseval pour la T.F.D., qui relie
I’énergie du signal z a celle de sa T.F.D. X [DELM-91]:

Moy Zug My 1 Moy Hug Nay
IXGibl =y & X 8 lemnpl (.72

i:—N—z ':—& k‘:—& rEysz '/nz—N—In:—ﬂ pz—&

2 2 2 2 2 2

il est évident que la T.F.D. de la solution de norme minimale est elle-méme de norme
minimale. Il s’agit donc de la solution pour laquelle tous les coefficients indéterminés
sont affectés de la valeur nulle.

Dans la suite, nous noterons [ y—q la solution décrite précédemment et Jy—o sa
T.F.D.

Si 'on fait la méme approximation que celle proposée au § 5.5.1 (équation 5.53), a
savoir que ’on néglige les effets induits par la contrainte de symétrie hermitienne des

T.F.D., on obtient une expression plus simple pour 1’équation 5.66 :
M, +M, +M,)Jee. =T+, +J,) (5.73)

ou M;, M,, et M, ne contiennent que des valeurs nulles ou unitaires. Chaque coeffi-
cient de la solution est donc égal a la somme des coeflicients de J,, J,, J., pondérée
par le coefficient 1 si le coefficient a réellement été acquis dans une des acquisitions,
par le coefficient 1/2 si le coefficient a réellement été acquis dans deux acquisitions,
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et par 1/3 si le coefficient a réellement été acquis dans toutes les acquisitions (basses
fréquences du «k-space»). Autrement dit, il s’agit de la réunion des «k-spaces», avec
moyennage dans les zones ou plusieurs «k-spaces» s’intersectent et ou l'information
est donc redondante. Cette solution coincide avec la solution non approchée sauf aux
frontieres des supports des T.F.D. des acquisitions ; la solution approchée est donc tres
proche de la solution exacte et permet d’en donner une bonne idée intuitive.

Le fait de connaitre de facon explicite la solution qui minimise le terme d’attache
aux données de la fonction d’énergie F permet une réécriture du terme d’attache aux
données () sous la forme:

Q/ = HIrec - I)\=0H2 (574)

Cette écriture permet de simplifier considérablement 1’algorithme puisqu’il n’est plus
nécessaire de passer dans le domaine spectral a chaque itération pour calculer la fonc-
tion d’énergie ou son gradient. Cependant, il faut noter que si Q et Q' ont le méme
minimum, elles n’ont pas la méme valeur d’énergie en ce minimum, ni le méme compor-
tement en général. La réécriture proposée ci-dessus nécessite donc des «<aménagements»

que nous n’avons pas abordés.

5.7.2 Caractérisation des solutions régularisées

5.7.2.1 Régularisation quadratique

Dans cette partie, nous nous intéressons a la caractérisation, dans le domaine spec-
tral comme précédemment, de la solution correspondant au cas ou o — oo, c’est-a-dire
avec la fonction de régularisation de Tikhonov.

[’énergie s’exprime conformément a I’équation 5.14, ou ¥ peut s’exprimer sous la

forme quadratique:
U= ||ALe|® + | AcLe|* + | AL ? (5.75)
Le gradient de W s’écrit donc:
Vo =2(ATA, + ATA, + ATA)) T, (5.76)
Finalement, le gradient de I’énergie s’écrit :
VE = 2(D!D,+D!D,+D!D.)L.. -2 (DI, + D1, + DIL,) +
+ 2x(A7A, + ATA + ATA)) I, (5.77)

La (les) solution(s) qui minimise(ent) E vérifie(ent) VE = 0. Comme au paragraphe
5.7.1, comme les opérateurs de T.F.D. sont bijectifs, la (les) solution(s) vérifie(ent) de
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fagon équivalente F,F,F,(VE) = 0, ce qui s’écrit, grace aux mémes simplifications

qu’au paragraphe 5.7.1:

(MIM, + MIM, + MZM, + A(F,ATA F;! + F,ATA F;! + F,ATAF7)),..

MIJ, + MIJ, + M1J,

Or AL Ay s’exprime:

ARVAN=| 0 . . . 0

U i — AT -1,
d’oti I'on tire, en notant GG, = FAy Ay, F 7'

2

1 T |
M _ —jormE jopnl T
Ge(m,n) = A > e TN 7T (AN, A, ) (KL D)
=Nz = Nz
2 2
N.
I jomk m=n jonkm=n jon jork ™R o
= N Z (2¢™7TFNe — TN TN — T N eI
xr N.
f=— o
Na
I —j2mk =R n
= — € Mo (2 —2cos(2m—))
N, pe_ Mo z

2

Or, en notant d(k) I'impulsion unité:

B
- Z e—]‘27rkwll\,_zn — 5(m _ TL)
N

donc G, est une matrice diagonale telle que:

Ny

{ Gr(m,n)=2[1 —cos(2nZ)] sim=n
Gr(m,n) =0 sim#n

(5.78)

(5.79)

n

)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

Ce résultat peut également étre déduit directement des propriétés des matrices circu-
lantes: si A est circulante, alors FAF~! est diagonale et la suite de ses valeurs propres
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est égale a la T.F.D. d’une ligne de A (& un facteur N pres, selon les conventions
utilisées pour la T.F.D.).

L’existence de la solution dépend de l'inversibilité de H,,, = My, + MG, avec
Gy = Go + G, + G..

Nous proposons d’étudier ’expression des matrices H,, H, et H,, avec H, =
MxTMz + MG, (et des expressions similaires pour H, et H,). H, est diagonale et
son élément courant s’écrit :

(Hx)ﬁzl-l—Z)\(l—cos(Zﬂ'%)) si_%+1§i§ﬂ_1

N, 2
(Hp)i=1/44+2X(1 — COS(Q’ITNLI)) sii = —]\.774 ouis = N74 (5.83)
(Hp)i=2X(1 - cos(27rNLx)) sinon

Pour A > 0 (c’est-a-dire en excluant le cas non régularisé, déja traité au paragraphe

5.7.1), un élément de cette matrice ne peut étre nul que si les deux conditions:

i > N!./20oui< —N'/2 (5.84)
cos(ZTrNLx) =1 (5.85)

sont réunies simultanément. Or la deuxieme condition n’est vérifiée que pour ¢ = 0, et
comme nous supposons que N'z > 0 (c’est-a-dire qu’on acquiert au moins une ligne
du k-space), alors les éléments de H, ne sont jamais nuls.

Le méme raisonnement peut étre mené pour les matrices H, = M; + MG, et
H, = M? 4+ )\, et peut étre étendu aux matrices H,, H,, et H., obtenues par les
transformations définies dans ’annexe B. Finalement, la matrice H,,. est diagonale

et ne possede que des éléments non nuls, elle est donc inversible. On peut donc écrire:

1

Jrec(k) = m

oy (k) (5.86)

Pour des raisons de lisibilité, nous abandonnons temporairement les notations matri-
cielles et repassons a une formulation analytique a trois indices &, k, et k.. Nous notons
H(kyy by, k) = Hyyo(ky + Np(ky — 1)+ Ny Np(k, — 1), ky + Np(ky — 1)+ Ny Ny (K, — 1)),
toujours en conformité avec les conventions de I’annexe B, ce qui permet d’exprimer

le filtrage tres simplement de la fagon suivante:

1

ky,ky, k) =
Jrec(ka, by, k2) H.(ky, k) + Hy(ky, k) + H, (k.. k)

Toyz (ks Ky, k) (5.87)
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La figure 5.4 montre l'allure du filtrage réalisé par la régularisation quadratique,
dans le cas monodimensionnel, sans prise en compte de la modélisation du processus
de dégradation, c’est-a-dire pour une fonction d’énergie de la forme:

E =z —yll*+ XAz (5.88)

ou z est la solution recherchée et y le signal observé. Dans ce cas, la T.F.D. X de la

solution filtrée s’exprime en fonction de la T.F.D. Y du signal observé par:

1
X =
() =159 ~cos(272))

Y(n) (5.89)

lambda=0.%
lambda=1
lambda=2

FiG. 5.4 — Allure de la fonction de transfert réalisée par la régularisation quadratique.

Il s’agit, comme on pouvait s’y attendre, d’un filtrage passe-bas de bande passante
d’autant plus étroite que A est grand.
La figure 5.5 présente 'allure de ce filtre dans le cas bidimensionnel, avec prise en

compte de la dégradation dans chacune des deux acquisitions:

1

Jrec kxak =
o) = e ) + oy )

oy (ks Ky) (5.90)

Pour chaque pixel, 'amplitude du filtre est normalisée par M, (k;,k:) + My(ky, ky),
la somme des coefficients de pondération intervenant dans le calcul de J,,. Ainsi, le
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5.7 Caractérisation des solutions

filtre normalisé de cette maniere (que nous notons Hy ) n’est autre que la fonction de
transfert reliant la solution régularisée a la solution non régularisée de norme minimale
Jy—o calculée au paragraphe 5.7.1:

Jrec(kg;, ky) = HN(kxa ky) J/\:O(kxa ky) (591)

5N

AN
77X

AN

1/2

NN
COrTTEIT NN
et igsstiiitina
SRR
SN,
“‘\:\“

Fyel2

Fxel2

-Fyel2  -Fxel2

FiG. 5.5 — Allure de la fonction de transfert réalisée par la régularisation quadratique

dans le cas bidimensionnel, pour A = 1 et un facteur de perte de résolution égal a 0,28.

Les calculs et simulations ci-dessus nous permettent de confirmer que la fonction
de régularisation de Tikhonov n’est pas adaptée a notre probleme: si, d’un c6té, elle
permet d’obtenir 1'unicité de la solution, elle possede I'inconvénient majeur d’intro-
duire un filtrage passe-bas sévere sur les données, ce qui est tout a fait contradictoire

avec l'objectif de préservation des discontinuités (qui se situent en hautes fréquences).

5.7.2.2 Autres solutions

Les solutions faisant intervenir une fonction de régularisation non quadratique (telle
que les fonctions de Huber ou des surfaces minimales) ne sont pas évidentes a carac-
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tériser théoriquement. Cependant, nous verrons au chapitre 6 que ’on peut les rendre
«semi-quadratiques» moyennant certaines hypotheses, ce qui conduit a la définition de
nouveaux algorithmes, toujours itératifs, mais plus simples, pour atteindre le minimum

de la fonction d’énergie.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de reconstruction d’un unique
volume de haute résolution a partir de plusieurs acquisitions anisotropes de résolutions
complémentaires (cf. chapitre 3).

L’intégration de la modélisation de l'anisotropie des données (cf. chapitre /) dans
la fonction d’attache aux données permet de garantir, en présence de cette seule fonc-
tion d’attache aux données, la convergence vers la «meilleure » solution intuitive sans
introduction d’a priori. Afin d’améliorer le résultat, est ajoutée a cette fonction une
fonction de régularisation garantissant la préservation des discontinuités.

La fonction d’énergie est minimisée a Uaide d’un algorithme déterministe itératif,
le gradient conjugué. Nous avons caractérisé de facon analytique les solutions obtenues
dans les cas particuliers sans régularisation et avec régularisation quadratique, mais
il n'est pas possible de caractériser la solution dans le cas général, du fait de la non-
linéarité de la fonction d’énergie. Dans le chapitre suivant, nous proposons ["utilisation
d’un autre algorithme plus efficace, qui d’une part permet de contourner ce probléme
de non-linéarité, et d’autre part exploite les propriétés du modéle dans le domaine

spectral.
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CHAPITRE O

Résolution dans le domaine de la
T.F.D. par développements
semi-quadratiques

Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier lintérét des algorithmes ARTUR et
LEGEND proposés par Charbonnier et al. [CHAR-94a, CHAR-9/b] pour notre pro-
bléme de reconstruction. Dans un premier temps (§ 6.1), nous rappelons briévement
le principe de la régularisation semi-quadratique, dont découlent les algorithmes AR-
TUR et LEGEND. Puis nous nous intéressons a l'expression de notre probleme dans le

cadre de ces algorithmes, dans le domaine spatial (§ 6.2) puis dans le domaine spectral

(5 6.3).

6.1 La régularisation semi-quadratique

La régularisation semi-quadratique [GEMA-95, CHAR-94a, CHAR-94b] consiste a
introduire une variable auxiliaire b et a transformer le critere non quadratique E en

un critere dit «semi-quadratique» E* tel que:

E(l...) = mbinE*(L,ec,b) (6.1)
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ou b représente les discontinuités («processus de ligne»). Sans perte de généralité, on

suppose dans ce qui suit que J est de la forme:

E(Irec) = HD]rec - [dataH2 + A Z ‘L/)((AIIT‘EC)]C) + A Zl¢((Ay]TBC)k) (62)
k k

ou ¢ est la fonction de régularisation considérée, A, I,.. et A L. sont les différences
entre voisins selon les deux directions, [4,:, est I'image observée, et D est 'opérateur
représentant le modele de dégradation de I'image.

La variable auxiliaire b peut étre définie selon deux approches:

— L’approche du «théoréme de Geman et Reynolds étendu» [CHAR-94a, CHAR-94b]
suppose la stricte concavité de ;Z;(\ﬂu)), et définit b de telle facon que v s’écrit
alors :

¥(u) = inf bu® + £(b) (6.3)
avec b € [0, 1]. Cette approche permet de définir I’algorithme ARTUR.

— L’approche des paires de Legendre [AUBE-94] suppose la stricte convexité de

u? — (u) et définit la variable auxiliaire b de telle sorte que:
$(u) = inf (b — u)? + (0 (6.4)
avec b € [0, +oc]. Cette approche permet de définir I’algorithme LEGEND.

Charbonnier montre que les hypotheses sur la fonction ¢ sont vérifiées en particulier
par les fonctions satisfaisant les conditions de Charbonnier énoncées au § 5.1.4.

Le critére semi-quadratique vérifie alors les propriétés suivantes [CHAR-94a] :

— E*(lree,b) est quadratique (donc convexe) en [... a b fixé (et peut donc étre

manipulé au moyen de ’algebre linéaire).

— E*(lrec,b) est convexe en b a I,.. fixé et on connait I'expression littérale de b

réalisant le minimum.

Les algorithmes ARTUR et LEGEND exploitent ces propriétés de la régularisation
semi-quadratique. La stratégie de minimisation consiste en une minimisation alternée

de Exenba I, fixé, et en I,.. a b fixé:

— La minimisation en b a [, fixé est triviale puisqu’on connait ’expression littérale

de b a [,.. fixé.

— La minimisation en [,.. a b fixé est simplifiée puisque le critere est quadratique
a b fixé. L’équation a résoudre est celle obtenue en annulant la dérivée du critere

par rapport a I,...
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6.2 Expression du probleme dans le cadre des
algorithmes ARTUR et LEGEND

Apres avoir brievement rappelé le principe de la régularisation semi-quadratique
dans le paragraphe 6.1, nous proposons de réécrire la fonction d’énergie définie au § 5.3

sous une forme semi-quadratique.

6.2.1 Cas de l'algorithme ARTUR

Compte-tenu de P'expression semi-quadratique de v (équation 6.3), le terme de

régularisation W défini au § 5.3.2 s’écrit :

U(Le) = | inf [ (Lee, by, by, b)) (6.5)

z,0y,0z

U= 33D b (05 k) - (reeliy 4, k) = Lrec(i = 1,5, K))? + €(by (4, 4, k)
330D bali k) - (Lreeli k) = Lree(i, 5 — 1, k)P + €(bali, . F)
+ Yo k) - (Leeeli, 3, k) = Lec(i 5k = 1)* + €(b2(i, 3, k) (6.6)

ou b, b, et b, sont les variables auxiliaires. Nous introduisons b, b, et b,, les vecteurs
obtenus par mise en colonne des variables auxiliaires, conformément a I'annexe B, et
B., B, et B, les matrices diagonales dont les diagonales sont formées des éléments
de b, b, et b, respectivement.

En remarquant que si = est un vecteur et B une matrice diagonale on a:

> B(k,k)x(k)* = 2" Bx (6.7)

alors on peut écrire:

v = IL.AIB,AL. +I, . A'B,A L. +1 ATB.A.L..

+ D [E(ba(k)) + &(by (k) + £(b.(k))] (6.8)
k
La mise en ceuvre de I’algorithme ARTUR nécessite:

— le calcul de I7_ par la résolution de I’équation VE = 0 avec b, b} et b7 fixés,
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— le calcul de b2, b2*! et b?*! en fonction de I7,

rec*

n

Les expressions de bt!, b+! et bI*! en fonction de I7,

sont données par Char-
bonnier, et s’écrivent, pour b”*! par exemple:

= G (6.9

et de méme en y et en z.
Exprimons maintenant 1’équation VE* = 0.
Le vecteur de dérivées partielles de W* par rapport aux éléments de I,.. s’écrit
alors :
Ve =2[AlB,A, + A]B,A, + ATB.A] L., (6.10)

Quant au vecteur de dérivées partielles du terme d’attache aux données, il demeure
le méme qu’al’équation 5.52. Finalement, on peut exprimer le vecteur VE* des dérivées

partielles de E* par rapport aux éléments de I,... de la facon suivante:

VE* = 2[D!D,+D]D, +DID. + A (AIB,A, + ATB,A, + ATB.A.)] L.
— 2[D!1L, + D]1, + DTL] (6.11)

[.’équation en I,.. a résoudre est donc:

[DID, + DD, + DID, + A (AIB.A, + ATB,A, + ATB.A,)| L.
= (6.12)
DI, + D1, + D’L,]

On a donc une expression linéaire de la forme AI”f!' = ¢ oti ¢ ne dépend que des
données donc est constante, et ou A dépend de I?,, et change donc a chaque itération.

L’intérét de cette écriture dépend en partie de 'inversibilité de la matrice A. Nous
remettons cette étude a plus tard et proposons dans le paragraphe suivant de suivre

la méme démarche que celle adoptée dans ce paragraphe, cette fois dans le cadre de

I’algorithme LEGEND.

6.2.2 Cas de l'algorithme LEGEND

Le principe est le méme que pour ARTUR, mais avec des expressions légerement

différentes.
b"*! g’exprime cette fois [CHAR-94a] :
V(AT )]
n+1 _ _ p zlrec)k n ‘
(ba: )k - [1 9 (AxI:-LeC)k ](AfIrec)k (613)
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Le terme de régularisation U* s’écrit dans ce cas:
U= ZZZ (6,5, k) = (Iree(i, g, k) = Toeo(i = 1,5, k)))* + €(by (i, 4, k)
+ ZZZ (0,5, k) = (Lrec(i, 4, k) = Lee(i, 5 — 1,K)))? + €(ba (4, 5, k)
+ ZZZ (i3, k) = (Tree(i, 5y k) = Trec(iy 3,k = 1)))? + €(b2(6, 5, k)

(6.14)
soit, avec les notations matricielles :
U = (b~ AT (b, — AL + (by — AyL) (b, — A, L)
+ (e = AuTee) (b — AuLec) + 3 [6(ba(k)) + E(by (k) + &(b. (k)]
k (6.15)

Le vecteur de dérivées partielles de W* par rapport a I,... est donc:
Vo =2[ATA L. —Alb, + ATA L. — ATb, + ATA L. — ATb.]  (6.16)
d’ou I'expression de VE*:

VE* = 2[D!D,+D]D, +D!D. +X(AlA, + ATA, + ATA,) L.,
2 [DII. + DI, + DL + A (Alb, + Alb, + ATb.)] (6.17)

Finalement I’équation VE* = 0 s’exprime:

[DID, + DID, + DID, + A (ATA, + ATA, + ATA,)| L.,

= (6.18)
[DI1. +D!1, + D'L + A (ATb, + ATb, + A”Tb.)]
La encore, on a donc une expression linéaire de la forme:
AT =¢ (6.19)
ou cette fois A est constant pour toutes les itérations, et ¢ dépend de I”.. et change

donc a chaque itération.
Si la matrice A est inversible, alors A~! pourra étre calculée une fois pour toutes

au début de I’algorithme et on n’aura plus qu’a calculer I"f! = A~le.
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6.2.3 Comparaison des deux approches

Dans les deux cas, la résolution de 1’équation VE = 0, les variables auxiliaires
étant fixées, se ramene a la résolution d’un systeme linéaire de la forme Al,... = c.
On peut d’ores et déja voir que la forme de 1’algorithme LEGEND est plus favorable,
puisque dans ce cas la matrice A, si elle est réguliere, pourra étre calculée et inversée
une fois pour toutes les itérations, alors que dans le cas de l'algorithme ARTUR, il
faudra calculer et inverser la matrice a chaque itération. Or I'inversion d’une matrice
est une opération problématique, en particulier dans le cas de matrices de grandes
dimensions, ce qui est le cas en traitement d’images bidimensionnelles et a fortior:
tridimensionnelles. Le probleme d’inversion est cependant facilité dans certains cas

si la matrice est creuse ou si elle peut étre mise sous une forme favorable (voir par

exemple [BLAN-94, NG-00]).

D’autre part, il convient donc de se poser la question, dans chacun des cas, de la
régularité de la matrice A. Dans le cas ’ARTUR, le fait que la matrice A change a
chaque itération comporte un autre inconvénient : I’étude de son inversibilité est moins
évidente. Dans notre cas, nous avons vu (§ 5.7.1) que la matrice Dng—l—DgDy—l—DZDz
avait des valeurs propres nulles; I'inversibilité de A dépend donc de la position des
valeurs propres de ATB, A, + AZByAy + ATB,A., or celle-ci dépend directement

des variables auxiliaires, donc il n’est pas possible de conclure.

Dans le cas de LEGEND, la matrice A a pour valeurs propres les éléments de la
matrice diagonale H,,. (§ 5.7.2.1), dont nous avons montré qu’ils n’étaient jamais nuls.
A est donc inversible, et peut étre inversée une fois pour toutes. Ces considérations

nous poussent donc a nous intéresser de plus pres a 1’algorithme LEGEND.

De plus, on sait d’une part que D, et A, sont circulantes, et d’autre part, que si C
est une matrice circulante, alors C7C est également circulante. La somme de matrices
circulantes étant également circulante, alors A, = DgDI + A AfAr est circulante
le méme raisonnement peut étre appliqué a A, et A, définies de facon similaire. On
sait que les matrices circulantes ont des propriétés intéressantes dans le domaine de
Fourier, c’est pourquoi nous proposons de poursuivre cette étude dans le domaine
spectral dans le paragraphe 6.3.
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6.3 Expression de LEGEND dans le domaine
spectral

L’équation 6.19 peut s’écrire de facon équivalente:

F.F,F,AF;'F;'F;'J7! = F,F,F.c (6.20)

rec

ott J7t1 est la T.F.D. de I+,

Or, compte-tenu de la commutativité des opérateurs (propriété 7 de ’annexe B),
on peut écrire:

F.F,F.AF;'F'F;' = F,AF;'+F,AF ' +F.AF'
= H,, (6.21)

ou H,,, est telle que définie au § 5.7.2.1. Or, nous avons montré (§ 5.7.2.1) que H,,,
était diagonale et inversible.

L’équation 6.20 peut donc étre résolue par des divisions scalaires dans le domaine
de Fourier:

(FF,F.c)(k)

Jn+1 k —
(k) H.,.(k, k)

(6.22)

Remarque : dans le cas de I’algorithme ARTUR, on peut également exprimer I’équa-
tion AI"*! = ¢ dans le domaine de Fourier, mais on peut facilement montrer que les
matrices de la forme AZBIAI ne sont pas circulantes (& moins d’avoir B, = B - Id
avec B une constante, ce qui n’est pas le cas dans le cas général) et donc il n’existe
pas d’expression diagonale pour A dans le domaine de Fourier. C’est pourquoi 1’algo-
rithme LEGEND est beaucoup mieux adapté a la résolution de notre probleme dans
le domaine de la T.F.D. Charbonnier aboutit d’ailleurs a la méme conclusion lors de
la résolution dans le domaine de la Transformée en Ondelettes (T.0.), bien que pour
des raisons différentes: il réalise un seuillage sur les valeurs de la matrice A dans le
domaine de la T.O., et dans le cas d’ARTUR, comme la matrice change a chaque
itération, il est nécessaire d’ajuster le seuil a chaque fois, alors que dans le cas de
LEGEND cette matrice est précalculée donc le probleme du choix du seuil ne se pose
qu’une fois pour toutes.

Il reste a étudier le terme F,F,F.c:

F.F,F.c = F,D!F;'J.+F,D/F,;'J, +F.D/F;'J,
+ MNFAIF'3, + F,ATF '3, + F.ATF'3.] (6.23)
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ou 3, B3, et 3, sont les T.F.D. respectives de b, b, et b,. Or, comme A, est circulante,
alors F,ATF~1 est diagonale et son élément courant s’exprime comme la T.F.D. de la

suite Az(m — n) pour m — n variant de —% a % — 1 (a un facteur N, pres), ce qui
donne:
(F,ATFZY (m,m) =1 — ¥ (6.24)

On note P, cette matrice, dont on déduit également les matrices P,, P,, P,, P,

et P, conformément aux notations habituelles. En introduisant également J,,. dans

I’équation 6.23, on obtient finalement I’expression suivante pour J"t!:

I (k) =

rec

Toyz (k) + A [Pk, k)87 (k) + Py (k, k) B (R) + P (K, k)37 (K)]
k)

(
nyz(k7
(6.25)

Finalement, I’algorithme LEGEND appliqué a notre probleme consiste a itérer les

étapes suivantes:
— Calculer b™*!, bZ“, b”*! selon ’expression 6.13.
— Calculer les T.F.D. g+t grtt o+t de b2t bpt! b2+t

— Calculer J™! selon 'expression :

T2k = (K)k + (K)r(B7 e 4+ (Ka)e (B )k + (K)r(B2 ) (6.26)

avec :
- (Joyz )
K = ——
( 1)k (szz)k,k
. (P2)kk
K = A
( Q)k (Hz‘yz>k,k
. (Py)rk
K = N —
( B)k (Ha:yz)k,k
- (P.)ix
K = A —"
( 4)k (Ha:yz)k,k

(6.27)

— Calculer la T.F.D. inverse I”*t! de J*+1.

rec rec

Cet algorithme est représenté sous forme schématique sur la figure 6.1, pour com-

paraison avec le schéma de la figure 5.3.
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6.3 Expression de LEGEND dans le domaine spectral

solution
courante

terme de
s - - - régularité
calcul des filtres fréquentiel

Hxyz et Pxyz ¢
(probléme direct)

initialisation

données

variables
auxiliaires

bx, by, bz

calcul de Jxyz

T.F.D.
vy

calcul de Jrec, 4—|

T.F.D. de la solution couran{ed

non

oui

image
solution

F1G. 6.1 — Schéma de principe de lalgorithme
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une variante pour la minimisation de la fonc-
tion d’énergie proposée au chapitre 5, qui s’appuie sur la théorie de la régularisation
semi-quadratique. Nous avons en particulier €tudié l'adaptation des algorithmes AR-
TUR et LEGEND ([CHAR-9/b]) au probléme qui nous intéresse ici, et il s’est avéré
que algorithme LEGEND permettait une écriture €légante et une mise en cuvre ef-
ficace de la résolution du probleme, grace a Uexploitation des propriétés de notre pro-
bléeme dans le domaine de la T.F.D. Dans le chapitre suivant, nous proposons une
évaluation comparative des deur méthodes, avant d’évaluer les résultats tant sur des

images synthétiques que sur des données réelles.
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CHAPITRE (

Evaluation et validation de la
reconstruction

Introduction

Ce chapitre se compose de trois parties principales : dans la premiére, nous pro-
posons une comparaison des deux algorithmes détaillés dans les chapitres 5 et 6. La
seconde partie consiste en une cvaluation détaillée de la reconstruction sur des ac-
quisitions anisotropes simulées a partir d’une image synthétique. Enfin, la troisiéme
concerne la validation de la méthode sur des volumes réels, pour lesquels nous disposons

pour l'instant de deux acquisitions complémentaires.

7.1 Comparaison des deux algorithmes de re-
construction

Nous avons étudié dans les chapitres 5 et 6 deux algorithmes permettant de trouver
le minimum de la fonction d’énergie présentée au chapitre 5, minimum qui représente la
solution du probleme de reconstruction a partir de plusieurs volumes complémentaires.
Nous proposons ici de comparer ces algorithmes en termes de temps de calcul, de
rapidité de convergence, de comportement au fil des itérations, et de sensibilité a
I’initialisation.

La figure 7.1 montre 1’évolution de la solution en fonction du nombre d’itérations,
pour I'image Rectangles (cf. annexe A). La figure 7.2 montre I’évolution de I’énergie et
de chacun de ses termes (fidélité aux données et régularisation) au fur et a mesure des
itérations. Ces résultats ont été obtenus pour une initialisation nulle (image uniforme
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de niveau de gris a valeur nulle), avec les parametres A = 10 et a = 2.

Dans le cas du gradient conjugué, on sait que la solution a l'issue de la premiere
itération, dans le cas d’une initialisation nulle, correspond a la solution non régularisée,
ce qu’on peut vérifier aisément visuellement sur la figure 7.1. A I’issue de cette premiere
itération, le terme d’attache aux données est donc minimal et le terme de régularisation
est «quelconque» ; au fur et a mesure des itérations, le terme de régularisation influe
plus sur la solution, donc on tend vers une solution plus «lisse». Cette évolution est
confirmée par 'examen des termes d’énergie sur la figure 7.2: le terme d’attache aux
données est minimal a la premiere itération et augmente ensuite, lorsque le terme de
régularisation diminue pour assurer la convergence du terme d’énergie globale.

Pour ce qui est de LEGEND, on sait qu’il s’agit d’un algorithme a introduction
progressive des discontinuités [CHAR-94b]. Avec une initialisation nulle, la solution a
I’issue de la premiere itération correspond a la solution avec régularisation quadratique,
généralement assez éloignée des données (d’ou une valeur importante de 1’énergie de
régularisation, figure 7.2). Ensuite, lors de I'introduction des discontinuités on constate
que I’énergie d’attache aux données diminue alors que I’énergie de régularisation aug-
mente pour permettre la convergence de I’algorithme vers le minimum de 1’énergie
globale.

Sur cet exemple, on constate que le gradient conjugué converge plus «rapidement» -
du moins en termes de nombre d’itérations - que LEGEND. Cependant, cela dépend des
données et des parametres : il arrive également que LEGEND converge plus rapidement
que le gradient conjugué. A titre d’exemple, nous montrons sur la figure 7.3 les résultats
des premiere et derniere itérations des deux algorithmes, pour A = 10 et a = 2 et une
initialisation nulle également, sur une coupe d’'un volume d’A.R.M. 3D de l'aorte.
L’évolution de ’énergie est représentée sur la figure 7.4: on peut vérifier que dans ce
cas, ’algorithme LEGEND converge plus rapidement que le gradient conjugué.

La rapidité de convergence fait intervenir non seulement le nombre d’itérations,
mais également le temps de calcul nécessaire pour accomplir ces itérations. Nous avons
donc comparé les temps de calcul des deux algorithmes. Il convient de noter que les
conclusions que nous en tirerons sont a prendre en relatif et non dans I'absolu : en effet,
les algorithmes ont été implantés sous Matlab, qui est un langage non compilé et ne
peut donc prétendre a rivaliser avec une implantation compilée et optimisée. La figure
7.5 montre le temps de calcul en fonction du nombre d’itérations dans le premier cas
présenté dans ce paragraphe. La figure 7.6 montre I’énergie en fonction du temps de
calcul, dans le méme cas que précédemment.

On constate que le temps de calcul du gradient conjugué augmente de facon linéaire
tant que I’énergie diminue, et qu’une fois que le minimum est atteint, le temps de calcul
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itération 1

itération 3

itération 10

itération 50

FiG. 7.1 — Evolution de la solution avec le gradient conjugué (a gauche) et avee LE-
GEND (a droite) ; en haut, a Uissue de la premiére itération, en bas, @ convergence.
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Fi1G. 7.2 — Evolution de l’énergie totale et de ses termes de fidélité aux données et
de régularisation, avec le gradient conjugué (en trait plein) et avec LEGEND (en
pointillés), au fil des itérations.

n’évolue plus. Pour LEGEND, le temps de calcul est linéaire également, mais cette fois
indépendamment de I’évolution de 1’énergie. Si I’'on compare les temps de calcul dans
la zone linéaire, c’est-a-dire avant atteinte du minimum par le gradient conjugué, on

constate que LEGEND est plus rapide, d'un facteur supérieur a 6.

La courbe tragant 1’énergie en fonction du temps de calcul montre que, méme si
dans ce cas LEGEND a besoin de plus d’itérations pour atteindre le minimum, la
rapidité relative de ces itérations par rapport a celles du gradient conjugué fait que
LEGEND est finalement plus efficace que le gradient conjugué. Ces résultats sont
évidemment confirmés dans les cas «favorables» a LEGEND (par exemple dans le cas
de la coupe de 'aorte).

Enfin, bien qu’une initialisation nulle convienne dans tous les cas puisqu’elle ne
nécessite aucune connaissance a priori sur la solution, on peut se pencher sur I'in-
fluence de l'initialisation sur la convergence. On peut vérifier que si I'on initialise avec
la solution non régularisée (que 'on peut calculer en fonction des données), le gradient
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7.1 Comparaison des deux algorithmes de reconstruction

Fi1G. 7.3 — Fvolution de la solution avec le gradient conjugué (a gauche) et avee LE-

GEND (a droite), au fil des itérations: en haut, a Uissue de la premiére itération ; en

bas, a convergence. (Coupe d’une image de 'aorte)

conjugué «gagne» une itération ; en revanche LEGEND converge plus difficilement que
dans le cas d’une initialisation nulle. Si au contraire on initialise avec la solution régu-
larisée de Tikhonov (que I'on peut également calculer a partir des données), LEGEND
démarre avec une énergie plus faible qu’avec initialisation nulle, et le gradient conju-
gué converge aussi bien que dans les autres cas. Si ’on initialise avec la moyenne des
deux acquisitions, les deux algorithmes se comportent de facon satisfaisante: 1’énergie
est plus faible a la premiere itération, puis la convergence est semblable au cas de
I'initialisation nulle. Enfin, nous avons également testé les algorithmes avec une initia-
lisation aléatoire (distribution gaussienne des niveaux de gris): les deux algorithmes

convergent vers le minimum global, mais LEGEND beaucoup plus lentement cette fois.

D’apres tous ces tests, le gradient conjugué semble légerement moins sensible a
Iinitialisation que LEGEND, en revanche en termes de temps de calcul LEGEND
s’avere presque toujours plus rapide a atteindre la solution stable (exception faite de
I'initialisation aléatoire). En conclusion, il apparait raisonnable de toujours initialiser
les algorithmes soit avec une image uniformément nulle, soit avec la moyenne des

acquisitions.
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FiG. 7.4 — Fvolution de [’énergie totale et de ses termes de fidélité aur données et
de réqularisation, avec le gradient conjugué (en trait plein) et avec LEGEND (en
pointillés), au fil des itérations. (Coupe d’une image de laorte)

Finalement, si I’on fait exception des quelques cas marginaux entrevus précédem-
ment, 'algorithme LEGEND apporte plusieurs améliorations a 1’algorithme du gra-

dient conjugué:

— du point de vue informatique, sa mise en ceuvre est beaucoup plus simple que
celle du gradient conjugué, grace aux simplifications rendues possibles par le

passage dans le domaine spectral ;

— sa convergence est meilleure que celle du gradient conjugué, si ’on tient compte
des temps de calcul et non des nombres d’itérations ;

— de plus, son comportement a introduction progressive des discontinuités n’est
pas dénué d’intéreét.

On peut émettre une réserve cependant, outre celle concernant la sensibilité a 1’ini-
tialisation: les algorithmes a régularisation semi-quadratique ne peuvent théorique-
ment s’appliquer qu’a une certaine classe de fonctions de régularisation. Cependant,
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4.5
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FiG. 7.5 — Fvolution du temps de calcul en fonction du nombre d’itérations, avec le

gradient conjugué (%) et avec LEGEND (o).

certains auteurs se penchent sur une généralisation de ces algorithmes a d’autres classes
de fonctions (voir par exemple [NIKO-01]).
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F1G. 7.6 — Evolution de l’énergie totale, avec le gradient conjugué (en traits pleins) et
avec LEGEND (en pointillés), en fonction du temps de calcul.
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7.2 Evaluation de la reconstruction

Dans cette partie, nous nous proposons d’évaluer la reconstruction sur une image
synthétique bidimensionnelle. Pour cela, nous nous intéressons a la fois a I'image et a
sa T.F.D. (toutes les T.F.D. présentées dans cette partie sont représentées en module
et en échelle logarithmique, avec la méme dynamique d’affichage afin de faciliter la
comparaison visuelle).

Nous travaillons ici sur les images Rectangles telles que définies dans ’annexe A.

7.2.1 Reconstruction non régularisée

Nous nous proposons de vérifier ici le résultat établi au § 5.7.1, qui caractérisait la
solution non régularisée, et de le commenter au vu des images.
La figure 7.7 présente le résultat de la reconstruction non régularisée.

Fig. 7.7 — A gauche, le résultat de la reconstruction non régularisée. A droite, sa

T.F.D.

La comparaison de I'image de la T.F.D. avec les T.F.D. des images sous-résolues (fi-
gures A.4 et A.5) est tout a fait conforme au résultat théorique évoqué précédemment,

a savoir que la T.F.D. de I'image reconstruite sans régularisation est formée:

— des coefficients de la T.F.D. de I'image sous-résolue selon z, si ceux-ci sont a

I’extérieur du support de la T.F.D. de I'image sous-résolue selon vy ;

— des coefficients de la T.F.D. de I'image sous-résolue selon y, si ceux-ci sont a

I’extérieur du support de la T.F.D. de I'image sous-résolue selon z ;

— de la moyenne des deux coeflicients, au centre du plan de Fourier ou les supports

se superposent ;
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— de coeflicients nuls ailleurs.

Ainsi, aucune information de haute fréquence perdue dans le processus de sous-
échantillonnage n’est retrouvée ou estimée, et le bruit est conservé: cela montre bien

la nécessité d’une régularisation.

7.2.2 Reconstruction avec régularisation quadratique

Nous proposons maintenant d’évaluer le résultat de la régularisation quadratique
(ou de Tikhonov), dont la caractéristique est de lisser I'image, mais sans en préserver
les discontinuités.

Le résultat est présenté sur la figure 7.8.

FiGg. 7.8 — A gauche, le résultat de la reconstruction avec régularisation quadratique.

A droite, sa T.F.D.

On voit aisément sur I'image que si le bruit a bien été supprimé, les contours
ont également été fortement lissés, ce qui montre la nécessité d’une régularisation
préservant les discontinuités. La T.F.D. confirme ces affirmations: en effet, aucune
information de haute fréquence n’a été introduite, et au contraire il apparait que
les coefficients pour lesquelles on dispose d’informations dans 1'une ou l'autre des

acquisitions (ou les deux), ont subi un filtrage passe-bas.
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7.2.3 Reconstruction régularisée: étude des hyperpa-
rametres

Dans un premier temps, nous proposons une évaluation visuelle des résultats ob-
tenus en fonction des valeurs des parametres, en séparant I'influence de A et celle de
Q.

Le parametre A permet de doser I'influence de la régularisation par rapport au
critere d’attache aux données. La figure 7.9 présente trois images obtenues par recons-
truction a a constant et avec des valeurs différentes de A. On peut vérifier que les
contours sont correctement préservés quel que soit A et que plus A est grand, plus le
bruit est lissé.

Fi1G. 7.9 — Influence du parameétre X : trois images obtenues par reconstruction a «
constant (a = 2) el avec @ gauche A = 0,5, au centre A = 2, a droite A = 10.

Quant au parametre « il constitue en quelque sorte un seuil au-dessous duquel les
differences entre voisins sont considérées comme du bruit et donc lissées, et au-dessus
duquel elles sont considérées comme information de contour et donc moins pénalisées.
Pour étudier I'influence du parametre «, il est intéressant de comparer des résultats
obtenus a produit « - A constant ; en effet, pour la fonction de Huber par exemple (cf.
§ 5.3.2), la pente de la zone linéaire de la fonction de régularisation ¢ (x) vaut 2« et
varie donc avec «, alors que la pente de la zone linéaire dans Ay(x) vaut 2Aa. Cela est
illustré sur la figure 7.10, dans le cas de la fonction des surfaces minimales (les courbes
obtenues avec la fonction de Huber sont similaires) : lorsque le produit o - A n’est pas
constant, I’étude de I'influence de «a est perturbée par la variation de la pondération
de 'attache aux données par rapport a la régularisation. Cela est tout a fait empirique
et est a moduler: en effet, pour deux valeurs tres différentes de a, la pente 2\« reste la
méme mais la différence des ordonnées a l'origine est tres grande et cette loi empirique

n’est plus valable.
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FiG. 7.10 — [llustration de la contrainte o - A = constante pour [’étude de ["influence
de a: tracé de X Yps(z, ) pour différents couples de valeurs de (o, M).

Compte-tenu de cette remarque, nous présentons dans la figure 7.11 les résultats
obtenus pour diverses valeurs de «, en maintenant o - A constant.

Alors que les contours des zones constantes les plus intenses, correspondant a des
écarts entre voisins importants, sont bien préservés dans tous les cas, dans le cas des
contours des zones les moins intenses on peut constater 'apparition d’un lissage pour
les cas ou « est plus grand.

Nous proposons maintenant une étude plus complete de 'influence des hyperpara-
metres, en étudiant non seulement visuellement les images obtenues, mais aussi plus
objectivement grace a I’examen de leurs T.F.D. et au calcul de mesures permettant
d’évaluer objectivement les résultats en termes de fidélité aux données et de préserva-
tion des contours.

La figure 7.12 présente les images obtenues en fonction des différents jeux de valeurs
testés pour les parametres (les niveaux de gris sont sur [0;255]) ; les T.F.D. correspon-
dantes sont présentées sur la figure 7.13.

On retrouve dans ces tableaux les caractéristiques évoquées aux § 7.2.1 et 7.2.2
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FiG. 7.11 — Influence du paramétre « : trois images obtenues par reconstruction avec

a-A~50 et a gauche a = 2, au centre o = 10, a droite a = 20.

0.5 1 2 5 10 20 50 100 200
i
I
o)

o
o
-
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Fi1G. 7.12 — Les images obtenues pour les différents jeux de parameétres (o, X) testés.
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FiG. 7.13 — Les T.F.D. des images de la figure 7.12, obtenues pour les différents jeux

de paramétres (o, \) testés.

100

200

pour les valeurs extrémes des parametres: pour de tres faibles valeurs du parametre
A, on tend vers une solution non régularisée, et donc vers une moyenne pondérée dans
le plan de Fourier des deux acquisitions anisotropes originales. Pour des valeurs non
négligeables de A, et de fortes valeurs de a (de I'ordre de grandeur de la dynamique
de I'image, & savoir au maximum 255), la fonction ¢ (x) se comporte comme la fonc-
tion quadratique pure, et donc les discontinuités sont lissées. Dans le cas extréme, la
reconstruction tend vers une image uniforme.

Les effets des valeurs des hyperparametres évoqués ci-dessus sont également confir-
més par ’examen visuel des images: a a constant, quand A augmente, on constate
que les images reconstruites sont de moins en moins fideles aux données d’origine.
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Cette introduction d’a priori se traduit sur les T.F.D. en particulier par I'introduction
de coeflicients non nuls dans les «coins» (c’est-a-dire les zones non couvertes par les
acquisitions d’origine).

A X-« a peu pres constant (sauf pour les grandes valeurs de o), quand o augmente
on constate que le lissage affecte des variations de plus en plus importantes: quand
« est faible, seules les petites variations correspondant au bruit sont lissées, quand «
augmente, les transitions entre le fond et les objets les moins intenses sont également
lissées, et quand « est tres grand (de l'ordre de la dynamique de I'image), toutes les
transitions sont lissées et les contours deviennent visuellement «flous». Sur les T.F.D.,
on peut constater que quand « augmente, la T.F.D. est filtrée par un filtre passe-bas
de plus en plus étroit.

Visuellement, a ’appui a la fois des images de la figure 7.12 et de leurs T.F.D. de
la figure 7.13, nous pouvons donc définir une zone optimale pour les hyperparametres.
Cette zone est obtenue pour des valeurs faibles de «, et des valeurs intermédiaires de .

Nous proposons maintenant d’évaluer de facon plus objective les différentes re-
constructions en fonction des parametres, en termes de préservation des contours et
de lissage du bruit.

Pour ce faire, plusieurs mesures ont été définies :

— la puissance des contours est définie comme la puissance du gradient de la zone
de I'image telle que le gradient correspondant dans 'image de référence (non
bruitée) est non nul. Si les contours sont moins nets que sur I'image de référence,
le gradient correspondant «s’étale» et donc son amplitude sur la zone définie
ci-dessus s’affaiblit. Cette mesure devrait donc étre un indicateur objectif de la

netteté des contours.

— la variance du bruit sur des zones homogenes est calculée sur différentes zones
correspondant a des zones constantes dans 'image de référence. Flle permet
d’évaluer le bruit proprement dit indépendamment de 1’étalement des contours.
Elle est calculée typiquement sur le carré d’intensité maximale, sur une des zones

plus petites d’intensité intermédiaire, et sur une zone du fond.

— la puissance de I'image de différence, enfin, est une mesure plus globale, puis-
qu’elle mesure a la fois 1’étalement des contours au voisinage des zones de tran-
sition, et le bruit sur les zones homogenes. Cependant, cette mesure, qui n’est
autre que l'erreur quadratique, est incontournable car utilisée de facon quasi-
universelle.
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D’apres ces définitions, on voit qu’a une «bonne» image doivent correspondre un
maximum pour la puissance des contours et des minima pour les autres mesures. Pour
des raisons d’homogénéité, nous considérerons dans la suite I'inverse de la puissance des
contours, afin qu’a une bonne image correspondent toujours des minima des mesures
considérées.

Sur la figure 7.14 sont présentés les résultats des mesures définies ci-dessus pour

I’ensemble des images reconstruites de la figure 7.12.

alpha alpha

alpha alpha

FiG. 7.14 — En haut a gauche, Uinverse de la puissance des contours (en affichage
logarithmique). En haut a droite, la puissance de l'image de différence. En bas a gauche,
la variance du bruit sur une zone de l'objet le plus intense. En bas a droite, la variance

du bruit sur une zone du fond.

Sur chacune de ces courbes, les «<meilleurs» jeux de parameétres sont ceux correspon-
dant aux «vallées». Or, ’examen visuel de ces courbes confirme l'existence d’une zone
de minima commune a toutes les mesures. Cette zone est tracée approximativement
sur la figure 7.15.

La superposition de la zone «optimale» avec le tableau d’images et leurs T.F.D. des
figures 7.12 et 7.13 permet de vérifier que les «meilleurs» jeux de parametres fournis
par les mesures définies plus haut correspondent bien aux «meilleures» reconstructions
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F1G. 7.15 — La zone optimale pour le jeu de parameétres (a,X) d’aprés les mesures de

la figure 7.14.

visuelles. D’autre part, les reconstructions apparaissent assez robustes a des variations
raisonnables des parametres dans et autour de la zone «optimale». Empiriquement, on
peut dire qu’on peut multiplier ou diviser @ ou A par un facteur 2 ou 3 sans changer
fondamentalement les caractéristiques et la qualité de la reconstruction, a condition
de ne pas s’éloigner trop de la zone optimale définie précédemment.

Finalement, nous avons pu montrer qu’il existe un ensemble de jeux de parametres
(a,A) permettant de reconstruire des images avec un bon rapport signal sur bruit et de

préserver les discontinuités correspondant aux frontieres entre les différentes structures.

Nous proposons de vérifier ces résultats sur des images synthétiques de vaisseaux
sténosés; pour cela, nous utilisons le modele présenté dans 'annexe A, en deux di-
mensions. Nous utilisons dans la suite deux images de référence, obtenues pour deux
orientations différentes du vaisseau, avec un rayon de 8 pixels, et une sténose a 70 %.
Chacune de ces images a été dégradée conformément a la modélisation du chapitre 4,
avec un rapport de résolutions de 3,2, puis bruitée avec un bruit gaussien d’écart-type

égal a 5 % de la dynamique de I'image.

Nous avons adopté la méme démarche d’évaluation que pour I'image Rectangles:
la solution a été calculée pour différentes valeurs du couple (A, ). L’image n’étant
cependant pas rigoureusement constante par morceaux, il est plus délicat d’évaluer
indépendamment la qualité des contours et 1’élimination du bruit, comme nous avons
pu le faire pour I'images Rectangles; nous utilisons donc pour 1’évaluation quantitative
une mesure unique et globale, qui est la puissance de I'image de différence entre la
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référence non bruitée et la solution. Les images obtenues sont présentées sur la figure
7.16 pour la premiére orientation du vaisseau (vaisseau «droit») et sur la figure 7.17
pour la seconde (vaisseau «oblique»). La puissance de I’erreur est représentée sur la
figure 7.18. Il convient de noter que la puissance est relative: I'objet ici n’est pas de
comparer la puissance de I'erreur pour les deux vaisseaux pour un jeu de parametres
donné, mais de montrer que les jeux de parametres permettant de minimiser cette
erreur sont confondus.

0.1 0.5 1 2 5 10 20 50 100 200
i
Y
o)

o
o
-
o
o
N

FiG. 7.16 — Les images obtenues pour les différents jeur de paramétres (o, \) testés

sur le vaisseau «droit».

Il s’avere que la zone correspondant a une puissance de ’erreur minimale est tout
a fait conforme avec celle obtenue lors de 1’évaluation sur I'image Rectangle (cf. figure
7.15) : les jeux de parametres optimaux pour I'image constante par morceaux sont donc
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FiG. 7.17 — Les images obtenues pour les différents jeur de paramétres (o, \) testés

100

200

sur le vaisseau «oblique ».

également optimaux, au sens de ’erreur globale, pour une image de vaisseau sténosé.
Visuellement, on peut vérifier que les images obtenues dans cette zone de valeurs de
(X, @) sont satisfaisantes, tant en termes de préservation des contours, y compris au
niveau de la sténose, qu’en termes de filtrage du bruit. Nous jugeons donc raisonnable
d’adopter ces parametres pour les images d’A.R.M. sur lesquelles nous proposons de
valider la méthode au paragraphe suivant.

[’étude précédente ayant prouvé la robustesse des résultats vis-a-vis des para-
metres, et 'existence de valeurs de parametres satisfaisantes pour les différents types
d’images traités, nous n’avons pas jugé nécessaire d’envisager une estimation auto-
matique des parameétres comme le font de nombreux auteurs [JALO-99, NIKO-95].
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lambda

FiG. 7.18 — La puissance de l'erreur en fonction de X et a. A gauche, pour le vaisseau

«droit», a droite, pour le vaisseau «oblique ».

Cependant, nous pensons qu’une telle approche serait intéressante a envisager a titre

de perspective.
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7.3 Résultats cliniques

Pour I’application clinique, nous disposons de quelques jeux de données tridimen-
sionnelles sur des arteres aortes, sur des arteres carotides, et sur des arteres rénales.
Chaque jeu de données est constitué de deux volumes anisotropes, chacun étant ac-
quis apres l'injection de gadolinium et durant une apnée du patient. Nous présentons
ici les résultats obtenus pour 'un des jeux de données sur ’aorte, puis sur 'un des
jeux de données sur la carotide; les résultats obtenus sur les autres jeux de données
des mémes arteres sont similaires. En ce qui concerne les arteres rénales, nous nous
sommes heurtés a un probleme sur lequel nous reviendrons dans le chapitre suivant ;
c’est pourquoi nous ne montrons pas les résultats obtenus sur les arteres rénales dans

cette partie.

7.3.1 Exemple sur une aorte

Les séquences utilisées sont des séquences 3D d’écho de gradient, avec T = 4, Tms
et Ty = 1lms et une amplitude de champ de 1,5 Tesla. Soient, conformément aux

notations utilisées dans le milieu de I'imagerie médicale :
— x la direction supéro-inférieure,
— y la direction antéro-postérieure,
— 7z la direction droite-gauche.

Le champ de vue du premier volume est de 500 x 312 x 160 mm? respectivement
en z, y, z, la direction z étant celle du codage par la fréquence. Les dimensions de
la matrice sont de 512 x 140 x 40. Les dimensions des voxels sont donc, en z, y, z
respectivement, de 0,98 x 2,23 x 4 mm?>.

3 respectivement

Le champ de vue du second volume est de 160 x 312 x 500 mm
en x, y, z, la direction z étant celle du codage par la fréquence. Les dimensions de
la matrice sont de 40 x 140 x 512. Les dimensions des voxels sont donc, en z, y, z
respectivement, de 4 x 2,23 x 0,98 mm?>.

Le champ de vue de l'intersection de ces deux volumes est donc de 160 x 312 x
160 mm?. Les régions d’intérét des deux acquisitions correspondant a l'intersection
sont donc de dimensions 164 x 140 x 40 pour le premier volume, et 40 x 140 x 164

pour le second.
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Afin de bien mettre en évidence la complémentarité des résolutions, nous présentons
les résultats sous forme de séries de coupes extraites orthogonalement a la direction
de résolution constante (ici y).

Les figures 7.19 et 7.20 montrent les deux volumes sous-résolus (apres sélection
d’une «coupe» sur deux dans une région d’intérét). La figure 7.21 présente le résul-
tat obtenu avec A = 5 et a = 2. Ce résultat a été évalué de fagon subjective par
un angiologue spécialiste de 1’angiographie par résonance magnétique, qui a confirmé
que les images offraient une grande qualité de visualisation de l'aorte ascendante et
des vaisseaux supra-aortiques, permettant ainsi d’améliorer le diagnostic d’éventuelles
pathologies. De plus la précision des frontieres a été jugée excellente, et devrait donc
permettre une segmentation robuste des vaisseaux et par conséquent une quantification
précise des dimensions des vaisseaux.

Nous présentons sur une coupe d’intérét le résultat obtenu avec les mémes para-
metres que ci-dessus, ainsi que le résultat avec A = 0, ainsi que leurs T.F.D. respectives
(figure 7.22). On constate que l'image non régularisée est entachée d’un bruit assez
peu «naturel» (effet de «quadrillage» dit a I'interpolation dans les deux directions prin-
cipales du plan considéré), alors que I'image régularisée est plus lisse, avec cependant
des discontinuités franches aux frontieres du vaisseau. On peut également constater
sur les T.F.D. que celle de la coupe avec régularisation est plus «naturelle» que celle
de la coupe sans régularisation qui comporte des troncatures brutales.

Enfin, puisque 'outil de diagnostic de référence des angiologues est, a 1’heure ac-
tuelle, le MIP (cf. § 2.4.2), nous présentons sur la figure 7.23 des MIP calculés a partir
des deux volumes sous-résolus et de la reconstruction.
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Fic. 7.19 — Le volume de données sous-résolues selon la direction «verticale ».
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Fic. 7.20 — Le volume de données sous-résolues selon la direction «horizontale ».
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FiGc. 7.21 — Le volume reconstruit avec A =5 et o = 2.
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(e)

FiG. 7.22 — Résultat sur une coupe d’intérét. (a) et (b): images sous-résolues. (¢):

résultat sans régularisation. (d): résultat avec X =5 et o = 2. (e): T.F.D. de (c).
(f): T.F.D. de (d).
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FiGg. 7.23 — MIP calculés a partir des volumes 3D. A gauche: volume sous-résolu
selon la direction «verticale». Au miliew: volume sous-résolu selon la direction

«horizontale». A droite : volume reconstruit.
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7.3.2 Exemple sur des carotides

Les séquences utilisées sont également des séquences 3D d’écho de gradient, avec
Thr = 6ms et Ty = 2.2ms et une amplitude de champ de 1,5 Tesla.

3 respectivement

Le champ de vue du premier volume est de 536 x 160 x 320 mm
en z, y, z, la direction z étant celle du codage par la fréquence. Les dimensions de
la matrice sont de 40 x 256 x 512. Les dimensions des voxels sont donc, en z, y, z
respectivement, de 1,375 x 0,625 x 0,625 mm?>.

Le champ de vue du second volume est de 320 x 488 x 160 mm?

respectivement
en x, y, z, la direction = étant celle du codage par la fréquence. Les dimensions de
la matrice sont de 512 x 40 x 256. Les dimensions des voxels sont donc, en z, y, z
respectivement, de 0,625 x 1,25 x 0,625 mm?.

De P'intersection de ces volumes, nous avons extrait deux régions d’intérét corres-
pondant aux carotides gauche et droite. Afin de bien mettre en évidence la complé-
mentarité des résolutions, nous présentons les résultats sous forme de séries de coupes
extraites orthogonalement a la direction de résolution constante, ici z, donc des coupes
sagittales. Les champs de vue des deux régions d’intérét sont d’environ 53 x 47 x 13mm?
pour la carotide droite et 53 x 47 x 19 mm? pour la carotide gauche.

Les figures 7.24 et 7.25 présentent la carotide droite, dans chacun des volumes
sous-résolus ; le résultat obtenu avec A = 5 et a = 2 est présenté sur la figure 7.26.

De méme, les figures 7.27, 7.28, et 7.29 montrent les volumes sous-résolus et la
reconstruction obtenue sur la carotide gauche.

De la méme fagon que pour les aortes, nous proposons sur les figures 7.30 et 7.31
de comparer sur les MIPs les volumes originaux et la reconstruction.

Ces résultats ont également été évalués par un spécialiste, qui les a jugés tout a fait
satisfaisants, que ce soit en termes de contraste et de qualité d’image, ou en termes de
précision et netteté des bords des vaisseaux.

Une sténose a été détectée sur la carotide droite de ce patient, juste apres la bifur-
cation de la carotide interne, comme indiqué par la fleche sur la figure 7.32. Celle-ci
est située dans une portion de vaisseau dont I'axe est presque aligné avec la direction
antéro-postérieure, et n’est par conséquent pas bien visualisé sur le MIP correspondant
au volume sous-résolu orthogonalement a cette direction (figure 7.31, au milieu) ; dans
lautre volume (figure 7.31, a gauche), la sténose est visible, mais étant trés courte elle
est difficilement quantifiable méme dans ce volume. C’est pourquoi la reconstruction
a été jugée nettement meilleure que chacune des acquisitions sous-échantillonnées.
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Fic. 7.24 — Carotide droite: le volume de données sous-résolues selon la direction

«horizontale » (antéro-postérieure).
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Fic. 7.25 — Carotide droite: le volume de données sous-résolues selon la direction

«verticale » (supéro-inférieure).
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FiGc. 7.27 — Carotide gauche : le volume de données sous-résolues selon la direction
«horizontale » (antéro-postérieure).
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FiGc. 7.28 — Carotide gauche : le volume de données sous-rés
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FiG. 7.29 — Carotide gauche : le volume reconstruit avec A =5 et o = 2.
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Ll ke

Fi1G. 7.30 — MIP calculés a partir des volumes 3D de la carotide gauche. A gauche :
volume sous-résolu selon la direction «horizontale». Au milieu : volume sous-résolu

selon la direction «verticale». A droite: volume reconstruit.

I

FiG. 7.31 — MIP calculés a partir des volumes 3D de la carotide droite. A gauche :
volume sous-résolu selon la direction «horizontale». Avu miliew : volume sous-résolu

selon la direction «verticale». A droite : volume reconstruit.
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sténose

FiG. 7.32 — Schéma de l'artére carotide droite. La fléche indique la position de la
sténose.
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Conclusion

La comparaison des deux algorithmes a permis de montrer les avantages formels et
algorithmiques de [utilisation conjointe des développements semi-quadratiques et du
domaine fréquentiel pour la minimisation de la fonction d’énergie.

La méthode a ensuite été €valuée de facon qualitative et quantitative, par compa-
raison des images reconstruites avec une image de référence, a partir de laquelle ont
éte simulées des acquisitions sous-résolues. Cela a permis de montrer les apports de
la méthode en termes de préservation des contours et d’amélioration du rapport signal
sur bruit. D’autre part, la méthode s’est avérée robuste vis-a-vis des deux paramétres
de régularisation.

Dans un dernier temps, nous avons appliqué la méthode sur des données réelles, a
savoir, des jeuxr de données tridimensionnelles composés de deux volumes complémen-
taires, sur laorte et sur les carotides. La qualité des résultats a é€té confirmée par le
cardiologue-radiologue ayant effectué les acquisitions d’origine, que ce soit en termes

de rapport signal sur bruit ou en termes de préservation des contours.
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CHAPITRE 8

Perspectives cliniques

Introduction

Comme annoncé au chapitre précédent, si la méthode a pu étre appliquée avec
succes sur les données réelles des aortes et des carotides, il subsiste quelques problémes
qui ont été évoqués mais méritent qu’on leur accorde plus d’attention. C’est le cas en
particulier du probléme des mouvements entre les acquisitions, que nous exposons dans
la premiére partie de ce chapitre.

Dans la seconde, nous abordons la possibilité de Uapplication au suivi temporel et
suggérons des pistes pour adapter la méthode actuelle a cette application.

Dans la derniére, nous donnons quelques éléments de réflexion pour Uadaptabi-
lité de la méthode, dédiée aux acquisitions 3D d’A.R.M., a d’autres types de données
médicales.

8.1 Le probleme du mouvement

Dans cette partie, nous souhaitons mettre en évidence et discuter un probleme
auquel nous nous sommes heurtés lors de ’application de la méthode sur les données
réelles : le probleme des mouvements du patient entre les deux ou trois acquisitions.
En effet, les acquisitions sont effectuées de maniere séquentielle, avec le plus souvent
une ou plusieurs respirations entre les acquisitions, donc il est inévitable que le patient

change méme légerement de position. On peut distinguer deux sortes de mouvements:

— les mouvements rigides, c’est-a-dire quand toutes les structures anatomiques de la
région d’intérét sont soumises au méme déplacement par rapport au «référentiel»

formé par la table d’acquisition,
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— les mouvements élastiques, c’est-a-dire quand il y a également déplacement relatif

entre les structures.

8.1.1 Les mouvements rigides : recalage automatique

Des mouvements rigides de translation sont présents sur tous les jeux de données
que nous avons été amenés a traiter pour valider nos travaux. Dans ce cadre, les
recalages ont été effectués manuellement, avec évaluation visuelle, par mise en corres-
pondance de structures d’intérét bien contrastées, délimitées manuellement.

Nous proposons, a titre de perspective, d’automatiser ce recalage, en I'intégrant
dans la reconstruction. Nous présentons ci-dessous une solution formelle a ce probleme.

Nous supposons que les volumes de données [, et I, peuvent avoir subi une trans-
lation de quelques voxels selon chacune des trois directions de 'espace, par rapport
au volume [, que l'on prend donc comme référence. On peut donc modifier le terme

d’attache aux données (), de la fagon suivante:
@y = DyLycc — T,T,T.I, H2 (8.1)

ou T, est obtenu a partir de T}, par la transformation définie dans ’annexe B selon
z, et de méme pour T, et T,, avec T, une matrice s’appliquant a une «colonne» de
données selon x, obtenue par permutation circulaire d’ordre k¥ a partir de la matrice

Identité. T, est donc de la forme (ici avec k¥ = 1):

01000
00100

T,=1000 10 (8.2)
00001
10000

Le probleme consiste donc a trouver le minimum de la fonction d’énergie modifiée, par
rapport aux éléments de [... d’une part et d’autre part par rapport a kY, kY, k¥, kZ,
ket k7.

Nous n’entrons pas plus dans le détail de cette méthode, que nous proposons ici uni-
quement a titre de perspective. Cependant, cette approche nous semble plus judicieuse
que celle consistant a recaler entre eux les volumes interpolés, puisque la «meilleure»
translation est «meilleure» au sens de la «meilleure» reconstruction. Signalons égale-
ment qu’il pourrait étre judicieux d’introduire un terme d’énergie supplémentaire (ce
qui a pour effet désagréable d’introduire un parametre de pondération supplémen-
taire...) qui pénaliserait les déplacements de grande amplitude, par exemple de fagon
quadratique en k.
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8.1.2 Mise en évidence des mouvements élastiques

Si un recalage rigide par translation s’est avéré satisfaisant sur les images des
aortes et des carotides, sur les images des arteres rénales les mouvements élastiques
des vaisseaux ont empéché de valider la méthode de reconstruction. Ce phénomene
est illustré sur la figure 8.1, qui présente les deux volumes sous-résolus et le volume
reconstruit sous forme de MIPs frontaux.

Sur ces projections on peut distinguer:

— l’aorte abdominale (le vaisseau de plus grand diametre orienté verticalement et

situé au centre de la région d’intérét),

— les arteres rénales, qui partent de part et d’autre de l'aorte vers le bas puis

«remontent» avant de se diviser en plusieurs vaisseaux,

— les reins (grosses structures de forme ovale situées aux extrémités gauche et droite

de I'image), irrigués par les vaisseaux provenant des arteres rénales.

Le recalage rigide a ici été effectué sur ’aorte abdominale et le départ des arteres
rénales ; or, on peut voir sur la reconstruction que si l'aorte et le départ des rénales sont
bien reconstruits, en revanche on constate un dédoublement des vaisseaux irriguant
les reins. Ainsi, le recalage rigide n’est pas valable pour toute I'image, et il n’est pas
possible d’obtenir une reconstruction de haute résolution satisfaisante. Cela s’explique
par le fait que l"aorte abdominale est reliée au rachis par des structures fibreuses, et
que lors de la respiration les reins bougent par rapport au rachis: par conséquent les
vaisseaux sont amenés a se déformer.

Introduire la possibilité d’un mouvement non rigide dans la reconstruction, comme
nous ’avons proposé dans le cas rigide (§ 8.1.1), multiplie par quatre le nombre de
données a optimiser (pour chaque voxel, I'intensité et trois parametres de translation),
ce qui ne semble pas raisonnable; de plus, on peut montrer aisément qu’il n’est pas
possible d’intégrer un recalage élastique avec le formalisme matriciel que nous avons
utilisé tout au long de ce travail.

Enfin, du point de vue médical, on peut discuter de la légitimité d’un recalage élas-
tique: recaler plusieurs volumes par mise en correspondance avec un volume implique
qu’une importance plus grande est accordée au volume de référence, et peut occulter
des déformations dont la détection pourrait pourtant étre utile au diagnostic.

Pour ces diverses raisons, nous préconisons donc de se limiter a un recalage rigide
global, et de trouver d’autres solutions qu’un recalage élastique au probleme des petites
déformations des vaisseaux. Nous discutons ces solutions au paragraphe suivant.
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FiG. 8.1 — MIPs frontaux calculés a partir des volumes 3D des artéres rénales. (a)
volume sous-résolu selon la direction «verticale » (supéro-inférieure). (b) volume sous-
résolu selon la direction orthogonale au plan de la projection (antéro-postérieure). (c)

volume reconstruit.

8.1.3 Solutions cliniques

Au vu des résultats obtenus au chapitre 7 et au paragraphe 8.1.2, il apparait
que le choix d’une utilisation clinique parmi celles présentées au paragraphe 3.3 est
étroitement lié a I'application clinique considérée.
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En effet, nous avons vu que dans certains cas (l’aorte, la carotide), la technique
«multi-apnées» est valable, et peut donc permettre une amélioration significative de
la résolution. En revanche, dans d’autres cas (’artere rénale), les petits mouvements
peuvent étre redhibitoires lors de 'utilisation de la technique «multi-apnées», et donc
seule la solution «mono-apnée» peut étre utilisée, car elle seule permet de s’affran-
chir des problemes de mouvements élastiques des vaisseaux entre les diverses apnées ;
celle-ci nécessite le développement de séquences d’acquisition spécifiques permettant

d’enchainer les acquisitions.

8.2 Application au suivi temporel

Nous avons, tout au long de ce document, exclusivement considéré "application
de la méthode a des données statiques. L’objet de cette partie est d’aborder la possi-
bilité d’appliquer la méthode a des séquences d’images, I’application clinique princi-
pale en A.R.M. étant I’amélioration de la résolution temporelle dans le suivi de bolus
(cf. § 2.3.3). Clest cette idée également qui est utilisée dans la méthode « TRISK»
[KORO-96].

Une premiere approche consiste a utiliser la méthode pour diminuer le temps d’ac-
quisition d’'un volume de résolution donnée, permettant ainsi d’acquérir deux volumes
consécutifs avec une fréquence plus élevée. Le principe en est représenté sur la figure
8.2.

FiG. 8.2 — Principe de lutilisation de la méthode pour 'amélioration de la résolution

temporelle d’une séquence d’images pour le swivi de bolus : premiére approche.

Une seconde approche, proposée dans [HERM-01], consiste a effectuer la recons-
truction de maniere «glissante», ce qui permet d’augmenter d’un facteur 2 ou 3 la
fréquence temporelle d’acquisition, comme le montre le schéma de la figure 8.3.
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FiG. 8.3 — Principe de lutilisation de la méthode pour 'amélioration de la résolution

temporelle d’une séquence d’images pour le suivi de bolus : seconde approche.

Il convient de noter que dans la deuxieme approche, chaque acquisition sous-résolue
est utilisée deux ou trois fois du fait de la reconstruction glissante, et que celle-ci
implique donc un moyennage temporel. On pourrait envisager, de la méme facon que
dans le domaine spatial, d’introduire des a priori dérivés de 1’étude du passage d’un
bolus dans I'image, afin de préserver dans la séquence les hautes fréquences temporelles
correspondant au déplacement du bolus dans le vaisseau. Cette idée a déja été utilisée
pour l'imagerie sans contraste du coeur par exemple [DOYL-95b].

De premiers résultats de reconstruction a partir d’une séquence temporelle, simulée

a partir de données réelles statiques, sont présentés dans [HERM-01].

8.3 Application a d’autres types de données

8.3.1 Validité du modele de sous-échantillonnage

La méthode proposée ici est applicable dans son intégralité a n’importe quel jeu
d’images [.R.M. 3D, si les «parallélépipedes» représentant la zone a imager possedent la
méme orientation, c’est-a-dire si chaque direction de codage de chaque volume coincide
avec une des directions de codage des autres volumes.

Elle s’applique également a un couple d’images [.R.M. 2D représentant le méme
plan, sous les mémes conditions, a savoir que la direction de codage par la fréquence
d’une image correspond a la direction de codage par la phase de 1’autre, et inversement.
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Il peut étre également intéressant d’appliquer le principe a des volumes tridimen-
sionnels d’I.LR.M., mais acquis en «multi-coupes», c’est-a-dire en fait un ensemble
d’images I.R.M. 2D. Ce type d’acquisitions est encore beaucoup utilisé en I.R.M. cé-
rébrale par exemple ([AURD-97]), ou I'on acquiert souvent un ensemble de coupes
frontales et un ensemble de coupes axiales (par exemple), avec une forte anisotropie
dans la direction orthogonale aux coupes.

Or, la modélisation que nous avons introduite au chapitre 4 ne s’applique pas
directement & ce type d’images, puisqu’il n’y a pas de codage fréquentiel (fréquence
ou phase) dans la direction orthogonale aux coupes.

Il convient alors de distinguer deux types d’acquisitions:

— si les coupes sont jointives, c’est-a-dire que chaque plan du corps du patient est
pris en compte dans une coupe et une seule (autrement dit, I’épaisseur de coupe
est égale a la distance inter-coupes), la modélisation du chapitre 4 devra étre

remplacée par le modele de I’échantillonneur moyenneur.

— si les coupes sont non-jointives, c’est-a-dire que certaines «tranches» du patient
ne sont prises en compte dans aucune des coupes (autrement dit, I’épaisseur de
coupe est inférieure a la distance inter-coupes), alors la modélisation précédente
ne sera pas valable non plus. Dans ce cas, si ’épaisseur de coupe est tres petite
devant la distance inter-coupes, on pourra approcher le modele par celui de

I’échantillonneur «idéal» (multiplication par un «peigne de Dirac»).

8.3.2 Validité des a priori de régularisation

Les outils de régularisation introduits au chapitre 5 ont été choisis pour une appli-
cation bien ciblée: celle de ’angiographie par résonance magnétique avec injection de
Gadolinium, ou les structures d’intérét sont des vaisseaux intenses sur fond sombre, et
dont on cherche a délimiter le plus précisément possible les frontieres, afin de quantifier
les variations de diametres permettant de mesurer la sévérité d’'une pathologie.

Nous avons indiqué au paragraphe précédent (8.3.2) que moyennant une redéfini-
tion du modele, le principe général de la méthode pouvait étre adapté a d’autres types
d’images, par exemple les images anatomiques cérébrales. L’idée peut également étre
utilisée, si la forme des données s’y préte, a des images fonctionnelles du cerveau par
exemple, ou a des images anatomiques ou fonctionnelles du cceur, etc.

Il convient alors, dans chaque cas, de se poser les questions suivantes :

— quelles connaissances a-t-on sur 'image, et quels a priori peut-on en tirer qui
permettent de guider la reconstruction?
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— quelles informations utiles au diagnostic cherche-t-on a récupérer en fin de chaine

de traitement, et quelles contraintes cela implique-t-il pour la méthode?

Ces questions sont certes tres générales, mais elles sont fondamentales et il est
certain que pour les diverses applications évoquées ci-dessus, les réponses seront diffé-

rentes et donc la méthode nécessitera une adaptation soignée.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons souhaité aborder deux questions qui se posent assez
naturellement apres l'exposé de nos travaur. La premiére est directement liée a ces
travauz, et doit étre toujours présente a Uesprit des utilisateurs potentiels du principe
d’acquisition exposé dans ce rapport. En effet, selon la zone anatomique a imager et les
paramétres d’acquisition choisis, les gains de la méthode proposée peuvent étre anihilés
par les artefacts de mouvement qu’elle induit.

On peut également mentionner un probléme connexe, qui concerne la prise en
compte des différences de contraste entre les acquisitions, dues a des variations d’opa-
cification. On peut envisager une solution similaire a celle proposée pour le probleme
des mouvements, qui consisterait donc a ajouter dans la fonction d’énergie des pa-
rametres a optimiser conjointement avec les niveaux de gris, et qui pondéreraient les
termes d’attache aux données.

Le deuxieme point se devait d’étre abordé a titre d’ouverture, afin de discuter de
la généralité et de la «généralisabilité » de la méthode, développée a l'origine pour une
application donnée. En nous cantonnant auz applications en [.R.M., nous donnons

quelques pistes permettant d’adapter notre méthode a des données autres que celles de

’A.R.M. 3D.
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CHAPITRE 9

Conclusion et perspectives

L’objectif général de cette these était de contribuer a ’amélioration de la résolution
spatiale en Angiographie par Résonance Magnétique tridimensionnelle, en combinant
plusieurs acquisitions de différentes résolutions.

Une étude des fondements physiques de I'LR.M., et en particulier du compromis
entre la durée des acquisitions et la résolution spatiale des images résultantes, qui
constitue une limite majeure a la substitution de I’A.R.X. par I’A.R.M. (chapitre 2), a
permis le développement d’une stratégie d’acquisition originale permettant de contour-
ner ledit compromis. Cette stratégie est fondée sur ’acquisition de plusieurs volumes
de la méme zone anatomique d’intérét, avec des résolutions spatiales différentes mais
complémentaires (chapitre 3). Nous avons également pu montrer a priori, de facons
qualitative et quantitative, les apports de cette stratégie d’acquisition par rapport aux

acquisitions classiques.

La contribution apportée par le chapitre 4 est la formalisation du processus d’ac-
quisition évoqué précédemment, qui aboutit a un modele mathématique général de
ce principe d’acquisition. Cette modélisation, qui s’appuie sur le fait qu'une image de
résolution dégradée correspond en fait a ’acquisition d’'un nombre d’échantillons ré-
duit dans le domaine de Fourier, est susceptible d’étre intégrée avantageusement dans
divers types de traitements nécessitant la connaissance du processus d’acquisition des
images et des relations les liant les unes aux autres.

Dans le chapitre 5, nous nous sommes intéressés a la résolution du probleme inverse,
a savoir la reconstruction a partir des acquisitions sous-échantillonnées d’un volume
unique de haute résolution. Nous avons pu tirer profit des résultats du chapitre 4,
puisque le modele que nous y avons développé a permis la connaissance exacte et I'ex-
pression formelle du probleme direct. Les différentes contraintes pesant sur le probleme
nous ont amenés a nous placer dans le contexte de la régularisation avec préservation
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des discontinuités afin de résoudre le probleme inverse de reconstruction. Nous avons
développé une méthode consistant a minimiser une fonction d’énergie adéquatement
choisie, qui integre a la fois le modele de données et les contraintes de préservation des
discontinuités ; nous avons proposé l'utilisation de I'algorithme du gradient conjugué
pour la minimisation. Nous avons ensuite mené une étude approfondie sur les solutions
du probleme, en particulier I’étude de la convexité et I'expression en termes de filtrage
des solutions particulieres le permettant.

Devant les difficultés rencontrées pour mener a terme I’étude des solutions dans le
cas général, la non-linéarité des fonctions de régularisation utilisées ne permettant pas
une expression linéaire ou quadratique de la fonction d’énergie dans le cas général, nous
nous sommes placés dans le cadre théorique de la régularisation semi-quadratique (cha-
pitre 6). Notre contribution a ce niveau concerne ’exploitation conjointe des propriétés
du modele dans le domaine spectral, et de celles des algorithmes de régularisation semi-
quadratique, qui a permis le développement d’un algorithme de reconstruction aussi
élégant au niveau formel que performant en termes de temps de calcul, ainsi que le

montrent les évaluations quantitatives menées au chapitre 7.

La méthode a été évaluée qualitativement et quantitativement sur des données syn-
thétiques, et s’est avérée robuste a tous points de vue (chapitre 7). Son application sur
des données réelles (chapitre 7) a montré I'intérét et la faisabilité de la méthode, en
particulier sur les arteres aortes et carotides, mais également ses limites sur les arteres
rénales par exemple. Ces limitations sont discutées parmi d’autres questions cliniques
au chapitre 8, ot nous proposons des pistes pour les contourner et pour permettre
I’utilisation clinique de la méthode pour la plus grande variété de vaisseaux possible.

Plusieurs perspectives se dégagent de ces travaux et résultats. Le premier aspect
concerne la mise en ceuvre clinique de la méthode développée. Bien que la priorité
n’ait pas été donnée a I'optimisation des programmes dans le cadre de cette these (les
programmes ont d’ailleurs été écrits sous Matlab, un langage non compilé), on peut pré-
sager de temps de calcul tout a fait compatibles avec une disponibilité quasi-immédiate
du volume reconstruit a la fin de ’examen. Notons que la mise en ceuvre clinique devra
inclure une étape de pré-traitement des données, afin de déterminer automatiquement,
d’apres les coordonnées et les résolutions de chaque volume, la région commune a trai-
ter; ou, si le médecin souhaite se focaliser sur une région d’intérét plus restreinte, cette
étape devra extraire de chacun des volumes acquis les données correspondant a cette
zone. D’autre part, le souhait des experts médicaux que nous avons consultés est de
disposer apres traitement d’un volume final comportant toutes les données, acquises et
reconstruites, avec par conséquent une résolution variable selon les zones de ce volume :
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une haute résolution dans les zones d’intersection de plusieurs volumes, obtenue grace
a la reconstruction, et une résolution médiocre ailleurs, mais qui permet cependant de
replacer la zone d’intérét dans son environnement anatomique. Notons cependant que
cette idée pourra se heurter a des problemes de compatiblité avec les formats standard
de stockage et d’échange des dossiers médicaux (le format DICOM, en particulier).
Ces étapes de pré-traitement et de post-traitement sont, a notre avis, indissociables
du développement des consoles d’acquisition par les constructeurs. L utilisation de nos
résultats en routine clinique est donc subordonnée a I'implantation de nos algorithmes
sur les consoles d’acquisition, et au développement des indispensables outils d’interface
entre les acquisitions «brutes» et les données en entrée de 'algorithme d’une part, et
d’autre part, entre les données en sortie de 1’algorithme et les outils de visualisation

et de quantification.

Sur le plan théorique, nous souhaiterions proposer une piste pour "amélioration
de la méthode de reconstruction. Nous avons utilisé dans notre méthode la régula-
risation avec préservation des discontinuités, découlant du principe du «processus de
ligne» (cf. § 5.1.4), dont I'idée est d’interrompre localement le filtrage passe-bas aux
emplacements des discontinuités. Il s’agit, intuitivement, d’une sélection de la zone
d’action des @ priort de régularisation, dans le domaine spatial. De facon duale, nous
proposons d’introduire une sélection de la zone d’action des a prior: de régularisation
cette fois dans le domaine spectral : en effet, il peut étre intéressant d’introduire une
régularisation spécifique dans les zones non couvertes par les acquisitions (c’est-a-dire
dans les «coins» du k-space).

Cette idée a été exploitée dans divers travaux et pour diverses applications, parmi
lesquelles nous en retiendrons une: la reconstruction tomographique [PEYR-96]. En
effet, grace au théoreme «coupe-projection» qui relie la transformée de Fourier et la
transformée de Radon (celle-ci exprimant le probleme direct de tomographie), les deux
problemes comportent une forte similitude. Bien qu’en reconstruction tomographique,
ce ne soient pas des «cubes» qui manquent dans l’espace de Fourier, mais des sec-
teurs angulaires, certaines méthodes de reconstruction tomographique pourraient étre
adaptées a notre probleme (notons que de nombreuses méthodes de reconstruction to-
mographique entrent dans le cadre des méthodes de résolution des problemes inverses

étudiées au paragraphe 5.1; nous ne nous y attarderons pas).

Maréchal, par exemple, aborde le probleme d’une maniere semblable a la notre, en
proposant la minimisation d’une fonction d’énergie, dans laquelle le terme d’attache
aux données s’applique a la zone couverte par les acquisitions, et le terme de régulari-
sation, au complémentaire de cette zone par rapport a un support spectral limité par
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exemple par ’enveloppe convexe du support des données acquises [MARE-98].

Payot, pour sa part, se place dans le cadre de la minimisation sous contrainte d’une
fonction d’énergie, qu’il propose d’effectuer avec I’algorithme de Bregman [PAY O-96b].
Il utilise une minimisation semi-quadratique, mais, alors que dans notre méthode la
variable auxiliaire représente les discontinuités, dans la sienne celle-ci «agit comme
un indicateur de I'extérieur de I’'objet». Fiani et al. proposent une extension de cette
méthode pour des criteres plus généraux [FIAN-01].

On ne saurait conclure sur cette piste sans citer le célebre algorithme de Gerchberg
et Papoulis [GERC-74, PAPO-75], qui pourrait servir de point de départ au déve-
loppement de cette piste. Cet algorithme itératif fonctionne alternativement dans le
domaine spatial et dans le domaine spectral, et permet d’introduire des contraintes de
support dans chacun de ces deux domaines. Cet algorithme pourrait étre combiné avec
les approches proposées par Maréchal et Payot par exemple, afin de pouvoir introduire

une régularisation sélective a la fois dans le domaine spatial et dans le domaine spectral.

Enfin, comme nous ’avons déja mentionné dans ce document, les travaux visant a
I’amélioration de la résolution spatiale s’inscrivent dans un objectif plus large, a savoir
I’amélioration du diagnostic de la gravité d’une pathologie telle qu’une sténose. Or ce
diagnostic passe par une segmentation méme partielle du vaisseau. Ainsi les images
fournies par notre méthode sont amenées a étre segmentées, soit de maniere manuelle
comme cela se fait couramment en routine clinique, soit de maniere automatique, cette
derniere option occupant de nombreuses équipes de recherche en imagerie médicale.
Nous pensons qu’il pourrait étre intéressant de comparer les résultats obtenus par
segmentation a partir des images de haute résolution obtenues par reconstruction,
avec ceux obtenus par segmentation a partir de ’ensemble des données sous-résolues.
Cette derniere solution implique le développement d’une méthode de segmentation
originale, incluant la fusion des acquisitions multiples ; cette méthode pourrait en par-
ticulier judicieusement inclure le modele d’acquisition général présenté au chapitre 4.
C’est dans cette optique qu’ont été abordés les travaux d’un stage que nous avons
encadré, consistant a développer une méthode de segmentation d’images vasculaires
tridimensionnelles fondée sur des modeles déformables [SAKK-01]. Cette méthode se
veut modulaire afin de pouvoir prendre en compte, a terme, les acquisitions multiples

ainsi que leur modele de formation.
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ANNEXE A

Images synthétiques pour I'évaluation

Nous détaillons ici les modeles d’images utilisées pour les simulations et pour 1’éva-
luation tout au long de ce document. La premiere partie présente I'image synthétique
Rectangles utilisée principalement pour I’étude quantitative des hyperparametres. Dans
la seconde partie, nous exposons le modele choisi pour I'image d’un segment vasculaire.

A.1 Modele d’image constante par morceaux

Pour I’évaluation de la reconstruction en termes de préservation des contours et
de suppression du bruit, nous avons jugé utile de définir des criteres «objectifs» (cf.
§ 7.2), qui s’appuient sur un modele simple de I'image «idéale» ; en I'occurrence, nous
avons choisi un modele d’image constante par morceaux, dont les zones sont de forme
rectangulaire, de diverses dimensions, et diversement contrastées par rapport au fond.
Ainsi, les zones de contours sont définies par ’ensemble des pixels pour lesquels la
norme du gradient est non nulle, et on peut aisément distinguer les zones de contour
théoriques des zones homogenes théoriques. Nous nous sommes limités a une image
bidimensionnelle, pour la simplicité de 'affichage, mais ce sans perte de généralité.
Cette image synthétique de référence, de taille 64 x 64, est présentée sur la figure A.1.

A partir de cette image de référence ont été simulées des acquisitions sous-échan-
tillonnées, conformément a la modélisation de la dégradation présentée au chapitre
4, § 4.2. Pour I’évaluation nous avons choisi 20 pixels dans la direction de résolution
dégradée, ce qui correspond a un rapport de 3,2 entre les haute et basse résolutions. Les
acquisitions sous-résolues simulées sont présentées sur les figures A.2 et A.3, avant et
apres interpolation conformément au § 4.1. On peut d’ailleurs remarquer les oscillations
induites par ce type d’interpolation.
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Fic. A.1 — A gauche, ['tmage synthétique Rectangles. Au centre, sa T.F.D. A droite,

son histogramme.

=0 §

Fig. A.2 — A gauche, l'image synthétique Rectangles sous-résolue selon la direction

horizontale. Au centre, l'image synthétique sous-résolue selon x, apres interpolation.
A droite, la T.F.D. de l'image interpolée (la T.F.D. de l'image avant interpolation
peut s’en déduire en ne gardant que la bande centrale d’intensité non nulle).

Ces images sous-résolues ont ensuite été bruitées par deux réalisations distinctes
d’un bruit gaussien additif centré d’écart-type 10% de la dynamique de 'image de
référence (figures A.4 et A.5). On peut noter que les images ont été bruitées avant in-
terpolation, afin d’éviter tout effet secondaire de corrélation du bruit lors de I'interpo-
lation. Cependant, des simulations ont permis de vérifier que I'interpolation conservait

le caractere décorrélé du bruit.
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Fic. A.3 — A gauche, l'image synthétique Rectangles sous-résolue selon la direction
verticale. Au centre, l'image synthétique sous-résolue selon y, aprés interpolation. A
droite, la T.F.D. de l'image interpolée (la T.F.D. de l'image avant interpolation peut
de déduire de celle-la en ne gardant que la bande centrale d’intensité non nulle).

Fic. A4 — A gauche, l'image dégradée selon x bruitée puis interpolée. A droite, sa
T.F.D.

Fia. A5 — A gauche, l'image dégradée selon y bruitée puis interpolée. A droite, sa
T.F.D.
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A.2 Modele d'image de segment vasculaire

Nous détaillons dans cette partie nos choix pour la création des images synthétiques
tridimensionnelles de vaisseaux. Dans un premier temps, nous exposons le modele
choisi pour la paroi du vaisseau, et dans un second temps, le modele choisi pour

I'intensité de I'image a l'intérieur et a ’extérieur du vaisseau.

A.2.1 Modele de surface pour la paroi du vaisseau

Le modele de surface choisi est extrémement simple: il s’agit d’un cylindre géné-
ralisé dont 1’axe est une droite, dont les sections sont circulaires, et dont le rayon est
constant sauf dans la zone centrale ou I’on peut introduire une sténose. Les parametres

concernant la sténose sont au nombre de deux:

— la longueur L, définie par la longueur en pixels sur I’axe de la portion ou le rayon

de la section est inférieur au rayon de référence,

— le pourcentage de sténose p, défini comme le rapport :

Rmax - Rmzn

Al
Rmax ( )

p:

Compte-tenu de ces définitions, le rayon r en fonction de ’abscisse s le long de I'axe,

en prenant le milieu de la sténose comme origine, est défini de maniere empirique par:

1 — cos( %)
r(s) = Bpaz [(1 = p) + p (———))] (A.2)
La figure A.6 montre 1’évolution du rayon le long de 1’axe.
Finalement, la surface de la paroi du vaisseau n’est autre que la surface engendrée
par la révolution du profil de la figure A.6 autour de 1’axe.

La figure A.7 montre quelques exemples de vaisseaux obtenus par ce modele.

A.2.2 Modele d’intensité

Le modele choisi consiste a associer a chaque voxel une intensité ne dépendant
que de la distance du voxel a ’axe du modele de vaisseau, et bien sir du rayon de
la section concernée. Pour établir un profil réaliste d’intensité, nous avons mené une
étude qualitative sur un ensemble varié d’images de vaisseaux; en particulier nous
nous sommes attachés a étudier des vaisseaux de divers rayons, afin d’en déduire un
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I
-L2 0 L2

FiG. A.6 — Fvolution du rayon le long de l'axe, ici avec p = 70 %.

modele qui convienne aussi bien aux arteres aortes, qu’aux carotides ou aux rénales
par exemple.
Les caractéristiques suivantes se dégagent de cette étude:

— D'intensité du fond vaut environ 20 % de I'intensité maximale dans le vaisseau,
— l'intensité dans le vaisseau peut étre approchée par une valeur constante,

— la décroissance de l’'intensité maximale a I'intensité du fond se fait de maniere
approximativement linéaire, sur 4 pixels en moyenne, indépendamment de la
dimension du vaisseau. Nous avons choisi arbitrairement de situer la paroi du

vaisseau au milieu de la zone de décroissance.

La figure A.8 montre "application de ce modele a quelques vaisseaux de dimensions

variables, en une dimension, sur des diameétres (orthogonalement a ’axe).

A.2.3 Modele de bruit

Nous savons (cf. § 2.2.4.3) que le bruit sur les images [.R.M. de module est ricien ;
nous optons cependant pour la solution classique qui consiste a adopter un modele de

bruit gaussien, celui-la étant mieux connu et plus simple d’utilisation.
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@ x v x (@)
Fig. A7 — Quelques exemples de vaisseauxr obtenus par le modéle proposé, avec une
grille de taille 100 x 100 x 100 et un rayon de 8. (a) sténose a 90 % de longueur 20.
(b) mémes paramétres que (a), avec une orientation différente. (c) sténose a 90 % de
longueur 12. (d) sténose a 40 % de longueur 20.

Expérimentalement, il semble qu’un bruit gaussien d’écart-type environ 5 % de
la dynamique de I'image soit relativement proche du bruit constaté sur les images
réelles. C’est pourquoi nous optons souvent pour cette valeur d’écart-type dans les
simulations, sans la justifier davantage.

La figure A.10 présente un exemple de section d’un vaisseau réel, ainsi qu’une
section simulée a 'aide du modele présenté ci-dessus, non bruitée et bruitée avec un
bruit gaussien d’écart-type 5 % de la dynamique de I'image : visuellement, le modele
parait assez fidele aux images d’A.R.M., par conséquent nous jugeons raisonnable de
nous appuyer pour les diverses évaluations sur ce modele.
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Imax - n

0.2*Imaxy

-r/2 2

Fig. A.8 — Le modeéle de profil d'intensité résultant de ’étude de profils de vaisseaux
sur des A.R.M.
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A.2 Modéle d'image de segment vasculaire

FiGg. A.10 — FEvaluation a posteriori du modéle d’intensité et de bruit. A gauche : une
section de vaisseau issue d’une itmage A.R.M. Au milieu: une section de vaisseau
simulé avec le modéle. A droite: celte méme section bruitée par un bruit gaussien
d’écart-type 5 %.
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ANNEXE B

Expression des opérateurs linéaires et
séparables sur des volumes 3D dans le
cadre de l'algebre linéaire

B.1 Définitions

Il s’agit ici d’exprimer, a partir des opérateurs matriciels A,, A,, A, opérant sur
une seule colonne respectivement dans les directions x, y et z d’'une matrice de données
tridimensionnelle V, les opérateurs matriciels A, A,, A, opérant sur la représentation

vectorielle V des données (voir aussi [PRAT-91] par exemple), c’est-a-dire tels que:
V. = A
V, = A
V., = A

T

(B.1)

@

< < <

2"

V s’obtient a partir de la matrice 3D de données en concaténant toutes les valeurs
de la matrice en respectant l'ordre y, x, z lors du parcours de la matrice (voir illus-
tration sur la figure B.1); V est donc de dimension N, N, N, x 1; la relation entre les

indices de V et ceux de V est la suivante:
V((k—=1)N.N, 4+ (j — )N, +1) =V(,7, k) (B.2)

Dans ces conditions, un opérateur M, opérant sur la premiere dimension (y) de V
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\/

Fic. B.1 — Ordre de parcours de la matrice 3D pour sa transformation en vecteur
colonne.

se traduit par l'opérateur M, appliqué a V:

[[M,] 0 ... 0
0 [M,)] :
M, = : (B.3)
0
0 0 [M,)] ]

M, est une matrice bloc-diagonale de dimension N,N,N, x N,N,;N, formée par la
matrice M, de taille N, x N, répétée N, N, fois sur la diagonale de M,,.
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De méme, si 'opérateur M, opérant sur la seconde dimension (z) de V s’écrit :

my1  Miz min,
M1 M2 mM2N,
M, = (B.4)
L TN, MmN, N, |

alors 'opérateur correspondant M, appliqué a V est une matrice bloc-diagonale com-

posée de N, fois le bloc M. :

M0

M= | O M (B.5)
: . . 0
0 0 My

et ou M/ est une matrice composée de N, x N, blocs identité de taille N, x N, pondérés

par les coefficients de M,., soit :

[ my 0 0 myp 00 min, 0 0 |
0 0 0 0 0 0
0 0 miq 0 0 M2 0 0 minN,
M2 0 0 M99 0 0 manN, 0 0
0 0 0 0 0 0
M = B.6
z 0 0 Moy 0 0 M99 0 0 manN, ( )
my,1 0 0 mn2 O o - mynN, O 0
0 0 0 0 s 0 0
| 0 0 mn, 0 0 mpyo --- 0 0 my,nN, |

Enfin, en prenant pour M, les mémes notations m;; que pour M, la matrice M, est
composée de N, x N, blocs identité de taille N, N, x N, N, pondérés par les coeflicients
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de M,, soit:
[ myy 0 0 myz 00 miy, 0 0 ]
0 0 0 ’ 0 0 0
0 0 mi 0 0 mia 0 0 MmN,
maoy 0 0 mMaog 0 0 manN, 0 0
0 0 0 ’ 0 0 0
M, = B.7
0 0 Mo 0 0 M99 0 0 man, ( )
mn.1 0 0 mny.,2 0 0 ot MNL,N, 0 0
0 0 0 0 e 0 0
L 0 0 mn.1 0 0 my,2 - 0 0 MN.N. |

B.2 Propriétés

Ces trois transformations M, — M,, M, — M,, et M, — M., possedent quelques

propriétés évidentes mais bien utiles:

Propriété 1 Les matrices C, = A,+Bx, C, = A,+By et C, = A,+B, peuvent étre
obtenues par les transformations M, — M,, M, — M., et M, — M, respectivement
a partir des matrices Cp, = A, + B, C, = A, + B, et C, = A, + B,.

Propriété 2 Les matrices C, = A, -Bx, C, = A, -B, et C, = A, - B, peuvent étre
obtenues par les transformations M, — M,, M, — M., et M, — M, respectivement
a partir des matrices Cy = A, - B, Cy, = A,-B, et C, = A, - B,.

Propriété 3 Les matrices obtenues par les transformations M, — M,, M, — M,,

et M, — M, a partir de la matrice identité sont également des matrices identité.

Propriété 4 Les transformations M, — M,, M, — M., et M, — M, conservent la

symétrie :
~ st A, = AL alors A, = AT
- st Ay = Ag alors A, = Ag

~ st M, = AT alors A, = AT
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B.2 Propriétés

Propriété 5 Les transformations M, — M,,, M, — M., et M, — M, conservent la
diagonalilé :

— si A, est diagonale alors A, ['est aussi.
— st Ay est diagonale alors A, l’est aussi.

~ st A, est diagonale alors A, 'est aussi.

Propriété 6 Les matrices A1, A;l, et A, inverses respectivement de A,, A, et

A, peuvent étre obtenues également par les transformations M, — M,, M, — M,,
et M, — M, d partir des matrices A7', A" et AT

Propriété 7 Les opérateurs matriciels opérant selon des directions distinctes sont
commultatifs : st A, et B, sont des matrices oblenues respectivement par transforma-
tions M, — M, et M, - M, a partir de deuxr matrices quelconques A, et By, alors
A,-B,=B,-A,.

Cette propriété est également généralisable avec trois opérateurs opérant selon trois
directions distinctes.
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