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Résumé

Le but principal de cette thése est de traiter ’évaluation des options américaines dans un
modele de diffusion avec des sauts et de développer les méthodes numériques permettant
de calculer des prix. Elle comprend d’abord une présentation de ce modele et des discus-
sions des formules de prix. Puis une formule quasi-explicite d’évaluation du prix dans le cas
ou l’échéance est infinie (i.e : “put perpétuel”) est établite. Le chapitre 3 et le chapitre 4
présentent une méthode de calcul du prix du put américain fondée sur les inéquations varia-
tionnelles (I.V.). Nous montrons que le prix de 'option américaine coincide avec la solution
d’une 1.V. Nous nous intéressons aux problemes de I'existence, de 'unicité et des propriétés
de régularité de la solution de I'l.V. Nous étudions ensuite 'approximation de la solution de
I'ILV. En localisant le probléme, nous nous ramenons a une 1.V. définie dans un intervalle
borné de R, qui est ensuite discrétisée par la méthode des différences finies. Dans un cadre
général, R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Trémoliéres ont étudié les schémas de discrétisation
des inéquations variationnelles et montré des théorémes de convergence sous une hypothese
de coercivité assez forte. Cette hypothése n’est pas vérifiée dans notre probléeme et le principal
résultat de ce chapitre est un théoreme de convergence forte, qui semble nouveau, méme dans
le cas d'un modeéle sans sauts. Dans le chapitre 5, nous proposons des formules approchées
quasi-explicites s’inspirant de travaux sur le modele de Black-Scholes. Dans un premier temps,
nous généralisons la méthode de Mac Millan, puis nous donnons une formule exprimant le prix
du put américain a I'aide du prix critique. Enfin, le dernier chapitre présente les courbes de
volatilité, les algorithmes de résolution du probléeme discrétisé, I'implémentation des méthodes

d’approximation et des résultats numériques.
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Summary

The aim of this thesis is to deal with the problem of American options pricing in a jump-
diffusion model and to develop some numerical methods which allow us to calculate the
price. Its first part consists of a presentation of this model and some discussions about the
price formulas. Then a quasi-explicit formula for the prices of American options with infinite
maturity has been established. The third and fourth chapters present a method to calculate
the price of an American option with the help of the variational inequalities (V.I.). We
show that the price of an American option is the solution of a variational inequality. We are
interested in the problem of existence, uniqueness and some regularities of the variational
inequality’s solution. Then we study the approximation of the solution of V.I. In a general
case, R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Trémoliéres have studied the approximation schemes for
variational inequalities and have proved the convergence theorem under a coercive hypothesis
which is rather strong. This hypothesis is not satisfied in our case and the principal result
in this chapter is a strong convergence theorem, which seems new even in the model without
jumps. In the fifth chapter, we propose two quasi-explicit formulas for the price of American
options with finite maturity in this model. At first, we generalize the Mac Millan method.
And then we give an approximated formula for the American put’s value with the help of
the critical price. In the last chapter, we present some volatility curves, some algorithms of
resolution for the discretized problem, and implementation of the approximation methods.

We give also some numerical results.
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Introduction

Avec le développement des marchés financiers, I’étude des options n’a pas cessé de prendre
de 'importance.

Une option d’achat ou de vente (i.e call ou put ) est un titre financier conditionnel qui
donne le droit, mais non I'obligation d’acheter ou de vendre un actif déterminé & un prix
convenu & I'avance -le priz d’exercice K- & ou avant (selon qu’il s’agit d’une option européenne
ou ameéricaine) une date d’échéance déterminée T -appelé la maturité ou I’échéance-.

Pour obtenir ce droit d’acheter ou de vendre ’actif sous-jacent a un prix fixé a I’avance,
I'acheteur paie immédiatement au vendeur la valeur de I'option, souvent appelée la prime.
La question de la détermination de la prime est le probléme du pricing : & quel prix vendre
Poption & sa naissance (t = 0), ainsi qu’a 'importe quel moment dans sa vie (0 < ¢t < T)).
Il faut donc pouvoir déterminer la prime & tout instant. Pour ce faire, on a besoin d’une
modélisation mathématiques des marchés financiers.

La plupart des modeles d’évaluation d’option sont basés sur le modeéle de Black et Scholes.
Dans ce modele, le prix de 'actif risqué est une fonction continue du temps . Plus précise-
ment, il est donné par la solution (S;);>0 d'une équation différentielle stochastique de la
forme :

d?it = pdt + odWy,
ol 1 et o sont des constantes et (W;);>0 un mouvement Brownien standard. Une propriété
essentielle du modele de Black-Scholes (et peut-étre la raison de son succes) est que les
formules de prix et de couverture qu’il fournit ne dépendent que du seul parametre o, appelé
“volatilité” par les praticiens. En fait, on distingue, en pratique, deux types de “volatilité”

correspondant & deux méthodes d’estimation de o :

e la volatilité historique est obtenue & partir des données historiques concernant le cours

du sous-jacent, par des méthodes statistiques.

e la volatilité implicite est obtenue en inversant la formule de prix, c’est a dire qu’a un
prix d’option et & un niveau de cours donnés, on associe la valeur de o qui, introduite
dans la formule de Black et Scholes, avec le cours observé du sous-jacent, donne comme

prix de 'option celui observé sur le marché.
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On observe que ces deux mesures de la volatilité donnent des résultats tres différents et
que la volatilité implicite varie d’une option a l'autre : on peut, par exemple, tracer une

courbe de volatilité donnant la volatilité implicite en fonction du prix d’exercice et on constate

que cette courbe n’est pas une droite horizontale, ce qui est en contradiction avec le modele
de Black-Scholes.

Le modele que nous allons étudier permet, d’une part, d’introduire des processus & tra-
jectoires discontinues pour modéliser I’évolution des cours, ce qui permet de rendre compte
de variations brutales dues & des événements rares (publications de chiffres économiques,
événements politiques), et, d’autre part, de fournir des formules de prix dépendant de plusieurs
parametres, dont 'ajustement permet de “coller” davantage aux données de marché. Il a été
introduit par Merton [32] en 1976. Dans [32] Merton propose des formules de prix pour les
options européennes dans un modele de diffusion avec sauts. Le but principal de cette these
est de traiter ’évaluation des options américaines dans ce type de modele et de développer les
méthodes numériques permettant de calculer des prix. Notre travail comprend six chapitres.

Les résultats principaux de cette thése sont mentionés dans [42].

Nous consacrons le premier chapitre & une présentation du ce modele et des formules de
prix. Contrairement au modele de Black-Scholes, le modele de diffusion avec sauts de Merton
n’est pas un modele de marché complet. Autrement dit, il existe des actifs conditionnels non
simulables, pour lesquels il n’y a pas de couverture parfaite. Les techniques de pricing par
construction d’un portefeuille simulant I'option ne sont donc pas applicables. Les formules
de prix que nous adoptons correspondent & la construction de stratégies minimisant le risque
quadratique (cf. [21], [7]) ou localement minimisantes au sens de Schweizer (cf. [39], [40]).
Pour ces dernieres stratégies, on peut utiliser la notion de probabilité minimale introduite
par Follmer et Schweizer dans (cf. [20], [41]). Nous discutons de I'existence d’une probabilité

minimale pour le modele étudié et nous montrons que lorsque la probabilité minimale P

existe, le modele reste, sous P, un modele de diffusion avec sauts.

Le deuziéme chapitre consiste a établir une formule quasi-explicite d’évaluation du prix

dans le cas ou I’échéance est infinie (i.e : “put perpétuel”).

Le chapitre 8 et le chapitre 4 présentent une méthode de calcul du prix du put américain
fondée sur les inéquations variationnelles.

Dans le chapitre &, nous montrons que le prix de l'option américaine coincide avec
la solution d’une I.V. Les difficultés viennent des termes de sauts qui font apparaitre un
opérateur intégral dans I'inéquation parabolique. Nous commencgons par expliciter pourquoi
les opérateurs qui vont apparaitre dans cette inéquation interviennent de facon naturelle dans

notre modele. Nous nous intéressons ensuite aux problémes de I'existence, de I'unicité et des
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propriétés de régularité de la solution de I'.V. Les résultats obtenus étendent ceux de [24].
Dans le chapitre 4, nous étudions 'approximation de la solution de I'l.V. En localisant
le probleme, nous nous ramenons & une 1.V. définie dans un intervalle borné de R, qui est
ensuite discrétisée par la méthode des différences finies. Dans un cadre général, R. Glowinsky,
J. L. Lions et R. Trémolieres ont étudié les schémas de discrétisation des inéquations varia-
tionnelles(cf. [22]) et montré des théorémes de convergence sous une hypothese de coercivité
assez forte. Cette hypothese n’est pas vérifiée dans notre probléme et le principal résultat de
ce chapitre est un théoréme de convergence forte, qui semble nouveau, méme dans le cas d’un

modele sans sauts (la démonstration de [24] se référant simplement a [22]).

Dans le chapitre 5, nous proposons des formules approchées quasi-explicites s’inspirant de
travaux sur le modele de Black-Scholes. Dans un premier temps, nous généralisons la méthode
de Mac Millan [30], puis nous donnons une formule exprimant le prix du put américain a Paide

du prix critique (cf. [34] corollaire 3.1).

Le chapitre 6 présente les courbes de volatilité, les algorithmes de résolution du probleme

discrétisé, I'implémentation des méthodes d’approximation et des résultats numériques.
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Chapitre 1

Modele

1.1 Le Modele

Dans le modele d’évaluation des options de Black et Scholes [5], le prix de lactif risqué est
une fonction continue du temps. En 1976, Merton a introduit un modele dans lequel des
discontinuités interviennent et il a proposé des formules facilement calculables pour le prix
des options européennes dans ce cadre (cf. [32], [28], [6]). L’objet de notre travail est de
développer des méthodes numériques permettant de calculer les formules analogues pour les
options américaines.

Nous considérons des options sur un actif dont le prix est un processus stochastique (S;);>0

solution de I'équation :

So =y

dSt Ny (11)
5 = wdi+odB+d(3U))

J=1

oll y est le “prix spot” a Iinstant 0, (B;);>0 est un mouvement Brownien standard & valeurs
dans R, (IV¢);>0 est un processus de Poisson d’intensité A, (U;);>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes équidistribuées, a valeurs dans | — 1, 4+00], de carré intégrable, u, o
deux constantes, avec o > 0. Les U; représentent les valeurs relatives des sauts. Le parametre
A représente la fréquence des sauts.

Nous supposons les tribus engendrées respectivement par (By;)i>0, (N¢)i>0, (Uj)j>1 indé-
pendantes. On note F; la tribu engendrée par les variables aléatoires By, Ny, Uj1y,<y,) pour
s<tetj>1.

Nous supposerons de plus que le taux d’intérét r est une constante strictement positive
et que 'on a la relation :
w=r—AEU;

Cette égalité entraine que le prix actualisé (e ™S;);>o est une martingale de carré intégrable

par rapport a la filtration (F).

11



12 Chapitre 1. Modele

Contrairement au modeéle de Black-Scholes, ce modeéle n’est pas un modeéle de marché
complet et le prix des options ne peut pas étre déterminé par construction d’un portefeuille
de réplication. Cependant, lorsque le prix actualisé de Dactif risqué est une martingale de
carré intégrable, on peut définir des stratégies de couverture minimisant le risque quadra-
tique (cf. [7], [21], [39]). Si on considére une option européenne d’échéance T' définie par une
variable aléatoire positive h, Fpr-mesurable et de carré intégrable, la valeur a 'instant £ d’un

portefeuille de couverture minimisant le risque quadratique est donnée par :
V=B " h|R)

C’est cette quantité que nous prendrons comme définition du prix de 'option a la date t. De
plus, nous verrons dans la partie numérique que ce prix nous donne des courbe “smile” sur
la volatilité implicite dans le modele avec des sauts ou les variables aléatoires U; + 1 suivent

une loi Log-normal. Ce phénoméne rapporte deux avantages.

e Premiérement, il est cohérent avec le point qu'on a déja indiqué dans l'introduction :
sur la marché réel, la courbe de volatilité sur une méme action n’est plus une droite

horizontale, elle varie avec le prix d’exercice.

e Deuxiémement, ce phénoméne nous permet d’expliquer la surestimation (resp. sous-
estimation) de la prime réelle (supposons le marché entre dans le cadre de ce modele
avec sauts) en terme de surestimation (resp. sous-estimation) de la volatilité Brownienne
(Voir le chapitre 6).

Notons que Merton [32] ne fait pas 'hypothése que p = r — AEU7, mais ses formules de
prix peuvent s’écrire comme des espérances conditionnelles par rapport & une probabilité P*
équivalente a la probabilité initiale P du modeéle, telle que, sous P*, (S;) est solution d’une
équation du méme type que (1.1), mais avec u = r — AEU;. Du point de vue des calculs, on
est donc ramené & la situation dans laquelle nous nous placons.

Considérons maintenant une option américaine d’échéance T, permettant un profit de
la forme h(S;) quand elle exercée a l'instant t. (Pour un put : h(y) = (K — y)4, pour un
call : h(y) = (y — K)4, ou K est le prix d’exercice). Par analogie avec le cas européen, nous
prendrons pour valeur de 'option américaine & la date t, la quantité V;, avec

V; = supess E(e " IR(S;) | Fy) (1.2)

TETt’T

olt Ty, est 'ensemble des temps d’arrét de la filtration (F,) >0 & valeurs dans [t, T et (Ss)s>0

est le processus défini par :

2 Ns
Sy = yelt= Tt B T (1 + Uy)
j=1
Le prix d’option américaine V; défini par (1.2) est plus grand que le prix européen V. Ceci

est naturel, parce que dans le cas américain, on doit payer en plus, par rapport & une option
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européenne pour le droit d’exercer de maniere anticipée. Moralement, si 'on fait le choix
d’une maturité aléatoire dans [0,T] (i.e. le temps d’arrét), selon la raisonnement précédente,

le prix d’option a I'instant ¢ doit étre :
E(e " In(S,) | F)

En revenant a la définition d’une option américaine, il est assez naturelle de prendre le “sup”
de tous ces valeurs comme le prix d’option américaine. (cf. [2], [16], [25], [39]).

Comme il n’existe pas de formule explicite pour calculer le prix d’une option américaine,
on doit avoir recours & des méthodes d’approximation numérique. Le but principal de cette

these est ’étude de ces méthodes.

1.2 Probabilité minimale

Avant étudier les méthodes pour chercher le prix V; d’une option américaine, nous faisons une
remarque sur la notion de probabilité minimale (cf. [20], [39], [41], [40]) pour ce modele. Quand
la relation p = r — AEU; n’est pas vérifiée, (e’TtSt)tZg est seulement une semi-martingale.
Follmer et Schweizer (cf. [20], [39]) ont étudié les problémes de couverture dans les modeles de
marchés incomplets définis par des semi-martingales. En général, il n’y a pas de stratégie de
couverture minimisant le risque quadratique. Mais il y a une notion de stratégie “localement
de risque minimum” et de probabilité minimale introduites par Follmer et Schweizer (cf. [20],
[39], [40], [41]). 11 est & noter que Colwell et Elliott ont introduit une “pricing mesure” [10]
qui coincide avec la mesure minimale de Follmer et Schweizer [41].
Maintenant, nous considérons un espace probabilité (€2, F, P) muni d’une filtration (F;)o<i<7.

On suppose que le processus de prix &; est une semi-martingale de la forme :
£ = 8o+ My + Ay

ou M, est une martingale de carrée intégrable, A; est un processus a variation finie, absol-
ument continue par rapport a < M >;, i.e A; = fg asd < M >4 oll @ est un processus
prévisible d < M > intégrable. Schweizer définit (cf. [41]) une probabilité minimale P de la

fagon suivante :
i). P est une probabilité équivalente a P.
ii). & est une martingale sous P.
iii). P =P sur Fy.

iv). Toute martingale de carré intégrable et orthogonale & M; sous P est encore une mar-

tingale sous P.
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11 montre que P existe si et seulement si la solution de 'EDS :
t
Gi=1- / G- agdM;
Jo

est une martingale de carré intégrable strictement positive. Dans ce cas, P est donné par :

dP

Fi

D’autre part, si (HY, H;) dénote une stratégie vérifiant la condition d’intégrabilité :
L r 2
E /U H2d < M >, +(/U Hy| - d|Al,)? ] < oo (1.4)

Alors la valeur de cette portefeuille & Iinstant ¢ :!
Vi=H)+H&  (0<t<T)
et son processus de coiit est :
t
Ct =V - /0 Hudgu

La définition d’une stratégie “localement de risque minimum” est donnée par Schweizer (cf.
[40]). Nous rappelons qu’une stratégie est dite “optimale” si son processus de cotit C; est une
martingale de carré intégrable et orthogonale & M; sous P. Schweizer (cf. [41]) montre que

les trois conditions suivants sont équivalents.
e [l existe une stratégie “optimal” pour 'actif conditionnel h.
e Il existe une stratégie “localement de risque minimum” pour I'actif conditionnel h.

e L[’actif conditionnel A admet une décomposition :
T
h:h0+/ Hhag, + b
0

avec hg € L2(Q, Fo, P), et H! vérifiant (1.4) et L" est une martingale de carré intégrable

et orthogonale & M; sous P.

Sous une de ces trois conditions, la stratégie optimal coincide avec la stratégie “localement

de risque minimum”. Elle est donné par :

H = H" H =V -H-¢

t
Vi= o+ [(Hi-dea+1E (0<t<T)
J0

!Pour simplifier les notations, nous supposons que l’actualisation est égal & 1 dans cette partie de rappel.
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De plus, il montre que la valeur a l'instant ¢ de cette stratégie peut s’écrire comme ’espérance

conditionnelle sous la probabilité minimale donnée au-dessus, i.e :
V, = E(h|F)
Naturellement, deux problémes se posent dans notre cas :
e Y a-t-il une probabilité minimale T’

e Quelle est la loi du processus (S;) sous cette probabilité quand elle existe I' En partic-

ulier, sous cette probabilité minimale, est-ce que S; est encore solution d’'une E.D.S du

type :
ds AL
o = adt+ 6dW, +d(37U;)
a j=1

ou Wy, N, et Uj ont les mémes propriétés que B;, N; et Uj;, mais sous la probabilité PT

On verra, d’abord, que I'existence d’une probabilité minimale entraine des conditions restric-

tives sur p, v, A et la loi des U;.

Proposition 1.1 Sile support de U; est]—1,400], alors 'existence de la probabilité minimal

P €quivaut a la condition suivante :
—-1<n<0 (1.5)

avec :
_ u+AEU — 71

o? + \EU?

Démonstration : Considérons le prix actualisé S, = e "S;, on a, en utilisant la formule
d’'Tto et (1.1),

Ny
dS; = S;-(u —r + AEUy)dt + 0S;-dB; + Sy d(z U; — MEU;) (1.6)
j=1
1l est clair que S; admet la décomposition :

gt:SO+Mt+At

avec :

t
A = / Ss— (1w — 17+ AEU))ds
Jo

t b
Mt:/ as,,_st+/ S,-d(3 U; — ASEUY)
J0 J0 :
7j=1
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et : B
dAg _ S (p —r+ AEU;) _n

Td<M>; (5.)%o%+ \BUY) 5,

Qg

D’apres les résultats de Schweizer énoncés avant, nous avons la probabilité minimale P donné

par (1.3) si et seulement si la solution de 'E.D.S.
t
Gi=1-— / G- asdM;
Jo

est une martingale de carré intégrable strictement positive.
Donc, il suffit de montrer que la solution de I’E.D.S. ci-dessus est une martingale de carré

intégrable strictement positive équivaut a la condition (1.5). Maintenant, notons :

N
M, = —(0Bs+ (> _U;j — AsEUy))n
j=1

on peut écrire :

t .
Gt:1+/ G,-dM;
Jo

Il est facile de voir que M, est une martingale sous P, et Mof = 0. En utilisant “l’exponentielle
de Doléans-Dade” (cf. [15], [19] le théoréme 13.5, ou [36] le théoréeme 36 page 77), on a :

Ny
1 _ .
Gy = exp(—noB; — 7](2 Uj — MEU;) — §n202t) H (1+ AM,)e AMs

Jj=1 0<s<t
On peut écrire :
Ny
(14 AMs)efAM* = H(l —nUj) Vi
0<s<t j=1
ce qui entraine :
1 Ve
Gy = exp(—no B, — or*a™t) [[ (1 - nU; e B (1.7)
Jj=1

D’autre part, puisque M, est une martingale, de dGy = Gsfd]\Zs, on voit facilement que Gy
est une martingale. Par ailleurs, il n’est pas difficile de voir que G, est strictement positive

équivaut a la condition suivante :
1-n-U;>0 ps. (1.8)

Pour conclure la démonstration de cette proposition, il nous reste & montrer que cette con-
dition (1.8) est équivalente & la condition (1.5).

La raisonnement est le suivant :

e Supposons —1 <7 < 0.
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- Quand 1 = 0, il est clair qu’on a (1.8).
- Quand -1 <7 <0,0na:

1
{1—nU; <0} ={U; < -} et <-1
. iy

IS |

Or rappelons que les U; sont i.i.d et & valeurs dans | — 1, +oc[, on déduit :
P({U;<-1)=0
Ce qui entraine :

1-nU; >0 D.S.

e D’autre part, supposons que n < —1 ou 1 > 0, on voit que la condition (1.8) ne peut

jamais étre vérifiée. Parce que,

- dans le premier cas, comme {n < —1} = {% > —1}, et en tenant compte du fait
que le support de U; est | — 1, oo[, on voit que P(U; < %) >0.0r {1-nU; <0} =
{U; < %}, donc :

P(1—nU; <0) >0
ce qui entraine qu’on n’a pas (1.8).

- dans le deuxiéme cas, on a :
1
PWU >-)>0 Vo
n

ce qui implique aussi qu’'on n’a pas (1.8).

u7r+/\EU1
2 Eu?

A, u, BU;, et BUZ sont fixés, 7 est une constante. Il est clair qu’on peut toujours bien choisir

Par ailleurs, rappelons que n = il est & noter qu’ une fois les parametres r, o,
les valeurs de ces parametres tel que la condition —1 < 1 < 0 soit vérifiée. Par exemple, on

peut prendre EU; = 0, et choisir les restes tel qu’ils vérifient :
2 2
r—o° —AEU; <pu<r

ceci nous permet de déduire —1 <7y < 0.
En conclusion, la condition (1.8) est une condition raisonnable, qui est vérifiée si et seule-
ment si —1 <7y < 0.

Maintenant, si I'on note & = 02 + AEUZ, 7 est la variance du processus (S;)i>o (voir la

chapitre 6). Avec cette notion, la condition (1.8) devient :

(u —r+XEU)U; < &2
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Sous cette condition, on sait que G; est une martingale positive. Ce qui nous donne 'existence
de la probabilité minimale sous cette condition restrictive (1.8).
Ensuite, pour voir la loi du processus (S;) sous P, nous posons : W; = B; + not, alors

(1.6) devient :
N

dS, = S;- XnEU? — EUy)dt + oS- dW, + S;-d(>_ Uj)
j=1

La proposition suivante nous permet de répondre & la deuxiéme question énoncé au-dessus.

Proposition 1.2 Soit P une probabilité sous laquelle
1). Wy est un mouvement Brownien,

2). Ny est un processus de Poisson d’intensité A = \(1 — nEU, ),

3). les U; sont i.i.d et dPy, (z) = ] ];ﬁ“;U dPy, (z),
- 1

4)- Wi)i>0, (Nt)i>0, (Uj)j>1 sont indépendant,

alors, on a :

13|}-T = f)‘]:T

Démonstration :

e Pour montrer que (W;)o<i;<7 est un mouvement Brownien sous f’, il suffit de montrer
que : V¥V 0 € R,
def . 1
L, = exp(iBWy; + EﬁQt)
est une martingale sous P. Par (1.3), cela revient & montrer que L;Gy est une martingale

sous P.

Partons de la définition de Gy, remarquons W; = By 4+ not, on a :

N,
. 1 1 ¢
LiG; = exp(ifW; + §ﬁ2t) -exp(—noB; — 57720215) H(l — nt)e")‘tEU‘
Jj=1
1 N B
= exp((if —no)B; — 5(735 —10)°t) H(l - 77Uj)e"/\t v
j=1
Pour s > t,on a :
Ns
E([T (1 —nuye™BU | 7,)
j=1
N‘ngt Nt

— E H (1 o nt)en)\(sft)EUl . H(l - nt)en/\tEUl ‘ff
j=1 j=1
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Ni

t Ns—N¢
- H(l—nt)e"“EUl-E( 1 (1—nU_j)e"*<“>EUl)

j=1 j=1
Ny

— H(l _ nt)eﬂ)\tE(h
J=1

D’ou H;-V:t] (1— nt)e”)‘tEUl est une martingale sous P.

D’autre part, le fait que B; est un mouvement Brownien sous P entraine que exp((i3 —

no)B; — 3(i8 — no)?t) est une martingale sous P. Donc, on déduit que L;G; est une

P-martingale. D’ot W} est un mouvement Brownien sous P.

e Pour vérifier que (Ny)o<i<7 est encore un processus de Poisson sous P, il suffit de

montrer 1’égalité suivante, pour s < ¢, 571 <59 <--- <5, < s, et u > 0,
E(uNtiNSSO(NSNNSZ’ e 7N5k)) = exp[S\(t - 5)(“ - 1)] ’ E(SO(NSNNSW e 7Nsk)) (19)

ou ¢ est une fonction borélienne, positive.

Rappelons la définition de la probabilité P (voir (1.3) et (1.7)), et remarquons les
hypotheses sur (By)i>0, (Ni)i>0 et (Uj)j>1, on déduit :

E(uNtiNS(p(Nanszv Y 7N5k))

N,
_ 1 :

= E (uNt NSQO(Nq],ng, -++, Ny, ) -exp(—noB; — 57720275) H(l — nt)e"’\tEU‘)
Jj=1

N,
1 _ t
= EeXP(*ﬁgBt - _772(72t) -E (“‘Nt NS(*JD(]VS] ) N92a o aN%) H (1 - nt)enx\tEU1)

? Jj=1
Or :
N¢ -
E “‘NtiNs(p(NﬂaN?ga"'7N9k) H(I*T]Uj)en)\t Ui
j=1
Ny
— B (M (N Ny N ) B0 BT (L ) |V
j=1

= E (UNtiNS(,D(Nﬂ , N€27 . ’qu)en)\tEUl (1 o nEUj)Nt)

= E (uNt*NS(l — nEUj)NFNs) -E ((10(]\[51,]\1527 . 7Nsk)(1 _ nEUj)NS) enAtE(h
eA(tfs)[u(]7nEU1)7]}677)\(t75)EU1 .

E(¢(Ns,, Ng,, - - ’Ngk)(l _ nEUj)Ns)en)\SEUI

= exp[A(t —s)(1 — nEUy)(u—1)] - E (‘P(Ne1 Ny, N, )(1 — nEUj)NSe"’\SEUl)

en utilisant le fait que E(v™) = exp(M(v — 1)). Comme A = A(1 — nEU;) et en
remarquant (1.3), (1.7), on obtient (1.9).



20 Chapitre 1. Modele

o Il est facile de voir I'indépendance entre (W;)o<i<7 et o(Ny, Ujl{jSNT}) sous P. Main-
tenant, pour achever la démonstration, il suffit de montrer que : pour t; <ty < --- <

t, < T, on a l'égalité :

E(SO(U1 3 UQa T, Uk) : l{NTZk}'l/)(NtlaNtza T 7Nt1))
= E(‘P(U]aUQa T Uk) ’ l{NTZk}Q/)(NtlaNtza T aNtl)) (110)

Or, par (1.3), (1.7), et les hypotheses sur (B;)i>0, (Ni)i>o0 et (Uj)j>1, ona:

E(‘P(U] s UQa T Uk) : l{NTZk}z/)(NtnNtza to aNtl))

1
= E(exp(—noB, — =n’c’t)) -

2
N B
E ‘P(Ul,Uz,'“,Uk)l{NTzk}¢(Nt1,Ntza"'aNtl)H(l—nt)en/\T v
Jj=1

1 k
= B(exp(-noB, — gn’0*t)) - B (‘P(UMU%"';UIC) [T _nt)) :
j=

N
E (1{NT>k}1/)(Nt1=Nt27 o, Ny,) H (1- UU_j)enATEm)
j=k+1

H§:1(1 —nUj)

= E(@(UlaUQa"'aUk) (I*HEUl)k

1
> -E(exp(—noB; — 5772(7215)) .

E (I{NTZk}Qp(Ntl s Niyyeo aNtz)(l - EUl)NTe")\TEUI)
= E((,D(Vl, Vo, 7Vk)) ’ E(I{NTZk}":b(Nthtza T 7Ntl))

ou Vj; a pour loi :

1 _ .
Py (X) = —— 1Y%

— 5 Py, (X

Dot (1.10).

L’égalité (1.10) a prouvé aussi que, sous P, o(Ny,t > T) et o(Uj,j > Nyp) sont

indépendants.

Ce qui conclut la démonstration.

En résumé, dans notre cadre, sous la condition restrictive (1.8), il existe une probabilité
minimale P. De plus, sous cette probabilité minimale P, S, est encore solution d’une E.D.S
du méme type que (1.1).

Comme on se trouve dans un cadre de marchés incomplets, le prix d’option n’est pas

unique. Les formules de prix que nous adoptons correspondent & la construction de stratégies
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minimisant le risque quadratique (cf. [21], [7]) ou localement minimisantes au sens de Schweizer
(cf. [39], [40]). C’est un prix possible, mais ce n’est pas le seul prix. Pour les autres prix pos-
sible, nous renvoyons aux travaux de N. El Karoui et M.C. Quenez ([17], [37]). Il est & noter
que les prix qu’on propose ici sont encadrés par le prix maximal et le prix minimal de [17],
(37].

1.3 L’égalité V, = u*

Nous revenons a la section 1.1, et nous faisons le changement de variable en posant : X; =

log Sy, alors (1.1) peut étre écrit sous la forme suivante :

X() = T
dX; = (n—%)dt+odB,+d(XN, 7;)

avec Z; = In(1 + Uj) et = Iny. De plus, on pose : )(z) = h(e”).

On note (X%%(w)) 'unique solution de 1'équation différentielle stochastique (1.11) :

Xy == (1.11)
dX, = (u—%)ds+0dB, +d(S), 7;) pour s >t '

Elle peut étre explicité de la facon suivante :

2 N,
o
X =at(p—F)s—t) +o(Bi=B)+ > 7
Jj=Ni+1
On rappel que, généralement, si 'application (t,s,z) — X5%(w) est continue pour presque

tout w, on dit que (X5%) est une version continue du flot de (1.11).

Proposition 1.3 Supposons (x) est une fonction continue sur R telle que : |(x)] <
MeMIEl o4 M est une constante positive. Soit :
U*(t’ x) e Sup E(B*(T*t)Tz/)(X;‘jm))
T€T:, T

et
V(t) = supess E(e” "Iy (X ) | Fy)

TETt’T

alors u* est fonction continue sur [0,T] x R, et :
V(t) = u*(t, Xy) p.S.

La difficulté de cette démonstration vient du fait que les temps d’arrét de 7;7 peuvent

dépendre du passé. Donc, on introduit, d’abord, des notations suivantes :

Ti : L’ensemble des temps d’arrét de la filtration (F; );<s<7 ot Fy s est la tribu engendrée

par les accroissements B, — By, N, — Ny, t <u < s et Ujl{Nt<j§Ns} ;
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Ti,r : L'ensemble des éléments de 7; 7 qui peuvent étre écrits sous la forme 7 =) 14,7, o

(A,,) est une suite d’événements F;—mesurables deux a deux disjoints et 7,, € 7727T.
De plus, ils ont les propriétés suivants :
(i). Les tribus F; et F; ¢ sont indépendantes.
(ii). Pour s € [t,T], on a Fy = F; V Fp5.
(iii). On a de plus les inclusions : ﬁ,T C 7AZ;r C Tir.
Avant de montrer la proposition 1.3, on aura besoin du le lemme suivant :

Lemme 1.4 Pour tout T appartenant a Ty, il existe une suite (1,) d’élément de T telle
que :

Tn —> T p.S quand n — oo

Pour montrer ce lemme, il faut utiliser le résultat suivant qui peut étre trouvé dans le livre
de Neveu [35] (Voir Ex I-5-1 ).

Remarque 1.5 Si A € FV G, alors Ve > 0, il existe une partition Ay,---, A, de Q formée
d’éléments de F et By,---, B, € G tels que :

P(A AN (A]B] + A2B2 + -+ Apo)) <e

Maintenant, on commence & montrer le lemme 1.4.

Démonstration : (Démonstration du lemme 1.4)
Il suffit en fait de démontrer la convergence en probabilité, qui entraine la convergence
presque sure d’une sous-suite.

Pour un élément quelconque 7 appartient a 7; 7, on peut supposer que 7 est de la forme :

N
=Y 1at; (1.12)
j=1

avect <ty <--- <ty <T et Aj deux a deux disjoint et A; € Fi;- En effet, on peut toujours
approcher 7 par :
kE+1
m __
= 2 Y o<t} g
k
D’autre part, remarquant que les tribus F; et }-t,tj sont indépendantes et _7-—,5], =FV ft,tj,

et utilisant la remarque 1.5, on sait que pour n quelconque, on peut trouver une partition
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de Q formé d’éléments AY, AY, .- Ag € F; et pour chaque j, des événements B]j, Bg, ceey
BIZ € Fi tels que : 2

P(A; A (AYBIUARBL U - U ABY)) < — (1.13)
Maintenant, on introduit 7,, de la facon suivante :
P
o= ) Lao9k (1.14)
k=1
avec ¥ défini par :
'lgk = t] ].Bi + th(Bi)ani + ..+ tN].(B;C)c___m(BI]CVfl)CBIiV + Tl(Bi)F(Bk]Y)F (115)

Evidemment, T, appartient a 'i}’T. Dongc, il suffit de montrer que 7,, donné par (1.14) converge
vers 7 en probabilité. A partir de (1.12) et (1.14), on a :

P(r#m) = P(Aj 0 {m # t;})

WE

<.
Il
—_

I
WE

P(A; N (Up_y (A) N {0k # t5})) (1.16)

<.
Il
—_

Or la définition de 95 (1.15) entraine que :

{9 #tj} = Ui;BL U (B])® (1.17)

?Normalement, selon la remarque 1.5, on sait que la partition A9, A9, ... Ag dépend de j, alors, pourquoi
peut-on parler d’une partition indépendante de j ?

On prend ici un exemple pour expliquer concretement. Supposons j =1, 7, = F;V Ft,, on a une partition
Ai, A}, A3, AL j =2, Fiy = Fi V Fi,, on a une partition A3, A3, A3, A3, A2; Alors, on reconstruit, de la
facon suivante, une nouvelle partition A%, A3, A3 A9, A2 A2 A% A? qui ne dépend pas de j.

Al Al Al Al
1 2 4
| | | | |
f T T T 1
Feommbmmmmem- e ERCETEES e EEECET Fommne- i
2 2 2 2 2
A’ A’ A’ A2 A’
L L L L L L L L ]
I T T T T T T T 1
A A A’ A° A A° A° A?
1 2 3 4 5 6 7 8
Donc, si j est un nombre fini, par cette méthode, on peut toujours choisir une partlhon A9 AY Ag
indépendante de j. D’autre part, pour chaque j, d’apres la remarque 1.5, on a Bl, B27 ..., Bl € ft,tj ou

m < p, mais m n’est pas forcement égale a p. On peut cependant couper B7 tel que m = p. Pour 'exemple
au-dessus, on sait que, pour ] =1,0ona Bl, BZ, B'g, Bj, mais on peut d1v1§er B} (i =1,2,3,4) tel qu’on a

une nouvelle partition Bi, B, B, B}, B}, B}, B, Bi. Méme chose pour j=2.
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En effet :
{9k # 15} = {9 = £;}° = (Mi<;(BL)° N B} = Ui<; B, U (B})°

De plus, comme AY, AY, ... Ag sont deux & deux disjoints, de (1.16) et (1.17), et puis en

utilisant aussi les faits que :
e A C A7 VI<yj.
o Up_ (AR (B])") C Mo (AN U (B))°) = (Ui, AL BL)"

on a :

P(A; N {UL_,[A9 N (Ui;BL U (B]))T})

e/
=
e
s

|
WE

<.
Il
-

N
P(4; N (U ARBY) + D P(A; N (Up_ AX(B))))
i j=1

IN
.MZ

[}
A

N
< Y P(AFN (U ARBL)) + D P(A; N (U} AL B))))
J=11<i j=1

Maintenant, revenant & la définition de “A” et utilisant (1.13), on obtient :

N N
P(r#m) < Y Y PAA (UL ARBL)) + Y P(A; A (U, ALBY))
Jj=11<j j=1
N(N+1) 1
- 2 n
Ce qui entraine que 7, converge vers 7 en probabilité quand n tend vers oo. [ |

Démonstration : (Démonstration de la proposition 1.3)

A partir des définitions de V (t) et u* (¢, x), on sait que :

V() = supessE(e” " y(X,) | F)
TreTy
71,* (t”[,‘) = Sup E(e*(’f*t)rqp(Xi,x))
T€Tt,T

Puis en utilisant le lemme 1.4, et compte tenu des hypothéses sur 1, on peut écrire que :

V(t) = supessE(e "ITp(X,) | F)
T€7—t”]"
u'(t,z) = sup E(e T Ury(xL0))

T€T:,T



1.3. L’égalité V; = u*

25

Soit un élément 7 € T qui peut étre écrit de la facon suivante : 7 = > 14,7, avec

Ay, -, A, Fi—mesurables, deux & deux disjoints et 7,, € 7:,7“7 on a :

Ble T(X0)[F) = DB, e (XL ) | F)
= Y 1B Iy, | F)

< supE(e ™ Y(X,,) | F)
n
D’autre part, en utilisant 'indépendance des 7, et de F;,

E(e T p(Xp) = Y (B(la, e T 0p(XET))
= Y P(4,) E(e ™ Iryp(xLr))
< supE(e ™I (XET) S P(A,)

< supE(e” M TIp(X 1Y)

Tir C Tor C Tor

On a, donc :

V(t) = supessE(e 7 p(X,)| F)
€Ty
u* (t’ 'r) = sup E(e*(Tft)er(th_’m))
TGﬁ,T

Comme le processus (X;) est la solution de I’équation (1.11), on a, alors :
X, = X:’Xt pour s >t
ce qui donne, pour tout temps d’arrét 7 € T; 7,
E(e " y(X,) | F) = Ble” T (XX | F)
De plus, si 7 € 7727T, utilisant 'indépendance de 7 et F;, on a :
B(e (XN | ) = P ()

avec

Fl(r) = B(e (X 10))

D’ou :

V (t) = supess F-Xt(r)

TEﬁ,T
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Or u*(t,z) = sup,¢7, , Fu%(7), pour achéve la démonstration, il suffit de montrer le supess

s’identifie au sup. Pour cela, on regarde :

Fle(r) - FY(r)| < Ble OO (p(XET) - g(XEY))
< ER(X27) - (X))
< E(sup [9(X7) — (X))

t<s<T
or :
0'2 a
X0 = k(e D) N +oB B+ Y 7
J=Ne+1
0'2 o
X o= y+(p— )5 — 1) +0(B; — By) + > %
J=N¢+1

et © — 1 (x) est une fonction continue, on a, alors, que : pour ¢ fixé, la famille de fonction
z — FY%(7) est équicontinue. D’autre part, puisque |¢p(z)| < MeM#l on déduit :

t,x
sup E(e T (X5%) < M sup EBeMY < o
Teﬁ,T TEﬁ,T

En utilisant le lemme 1.6 [23] suivant, et remarquant que :

u*(t,z) = sup FHXt(r)
7'6772,7“

on sait que z — wu*(¢,z) est continue et qu'il existe une partie dénombrable Ty de T; 7 telle
que :
u*(t,z) = sup F4Xt(7) = supess F4Xt (1) = V(1)

T€To reTyT
La continuité de u* peut étre obtenue par la méme technique que dans le cas sans sauts (Voir

[24]). |

Lemme 1.6 Soit (¢;)jes une famille équicontinue de fonction de R™ dans R, telle que
sup;¢; pj(z) < oo pour tout z. Alors la fonction définie par ¢(x) = sup,c; ¢j(x) est continue.

De plus, il eriste une partie dénombrable Jo de J telle que ¢p(x) = sup;¢ 5, p(z) pour tout x.

Avant de terminer ce chapitre, on énonce un corollaire de la proposition 1.3, qui se sert dans
le chapitre de Put perpétuel. Notons 7 o, 'ensemble de tous les temps d’arrét de la filtration
de F; définie dans la section 1.1. 7; oo I'ensemble des éléments de 7g o a valeurs supérieures
at (pourt > 0).

Corollaire 1.7 Sous les méme hypothéses que la proposition 1.3, et de plus supposons ¢ est

une fonction bornée. Soit :

V> = supess Ble " "1 (X, | Fr)
Tefrt’oo
U¥(z) = sup Ele " 1reop(X27))

T€T0,00
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Alors,
V> =U>(Xy)

Démonstration : Tout d’abord, il n’est pas difficile de voir que :

sup E(ei(ﬁrit)r 1{T<oo}¢(X;‘jT))
7'67?,00

a une valeur indépendante de ¢. On peut donc écrire :

U¥(@) = mp Ble Ly cad(X17)

Grace a la proposition 1.3, on sait que :
V(t) = u*(t, X4)
avec :

V() = SupessE(ef(T*t)Tw(XT)\ft)

TeTyT
11,*(75’ 'r) = sup E(e*(Tft)er(th_’m))
T€T,T
pour quelconque ¢ fixé. Posons :
V(T, t) = V(t) = SupeSSE(e*(Tft)rz/)(XT) ‘]__t)
TeTyT
U(Tt,X,) = w'(t,X,) = sup Ble T h(XE))[5-x,

T€T:,T

Il n’est pas difficile de voir que V(T',t), U(T,t, ) sont des fonctions croissantes de T respec-

tivement et V7T', on a :

V(T,t) < V™, U(T,t, X;) <UX(Xy)
D’autre part, soit 7 € F; o, puisque 1) est bornée, on a :
E(e 01,y (X17)) = 0

Ce qui entraine :

E(e 01 9 (XE))
= BE(e " 0y(xb))
= E(e T 0h(XET ) o) + Ele T (XET) 1 ory)

= E(e T TI(XI0)) + Ble T g(XET) — e T g(X ) s ry)
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A partir des définitions de U(-, -,-) et U(.), et remarquons que ¢ est borné, on déduit, alors,
US(X,) <U(T, t,X;)+Ce™™ ¥V T
D’ou :
lim U(T,t, X;) = U®(X;)
T—o00
De méme, on peut montrer que :

lim V(T,t) = V>

T—o00

Or:

V(T,t) = U(T.t, X,)

donc, on a :
V> =U>(Xy)

[ |
En résumé, apres les analyses qu’on a fait dans cette section, on sait que, pour calculer le

prix V; d’une option américaine dans ce modele, il suffit de déterminer la fonction u* définie

dans la proposition 1.3.



Chapitre 2

Put perpétuel

Ce chapitre est une version détail de [43]. Le but de cette section est d’établir une formule
quasi-explicite pour calculer le prix d’'un put “perpétuel” dans ce modele. Cette formule
est une généralisation de celle de Merton ([31] page 173-174). Nous rappelons qu’un put
“perpétuel” signifie que nous pouvons exercer I'option a tout moment sans limite d’échéance.
C’est a dire que la date d’échéance T est égale a 'infini.

Il n’est pas difficile de voir que I’expression suivante :

2 N~
sup Ele "0 (K — yelt= T 000 B=B0 T (14 U7)) 51 co0)]
’Teﬂ,oo j=Ni+1

a une valeur indépendante de ¢. Notons :

N,
0'2 s
V¥(y) = sup Ble (K —yel 5B TT(1 4 Uj)) 4 1irco)]

T€T0,00 7=1

V°(S;) s'interprete naturellement comme le prix d’un put “perpétuel” a Uinstant ¢, avec le
prix d’exercice K.

Le but de ce paragraphe est d’expliciter la fonction V>°(y). On verra, (dans le lemme 2.5)
qu’il est commode de faire le changement de variable : x = Iny. Dans le cas du put, rappelons

que : ¢P(x) = (K — e”), et si I'on note :

2 N
u™(z) = gbl_p Ele ""(x + (n — %)T + 0B, + Z Zj)1{7<oo}] (2.1)
770,00 J=1

avec Z; = In(1 + Uj), il est évident que : V°(y) = u*(Iny) = u*(z). Maintenant, il suffit
d’expliciter la fonction u*°(z). Pour cela, on introduit, d’abord, le systéme (2.2) ci-dessous,

29
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(dans lequel z* est inconnue) :

( Au+ Bu = 0 pour x > z*

u(z) = K—¢e® pourxz <zx*
u(z) est continue en x*
du(zx) . .
est continue en x
dz 5 o 9 (2.2)
A o d*u o o )du
U = — 5 - —)— —ru
2 2z T 2
Bu = X [ (u(z + 2z) — u(x))v(dz)
l z¥ < InK

ou v est la loi de Z;. On cherche une solution du systéme (2.2) ci-dessus, sous la forme :

i(z) = K—¢e' siz<zg*
) Be™ siz > x*

ot 0, B, =* sont des constantes & préciser. Supposons que Ee’”! < oo, on verra, dans la
proposition 2.1, que cette solution u a une forme quasi-explicite. De plus, elle est égale, en

fait, a la valeur de u®(z). (Voir le théoreme 2.3).

Proposition 2.1 Une solution de (2.2) est donnée par les formules suivantes :

€T . *
i(e) = { (K o) s o (23
avec
o = (2
L—n
et n est l'unique solution négative de l’équation suivante :
o? o? 7
5 +(,u—7)7]—(r+>\)+>\E(e" H =0 (2.4)

Démonstration :

e Tout abord, on doit montrer que ’équation (2.4) a une et une seule racine négative. En

effet, posons :

¢n) = S0+ (k=5 )n = (r+A) + AB("™)
On voit que :
/ 2 o 7Z
¢n) = o+ (p— )+ B Z1)
#"(n) = o+ AE("?7%) > 0% >0
ce qui entraine que la fonction 1 — ¢(n) est une fonction convexe. Or ¢(0) = —r est

strictement négative, et lim,_, ., ¢(n) = +00, on peut donc dire que (2.4) a une et une

seule racine négative.

Maintenant, on commence a montrer notre formule.
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e Détermination de 7.

Puisque 'on cherche une solution du (2.2) de la forme suivante :

() K—¢e' siz<zg*
i(z) = .
Be* six > zx*

En remplagant u(z) par Se dans la premiere équation de (2.2), on obtient :

2 2
%&726% + (1 — %)ﬁne"'” —re + )\5/(6"('“'2) —e™(dz) = 0 pour = > z*
D’ou :
a? o? 7
777 +(M—7)77—(T+)\)+>\E8"‘1 =0

Selon la premiére partie de cette démonstration, on sait déja que cette équation a une

et une seule racine négative. On la note 7.

e Détermination de (§ et z*.

. . du(z :
D’autre part, puisque u(x) est continue en z*, d(r) est continue en z*, on a :

Be™ = K —e¥
frem = —ev
D’ou
K e
o=
—nK
r* = ln(L)

L—n
De plus, comme 7 est négative, z* < In K et § > 0. On obtient finalement les résultats

énoncés dans la proposition.

Proposition 2.2 La fonction u(x) donnée par (2.3) vérifie :

Afi + Bi < 0
w > 1)
(Aii+ Ba) (@ — ) =0

Démonstration : On vérifie, d’abord, que : Au+ Bu < 0. A partir de la forme explicite de

u(x) (voir (2.3)), on sait que :
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e siz <z* u(r) =K — €%, en revenant aux définitions des opérateurs A et B, on a :
2 2
Au = f%ew — (u— %)ew —r(K —e")
—(p—1r)e” —rK
Bu — A/(K — " K+ ¢"))u(d2)
= )\em/(l —e*)v(dz)
= ——Aemlﬂlﬂ

D’ou, en utilisant la relation y — r + AEU; = 0,

Au+ Bu = —(p—1r+ AEU)e® —rK
= —rK <0
. _ _ z* , P
e Siz > zx* u(r) = pe™ avec f = Ken—f*, en revenant, de nouveau, aux définitions des

opérateurs A et B, on a :

2 2

ai = B 1 G Do —rem
2 2
o o
= 56"1(7772 + (1 — 7)77 —)

Bu = )\ﬁ/(e"(””“) —e"™)v(dz)
= M\GeME(e" 1)

D’ou, en remarquant (2.4),

02

A+ Bu = " (0’ + (1 —
-0

o? 7
7)77—7“—)\+Ee"‘1)
ce qui implique Au + Bu < 0.
Maintenant, il nous reste a vérifier u(x) > 1 (z). A partir de la définition de u(x), on sait
que :
e siz<z* u(zx)=K e =19(z);

’I'*
K—e”
enc*

> 0, on a aussi u(xz) > ¢(z). En effet, pour

e siz > z* u(x) = e’ avec f =
x>InK, ¢¥(z) =0, on déduit :

u(z) = Pe’ >0 =1p(z)
I1, donc, reste & vérifier le cas ou z* < z < In K. Si I'on note :

O() = B — (K — )
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On voit que :

O'(z) = pPne"™ +e”
d"(z) = Prfe™ +e* >0

Ce qui implique que ®'(z) est une fonction croissante dans [z*,In K|, et de plus, comme

. du(x .
la fonction d(m) est continue en z*, on a :

*

Bre™ = —¢”

D’ot : ®'(z*) = 0. Ce qui entraine que ®'(z) > 0 pour [z*,In K]. On déduit donc que
®(7) est une fonction croissante dans [z*,In K]. Or ®(z*) = Be™ — (K — ¢ ) =0 &
cause de la continuité de u(z) en z*. D’ou ®(x) > 0, ce qui dit, pour z* < z < In K,

on a aussi :

u(z) > ¢(z)

Théoréme 2.3 Soit u®(xz) la fonction définie par (2.1), on a alors :
u®(z) = u(r)
ou u(x) est donné par (2.3).

Ce théoréeme peut étre montré par les méthodes de [3], [4], [23]. Le point essentiel de la

démonstration de ce théoréme est de montrer :
t
e Tla(XF) — / e " (Au + Ba)(X¥)ds
0

est une martingale. Pour cela, on aura besoin utiliser la formule d’Tto.

Il est clair que la fonction @ donnée par (2.3) n’est pas de classe C2, mais on a :

du —e” pour z < z*

dr | n(K —e*)e"=*") pour z > z*
et

d*u _ —e” pour z < z*

dz?2 | n?(K —e*")e"®=)  pour z > z*

au sens des distributions. En plus, par calcul, il n’est pas difficile de vérifier que u donnée
par (2.3) appartient & W22%(R), pour a > 0, ot W22%(R) = {f € L*(R, e “*ldz)| fU) ¢
L*(R, e~®l®ldz) j =1,2} (pour la définition plus général de cet espace, voir la section 3.2.1).
On a donc :

a(z)] < Cetl (2.5)
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par conséquent de la remarque 3.21. En plus, la fonction u a les propriétés suivant :

du(z) . d*a(x)

0<u(z) <K |d:v | <e* \de

<c (2.6)

oit C = max{e®", —ne® }. Pour vérifier (2.6), il suffit de remarquer les faits 8 > 0, n négative
et les relations entre 3, n et x* (Voir les processus pour obtenir les valeurs de 3, n dans la
démonstration de la proposition 2.1). Avant de commencer & montrer la théoréme 2.3, on

introduit, d’abord, deux lemmes suivants.

Lemme 2.4 Soit u(x) une fonction de classe C? bornée ainsi que ses dérivées et X; une

solution de

X(] r
dX, = (n—%)dt+odB +dX}", 7,
alors, le processus

t
M; =e "u(XF) — / e "(Au + Bu)(X7)ds
Jo

est une martingale.

Démonstration : Ce lemme est un résultat classique. On donne ici seulement des grandes
lignes dans sa démonstration.
En utilisant la formule d’Ito et en remarquant les définitions des opérateurs A et B, on

peut écrire :

My = u(z) + U/Ot e*”%st + Ly
ou : N t
L, = e (X)) —uw(X )] =X [ e [ v(dz)(u(z + 2) —u(z
3l ) = (X, ) | e [vanuto+2) - ute))

Par I’hypothese du lemme, il n’est pas difficile de voir que :

t ou
E 21727"5 e 2(11
(./Om (52)%ds) < o

. N t .
ce qui entraine que : u(z) 4+ 0o [ e ”’%st est une martingale. D’autre part,comme u(z) est

bornée, on déduit :

E(/Ot ds '/V(dz)(efm(u(a: +2) —u(x))?) < oo

En appliquant le lemme 2-2 Chapitre 7 dans [28], on voit que L; est une martingale.
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Le lemme suivant nous donne une estimation et qui se sert dans la démonstration du
théoréeme 2.3 quand nous faisons passer a la limite. Mais avant de le montrer, rappelons,
d’abord, que X, est le flot de I’équation différentielle stochastique (1.11) :

Xt = X9
Ny
dX, = (u— )ds—i—adB —i—dZZ pour s>t
j=1
Soient p(t,zo;s,z) la densité du flot X, et g(t,zo;s,z) la densité de la variable aléatoire

xo + (U — 7)(3 —1t) 4+ o(Bs — By), alors, on a :

e la fonction de la densité g(t,zq; s,z) est donné par :

9(t, zo; 8, 1) = ;)Uexp (— oo ¥ (!'u — ”72)(5 o)) ) (2.7)

2m(s —t

e D’apres 'indépendance entre (Bs)s>0, (Ns)s>o0 et (Uj)j>1, on peut écrire la densité du
flot X sous la forme :

p(t,zo;s,z) = /g(t,wo;s,w — Y)v,s(dy)
= (v x g(t, o3 s, ) (2) (2.8)
Ns
ou v, est la loi de la variable aléatoire Z Z;
J=Ng+1

Lemme 2.5 Soit ¢ € Lloc(R)7 et soit pour R > 0, 15 le temps de sortie de 'intervalle ouvert
OR :] - R, +R[ .
T =inf{s > 0| X; & Og}

On a alors :

TR
B[ e lo(X)lds] < Cllellizon)

ou C est une constante ne dépendant ni de ¢ ni de R.
Démonstration : A partir de la définition de 74 et la fonction p(0, z¢; s, x), il est facile de
voir que :

TR
B([ ool < B [ eIt < ds

= [Tas [ dwee 7o) p0,5055,0)
Jo Jog
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De plus, en utilisant I'inégalité de Holder et (2.8),
Tr
B([ e (X0l

| > 2 12, [~ - 2 7 \1/2
< ([T e mdslielaon) [ ds [ e 0,m; 5,00

: . Jog

_1 R

< Hlelon( e I+ 90,2055, )2 ds) 2

puisque 1 s est une mesure de probabilité, on déduit :

0% 90058 )a> = | [ 900,055 — ol
< [9(0.m0:5 -~ )2 vo(dy)
~ gl

En utilisant (2.7), on a :

2
00 0o 1 _ + _ o $)12
/ e "gllR.ds = / dse "* /dy 7exp(f[y (o (l; 7)9) )
Jo ’ Jo . oV2m\/s 2025
/oo g s /d ( 1 )2 22
= [se [z - (———)“%e o2s
Jo . oV2m\/s
o0 dS 77,5\/ 1 P) _z2_
= —e dz - e o’
/0 Vs ((T\/ 27r)
< C
D’ou :
TR
B[ e "e(X,)lds) < Cligllizon)
|
Maintenant, on va montrer le théoreme 2.3.
Démonstration : ( Démonstration du théoréme 2.3 )
On le fait en deux étapes :
1). Le point essentiel est de montrer 1'égalité :
E(e "u(X,)) = Eu(Xo) + E( / (Adi + Bu)e "*ds) (2.9)
Jo

pour tout temps d’arrét 7 a valeur dans [0, ocol.

Il n’est pas difficile de voir que la fonction définie par :

i(z) — K —¢€” pour z < x*
n (K — e )e"™=7")  pour z > *
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est une fonction uniformément continue sur R. De plus, par (2.6), on sait que u|p, €
W?22(Og), pour tout R > 0.

Maintenant, soit (p,,) une suite de fonction de classe C*° sur R & support compact,

pm > 0 et [ppdr = 1 avec suppp, C] — —, L[, On pose : Uy, = @ * pp, alors uy,

m’m

appartient & C°(R), u,, converge uniformément vers u sur R. Au,, converge vers Au
dans L?(Og) du fait que 4 € W22(Og) et lemme 3.22, et en plus, on peut déduire que
Bu,, converge vers Bu dans L?(Og). En effet, puisque :

\Bu,,, — Bu|] = |\ /[um(m +2) —u(z + 2)|v(dz) — Aum(z) — u(z)]|
< A(/ it — | oo (d2) + Alftim — 1)
< 2N\t — ] oe
D’ou
| B — Bitl2e0,) = /OR | By — Balde
< 4N mes(OR)||um — w]%

En utilisant le fait que u,, converge vers u uniformément sur R, on obtient Bu,, con-

verge vers Bii dans L?(Og).

Par ailleurs, comme u,, = % * py, = [4(z — y)pm(y)dy, d’ou :

| < il [ pmly)dy = i1 < C
par conséquent des faits que [ pp,dy = 1et 0 < u < K, C est une constante indépendant
de m.

Maintenant, pour montrer (2.9), on remarque que u,, € C*°(R), ce qui permet d’utiliser

le lemme 2.4, on a donc :
t/\TR
M, = e’r(t/\TR)um(Xt/\TR) — / e "*(Auy, + Buy,)(Xs)ds
0

est une martingale. D’ou, par le théoreme d’arrét, pour tout temps d’arrét 7 a valeur
[0, 00,

TATR
B(e "t (Xonrg) = Blum (X)) + B[ €7 (A + Bun)(X)ds) (210
0
En utilisant le lemme 2.5 et remarquant les faits que Awu, converge vers A dans L?(Og)

et Bu,, converge vers Bu dans L?(Og), on a :

E[ OT/\TR e—rs(Aum —i—Bum)(Xs)ds _ [;'/\TR efrs(A,a + Bﬂ)(Xs)ds]
< C||Aupm + Buy, — At — Bil 12(0,)
— 0 m — 00
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De plus, puisque u,, converge uniformément vers u sur R, d’ou :

E(e """ Ry (Xonr,)) — E(e "TMRIu(X,0r,))
E(um(Xo)) — B(u(Xp))

On obtient (2.10) pour u au lieu de ty,.

Pour obtenir (2.9), il faut faire tendre R vers 'infini. Remarquons la proposition 2.2,
on sait que Au + Ba < 0, alors [J""" e "$(Au + Bu)(X,)ds est décroissant en R. On

a, donc,
TATR T
E / ¢ (Au + Bu)(X,)ds — B / ¢ " (Au + Bu)(X,)ds
0 0
en appliquant le théoreme de convergence monotone. D’autre part, on a aussi :
E(e "R (X 0r)) — Ble T Tu(X;))

a cause de (2.6) et le théoreme de Lebesgue. D’ou (2.9).

. Selon la proposition 2.2, on sait que Au+ Bu < 0. De plus, en tenant compte de I’égalité

(2.9), on déduit que e "'u(X;) est une sur-martingale. D’autre part, en remarquant, de

nouveau, la proposition 2.2, on voit que # majore ). D’oi :
u(Xy) > u>(Xy) p.s pour ¢ € [0, o[
En effet, pour ¢ quelconque fixé dans [0, oo[, on a :

e "u(Xy) > E(e "u(X,)|F)
> E(e "y(X:)|F)

D’ou :

u(X;) > supess Ble "1 o0 (X,)|F)

TGTt,m

— supess B(e "7 011, (XLT)

TGTt,m

[e.e]
= u®(Xy)
Par ailleurs, si on pose :

. = inf{s>t | P(X;) =u(Xs) }
= inf{s>t | X;<z* }

7, = oo sil’ensemble est vide
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Alors, on a :
(Au+ Bu)(Xs) =0 p.ssur {s < 7}

puisque
Viz>z* (Au+ Bu)(z) =0
Ce qui donne :
/ e "(Au+ Bu)ds =0 p.s
t
D’ot1, on conclut :
E(e"u(Xy)) = Ble™ ™ 17, <o0yu(Xr,))

Par ailleurs, de (2.6) et les inégalités 0 < u < K, 0 < ¢(z) = (K —€”); < K, on a
alors :
0< E(eirﬂl{n:oo}ﬂ(XTt)) < KE(eithl{Tt:oo}) =0

avec la convention e "> = 0. D’ou :
E(eirnl{n:oo}ﬂ‘(Xﬁ)) =0

De méme :
E(e "1, o (X7,)) =0

Maintenant, en utilisant le fait que u(X,,) = ¥(X,,) et le corollaire 1.7, on déduit :

E(e "u(X;) = E(eMu(Xy,))
= E(e ""P(Xy))
= E(e "1, co1p(Xr))
E(E(e " 1(;, <o} (X7, )| 1))
Eefrtuoo(Xt)

IN

D’ou :

u(Xy) <u™(Xy) p-s

Par conséquent :
uw(Xy) =u>®(Xy) p-s
o

Ce qui donne, u et 4> étant continue :

u(z) = u™(x)
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Le théoréme 2.3 donne une majoration du prix d’un put américain d’échéance finie.

Puisque le prix du put américain est donné par :

2 N"’
ult,z) = sup E(e"TI(K — gl )T 0re BB T (14 U))4)
TE’Tt,T ]:Nf-l—l ’
2 N"’
< sup E(e (K — et FNOT BB T (14 U5)) 4 1 rco))
7€t 00 J=N¢+1 .

On verra, dans le chapitre 6, les résultats numériques sont coincide avec cet inéqualité.
D’autre part, il est clair que ce théoreme nous permet de calculer numériquement le prix
d’un put “perpétuel”. Evidemment, le calcul essentiel est de résoudre Péquation (2.4), ce qui
peut se faire, par exemple, par la méthode de Newton.
On note encore la fonction ¢(n) égale au membre gauche de (2.4), on sait que ¢(0) <
0, limy, s ¢(n) > 0 et la dérivée second ¢"(n) est strictement positive, en plus, on a

lim, ., ¢'(n7) < 0, on peut donc choisir une valeur initial )y telle que ¢'(19) < 0 et prendre :

et = 1 — b (1m)
T W ()

En plus, on verra qu’on peut expliciter la valeur de 1 dans certains cas spéciaux :

e On suppose que U; a méme loi que ¢ — 1 ou g est la loi exponentielle de parametre
Ag. C’est & dire de loi 1{$>0})\ge*’\°“d:v. Comme Z; = In(1 4+ Uy), d’ou Z; a pour loi
1{m>g})\oe’)‘°$d.7:. On calcule :

E(e"?') = )\g/ e e Ty
Jx>0
Ao :
= — sin < Ag
n— Ao
Alors I'équation (2.4) peut s’écrire sous la forme suivante :
2 2
0% o o Ao
— - —)n— A) — =0
51t = )n—(r+2) -

Par un petit arrangement, I’équation précédente peut s’écrire sous la forme suivante :

2 2 2

o o o
S (= (L X)) = (r A+ Dol — 5 ))n+ 720 = 0 (2.11)
Posant :
2
o
a3 = 7>0
2
ag
as = Wu— (1 + )\0)7
o2
mo= Aol )

ayg = T‘)\[]
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a
En divisant par ag dans I’équation (2.11) et en posant y =7 + 3—2, on obtient :
a

'3
y3+py+q:0 (2.12)
ol :
2
a; Iy
p 3(13 as 3(1%( 2 103)
2(1,2 aga; ag 1
g = - 2 (2a2 + 27agag — 9araza3)

27(1% 3(1% as 27(13

Les trois solutions de (2.12) sont alors données par :

N o
Y3 \/%4—\/74-10\/ %7 q +(1§)3

—14+14v/3 —1—1v3
w:%\/_, wQZT“/_ (12 = —1)

ol :

on obtient alors :

ag

m = 91*3—0‘3

ag

N2 = 92*3—(1‘3

ag

n3 = U373—(13

Il n’est pas difficile de voir que 7y est la solution cherchée.

e On suppose que U; a méme loi que ef — 1 oll g est la loi de x? & n degré de liberté,

ot & i - nq -z T iy ) —
c’est a dire de loi 1{m>0}2”/27F(%)x2 e 2dz. On étudie deux cas spéciaux : n = 2 et
n = 4. Quand n = 2, c’est un cas particulier du cas précédent.
Quand n =4,
1 1 1
E(e") = —— / e 2y = ————  sip< =
= 100) Jsoy TR 1) 2
alors, I'équation (2.4) peut s’écrire sous la forme suivante :
2 2
0% 4 o
5+ (=)= (r+ )+ =0
2 2 AL2)(n — 3)*
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l.e:
o L (u—o) + (20 M+ (5 02)+ A= LA e —) = 0 (2.13)
— — -0 —pu—r— —(p—— —= ——) = }
51 (=) (g0 —u (G (=) A= (r )
Posant :
“© 7 9
b = u—o?
5
c = g(fo,ufrf)\
1 o2
d = —-(u——
4(,u 2)+r+)\
1 1
_ _ )\ _
e 4(7’—!— F(2))

On peut écrire (2.13) par :
anf* + b + e +dnp+e=0

C’est un équation d’ordre 4, on peut bien sur expliciter ses racines.



Chapitre 3

Inéquation Variationnelle

Selon la proposition 1.3, le calcul du prix d’une option américaine V; se ramene au calcul de la
fonction u* (¢, ). Le lien entre le probleme d’arrét optimal et les inéquations variationnelles a
été dégagé par A. Bensoussan et J.-L. Lions (cf. [3], [4] ), et ces méthodes ont été appliquées
aux options américaines pour les modeles de diffusion dans [24]. Dans ce chapitre, nous
utilisons la méthode des inéquations variationnelles pour chercher une valeur approchée de
u*(t, z). Et on montrera u*(¢,z) est la solution unique de I'inéquation parabolique suivante,
sous certains hypothéses de régularité a préciser.
% + Au + Bu < 0

ot
u > p.p. dans [0,T] x R

0
(8—1:+Au+Bu)(zp—u) = 0
“‘(Ta ) =1
On peut I’écrire sous une forme plus simple suivant :
0
max{a—? + Au+ Bu,yp —u} = 0 dans[0,T] x R
U(Tu ) = zlb
ot 2 82 2 o
o° 0%u o u
Ay = — —— R i
T e + (u 2 ) ar "
Bu=\ /(u(t,m +2) —u(t,z))v(dz)

ou v est la loi de variable aléatoire Z; = In(1 + Uy).

Le travail qu’on va faire sera en deux parties en suivant les méthodes de [3], [4], [24].
1. Montrer I'existence et I'unicité de la solution du probleme (3.1) (voir la section 3.3).
2. Montrer que la solution de (3.1) est égale & u*(¢,x) sous certaines hypotheses.

Les difficultés viennent des termes de sauts qui font apparaitre un opérateur intégral dans
Iinéquation parabolique. Avant d’étudier le probléme (3.1), (3.2), nous expliquons pourquoi

les opérateurs A et B interviennent de facon naturelle dans notre modele.

43
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3.1 Le générateur infinitésimal d’une diffusion

Comme dans le chapitre 1, on note (X;);>¢ la solution de I'équation différentielle stochas-

tique (1.11). Maintenant, on calcule son générateur infinitésimal.

Proposition 3.1 Le générateur infinitésimal de (X;)i>0 est donnée par :

0'2 2 O'
v D [ e femas)

pour toute fonction f bornée ainsi que ses dérivées.

Démonstration : D’aprés la définition du générateur infinitésimal, on voit qu’il suffit de

d
calculer EE (f(X[])) . Comme X; est une solution de (1.11), on a :
=0

o2 N
E (f(X7)) :E(f($+(ﬂ—7)t+03t+ZZ
7=1

alors, on peut écrire :

E(f(X{) - f(X5) = Ef(X]) - f(z)
o2
= E((f(z+ (- 7)75 +0By) — f(2))1{n,=0})
o2
+(fle+(u— )+ 0B+ Z) - f(@)n,=1y
o2 Ny
+(f(:1c+(,u—7)t+aBt+ZZ — f(2))1n,>2})
j=1
d:ef L+ 1+ I3
et iE( (X"L’)) 0 L+ 1+ I3
gB VXD =l

Puisque les processus (Bt)i>0, (Ni)i>o et (U;);>1 sont indépendants, et P(N; = 0) = e,

on a :
I — 2Vt +0B,) —
LD S (= S+ 0B ~ f(2)
t—0 t t—0 t
2
_ limEf(ﬂ?Jr(M*%)tJrUBt)*f(-T)
t—0 t
o’ 0% f o of

= Jaz T Fg,
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D’autre part , comme P(N; = 1) = Me M et qu'il y a indépendance entre (Bt)i>0, (Nt)i>0
et (Uj)j>1 , on voit que :
2

T Nt + 0B+ Z1) — f(-T)>

I, = e ME (f(’l‘ + (pu — 5

Or f est bornée, par le théoréme de Lebesgue, on a :

I 2
lim =2 = lim e ME (f(z+ (p — %

= (f(z+ Z1) — f(z))
— A/ (¢ +2) — f(z))v(d2)

Par ailleurs, on sait que P(N; > 2) = o(t). En effet :

)t + 0B+ Z1) — f(z))

P(N; >2) = ZP(Nt:j)
Af
_ Zeﬂ\t .
- 42 )\267/\:: .
= 0t

On a, donc, en utilisant le fait que f est bornée :

2 Ny
o
Il = [B(f@+ (-t +oBi+ ) Z) = f(@)n>2)]
j=1
< 2[f|cP(N 2> 2)
= ot)
On obtient, finalement :
d . L oL+ L+
GEUGT) = lim A
o’ 0*f (72
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3.2 Formulation variationnelle et propriétés des opérateurs
Aet B

3.2.1 Propriétés des A et B

Nous étudions I'inéquation parabolique souvent & partir de sa formulation variationnelle. Or

pour I'écrire, on introduit les espaces Hy, Vo, WP%(R) pour a > 0 avec :

H, = L*R, e °ldy)
of
V, = H,| =€ H,
{f € Ha| =€ Ha}
W™PNR) = {f € I’(R, e *"ldz) | pour j <m, f9) e L’(R,e ""dr)}

Noter que H, = W%2%(R) et V, = WH?%(R). On note (-,+) le produit scalaire de H, et
|l - llas |- |a les normes respectives de V, et H,. On énonce, d’abord, un résultat classique, qui

est un conséquence du théoreme de Rellich.

Lemme 3.2 Si a <y, linjection canonique de V,, dans H, est compact.

Démonstration : Supposons que v = a4+ (. Comme a < v, d’ou 8 > 0. Il n’est pas difficile
de voir qu’une suite bornée dans V,, reste encore bornée dans V.

Maintenant, on prend une suite f,, bornée dans V,, qui converge faiblement vers 0 dans
H,. Alors, il suffit de montrer que f,, converge fortement vers 0 dans H,.

Soit R > 0, on regarde :

1 full,

e

/ " (fula)te et [ (fula))e
J-R J|z|>R

Puisque v = a4+ 3, d’ou :

N2 el gy — 22 0ll Bzl g,
/M(fn( ))2elelg /DR(fn( ) d

< e[ (o))t
|z|>R

< PR fuly,

< Ce PR

D’autre part, pour R fixé, f, |}—R g reste bornée dans W'2(]— R, R[), en utilisant le théoréme
de Rellich, on déduit :
lim sup an||2}q7 < Ce PR V R

En faisant tendre R vers l'infini, on obtient f,, converge fortement vers 0.
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|
Posons :

o [ Ou Ov
@ _ —alz| —alz|
a®(u,v) 5 | 32 52° d:v—l—r/uve dx

o’a 0%  Ou
— (== — N ye ol
/( 5 sgn(z) + (p 5 ))&Eve dx

b*(u,v) = —/(Bu) ve ?leldy

Alors, on peut écrire, par une intégration par parties, que :

(Au,v)q = —a(u,v) Vu,veDR)
(Bu,v)q = —b%(u,v) Vu,veDR)

11 est clair que a®(u,v) est une forme bilinéaire continue sur V,, et que l'on a :
a®(u,0)] < Cllufallv]a

avec C' ne dépendant pas de u et v. Le lemme suivant nous permet de dire que B est un

opérateur linéaire continu de H, & H, et qu’on a :
6% (u,v)| < Clula|v]a
Nous supposons 'hypothese suivante :
(H) : Ee*?l < 0o pour tout a.
Lemme 3.3 Sous (H), alors, on a :
V u e H,, |Bula < Clulq

ou C est une constante indépendante de u.

Démonstration : A partir de la définition de l'opérateur B, on peut écrire, en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait (a — b)? < 2(a” + b?), que :

|Bul|?, = /(Bu)Qef(’“‘m‘da:
< )\Q/dx e ol /(u(:ﬁ—i—Z) —u(z))?v(dz) -/12u(dz)
< AQ/dxe*a\m\-/2(u2(x+y)+u2(x))u(dz)
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D’aprés le théoréme du Fubini et le fait que e~ %l < ¢—aletzl+alzl on déduit -
|Bu|2, < 2 /u(dz) . /(11,2(.77 + 2) + u?(z))e " dx
< 2)? /I/(dz) . (/11,2(.7: + z)e Cleral L golelgy 4 /11,2(.7:) e 7l dg)
_ 92 /u(dz) (el juf?)
= 222 (EeD 4 1)

Comme E e®71! < o0, d’oi :

|Bulo < Clulq

Par ailleurs, il est facile de voir que :

Be L(H,, H,)

On remarque que : si @ = 0, on a B € L(L?, L?) et |Bul;2 < Clul;2.

Lemme 3.4 Si (H) est vérifié, alors il existe deuz réels strictement positifs p et y tel que :
Yu €V,
a® (u, u) + b (u, ) + pluly > y]ull3

Démonstration : D’aprés les définitions de a®(u,u) et b*(u,u), et le lemme 3.3 et r > 0,

on a :
a®(u,u) + b*(u,u)
o? 9 9 o’a o? 9
> Sl = [ul2) = (5= + = D - llulla - [ula = Clul?
2 2 2
2 2 2 2
= Slullz = (G + o= D lulla - fula — (5 + C)ul
En posant :

2 o2
p=—+ - 7|
o2
etn=—>0,0ona:
2
a® (u,u) + b (u,w) > nllull; = Bllullalula — (0 + O)ul;

D’ou, pour tout p > 0

a® (1) + b (u, ) + pluf2 > nllull’, — Bllullalula + (p— 1 — O)ul2
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et il suffit de choisir vy = g et p tel que la forme quadratique :

7
(z,y) = 53° = Bry + (p—n — Oy’

soit positive. On voit facilement que ce p existe. En effet, on utilise la relation classique ab <

0 , L,

— —b“. D’ou :

2a +29b ou

Jé]

w4 (p=n=C= )y

n—03
2

2

1
9% = Pry+(p—n—Cly’* >

En prenant = % (car 3 > 0), et p assez grand tel que p —n — C — % soit positive , on
obtient :
Ui

§m2fﬁmy+(p*n*0)y22(p*n*C*—n)yQZO

3.2.2 Formulation Variationnelle

Avec les notations précédentes, la formulation varationnelle du probleme (3.1) peut étre écrit

sous la forme suivante :

u(T,) = 1  pp. dans R

u > 1 p.p. dans [0,T]x R

YoeV,, v>1, ona: (3.3)
ou

—( “,v —u)q +a*(u,v —u) + b%(u,v —u) >0 p.p. dans [0, T]

La proposition 3.5, qui peut étre montré par la méme méthode que la proposition 1.6 dans [23]
P76, dira la relation entre la solution de I'inéquation parabolique et celui de sa formulation

variationnelle sous certains condition de régularité.

Proposition 3.5 Supposons ¢ € V. Soit u une fonction de [0,T] x R dans R telle que :

ou
we L2([0.T W>**(R) et o € L(0,T); Ha)
Alors, u est solution de (3.3) si et seulement si u vérifie (3.1) :
% + Au + Bu < 0
u > ) p.p. dans [0,T] x R
ou
(8—7; + Au+ Bu)(yp —u) = 0

Pour obtenir I'existence et I'unicité de la solution de I'inéquation parabolique (3.1), on

aura besoin de résultats de régularité de u qu’on parlera dans la section 3.4.
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3.3 L’existence et L’unicité de la solution du probleme

Théoréme 3.6 Sous (H), et soit ) € V, alors il existe une et une seule fonction u vérifiant :
2 du 2
uw € L*([0,T); V) et gn € L°(]0,T]; Hy)

et le probléme (3.3).
De plus, la fonction u est dans L*([0,T]; Vy).

La démonstration de l'unicité de ce théoréme peut étre faite en suivant exactement le
méme raisonnement que [23] P77 . Et on utilisera le méthode de pénalisation pour prouver

son existence .

3.3.1 Le probleme pénalisé

Selon le méthode de pénalisation, on commence ’étude par le “ probleme pénalisé ” : pour
e > 0, trouver u. tel que :
%E(T) =
, 1
(,;;E + Au., + Bu, — gﬁ(ug) =0
ou :
Bl)=—(— )+
Théoréme 3.7 Soit ¢ € V,, et soit € > 0, de plus, si (H) est vérifié, alors, le probléme :
us(T) =1
ou, o o 1
f(w,v)a + a®(ue,v) + b (ue,v) + = (B(ue),v)a = 0 Y€V,
’ €
a une et une seule solution u. vérifiant :
2 Ou, 9
us € L7([0, T} Va);  —- € L7([0, T]; Ha)
On a de plus les estimations suivantes :
[we || oo (o,175v0) < C (3.4)
ou,
”EHL?([O,T};HQ) <C (3.5)
1
—= (¥ — ue) 4L (o17,) £ C (3.6)

NG

ou C est une constante indépendante de c.
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Le terme non linéaire 3(-) a la propriété de monotonie : (5(z) —B(y))(z —y) > 0 pour tous
réels z et y. Cela nous permet de prouver I'unicité dans le théoréme 3.7 en suivant exactement
le méme raisonnement que pour le théoréeme 3.6. (Voir [23]). On obtiendra 'existence de la
solution de I'inéquation variationnelle du théoréeme 3.6 en utilisant, de nouveau, la monotonie
de (-) et puis en faisant tendre € vers 0.

Les estimations (3.4) - (3.6) nous permettent de passer a la limite dans la démonstration

du théoréme 3.6.

Démonstration : (Démonstration de ’existence dans le théoréme 3.7)
La preuve de l'existence de u. comporte les étapes suivantes :
e Construction d’une suite de solutions approchées (uy,).

du,

e Estimations a priori sur les u,, et T

e Passage a la limite sur m.

(a). Probléeme approché

On utilise une méthode d’approximation interne, qui consiste a introduire une suite

croissante de sous espaces V,,, de V, telle que :

— dim V},, < oo pour tout m.

— pour tout v € V,, il existe une suite (v,,) telle que :
Um €V Vm et lim ||[v —ouplla=0
m—o0

Le probléme approché est alors : trouver une fonction wu,,(t), de [0,T] dans V,,, telle

que :
Um(T) = Pm
duy, o o 1
—(T,v)a + a® (U, v) + b (U, v) + E(ﬂ(um),v)a = 0 YvelV,

ou Y, € Vy, vérifie : ¢, — 1 dans V.

Il est clair que ce probleme s’interpréete comme une équation différentielle ordinaire en
Uy, dans V,,. Et on en déduit facilement 'existence et I'unicité de u,,, continue de
[0,T] dans V,,, presque partout différentiable, & dérivée bornée et vérifiant I’équation

approchée.

A,
(b). Estimations a priori sur les u, et T
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du
Prenant v = % dans le probleme approché, on obtient :
Ay, dupg, o A, duy, 1 d,
—(——,— —) + b — )+ - —)a=0
( dt’ di )a + a® (U, dt ) + 0% (U, dt )+ g(ﬁ(um)a dt )a
Notons :
, du,
Y
2 roud
ap(u,v) = % 8—28—267{"”‘ dz + (u,v)q (3.7)
a(u,v) = a*(u,v) — ag(u,v)
o’a o’ Ou
= (r—1(u,v)q + /(Tign(T) + (1 — 7))%1)67“‘“ dr (3.8)
D’ou :
ag(u,u) > 8||u|? (3.9)
2

avec § = min{%, 1}.

De plus, en utilisant le lemme 3.3, on a :
a1 (u, v)| + 6% (u, v)| < Cllulla]v]a (3.10)

Avec ces notations, on a :

1
— Jub, ()2 + ag (i, 1, ) + g(ﬁ(um), o = —ay (Um, up,) — b (um, up,) (3.11)

or :
d a? [ Ouy, Ou!
g0 i) = 2 [ g e+ 2t

. '
= 2-ag(um,u,,)
Par ailleurs, car v ne dépend pas de t, on a

L= um)a = 2L — )12

(/B(um)au,rn)a = ((¥ — um)+, E 9 dt

L’égalité (3.11) peut donc s’écrire :

1d 1d

(D2 = 5 500t ) = 5=

S (= tn) 4 2 = @1 () + 6 (1, ) (3:12)

D’ou, en intégrant (3.12) entre ¢t et T, et en remarquant que u,(T) = 1y,
T
/ 2 1 1 2
[ 0 (5) s + a0 (0 1 (0) + 16— i (1)) 42

1 1 2 T ! o !
= 00t + o = Yn) 2 [ (@10 (9), i (3)) + 87 1), 1 () s
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D’apres (3.9) et (3.10), on a :

o
IN

T 0 1
[ (3) s + 5 ()12 + 52 0 = (1)) 2

1 T
< C(l1gmlia + 5= Yim)+15 + /t [ (5) [l [t (8) [adls (3.13)

ou C et 0 sont deux constantes strictement positives ne dépendant ni de m, ni de ¢, ni
de t.

En utilisant la relation élémentaire ab < gaQ + ;—abQ, de T'inégalité (3.13), on déduit,

pour tout 6 > 0,

T ! 2 5 2
[ i (s) 2els + 5 (1)

2 1 2 0 " 2 1 r / 2
< Ol + 500 =) 2+ 5 [ luns) s+ 55 [ i (5)2d)
€ 2y 20 Ji
D’ou :

¢ r l 2 4 2
(1= 50 [ i) B + 5 s (8]

2 1 2 0 [T 2

< Ol + 50 = ) 4 5 [ () 2ds) (3.14)

Choisissant 0 assez grand pour avoir 1 — % > 0, on déduit d’abord de (3.14),

o 1 6 (T
@ < CUbmll2 + 50— ) 2+ 5 [ Jum(s)]245)
£ Ji

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient :

lum(@®)ln < Cr(l[¢mlla + 2%I(%ﬁ — ) +[a) (3.15)

ou (' est une constante qui ne dépend pas de m, ni de €, ni de ¢, mais dépend de T'.

Maintenant, on revient a I'inégalité (3.14) et compte tenu de (3.15), on obtient :

T
[t ds < oIl + 5106 = )+ 2 (3.16)

ou (' est une autre constante ne dépendant pas de m, ni de t.

. Passage a la limite sur m

Par l'estimation (3.16), on peut suppose, quitte & extraire une sous-suite, que :

ur, — u.  faiblement dans L?([0,T]; Hy) (3.17)
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or Up, () = P — ftT ul,(s)ds et 1, — 1 dans V,,, on en déduit que, pour chaque ¢,

Uy — Ue  faiblement dans H,,

ot u, = — [ ul(s)ds.

Par ailleurs, d’aprés (3.15), la suite u,,(t) est bornée dans V,,, ce qui entraine

Um (t) = ue(t) faiblement dans V, (3.18)

D’oi, en utilisant le lemme 3.2,
U (t) = uc(t)  fortement dans H, pour vy > .
on en déduit :

B(um(t)) — B(u-(t))  fortement dans H, pour vy > o

or d’apres (3.13), (3.15) et (3.16), on a :

1 9 1 2
B0 = ol = (= w043
< Ol + 56— Ym) 12 (319)

ou C' est une nouvelle constante ne dépendant pas de m, ni de e.
D’ou :

Bum(t)) = B(us(t)) faiblement dans H, quand m — oo (3.20)
Par ailleurs, grace a (3.18) et au lemme 3.3, on obtient :

Buy,, — Bu, faiblement dans H, quand m — oc

on peut donc facilement déduire que :

a®(Um,v) — a®(ue,v) (3.21)

b (um,v) — b (ue,v) (3.22)

En faisant tendre m vers 'infini dans le probléeme approché et en remarquant (3.17),

(3.20) et (3.21), (3.22), on voit finalement que u. est la solution du probléme pénalisé.
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Pour achever la démonstration du théoréme 3.7, en faisant tendre m vers I'infini dans
(3.15), (3.16) et (3.19) et en remarquant que v, — 1 dans V,, on obtient :

IN

luell Lo (10,173v)
Ou,
HWHLQ([O,T};H(,) <
1
%H(@b — ) ¢ || oo (0,7 Ha)

IN
Q

ou C est une constante indépendante de .

3.3.2 Démonstration du Théoréme d’existence et ’unicité

On obtient la solution u de I'inéquation variationnelle en faisant tendre € vers (. Mais on verra,
qu'on aura besoin la convergence forte, de u, dans H, pour passer a la limite directement

dans I’équation suivant :

ou 1
—(a—:,v — U)o + a®(ug,v — u) + 0% (ue, v —ug) + E(ﬁ(ug),v —U)q =0 YveV,
or on ne ’a pas. En revanche, on pourra l’avoir pour v en utilisant le lemme 3.2, si 'on
commence la démonstration pour v au lieu de «, o1 v > a. Donc, la démonstration consiste

en deux étapes :
1. Montrer les résultats dans le théoreme 3.6 pour v au lieu de a.

2. Faire tendre <y vers a pour avoir le théoréme 3.6.

Démonstration : D’apres le théoréeme 3.7, u. est la solution du probléme pénalisé associé
aa:
Ou, o o 1
— (W,U)a + a®(ug,v) + 0% (ue, v) + g(ﬁ(ug),v)a =0 YvelV, (3.23)

Pour v > «, posons v = a + 7, ou n > 0. Pour tout w appartenant a V,,, il est facile de voir

que we "% appartient & V,,. En prenant v = we "%l dans (3.23) et en remarquant que :

a® (us,we "D = a7 (u., w)
b (ue, we "N = b (e, w)
0 0

—( ;ﬁg,we*"‘m‘)a = f(%,w)v

é(ﬁ(ug),w("‘m‘)a = %(ﬁ(ug),w)%



56 Chapitre 3. Inéquation Variationnelle

on voit que u, est la solution du probleme pénalisé associé a vy, pour tout v > . i.e :

UE(T) =1
—(%,w)v+a"/(u€7w)+b7(u€7w)+é(lg(u€)7w)7 =0 V’U)EVA/

D’aprés (3.5), on peut supposer, quitte a4 extraire une sous suite, que :

Ou,

5 u'  faiblement dans L?([0,7]; H,) quand & —0

Or uc(t) =1 — ftT ul(s) ds, on en déduit de (3.4) que, pour tout ¢,

us(t) — u(t) faiblement dans V,, quand ¢ — 0
ou u(t) =19 — ftT u'(s) ds. Le lemme 3.2 nous donne :
uc(t) = u(t) fortement dans H, pour v > o

Par ailleurs, il est facile de voir que :

e lzo (o 775v) < el oo oy <C (3.24)
ou ou
| 8t5||L2([U,T};H7) < atEHLQ([U,T};Ha) <C (3.25)
Donc, on obtient :
ue — u fortement dans L7 ([0, T); H,) (3.26)
ue — u *— faiblement dans  L°°([0,T]; V) (3.27)
ou ou
8“: — 8—: faiblement dans L2([0,T]; H,) (3.28)

De plus, d’apres le lemme 3.3, B est un opérateur linéaire de H, a H,, cela entraine :
Bu. — Bu fortement dans L?([0,T); H.,) (3.29)

Maintenant, soit v € V,,, vérifiant v > ¢, évidemment v € V., on a alors :

_(a—ll;;’l) — ue)’y + a’Y(UEaU — Ug) + b’y(um’v — Ug) + g(,ﬁ(ug),’l) — UE)"/ =0 Wwe V,y

Or B(v) = —(¢p —v)4 = 0, donc, en tenant compte de la propriété monotonie de (3(-),

(ﬁ(”) - ﬁ(“a)a” — “5)7

=0 — Ue)y + @ (ue, v — ) + 07 (e, v — ) =

7(@3

AV
S m | =
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D’oi, pour ¢t < #', en utilisant les notations de (3.7) et (3.8),

o Qu,
/ (f(E,v — )y + a7 (ug,v) + 07 (ug,v)) ds
Jt

tl

> /t ag(ug(s),ug(s))ds—i—/t/ af (ue(s), u:(s))ds + t b7 (uc(s), us(s))ds

En utilisant (3.26), (3.27), (3.28), et (3.29), on sait que :
t o
|G = )y + @ (e 0) £ (e, ) ds
¢ 0s
* o Ou
=[G+ a7 (w0) + 8w, 0) ds
t A
D’autre part, comme :
t’ t’
[ altuets)uc)ds = [ al(ugs).u(s))ds
t t
¢ ¢
< / af (ue(s), ue(s) — u(s))ds| + | / af (us(s) — u(s),u(s))ds|
Ji Ji

revenant a la définition (3.8) de aq(u,v), il est facile de voir que :

t! ¥
|[ 0] (us(5), e (s) — u(s))ds| < 0[ el - e — ul, ds
— 0 a cause de (3.26) et (3.24)

De plus, par (3.27),
tl
[ al(ue(s) = uls),us))ds = 0
t
On a, donc :

¢ ¢
/ aj (ue(s), uc(s))ds — / al (u(s),u(s))ds
Jt Jt

De méme, on a aussi :

¢ ¢
b7 (ue(8), us(s))ds — b7 (u(s),u(s))ds
Jt Jt

T
Par ailleurs, car u — / ag (u(s),u(s))ds définit une norme équivalente sur L*([0,T]; V), on
Jo

liminf [ ag (ue(8), uc(s)) ds > /t ad (u(s),u(s)) ds

e—0 t

D’ou, finalement,

t’
/ (—(g—“,v —u)y +a" (u,v —u) + b (u,v —u))ds >0
t S
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et, par conséquent,

—(?,v—u)ﬂy—i—a”(u,v—u)—i—b”’(u,v—u)) >0 (3.30)
s

Vu (3.26) a (3.28), on a de plus :

w e L2(0,T% V5)

ou 9 _
E € L ([OaT]/H"/)
uT) = ¢

D’apres (3.6), on a :
| = Bue) | oo (0,77, 71,) < CVE

Ce qui implique que :

Blu) >0 quand &0 dans L¥(0,T}; Hy)

or:
Blus) = B(u)  dans L*([0,T]; H,)
D’ou :
Bu) = 0
ie:
Y <u
En faisant tendre v — « dans (3.30), on obtient le théoréme 3.6. ||

3.3.3 Lemmes de monotonie et de continuité L

Les deux lemmes suivants permettent de contréller la dépendance de la solution u de 'inéquation
variationnelle par rapport a la fonction . Ils se démontrons comme le lemme 1.9 et le lemme
1.10 dans [23].

Lemme 3.8 Soient ¢ et 1/3 appartenant a V, et vérifiant : ¢ < z/A) Alors les solutions u et
i des inéquations variationnelle associées respectivement ¢ 1 et 1) (wvoir (3.8)) vérifient :

u < u. En particulier, si ¢ >0, on a u > 0.
Lemme 3.9 Soient ¢ € V,, ) € Vy et 1) —1p € L°(R), alors,
u—a € L¥(0,T]xR) et |u-— aHLoo([o’T}xR) <l — zﬁ”Loo(R)

On en aura besoin pour montrer I’'égalité u = u* sous les hypotheses plus faiblement sur

1, dans la section suivante.
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3.4 Théoreme de régularité

Dans la section 3.3, on a déja montré que I'inéquation variationnelle (3.3) a une et une seule
solution. On aura besoin de la condition de régularité : u appartient & L?([0,T]; W2?2(R)))
pour revenir & l'inéquation parabolique (3.1) et établir I’égalité v = u* sous I’hypothese 1
appartient & W229(R).

Maintenant, on étudie les résultats de régularité.

Théoréme 3.10 Soit ¢ appartenant a W22 (R.), alors la solution u de l'inéquation varia-
tionnelle (3.3) vérifie :
u € L*([0,T); W***(R))

Dans la démonstration du théoréme 3.10, on va utiliser le lemme suivant adapté de [3] (P87-
P89 ).

Lemme 3.11 Siu € V,, vérifie :

a®(u,v) + b (u,v) = (f,v)a YvEV,

ot :
2 roud
a®(u,v) = %' 8—58—267““‘ dx +r /u?)e*a‘m‘ dx
2 2 o
— /(%sgn(m) + (1 — %))8—21)67“‘“ dx

b*(u,v) = — /(Bu)ve*(’“‘m‘ dz

et :
f e L*R, e “layg)

alors :

we W?OR) et fulwore < C(lula+[fla)

ou C est une constante indépendant de u et de f.

Démonstration : On écrit 'hypothese du lemme : u € V,, et vérifie :

o? Ou Ov

S aa¢ ~alal
J 2 8,75 or dr + / 7“2m)ea dz
_ /(ﬂsgn(:v) + (u— U_))_U,Uefa\w\ dr — /(Bu)ve*a\w\ " (3.31)
2 2 7 0x

= /fvefa‘m‘d:v Yo eV,
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Pour montrer le lemme, on utilise la méthode des quotients différentiels. Soit ¢ une

fonction sur R. Posons :
The = @(z + h)
Notons que :
(Thep, \11)112(11{) = (v, Tthl)LZ(R)
On peut choisir h positif et assez petit ( par exemple : 0 < h < 1), pour tout ¢ € V,, a partir

de la définition de 754, et puis en faisant une changement de variable, on a :

Thp — P2 i/ —alz| /T+h 890

1 h
= —/dx efam(/ 8—SO(:IU—}—y)dy)2
8:10
< —/dT *am/ (x +1v)) dy/ldy

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz. D’ou, d’apres le fait que ealzl < gmalztyl . golyl

et par le théoreme de Fubini,

e < b [y [Py
< el
< Cliel
On obtient :
TEER <Clelll Yeeva (3.32)
De méme
LR <Clellz Veeta (3.33)

Maintenant, revenant & (3.31), pour tout w appartenant & V,, remarquant que (7_pw)e @ —hl+alz|

appartient a V,, , et

—elp=hlralely — (14, w),

(u, (T_pw)e
Prenant v = (7_pw)e” ®*~k+elzl dans (3.31) et notant que :

Ov _ O(r_pw)
dr Oz

z—h T

efa\mtha\m\ + Oé(T,hw)Bia‘wih‘+a‘m‘(—m + W
xr — xT

)

on obtient, donc, en utilisant (75,¢, \II)LZ(R) = (gp,T,h\Il)LQ(R),

0?2 0 ow 20 0 T z+h
- 27 —alw - - _ —alz| —alz|
/( 5 8 (Thu) 8:156 + 5 8 (Thu)w( ] + |x+h|)e )dx + /T(Thu)we dx
cto otk o ~alal / ~alal
— —_ A _ B r
/( > ot h + (u 5 )) (Thu) dz (Brpu)we dz

= /f . (Tfhw)e*a\mth(x\m\efa‘m‘dx
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D’ou :
o? 9 ow
— —(thu)=—e °ldz + | r(rpu)we ' dz
2 %15 z ° 27y
- /(ngn(:v) + (p — 7))%(Thu)wefa‘m‘d:v - /(BThu)wefa‘m‘d:E

_ /f (r_pw)e~hl+alrlgalal g,
Par soustraction avec (3.31) appliqué & w au lieu de v, on obtient (apres division par h) :

2 8 Thu—uaw 70“‘,1’,‘(1 +T/Thu—uwe,a‘m‘dx
h

2 8:152 h Oz ) g
_ /(Hsgn( )+ (1 — _))_wwe*a\m\dx (3.34)
’ oz " fe—hl+alal
N /BThU efa‘m‘d:v—i—/f- T_pw)e” g — W —alal g,

En remarquant que :
Cy < e—ah < efa\:z;tha\:I;\ < eth <Oy

et

—ah _ 1 efa\:z;fh\+a\:1;\ 1 eah 1

€
C C
3 < 5 < 5 < 5 < Oy

ou Cy, Cy, C3, C4 sont des constantes indépendant de h, pour h appartenant a [0, 1], et en

utilisant le fait que f appartient & L?(R, e ®*ldz) et (3.33), on voit facilement que :

\/f (1_pw)e~le=hl+alzl _y,
J h

el g

—alz—h|+alz] _q
_ ‘/f T hw o/\T h\+(y\T\+w‘o - )efoz\r\dx‘
(T,hw) -
< C‘f‘aﬂTh + |wla)
< Cllwlla - [fla
De plus, en prenant w = w dans (3.34), et en utilisant 1'inégalité de Schwartz,
(3.32) et le fait que u appartient & V,, on a :
o 0 ThUu — U —alz| 0 ThUu — U ThU — U
— - ) ld < C|l=— .
(2 snla) + 0= G My < o LT T
0 Thu —u
< Ollufla- |- 2220,
ThU — U
< O o flulla
De méme, en utilisant le lemme 3.3, on a :
TRU — U TRU — U TRU — U
[ BT e tlrlan < clpTE I, T,
ThU — U ThU — U
Tt — U
< COll=——lla - llufla

h
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ThU — U

Dongc, il est clair que le membre de droite de I'égalité (3.34) est plus petit que C|| - llo-

D’autre part, la gauche de 'égalité (3.34) peut s’écrire que :

2 0 Thu—uaw 7a‘m‘dx+’r/7-h‘u_uweia‘w‘dx
h

20r h Oz
o2 0 Thu—u., ThU — U

— (L hE T N2 —ala h 2,—alz|
2(8$ - )7e d:v+r/( )e dx
ThU u

> C'l=—1Iq

Finalement, on obtient :
ThU —

| Zlla < C(lulla +1£1a)

Th, U — U
Ce qui permet d’extraire une sous suite h; telle que hi converge faiblement dans V,,
i
. Th U — U ou

mais ———— converge vers —, Donc, on a :

ou ou

- €Va et [o=lla < Clulla +[fla)

oz oz
D’ot :

lullw22a < Cllulla +[fla)

ou C est une constante indépendante de u et f, ce qui donne le résultat annoncé. [ |

Démonstration : (Démonstration du théoréme 3.10)

11 suffit de montrer 'estimation :

T
| (@) + 6w, 0))ds < Cllol ooy, (3.35)

Parce que (3.35), en fait, signifie que :
(4 + Byu(s, z) € L2(0, T); Hy)

Par le théoréme de représentation de Riesz, on sait qu’il existe une fonction F(s), appartient
a L?([0,7T7; Hy) telle que :

a®(u(s),v(s)) + b*(u(s),v(s)) = (F(s),v(s))a dsp.p

pour tout élément v de L2([0,T];V,). Cela entraine le résultat annoncé en appliquant le
lemme 3.11.

Maintenant, on commence a montrer (3.35). En partant du probléme pénalisé :

Ou. 1
_(a—u_l;av)a—i_aa(u&? )+b (’U/E, )+E(,8(U5),'U)a:0 VUEVQ
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en prenant v = B(u:) = — (1 — u.)+ et en remarquant que 1) ne dépend pas de ¢, on obtient :

0

_(E(_(l/) - us))a ﬁ(ue))a + aa((_(w - UE))a ﬁ(ue)) + ba((_(¢ - us))aﬁ(us))
2B + 0 (. Blos) + 6 (3 Blu) = 0

D’ou :

1d

1
= )2 a®(B). B + B (B B)) + 1800 )
00 Bl)) 6, B0))
et, en intégrant de 0 & T', car B(u.)(T) = 0, on obtient :

T T
SIB O + [ (@ (B(uc), Blue)) + 5 (8uc), Bl + = [ 1B B
J0O J0

T
= [ (a4, +

(X(Qpa ﬁ(“g)))ds

Par le lemme 3.4 et en prenant ¢ < %, on a:

1

D’ou :

T
0 < (1-cp) [ 1B 2ds

2 r 2 1 r 2
S8 O = p [ 1) Bas+ = [ B fas < - |

T

3

(a®(, Buc)) + b (¢, B(uc)))ds

1 T
< elg B O)F = [ (@ (. Bu)) + b5, Blu))ds]

T
< el [ (@ Bue)) + 0, B

Remarquons les propriétés de a®(-,-) et b*(-,-) indiqués au début de la section 3.2.1, et

utilisons I'inégalité de Schwartz et le fait que v appartient & W2%%(R), on obtient :

T
[ 18 2ds
J0

Prenant € assez petit, on a :

avec C' indépendant de ¢.

eC
1—eplo

IN

T
[ 1wz - 18u0) ads

T
£ 1
< L TE e /0 1B(uz) 2 ds) 2

— 1l—egp

1
Hgﬁ(“e)ﬂm([o,T};Ha) <C

(3.36)

A partir du probleme pénalisé et puis en utilisant I'estimation (3.5) :

et (3.36), on déduit :

Ou,
H WHH([U,T};HQ)

<C
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T N T Ou,. 1
|/ (a® (e, v) + b* (ue, v))ds| = \/ (— (2 )0 + = (B(ue), v)a)ds]
Jo Jo ot €
< Clollrzom;m,) (3.37)

avec C indépendant de e. Cela implique (3.35) en faisant passer a la limite dans (3.37). W

Remarque 3.12 En combinant les résultats de la proposition 3.5 et ceux du théoréme 3.6
et du théoréme 3.10, on peut maintenant énoncer que l'inéquation parabolique (3.1) a une et

une seule solution u sous la condition ¢ € W22Y(R). cela signifie qu’on a déja accompli la

Avant d’entrer la deuxiéme partie de notre travail, on rappelle d’abord un résultat clas-
sique, qui résulte du théoréeme de plongement entre espaces de Sobolev (cf. [1] P107-P108
lemme 5.15, [9] P166 théoreme IX.12 ).

Lemme 3.13 Sip > §, et soit ¢(t,x) est une fonction vérifiant :

88—“: e IP(R xR") et ¢ LP(R;W*P(R™))

Alors p(t,x) est borné et on a :

dyp
||<P(t=$)||1loo(RXR”) < C(||90||Lp(R;W2,p(R")) + HE”L?(RXR"))

La corollaire 3.14 résulte du lemme 3.13.

Corollaire 3.14 Sin =1, p = 2 et ¢p € W22%(R), alors, la solution u de (3.1) a une

version continue sur [0,T] x R et il existe une constante C telle que :
o
ju(t.2)] < Cexp(22])
pour tout (t,z) € [0,T] x R.

En effet, rappelons, d’abord, quelques résultats qu’on a déja eus avant : Si ¢ € W22%(R),

alors il existe une unique fonction u sur [0, 7] x R telle que :

Qe (0.1 WO R))  we 12([0, T W (R))

et vérifie I'inéquation parabolique (3.1). Alors v = uexp(—5(1 + |x\2)%) vérifie :

ov

ve L*(R; W**(R)) et o € L*(R x R)
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En utilisant le lemme 3.13, on a donc : |u(t, z)| < Cexp(§|z]).
D’autre part, en posant v, = v*p,, ol p,, est une suite régularisantes (voir la démonstration

du théoreme 3.20), on a :

8vm ov 2 . 0,2
-5 3 dans L°([0, T]; W*>*(R))
vm — v dans L*([0,T]; W*?(R))

Par ailleurs, en utilisant le lemme 3.13, on voit que :
ov,, Ov
lvm — UHLoo(RXR) < C(llvm — U||L2(R;W2,2(R)) + ||W - E”LQ(RXR)
— 0 quand m — oo

ce qui implique que v, converge uniformément vers v. D’ou v est une fonction continue. On

obtient, finalement, que u a une version continue.

3.5 L’égalité u* =u

Dans cette section, on montrera d’abord que la solution u de I'inéquation parabolique (3.1)
est égale & u* si ¢ appartient & W2%%(R) (théoréme 3.20). Or, dans le cas pratique, par
exemple le put américain (z) = (K — %), n’appartient pas & W22%(R), on devra donc
affaiblir 'hypothese sur . Cela sera fait par le théoreme 3.26 a la fin de la section 3.5.

Maintenant, on introduit d’abord deux lemmes, qui seront utiles dans la démonstration
du théoreme 3.20. En revenant au lemme 2.5, on voit qu’on a le lemme analogue suivant si
T est fini.

Lemme 3.15 Soit ¢ € L?([0,T); L} (R)), soit pour R > 0, 7, le temps de sortie de
Uintervalle Or =] — R, R :

T =inf{s > 0| X & Or}

On a alors :
TA Tg
B ( /0 o5, X20)|ds) < Cllgllr2qorxon

ot C' est une constante ne dépendant ni de ¢ ni de R.

Démonstration : Rappelons que la fonction p(t, z¢; s, z) est la densité du flot X, on peut

donc écrire :

IN

TA Tg T
BO[ el Xilds) < B [ (s X1 cmy) ds

T
= [ s [ dol(s,m) - p(0.7035,3)
Jo Jog
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Et, en utilisant I'inégalité de Holder et (2.8) :

B([ " (s Xi0)lds)

IA

T
Iellizqoron ([ ds [ (0,20, 5,2)) )"
0 Or

IN

T
el gomon(]) I1v0s = a(0.a0is, )] ds)'/?

puisque 1 ¢ est un mesure de probabilité, on déduit :

0,5 % 900, m05. 02 = 1| [ 900,055 = o (dy)]
< [ 1900, 015, = i3 vos(d)
= |lgl7:

D’apres (2.7) et on notons Cy = ﬁ, Cy = #, on a :

191l 20,774 R)

T _ _ 22)5)2
= ([ s [ e LTI

1
ToS? 2025

S C] [/OT ds - /dy(siési eXp(_CQyQ))Q]l/Q
= ( UT %)1/2 . (/ eXP(*202y2)dy)1/2
’ (3.38)

IN

on obtient, donc :

TATg
B([ " lo(s, Xl ds) < Cllleoixon

ol C est une constante ne dépendant ni de ¢ ni de R. |

Remarque 3.16 1. Il résulte du lemme 3.15 que : si p = ¢’ presque partout sur [0, T| xR,

on a alors :
ON TR ON TR ’
E(/U (s, X,) ds) :E(/O o (s, X,) ds)
pour tout temps d’arrét 6.

2. On montrerait de méme que : si 7" = inf{s > t| X“* & Og}, on a :

t,z

TA Ty
E( /0 [p(s, X,)lds) < Clloll iz or1x0m)

ou C' est une constante ne dépendant ni de ¢ ni de R.
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Le lemme 3.17, qui peut étre montré en suivant exactement le méme raisonnement que
celui dans le lemme 2-2 Ch 7 [28], est une généralisation du lemme 2-2 Ch 7 [28] (voir Annex

A). Il sera utile dans la démonstration du lemme 3.18.

Lemme 3.17 Soit ®(t,y, z) une fonction mesurable de R X R? x R, telle que pour tout réel
t, z la fonction y — ®(t,y,z) soit continue sur R?, et soit (Yi)i>0 un processus continue d
gauch, & valeur dans R?, adapté & la filtration (Ft)i>0, de plus ®(t,y,z) est une fonction

continue en t. On suppose que, pour tout t > 0,

E(/Uf ds/u(dz)@Q(s,y,z)) < 400

Alors le processus My définie par :

M, = Z@ 7j, Yo, Uj) )\/ ds/ (dz)®(s,Ys, 2))
7j=1

est une martingale de carré integrable.
Lemme 3.18 Soit u(t,z) une fonction de classe C? & dérivée bornée en x et vérifiant :
o
ju(t, )| < Cexp(3z])
X, est une solution de (1.11) :

X() = Iy
2 e
dX; = (u— %)dt+o0dB,+d(>_ Z;)
=1

Si Uhypothése (H) est vérifiée, alors, le processus :
t —rs ou T
M; =e "u(t,X[) — / e (8_ + Au + Bu)(s, X3 )ds
Jo s

est une martingale, ot A, B sont les opérateurs définis dans le probléme (3.2).

Démonstration : La formule d’It6 donne :

2
e u(t, XF) = u(0,z¢ +/ = —Tu ds+/ 8“ %)ds—i—ast)

2/ 8$ ds+]Z:1 )l Xoy) = (7. X))
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ou les 7; sont les temps de sauts du processus de Poisson.

En appliquant les définitions de 'opérateur A et 'opérateur B, on peut écrire :

t %,
e "tu(t, XF) = u(0,m9) + / eer(a_“ + Au+ Bu)(s, XY)ds
Jo s
t ou Al
s [ s X2, + 3l (ulry, X)) — X))
0 x 4 j
j=1

A [Cdser [utde) us, X+ 2) — uls, X))

Notant :
Ny ’
Ly= 3 le7" (ulmj, Xr) = ulry X, )] = A/ dse ™" - /V(dz) (uls, X + 2) = u(s, X,))
j=1 J 0
on a :
t o, 0u
M; = (0, z9) +rf/ e " —dBs + L
Jo Ox

De plus, par ’hypotheése du lemme, il n’est pas difficile de voir que :

t
E (/ 672?5(?)2&9) < 400
0 x

rs OU

0x

montrer que M; est une martingale, il suffit de montrer que L; est une martingale. En effet,

t
ce qui entraine que u(0, ) + o /0 e dB; est une martingale. On voit, donc, que pour

posons :
D(s, Xs,2) =€ "(u(s, Xs + 2) —u(s, X))

On peut alors écrire :
Ny ¢
Ly = Z@(T]-,Xf,z) - )\/ ds/u(dz) O(s, X, 2)
j=1 ! 0

Par ailleurs, puisque |u(t, z)| < exp §|z|, on résulte que :

us, Xy +2) —uls, X < 2Juls, Xy + 2) + fuls, X))
20 (exp(al X + =) + exp(al X, )
20 exp(a] X, ) - (explalz]) + 1)

VAN VAN

D’ou :
E(/Otds/y(dz)q)Q(s,Xs,z)) — E(/Otds/u(dz)<1>2(s,Xs,z))
< CE[/tdse2”- /y(dz) e Xsl (el 4 1)]
JO .
= CE [/t dse 2. Xl (B 02l 4 1)]
J0

t
= C(Eea‘z‘—i-l)(/ e 2SR e X5l ds)
J0
< C'(Ee® + 1)E (expa sup |X,)) (3.39)
s€[0,T7]
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ou C, C' sont des constantes. Or, remarquons que (N)s>0 est un processus croissant en s et

utilisons I'indépendance entre le processus (V¢);>o et (Uj;)j>1, on a :

N, N Nr
E expa sup |ZZj\ < E expaz Zj| = E H 1%l
s€[0,T] j=1 j=1 j=1
k
= Z P(Ny = k)E (H e®lZil)
E>0 j=1
= exp(A\T(E %l — 1)) (3.40)
D’ou, d’apres (H) :
Ny
E expa sup |ZZ]-| < 400
SE[U,T} j=1 ’
D’autre part, il est facile de voir que :
o? o?
E(expo sup g+ (u— —)s+0Bs|) < Elexp(a(lzol + (1 — )T + 0 sup |B))]
5€[0,7] 2 2 s€[0,7]

U )T))E (exp(ao sup |Bsl))

2
< exp(a(|zo| + (1 — > -
se|0,

< +0o0

On peut donc obtenir, en utilisant I'indépendance entre (B;)i>0, (N¢)i>o0 et (Uj)j>1 :

2 N

o ‘
E(expa sup |X,]) = E(expa sup |zg+ (u— =)s+ 0B+ > Zj)
Ss€[0,1] s€[0,1] 2 i
2 N
ag
< E(expa sup |zg+ (p— —=—)s+o0B;|)E (expa sup | Z Zil)
s€[0,T] 2 s€0,T] j—1
< 400 (3.41)

D’aprés (3.39) et (3.41) et en utilisant le (H), on a :

E(/Ot ds '/I/(dz)'i)Q(s,Xr,z)) < 400

par le lemme 3.17, cela implique que le processus L; est une martingale. On obtient finalement

le résultat énoncé. [ |

Remarque 3.19 Si X7 est la solution de (1.11)
Xt = T

N
dX, = (u—%z)derostde(Z Z;) pour s>t
j—=1
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alors, le processus

5
Mg = efr(ﬁft)u(ﬁ,X;’m) - / efr(sft)(aa—lz + Au + Bu)(s, XE*)ds, B>t
Ji

est une martingale.
Maintenant, on peut énoncer le théoreme principal dans cette section.

Théoréme 3.20 Si ) € W2%%(R), et (H) est vérifice, alors la solution u de I'inéquation
parabolique (3.1) vérifie :

u(t,z) =u*(t,z) sur [0,T] xR
ot u*(t, x) est définie par :

u*(t,z) = sup B (e 7T Hp(XLT))
T€T:,T

Avant de commencer la démonstration du théoréeme 3.20, nous ferons, d’abord, une re-

marque sur la fonction obstacle 1.

o

Remarque 3.21 Si ) € W2P*(R), on a ¢e,p(1+‘m‘2)1/z € W2P(R). Par le corollaire 1X
18 P169 dans le livre de Brezis (cf. [9]), on sait que : W*P(R") C L>*(R") sip > 3.

Particulierement, sin =1, p= 2 on obtient :

()| < Cexp(5 o))

D’autre part, on introduit quelques résultats qui est résulte du théoreme IV 22 dans le

livre de Brezis (cf. [9]) et qui seront utiles dans la démonstration du théoreme 3.20.

Lemme 3.22 Soit Q un ouvert borné, et soit f appartenant a L?(Q), et supposons que

(Pn)n>1 est une suite régularisant (i.e une suite qui vérifie : p, € CF(R), suppp, C| —

%’%[’ [ pn=1, pp >0), alors :

pusf—f dans L*(Q)
Lemme 3.23 Soit f appartenant a H,, alors :
on*f— f dans H,
De plus, on donne une remarque

Remarque 3.24 1. Soit f € H,, alors f € L2(9).
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2. Si |f(2)] < Cexplalz)), alors fu(= pa * f) vérifie : | fula)] < Cexplale]

En effet :

| fn ()] [ fz=ypea(y)dyl = | [ pnldy)f(z—y)
[onldy)|fz—y)| < C[pp(dy)el= Y
Cletl7l [ pn dy)ea\y\ = (Oeolzl [ ea\y‘pn(y)dy
C exp(a|z])

VA VANVAR

Maintenant, on met l'accent sur la démonstration du théoréeme 3.20. En effet, le point

essentiel est de montrer :

Ou

oy + Au + Bu)(s, Xg)ds (3.42)

B (e ulb. Xo)) = Bu(0.20) + B [ 7
e ulb, Ag u(l, To e
0

pour tout temps d’arrét 6 a valeurs dans [0, T].
On pense naturellement a utiliser le lemme 3.18, mais les problémes se posent a cause des

faits que :
1. u(t,z) n’est pas forcément une fonction & dérivée bornée en .
2. u(t,z) n'est pas de classe C?.

En réalité, on utilisera la méthode d’approximation. Pour se ramener aux conditions du
lemme 3.18, on doit introduire le temps de sortie de 'intervalle O =] — R, R[, on prouvera
d’abord V'égalité (3.42) pour § A 7 au lieu de 6, puis, on fera tendre R vers I'infini pour
obtenir (3.42).

Démonstration : (Démonstration du théoréme 3.20)

La démonstration sera faite en deux parties

1. Premiére étape :
Comme 1) € W2%%(R), d’apres les résultats dans la section précédente, on sait qu’il

existe une unique fonction continue u sur [0,7] x R telle que :

ou

SLe (0, TEW R R)) et ue L0, T W0 (R)

et u vérifie 'inéquation parabolique (3.1) et Pestimation |u(t,z)| < Cexp(alz]|).

Notons :
u(0,z) pourt<Oetz € R

a(t,x) =< wu(T,z) pourt>Tetz R
u(t,z) pour (¢t,z) € [0,T]x R

Il est clair que u(t, z) est une fonction continue sur R x R. D’ou

a(t,z) € Lige(R, Lig(R))



72

Chapitre 3. Inéquation Variationnelle

Soient (pm)m>1 (resp. (Pm)m>1) deux suites de fonction de classe C* sur R (resp. R)

a support compact, p,, > 0 et [p, = 1 avec suppp, C]| — #, r]n [, (resp. ppy >
0et [ pm =1 avec supp pm C] — =, L[). On pose :
() = @k (pm ® ) (1,2)

_ / / (t = 5,2 — y)pm(y) pin (s)dyds

D’ou :
um(t,z) € C°(R x R)

Par conséquent, en remarquant la définition de u(¢, z),
m(t, ) converge uniformément vers u(¢,z) sur le compact [0,7] x [-R, R]. (3.43)

Par ailleurs, puisque u € L2([0,T]; W22%(R)) et % € L2([0,T]; H,), par le lemme
3.23, on obtient :
Uy — u dans L2([0,T); W***(R))

ou ou
— — dans L*([0,T); H,
s S8 dans 12((0.7); H,)
D’ou : 9
U € L2([0, T]; W22*(R)) et g;" € L([0,T]; Ha)
Ce qui entraine, par le lemme 3.13 :
lum (t, z)| < Cexp(alz|) (3.44)

D’autre part, par la remarque 3.24 et le lemme 3.22, il n’est pas difficile de voir que :

0 ou
g”’ + Auyy, — 8—;‘ + Au dans L%([0,T); L2(OR)) (3.45)
et de plus, on a :
Bu,, — Bu dans L*([0,T]; L*(OR)) (3.46)
En effet :
|\ By, — Bu‘%Q([O,T};LQ((’)R)) = / ds (Buy, — Bu)?e 7l dy
0,7 Or
< eolfl ds | B, — Bul?
" [0771} ‘
< By, — U|%2([0,T}; 12(0R)) d’apres le lemme 3.3

Par le lemme 3.18, on déduit que :

tA TR ou

—r(tAT T —rs 'm

Z\/jt/\ Tr = e ( R)ql/m(t/\TRa ‘Xt/\ TR)*/ e (—
3 Jo

5 + Aty +Bug) (s, Xs)ds (3.47)



3.5. L’égalité u* = u 73

est une martingale. D’ot1, par le théoreme d’arrét, pour tout temps d’arrét 6 a valeurs
[0,7], on a :

Ee "N Ry, (6 A Tr, X5 )

OA Tg Oy,
— up(0,7) + B / (S 4 Au + Bun)(s, X)ds (3.49)
0

Comme u,, converge uniformément vers u sur [0,7] x [—R, R], on voit que :
Um(0,2) — u(0,2) sim — oo
Par ailleurs, d’apreés (3.44), on a :

(O A X 7)) < Cexp(@l X, 7, ) < explar sup |Xy)

or E exp(asup; | X¢|) < oo (voir (3.41)), par ailleurs, comme u,, converge vers u dans
L?([0,T]; W22%2(R)), il existe une sous suite, encore noté u,,, tel que u,, converge vers

u presque surement dans R, on déduit, donc, par le théoréeme de Lebesgue,
Ee "N Ry, (0 A Tg, X3, ) — E e TONTR) (O A T, XE, r)

D’autre part, en utilisant le lemme 3.15 et en tenant compte (3.45)et (3.46),

ou ou
781:7 + Auyy, + Buy, — 8_11‘1 + Au+ Bu dans L*([0,T); L?(Og))
Ona:
A Tr 9
E /0 67”(% + Ay, + Buy,)(s, Xs)ds

oA Tg Iu
— E / efrs(a + Au + Bu)(s, Xs)ds m — oo
Jo

ce qui donne, en faisant tendre m vers I'infini dans (3.48),

E (eir(a/\TR)u(e A Tr, Xga TR))
ou

OA Tg
— w(0,z) + E / e (5~ + Au+ Bu)(s, X,)ds (3.49)
0 S

Maintenant, on fera tendre R vers 'infini dans (3.49) pour obtenir (3.42). Mais, d’abord,

en remarquant :

u(® A 7r, Xgp 7,) < Cexp(a|Xgn 1,|) < Cexp(a SUPT | Xz])
' 0<t<

et en utilisant, de nouveau, le fait que : ( voir (3.41)),

E exp(a sup |X;|) < o0
0<t<T
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on déduit, par le théoreme du Lebesgue, que :

E (e "ONTR)u(O A hy X3 7)) — E (eu(h, X%)) si R— oo

8u ON T 8”
D’autre part, comme En + Au+ Bu <0, d’ou / e*”(a— + Au+ Bu)(s, Xs)ds est
0 s

décroissant en R, on a alors

+ Au + Bu)(s, Xs)ds

ON T b 0 o
E / " efrs(—u + Au+ Bu)(s, X5)ds — E / ef”’(—u
Jo 0s Jo 0s

en appliquant le théoreme de convergence monotone. Ce qui implique finalement (3.42).

. Deuziéme étape

ou
Comme 5 + Au+ Bu < 0 presque stirement sur [0, 7]xR, on déduit de I’égalité (3.42)
que e "tu(t, X;) est une sur-martingale. Pour ¢ quelconque fixé dans [0, 7], puisque u

majore i, on a :

e "ul(t, Xy)

v

E (e "u(r, X;)|F)
> E(e (X)) F)

D’ou, par la proposition 1.3,

u(t, X)) > sup E(e U Ip(X,)|F)
T€T,T

= sup E(e 7T Dp(XET))
T€T:,T

= u"(t, Xy)

Par ailleurs, posons :

Tt = inf{s >t ‘ 1/)(X5) = U(S,XS)}

alors, pour t < s < 74, on a : P(Xs) < u(s, Xy). D’autre part, par les propriétés de u et

I'existence d’une densité pour le flot, on a :

%,
(8—1; + Au+ Bu)(s,Xs) =0 dsdP presque partout sur {s < 7;} (3.50)

0
En effet, comme (8_:: + Au + Bu)(¢p —u) = 0 dtdz presque partout, on peut écrire

que :

dt dz{(t,z) | (88—1; + Au+ Bu)(¢p —u) #0} =0

ou dt, dx désignent les mesures. Pour di-presque tout ¢, on a :

dx{x\(%—}—Au—i-Bu)(zp—u);éO}:O



3.5. L’égalité u* = u 75

or X, a une densité, donc la loi de X, est continue par rapport de le mesure dz, d’oi :

Py, {z| (% + Au+ Bu)(yp —u) #0} =0
Ona:

0
(v — u)(a—:: + Au+ Bu)(t,X;) =0 dt dP presque strement

ce qui donne (3.50).

Maintenant, travaillant plutot avec le temps initial £ au lieu de 0, et en utilisant la
remarque 3.19 et la remarque 3.16 2) et en raisonnant de la méme facon que pour
obtenir (3.42), on obtient :

Tt ou
E (e """ u(r,, X7,)) = Bu(t, X;) + E / efr(sft)(a—q; + Au + Bu)(s, Xs)ds
Jt 2

D’ou, par (3.50),
E(e ""tu(r,, Xr,)) = E (e "u(t, X;))

et, comme u(7,, X7,) = ¥(Xr,) , ce qui donne :

E (e "u(t, X;)) = E(e""p(Xr,))
= E(E(e ""'y(Xr,)|F))
D’o1, par la proposition 1.3,
u(t,X;) < sup E(e " 0p(X,)|F)

T€T:,T

= aup B (e (X))
T€T, T

= u*(t, Xy)
On a, alors,
u(t, Xy) =u*(t, Xy)  ps
D’ou
u(0,z) = u* (0, )

En travaillant avec le flot plutot qu’avec (X;), on obtiendrait de la méme fagon :

u(t,z) = u*(t,x) (t,z) € [0,T] x R

Mais dans le cas du put américain, ¢(z) = (K — e”), € WH2%(R), n’appartient pas a
W22%(R). On doit donc établir I'égalité u = u* sous des hypotheéses plus faibles pour 4,
compatibles avec '’hypothese qu’on a déja faite sur . On rappelle le lemme qui est montré
dans le [24] (voir le lemme 3.3 [24]).
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Lemme 3.25 Si p € WH2%(R), alors il eziste v > 0 et une suite 1, d’éléments de

W2’27”(R) qui converge uniformément vers 1.

En suivant exactement le méme raisonnement que [24] et en utilisant le lemme 3.25, on obtient

le théoréme suivant :

Théoréme 3.26 Supposons 1) appartient a W12%(R), Alors, la solution u de I'inéquation

variationnelle (3.3) coincide avec la fonction u*(t,z) définie par :

71,*(t’,’[/‘) = sup E (e*T‘(Tft)w(X;tjm))
T€Ts, T

3.6 Smooth fit

Dans le cas du put américain, (z) = (K — e”)y, et il est clair que ¥(-) a les propriétés

suivants :
L[| < K et o'(z) = —e"L1{gs,»y ce qui entraine que : |¢'(z)| < K
2. ¢Y(z) € WH22(R)
3. La fonction z — 9 (log z) = (K — z)4 est convexe sur |0, co|.

En appliquant le théoreme 3.26, on a :

u(t,z) = u*(t,x)
— sup B(e (X))
T€T,T
2 N,
= sup E (efT(Tft)z/)(:E + (u— U—)(T —t)+o(B; — By) + Z Z;) (3.51)
T€T:,T 2 j=Ni+1

ou u est la solution de 'inéquation variationnelle (3.3).
Dans cette partie, on montrera directement que, dans le cas du put américain, la fonction
u(t, z) vérifie I'inéquation parabolique. Pour obtenir des propriétés de régularité de u, on

prouvera d’abord, trois lemmes :

Lemme 3.27 Siz — (logz) est conveze, alors, la fonction © — u(t,logz) est convere sur
10, 0o[, pour tout t € [0,T].

Démonstration : D’apres (3.51),

2 N,
u(t,logz) = sup E(e " Dyplogz + (u — U—)(T —t)+o(Br—B)+ Y. Z)))
TE’Tt,T 2 ]:Nf-l—l

or x — 1(logx) est convexe, ce qui donne le lemme 3.27 | |
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Remarque 3.28 Si z — (logx) est décroissante, alors, la fonction r — u(t,logx) est

décroissante sur |0, 00[, pour tout t € [0,T].

Maintenant, on peut montrer le lemme 3.29 qui sera utile dans I’étude des propriétés de

du
at -

Lemme 3.29 Supposons 1)(x) est une fonction continue sur R telle que : [¢p(z)| < MeMI*|

ou M est une constant positive, on a :

2 Nyr—t)
ult,z) = sup E(e " T D%z + (u— )T — )9 + o/T — 1By + > 7))
9€To,1 2 j=1 '
Démonstration : D’aprés (3.51), on a :
o2 N
ult,o) = sup Be T (e+ (u— ) (r =) +o(B, = B)+ Y 7))
TET:,T Jj=Ni+1

Rappelons la démonstration de la proposition 1.3, et remarquons que v vérifie les méme
hypotheses que celui dans la proposition 1.3, on sait qu’on a la méme égalité avec T; 7 au lieu

de T;7. De plus, si 'on réussit a vérifier :

((Bs = Bt)s>t: (Ns = Ni) s>, (Uny15)j>1) ~ " (B0, (Ni) >0, (Uj)j>1) (3.52)

On peut donc écrire (3.51) sous la forme suivante :

N.
0.2

u(t,z) = sup E(e Pl@+(p— )T+ 0B, + Y 7))
TETo, 7t 2 j=1
11 est aisé de voir que 7 appartient 7y 7_; si et seulement si 7 est de la forme : 7 = ¢(T —¢) ou
¥ est un temps d’arrét de la filtration (H)s>0 a valeur dans [0, 1]; olt H; est la tribu engendrée
par les variables aléatoires Bgr_y), Ngr_p, B < s et Ujl{jSNs(T—t)}. Remarquant le fait

que le processus (Bgr_y))s>0 a méme loi que le processus (VT — tBg)s>0, on obtient que :

9 Ny(r—¢)
u(t,z) = sup E(e T 9%z + (u— %)(T ~t)0+oVT —tBy+ Y. Z;))
€T, 1 j=1

Il reste donc a montrer (3.52). En effet, on vérifie, d’abord, la suite (Un,+;)j>1 a méme
loi que la suite (Uj);>1. Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout p > 0 et pour toute

fonction borélienne positive sur RP,

E (f(UNt+] ) UNt+25 R UNt+p)) =E (f(U1a UQa ] Up)) (353)
1 "

~"" signifie avoir la méme loi
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Or, si 'on note le premier membre dans (3.53) par I, en utilisant I'indépendance de (N¢)i>o

et (Uj)j>1, on a alors :

I = Y Eyn-pfUjr1,Ujsa, .., Ujip))
Jj=0
= Z P (Ny = j)E f(Ujr1,Ujra,. .-, Ujyp)
Jj=0

= E(f(h,Us,...,U,))

a cause du fait que (Ujy1,Ujy2,...,Uj4p) a méme loi que (U, Us, ..., Up).

D’autre part, comme le processus (Bs — By)s>¢ ( resp. (Ng — Ny)g>¢) a méme loi que le
processus (Bs_)s>; ( resp. (Ns—;)s>t), de plus, en utilisant I'indépendance entre les processus
(Bt)i>0, (Ni)i>0, (Uj)j>1, on obtient (3.52).

[ |

Le lemme classique suivant sera utile pour étudier la continuité de % ( cf [26], Chapitre II,

lemme 3.1).

Lemme 3.30 Soit u(t,z) une fonction de R? dans R, ayant des dérivées partielles % et

2 N 7’ 7’ ’ . P .
% uniformément bornées sur R2. Alors, % vérifie une condition de Holder d’ordre % ent,

uniformément par rapport a x.

Maintenant, on va montrer le théoréme principal de cette section. Il est une généralisation du
théoréeme 3.6 de [24]. La méthode de démonstration est analogue a celle de [24]. Les termes

de sauts sont traités par des techniques de martingales.

Théoréme 3.31 Supposons qu’on a (H), si la fonction 1 est lipschitzienne et z — 1)(log(z))
est convexe, alors la fonction u ( définie par (3.51)) admet des dérivées partielles %, %, %

localement bornées sur [0, T[xR et vérifie :

0
2 + Au + Bu

ot =0
u > p.p dans [0, T[xR
(88—1; + Au+ Bu)(¢p —u) = 0

du

De plus, la fonction 57 est continue sur [0, T[xR.

Remarque 3.32 D’apres les propri€tés sur ¢ d’un put américain énoncé au début de cette

section, il n’est pas difficile de voir que ce ¢ vérifie les hypothéses du théoréme 3.31.

Démonstration :
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e Puisque 1 est lipschitzienne, on sait, alors, que 1) apparient & W2%(R) pour tout

a > 0, en utilisant le théoreme 3.6, on sait qu’il existe une et une seule fonction u

vérifiant :
we LX[0,T]; Va) et 881: L2([0,T); Hy)
et pour tout élément v appartient a V, et vérifiant v > 9, on a :
ou o o
_(E,v Wa +a“(u,v —u) + b (u,v—u) > 0 (3.54)
u >

Prenant v(z) = u(z) 4+ p(z)e®*! oit () est une fonction positive indéfiniment dérivable
a support compact, de sorte que v(x) appartient a V,, et v > 1, on obtient :
ou

Par conséquent —(% + Au + Bu) définit une mesure positive sur |0, T[xR. D’autre

+ Au + Bu, ¢(z)e®™h, >0

part, comme z — 1(log(z)) est convexe, si I'on note : g(z) = u(t,log x), le lemme 3.27
2 b
entraine que : 6337(2‘”) =% (% — 9u) > 0, ce qui signifie que % — 94 est une mesure

positive sur |0, T[xR. On a donc, au sens de distribution,

ou o d%u o?  Ou
n + 5 552 + (u— 7)8— —ru+Bu < 0 dans ]0,T[xR
%u  Ou
92 > 0 dans ]0,7[xR
D’ou : 5 oo
o° 0°u  Ou ou ou
0<—(—-—")<ru———u——2~RB 3.55
S5l g ST g ey B (3:55)
cela implique que 3 M — % appartient & L2([0,T]; H,). D’ou :
82

u
7922 € L*([0,T); Hy)
ou

De plus, (3.55) nous permet de déduire la bornitude locale de 8 % de celle de %7;, 7, €t
Bu. D’autre part, en prenant v = ) dans (3.54), il n’est pas dlfﬁcﬂe de vérifier :
0
(a_“ + Au+ Bu)(¢p —u) =0 dans [0, T[xR

o Montrons la bornitude locale de B—ZI‘:

Fixons z, y €R, utilisant le fait que 1 est lipschitzienne, on peut écrire que, pour tout

TE%,T?
o? ks
Yt ()t +o(B-~B)+ . %)
J=N¢+1
2
— Pyt Tt +a(B, B+ Z ;)|
2 j=N¢+1

< Clz—y
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ot C est une constante. On en déduit facilement par (3.51) Pestimation :

Comme C' est une constante ne dépendant ni de ¢, ni de (z,y), u est lipschitzienne en

z, uniformément par rapport a ¢, et donc % est borné sur [0, T|xR.

e Montrons la bornitude de Bu

On part de la définition de 'opérateur B ( cf. (3.2)), i.e : Bu = X [(u(t,z + z) —
u(t, z))v(dz). De I'inégalité :

on déduit :

Bul < [ lulte+2) = ult, ) p(dz)
< CE|Z]
< +oc, car BE|Z;| < 1E e 71l < oo

ce qui donne le bornitude de Bu sur [0, T]xR.

o Montrons la bornitude locale de %

Pour cela, on utilise le lemme 3.29. Fixons ¢, s € [0,T], avec ¢ < s. Pour tout ¢

appartenant a 7y 1, on a :

52 Nyr—1)

e T4 (5 4 (i — 7)(T — )9 +oVT —tBy+ > Zj)
j=1

2 Ny(r—s)

— eI 4 (- %)(T ~s)0+oVT —sBy+ Y.  Zj)
7=1

9 Ny(r—¢)
g
< |67T(T—t)19 _ efr(Tfs)’ﬂHrl/)(;p + (M — 7)(T — t)’19 + oVT —tBy + Z Z7)|
Jj=1
2 Nyr—1)

g

+ e Ty (p— )T =)0 +oVT — By + Sz
=1

9 Ny(r—s)
— e+ (p— "7)(T73)19+m/:r7sBﬁJr S 7))l (3.56)
j=1
or :
‘efr(Tft)ﬂ - efr(Tfs)ﬂ‘ _ ‘1 o efr(tfs)19|efr(T7t)19

< Clt — sle DY (3.57)
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Par ailleurs, puisque 1 est lipschitzienne, on sait que :

2 Ny(r—¢)
o
Yo+ (= T =00 +oVT — 1By + > Z))
j=1
2 Ny(T—s)

— et (- DT =)0+ oVT —sBy+ Y Z)
J=1

< Cl(p— %2)(3 )9 +o(VT —t— T —s)By

Nyr—1) Ny(r—s)
Y Zi— Y. Zj] (3.58)
j=1 J=1
En prenant les espérances et en utilisant le lemme 3.29, on déduit de (3.56), (3.57) et
(3.58),
ult, 7) —u(s,2)| < Cft— sljult, )|
2
+ C sup E(e T ((u— Z(s — )]
9€T0,1 2
Nyr—t) Ny(r—s)
+ JoWT —t=VT =5)By|+| > Zj— Y Z])3.59)
j=1 J=1
En remarquant que £ < s, on peut donc écrire :
Ny(r—¢) Ny(T—s) Ny(r—¢) Ny(r—¢)
EDDIREED DRI D DI/ D DI (]
Jj=1 J=1 J=Ny(r—s)+1 J=Ny(r—s)+1
Ny(r—+) Ny(T—s)
= > 1Z41= ) 17
J=1 Jj=1

Notant :
N
M; =" |Z;| = ME(|Z1])

j=1
On sait que M; est une martingale de carre intégrable, puisque E | Z;|? < %E e’ < 00

, d’apres 'hypothese (H). Cela permet d’écrire :

Ny(r—+) Ny(T—s) Ny(r—1) Ny(r—s)
E| Y Zi— Y Zil < E(CY 1% Y 17l
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
— EGM(T - DE|Z| — AT — $)E|Z1))
= MNs—t)E|Z1|EY
< O(s—1) (3.60)
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ou C' est une constante ne dépendant ni de ¢, ni de s, ni de z. Par ailleurs,
E |B19‘ <E ‘Bl| < 400 (3.61)

a cause du fait que |By| est une sous-martingale. On déduit alors de (3.59), (3.60) et
(3.61) et du fait que : t — /T — ¢ est de classe C! sur [0, 7],

lu(t, z) —u(s,x)| < Clt — s|(u(t,z) + 1)

ce qui entraine que % est localement borné sur [0, T[xR.

La bornitude locale de %

Elle est obtenue par la bornitude locale de %, % et Bu et (3.55). Cela donne la

continuité de % sur [0,7[ xR d’apres le lemme 3.30.



Chapitre 4

Localisation, Discrétisation et
Convergence

Nous avons déja montré que le prix d’une option américaine dans ce modele avec des sauts
est la solution de I'inéquation variationnelle (3.3), si ¢ appartient & W22 (R).
Pratiquement, pour calculer le prix u*, nous nous ramenons, donc, a chercher une solution

numérique de (3.3). Cela se fait en trois étapes :

1. Localisation du probleme ( C’est & dire que nous nous rameénerons & un ouvert borné

de R du type {z € R, |z| <[} ou [ est une constante positive).
2. Discrétisation de (3.3) sur cet ensemble borné et étude de la convergence.
3. Résolution du probléme discrétisé par certains algorithmes. Ce point sera traité dans

le chapitre 6.

4.1 Localisation du probleme

On note, comme précédemment, X5 le flot associé a I'équation différentielle stochastique
(1.11), i.e:

Xt = T
{ dX, = (u—%Q)ds—i—ast—i—d(Z;y;l Z;) pour s>t

On a la forme explicite :

2 N
o
X' =at (u=F) s~ ) +o(Bs=B)+ Y %
j=Ni+1

Pour localiser le probleme, on introduit d’abord :

" = inf{s >t; |[X'*

> 1} (4.1)
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et on note :

C(tw) = sup Bl TG0 )] (4.2)
T t, T

Par ailleurs, dans le chapitre 1, on a déja vu que le prix d’une option américaine est donné

par :

W (tr) = sup B (e T (X))
T€T:,T

La proposition 4.1 dira que pour calculer u*(¢, z), il suffit de calculer v (¢, z).

Proposition 4.1 Si l'on a 'hypothese (H), et de plus, si p(z) € WHA*(R), alors u} con-

verge uniformément vers u* sur tout compact, i.e :

VR>O0, lim sup |u*(t,x) —u (t,z) =0
1700 (1,2)€[0,T] %[~ R,+R]

Démonstration : A partir des définitions des fonctions u*(t,z) et u(t,z), on a :

|u (¢, ) =y (¢, )]

< Elle "ty xto) 77‘(7/\T’t’m7t) xbe Tein
— Tzl%l?T |[€ 1/)( T ) € ! i/)( T/\Tlt,m)] {Tlf’ <T}‘
t,x
< sup Blle "X + e TN (XE ) )L ppie )]
T€7’t’7" l 4
< E[2 sup [(X, )|1{T”<T}]
S€Et,T)

< 2M |E exp( 2Msup|Xt‘”|)- P (T <T)
7]

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz et |¢(x)| < MeMI7l.
Puisque Ee®”1l < 400, par (3.41), il n’est pas difficile de voir que :

sup E (exp(2M sup |Xb*
(t,z)€[0,T|x[—R,R] s€(t,T]

))§01<+OO

ou (] est une constante indépendante de 1. On a, donc :

sup w*(t, ) —u) (8, x)] < 2M+\/Cy sup P(T/" <T)
(t,3)€[0,T]x[~R,R] (t,z)e[0,T)x{zeR, |z|<R}

Pour en déduire le résultat énoncé dans la proposition, il suffit de montrer que :

lim sup P(T/" <T)=0
1200 (,2)€[0,T] %[~ R,R]

En effet, a partir de la définition de Tlt’m, on sait que :

t,z
1
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or:
2 N
o
X =at(p=)s—t) +0(Bi=B)+ Y 7
Jj=Ni+1
Donc :
N
(B, — B;) + Z:Z\>l—m——4T R}
s€(t,T] s€(t,T] j=Ni+1
D’oi, en utilisant (3.52),
P { sup |[X{7]> 1}
t<s<T
N
< P{ sup |oB; —|—ZZ|>Z—|M——|T R}
0<s<T—t et
N,
< P{ sup |oB; +ZZ\>Z—|M——|T R}
0<s<T =
2 2
I |lu— 2T R l—|u— 2T - R
< Pl oB > TR p gy Sz s T TR
0<s<T 2 0<s<T 2

7=1

en tenant compte du fait que {\ |+ 16 > M} C {la| > 2YU{|b] > ¥}. Or, en utilisant
I'inégalité P(Y; > a) < e “E(e'), on a :

|-R—|u—%|T
sup Z;
0<s<7’2‘ il> 2 )
2
IR a2
< PQ]%P> )
I-R- mf—w Nr
< e E exp()_ %)
7=1
LR u- T s
< e 2 exp(A\T(E el ”1l — 1))

en remarquant le fait que E (exp(ZéVZT1 1Z;]) = exp(AT(E el%11 — 1)) (Voir (3.40)). Par ailleurs,

I—R—|p—Z|T
P ( sup |oBs|) > 5 2
0<s<T
2 2
|- R |y 2T |- R |y 2T
< P( sup oBy) > it s )+ P ( sup —oBs) > =5 )
0<s<T 2 0<s<T 2

Comme ( By)s>0 est encore un mouvement Brownien et en utilisant I'inégalité : P (supg< < Bs >

a) < e~ T (cf. [28] Chapitre V, la section 2.1), on a :

. 2
I—R—lu— 22T (R |p- % |T)’
P ( sup |oBs|) > s s ) < 2e 7T

0<s<T 2
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On obtient, finalement,

|u*(t, ) — u,*(t, )|

 (—R—lu—%|T)? LR
< 2M+\/Ci(2e 17T +Coe )V (4.3)
ot Cy = exp(AT(E el”1l — 1)), ce qui entraine la proposition. [ |

4.2 L’égalité u,* = u,
4.2.1 L’existence, 'unicité et la régularité du probléme localisé

Pour le calcul de u,*, on introduit les notations suivants :

Q = {zeR, |jz|<l} =]—-1,1]
0, = {zeR, |z]=1}
Hl == LQ(QI)
0
Vi = {f EHzaa_i EHI}:WL2(QI)

Wmr(Q,) = {f€LP(Q)] pourj <m, f9eLP(Q)}

Le théoreme 4.6 ul sera montré par une méthode analogue a celle du chapitre 3, mais
) 3
dans le cas d’un ouvert borné, nous permettra de dire que u;* est la solution de I'inéquation
3 l
parabolique Suivante, si Q,b S W 2,2, (R) :

Trouver u, € L?([0,T]; W22%(Q,)) tel que % € L*([0,T]; L*(%))) et

0
max{% + Au, + B'uj,p —w,} = 0 dans [0,7] x Q,

w(t, ) = (z) si € 00, (44)
w(T, z) = ¢(z)
ou :
o2 8%u 0% Ou
Au, = 7%21 + (e — 7) axl — ru,
Blu, = A (w(t,z + 2) —w(t, z))v(dz) + A (7 + 2) —w(t, z))v(dz)
z,2+xeQ z,2+x g

Remarquons que, maintenant, I'opérateur B’ n’est plus linéaire, par ailleurs, la solution u,
du probléme (4.4) est une fonction définie sur €Q,.

Evidemment, on doit d’abord montrer I'existence et 'unicité de la solution du probleme
(4.4). La seule difficulté vient du fait que Iopérateur B' & L(L?(SY,), L?(€,)). Pour I'éviter,
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on introduit un opérateur B' qui est définie par :

Blu, = X (u(t,z + 2z) —u(t, z))v(dz) + A (0 —u(t,z))v(dz)
Jz,2+xef) J 2,24+
_ A[/ w(t,z + 2)v(dz) — w(t, )] (4.5)
z,2+x€eY
Alors, le probleme (4.4) peut étre écrit sous la forme suivante :

u
Trouver w € L2([0,T]; W22(2))  tel que % € L2([0,T); L2(2)) et

ou -
max{% + AU[ —+ Bl“l —+ f,?p — U,l} — 0 dans [O’T] X Ql

w(t, x) = (z) siw e 00, (4.6)
u (T, x) = p(x)
avec :
f=2 $( + 2w(d2)
Jz,z4+xdY
Posons :
o2 Ou Ov o? Ou
= ———d dr — — —)—uwd
a(u,v) o, 2 95 03 x + eruvx /Ql(u 2)8mvx
b(u,v) = —/ (B'u)vdz
]
On a évidemment, par une intégration par parties, que :
(Au,v), = —a(u,v) VYu,ve DY)
(B'u,v), = —b(u,v) Yu,ve D)
ou (-,-), désigne le produit scalaire de H,.
La formulation variationnelle du probléme (4.6) peut, alors, étre écrite :
9 ou, 9
Trouver u, € L*([0,T]; V,) tel que v € L*“([0,T]; H,) et
ul(Ta') = zlb
u, > 1) p.p. dans [0,T] x Q,
w(t,x) = P(x) siz e 0 (4.7)
Yv, € V), v >, ona :
ou
f(ﬁ,v, — )+ a(u, v, —w) + b(u,v, —w) — (fyu,—w), > 0

En reprenant les démonstrations du chapitre 3, on peut obtenir ’équivalence entre le probléeme
(4.6) et (4.7) sous certain condition de régularité, et de plus, l'existence et I'unicité de la

solution du probléme (4.7), si I'on réussit & montrer que B' € L£(L?(€,), L2(£)).
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Proposition 4.2 Supposons 1 € V,, et f € H,. Et soit u une fonction de [0,T] x Q, dans

R tel que : u, € L2([0,T); W22(€))) et % € L%([0,T]; H,). Alors, les problemes (4.6) et

(4.7) sont équivalentes.

Théoréme 4.3 Soit 1) € V,,, et supposons f € L*([0,T]; L?(Q,)). Alors, il existe une et une
seule fonction u, € L2([0,T]; V;) telle que % € L%([0,T]; H)) et u, vérifie (4.7). De plus, la
fonction u, est dans L>(]0,T]; V)).

11 suffit, donc, de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.4 L’opérateur B' défini par (4.5) est un opérateur linéaire borné sur L*($,).

Démonstration : A partir de la définition de Uopérateur B, on a :
[Blulfo0y) = /Ql(Ble)de
= )\ / dx [/ w (t, x4 2)v(dz) — u(t, )]
Iy Jz,x+zEQ
< 2)\2/ dx [/ w?(t, z + 2)v(dz) + u’(t, )]
9] z,x+2€€Y

en utilisant les faits que : (a — b)? < 2(a? + b%) et ([ fv(dz))? < [ f?v(dz). De plus, par le

théoréme de Fubini, on déduit :

IN

|Bl“"‘%2(91) 2)\2[/ v(dz) / u?(t,x + 2)dz + ‘ul|%2(ﬂl)]
- Jz2,x+2EQ

4>\2 |“‘l ‘%Q(QI)

N

D’autre part, revenant a la définition de Bl, il est facile de voir que 'opérateur B! est linéaire.
Dot B' € L(L*(%Y), L2(5)).
|

Pour revenir & I'inéquation parabolique (4.4), d’apres la proposition 4.2, on aura besoin
du théoreme de régularité sur 'ouvert borné €2;. C’est le théoreme 4.5 suivant, qui peut étre

montré en suivant exactement la méme méthode que dans le théoreme 3.10.

Théoréme 4.5 Supposons ) € W22*(R) et f € L?([0,T]; H,), la solution u, de I’inéquation
variationnelle (4.7) vérifie :

u, € L([0,T); W22(,))
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4.2.2 L’égalité u,* = u,

Dans la section 4.2.1, on a déja prouvé que : si 1p € W22%(R), alors, il existe une fonc-
tion unique w, (¢, z) appartient & L2([0,T]; W22(€,)) tel que % € L2([0,T]; H,) et vérifiant
Iinéquation parabolique (4.4). Maintenant, on va montrer que cette fonction coincide avec la
fonction u,*(t,z) définie par (4.2), si la fonction ¢ est, de plus, uniformément continue sur
R. On voit que, dans le cas qui nous intéresse, par exemple, le put américain, la fonction

vérifie cette condition.

Théoréme 4.6 Supposons que P € W22Y(R) et ¢ est une fonction uniformément continue
sur R. On a, alors,
w*(t, ) = w(t, x) sur [0,T] x £,

ot u,*(t, ) est défini par (4.2) et u,(t,x) est la solution unique du probléme (4.4).

On remarque, tout d’abord, qu’il nous faut montrer que :
Tz t/\le 8“
e TN ult ATT, X ) — /0 e (S + Aut Blu)(s, X,)ds

est une martingale. Néanmoins, la difficulté vient du fait que v ¢ C? et qu’on ne peut pas
a priori utiliser la formule d’'Ito avec sauts. En réalité, on le fait par approximation. D’autre
part, les termes de sauts peuvent poser des difficultés quand on localise le probleme. La

démonstration se fera en deux étapes.

Démonstration : (Démonstration du théoréme 4.6)

1. Premaére étape :

Comme 1 € W2>%*(R), d’aprés les résultats de la section précédente, on sait qu’il
existe une unique fonction u, sur [0,7] x €, telle que % appartient a L2([0,T]; H,) et
u, appartient & L2([0,T]; W?2(€,)) et vérifie 'inéquation parabolique (4.4).
Notons :

w,(t,z) pour (t,z) € [0,T] x €,
a(t,z) =< w(0,z) pour (t,z) € (—o0,0) x Q,

P(z

) Sinon
Puisque w, (T, z) = ¥(x), et u,(t,x) = P(x) si x € 09, il est clair que u,(t,x) est une

fonction continue sur RxR. D’ou :
7Zl(t7m) € Llloc(R; Lllor‘(R))

Soient (pm)m>1 (resp. (pm)m>1) deux suites de fonction de classe C*> sur R (resp. R) a

support compact, p,, > 0et [ p,, = 1 avec suppp,, C|— %, # [ (resp. pm > 0et [ py, =
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1 avec supp pp, C| — %, # [), on pose :

m(t.z) = ux(pm @ pp)(t, z)
= [ Jo = 5.2 = 0 () () dyds
D’ou :
um(t,z) € C°(R x R)

Par conséquent, en remarquant la définition de u(t, z) et le fait que u, est continue sur

[0,T] x Q, et 1 uniformément continue,
Um (t, ) converge uniformément vers u(t, z) sur [0,7] x R. (4.8)

Par ailleurs, puisque u, € L?([0, T]; W22(€),)) et % € L2([0,T); L2(5Y)), par le lemme
3.22, on obtient :

Uy — uw, dans L2([0,T]; W>2(€0))

Oy, ou,

ou, 2 72
pr — pr dans L*([0,T]; L*(,))
D’ou :
O, 3 2 2
De plus, on a :
Bu,, — B'u, dans L*([0,T7; L*(Q))) (4.10)

En effet : Pour (¢,z) quelconque fixée dans [0, T] x €,

Buy, = /um(t,a: + 2)v(dz) — um(t, x)

Blu, = / w(t,z + 2)v(dz) + P(z + 2)v(dz) — u(t, x)
z,x+z€E z,x+2¢Y

= /17,(75,.7:4—2)1/((12) —uy(t,x)

| Buy, — Bluy| < / (U (t, z + 2) —u(t,z + 2)|v(dz) + |up (t,z) — u(t, )|

D’ou :

| By, — Bl“lﬁﬂ([O,ﬂ; L2())

= / ds | |Buy, — B'u/|*dz
Jor Ja,

= 2 o™ Q,dx'(|“‘m*i“|i°°<[o,ﬂxR>+|“m*“l|%°°<[o,ﬂxm))

= 4Tmes(Q) - |upm — “‘LOO 0.71xR)

- 0 en utilisant (4.8)
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D’autre part, par la remarque 3.21, on a : |¢(z)| < Cexp(§|z|) car ¢ appartient &
W222(R). Or u; est une fonction continue sur [0, 7] x €;, en revenant & la définition

de u(t, z), on déduit facilement que :
lu(t,z)| < Cexp(a|z|) sur [0,7] xR
Ce qui entraine, par la remarque 3.24 2),
|um (t,2)| < Cexp(ajz|) sur[0,7] xR (4.11)

Maintenant, grace au fait que u,, € C*°([0,T] x R) et (4.11), on peut utiliser le lemme

3.18 ( plutot la remarque 3.19 ), cela nous donne que :

Mﬁ/\,rlt,z e Bir(ﬁ/\TIt’lit)um(ﬁ A j—vlt,CL" X;/\Tlt’m)
BATH® o
_ / Loy gm + Au,y, 4+ Buy,) (s, X4)ds (4.12)
t S

est une martingale, ot T)** = inf{s >t | X'* ¢ Q}. D'ol, par le théoréme d’arrét,

pour tout temps d’arrét 7 & valeurs [t,T],

—r(TAT" —t LT yx
Ee "N Ny (1 AT, ,XT/\,Tlt,m)

Oou,y,

0s

TATH®
= up(t,z)+ E / l e T + Ay, + Buy,) (s, Xs)ds
t

Puisque u,, converge vers 4 uniformément sur [0,7] x R ( Voir (4.8) ), d’ou :
U (t,2) — u(t,z) si m — oo
—r(TAT® —t LT vy —r(TAT}® —t) - LT yw
Ee "N Dy (1 AT, ’XT/\T;*””)_>E€ AT Da(r AT,  XT )

l

De plus, en tenant compte des (4.9), (4.10) et remarquant que T!" est la méme chose

que T,tf dans la remarque 3.16 2), donc, en utilisant la remarque 3.16 2), on a :

T/\Tlf,m —r(s—t) 8“‘m t.x
E / e "ETH( 3 + Aty + Buy,) (s, XoF)ds
t S

T/\Tltw —r(s—t) 8“‘l 1 t,x
— E / e "V (8_ + Au, + B'u,)(s, X" )ds
Jt S
ce qui donne :

7T(T/\71lt’m7t) ~ t,x T
Ee u(r AT, ’XT/\TIt’I)

TATH®
= a(t,z)+E / l efr(sft)(aul
Ji 0

S

+ Au, + B'u))(s, Xy)ds (4.13)
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2. Deuziéme étape :

Commﬁf% + Au, f—i— Bu; < 0 p.p sur [0,7] x £, on déduit de I'égalité (4.13) que
B 2% o

e BT Dy (BATT, ;:/\Tlt’z)
et u = 1 en dehors de €2, , d’ou w > ) p.p sur [0, 7] x R. Par ailleurs, pour ¢ quelconque
fixé dans [0,t], on a, V7 € Ty r,

est une sur-martingale. Puisque u, > 9 p.p sur [0, 7] x £,

efr(t/\ﬂt’mft)a(t A Et,frl’ ta:/\Tlt’z) > E (efr(’r/\T;’m*t)ﬂ(T A Tlt’m’ Xf/\T]t,m”ft)
t,x
> E(e " IG(X )| F)

\ . t,x
D’ot, puisque T, > t,

w(t,Xy) > sup E(efT(T/\Tlt’mft)z/;(X
T€T:,T

— TH® ¢ t,
_ Tzl%pTE(e r(TAT] )z/;(XTlet,z))\w:Xt

= u,*(t, Xy) par (4.2)

ta )| Ft)

TNTY

D’autre part, posons :
n=inf{T/" >s>t| P(X,) =uls,X,)}

Il n’est pas difficile de voir I'existence de 7;. En effet : Pour |X,+..| >, par la définition
1

de la fonction @, on sait que a(Tf’m,XTt,m) = (X te). Done, pour t < s < 1y < T,
1 1
on a:

P(Xs) < uls, Xs) = u(s, Xs)
De plus, par les propriétés de u, et I’existence d’une densité pour le flot, on a :

0
(% + Au, + B'u)) (s, X5) =0 ds dP  presque partout sur {s < 7;}
s

En effet : puisque u, vérifie :

ou
(u, — Lb)(a—fl + Au, + B'u;) =0 dt dz presque partout

On peut, alors, écrire :

]

dt dz[{(t, z) | (¢ — w,)( 8tl + Au; + B'w) #0}] =0

ou dt, dr désignent les mesures de Lebesgue respectivement sur [0, 7] et sur | — [, I[.

Pour dt-presque tout ¢, on a :

ol | (6 — ) (o4 Auy + B) #0}] = 0
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Or X, a une densité, donc la loi de X est continue par rapport a la mesure dz. D’ou :

Py,[{z | (v — u,)(% + Au, + B'u)) #0}] =0

Donc : 3
(v — ul)(% + Au, + B'u)) =0 dt dP p.s

Or, sur {s < 74}, on a (X)) < u (s, Xs) dt dP p.s, ce qui donne (% + Au;+ B'u;)) =0
dt dP p.s sur {s < 1;}.

D’autre part, remarquant que M 5 ( Voir (4.12) ) est une martingale, en suivant le

/\,Tlt,z
méme raisonnement pour obtenir (4.13), mais, en utilisant le théoréme d’arrét pour 7,

et t au lieu de 7 et ¢, on obtient :

_ Tt,zi/ _ t, T —r(t Tt’zf/ ~ L, €
Ee r(reATy f)’u(Tt AT, w’X:—;/\Tlt’T’) = Ee rtAT f)u(t/\T’l waX:/\Tltam)
- Eul(t, Xt)

Par la définition de 74, on a :

77;(7’{; /\ ﬂt’w, X:;/\Tt,m) — QP(X:;/\T;,J:)

l

Ce qui donne :

Eu (t, X;) = Eefr(”/\Tlt’mft)Lb(Xi/\Tt,m)
1
—r(7 br_y T
_ E(E (e r( t N1 f)qp(X:;/\ﬂf,T)‘ff))
D’ou :
w(t, X)) < sup Be " 0p(xT L |F)
T€T:,T i
t,x
= sup B(e O (X7 )y,
TET:,T !

u, " (t, Xy) par (4.2)

On a, alors,
ul(t, Xt) —= Ul*(t, Xt) p-s

u,(t, ) = u*(t, x) pour (t,z) € [0,T] x Q,

De plus, en adaptant la démonstration du lemme 1.10 de [23] au cas d’un ouvert borné

Q,, on a le lemme de continuité L*°.
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Lemme 4.7 Si ¢ et ¢ sont des fonctions dans WL2%(R) et si1p — P € L>(Q,), alors les

solutions wu, ( resp. 4, ) de Uinéquation variationnelle (4.7) associée a1 ( resp. ¥ ) vérifient :
w, — 4, € L([0,T] x )

et
[y — it poo 0.1 00) < 1% — Bl noe ()

Démonstration : Supposons u. (resp. i) est la solution du probléme pénalisé de (4.7)

associé & 1 (resp. ) :

e 1
(2 )t (e ) + bl ) () (B0 =0 Ve,
avec : B(1) = —(p—")+ et f =X [, .\, ¢(x4:z)u(dz) (resp. f = XY P(z+2)v(dz)).
Posons : w = (ue — 4. — K) 4 avec K = |9 — 4||p00(q;), 00 a, en prenant v = w :
— (%, w), + a(w, w) + b(w, w) + a(K,w) +b(K,w) — (f — f,w), + l(ﬁ(ug) — B(te),w), =0
f €
(4.14)
Or:
b(Ka U)) - (f - fﬂw) = (>‘ (K - (lb - &))V(dz),w)

Jzx+2E

et compte tenu du fait que K — (¢ — 1)) > 0, on voit que b(K,w) — (f — f,w) est positive.

Par ailleurs, a(K,w) = Kr [wdz > 0 et remarquons :

(B(us) — B(ie), w), > 0

on déduit, de (4.14),

ow
- (E,w), + a(w, w) + b(w, w) <0 (4.15)

En suivant la méme raisonnement du lemme 3.4, on peut montrer qu’il existe deux réels

strictement positifs p et v tel que :
a(w,w) + b(w,w) + p|w|?gl > 'waH%,l

ce qui entraine que :

d
*§E|U’|%I, < *55\“’\%+7H“’H%ﬁ
1d

— g o i+ alw,w) 4+ bw.w) + plu,

plwliy,

IN

IN

en utilisant (4.15). On a :
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Cela implique que \w\%{l P! est une fonction croissante en t. Or w(7T) = 0, d’ott : w = 0. On

obtient finalement les résultats énoncés en faisant passer a la limite.

En utilisant la proposition 3.25, on peut montrer le théoréeme 4.8 par la méme méthode

que pour le théoreme 3.26.

Théoréme 4.8 Supposons que ) € WH2%R), alors la solution u, de l'inéquation variation-
’ 1

nelle (4.7) associée a 1 €gale a w,*(t,x) qui est défini par (4.2).

Selon les résultats précédents, nous savons que le calcul du prix d’une option américaine se
rameéne a la résolution de 'inéquation variationnelle (4.7). La discrétisation de ce probleme

fait 'objet de la prochaine section.

4.3 Discrétisation du probleme

Nous nous intéressons maintenant au cas ot Z; admet une densité g (i.e : v(dz) = g(2)dz).
Nous supposons de plus que cette fonction de densité g est de classe C''. Un exemple important
de cette situation est le cas o Uy + 1 suit une loi log-normale, car on a alors des formules
simples pour le prix des options européennes (cf. [32]).

Pour discrétiser (4.7) par la méthode des différences finies, on le transforme, d’abord, en

un probléeme homogeéne. Supposons qu’on ait une fonction z/; de R dans R vérifiant :
e 1) est réguliere dans R( de classe C?).
e ¢ = 1) dans un voisinage ouvert de 9.

11 n’est pas difficile de voir que ceci est possible pour tous les cas pratiques d’obstacle 1 que
nous traitons. On voit facilement que le probléme (4.7) est équivalent au probléme homogeéne

suivant, apres changement de variable, 4, = u, — 9,

ou

Trouver u, € L*([0,7]; V;)  tel que 8_1‘] € L*([0,T); H) et
ul(T7 ')7: ’l/;
u, > 1 p.p. dans [0,T] x Q,
u(t,z) = 0 siz € 0%, (4.16)
Yo, eV, v, >, ona :
ou .
_(8—151’1)1 — )y + aluy, v —wp) +b(uy, v —w) = (f,o—w) > 0
avec :
f o= Ap+BY+f =2 (o + 2)v(dz)

z, 24T

Y=

<
I
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Désormais, pour alléger 'écriture, on peut noter 4, par un nouveau u,, f par un nouveau f
dans (4.16). Comme v est une fonction assez réguliere, on voit que la fonction ¢ a au moins
la méme régularité que 1. D’autre part, il est clair que, si ¢ appartient a V,, sous la condition

(H) : Be® %1l < 400, la fonction f donnée au dessus est au moins dans H,. En effet, comme :

f=A¢+ B+ A (x4 2)v(dz),
Jz 241 E

on voit qu'il suffit de vérifier que [, ., 0 ¥(2 + 2)v(dz) € H,. Or, en utilisant le théoréme

de Fubini et le fait que e~ 22l < eelzl . gmaletzl op g .
| Yo+l < [do [ pia+ e
T+2E

2,24+TE
/y(dz) cetll /7,02(.7: + z)e 0l telgy

Ec % [y2

IN

A

Avant de discrétiser le probléme, on introduit les notations :

K = {vlveV,v>¢ pp sur Q}

WO.T) = {olve L(0.7%V). 2 e L2(0.1): H)
K = {v|lveWw(0,T), v(t) € K, pp. t€][0,T]} (4.17)
Ko = {vjvek, v=0 sur 99, v(T) =} (4.18)

(4.16) peut étre écrit de la facon suivant :

Trouver u € Ky tel que : (4.19)
(W' +Au+ B'u+ f,o—u) <0 pp t€[0,T] VveK '
En effet, (4.19) est une forme instantanée équivalente de I'inéquation suivante :
Trouver u € Ky tel que : (4.20)
J (W' + Au+ Bu+ fo—u)dt <0 VYoveK '

Nous traitons, d’abord, le cas o1 1) € W2%*(R), ce qui implique ¢ € W22*(R) et f € H,.
Nous affaiblissons ensuite I’hypothése sur ¢ en prenant ¢» € WH%%(R) (voir la section 4.4.4).
Dans ce cas, nous avons 1) € WH2%(R) et f € H,.

Le probleme (4.19) va étre discrétisé par la méthode des différences finies exposée dans
[22]. Précisément, soit h € R, h > 0, h destiné & tendre vers 0, et :

Ry, ={M | M =mh, meZ}
A chaque M dans Ry, on associe I'intervalle :

Wi (M) =](m — 5)h. (m + 2)h]
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On pose, alors :

Q, = {MeR, W)M)cCQ}
my = inf{m| mh € Q}

mg = sup{m | mh € Q}

et nous notons V}, 'espace engendré par les fonctions x;' ot x}' est la fonction indicatrice de
W,?(M) et M € Q. Un élément uy, de V}, est de la forme :

m2

un(z) = Y w1 4 1ym ()

Jj=mi

La fonction up, peut étre représentée par la figure suivante :

Ui
u'.
Un Ui u_
% % % % % % {
1 mh I ih (i+Dh m,h |
De plus, on approche les dérivées par des quotients différentiels :
1 h h
dp(r) = —lp(z+ =) —p(z — = 4.21
ole) = 7z + 5) — pla — 3) (421)
Définissons :
(uh,vh)h :/ upVvpdT YV up, v, €V
93]
et

lonln = \/(vn, vn)n = [valL2(a))

1
[lon|7 2y + 100A] 2 (2]

[vn[n
Il est facile de voir que ces normes vérifient les inégalités suivantes :

lonln < |lvnlln Yoy, € V,

C
lolln < 7“\@,1\,1 Yoy, € Vj, (4.22)
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ot Cy = /5 quand h < 1. Le deuxiéme inégalité résulte des faits suivants : partant de la

définition de l'opérateur ¢ et remarquant que v, est nul en dehors de [(m; — %)h, (mo + %)h],

on a :
2
‘(s 9 o Uh(+%)_vh(_%)
Uh‘L?(Ql) = h
L2()
1 h h\?
= /th—2 <vh(:v+§)—vh(:v—§)> dx
< 2 (/ (y)d +/ (y)d )
S 15 Vp\Yy)ay vp\y)ay
h? O+ ! ) ’
< h2\7)h|r2(nl)
Or,
1
vl = [|Uh\2L2(Ql)+|5vh|%2(9,)]2

1

2

IN

4
2 2
[”hm(nl) + h_2|“h|L2(Qz)

4
= 1+ ﬁ‘vh‘]ﬁ(ﬂl}

Si I'on prend 0 < h < 1, on obtient (4.22) avec Cy = /5.

De plus, on a le lemme suivant.

Lemme 4.9 Soit (up)p>o une famille de fonctions telles que u, € Vi, pour tout h. Si uy
converge vers u faiblement dans L?(S,) quand h tend vers 0 et Suy, est borné dans L?(§)).
Alors, on a :

Up —> U fortement dans L?(€Y,)

Remarque 4.10 Le lemme 4.9 équivaut a dire que : si les conditions du lemme 4.9 sont

vérifiés, alors, uy, est relativement compact dans L?(Q,).

Démonstration : On va introduire une variable intermédiaire uj. Si 'on montre qu’elle

vérifie les conditions suivantes :

1) ‘uh*ﬂh‘LQ(Ql) — 0 si h—0
ouy, _
2) ‘E‘LQ(Q,) <C  uplpere) <O

alors, comme uy, converge vers v faiblement dans L?(€2,), 1) entraine que u; converge vers
u faiblement dans L2(€,). De plus, par 2), on sait qu’il existe une sous suite de @y, (notée

encore 1), qui converge fortement. D’ott uy, converge fortement vers u. Comme :

lun — ulp2(a) < lun — Unlr2(a) + [an — ulr2(9)),



4.3. Discrétisation du probleme 99

on obtient le résultat énoncé en utilisant de nouveau 1).
Maintenant, le probleme est comment construire uy, I'

Notons :

ap = (u;) m1 —1 <4 <mpo; ej = [ih, (i + 1)h] my <1< my

A partir de la définition de Vj, il n’est pas difficile de voir que up est nul sur les ensembles

[(rmy + )k, [ et | — L, (my — )h[. Notons : u; = up(ih) pour my < i < my, on construit la

2
fonction uy, qui est définie sur €, =] — [, 1], de la facon suivante : (voir la figure suivante )
u; () = W(x—zh)ﬁ-ul siz € e
uml( 1 i 1
B x — (my — =)h) siz €[(m1—35)h,mh]
Umy—1 (:E) = %h 2 2
0 siz €] —1,(m1 — 1)h]
Uy, 1 . 1
~ - (z — (mo + =)h) si x € [mah, (ma + 5)h|
Uy (*(E) = %h/ 2 2
0 siz €] (my+ 3)h, 1]
U,
Uy,
| m. h (-Dh  ih (+Dh  (i+2)h m h |

11 suffit de montrer que uy, vérifie les deux points énoncés au début de la démonstration. Pour

cela, notons :

eli = [ih, (1—!—%)}1[ my < i< msy

en = [4gh GHDA[  mi<i<m
emi 1 = [(m1— %)h, muh |

ems = [(moh, (m2+%)h[

Evidemment : ey; | Jeo; = e;. A partir de la définition de uy, et uy, on a :

mo—1

fun — il = [/ (ui — 113(x))2dz + / (i — 5(x))2dz]

i=m, €l €2i
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+ / (1t —Hml,l(a:))2d.7:+/ (timy — iy ()2l
€mq—1 7 €moy

mao—1

{ mi et ! J €24 2

Y e

F’m,l 1 emy

mg 1

u ]_ui Um U,

< 2 30 RA(PHELTEY () o (2]

= m1
< ChJounl;

Or par 'hypothése du lemme 4.9, on sait que duy, est borné dans L2(€2;). Donc, on obtient
que :

lun — tn|r2(0,) — 0 si. h—0
i.e uy vérifie 1).

Par ailleurs, dérivant par rapport a z dans la définition de uy, on a :

mao—1

ouy, uz+] — u; u u
‘8 ‘1291) = Z/ (]+/ m1 (]_|_/ lmz
i=m; ¢ €my— 1 Emy 2
< [unlp
< C

D’autre part :
| r2(0,) < lunlrzy) + [un — tnlr2 )

Or uy, est borné dans L?(€);) grace au fait que uy, converge vers u faiblement dans L?(Q,) et

remarquons 1), on déduit que %, est borné dans L?(€2,). | |

4.3.1 Approximation de a(-,-), K et ¢

Nous approximons la fonction ¢ par ¢y, = 3= ycq, Yr(M)x} ol ¢y (M) = %fw,?(M) Y(z)dx.
I Méme chose pour la fonction 1/; Comme ¢ = 1) — zﬁ, d’ou la fonction approchée de v est
¥n = by — ¥p,. Notons : uj = up(jh) pour my < j < ma, 15 = p(sh) pour s € Z. Nous
définissons, pour up € Vi et my < j < mg :

0'2 0'2
ap(up,vp) = / —duy, 5vhd:v+/ ruhvhd:v—/ (u — —=)dupvpdz
Q, 2 Q o 2

an(un,vn) = —(Apun,vp)

'Dans la pratique, nous prenons ), = ZMth (M)xM. Nous verrons ce point & la fin de ce chapitre.
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On obtient un opérateur Ay, : V;, — V}, défini par :

ma
Apun =Y (Anun)idi_1yn 42
J=m1
ou : 9 2
. o2 Ujp1 —uj
(Anun)j = gp5 (uje1 = 2uj +ujo1) + (0 = T)HTJ T (429

Par ailleurs, on approche K ( défini page 96 ) par :
K= {vn € Vo, wn(M) > (M) M € Qp}

Il n’est pas difficile de voir que KC;, est un sous espace convexe fermé de V}, et non vide ( Par

exemple : ¢y, € K, ).

4.3.2 Approximation de opérateur B' et de f

Pour traiter I'opérateur B, on rappelle, d’abord, v(dz) = g(z)dz (Voir la section 4.3). Comme

lopérateur B' peut étre écrit sous la forme suivante :

Blu = \

/ u(t,z + 2)g(z)dz — u(t, )
z,x+2€Q;

On introduit alors 'opérateur By, : Vj, — V}, défini par :

m2
Bun = > (Brun) il 1y, 4 1y
Jj=m1
avec : ‘
ma2—7J
(Bhun)j = A D wirjgih —uj)  mi <j<my g = g(ih) (4.24)
i=mi—)j

Il est clair de voir que i varie entre —(mg — my) et mg — my. D’otl [g;] est un vecteur de

dimension au moins de 2(mgy — my) + 1. On définit :

br(un,vp) = —(Bpup, vs)

Par ailleurS, rappelons que f = A’l/N) + Bl’l/; + )\fz I w(m + z)u(dz), on l’approche par
fn= ijl}(jf%)h,(j+%)h} avec :

fi=(Aphn)j + (Bun)j + X D wirjgih (4.25)
.i+]:>m,2
i+7<m



102 Chapitre 4. Localisation, Discrétisation et Convergence

4.3.3 Discrétisation du temps

Supposons que k est le pas de discrétisation en temps. Posons :

N:[E] et ’Uhktiv th (i— ]kzk}(t)

Pour z fixé dans Q,, t — v, (¢, z) est, éventuellement, une fonction définie sur 'intervalle
| — k,T].
On approche 'opérateur de dérivation par rapport au temps en posant :

Sonk(t) — Ok (t + k}l — vpk(t)

Le schéma d’approximation du probléme (4.19) est alors le suivant. On cherche une solution

(4.26)

approchée de la forme :

wp i (t, ) Z“h (i—1)k,ik] (1)
ou ug, S ,u,]:f sont des éléments de V}, vérifiant le systéme suivant :
i = n: | | |
Vie{0,---. N}, uj, € Ky et up(mih) = uj(moh) = 0,
Vi g S {0 N}, Yo, € Ky, (4.27)
ul — it . . ,
(hTh + Apuy 4+ Byuj, ? + fr,vn —ul e <0
avec 0 et 0 fixés dans [0, 1] et
uh =l 0l )
uhfg =l +0(ul ' ),

les opérateurs Ay, et By, et la fonction fj, étant définis par (4.23), (4 24) et (4.25) respective-
ment. Le systeme (4.27) donne une relation de récurrence entre u; et u} et se résout de

proche en proche & partir de la condition terminale uh = 4)p,. Si on note :

0 6
up () = 2717+1 (i—1)k,ik] (1)
= Uh,,k(t + k) 4+ 0(unk(t) — uni(t +k)), (4.28)
on voit que pour toute fonction vy, 5 de la forme :
vpk(t,z) = th (i—1)k,ik] (£)
avec 1)}1 € Kp, pour tout s =0,---, N, on a:

T—k i
/0 (Oup i + Ahui,k + Bhui,k + fhovnk — upk)dt <0 (4.29)

Pour 6 =1 (resp. 6 = 0), (4.27) s’agit du schéma implicite (resp. explicite)
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Avant d’étudier la convergence de la solution du probléme discrétisé, on montre le lemme

suivant, qui joue un role important dans la démonstration du théoréme de convergence.

Lemme 4.11 Soit une famille de fonctions up, i de la forme : up 4 (t, ) = PRFMN uﬁl(a:)l}(i,])k,ik}(t)

avec u}l € V. On suppose que up, i, vérifie les conditions suivantes :
i) dunklreeqoria)) SC et |unklieqoayiz)) <€

i1). Il existe une fonction u vérifiant % € L2([0,T); L?(£Y,)) et |l 1,00 ([0, 7712 (020)) < C telle

que, quand h et k tendent vers 0 :

upy — u  faiblement dans L*([0,T); L*(,))
ou

p faiblement dans L*([0,T); L*(,))

6“h,k —

Alors, on a :
upy — u  fortement dans L*([0,T); L?(,))

Démonstration : Il résulte de la définition de § que la condition |5uh’k|Lw([07T} ) <C

entraine :
\uh’k(t + k, ) — “h,k(ta -)|L2(Ql) <Ck (430)

ou C est constante ne dépendant ni de ¢, ni de k, ni de h. On montre, d’abord, I'inégalité

suivante :

|uh’k(t,-) —uh’k(s,-)hz(m) < C’(\t—s\ \/k) Vi, s€e [U,T] (4.31)
Cela se fait en deux étapes :
1). Si ‘t — S| < k, \uhyk(t, ) — uh‘,k(s, ‘)‘LQ(Ql) < Ck.
2). Silt— s[>k, [unk(t,) —unk(s, )2y < CJt — sl

Pour nous donner une idée précise de la fonction wuy i, nous la représentons par la figure

suivante en partant de sa définition wuy, j = >N, 1L%1}(i,1)k’ik}(t) :

uj,

i+1

0 (Gi—1Dk ik (i + 1)k N
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Supposons s > t. On commence & vérifier le premier point 1). Si [t — s| < k, il est clair

qu’on a deux cas :

e Soit t, s se trouvent dans le méme intervalle, par exemple, dans |(i — 1)k, ik]. Dans ce

cas, up k(t, ) = upk(s,7) = u}. On a évidemment I'inégalité (4.31).

e Soit t, s se trouvent dans deux intervalles adjacents, par exemple, ¢ €](i — 1)k,ik],
s €ik, (i + 1)k]. Comme la valeur de uy j reste toujours égale a u?’l pour tout s €

lik, (i + 1)k], on peut, donc, s’arranger de telle sorte que :
|k (8, ) — wnk(t, )| L2 = [unk(t+ k) —unk(t, )2 < Ck

Pour vérifier le deuxiéme point, il suffit de remarquer qu’il existe un entier n, 1 <n < N, un
réel s1, 0 < 51 < k tel que s =t + nk + sy, et :

lunk(s, -) = unk(t, )20
= Jupi(t +nk+s1,-) —unk(t, ) r200)
< Jupk(t+nk +s1,0) —upk(t +nk, )20
+ funk(t +nk, ) —upr(t+ (n— 1)k, )20, + -
+ Junk(t+ k) —unk(ts )2 )

En utilisant le premier point 1) et (4.30), on obtient :

IN

Ck + Cnk
< 2C(s—1t)

[k (s, ) — unk(t, )20

a cause des faits que k < s —1t, nk < s—1t.

Maintenant, on commence la démonstration principale de ce lemme. Notons :

Yii(t) = luni(t,-) — ult, ')|%2(Q,)
Pour montrer le lemme 4.11, il suffit de vérifier que :

Yh’k(t)dt — 0 h, k—0
(0,77

Pour cela, il suffit de montrer les deux points suivants :
i). Pour t quelconque fixé dans [0, T[, Y} (t) — 0;
ii). Il existe une fonction g € L' telle que |Y}, x(¢)| < g(t) pour tout ¢ € [0, T7.
On commence par vérifier ii). Cela résulte de I'inégalité :

Yk = Junp(t) —ult, )70,
2|“‘h,k(ta )‘%Q(Q’) + 2|u(t, )‘%2(9,)

IN
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et du fait que ‘U/hyk‘Loo([U’T};LQ(Ql)) S C et |71;‘Loo([0’T};L2(QI)) S C.

Maintenant, on commence & montrer i). Soit p > 0, pour ¢ quelconque fixé dans [0, '], on

<IN t .
consideére le terme %ft P up g (s, 7)ds. Puisque :

1
P

IN

|— /t+pu(5 z)ds — u(t, )]

l/ 2) — u(t,z))ds

p

= / )de)ds|

%< H—p 3“ 2)de] d5>1/2. </tt+p 12d5>1/2
% (/ ”p[ | (87’ (¢, 2)2de] - s _t]d5>1/2

en utilisant deux fois I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Par ailleurs, en utilisant le théoréme de

Fubini, et en remarquant que 2% appartient & L?([0,7]; L?(£,)), on obtient :

1 [tt+e
o

<

IA

IA

IN

Ce qui entraine que :

1
p

u
ot

Q

(s, -)ds — u(t,-)|L2(q))

(1) a1 —aas) N
1.2(9,
([ ao [t Cemrag v aas)

%(/t”"ds.(s_t) [ ae [ Grte.oa )1/2

“
\/_
C
7

t+p

g(/ (s—t)ds)1/2' @

') Ot | 12(j0,1);02(0))
ou

CVo|o
ot L2([0,T];L2 ()

Vo

t+p
—/ u(s,z)ds — u(t, ) dans L%*(Q,) sip—0
t

D’autre part, en utilisant (4.31), on a :

1 t+p
;/t uh’k( )dS_Uh k(t, )‘L2 ()

1 t+p
= |;/t (unk(s,) — unk(t,))ds|r2(q)

(4.32)

(4.33)
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1 [tte
< ;/t (s, ) — uni(t, )| 20, ds
t+p
= 9/ (1t = 5| V k)ds
pJt
= cev (4.34)

On a par ailleurs, pour t € [0, T fixé et p > 0 :
Vap®)'? = Junp(t,) =t ) 120

1 rt+e
unat) = - [ gl sl

L ks ds L [ s, s
+ —/ Up (S, -)ds — —/ u(s,)ds|2
5, h.k 5, £2()

1 t+p
[ e s el

IN

1 rtte 1 [t+e
< OV + OV / w5, s = | s sl 2o
d’aprés (4.34) et (4.32).

On a donc, pour chaque p > 0 :

1/9 1 t+p 1 t+p
limsup (Y} (1)) /2 < Cy/p+ limsup _/t up (s, )ds — _/t u(s,)ds

(h.k)—(0,0) (h.k)=(0,0) 1P - P L2()
Pour avoir lim Y}, (¢) = 0, il suffit donc de montrer que, pour tout p > 0
1 t+p 1 t+p
—/ up k(s,-)ds — —/ u(s, )ds (4.35)
pJt P Jt

fortement dans L?(€2,) quand h, k — 0. Or la convergence faible de ujy vers u dans
L2([0,T); L2(£2,)) entaine :

1 [t+e 1 rt+e
— / up (s, 2)ds — — / u(s, x)ds faiblement dans L*(Q,)
Pt pJt
D’autre part, comme :
1 [tte 1 rt+e
|- O(unk (s, ))ds|r2q) < = |6(un.k(s,)) | r2 () ds
pJt pJt
1 f[i+e ) 1/2
< (;/t 5(uh,k(5a'))|L2(Q,)ds>
Chijo : X
< (=) par suite des hypothéses du lemme
p

On déduit, du lemme 4.9, que :

1 t+p 1 t+p
_/ up k(s z)ds — —/ u(s,x)ds fortement dans L*(Q,)
t P Jt

pJt
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4.4 Convergence de la solution du probleme discrétisé

4.4.1 Etude des propriétés des B, et A,

Prenant les méme notations qu’avant, on va, démontrer le lemme suivant qui dira que 'opérateur

By, est continu dans V},.

Lemme 4.12 Pour lopérateur By, défini par (4.24), on a :
|Bhuh|L2(Ql) < Cb|uh|L2(Ql) Y up €V

ou Cp est une constante.

Démonstration : A partir de la définition de By, ( Vu (4.24) ), on voit, du fait (a — b)* <
2(a® +v?), que :

m2
Brunlioy = D MByun)j
Jj=m1
ma ma—j
= XD h( Y uipgih —uj)’?
Jj=mi =m1—j
mo ma ma2
< 20K Y () wigig)? 207 Y huf
Jj=mi i=mq Jj=mi

Gréce au fait que g est une fonction positive de classe C' telle que [ g(z)dz = 1, on peut dire
que Z?LZ}’Tmz gih < Cy ot Oy est une constante (En effet, on peut prendre h assez petite
telle que C,; < 2), et puis en utilisant la relation suivante (3 a;6;) < (3 a2b;) (X b;) sib; > 0,

on obtient, en prenant a; = u;, b; = g;j,

2
|Bhunl7z2(q))

ma ms3 2 ma2
< KLY (Y wigi ) (D i)+ 23 Y bl
j=m1 i=my 1=m; J=m
mo ma msa
< WG Y uf Y g 23 ) uih
i=my Jj=mq Jj=my

m2

2 .
i ujh, on a, alors :

en changeant I'ordre d’indice i et 5. Comme |uh‘%2(ﬂz) =3

|Bhunlizy < 2N Cllunliao,) + 22 unlia (o)

2X%(Cy + 1)|unl72q,

IN

ce qui donne le résultat énoncé avec Cyp = X /2(C2 + 1) =~ AV10. ||



108 Chapitre 4. Localisation, Discrétisation et Convergence

Lemme 4.13 Les opérateurs By, et B' vérifient l’inégalité suivante :

| Bpuy, — B' U2, < C\/_\uh\Lz YV uy €V,

Démonstration : Notant e; =] (i — %)h, (i + %)h [, et & partir de la définition de V},, on sait

que uy, est nul dehors de lintervalle ] (mq — $)h, (ma+3)h [ et on peut écrire, de la définition
de B',

Blup(z) = A[/z g e+ 2)g(2)dz — (o)

= SO w2 w0

j*m1 ,x+2E8

_ Z Al Z / un(a + 2)g(2)dz — up ()] 1, ()

j=m 1=m €i—T

= Z Al Z 11,/ —u;]1e, (7)

j=mq i=m 977"“
En revenant & la définition de By,

ma—j

Brup(z Z A( Z uiyigih — uj)1e; (7)

j=mj i=mi—}J
on déduit, si 'on note I;(z) = [, [9((i —7)h) — g(2)]dz :
(Bpup, — Blup)(z) = Z Al Z ui(gi—jh — 9(2)dz)|1c, (z)

j=mi i=mq €i—T

= Z)\ ZT!I z)) - 1e, ()

]m1 lml

Par ailleurs, comme g est une fonction de classe C' et g; = g(ih), en utilisant 'inégalité de

Cauchy-Schwarz, on sait que :

nl < [ /”739 (©)deld:

¢l (\/I (£))2dg] - \/1(i = )b — Zl) dz

Cllgll - b2

IN

IN
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A cause du fait que |(i — j)h — 2| < h 2. D’ot :

_ mo mo 3 2
|Bhup — Blup|jziqy < CX Y h-| D Julh?
Jj=m1 i=my

En utilisant de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz (3" a;b;)? < (3 a?|b;])(3 |bi]) avec

a; = |u;|, b; = h, on obtient :

mao ma ma
|Bhup — Blup[jaiqy < CXNh Y h- () [uil*h)- () h)
Jj=m1 =m =m
< ONhlup s,

ce qui entraine la relation suivante :

\Bpuyp, — B’uh|L2(Ql) < C\/E‘U,h‘LQ(Ql) Y up €V

Remarque 4.14 Si les hypothéses du lemme J.11 sont vérifiés, on a, alors :
Byupx — Blu fortement dans L*([0,T]; L*(,))

En effet, remarque, d’abord, que :

| Brune — B'ulr20.11.02(00))

< [Buung — B'unlreqoryren) + 1Bunk — Blulraqo e
T % T
Cvh (/0 un i (t, ')%2(9,)‘”) +C (/0 unk(t, ) — ult, ')|%2(Q,)d5>

par suites des lemmes 4.13 et 4.4. Par ailleurs, par les hypotheses et le lemme 4.11, on sait

2

IN

que f(;‘r lup k(t)|2dt est borné et up  converge vers u fortement dans L?([0,T]; L?(€2,)), ce qui

entraine le résultat énoncé.

Maintenant, on va étudier des propriétés de l'opérateur Ay et ap(up,vy). Il est facile de

voir, par la définition de ay(-,), que :

lan (uns vn)ln < Callunlln - [lvalln Voup, vp € Vj (4.36)

Quandz €ejet z€e; —z,ona (j—35)h<z<(j+s)het (i—3)h—2<2z<(i+3)h—z. Dou:
(i i)h h<=<(i jh+h

ce qui nous donne |(i — j)h — z| < h
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avec Cy = 3(0?+|p|+7). En effet, & partir de la définition de ay,(-, ), et en utilisant 'inégalité

de Cauchy-Schwarze, on a :

2 2
o o
lap(up,vp)| < 7|5Uh,|h “|6vnln + rlunln - |valn + (Jpl + 7)\5%\}1 “|vnln
< 3(0” + |l + 1) llunlln - lonlln

Par ailleurs, on a le lemme suivant.

Lemme 4.15 Si upy converge vers u faiblement dans L*([0,T); L*(SY,)) et dupy converge
vers % faiblement dans L2([0,T]; L2(SY,)), et si, de plus, la fonction u est nul sur le bord
09),. Alors, on a :

T T

limsup/ (Apup g, up p)dt < / (Au, u)dt
h,k—0 0 Jo

Démonstration : A partir de la définition de ay(-,-), on sait que :

T T
/O(Ah“h,ka“h,k)dt = 7/0 ap(Upk, unk)dt

T T
= —/0 a%(Uh,,k,Uh,k)dtJr/O ap (up g, up k) dt

avec .

o2
/ —ow - dvdr +r / wodr
Jo, 2 Sy

al) (w, )

o2
aj (w,v) = / (u — 7)511) ~vdz
Joy

Puisque uy, converge vers u faiblement dans L?([0,77]; L*(,)) et dup converge vers %

faiblement dans L2([0,T]; L?(€2,)), on a, alors :

T T
liminf/U a%(uh,k,uh,k)dtZ/o a® (u, u)dt

avec

2 Oz Oz o

( car u — fOT a®(u, u)ds définit une norme équivalente sur L([0,T]; V) )

Remarque que :

(Au,u) = —a(u,u)

o? ou

= a(u,u) — (p — 7) 0 %uda:
L)

Donc, pour achever la démonstration de ce lemme, il suffit de vérifier si :

ou _
L. [, grudz =0.
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2. fUT aj (up e, unk)dt = 0.

Il est facile de voir que le premier point vient du fait que u = 0 sur 0€2,, puisque :

ou 1

. 2

—udr = —u®|gn, =0
Joy ox 2 | !

Maintenant, il reste le deuxiéme point a vérifier. A partir de la définition de V4, il n’est pas
difficile de voir que uy, j, est nul en dehors de I'intervalle [(my — $)h, (ms + 3)h] (C]—=1,1]).
Remarquons la définition de duy, j ( Voir (4.21) ), on a :

511,h,k . U,h,kd.’li

Ja,
1 h h
=7 0 (unk(z + 5) — upp(z — 5))uh7k($)d$
l
1 /! h ! h
= - (/ U k(T + 5)unk(z)de — / un k(T — o )upk(z)dr)
h J—1 ’ 2 ’ J_1 3 2 5
1 h =5 h
- ﬁ(/ un k(2 + 5 )unp(z)de / , Uk (@)unk(z + 5)dz)
.y -k
=0
Ce qui implique, par la définition de a}l(-, ),
T 0.2 T
/ a‘}z(“‘h,ka “h,k)dt = (M - —) / dt 5“h,k : U,h,kd.’lt
Jo 27 Jo Ja,

= 0
On obtient finalement :

T T
limsup/ (Apup g, up i)dt S/ (Au,u)dt
0 0

On introduit le lemme 4.16, il nous permet de montrer I'existence et 'unicité de la solu-
tion 11,;;1 du probléeme discrétisé (4.27), et sera utile dans la démonstration du théoréeme de
convergence. Pour alléger I'écriture, on notera |- | au lieu de | - |5, || - || au lieu de || - ||, (-, ")

au lieu de (-, -),. Dans les endroits ou il y a des ambiguités, on les indiquera.

Lemme 4.16 Il existe un réel p strictement positif indépendant de h tel que :

an(un, up) + plunl® > yollup|l® Voup €V

2
avec o = -
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Démonstration : La démonstration est analogue a celle du lemme 3.4. En effet, par la

définition de ap(-,-) et le fait que r > 0, on a :

an(up, up)
o? o?
= / —(6up)?dr + | ruide — / (b — —=)oup, - updx
JEY 2 S JQ 2
2 2
o o
> Tl o)~ S o

Enprenant,ﬁ’:mf";\ etn:”?—2, pour p > 0, on a :

an(un, un) + plun|* > nllun|* = Blunl - [lun| + (o = n)lun|?

et il suffit de choisir g = ”4—2 et p tel que (z,y) = 222 — Bzy + (p — n)y? soit positive.

Comme ap(up,vp) = —(Apup,vp), bp(up,vp) = —(Brup, vy) en utilisant le lemme 4.16 et

le lemme 4.12, on a :

1 _ B
((EI —0Ap — OBp)up,up) = —(up,up) + Oap(up, up) + 0by (up, up)

1
k

up)? — Oplun|?® + Oyollun|* — 0Cy|up|?
—0p — 0Cy) [up|* + Oyollun|?

Pour k est assez petit tel que % — 0p — OCy soit positive, et par ((4.22)), on obtient :

1 - 1 N
(51— 0An — 0Bn)un,up) 2 ((1 *90*90b)@+970)”“h||2 >0
' ' 0

ce qui veut dire que 'opérateur (%I — Ay — By,) est coercif.

Remarque 4.17 En revenant au schéma (4.27), il n'est pas difficile de voir que : si u%
est donné, pour tout 0 appartient a [0,1] et tout @ appartient a [0,1], Uinéquation (4.27) a
une unique solution u;::l a cause du fait que (%I — 0Ay, — 0By,) est coercif. ( cf : “Analyse

numérique des inéquations variationnelles”. Chapitre I, Théoréme 2.1 et 2.2 [22]).

En effet, (4.27) peut étre écrit sous la forme suivante :

1 ] i i i
(T — 04y — 0Bu)uy ' oon —uy ') = (f o — ")

avec 1
,’l;] _ (El‘i‘ (1—0)A, + (1 — é)Bh)U;, —In
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4.4.2 Théoréme de convergence

R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Trémoliéres ont étudié les schémas de discrétisation des
inéquations variationnelles dans [22] et montré des théorémes de convergence sous une hy-
pothese de coercivité assez forte. Cette hypothése n’est pas vérifiée dans notre probléme et
les résultats de [22] ne s’appliquent pas directement. L’objet de cette section est de montrer
que, dans notre cadre, la solution approchée uy ;, converge fortement vers la solution u du
probleme (4.19), si ¢ € W22%%(R) et sous certaines conditions de stabilité.

D’apres les résultats précédents (Voir le théoreme 4.3 et la section 4.3), on sait déja que, si
) € Vg, le probléme (4.20) a une unique solution. D’autre part, si ¢y € W%22(R), en revenant
aux définitions de 1, f (voir le page 95), il n’est pas difficile de voir que f — At — B4 € H,.
Selon les résultats de [22], on sait que (4.20) est équivalent au probléme suivant (4.37) (cf. [22]
Ch. 6 la remarque 2.3 et le page 179), qui est une formulation “faible” du probléme (4.20) :

Trouver w€ Ky telque u(T,-) =1 et:

(4.37)

fg(v'+Au+B’u+f,v—u)dt <0 Vo e Ky
avec Ky ={v|v e L*([0,T};V)), v(t) € K, pp t€[0,T]}

Avant de montrer le théoréeme du convergence, on prouvera d’abord quelques lemmes.
La remarque 4.19, qui est une conséquence du lemme 4.18, expliquera la relation entre

I'inéquation discréte “faible” et I'inéquation discrete “forte”.

Lemme 4.18 Soit wy, ), = S “’;ll](i—l)k,ik](t% et wy,(T) = 0. Alors, on a :

Tk _
/0 (dwp & (t), whk(t))dt <0

Démonstration : Remarquons la définition de § (cf. (4.26) page 102), on a :

T—k 1 T-k
/ (e (8), wn s (1))t = - / (wn ot + k) — wi i (£), wnp(t))dt
0 0

Et en utilisant la relation élémentaire (b —a,a) = 4[b|*> — %[a|?> — $|a — b%, en prenant
b=wpi(t+ k), a =wpi(t), on en déduit :

T—k 1 T—k
[ Gunstyunsdt = 5o [* Qunalt + B — uns(t)*  [wna e+ F) — wne(0))d

1 T—k 9 9
< —/ (lwn g (t + E)[" = [wnk(t)]7)dt
2k Jo

1

T 9 T—-k 9
= i wna@Pdt = [ e Pan
v Jk 0

1 T 2 k 2
S AN IR IR
2k Tk 0

#Comme ’on considére une formulation “faible” du probléme, on introduit la notation Ky.



114 Chapitre 4. Localisation, Discrétisation et Convergence

Comme wy, x(T) = 0, et wyx = S0 “’21}(1‘—1)19,%} (t), on voit que wy, 1 (t) = 0 sur I'intervalle
IT — k, T). Dot :

T—k
/0 (dwp s (t), wp i (£))dt <0

[ |
Remarque 4.19 Soient Uh,k = 27]\;1 U;Ll}(ifl)k,ik}(t); Up,k = 27]\;1 u},l}(7,1)k’7k}(t) et ’Uh"k(T) =
up p(T). Sil'on a :
=k 0 ]
/0 (6upk + Apup g + Brup g + fas vk — ung)dt <0
alors, on a aussi :
=k 0 g
/(] (5vh’k + Ahuh,k =+ Bhuh,k =+ fh, UVhk — uh"k)dt <0 (4.38)

oti § est défini par (4.26) et uz,k, Ug,k sont définis par (4.28) dans la section 4.3.3.

Cette remarque résulte directement du lemme 4.18. En effet, en prenant wp = vpx — up i,

comme vy, ;(T') = up (T), d’ott wy, ,(T) = 0. Par le lemme 4.18, on voit que :

T—k _
/ ((5(1)h,k — “h,k)a”h,k - U,h,k)dt S 0
70

On obtient :
T

T _
/0 (0Un s Vh g — Upk)dt > /0 (00 & OBk — Uh k) dl

ce qui entraine le résultat énoncé en ajoutant le terme (Ahuz"/,c + Bh,uf;/,c + fh,vn g — upyk) de
chaque co6té et en utilisant I’hypothese.

Le lemme 4.20 et lemme 4.22 nous donneront des estimations de la solution du probléme
discrétisé sous des hypotheses de stabilité convenables. i.e il existe deux constantes 8; > 0,

B2 > 0 tel que :

8C2C2 k
1—(1-6) ;’2 h—22ﬁ1>0 (4.39)
_ k
1—0C,k — aoaﬁ >35> 0 (4.40)

ou Cy, Cy, Cp sont des constantes données dans (4.22), (4.36) et le lemme 4.12 respectivement.

Lemme 4.20 On suppose ) € W>%%(R). Soit up . la solution du probléme discrétisé (4.27),
on a alors, si Uhypothése de stabilité (4.39) est vérifiée :

1w kll oo 0,17;2(00)) < C (4.41)
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T
/0 18 (5, ) 22y s < C (4.42)
N . .
Z uf, —ul Hz <O (4.43)
=1

Démonstration : Comme 1, € Ky, en prenant v;, = v, dans (4.27) et en remarquant que

(Apup,vp) = —ap(up,vp), on a :
Lo i i il 7 i-0 i1
E(uh‘ —up,uy o —Pn) an(uy Couy )
< ap(ub 0 y) + (Buub 0wl —py) + (f,ul " — p) (4.44)
Or:
ul = 0ul (1 - 0)ul,
D’ou :
ah(uzfg,uﬁl*]) = Hah(uﬁl*1,u27]) + (1 = Q)ap (uh, ub) + (1 — H)ah(u}:,,,uf;] —ub)
(4.45)

Remplacant ah(uﬁfa,uﬁﬂ) par (4.45) dans (4.44) et utilisant le lemme 4.16, on sait qu'il

existe deux réels p;, po strictement positifs indépendant de 6, 6 et tel que :

1. o - .
E(UZ V=g ul = )+ vlBllul R+ (1= 0)]upllE]
p10lul, 7 — p2(1 = 0)|uj i + (1 = O)an(up,uf ' —uj)
< ap(ub 0 by) + (Brul 0 ul =) 4+ (Froub ' — o) (4.46)

ou yy = "4—2. En utilisant la relation élémentaire :
Lo 1o 1 2
(@ —b,a) = Slafp — 5lbly + Fla — blj
pour le premier terme du membre de gauche dans 'inégalité précédente (4.46) avec a =

uff] — 1y, et b= ul — 1, et en multipliant par 2k de chaque coté de (4.46), On obtient :

P A (A A A S (A A

+ 2kyo[Bllug, i+ (1= 6)]lu]

< 2k[pi0luy, [ + p2(1 = 0)[uj7]

— 2k(1 - H)ah(uﬁl,u;;*l —ul) + Qkah(uﬁfa, )

- 2k(Bhu;:;§, uh ) + 2k (fa,ul b — ) (4.47)

Juj



116 Chapitre 4. Localisation, Discrétisation et Convergence

Pour majorer le membre droite de (4.47), on 'estime terme par terme en utilisant la relation
classique : 2(a,b) < ela|? + 1[b]> Ve > 0. Dot :

|2an (up,up, ' = up)l < 20|uplln -l — bl

Yo i 202 i ; Y

< 5”“%”127, + %a b=t —ub 2 (e= )
Y0 i 20202 :

< ol + Thza\“ Pupli o par (4.22)

Comme 11,;:;6 = 911,;:;1 + (1 — 0)ul, on déduit :

2an (uy, )|
|20 (u, 'y n) + 2(1 — O)an (uf,, dp))|
20C,||uy " ln - II@EhHh +2(1 = 0)Calluplln - [19nn

0 (L
Y08 [uj,” 1IImL ||¢h||h+( ) = h||h+(1_9)

IN

IN

i Yoy CZ -
= yoflul ' + (1 - 9)5lluh||;27, + %(2 — 0)|lonll

D’autre part, en utilisant le lemme 4.12, et en remarquant uﬁ;g = éuﬁf] + (1 — @)ul, on a:

2(Byu, *ujy ! —zﬁh)\

= [20(Bpul ' ul 7t — ) +2(1 — 0)(Bhup, ul ' — )|
20Cy|uj, [ - (qu o+ [nln) + 2(1 = 0)Cylupln - ([uh n + |tbnln)
Cy(30]u, 17y + Onli + 2(1 — O)[u [ + (1 — 0)|uj, '3 + (1 — 0)[¢nl3)
Cy(1 4 20)[uy, |7 +2C,(1 — 0)|uj, |5 + Cyltbnl

VAN VAN

et

2(fn,uf * — )] 2| foln ([l Hn + [¥n]n)

2| fulh + [ufy i+ [4nlh

IN A

ce qui entraine, apres un arrangement, que :

Jup = nli = luj, = bnlp + |uy " = bl 4 ko0l R+ (1= 0)[[ubllz]
< k(2pf 4 (14 2@)01, + V)l HE + E(2p2(1 — 0) + 2(1 — 0)Cy)|ul |2
02
+ (2-6) o (Cy + V)k[nl}; + 2k fal}
20862 ki
1—-6 0~a ™, i—1 _ 42
+ ) ” h2|uh uplh

puisque vy = %2, d’apres 'hypothése de stabilité (4.39), on sait qu’il existe une constante
61 > 0 tel que :

8C2C2? k

~ S (1-0) > 6, >0

o
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et de plus, notant p3 = 2p10 + (1 +20)Cy +1 > 0, ps = 2pa(1 — ) +2(1 — )Cy, > 0, on a
alors :
" = Pl = Jui, = Pulh + Brlug " = uhfi + Eyol@llu, IR + (1= 60)lujlI7]
< k(paluy, '} + palubn) + CrEllnli + Coklgnlh + 2k| ful}

(4.48)
avec O = (Q}LO)C’% et Cy =1+ Cp. En sommant (4.48) dei =n+1>0 & N et remarquant
u,]lv =upT = Yy, et les faits que : Zf\;nH k\fh|,% <Cet Zf\;nH k”&h”% < C, on obtient :

— — N . .
up = Pulh = uy = nlh + B0 D lujy = upli
1=n+1
N
i1 i
+hyo Y [0l R+ (1= 0)]ug 7]
Z:"+1N | (4.49)
SC+k Y (psluy, ' + palupli)
i=n+1
N .
< C+2max{ps, ps} > kluj,;
i=n

Par la relation élémentaire 3|a|? — [b]7 < |a — b|7 avec a = ul}, b = ¢, on déduit, de (4.49)
— N .
lup | < 20pn i +2C + C" Y kluj i (4.50)
i=n
Comme uy, 1, (t) = >N, “21}(7:—1)k,7:k}(t)a par conséquent : si ¢t €](n — 1)k, nk], alors,
T

N
wat) =ty et k-
i=n

s (5) 2
J(n—1)k

Or, pour t €](n — 1)k, nk],

T T t
[ tuna@lids = [ lun@lids+ [ jun(s)lids
(n—1)k t (n—1)k

n—

T

= [ ) s + (¢ (0= DR a0
/T 2 2

< [ luns()fids + klun (0}

Revenant a (4.50), on a :

2
h

T _
a5 (8)[2 < O /t i (5) 2 ds + 2C + 2\ |2 + C'klup 4 (t)
Pour k assez petit tel que 1 — C'k > 0, par le lemme de Gronwall, on obtient :

lun k) <C  pp tEl(n—1)k nk]
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ce qui donne (4.41). Par ailleurs, on déduit, remarquant 11,,]lV = 1y,

N
Y kOluy i+ (1= 0)l|upliz)
i=n+1
N . —
= k@lupli + > lullz — 0lleal)
1=n+1
N . —
> Y kgl — kOllnll;

i=n+1

T )
= [ uns(s) s = k[

En revenant a (4.49) et utilisant (4.41), on a_ nTk llun k(s)||2ds < C, ce qui donne (4.42). 1l est
facile de montrer (4.43) a partir de (4.49). ||

Remarque 4.21 On voit clairement, de la démonstration du lemme 4.20, qu’on a encore les

estimations (4.41), (4.42) et (4.43) méme dan le cas ou 1p € W% (R).

Avant de montrer le lemme suivant, il n’est pas difficile de voir que (4.27) est équivalent

a la forme suivante :

( Trouver “‘27] €V, tel que :
uh — uif] b i g
———— + Apu;, "+ Bpuy, "+ fr, <0
i—1'S 7
v 2 (4.51)
up —u . g - .
(hTh + Apuy, 0 + Bhuy, 0 + fn)(Yn — uy, ]) =0
upy =n
[ uj,(mih) = uj(maoh) =0

ou :

fi = (Ann)j + (Buthn)j + X Y hijgih

‘i+]:>m2
t+3<my
ma—j
(Bhun)j = A Y uirjgih — uj)
i=m1—j

et Ap, u;:;g, uffé ont les méme formes que celles dans (4.27).

Lemme 4.22 Sous les hypothéses du lemme 4.20 et si, de plus [’hypothése de stabilité (4.40)

est vérifiée, alors on a

IN

10wn k]l Lo (jo,77:£2(0,)) C (4.52)
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[0unkllLoe o102 < C (4.53)
T
[ I slas < (4.54)
Jo
N — —
Mt -4y < C (4.55)
i=1
ou : ‘ ‘
Gl - ul — ul !
k
Démonstration : D’apres le schéma (4.27), on a :
(61 + Ahu;;(} + Bhu;::é + fn,vp — 11,;:;1) <0 Y, € K, (4.56)
(52 + Ah‘uﬁj]ig + Bhufj]fé + fn,on — u}l) <0 Y oy € Ky, (4.57)
Prenant v, = u} dans (4.56) et v, = uff] dans (4.57)
(0" + Apui? + Bhu,;:;(; + froup —ul 1) <0
(=6 — Ahu;f]*g — Bhuff]*é - f;,,,uf1 - uﬁﬂ) <0
En ajoutant et puis en divisant par k, on a :
(6t — 5 — Ah(u?’l*g — u;::a) — Bh(u;:j'k(j — 11,;:;@), s hH <o
Remarquant le fait que ay(up,vy) = —(Apup, vp), on peut écrire :
(51— 6,6 +ap(uit' 0 — i ? 5 < (By(uit' 0 — i), 5 (4.58)
Puisque :

w0 i = (5T (5 —5%)) = kOO + k(1 — 0)0°
D'ou :
ap(up™ 0 —u) 0 6 = K[0ap (0,6 4+ (1—0)an(6',0") + (1—0)ap (6,6 — o .59
A T L I T TN C L Lt 0)ay, (68,6 0)ay, (50,601 — 51 (4

Remplagant ah(uf]*a - uf;a, §'~1) par (4.59) dans (4.58) et utilisant le lemme 4.16, on sait

qu’il existe deux réels p1, po strictement positifs indépendants de 6 tels que :

(51‘71 . Si’gz?])
+ By (06" 5 + (1 0)18°]17)
— E(p16]6" 7} + pa(1 - 0)[8°]7)
+ k(1 —0)ap(s', 6 — 6

. _

(Bp(uit' =0 — i) §i-1) (4.60)



120 Chapitre 4. Localisation, Discrétisation et Convergence

ou yy = ”4—2 > 0. En utilisant la relation élémentaire : (a — b,a) = 1[al} — 3|b|7 + 3|a ib‘%
pour le premier terme du membre de gauche dans I'inégalité précédente (4.60) avec a = 6"~ !,

b= 4" et en multipliant par 2 de chaque coté de (4.60). On obtient :

|8 R = 0"+ 6 = 8
+ 2kyo (010" 7 + (1 - 0)[16°]17)
< 2k(p1010" [} + pa(1 — 0)[8°)7)
2k(1 — 0)ay (0%, 6L — &)
+ 2k(Bp(uitt? i) 5

En utilisant la relation classique : Ve >0, 2(a,b) < €[al? + 1|b[}, on a :

12a5,(6",6" 1 = &) < Colld"|ln - 6" =6 ln
Y0 5402 203 Sl 5i2 Yo
< =5t —2 " — 4t == —
< S+ I €=
Y0 | 52 80302 Si—1 <02
< DU+ =3545 =5 par (4.22)

D’autre part, comme :

“;Il+176 - u;:;é = k(5 + 00" — ) = k05 + k(1 — )5

et en utilisant le lemme 4.12, on déduit :

2B (! 080,

12k0(Bpo" ", 8" 1) + 2k(1 — 0)(Bpd', 6")
< 2K0C|6 ! + k(1 — 0)Cy(16" [ + 1077
(14 0)Cok|6" [} + (1 — 6)Cykl8"[

D’ou :
i i i < i 3 -

|07 = [8°[ + 07 — &°[f + 2kn0l|8" 7 + 2Fn0(1 = 0)[lo I7

< k(2010 + (14 0)Cy) |8 [} + k(2p2(1 — 0) + (1 — 0)Cy) '}

8C2C? k

e

+ (1-9)

ag

D’apres 'hypothese de stabilité (4.39), on sait qu'il existe une constante 3; > 0 tel que :

80303-£>51>0

L-(1-)—Lt >

De plus, notons : p3 = 2p10 + (1 + 0)Cy, et ps = 2p2(1 — ) + (1 — 0)Cy, on a alors :

i . I . 3 .
O 1R+ Bl = 87+ 2ky00 16" + Shvo(1 - 019

) ,. (4.61)
< k(ps|o" 3 + pald']7)
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En sommant (4.61) dei=n+1>04a N — 1 et en remarquant u,]lv = 4y,, on obtient :

N-—1
A LR T S
1=n-+1
N-—1 . 3 N-—-1 .
+ 2y0 Y k||5”1||%+§70(1—9) >kl
i=n+1 i=n+1
N—-1 B B
< max{ps,pa} Y k(0" +16']7)
i=n+1
N-1
< CD KO (4.62)
i=n

Si I'on réussit & montrer [y _1]7 < C, en utilisant la méme technique que dans le lemme 4.20,

on peut déduire, par le lemme de Gronwall :

up(t + k) — up i (t)
k h

<C  pp tel(n—1)k,nk]
ce qui donne (4.52). Maintenant, il reste & montrer que :
oY <o

En effet, a partir du schéma (4.51) en prenant i = N — 1, on a :

SN 4 Ahu,]:[*a + Bhu,]:[*(j +fn <0

upy > i
(5]\]7\7*1 —I—iAhu}]:f*g + Bhu,]:f*a + fn) (b, — u,]y*]) =0
up =

Pour j quelconque appartenant & [my,ms], on n’a que deux cas :

-A). soit :
uév — u;-V*l N_¢ N—0
p + (Apuy, ")+ (Bruy, °)j+ f3 <0
N—1_ 7
u; =1
D’ou :
SN—1
-B). Soit :
ul — oV il
/ - I + (Apupy ")+ (Brup )+ fj=0
U;Vq > @By
D’ou :
Nt = (Apup )y — (Buup %) f
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On peut donc écrire :
6% < Apup % n + [Bruy % + | fuln

or :
ulN 0 = w40l —ud) = oy — kOS]

ulh 0 = ) 0l ) = by — kOGN !

En utilisant le lemme 4.12, on a :

‘5N71|h

IN

| Aty |n + kO ARSY i + |Butbn|n + k01 Bré™ ) + | faln
| Apthn |n + kO ARS™ 5 + Coltbn|n + KOCH SN | 4 | faln

N

Or, en remarquant la définition de Ay, on voit que :

o2

|M*7

202 \
h

h2
l

< h—§|5N7]\h

‘Ah‘SNfl‘h‘ S ‘SNfl‘h‘_i_ |5N71|h+r|5N71|h

avec C! =202 + |p — ”72|h +rh? < 3(0? + |u| + ) = Cy, quand h < 1. Dot :

7

210N M+ Colapnln + KOCHIEN n + | faln

6 n < [Antpnln +
h

On obtient :

k B - B B
(1— Caf)h—Q — COR) |0 < [Antnln + Coltonln + | fnln

Puisque 1 € W22%(R), d’ot1 ¢ U'est aussi, on a donc : |Ap9p|p < C. D’autre part,

comme :
fuln < Aptnln + [Bunln + A D wirjgibln
455ms
1+7<my
< [Apduln + | Bathnln + CAXO_ w7 h) - (O g7h)

En tenant compte des faits que ¢ est assez réguliere et ||¢p]ln < C et |lglln < C, on a :
\foln < C. Et remarquons (4.40), on déduit :

0N, < C
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Pour avoir (4.54) et (4.55), il suffit de partir de (4.62) et utiliser la méme technique dans

le lemme 4.20. Par ailleurs, (4.53) est une conséquence immédiate de (4.54). Puisque :
N-1
up = up — Z kduy,
i=n

— Nﬁ] — .
=t — > kéuj,

i=n

Or ||¢hn]ln < C, et par (4.54), on obtient (4.53). Cela achéve la démonstration du lemme.

Remarque 4.23 Si ¢y € W?22%R) et si les conditions de stabilité (4.39), (4.40) sont
vérifiées, a partir des (4.41), (4.42), (4.52) et remarquant que les résultats dans “Analyse
numérique des inéquations variationnelles” Chapitre 1 (5.18), (5.19) et (5.20), (cf. [22]),
on sait qu’il existe une fonction u, pour des suites extraites, encore notée uypy, tel que
up k. converge faiblement vers u dans L*([0,T7; L*(S)), Supy converge faiblement vers %
dans L?([0,T); L*(2)) et dupx converge faiblement vers % dans L2([0,T); L?(€,)). D’ou :
% € L*([0,T); L*(2)). Par le lemme 4.11, on a up converge vers u fortement dans

L2([0,T); L2(SY,)). Le lemme 4.25 nous permettra de dire que cette u est une solution du

(4.87).

On introduit maintenant un opérateur -y, qui servira dans les démonstrations du lemme

4.25 et du théoreme 4.26,
1

o = > 4w xa)xh' (4.63)
MEeQy, Y

Avant d’énoncer le lemme 4.25, on montre, d’abord, le lemme suivant.

Lemme 4.24 Soient v € W(0,T) et vy, = 1 ”;,,(-77)1}(1‘—1)19,%} (t) avec vl (z) = ypo(ik, T).
On a alors :
Vp g —> U fortement dans L*([0,T]; L*(,))
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De plus, si % € L*([0,7);V;) on a :

dvp g — ? fortement dans L?([0,T]; L ()
x

Démonstration :

e Notons e; =|(i — 1)k, ik]. A partir de la définition de vy, i, on peut écrire :

N
(vn g = 0)(t2) = 3 (vp(2) = v(t,2))Le; (#)
v
= Y (k. a) — o(t )16, (0)
v N
= Z(’yhv(ik,x) —wv(ik, )1, (t) + Z(?)(?k,?‘) —o(t,z))1,,(t)

On note le premier terme ( resp. le deuxiéme terme ) & droite par Y; (resp. Y3). Posons :
Ii(t,x) = v(ik,z) — v(t,x), alors, pour t € e;, on a : ik — ¢t < k, d’on, par 'inégalité de
Cauchy-Schwarz,

zka
L(tz) = |/ (s, 2)ds|

A\
=
Ea
|
o~
—
B
ol
T
-
S
QU
)
N——
M

AN
-
ol
7N
r\ﬂ
S
Q’>| Q
[V S
T
8
=
N
ISH
[Va)
N~
(V)

ce qui entraine :

IN

Z |13, 2) 1, (1)
R Z(/ e ))2ds>5-18i<t>

En utilisant le théoreme de Fubini et en remarquant % 6“ > € L2([0,T); L*(Y)), on a :

1
2

N =

N ik Qv
Yolreomizzyy <K (Zk/ / (8—(5,.7:))2(15(1.@)
iz St 08

1

2

IA
oyl
o=

N
ov 5
: <lz]k ‘8: ‘LQ UT} (Ql))>



4.4. Convergence de la solution du probléme discrétisé 125

Nl=

< Ck

— 0 kE—0

Maintenant, pour k fixé, on va montrer que [Y1|r2(j0,7;12(0,)) — 0 quand h tend vers
zéro. En effet, il n’est pas difficile de vérifier (cf. [22] Ch. 1) que, pour ¢ quelconque fixé
dans [0, 7],

ypv — v fortement dans L%(€)

0
v — a—v fortement dans L?(€2,)
x

ce qui veut dire que, pour 1 < 4 < N, Ve > 0, il existe h; > 0 tel que, pour tout
h €0, h;], on a:
|’th(ik7 ) - U(’ik, ')‘LQ(QI) <e

Prenons hg = min{hy,---, hy}, pour tout h € [0, hy], on déduit :

N =

Yilrz o,z ) (Zk%” (ik, - _”(ik")gﬁ(m)) = c

Par ailleurs, comme :

onk = vlr2orieen) < Ylezqoriee) + Yale2qorire@))
On obtient, finalement, vy, ;. converge vers v fortement dans L?([0,T]; L*(£2,)).

e De méme, on a :

0
(6vn, = 5-)(t: )
€T

N ov N ov

= Z(éf}lh”(ikam) - 8_(7k7T)) 1, (1) + 2(87(7k7T) - %(ta ) - 1e, (1)

=1 1=1

On note le premier terme ( resp. le deuxiéme terme ) a droite par Z; (resp. Z3). Posons :
Ji(t,z) = %(7/-.”, x) — 8” 52(t,z), en suivant le méme méthode que le premiere partie, on

déduit, pour t € ¢e;, que :

ik 9%y
ita) = | [ g (sa)ds

1 ik 52y
< k3 ——(s,1))%d:
< (/ (5o (5:2)) )

[SIES

ce qui donne :
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Puisque 8(1281)1« € L*([0,7]; L*(2)), on a :

1

lk 821) ’
( / / 8987‘ ) dda)
9%v
A Pr—

— 0 k—0

IN
Nl—'

| Za| 120,712 (00)

IN

D’autre part, puisque :

0
IYpv — 8—v fortement dans L?(€,)
x

en suivant le méme raisonnement que la premier partie, on a :
|21l 2011200 — 0

D’otu le résultat.

Lemme 4.25 Supposons que 1) € W22%(R), que up est la solution du probleme discrétisé

(4.27), et qu’il existe une fonction u tel que :

upr — u  faiblement dans LQ([O,T]; LQ(QI)),

0
Sup ) — 8_u faiblement dans L*([0,T]; L*()),
x
et
Sup g — 8—1: faiblement dans L*([0,T]; L*(,)).

On suppose de plus, h% < B ou [ est une constante assez petite pour que les conditions de
stabilité (4.39) et (4.40) soient vérifiés. Alors, u est une solution du probléeme (4.37). C’est

a dire que :

u € ]Cf
fUT(v' + Au+ B'u+ f,v —u)dt <0 VoekK

Démonstration : V v € Ky, définissons : v, = S0, ), (%) L)1)k, k) () avec v} (z) =
yrv(ik, z). Remarquons la définition de Ky, on sait que v € W (0, T). Utilisons le lemme 4.24,

ona:
Vpp —> U fortement dans L*([0, T7; L*(£2,))

D’autre part, compte tenu des définitions de Ko, 15, et K (cf. (4.18) et la section 4.3.1), il
n’est pas difficile de vérifier que y,v € Kj,. Par ailleurs, puisque v € Kq, d’ott (T, z) = ¢ (z),
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et en tenant compte de nouveau de la définition de 1)y, et le fait que up p(T) = ¥y, on déduit
que Uh,k(Ta :E) = uh,k(T7 :E)

Par ailleurs, en portant vy, ;, dans le probleme discrétisé (4.27), on a :

Tk i
/0 (Oun i + Ahuz,k + Bhuz,k + fhovnk — upk)dt <0

Par la remarque 4.19, on a :

T—k i
/0 (Ovp i + Ath,k + Bth,k + fhovnk — upk)dt <0
D’ou :

T—k _
/0 (Ovnke + Apuf , + Buup g + fr.onp)dt
T—k T—k
< / (0vh oy Up ) dE + / Ah(uzyk,uz’k)dt
Jo Jo

T—k _ T—k
+ / (Bhuz’k, wp ) dt + /
Jo Jo

T—k
(frs wn i) dt + /0 (Ah“z,ka“fh,k - uzyk)dt (4.64)
Par les hypothese de ce lemme et les définitions de uz i et ug i il est facile de voir que :

u!, — u faiblement dans L>([0, T]; L*(%, 4.65
h.k

sul , —— ? faiblement dans L*([0, T]; L*(£2,)) (4.66)
’ x

Evidemment, (4.65), (4.66) sont encore vrai pour 6 au lieu de 6. En combinant les résultats

dans les lemmes 4.20 et 4.22 et en utilisant le lemme 4.15 et la remarque 4.14, on a :

T—k T
limsup/ (Ap(wp g, up ) dt < / (Au, u)dt
Jo Jo

Bhui’k — Blu fortement dans L?([0,T); L*(£Y,))
En passant a la limite dans (4.64), on obtient :
T _ T—k
/U (v + Au+ B'u+ f,v — u)dt < limsup /U (Ahu,al,k, Up g — Uz’k)dt

Il suffit de montrer que le second membre est plus petit que zéro. En utilisant la méme
technique que “Analyse Numérique des inéquations variationnelle” P178 (cf. [22]) et en re-

marquant les définitions de 11,,"; s Unk (cf. page 102), on écrit :
T—k 0 0
Ing = |/ (Anup ks unk — up ) dt|
0

N-1 ik
= X [ vl = ol )
1=1 -
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N-1
— |Z (Ahuv-l—l 0 “‘h “;’—H 0)‘
=1

N-

< Z 1_0 A U;L-I-l H’U;l ;l-l—l)‘

< VE(1-90)C, Z VENay - Mg, = ug™

< \/_COC (1 - 0)( ZkH i1 0||h 1/2 Z i — z+1 1/2

en utilisant (4.22). Or, puisque ‘S?l/hyk‘LZ([UvT};LZ(QI)) <C,

i+l 1/2 — “;LH — “i 1/2 1/2
Z ul (k Z k|—h 22 < Ok

Par (4.41) et (4.42) et les hypotheses du lemme, on a alors :
Ih,k < Ckl/Q —0

Ce qui entraine :

T -
/ (v' + Au+ B'u+ f, o —u)dt <0 Ve Ky
Jo

Par ailleurs, comme ), € K, et upx(t, ) = XN, UZ(fE)l}(i—l)k,ik}(t)a d’olt up k. > Pp. Or 9y,
converge vers 1 fortement dans L?(€2,), uy, , converge vers u fortement dans L2([0, T7; L($,)),
on obtient u > 1. D’autre part, puisque duy, ; converge vers % faiblement dans L2([0, T]; L2(€2,)),
on voit que u € L2([0,T);V;), ot u € K, ce qui donne u € K. Dot u est la solution du
probleme (4.37).

||

Maintenant, on énonce le théoreme de convergence.

Théoréme 4.26 Soit 1y € W2%%(R). On suppose que up k(t, ) = PR 1L%(m)1}(i,1)k’ik}(t)
est la solution du probléme discrétisé (4.27) et u est la solution du probléme (4.19). Si 0 €
[0,1], 6 € [0,1], h, k tendent vers zéro, et de plus, si hk—z < B ou (B est une constante assez

petite pour que les conditions de stabilité (4.39) et (4.40) soient vérifiées. On a alors :

upy — u  fortement dans L*([0,T]; L*(Q,))

dupp — fortement dans L*([0,T]; L*(,))

gu
ox

Démonstration : D’apres les hypotheses dans le théoreme, en combinant les résultats dans
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le lemme 4.20, 4.22, la remarque 4.23 et le lemme 4.25, on sait qu’il existe une fonction @

vérifiant :
upy — @ faiblement dans L*([0,T]; L*(€))

dupp — ? faiblement dans L*([0, T]; L*(£2,))
x

01
ot
et % appartient & L2([0,T]; V), @ est la solution du probleme (4.37). De plus,

Sup g — faiblement dans L?([0,T1); V)

up — @ fortement dans L?([0, T7; L*())

D’autre part, en prenant au début de la section 4.4.2, on sait que le probleme (4.20) est
équivalente au probléme (4.37). Cela dit que @ coincide avec la fonction u qui est la solution
du probleme (4.20). D’ot :

up — u  faiblement dans L*([0, T7; L*(£2,))
Ou : 2 2
Oupp — p faiblement dans L*([0,T]; L*(£2,))
x

- ou
dupf — 8_1; faiblement dans L%([0,T]; V})

et % appartient & L?([0,T]; V;). Cela dit qu’on a obtenu la convergence faible. De plus, on a
aussi :
up — u  fortement dans L?([0,T); L*(,)) (4.67)
ou

Maintenant, il reste & montrer duyp converge fortement vers 7=. Pour cela, on va utiliser
lemme 4.16.

Prenant i, = S0 ﬂﬁl(m)l}(i,])k,ik}(t) avec i} (7) = ypu(ik, z) olt vy, est défini par (4.63),

comme % appartient & L2([0,T];V;), par le lemme 4.24, on a :
tpr —> u fortement dans L2([0,T); L?(0)) (4.68)
- 8U 2 2
dtp fp — p fortement dans L-([0, T]; L*(£Y,)) (4.69)
x

Or:

Nupge — ull < lJupk — Unkll + |ane — ull

II suffit de montrer que :
T
/ lunk — Gngl?ds — 0 quand b, k —0 (4.70)
0

Notant :
T—k
Yie=— /0 (Apung — Aptip g, Up g — Upg)dt
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En utilisant le lemme 4.16 et compte tenu de (4.67), (4.68), il n’est pas difficile de voir qu’il
suffit de montrer que :
limsupYj , <0

Cela peut étre obtenu en appliquant les méthodes analogues que [22] et en utilisant les
techniques pour traiter Ij ; dans la démonstration du lemme 4.25. En effet, on récrit, d’abord,

Y}, 1 sous la forme suivante :

T T—k ~
Yhe = —/0 (AhUh,k,uh,k)dt+/0 (Apupk, p p)dt
Tk
- /0 (At b, Uk — wn,k)dl (4.71)

Or, par (4.28) :
uh (1) = wp (¢ + &) + 0wk (8) — up g (t + k)

D’ou :
Apup(t) = Apuf () — (0 — 1) Ap(un o (t) — up gt + k) (4.72)

En remplacant Ajpup . par (4.72) dans le premier terme a droite de (4.71), on a :
T—k y
Yh’k = —/0 (Ahuhyk,Uh’k)dt
T—k
FO=1) [ (Anluns(t) = sl +0), un )t
T—k T—k
+ / (Antun g, Gp g )dt — / (Antin g, Up g — Ung)dt (4.73)
Jo Jo

D’autre part, puisque u est la solution du probleme (4.20), u € Ky. Remarquons la construc-
tion de la fonction @y, et la définition de l'opérateur o (cf. (4.63), il n’est pas difficile de
voir que @} € K et apk(T) = tn = upi(T). En prenant v,y = 4 dans (4.38), comme
opp(T) = Upk(T) = upk(T), d’apres la remarque 4.19, on déduit :

T—k Tk _
- /0 (Apufy o upp)dt < */0 (0Tp g, Un g — upk)dl
Tk
— /0 (Ahulo;,’kaah,k)dt
Tk
- /0 (fns tne — wng)dt (4.74)

En appliquant (4.74) et en faisant un arrangement, (4.73) donne :

Tk Tk
Yir < */0 (6Tip, ks T *Uh,k)dt*/[] (fn, Unp — ung)dl
- (

T—k
/ Apip g, Up gk — upg)dt
0
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Tk
+(0 1) /0 (Ap(up k() — up gt +k)), upx)dt

Tk i Tk .
+/0 (Apup g, p )dt —/0 (Anup g Un k) dt

IN

T—k
—/0 (0tpp + Aptn g + fr, U g — upp)dt
T—k
+(0—1) /0 (Ap(upk(t) —upp(t +Kk)),upk)dt

T—k
+ /0 (An(upe — uf) ), tin ) dt

Par (4.72),
Tk
Yire < — / (0Tnk + Aptip g + fr, Gng — ung)dt + Zp
Jo
avec :
Tk
Zhyp = (1- 9)/0 (Ap(unk(t) — unk(t + k), Gng — unx)dt
Or :
N-1 ' _
Zngl = [(1=0) > k(An(uj, — upt™h), @), — up)|
=
T N-1
< (1-9) “,f( > Jufy — )% ( Z bllat, — i 13)7

en utilisant (4.22). Puisque : |Suh,k|L2([0,T};L2(Ql)) <C,ona:
71 - U +1
Z i, — it 2 )12 = (k Z |t Y h 2)1/2 < Ck/?

Par (4.42), (4.43) et les faits que p, 0up ) rvestent borné dans L2([0,7T]; L2(S))), et les
hypothéses du théoreme, on déduit :

sik—0

D’autre part, il n’est pas difficile de voir que — fgik(gﬂh,k + Aptip i + +Brtp g+ frgs Uhg —
up k)dt tend vers zéro a cause de (4.67), (4.68) et (4.69). Donc, on obtient, finalement :

limsupVj,, — 0

ce qui acheve notre démonstration.
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Remarque 4.27 Dans leur théoréme de convergence, R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Trémoliéres
[22] ont indiqué que, contrairement au cas des équations, la stabilité n’entraine pas nécessairement
la convergence (cf. [22] page 179). Ils imposent donc une condition de convergence, i.e :

h2
condition qui est vide pour = 1. Or, ici, nous avons montré que les conditions de stabilités

(4-39), (4-40) :

(1-9) — 0,

8C2C2 k
o h?

_ k
100k —0Cuis > By > 0

1—(1-10)

> 6 >0

peuvent entainer directement la convergence. Ces conditions sont un peu plus faibles que celle
de R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Trémoliéres [22] pour 0 # 1, mais il faut noter que la
deuzieme condition n’est pas vide pour 0 = 1.

Maintenant, nous verrons les conditions de stabilités plus précise. En prenant h < 1, on
a:Cy=+5 Cy =30+ |ul+7) et Cy = \W10 (cf (4.22), (4.36) et le lemme 4.12). Si

de plus 'on prend B; = [y = %, les conditions ci-dessus peuvent étre écrites sous la forme

suivante :
k o?
1-0)— < —
( )h,2 - 90C?
k 1 —2C,0k
f— < —
h? 2C,

4.4.3 Monotonie de la solution discrétisée

Dans cette section, notre but est de montrer que la solution discrétisée du probleme (4.27)
t — up(t) est décroissante. Mais avant de le faire, nous introduirons quelques propriétés des
inéquations variationnelles en dimension finie, qui ont été montrées dans le livre [22] “Analyse
Numérique des inéquations variationnelles”, chapitre I, 3.1 et [24].

Nous noterons (u,v) le produit scalaire de deux vecteur u et v de R", et u > v si
Vie {l1,...,n} u; > v;. Par ailleurs, nous dirons qu’une matrice M est coércive s’il existe
une constante C' > 0 telle que, pour tout vecteur z € R", (Mz,z) > Cl|z|?, |z| désignant la

norme euclidienne. Nous énoncons, d’abord, un résultat élémentaire [23].

Proposition 4.28 Soit M une matrice carrée réelle d’ordre n, pour tous vecteurs u, q, @ de
R", les deux systémes suivants sont équivalents :
Mu > q
u>p (4.75)
(Mu—q,p—u) = 0

et

U (4.76)
(Mu,v—u) > (qv—u) pour tout vecteur v > ¢ '
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La proposition suivante nous permettra de montrer la décroissance de uy (t) en t. Pour la

démonstration de cette proposition, nous renvoyons a [24].

Proposition 4.29 Sila matrice coercive M a des coefficients non diagonaux négatifs ou nul,

la solution du systéme (4.75) est le plus petit vecteur u vérifiant : Mu > q, et u > .

Maintenant, nous commencons nos étudies sur la monotonie de la solution discrétisé. Les outils
essentiels est a’appliquer la proposition 4.29. Pour que nous puissions utiliser la proposition
4.29, nous devons mettre le schéma (4.27) a la forme (4.75). Mais, d’abord, rappelons que
(4.27) peut étre écrit sous la forme équivalente (4.51) page 118.

Supposons que u(t,z) est la solution du probléme (4.19), on approche le vecteur
i—1

;| qui est la solution du systéme suivant

(u(iAt, jJAZ))o<i<Nmi<j<m. par le vecteur [u

venant du (4.51), apreés un calcul :

a-l=0, - l=0 1<i<N

‘m mo
uy = my < J < myo
9(.1,17,7‘:11 + (1+ 96)17,;71 + 9017;;11 + g;.*l > q; '
a“’] > 1h, 1<i<N
a4 ' ' - (T i 1<j<my—1
(9(1,17,;:11 +(1+ ()b)ﬂ,;*l + 9(;17,;111 + 53*1 _ 67;')(%‘ -~ n;—l) —0 mp+1<7<my
(4.77)
ol, si l'on pose : = pu — 02_2’
ko Bk
aq=——— [
%h? 2h
ko A
b= +rk (4.78)
~ ko? Pk
2h?  2h
4 _omag .
sl =00 Y agh—ul!) (4.79)
l=m1—j
m2—j
q; = u; — (1 —0)(auj_y +buj + culyq) + k(1 — 6)( Z Uy igih — )+ kf;  (4.80)
I=m1—j

avec :

fi=(Apthn); + (Bun)j + X > hjgih
I4+j>mo
[+j<m,

2
o
Supposons (3 < W on a, alors : a < 0, ¢ < 0. De plus, il est évident que : 1+60b > (. Posons :

m = mg — mq — 1 et notons u’, ¢*, ¢ , F les vecteurs de R™ de composantes de :

u? = H§+m1 1<73<m
¢ = Qim, 1<j<m
w; = ¢j+m1 I1<j<m
F7 = f7+m1 1<j<m
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© désigne, pour tout vecteur v, le vecteur de composantes de : *

01 = v1 — Oat,m, +

O, = U — OCUpy + Ym (4.81)

Vj = vj + Y 2<3<m—-1
ou le vecteur [y;] est donné par :

y; = AOkhg_jiiy,, + A\0khgm—j+1tm, 1<ji<m (4.82)
A partir de cette définition, il est clair de voir que le vecteur © a la propriété :
V>0 =0 > v

Avec ces notations, le systeme (4.77) est équivalent au systéme suivant :

ab, ' =0, uh ! =0, 1<i<N

ms
et
ulV =
Mu'=1 > ¢ uH > ) (4.83)
! - <1<
(M — g —w =0 [ TSPEN
ol :
. . m+] .
q; = u; — (1 —0)(auj_, +bu —l—cuH])—i—)\k (1—6)( Z ul+7glh uy) + kFj (4.84)
I+j=0
avec la convention ug = U, = 0, Upmy1 = U, = 0.
Notant : d = — A0k, d < 0, alors, la matrice M d’ordre m peut s’écrire sous la forme suivant :
M=M+G (4.85)
ou :
1+60b  6Oc 0 o 0 0
fa 14+60b 6Oc - 0 0
M = 0 Oa 1+6b --- 0 0
0 0 0 -o+ fa 14060b
mXxXm
et
—(1—goh)d g1hd g2hd -+ gm_1hd
o g-1hd  —(1—goh)d gihd -+ gy ohd
glfmhd ggfmhd ggfmhd e *(1 — qUh)d

mxXm

40n note U, = ﬂim et Um, = ﬂiw pour tout 0 < 7 < N. Dans cette section, comme les conditions aux
bords sont nul, i.e %y, = Um, = 0, on a en effet ¥; = v; pour tout 0 < j < N. Ici, nous donnons une forme
plus générale, qui se servira pour traiter le cas ou les conditions aux bords ne sont pas nul, dans la section
suivante. A ce moment 13, on a m, = ¥(mih) et Um, = Y(m2h).
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ie M = (m;;) avec :

my; = 14+6b i=1, ,m
mi—1,;, = 0c i=2.m
mit1; = Oa i=1,-,m—1

mij; = 0 sinon

et G = (gij) ou :
gii = —(1—goh)d et gij=gjihd sii#j

Posons : M = (m; ;), alors elle vérifie :
mi; > 0 et mg; < 0 si 1#7 (4.86)

En effet :

Il est facile de voir que 1 — ggh > 0 pour h assez petite. Par ailleurs, puisque b > 0, d < 0,
on en déduit alors : m;; = 1+60b—(1—goh)d > 0. D’autre part, si¢ # j, mi; = m;j+g;_ihd <0
par conséquence du fait que a, ¢, d sont négatifs et g; > 0 pour | = mq,---, mg. De plus, la

matrice M a la propriété suivante.

Lemme 4.30 Soit M = (m;;) la matrice qui est défini par (4.85), pour h assez petit, on a

alors :

my > Z |mij|  pour 1 <i<m
i

my; > Y |mijl  pour 1<j<m
i#]

Démonstration : Pour montrer ce lemme, il suffit de vérifier que M, G ont les inégalités
analogues.

e A partir de la définition de a, b, c, il est facile de voir que : |fa| + |0c| = 9’;3’2 <1+ 06b.

Dot : 1his > 305 [mij| et myj > 3755 ).

¢ Puisque g est la fonction positive de classe C! telle que [g(z)dz = 1, il est facile de

voir que, pour h assez petite :

Z lgijl = — Zgjfihd

i i

= —d(d_ gj-ih — goh)
j=1

< Gii

m
De méme, > |gjil =~ > gijhd < —d( > gh — goh) < gj;.
i7 i7 I=—m
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Ce qui entraine le résultat annoncé. [ |

Lemme 4.31 Soit M une matrice d’ordre m vérifiant :

mi; > Z|m17‘ pour 1 <i<m

Jj#i
mj; > Y |my|l  pour1<j<m
i#j
alors M est coercive.
Démonstration :
m m
(Mz,z) = Y (O myzj)z;
i=1 j=1
= Zm”x —i—ZZmZ]xZ:r]
= 17 1
J#i
:v +.’E
> Zmu ZZlmw\ ——)
= 1] 1
3757
1, 1
= E(Z M Z|m7J‘T 2(2 mjjx ] Z‘mmh
=1 =1
l i ’ i
1 m m 1 m m
= 52 (mi =D |myl)a 52 mjj — Y |mijl)z;]
i=1 J#i Jj=1 i)

Revenant aux hypotheses, on sait qu’il existe a1, as deux constantes positives, tel que : pour
tout i, mi; — 30 mij| > a1 >0, et pour tout j, my; — 37, |mij| > as > 0. Ce qui entraine
(Mz,2) > (a1 + ag) S 2. i

Remarque 4.32 Grace auz lemmes 4.30 et 4.31, on a la coercivité de la matrice M qui
est définie par (4.85). De plus, par (4.86), on sait que cette matrice a des coefficients non
diagonauz négatifs ou nul, et des coefficients diagonauz positifs. C’est a dire que cette matrice

vérifie tous les hypothéses de la proposition 4.29.
La proposition suivante parlera de la monotonie de la solution discrétisé.

Proposition 4.33 Si I’hypothése de stabilité suivante :

1— (A1 —=60)+r(1—=0)k—(1—-0)0? % >0 (4.87)
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est vérifié, et supposons que les vecteurs u®,u', -, u’v sont les solutions du probléme (4.83),
alors, ils ont les propriétés suivante :
Vie{l,---,N} u <t (4.88)

Démonstration : On montre, d’abord, le fait que :
S ouwl>u =g >

En effet, a partir de la définition de ¢ (Vu (4.84)), on déduit :

m+1
q; L= —(1- 9)(011] 1+P11]+1)+)\k Z UH_]qlh
I+35=0
H(1 (L 0)b— Ae(1 — 0))u) ' + kF;

Remarquons que b = % + rk, et Phypothése de stabilité, on sait que : 1 — (1 — 9)(% +
rk) — A(1 — 0)k > 0. De plus, comme a < 0, c <0, § € [0,1], § € [0,1], A > 0 et g; > 0 pour

I =mq,---,mg, on peut déduire, en utilisant u'~! > u’,
m—+1
1
q; > 7(179)(011 1+P117+])+)\k (1—0)( Z 1ll+7qlh
I+35=0

+ (1= (1L—0)b— Me(1 — 0))ul + kF;

= q;
maintenant, on commence & montrer le résultat énoncé dans la proposition, ¢a se fait par
récurrence sur 4. Il est clair que 'on a «V =1 > «?, grace au fait que u" = ¢. Supposons
I'inégalité u'~' > u’ acquise, ce qui donne ¢'~' > ¢* d’aprés ce qui précéde. Revenant a la
définition de ¢ (Vu (4.81)), il est évident que : ¢! > ¢¢ = ¢'~! > ¢'. Dot Mu*~2 >
"1 > ¢'. Or u'=2 > ¢, de plus, remarquant les faits que : la matrice M est coercive et a des

coefficients non diagonaux négatifs ou nul, on a alors u*~2 > u'~! par la proposition 4.29. W

4.4.4 Affaiblissement de I’hypothese sur

Dans cette section, nous reprenons les notations introduites a la section 4.3, i.e. 4 = u — ¢
ou u est la solution de (4.19) et u est la solution de (4.4). Si 'on note uy la solution du
probléme discrétisé homogene (4.27), et @ la solution du probléme homogene (4.19), d’aprés

le théoréme 4.26, on a déja montré que si ) € W>2*(R), on a :

Upr — «  fortement dans L2([0,T]; L* ()

5
Siny —> 8—“ fortement dans L2([0,T]; L2(€%))
xr
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Dans cette section, on va montrer qu’on a encore le théoréme de convergence sous une con-
dition plus faible sur 1) (i.e : 1 € W1H22(R)). Pour cela, on aura besoin d’une estimation du
genre :
[t — T k| Too (071 x00) < Cltbh — |10 0y

ol iy, j, (resp. 1px) est la solution du probléme (4.27) associée & 1y, (resp. Pp)-

Par ailleurs, en revenant a la section 4.3, il est facile de voir que la solution du probléme
de départ (4.4) est donnée par :

u =i+
et que :
Up g = Upk + oy

est la solution du probleme discrétisé suivant :

( Trouver u;::l €V, tel que :
i—1

Ui — Uy : cn

—h__h Ahu;;(} + Bhu;‘;() + <0
i1

uy, 2>y
h T ) (4.89)
Up — Up j i1

( + Ahuﬁfa + Bhu;;a)(l/)h —uy, ) =0

uy =y |
L w) (mih) = Yp(mih), uj(maoh) = p(mah)

avec

fi=X Y dujah
I+j>m+1
14§ <0

ou ¢; = ((m1 + j)Az) pour 1 < j < m. De plus, remarquons I’hypotheése de régularité sur
¥ (voir page 95), il n’est pas difficile de voir que si ¢ € W2%%(R), on a :

upr — u fortement dans L2([0,T); L*(0))

oupp — ? fortement dans L2([0, T]; L*(£2,))
x

On verra, dans la démonstration du lemme 4.34, qu’il est commode de prouver, tout d’abord,
deux lemmes qui préciseront la dépendance de la solution approchée uy, j, du schéma (4.89)
par rapport & 1. En fait, ces deux lemmes sont analogues aux lemmes de monotonie et de
continuité L>°. (Voir lemme 3.8, lemme 3.9).

Avant de les montrer, en suivant la méme méthode que dans la section 4.4.3, on écrit le

schéma (4.89) sous la forme suivante :
uy | =p(mah), up iy = p(meh), 1<i<N
et

(4.90)
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ol :
q; = 11,_?- —(1-— 9)((1,11,;71 + bu; + C“;H)
— m+1 - -
+ AR 0)( D ujgh i)+ M Y igh (4.91)
I4j=0 14j>mt1

I+3<0

ou la matrice M est défini comme dans (4.85) et le vecteur ¢ est défini comme dans (4.81) et
(4.82). 5

Maintenant, on peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 4.34 Soient 1y, et 1/3;,, appartient a Vy, et vérifient ¥, < 1/3;,,, et de plus, si U’hypothése
de stabilité (4.87) est vérifiée. Alors, les solutions upy et Gy du schéma (4.90) associées
vérifient :

Upp < Upk

Démonstration : Nous utilisons une méthode analogue a celle de la proposition 4.33. Cela

se fait en deux étapes.

1). Nous montrons le fait que :

. . i L . N b L .A'
siaf, < i 1% gl < ¢ g < §

En effet, pour montrer (a), nous partons de la définition de g (Voir (4.91)), on déduit :

m+1
q; = —(1-0)(@“7 1 +CU7+])+>\,§ 1—0 Z ul+]glh
I+5=0
+ (1 (10— Me(1 - )b+ Xk D pah
I+j>m+1
I+j<0

remarquons que b = % +rk (Voir (4.78)), et que sous 'hypothese de stabilité (4.87) :
1-(1-6)b—Xk(1-0)>0

De plus, comme a < 0, ¢ <0, 8 €[0,1], # € [0,1], A > 0 et g; > 0 pour I = my,---,ma,

on peut déduire®, en utilisant u% < 12}7, iy, < 1/3;,,,

m—+1
q; < 7(179)((1117 ]—I—(*?/H])—l—)\k (1—6)( Z 71l+701h
I+5=0

SEn effet, on écrit 1)(m1h) au lieu de @, , 1)(m2h) au lieu de @,,, dans (4.81) et (4.82) & cause des conditions
aux bords.

8Si I'on part directement du probléme homogene (4.19) et son probleme discrétisé (4.27), dans la membre
droite de ¢} (voir (4.84)), on aura un terme plus kF} avec :

Fy = (Ann)jemy + (Bathn)jamy + Ak Y drsqih

I45>m 41
1+5<0
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+ (1= (1—0)b— k(1 —0)al+ XAk > b
I+j>m+1
1+5<0
De plus, pour montrer (b), en revenant a la définition de v (Voir (4.81) et (4.82)), dans
ce cas, on a :
G = q — Bayp(mih) +y g1 = @1 — Oah(mih) +
Gm = Gm — Ocp(mah) + ym (jm = Gm — Ocp(mah) + G,
G =4q+y; 2<j<m-—1 g = g +y; 2<j<m-—1
avec :
yj = AOkhg_jip(mih) + AOkhgu_ 414 (msh)
§; = Akhg_jih(m1h) + AOkhgm_j 14 (mah)
comme ), < @;h, et a<0,c<0,g >0,siq¢ <4g' on peut affirmer que :
@ < ¢
im < A
g < g pour 2 < j <m—1
D’ou : 4
i <q
2). Nous utilisons une méthode de récurrence sur i pour montrer le résultat énoncé dans

le lemme. Pour i = N, comme u}) = ¢y, 4 = ¢p, or 9, < by et ¢; = p((my + j)Az),
d’ott ¢y, < . On a uN < 17,,]1\7.
Maintenant, supposons I'inégalité UZ < ﬂ}l acquise. Cela entraine, par la premiere partie,
que :

v X

g <q
D’ou :

Mt > ¢ > ¢

Ora'—1 > qg > ¢, de plus, remarquant les faits que : la matrice M est coercive et a des

coefficients non diagonaux négatifs ou nul, on a alors, par la proposition 4.29,

i—1 Ai—1
uy, - <y

quand ) < ¥, si Pon note ¢, (resp. t,) la fonction approchée de 1) (resp. ), & partir de la définition de
(voir la section 4.3), on n’a pas forcement la relation suivante :

(Antn)s+my + (Brtn)jm: < (Anoy)s+my + (Buthy)j+m:

ce qui veut dire qu’on n’a pas forcement g; < ¢; comme ici. C’est la raison pour laquelle on revient, d’abord,

au probléme original.
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On obtient finalement :

Upp < Upk

Lemme 4.35 Siy, € Vi, oy €V, et b, —1hp, € L®()), et si de plus la condition de stabilité
(4.87) est vérifice. Alors :
Up kg — ah,k S Loo([O,T] X Q,)

et

[k — Gn k| Loo (0,7 x0) < [¥h — Yrlre (o))

Démonstration : On voit que pour avoir le résultat énoncé, il suffit de montrer que :

— |thn — Wl poo(y) < unk — Gng < [¥n — ¥nlpe(qy) (4.92)

Posons : K = |1y, — 9p|10(q,) et notons vy g la solution du probleme discrétisé (4.90) associé

zﬁh + K. On commence par montrer 1'inégalité :
up g < Up g+ K
Cela se fait en deux étapes.
e montrer : up g < Vp g

e montrer : vy < Uy + K

1). Remarquant que up j (resp. vy ) est la solution du probleme discrétisé (4.90) associée
Py (resp. oy + K), et le fait que ¢, — v < K, don iy, < b, + K, il résulte du lemme
4.34 que :

Up g < Vpk
2) On introduit d’abord quelques notations. Les vecteurs ®, $ sont définies par :

; = P((m +4)Az) + K
¢; = P((m1+j)Ax)

Le vecteur @ (resp. ¢) est défini par (4.91) pour ?)}1 (resp. 17,2) au lieu de u%, et ®; (resp.
gﬁj) au lieu de ¢;. Et de plus,

Q_1 = Q1 90(%(7”1}’1) + K) + 1
Qm = Qm —bc(n(mah) + K) + yp (4.93)
Qi = Qj+vy; pour 2 <j <m—1
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Q= G —adp(mih) + i
Gm = dm— Octn(mah) + (4.94)
g = ¢ +9; pour2<j3<m-—1
avec (voir (4.82))
yj = MOkhg_;(4h(mih) + K) + Mkhgm_j11 (h(mah) + K) 1< j<m
gi = M0khg_jp(mih) + Nkhgy, 419 (mah) 1<j<m
D’ou :
y; = Gj + NOKhK (9 + gm—j+1) 1<j<m (4.95)
Par un calcul, on voit que vy, j, vérifie :
oV = @
Moy=1 > Q’ 1<i<N

et 'ah,,k vérifie :

Maintenant, il faut montrer que :
Vpk < Upp + K (4.96)

Pour cela, on utilisera une méthode analogue a celle utilisée dans le lemme 4.34. On

procéde en deux étapes.
a). Pour i fixé, si 1)}1 < 17,2 + K, alors Q’ < c'jz + MK.
b). Une méthode récurrence sur i pour obtenir (4.96).

Pour obtenir a), partons de la définition de @ (Voir (4.91)), on peut écrire :

m—+1 )
+ M -0 (Y v ah—v)+ X S @0k
I4+35=0 I+j>m+1
I+5<0
D’ou :
‘ m—+1
Qi = —(1-0)(avh | +cvi )+ X1 =0)( Y vy, ah)
[4+7=0
+ (1= (1 —0b—Ak(1—0)vi+ Ak > Byg.h
I+j>m+1

145<0
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en tenant compte du fait que b = % + rk et 'hypothese de stabilité, on sait que :
1-(1-6)b—Xk(1-0)>0

De plus, comme a < 0, ¢ <0, 0 €[0,1], 6 € [0,1], A > 0 et g; > 0, on peut déduire, en
utilisant v}, < ﬂ}, +K,et &; = g%_j + K,

m—+1
Q) < —(1—0)(aliii_, + K) + ol + K)) + (L —0)( Y (idy; + K)gih)
I4+5=0
+ (1 (L—0)b— k(1 —0)(a5+ K)+ Xk Y, ®iy,g.h
I+j>m+1
1+j<0
) m+1
= 17,;7(179)((1117 ]—l-bu —I—m17+])+)\k Z 1ll+7qlh )
I+35=0
+ Ak D usgh +ARK Y gih
I+j>m+1 14j>m+1
1+j<0 1+j<0
m+1
+ K-(1-0)K(a+b+c)+A(1-0)K( D gh—1)
I+5=0

En tenant compte du fait que g est une fonction positive de classe C! telle que [ g(z)dz =

1, il est facile de voir que )\k(ZﬁJg] o gih + Zz+]>m+1 gh —1) —rk < 0. D’autre part, en
’ I+35<0
remarquant la définition de ¢ et a + b+ ¢ = rk, r est positive, on peut déduire que :

m—+1
Q < @ +K+0K(a+b+c)—MbOK( > gh—1)
I14+5=0
m+1
— K(a+b+c)+AK( > gh+ Y gh-1)
l+7=0 I+j>m+1
[+5<0
) m+1
< @+ (Ba+ (1+60b) +0c)K — XKOK( Y gh—1)
[+5=0

Par ailleurs, & partir de la définition de la matrice M (Voir (4.85)), on voit que :

m—1
(MK); = ((1+6b)+6c)K — XkOK (> gh —1)
=0
B 0
(MK)y = (fa+ (1+60b)K — \OK( Y gh—1)
I=1-m
(MK); = (fa+ (1+6b)+0c)K — OK( > gh—1) pour2<j<m-—1

I+j=1
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D’oil, si l'on note : 2; = AkhOK (9—; + gm—j+1)

QF < ¢+ (MK);+60aK — 1
Qu < G+ (MK)m +0cK — 2,
Q) < §+(MK); —a; pour2<j<m -1

D’autre part, en revenant a (4.93), (4.94) et (4.95), on a :

Q' Q) — Ba(pn(mih) + K) + 4y
g + (MK)y + 0aK — 0aK — Oary,(mih) + i
= ¢ — Oapy(mih) + (MK)| + i)

IN

= 4+ (MK),
De méme, '
Qi < Gy + (MK)
et
Q) = Qi+
= Qj+9;+u
< G5+ (MK)j+3;

d; +(MK); pourm —12>j>2
On obtient finalement :
Q' <q +MK
D’ou a).
Pour montrer b), on raisonne par récurrence sur i pour montrer (4.96). Pour i = N,
comme v,]lv = d, = zﬁh + K, ﬂflv = 1/3;,,, on a v,]lv = uflv + K. Supposons que l'on a
vi <4 + K, en utilisant a), on a :
Q' <q +MK
Or :
Ma ="' >§

D’ou :

M@+ K)>§ + MK >

Par ailleurs, a'~! > 4, d’ou :

W K >, + K =,
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Ce qui entraine, par la proposition 4.29, que :

1);:;1 < 17,;:;1 + K
Dot :

Vpk < Upp + K

On obtient finalement :

Upp < vpk < Upp + K

ce qui donne :

Upp — Upp < K

De méme, on peut montrer que iy — upi < K, ce qui donne —K < up —dpp < K.
D’ou :
wpk — Gpk € L([0,T] x €1)

et

Unk — Un k| (o0,1)x0p) < K = [1hh — tn| e o)

Si 'on note, de plus, ﬁh‘,k est la solution du probléme (4.27) associé a ¥p, on a, alors :

Upk = Unk +Pn

Upr = Upk+ Yy

ou up i (resp. Gp k) est la solution de (4.89) associée a 1)y, (resp. 1/3;,) et w1, est la solution de

(4.27) associé & y,. Et )y, (resp. 1) est la fonction approchée de v (resp. ).

Corollaire 4.36 Si les conditions du lemme 4.35 sont vérifiées, alors, on a :

(i — Whok| o (0,17%0) < [P — Pnlrse ) + 1¥n — ¥l o= (qy)

En effet,
|77h,k - ﬁh,k|Lw([0,T}x9,) = |“h,k - LEh —Upg+ @Zh‘L"O([O,T}xQ,)
< funk — Gnklreo o)) T+ 1Uh — Pulne(o,m)x0)
< |n — Pnlrseqan) + |19n — ¥l ()

par le lemme 4.35.

Maintenant, on peut énoncer le théoreme principal de cette partie.
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Théoréme 4.37 Soit ¢y € WH2*(R). On suppose que iy x(t,x) = S ﬂﬁl(m)l}(i,])k,ik}(t)
est la solution du probléme discrétisé (4.27) et u est la solution du probléme (4.19). Si 0 €
[0,1], 6 € [0,1], h, k tendent vers zéro, et de plus, si hk—z < B ou [ est une constante assez
petit tel que les conditions de stabilité (4.87), (4.39) et (4.40) sont vérifies. On a alors :

ipy — @ fortement dans L*([0,T]; L*())

i
Siip f — B_U faiblement dans L*([0,T); L*(5,))
x

Démonstration :

¢ Puisque ¢ € WI22(R), d’'oit |q,” € W'2(,) C C(£), par la convolution, on sait
qu’il existe une suite v, d’élément de W?22(€,) qui converge uniformément vers . Par
ailleurs, si ’on suppose @, est la solution du probléeme (4.19) associée & 1,,, d’apres le

lemme 4.7, on a :
| — | 10 (0.7 x6) < |9 — Pml 1o (o) + 1 — Y 1oo 0y (4.97)

e Supposons que vy, (resp. ¥, ,) est la fonction approchée de v (resp. 1y,), Up km est la

solution discrétisé associé a 1)y, ,,,. Par le corollaire 4.36, on a alors :
Uh gk = Unkmlre(orx) < 1% — Yhmlpe (@) + 1¥h — Yrmlre)  (4.98)

e On a par ailleurs, d’apres (4.98),

A

Ung = lr2omxa) < lGhk = Ghkmlr2(or1x0)
+  [Uhkm — Umlr2(0,11x0p) T [m — @lr2(0,m1x0))
< C(Yn — Ynmlreo () + [Yn — Yrmlro ()

(U kym — U | L2([0,77x ) + [Tm — Ul 20,1 x0,)  (4-99)

_l’_

Or, puisque 9, € W22(Q,), d’aprés le théoréme 4.26, on sait que :
@i m — U fortement dans L?([0,77; L*(€,)) quand h,k — 0
D’autre part, comme :

bn — Phomlee () < 1 — Plree @) + 1% — Ymlre) + [%m — PhmlLe @)

et

P — Phoml oo (90) < 1n — Ylrooy) + 19 — Ymlso(on) + [Bm — Yhm L@y

"3|q, désigne la restriction de ¢ &
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en utilisant les faits que 1, (resp. ¢y,) converge vers ¢ (resp. ¢) et Yhm (resp. @Eh,m)

converge vers 1, (resp. zﬁm) quand h tend vers 0, on en déduit, pour chaque m,

Hmsup |k, — 120, x0))
h,k—0
< C([Y = Ymlre) + 1% — Ymlrec ) + 1m — @l r2(0,11x0,)

Cl(‘qp—qpmhm(m) + ‘Qﬁfqﬁmh,m(ﬁl)) (4'100)

IN

d’apres (4.97), et C' est une autre constante.
Comme (4.100) est vrai pour tout m, en faisant tendre m vers 'infini, on obtient

finalement le résultat énoncé.

e En remarquant la remarque 4.21, on en déduit :

-
S —> a—“ faiblement dans L2([0, T]; L2(%,)).
Ha

Pratiquement, pour calculer le prix d'un put américain dans ce modele, nous prenons
Yh = 2oMeq, 1/)(M)X¥ comme la fonction approchée de 1. Ceci est basé sur les raisonnements
suivants : Premierement, dans ce cas, 1 est une fonction uniformément continue sur €2,, donc,

on a :

¢?  — 4 uniformément sur Q,

1, — 9 uniformément sur §2,

14 . . TR ./ N p L] \, .
Supposons que Up, la solution discrétisée associée a 1y, d’apres le lemme 4.35, on a :

|tk = gl Lo (o,11%00) < [on = ¥yl (o)

o — Wl < [n — lree(ay) 19 — ¥lre ()
— 0

D’ou :

p p
“h,k*“hyk‘L%[O,T}xQ,) < |“h,k*“h,k|r,°o([o,ﬂx(zl)

— 0

D’autre part, en utilisant le théoreme 4.37, on a :

P P
[uhe — ule2qorixay S [ung — U el2qorxan + ung — ulra oo

— 0
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ce qui entraine que :

ulh , — 0 fortement dans L*([0,T] x ©,).



Chapitre 5

Formules d’approximations
quasi-explicites

5.1 Approximation de Mac-Millan

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté la méthode des inéquations variationnelles
pour calculer le prix d’une option américaine dans ce modeéle. Le but de ce chapitre est de
donner une autre méthode analytique qui nous permet de donner une valeur approchée du
prix du put américain faisant intervenir le prix du put européen. C’est une généralisation
de l'algorithme de MacMillan (cf. [30] [27]). Cette méthode nous donne des valeurs assez
précises, et en plus, est facile & programmer.

Nous rappelons que le prix d'un put américain, apres un changement de la variable, est

donné par :
“*(t’m) = Ssup E([eir(T?t)w(thjm))]
T€T:,T
avec ¢(z) = (K —e”)4 et :
o2 S
Xyt =at (=)=t +0Bs=B)+ > 7

Jj=Ni+1

D’apres le chapitre 3, u*(f, ) est égal a la solution u(t, z) de I'inéquation aux dérivées par-

tielles suivante :

ou

e +Au+ Bu < 0 p.p dans [0,T]x]0, +00]
u(t,z) > () p.p dans [0,T]x]0, +o00]
(% + Au+ Bu)(yp —u) = 0 p.p dans [0,7]x]0, +o0[
w(T,x) = p(z)

ou les opérateurs A et B sont définis par :

o2 9%u o2 Ou

Auv=Fgm T, —ru

149
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Bu =\ /(u(t,m +2) —u(t,z))v(dz)

Pour avoir un lien entre le prix d’un put américain avant la changement de la variable et
la solution d’une inéquation variationnelle, nous posons : y = ¢*. Si 'on note le prix spot a
Iinstant 0 par y et la fonction v(t,y) = u(t,Iny) = u(t, x), apres un calcul, on peut déduire

que le prix d’un put américain :

2 N-
v*(t,y) = sup Ele " I(K —yel T 0te(B=B) TT (1 4 1)), ]
€T T J=N¢+1

est égal a la fonction v(t,y) ou v(t,y) vérifie 'inéquation aux dérivées partielles suivante :

% +Av+Bv < 0 p.p dans [0,T]x]0, +00]
u(t,y) = h(y) p-p dans [0, T]x]0, 400 (5.1)
(8—1; + Av+ Bv)(h —v) = 0 p.p dans [0,7]x]0,+oo|
v(T,y) = h(y)
avec :

- o%y? 0%v ov

Av = —2 8—y2 + ,U«Ua_y —Tv

Bo = A [ty +2)) - olt.)w(d2)

h(y) = (K—-y)+

A partir de la définition du prix d'un put, on sait que limy_, v*(¢,y) = 0, cela nous permet
d’écrire :

yli}rgo v(t,y) =0 (5.2)
D’autre part, il n’est pas difficile de vérifier que le prix d’un put européen v, dans ce modele

est solution de I’équation suivante :

ov - _
{ 3: + Ave + Bve =0 p.p dans [0,T]x]0, +o00| (5.3)
ve(T,y) = h(y)
Posons : w = v — ve. De (5.1), (5.3), on déduit que w vérifie :
ow - _
g +Aw+ Bw < 0 p.p dans [0,T]x]0, +00]
wa(’t’ y) > h(y) — ve(t,y) p.p dans [0,T]x]0, 4+o00] (5.4)
(% + Aw + Bw)(w — h+v(t,y)) = 0 p.p dans [0,7]x]0,+00]
w(T.y) =0

Notre but est de chercher une solution approchée de (5.1). Pour cela, il suffit d’approximer
la solution w = v — v, de (5.4). On discrétise I'inéquation (5.4) uniquement en temps. Puis si

I'on prend un seul pas en temps, et en suivant une méthode totalement implicite et notons :

h(y) = h(y) — ve(0,y)
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w' = w(T,y) =0, w® = w(0,y)

le schéma d’approximation du probleme (5.4) peut étre écrit sous la forme suivante :
1

_ 0 _ _
% + Auw® + Buw® < 0
w’ > h(y)
(w® — h)(% + Aw® + Bu®) = 0
w' =0

Si I'on note w’ = (y), le schéma précédente devient :

—w + T(Ad + Bw) < 0
0(y) > h(y) - (5.5)
(0 —h)(—w +T(Aw+ Bw)) = 0

Maintenant on introduit le systéme suivant :
— +T(Aw+ Bw) = 0 pour y > y*

w(y) = h(y) pour y < y*
w(y) est continue en y* (5.6)
du;—;y) est continue en y*

On cherche une solution @ de (5.6) sous la forme :

B(y) = By oy >yt
/ h(y) y<y

ou B, n, y* sont des constantes a préciser.

Avant d’énoncer la proposition suivante, on introduit deux notations en posant : v’ = g—;
n_ 8%
et v’ = e

Proposition 5.1 La solution de (5.6) sous la forme précédente est donnée par les formules

sutvantes :
. By" y>y
w(y) = . 5.7
) {Kyve(O,y) y<y (5.)
ol : . .
g K-y —0e(0.9")
= o >0,
n est 'unique solution négative de I’équation :
2 2
o o 1
7n2+(u—7)nf(r+A+T)+AE(1+U1)" =0 (5.8)
et y* est la solution unique de ’équation :
fly) =y dans [0,K] (5.9)
ol :
K — ,Ue(Oa y)
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Avant de montrer cette proposition, on étudie quelque propriétés du prix d’un put eu-
ropéen v (t,y). D’apres le chapitre 7 3.3 du livre [27], on sait que le prix d’un put européen

v, est donné par :
9 Nr_y
ve(t,y) = Ble " On(yel T 0rBr T (14 05)
j=1
avec h(y) = (K —y)4. D’ou :
a). 1.(0,0) =e"TK < K
b). limy_,o ve(0,y) =0
c). ve(t,y) >0

d). et y — ve(t,y) est une fonction convexe a cause du fait que y — h(y) = (K — y)+ est

convexe, donc, v/ (t,y) est positive.
e). ¢), d), a) entrainent que v, (0,y) est strictement plus petit que K.
f). 1+0.(0,y) >0

La derniére propriété f) résulte du fait suivant :

2
En effet, si 'on note : Vip = el#=%)T+oBr H;-V:T1 (14 Uj), alors S = yVr, et

ve(0,y) = BE(e (K —Sr)y)
= B(e (K —yVr))

v (0,y) = —Ee VP lycr v
> —E(e V)
= e "TE(V)

Puisque le prix actualisé (e’TtSt)tZO est une martingale, d’ou :

E(Vy) = ¢TE@E V)
= ¢TE(W)

— erT

Do f).

Démonstration : (Démonstration de la proposition 5.1)

e On va, d’abord, montrer que 'équation (5.8) a une et une seule racine négative. En
effet, posons :

2 2
#ln) = oo + (= T — (r + A+ ) + XB(L+ Uy)"
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puisque U est une variable aléatoire & valeurs dans | — 1, oof,

2

Bn) = o'n+ (=) +AB(L+01)" In(1+ 07)

¢"(n) = +AEQ+U)"In*(1+U;) > 0> >0

D’ot, la fonction n — ¢(n) est une fonction convexe. Par ailleurs, comme 1 + Uy > 0,
alors, pour tout 1 appartenant & Uintervalle | — oo, o0[, on a E(1 + U;)" > 0. D’ou :
lim,, oo #(n) = +00. D’autre part, on sait que ¢(0) = —(r + =) < 0, on peut alors

énoncer que (5.8) a une et une seule racine négative.

Maintenant, on commence a vérifier notre formule.

e Détermination de 7
Pour préciser la valeur de 7, on remplace w(y) par fy" dans la premiére équation de
(5.6), on obtient :
o? o? 1
S (= ) = (r+ A+ 2) +AB(L+01)7 = 0

D’apres la premiere étape de cette démonstration, on sait que cette équation a une et

une seule racine négative, on la note 7.

e Détermination de [ et y*

Puisque w(y) est continue en y*, d“;éy) est continue en y*, on a :
By = (K —y") —v.(0,y")
By "V = 10 (0,y7)
D’ou :
3 K —y" —ve(0,y)
= o
v K-y —v(0y)
7] 1+ 0(0, %)

Par calcul, on voit que y* est la solution de f(y) =y ou f(y) = |n\ﬁ%ﬁf‘)m.
D’autre part, en tenant compte des faits que 1+ v,(0,y) > 0, ve(t,y) > 0, et v.(0,y) <

K, on sait que :

K — v.(0,y%) <K -—v.(0,y") <K

0<
<o) £ S

D’ou :
v < K —v(0,9)

0 < y* <K
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On a alors : . .
K —y* — 0.0,y

y 1
Il reste & montrer que y = f(y) a une seule solution dans [0, K]. On va, d’abord, montrer

>0

8=

que f(y) — y est une fonction décroissante. Comme :

o K — ve(U,y)
fly) = ‘n|v’e(0,y)+1+\n|
fl('l/) — 7|n‘ Ue(()?y) (K B ve((),y))ve (an)

v,(0,y) +1+[n|  (v.(0,y) + 1+ [n])?

En utilisant les faits que K — v.(0,y) > 0, et v/ (0,y) > 0, d’ou :

flly) —1<0

Cela entraine que f(y) — y est une fonction strictement décroissante. D’autre part,
puisque v,(0,0) = e"TK et v(0,0) + 1 > 0, alors,

K —v,(0,0) K—-e ™K
= |n] >0
v,(0,0) + 1+ [n[ — "0 (0,0) + 1+ [n]

f(0) = In|

Par ailleurs, a cause des faits v,(0, K) + 1 > 0, et v.(0, K) > 0, on a évidemment que :
—[nve(0, K) < K(v(0,K) + 1)
Donc :
K — |nfve(0, K) < [n|K + K (v (0, K) + 1)
D’ou :
K — (0, K)

vl (0, K) + 1+ |n]

Il en résulte que y = f(y) a une solution unique dans [0, K], or y* s’il existe est une

f(K) = |n]

solution de cet équation dans [0, K]. Donc, y* est la seule solution de y = f(y) dans
[0, K].

La proposition suivante nous permettra de calculer le prix d’un put américain v (¢, y).

Proposition 5.2 La fonction w(y) définie par (5.7) est une solution de (5.5).

Démonstration : Comme (5.7) est une solution de (5.6), pour montrer la proposition 5.2,

il suffit de vérifier les deux points suivants.
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1). w(y) = K —y —v.(0,y) = h(y) (quand y < y*) satisfait la premiére inéquation dans
(5.5).

2). w(y) = Py" (quand y > y*) satisfait la deuxiéme inéquation dans (5.5).

Pour montrer 1), on note :

o(y) = —h(y) + T(Ah + Bh) poury < y*

Remarquons h(y) = h(y) — v.(0,y), doit h(y) = K —y — v,(0,y) pour y < y* < K. On a

donc :

o(y) = —(K —y) +0e(0,y) + T(A(K — y) + B(K — y)) — T(Avc(0,5) + Bvc(0,y))

A partir des définitions des opérateurs A et B, et utilisons la relation y — r + AEU; = 0, on
déduit :

AK —y)+B(K —y) = —py— (K —vy) +/\'/(K*y(1+2) — (K —y))v(dz)
= —rK —(u—r)y— AEU
= —rK

Par ailleurs, puisque v/ (0,y) > 0, 1 +v.(0,y) > 0, et r, y sont positifs, et en remarquant, de
nouveau, y — 7 + AEU; =0, on a :

2,2 92
- oy” 07, ov,
A = : + —
Ve 2 9y Ky O TUe
o2y?

1)2’ + Tyvé — )\yvéEUl — TV,

2
—ry — v, — Ayv,EUy

Y

On peut donc écrire :

oly) < —(K—19y)+v.(0,y) —rTK +rTy + rTv, + \Tyv.EU; — T Bu,
ov,

= (L) (K 1)) = 5T [ (00,901 +2)) — 00(0.9) —y5 (0. )(d2)

Comme la fonction y — v.(0,y) est convexe, alors :

0,

ve(oay(l + Z)) - 'Ue(an) > Yz 8y (an)

D’ou :
ply) < (L +rT)(ve — (K —y))
Posons ¢(y) = (1 4+ rT)(ve — (K — y)), maintenant, il reste & montrer ¢(y) < 0 pour y < y*.
Puisque (K — y*) — v(0,y*) = By™*",
oly") = —BA+rT)y™
< 0 car 3>0, y* >0
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Or :
P'(y) = (1 +rT) (v +1) >0
Il en résulte que ¢(y) est une fonction croissante de y. D’olt pour y < y*, on a ¢(y) < p(y*) <
0.
Maintenant, il reste & vérifier 2). Montrons d’abord I'inégalité pour y* <y < K, on a :
h(y) = K —y — v,(0,%). Posons :

Gly) = w(y) —h(y) = By — K +y+e(0,y)

On voit qu'il suffit de montrer ¢(y) > 0. Puisque :

¢y) = By +1+0.(0,y)
¢"(y) = Bnln—1y" > +v(0,y)

et n <0, v)(0,y) >0, dou:
¢"(y) > 0 dans [y", K]

Ce qui implique ¢'(y) est une fonction croissante dans [y*, K]. Et, de plus, comme la fonction

d .
di(y) est continue en y*, on a :
dy J

@' (y") = By ™ £ 14+ 0L(0,7) =0

d’ott ¢'(y) > 0 pour [y*, K]. On en déduit, donc, ¢(y) est une fonction croissante dans [y*, K.
Or:
o) = By — K +y" +0.00,y7) =0

a cause du fait que la fonction w(y) est continue en y*. D’ou ¢(y) > 0 sur [y*, K], i.e :
w(y) > h(y) sur [y, K]. ~

Par ailleurs, pour y* < K <y, on a h(y) = (K — y)+ — v(0,y) = —0e(0,y) < 0. Or
w(y) = Py" > 0 a cause du fait que [ est strictement positif et y > K > y* > 0. D’ou
w(y) = By" > h(y) pour y > K. On a donc w(y) = By" > h(y) pour y > y*. [ |

Une approximation du prix d’un put américain est donnée par :

2(0,y) = ve(0,y) + By siy >y
" K-y siy <y

Evidement, on a : v(0,y) > v(0,y).
Dans un cas spécial ou la variable aléatoire Z; = In(1 4+ U;) suit une loi que la loi

exponentielle de parametre Ay > 1, on peut calculer la valeur de n et le prix d’un put
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européen v, (t,y) explicitement, cela peut faciliter le calcul du prix d’un put américain. En
effet : comme Z; = In(1 + Uy),

A
E(1 +U;)" = B! = )\0/ eMWe Movdy = 20 sin <M\
y>0 Ao — 7
alors, I'équation (5.8) peut s’écrire sous la forme suivante :
2 2
0% 4 o 1 Ao
— - —)n— A+ = =0
gt (=)= (r+ +T)+/\o—n
ie: ) ) )
o° 3 0% 5 1 o 1
— — (14 Xg)—)n° — A+ =+ dlp— — — )X =0
51"+ (= (L4 X0)5)n” — (1 A+ o 4 ok — )+ (r + 5) Ao

C’est une équation d’ordre trois. Elle a une racine négative. Il existe une formule explicite

pour résoudre cet équation. (voir le cas d’un put perpétuel).

5.2 Une forme approchée du prix du put américain

Le but de cette section est de montrer que, dans ce modele avec des sauts, le prix d’un put
américain peut étre écrit comme le prix d’un put européen plus un terme d’intégrale qui
contient le prix critique. (Dans le cas sans sauts, voir le papier de Myneni [34]).

On utilise les méme notations qu’avant. Le prix d’un put américain v(t,y) peut étre écrit

sous la forme suivante :

2 N-
o(t.y) = sup B(e TTTI(K -yl BB T (1405))4)
Te€FsT j=Ni+1
et le prix d’'un put européen est :
ve(t,y) = Ble "TO(K =yl TI0TE=E T (14 05)).)
J=N¢+1

On rappelle que v(t,y) est la solution de 'inéquation aux dérivées partielles suivant :

%—l—flv—l—Bv <0 p.p dans [0,T]x]0, +00]
v(t,y) > h(y) p.p dans [0,T]x]0, o0
(%4'[10-1-3@)(}1—1)) = 0 p.p dans [0,T]x]0,+oo]
o(T,y) = h(y)
avec :
- o%y? 0%v v
Ay = 2L~ >z
v 2 0 —i—,uyay TV
Bo = & [ty +2) - o(t.)w(a)
h(y) = (K—-y)+
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Maintenant, on définit le prix critique s*(¢) de la fagon suivante :

s*(t) = sup{y | v(t,y) = (K —y)+}

Financierement, il signifie qu’on doit exercer 'option dés que le prix du cours devient plus

petit que s*(¢). C’est la raison pour laquelle I'on lui donne le nom de “prix critique”.

Proposition 5.3 On a :

Tt No
v(t,y) :ve(t,y)—l—rK/ e TP ((u— )()—I—(fBg—I-Zln 14+U;) <log
Jo
j=1

SO+

Démonstration : D’apres le théoreme 3.31, on sait que, dans le cas du put américain, la
fonction v(¢,y) admet des dérivées partielles %1;, g;, gy“ localement bornées sur [0, T xR.
Comme v n’appartient pas & C?, donc, on ne peut pas utiliser la formule d’Ito directement
a e "y(t,S;). Cependant, on peut se débrouiller & I'aide de la méthode d’approximation (cf.
la démonstration du théoreme 3.20). Nous définissons v, de la méme facon que celui dans le
théoreme 3.20 (i.e, en utilisant le technique de la convolution), alors v, € C*°. En appliquant

la formule d’Tto & e "v,,(t, S;), on a :

¢ t
e "o (t,Sy) — vm(0,8y) = / 640(8 — U, )df + / rg&)—m(ﬂsad‘) + 0SpdBy)
00 Jo dy

81)

2277"6 m —rT;

+ e 5-df + E m (T3, — (75,8 -
2/5’ (v T]S) 1)(T]ST]_))]

ou les 7; sont les temps de sauts du processus de Poisson.

e "o (t, Sy) — vm(0, Sp)

Lo Ovm P Ovp,
= / e (2 + Avyy, + Bug) (0, Sy d9+/ " Spo——dBy
0 00 oy
+ Z (v (75, Sr;) — vm(7j, S7 - )\/ do e TG/U(dZ)(’Um(H,S()(l—i-Z)) —vm(6,Sy))
Notant : . p
M; = / 677«65’00&(130
0 0
N t
Ly = Z[eim—j (Um(TjaSTj)_Um(TjaSTr))]_A da'eira/V(dz)(vm(aaSG(1+Z))_UM(97‘96))
i=1 | 0

Ona:

e v (t, St) — vm (0, So)

t
— / eirg(agén +A'Um +B’Um)(9,S())d9+Mt+Lt (511)
0
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En suivant le méme raisonnement que dans le théoreme 3.18, on peut montrer que My 7, +
Lip 1, est une martingale ou 75 est définit de la méme fagon que le lemme 3.15. En faisant

t =T dans (5.11) et en prenant I'espérance, on obtient :
Ee "N Try,, (T A Tr, STA 71) — vm (0, Sp)

TATR o v, _
= B[ eG54 Avy + Buw) (0, 50)d0+ B(Mr 7, + Lin )

TA Tr 8,0
_ E/ e TS+ Avgy + Bup)(0, 59)do (5.12)
0

Nous faisons passer a la limite en appliquant les méme technique que celui dans le théoreme

3.20. Nous obtenons :
Ee "Tu(T, S1) — v(0,S))
T e 00 _
= E / e (= + Av + Bv)(6, Sp)db
Jo 00
D’autre part, a partir de la définition du prix critique, on voit facilement que :
v - _ .
(% + Av + Bv)(0,Sg) =0 sur {y > s*(t)}
D’ou :
_r - dv
E(e "Tv(T, St)) — v(0, Sp) E/ o( (55 + Av + Bu)1{g,<(9))d0 (5.13)

mais sur {Sy < s*(6)}, on a v(t,y) = (K —y); = K — y. Par calcul, en tenant compte du
fait que r — u — AEU; = 0, on déduit :

%+Av+Bv = U2y -0+uy(—1)—T(K—y)+>‘_/[(K_y(1+z))_(K_y)]y(dz)

= —uy+ry =K+ [(yuldz)
= (r—p—AEU)y —rK
= —rK

ce qui entraine que :
Ble To(T5r) ~ 0(0,80) = B [ ¢ (K1, 08
- er/ e TIPSy < 5*(0))d0
J0

D’ou :
T
v(0,S0) = B(e T (K — Sr),) + rK/ e P (S, < 57(6))do

Or, si 'on note Sy =y, Sy = y]_[;y:"] (1+ Uj)e( 7”7)””39, remarquons :

0e(0,y) = Ble T (K — S1)+)
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on obtient :

T 0 0_2 Ny 8*(9)
v(0,y) = ve(0,y) + rK / e "'P((p— 7)9 + 0By + Z In(1 +Uj) <log )dé
Jo ;
J=1

Plus généralement, pour ¢ quelconque, on a :

N
0.2 [

T—t
v(t,y) = ve(t,y) + rK / e TP ((u— 7)9 + 0By + Z In(1+U;) <log
Jo ;
J=1

SO+ g9

Ce chapitre est une version détaillée de [43].



Chapitre 6

Résultats Numériques

Les programmes réalisant les différentes algorithmes présentés dans cette these sont écrits en
langage “Pascal” et effectués sur station de travail SUN.
Dans cette partie numérique, nous supposons que les variables aléatoires 1 + U; suivent

une loi lognormale.

6.1 Volatilité implicite

Dans cette section, on va présenter quelques courbes de volatilité implicite (CdV).
Nous rappelons que le prix risque S; est controlé par 'E.D.S :
dsS; il

= = pdt + odB; + Y Uj
Si- =

et sous la condition p = r — AEU;, le prix actualisé S; = ¢ 'S, est une martingale. Tl est

clair que sa variation quadratique est :

-~ 12
<81, 8> = /55(02+AEU$)du
0

avec :

o2 = 0% + \EU? (6.1)

Or on sait que dans le modele de Black et Scholes, la variation quadratique de S, est égale a
o? fg S2du. 11 est clair que la présence des sauts modifie la volatilité observable du processus
(S't)tz[] et la volatilité purement Brownienne o n’est plus observable. Si le nombre moyen de
sauts annuel A = 0, on retrouve le modele de Black et Scholes avec ¢ = . Dans la suite, on

introduit un parameétre p qui controle les sauts, en posant p = g—;, (6.1) devient :

161
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A

On fait varier les valeurs de p de 0 a 1. Alors, p = 1 correspond du cas sans sauts (i.e
le modele de Black et Scholes), et p = 0 correspond le cas oit on n’a que des sauts et p < 1
correspond au modele avec des sauts.

Nous supposons dans un premier temps qu’on a un marché financier suivant le modele de
Black et Scholes. Nous calculons la prime (noté P) dans ce modele. P doit étre une fonction
de z, s, K, r et 0. Notons :

P=¢(z,s,K,r,0) (6.2)

ou x est le prix du sous-jacent, s est la maturité résiduelle, K le prix d’exercice, r le taux
d’intérét, o la volatilité.

Remarquons que dans le cas européen, ¢ a une forme explicite. Or dans le cas américain,
elle n’a pas de formule explicite, mais il existe des méthodes numériques pour calculer P.

Maintenant, supposons que le taux d’intérét r, le prix d’exercice K sont connus, et le cours
est observé sur le marché, on peut toujours inverser (6.2) pour avoir une valeur approchée
de o (Par exemple par la méthode de Newton). C’est la volatilité implicite Brownienne. Si
I’on considere plusieurs options écrites sur le méme sous-jacent, mais avec des prix d’exercice
différents, en observant les cours sur le marché et en utilisant la méthode précédente, on peut
avoir une courbe de volatilité implicite (CdV) en fonction du prix d’exercice.

Si on interpréte le marché par le modeéle de Black et Scholes, on aura une CdV plate.
(Voir la figure 3, p = 1).

Maintenant, si I’on suppose que le “bon” modele correspondant au marché est le modele
avec sauts, on calcule la prime en utilisant la ‘formule’ de valorisation dans notre modele avec
la volatilité historique & = 0.3 pour la figure 1. Admettons que les autre parametres sont fixés,
on inverse (6.2) avec cette prime pour avoir une volatilité implicite. Cette volatilité implicite
nous permet d’égaliser la prime de Black et Scholes & la prime observée sur le marché.

Nous étudions I'allure des CdV et leurs déformations en fonction de la variance de U, de
o et de p.

Nous prenons les parametres de la facon suivante :

Le taux d’intérét sans risque : r = 9%.

- Le prix du sous-jacent : z = 45F F.

L’espérance de U; : EU; = 0.
- La maturité résiduelle s =T — ¢ = 30 jours.

Dans un premier temps, on fixe les valeurs de p et la volatilité historique &, et on fait

varier la variance de Uy. On a alors les courbes suivantes.
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Cas européen :

Figure 1 Volatilité implicite (cas européen)
c=03,p=0.3
0.32 T |
VarU=0.01 —
0.315 VarU=0.008 — ]
VarU=0.005 - - -
0.31
Volatilité 0.305
implicite
0295 N "
0.29
0.285 : : '
35 40 45 50 55

Le prix d’exercice

Cette figure présente différentes CdV pour différentes amplitudes des sauts. Lorsque
I’amplitude des sauts devient grande, le niveau d’inflexion de CdV devient “fort”. Ce sont
les sauts qui 'emportent. Lorsque 'amplitude des sauts tend vers 0, CdV tend vers celui de

Black et Scholes (de plus en plus proche d’une droite).

Figure 2 Volatilité implicite (cas européen)
Variance de U = 0.04, p = 0.3
0.55 I T T
05+
0.45 -
0.4 -
0.35
0.3
0.25 -
0.2 -
0.15 -
0.1 -
0.05

ool
U Lo o=
|

qi-_q\ QI Qi QI
1 |

Volatilité
implicite

30 35 40 45 50 95 60

Le prix de I'exercice
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En faisant varier les valeurs de volatilité historique o de 0.1 & 0.5, on a trouvé les mémes
phénomeénes qu’avant. Lorsque & décroit, c’est la partie des sauts qui I’emportent, on a une
CdV ou l'inflexion est trés “forte”. Or, pour ¢ grand, on a une CdV plus proche d’une droite
(CdV de Black et Scholes).

Figure 3 Volatilité implicite (cas européen)
Variance de U = 0.04, 6 = 0.3
0.38 T T T |

0.36 |
0.34 [

BRI
s
coooll
[l 2 A SN

032 F N s

Volatilité O s
e N N e

0.28 - N S .
0.24 - i

022 | | | | |
35 40 45 50 55

Le prix d’exercice

Cette figure présente les différentes CdV pour les différentes valeurs de p. Rappelons que
p est un parametre qui représente le niveau des sauts intervenu. Lorsque p décroit, les sauts
I’emportent, et le CdV devient plus convexe. Or pour p = 1, c’est & dire dans le cas ou il n’y
a pas de sauts, on a retrouvé la CdV de Black et Scholes.

On rappelle qu'une option de vente est dans la monnaie (‘in-the-money’ en Anglais ) si
le prix du sous-jacent est inférieur au prix d’exercice, ce qui correspond au fait qu’elle sera
exercée. Au contraire, une option de vente est hors de la monnaie (‘out-of-the money’ en
Anglais ) si le prix du sous-jacent est supérieur au prix d’exercice. De plus, on dira qu’une
option est & la monnaie (‘at-the-money’ en Anglais ) dans le cas ol il y a égalité entre le prix
du sous-jacent et le prix d’exercice.

En utilisant cette notion de CdV, on peut aussi donner une interprétation complémentaire
pour comparer les deux modeles. Supposons que la volatilité observé sur le marché est ¢ = 0.3.
D’apres la figure 3, lorsque I'option est trés fortement hors de la monnaie, la volatilité implicite
o est plus grande que la volatilité observé . Si les financiers considérent ¢ comme la volatilité
Brownienne, c’est a dire qu’ils ont pris une volatilité plus faible, alors la prime de Black et
Scholes est plus faible que la prime dans le modeéle avec sauts.

Au contraire, quand on est & la monnaie, la volatilité brownienne o est plus faible que la

volatilité observé a. Si les financiers prennent & comme la volatilité Brownienne, ils ont fait
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une sur-estimation, ce qui entraine que la prime de Black et Scholes est plus grande que la

prime du modele avec sauts.

Cas put perpétuel :

Figure 4 Volatilité implicite (put perpétuel)
=03, FEU =0,varU = 0.04
0.32 T T I T

0.3

Volatilité
implicite

)

29 - .

(.98 Lt mr e r e .|

0.27 |

026 | | | | |
30 35 40 45 50 95 60

Le prix d’exercice

Pour le put perpétuel, supposons la volatilité observée sur la marché est ¢ = 0.3, on voit
que, par le figure 4, tous les CdV se trouvent au-dessous de ¢ = 0.3. Ce qui veut dire que
si 'on considere ¢ comme la volatilité Brownienne, on a fait une sur-estimation. La prime
donnée par le modele de Black et Scholes est alors supérieur a celle donnée par le modele

avec sauts.

6.2 Reésolution du probléme discrétisé

En pratique, pour calculer le prix d’un put américain, nous suivons le schéma correspondant
460 =1et§ = 0. Pour résoudre (4.89), nous nous ramenons, & chaque pas de temps, i
un “probléme de complémentarité linéaire”. Les algorithmes de ce probleme ont été étudiés.
Notre objet est de chercher un algorithme efficace compte tenu des propriétés particulieres
de notre probleme. Maintenant, nous rappelons, d’abord, quelques propriétés du probleme
de complémentarité linéaire. Pour en savoir plus, nous renvoyons aux livres de Murty [33] et
de Cottle, Pang et Stone [11].

6.2.1 Probleme de Complémentarité Linéaire

Beaucoup de problémes en mécanique structurels, en physique, en économie etc peuvent étre
interprétés comme des probléemes de complémentarité. Un probleme de complémentarité se

présente sous la forme suivante :
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Trouver Z € R" tel que :

f(Z)
0, Z>0
=0

AV

T

w
w
w

N

ouf :R"— R"et WeR"

Si f est affine, de la forme : f(Z) =g+ MZ ou q € R" et M est une matrice de n X n,
on parle de probléme de complémentarité linéaire (P.C.L). La résolution de ce probléme est
bien étudiée. Les algorithmes numériques , comme celui de Lemke [29] et celui de Saigal [38],
exitent.

Nous verrons que le calcul du prix d’une option américaine peut se ramener a un cas
spécial de P.C.L ou la matrice M est une matrice de Minkowski tri-diagonales. On rappelle
que la matrice de Minkowski est une matrice ayant des coefficients diagonaux positives,
des non diagonaux négatives ou nuls et des mineurs principaux positives. Le but de cette
paragraphe est de suggérer deux algorithmes efficaces, i.e : celui de Cryer (cf. [14]) et celui
de Brennan-Schwartz (cf. [24], [8]) en tenant compte des propriétés particulieres de notre

probleme.

6.2.2 L’algorithme de Cryer

L’algorithme de Cryer est une modification de l'algorithme de Saigal (cf. [38]). Il possede

deux caractéristiques :
e Les données sont balayées alternativement entre le ‘forward passes’ et ‘backward passes’.
e Le nombre d’opérations effectués par étape est O(n).

Nous allons présenter cet algorithme. Rappelons que le probléme est de trouver les vecteurs
W = (W;) et Z = (Z;) dans R" tel que :

W=qg+MZ  (6.3.1)
W>0, Z>0 (6.3.2) (6.3)
W"Z =0 (6.3.3)
ot M = (m;;) € R" xR", ¢ = (¢;) € R". Notons : N ={1,2,---,n},si JCN,
e |.J| désigne le nombre d’éléments dans J.

e N\J désigne le complémentaire de J par rapport a N.

e MZ + q|J > 0 signifie le systeme de |.J| inégalités obtenu en supprimant les lignes et

les colonnes d’indice n’appartenant pas a J.
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L’idée principale de cet algorithme est de : choisir la valeur initiale tel qu’elle vérifie (6.3.1) et
(6.3.3), garder ces deux conditions pendant toutes les étapes de algorithme, et faire vérifier,
au fur et & mesure, la condition de non-négative (6.3.2). On obtient, finalement, la solution
du probléme.

On rappelle que si M est une matrice de Minkowski, alors, M|.J I'est aussi, et M ! > 0.

L’algorithme peut alors étre décrit par le schéma suivant :

étape O :
Choisir Z° > 0, tel que :
MZ°+¢|J° =0,

o JO={ieN :2Z)>0}. On peut supposer que : >

J'o>Q={ieN :¢) <0}

Posons p := 0.
1ére-étape :
Notons :

WP = MZP +q, I’ ={ie N| Wf <0}
o SiIP = ¢, stop. (WP, ZP) est la solution du probléme.

e Sinon, Choisir iP € IP et poser :

gptl — gp U{ip}
Calculer ZP*! tel que :

MzPHL q“]p+1 =0, Z”+1|N\J”+1 =0
Poser : p=p+1 et répéter.

Il est évident que cet algorithme se terminera aprés n étapes au maximum. Pour la
justification de l'algorithme, nous renvoyons a [14].

Jusqu’a présent, ce qu’on a utilisé, c’est que M est une matrice de Minkowski. On n’a pas
utilisé le fait que M est le tri-diagonale. C’est a dire que I'algorithme qu’on a énoncé avant est
valable pour toute matrice de Minkowski. Le calcul principal de cet algorithme est basé sur
la résolution du systéme et le process pour ajouter . Théoriquement, chaque fois qu’on fait
une extension de JP, on doit résoudre, de nouveau, le systeme. Mais dans notre cas spécial ou

M est une matrice de Minkowski tri-diagonale, il existe une facon plus efficace pour réaliser

3 Au moins, par exemple, on peut prendre J° = Q, il est facile de voir que, MZ°/Q = —¢q|Q > 0, or
remarquons que M est une Minkowski matrice, il n’est pas difficile de voir que : Z°|Q > 0.
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cet algorithme. Le point essentiel est que : les données sont balayées alternativement entre le
‘forward passes’ et ‘backward passes’.
Supposons que t est le nombre de signes changés dans les composants du vecteur g, et

I’ensemble .JP est écrit par la facon suivante :

J'= ] B}
kea?
ona? C {i e N : 1<i<1+t}. Etchaque bloc By est non vide et est composé
d’une suite d’entier sans interruption. De plus, les blocs sont disjoints, non continus, et avec
un ordre croissant. Cela veut dire que : si 4 € BY, j € BP, et k < r, alors, 1 + 1 < j.
Maintenant, on va utiliser le fait que M est une matrice tri-diagonale. Ayant cette propriété,
et remarquant J? = (J,co» Br, il n’est pas difficile de voir que : M ZP +¢|J? = 0 est équivalent

A MZP + ¢q|BY = 0 pour k € o”. Donc, il suffit de considérer le systéme :
MZP +q|B} =0

ou By ={ie N : f<i<I}avec f (resp. ) le plus petit (resp. le plus grand) entier dans

le bloc. Nous utilisons la méthode de Gauss pour le résoudre. Si I'on note :

mi;i—1 = a; m;; = b miit1 = G

s

et 8 = —q, on peut exprimer la méthode de Gausse par la facon suivante :

Forward Elimination :

by = by 0r=0;
b =b; — -%-c; 1 pour f+1<i<I 0, =0; — 20, | pour f+1<i<I
1

bi, Bi*l

Calcul Z f :

Back substitution :

| —

70 = =0 —i2l,)  f<i<l-1

St

Il n’est pas difficile de voir que : si p > p et BP = BZU {l + 1}, il n’est pas nécessaire de

refaire le calcul de forward élimination qu’on a déja fait pour BY. Pour calculer ZP il suffit

413
de faire :
7 aj+1 5 aj+1 5
biv1=bip1 — ——a; 01 = 0141 — =0,
bl bl
et B
7h 0141
I+1 — i)
I+1
Bien sir, si on a besoin de toutes les valeurs de le, S Z?, on devrait faire back substitution.

11 parait que, selon la schéma principal, ZPT! doit étre recalculé apres chaque choix de .
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Mais, en réalité, ce n’est pas le cas, parce que Cryer [14] a montré que si I? # ¢, alors JP*!
est obtenu de J” en ajoutant un adjacent point ¥ & un des blocs Bj. C’est & dire que nous
calculons seulement un composant de ZP si 'on en a besoin pour déterminer 2. En plus, les
composants non nuls de ZP, dont on a besoin pour déterminer P, correspondent & des bouts
de blocs. Donc, ce n’est pas la peine d’avoir toutes les valeurs de le, e Z? dans chaque
étape, la seule valeur dont on a besoin pour tester le signe de W/, c’est Zﬁ_l (ou. Z}’fl. I
peut, donc, étre calculé en utilisant forward (ou backward) élimination sans backward (ou
forward) substitution.

Le point essentiel de ce nouveau algorithme est : On utilise alternativement ‘forward pass’

et ‘backward pass’ pendant I'implémentation.

Remarque 6.1 Théoriquement, on ajoute un indice iP par étape pour élargir le bloc. Mais,
en pratique, ’extension de ce bloc Bﬁ est fait en ajoutant tous les points possibles suivant le
bloc courant. Dans le cas ot Q a seulement un bloc contenant 1 (ou n), Uerreur de calcul de

cette algorithme est moins que :
2n divisions + 4n opérations
ou une opération signifie une soustraction plus une multiplication.
Avant de terminer cette section, on rappelle encore un résultat.

Remarque 6.2 Cotte et Sacher (cf. [12] P327 et P335) et Elliott et Ockendon (cf. [18]

P117) ont montré que si le vecteur q dans (6.3) a la propriété suivant :
g <0 1<4<k >0 kg<i<mn
alors, il existe k > kg tel que :
zi>0 1<i<k zi=0 k<i<n

Dans ce cas, l'algorithme de Cryer se réduit a ’algorithme de Elliott et Ockendon. 1l est clair

que la remarque 6.1 s’applique dans ce cas.

6.2.3 L’algorithme de Brennan-Schwartz

L’objet de cette section est de rappeler 'algorithme de Brennan-Schwartz, un algorithme
assez efficace pour résoudre un cas spécial de P.C.L qui nous intéresse. Pour plus de détails
sur cet algorithme, nous renvoyons a [8], [24].

Nous considérons le probléme suivant : trouver les vecteurs u = (u;) € R" tel que :

Mu >0
u>p (6.4)
(Mu—0,0—u)=0



170 Chapitre 6. Résultats Numériques

o f, € R" et M est une matrice de la forme :

b] Cq 0 0 0
a9 bQ (6)] - 0 0
0 ag b3 --- 0 0
M = S . . (6.5)
0 0 0 bn,] Cn—1
0 0 O an bn

Les deux propositions suivantes ont été montrées dans [24].

Proposition 6.3 Si¢; = 0 pour i € {1,---,n— 1} et b; > 0 pour i € {1,---,n}, alors la

solution unique de (6.4) est donnée par :

6\,
U = —
1 b] <)01
1 .
uj = [b_]-(ej —ajuj1)]Ve; 2<j<n

De plus, si 'on introduit les notations suivantes :

by 0 0 -~ 0 0
a9 bQ 0 e 0 0
- 0 a3 b 0 0
i o= 3 03
0 0 0 - bpq O
0 0 0 - an by
avec by, = by, bi_1 = bi_1 — “La; pouri € {2,---,n} et O, = O,, ;i1 = 0;_1 — %16, pour
3 b; p ? ? ? b; p
i € {2,---,n}. Nous avons la deuxiéme proposition.

Proposition 6.4 On suppose que la matrice M coercive et de la forme (6.5), avec ¢; < 0
pour j =1,--- n—1. Si la solution u du systeme (6.4) vérifie : u; = @; pour 1 < i < k et
u; > i si1 >k, avec k € {1,2,--- ,n}, alors u est aussi solution du systéme :

Mu > 7]

U > @ . (6.6)

(Mu—60,p—u)=0

La difficulté d’utiliser cet algorithme vient de la vérification de la propriété portant sur w.
Dans [24], il a été montré que cet algorithme est valable pour le modeéle de Black-Scholes.
Nous n’avons pas pu donner une justification rigoureuse analogue pour le modéle avec des
sauts, mais, numériquement, cet algorithme semble également valide (voir les courbes dans

la section suivante).
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6.3 Mise en ceuvre des algorithmes de Brennan-Schwartz et
Cryer pour le put américain

Nous considérons le put Américain. En tenant compte de ce qui précéde, pour calculer le prix
d’une option américaine dans ce modele, il suffit de chercher une solution approchée de (4.4).

Apres le changement de variable t — T — ¢, (4.4) peut s’écrire de la facon suivante :

*% + Au+ B'u <0

u >

(—24 + Au+ Blu)(yp —u) =0
u(t,z) =P(x) sixz e IN
u(0,) = ()

ol :
o2 9%u o2 Ou
Aw = Sgp tle g,
Blu, = X (w(t, z + z) — w(t, z))v(dz) + A (Y(z + 2) —w(t,z))v(dz)
z,24+xEY z,2+x g8

plz) = (K—e)y

Nous suivons le schéma analogue & (4.89), mais correspondant au probléme ci-dessus (i.e,
apres le changement de variable ¢ — T — ), en prenant 8 = 1, § = 0. Précisément, nous

approchons le vecteur (u(iAt, jAZ))o<i<n,m,<j<m, par le vecteur [17;] solution du systéme

suivant :

ag’:z/@ my < j <y _
atty_y + (L4 by} + ey > q) !
uj 2 ;i o .
(aaf_y + (1 + b)) + cufq —q; ) (v —uf) =0
@y, = p(mah), iy, = tp(moh) 1<i<n

m

1<i1<n
mi+1<j7<my—1

ol a, b et ¢ sont donnés par (4.78) et g est donné :

mo—j
Gl =a T Mkh Y Al kh Y g — Meal !
l=m1—j l+j>my

I+j<my

Introduisons les mémes notations que dans la section 4.4.3, i.e : m = mo — m; — 1, pour
1<j<m, uj =Ujrmy, ;i = Yjtrm,, et ¢ = ¢j1m,, le systéme ci-dessus peut étre écrit sous
la forme suivante :
0 .
uj =@ l<js<m -
auj_y + (1 +b)uj + cujyy > g <
i . >
uj = Y . . . . 1<
2 2 2 - 2
(quj*l '—i- (14 b)uj + culfg — ql ) — uj) .
u%):u:m:zp(m]h), uﬁm_l:u:m:zp(mgh =0 0<i:<n
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et
m+1—7

q;-*l = u;‘ifl + Akh Z 11,};;_(], + Akh Z Ci+i9 — Akuéfl
I=—j I+j>m+1
I+5<0

En suivant le méme raisonnement que dans la section 4.4.3, ce systeme est équivalent au
probléeme de complémentarité linéaire suivant :
u’ =

Mu' > @', u'>¢ .
=t . 1<i<n
(Mu' = 1) (u' =) = 0 =

et M est donnée par (4.85) avec § =1 et G =0, i.e:

1+5b6 c 0 0 0 0

a 1+b c e 0 0
M = 0 a 1+6 --- 0 0

0 0 0 va 140

mxXm

et le vecteur ¢ est donné par (4.81) avec @ =1 et =0 et 9,, =0, i.e:

/I‘)l = q1 — a¢m1

vj = g 2<j<m

Si 'on note b; = 1 + b pour 1 < 4 < m, alors I'algorithme de Brennan-Schwartz peut étre

décrit de la facon suivante :
1). Donner les valeurs initiales : u? =p; 0<7<m+1

2). En partant de (u;*l)ggjgmﬂ, on calcule (1Li-)0§j§m+1 par le schéma de récurrence

J
suivant :
i—1
i a1
U, = — Vi
1 b]
i Lo i—1 ;
up = [?(qj —aui )]V @; 2<7<m
j
Umpy1 = w(mQh) =0
avec - ; i
b = b ' = ap’
~ ~i—1 i—1 ~i—1
bj—1 = bj—1—ja G = 41— 59
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Pour appliquer 'algorithme de Cryer, on fait le changement de variable : Z = u’ — ¢,

Q = My — ¢ ', alors le probléme ci-dessus peut étre ramené & la forme de (6.3).

W=Q+MZ
W >0, Z>0
W7"Z =0

Maintenant, nous allons fixer dans un premier temps certains parametres pour les calculs.

Nous prenons :

Le taux d’intérét sans risque : r = 9%.

Le prix d’exercice : K = 45F'F.
- L’espérance de U; : EU; = 0.
- La variance de Uy : VarU; = 0.04.

Comme U = St; 5= , la variable aléatoire U représente I’amplitude relative de sauts.
S,—

Nous intéressons d’abord aux courbes du prix de I'option américaine en fonction du cours.
Nous prenons ’échéance de 'option égale a trois mois, et la fréquence moyenne des sauts an-

nuelle AT' = 3, et la volatilité brownienne o = 0.3.

Figure 5
Comparaison de I’algorithme de B-S et Cryer
r=9%, K =45, T = 3 mois,c = 0.3, EU; =0, VarU; = 4%, A =3
45 T | | | | |

40 + Brennan-Schwartz — -
Cryer —

Prix 25 -
d’OptiOH 20

0 | | | | |
0 10 20 30 40 o0 60 70

Prix de sous-jacent

D’apres la figure 5, nous voyons que les résultats obtenus par les deux algorithmes sont
pratiquement les mémes. Or, nous savons bien que, théoriquement, 1’algorithme de Cryer
est valide. Donc, bien que nous n’ayons pas pu donner de justification rigoureuse pour
I’algorithme de Brennan-Schwartz, on peut, au moins dire qu’il marche numériquement.

L’avantage de P’algorithme de Brennan-Schwartz est sa facilité de programmation.
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6.4 Put européen

Nous rappelons que le prix d’'un put européen dans le modele avec des sauts est donné par :

Nt

2
ue(t,z) = Ble TI(K —gelt= IO Br=8) T (14 15),)
J=Ni+1
2 Nr_y
— E(e*T(T*t)K,me(H*T*T)(T*t)‘FUBT—t H (1+Uj)+)
j=1
X o= MT=1) (\(T — £))" T e NTt)1to n
= z:ﬂ (n'( ) E(e (T — gelb=%—r)(T-t)+oBr, 1_[1(1+Uj)+)
n= J=

Dans le cas ot U; a méme loi que €9 — 1 ol1 g est une gaussienne de moyenne m et de variance

62, on a une formule explicite (cf. [7], [32]), si 'on note 7 =T — ¢ :

2. (A1 + EU)7T))"
Uue(t, 7) = Z( (1+ ' 1)7)) ef/\(HEUl)TKn(t,m) (6.7)
n=0 n:
ou :
o2
Kn(t,z) = E(Ke™" —zexp(onBr — —57))+
= Keir"T./\/’(*dQ) — ’I‘N(*(]l)
avec :
2
di = log g + (rn + 07“)7-
On/T
dy = di — 0'”\/7_'
102
()’7% e ()’2 + ’]"[—
T
ra = r— ABU; + —In(1 + EUY)
T

De plus, sa dérivée par rapport a = (appelée “delta” par les financiers) est donnée par :

ox n!

8Ue _ i ()\(1 +EU])T))ne,)\(1+EU1)TN(_d])
n=0

Par ailleurs, comme N (—d;) + N(dy) =1, on a:

" Ou, _ i A1+ EU)T))"

o e—/\(]+EU1)7N(d1)

|
n—0 n:

Cette formule sera utilisée dans la programmation de l'algorithme de Mac-Millan.
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D’autre part, il n’est pas difficile de voir que :

2
E(l + Ul) = em+67
E(1 + U1)2 —  p2mt20?

D’ou :
62 = In[E(1+U;)?% —2In(1 + EUY)

1
m = 21n(1+EU])—§ln[E(1+U])2]

Il est clair que, lorsqu’on connait 1'espérance et la variance de Uj, on peut calculer m et §2,
ce qui nous permet d’achever le calcul du prix d’option. Dans les exemples qu’on va traiter

apres, on suppose EU; = (. Dans ce cas, on a :

52

In(14+EU}) = In(1 + Varl))

1 1
m —iln(l—i—EU]Q) = —iln(l—i—VarU])

En résumé, une fois qu’on connait les valeurs de z, r, K, T', A\, et Var U; (la variance de
U1), on peut calculer la prime dans ce modeéle.
Nous comparons les prix du put américain et du put européen. La figure 6 présente les

courbes de la prime de ce modele dans les cas européen et américain respectivement.

Figure 6 C . . , -
- omparaisons des prix européen et américan
r=9%, K =45, T = 3 mois, 0 = 0.2, EU; = 0, VarU; = 4%
20 T T T T T
Am —
Eu —
15 4
Le prix
de 'option 10 - 7]
5 4
0 1 1 1 1 1
25 30 35 40 45 50 95

Le prix du sous-jacent

Une option américaine peut étre exercée a tout moment avant I’échéance. Alors qu’une
option européenne, elle, peut étre exercé seulement & ’échéance, ce qui veut dire que 'option
américaine donne plus de droit que I'option européenne. Il est donc normal que le prix d’une

option américaine soit plus élevé que le prix européen.
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6.5 L’algorithme du put perpétuel et de Mac-Millan

6.5.1 Put perpétuel

L’objet de cette section est de réaliser les algorithmes de put perpétuel et de Mac-Millan
présentés respectivement dans le chapitre 2 et 5. Comme la variable U; + 1 suit une loi de

log-normale et : In(1 + U;) ~ N (m, §?), on peut écrire :

B(1 4 U))* = Be®0+0) = 5 tam

Le calcul d’un put perpétuel contient trois étapes :

1). Calcul de la solution approchée (noté 77) de I'équation

2 0.2

252
%n2+(u—7)n—(r+>\)+>\e%+nm:0

par la méthode de dichotomie.

=

il
1—

2). Calcul du prix critique z* =

=1}

3). Calcul du prix du put perpétuel :

(z) — K—=x six <zx*
T (K —a) (&) siz>a
Figure 7 o o . o
E— Les prix d’un put américain avec écheance finie et infinie
r=9%, K=450=0.3, EU; =0, VarU; = 4%, A =3
45 T T T T T T
40 F Echéance = 3 mois — _|
Echéance infinie -~
35 | .
30 I .
Le prix 25 F ]
de l'option 20 k _
15 .
10 | 3 .
5 [ |
0 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Le prix du sous-jacent

Nous comparons le prix d’'un put américain d’échéance 3 mois avec le prix d’'un put

perpétuel (Les restes des données sont prises comme avant). Il est clair que le prix d’un
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put perpétuel est plus élevé qu’un put américain d’échéance fini. Parce que le détenteur du

premier titre peut exercer 'option a tout moment, or ’échéance du second titre est limitée a

3 mois, ce qui veut dire que le détenteur du premier titre aura plus de droit que le deuxiéme.
D’autre part, en revenant a l’algorithme de Brennan-Schwartz, et en faisant varier I’échéance,

on voit que les prix d’options américaines sont augmentés en fonction de I’échéance. L’interpréta

-tion est analogue au cas précédent.

Figure 8 L .
— Variation des mois (Am)
r=9%K =45,0 =03, EU; =0, VarU; = 4%, A =3
25 T T T T T T T T T
3 mois —
6 mois -~
20 I 12 mois - - ~ 7]
15 F : -
Prix N
de T'option W
10 F N -
5 F -
0 1 1 1 1 1 1 1 —

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

Prix du sous-jacent

6.5.2 L’algorithme de Mac-millan

Si 'on note :
02 2 252

1
¢(O‘):7(12“‘(!‘*%)(1*(7‘—#)\—#?)—#)\6 5 Tam

on a :

0.2

02 2
¢'(0) = o't () + Ao+ m)e 3 tam

L’algorithme de Mac-Millan peut étre décrit par :

1). Calcul du prix d’option européenne u.(0,z) et son dérivé 88“T )

2). Calcul de la solution approchée (noté 77) de 'équation ¢(n) = 0 a l'aide de la méthode

de Newton.

3). Calcul du prix critique z*, solution de I'équation f(z) = z ou f(z) = \ﬁ\#%,

par la méthode de dichotomie.

4). Calcul de 8 = K—a"—u.(0,2")

r*n
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5). Calcul du prix du put américain :

. ) ue(0,2) + B2 siz >zt
u(O,x){Km siz <a*

Figure 9
Comparaison de I’algorithme de B-S et MacMillan
r=9%, K=45T=3m,0=0.3, EU, =0, VarU; = 4%, A =3
9 | | | | | |
8 Brennan-Schwartz —— —|
MacMillan - - - -
7 —
6 —
Prix 5
d’option 4 |
3 —
2 —
1 —
0
40 45 50 a5 60 65 70
Prix du sous-jacent
Figure 10
Comparaison de I'algorithme de Cryer et MacMillan
r=9% K=45T=3m,0=0.3, EU, =0, VarU; = 4%, A =3
9 | | | | | |
8 N Cryer — |
MacMillan - - - -

7 - |

6 — |
Prix 5
d’option 4 L
3 —
2 —
1 —

0 |

40 45 50 95 60 65 70

Prix du sous-jacent
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Nous prenons les mémes donnés qu’avant pour comparer les algorithmes de Brennan-
Schwartz, de Cryer, et de Mac-Millan. Nous voyons, sur les figures 9 et 10, qu’il n'y a pas
des différences significatives entre les résultats obtenus par ces trois algorithmes. Au niveau
de rapidité, I’algorithme de Mac-Millan est le plus rapide. Mais, il est limité aux d’échéances

courtes.

6.6 Comparaisons du modele de Black-Scholes et du modele
avec sauts

Rappelons que 72 = 02 + AEU? et p = g—; Comme ¢ est la volatilité observée sur le marché,
pour comparer les deux modeles, il est donc indispensable de prendre & comme la volatilité
dans les deux modeles. Nous rappelons que dans le modele de diffusion avec des sauts 62 =
02 + AEU2, et dans le modele de Black et Scholes 6% = o2.

On compare les deux modeles dans les cas européen et américain. La figure 12 ci-dessous

est la méme que la figure 11, sauf que I'échelle y est augmentée.

Cas européen :

Figure 11 .
— Comparaison du modele de B-S et du modele avec sauts (Eu)
r=9%, K=45T =1an, 0 = 0.2, EU; =0, VarU; = 0.04
10 I T | | I
9L p=01— |
8 - ]
7 - ]
6 - ]
Prix 5L i

de 'option
4 - ]
3 - ]
2 - ]
1 _ .
0 | | | | C T

35 40 45 o0 95 60

Prix du sous-jacent



180 Chapitre 6. Résultats Numériques

Figure 12 Comparaison du modele de B-S et du modele avec sauts (Eu)

r=9%, K=45T=1an,0 =0.2, EU; =0, VarU; = 0.04
4 | | |

p

l =

a1 —
1. .

p

Prix 9
de 'option

0 | | |
40 45 50 95 60

Prix du sous-jacent

On voit clairement qu’on a les mémes phénomeénes dans le cas américain que dans le cas

européen.
Cas américain :
Figure 13 Comparaison du modele de B-S et du modele avec sauts (Am)
r=9%, K=45T =1an, o0 = 0.2, EU; =0, VarU; = 0.04
10 T T T T
9L p= 0.% —
p = —
8 - ]
7 - ]
6 - ]
Prix 5L i
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2 - ]
1 - ]
0 I I I I
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Prix du sous-jacent
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Figure 14
Comparaison du modele de B-S et du modele avec sauts (Am)

r=9%, K=45T =3 an, 0 = 0.2, EU; =0, VarU;, = 0.04
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40 45 50 95 60

Prix du sous-jacent

Nous rappelons que amplitude de sauts U; est une variable aléatoire & valeurs a |—1, +00]
tel que 1 4+ Uy suit une loi lognormale. Donc, les sauts dans ce modele peuvent étre positifs
ou négatifs. D’autre part, la prime est reliée directement au risque d’exercer de 'option. Plus

la prime est élevée, plus on a de chance d’exercer 'option.

Ici on décrit seulement les phénomeénes (figure 13 et 14 ) dans le cas américain :

e Si on note le prix du sous-jacent par S;, quand on est tres fortement dans la monnaie,

alors la prime d’option va étre K — S;.

e Quand on est tres fortement hors de la monnaie, la prime dans le modele avec sauts est

plus élevée que le modele de Black et Scholes.

e Quand on est autour de la monnaie, la prime dans le modele de Black et Scholes est

plus élevée que dans le modele avec sauts.
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Put perpétuel

Figure 15 .
— Comparaison du modele de B-S et du modele avec sauts
r=9%K =45, =0.3, EU; =0, VarU; = 4%
20 | | | T | |
18 | p - 01 -_—
p = 1 _—
16 -
14 - -
Prix 12 - N
de 'option 10 b i
8 — —]
6 — —]
4 L
9 ! ! ! ! ! !
25 30 35 40 45 o0 B55) 60

Prix du sous-jacent

De cette figure, on voit que, dans le cas d’un put perpétuel, la prime dans le modele de

Black et Scholes est plus élevée que dans le modeéle avec sauts.

6.7 Prix en fonction du temps

Les allures des courbes suivantes sont cohérentes avec les courbes européennes dans le modele
de Black et Scholes données dans le livre de Cox et Rubinstein (cf. [13] Figure 5-9 P220 , voir
le cas ou p =1 a la figure 16).

On prend le prix d’exercice K = 45F F, r = 9%, l'espérance de U égale & 0, la variance de
U égale a 0.04, la volatilité historique ¢ = 0.3. I.’axe du temps représente : T' — t. Autrement
dit, quand on approche de 0, on approche de la maturité. On considére dans un premier
temps un put américain. Les six courbes tracées dans la figure 16 orrespondent aux trois cas

suivants :
1). le prix du sous-jacent z est égal & 40, c’est a dire que on est dans la monnaie.
2). le prix du sous-jacent x est égal a 45, c’est a dire que on est & la monnaie.
3). le prix du sous-jacent z est égal a 50, c’est a dire que on est hors de la monnaie.

Par le figure 16, on voit que quand on approche de I’échéance, la prime tends vers 5, 0, 0

respectivement.
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Figure 16 -
- cas américain
g = 03, V(M‘U — 004
6 | | | l
x=40, p=0.1. —
5 Y—An7 p= -
x=45, p=0.1 —
X:457 p:1 -
4 x=50, p=0.1 .
x=50, p=1 —
Le prix i |
de T'option
2 -
1k
0 — l | l
0 20 40 60 %0 . o

Le temps

Maintenant, on traite le cas ol le prix du sous-jacent z = 40 (dans la monnaie). Les autres
parametres sont pris comme avant. Rappelons que p est un paramétre qui controle les sauts,
en faisant varier les valeurs de p, on voit que quand p augmente, la courbe de la prime est

plus proche de celle de Black et Scholes (p = 1).

Figure 17

cas américaine

=03, VarU =0.04, x = 40

6.4 I I T | |

Le prix
de ’option

48 | | | | | |
0 o0 100 150 200 250 300 350

Le temps
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Conclusion

Nous avons comparé le modeéle de Black et Scholes avec le modele avec sauts (ici, on précise
le 1 4+ Uy suit une loi lognormale). On a trouvé, dans le cas européen et le cas américain,

qu’on a presque les mémes phénomenes.

e Supposons que le prix du sous-jacent est S;. Lorsque l'option est fortement dans la
monnaie, 'existence de sauts est insuffisante pour que 'on puisse “espérer” que le spot
passe en dessus du prix d’exercice K, 'option sera “a peu pres sur” d’étre exercée. On
trouve, donc, dans les deux modeles que, la prime d’option européenne est a peu pres

égale & e "'K — S;; la prime d’une option américaine est égale & K — S;.

e Lorsque l'option est fortement hors de la monnaie, la prime d’option dans le modéle

avec sauts est supérieure a la prime dans le modele de Black et Scholes.

e Lorsque l'option est & la monnaie, la prime d’option dans le modele avec sauts est

inférieure a la prime dans le modele de Black et Scholes.



Annexe A

Démonstration du lemme 3.17

La démonstration de ce lemme est exactement la méme que celle du lemme 2-2 Ch 7 [28].

Ici, nous donnons sa démonstration suivante, seulement pour completer la lecture.

Démonstration : On suppose d’abord que ® est bornée et on pose :

C = sup |®(t, y, 2)|
(t,y,z)GRXRdXR
On a alors :
Ny t
'S 0(r. Y, Uj)| < CNp et \/ ds /y(dz)(I)(s,Ys,z)| < Ct
j=1 JO .

Donc, M; est de carré intégrable. Fixons s et ¢, avec s < t, et posons :

N¢

Z = Z (b(T]aYT]aU])
j:Ns+1

Une subdivision p = (sg = s < s1 < --- < sy, = t) de 'intervalle [s, t| associons :

m—1 N5i+1
AR Z Z (I)(sivysian) (8)
i=0 j=Ny;+1

La continuité & gauche de (Y;);>0, la continuité de ® par rapport a y et la continuité de
® par rapport a ¢t impliquent que Z” converge presque surement vers Z quand le pas de la
subdivision p tend vers 0. On a de plus |Z?| < C(N; — N;), ce qui entraine que la convergence

a lieu aussi dans L' et méme dans L?. On a :

B(Z/|F,) = B (Z B(Z:, mfs)

i=0
en posant :
Naia Nsjy1—ns,
Zigi= Y, ®(si,Ye,Uj) = Y, (s, Yy, Un, 15)
j=Ns;+1 j=1
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En utilisant le lemme 2.1 dans [28], et le fait que Y, est Fs -mesurable, on voit que :
E(Zi1|Fs;) = ®i(si, Ys,)

ot ®;(s;,7) est définie par :

j=1

Ns;y1—-Ns;
q)i(siay) =E ( Z q)(siayaUNsi_H))
La quantité ®;(s,y) est donc I'espérance d’une somme aléatoire et, d’aprés I'exercice 38 [28] :

@(&:,y) = A(Sit1 — 54) / v(dz)®(s;,y, 2)

En revenant a I’équation (.8), on a alors :
m—1
E(Z°|Fs) = Z i(8i, Y5,)|Fs)

=0

= E

/_\

Z >\ 3z+1 — S5 /V(dz)q)(sl’ Si» )‘7:>

=

En faisant tendre le pas de p vers 0, on obtient :

E ( %f: <I>(7'_7',YT]-,UJ')|75) =E <)\/:du/u(dz)<1>(u,Yu,Z)]:5>

J=Ns+1

ce qui prouve que M; est une martingale.
Si 'on ne suppose plus ® bornée, mais E( [ ds [ v(dz)®?(z,y,z)) < +oc pour tout ¢, on

peut introduire les fonctions (bornées) ®" définies par :
®"(t,y, 2) = inf(n, sup(—n, ®(£,y, 2))

les martingales (M;");>o définies par :

M) = ZCD” 75, Yo, Uj) )\/ ds/ (dz)®"(s,Ys, 2))
j=1
On voit facilement que : B( [} ds [ v(dz)(®" (s, Yy, z) —®(s, Yy, 2))?) tend vers 0 lorsque n tend
vers infini. Il en résulte que la suite (M}"),>1 est une suite de Cauchy dans L? et comme M}
tend vers My p.s, M; est de carré intégrable et par passage a la limite, le lemme est vérifie

pour .
|
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