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��� �� ������ ��� ���	���� ��	 � 	�	��	������ 	��� � ) �	� ������ ��� ��� �	����� �� ��	 ��%��
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+��� ���� � ����� �� ��� �������� ( ��� )���� ��� 2��� �������	�	& �� �� ��� ���&�	 �+ ���
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;��� ���������� �	� ; � �� ) � ����&	�� ���������� �(���) ��� �	 ) ����	 � ;��� ���� ��� �� ����
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&���� ������� �	�� �� �	�� � ��	&�� �	� ��� ������ y �� ����� �+ ��	��	 ������	�� A � ���� ���
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�� (���� �	 �	 ) ����	 � ) ����� 8���� �	� ������ +�	����	�� ������ �	 ) ����	 � ���������	 �������
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�����	�� �	 ��� &�	���� ����� �	 �� �	 ���(���� ��� +�� ��� ����� �+ � ������� ��������

��	������� ����� ��� �	 ) ����	 � �(���) �� ��	 ) ��&�	�� �� ��� ) �� ( � ��� ;�	& ����� �	 � D����	&
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���	 ��	 ���(����	 �� �� �	 ��� ���� � ����� 3� ������	 �	� ) ��� ��� �4 �(���) �� ���� �� �	 ) ����	 �

�	��� �	 � � ��	&�� �+ ��� ��	8&������	 �� ����	����� 2�� �(���) �� ��	����� �������	�� ��

��� :�����.�&��	&� �������	�� ��� �	 ���	���� 2�� ����&	 ����� � ���� ��� -����		��	 ������

���� ��8	�� ( � ��� <�	���� �	��&� �	 ��� ��	8&������	 ��	�+���� 2�� �� ��� ��	 ) ��&�	�� ��

��� ) �� ( � ��� ;�	& ���� ��� E���(��	 �+ ��� �(���) �� ��	����� �� 	�&���) � ��8	��� 3��	 �����

���	4 +�� � ���������� ������ ��8	�� �	 ��� ����� ������ � ������ ����) �� +��� ��� <�	����

�	��&� �	� ��� �(���) �� &��	�� $ ��� � ��������� � ��	 � �+ )��;� ��� � �	 ���	��� �(���) ��� ��	
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.� ��� 5�� � ��= � 2'$,�� ��	���	��� �� ������� ��" 3� ������� ���	�4 ���� 0 $ ���� �	

���&����� �� �� ������� 1 �� �: 3� ��� �� ���	�4 ���� 0 �	 ) ���� ./�( 5����+ ���� ��	� ���

���# ��� �/��&��	 ��� �� ��� �����)�� �� �/�	�� ���� �	 ������	 � �	� ��������� ���(����

�� �� ������ �� � ������� +���� ���� � ) �	� � ��� ���� �) �����  �� 	��) ����� �&������	�

� ��� ����# ��	 ��%��� ��� ���	������� ) ����(��� �8	����	 � �� ��	 ��	 � ��� ��������� ��� ��	 �

�� �� ��� �� ��� �	��� �� ��� ������	� ����� �N� �� � �/�( ��� � �/��(��� �	 �� ���� � ���

������	 ��� �� +�	����		���	 � �� ��� ��������� 0 ������ ������ 	��� � ) �	� ��( �� ���

�������� ��&������ � ��� ����	������� ��� ) ����(��� ��� �� ��(��� ��� ���� �� �����	��� �����

��	 ���(����	 	� ����� ��� ��	� �� ��	������	 �/�	� 	��) ���� ���� �� �� �&������	 7 ���

���� �� �����	��� �	 � � �(��	 ��� ��� ��	��������	 �#���� ��� ( �����&�� 0 ������ ���

������	� �� �� ����� ���� � � � ����(�� ����� ��� 	��� � )��	� �	 �� ���� ��� ������	 ����

��O�����	 � (��	 �� +�	����		���	 � ��� ��������� ����� ��	 ���(����	 ����� ��	�� ��	�

����� �� ��������	� � ������ ��� ���� �� ��	���) ����	 �� ������ �� �/	��&��� �� �/� �� �������

������8��������� 	��� � ) �	� �(��	 � �	 �� ���� ����� 0 �/�( 5����+ �� ��	 ��%��� � $ ���� � ��

��� 5�� � �� 9��� ��	 �� ( ��� 7 �� ) �����	 8	��� �� �&������� ��� �	 +�	����		���	 � ������

+)���� "��?� �� �� ��������	 � �50 	�� �	� ��������� ���(���� �� �������� � �	 ) ���� ��

������� ��&����� ��� �	 +�	����		���	 � ������ 	� ) �� (�� "��@� 1����� ��� ���(����� ��

����	����� �	 � ����� 0 ���� ���� 	���� ��� ) ����

� �/� ������	 �� �� ��� ) ���� �� �������	 �� � ���# ��� �	��� ��	� �������� ����� ��� ������	�

�/��� � �� 0 	���� ����� ����� ���� �/����� ��� ��&�������� �	�� �	��	 �� �� �� � ���# ��	 �
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����� ������	

��		 ��� �� +�	����		���	 � ��� �������� �/���� ����� �6�#��	 ��� 0 �/���&�	� �� ��� ) ���

�������� ����	 � ��	� �� ������ �� ��� � +��� �/�( 5�� ��� ��(�������	� B � C �� B � C�

���� � ) �	� �	 �F�� ��	���� ��� �������� 	�	��	����� ����	 ��	 � ��� �������� �� 	���

� ) �	� � ���� � 0 ��	������� ��� �(���) ������ ������������� ���� ����	 � ��� ��������� 0

�/���&� �� �� ��� ��� +��� ��	� B �� C �P ��� ��	���� �� ���(���� �� ���� <�	& �	 ) ����	 �� ����

� ) �	� �#���	 �/�( ��� ��� �������� ��	 � ��� ��	������� ��	 � �	 ) ����	 ��� ���� �/�����	

�/�	 &���� � �� ���	�+�������	� � ) �� �	 	�� (�� 8	� �� ����������� ����� ��	 ���(����	

��	����� �	 �� �8	����	 �� �� 	����	 �/������ �	 ) ����	 ��� ��� 	��� � � ����� � ��� �	� ������

�� �������� � ��������� �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � ��� ����������� �/�(��	�� �	

�(���) ����� &��(�����	 � ������������� &�����	 � �	 ) ����	 �� ���� 	��� � ) �	� ��	���� ��

��� ��� �������� ���	����� ��� ����	 �� �� ������� ��� ����	 �� �/� ) ��� ��� ������	�

�	 ���	������� �/��� 0 ���� �	�� �	��	 ��� �� � ���# �/�	 ������� ����������� �� �� ����		��

��� �� ) ���� �� ��	8&������	� ���� � ) �	� ��	������ �	 �(���) ����� ������������ �	 ���	�

������ �� ������	 � ��	 ) ��&�	 �� ��� � ����� 0 ������ �� �� ������ (����� ��� � ������	� ��

����	������� ��� )�������� 1�	� ��� ���# ���� �� ��	 ) ��&�	�� ��� ���	 ��� �	 �������	 � �	

��&���	 � �� ��	 �������	 B �� C�

����� ������ �/��&�	��� ��	� �	 ���# ������� 7 �� �������� ������ �� ��� ) ��� �� �&������	

� ��� � 2'$,��� �� ����	�� �� �� ��	��������	 �/�(���) ������ ������������� ���� ����	 � ���

���������

������ � � �
������ �� � � ������� �� � 
����������
� � > 1�	� ��� � �������� @ �� "� 	���

����	 ��	� �� ��� �� �� �� �� ���� ��� 	��� � ) �	� �) ����� � ���� ����) ���	 �� � ��� ��

������� ��" �� �:� 1�	� �� � ������� ?� 	��� ����) �	� �/�(���) ����� ��	 ��%���� ��� 	���

� ) �	� ��( ���

������ �� � ���������� �� ��������� � � > 1�	� �� � ������� K� 	��� ����	 ��	� �� ��� ) ���

��	���	�	 � ��� �������� �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	� 1�	� ��

� ������� !� 	��� ����) �	� �	 �(���) ����� ������������ �	 ���	����� � ��� �	� ������ ��

�������� .�&��	&��	��
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1�	� ����� �������� ������� 	��� ����	 ��	� �� ��� ) ��� �� �&������	 ��� 	��� � ) �	�

�F���� ��� ��� �������� �� � �����������	 �������	�	 � 0 �� �� ��� � 2'$,�� 7 ���

�������� ������	 ��	 � �� �� ��� ��� �	��� �� ��� ������	� .� (�� ��� ��� 5��� ��� �� �9�� 0

� ����� +��� 7 ��&��	 ��� �� ��� ������	 ���� �	 ������	 � �	 �������� ��	 ��%�� �� �� ������

�� � �������� .� � ������� @ ��� ��	���� �� ������� ��" 3� ������� ���	�4 �� ���� �� $ ����

3���&����4� .� � ������� ���) �	 � ����	 �� �� ������� 1 ���� 0 �	 ) ��� �P � 2'$,�� ��� ����

�� � ��� �� ���	� 3�:4�

�� ��� ) ��� ��� �� +���� �/�	� �����( ������	 � ) �� 7

$ ����� *M:-,� � 2'$,�� .� �	

���	� .���:- 2 � 2'$,�� .� �	

���� 
'M�G: � 2'$,�� .� �	

1�	�� �,*�'� � 2'$,�� $ ����

-�	��� '-:,�
 � 2'$,�� $ ����

���� A:,��:- * � 2'$,�� $ ����

./���� � �/'� ������� �� ��" � 2'$,�� $ ����

1�� ,�� ������ I �� *-���:Q:� � 2'$,�� �	 ) ���

./���� � �/'� ������� �� �: � 2'$,�� �	 ) ���

*�� I �� � �D:- G'�:RA:..

����� ���� �/�	����� ��	� �� ���� ����&�� �� ��� ) ��� �� ��
 ��� ���� ��� ����������	�

�	����������� �� ��� ) ��� S��������T� ����� 	��� �� ) ����	� ��	� ����� ������� �� ��� ) ��� ����

S���������T ����	 � ��	� �� ������ , , ����) � ��	 ���&�	� ��	� �	� �6�#��	 ��	� � ���

�� ��	������	 �/�(���) ������ �� ������� ��&������ � ��� ��� �������� ��" �� �:� � ��� ���

���# ��������� 	��� � ) �	� ��	�� ��( �� �	 ������� ��&����� �� �	 ��	 ��%���� �������	 � ���

����������� ���� ������ ������ �/�	� �� ��������	 ��� �������� ��� ���	 � ������ ���

� ������ �� ����� �� �/������ 7 	��� � ) �	� ��	�� ��	���� �	 �� ���� ����� 0 	�� �( 5����+�

�� ��	 ��%��� .�� �� ����� ��	 � 	�	 ��	������ 	��� � ) �	� ������ ��� ��� �	����� �/�(���) �����

�� �� �����	�� 	�	 ��	����� 7 �(���) ����� ��	 ������	 � �� ��	��������	 ��� ( �����&� � ) ��

� 5��� �/�	 �F�� �	 �&����

.� ��� ) ��� � �� 9��� ��	 �� ( ��� � ��� �� ������� ��" �P �� ) �����	 8	��� �� ��	 ��%����

��� �	 +�	����		���	 � ������ +)���� "��? 7 �� ��������	 � 	�� ������ �	� �������� ���(����

�� �������� �/�P �	� ������ ����# ��	 ��%�� � ��� �� � ������� ���	�� � ��� �/�	�� �/�	 ) ����

�	 ������� ��&����� ��� �	 +�	����		���	 � ������ �� ) �� (�� "��@� 1������ ��� ���(�����

�� ����	����� �	 � ����� 0 ���� ���� 	���� ��� ) ����

./�	���������	 ��� �������� ��&������ �� ��� ��	 ��%����� � 	������ �� 	�� (���# �������

��	 �� ��	� ��� ���	��� ��� )������ � ) ���	 � � ��� �( 5����+ �� �&��&� �� ���&����� U ����� �	 �
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� ����� ����� �/�#������� ��# �� ������� �� +�	����		���	 � �� 	���� ��	 ��%����� .� �������

��� ��	����	 � 	������	 � � ��� �� ���� �� $ ���� �P �� 	��) ���� �&������	 � � ������� 7 ��

���# �� ( �����&� ��� ��� ����� 0 95%� ,� ��� ��)� �/�	������� �� �9�� �&������	 ��� �	�

	��) ���� �	�� ��? 3������ �	 ���� "��"4 7 �� �/�&�� �� ������� �� ����	� ���	 ��� ��

$�&��� @� 
�	 �	���������	 ��� �	� �	�� ������ � &�����	 � �(�� ��� �� ���� �� $ ���� �

����� ������ ��� ��������� �� �� +�H�	 ���) �	 ��� .�� � �������� @ �� " ��	 � ���� ����) ���	 �

��	����� 0 �� ����������	 ��� ��� ��� �� ��� �� ����� � ��� ��� �������� ��" �� �:� 1�	�

�� � ������� ?� 	��� ����) �	� �/�(���) ��������	 ��%���� ��� 	��� � ) �	� �) �����  � ��� ���

���# �������� �� ����	 ��	� ��� �������� �(��	 �� ��� ��� ���# ������

� 	�	� ��� �� ������ �� ����
�� � > � ��� �� ��� ) ��� �� �� ��������	� 	��� � ) �	� ��	����

���	��������	 � ��� ����� ��)��&�� ���) �	 � B 5� C � B �� C �� B � C� ��	�� ��� ��� �������� ��� S2 �� ��

	����� �� �/,	&	����T 7 B �� C� B �6 C� B �7 C� B 6� C �� B 68 C�

� ��� �/��( ������	 �� �/�(���) ��������	 ��%����� 	��� � ) �	� ��	���� 7 B 5 C� B �5 C� B �� C� B 8 C

�� B �5 C�

./�(���) ��������	 ��%���� ��� 	��� � ) �	� �) �����  � ��� ��� ������� ��" �� �: ��	����

���	 � ��� ��&�������� ������) ���	 � �������� ������� ��# ��� �	����� ��� �/�	 ����) � ��	�

�� ���������� 7 ����	 ��������	 � �� ��	 ��%�� �������+ 3B 6� C�B 5� C4� � ) �� �/����������	 �� �����

�� 	����	�� ����� ��	� B 67 C� �� �� 8���� �� D����	 ��	�� B 6� C� � ��� ������� �/���� ���

���	����� ��� �	����� �/� ) ���	 � 9��� ��V������ �	 ������	�� �� ������� ����� 	��� ���	�

��� �/�	�� ��" ����� ��� ���� ��� 0 �� ������ �� �� ��� 	���� ����� � �� ���� ������ � ��) ���

9��� ������	 ��
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 ����� � � �����

������ �� �������� ��	 
 ���� �� ������� ����� �� �������� �������� ��� �� ��� ����

���� ����) �	� ��	� �� � ������� �� ��� �� ��" �� ���� � 2'$,�� �� $ ���� 7 �� �������

�� ��� ������	 ��� �� 250 <2 ��� �	� � ��� �	 ���� � ����� �	 �� 10000<2 �	 "��"� .�

�� ��� �� �/�	�� ��� ��	����� �/�	� ���� �� �������� ��(������� �	 ( ����� �� � �������

��	 � �� ���� ���	�� �8	 �/�����	��� �/�( 5����+ �� ��� 5�� 3��&��	 �����	 �� �� ��� ������	 ��



� �������	 �� ��� ��	�� ��� � �	���

�������� ��	 ��%�� �� �� ������4� 	��� � ) �	� ��� �	 ����� ��	� �&�������� ��� ���(�����	 � ���

���	������� ) ����(��� �8	����	 � �� +�	����		���	 � �� ������� 7 ��	���� ��	��	 ������	 �	

� ����&�	� �� ��� ������	� ���� � ����� ��5����/� �� ��# �� ������� �� ��	����� �� �������

���� ���� �� ��� ������� �� +�	����		���	 ��

1�	� �� ������	 @�@� 	��� ����	 ��	� �� ��� ��� ���� ��	� �� ������	 @�"� 	��� ��		�	�

�	 �� ���� � ��� �� ��	������ ��� ���	������� ) ����(��� ����������	 � �� +�	����		���	 � ��

�������� �� �� ���� ��� ����� 0 	���� �( 5����+ �� ��	 ��%�� �� ������	 �� ����������	 � ��

+�	����		���	 � ��� �������� 7 �� ��� +�	� ��� ��� ���� �� ��	���) ����	 �� ����� �� �/	��&���

���� �( ������	� �� ������ �� �/�(���) ��������	 ��%���� ��	� �� � ������� ?� �P 	��� ����	 ��	�

&�����	 � ��� �������� �(��	 �� ��� �� �����

���� 3�	�������� �# ��� �'�'

������ �� �� ������������ ���� ��� ���� � �� � 
 ���� �

 9#���'� � ./���	� ��" 0 $ ���� ��� ���� �� � ������� ���	� 0 ������ �� ��	����� ��

���� ���	� �? ��	� �	� ������	 �#���������� ����) � ��� �	 ���������� Q��&���������� .�

������ �� ��� ���� ��� ��	 ��%�� ��� �	� �����	 �����	 �	 � ����&�	� ��� ������	� �� ����

,	��# �� ��� ���� +��� 7 �/��� 0 ���� �� )�������� .� ������ �� ��� �� ��� �������� 	���

� ) �	� ��� ) ����� � � �� �������� ����� �	���� ��� �� 8&��� " 7

W �	� =�	� �� ���������	 �� ����������
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����������� ��� �� S� ��T� ����� ��	� �� � ���� ������	 � ����	 � ��	� �� 8&��� "� ���

�	 ) � �  ) ��� �	 � ���� ������� ( ������ ��� ��� ����� �����	 � ��� �� ���� ���	� 7 �� ������	

��� ����� ����) �� �� ���	&� ��� �	����� �	 ) � �  ) ��� �� ������� -@ ��� ��H��� &�����	 �

�	� �����	 �����	 �	 ���� ���	� �� � ����&�	�� .� ��	 ��	 � �� �� ������� -@ �� �) ����

�	 �������	 � ��	� �� ������� -"� �� ���	��� ��H��� �� ������ �����	 �����	 �	 ���� ���	�

�� �	 � ����&�	�� ����� ��������� � ����� �/��&��	 ��� �� ����� �� �5��� �� ���������� ��

��	�� �� ��� �����)��� ���� �	 �������	 � ��� �������� �� ������ S������T� :��	 � ��		 ��� ��

������	 �� � �����������	 ��� �#����������� ��� �������� -@ �� -" ��	 � �	 ����� ��� ���

5�������� �P �� �/��� ������� � ��� ������� �� ��+����������	 ��

� �� ��'�	 : � 	�����	� � .� ���	&� ������		�� ��� ��	����� ��� �� ���� ���	� �������

��	� ������ �� � ������� ���	� ���� +���� �� � ����� ��� �	 ���� �	���	� � ��� )���� ��� ��

������� 	� ���		� �	 ������ �� ��� ��� ����	 � �� �&���� �� +������	 �������� �	 � ����� ��
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! �	 ���� ������� �	��	 � 0 ��� ������� 7

W x1 �� x2 ��	 � �&��� ���� ����) ���	 � ��� ��� �(���� FC31 �� FC32� �� ���� ���	�
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������ ;�� ���-	� �� �� �'��	����� � ���	 ��� ��� �������� ����	 � ��(�������� �����

��� � ��� �� �� ����������	 ��� ��� ����� ������	 � �	� �������	 ������ �� ���	&�� ���� ��

��	� ������� Y � ������� ���	� � ����� 3 �� S������T4� �/� �� ������ �� ������� ���+������	 �

���	& �/��� � ) �� (��	 ������ 0 	���� ������� 7 ��� �������� �(��	 �� � ��� 	���� �����

������ �� ��	8���	 �� ���� ��	�����	� ��	� ��� �� ��	 ��	 � ��� �������� ��� ����&�	�

�� ��� �� ��� ������ �	 ������� � �� �9�� ���� ������	 ��� �� ��	 ��	 � �� ��������
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MP i ����� �� ���� ���	� ��	� �� ������� Ri

MPP i ����� �� � ������� ���	� ��	� �� ������� Ri

MH 2Ri ����� �/� ����&�	� ��	� �� ������� Ri

MCatai ����� �� ���������� ��	� �� ������� Ri

M toti ����� ������ ��	� �� ������� Ri

FC3i 1(�� �������� �� ���� ���	� �	 ���	 � ��	� �� ������� Ri

FH 2i 1(�� �������� �/� ����&�	� �	 ���	 � ��	� �� ������� Ri

Fi,sortie 1(�� �������� 0 �� ������ �� ������� Ri

FCata 1(�� �������� �� ���������� �	 ���	 � ��	� �� �������

�������

FH 20i 1(�� �������� �� �/��� �������	 � ��	� �� 5������� ��

������� Ri

xi $ ������	 �������� �� � ������� ���	� ��	� �� ������� Ri

yi $ ������	 �������� �� �/� ����&�	� ��	� �� ������� Ri

Pi 2 ���� �� ��� ������	 ��	� �� ������� Ri

P 2 ���� �� ��� ������	 �����

Ai � ���)�� �� ���������� ��	� �� ������� Ri

qi � ��������� ���� ��� 0 �/� ����&�	� ��	� �� ������� Ri

Ji ������	�� �� �� � ��� � �� ����������	 �� ������� Ri
�Qi ������	�� � ��	&� � ) �� �� 5������� �� ������� Ri

Ti 2 ��� ������ �� ������� Ri

Te 2 ��� ������ �� �/�����	 �����	 �	 ���� ���	�

� Ti 1�F��	�� �� ���� ������ �� �/��� �� ��+����������	 �

�	 ��� �� ������ �� �/�	 ��� �� �� 5�������

V I ����� ��� ��������

� P 1�	��� �� ���� ���	�

� PP 1�	��� �� � ������� ���	�

� H :	 ������� �� � �����������	

CpP ������� ������8��� �� ���� ���	�

CpPP ������� ������8��� �� � ������� ���	�

CpH 20 ������� ������8��� �� �/���

hP :	 ������� �� ���� ���	�

hPP :	 ������� �� � ������� ���	�
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W � ��� �� ���� ���	� �� �� � ������� ���	� 7

d
dt

MPP 1 = P1 Š F1,sortie x1 3@4

d
dt

MP 1 = FC31 Š F1,sortie (1 Š x1) Š P1 3"4

d
dt

MPP 2 = P2 + x1F1,sortie Š F2,sortie x2 3?4

d
dt

MP 2 = FC32 + (1 Š x1)F1,sortie Š F2,sortie (1 Š x2) Š P2 3K4

W � ��� �� ���������� 7

d
dt

MCata 1 = FCata Š
MCata 1

Mtot 1
F1,sortie 3!4

d
dt

MCata 2 =
MCata 1

Mtot 1
F1,sortie Š

MCata 2

Mtot 2
F2,sortie 3�4

W �� � ��� �/� ����&�	� 7

d
dt

MH 2R1 = FH 21 Š
MH 2R1

Mtot 1
F1,sortie 3 4

d
dt

MH 2R2 = FH 22 +
MH 2R1

Mtot 1
F1,sortie Š

MH 2R2

Mtot 2
F2,sortie 3J4

����� �� 	/� � ��� �� �(������� 0 �� ������ ��� ���# ��������� ���� �������	 � 0 �/�	 ���

� ��� ������� ��� �(��� FC31 �� FC32� �� ��� 	�������� �� ������	�� ��� �(��� �� ������

F1,sortie �� F2,sortie � � ��� ���� 	��� ����	� �#������� �� +��� ��� �� ) ����� ������		�� ���

��	���	 � ��	� ��� ���# ��������� � �� �#������ 	��� �(��	�	� � ��� �� ������� ������� 7

V =
MP 1

� P
+

MPP 1

� PP
3L4

���� � ) �	� 	&��& �� ����� ������	 �� ��� �� ���������� �� �/� ����&�	�� :	 ���) �	 � 3L4 �

	��� �(��	�	� �	 �������	 � ��� ������	� �� (���	 �������� 7

�V = 0

=
�MP 1

� P
+

�MPP 1

� PP

=
FC31 Š F1,sortie (1 Š x1) Š P1

� P
+

P1 Š F1,sortie x1

� PP
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,� ��O� ����� �� ���&�	���� ��� ������ �� �� ���	���� ��&	� 7

F1,sortie =
�

FC31

� P
+ P1

�
1

� PP
Š

1
� P

��
1

1
� P

+ x1

�
1

� PP
Š 1

� P

� .

� ) �� �� �9�� ����� ��� �	 �(���	 � �� �(�� �� ������ �� ����	� ������� 7

F2,sortie =
�

FC32 + F1,sortie

� P
+ ( P2 + x1F1,sortie )

�
1

� PP
Š

1
� P

� �
1

1
� P

+ x2

�
1

� PP
Š 1

� P

� .

������ 1��� �9'���!��� � � ��� �#������ ��� ������ �� ��� ������	 P1 �� P2� 	��� ����	�

��(��� �	 (���	 ��������� �	 ��	�����	 � ��� �� ��	������ �&����	 � �� ���� ������ ��	�

��� �������� ��� ������� ��	 � ��		 �� ����� �� �5��� ��	� ��� ��������� ���� 	/� ) �	�

��	� ��� �) �����  �� �� ���� ��	������

.� (���	 �/	��&�� �/���� � ��� �� ������� ������� 7

d
dt

(MP 1hP (T1) + MPP 1hPP (T1)) = FC31hP (Te)

Š F1,sortie (1 Š x1)hP (T1)

Š F1,sortie x1hPP (T1) + J1 Š �Q1.

�	 	&��&��	 � ��� ������ �/	��&�� ��	����� �� �/	��&�� � ���	 ������� ����� 	��� ���� ���	�

��� �� ��	������ �� �� ���� ������ ��� ���� ������� 	��� ����	� ��	� ��	������ ��� ��

���� ������ ��	� �� ������� ��� ��	���	 ��� ��	��

d
dt

(MP 1hP (T1) + MPP 1hPP (T1)) = hP (T1)
d
dt

MP 1 + hPP (T1)
d
dt

MPP 1.

'	 ������� ����� ��� ������	� �� (���	 �� ����� 3@4 �� 3"4

(FC31 Š P1 Š (1 Š x1)F1,sortie )hP (T1) + ( P1 Š x1F1,sortie )hPP (T1)

= FC31hP (Te) Š F1,sortie (1 Š x1)hP (T1) Š F1,sortie x1hPP (T1)

+ J1 Š �Q1.

����� ������8�����	� ���� ��	���� 0

P1(hPP (T1) Š hP (T1)) = FC31(hP (Te) Š hP (T1)) + J1 Š �Q1.

���� �(��	�	� ��	�� �/�#�������	 �� ����� �� ��� ������	 P1 ��	� �� ������� ������� 7

P1 =
FC31CpP (T1 Š Te) + �Q1 Š J1

� H
3@�4
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M	� ����� �� �	���&�� � ��� �� ����	� ������� ��	���� 0

P2 =
FC32CpP (T2 Š Te) + F1,sortie (x1CpPP + (1 Š x1)CpP )(T2 Š T1) + �Q2 Š J2

� H
3@@4

������ 3����.#� ��	 � 	�����	� � � ������ ��� ������	� �� (���	 ��������� 	���

�	 ������	� �� ��	������ ��� ������� ��� 	��� �	 ������	 ��

 �����
� �� x1! x2! y1 �� y2� > .�� ������� � �������	 � �� ������	�� �� ��	������

�� x1� x2� y1 �� y2 ��	 � �	���&���� � ��� �(��	�� �� ��	������ �� ���# �� ������ x1 ��	� ��

������� �������� �� ��O� �� ��) �	�� 0 �� �8	����	 7

MPP 1 = x1 Mtot 1 � ) �� M tot 1 = MP 1 + MPP 1

.� ����� �� ���������� �� �� �/� ����&�	� ��	 � �	 �������� 	&��&��(��� � � �� ���) ����	�

	��� �(��	�	� ����� 7

d
dt

MPP 1 = x1
d
dt

Mtot 1 + Mtot 1 �x1

����

P1 Š F1,sortie x1 = x1(FC31 Š F1,sortie ) + Mtot 1 �x1

�/�P

�x1 =
1
V

�
1

� P
+ x1

�
1

� PP
Š

1
� P

���
Š FC31x1 + P1

�

�������

M tot 1 =
V

1
� P

+ x1

�
1

� PP
Š 1

� P

� .

 �����
� �� P � > � ��� ��(��� �� �� ���� � ��� �� ��� ������	 ������� 	��� � ) �	�

�	 ��� ���� �� �� ���� ��	����� ������8 ���) �	 � 7

P1 = A1 MCata 1 �� P2 = A2 MCata 2

�P ��� ���������� �/����)�� A1 �� A2 � ��� �� ���������� ��	 � ������� 0 ������ �� �� ������

�� ������	 ��� (���	 ���������� �/��� 0 ���� 7

A1 =
P1 �����

MCata 1
�� A2 =

P2 �����

MCata 2
.
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�P = A1
d
dt

MCata 1 + A2
d
dt

MCata 2

= A1

�
FCata Š

MCata 1

Mtot 1
F1,sortie

�
+ A2

�
MCata 1

Mtot 1
F1,sortie Š

MCata 2

Mtot 2
F2,sortie

�
.

�� �"�� � ����
 � > $�	�����	 �� �� �� ���� ����	 � ��� �� ���) �	 � 7

�x1 =
1

Mtot 1

�
Š FC31x1 + P1

�
3@"4

�x2 =
1

Mtot 2

�
Š (FC32 + F1,sortie )x2 + P2 + x1F1,sortie

�
3@?4

�y1 =
1

Mtot 1

�
FH 21 Š FC31y1

�
3@K4

�y2 =
1

Mtot 2

�
FH 22 Š FC32y2 + F1,sortie (y1 Š y2)

�
3@!4

d
dt

MCata 1 = FCata Š
MCata 1

Mtot 1
F1,sortie 3@�4

d
dt

MCata 2 =
MCata 1

Mtot 1
F1,sortie Š

MCata 2

Mtot 2
F2,sortie 3@ 4

�P = A1

�
FCata Š

MCata 1

Mtot 1
F1,sortie

�
+ A2

�
MCata 1

Mtot 1
F1,sortie Š

MCata 2

Mtot 2
F2,sortie

�
.

3@J4
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M tot 1 =
V

1
� P

+ x1

�
1

� PP
Š 1

� P

�

M tot 2 =
V

1
� P

+ x2

�
1

� PP
Š 1

� P

�

F1,sortie =
F C 31

� P
+ P1

�
1

� PP
Š 1

� P

�

1
� P

+ x1

�
1

� PP
Š 1

� P

�

F2,sortie =
�

FC32 + F1,sortie

� P
+ ( P2 + x1F1,sortie )

�
1

� PP
Š

1
� P

� �
1

1
� P

+ x2

�
1

� PP
Š 1

� P

� .
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MC4 ����� �/���(���	� ��	� �� �������

MC6 ����� �/��#�	� ��	� �� �������

MP E ����� �� � ��� ��� ���	� ��	� �� �������
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Fsortie =
�

Fe
� Mel

+ P
�

1
� P E

Š
1

� Mel

��
1

1
� Mel

+ x
�

1
� P E

Š 1
� Mel

� .
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d
dt

�
MC2hC2(T) + MC4hC4(T) + MC6hC6(T) + MP E hP E (T)

�

= FC2 hC2(Te) + FC4 hC4(Te) + FC6 hC6(Te)

Š xC2 Fsortie hC2(T) Š xC4 Fsortie hC4(T) Š xC6 Fsortie hC6(T)

Š x Fsortie hP E (T) + J Š FH 2O CpH 20 � T

�	 	&��&��	 � ��� ������ �/	��&�� ��	����� �� �/	��&�� � ���	 ������� ����� 	��� ���� ���	�

��� �� ��	������ �� �� ���� ������ ��� ���� ������� 	��� ����	� ��	� ��	������ ��� ��

���� ������ ��	� �� ������� ��� ��	���	 ��� ��	���

d
dt

�
MC2hC2(T) + MC4hC4(T) + MC6hC6(T) + MP E hP E (T)

�

= hC2(T)
d
dt

MC2 + hC4(T)
d
dt

MC4 + hC6(T)
d
dt

MC6 + hP E (T)
d
dt

MP E
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�
FC2 Š xC2Fsortie Š PC2

�
hC2(T) +

�
FC4 Š xC4Fsortie

�
hC4(T)

+
�
FC6 Š xC6Fsortie Š PC6

�
hC6(T) +

�
P Š xFsortie

�
hP E (T)

= FC2 hC2(Te) + FC4 hC4(Te) + FC6 hC6(Te)

Š xC2 Fsortie hC2(T) Š xC4 Fsortie hC4(T) Š xC6 Fsortie hC6(T)

Š x Fsortie hP E (T) + J Š FH 2O CpH 20 � T

����� ������8�����	� ���� ��	���� 0

P hP E (T) Š PC2 hC2(T) Š PC6 hC6(T)

= FC2
�
hC2(Te) Š hC2(T)

�
+ FC4

�
hC4(Te) Š hC4(T)

�

+ FC6
�
hC6(Te) Š hC6(T)

�

+ J Š FH 2O CpH 20 � T


���

ŠP� H =
�
FC2 CpC2 + FC4 CpC4 + FC6 CpC6

�
(Te Š T)

+ J Š FH 2O CpH 20 � T
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P =

�
FC2 CpC2 + FC4 CpC4 + FC6 CpC6

�
(Te Š T) + FH 2O CpH 20 � T Š J

� H
# ����� �� � ���������� PC2 �� PC6� > PC2 �� PC6 ������� �	��	 � ���� ����) ���	 �

��# �(��� ��#����� ��	 � ��	����� �/�� ���	� �� �/��#�	� � ��� ������� �� ���# �� ��� ����

���	 �� � ��� ��� ���	� P � ��� ���# ������ �� �	��	 � �� �� �����)�� �� � ����	 ��� �����+�
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PC2 = S�����)�� �"T MCata
xmol

C2

xmol
C2 + xmol

C4 + xmol
C6

PC6 = S�����)�� ��T MCata
xmol

C6

xmol
C2 + xmol

C4 + xmol
C6
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������� ��&����� ��	 ���	 � ��� ����� ����� #������	 ��� ��O��	 �� 7 	��� 	/� ) �	� ��	� ���

� ���� � 0 �) ����� �� �� �� ���� ��	����� ���� ������ ./�#� ���	 � S���T �	����� ��� 	���

��� ) �����	� � ) �� ��� +������	� ��������� ��	�� 	��� � ) �	� �� ������� �/������	� ���) �	 � � ���

������	�� 3 PC2� PC64 7

P = PC2 + PC6

PC6 = PC2
S�����)�� ��T

S�����)�� �"T

xmol
C6

xmol
C2
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PC2 =
xC2

xC2 + kxC6
P

PC6 =
kxC6

xC2 + kxC6
P

�P �� ��������� k ��� ��		 ��� 7

k =
S�����)�� ��T

S�����)�� �"T

����� ������� �"

����� ������� ��

=
1
3

S�����)�� ��T

S�����)�� �"T

� ) �� �	 �� �O���	 � k > 1� �	 �	 �������� ����� ���������	� ����� �	� +������	 ��������

������	 �� � ��� �/��#�	�� ���� �����+� ���� ��� ����	 �� ��� �� +������	 �������� ������
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MP E = x M tot � ) �� M tot = MP E + MC2 + MC4 + MC6
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d
dt

MP E = x
d
dt

Mtot + Mtot �x

����

P Š xFsortie = x(Fe Š Fsortie ) + Mtot �x

�/�P

�x =
1

Mtot

�
Š xFe + P

�

� ) ��

M tot =
V

1
� Mel

+ x
�

1
� P E

Š 1
� Mel

� .

 �����
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P = A M Cata

�P �� ��������� �/����)�� A � ��� �� ���������� ��� ������ 0 ������ �� �� ������ �� ������	

��� (���	 ���������� �/��� 0 ���� 7

A =
P �����

MCata
.

� ��� �(��	�� �� ��	������ �� P � 	��� � ) �	� 	&��& �� ��	������ �� ��������� �/����)���

��� �	 �������� �� ) ���� ��	 ����	 �� ��	��� �	 ��	�	 � ������ �� 3"?4 7

�P = A
d
dt

MCata

= A
�

FCata Š
MCata

Mtot
Fsortie

�
.
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�x =
1

Mtot

�
Š xFe + P

�
3"!4

�xC2 =
1

Mtot

�
Š xC2Fe + FC2 Š

xC2

xC2 + kxC6
P

�
3"�4

�xC6 =
1

Mtot

�
Š xC6Fe + FC6 Š

kxC6

xC2 + kxC6
P

�
3" 4

d
dt

MCata = FCata Š
MCata

Mtot
Fsortie 3"J4

�P = A
�

FCata Š
MCata

Mtot
Fsortie

�
3"L4

yC2 =
xC2

1 Š x
3?�4

yC6 =
xC6

1 Š x
3?@4
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M tot =
V

1
� Mel

+ x
�

1
� P E

Š 1
� Mel

�

Fsortie =
F e

� Mel
+ P

�
1

� P E
Š 1

� Mel

�

1
� Mel

+ x
�

1
� P E

Š 1
� Mel

�

P =

�
FC2 CpC2 + FC4 CpC4 + FC6 CpC6

�
(Te Š T) + FH 2O CpH 20 � T Š J

� H

A =
P �����

MCata
.



��
���� �

����� � 
 ���� ����� �����

1�	� �� � �������� 	��� ����) �	� �/�(���) ��������	 ��%���� ��� 	��� � ) �	� �) �����  � ���

��� �������� ��" �� �:� ./�(���) ����� �/������ ��� �	� ������� +���� �� �� ���� 7 ��	�

�	� ������� ��� 	��� ��������	�� ��� ��	������� �� ��" �� �: ��	 � ��	 ������	 ���� � ���

�� ��	 ��%����� 	��� 	��� ������ ����� � ��� �� ��������� ����	&������ ��� �� ����� � ���

��������� �� ��� �	���� �� ��	��������	 ��� ( �����&� 7 ��� ���# �� ����� ������	 ��	 �� �����

	��� ����	� �� ) ���� ��O�����	 � (��	 �� ��	������ ��� ���������

���� ��) �	�	� ��� �� ���������� ��� �� ����� ��" �� �: ��	� �� ������	 ?�@� ���� 	���

�#� ���	� ��������) ���	 � �/�(���) ����� �� �� ��	 ��%���� ��	� ��� ������	� ?�" �� ?�?�

���� 3�#/ �� �-��	 	�������	

���&� �� ��F��	�� �	 ��� ��� ��� ��� ��" �� �:� 	��� � ) �	� �(��	 � ��� �� ����� ��

��������� ���������� .�� ���� �� ��	���) ����	 �� ����� �� �/	��&��� ��	�� ��� �/� �� ������

�� ) ����� ��	���	 �� 	��� �	 � ��	���� ��	� ��� ���# ��� 0 �	 ������� ��&(�����F��	 �����
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�x1 =
1

Mtot 1

�
Š FC31x1 + P1

�

�y1 =
1

Mtot 1

�
FH 21 Š FC31y1

�

d
dt

MCata 1 = FCata Š
MCata 1

Mtot 1
F1,sortie

� ) ��

M tot 1 =
V

1
� P

+ x1

�
1

� PP
Š 1

� P

�

F1,sortie =

F C 31
� P

+ P1

�
1

� PP
Š 1

� P

�

1
� P

+ x1

�
1

� PP
Š 1

� P

� .

P1 ��� ��� �	� ������� �	� �	 ��� �� �� �����
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� 1 = log

�
1

� P
+ x1

�
1

� PP
Š

1
� P

� �
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�� 1 =
1
V

�
Š FC31

�
exp(� 1) Š

1
� P

�
+ P1

�
1

� PP
Š

1
� P

� �

�y1 =
exp(� 1)

V

�
FH 21 Š FC31y1

�

d
dt

MCata 1 = FCata Š
MCata 1

V

�
FC31

� P
+ P1

�
1

� PP
Š

1
� P

� �

�������

x1 =
exp(� 1) Š 1

� P

1
� PP

Š 1
� P

M tot 1 = V exp(Š� 1)

F1,sortie = exp(Š� 1)

�
FC31

� P
+ P1

�
1

� PP
Š

1
� P

� �

.
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D = det

	





�

ŠFC31
exp(� 1)

V
exp(� 1)

2V

�
FH 21 Š FC31y1

�

exp(� 1)
2V

�
FH 21 Š FC31y1

�
ŠFC31

exp(� 1)
V
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D = ( FC31)2 exp(2� 1)
V 2

�
1 Š

1
4

�
FH 21

FC31
Š y1

� 2 �

1�	� D > 0� ������� 0 � F H 21
F C 31

� 1 �� 0 � y1 � 1� ��	�� �� ��	������ �� 	���� �� ����
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ds2 = ( d� 1)2 + ( dy1)2 + ( dMCata 1)2

=
�

1
� PP

Š
1

� P

� 2 (dx1)2

�
1

� P
+ x1

�
1

� PP
Š 1

� P

� � 2 + ( dy1)2 + ( dMCata 1)2
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1
V

�
1

� Mel
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�
1

� P E
Š

1
� Mel
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Š xFe + P

�
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1
V

�
1

� Mel
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�
1

� P E
Š

1
� Mel
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Š xC2Fe + FC2 Š
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P

�
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1
V

�
1

� Mel
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�
1

� P E
Š

1
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P

�

d
dt
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'� �� �"�� ������� � > �8	 �/��������� ����� ��������� ��	�����	� �� ��	������

3@"4 �� ���# �� ������ ��	� �� ������� ������� �� ��" �� ����) �	� �� ��	� �������

�/�	�� � ������ � ��� �#������ ��� ���	 ���� �	 ���) �	�	 � ��	� �/������	� 
���	 � � P �� � PP

��� ���	 ���� �� ���� ���	� �� �� � ������� ���	� ����	 ��� ��	� �� ������� R1� '	 ���� ���

�������	 � ��� ��� ���	 ���� �/�(���		�	 � 0 ������ ��� &��	����� ��������� ��� �����	 ��




� �������� ��	����	 � �� ��	

&���� � ��� ���������� 7

� P = � P MP �� � PP = � PP MPP

� ) �� � P �� � PP ���# ���� ���������	 � � �����+��

.� (���	 �/���� � ) �� ��� ) ����(��� 7

d
dt

� P = FP Š (1 Š � )Fsortie Š PP

d
dt

� PP = PPP Š �F sortie .

FP �� Fsortie ���&	�	 � ���� ����) ���	 � ��� �(��� �/�	 ��� �� �� ������ �� �������� �#�����

��	� ��� �	��� ���� ���� 0 � P �� � P P � .� +������	 � ��� �8	�� ��� 7

� =
� PP

� P + � PP
.

PP ������	 �� �� ���	 ��� �� ���� ���	� ��	���� ��� �� ������	 �� PP P ����� �� � �������

� ���	� +����

:	 ��� ���	 � ����� �� � ������� @� �	 �(���	 � �� ��	������ ���) �	 �� � ��� �� +������	

�� ������ � 7

�� =
1
V

�
1

µP
+ �

�
1

µPP
Š

1
µP

��
(Š� (FP + PPP Š PP ) + PPP ) 3?"4

� ) �� µP = � P � P �� µPP = � PP � PP � ��� ��	���� �(��	 ��� ��� ����������	 �� �/���������

�8	�� ��������	 ��

1�	� �� ��� �P �/�	 ��� ) ����� � ) �� ��� &��	����� ���������� �	 ������) � (��	 )������	 �

�/������	 3@"4 ������� �/�	 � ����� � P = � PP = 1 �� PPP = PP � 1�	� �� ��� ������������

�/������	 �� ������8��

./������	 3?"4 ��� ���� �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � ��� ���������� (R+ � , × )�

.������ �/�	 +��� �&�� �� &���� � ��� ��� ) ����(��� �� ���	 ��� � P �� � PP � ��	�� ��� ��� ���

��F��	 �� ������ �	 ���) �	�	 � ��	� �� ��	������ 3��	���� �(������4� �	 �(���	 � �#������	 �

�� �9�� ������	 ��	� �� 	��) ��� 5�� �� �� ����		���

���
� � �&��� �
� �������� � > ����� �	 ) ����	�� 	/��� ��� �� ���)����� ������� �� ����

�������	 �� ����� �����	 �� &���� � 0 �� +������	 �� ������ ��	���� 0 �	� ���	�+�������	

����&��������� :	 �F�� ��

x =
MPP

MP + MPP
��

�
� P = � P MP

� PP = � PP MPP



�� �����	 
� ��
��	� ���	� � � �	�� �� ����� 	� ����� ���� 
	

�����

� =
� PP

� P + � PP
=

� PP MPP

� P MP + � PP MPP
=

x
x + � P

� PP
(1 Š x)

.

��	�� �� ��	� �/������� �/�	 �(���) ����� � ��� �� +������	 ������� �	 ������� �	 �����

�/������ ��������� �� � �� � (xŠ �x)� � ��� ������� �� �����	�� �	 ��� �/������ �x �� �� ������ x �

�	 � ��� �/�	 ) ����	�� �� �� ���� 3?"4 � :	 �F��� (xŠ �x)� ����� �����	 �� &���� � �/����������

��)��	 � 7

�
� + � PP

� P
(1 Š � )

Š
��

�� + � PP
� P

(1 Š �� )

�� 	�	 (� Š �� ) � �	 �8	����	 � �� ��� 7

�� =
�x

�x + � P
� PP

(1 Š �x)
.

��	�����	� ���	 ��	�	 � �/�(���) ����� �� �� +������	 ������ ���) �	 � 7

��� =
1
V

�
1

µP
+ ��

�
1

µPP
Š

1
µP

��

�
Š �� (FP + PPP Š PP ) + PPP Š k H

�
1 Š ��

��
�

1 Š �

��
3??4

�P k ��� �	 ��������� ��� ��� ��	������ �� &��	 �� �/�(���) ������ �� G �	� +�	����	 ����

����� ����� ���������	 � �������	 �� �� �&������ 3 C1
��� �#�����4� �/�		 ���	 � �	 @� �� ���&	�

�/������ �� � � ��� �(���) ����� ��� �	 ) ����	 � ����� �/��� �/������	 3?"4 � ���� �/�����	 ��

&���� � ��� ����������� '	 � �	 �F��� �	 �/�	�����	 � ��� ��� ) ��# ��� �� ���� <�	& �	 ) ����	 �

B �� C 7

1 Š ��
��

�
1 Š �

=
1 Š �x

�x
x

1 Š x
.

���� ��	 ���	� ��	� �� ��� � ���	 ����&����� ��/�	 � ��������	 � �� &��	 k � �����+� �	 �(���	 �

�	 �(���) ����� ��	 ) ��&�	 �� ,� ��� � 	�� ��� ��� �� ����� �� ���������	 �� �/�(���) ����� ���

	�	 ���)��� 7

2 ���� �� ���������	 = Š
k
V

�
1

µP
+ ��

�
1

µPP
Š

1
µP

��
H

�
1 Š ��

��
�

1 Š �

�
.

'� ��������
� � ���� ���� � > � ��� ��	 ���� ��� ��� �(���) ����� ��� ��	 ) ��&�	 �� 	���

����	� ��	 ���� ��� �� ��	������ ��� ��	 ������	 �� 3) ��� �4 7 ������� � ��� ����� �������	

�� 3??4 � �	 �(���	��� ��	�� �� ������� �� ��	 ) ��&�	��� � ��� ����� ��������	� �� � ��	&���	 �

�� ) ����(��

�� = log
�

1
µP

+ ��
�

1
µPP

Š
1

µP

��





 �������� ��	����	 � �� ��	

��� ��	���� 0 �� ��	������

��� =
1
V

�

Š
�

exp(�� ) Š
1

µP

�
(FP + PPP Š PP ) + PPP

�
1

µPP
Š

1
µP

�

+ kH

��
1

µPP
Š 1

µP

exp(�� ) Š 1
µP

Š 1

�
�

1 Š �

� �
1

µPP
Š

1
µP

� �

��	 � �� E���(��	 J ��� ��		 ��� 7

J = Š
1
V

exp(�� )
�

(FP + PPP Š PP ) + k
H �

�
1Š �̂

�̂
�

1Š �

�

�
exp(�� ) Š 1

µP

� 2

�
1

µPP
Š

1
µP

� 2 �
1 Š �

�
.

,� ��� ���������	 � 	&���+ �������

W �� ����� (FP + PPP Š PP ) ��� � �����+ 7 FP Š PP = � P (Fmassique Š Pmassique ) > 0 3��	�

��� ��	�����	� �� +�	����		���	 � �� �������4 �� PP P � 0�

W �� ��O� �� ���	��� �� &��	 k > 0�

W �� �� ���) � H �
�� �� +�	����	 �������� ���������	 � �������	 �� H ��� ���������	 � � �����) ��

���� ����) � �� ��	 �������	 �� �� ��	������ �� �/�(���) ����� 3??4 �

����� �'2�/��� 	#� �� ���� �� ��� ��	��� ��#� �� 	��'���� �� �� ���	 �# � ���/

�9#� ����� �9����#� �� � ��� � �	� ) �9���!��� �# �� � �� ��'	�� �' ��	 � �����

% %: �A �9�� �/���� ��#	 �� �'��� ����� ��'��
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1�	� ����� ������� 	��� �����	�	� �/��� �/�	 ) ����	�� ) � ��� ��	� �� ������ �����	 ��

� ��� �/�����+�	���� ���� ����	� ��	������ �	 �F�� ���# � �� �� �� �������� ��� � ��) �	 �

����	 ��� ��� �������� �� 	��� ����	� ) ��� �����	 � ��	��) ��� ����� ��� �(���) ������ ���

�������	 � �	 ) ����	 �� )�� 0 )�� �� ��� �9��� ��������� .� ��� ������� ��� ��� ������

� ) �� �	 ��	� ����= ���&�� ���� ����	� �/�( ��� ��	������� ��	� �� � ������� K� ��� ��������

�	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	� 7 � ��� ��� ��������� �� &���� � ) � ��

���� ����� ��� ����������� :	������ ��	� �� � ������� !� 	��� ��	�����	� �� ��� �����������

���� ��� ����	 � ��� �������� .�&��	&��	��

���� �����	� ���������� �� ��	 ��	 � �� ����� �������

��������
�� �� �� �
� � �� �� ����������� � > � ��� �	� ��	������ �x = f (x) � ) ��

� ��� ������ y = h(x) �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	� G� 	��� �8	���

��	� �	 �(���) ����� �	 ) ����	 � ������������ �� �� +����

��x = �f (�x, y) � ) �� y = h(x) �� ������

������ �� �x �	� ���������	 �� �/��� 	�	 ����� x � M	� ����� �8	����	 ��� 	������	 �

����) � ��� �	� ������ �� �������� � ��������� ������� �	 ������� ���	� �� &���� � �� ���	��

+�������	� ������� �	� �� � ��	&���	 � �/�	�� �� �� ������ y 0 �	 ���� ��� �� ��	��	 ������	��

���� ���� ���	� �	� ���� �� ��	�������) � ��� &���	 ��� �������������	 � �/�	 ) ����	�� ��

�/�(���) �����

��x = �f (�x, y) 7 ���� ��� (��� ��� ��� � ����� �� ) ������� �	 ) ����	 �� �� ��� ���

+�	����	� ���������� ��� �/�	 	���� ��� ������� �/���������	 �	 ) ����	 ���� ��� ��	 � ��������

)�� �� ���� �� �� ��� ��� ��(��� �� �����	� .� ��	 ) ��&�	�� �� �/�(���) ����� � ��	� �� ���

&	���� ������� �	 ���(���� ��) ���� ���� � ��� �� ������ �� �������� � �������� ��	����

�� ���� �� ��	 ) ��&�	�� �� �/�(���) ����� �	 ) ����	 � ��� ����)  �	 ��	 ���	 � ���� �� ��	� �/�	�

������� �� D����	& ���� �� 0 �/�����	 �� G� �� ������ ��������� �� �� ������� E���(��		�

� �f /� �x ��� �8	�� 	&���) � 3��	 �������	4�

��������
� �������" �
� � �
� 
�� ����� �� ����"��� ( �� ������ � > 1�	� ��

� ������� !� 	��� ���� ���	� �	� 	��) ���� ���� �� �� ��	��������	 �/�(���) ������ ��������

������ � ��� �	� ������ �� ������� ���	���� 	�	��	���� 7 ��� �������� .�&��	&��	� � ���

�������� �	 ������ ������ ��� � ������	� 3�� ��	8&������	�4� ����� ��	 ���(����	 ���	������

��� �/�	 ��� ����� �	 �(���) ����� �/��� 3� ������	 �� )������4 ��� ��� �	 ) ����	 � ��� ���� ��� 0

���� � ��	&���	 � �� �� ����		�� �� ��	8&������	� .�� ������	� �&����	 � �� ��	������ ��

��� �(���) ������ ���� ����� ��� ������	� �/:�����.�&��	&�� ��	 � �	 ���	������� .� ���� ��

�/������ ��� �� ��������� -����		��		� �8	�� ��� �/	��&�� ��	����� ��� �/������ ��� ��	8�

&������	�� � ��� ����) �� �� ��	 ) ��&�	�� �� ����� 	��� ��	 ���	� ��� �� ������� E���(��		�




�

�� �� ��	������ �� �/�(���) ����� ��� �8	� 	&���) � 3��	 �������	4 � ��� �	� ������� ����

��������� �8	�� ��� �/������ ��� ������� ������� ��	������� 0 ������ �� �� ������� �/�	�����

�� ��� &��	� �� �/�(���) ������ 1/�	 � ��	 � �� )�� ��������� �	 ��� �(���) ����� �	 ���	�����

� ��� 9��� ����� #��� ������� �� ��	8&������	 ������ ��� ��� � �� �� ����� �� )��� ��������

��� �	 �	��� (�� �/������	� ��F��	 ������� �#�������� ��������	 � �� ��	���� �� ����(��� ��

-����		� ��� ������	� � ��) �	 � 9��� &	��� �������������	 � ��� ��F��	 ������	 ����

( ������ �� �� ������� �� �� �/	��&�� � ���	 ������ 0 �/����� "� M	� ��� ������	 	 �������

� ��� �� ������� �� ���� �	� ����� �	 �#����� � ��� ������ �� ����(��� �������� ��� ���5����

	&���) �� ��	 ���	 � �/�O����� �/�	� ����� ����� #������	 ������� ��� � ������	� ������� ��	 �

(������ �� �	����	 � ��� ��	������� ������ +����	��� 	&��&���
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���� �

����� � 
 ���� �� �� ��� ��

��
��� ���
 �����

.� ������� ����	 � ��	� �� � ������� � +��� �/�( 5�� �/�	� ���� �	������	 B � C�

%� ��� �#�����

1�	� �� � �������� 	��� ��	 ���	� �����	 � �#������� ��� �������� �/�	 ������� 	�	���

	���� � ��� �� ��	������	 �/�	 �(���) ����� ������������� .� ��	 ���(����	 ���	������ ���

�/�	 ��� ������	 �� �� 	����	 �/������ �/���������	 �	 ) ����	 �� �� ���� ��	��������	 )�� �� ��

��� �� �� ��� ��� ��(��� �� �����	� ���	 ��� 	��� 	/� � �	� ��� �� �������� &	���# ��� ��

��	 ) ��&�	�� �� ���� �(���) ������ �	 ) ����	 ��� 	��� � ��) �	� ����) �� � ��� �	� ������ ������

������� �� �������� � �������� �	 ������� �� ��	 ) ��&�	�� &��(��� �������������

��	�����	� �/�( ��� �/�#����� ������ �/�	 ������� ���+������	 � �&�� �� ) ����� V
� ) �� ���# ��� ���� �� ��	��	 ������	� c1 �� c2 �� �	� ������ ������ y 7

V
d
dt

c1 = F (cin
1 Š c1)

V
d
dt

c2 = F (cin
2 Š c2) 3?K4

y =
c1

c1 + c2
.

F ��� �� �(�� �/�	 ���� �� (cin
1 , cin

2 ) ��� ��	��	 ������	� �	 �	 ���� �� ������� ��� �	 ) ����	 �

���� �/�����	 �� &���� � ��� ����������� ��� ������	� �� (���	 	� �� �	��	 � ��� �	 �F��

�� +��� ��� ��� ��	��	 ������	� (c1, c2) ����	 � �#������ �	 g/L �� �	 mol/L � ���� ��&	�8� ���

� ��� ������ ��	���	 ��� � �����) �� M1 �� M2 �� ���� ���� 0 �/� ������ C1 = M1c1� C2 = M2c2�



�� �������	 �� ���	� � � �	�� 	� �� ���	 
	 ����� ���� ����

Cin
1 = M1cin

1 �� Cin
2 = M2cin

2 � ��� ������	� �������	 � �	� ��	&�� 7

V
d
dt

C1 = F (Cin
1 Š C1)

V
d
dt

C2 = F (Cin
2 Š C2).

����	� ��� ����� ���� 0 �/� ����� ��	���� � ��� �� ������ y 0 �	� ���	�+�������	 ����&���

������ 7

Y = C1/ (C1 + C2) = y/ (y +
M2

M1
(1 Š y)).

��	�����	� �/�(���) ����� ���) �	 � �P �c1� �c2 �� �y ��	 � ��� ������� ���� ����) �� �� c1� c2 �� y�

�� k �� &��	 �� �/�(���) ����� 7

V
d
dt

�c1 = F (cin
1 Š �c1) Š k�c1 log

�
�y

1 Š �y
1 Š y

y

�

V
d
dt

�c2 = F (cin
2 Š �c2) Š k�c2 log

�
1 Š �y

�y
y

1 Š y

�
3?!4

�y =
�c1

�c1 + �c2
.

M	 ������ ������ ��	 ��� ��� ����� ��	������ ��� ����� �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� �9��

&���� � �/ ���������� ������� �� ����� �/������ ��)��	 �

�Y

1 Š �Y

1 Š Y
Y

=
�C1

�C2

C2

C1
=

�c1

�c2

c2

c1
=

�y
1 Š �y

1 Š y
y

.


�� 0 �� ����� �� log
�

ŷ
1Š ŷ

1Š y
y

�
� 	��� �������	� �	 ����� �/������ �� �� +���� ( �yŠ y)� ����� �	

� ��� �/�	 ) ����	��� ����� �(���) ����	 � ����)  �� � �������� :	 �F��� �� ����� �/������ ( �yŠ y)
	/� ��� �� ��	� �� ������ ������� 	��� �������	� ���# +������	� �������� �� ��������� 7

�	 � ��� ������	��� ����� � ������� �/�	 ) ����	�� ��� � ����� � ) �� �� ����� �/������� � ��� ���

�������� 	�	��	������ ��� ���� ��� �� ��	������	 ��������� 3����� ������ ������� ��	�

B �6 C4 �� ���� ���	 ��� 3����� ������ ������� ��	� B �� C4� ��� ���	 � ����	 ��������	 � ��� ��

����� �/������ ( �y Š y)� �� ������� � ������� ��� �	� �������� ��	 ����) � �/������� �/�	

�(���) ����� ������������ � ) �� ��� ������ �/������ 	�	��	����� ���) �	 � ��� �������� ��

�������� ����� 	��� �� ) ����	� ��	� �� ������	 K�?� 	��� �(��	�	�� � ��� 	���� �#�����

3?K4 � �	 �(���) ����� ������������ &��(�����	 � ��	 ) ��&�	 � � ��� k � �����+ 7 �	 ����) � ���

�� ��	������ �� �/�(���) ����� ��� ���������	 � ��	 ������	 �� � ��� �� ������� ds2 = (dc1)2

(c1)2 +
(dc2)2

(c2)2 �� ��	� �� B �� C�



���� �� ���	 
	 ����� ���� ���� 	� �� �����	 ��

�� � ������� ��� ��&�	�� ����� ����� 1�	� �� ������	 K�@� 	��� ���� ���	� �������� ��

������� ��� ��� &���� �� �� ���	�+�������	�� 	��� �8	����	� ��� �(���) ������ �	 ) ����	 ��� ��

���� ���	� �	 ���� �� � ��� �� ��	��������	 �� ���� �(���) ������� ����� ���� �� �/������

��� ��� ������� �/���������	 �	 ) ����	 ��� ���� � ��� �	� ������ G��	 ) ����	 ��� � ��) �	 � 9���

�������� ����� ����� ��	� �� ������	 K�"� )�� �� ���� �� �� ��� ��� ��(��� �� �����	

���� ��� ��	� �/�		�#� �� ���� ��������	� ����� ����� ����� �� � ) �� ����� �#������ �/�(�

���) ����� �	 ) ����	 � 7 � ��� �	� ������ �� ������� � ������� ��	� �� ������	 K�?� � ��� �	

������� ���	���� ��	� �� ������	 K�K �� � ��� ��� �������� ��	����� ��	� �� ������	 K�!�

M	� ����� �����������	 � ��� ����� 	����	 �/������ �	 ) ����	 �� ��� ��		� ��	� �/�		�#� ��

�P �/�	 ��	������ �� ���(���� �/���������	 �� 6�� ������� ��	� �	� ����	�� )���� .�

����	� �	&����	 � � ��� �� ��	��������	 �/�(���) ����� �	 ) ����	 � ��� ��		 ��� ��� � �����

�� ) ������� �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	� 7 	��� ��		�	� ��	�� �	

������� ��F��	 ���� ��� ��� ���������� ��	� �� ���	���� ������	 K���

�� � ������� ��� �/�	� ������	� +�H�	 �� ��	 ���������� �� B �� C �P �� ���(���� �� ���� <�	&

�	 ) ����	 � ��� �#���	�

���� &��#� � �� ���	��������	 �� �� � �����

���� �������	� ��� ��� 	����	� ��� ��� &���� �� �� ���	�+�������	� ��� ��	 � ������� �	 ��

���� ��	� B �� C� ����� � ) ��� ���� �� �������� ���	 �� �� �8	����	 �/�	� �����	 �� &���� ��

	��� ��	�����	� ��� �������� ��	������� �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+���

�����	� �� 	��� ���� ���	� �	� �8	����	 �/�(���) ����� &�����	 � �	 ) ����	 � ���� �/�����	

�� ��� &���� ��� ���� ���������	� ��	� �� � ������� �/��5����+ S�&�����T �� ��	� �� ��� S�	��

�������T� ./�( 5����+ �� �� � ������� ��� � ) �	 � ���� �� ����	 ��� �	� 	��) ���� ����� � �� � ���

�� ��	��������	 �/�(���) ������ ,� ��� � ����(�� �� ���� ���� ��� �8	����	� � ) �� ��� ��	�����	�

�� �&������ ���� +��(�� 3 Ck, k � N ��� �#�����4�

������ &��#� � �� ���	��������	� � '	 �� ��		� �	 �	��� (�� X ��� � ��� 9��� ����

�� ���	� �������� 7 ��� �#����� �	 �	��� (�� 8	�� Rn
� �	 ���� �	��� (�� �� Rn

� �� �	�

) ����� '	 �/�	 ������ ����� 0 �/�	��� (�� G(X ) ��� ����������	� (�5����) �� �� X ��	� ���

�9�� 7 � �	� �� �� ��� �� ���� ������	 �� +�	����	� ��� �	��� (�� (G(X ), o) � �	� ���������

�� &���� �� '	 ��� ��� G(X ) �&�� ��� �/�	��� (�� X �


� ���	 ��	�	 �� �/�	��� (�� X � �	� ��������� ������������� �� � ��� �/� ) ��� ���� �	 ������	 �

�� �� ������� 0 �	 ���� &���� � �� G(X )� � �� �#����� �� X = Rn
� �	 � ��� �� ������� ��

���� &���� � ��� ���	�+�������	� �	 ) ����(��� ��	 ��	 ��� �� X ��	� ��� �9���
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 	)������ * B� ����� �9#� !��#� � �� ���	��������	C � >  � !� 
�� � �� �� ���"
��

����
�� �!������ ��� �� ������� X ��� ��#�� � �� �� �
��$���� �� !� 
�� �

� : G Š� G(X )

%�� ���
�� �� !� 
�� � %���� 
�%�� (G, ·) ��� �� �
�� ������� �� �&������� ��� ������ ���
��

���������� �� X ���� ��� �'��( �
�� �$�%�� ������� g �� G� 
� ���
 ��� ��� ������ ���
�

��������� ��� X �
�� � � g �

� g1·g2 (x) = � g1 � � g2 (x) = � g1

�
� g2 (x)

�
� g1, g2 � G, � x � X .

'	 ��������� ��	� �� ������ �	� ��� 	������	� ���) �	 ��� � ��� 	���� �/�����	 �� &���� �

�� ���	�+�������	� 7

� x � X , � g � G, � g(x) = g.x = w(g, x).

.�� ���# �#������ ��� 	��� ������	� ��	� ��� ������	� K�? �� K�K ��������	 � �/�	 ��9� ��

����� �8	����	� M	 �����&���� � �� G(X ) � ��� �	 �F�� ���+��� �� ������ 0 �	� +������

�/����������	� ��������� ��� �	 	�� (�� 8	� �� ����������� G ������	 �� ����� �� &���� �

�P ��	 � �8	�� ��� ����������� �� ����� �����	 � �� ���� ���	 � ��� ����������	� �� ����

&���� � �� G(X ) ��	�� ��	����� '	 ����� ����� �� &���� � �� ����	���	 8	���

������ 3����.#� GD�� � ��� ��� � ��	�����	� �	� ��	������ �&������

�x = f (x) 3?�4

�P �/��� x ��������	 � 0 �	 ������	��� (�� ��) ��� X �� Rn
� 
��� G �	 &���� � �� ���	�+���

�����	� �� ��� �&����	 � ��� X ����	

X = � g(x), g � G,

�P � g ��� �	 ��F���������� �� ���� 1��� ��� G �	 &���� � �� ���	�+�������	� �� ��� ���

X ��&	�8� ��� � ��� �	 x � X ��		� �/����������	 � g(x) � ��� 	/9��� �8	�� ��� � ��� ���

���	 �� g � G ��� � ��� �� �/���	 ���� :	 ������ 	��� ���� ���	� �� �� �	��	�� ��� ���� ���

0 g� �&������� ����	� r �� ����	���	 �� &���� � G�

 	)������ $ B�����.#� GD�� � ��� ��C � > ) � ������%�� 3?�4 ��� ���� G�����������

�� � 
�� �
�� g � G� �
�� ��
�� � x � X

f (� g(x)) =
�� g

�x
(x) · f (x).



���� �� ���	 
	 ����� ���� ���� 	� �� �����	 �	

'	 ��� ����� ��� G ��� �	 &���� � �� ������� � ��� �� �������� .� �8	����	 ���) ���

0 ���� ��� � ��� ���� g � G� 	��� � ) �	�

�X = f (X )� �/��� 0 ���� ��� �� ������	 �����	 ��

������� ������� �	� ��	&� ���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	��

� ��� 3?K4 � �� &���� � �� ���	�+�������	� G ��� �� ����	���	 r = 2 � �� �	�� �� ���#

���������� � �����+� M1 > 0 �� M2 > 0� �� ��	 �����	 ��� ��		� ���

(C1, C2) = � (M 1,M 2) (c1, c2) = ( M1c1, M2c2)

�P 	��� � ) �	� 	�� � (M 1,M 2) �/���	 � �� G ���� �� ��# ���������� (M1, M2)� ����	� ���

��� ��	��	 ������	� (cin
1 , cin

2 ) ��	 � ����� ���	�+����� ����	 (Cin
1 , Cin

2 ) = ( M1cin
1 , M2cin

2 )� ����

��)��	 � ��	� 0 ��	��� �/��� �	 � � 5����	 � ��� ��	���	 ��� (cin
1 , cin

2 ) 7 �/��� �	� �#��	���	

	��������� 	�	���	� 	��� 	� ��	�������	� ��� ���� ��	������

d
dt c

in
1 = 0 ��

d
dt c

in
2 = 0 ��	�

�� ��	��������	 �� �/�(���) ������ 
� ��� ���������� 	� ��	 � ��� ��	���	 ��� �� �� �� �� ����

�	���� �	 ��	 ��%�� �� ��� � �����(����	�� �� +��� ����� ������� �� �8	����	 �	 ������	 �

�����	 � �� &���� � �� ���	�+�������	� �&�� ��� ��� ���	 ��� ��	 � �	 	/� ��� ) ���� ��	��

������ ��	� �� �8	����	 "�

������ ��	��� ��#� GD�� � ��� �� � ��	�����	� ���	 ��	�	 � �	� ����������	 �� ������

�&������ h : x �� y = h(x) ��� X � .� ������ y ��� �8	�� ��� �	 ���� �	��� (�� ��) ��� Y ��

Rm
3 dim y = m4�

 	)������ + B��	��� ��#� GD�� � ��� �C � > �
������ 
�� ��� ������%�� G�����������

�x = f (x) ��� � ��� �
���� ����� � � y = h(x) *� �� �� � ������ ����� G�����������+( )&
������

���� ������
��%��

d
dt

�x = �f (�x, h(x))

��� ��� G���������� �� �� ��������� ��� � 
�� �
�� g � G� � 
�� �
�� ���� ������ �x �� �
�� ����

x � �
�� ��
��

�� g

�x
(�x) · �f (�x, h(x)) = �f (� g(�x), h(� g(x))) .

����� �8	����	 ��&	�8� ��������	 � ��� ��� ������	� �� �/�(���) ����� �������	 � �	�

� ��	&��

d
dt

�X = �f ( �X, h (X ))

� ) ��

�X = � g(�x) 3�	 ���� ��� ��� �x � X 4 �� X = � g(x)� ./�(���) ����� 3?!4 ����	 � �	

�	 ��� ������	 ��	������ �	 �#����� �/�(���) ����� G��	 ) ����	 �� 1��� ��� �/�(���) ����� ���



�
 �������	 �� ���	� � � �	�� 	� �� ���	 
	 ����� ���� ����

������������ ��&	�8� ���

lim
tŠ� + �

�x(t) = x(t).

������� � �����
�� � 
� ��������
� G,������� - , M	� ���� �� ��	����� 0 ����

����� ���# �	&����	 �� ��� 7

W ��	 � ���	 �� � ����#�	 �� � ��� �	 
 ���� ���	� ��� 	��� � � �	� �	 �	��� (�� �� p
� ����� �� ) ������ wi (x)� i = 1 , ..., p� �8	�� ��� �/������ �/���� �	 ) ����	 �� )�� 0 )�� ��

G 7

� g � G, � i � { 1, ..., p} wi (� g(x)) =
�� g

�x
(x) · wi (x).

W �� ��	 ��������	 	�����	 �� � ��� ��	 
 �� �� +���� Ji (�x, h(x)) � i � { 1, ..., p} � ���

) ��8�	 � � ��� ���� g � G� ���� �x �� ���� x

Ji (� g(�x), h(� g(x))) = Ji (�x, h(x)) , i � { 1, ..., p} .

����� �� ������� ���) �	 �

d
dt

�x = f (�x) +
p�

i =1

(Ji (�x, y) Š Ji (�x, �y))wi (�x) 3? 4

��� �	 �(���) ����� �	 ) ����	 �� �/��� �	� ����������	 ������� �� �� �8	����	� ����	� ���

	��� 	/� ) �	� ��� �#���	 ��� �� ��	 ) ��&�	�� �� �x ) ��� x � ���� � ) �	� �������	 � ��	����

�� �������	 �� �/�	 ) ����	���

���� +���#� �9�	������� �� � ��� ��

���� ��) �	�	� ��	� ����� ������	 ��� �� ������ �� +�	����	 �������� �	 ) ����	 ��� )�� ��

���� �� �� ��� ��� ��(��� �� �����	� ��� +�	����	� � �������	 � �� ��	������� ��� ������

�/������ �/���������	 �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	��

 	)������ . B+���#� �9�	������� �� � ��� ��C � > -��� 
�
�� %�� �� ������%�� � ��

!���.� � �x = f (x) �
�� G�����������( �� ��
�� ��� �
���� y = h(x) �� �������
� m(  ��

��� ��� �&��������
� ���������� ��� �� ������� �� m "
����
�� � � !���.� �� ��� ������ ��

�&���� ������ �x �� �� �� �
���� ����� � � y� I (�x, y) = ( I 1(�x, y), ..., I m (�x, y)) � ��� ��� %�� �

@� � 
�� �
�� g � G� � 
�� �
�� �x �� �
�� x �

I (� g(�x), h(� g(x))) = I (�x, h(x))



���� 	��	�� 
�	����� ��� �� �����	 ��

"� �� � 
�� �
�� �x � �&������ ���
� y �� I (�x, y) ��#��� �� ��/� 
�
��$���� �&�������� �
��%��

h(x) = h(�x) �

I (�x, h(�x)) = 0 .

I � � �	� ���	 ��	�	 � �����	 � ��	������� �� ������ +�	����	� �	 ) ����	 ��� I � ���� � ) �	�

�/�( ��� ( ����	 �� �� �8	����	 ���) �	 ���

 	)������ / B"����� GD�� � ��� ��C � > -��� 
�
�� %�� �� ������%�� � � !���.� � �x = f (x)
�
�� G�����������( 0 �
�� �� �
���� Y � y = h(x) ��� G� �	 ) ����	 �� �� �&����
� �� G ��� x
������ ��� � ��������
� ��� ��#��� ��� Y � �&��� 1 ��� �� � 
�� g � G� �� �2���� ��� �� ���"
��

����
� �� �
���� � g ��� Y ��� �� %�� h � � g = � g � h(


� X = � g(x) �� �� �/�	 � ��� Y = h(X )� ���� ��� �� ������ ��� G��	 ) ����	 �� ��&	�8� ��� Y
� ��� �� �������� 0 ������ �� y� .� ������ y �� 3?K4 ��� G� ���������� ������� � (M 1,M 2) ��	����

0

Y =
C1

C1 + C2
=

M1c1

M1c1 + M2c2
=

y
y + M 2

M 1
(1 Š y)

��� �8	�� �/�����	 �� G ��� �/������ �� ������� ����� �8	����	 ��&	�8� ��	� ��� �/�����	 �� G
��� �/������ �/��� �� �/����������	 ������ h ���) �	 � 9��� �������(��� 
����� ��� ����������	�

h ������������� +���	����	 � ��� ������� G��	 ) ����	 ��� 7 � ��� �/ �#����� 3?K4 � �/����������	

h(c1, c2) = c1 + c2 	� �8	�� ��� �	� ������ G��	 ) ����	 ��� :	 �F��� Y = C1 + C2 	� � ��� ���

�� �8	�� ����� �	� +�	����	 �� y = c1 + c2 �������	 � 3���+ ��� ����������� �P M1 = M24�

���� ����� �	� +�	����	 �� y �� �� �/��� (c1, c2)� 1/�	 � ��	 � �� )�� ��������� ������� �/�	

� ��	&� �/�	��� �	 � ��� ������	�� �� ) ����� �� �/�������� �� ������ 3������ Y 4 0 ������

�	������	 � �� �� ) ����� �����	 �� 3������ y4�

#�	 �� "�� * B+/�	����� �9����#� �9�	������� �� � ��� ��C

�� ��
�� ��� ������%�� G����������� �x = f (x) �� ��� �
���� G����������� y = h(x)(

-��� 
�
�� %�� � 
�� �� x0� �&������ ���
� � � !���.� �

G � g �� � g(x)

�
�� �� � ��! r = dim G ���
�� �� g = �� ��� � r � n = dim x( 0 �
�� � �
 � ������� ���
�� ��

x0 �� �2���� m = dim y "
����
�� ����������� � � !���.� �� I i (�x, y)� i = 1 . . . m� %�� � 
���������

��� ��� ��� �&��������
� ����������(

.�� � �� ������� ��� �/�����	 �� G ��������	 � ��� G �&�� �F����) ���	 � 3�/��� 0 ���� ��� ��

&���� � �/��������� ��� ���)��� �� �������4� ���� 	� ��	������ ��� �������	 � �	� ���������	� .�

��������� �� ��� �� �� ������� 	� ��	������ ��� �	� &��	�� ����������	 	�	 ����� .������ G ���



�� �������	 �� ���	� � � �	�� 	� �� ���	 
	 ����� ���� ����

�	 &���� � �	�������� ��		�#� � ) �� �	� �����	 �	��������� ��� +�	����	� I i ��	 � �	���������

��� ��� h �/����

(��#� � �# ��'��-�� 


���� �������	� ��� �� ���� �� �� ��� ��� ��(��� ���� ��� ��	� �/�		�#� �� � ) �� ��� 	��

�����	� ��� � ��	 � �������� 1�	� 	���� ��� �� ) ���� � ������� �	� 0 �/������ ��	� ������

��� �8	�� (�x, y) �� ��� �� ����		�� �� ����� � ��# ���� ���	 ��� �� (�x, y)� ./�����	 �� G ���

��� ������ ��� (��	 �8	�� ������� y ��� �	� ������ G��	 ) ����	 ��� � ���� ���	 � g � G
������� �	� �� ���	�+�������	 ���) �	 ��

(�x, y) �� (� g(�x), � g(y)) .

./� �� ������ �� ��	& ��	���	 � �������� ��� ��� ���	 �� �� G ��� � ��� �� �/���	 ��� �&����	 �

�&��������	 � ������ �� (x0, y)� .�� �� ����		�� �� �� 8(�� � f � ��) �	 � 9��� +����� 0

������ �/�	 ���� �	��� (�� ��� �� ����		�� �� �x � ������� a = � f (�x, � f ) � ���� ��&	�8� ���

�� ���	�+�������	 Y = � (y, a)� ������� �	��	 � 0 g � G ���� �� �� ��������� a� �/����

Y = � (y, � f (�x, � f )) := �( y, �x, � f ).

,� ��� )���	 � ��� � ��� ����� 	�����������	 � 0
f � ��� m +�	����	� ��������� ��	�

�( y, �x, � 0
f )

��	 � �	 ) ����	 ���� 1������ �� ��	& �� � ��� ���� ��� 0 �� y ��� ��#���� �� &�� 0 m� '	

� ����� ��������

I (y, �x) = �( y, �x, � 0
f ) Š �(� y, �x, � 0

f )

� ��� �(��	�� �	� ������ �/���������	 �	 ) ����	 ��� �
� ��� �/�#����� 3?K4 � �/������ �/���������	 �	 ) ����	 �� ���

I (�x, y) = log
�

�y
1 Š �y

1 Š y
y

�
.

���� +/����� � 
 =�� ��		� �� �'���#�	 � ����.#�	

������  � 	�	�-��� � ���� ��	�����	� �	 ������� ���+������	 � �&�� �� ) ����� V
� ) �� n ��� ���� �� ��	��	 ������	� (c1, . . . , cn) 7

V
d
dt

ci = F (cin
i Š ci ) + r i (c1, . . . , cn)

yi =
ci� n

h=1 ch
, i = 1, ..., n
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	 ��� ��	��� �������	� ��

F ��� �� �(�� �/�	 ���� �� (cin
1 , . . . , cin

n ) ��	 � ��� ��	��	 ������	� ��� ��� ���� ��	� �/�	 ����

.�� n ��� ���� ��&����	 � ����	 ��� ������ �� ������	 r i (c1, . . . , cn) 7 ��� n +�	����	� ��	 �

���� ���� 9��� ����&�	�� �� ��&� �	� ���� ������	� ��� +������	� yi �� 	��� � ���� ��	� 0

����	������� �/��� (c1, . . . , cn)�

./�#����� 3?K4 ��������	 � 0 ����� ������ �� ������� � ������� 7 	��� � ) �	� ��	� �� ���

n = 2 �� ��� �� ������ �� ������	� r 	 0�

������ &��#� � �� ���	��������	� � :	 �����	�	 � ��� 	������	� ��� ����&������

�����	 ��� �/��� �� ������� x = ( c1, . . . , cn) ��� �8	� ��	� X = ( R+ )n 
 Rn
� .� ������

y = ( y1, . . . , yn) ���	� ��� ) ������ ��	� Y = [0, 1]n � ./�����	 �� &���� � ��� ����������

�&����	 � ��� �/��� �� ������� ��� �8	�� ��� 7

� : G = (( R+
� )n , .) Š� G(X )

g = ( M1, . . . , Mn) �Š� � g
�

� g : X Š� X
(c1, . . . , cn) �Š� (M1c1, . . . , Mncn).

Z��	 � 0 �� ����������	 0 Y � ���� ��� ��		� ��� 7

� g : Y Š� Y

(y1, . . . , yn) �Š�
�

M 1y1� n
i =1 M i yi

, . . . , M n yn� n
i =1 M i yi

�
.

������ * ������� �� � ��� ��� � �� ������� 	/��� ��� ���������	 � �	 ) ����	 � �� ��	� ��

�� �8	����	 "� � ��� 9��� �	 ) ����	 � �� ��	� �� ����� �8	����	� 	��� ��) �	� ����� ��	������

�/�����	 �� &���� � ��� ���������� ��� ��� ��	��	 ������	� �	 �	 ��� cin
i � �� ��� ��� ����������

��� �� ��	� ��� ��	������ � �������� r i � � ) �� �	� ����� �#��	���	 	��������� 	��� � ��) �	�

���� ��/�	 ��� ������� ��� �	 ) ����	 � ���� �/�����	 �� &���� � ��� ���������� �8	�� ��	�

�� ����&����� �����	 ��

� ��� ��	������� �/�(���) ������ 	��� ��	�����	� ��� +�	����	� �	 ) ����	 ��� �� &���� � ��

���	�+�������	� �&����	 � ��� �/������ ��� (( �ci ), (yj )) � .�� ������	� �� 	�����������	 �/���) �	 � 7

Co
i = Mi �ci , i = 1, ..., n

�� �� �������	 ��� ��		� ���

M i =
Co

i

�ci
, i = 1, ..., n

�P (Co
i ) ��� 	���� �+��	���

����� �/�����	 �� &���� � ��� �/������ ��� ������� ��� ��		� ���

Yi =
Mi yi� n

h=1 Mhyh
, i = 1, ..., n
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	 ����� ���� ����

	��� �(��	�	� ��� +�	����	� �	 ) ����	 ��� ���) �	 ��� 7

H i (�c, y) =
Co

i
�ci

yi
� n

h=1
Co

h
�ch

yh

, i = 1, ..., n

�P �c = ( �ci ) �� y = ( yi ) � M	� ��� (�	����	 ������ �� ��� +�	����	� �	 ) ����	 ��� ��	���� ��#

���) �	 ��� 3���� ����������4 7

I ij (�c, y) = log
�

�yi

�yj

yj

yi

�

��� ��		�	 � ��� ������ �/������ �/���������	 �	 ) ����	 ��� � ��� ���� i �� j ��	� { 1 . . . n} �

������ =� ��	��� ��#� �� � ��� �� � � ��� ��	������� �/�(���) ������ 	��� �������	� ���

������ �/������ �/���������	 �	 ) ����	 �� I ij �� ��� n &	������� �	8	�������# �� �/�����	

�� &���� � �&����	 � ��� �/������ �/��� 7

vi (c1, . . . , cn) = ci
�

�c i
, � i � { 1, . . . , n}

������� ��� � ����� �� ) ������ ��	 � ��� �	 ) ����	 ��� ���� �(��	�	� ����� �/�(���) ����� ���) �	 �

3 k > 0 ��� �	 ��������� �� �&��&�4 7

V
d
dt

�ci = F (cin
i Š �ci ) + �ci r i ((

yj

yi
)1� j � n ) Š k �ci log

�
n�

h=1 ,h�= i

�yi

�yh

yh

yi

�

3?J4

�yi =
�ci� n

h=1 �ch
, � i � { 1, . . . , n}

��� ��� �	 ) ����	 � ���� �/�����	 �� &���� � ��� ����������� ����	� ��� ������� �ci = ci �

	��� ������) �	� �� ��	������ ���&�	����

d
dt �ci = d

dt ci � ���� � ) �	� �#����� �� �������

�/����&	�� ��� ������ �� ������	 r i 7

r i (c1, . . . , cn) = ci r i

�
c1

ci
, . . . ,

cn

ci

�
= ci r i

�
y1

yi
, . . . ,

yn

yi

�
.

������ ��� � ��!���� �� �9��	��� ��#�� � � ��� ����) �� �� ��	 ) ��&�	��� 	��� ������	�

�	 � ��	&���	 � �� �� ����		� 7

�� i = log( �ci ) i = 1, . . . , n

.�� ������	� �� �/�(���) ����� ��)��		�	 � 7

V
d
dt

�� i = F (cin
i exp(Š �� i ) Š 1) + r i ((

yj

yi
)1� j � n ) Š k

�
n�

h=1 ,h�= i

( �� i Š �� h) + log(
n�

h=1 ,h�= i

yh

yi
)

�



���� 	 	���	 � ! � �����	 �"������	 ��

.� ������ ��������� �� �� ������� E���(��		� 3��� ���� ��� 0

�� i �������	 �4 ��� &��� 0 7

A =
1
V

	



�

ŠFcin
1 exp(Š �� 1)

0
�

�

� 0
ŠFcin

n exp(Š �� n)

�


� +

1
V

	









�

Š(n Š 1)k k · · · k

k
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� k
k · · · k Š(n Š 1)k

�





�

.� ����	�� ������� ��� 	&���) � 7 ���� ����� Šnk ����� ) ����� ������ �� � ����������

n Š 1� �� � ����� ) ����� ������ ���� �� �� ) ������ ������ ��	 � ������ ��� ���� ���	 ���

��	 � &���� 0 @�

.� �������� ������� ��� 	&���) �� 
��� E �/�	��� (�� ��� �	����� { ß1, . . . , i r } ��� ��� � ���

���� k � J, cin
k = 0 � 
��� B = ( e1, . . . , en) �� (��� ��	�	���� �� Rn

� ����� �� ����	��

������� ��� �8	�� 	&���) � ��� �� ���� ������ �	&�	�� ��� { ek, k � J } � 	��� � ��) �	�

��	����� ��� A ��� �	� ������� �8	�� 	&���) �� �� ������� ��	 ��� ��� �/�(���) ����� ���

&��(�����	 � ��	 ������	 � 3�� ��	� �� B �� C4 �� ��� ����) � �� ��	 ) ��&�	�� &��(���� ./�(����

) ����� 3?J4 ��� ��	� �	 �(���) ����� &��(�����	 � ������������ �	 ) ����	 ��

� ��� ������ 7 '	 � ��	 �� ��� �/�(���) ����� ��� �	� ��	 �������	 ������� ��� ����

���	� ��	 � ������ ��	� ��� �� ����		�� ( �� i ) �� 	��� � ) �	� ����� �  �� ������� :�������		�

� ��� �#������ �� ������ ��������� �� �� ������� E���(��		�� ,� ��� ���) ���	 � �� ���� ���

�/�(���) ����� 3?J4 ��� �	� ��	 �������	 )�� 0 )�� �� �� ������� 7

ds2 =
n�

i =1

�
dci

ci

� 2

=
n�

i =1

(d� i )2

�/��� 0 ���� �� ������� �� D����	& �� &���� � �� ���	�+�������	� �&����	 � ��� �/������ �/���

�� ��������

���� +/����� � 
 E ���#�� ���D��������

������  � 	�	�-��� � '	 ��	������ ���	 ��	�	 � �/�#����� �� �� ) ������ 	�	 ����	���

��	 � �� ��	������ ��� �&�� ��� 7

�x = u cos(	 )

�y = u sin(	 )

�	 =
u
L

tan(� ).

����� �	���� ��� �� $�&��� K�K� P = ( x, y) ������	 �� �� � ������	 �� ������ �� �/������

�������� u �� )������ �� ) ������� �� � �/�	&�� � ) �� ������ ��� ����� ��	 � (������� 1�	� ��



�� �������	 �� ���	� � � �	�� 	� �� ���	 
	 ����� ���� ����

y

x

L

�

�

������ �� # ������ - ���������

��� ��� �� $ ��	��� ��� ������	� � ��) �	 � �� ������ 7

�
P = u 
�

�
� =
u
L

tan(� ) 
�

� ) ��


� =
�

cos	
sin	

�
�� 
� =

�
Š sin	
cos	

�
.

������ &��#� � �� ���	��������	� � ./��� (x, y, 	 ) �� ������� ��� �8	� ��	� �/���

���� X = R2 × S1
� '	 ���� ��� ��� �����	��� u �� � ��		 ����

,�� �� ������� ��� �	 ) ����	 � ��� ���	������	 �� �������	 �� ������� 7 �/��� �/�����	 ��

&���� � 
:3"4� ���� ������� �	� �/�	� ������	� +�H�	 �� � ��	&���	 � �/�	�� �� �������

� �������� ./�����	 �� &���� � 
:3"4 �/���� ���� �������	 � 7

� : G = SE(2) Š� G(X )
g = ( rot � , T�a) �Š� � g

� ) ��

� g : X Š� X
( 
P , 
� ) �Š� (rot � ( 
P + 
a), rot � (
� )) .



��#� 	 	���	 � ! �	� ������	� ������	� �� � ������	� ��

rot � ���&	� �� �������	 �/�	&�� � �� ��	 ��� �/���&�	� �� ��� ��� �� T�a �� ���	������	 ��

) ������ 
a� ,� �/�&�� ��	� �/�	 &���� � �� ���	�+�������	� 0 ����� �����������

� ��� �� ) ������� �� �	 �������� �	� �������	 �� �	� ���	������	 0 ���� �� �������� ���

������	� �� �� ��	������ �������	 � �	� ��	&��� ./�	 ) ����	�� ��� ������	� ��� �(��	 ��

��� �	 ��� �#�����	 � ��	� �� ��� ��� �� $ ��	���

������ =� ��	��� ��#� �� � ��� �� � ���� ����) �	� ���	 ��	�	 � �/�(���) ����� ��	������

� ��� �� ) ������ ��� ��� ������� �� B �� C� � ��� �� �������� �	 ������ �� � ������	


P = ( x, y)
�� �	 � ���� �� 0 ����	������� 
� ���� 	 � .�� ������� ����	 � �	 ������� B �7 C� ��	� ������ ���

����� �	 �(���) ����� �� � �� � 8���� �� D����	 ��	��� ��� � ��� �/��������� 0 �� ) �������

��� �(���) ����� 	/��� ��� �	��	 � ��� �	 ) ����	 � ���� �/�����	 �� &���� � 
:3"4�

I �	�	� �	 0 �/�(���) ����� ��� ������� �� B �� C� ,� ��� ��		 ��� �� ������� �/������	�

���) �	 ��� 7

d
dt

�
 = u
tan �

L
�
� +

u
a

(�
 Š
1
a

( 
P Š 
Pr ))

�
� = �
 Š
1
a

( 
P Š 
Pr )

�P

�
� ��� �� ) ������ 	����� 0

�
� �

,� � � �(��	 � �	 �����	 � �� ��	������ �� �� ) ����(�� ��#�������


 = 
� + 1
a


P � �P


Pr

�8	�� �	� � ������	 �� �+��	���

.�� ������� ���	 ���	 � ��� �/�(���) ����� ��� ��	 ) ��&�	 � �	 ���	�	 � � ��� �� ���������

a �	 ��� ���������	 � 	&���+� ��� �(���) ����� ��� (��	 �	 ) ����	 � 7

W ./�	 ) ����	�� ��� ���� ��� ��# ���	������	� ��� ������ ��� �� ����� ( 
P Š 
Pr )�

W ./�	 ) ����	�� ��� ���� ��� ��# �������	� ��� ������ ��� �� +��� ��� �/�	 ��� ) ����� ��	� ��

��� ��� �� $ ��	���

��	 ��������	 � 0 �/�#����� �� ������� � ������� ����� ��	� �� ������	 K�?� ��� �������

	� �� 5����	 � ��� �� ����� �/������ ��	� �/�(���) ������ ����� �� ��	������ ��


 ���

�	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � 
:3"4� ����� ��

�
 �/��� ������

���� +/����� � 
  �	 	�	�-��	 ���'���	 	���������	

��� �#����� � � ��� ���&�	� �	� ���������	 � ) �� �� A����� -:
�'�1:D�
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������  � 	�	�-��� � '	 ��	������ ���	 ��	�	 � �� ��� ����������� ��� �������� ��	�����

������		����� 7

�x = Ax

y = Cx

� ) �� x � Rn
� y � Rp

� A � Rn × Rn
�� C � Rp × Rn

�

������ &��#� � �� ���	��������	� � ./��� x �� ������� ��� �8	� ��	� X = Rn
�

.� ������ y ��� �8	�� ��	� Y = Rp
� '	 ��	������ ��	� �� ������� �� ��	���� �/�����	 ��

&���� � �� ���	�+�������	� ���) �	 � 7

� : G = ( R� , .) Š� G(X )
g =  �Š� � g

�

� g : X Š� X
x �Š� x.

Z��	 � 0 �� ����������	 0 Y � ���� ��� ��		� ��� 7

� g : Y Š� Y
y �Š� y.

������ +���#� �� � ��� ��� � � ��� ��	������� �/������ �/���������	 �	 ) ����	 ��� �	 ��	���

���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	� �&����	 � ��� �/������ X × Y � .�� ������	� ��

	�����������	 �/���) �	 � 7

xo =  �x, �x � X

yo =  �y, y � Y

� ) �� (xo, yo) � X × Y �� �+��	�� ��	����� ��� �� ��� �	���� �� ��� ��� ��(��� �� �����	�

.� �������	 ��� ��		� ���  = xo

x̂ i � � ��� i ������	��� ���� ��	� { 1, · · · , n} � :	 ��	5����	 �

��	� ��� ������	� �� 	�����������	 ��	���	�	 � �� ������� �	 �(���	 � �� +������ ���) �	 �� ��

+�	����	� �	 ) ����	 ��� 7

H ij (�x, y) =
yj

�xi

� ��� �(��	�� ��� ������ �/������ �	 ) ����	 ��� �	 � ��� ��	������ 	������	 � ��� ��� (�	���

��	� ���) �	 ��� 7

ei,j (y, �x) =
yj

�xi
Š

�yj

�xi

�P �y ��� �8	� ��� �y = C�x�



��$� ������	 
�����	��	� 
��� �����	 �	

������ =� ��	��� ��#� �� � ��� �� � '	 ��	������ �	 �(���) ����� �	 ) ����	 � � ��� ��

������� ��	���� ��� 	��� ��	�����	� �	 �������	 � ��� n � ����� �� ) ������� �	 ) ����	 ��

���) �	 �� 7

vi (�x) = �xi �
� �xi

, � i � { 1, · · · , n} .

'	 �(���	 � ����� �/�(���) ����� 7

��x = A �x +
n�

i =1

�
p�

j =1

kij ei,j (y, �x)

�

vi (�x)

�y = C�x

��� �� ����� 7

��x = A �x + K (y Š �y)

�y = C�x

� ) �� K = ( kij ) � Rn × Rp
�	� ������� �� &��	� 
� (A, C) ��� �(���) �(�� 3�� ��	� �� ������� ��

��	& �� D����	4� ����� �	 � ��� � ������ K �� ��	���� 0 �(��	�� �	 �(���) ����� ��	 ) ��&�	 ��

����� �	����� �� �� ��	���� ���� �/�	&�� ��� &���� �� �� ���	�+�������	 	��� � ����� ��

������) �� �/������� ��������� �/�	 �(���) ����� � ��� �	 ������� ��	���� ������		�����

��6� ����-�� ��F'��� ���� �9�� � �����

��6��� ���� �� � ����#� GD�� � ��� �� � .� ���� �� �� ��� ��� �� ��(��� �� �����	

+���	�� �	� ���� �� �� ������ �/������ �/���������	 �	 ) ����	 ��� .� ����	� �	&����	 � ��	�

�� ��	��������	 �/�(���) ����� �	 ) ����	 �� ����� 	��� �/� ) �	� )� ��	� �� ������	 K�@� ���

�/����������	 �� � ����� �� ) ������ G��	 ) ����	 �� .� ������	����	 �� ��� � ����� � ��� �	

&���� � �� ���	�+�������	� ��		 ������� �	� �������	 ��O���� ����� ���� ��� �����

	������	 � ��	� B �� C �� B �� C� ��� �	��	 � �� �#���� ��� �������� ��� ����������	 �� 1�	� B �� C�

�� ������� ���) �	 � ��� ��		 7

#�	 �� "�� $ B����-�� ��F'��� ���� �9�� � ����� � �#� #� � ��� �� � ����#�C

-
�� G �� !� 
�� � �� �� ���"
�����
�� � 
���2� �!������ ��� �� ������� X (  � �$��� ��

�� ����� f ��#�� ��� X ��� ��� G���������� �� �� ��������� �� *�� 
 �$�� �� )��+ [v, f ] = 0
� 
�� �
�� !���� ����� ��#��������� v �� !� 
�� �(
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��6��� ����-�� ��F'��� ���� �9�� � ����� � �#� #� ��	��� ��#�� � ���� ����	� ��

����� �� ������� �����	 � �	 ������� ��F��	 ���� ����������	 � ��� �(���) ������ �	 ) ����	 ���

���� 	��� ������	� ��# �(���) ������ ��	������� ����� ��� �������� ��	������� �� �9��

����	���	 ��� �� ������� �	������ ��	 � �	 � ���� �� 0 ����	������� �/���� :	 �����	�	 � ���

	������	� ��� ����&������ �����	 ��� �� ��	������ �� �/�(���) ����� � ��� �� ������ ����

�� +���� 7 �
�x
��x

�
= F (x, �x) = F1(x, �x) + F2(x, �x)

� ) ��

F1(x, �x) =
�

f (x)
f (�x)

�
�� F2(x, �x) =

�
0

W(h(x), �x)

�
.

'	 ��	� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	� G ��� �/������ X × X �P ��� �8	� �/���

(x, �x) 7

�w : G × (X × X ) Š� X × X
(g, x, �x) �Š� (w(g, x), w(g, �x))

�P w ���&	� �/����������	 ������� �	��	 � 0 �/�����	 �� G ��� X � .�� &	������� �	8	�����

���# �� �/�����	 �� G ��� X × X ��	 � �� �� +���� 7

V (x, �x) =
�

v(x)
v(�x)

�

�P v ��� �	 &	������ �	8	������� �� �/�����	 �� G ��� X �

.� ������� �/�	 ) ����	�� � ��� �/�(���) ����� �/���� ��	� 7 � ��� ���� &	������ �	8	�������

V �� �/�����	 �� G ��� X × X � �� � ���� �� ) ������ F �8	����	 � �/�(���) ����� ���� ) ��8��

[V, F] = 0 �

1) ����� �	� �� ��� � ��� �� .��

[V, F] = [ V, F1] + [ V, F2].

�����

V = v(x)
�

�x
+ v(�x)

�
� �x

F1 = f (x)
�
�x

+ f (�x)
�
� �x

F2 = W(h(x), �x)
�

� �x



�������� ��

�	 �(���	 �

[V, F1] =
�

v(x)
�f (x)

�x
Š f (x)

�v (x)
�x

�
�

�x

+
�

v(�x)
�f (x)

� �x
Š f (�x)

�v (x)
� �x

�
�

�x

+
�

v(x)
�f (�x)

�x
Š f (x)

�v (�x)
�x

�
�

� �x

+
�

v(�x)
�f (�x)

� �x
Š f (�x)

�v (�x)
� �x

�
�

� �x
.

'	 �	 ����� ��� [V, F1] = 0 7 �� ������� �� �� ���	��� ����� �� �� ����� ��	 � 	 ���

3�	 ) ����	�� �� f ���� �/�����	 �� G ��� X 4� ��	�� ��� ��� ���# ������ �� ������ 3 x �� �x ��	 �

���# ) ����(��� �	�� �	��	 ���4� 1�	� �� ��	�����	 [V, F] = 0 �� ����� 0 [V, F2] = 0 � '	 �

[V, F2] =
�

v(�x)
�W (h(x), �x)

� �x
Š W(h(x), �x)

�v (�x)
� �x

�
�
� �x

+ v(x)
�W (h(x), �x)

�x
�

� �x
Š W(h(x), �x)

�v (x)
� �x

�
�x

���� ��	���� 0 �� ���� ������	 ���) �	 �� 7 3�	 �����	�	 � ��� 	������	� �������� ��	� �� �8�

	����	 �� �/�(���) ����� �	 ) ����	 �4

�� �� ������� * B����-�� �9�� � ����� � �#� #� ��	��� ��#�C

 � 
��������� ��� ��������� �
�� �&����
� �� !� 
�� � G ��� X × X �� �� ��������� ���

� 
�� �
�� !���� ����� ��#��������� v �� �&����
� �� G ��� X � 
� �

[v(�x), W(h(x), �x)]|x +
�W
�y

Lvh(x) = 0


3 L vh(x) ��� �� ������ � �� )�� �� h ���
� v �� 
3 [, ]|x ��!��#� %�� ���� �� �� 
 �$��� 
�

� 
����.� � x � 
������(

�����#	���

��	������ ��� &���� �� �� ���	�+�������	� �&����	 � ��� �� ������� ��	� �/������� ��

��	������� �	 �(���) ����� ��� �	� ����� �� �����		�(�� ������/���� � ����� �/�	� ������	�

��	���� �� ��	�� ������ �� �� �� ������ �� ������� ��	� �� ��	������ �� �/�(���) ������

'	 ������� ����� 	�	 �������	 � ��� ������� ���� ����� ��� �	+�������	� ��� �� ���������

������������ ��� ������	� �� ��������
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����� ��	 ���(����	 ��� ��� ������� �� � ���� �� ���(���� �� �� �8	�� �������� 	����	�

��� ��� (�� 9��� ��� ����	 ��� ��	� �� ��	������	 �� ���� �(���) ������ �	 ) ����	 ��� �����

��� ������� �/���������	 �	 ) ����	 ���� ��� �/�	 � ��� �������� 	������	 � )�� �� ���� �� ��

��� ��� ��(��� �� �����	�

.� �������	 �� �� ��	 ) ��&�	�� ������� �	 ���(���� ��) ��� 7 ���� ��� �(���) ������ �	�

) ����	 �� 	� ��	 � ��� ��	 ) ��&�	 ��� ��	���	�� � ��� �� ������ �� �������� � �������� ���

	��� � ) �	� ��	������ 	��� � ) �	� �� �(��	�� �	� ����) � �� ��	 ) ��&�	�� &��(��� ��� �	

��&���	 � �� ��	 �������	� M	 ���	 ��� (�� �#����� �	 ��� �� ��	 ) ��&�	�� �/�	 �(���) ����� �	�

) ����	 � �� �� +��� ��/�� �8	���� �	� ��	 �������	 � ��� �� ������� �� D����	&� �/��� 0 ���� ��

������� � ��� �������� ��� ���	�+�������	� �� &���� � ��	������	 � ��� ����������
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 ���� ����������� ��� ���

��
��� �� �������� �
 ��
������

.� ������� ����	 � ��	� �� � ������� � +��� �/�( 5�� �/�	� ��(�������	 B � C�

%� ��� �#�����

.�� �(���) ������ � ��� ��� �������� 	�	��	����� �	 � � ���&���	 � ����� ��� ���	�����

���		���� �� �� ���� ���&��� �	 � � ������ � �	��	 � ����� � ��� �� 3) ��� ��� �#������

B ��: �� C4� � ��� �� ��	 ��%�� �� �������� ���	������ ��� �������� 5���	 � �	 �%�� ��� ����	 �

3) ��� B �8: ��: �7 C4� 1�	� �� � �������� 	��� ��	 ���	� �����	 � �#������� ��� S��������[

3����� 	��� �/� ) �	� �50 +��� � ��� ��� �������� � �������� ��	����� �� � ������� K4 � ���

�� ��	��������	 �/�(���) ������ ������������� � ��� �	� ������ �� ������� 	�	��	���� 7 ���

�������� .�&��	&��	� ��	 � �	 ������ ������ ��� � ������	�� .�� ������	� �/:�����.�&��	&�

��	 � �	 �F�� �	 ���	������ 7 ���� �#�������	 	� �� �	��	 � ��� �� � ���# �/�	 �	��� (�� ����

�������� �� �� ����		�� ��	� �/������ ��� ��	8&������	�� ���� ������	 �� �� S�������[ ���

	��� ����	� ������� ���� �� &�	�� �/�	 ) ����	�� � �50 � ����	���	 � ������� � ��� �� ��	 ��%��

������� 3�+�� ��&�� B 65 C4 �� � ��� �/��( ������	 �� ��	 ��%����� �	 ���	������ � ��� ��� ��������

���	����� ����������	 � �����		� 3�+�� ��&�� B �5 C4� ./�(���) ����� ����	 � ��	� �� � ���

����� � � ��	������ �� ��	���� 0 �����) �� ����� �	 ) ����	��� 2 ��� ����� ��	� �/�������

B �5 C� 	���� ���� �� �/������ ��� �� ��������� -����		��		� �� �/������ ��� ��	8&������	�

�� ��� ������ 3�����	�� &� ������� ���) ����	 �� ) ����	 ��� ����(���� ) ��� � ��� ���� �� ������

B �5: 66 C4 �8	�� ��� �/	��&�� ��	������ 1�� ��� ) ��# ��� ����	 �� ��	� �� ������ �� ��	 ��%��

��� �������� ���	����� �/������	 � �50 ��� �� &������ -����		��		�� ���� �	���� ���

��� ) ��# ��� �� ��	 ��%��(���� B ��: �8 C� �� ���	�8�����	 �� ��� 5������� B �8: �7: �� C� �� ��	 ��%��

������� B ��: �� C �� �� ���(��������	 �� �������� ����������		� B 5� : �� : ��: �� C�

.� ����) � �� �� ��	 ) ��&�	�� �� ���� ��� (��� ��� ���# � ��	 �� ��� 7



�� �������	 #� ���	� � � �	�� ��������	

W ��� ������� �	 ���	������ �������	 � �� ���) � �� ) ����	 �� � ��� ����� �� �������� ) �������	

�� �� ��	������ �� �/�(���) ������ ��� ������� ��	 � ��� 0 �/������	 �� E���(� ��	�

�������� ��� ������ �� ����(��� ����������	 � 	����������	 ��

W �	� ������� �� ��	 �������	 B �� : �� C � ��� �	� ������� (��	 � ������ ��	� �/������

��� ������� ����� ������� ��� �	� �#��	���	� ��	� �/������ ��� ������� �� �� ���������

-����		��		� �8	�� �������	 � ��� �/������ ��� ��	8&������	� ����� �#��	���	 �� �	�

��� &��	� �� �/�(���) ������ ����� ������� ��� ��������	 � ��� 0 �� ������� �� 
���<�

B 6�: 6� C�

�8	 �/�#������� �/��� ���	������� ��	�����	� ��	� �	 ������� ����� �� ��� ������ � ���

������ �� ��	������ �� ������� �� ����� 0 ����� ��� &� ������� 3�/��� 0 ����� ��� �/	��&��

� ���	 ������ �� ��� �� +����� �#��������4�

1�	� �	 ������ �� ��	8&������	 :�������	 3��� �� ����(���4� �/������	 ��� &� �������

�/���� q̈ = 0 �P q ��	 � ��� �� ����		�� :�������		��� :	 &	���� �/������	 �/���� � �q �q = 0
�P � ���&	� �� ��		�����	 -����		��		�� '	 ���� ��� ��� �� ��	8&������	 q ��� �������

'	 � ���� �� 0 ��	������� �	� ���������	 ��	� (���� �q �� �v �� �� � ������	 q �� �� �� )������

�q = v� .������ q̈ = 0 � ���� ��� ���� ������� ,� ��O� �� ��	������ �/�(���) ����� �� .��	 ( ��&��

���) �	 �

��q = �v Š � (�qŠ q), ��v = Š� (�qŠ q)

� ) �� � �� � ���# ��	���	 ��� � �����) �� � ��� ������� �� ��	 ) ��&�	�� �#� �	�	 ������� 1�	� ��

��� �P � �q �q = 0 � �	 �������� �� ����� �/������ �qŠ q ��� �	 ����� �/������ �	 ���	����� 7 ��

&�����	 � &��� q̂F � �P F (�q, q) ������	 �� �� ����� �� ���� �� �� �����	�� &� ������ �	 ���

�q �� q� '	 ��� ��	�� ��	���� 0 � �	��� ��/�	 ( �	 ��	����� � ��� � �q �q = 0 � ������� 9���

�/�(���) ����� ���) �	 �

��q = �v Š � &��� q̂F, � �̂q�v = Š� &��� q̂F.

,� ��� �	 ) ����	 � ��� ���� ��� 0 ���� � ��	&���	 � �� �� ����		�� ��� q� ��� �(���) ����� ���

(��	 �8	� ������� �q ��� ��� � �� �� q� ������� &��� q̂F ��������	 � 0 �/������ ��	&�	 � 0 �q ��

����� �� ) ������ �v ��� �8	� �� ��	& �� �� ����( � t �� �q(t)� �� ���) ����	 �� ) ����	 �� � �̂q�v
��� &����������	 � (��	 �8	�� �� ��	& �� ����� ����( �� ��	���	�� ���� 	/������ ��� ��

��	 ) ��&�	�� � ��� ���� � �� � � �����+�� ,� ��� (��	 ��		 � ��� �� ����(��� 	&���) � ��������	 �

��� �	���(����� �#� �	�	 ������� �� 6�� &� ������ 3) ���� ��&�� ��� �������� ��&� ������ �/�	��

�� ) ��� ��� ) ����� ��������� �� ����(��� 	&���) � B 6 C4� ��	�� �� ��� 	�������� �� ���� �	���

�� ���	� �� � �� � �/�	���(���� ��� �/������ �� ������ �/������ ��������#� � �� ������ 	����

�(���) ����� ��	 ) ��&�	 � ��F��� ������� � �� �� ����� ���� ��������� ��� �/�	 ��� ������	 �/�	

����� �� ����(���
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��q = �v Š � &��� q̂F, � �̂q�v = Š� &��� q̂F + R(�v, &��� q̂F )�v

�P R ������	 �� �� ��	���� �� ����(��� �� -����		� ������� R(�v, &��� q̂F )�v � �	� �� �	�

��	�� ��	���� ��� ���� ��� 0 &��� q̂F �� ����������� ��� ���� ��� 0 �v� �	 �(���	 � ��	�� �	

�&��&� ����������� ��� &��	� �	 +�	����	 �� �� )������� 1� ���� &��	� ��	 � �0 � ��� ���� �	�

��� �� ��) ��&�	�� �� ��� ����������	� ���� ��# �F��� �� ����(��� 3������ &������������4�

'	 ����) � 0 �/���� �/��&���	 �� �� ��	 �������	 B �� : �� C ���� � ��� ���� � �� � � �����+��

�	 ��� �(���) ����� ��� �#� �	�	 ��������	 � ��	 ) ��&�	 � �� ������	 � ������ �� ����� ��� 5�������

t �� q(t)� :	 �F��� ������� �q ��� ��� � �� �� q� �� �������� ) �������	 �� �� ��	������ ��

�/�(���) ����� �/���� 7

� �̂q� = � Š ��, � �̂q� = Š��

�P � = �q Š q� ���� ������� �	� �#������	 � 0 �� ��	������ ��������� �/������ ��	� �� ���

:�������	 3 q̈ = 0 4 7

��q = �v Š � �q, ��v = Š� �q

� ) �� �q = �q Š q �� �v = �v Š v� .������ R = 0 � �� ���) ����	 �� ) ����	 �� � �̂q ��\	���� � ) ��

�/�� ������ ���	���� d/dt ��	� ��� �� ����		�� :�������		��� ./� 5��� �/�	 � ���	 ���� �� ��

+����� �#�������� �� ��8�	 � �&�����	 � �� ��	������ �� �/�(���) ����� �� �������� �/������

�� ���	�� ��� ��������� 3) ��� 3K�4 4�

�� � ������� ��� ��&�	�� ����� ����� .� ������	 !�@ ��� �) ��� ��# 	������	� �� ��

8	����	� &	������ 1�	� �� ������	 !�"� 	��� ����) �	� �� ��	������ �� �/�(���) ����� �	�

���	����� ��	� �� ��� &	���� �� 	��� ��������	� �/�	 ) ����	�� ��� �	 �#����� ������ ��	�

������ ��	 � ����	 ��� ��� +����� �#��������� 1�	� �� ������	 !�?� 	��� ����) �	� �� ���(����

�#� �	�	 ������ �� ���� 3��	 �������	4 ������ �� ����� ��� 5������� 3��	 ) ��&�	�� �� ����4� ����

��������	�� ��� �� ������� �� ���� �	� ����� �/�O����� �� ����� ���� �� � ) �� �	� ��� ����

���	 	 ������� ������ ��	� �� ������	 !�K� 1�	� �/�		�#� �� 	��� �#�������	� �� �������

�� ��	 �������	�

���� "�	�-��  !��!��� �� �'���.#� $���������

'	 ��	������ �	 ������� ���	���� .�&��	&��	 � ) �� �	� ) ���� �� ��	8&������	 ��

����	���	 n � �	�� �/�	� ������� -����	��		� 3) ��� B �5 C4� .�� �� ����		�� �� ����� ��

q � M ��	 � 	���� (qi )i =1 ...n � .� .�&��	&��	 ��� ��		 ��� 7

L (q, �q) =
1
2

gij (q) �qi �qj Š U(q)
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�P �� ������� �8	�� � �����) � g(q) = ( gij (q)) i =1 ...n,j =1 ...n �8	�� �� ������� 3������� �/�	���

���4 �� �� +�	����	 �������� U(q) �/	��&�� � ���	 ������� .�� ������	� �/:�����.�&��	&� ��	 ��

��	� ��� �� ����		�� �� ������

d
dt

�
�

� �qi
L

�
=

�
�q i

L + ui (q, t), i = 1, ..., n

�P u(q, t) = ( ui (q, t)) i =1 ,...,n ��� �	� +�	����	 ��		 �� �� t �� q� ��� ������� �	� �	 &	��� 0

��� �	 ���� ��		 ���� .� +��� ������	 -����	��		� ��� ������	� �/:�����.�&��	&� ���

� �q �q = Š &��� qU(q) + g(q)Š 1u(q, t) 	 S(q, t)

�P � � &��� q �� g(q)Š 1
��	 � ���� ����) ���	 �� �� ��		�����	 �� .�)����)���� �/�� ������ &���

���	 � ���� �� 0 �� ��������� -����	��		� �� �/ �	 ) ���� �� �� ������� �� �� ������� g(q)�

����� �� � ������	 q ��� ������� �� ����� ������ S(q, t) ��� �	 � ���� �� ) ������ ��� M ��

� �	��	 � �� ����� �� ��		 �� 1�	� ��� �� ����		�� �� ������ ��� ������	� �/:�����.�&��	&�

�/���) �	 � 7

q̈i = Š� i
jk (q) �qj �qk + Si (q, t) 3?L4

�P ��� ������ �� ��		�����	 � i
jk 3��� ( ���� �� �������F��4 ��	 � ��		� ���

� i
jk =

1
2

gil

�
�g lk

�q j
+

�g jl

�q k
Š

�g jk

�q l

�

� ) �� gil
��� ���� ���	 ��� �� �� ������� gŠ 1

� ���� �������	� ��� �� ��	 ) �	 ���	 �� ��������	 7

���	� �	 �	���� ������X� 0 �� +��� �	 �#� ���	 � �� �	 �	����� ���� ��&	�8� ��� �� ��������	

����	 ��� �	���� ���� 9��� +�����

-��� ���	� ��� � �qv ��� �� ���) � �� ) ����	 �� �� � ���� �� ) ������ v �� ��	& �� �q� 1�	�

��� �� ����		�� �� ������ �	 �(���	 �

{� �qv} i = �vi + � i
jk (q)vj �qk

�P { } i
��&	�8� �� ����		� i �

���� =� ��	��� ��#� �� ����	-.#�

1�	� ����� ������	� 	��� �8	����	� �	 �(���) ����� �	 ���	����� � ��� �� ������� .�&��	�

&��	 �8	� ��	� �� ������	 �����	 ��� ����� ��� ������	� �/:�����.�&��	&� ��	 � �	��

� �	��	 ��� �� ������� �� �� ����		� � ����� 3����� ��	 � �	 ���	������4� 	��� � ) �	� ��	������

�� ��	������ �� �/�(���) ����� � ) �� � ��� �( 5����+ �� �����) ����	 �� ����� �������� �����
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� ) ��� ��		 �� �8	����	 �� �� ��	������ �� �/�(���) ������ 	��� ) ��8���	� ��� ��	 �#�

�������	 ��� (��	 �	 ���	����� �� 	��� �	 ��		���	� �	� �����������	 ��� �	 �#����� �������

.� ��	 ) ��&�	�� �� ��� �(���) ����� ���� ��	����� ��	� �� ������	 !�?�

������ 3����.#� �� �9��	��� ��#�� � '	 ���� ��� ��� �/�	 ������ ��� � ������	� 3

�/��� 0 ���� � ��� qi
4 �� ��� �/�	 	� ������ ��� ��� )������� 3 �/��� 0 ���� ��� �qi = vi

4� ����	�

�q �� �v ��� ���������	� �� �� � ������	 q �� �� )������ v� :���� ��	 � �8	��� ��� �� ��	������

���) �	 �� �	�� �	��	 �� �� � ���# �/�	 ������� �� �� ����		�� 7

� �̂q

�
��q+ � &��� q̂F (�q, q)

�
= T//q � q̂S(q, t) Š � &��� q̂F (�q, q)

+ R
�

( ��q+ � &��� q̂F (�q, q)) , &��� q̂F (�q, q)
�

( ��q+ � &��� q̂F (�q, q))

��� �/���� �����

��q = �v Š � &��� q̂F (�q, q)
� �̂q�v = T//q � q̂S(q, t) Š � &��� q̂F (�q, q) + R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

3K�4

�P

W � �� � ��	 � ��� ���������� � �����+��

W F (�q, q) ��� �� ����� �� ���� �� �� �����	�� &� ������ �	 ��� q �� �q� ����� +�	����	 ���

(��	 �8	�� �� �&������ ������� �q �� q ��	 � ��O�����	 � ��� � ����

W T//q � q̂ ��� �� ���	�� ��� ��������� �� q ) ��� �q �� ��	& �� �� &� ������ 5��&	�	 � q 0 �q�

�/��� �	� �������� ��	���� �� �/������ ��	&�	 � 0 q ) ��� �/������ ��	&�	 � 0 �q� �����

� ��� F � ��� �� ������ ��� (��	 �8	� � ��� q �� �q ��O�����	 � ��� � ����

W R ��� �� ��	���� �� ����(��� �� -����		�

1�	� ��� �� ����		�� �� ����� (qi ) � �� ��	������ �� �/�(���) ����� �/����

��qi = �vi Š �
�

&��� q̂F (�q, q)
� i

��vi = Š� i
jk (�q)�vj ��qk +

�
T//q � q̂S(q, t) Š � &��� q̂F (�q, q) + R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

� i
.

��� �(���) ����� 	� �� �	� ��� �/�	 � ���# ����������� �� ������� �� �� ����		�� � ��� q 7 ��

��		�����	 � � �� +�	����	 F � �/�� ������ T//q � q̂ �� �� ��	���� R ��	 � ��� �( 5��� �	 ���	������
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3S�	 ���	������[4 7

� i = � �qi

� i = � �vi + � i
jk (�q)� �qk �vj , i = 1, ..., n 3K 4

'	 � ��� ) ��8�� ��� � i
��	�� ��� � i

������� �	��	 � ��# �� ����		�� �� ���# ) ������� � ��

� �������	�	 � �� �9�� ������ ��	����� �/������ ��	&�	 � �	 �q 0 M � :	 �F�� 	��� � ) �	� �	

	&��&��	 � ��� ������ �� ����	� ����� 7

W � = � �� (0)� � ��� ���� � ���� �� � > 0 � ) �� � �	� &� ������ ��� 5��	 � ��� � ��	 �� � (0) = �q
�� � (� ) = �q+ � �q�

W �� � = T// q̂+ � q̂� q̂(�v + � �v) Š �v�

.�� ) ������� ��	&�	 �� � �	� � ��	 � �8	�� �� ��	& �� �� ����( � t �� �q(t)� ���� � ��) �	�

��	� ��	������ ���� ���) ����	� �� ) ����	 ��� � �̂q� �� � �̂q� ��� ��������		�	 � ����� 0 �/������

��	&�	 � �	 �q 0 M �

����	� ��� �� �������� ) �������	 �� 3K�4 ��		� 7

d
dt

�
� �qi

�
= � �vi Š �

�
�
�

&��� q̂F (�q, q)
�� i

d
dt

�
� �vi

�
= Š �

�
� i

jk (�q)�vj ��qk
�

3KJ4

+
�

�
�

T//q � q̂S(q, t)
�

Š � �
�

&��� q̂F (�q, q)
�

+ �
�

R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v
�� i



�� �������	 #� ���	� � � �	�� ��������	

5(�(�(�( ������ �� � �̂q� � > 1�	� ��� �� ����		�� �� ������ 	��� � ) �	� � ��� ���� i = 1 , ..., n 7

�
� �̂q�

� i
= �� i + � i

jk (�q) ��qk� j

= � �vi Š �
�

�
�

&��� q̂F (�q, q)
�� i

+ � i
jk (�q)

�
�vk Š � { &��� q̂F (�q, q)} k

�
� j

= � �vi + � i
jk (�q)�vk � j Š �

� �
�
�

&��� q̂F (�q, q)
�� i

+ � i
jk (�q){ &��� q̂F (�q, q)} k � j

�
.

���� �(��	�	� ����� 7

� �̂q� = � Š � � � &��� q̂F (�q, q)

� ) ��

�
� � &��� q̂F (�q, q)

� i
=

�
�
�

&��� q̂F (�q, q)
�� i

+ � i
jk (�q){ &��� q̂F (�q, q)} k � j .

5(�(�(�( ������ �� � �̂q� � > �� ���) � �� ) ����	 � �� � ��� ��		� ��� 7

�
� �̂q�

� i
= �� i + � i

jk (�q) ��qk� j . 3KL4

1/����� 3KJ4 �� 3K 4 � 	��� � ) �	�

�� i =
d
dt

�
� �vi

�
+

d
dt

�
� i

jk (�q)�vj � k
�

= Š �
�

� i
jk (�q)�vj ��qk

�

+
�

�
�

T//q � q̂S(q, t) Š � &��� q̂F (�q, q) + R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v
� � i

+
d
dt

�
� i

jk (�q)�vj � k
�
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	 �����	� � � �	�� ��

��	�� �	 	� ��	���) �	 � ��� ��� ������ �� ������� ����� �	 � �q �� � �v 7

�
�

� i
jk (�q)�vj ��qk

�
=

� � i
jk (�q)

� �qc
� c�vj ��qk + � i

jk (�q)� �vj ��qk + � i
jk (�q)�vj �� k

=
� � i

jk (�q)

� �qc
� c�vj ��qk

+ � i
jk (�q)� j ��qk Š � i

jk (�q)� j
pc(�q)�vp� c ��qk

+ � i
jk (�q)�vj �� k

d
dt

�
� i

jk (�q)�vj � k
�

=
� � i

jk (�q)

� �qc
��qc� k �vj + � i

jk (�q)� k ��vj + � i
jk (�q) �� k �vj

=
� � i

jk (�q)

� �qc
��qc� k �vj

Š � i
jk (�q)� j

pc(�q)� k ��qc�vp

+ � i
jk (�q)� k

�
T//q � q̂S(q, t) Š � &��� q̂F (�q, q) + R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

� j

+ � i
jk (�q) �� k �vj

'	 ������ (�� ��� ���# �����	 ��� ������	� 7

d
dt

�
� i

jk (�q)�vj � k
�

Š �
�

� i
jk (�q)�vj ��qk

�

= Š� i
jk (�q)� j ��qk

+ � i
jk (�q)� k

�
T//q � q̂S(q, t) Š � &��� q̂F (�q, q) + R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

� j

+ � k ��qc�vp

�
� � i

pk(�q)

� �qc
Š

� � i
pc(�q)

� �qk
+ � i

jc (�q)� j
pk(�q) Š � i

jk (�q)� j
pc(�q)

�
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'	 �(���	 � ����� � ���

�� i
7

�� i = Š � i
jk (�q)� j ��qk

+
�

�
�

T//q � q̂S(q, t) Š � &��� q̂F (�q, q) + R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v
� � i

+ � i
jk (�q)� k

�
T//q � q̂S(q, t) Š � &��� q̂F (�q, q) + R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

� j

Š � k ��qc�vpRi
kcp(�q)

�� ��� ��		� �/�#�������	 S������	 ���	�����[ ���) �	 �� 7

� �̂q� = ŠR( ��q, � )�v + � �

�
T//q � q̂S(q, t)

�
Š � � � &��� q̂F (�q, q) + � � �

�

�
R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

�

�P

�
� �

�
T//q � q̂S(q, t)

�� i
=

�
�
�

T//q � q̂S(q, t)
�� i

+ � i
jk (�q)� k

�
T//q � q̂S(q, t)

� j

��

�
� � �

�

�
R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

�� i
=

�
�
�

R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v
�� i

+ � i
jk (�q)� k

�
R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

� j

� ��� �� ����� �� ����(��� 	��� �������	�

� � �

� �� ���� �� � � ������/�� 	� �/�&�� ��� �/�	�

)��� ���) ����	 �� ) ����	 �� ��� ���� ��� 0 � 7 �� ) ������ R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v ��� �������	 �

�8	� �� ��	& �� �� ����( � t �� �q(t)� ��	�� �	 	� � ��� ��� �8	�� ����������	 � �� ���) �

�� ) ����	 �� ��	� �	� ��������	 � ��� 	/��� ��� ����	���� 0

��q�

:#�����	� ���	 ��	�	 � �� �����

� � �

� �� ��	���� �	 ���	������ �������

� �vi = � i Š � i
jk (�q)� �qk �vj

�
�
�

&��� q̂F (�q, q)
�� i

=
�

� � &��� q̂F (�q, q)
� i

Š � i
jk (�q)� �qk{ &��� q̂F (�q, q)} j

��� ������� ���	 ������ +���	����	 � �/�#�������	 �	 ���	����� ���) �	 �� 7

� � �

�

�
R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v

�
= ( � � R)(�v, &��� q̂F (�q, q))�v + R(�v, � � &��� q̂F (�q, q))�v

+ R(�, &��� q̂F (�q, q))�v + R(�v, &��� q̂F (�q, q)) �.

�P � � R ���&	� �� ���) � �� ) ����	 �� �� ��	���� �� ����(��� �� ��	& �� � �
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	 �����	� � � �	�� ��

$�	�����	 �� 	��� �(��	�	� �� +��� ������	 �	 ���	����� ���) �	 �� � ��� �� �������� ) �������	

�� 3K�4 ��� ���� ��� 0 �q �� �v 7

� �̂q� = � Š � � � &��� q̂F (�q, q)
� �̂q� = ŠR( ��q, � )�v + � �

�
T//q � q̂S(q, t)

�
Š � � � &��� q̂F (�q, q)

+( � � R)(�v, &��� q̂F (�q, q))�v + R(�v, � � &��� q̂F (�q, q))�v
+ R(�, &��� q̂F (�q, q))�v + R(�v, &��� q̂F (�q, q)) �

3!�4

�P � ������� �	� 0 �� �������� ) �������	 �� �q� Z��	� S = 0 �� F = 0 � �	 ������) � �/������	

��������� �� E���(� 7

D 2�
Dt 2

= ŠR( ��q, � ) ��q

� ) �� D/Dt = � �̂q�

5(�(�(6( �� ���.� � �������
� � 
�� �q �� 
 �$� �� q� > 
��� ���	� ��� �q ��� ��� � �� �� q 3�	

	� ���� ��� ��� ��� ��� �v ��� ��� � �� �� v4� ����� �/������	 �� �� �������� ) �������	 ��)��	 �

( ������� ���� ������ ������� �	 	� &����	 � ��� ��� ������ �� ������� ����� �	 �qŠ q 7

&��� q̂F (�q, q) = 0 , � � &��� q̂F (�q, q) = � ��

��q = �v.

1�����

�
� �

�
T//q � q̂S(q, t)

� � i
=

�
�
�

T//q � q̂S(q, t)
�� i

+ � i
jk (�q){T //q � q̂S(q, t)} k � j

�����

�
T//q � q̂S(q, t)

� i
= S(q, t)i Š � i

jk (q)(�qj Š qj )S(q, t)k

� ��� q ��� � �� �� �q� 	��� � ) �	� ����� 7

�
�
�

T//q � q̂S(q, t)
�� i

= Š� i
jk (q)� j S(q, t)k

� i
jk (�q){T //q � q̂S(q, t)} k � j = � i

jk (q)� j S(q, t)k

0 ��� ������ �� ����	� ����� ���� �	 ( �qŠ q)� ��	��

� �

�
T//q � q̂S(q, t)

�
= 0.
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1�	�� � ��� q = �q� 3!�4 ��)��	 �

� �̂q� = � Š � �
� �̂q� = Š��

3!@4

1/�	� ������	� ��	����� 	��� ������) �	� �� ��� :�������	 � ) �� �/�(���) ����� ��������� ��

.��	 ( ��&�� ����� �	 �	 ��� ������	� ���� ������ �� �� ���� �	�����	 ��� ������ �� ����(����

������ "������ '�� � 
 ���	� ��	 ������'�'	 �� ��� �������� � � ������ �� 3!@4 �

	��� ��	 ���	� �/�( ��� ��� �� ��	������ �� �/�(���) ����� ��� ���������	 � ��	 ������	 ��

������� �q = q� 1�� ��&���	 �� ���	 ������ �� ��	 ��	 ��� � �������	 � �	����� �� &���	 ��� ��

������� �� ��	 �������	 ������� �q ����� ��� � �� �� q 7 ����� ����� �� �#������ �� ��	 ����	 ��

��� ��� 0 �� ��	�����	 �	������ � ��� �� ��	������ �� �/�(���) ������ � ��� ������ �� ��	 �����

���	� 	��� ��) �	� �/�( ��� �8	�� �	� ������� ��� �/������ �/��� �� �/�(���) ������ �/��� 0

����� ��� �� 8(� ��	&�	 � TM �

5(�(�(�( -������� � 4 ���������� ��� �� #� � ���!��� TM � > ������� ��� &��	� ��� �(����

) ������ � �� � ��	 � � �����+�� �� �������

A =
�

Š� 1
Š� 0

�

��� G��;��= �� �� �#���� �	� ������� ��������� �8	�� � �����) � Q ����� ���

AtQ + QA = ŠI


���

Q =
�

a c
c b

�

�� ��	�����	� �� ���	 ���

V (�, � ) =
a
2

� �, � � + c� �, � � +
b
2

� �, � � 3!"4

�P � , � ���&	� �� ��� ���� �������� ���� �� 0 �� ������� g ����� 0 ������ �� �/	��&��

��	������ ����� ���	 ��� � �	�� TM �/�	� �������� ������� Q ��� �8	�� � �����) � 7 ��	�

��� �� ����		�� �� ����� (qi , vi ) � �� ��	&���� �� � ���� ) ������ (�q i , �v i ) ��	&�	 � �	 (q, v) 0
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	 �����	� � � �	�� �	

TM ���

V
�

�q , (�v i + � i
kl (q)vk �q l )i =1 ...n

�
=

a
2

gij �q i �q j

+ c gij (�v i + � i
kl (q)vk �q l ) �q j

+
b
2

gij (�v i + � i
kl (q)vk�q l ) ( �v j + � j

kl (q)vk�q l )

1�	� ��� �� ����		�� �� ����� (qi , vi ) � �� ������� ��� �	� ������� 2n × 2n ��	 � ��� ���� ��

��	 ��� ��	 � ��� +�	����	� ��������� �� q �� v� :	 	���	 � X = ( q, v)� �	 ���&	��� ��� G(X )
�� ������� �8	����	 � ����� ������� ��� TM � ,� �/�&�� �/�	� ) �����	 �&�����	 � �� ��8�

�� �� ������� �� 
���<� ��� TM 3) ��� B 6�: 6� C4 7 �	 �(���	 � �� ������� �� 
���<� � ) ��

(a, b, c) = (2 , 2, 0)�

5(�(�(�( 0 ������ �� �� � 
���� !��� � � > .������ � �� � ) ��8�	 � 3!@4 � �	 ������ ������

��	���� 0

dV
dt

= a�� �̂q�, � � + c�� �̂q�, � � + c�� �̂q�, � � + b�� �̂q�, � �

= Š
1
2

(� �, � � + � �, � � ).

��	�� �� �#����  > 0 ��� ���

dV
dt

� Š V.

���� ��&	�8� ��� �� ��	������ �� �/�(���) ����� 3K�4 ��� �	� ������� ��	 �������	 � ��� ��

������� G(X ) ������� �q = q ������� ���� �� ) ����� �� �v�

�8	 �� �� ��+��� ����� 	���	�

��X = �( X, �X ) �/�(���) ����� 3K�4 � � �� ��	��������	�

�X =
�( X, X ) ������� �	� 0 �� )���� ��	������ 3?L4 � ./�	&����

dV
dt � Š V ��&	�8� �������	 �

��� �/�	&���� ���) �	 �� ��� ) ��8� 7

�G
�X

�
�
�
�
X̂

�( X, �X ) +

�
� �

� �X

�
�
�
�
(X, X̂ )

� t

G( �X ) + G( �X )

�
� �

� �X

�
�
�
�
(X, X̂ )

�

� Š G ( �X ) 3!?4

� ��� X = ( q, v) ��

�X = ( q,�v) � ) �� q� v �� �v ��(��������� G ��� �8	�� � �����) � �� ��

�� �	��	�� �� 3!?4 ��� ���� ��� 0 X ��

�X ��� �&������� ��	��� � ��� ���� 0 < � <  � ��

�#���� � > 0 ��� ���� � ��� ���� X ��	� �� �������� K �� ����

�X ) ��8�	 � dG(X, �X ) � � �

	��� � ) �	�

�G
�X

�
�
�
�
X̂

�( X, �X ) +

�
� �

� �X

�
�
�
�
(X, X̂ )

� t

G( �X ) + G( �X )

�
� �

� �X

�
�
�
�
(X, X̂ )

�

� Š �G ( �X ).
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��� ���	� ���

�X (0) ��� ��O�����	 � ��� � �� �� X (0)� �/��� 0 ����� dG(X (0), �X (0)) � � �

1/����� �/�		�#� �� 	��� � ) �	� � ��� t > 0 � �����

dG( �X (t), X (t)) � dG( �X (0), X (0)) exp(Š
�
2

t).

��	��� ����� ����� ��	� �� $�&��� "� � ��� ���� ����� t � [0, T[� dG( �X (t), X (t)) � �
��

�X (t) ������� ��	� �� �&��	 �� ��	 �������	� � �� �������� 	��� � ) �	� �	� ��	 ) ��&�	��

�#� �	�	 ������ � ) �� µ = �/ 2� �� ����) � �� ������� ? ��� ��	�� �� ��) ��

������ ��  �, � �� ��� ��������

���� +/����� 
 ��� �� � ��

���� � ) �	� � ����� �� ������� �/�#����� ��������� �� ���� �	� ���� B �8 C ����� ��� ��

����(��� �������� �� �� ������� ��		� ��� �� ������� �/�	����� ��� ���������	 � 	&���) ��

.�� �������� �(��	 �� �	 ��� ������	 ��	 ���	 � �/�	 ��9� �� �/�(���) ����� ������������ �	�

���	����� 7 �	 � ��� �	 �F�� � ������ ��� &��	� � ����� �8	 �� ��5���� �� (���� ���� �	 �		 ���	 �

��� �F��� 	&���+� ��� 0 �� ����(����
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������ � %��� ��� %���

������ 3����.#� �# 	�	�-��� � 	��� ��	�����	� �	� ) �����	 	�������� �� ����

���� (��� �	� ( ��� 3(���� ��� �	 ����4� ����� ��	 �� ��	� �� $�&��� ?� � ) �� r �� �����	��

�� �� (���� �� ��	 ��� �� �� ���	� ��� �� 	 �/�	&�� �� �� ���	� �� � ) �� �/����=�	 ����� M	 ������

u ��� ������� � ��� ��	 ��%��� �� ��������

./	��&�� ��	����� ��� ��		� ��� 7

T =
1
2

�
�r 2 + (1 + r 2) �	 2

�

�� �/	��&�� � ���	 ������ �� &�� )������	 ��� 7

U = r sin	.

���� �(��	�	� ����� �� ��	������ ������ ���) �	 �� 7

�r = vr

�	 = v�

�vr = rv�
2 Š sin	 3!K4

�v� =
Š2r

1 + r 2
vr v� +

u Š r cos	
1 + r 2

������  9��	��� ��#� �� ����	-.#�� �

%�	����� �� �	����
� � > .� ������� ��� ���� ���	 ��� �� �� ������� g �8	�� ���

�/	��&�� ��	����� �/���� ��	� ��� �� ����		�� 7

�
1 0
0 1 + r 2

�

.�� ��� ( ���� �� �������F�� 	�	 	 ��� ��	 � 7

� 1
22 = Šr

� 2
12 = � 2

12 =
r

1 + r 2
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.�� ���� ���	 ��� 	�	 	 ����� �� ��	���� �� ����(��� �� -����		 ��	 � 7

R1
122 = Š

1
1 + r 2

R1
212 = +

1
1 + r 2

R2
121 = +

1
(1 + r 2)2

R2
211 = Š

1
(1 + r 2)2

.� ����(��� �������� ��� ����� 7

Rs = gli Rp
pli =

Š2
(1 + r 2)2

.� (��� �	� ( ��� � �	� ����(��� �������� ���������	 � 	&���) ��

%0�� ������ �� �&��������
� � > ���� ��	�����	� �/�(���) ����� �	 ���	����� ����� #��

3K�4 7

��r = �vr Š � (�r Š r )

��	 = �v� Š � ( �	 Š 	 )

��vr = �r ��	 �v� +
�

Š sin	 + �r ( �	 Š 	 )
u Š r cos	

1 + r 2

�

Š � (�r Š r ) +
�

Š1
1 + �r 2

�vr �v� ( �	 Š 	 ) +
1

1 + �r 2
�v2

� (�r Š r )
�

3!!4

��v� =
Š �r

1 + �r 2
( ��r �v� + �vr

��	 )

+

�
u Š r cos	

1 + r 2
Š

�r
1 + �r 2

�
(�r Š r )

u Š r cos	
1 + r 2

+ ( �	 Š 	 )(Š sin	 )
� �

Š � ( �	 Š 	 ) +
�

1
(1 + �r 2)2

�v2
r ( �	 Š 	 ) +

Š1
(1 + �r 2)2

�vr �v� (�r Š r )
�
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������ �� ��� ������� �� ���,���* ����� � ��� �� ,��� ��� , ��� - ���� = *��� �������

56� � �� � �,� = �,���* ����� �� ������'�� 55� � ������ = �,���* ����� 52� �



�� �������	 #� ���	� � � �	�� ��������	

������ "�� #����� � #�'��.#�� � ���� � ) �	� � ����� � ��� �� ��� ������	 ����	 �� ��	�

�� $�&��� K� �	 ��	 ��%�� ��� ���	 ���	 � �� (���� �	 ����������	 ���� �� � ��	 � �/�����(��

�	���(�� (r = 0, 	 = 0, vr = 0, v� = 0) 7 u = Š20 	 + 101 r � ����� r ����� � ����� ��

����(��� �������� &���� �	� ) ����� ��� � �� �� Š2� 1������ 	��� � ) �	� �� 5��� ��� ��&	��#

������ +����	��� br �� b� ���� ����) ���	 � ��# ������� r �� 	 � ��� ��� ���� ��� ��� ��+�����	�

��� �������� �� ��� ��	������� ������ +����	��� 	&��&���

� ��� ��	 ���� �/��� ����	�� �� ���	�� ��� ��������� �� �� �� ���� �	�����	 �� ����(����

	��� � ) �	� ������ �/�(���) ����� �	 ���	����� 3!!4 � � ) �� �� ���) �	 � 7

��r = �vr Š � (�r Š r )

��	 = �v� Š � ( �	 Š 	 )

��vr = �r �v2
� Š sin	 Š � (�r Š r ) 3!�4

��v� =
Š2�r

1 + �r 2
�vr �v� Š

r cos	 Š u
1 + r 2

Š � ( �	 Š 	 )

�/��� �	 �(���) ����� ���	���� � ) �� �	 ����� �/�	5�����	 �� ������ � ��� r �� 	 � ,� ���

��	 ) ��&�	 � � ��� ��� &��	� ��O�����	 � &��	�� �	 ���� ���	 � ��� ��� )������� �����	 � ( ���

	��� ��� �(���) ����� ��� ���� �O���� � ��� ��� (����� )������� �P ��� ������ &������������

	� ��	 � ��� ���� &��	���

.�� ��	�����	� �	������� � ��� �� ��� ������	 ��	 � 7

I ��� 
������ '(���) ������ 3!!4 �� 3!�4

r ���" ���"@

vr ���! ��!"!
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v� � "


� ��� &��	� � �� � ��	 � � ������ ��O�����	 � &��	��� ��� �(���) ������ 3!!4 �� 3!�4 ��	 �

����� ���� ��� ���# ��	 ) ��&�	 ��� ��	���	�� ��� ��&	��# ������ +����	��� br �� b� 	� ��	 �

����� ��� 8������

� ��� �� ��� ������	 ����	 �� ��	� �� $�&��� K� 	��� � ) �	� � ����� ��� ) ������ ���) �	 ���

� ��� ��� &��	� 7

� o =
1
2

�
2

� = 2� o

� = � 2
o

������/�	 ) ����� �(������ �� ����(��� �������� � �	 ��#�� �� �� ) ����� 2�
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1�	� �� $�&��� K� ��� &������ � �� � ��	 � ��� ������ ��� &������ � �� (� �P �� � ������	 �����

�� ������� r �� 	 ��	 � ������	 �� ��	� ��� ��&	��# ������ +����	��� br �� b� �	 ��� �����

��� ��� ��������� ���� � ��) �	� ��	�� ) ��� ��� �/�(���) ����� 3!�4 	� ��	 ) ��&�	 � ��� 7 ��

��������� � 	/��� ��� ����= &��	� � ��� ���� �	��� ��� �F��� �� �� ����(��� 	&���) ��

��� �	��	 � �/�(���) ����� �	 ���	����� 3!!4 ��� ��	 ) ��&�	 �� ���� ��	 ��� �/��� ����	�� ��

����� �� ����(���� ��� ��� ����������� ��� ���� ��� ��# )�������� ��	� �/�#�������	 ��

�/�(���) ������

���� "�	�-��  !��!���  � �� #� ����� �� ��������� �

����� ������	 ������	 �� �	 �������	 � 0 �� ��(�������	 B � C�

������ 3����.#� �� �9��	��� ��#� �� ����	-.#�� � ���� �����	�	� ��� ��������

.�&��	&��	� �	 ��� ����� 0 �� ������	 !�@� �	 � 5����	 � �	 ����� �� +�������	 � 0 �� ��	������ 7

�q = v

� �qv = S(q, t) Š A(q) �q.

A(q) ��� �	� ������� ��	 � �� ������ ��������� ��� �8	�� � �����) �� �� ��	� �� �� �������

��		� ��� �� ������� �/�	����� ��� �� ) ���� �� ��	8&������	�

���� ���� ���	� ���5���� ��� 	��� ������	� �� ��	8&������	 q �� 	��� � ���� ��	� 0

������� �� )������ �q� ��	�����	� �/�(���) ����� �	 ���	����� ���) �	 � 7

��q = �v Š � &��� q̂F (�q, q)
� �̂q�v = T//q � q̂S(q, t) Š T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
�

Š� &��� q̂F (�q, q) + R(�v, &��� q̂F (�q, q))�v
3! 4

������ (����-�� � ������ �� �9'.#���� �� �9��	��� ��#� B�5C� � :	 �����	�	 �

��� ������� +���� ��	� ��� ������	� �����	 ���� �� �������� ) �������	 �� �� ��	������ 3! 4

�/����

� �̂q� = � Š � � � &��� q̂F (�q, q)

� �̂q� = ŠR( ��q, � )�v + � �

�
T//q � q̂S(q, t)

�
Š � �

�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� �

Š � � � &��� q̂F (�q, q) + ( � � R)(�v, &��� q̂F (�q, q))�v + R(�v, � � &��� q̂F (�q, q))�v
+ R(�, &��� q̂F (�q, q))�v + R(�v, &��� q̂F (�q, q)) �

3!J4
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�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� �� i

=
�

�
�

T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� �� i

+ � i
jk (�q)� k

�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� � j

.

�� ���.� � �������
� � 
�� q = �q� > ���� ��� ���	� ����� ��	� ��� ������	� �����	 ���

� ��� ��	 ���� �� ��	 ) ��&�	�� �� ���� �� ��� �(���) ����� 7

@� 	��� ��	 ���	� �/�( ��� ��� �/�(���) ����� 3! 4 ��� ��	 ������	 � � ��� �q = q�

"� ���� 	��� �������	� ��� ��&���	 �� �� ��	 ��	 ���� � ��� ����) �� ��� �� ������� ���

�����)  � ��� �q ��� � �� �� q�

���� ������	�	� ���	 ��	�	 � �/�#�������	 �� ����� �������� ) �������	 3!J4 � ��� q = �q� ,�

	��� ��	��� ��	� 0 ������	�� �/�#�������	 �� � �

�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� �

.

%0�� ������ ��� ��� � � �� ����	 �� �� � ��� �� T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
�

� >

�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� � i

=
�

A(q)T// q̂� q
��q
� i

Š � i
jk (q)(�qj Š qj )

�
A(q)T// q̂� q

��q
� k

�/�P

�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� � i

= A(q)i
j

� ��qj + � j
mc(q)(�qm Š qm) ��qc

�

Š � i
jk (q)(�qj Š qj )

�
A(q)k

h

� ��qh + � h
mc(q)(�qm Š qm) ��qc

� �
.
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�

T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� � i

= A(q)i
j
��qj + A(q)i

j �
j
mc(q)(�qm Š qm) ��qc Š � i

jk (q)(�qj Š qj )A(q)k
h

��qh.
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�
A(q)T// q̂� q

��q
� �
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T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� �� i

= �
�

A(q)i
j
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j �
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mc(q)(�qm Š qm) ��qc

Š � i
jk (q)(�qj Š qj )A(q)k
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�
A(q)T// q̂� q

��q
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j

�� j

+ A(q)i
j �

j
mc(q)� m ��qc + A(q)i

j �
j
mc(q)(�qm Š qm) �� c

Š � i
jk (q)� j A(q)k

h
��qh Š � i

jk (q)(�qj Š qj )A(q)k
h

�� h.
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 &�1 �&�0�� ������ �� � �

�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� �

� �
� q �� � ��� �� �q� > :	 �������

(��	 � ��� �������� �����	 �� 3!L4 �� 3��4 � �	 �(���	 � 7

� �

�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� �

= T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q� �̂q�

�
.

.������ �q = q� 	��� � ) �	� ��	� T//q � q̂ = IdTq(M ) = T// q̂� q �� 7

� �

�
T//q � q̂

�
A(q)T// q̂� q

��q
� �

= A(�q)� �̂q�.

./������	 �� �������� ) �������	 � ��� 3! 4 � �/���� � ��� �q = q

� �̂q� = � Š � �
� �̂q� = Š�� Š A(�q)( � Š � � )
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� = � Š ��.
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���� ���� ���	� ��� ���������� � �� � ���������	 � � �����+�� ��	�����	� ���	 ��	�	 � ��

+�	����	 �� .� ���	� ) ���) �	 �� 7

V (�, � ) =
�
2

� �, � � g(q̂) +
1
2

� �, � � g(q̂) .


� ���) � ) ��� 7

�V = Š� �, (A(�q) + �I n)� � g(q̂) � 0.

.� ���) �

�V ��� �������	 � ������8	�� 	&���) � �� ��� 	� � ����� ��� �/�(��	�� �	 �������

�� ��	 �������	 7 ���� ����� +�	����	 V � ����� �� ) ��� ��� �� ������� A � �	 �F�� ��� ) � ��	�

�� �9�� ��	� ��� ����� �� �� ��������� � � :	 �F��� �� ����� Š� �, A (�q)� � g(q̂) ��� 	&���+

������/�� ������ �/�	 ����� �� +�������	 �� ,� ��� (�� ��	� �����		�(�� �� � �	��� ��/�� �#����

�	� ������� W 3�� �	��	 � �� �q4 � ��� �������� �� ���) �

�W ��� �8	�� 	&���) �� ������

0 �� 5����� ��� � �� ������� �������	 ������ ��� �� ������� A � ���� 	/� ) �	� ��� �� � ���

�/�	���	 � ������	�� ����� �������� 
� �	 � ��� ����) �� �	� ����� �������� �	 � ����� �����

��	����� 0 �� ��	 ) ��&�	�� �� ���� �� 3! 4 �

�����#	���

.�� �������� �(��	 �� �	 ��� ������	 3 � ��� �/�#����� �� (��� �	� ( ��� 	������	 �� ���

	��� � ) �	� ����� ��	� �� ������	 !�K4 ��	��	 � 0 ��	 ���� ��� �� �&��	 �� ��	 ) ��&�	�� ��

	���� �(���) ����� �	 ���	����� 3K�4 ��� ����= ���&�� ���� � ��� 9��� �� �� +��� ��� 	��� � ) �	�

�(��	 � �	 ������� �� ��	 �������	 ������� �� � ������	 ������ �q ��� ��� � �� �� �� � ������	

����� q� �9�� �� ����� �/������ +���� � ��� �/���������	 �� �� )������ ��� ��� ����	 ��� 1�	�

	���� �	����� �� �� ��	 ) ��&�	��� 	��� 	/� ) �	� ��� ����������	 � �#����� ����� �������

	�	 �� ����� ,� ��� � ����(��� ��/�	 ����	�� �� ��������� �������		����� ����� ��� �#�����

��	� �� ��� �P M ������ �	 &���� � �� .�� � �	�� �/�	� ������� �	 ) ����	 �� 0 ������� �	

������ ���	 ���� �	 ������� �� ��	 ) ��&�	�� ���� +���� ./�(���) ����� 3K�4 � �	� �#�������	

�	�� �	��	 �� ��� �� ����		�� �� � ������� ��	�� �� ���	� +���������	 �� 9��� ������� 0
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��� �������� ���	����� �� ����	���	 �	8	�� ����� ��� 6����� ���+���� �	���������(���

� ��� �������� �� ��	���� �� ����(��� �8	� ��	� B 6: � C ��� �#���������	 � ��		 ��	� B 6� C�





���������� �������  
� ���

1�	� ����� ������� 	��� � ) �	� ��� �	 � ���� ����) � �� 	����	 �/������� �	 ��	�����	 �

�� ���(���� �� �� ��	 ����� �/�(���) ����� � ��� ��� �������� 	�	��	������ ��� ��������

����	 ��	 � �	 �F�� ��� �	 ) ����	��� ��� ��� ���������	 �� �� 	���� ����� �� � ��	���� 0

����� ��� �(���) ������ � ) �� ��� �9��� �	 ) ����	���� ��	��� ��	� �� � ������� K� ��� ��������

��	����� ��	 � �	 ) ����	 �� ���� �/�����	 �� &���� � �� ���	�+�������	�� ��	��� ��� ��	� ��

� ������� !� �� ��	������ ��� �������� .�&��	&��	� ��� �	 ) ����	 �� 0 ���� � ��	&���	 � ��

�� ����		�� �� ��	8&������	� ���� � ) �	� ��	� ��� ���# ��� ���� ��� �(���) ������ � ) �� ���

������ �/������ ��� �����) �	 � �/�	 ) ����	�� �� ������� �	������

����� ����� �� ��� ��	����� 0 ��	�� ������ ��� �	 ) ����	��� 	� &���	 ��� �	 ���	 �� ��	 ) ���

&�	�� ��� �(���) ������� ��� �	��	 � �/��� �	� ����� �� �����		�(�� ��� ��� &	������	 �

������� �	 ��������� 	������	 � ��� ��� �	&	������ ,�� ��	 � ���	� 0 +���� ��� � ���# ���

� ��) �	 � 9��� ��(�������� � ��� ��� �	��� �� ��� �� ����		�� ��	� ���������� +��� ���� ����

���(����� -�+��� ���� �	����� �� ���(���� ���� +���� �����	���		���� ��	������ ���) �	 �

�/��� � ���) �	 �� ��	� ���� ��� ) ��� 7 ���� ������	 �� �	� �������� ���� �� � ��� ������� �/�	�

6��	�� ��� � ���# ��(�������� ��/��� �	 � �� +�����

����� � ) ��� ��	���� ��� �������� � �������� �� ���	������ 	��� �#���	�	� ��	� �/�	�

	�#� � �	 ���(���� �/���	 ��8�����	 �� ����������� ��	���� �	 ��������	 � �/���&�� 7

�/���������	 �� 6�� ������� ��	� �	� ����	�� )���� �� ���(���� ��� �	�� �	��	 � �� ��

�8	����	 �� ��	 ������� �� 	��� ��		�	� �	� ���� �� � ��� ������� �� �����	�� �	 ��� ���#

���&�� &�����	 � �	 ) ����	 �� �� � ��	&���	 � �� ��	 ������� �� ��������� �����	� �/������

�����	 ��	 ��� ��� �/��� �� ������ �/������ �	 ) ����	 �� � ��� 9��� ����= &	����� :	 ������

����� ����� � �� ��� (�� 	��) ���� ��	� �� ����� �� �� ������ ��� �(���) �������
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���� ����	 ��	� ��	� ����� �		�#�� �� ��� �	���� �� 	�����������	 ��� 	��� � ) �	� �������

� ��� �������� ��� +�	����	� �	 ) ����	 ��� ��� �	 ���)��		�	 � �� � ������� K ��	� �� ��	��������	

�/�(���) ������ �	 ) ����	 ��� ,� �/�&�� �� �� ���� �� �� ��� ��� ��(��� �� 1��( ��# �����	 7

�	� ���� ( �		� ����	 �����	 �	 ��� +���� ��	� �� � ������� J �� B �� C� ���� �����	�	� ���

	������	� �� � ������� K�

=� �/����� ��	 R3

./��� �� (��� ��� ������� ����� 	��� ����	� �� ) ���� ������� �� ) ���� � ������� �	� 0 R3
�

������� �� &���� � �� ���	�+�������	 G �&����	 � ��� � ������ ���# ���������� �� �������

��� ��(���� ��	 � ��� ���	�� .� ��� �	���� �� 	�����������	 ��� ��� ��� �/��� ���) �	 ��� 
��� ��

( �		�� ��	�����	� �� �&������ �� &���� � �� ���	�+�������	� 	��� � ��) �	� �8	�� �	 5��

�� �� ����		�� (� 1, � 2, � 3) ��� ���� ����� �	���� ��� �� $�&��� @� ��� ��������	� � f = ( � 1, � 2)
� �������	 � �� ��������� �	� ��(���� ��	��� ��� �� ��������	 ���	�) ���� � b = � 3 ������	�

��� ������ ��(��� �	 �� ����) �� ��	��� � ��� �� ) ��� �� ���# � ��	 �� P �� S ��	 � ��� �� �9��

��(���� �/��� 0 ����� �/�� �#���� �	 ���	 � g �� G ��� ��� S = � g(P)� �� ��O� �� ) ��8��

��� ��� ���# � ��	 �� �	 � �� �9�� �� ����		� � 3 7 � 3 ��� �	� +�	����	 �	 ) ����	 ��� 2 ��� �����

+�	����	 �������� �	 ) ����	 �� ��� �	� +�	����	 �� � 3�

���	 ��	�	 �� 	��� ���� ���	� ��� 	��� 	� ��		�����	� ��� �� 5�� �� �� ����		�� ����	�

(p1, p2, p3) 3���� ����) ���	 � (s1, s2, s3)� (r 1, r2, r3)4 ��� �� ����		�� �/�	 � ��	 � P 3���� �����

) ���	 � S� R4 ��	� �	 �+��	 ���� ��		� 
� P �� S ��������		�	 � 0 �� �9�� ��(���� �� �#����
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P S
g

R

O

�
�

�
1

2

3

������ �� !�,���� �� &���� � �� �����/�������� G �&����� � ��� � ���� ��� �� ��7

������� �� ����������� �

�	 ���	 � g � G ��� ��� 3�	 �� ����		��4 7

s1 = ( � g(P))1

s2 = ( � g(P))2

s3 = ( � g(P))3

.� ���(���� ��� ��� �� �� �	��	�� ��� ����� �� ����		�� �� S )�� 0 )�� �/�	 5�� �����������

��� ���������� �� &���� �� � ��� ����) �� ��� +�	����	� �	 ) ����	 ���� 	��� ��) �	� ����	�� ���

���# ���������� ���� ��� 0 g� ���� �	 ��� �����	� �	 ��������� � ��	 � R ��� �� �9�� ��(���

��� 	��� ����	� ���	��� ����� �+��	��� '	 � ��� ����� ������	�� �/���	 � g(P) ��

&���� � ) ��8�	 � R = � g(P )(P)� ��� ���	 � ��� �������	 �� �������� �/������	� ���) �	 �



�	 ��� ������ ���

3������	� �� 	�����������	4 7

r 1 = ( � g(P))1

r 2 = ( � g(P))2


� �� ������� ��� +�	����	 ���������� �/��������	 � 3 �� ��	& �� �� ������� ��� ���� ��� ��#

���# ���������� ���� ��� 0 G ���� 9��� 24� 	��� � ) �	� ����� 7

g(P) = � (P, r1, r2)

.� +�	����	 �	 ) ����	 �� ��� ����� 7

I (P) = ( � 	 (P,r 1,r 2) (P))3

:	 �F��� I (P) = r3 �� ����� R �� S ��	 � ��� �� �9�� ��(���� 	��� � ) �	� ����� 7 I (S) =
r3 = I (P)� ������� � 	 (S,r 1,r 2) (S) = R�

 � �	 !'�'��

��	�����	� �	 &���� � G �&����	 � �&��������	 � ��� �	� ) ���� � �� ����	���	 � � ) ��

��� ��(���� �� ����	���	 r � r < � � 1�	� ��� �� ����		�� �� ����� � ��� � � 	���	� � = � (�, a )
�� ���	�+�������	 ���� ��� 0 �/���	 � �� G �� ���������� a� ����� ��� ������	� �� �/��(���

3��� ��	������ �	 �	��� (�� �/�	 ) ����	 �� +�	����	 ���#4 ��	 � �(��	 ��� ��� ����	����	 ��

a �	� +��� ��� �� ����		�� � = ( � b, � f ) ����� ���� ���) �	 � ��� �� ����		�� �� (���� � b�

�� ����	���	 � Š r �� ��� �� ����		�� �� �� 8(��� � f � �� ����	���	 r � .� ���	�+�������	

� = � (�, a ) �� ��� �����

� b = � b(�, a )

� f = � f (�, a )

� ) �� a �� � f (�, a ) �	� ����������	 �	 ) ����(�� � ��� ���� � � 
� 	��� 	���	� � f (�, � f ) �/������

�����	 �	 ) ���� 3 � f (�, � f (�, � f )) 	 � f 4� 	��� �(��	�	�

� b = � b(�, � f (�, � f )) := � b(�, � f ).


��� ���	� ��� � �� � ��	 � ��� �� �9�� ��(���� ����� ��� �	 � ��� �9��� �� ����		�� �� (����

���� ��&	�8� ��/ �	� +��� ��� �� �� ����		� � f ��� 8#�� 0 � 0
f ��� �#����� 3	�����������	4�

�	 �

� b(�, � 0
f ) = � b(�, � 0

f ).
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:	 �/������ ������� ��� � Š r +�	����	� ��������� �	�� �	��	 ��� � �� � b(�, � 0
f ) ��	 � �	 ) ��

���	 ���� ����� � ��� ����� ���	�+�������	 � = � (�, a )� 	��� � ) �	�

� b(�, � 0
f ) 	 � b(� (�, a ), � 0

f ).
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.� 	����	 �� ��	 �������	 B ��: �� C � ��� �	 �������� � ) �� �	� ��	������ �x = f (x, t )�

� ��� 9��� �	 ������� ����� �� ��������	�� �#� �	�	 ������� � ) �� �� ������ �� �� ��	&����

�� ���� ��&��	 � �� ��	�����	� �	������� ���	�� ��� ��� �� 6���

 	)������ 2 B��� ������� "������C � > -
�� �� ����.�� ������%�� �x = f (x, t ) � � !��

���� * C1
� �� �2�����+ ��#�� ��� ��� ������� M � � !���.� �( -
�� g ��� �����%�� ��� M ( -
��

U 
 M �� �
�� ������� �� M ( ) � ������%�� f ��� ���� ����������� � 
��� ������� ��� U
�� ���� �� �� �����%�� g� �� �� � ����� �������%�� �� �� ������ � 7�� 
����� ��� ��� ������ �

��#��� �� !������ �&��� 1 ��� �� �&�� �2����  > 0 ��� %��� ���� ��� � 
 
� �
��� �� �
 � ���� x ���

U� �
�� ��
�� � 
�� �
�� t �

�f
�x

T

g(x) + g(x)
�f
�x

+
�g
�x

f (x, t ) � Š g (x).

���� � ) �	� �� ������� ���) �	 � ��� 5����8� ����� �8	����	 �� ����� �����	���&���

#�	 �� "�� . � > -
�� �� ����.�� ������%�� �x = f (x, t ) � � !����� ��#�� ��� ��� �������

M � � !���.� �( -
�� g(x) ��� �����%�� ��� M ( -
�� X (x, t ) �� 8
� ���
 ��� 1 f

d
dt

X (x, t ) = f (X (x, t ), t) � t � [0, T[ ��� � T � + � .

X (x, 0) = x

�
������ 
�� ���2 � 
���� x0 ��� x1 ���� M �� ��� !� 
 ����%�� � (s) %�� 9
��� x0 = � (0) ��

x1 = � (1)( -�

: f ��� ��� ������� � 
��� ����
� ��� �� �
�� ������� U 
 M � ��� �  �� � 
������� �� ������

���� �� ��#����
� ;�

: �� �� X (� (s), t) ��� ������� 1 U � 
�� �
�� s � [0, 1] �� � 
�� �
�� t � [0, T[ (
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��

dg(X (x0, t), X (x1, t)) � eŠ �
2 tdg(x0, x1) � t � [0, T[


3 dg ��� �� ������� � !� 
 ����%�� ���
 ��� � 1 �� �����%�� g(

(��#� �� � ����� ����) � �/�	����� �� ������� +���� ��� .����	 � ����� 3���� �	������	

���) �4� 
��� l (t) �� ��	&���� �� �� ����( � (X (� (s), t), s � [0, 1]) �� ��	� �� �� ������� g

l (t) =
� 1

0

�
dX (� (s), t)

ds

T

g(X (� (s), t))
dX (� (s), t)

ds
ds.

���� � ) �	� �����

d
dt

l(t) =
� 1

0

d
dt

�
dX (	 (s),t )

ds

T
g(X (� (s), t)) dX (	 (s),t )

ds

�

2
 

dX (	 (s),t )
ds

T
g(X (� (s), t)) dX (	 (s),t )

ds

ds.

�����

d
dt

dX (� (s), t)
ds

=
d
ds

f (X (� (s), t), t) =
�

�X
f (X (� (s), t), t)

d
ds

X (� (s), t)

	��� �(��	�	�

d
dt

�
dX (� (s), t)

ds

T

g(X (� (s), t))
dX (� (s), t)

ds

�

=
dX (� (s), t)

ds

T

P(s, t)
dX (� (s), t)

ds

� ) ��

P(s, t) =
�f (X )

�X

T

g(X ) + g(X )
�f (X )

�X
+

�g (X )
�X

f (X, t )

��

X = X (� (s), t).

������� f ��� �	� ��	 �������	 ��� U� �� �#����  > 0 ��� ���

P (s, t) � Š g (X (� (s), t)) .

'	 �(���	 � ����� �/�	&���� ���) �	 �� � ��� �� ���) �

d
dt l (t)

d
dt

l(t) � Š

2

l(t)

��� ��	���� 0

l (t) � l (0)eŠ �
2 t � t � [0, T[.

������� dg(X (x0, t), X (x1, t)) � l (t) �� l (0) = dg(x0, x1) 3�	 �F�� � ��� �� &� ������ ���

5��	 � ��� ���# � ��	 �� x0 �� x14� �� ������� ��� ���	 ���




������ �

�����
 ���� ��� 
��
��� �� ���� ������

���� ����	 ��	� �	� ����������	 � ����(�� �� �/��� �� ������ �	 ) ����	 ��� ����	 �� ��	�

�� � ������� K� ���� ��	�����	� �� ���(���� �/���������	 �� 6�� ������� �	 ��� ��� ���&��

��������) �� �/�	� ����	�� )���� ���� ���� ���	� �	� +�	����	 � ��� ������� �� �����	��

�	 ��� ���# ���&��� �	 ) ����	 �� ��� ���� ��� 0 ���� � ��	&���	 � �� ��	 �������

%� ��� �#�����

.� ������ �� 6�� ������� � ��� �	� ����	�� )��� � +��� �/�( 5�� �� 	�� (������ ����� ���

���# ���	����� ���		���� ,� � � ��� (�� �/���������	 �� � ���� �� )������ � ��� �� ���) ��

��	 � �	 ��� ���# ���&�� ��������) �� ��	� �	� ����	�� )���� ������� ������ ��� ���� ���

�/������	 � ��� �	� � �� ������ �� ����	���� ��	���	 �� 7 �� (x, y) ������	 �� �� � ������	 �/�	

��#�� ��	� �	� ���&�� �� t ��	 ����� �/ ���������	� 	��� � ) �	�

dI
dt

=
�I (x, y, t)

�t
+

�I (x, y, t)
�x

u +
�I (x, y, t)

�y
v = 0 3�?4

�P (u, v) ���&	� ��� ���� ���	 ��� �� � ����� �� )������ �� I �� +�	����	 ��		�	 � �/�	 ��	���

����	����� ���� ��&	�8� ��������	 � ��� I (x + u, y + v, t + 1) = I (x, y, t)�

.� �������	 3�?4 	� +���	�� ��/�	� ����� ��	 ����	 �� ����� ��� 	��� � ) �	� 0 ������	��

���# ) ������ u �� v 7 �	 �F��� ����� ������	 	� ��		� ��� �	+�������	� ��� �� � ����

�� )������ ��� ��	� �� ��������	 �� &�����	 � �� �/�	 ��	��� � I = ( 
I

x , 
I


y ) � ��	�� ������

��� ���� ��� �) ����� �� ��� ��� �� ���	� ��� �	� ����	�� � �� ������ � ��� ������� ��

6�� 7 ����	 ��������	 � �	� ��	 ����	 �� �� �&������ � ��� �� � ���� �� )������� .�� ���	�������

���� ��� �� ���������	 � �	 ����� +������� 7

W 1�� ���� ��� ��F��	 ������� B �6: 5� C +�	��� ��� �/�����������	 �� �������� �8	�� 0

������ �� ���# ������ 7 �� ��	 ����	 �� ��		� ��� 3�?4 �� �	� 	���� ��� ��� )�������



��� ���	
��	 �� 	����� ��� �� �����	 
� ���� ������	

��	� �	 ������ �� G��( ��� ��		

(u, v) = ��&��	

� � � �
�I
�t

+
�

u
v

�
.� I

� 2

dxdy +  ||v||2
�

3�K4

W 1�� ���� ��� �� ���������	 �� �/���	 ��8�����	 ��� (�� �� (���� ��� �� ������� ���) �	 � 7

� � �
I (x + u, y + v, t + 1) Š I (x, y, t)

� 2
dxdy 3�!4

��� �	� +�	9��� �� ���� �� &��(��� �8	�� ������ �� � ����� � ��	 �� �P �� 6�� ������� ���

���� �� 9��� ��	���	 ��

W 1�� ���� ��� +����	 ������� B � : �� C ��� �/������ ��� ��� ����� ������	� �	 +����	��

��� �� ���� �	 ������ �� �	 ������

./������� B 7 C� ���� �	 @LL�� ����	 �� �	� )�� ���� �#������) � ��� ��F��	 ��� ���� ���

�) ����� �� 0 ����� �����

1�	� ����� �		�#�� 	��� 	� ����	 ��	� ��� �	� 	��) ���� ���� �� �/���������	 �� 6��

�������� ����� ��	 ���(����	 ����� ��	� �	� 	��) ���� �8	����	 �� ������� 0 ���������� ./���

��� �� �8	�� �	 ����� �/������ ��� ���� �	 ) ����	 � ��� ���� ��� ��# � ��	&���	 �� �� ��	 �������

:	 �F��� �� �/�	 ��	��� I ��� �������	 �� �/������	 �� 6�� ������� 3�?4 � ����� J = � (I ) ���

����� �������	 �� ����� �������	 ������� � ��� �	 ��F���������� ��� �8	�� �� � ��	&���	 �

�� ��	 ������� ����� ��	 ���(����	 ��� ��	� �� ��		�� �	� �#�������	 �	 ) ����	 �� ��# ���� ���

�#����	 ���� ����� ����� � �� ��� ��	� ��	� �� �����	&���	 � �� ��� ) ��� ����	 � �� � �������

K� ������� �� &���� � �� ���	�+�������	 ��	���� ��� ��� �� &���� � ��� ��F�����������

�8	����	 � �� � ��	&���	 � �� ��	 �������

1�	� �� ������	 ��@� 	��� ��		�	� �	 �#����� �� ������ �� �����	�� �	 ��� ���# ���&��

�/�	� ����	��� �	�� �	��	 �� �� ��	�������� 1�	� �� ������	 ��"� 	��� �������	� ����� ���

���� �� �����	�� ���� ��� 0 �	� ��� �	���� �/���	 ��8�����	 ��� (�� �� � ��� ������� �� 6��

��������

���� =�� ��	#�� �� � ��� ��

%� � ����� �� �9'.#���� �# 2�� ����.#�� � '	 ��	������ �	� ����	�� )��� ����

� ��� �/���&�� �	 	��� �� (��	�� �/�	 ��	���� ��		��� �� ����� t � �� �� ��#�� (x, y)� ���

I (x, y, t)� ./������	 �� 6�� ������� 3�?4 ��� �/�#�������	 �� �/� �� ������ �/������	����	

��	���	 ��� 
� (u, v) = ( u(x, y), v(x, y)) ������	 �� �� )������ �� ���) ���	 � ���)� ��� ��

��#�� (x, y) ��	� �� ����	�� )���� 	��� � ) �	� �����

I (x + u, y + v, t + 1) = I (x, y, t)



���� �	 �	���	 �� �����	 ���

��� �/�#����� ����� ���

dI
dt

=
�I
�t

+
�

u
v

�
.� I = 0 3��4

� ) �� � I �� &�����	 � ������� �� �/�	 ��	����

����� ������	 �� 6�� ������� ��� �	 ) ����	 �� ��� ���� ��� ��# � ��	&���	 �� �� ��	 �������

:	 �F��� �� I ��� �	� �������	 �� 3��4 � ����� � ��� ���� ��F���������� � ��� ������	 �� ��

� ��	&���	 � �� ��	 ������� � (I ) ��� ����� �	� �������	� :	 �F��� 	��� � ) �	�

d� (I )
dt

=
��
�I

dI
dt

= 0.

 �	 ����-��	 �9������	���� ��		�.#�	 �� 	�� � �	 �� � ��� �	� � .�� �������� ��

����� �	 �	 ��� ������	 	� ��	 � ��� �	 ) ����	 �� ��� ���� ��� 0 �	 � ��	&���	 � �� ��	 ������ 7

W .� ������� ��� ���� ��� ��F��	 ������� 3�K4 	/��� ��� �	 ) ����	 � ������/�	 � ��	&���	 �

�� ��	 ������ �� �� +�	����	 �	 ��	��� I ) ��� � (I ) +��� ������X��� ��	� �� �����

� � �
�I
�t

+
�

u
v

�
.� I

� 2

dxdy

�� ������� E���(��		� �� ��F���������� � � ,� �/�	 ���� ����������	 � ��� �� �����

����� �� &��	  �� �	�� �� �� �8	����	 �� ��	 �������

W � ��� ��� �9��� �����	�� �� ������� 3�!4 	/��� ��� �	 ) ����	 �� :	 �F��� �	 ��F����������

� �� ��8� �� � ���� �� �/������ 0 � ����� ��#�� (x, y) ��� �	 +������ &�� �� ������	�	 �

�� �� ������� E���(��		� �� � �	 �� � ��	 ��

=� ����� �9����#� �� � ��� �� � ./��� ��� ����� �� �8	�� �	 ����� �/������ ��� ����

�	 ) ����	 � ��� ���� ��� ��# � ��	&���	 �� �� ��	 ������� � ��� ��� ��� ��&�������� ��� ��	 �

(��� ��� �� ���� ������ �/������ ���	 � ��� � ��+����	��� �	�� �	��	 ��� �� ��	 ������� .�

6�� ������� 	� �� �	� ��� �� �� �8	����	 �� ��	 ������� ,� ��� (�� ����� �����		�(�� ��

��	��� ��	 ���������	 �	�� �	��	 �� )�� 0 )�� �� �� +�������


��� �( I ) 
 Z2
�/�	��� (�� 8	� ��� �8	�� ��� �� ����		�� ��� ��#��� ��	� �/���&� I �

��	�����	� ���	 ��	�	 � ��� +�	����	� � I
� (a) �� � I

� (a) �8	��� ���� ����) ���	 � ���

� I
� (a) =

����

�
(x, y) � �( I ) ) ��8�	 � I (x, y) � a

�

���� �( I )
, � a � R

��

� I
� (a) =

����

�
(x, y) � �( I ) ) ��8�	 � I (x, y) � a

�

���� �( I )
, � a � R.



��� ���	
��	 �� 	����� ��� �� �����	 
� ���� ������	

��	�����	� �	����� �� +�	����	 �/������ ���) �	 ��

EI r (I 1(x1, y1), I 2(x2, y2)) =
�
�� I r

� (I 2(x2, y2)) Š � I r
� (I 1(x1, y1))

�
�

+
�
�� I r

� (I 2(x2, y2)) Š � I r
� (I 1(x1, y1))

�
�

��� ������	 �� �	� ������ �� �� �����	�� �	 ��� �/�	 ��	��� �� ��#�� (x1, y1) ��	� �� ��������

���&� �� +�	����	 �/�	 ��	��� I 1� � ) �� �/�	 ��	��� �� ��#�� (x2, y2) ��	� �	� ����	�� ���&�

� ) �� �� +�	����	 �/�	 ��	��� I 2� I r ��� �	� ���&� �� �� ����	�� )���� ������� �����

�+��	��� '	 � ��� ) ��8�� ��� ��� �#����� �� �8	����	 �/�	� �����	�� ��	 � ) ��8��

��	 ���	� ��� �� ����� �/������ 	� �� �	� ��� �� �� �8	����	 �� ��	 ������� 
��� � �	

��F���������� �8	����	 � �� � ��	&���	 � �� ��	 ������� ���� � ) �	�

� � (I )
� (� (J )(xo, yo)) =

����

�
(x, y) � �( I ) ) ��8�	 � � (I )(x, y) � � (J )(xo, yo)

�

���� �( I )

��

� � (I )
� (� (J )(xo, yo)) =

����

�
(x, y) � �( I ) ) ��8�	 � � (I )(x, y) � � (J )(xo, yo)

�

���� �( I )
.

���� �(��	�	� ����� ���# �������� ��F��	 �� ���) �	 � �� ��	���	���� �� � 7

W 
� � ��� �	� +�	����	 �������	 ��� �����

� � (I )
� (� (J )(xo, yo)) = � I

� (J (xo, yo))

��

� � (I )
� (� (J )(xo, yo)) = � I

� (J (xo, yo))

W ��	�	� 	��� �(��	�	�

� � (I )
� (� (J )(xo, yo)) = � I

� (J (xo, yo))

��

� � (I )
� (� (J )(xo, yo)) = � I

� (J (xo, yo)) .

���� ��		� �� ������� �/�	 ) ����	�� 7

E� (I r ) (� (I 1)(x1, y1), � (I 2)(x2, y2)) = EI r (I 1(x1, y1), I 2(x2, y2)) .



���� ������� ��� � � ������ 
� ���� ������	 ���

���� ���������� # ���#� �# 2�� ����.#�

0'��� �� �9���� ��G����� �� ��� �	  � �� #� ����� �9����#� �� � ��� �� � ����

�������	� �	� ���� �� �/���	 ��8�����	 ��� (�� � � ��� ������� �� 6�� ������� �	 ��� ���#

���&�� ��������) �� ��	� �� ����	�� )���� ���� 	� ������	� ��� ��� �F��� �� ( ��� 7 	���

��	�����	� �������	 � �� ��	 ��� �� � ����� ���&� �� ����� ��� ����	 � �� ���) ���	 � �/�	�

���&� 0 �/������ �� ��#�� �P �/�	 ������	� �� 6�� ������� ������� ��	� �/���&�� .� (�� ���

5���� �� ������ �� ����� �/������ �	 ) ����	 � �� 	�	 �/������	 ��� �	� ���� �� �/���������	

���������

� ��� ������� �� 6�� ������� �� ��#�� (xo, yo)� 	��� ��	�����	� �� ������� �/������ ���) �	 � 7

J (u, v) =
� �

W (xo,yo ,t )

�
EI r

�
I (x, y, t), I (x + u, y + v, t + 1)

� � 2
dxdy

�P W(xo, yo, t) ��� �	� +�	9��� ��	 ��� �� ��#�� (xo, yo) ��	� �/���&� 0 �/�	���	 � t � ��	�

�������� 	��� ���� ���	� ��� �� � ���� �� )������ ��� ��	���	 � 7 ���� ������	 �� �� ��	 ����	 ��

�� �&������ �������	 ������ ./���&� I r � ������� ����� �+��	��� ��	������ �	 ��&� ��

��( ��� 7 	��� � ��) �	� ��� �#����� � ������ I r = I (·, ·, t) �� I r = I (x, y, t)|(x,y )� Wr �P Wr

��� �	� +�	9��� ��	 ��� �	 (xo, yo) ���� � ����� ��� �/���&� �	 ����� 3�/��� ��� �/� ) ��� �	�

�+��	�� ������ 0 � ����� ������ �� �/���&� ������� �/������	����	 	/��� ��� �	�+���� ���

�/���&�4�

.� � ���� �� )������ �� ���) ���	 � (u, v) ��	� �� +�	9��� W(xo, yo) ��� ������ ��� ��

���� �� �� &�����	 �

u(t + 1) = u (t) + � &��� x J (u, v)

v(t + 1) = v (t) + � &��� yJ (u, v)

�P  ��� �	 +������ �� ������ �� � �� &��	 �� �� ���� �� �� &�����	 �� ./� ) �	 ��&� �� ��
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