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Intro duction

Cette theseest consacee a I'etude de melangesgazeuxreactifs dissipatifs partiel-
lemert ionises. Nous elaborons pour de tels melangesdes modelesmacroscopiques
d'equationsaux deriveespartielles et nouse ectuons diversesstudesmathematiques
puis quelquessimulations numeriquesdansdi ererts cornextes.

L'ionisation des melangesgazeuxreactifs est un phenonene abondammern etudie
actuellemen tant du point de vue de la modelisation physiquequedel' etude mathe-
matique ou de la simulation numerique.Lesplasmasreactifssort ene et desmilieux
gu'il estimportant d'apprendrea matriser qu'ils nous soiert imposes,commedans
le casde l'ionisation devant le nezd'une navette rentrant dansl'atmosphere, ou que
I'on cherche au cortraire a lesutiliser pour resoudredesproblemesscierti ques et in-
dustriels, tels quela stabilisation des ammes pauvresou encorele depdt chimique en
phasevapeur pour fabriquer des Ims minces.Nous hous sommesinteresgsdurant
cette theseaux trois versaris de ce probleme,la modelisation, I'etude mathematique
desmodelesobterus et la simulation numerique.

Cette theseestdoncformeede trois parties, la premiere constitueedu chapitre || cor-
respondart ala modelisation desmelangeggazeuxreactifsionisessoumisa un champ
electromagretique. La secondepu nousetudionsmathematiquemen diversmodeles,
regroupe leschapitreslllet/l11. Dansla derniere partie, formeedu chapitre IV, nous
e ectuons quelquessimulations numeriques.Nous avons essge de rendre chacunde
cesquatre chapitres formellemen independart desautresen rappelart lesnotations
et les hypothesesconsicerees.

La partie modelisation a consist a determiner les equationsmacroscopiquesegis-
sart lesmelangesgazeuxreactifs partiellemert ionisesa partir d'un modele molecu-
laire de type Boltzmann. L'objectif est de prendre en compte desmelangespartiel-
lemert ionises d'especespolyatomiquesainsi qu'un nombre arbitraire de reactions
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chimiques ertre cesespeces,dans un cadre monotemperature et sansmicropolari-
sation. S. Chapman et T.G. Cowling se sort interesgs aux melangesbinaires de
gazmonoatomiquegCC7( et J.H. Ferzigeret H.G Kaper ont ensuitecompletemert
etudie le cas des melangesmultiespecesmonoatomiquesnon reactifs [FK72]. Ces
auteurs ont montre qu'un champ magretique intense engendreune anisotropie du
milieu qui setraduit par une anisotropie descoe cien ts de transport.

Pour deriver desmodelesmacroscopiquesiu modele microscopiquenouse ectuons
un deweloppemen de Enskog a I'ordre zero et a I'ordre un, en consicerart lesinter-
actions electromagretiques erntre les particules ioniseeset en distinguant deux cas
selonl'intensite du champ magretique. Cette analyse asymptotique nous permet
d'obtenir les equationsmacroscopiquesiux regimesd'ordre zero et d'ordre un, ainsi
guedesexpressiongles ux detransport et lesrelationsthermochimiques.En cequi
concerneles coe cien ts de di usion, leurs expressionsousforme de crochets inte-
graux selonchaquedirection spatiale font intervenir destermes qui n‘apparaissen
pasdans[FK72]. Nousdonnonsegalemeh pour la premierefois la structure desma-
trices de di usion multiespeces.Pour les coe cien ts de viscosite, nous distinguons
classiguemenla viscosike volumique ainsi que cing viscositesde cisaillemen a cause
del'anisotropie. Nousexprimonsegalemenh cescoe cien ts sousformede crochetsin-
tegrauxet nousdonnonslesproprietesde positivit e assaiees.A notre connaissance,
c'est la premiere fois que cesproprietes non intuitiv es descoe cien ts de transport
sort exposeestant pour la partie di usiv e que pour la partie visqueuse.A l'aide
de cesdernieres, nous etablissonsensuite la positivite de la production d'entropie
macroscopique.

Nous nousinteressongn n a I'evaluation descoe cien ts de transport par la reso-
lution de systemeslineaires.Nous etudionsla structure de cessystemeslineairesde
transport et la convergencedesmethodesit erativesde resolution.Nousen deduisons
une expressiondescoe cien ts de transport sousla forme de seriescorvergernes.

Concernan I'etude mathematiquedesdiversmodelesobtenus, nousavonsdetermine
la structure dessystemesd'equationsaux deriveespartielles obtenus en utilisant les
proprietesde symetrie et nousenavonsdeduit destheoremesd'existenceet d'unicite
desolutions.A.l. Vol'Pert et S.I. Hudjaev ont etudie la resolutionlocaledu probleme
de Caudy dans un espacede fonctions regulieres pour des systemescomposites
hyperboliques-paralmliquesd'equationsnon-lineaires.lls appliquert notammert leur
theorie au systeme d'equationsd'un uide visqueux compressibleet a celui de la
dynamique des gaz [VH72]. S. Kawashima s'est interesg a I'existence globale en
temps et a la stabilite asymptotique de solutionsregulieresdu problemede Caudy
pour une classede systemesqguasi-lineairessymetriques hyperboliques-paratliques.
Les systemesqu'il consicere ne tiennent pas compte de phenonenesnon isotropes,
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ni de courart de conduction, ni de reactionschimiquesertre les esgeces.ll montre
en particulier que les solutions constaries sort asymptotiquemetn stablesen temps
pour de petites perturbations al'instant initial et il appliquecesresultatsau systeme
de Navier-Stokes et aux equationsdes uides conducteursen presenced’'un champ
electromagretique [Kaw84]. V. Giovangigli et M. Massot ont etabli des resultats
de stabilite asymptotique dansle casdes melangesgazeuxreactifs non ionisesavec
des mecanismesreactionnelsquelconques|GM984|. lls consicerert egalemen des
melangesreactifs de gaz polyatomiquesdilues en desquilibre vibrationnel complet
et prouvent le caractere bien pos du probleme de Caudy local en temps pour
des conditions initiales regulieres[GM98b]. V. Giovangigli s'interessepar ailleurs
aux equations des melangesgazeuxqui sort localemen a I'equilibre chimique et
demortre des resultats d'existence globale en temps et de stabilite asymptotique
autour desetats d'equilibre constart [Gio99. En n, V. Giovangigli et M. Massotont
plus recemmen etudie desmelangesreactifsdansla limite desequilibreschimiques
partiels pour distinguer lesreactionslentes desreactionsrapides[GMO04].

Nous avons etudie dans les chapitres|l1] et [l deux modeles de melangesgazeux
reactifsionises.

Le premier modele est celui obtenu dans le chapitre [I| pour les melangesionises
dissipatifs soumisa un champ electromagretique. A notre connaissancege type de
modele n'a jamais ete etudie et pos®deune structure inhabituelle. En e et, lesco-
e cien ts de di usion multiespecesdes melangesnon ionises sort isotropes, tandis
gue ceux de notre modele sort di ererts selonchaquedirection spatiale ou pour un
vecteur donne, les trois directions sort celle parallele au champ magretique, celle
orthogonaleau champ magretique dansle plan engende par le champ magretique
et ce vecteur et la direction orthogonale aux deux precderies. Ces ux di usifs

cortiennert aussidestermesd'ordre zero. Par ailleurs, le tenseur de viscosit fait

intervenir tous les tenseurssymetriques construits a partir du tenseurdestaux de
deformation et de la matrice de rotation antisymetrique assaieeau champ magre-
tique. En n, notonsegalemenh que le terme sourcedu systemeobtenu cortient des
termes lineairesen les gradierts des variables macroscopiquesjui proviennernt de
la presencedu courart de conduction dans I'equation de Maxwell-Ampere. En uti-

lisant les variables ertropiques, nous recrivons le systeme de lois de conseration
tout d'abord sousune forme partiellemert symetrique, puis sousune forme partiel-
lemert normale, c'est-a-dire sousla forme d'un systeme quasi-lineaire compose de
deux sous-systmescouples, le premier symetrique hyperbolique et le secondforte-
mert parabolique.Le systemefortemert paraboliquen'est pasquali e de symetrique
car, d'une part, lestermes corvectifs cortiennent destermesnon symetriques pro-
venart directemen descortributions d'ordre zerodes ux di usifs et, d'autre part,
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les termes dissipatifs ne sort pas symetriques. Ce defaut de symetrie est d0 aux
relations de recipracite de Onsagerqui imposen de changerle champ magretique
en son oppo<e lorsque I'on e ectue une transposition et les termes impairs en le
champ magretique sort donc anti-symetriques. Une di cult e assaieea l'anisotro-
pie est d'etablir la regularite des coe cien ts du systeme d'equationsaux derivees
partielles lorsque le champ magnretique tend vers zero. Cette regularite est etablie
graceau comportemert asymptotique descoe cien ts de transport lorsquele champ
magretique tend vers zero obtenue au chapitre I. Nous demortrons en n un theo-
remed'existencelocaleentempset d'unicit e d'une solution borneeet reguliere pour
le problemede Caudy en utilisant un resultat de A.l. Vol'Pert et S.I. Hudjaev.

Le secondmodele, que nous etudions au chapitre 11, estun modele de plasmaam-
bipolaire, obternu a partir desequationsdesplasmasgenerauxlorsquela longueurde
Debye tend vers zero. Celui-ci est un modele quasi-neutreou la densite de courart

de conduction est prise nulle. Dans le cadre de cette appraximation, il n'y a pasde
champ magretique et le champ electrique est elimine gracea la cortrainte du cou-
rant nul. Le champ electriqguepeut alors s'exprimer sousla forme d'une combinaison
lineairedesgradierts desvariablesmacroscopiquesgt les ux detransport resultarts
s'exprimert a partir de nouveaux coe cien ts de transport e ectifs. Pour etudier la
limite lorsquela massede I'electrontend vers zero, nous utilisons une formulation

molaire desequationset nous etablissonsla regularite descoe cien ts de transport

e ectifs vis-a-visdela masseadel' electron.Nousetablissongjuelesequationsgouver-
nant ce modele peuvert s'ecrire sousune forme symetrique en utilisant lesvariables
ertropiques. Les matrices de dissipation correspndartes satisfort la propriete d'in-

variancedesnoyaux et le systtmed'equationsaux deriveespartielles peut etre ecrit
sousforme normale, c'est-a-dire sousla forme d'un systeme composite symetrique
hyperbolique-paratolique. La structure de ce systtmeestla mémeque celleobterue
pour lesmelangeggazeuxreactifsnonionisesen prenart le soinde modi er corvena-
blemert lestermessourceschimiqueset/ou les matricesde di usion. La nouveaute
estapporteepar la massede I' electronqui est consicereecommeun parametre de ce
systeme destine a tendre vers zero. Nous etablissonsun resultat d'existencelocale
pour un systeme avec un parametre, puis, en utilisant des estimations uniformes
en ce parametre, nous obtenonsl'existenceglobale et la stabilite asymptotique des
etats d'equilibre ainsi que des estimations de decroissanceuniformes par rapport

au parametre et la cortinuite par rapport a ce parametre. Nous demortrons alors
gue, pour les plasmasambipolaires,la solution globaleest cortinue par rapport a la
massede I'electron lorsquecelle-cis'anrule.

Pour la partie simulation numerique, nousavons calcule des ammes ioniseesplanes
et etireesd'un melangehydrogene-air. Ces ammes sort un parfait exemplede me-
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langegazeuxreactifset 'ionisation dansles ammes estun themede recherche tres
actif dans le contexte actuel des precccupations ernvironnemeriales et le souci de
reduire lesemissionsde polluants lors de la conbustion. Dans ce but, lesindustriels
cherchert a utiliser des ammes pauvresen combustible qui emettert peu de pol-
luants, maisdont I'inconveniert majeur estd'etre di ciles aallumer puis a stabiliser.
Un moyen de stabilisation envisage actuellemen estle bombardemern dela amme
par desions. Nous avons eprouve desdi cult espour obtenir les donneesthermo-
chimiques et les donneesde transport pour toutes les especesionisees.L'ionisation
dansune amme d'hydrogenea assezpeu ete etudieeet il en estde mémepour les
ammes d'hydrocarbures.En particulier, la seulereaction d'ionisation intervenart
pour I'nydrogene
H3O" + E H,O+ H;

esttresmal conrue. En cequi concernéde calculde amme de methanepar exemple,
c'estencorepire car la plupart desdonneesthermochimiquesdesions carbonnesn'a
pas ete evaluee,notammert pour lesions CH; , C3H; et C,H;0".

Nous e ectuons des simulations numeriques de ammes planes laminaires et de
ammes laminaires etireesd'un melangesionise hydrogene-air, pour lesquellesles
equationsconsicereesne font appardtre qu'une seulevariable d'espace.Nous utili-

sonsune methode de Newton modi ee pour resoudreles equationsdiscretiseespar
di erencesnies sur une grille adaptative. Pour ewvaluer les proprietes thermochi-
miques et les proprietes de transport, nous avons recoursa deslibrairies externes
CHEMKIM pour la thermochimie [KMJ80, KRM89] et EGLIB pour le transport
[EG94, EG95, EG96, EG97]. Nous obtenonsdes structures de ammes planesty-
piques d'un melangehydrogene-air et nous obsenons que l'impact de l'ionisation
pour I'nydrogene est faible. Nous obtenonsaussides structures de ammes etirees
pour un etiremert fort et pour un etiremert faible, l'ionisation de la amme modi-
ant egalemenh peu cesstructures.

Nousenvisageongertainessuitesa cetravail tant du point devue dela modelisation,
de I'etude mathematique que dessimulations numeriques.

Il seraitextrémemen souhaitable,dansun premiertemps, d'evaluer numeriquemet
les coe cien ts de transport pour les melangesionises magretises. Ces deweloppe-
merts pourraient conduire a I'ecriture de modules que I'on ajouterait a la librairie
EGLIBet qui prendraiert en compte l'ionisation et/ou l'anisotropie provoquee par
le champ magretique.

Il serait par ailleurs ervisageablede simuler des ammes ioniseesmultidimension-
nellespar la methode deselemens nis, en utilisant desexpressionglescoe cien ts
de transport valablespour les melangesionises. On pourrait par exemplee ectuer
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dessimulations de l'ionisation dansune amme laminaire de type Bunsen.

Il serait egalemen tresinteressah de gereraliser le modele obternu a partir de la
theorie cinetique des melangesgazeuxreactifsionises a des modelesmultitemp era-
tures. Pour cetype de modele,lesfonctions de repartition a l'ordre zero desespeces
lourdeset deselectronssort desmaxwelliennesdont lestemperaturespeuvert etre
di erertes [CF67, LD98]. Il serait alors possibled'obtenir desexpressionge coe -

cierts de transport|ainsi qu'une chimie|m ultitemp eratures et evertuellemert de
les evaluer numeriguemen. On en deduirait les hypothesesmathematiquessatis-
faites par cescoe cients an d'e ectuer une etude des proprietesde symetrie des
modelesmacroscopique®btenus pour etablir desresultats d'existencede solutions.

La stabilite asymptotique des etats d'equilibre constaris pour les melangesreac-
tifs ionises magretises dissipatifs est egalemenh un sujet de recherche qu'il faudrait
aborder. La structure du systemeobtenue au chapitre Il ne permet pasl'application
des theoremes[Kaw84, GM98a, Gio99. En e et, en consicerart un etat d'equi-
libre constart avec un champ electromagretique et une vitessenulle, les matrices
de convection a I'equilibre pos®dert une partie antisymetrique. Pour obtenir des
theoremesde stabilite asymptotique, il seradonc necessairad'etablir de nouwelles
estimationsa priori.

En n, un autre axederetherche estla determination de I'existenced'une solution au
problemed'onde pour les ammes ioniseesplaneset etireessanschamp magretique.
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Chapitre |

Theorie cinetigue des
melanges gazeux
polyatomiques ionises

Ce chapitre reprend et detaille un article paru dansPhysia A, volume 327 (2003),
pages313{348.

Resume

On s'interesseaux melangesgazeuxreactifs partiellemert ionisesen presenced'un
champ electromagretique en partant d'une equationde Boltzmann generalissecom-
prenart un terme sourcevalide pour un mecanismereactionnelquelconque On etu-
die le deweloppemen de Enskog de cette equation et on obtient les equationsde
conseration macroscopiquepour lesregimesd'ordre zero et d'ordre un, ainsi que
les expressiongdes ux de transport et descoe cien ts de transport. On ecrit sous
forme de crochets integrauxles coe cien ts de di usion perpendiculaire/transverse,
de di usion thermique et de viscosie de cisaillemen et on introduit une nouwelle
de nition destaux dedi usion thermique, cesnouvellesexpressionsereduisart aux
expressionhabituelleslorsquele champ magretique estnul. On etudie lesproprietes
de positivit e desmatrices de di usion multiespeceset on montre que la production
d'entropie macroscopiqueest positive. On s'interesseen n a la structure mathe-
matique des systemeslineairesde transport qui doivert &tre resoluspour evaluer
les coe cien ts de transport. En particulier, on exprime tous cescoe cien ts sousla
forme de series corvergenes, cesseries fournissant par troncature des coe cien ts
approchesprecisutiles pour les modelesnumeriques.
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Chapitrel Theaie cinetiquedesmelangesyazeuxpolyatomiquesonises

Intro duction

On obsene un interét grandissam pour la theorie cinetique des melangesionises
reactifs.Le sujet posedeene et denombreusesapplications,notammert lesplasmas
froids hautes densites utilises dans les laboratoires, les ecoulemets de gaz a tres
hautesvitesses)esphenonenesderentr eed'objets dansl'atmosphereset les ammes
ionisees.

L'application d'une methode d'Enskog aux gaz partiellemert ionisespermet de mo-
deliser les plasmasa haute densite et bassetemperature [FK72, Rai87]. Les e ets

du champ electromagretique sort decompses en deux cortributions di ereres.
Lorsque deux particules sort a des distancesinferieuresa la longueur de Dehye,
leur interaction est modelisee par une collision tandis que lorsque la distance est
superieure a la longueur de Dehye, leur interaction sefait graceau champ electro-
magnretique moyen cree par cesparticules [FK72]. Pour la validit e de ce modele, le
nombre de particules setrouvant dansune sphere de diametre la longueurde Debye
doit etre grand et le rayon cyclotron et la longueur d'onde desondeselectromagre-
tiques doivernt etre superieurs a la longueur de Debye. Pour les gaz partiellemert

ionises, 'operateur approprie est I'operateur de collision de Boltzmann avec despo-
tentiels d'ecran[CF67]. Pour le casparticulier desgazcompletemert ionises,on peut
egalemen utiliser I'operateur de Fokker-Pland qui fournit desresultats quasimert

identiques [FK72]. L'operateur de Fokker-Plandk peut en e et @tre obtenu a partir

de l'operateur de Boltzmann en passam a la limite pour descollisionsrasartes et,

pour la plupart des particules, les collisions multiples impliquant de faibles forces
sort statistiguemen equivalertes a des successiongle collisions binaires de petit

angle[CD69].

Chapmanet Cowling ont ete lespremiersa appliquerla theoriede Chapmanet Ens-
kog aux melangesionisesdansle casdesmelangesbinaires monoatomiquegCC7(Q.
Kaneko et coauteursont propose desevaluations d'ordres plus elevesdescoe cien ts
de transport pour des melangesneutres binaires soumisa un champ magretique
uniforme dans un cadre cinetique simpli e [Kan60, KT78, KY80]. Le casdes me-
langesde plusieursgaz monoatomiquesa ete etudie en details par Ferzigeret Kaper
[FK72]. Dans ce chapitre, on consicere le cas gereral des melangesgazeuxpoly-
atomiqueset reactifs. Le melanged'especespolyatomiquesest decrit dansun cadre
semi-classiquen utilisant lesequationsde Wang Chang,Uhlenbed et de Boer, dans
lesquellesles sectionse caces de collision sort moyenreessur les degenerescences
[Rai87, EG94]. Lestermessourceschimiquesqui apparaisseh danslesequationsde
Boltzmann sort essetiellemert tir esdestravaux de Ludwig et Heil [LH60], Alexeev
et coauteurs[ACG94], Ern et Giovangigli [EG98] et Grunfeld [Gru93, et sort va-
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Introduction Sectionl.1

lides pour des mecanismegeactionnelsquelconquesOn supposeraegalemeh que
lesfonctions de repartition ne dependert pasdesmomeris angulaires[MM88].

On consicere un melangemonotemgerature et on supposeque le champ electrique
n'est pastrop intense[FK72]. Cette situation serencorre dansde nombreusesex-
periencesde laboratoire et dans desplasmasatmospreriguescomme,par exemple,
les torches a plasma coupleespar induction, les plasmatronsa micro-ondesou les
dedargesoptiques cortinues [Rai87, FK72]. La gereralisation aux melangesreac-
tionnels multitemp eratures, dont les equationsresultert d'un passagea la limite

vers zero du rapport ertre la massedeselectronset celledesions, sort du cadrede
cette these.On supposeegalemen qu'il n'y a qu'une seulevitessedansle melange
et on ecarte les modeles multi uides ou chaque espece pos®de sa propre vitesse
[Bra65]. On note au passageajue les equationsde consenation macroscopiquegour
les modelesmulti uides conduisen a de serieux problemesmathematiques.

On e ectue un dewloppemen de Enskog et on obtient les equationsde consera-
tions macroscopiquesorrespndart aux regimesd'ordre zero et d'ordre un, ainsi
gue les ux de transport et les coe cien ts de transport dans cesdeux cas.Les ex-
pressionssousforme de crochetsintegrauxdescoe cien ts de transport orthogonaux
et transversesau champ magretique incluernt destermesquadratiquesnegligesdans
[FK72]. On exprime egalemenh pour la premiere fois les viscosites de cisaillemen
gracea descrochets integraux. Une nouwelle de nition destaux de di usion ther-
mique est introduite qui sereduit a la de nition habituelle en I'absencede champ
magretique. On etudie ensuiteles proprietesde positivit e desmatrices de di usion
multiespecesparallele, orthogonale et transverse qui en resultert. Ces proprietes,
etabliesici pour les matrices exactesprovenart de la theorie cinetique desgaz, sort
un point-cle pour les approximations numeriquesde la di usion multiespeces: les
algorithmes utilises pour evaluer les coe cien ts de transport doivert presener ces
proprietes.A l'aide de cesproprietesde positivit e, on etablit ensuitela positivit e de
la production d'entropie macroscopiqueCe resultat, paru pour la premierefois dans
[GGOJ, estimportant tant du point de vue thermodynamiqueque mathematiqueet
numerique [Gio99. Pour cefaire, on gereralisel'utilisation desquartit escomplexes
introduites en [CC70, FK72] qui permettert de reduire les produits de vecteursa
desmultiplications scalairespar desnombresimaginaires.

En utilisant des appraximations matricielles de I'operateur de collision, on peut
ewvaluer les coe cien ts de transport par la resolution de grands systemeslineaires.
On s'interessea la structure mathematique de cessystemeslineairesde transport.
Bien qu'une inversion directe de cessystemeslineairessoit ervisageable,celle-cia
un colt prohibitif pour de nombreusesapplications pratiques impliqguant des ux
multiespeces A n dediminuer le co0t e ectif desapproximations descoe cien ts de
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Chapitrel Theaie cinetiquedesmelangesyazeuxpolyatomiquesonises

transport, il faut developper desmodelesnumeriquesdetaillesrespectart la theorie
cinetique plutdt qu'utiliser desmaoyennesempiriques.On etudie ici le caractere bien
pose dessystemeslineairesde transport et on etablit la cornvergencede methodes
iteratives. Il enresulteune expressiondescoe cien ts de transport sousla forme de
seriescorvergenes qui fournissem par troncature dessuitesd'approximations de ces
coe cien ts gereralisart ainsi des proprietes etablies dans le cas des melangesnon
ionises[EG95, EG96).

La deuxiemesectionpresete les equationscinetiquesdesmelangesreactifsionises.
La troisiemepartie est consaceea I'entropie cinetique. On presete dansune qua-
triemesectionle deweloppemen de Enskog qui permet de determiner une solution

approcheede I'equation de Boltzmann. La cinquieme partie concernel'approxima-

tion d'ordre zero et la sixieme partie I'approximation d'ordre un dansle casd'un

champ magretique intense,ou l'on detaille lesequationsde consenations macrosco-
piquesd'ordre un ainsi que les expressionglescoe cien ts de transport d'ordre un.

Dansla septiemesection,on etudie la structure dessystemeslineairesde transport

qui determinert cescoe cien ts de transport. On termine en presemant brievemert

dans la huiti eme sectionl'approximation d'ordre un pour le regimedu champ ma-
gnetique faible.

Cadre theorique

Dans cette section, on decrit un modele cinetique pour les melangesgazeuxpoly-
atomiquesreactifs en presenced’'un champ electromagretique dans un cadre semi-
classiqueavecune equationde Boltzmann gereraliseederiveede [Wal58. Ce modele
moyenne les parametres d'impact sur lesdi ereres degenerescencesgjuartiques et
peut etre derive de I'equation de Boltzmann obtenue dansle cadrede la mecanique
guartique par Waldmann-Snider[Wal5§]. Les expressionsdestermes sourcessort
donnesen [LH60, ACG94, EG98, Gru93.

[.2.1 Fonctions de repartitions

On consicere un melangegazeuxdilue, reactif et ionise compose de n° especeschi-

indicesde cesespeceset Q;, I'ensenble desindicesdesetats energtiquesquartiques
dela i€ espece,i 2 S. L'etat du melangeest decrit par les fonctions de repartition
des especesnoteesf; (t; x;¢i;i), ou i 2 S estl'indice de l'espece,t 2 R le temps,
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Cadretheaique Sectionl.2

x 2 R® le vecteur position de dimensiontrois, ¢; 2 R le vecteur vitesseet i 2 Q;
l'indice del'etat energetique quartique.

La quartit e f; (t; X; ci;i) X c; represere le nombre probable de moleculesde type i
dans! etat quartique indexe par i attenduesdans|'elemen de volume Xx cerireen
X dont lesvitessessort dansl element c; cerre enc;, au tempst.

[.2.2 Proprietes macroscopiques

Les quartit es macroscopiquesort aisemer obtenuesa partir desfonctions de re-
partition. On note n; la densite moleculairede la i® espece,n la densite moleculaire
totale, ; la densite massiquede la i® espece, la densite massiquetotale, m; la
massemoleculairede la i€ espece,z la chargedela i€ especepar unite de masse g
la chargedela i® especepar unite de volume, g la chargetotale par unite de volume,
v la vitessehydrodynamique, E I'energieinterne par unite de volume et E;; I'energie
interne dela i® moleculedansle i€ etat quartique. On a enparticulier lesexpressions
de la densite moleculairede la i€ especen; et cellede la densite moleculairetotale n
X 4 X
ni = f,dc;; n= n: (I.1a)
i2Q; i2S
La densite massiquede la i€ espece ; et la densite massiquetotale  s'ecrivent

x £ X
i = mn; = funidcu = i (le)
i2Qi i2s
la chargetotale g
X £ X X
q= fimiz dc; = iZi = g, (I.1c)
i2S i2S i2S
i2Qi
la vitessehydrodynamiquev
X Z
VvV = finhCidCﬂ (le)
i2S
i2Qi
et I'energietotale,
x Z
S VV+E= fi mici ci+ E; dci: (.1e)
i2S
i2Qi
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Chapitrel Theaie cinetiquedesmelangesyazeuxpolyatomiquesonises

Dans ce chapitre, on obtiendra des equationsaux deriveespartielles qui regisseh
cesquartit esmacroscopiquegCf equations(1.85) page62).

[.2.3 Reactions chimiques

Le melangegazeuxest suppose &tre le lieu de reactionschimiques. Cesmecanismes
reactionnelssort constituesd'un nombre arbitraire de reactionselemenaires rever-
sibles.Celles-cisort indexeespar r 2 R et sort ecritessousla forme

X X
M; M; r2R;

i2F " k2B "

ou F' et B sort respectivemen lesindicesdesespecessourceset desespecespro-
duits de la r€ reaction,r 2 R, comptesavec leur multiplicit e et M; et M sort les
symboles chimiques desespeces.On note [ et P lescoe cien ts st ¢ hiometriques
respectivemen directs et inversesde la reactionr 2 R, c'est-a-dire les multiplicit es
avec lesquelledes especesapparaisseh en temps que sourceet produit de reaction.
On de nit egalemen , , les coe cients st c hiometriques totaux de la reactionr
par
=L 5i2sr2R:

Lesindices desetats quartiques desespecessourceset produits serort notesf'’ et
b'. Enn, onposeF/ = F'nfig, c'esta-dire que F{ comprendune occurrencede i
de moinsqueF " et on prend desnotations similaires pour B, f{ et by.

[.2.4 Equations de Boltzmann

La famille f = (f;),,5 desfonctionsde repartition desespecesestsolution de I'equa-
tion de Boltzmann genreralisee suivante

Di(fi) = Si(f) + G(f); 1285 (1.2)

ou Di(f;) estl'operateurdi erertiel usuel,S;(f) le terme sourcenon reactif et G(f)
le terme sourcereactif. L'operateur di erertiel D;(f;) peut s'ecrire sousla forme

Di(fi) = @ + ¢ @Qfi + by @Q,f;; (1.3)
ou b; estla force qui s'exercesur la i¢ espece.Dans ce modele, on supposeque

b=g+ z(E + ci~B); (1.4)
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Cadretheaique Sectionl.2

ou g estune force exterieureindependarte de I'espece,E le champ electriqueet B
le champ magretique. On de nit egalemeh B commela norme du vecteurB .

L'expressiondu terme sourcenon reactif est la suivante

Z
X X . o
S|(f) = fiq:jo Sl fifj V#' ! de dCIOdCJO, (|5)
i2s %2 i
j11%2Q;

ou j; estla degenerescencelu i€ etat quartique dela i® especeet V}}"ojo les probabi-
lit esde transition pour les collisionsnon reactives.On utilise ici la notation usuelle
qui consistea ajouter un prime a une fonction, par exemplef., pour signi er que
I'on prend la valeur de la fonction apresla collision : f.°= f; (t;x;c%i9 ou c? et i°
sort la vitesseet l'indice de I'etat quartique aprescollision. Le choix de travailler
avec les probabilites de transition plutdt qu'avec les parametresd'impact est justi-

e par le fait que les termesde collisionsreactives sort alors plus simplesa ecrire
[ACG94, Gio99, LH60]. Les probabilitesde transition W 9% veri ent lesrelations de
reciprocite suivantes [Wal5§

oo oo
i ij#' "= ii0 jjOWiJ ”: (|6)
On ecrit le terme sourcereactif sousla forme

X
G()=" G'(f); (7)

r2R

ou G'(f) estle terme sourcede la i® especed( a la r® reactiondort I'expressionest

0 Q 1
XL RY MY oy Y Y
gh= " B A ERwWE dg de
f1:br k2B' e I joFr j2F [ k2B "
0 Q 1
Z Kk
X Y r Y Y Y
iP %,) fi k‘@; f; & W|f:rbBr dc; dcy; (1.8)
fr:br k2BT e I o joF T k2B!
ou ;; = h3=( ;m®) et hp estla constarte de Planck. Les quartites WE'%, sort

les probabilites de transition des collisionsreactives pour lesquelledes reactifs F "
dans les etats energetiquesf" sort transformes en les produits B" dans les etats
energetiquesb’. La sommesur b" dans(1.8) represete la sommesur les etats quan-
tigues k 2 Q, pour tout k 2 B", desnotations similaires etant utiliseespour les
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sommessur by, f" et f{. Finalemert, lesprobabilitesde transition reactive veri ent
lesrelations de reciprocite suivantes [LH60, ACG94, EG9§]

o Y Y b'fr Y Y
WFrBr kk = WBrFr “ (lg)
k2B' k2Qy j2F 1 j2Q;

Entropie cinetique

Dans cette section,on determine I'equation de consenation de I'entropie cinetique
et on calcule son terme de production. On montre alors que le terme sourcenon
reactif S;(f), donne en (1.5), et le terme sourcereactif G(f), donne en (1.7), sort
tous lesdeux compatiblesavecle theoremeH [EG98). C'est-a-dire quela production
d'entropie cinetique assiee est positive.

.3.1 Denition

On de nit l'entropie cinetique par unite de volume par

x Z
skin = kg fi [|Og( iifi) 1] dci; (|10)
2Q

ou kg estla constarte de Boltzmann. Pour la justi cation de cette de nition, voir
la section4.2 de [FK72].

[.3.2 Equation de conservation de l'entropie cinetique

En multipliant I'equation de Boltzmann (1.2) par log( i;f;), on obtient, apresinte-
gration sur ¢; et sommationsuri 2 Seti 2 Q,
yA
(Di(fi)  Si(f) G(f)) log( iifi)dci = O

i2s
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En remplacant D;(f;) par savaleur donneeen (I.3) et en utilisant les relations sui-
vantes

@Ifi (log( wifi) 1)]= (@¥i)log( iifi);
@ [fi(log( iifi) 1cil= (¢ @fi)log( iifi);
bi @ fi = @, (bif;);

la derniererelation etant due a la forme particuliere de b;, on obtient |'equation de
consenration de l'entropie cinetique

@kin + @ (Skinv) + @ J kin — Vkin; (|11a)
ou J X" estle ux diusif d'entropie cinetique de ni par
| x £
JMN = kg fi(ci  v)[log( iifi) 1]dci (1.11b)
i2S
i2Qi

et Vi |e terme sourced'entropie cinetique. On decompsecedernier endeuxtermes
sources/'un correspndart a la cortribution non reactive vS et l'autre a la cortri-
bution reactive v¢. On ecrit donc

Vi = S 4 VG (I.11c)
avec

X Z
ke Si(f) log( iifi) dc; (1.11d)

i2Qi

et
X Z
Kg G(f)log( iifi) dci: (I.11e)

i2S
i2Qi

[.3.3 Positivit e de la production d'entropie cinetique

On mortre a presen quela production d'entropie cinetique, noteevk", est positive.
Pour cela, on utilise les relations de reciprocite (1.6) et (1.9) des probabilites de
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transition et on met lestermesde production d'entropie cinetique vS et v¢ sousla
forme symetrisee
%0 fif

Z
< k_BX X fij

vS = p 1 10w

0

i dCide dCiOdeO;

4 i 2Si;i%Q; LT Y
ks X Q Q %‘”br Q Q
C — B . FrBr .
V™ = Z P kkfky jjfj de de,
r2R k2B' joF " jijeFr k2B
£rpf j2F "

ou P(x;y) = (x y)log(x=y) estune fonction positive. On obtient donc que la pro-
duction d'entropie est positive, c'est-a-dire vk" > 0. Notons quetoutes les collisions,
reactives et non reactives, ont une cortribution positive pour la production d'en-
tropie cinetique. L'equation de Boltzmann gereralisee est donc compatible avec le
theoremeH ou secondprincipe de la thermodynamique.

L'imp ortance de la positivit e de la production d'entropie cinetique appardtra dans
la suite de ce chapitre, par exemplepour determiner'expression(l.21) dela solution
a l'ordre zero, mais egalemen pour etudier les equationsqui regissen les fonctions

i dans |'etude a l'ordre un. De plus, elle exprime l'irr eversibilite des collisions.
Cette irr eversibilite ne provient pasde chaquecollision prise separemen puisqueles
collisionssort microscopiquemenreversiblesmais d'un e et statistique global. En
e et, dansle cadrecinetique,lesparticulessort supposesnon correleesavant le choc
et correleesapres.L'hypothesedu chaoscombine aux lois de reciprocite impliquent
le secondprincipe de la thermodynamique. Le lecteur pourra trouver plus de detail
dans[CC7Q au chapitre 4.

Developpement de Enskog

.4.1 Presentation de la methode

Le deweloppement de Enskog estune methode asymptotique qui permet de determi-
ner une solution approcheede I'equation de Boltzmann (1.2) ainsi que les equations
macroscopiquesissaiees.Pour cela,on supposerague lestemps caracteristiquesdes
reactionschimiquessort plus grandsquelestempsde relaxation de I'energieinterne
et que lestemps de libre parcoursmoyen desparticules.

De plus, on distingue deux modeles,suivant l'intensite du champ magretique. On
trouveradesjusti cations physiquesde cette distinction danslesarticlesde S.I. Bra-

28



Developementde Enslog Sectionl.4

ginskii, [Bra65, Bra58]. Lorsquele champ magretique est intense,on doit supposer
quele terme E + v~B estpetit devart le terme (¢; Vv)~B, et celaengendreune
anisotropiedu milieu. Dansle casou l'intensite du champ magretique est faible, on
ne distingue pas cesdeux termes.

[.4.2 Invariants de l'op erateur de collisions non reactives

Lesinvariants de collision scalairesouert un rdle primordial dansla recherche de la
solution desequationsde Boltzmann. On verra qu'ils permettert de calculere ecti-
vemernt la solution f,% en utilisant la positivit e de I'entropie cinetique.

Comme son nom l'indique, un invariant de collision u est une famille de fonctions
noteeu = (u;),,5 OU U, i 2 S, estune fonction desvariablest, x, ¢; et i, qui est
invariante lors d'une collision non reactive. Plus preciemen, sii et j sort deux
indicesd'especes,on a

U+ U= u+ ud;

pour toute collision non reactive ertre deux particulesde typei etj. On dira qu'un
invariant de collision est scalairelorsquelesfonctions u; sort scalaires.

" (MG iss; 2 £1;2; 3g; (1.12)

8

2 = (s k2s,
3 )

' SMiCi Ci + Bi |,

ns+4

ou ¢ estla '®™ composarie du vecteur c; et ; estle symbole de Kronedker
asseieak eti. Cesinvariants engendren I'espacevectoriel desinvariants de collision
scalaires.

Pour k 2 S, dire que * estun invariant de collision signi e que lors d'une collision
non reactive, les especeschimiques ne changert pas; pour 2 f1;2;3g, dire que

"+ estun invariant de collision signi e quela quartit e de mouvemen seconsene
danschaquedirection; en n, dire que "** estun invariant de collisionsigni e que,
lors d'une collision non reactive, I'energietotale seconsenre.

Il est a noter que dans le cas d'un melangemicropolaire appardt un autre inva-
riant de collision vectoriel, lineairemen independart, qui traduit la conseration du
momert angulaire. Mais sa cortribution etant nulle dansle casd'un melangenon
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micropolaire, on n'en parlera pas. On pourra trouver des precisionsquart a son
in uence par exempledanslesarticles [KA61, VMS78, CS79.

Pour deux familles = (i), et = (i);,s Onintroduit le produit scalairel; :ii

.. x Z -
i ii = i i dci; (1.13)
i2S
i2Qi
ou ; ; designela cortraction maximaleertre le tenseur ; et le complexeconjugue

du tenseur ;. Le tableau Tab. indique le resultat de I'action de  suivant les
typesde fonctions auxquelleselle s'applique.

« . _ i fonction . : ..
. NN s@laire vectorielle matricielle
i fonction .
salaire scalaire vecteur colonne matrice
vectorielle vecteur ligne scalaire vecteur ligne
matricielle matrice vecteur colonne scalaire

Tab. 1.1 { resultatde I'action de

On aintroduit ce produit scalairepour desvecteursou destenseursa valeurscom-
plexescar on verra que de telles quartit esapparaisseh naturellemen dansla solu-
tion deI'equationde Boltzmann lineariseeen presenced’'un champ magretique. Les
proprietesmacroscopiques'ecrivert alors sousla forme

8
§n|; 12S
tf; i = Vv l=n+ ; 2f1,23g; (1.14)
Lvv+E I=r+4

2

On introduit egalemen lesfamilles suivantes,D( ) = (Di( ))i,5: S () = (Si( ))ins
etC( )= (G())irs 0u = (i),sestunefamille defonctionsdependart de (c;;i).

1.4.3 Developpement de Enskog

L'equation de Boltzmann est recrite sousla forme

D(f) = IS(f)+ 2G(f); 25 (1.15a)

30



Developementde Enslog Sectionl.4

ou estle parametre formel assaie a la methode de Enskog et a depend du regime
consicere. L'operateur di erertiel D;(fj) est egalemeh decommse en deux opera-
teurs

D) = Bi(h) + ~B(f) (1.15b)
avecC
Gi(fi) = @ +c Qfi + 8§ @fi; (1.15c)
B(f)= (b B) @f; (1.15d)
B=9g+z(E +vB): (1.15e)

Le parametre bvaut 0 ou 1 suivant le modeleconsicere: b= 1 sile champ magnretique
estintenseet b = 0 sinon. Le parametre etant consicere commepetit devant 1,
il permet exactemeh d'ordonner les termes par ordre de grandeur : le terme non
reactif S;(f) est plus grand que le terme reactif G(f), tandis que le terme [§(f;)
est plus petit que le terme [§}(fi ). Dans ce chapitre, on consicere a la fois le regime
champ magretique intense,b = 1, et le regime champ magretique faible, b = 0.
Les di ererts regimesassaies au parametre a sort etudies, en particulier, dans
[EG98, Gio99g et on ne consicerequelesregimesa= 1leta= 0, leregimed'equilibre
chimique cinetique,a= 1, sortant du cadrede cette these.On introduit egalemen
les familles §( ) = (8( 1)) s et B( ) = (B( ))i,s OU = (1), €St une famille
de fonctions dependart de (c;;i).

Dans le cadre de la methode d'Enskog, les fonctions de repartition desespecesf;,
i 2 S, sedeweloppent selonle parametre sousla forme

f=f>1+ ;+0 2% ; i2§S (1.16)

ou les fonctions d'ordre zero f,° ont les m&émesmoyennesmacroscopiquegjue les
fonctionsf;, ce qui s'ecrit

WO = mf: i 12f1:: 0%+ 4g: (1.17)

En utilisant I'expression(l.5) et lesrelations de reciprocite desprobabilitesde tran-
sition (I.6), on obtient, pour = ( i), fonction de c;, la relation

Xx x Z . oo
4 ;S ()i = Ci+5 ¢ ) 5—L fif; W dcidc;dcidcy;
i 2S1;i%2Q; o35
j1i%2Q;
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ennotant 2= ;(c%i9. Ainsi, si estuninvariant decollision,leterme + ; P
s'anrule et on obtient alors
th ;S (i=0 12f1::::n+ 4g: (1.18)

En substituant I'expressionde D;(f; ) fournie par (1.15b) dansl'equation (1.15a), on
obtient

th ' 8 (F)ii + lbﬂn L) = 2 b Cf)ii; 12100+ 4g; (1.19)
L'imp ortance de cette formule residedans le fait qu'elle cortient les equationsde

conseration macroscopiquesl'ordre zero et d'ordre un.

Dans les sectionssuivantes, on explicite I'equationveri eepar f,°, on ecrit lesequa-
tions d'ordre zero, puis, en utilisant I'expressionde f,°, on determine ; et on ecrit
les equationsd'ordre un.

Approximation d'ordre zero

Dans cette section, on determine I'expressionde f,%, i 2 S, et on presete les equa-
tions macroscopiquegour les melangesde gaz polyatomiquesqui resultert de l'ap-
proximation d'Euler d'ordre zero pour lesdeux regimesb= Oet b= 1.

[.5.1 Fonctions de repartition Maxwelliennes generalisees

En ne gardart que le terme en 1= dansI'equation (1.158) ou I'on a substitue le
deweloppemen de f; donne par (1.16), on obtient I'equation veri ee par la famille
desfonctions de repartition d'ordre zero, f © = (f%),,,

S(f9= wB(Y); i2S (1.20)

En multipliant I'equation par log( if,%), puis en somman surc;, i 2 Q; et
enn suri 2 S, on obtient

z x Z
log( iifi%)Si(f%) dei = 1 log( ;%) 8 (f,%) dc;:
i2s i2s
i2Qj i2Qj
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En utilisant la relation (I.15d) exprimant [b.(fio), le secondmenbre se met sousla
forme

Z X Z
log( f:?)B(f;°) de; = log( f%)zl(ci v)-Bl@ fde
20 50,
X Z
= z [(ci v)Bl@ f°og( if® 1) dc:
i2S
i2Qj

Commela fonction de repartition f.° tend vers zero lorsquela normede la vitessec;
tend versl'in ni, lintegration par parties

x Z
z [(c v)Bl@ f°log( iifi® 1) dci=
i2s
i2Qj X 7
z @ [(ci v)BIfi°log( f,%) 1)dc;;
i2s
i2Qi

permetalorsde conclureala nullit e decetermecar @, ((ci v)~B) = 0.0On obtient
donc x Z
|Og( iiin)Si (f O)dCi = 0;
i2s
i2Qj
et on est alors ramenre au calcul standard de solution Maxwellienne de I'equation
de Boltzmann qui est trait e par exempledans [FK72, Gio99. Si on introduit la
production d'entropie cinetique non reactive d'ordre -1,
X Z
vl DS = kg Si(f°) log( ;%) dci;
i2S
i2Qi
on obtient doncv( YS = 0. Le mémecalcul que pour la positivite de v® a la sous-
section|.3.3 permet de montrer que celan'est possiblequesi log( ;if.°) s €stun
invariant de collision. Donc d'apres|' etude desinvariants de collision scalaires,on
obtient I'existencede ( i);,s, dew 2 R®etde 2 R tels que

log( if®) = i wmc Imcici+E ; i28

On utilise alorslescortraintes macroscopiquegl.17) surlesfonctionsf %, i 2 S, pour
determiner cesc cien ts. On obtient queI'energieE est une fonction croissaite de
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1= et onde nit la temperature cinetique T par T = 1=(kg ). Il estalors possible
de determiner les coe cients ( i),,s, W 2 R® et 2 R. On parvient a I'expression
suivante de f.°

m 2 eXE #7Ci Ci T .
L 3 '
i2Qi i B

f0= N;

i2s; (1.21)

ou C; = ¢; V estlavitesserelative del'especei. La fonction derepartition a l'ordre
zero appardt donc commeune distribution Maxwellienne.

Il est possibled'identi er la temperature cinetique qui vient d'etre de nie avec la
temperature thermodynamique du systeme. Pour plus de details, on renvoie par
exemplele lecteur a I'ouvrage [CC7Q.

On donnedeux autres formulations equivalertes a I'expression(1.21) de la fonction
de repartition a l'ordre zero en introduisart la fonction de partition de I'energie
interne de l'especei Q,
. X .
nt = ii exp Bi , i2S
i2Q;i
la fonction de partition de |'energiede translation de I'especei par unite de volume
tr
i
2 mkeT 2

D i2S
h?

Qv =

ainsi quela fonction de partition del'energietotale de I'especei par unite de volume
Qi,
Q=QMQ"; i2s

On a alors
fO — I m; ) EI 2
i o) exp 2kBTC| Ci KeT ;125
ou encore
3=2
o_ il m m . . B
W= 2kt P Fero O R ¢ 128
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[.5.2 Equations macroscopiques d'ordre zero

Les equationsde conseration macroscopiquesort obtenuesen prenart le produit
scalairede I'equation de Boltzmann par lesinvariants de collision,
| N .
' BE)i + —th BE)ii = 2 CE)ii; 12 L+ 4g:

b

En y substituant le deweloppemeri de f; et en ne gardart que les termes
d'ordre zero, on obtient

h ' BEO)+ wBEQ)+ B )i = Lo ;CEYii; 12fL:::;n+4g:
Or, d'apresl'expression(l.21) def.?, B (f°) = 0, car le vecteur @, f,° est colineaire
au vecteur C;. L'equation precderie deviert donc

th ' 8¢ i + i BE i = o SCEYii; 1210+

En explicitant cette derniererelation, on deduit lesequationsmacroscopiquesl'ordre
zero. Les equations de consenation de la massedes especessort obtenues pour
| = 1;:::;° et s'ecrivent

@i+@Q(iv)= .omt3% i2S (1.22a)
ou 179 est le terme sourcechimique d'ordre zero de ni par
Z
_ X
0=t " C(f 9ii = G(f 9 dc;: (1.22b)
i2Qi

On obtient ensuite I'equation de conseration de la quartit e de mouvemen pour

@ Vv)+@ (v v+pl)= g+qgE+VvB)+ 1j"B; (1.22c)

ou | estla matrice idertit e de taille 3 et p = nkgT la pressionthermodynamique.
La densite de courart j depend desfonctionsde repartition desespecesd'ordre un,
‘ X
] = in izim, C; dCi:
i2S
i2Qi
Il 'y a doncun couplageertre lesequationsd'ordre zero et cellesd'ordre un, lorsque
b= 1.La derniereequationest!|'equationde conseration de I'energie  obtenue pour
| = n°+4,

@ivvtE+@ L vv+E+tp v =(g+qE+VviB)) v+ 1(j~B) v: (1.22d)
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Les equationsmacroscopiquesl'ordre zero apparaisseh ainsi commeles equations
d'Euler reactivescompressiblepour lesgaz polyatomiguesavecde nouveauxtermes
exprimant les e ets de la force de Lorentz sur I'ensenble du gaz. Pour le regime
b= 1, cesequationsformert, avec cellesde Maxwell, les equationsde la magneto-
hydrodynamique,a condition que la densite de courart de conduction,j , s'exprime
enfonction desvariablesnaturelles. Bien que lesequationsmoleculairesd'ordre zero
puissen etre resoluesenf © et donnerlesdistributions Maxwelliennes,les equations
macroscopiqued'ordre zero cortiennert des termes impliquant les perturbations
d'ordre un, , lorsqueb = 1. L'origine de la dicult e est que le terme I:b(f0 )
n'est pas orthogonal aux invariants de collision pour le produit scalairelf © ; ii. En
magretohydrodynamique,la densite de courart de conductions'exprime habituelle-
mert gracealaloi dOhm,j = (E + v~B), ou estle tenseurdesconductivites
electrigues.On verra dansles sectionssuivantes qu'a I'ordre un, la theorie cinetique
fournit desexpressionglus complexespour la densite de courart j .

[.5.3 Terme source chimique d'ordre zero

On etudie a presem le terme sourcechimique d'ordre zero, 15° de ni en (1.22b) par
X Z
0=t ';C(f9ii = G(f %) dc;:
i2Qi

1.5.3.1 Expression du terme source chimique d'ordre zero

En utilisant I'expression de f.° pour calculerle terme G' (f %), on peut ecrire
le terme sourcechimique d'ordre zero sousla forme

0 X b f
== (v W) (1.23)
r2R
ou —; estde ni par
" #
Y n kfr Y n kbr
< =K, X _x : (1.24)

s Qk s QK

avec x Z v v
K, = D, dg; dcy;
fr;br Fr BT
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et

Y m VYA
D=  exp V¢ i e

| 2ks T ke T i
J2F T joF

En utilisant la loi de reciprecite (1.9), on peut recrire D, sousla forme
Y m brf’
D.=  exp K c o Bk Werrr

. 2ksT kT~

Il estinteressah d'introduire les nouveaux coe cients K! et K? de nis par

f Y ) b Y d
Ki=K: Q" et Ki=Kr Q"

k2S k2s
car on peut mettre 7 sousla forme

— f Y K b Yoo

r=Kooonf KPP ong (1.25)

k2S k2s

Cestaux dereactionsort compatiblesavecla loi d'action de massetoutes lesreac-
tions elemenaires sort rewversibleset on a lesrelations Kf = KPK®, r 2 R, ou les
constartes d'equilibre sort donneespar

Y b f
K9 = Qf ¥ r2R: (1.26)
k2s

On peut facilemert adapter cesexpressionglestaux d'avancemen chimique et des
constartes d'equilibre a d'autres systemesd'unit e que les densites moleculaires.

1.5.3.2 Conservation des especes, de la masse et de la charge

senble desindicesde cesatomes,n? le nombre d'atomesdansle melange,®, | 2 A,
la masseatomique du |¢ atome et ay, le nombre de |¢ atomesdansla k€ espece.On
de nit egalemen la charge moleculaire axg = myz¢, B la massed'un electron et
A=f0g[ A=10;1;:::;fg.

On introduit a presem quelquesotations vectorielleset matriciellesqui permettront
d'allegerlesequationsa venir. On introduit tout d'abord lesvecteursdescoe cien ts
st ¢ hiometriquesdirects et inversespour la r® reaction, f, °,r 2 R,

fo faa... f T b— b..... b T. r2R:
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et le vecteur descoe cien ts st ¢ hiometriquespour la reactionr 2 R,
c=(y ) r2R:

u estle vecteur unitaire de taille ns,oet la matrice cie masseM de nie par
my 0

R

Les massegmoleculairesdes especes,m;, i 2 S, sort donneespar les relations sui-
vantes X
m; = @ Bodo;, 125
12A
cequi peut serecrire vectoriellemerg(sousla forme

0 Mps

m= ®a Bpao:
12A

On peut alors ecrire les relations de conseration dans le melange.Les vecteurs
atomiquesa, | 2 A, et les vecteursdes coe cien ts st ¢ hiometriques , r 2 R,
satisfort lesrelations de conseration

hy;ai=0, r2R;I12A; (1.27)

ou ht; i designde produit scalaireeuclidiendeR™. Cesrelationsexprimert la conser-
vation desatomespour| 2 A et la conseration dela chargepour| = 0. On endeduit
la relation de consenration de la m)a(lssedesespeceslors dela reactionr 2 R,

M ;ui=h,;;mi = mh,;ai h,;ai=0 r2R; (1.28)
12A
et cellede conseration de la chargedesespeceslors de la reactionr 2 R,
M ,;zi=h,;ai =0, r2R: (1.29)
Puis on en deduit, en utilisz;t(nt I'express)i(on de 3%, que
mt5°=  Th,;mi =0 (1.30)
i2S r2rR
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1.5.3.3 Formulation symetrique des taux de reaction

On presee maintenant une formulation symetrique destaux de reaction chimique
7. Pour cela,on doit introduire le potertiel chimique de I'especei 2 S, note —; et le
potertiel chimique unitaire de I'especei 2 S, note —}, qui sort de nis par

. 1
i m logQi;

o, 1 ,
: i“+ﬂlogni.

En utilisant cesde nitions, on en deduit une expressiondes constaries d'equilibre
K9, de nie en (1.26), sousla forme
!
Y X
Ked = Q" = exp P (1.31)
i2S i2S

Il faut noter quela loi de reciprccite de la reactionr 2 R,

K
Ked= _r (1.32)
r KP

est une conequencedeslois de reciprocite moleculairesdesreactions(l.9).

En de nissant le vecteur des potentiels chimiques ~— et le vecteur des potertiels
chimiquesunitaires — par

la loi de reciprocite (1.32) permet d'ecrire
logk! MM 7Y =logk? M °; i
On en deduit alors une nouvelle expressionde la constarte de reactionK,, r 2 R,
logK, = logkf mM ;7Y = logk? hv P;7i;
ainsi quela formulation symetrique suivante destaux dereactionchimique 7,r 2 R,

T=K, exppM 7 exptM P (1.33)
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[.5.4 Equation de conservation de la temperature a l'ordre zero

Au coursde |'etude a I'ordre un, on aura besoinde conndtre I'equation qui regit la
temperature. Celle-ciestobtenue enconmbinant lesequationsmacroscopiquesl'ordre

zero (1.22).

On commencepar donnerune expressionde I'energieinterne E. Celle-ciest obtenue
en injectant la forme (1.21) de f,° dansles expressiong(l.1d) de la vitesseet (I.1€)

de I'energieinterne macroscopique,
X
E= n 3keT+E ; (1.34a)

i2S
ou § est!'energieinterne moyennede la i® especede nie par

1 X Ei

E= iBiexp ——= (1.34b)
Qr i2Q;

ke T

On introduit a presen di erertes chaleursspeci ques correspndart aux di ereres
cortributions de I'energietotale. On de nit la chaleur speci que moleculaireinterne
dela i® especeg™ par ¢" = dE=dT. Un calcul immediat fournit la relation

nt — 1 X =AY Ei - y
G = Wizqi i(Bi  B)“exp T 128 (1.35a)
La chaleur speci que moleculaireinterne du melangec" est donneepar
g = %q’nt; (1.35b)

i2S

la chaleur speci que moleculairede translation a volume constart cf par

& = 3kg; (1.35¢)
et la chaleur speci que moleculairea volume constart du melangec, par
o =d +cm: (1.35d)

Apregun peu d'algebre, on obtient @E = nc,. En e ectuant ensuite I'operation
Vv _28(|.22a)i (1.22¢) v + (1.22d), on obtient I'equation de conseration de la
|
temperature T a l'ordre zero
X _
no (@ +v@T)= p@QV a0  3keT+E 7% (1.36)

i2S
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Approximation d'ordre un dansle casb=1

Dans cette section,on determine les equationsqui regissen les fonctions i, i 2 S,
puis les equationsde conseration macroscopiquedd'ordre un, les expressionsdes
ux et descoe cien ts de transport, ainsi que lesrelations de thermochimie, dansle
casb = 1, c'esta-dire lorsquele champ magretique B est intense.On distingue le
casb= 1 du casb= 0 (trait e dansla section|.8) car la structure des ux et des
coe cien ts detransport endependfortemert. En e et, lorsquele champ magretique
estintense,les ux et lescoe cients ne sort plus isotropes.

On commencepar introduire I'operateur de Boltzmann linearis et par determiner
sesprincipales proprietes.On ecrit ensuitel' equation de Boltzmann lineariseedont
on recherche une solution. Puis on ecrit les equationsde bilan d'ordre un ainsi que
desexpressiongles ux et descoe cien ts de transport. En n, on etudie I'entropie
macroscopiqued'ordre un.

[.6.1 Operateur de Boltzmann linearise

On introduit I'operateur de Boltzmann linearie F° = F;° ., Obtenu a partir de
l'operateur de collision rapide

X X £
S _ 0 0 Oy A 9 ° 04~0. .
F=()= f°Ci+ 5 2 W 'dgdcde); i2s (1.37)
j2s i°2Qi
1:1%2Q;

L'operateurde Boltzmann linearise pos®deune propriete importante qui estappelee
isotropie et dort I'etude estdetailleedansl’Annexell.9 : F S transformetoute famille
de fonctions du type (u;);,s ou u; est une fonction salaire des variablesC; C;,
(B Ci)? multipliee par un vecteur ou un tenseur construit a partir desvecteurs C;
et B enune famille de fonctions du mémetype.

Pour expliciter cette propriete, on note u; = u; T; ou u; estune fonction scalairedes
variablesC; C;, (B C;)? et T; untenseurd'ordre 2 fO0;1;2g, d'un espacevectoriel
gu'on noteraE . E estengende par

1si =0,
Ci,B etCi»B si = 1let
T8 T® si = 2, 0ulon denit lestenseursT,™, n 2 f1;:::;5g, par

T™W=GG GGl
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T =[G (GB)+ (G"B) Cl;

T =(GB) (G'B) IGGBBI+(GB)>B BB B;
T¥=3GB[GB+B G] (GB)*BBB B;
T¥=3GB[B (GB)+(GB) BI:

ou I'on autilisela notation pour designere produit tensorielertre deuxvecteurs
et de nit lesvecteursvitessesrenormalieesG, i 2 S, par

r
_ m
CF BT

En notant uT = (uT;),,s, l'isotropie de F ° setraduit par

FS(uT)=vT;; i2S

Ci; i2S

ou v; estegalemen une fonction scalairedesvariablesC; C; et (B C;)?. Cette pro-
priete aura un roletr esimportant dansle developpemen dela solution del' equation
de Boltzmann, notammen pour decouplercertainesequations.

On introduit egalemen I'operateur crochet integral assaie a lI'operateur de Boltz-
mann linearie F S
[; 1=t ;FS()i; (1.38)

deni pour = (i),set = (i),sou ;et ; i2 S, sort desfonctionsde c
et dei. Le crochet integral est un operateur hermitien, semi-ce ni positif dont le
noyau est exactemen I'ensenble desinvariants de collision. Sesproprietes peuvert
@tre resuneesainsi : L

Pour tout = ( i),,setpourtout = (i), [; 1=10; 1 ou signie la

prise du complexeconjugue.

Pourtout = (i), [: 1> 0:

Soit = (i),q tellequef ; ]= 0.Alors estun invariant de collision (tenso-

riel), c'esta dire que sescomposaris sort desinvariants de collision scalaires.
Pour morntrer cestrois proprietes,il sut d'ecrire que

X
[;]=1

R0+ 2 G+ T )W P deidcdedc?:
ij 251:%0Q,
i51%2Q;

[.6.2 Equations de Boltzmann linearisees

Pour determiner les equationsqui regissen les fonctions ;, on injecte le dewelop-
pemer def; donne par (1.16) dansl'equation(l.15a8) pour ne garderquelestermes
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en . On obtient alorsque = ( ), Verie
Fe()= zCrB)@ i+ i i2S (1.39)

avec
i2S

G(f°).
0

De plus, lesrelations fournissen les cortraintes scalaires

= Blogf®) + a0

Wo: li=o0 12fL:::;n°+ 4g: (1.40)

On doit a presenm calculerle terme [§ (log f,°) pour expliciter I'equation(I.39). Cecal-
cul, long mais sansdi cult es,reposesur I'expression(l.21) de f.°, sur lesequations
macroscopiquesl'ordre zero (1.22) et sur I'equation de conseration de la tempe-
rature (1.36) a l'ordre zero. On souligne egalemen le fait que, dans la methode
de Enskog, I'operateur de deriveetemporelle @ doit tre developpe par rapport au
parametre . Plus preciemen, on ecrit

@=@+0();

ou @ peut &tre evalue au moyen desequationsd'ordre zero. On renvoie le lecteur a
I'article [Wal5§ pour lesdetails de ce calcul. On peut alors recrire I'equation
ainsi :

F%)+Z@%BH@-+X MM ,c f0,CBdg= S+ . C 028
i i\\~i i kTJ' i 1l (I a0 j » h
izs P
12Qj
(1.41)
ou
c. G ©° 1 M-c+E X +E O
i fio n; pQ,T szT 2C| CI E EI 2 szT E o
(1.42a)
X | 1
s= ,:@v f.@v p Dd '@ o (1.42b)
j2s

et ou p; = nikgT estla pressionpartielle due a I'especei et d; = (@Qp; iB)=pla
force de di usion de I'especei.
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L'apparition du terme

Z
m; m;
I—_;_Zj Ci ij jCj"B de ;
. B
j2S
i2Q;j
dansl'equation estdueau fait queb= 1, plus preciemen, il resultedu terme
| desequationsd'ordre zero. On verra qu'il permet exactemeh de compenserles

projections sur lesinvariants de collision scalaires ' du terme z(Ci»B) @, .

Les fonctions apparaissah dansle developpemen (1.42b) de S ,i 2 S, sort iden-

tiques a cellesdes melangesnon ionises. Les fonctions ;, i 2 S, sort destenseurs
d'ordre deux symetriques a trace nulle dont I'expressionest
m.
= kB—'T Ci Ci iCiCil ; (1.42c)
lesfonctions ;,i 2 S, sort desfonctionsscalairesde C; C; et dei qui s'ecrivert
2¢nt a0 _
T okeT ImCi G 3keT + q,kBT(E Ei); (1.42d)

et lesfonctions Pj et Ib I 2 S, sort desfonctions vectoriellesconstruitesa partir

d'une fonction scalairedesvariablesC; C; et i multipli eepar le vecteur C;,
, 1 -
==y Loc (1.42€)
pi
D= 2keT smCiCi+E E; Ci: (1.42f)

On peut encoredecommser © selonchaquereaction chimique
X
= 7, i2s
r2R

ou ~; estle taux d'avancemen macroscopiqued'ordre zerode la reactionr et | est
donne par

ro— iP i]; 1 kT miCC+_ X SkaT + E
i~ n pCVT 2 "\B 2 i i E EI . 2B E jr
0 128 1
1 X LY Y XLy Y
* rog @! D, dg dce D, dg dcA: (1.429)
P fribf Fr B! f1;br Fr Br

Lesdecomsitionsde et £ permettront de simplier I'etudede la solution de
I'equation (1.41).
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1.6.3 Remarque sur la solution de I'equation de Boltzmann li-
nearisee

Consiceronsdeuxfonctions! et? supposeessolutionsdesequationsde Boltzmann
lineariees(l.41)

s X m; m 0 s c.
F>()+z(CB)@ i+ ijCi f7 jCirBdcj= 7+ 20 ;75 12§
i2s
J'JZQJ

et veri ant lescortraintes scalaires

Wo; li=o0 12fL:::;n°+ 4g:
Sionpose =1 2 | parlinearite, verie I'equation
Z
X m; m; .
FS( )+z(CrB)@ i+ k—_;_szi f® jCj»Bdc; =0, i2§S
j2s B
j2Qj

et lescontraintes scalaires
W : li=0 12f1:::;0+ 4g:

En somman surcj, suri 2 Q; puissuri 2 S, apresavoir multipli e cette equation
par f9 ;, on obtient

X Z
L I+ f°z(Ci"B) (@, 1) idc

23
x X M my : 0£ 0
* z 7 i ;G (Cj~B)dcidc = O
o TkeT
l’JZSIZQJ

j2Qj

Or par une integration par parties, on obtient
z

f%z(Ci~B) (@, ) idci=0
i2Qi
car @, (Ci~B) = 0. Par ailleurs, comme

Ci (Gj~B) = Cj (Ci»B);
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une permutation desindicesi ey permet d'ecrire

X X mm
kl _;_ i ijin i jCi (Cj"B)dCide =0
ij2si2Q, ©
j2Qj
Ainsi, [ ; ] = 0 et on deduit des proprietes de l'operateur [:;:] que  estun

invariant de collision. D'apres les cortraintes scalaires, est donc nul, les deux
solutions sort donc egales.

[.6.4 Developpement des |

On recherche dans cette sectionune solution particuliere du systemedesequations
de Boltzmann. D'apresla formede S et € dansl'equation (I.41), on cherche une
solution = ( );,5 sousla forme

i= P+ a0 (1.43a)
avec
X
=0 (1.43b)
| i r»
r2R
X _ 1
|S = i Qv % i@ v p :DJ dj |b@ ﬁ . (|.43C)
i2s B

Les fonctions pour 2 f ;; bg[ fDj;] 2 Sg[ fr;r 2 Rg sort maintenart
tensorielleset veri ent les equationsintegro-di leertieIIes

X mm .
FS( )+z(CB)@, ; + k%,c. f°Ci»B ;d¢= ;; i2§
j2s B
iJZQj
(1.44a)
et lescortraintes scalaires
W : li=0 12f1:::;0+ 4g: (1.44b)

1.6.4.1 Equations pour ,b et
On etudie simultanemern le casdesfonctions ,b et iD" car ellessort du mémetype

, . . - b .
(tenseurd'ordre un colineairea C;). Les calculssort explicitesavec ;, maisils se
transposen directemen pour iDj :
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L'equation (1.44a) s'ecrit pour

X m:
b b m; m b b, .
FS( H)+z(CB)@ ; + |<IB+Z"Ci f°Ci»B ;dg = ; i2S
i2s
j2Qj
(1.45)
et on cherdhe une solution sousla forme
b= YWei+ "@c.g+ ¥C BB (1.46)
ou les fonctions ib(l), ib(z) et ib(3) sort des fonctions scalairesqui ne dependert

que de C; C;, (C;B)? et de B B. En eet, la solution doit &tre invariante par
changemen de repereet la famille desvecteursf C;; Ci~B ; C; B B g forme une base
desvecteursconstruits a partir deC;, i 2 S, et de B et qui veri ent cette propriete
d'invariance[Wan703 Wan70H. En utilisant cette base,ontransformecette equation
integro-di erertielle vectorielle (dans R3®) en trois equationsintegro-di erertielles
scalaires.

. . . . b D; ; !
Pour resoudreles equationsintegro-di erertiellesen | et ;’, on a besoind'un
operateur note R qui transformeun vecteura = (as; a,; az)" en une matrice antisy-
metrique a trace nulle 0 1

0 dz ay

R(a) = %33 0 al§ :

a 0

Pour deux vecteursa et b de R3, on a alorslesrelationsR (a)b= a~b etb™R(a) =
(bra)T.

Le premier terme de I'equation F;S ( b) seprojette directemer selonlestrois vec-
teurs Cj, Ci~B et C; B B en utilisant l'isotropie de I'operateur de Boltzmann li-

nearie (voir Annexel.9) et la forme (1.46) de ,b

Pour le deuxiemeterme, z(Ci~B) @, ,b un calcul direct montre que
b

@ ;= ib(l)l + 2@ ib(l)Ci Ci+@ ib(l)Ci B
ib(z)R(B)+ 2@ ib(z)(CiAB) Ci+ @ ib(Z)(CiAB) B
b b P
+ i(3)B B + 2@ i(3)(Ci B)B Ci+@ i(S)(Ci B)B B:
En multipliant scalairemen par C;~B , on en deduit la relation suivarte
b

CB)Y@ "= WcB+ P BB B2C): (1.47)
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en rappelant que B estla norme du vecteurB .

On etudie a presen le dernier terme. En remarquarn que I'on a la relation antisy-
metrique C; (C;~B) = C; (C{~B), on peut ecrire
z

ZjCi f.0 jij"B de

J
j2s ke T
i2Qj 7
mym b b b
= 14(Ci"B)  f°Ci( Ye+ PciB+ [9c;BB)dg:
- B
j2S
i2Qj
.- . . . b b b .
En utilisant I'isotropie desfonctions ;| @, @ et /© et le fait que les seules

cortributions non nulles sort apporteespar lesfonctions pairesen chacunedescom-

posartes de C;, on obtient
Z Z

10°0¢ ¢dg =1 10 ’¥¢ ¢dg I
Z Z
fjo jb(z)Cj (C;»B)dc; = % ij J-b(2>Cj Cjdc; R(B);
7 Z
fjo jb(g)Cj BCj Bdg =3 fjo jb(g)ci Cjdc; B B:

En utilisant la formule R (B )a = B ~a, pour un vecteura de R3, on obtient

Z
- X 2mm
Z; m;m o b _ 1 Z mim o P
C f°/cnBdg= i LT—2ceB f° ;¢ Cdg
j2s Ke T j2s ke T |
]2QJ JZQJ Z
+1 SPFE%C B CB) 1 9C Cdy; (148)
j2s
i2qQ;

le dernierterme de I'equationintegro-di erertielle (1.45) etant alors deweloppe selon
lestrois vecteursC;, C; B B et Ci»B.

En utilisant lesformules (1.47) et (1.48) et l'isotropie de I'operateur F S (Voir An-
nexel.9), une projection sur lestrois vecteursformellemen independarts B, C; et
Ci~B permetde scinderl'equatiozn en trois equationscouplees

Fis( b(1)C)+ X MB

b2 b2 _ . . .
3T ¢, 1° ,Pcjcide zB? [PYci= | i2s
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Z
X mm
Fis( b(z)C"B) 721 iy Ci~B f.0 -b(l)Cj Cj de + Z; ib(l)Ci"B =0, i2S
3 kgT I
.JZZQS
i2Q;
(1.49b)
Z mym; z b b
FS("@cBB) S ZCiBB 1 /9C Cidg+z (PCiBB=0/i25
12 B
j2Q
(1.49c)
ou I'on ade ni lesfamilles de fonctions
b)) ¢ = _b(1>c.
' ' i2s’
"@cB = "@caB
' i2s’
"9cBB = ;“c/BB
' i2s

. . . . b . .
A cestade,lesequationsintegro-di erertiellespour ; sort reduitesa desequations
integralescoupleesdont les inconruessort scalaireset reelles.Pour les decoupler,

. . . bay - . b@) -
on introduit lesvariablesreelles' i(l), i 2 S, et lesvariablescomplexes i(2>, i 25
de nies par
b b b
W= W20 2 (1.50a)
P - b, g P@. 5o
= T +iB Y 128 (1.50b)

ou i estuneracine carreede 1. On resoutainsi les equationsdecoupkesen ces
. . b . .
nouvellesvariableset on en deduira I'existencedes ;,i 2 S, par la relation

"= (WB B+<([®) B B) =( ;?)R(B) C; (1.51)

ou B estle vecteur unitaire de ni par B = B=B et ou <(z) et =(z) designen la
partie reelleet la partie imaginaire du complexez = <(z) + i =(2).

En ajoutant lesequations(1.49a) et (1.49¢) puis en prenart le produit scalaireavec
le vecteur B, on obtient lesequationsveri eespar la famille de fonctions' PO c =
b

( [ Ci)iZS’

FS(™c)y= 2 i2s (1.52a)
De plus, en ajoutant le produit vectoriel de I'equation (1.493) par le vecteur B a
I'equation (1.49b) multipli eepar le scalairei B, on obtient lesequationsveri eespar
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la famille * *@C = (' [PC)).,s,

Z
X MM
FeC@c) is” 20c (2 Pcicide +iBz [ Pci= i i2s
j2s B
i2Q;j
(1.52b)

Silesdeux equations(l.52) ont une solution alorslestrois equations(1.49) enaurort
une egalemen

En de nissart lesfamilles de fonctions vectorielles' *® et' *@ par lesrelations

i2S i2S

b v b . b be
@ = i()Ci @ = i()Ci

et loperateurF & = F,% e de ni pour u = (uj);,s par
|
z mm z
1

F.9) = S Jc. fOu Cydg +zu; i2S (1.53)

3 kgT J

j2S
i2Q;

ou u; estle produit du vecteur C; par une fonction scalaire (complexe)de C; C;,
(Ci B)? etdeB B, lesequations(1.52a) et (1.52b) serecrivert sousla forme

FS( ™= 5 (1.54a)

FS+iBF ¢ ( "@)= " (1.54b)

On s'interessea presem aux cortraintes scalaires(1.44b). En utilisant la parite des

b b . : : :
fonctions f,°, |(1) (2> et i(s) en la variable C; et l'isotropie, on mortre a partir

desrelations (1.44b )que
0 "Wc; i = w0 "Ac; i = w° "dc; li=o0; 12110+ 4g

et on obtient donc, d'apreslesde nitions (1.50), que

anO- b(l); |II
HI.fO- b(2); |II

0, 12f1:::;n°+ 4g; (1.55a)
0 12f1:::;n°+ 4g: (1.55b)

On remarqueque les imagesdesoperateursF S et F @ sort orthogonalesaux in-
variants de collision scalaireset ce gracea l'isotropie de l'operateur de Boltzmann
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linearise et a la relation
X Z
miz inCi Cidci = 3 kgT:
i2S
i2Qi

En mettant deshypothesesraisonnablessur les sectionsde collision, les equations
. . . . b
integralessort classiquemenresoluescar la famille de fonctions — estorthogonale

aux noyaudeF S +i BF 9" [FK72, Cer84. On pourrait aussiformaliserceladansun
espaceapproprie en utilisant Lax-Milgram [Cer88 Wal58]. Par ailleurs, l'isotropie

. b b .
desoperateursF S et F ¢ permetde mortrer quelesfonctions’ /™ et' '@ i2 s

sort desfonctionsdesvariablesC; C; et B B |et nonpas(C; B)?m ultipli eespar
le vecteur C;.

La solution' °@ de I'equation (1.54a) ne depend pasdu champ magretique B . On

s'interessea presem a la dependancede la solution ' @ de I'equation (1.54b) vis
a vis du champ magretique lorsqu'il tend vers zero. Comme les operateursF S et
. . b

F 9 nedependen pasdu champ magretique, on peut developper lesfonctions' i(2>,
i 2 S, sousla forme
, b(2) _ X . n b,

i - (I B) in o (|56)

n2N

v b

ou lesfamilles de fonctions" .., = (' j5).,s, N 2 N, veri ent lesequationsintegrales

(

FS( =
sab o _ by _ (1.57)
F ( :;n+l)_ F ( ;;n)a n> 01

sousles cortraintes

f O P

o li=00 121000 n5+4g: (1.58)
Cesequationsde nissert de maniere unique les fonctions reelles’ Ibn i2S,n2N,

. . . ) , b .
de maniererecursive. On remarqueen n que lesfonctions' ;.4 et i(l), i 2 S,sort
egalescar ellessort de nies par les meémesequations.

On peut e ectuer un developpemen similaire pour Pi,j 2 S.L'equationveri ee
par lesfonctions iDj , pouri;j 2 S, correspndart a l'equation (1.45), est

Z
X .
I:is ( P ) + Zi(CiAB) @i :Dj + mll;n_llf ZkCi fKOCkAB ka de = Pj; i 2 S;
kk22QSk
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pour laquelle on cherche une solution sousla forme

o= Pi®c + P@c.B+ 2O®c BB: (1.60)
On introduit alorslesfonctions auxiliaires scalaires' '™ et P'® par lesrelations
. Di() _ Dj( DiB3). 0 a
Di = Di 4 g2 Di®. o g (.61a)
o @ (1) @
= OB Y 028 (1.61b)

et on de nit lesfamilles de fonctions vectorielles' i) et' Pi® par
v Dj (1) — -iDj(l)Ci o Dj(2 — :DJ(Z)Ci o
i2S i2S

On resoutles equationspour cesdernieresvariableset on utilise lesrelations

D= +P0B B4+ < 2@ B B) =(CP?)RB) C; (1.62)

. . Dy . .
pour revenir aux inconrues 7, i;j 2 S

Cesfonctionsveri ent alorslesequationssuivantes qui correspndert aux equations
(1.54) pour lesvariables' °® et' °@

FS( DiWy= D, (1.63a)
(FS+iBF ) Di@)= D, (1.63b)

et lescortraintes scalaires,correspndart aux equations :

wf O P lii =0, 12fL::;0° + 4g; (1.64a)
WO i@ li=0 12f1:::;:n°+ 4g; (1.64b)

pour tout j 2 S.En mettant deshypothesegaisonnablessur lessectionsde collision,
lesequationsintegralessort classiqguemenresoluestar lesfamillesde fonctions  °i,
j 2 Ssort orthogonalesaux noyau de F S +i BF @ [FK72, Cer8d. On pourrait
aussi formaliser cela dans un espaceapproprie en utilisant Lax-Milgram [Cer88
Wal5§). Par ailleurs, l'isotropie desoperateursF S et F 9 permet de montrer que

les fonctions ' Pj W et Pj (2), i;j 2 S, sont desfonctions des variables C; C; et

B B et nonpasde(C; B)?m ultipli eespar le vecteur C;.

La solution' Pi® del equation (1.63a) ne depend pasdu champ magretique B . En
ce qui concernela solution ' Pi®@ de I'equation (1.63b), les operateursF S et F
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ne dependart pas du champ magretique, on peut developper les fonctions ' ¢,
i;j 2 S,sousla forme X
1 D(2) — 1
R (=) W (1.65)
n2N

ou les familles de fonctions ?J =( DJ)IZS,J 2 S, n 2 N, verient les equations
integrales (

Fo( %)= o
°( ?,m = F9C %) n>0 (169)
sousles cortraintes
% 5 li=0; 12f0;:::;n°+4g n> 0 (1.67)
Cesequationsde nissert de manlereunlqueIesfonctlonsreelles in ] 2S5 n2N,

D.
de maniere recursie. Et on remarque egalemen que les familles de fonctions "

et' DWW i 2 S sort egales.
kes merrbres de droite P possdert une prlgprlete |mportante gu'on peut ecrire
i = 0, qui implique par linearite que i = 0, et doncque
j2s i2s
X D (1) X D;j (2)
i =0 it e =0 (1.68)
i2s i2s

Enn, le rang des deux familles (' °@;' Pi®:j 2 S) et (' °@;' Pi@:j 2 S) est
exactemen n®, car c'est celuidesmemnbresde droite correspndart ( b; Pi-j 2°9).

1.6.4.2 Equations pour

D'apres(l.44), lesfonctions ; pouri 2 Sverient lesequations

Fis( ) + Zi(Ci"B)@i it k-;- jCi ijCj"B ijJ: i i 2S
j2s B
iJZQj
(1.69a)
et lescortraintes
m® ; li=0 12f1:::;n°+ 4g (1.69b)
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On introduit la vitesserenormalieeG, i 2 S, de nie par
r

m; .
= ——C;; 2S

S

L'equation (1.694) serecrit alors, en utilisant I'expression(l.21) de f.°,

s X Pmmnz P F z
I:i ( )+ 3=2 . P - G exp( q Q)QAB JdCJ
j2s i Lexp ok
]2QJ szj 1] B
+7(GB)@ =2G G IGGI : (.70)
On cherdhe une solution = ( i), invariante par changemen de repere, telle
quelesfonctions ,,i 2 S,sort construitesa partir detous lestenseurssymetriques

d'ordre deux a trace nulle qui peuvent &tre creesgraceau vecteur G et au pseudo-
vecteur B [Wan70g Wan704d. Comme I'espacede cestenseursest de dimension
5, il estsusant de consicerer 5 tenseurslineairemen independarts et de deve-
Io(pper la solution sur cette base.Nous introduisonsdonc la famille des5 tenseurs
W0 T® de nis par

—
—~
=
=

I

i GG 3:GGlI,

T = 1[G (G°B)+ (G*B) Cl;

T®=(G"B) (G'B) 1GGBBI+(GB)>B BB B;

TW=1GB[GB+B G] (GB)*BBB B;

T¥=3GB[B (G'B)+(G'B) B]:
OnremarquequeJ.H. Ferzigeret H.G. Kaper ont trouve plus judicieux de consicerer
6 tenseurset la relation lineairequi leslie dans[FK72]. Cette represemation permet
d'obtenir lesmémesresultats mais elle est certainemen moins elegarte car certaines

relations erntre cestenseursne sort paslineaireset il estplus dicile dejustier les
changemets de variables.

On deweloppe lesfonctions ;, i 2 S, par rapport a cette famille
X
=T (1.72)
n=1
Les fonctions i(”) sort a priori desfonctions scalairesde G G, de (G B)? et de

B B, carla solution  doit &tre invariante par changemen de repere.
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Or Iestenseurs'l’i(”) et lesfonctions i(”) etant pairs en G, tous lestermes
Z

ex( G G)GB ; dG

qui apparaisseh dans I'equation (1.69a) sort nuls. On doit donc s'interesseraux

termes (G~B) @; ;. Comme les fonctions i(”) sort des fonctions scalairesdes

variablesG G, (G B)? etB B, lesvecteurs@; i(”) sort dansle plan engende par
lesvecteursC; et B . Ainsi,

(G-B)@ ;" =0
et on obtient

xe
eBy@ = " (GB)@&T”

n=1

Il restedonca calculerlestermes(G~B) @;Ti(”) et a lesexprimer selonlestenseurs
T.(. Le resultat est le suivant

2).
2Ti()’

1 3 4) .
BBTY + TO®+ T,
2B BT,® + 21,9,

769
] )
B BT®:

(G~B) @T"
(G~B) @ T
(G~B) @T®
(G~B) @T,"
(G~B) @T®

L'isotropie de l'operateur de Boltzmann lineariee F;* implique que, pour chaque

peut alors ecrire les equationsintegradi erertielles correspndart selonchacun de
cesb5 tenseursde base.

FS( OT®Wy zBB @OT®=21®. j25
Fis( (Z)T(z)) + ZZi( i(l) B B |(3))T|(2) = O, i 2 S,
Fis( (3)T(3)) + Zi i(2)-ri(3) - O, i 2 S,

FS( @19 +2z(,® BB H1¥=0 i25

FS( OTO)+ 22 @+ 1O =0 j25
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En utilisant lesrelations lineairesliant Iestenseurs‘l’i(”), n 2 f2;3;4;5g, au tenseur
T, pouri 2 S,

T@=1TYRE) REB)TY ;

9= RB)TPR(B)+ B BTYB B;

B BTY+1YB B 1B BTYB B;

B BT?R(®B) R®B)T™B B ;

on en deduit par isotropie de l'operateur de Boltzmann linearise (voir Annexell.9)
gue I'equation est une congequencedes5 equationscouplees

T@ —
T _

NI NI

FS( @) zBB ;®P=2; i2s (1.72a)
FS( @)+2z(,@ BB ®)=0 i2§5 (.72b)
FS( ®+z @P=0 i2s (1.72¢)
FS( D+z(.,® BB ®)=0 i25 (1.72d)
FS( O +z@2 9+ M=0 iz2s (1.72€)

enayant pose
M= "¢ ¢ Llcicly:

Pour decouplercesequations,on fait intervenir a nouveau desvariablescomplexes

gu'on notera' i(l),' i(z) et' i(3) de nies par
T € B € 2 (3. '
-i(2): i(1)_|_iB i(2) B2 i(3); i2S
@ Wit @4 1g2 @413 O j2g

ou B estla normedu vecteurB .

Lesequationsveri eespar cesnouvellesvariablessort les suivantes
FS(¢ My=2 .; i2s (1.73a)
FS(C @)+2iBz' @P=2 . i25 (1.73b)

|
FS(C O+iBz' P=2 ; i2s (1.73c)

Pour u = (u;);,s, fonction scalairedesvariablesG G, (G B )? et B B multipli eepar
le tenseur'l'i(l), on introduit alorsl'operateur F ¢ = (Fiqz)i25 de ni par

o? ;
Fo(u)=2zu; i2S
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Lesequations(l.73) serecrivert alorsimmediatemern sousla forme

FS( @)= : (1.74a)
(FS+2iBF )¢ @)= . (1.74b)
(F S+iBF qz)(, (3)) = : (1.74c)
De plus, lesfonctions' @, ' @ et' @ verient lescortraintes scalaires
o @ li=0 12f1::::n°+ 4g; (1.75a)
WO @ li=0 12f1::::n°+ 4g; (1.75b)
WO @ li=0 [2f1::::n°+ 4g: (1.75c)

En mettant deshypothesesraisonnablessur les sectionsde collision, les equations
integralessort classiquemenresoluescar la famille de fonctions  estorthogonale
aunoyaudeF S +i BF @ [Cer88 Wal5§|, cequi peut seformaliseren utilisant Lax-
Milgram dansun espaceapproprie. De plus, l'isotropie de 'operateur F S +i BF &

permet de mortrer que lesfonctions' i(”, ' i(z) et' i(3), i 2 S, sort desfonctions

de C; C; et de B B multipli eeegpar le tenseurTi(l).

La solution ' @ de I'equation (1.748) ne depend pas du champ magretique B .
En ce qui concerneles solutions' @ et' © desequations(l.74b) et (1.740), les
operateursF S et F ¢ ne dependart pasdu champ magretique, on developpe les

fonctions' ;@ et' (@ i 2 S, sousla forme
X
@ = @B (1.76a)
N
O = (B (1.76b)
n2N

ou lesfamillesde fonctions" ., = (' i5).,s N 2 N, veri ent lesequationsintegrales

(
F S (I :;0) = ;
FSC )= FOC ) n>0 (77)

sousles cortraintes
o ... li=0 12f0;:::;n"+4g: (1.78)
Cesequationsde nissert de maniere unique lesfonctionsreelles’ ;,,i2 S,n 2 N,

de maniere recursive. On remarqueegalemen gque les fonctions' ;.4 et i(l), 12S,
sort egalescar ellessort de nies par les mémesequations.
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1.6.4.3 Equations pour

Le casdesfonctions ;, i 2 S, estidertique a celui des melangesneutre [Gio99.
D'apres(l.44), cesfonctionsveri ent lesequations

s X m; m; 0 .
F, ( )‘|'Zi(Ci"B)@i it kTZjCi fj Cj"B ijJ: i 125
j2s B
i2Q;
(1.79a)
et lescortraintes scalaires
W ; li=0 12fL::: 0+ 4g: (1.79b)
On cherdhe une solution sousla forme = ( ;),,5 0u ; estune fonction scalaire
desvariablesC; C;, (C; B)? et B B . Par imparite, toutes lesintegrales
Z
ijCj"B de

i

sort nulles. De plus, le vecteur @, ; estdansle plan de ni par lesvecteursC; et
B . On obtient donc

(C~B)@, ; =0
L'equation (1.79) serecrit alors

FS( )= (1.80)

On remarqueque la fonction est orthogonaleaux invariants de collision scalaire.
En e et, commecette fonction estpaire enla variable C;, il estsu sant de mortrer

que x Z
fioidCi:O; |28
i2Qi
et que
q x Z
fi® i smcici+E dc =0
i2S
i2Qi

cequi s'obtient en utilisant lesrelations

2Cint
b Q,kBT

ImCi Ci 2kgT + 29 (E EBi);, i2S
2 2 Q,kBT
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. P . . _
avec ncnt = g, o = 3=2 kg, et " = dE=dT qui serecrit (1.358) sousla
i2S
forme
1 X L E

int — _ . ) 2 e e

q' kBTzQEnt izQ. II(EI E) Xp kBT
Les equationsintegrales(1.80) (I.79b) sort resolublescar la famille de fonctions
est orthogonaleau noyau de F S [FK72].

1.6.4.4 Equations pour des |

Le casdesfonctions {, i 2 S, estiderntique a celui desmelangesneutres. D'apres
(1.44), cesfonctionsveri ent lesequations

F°( )+z(Ci"B) @, {+X %chi f°Ci~B [dc;= {; i2S (.8la)
jj22QSj i
et les cortraintes scalaires
WO "™ li=0 12f1::::n°+ 4g: (1.81b)

On cherdhe une solution sousla forme " = ( {),,g ou | estune fonction scalaire
desvariablesC; C;, (C; B)? et B B . Par imparite, toutes lesintegrales
Z

ijCj ~B Jr de

sort nulles. De plus, le vecteur @, | estdansle plan de ni par lesvecteursC; et
B . On obtient donc

(C~B)@, {=0:
L'equation (1.81) serecrit alors

FS(N= " (1.82)

On mortre a presen que la fonction " estorthogonaleaux invariants de collision
scalaires.On rappelle que

er b f
ir ir

r
i

skeT+ F (j? jfr) ke T ?'Ci Ci+E Ei ;

59



Chapitrel Theaie cinetiquedesmelangesyazeuxpolyatomiquesonises

avec
0 1
1 D X £ v vy
er= K_@ ! D, d¢ dex+ | D, d¢ dcA
r f1br Fr B frib! Fr B
On mortre quelf® "; 'i =0,i2f1;:::;n°g.
Soiti 2 S.On a, apresun calcul rapide,
X 2 e o
fi f_—odci = it
i2Qi !
z 0 7 ' f b
frt—->="dci= ;+
i2Qi !
et X 7
0 3 m = - 0
fi §kBT ?Cl Ci+E E, dc = 0:
i2Qi
On en deduit alorsque pour tout i 2 f1;:::;n°g, WF° *; i = 0.

On mortre quelf® ™, ™ ji =0, 2f1;2;3g.
Soit 2 f1;2;3g. Gracea ce qui precde,on deduit

Z X Z
% 'mg dg = £ 'mG dc;:
i2S i2S
i2Qj i2Qj

Or cette derniereintegraleest nulle car la fonction | estpaire en la variable C;.
On mortre quelf© "; ™*ji = 0.

On commencepar mortrer que €"; ™*ji = 0.0On a

e Xb Xy YooY
mer: ™ = i £ Imici ¢ + B WL dc; dcy:
k J 2
i2s rofrbt o joFT j2F T k2B
avec
3=2
. m
i - Y N 3T
r— Kr P 1 E;
j2F T Texp KeT
i2Qj

60



Approximationd'ordre un dansle casb= 1 Sectionl.6

o 1 X Zy 01 frbr Y Y
k— fj >MiCi Cj + Ei Wgig de dcy
rfr;br j2F T j2F T k2BT"
s'interprete commela production d'energiedans la reaction r correspndart aux
particules de typei. Ainsi, €"; ™**ji = 0, par conseration de I'energiedans la

reactionr.

Il restea montrer quelescortributions desdeux autrestermess'anrulent. Lesdeux
resultats suivants le mortrent :

Z b f X E
fio% smcici+ B dei= (¢ i) SkeT+E
s i i2s
| i
et
x Z

f® 3keT 3mCiCi+E B smcic+BE dc= nokeT

On adoncmorntre quela fonction ' veri e lescortraintes scalaireset lesequations
1.81b) sort donc bien poses[FK72].

[.6.5 Equations macroscopiques d'ordre un

Dans cette partie, on etudie les equationsmacroscopiquesl'ordre un pour les me-
langesde gaz polyatomiquesdansle regimeb = 1. Plus precigmer, on etudie les
equationsde consenation, les ux detransport, lescoe cien ts detransport, lesrela-

tions thermodynamiqueset le terme sourcechimique. On s'interesseen particulier a
la structure et aux proprietesdesmatricesde di usion et desmatricesde transport

de chaleur et de massemultiespecesqui enresultert. Cesproprietessort fondamen-
tales pour etudier la production macroscopiqued'entropie. De plus, cesproprietes,
etabliesici pour lesmatricesexactesissuesde la theoriecinetique desgaz,ont un rple
important dans!' etude desapproximations numeriquesde la di usion multiespeces.

1.6.5.1 Equations de conservation d'ordre un

Lesequationsmacroscopiquesle conseration d'ordre un sort obtenuesene ectuant
le produit scalairede I'equation de Boltzmann par les invariants de collision et en
gardart lestermesd'ordre zero et d'ordre un en .
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En substituant le developpemen (1.16) desfonctionsf; dans!' equation (1.19)
th '8 )i + 2 S BE)ii = 2 S Cf)ii; 1210+ 4g;
on obtient

L L) + th BEC) + B )i + W BEC )i = 2w ' C(f)ii; (1.83)

D'apres(l.21), on a I?(f %) = 0. De plus, on peut ecrire
G(f) =G+ @G(E)° +0O(?;
avecla notation X
@G()° = @GO : (1.84)
i2s

On obtient donc en ne gardart quelestermesen © et

S BE)+ BF° )+ BEC )i =t :CE+ @C(FOF° ii;

On en deduit les equationsde bilan macroscopiquesd'ordre un. Les n® premieres
equationscorrespndert aux equationsde conseration de la massedesesyeces,

@i+@Q(iv)+@(iVi)=mTy; 125 (1.85a)
ou V; estla vitessede di usion de I'especei donneepar
1 X 4
Vi= = Cif® idc;; i2S (1.85b)
Mz,

et 7 le terme de production chimique dont I'expressionest
X Z
= (GE) + 20@G(F)f° )de; i2S (1.85c)
i2Q;i

L'equation de conseration de la quartit e de mouvemen s'ecrit

@Av)y+@(vv+ph)+@ = g+qE+vrB)+j~B; (1.85d)
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ou estletenseurde viscosike qui s'ecrit
X Z
= m; C; Cifio idCi; (I85e)
i2S
i2Qi

et j la densite de courart de conduction

X
j = iZiVi (1.85f)
25

Enn I'equationde conseration de I'energieest

@3VV+E+@ ZVV+E+pv +@(Q+ V)
=[g+qE+v B)v+jE; (1859

ou estletenseurde viscosite et Q le ux de chaleur donne par
x Z
Q= ImCi Ci+ E; of? jdc: (1.85h)

i2s
i2Qi

En multipliant les equations(1.85a), par z et en sommarn suri 2 S, on obtient
I'equation de consenation de la charge

@+ @(qv)+@j =0 (1.86)
F)
car zmit5 = 0, cequitraduit I'absencede production de chargedanslesreactions
i2S
chimiques.

On note qu'il devrait y avoir un terme supplemernaire dansle menbre de gaude
de I'equation (1.83) qui s'ecrirait th ':B(f° @)ii, ou @ estla cortribution d'ordre
deuxdansle deweloppemen de Enskogdef , maisceterme esthabituellemert neglige
sansque son existencesoit noti ee.La forme de sacortribution seraitj ?~B dans
le menmbre de droite de I'equation de conseration de la quartit e de mouvemen
(1.85d) etj @ (B ~v) dansceluide'equationde conseration de I'energie(1.85g), ou
j @ estle courart d'ordre deux [CD69]. Commela charge converge habituellement
rapidemen verszerodansles uides reactifsionisesglobalemem neutres, il estusuel
de negligerce courart du secondordre.
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1.6.5.2 Expressionsdes vitesses de di usion V;

D'apresl equation (1.85b), enrappelart quepx = nkkgT, k 2 S,ona

Z
kT X .
V= 2 Cif° idc; i2S
pi 20,
En utilisant la relation (1.42¢), iD" =(j i= )Ci=p, on obtient
Z
X
Vi = kgThn Pi;f© i+ kel mCif,° j dc;:
i2s
i2Qj

La famille (m; Cj), ,5 etant un invariant de collision vectoriel, le deuxiemeterme de
cette expressiondispardt. La vitessede di usion peut alors serecrire

Vi = kgTh Pi;f%i; i2S (1.87)

On substitue alors le deweloppemert (1.43) desfonctions ; dansl'expressionprece-
dente. Lesfonctions jDi pouri;j 2 Ssort desvecteursde R, ainsi quelesfonctions

}Di et Jb tandis que lesfonctions ; sort destenseursd'ordre deux a trace nulle
et lesfonctions ; et | desfonctionsscalairesisotropes.ll enresultequele produit

scalairede avec °' nefait intervenir quelesfonctions [ et Jb La veri cation
ne preseite pasde di cult e et pourra tre trouveedansle livre [FK72] en annexe.
On obtient donc

X
Vi= kTt Dipf® Oidjii keTh 250 ° @(p)ii:

j2s

En utilisant lesequations pour lesvariables' P et' Pi@ et |arelation (1.62)
liant lesfonctions Pi et' Pi et' Pi@ on obtient

IIX Z #
th £ P djii = 1S ( D@y MKk 2 Wde, g
k2S
" #
X £ . 1 2 . D (2)
+ < fOFS +iBFED)(P@)y M7 iM ) e dj;

k2S
ou lesmatricesM ¥, M ? etM  sort lesmatricescarreesde taille trois de nies par

Mk=B B; M?=1 B B; M =R(B);
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on renvoie a l'annexe .10 pour plus de details. En n, l'isotropie de I'operateur de
Boltzmann linearie, F S, Annexell.9, et celle de l'operateur F @, permettert de
recrirelestermestn Pi;f° P d;ii, i;j 2 S, sousla forme

th Pf0 Pidjii = 3< [ P05 PiOM K+
I[- Di(2);- Dj(2)]|+ i (' Di(2);- Dj(2))) (M ? iM ) dj;

ou I'on ade ni le produit ((:;:) par
X Z
(( X )) =B Z in i idCi; (|88)
i2S
pour = (i),set = (i), desfonctionsdec; etdei.

) b . . .
En e ectuant le meémecalcul surletermeth Pi:f©° @(k%)“ , onrecrit lesvitesses
dediusion V,, i 2 S, sousla forme

X

Vi = D df + D] d’ + D; d,
i2s

“(@logT)*+ 7(@logT)” + , (@logT) ; (1.89)
ou lescoe cien ts de transport D,'J‘ D?, Dy, i;j 28, ," 7 et ;,i2S,sort denis

par
Dif = ipksT[ 2'®;" P, (1.90a)
Df +iD; = ipksT [ Di@);+ D;@] 4 j (¢ Di@;" D;@)) . (1.90b)

et

1 i ! b .

K= ip oo POy, (1.90¢)
PHi = L[ D@ PO D@ PRy (1.90d)

et Iesvecteursd}‘, dj? etd;,j 2 S,sort de nis a partir desvecteursd;, j 2 S, par

d‘=BdB; d’=d; BdB; d

i = B"dj:

j
On note que la cortribution due au produit scalaire((:;:)) dansles expressiongles
coecients detransport D?, D , ? et  n'appardt pasdans[FK72]. En sepa-
rant partie reelleet partie imaginaire dans les expressiong[1.90b) et (1.90d), et en
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e ectuant le produit scalairethf ©; ii de la partie imaginaire des equations (1.54b)
et (1.63b) avecla famille de fonctions' Pi® i 2 S, cequi fournit lesrelations

= b(2);<- DAY + (< b(2);<- Di@Y) = 0 i2S
[=' "@:=' Di@] + (<' P@;=' Di@) = O i2S
[= Di@: <! Di(2)]|+ (< Di@: < Di(2))) = 0 ij2S
I[:' Dj(z);:' Di(z)]|+ ((<' Dj(z);:' Di(z))) = 0 |1J 2S
on obtient
D,'J’ = IpksT [<' Di@;<' Pi@] 4+ [=' Pi@; = DI (1.90e)
D; = pksT (<’ P1@;<' Pi@) + ((=' Pi@;=" D) (1.90f)
et
1 i . 1 b 1 i | b .
2= % [<' Pi®;< "A)+ [z D@ = PQY ; (1.909)
[ i . 1 b —_ i e b .
P = % ((< D (2),< (2)))+ ((_ D (2)’_ (2))) : (Igoh)
En de nissart lescoe cien ts de transport tensorielsDy; , i;] 2 S,et ;,i2 S, par
Dy =D{M*“+D/M’+D;M ; (1.91a)
k :
= MK+ TMT M (1.91b)
on obtient une formulation compactedesvitessesde di usion
X
i2s

On remarquequ'il est egalemen possiblede donner desformulations des vitesses
de di usion utilisant les nombres complexes.Cesformulations sort plus compactes
mais alourdissen les notations. Comme ellesne sort pas indispensablesa la com-
prehensiondescalculs,on a choisi de les mettre dansl'annexe l.10.

On s'interessea presemn aux proprietesdesmatrices de di usion multiespecesDk =
(Di'j‘)i;j ,e D7 = (Dﬁ)i;j ,s €D = (Dy),,¢ Cesproprietes sort fondamerales
pour etablir la positivit e de la production d'entropie macroscopiqueainsi que pour
ewvaluer e cacement lescoe cien ts detransport lors de simulations numeriquesmul-
tiespeces.
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On notera hx;yi le produit scalaireeuclidien desdeux vecteursx;y 2 R™, ou plus
gereralemen le produit scalairehermitien desdeux vecteursx;y 2 C™ et on intro-
duit le vecteur masse%= ( i),,s- En utilisant les proprietesde I'operateur crochet,
les cortraintes lineaires(1.68) sur lesfonctions' i ' Pi@ j 2 S et lesrelations

hp P I
I'DkX; Xi = %pkBT ' Di(l)xi; ' Di(l)xi : (1.93a)
hﬁg iZSP i Imp P ii
D7xxi = ipke T <" Pilx; <" Pl + = =7 Dy = Dily

i2S i2S i2S i2S

(1.93b)

pour x 2 R™, on etablit, commedansle casnon ionise [Gio99, que les matrices DX
et D? sort symetriquesreellessemi-ck nies positiveset leur noyaux sort engendes
par le vecteur %2 R"™. Par ailleurs, la matrice D est une matrice symetrique et
son noyau cortient le vecteur %2 R™. On en deduit que le noyau de la matrice
complexeD? + i D estengende par le vecteur %2 C" et que sonimage est le
sous-espacede C™ orthogonal, au senshermitien, a % On remarqueque la matrice
D ne pos®depas de propriete de positivit e particuliere, et seuleles matrices DX
et D? sort utiliseespour etablir la positivit e de la production d'entropie.

Finalemert, enutilisant a nouveaulesconraintes scalaires(1.68) et la de nition des
coe cien ts de di usion thermique (1.900), (1.90d), on obtient facilemern que

h*:%=0; h?:%=0; h :%=0; (1.94)

ou I'on adeni lesvecteurs ¥= ( ),e 7= (Dpset = (s

On deduit de cesproprietessur lescoe cien ts de transport que

X
Vi = 0 (1.95)

i2S

On introduit alors les taux de diusion thermique * = ( ,o 7 = ( 7)i,s €t
= (i )i»s denis a partir dessystemeslineaires
( (
DX k= % T (D?+iD )( 7+ )= T+ g (1.96)
h %ui =0 h?+i ;ui=0; '
ou u est le vecteur unitaire de taille n°, u = (1)j>s. A partir de cesde nitions, on
obtient apres quelquescalculs une nouvelle expressiondes vitessesde di usion V,,
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V, = Di df+ [(@logT)¥

D7 d’ + [(@logT)” + ; (@logT)

D; d; + [(@IlogT) i (@logT)” (1.97)

Une autre de nition destaux de diusion thermique ~° et est proposee par
Ferzigeret Kaper [FK72]. Cette de nition estdela forme

Il y a cependart plusieursdicult esasseieesa cette de nition. Tout d'abord, le
systtmelineaire D x = 0, hx;ui = 0 n'est pas toujours bien pose. Par exemple,
lorsquele champ magretique B tend vers zero, la matrice D tend versla matrice
nulle et la contrainte h ;ui = 0 estinsu sante pour determinerque = 0. De
plus, lesprojectionsd’ et (@logT)? desvecteursd; et @logT nesort pasnecessai-
remert colineaires,il senble doncarti ciel d'essger delesregrouper avecun méme
coe cient. En revande, lessystemes(1.96) sort toujours bien posespuisquele vec-
teur K, respectivemen ?+i , estdanslimage de la matrice DX, respectivemert
D?+iD , et le vecteur u est dansle compkemeraire du noyau de la matrice DX,
respectivemen D?+i D . Par exemple,lorsquele champ magretique B tend vers

zero, on obtient =(' "@) = 0et =(' P®) = 0,etdonc = O0etD = 0, ce
qui implique directemen que D? = Oetenn que = 0 gracea la relation
h ;ui=0.

On s'interessea presen a la dependancedes coe cien ts de transport vis a vis du
champ magretique. En utilisant les developpemerts desfonctions' '@, on

|
peut dewelopper les coe cien ts de transport DI'J‘ D; D.,i;j 2 S, sousla forme

ij

DK = DO: (1.98a)
ij ol

D = NBZND”?N; (1.98b)

Dy = I\|2N|_3,2N+1D"?N+1; (1.98c)
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ou lescoe cients DV

i» ;] 2S,N 2N, sort de nis par

2N — X m D,.l DJ X m D,.l DJ

DM = ( )N 3pksT ( DT = ol (G A (= =tty) A
n+m=2N n+m=2N 1

DN = (1) ipkeT (VA - HN CD"C 5 %)

n+m=2N+1 n+ m=2N

ou lesfonctions' 4,j 2 S,n 2 N, ne dependert pasdu champ magretique B.. On

en deduit qu'il existe desfonctionsregulieres ,'J’ i 1:] 2 S,tellesque

D; Df=B27(B?»; D;=B ;(B?:

b(2)

De meéme, en utilisant les deweloppemerts (1.56) desfonctions' ;*’, on peut deve-
lopper les coe cien ts de transport ,k ?, i ,i2 S,sousla forme
i": |f0> (1.99a)
? = NBZN N (1.99b)
= ¥ B2N+1 2N+1. (1.99¢)
! N2N I
ou lescoe cients N,i2 S,N 2 N, sort de nis par
2N N +1 X D X D
MN=301) (D™ 5 Sal+ CD™C % o)
n+m=2N n+m:2>l€l 1
+ + 1 it b !
=g )t ( D' % ol CD™C 5 o)
n+m=2N +1 n+m=2N

ou lesfonctions' 2i,i 2 S, bn, n 2 N, nedependen pasdu champ magretique B .
On en deduit qu il eX|stedesfonct|ons regulieres#’ , #, ,i 2 S, tellesque

k :
;{1 =B% (BY);

= B# (B?):

En utilisant cesdeweloppemerts descoe cien ts detransport et lessystemesdineaires

(1.96) de nissart les coe cien ts :‘ 7, .,i 2 S, on obtient le developpemert
suivant
K= Ff (1.100a)
2= B2N 2N (1.100b)
N2N
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P
— 2N+1 2N +1
= B :

N2N

; (1.200c)

oulescoecients N,i2 S,N 2 N, sort de nis par les systemesrecursifs

8
Ex 0 N N X n(N+1)X N n n.
Dj—i (1) DY ™ !
n=0 i2s

j2s

Cessystemesde nissert lescoe cients N,i 2 S,N 2 N, de maniereuniqued'apres
I'etudedela matrice D® = D* et on obtient deplus qu'ils nedependern pasdu champ
magretique B . On endeduit en n qu'il existedesfonctionsregulieres 7, ;,i2 S,
telles que

? = B? 7(B?);

=B ; (B?):

Finalemert, a partir desexpressionglesvitessesde di usion, on peut directemen
exprimer la densite de courart de conductiondu premierordrej enfonction desgra-
dients desvariablesmacroscopiquesgu champ electriqueet du champ magnretique.
Apresquelquescalculs, on obtient

X
= (fd TdTe d))
i2S
+ XE +v~B)+ ?(E+vsB)’+ (E + vrB)
“(@logT)*  2(@logT)’  (@logT) ; (1.101)

ou I'on a de ni lesvecteursd? = (@p ig)=p et les conductiviteselectriques
2ftk;?;9, Iesconductlwteselectro -thermiques ;, et lesconductivitesd'electro-
diusion ;,i2S, 2fk;?;qg,par

_1P . _ . _ .
=3 Diyag; = ia6; = Djqg:
iij 2S i2S j2S

1.6.5.3 Expressiondu ux de chaleur Q

En utilisant la de nition (1.85h) du ux de chaleur
x £ .
Q= mCi Ci + B cf idc;

i2S
i2Q;j
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et I'expression de °, on obtient

.0 i + ke T+ B niVi:
i2s

Le meéme calcul que dans la section consacee aux vitessesde di usion V;, i 2 S
permet de mettre le ux de chaleur Q sousla forme

Q= "Ma@m* A?(@T)? " (@m

X
P (idi+ 7di+

i di )+ ke T+ E mVi; (1.102)

i2S i2S
ou lescoe cien ts de transport “k, *? " | sort donnespar lesrelations
Nk _ v by byq.
= gzl O O (1.103a)
Ao LA . by, b2 < D)., b2 .
+it = Zdm [79 1+ TP Oy (1.103b)

En separart partie reelleet partie imaginaire, on obtient les nouvelles expressions
suivantes

M= gl [ @< PO+ [ PO PO (1.103c)
v by, . b . by, . b )
Tom ke (7O O+ (= 0= PO (1.103d)

On note que la cortribution due au produit scalaire((:;:)) dansles expressiongdes
coe cien ts de transport *? et " n'apparat pasdans[FK72].

En de nissant le coe cient de transport tensoriel ™ par

N AN

="M+ TTMT M (1.104a)
et en utilisant I'expression(1.91b) de , obtient une formulation compactedu ux
de chaleur X X B
Q= "@T p di+  SkeT+E nmV: (1.105)
i2S i2S

Les proprietesde positivit e assa@ieesau ux de chaleur et aux vitessesde di usion
peuwvent s'ecrire a I'aide desmatricesde transport chaleur-masse
0 1 0 1 0 1
T™k KT IN? 27 A T
Ak:@pk A’ A?+iA :@p’) ’)A+i@p A (|106)

Dk D ’
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ou I'exposart T indique une transposition. En procedart commepour les matrices
de di usion multiespeces,et en utilisant la relation
i x b X . i
ky/Q -1 0 Di(1) Xo v 9(1). v Di(1) Xo v 9(1) .
hA %X = pkeT Xi g CX g :
i2S i2S

ou X’ = (xo;xNT 2 R™*1, on peut alors etablir que la matrice A¥ est une matrice
symetrique reellesemi-ck nie positive et que sonnoyau est un espacede dimension
un engende par le vecteur (0; %)". De m&éme,on obtient

? X o X N
PP Xi+ = 3pksT < DI e g PR e D@ oot 2
LG ( i
3 I pka T ’ ! Pk T
i2s i2s

On en conclut que la matrice A? est une matrice symetrique reelle semi-ce nie
positive et que son noyau est un espacede dimensionun engende par le vecteur
(0;9%)7. Par ailleurs, la matrice A est symetrique reelleet on peut ajouter que le
noyau de la matrice A’ + i A estengende par le vecteur (0; %8)" dansC™*! tandis
que sonimage est I'orthogonal (au senshermitien) du vecteur (0; %)T dansC™** .

En utilisant les taux de diusion thermique %, 7, , on obtient une nouwelle

expressiondu ux de chaleurQ,

Q= MaT) ;((@T)? (@T) X
p(v¥+ PvP+ v+ ks T+ E nVi; (1.107)

i2S i2S
ou I'on a de ni lesconductivitesthermiques ¥, * et  par
X
k= BT gk, (1.108a)
ij 2S
2 %) p X 2 . 2 . 2 . .
+i =7+ T (Dj +iDy)( 5 +i ;)7 +1 ;) (1.1208b)

On remarqueque J.H. Ferzigeret H.G. Kaper n'obtiennert pasexactemen la méme
expressiorpour le ux dechaleur[FK72]. Leur formulation cortient ene et un terme
errone (3kg T + E)NV, .

On s'interessea presen a la dependancedescoe cien ts de transport vis a vis du
champ magretique B . En utilisant lesdeweloppemerts (1.65) et (1.56) desfonctions
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@ . b) . .
' PJ @ i;j 2 S,et’ i(2>, i 2 S, on peut dewvelopper les coe cien ts de transport ",
/\? N

., sousla forme

Nk N0

_ P; (1.109a)

N _ BN/ 2N - (1.109b)
N

A B B2N+1A2N+1 . (1.109c¢)
N2N

ou lescoe cients “N, N 2 N, sort de nis par

X X
"N =N QL i B (D i )

n+m=2N n+m:2)21 1
N — 1 b 1 b 1 b A b .
N+ _( 1)N3|(B% ( 1)m|[ LN :;m]|+ ( 1)m(( Lne :;m)) ’
n+m=2N+1 n+ m=2N

ou les fonctions* bn n 2 N, ne dependent pas du champ magretique B. On en
deduit qu'il existedesfonctionsregulieres& , & , telles que

"7 "k=B2§(B?; " =B&(BY:
D'apres les de nitions (1.1089 et (1.108b) desconductivites thermiques ¥, 7 et
, on obtient lesdeweloppemerns suivants
k= F:’; (1.110a)
= BAN N (1.110Db)
r]SN
= B2N+1 2N+1. (1.110c)
n2N

ou lescoecients N, N 2 N, sort de nis par
P X X

N — AN

mp+mn+npmHn m p.
i;j 2Sn+m+p=N

On en deduit alors I'existencede fonctions regulieres& , & , telles que

7 k=B2&(B?; = B& (B):
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1.6.5.4 Expression du tenseur de viscosite

D'apresl equation (1.85€), on a
X Z
= m; C; Cifio i dci:
i2S
i2Qj

En utilisant lesexpressionsuivantesde ; etde ,

= o= C G 3G Cil

i ke T
2" A
T okeT ImCi Ci  3kgT + Q,kBT(E' Ei);
ainsi quela relation ¢, = d" + d', le tenseurde viscosie  s'ecrit
X Z
= kgTh ;2 ii + kg THn 0 il + .2 1 dc;
i2s
z Uz
Zq; X E 3 0 1 0
3, (E + 5keT) f;° i dc (zmC; Ci + B)f;” i dg
i2S
i2Qi
Or toutes lesintegralessort nullescar la famille de fonctions veri e lescortraintes
scalairestf ©; 'ii = 0,12 f1;::::n°+4g, cequi permet de reduire I'expressiondu
tenseurde viscosie
= keTh 2% i + kg T £° il (1.111)

Letermeth ;f.° ii secalculefacilemen et semet sousla forme

X
o f0 0= I 0 i@Vt . M RO i

r2R

car la fonction est une fonction scalaire.En utilisant |'etude sur lesfonctions
et ', et plus particulieremen les equations(1.80) et (1.82), on obtient
= kgTh 0 i + 40p™®I @vl;

en de nissart la viscosie volumique par

= ke T[ ; T (1.112)
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et la pressionreactive p' par

X
pe=1keT [ ; T (1.113)
r2r

On doit alors calculer le terme i ;f.° ii. Commela fonction est un tenseur
d'ordre deux a trace nulle, on a

th ;£ ii= hh ;f° :@uii:

On ewalue ce terme en substituant I'expression(l.71) de et en utilisant l'isotro-
pie de l'operateur de Boltzmann lineariee F S . En de nissart les cing viscosiesde
cisaillemen 4;:::; 5 par

=TI G Glep @ @ 11142
, = 1—10kBT((' @, @y; (1.114b)
5= AkeT [ @ O] T @ @y (1.114c)
4= %okBT [ @ @] %I[' W, My %'[' @. @7 ; (1.114d)
o= dkeT @7 @) (@ ) (1114¢)

on obtient, apresun long calcul, I'expressionsuivante du tenseurde viscosie

= a0 Pl @vl 1S (M S SM )
s(MKSM* M SM ) 4LSMK+M*s 2Mm*ksM ¥ (1.115)
5(M KSM M SM¥);

ou le tenseurdestaux de deformation S est donne par
S=(@v+@v) i@vl: (1.116)

On rappelle que les matricesM ¥, M ? et M sort des matrices de projection
de nies par

M&=B B; M?=1 B B; M =R(B):

Le tenseurvisqueux  s'ecrit donc comme une combinaison lineaire de tous les
tenseurssymetriquesd'ordre deux que l'on peut construire a I'aide de la matrice I,
du tenseurdestaux de deformation S et du champ magretique renorme B, et qui
dependert lineairemen de S.
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Dans la suite du documert, on negligerap™®. En e et, il senble que le systeme
obtenu n'ait une bonne structure que dans ce cas (voir par exemple[Gio99)et, de
plus, ceterme esttreslargemen ignore danstoutes les applications actuelles.

On s'interessea presen a la dependancedesviscosiies de cisaillemen vis a vis du
champ magretique B , la viscosie volumique ne dependart pasdeB . En utilisant
les dewveloppemerts (1.76a) et (1.76b) desfonctions' @ et' @, on obtient les
deweloppemerts suivants pour lesviscosiesde cisaillemer.

X X
1= 35Ke TL soi" sol + ke T ( 1N2 B C DT i’ i

N2N n+m=2N
(1.117a)
1 X N ~»2N p 2N +1 X m 1
o= HkeT (V2B C D7 " o) (1117b)
N ngm=2N
3= gkeT (V22BN C D i’ ik (1.117¢)
l\%N n+m=2NX
s= pkeT (V@M 2B™ C O ans” amk (1.117d)
2N n+Q=2N
5= ke T (DY@ 1B CD"C s )i (1117€)
N2N n+m=2N

ou lesfonctions* .\, N 2 N, ne dependert pas du champ magretique B. On en
deduit gu'il existedesfonctionsregulieres' 1, "' 2, " 3," 4, ' 5, ' 6, tellesque

1= "1(B?); 2= B'2B?%; 3=B¥3(B?%; 4= B¥,4(B?;
5= B¥s(B%); 24 3=B"¢B?:

1.6.5.5 Expression du terme source chimique 7

Cette sous-sectiorest consaceeau taux de production de massemacroscopiquée 7,
i 2 S, qui appardt dans | equation (1.85a) de conseration de la masse.On a par
de nition deT5 en(1.850),
X Z
= (GEY+ 0@G(EOF® )de; i2S
i2Qi

En rappelart la de nition (I.22b) de 173°,
VA

| X
0= C(f%ii = G(f %) dci;
i2Qi
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et ende nissant w; par

x Z
Wi = 0 @G({Of° dc; i2S
i2Qi
on met 7 sousla forme
T=t%+w; i2S (1.118)

On s'interessainiquemen aw; puisquel' etudede7° a deja ete faite dansle cadrede
I'approximation d'ordre zero. Pour cela,on de nit lestaux de production chimique
direct et inverse

Y n kfr Y n kbr
Tk 2 PEK X r2R;
s Qk os  Qk
de sorte quel'on ala relation 7 = =f  ° pourr 2 R. On introduit lesfonctions

1 X 2y Y

rb = if_— D, d; de;
LR Y j2F ! k2B

; b 1 X 74 Y Y

o= if—o D, dc; decy;
P joF k2B!

de sorte quela famille defonctions '+ ® " estun invariant de collisions.Le

terme de perturbation w; peut alorsetre recrit sousla forme
X
wWi= o0 (2 DG %0 P R0 i), i2 s
r2R

Comme "Pet 'f sort desfonctionsscalaires,on a

X
() rb;fio i = %Hn rb;fi0 Qv+ 4 fin rb;fi0 Sii 75
s2R
et X
[\ AR AT %Hn 0 i@ Vv+ th o0 Siig:
s2R
On peut alors ecrire
X h i
Wi = a0 LIRS PR T QP Il (e B || BRI P o QP
r;s2R .
X h i

r2R
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On renvoie le lecteur a l'ouvrage de V. Giovangigli [Gio99 pour plus de details
sur ce terme w;. Le terme sourcew; est doncla sommed'une forme quadratique
et d'une partie lineaire en ' et en 7° multipli ee par @ v. Les premiers a s'tre
intereses au terme de perturbation w; ont ete I. Prigogine et E. Xhrouet [PX49]
dansle casd'especesmonoatomiquespuis G. Ludwig et M. Heil [LH60] dansle cas
d'especespolyatomiques.Lesnombreusesestimationsqui ont pu &tre faites dansdes
cassimplesont generalemem montr e que sa cortribution est faible devant celle de

79, voir par exemple[PX49, PM50, Tak51, Pre59 SK70, 'SK71g SK714.

C'est pourquoi on consicereradansla suite que le taux de production de massel—
est reduit au taux de production de massea l'ordre zero, I7°. Commeon negligea
la fois p'®®° et w;, on obtient les m&émesequationsquel'on prennea= Ooua= 1.

[.6.6 Bilan entropique

Cette sectionest consaceea I'etude de I'entropie macroscopiqueDans un premier
temps, on donne une formulation de I'entropie macroscopiquevolumique, notee S,
puis on determine son equation de conseration et on etudie le terme de production
d'entropie pour montrer qu'il est positif.

1.6.6.1 Entropie macroscopique volumique

L'entropie cinetique est de nie en par
Z

, X
SK" = kg fi [log( iifi) 1]dc;:
i2S
i2Qi
Commelog( if;°) estun invariant de collisions,le developpement limit e
fi log( wfi) 1]1=f° log( f%) 1 + £;° ilog( if%)+ O 2

permet de montrer la formule suivante
Z

_ X
Skn = kg f% log( iif® 1 dg+0O 2 :
i2S
i2Qi
On en deduit alors que

_ X
"= ms"M*+0 % (1.119)
i2S
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avec
x Z

Smolee = kg 9 log( f% 1 dg:
i2S
i2Qi
En utilisant I'expression(l.21) def.°, on obtient une formulation integreede I'entro-
pie moleculairede I'especei :

ks log % . i2s (1.120)

—[.m|

molec — 5
gmoee = Skg +

On de nit alorsl'entropie macroscopiqguepar unite de volume, noteeS, par

X X
S=  nSMmoec = iSi; (1.121)

i2S i2S

ou s; = SMolee=my; est I'entropie par unite de massede I'especei d'ordre zero. On a
donc

s"=s+0 ?:

On de nit de mémel'enthalpie macroscopiquevolumique, noteeH, I'enthalpie ma-
croscopiquamassiquealel'especei, noteeh;, I'energielibre macroscopiquezolumique,
notee G, I'energielibre massiquede I'especei, noteeg; et on rappelle la de nition
del'energieinterne macroscopiquesolumique, noteekE et I'energieinterne macrosco-
pique massiquede l'especei :

X keT E
_ A — 3B .
E= | e e =3 m + m (1.122a)
i2S
v _
H=" h=gkel, 5. (1.122b)
i2s m m
X _
G= G g = kB—Tlog s (1.122c)
i2s m Q

La de nition de toutes cesquartit esmacroscopiquegournit une thermodynamique
macroscopiquerorsequilibre pour lesmelangesmultiespecesonises.La temperature
T peut egalemenetreidenti eealatemperature macroscopiqualu melange[Cer89.
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1.6.6.2 Equation de conservation de I'entropie

D'apresla formulation de I'entropie macroscopiquepn peut ecrire sadi e-

rentielle selonlesvariables( 1;:::; ne;T) par
X
ne, Kg
dS = —dT + i — d: 1.123
T N S 9 (1.123)

Comme I'energieinterne volumique E est une fonction strictemert croissare de

la temperature, le changemeh de variables ( 1;:::; ne;T) 7! (p;:::; ne; E) est
admissible. De plus, la di erertielle de E etant dE = nc,dT + ed ;, celle de
i2S
I'entropie selonlesvariables( 1;:::; ne; E) S'ecrit (relation de Gibbs)
_1 X g .
ds = ?dE ?d i (1.124)

i2S

Pour utiliser cesnouwellesvariables,I'equation de conseration de I'energieinterne
est necessaireOn l'obtient en conbinant les equationsmacroscopiques!'ordre un
(1.85) et en utilisant lesrelations de conseration de la masse(l.30) et lesrelations
ernre lesvitessesde di usion (1.95)

@E+@ (Ev)+p@v+ ::@v+@Q=j (E+v+B): (1.125)

Un long calcul algebrique permet alors de determiner |'equation de conseration de
I'entropie macroscopiqueEn notant F,¢ = ;V; le ux diusif dela i® espece,on
peut I'ecrire sousla forme

X
@+ @ ((Sv)+@ 1Q gpd = (1.126a)
i2S
ou le terme de production d'entropie est donne par

_ X gm!y Qv 1 X hV, @T X p
- _2 [ B p—
i2S T T T i2S i2S T

V,di: (1.126b)

1.6.6.3 Positivit e de la production d'entropie

Dans cette section, on montre que le terme de production d'entropie  est une
sommede termespositifs. Cette propriete estimportante pour de multiples raisons.
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Tout d'abord, du point de vue thermodynamique,elle montre que le modele macro-
scopiquesatisfait le secondprincipe herite du modele cinetique. Puis, d'un point de
vue mathematique,l'entropie joue un role certral pour etablir le caractere bien pose
du systtmed'equationsaux deriveespartielles resultart. Elle peut egalemen &tre
utiliseepour deriver une forme symetrique du systemede loi de consenration, forme
qui peut etre utile pour desproblemestheoriquescommelessimulations numeriques
a l'aide d'elemerts nis [Gio99. Pour etablir que la production d'entropie est une
sommede termes positifs, on utilise en particulier les proprietes de structure des
matrices de transport chaleur-masse.

On scindele terme de production d'entropie en trois termes = 1+ L+ g3,
ou ; estla production d'entropie due a la chimie, , la production d'entropie
correspndart aux e ets dela viscosike et 3 la production d'entropie concernan le
ux de chaleur et lesvitessesde di usion. Cestermess'ecrivert sousla forme

1 X
1= = gmiy; (.127a)
T i2S
1
2= T Qv; (1.127b)
3= ﬁ Q ihiVi @T ? V, di: (|127C)
i2S i2S

On montre que chacun de cestrois termesest positif.

Positivite de ;. Commeon I'a sighak dansla sous-sectionconsacee au terme
sourcechimique d'ordre un, on negligele terme w;, c'est-a-dire qu'on prend 7 = 139,
L'etude a I'ordre zero a permis de donner I'expression(1.23) de 17°

0 X b f
o= (ir ) I
r2R

Donc d'apresla de nition de I'energielibre massiqueg; donneeen (1.1229, on peut
mettre le terme ; sousla forme
" #
X X n
1= ks (¢ i) log al T
r2rR i2s !

En utilisant I'expression de7, r 2 R, on obtient ensuite
|
1= ks K.P — ; — ;
(2R 2s Qi 2s Qi
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ouP(x;y) = (x Y)log(x=y) estunefonction positive. Commekg et K, sort positifs,
on enconclut que ; estpositif.

Pour mortrer quele terme ; est positif, on a neglige le terme w;. Pour une etude
detaillee de ce terme, on renvoie le lecteur au livre de V. Giovangigli [Gi0o99, ou il
est etablit que le terme sourcen'a pasun signeconstar et que le seulcasbien pose
formellemen esta = 1.

Positivite de ,. Lorsquea = 1,oulorsquel'on negligep™, le tenseurde viscosie
semet sousla forme (1.115)

= @vl S M S SM )
s((MKSMK M SM ) 4«SM*+MKs 2MksMm K
5(M KSM M SMK):

On commencepar recrire la production d'entropie due a la viscosie , sousune
forme intrinseque, c'est-a-dire independarte de la basechoisie. On etablit apresde
long calculsque

h i
— 2 2 2 2
= #(@v)*+ 21+ B'S’B BTSE + 3122 BTSB i
+32_2 TracgS?) 2B7S?B+1 BTSB 7 ;

ou TracgA) designela trace du tenseurA. En outre, en utilisant I'expression(l.112)
dela viscosite volumique et lesexpressiongl.114) descinq viscositesde cisaillemer,
on a lesrelations suivantes de positivit e

>0 1+ 4>0 1+ 3>0 1 3>0

Il estdoncsu sant de montrer que lesdeux termes

B'S?B BTSB °;  TracqS?) 2B7SB + 1 BTSB °;
sort positifs ou nuls. Commecestermessort invariants par changemen de base,on
choisit une baseorthonormee (e1; e;; €3) telle que e; est proportionnel au vecteur

B . On obtient alors
2

B'S?B BTSB “=S%,+ S,> 0
TracgS?) 2BTS?B + 1 BTSB “= 25+ 1(Sp  Sw)?> O

Ainsi, la production d'entropie due a la viscosie , estpositive.
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Positivite de 3. On montre nalement que le terme de production d'entropie
d0 au ux de chaleur et aux vitessesde diusion 3 est positif. En utilisant les
expressiong.89) et (1.102) desvitessesde di usion V;, i 2 S, et du ux de chaleur
Q, onrecrit 3 sousla forme

1 X X
- p@n @+ p oididie g @
ij 2 128
1A, 2 2 X 2 4?7 47 X ? ? d7?
+ (@1 (@T) +$ Djdj di + 2% (@T)" dyi:
i 2s 128

En de nissart lesvecteursx, = +((@T) );;(dy);;::::(ds); T, pour 2 fk;?2g et
i 2 S, on obtient X
p

3=
T
i2S

hARX: X + PATX X

ou lesmatrices A et A? sort de nies en (1.106). Les proprietesde positivit e de ces
matricesmortrent alorsimmediatemen quela cortribution desvitessesde di usion
et du ux dechaleur 3 estpositive.

[.6.7 Relations de reciprocite de Onsager

Les relations de Onsagersort des cortraintes de symetries que les coe cien ts de
transport doivert veri er. Ces proprietes exprimert l'invariance des phenonenes
lorsquel'on renversele temps, c'est-a-dire que les equationsdu mouvemer despar-

ticules sort symetriquespar rapport au temps.En presencel’'un champ magnretique,

celaimplique que les particules suivert le m&mechemin en sensinverselorsquel'on

inversetoutes les vitessesainsi que le champ magretique. Dans le casdesmelanges
gazeux,il estpossiblede deduire directemen cesproprietesde symetrie de la theo-
rie cinetiqgue des gaz [dGM84]. Dans cette section, on montre que les relations de

Onsagersort satisfaitesaussibien par lescoe cien ts de di usion quelescoe cien ts

de viscosite.

En ce qui concernela di usion, lesrelations de Onsagers'ecrivent
Dy( B)=D;(B):; ( B)= i(B); "( B)="(B); ij2s

ou l'on a utilise lesexpressiongensoriellesdes ux de transport enfonction desgra-
dients desvariables macroscopiqueslonneesdans les sectionspreederies. Comme
les matricesM X et M ? sort des matrices symetriques et des fonctions paires du
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champ magretique B , commela matrice M  estune matrice antisymetrique et une
fonction impaire de B, et commelescoe cien ts de transport D,'J‘ D;’ Dj.i;j 25,

K2 i28 ™ " et" sort desfonctions pairesde B, les relations sort
immediatemen veri eespour lescoe cients ;,i 2 Set”. Par ailleurs, lesrelations
tensoriellessur lescoe cients Dy, i; ] 2 S, setraduisert sousla forme

Df = Df;

i i D =D?; D, =D,; iij2S

Ij j.i , ij jir
Commeles matrices D¥, D? et D sort symetriques, on conclut que les relations

de Onsagersort veri eespar lescoe cien ts de di usion.

En ce qui concerneles coe cients de viscosite, on recrit I'expression du
tenseurde viscosie  sousla forme

X
i = B+ 1B+ oBpy+ aBpu+ uBpu+ SBp, @ i2G
j2C
ou C estl'ensenble f1;2;3g, ; lai® colonnedu tenseur pouri 2 C etou les
matrices Bij; v Bij; v 211,2,3,4;5q,i;] 2 C, sort de nies par
Bij:v =& €,
Biv= il+e e Zee;
B2, = 2jR(B)+ R(e)R(B)R(e)) + 26 "R(B)e; I;
B2, =2BB B B Ze g +2R(B)g &R(B) R(B)e & R(B);
Bij;‘lv_ 4B|BJB B+BiBj|+ ijB B+Biej B+BjB (ST
Bij;sv = 2B Bj R(B) R(e.)R(B)R(eJ) 2eiTR(B)ej B B:

En utilisant cesnotations, les relations de Onsagerconcernanm les coe cients de
viscosik s'ecrivert

Bii:v+ 1Bij;lv+ ZBij:ZV"' 3I3ij;3v"' 4Bij;4v+ 5Bij;5v ( B)=
B. + ,B

T
jisv jil:v+ ZBjﬁv-F 3Bji3;v+ “Bjid:v+ 5Bjiiv (B); ] 2 G

relations qui sort clairemen veri eesen utilisant le fait que la matrice R(B ) est
antisymetrique et impaire par rapport a B .
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Structure des systemes lineaires de transport

Pour ewaluer en pratique les coe cien ts de transport, les equationsintegralesde
Boltzmann linearieeessort resoluesapproximativemern en utilisant une approche
variationnelle. Lescoe cien ts de transport desmelangesnultiespecespeuvert donc
etre evalues en resohant de grands systemeslineaires[EG94]. Bien qu'une inver-
sion directe de cessystemessoit theoriquemen imaginable,celle-ciest extrémemen
codteusedansla plupart desapplicationspratiqguesconcernan lesmelangesnultidi-

mensionnel§EG95]. Poursuivant lestravaux precedens surlesmelangeson ionises
[EG94, EG95 EG96, Gio99, on etudie maintenart la structure mathematique des
systemeslineairesde transport resultart du cadre cinetique decrit dansles sections
precedernies. On donne en particulier un deweloppemern en serie corvergerie des
coe cien ts de transport, ce qui fournit, par troncature, desexpressionsapprochees
de precisionarbitraire de cescoe cien ts.

.7.1 Formulation variationnelle

On doit resoudredi erertes equationsintegraleslineaires.Pour determiner les coef-
cients detransport ¥, ?, DI'J‘ D?,D;.i;j 28 T 2
on doit resoudreles deux systemescorrespndart a b,

FS¢ "®y= "
O "®; Y=o 12f%:0 + 4g;
et
FS+iBF® ( "@)= %
WEO °@: =0 12fL:::r+ 4g;
et lessystemescorrespndart aD;,j 2 S,
FS( @)= P, j2s
WO D@ lii=0 [2fl::::n°+4g |j2S l.64a
et
(FS+iBF 9)(" @)= Dbi; j25
hf® Pi@: lij=0 12fL:::;n°+4g j2S .64b

(o0}
(3]
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En cequi concernda viscosie volumique et lesviscositesdecisaillemen ;:::; s,
on doit resoudrele systemecorrespndart a
FS( )= ; 1.80)
W ; li=0 1210+ 4g; (1.79Db)
et lestrois systemescorrespndarts a
FS( W)= .743)
wEo @ li=o0 12f1:::;n°+ 4g; (1.753)
(FS+2iBF ¥)(" @)= ; |.74b)
o @ li=0 12f1::::n°+ 4g; .75b)
et
(FS+iBF ©)( @)= (1.749
o @ li=0 12f1:::;n°+ 4g (1.750

Onintroduit alorsun problemegeneriquequi cortient tous lesproblemespreederts :
pour un coe cient de transport , on cherche a resoudreune equation integrale
lineaire qui peut s'ecrire sousla forme

(FS+iFB)y = (1.128)

ou F B designesoit 'operateur nul, soit l'operateur BF 9, soit l'operateur BF ¢,
soit en n l'operateur 2BF 9. Cette equation integraledoit &tre completee par les
cortraintes scalaires

WO ; li=o0 12fL::;n+ 4g: (1.129)

Le coe cient detransport estgeneralemen obtenu par un produit scalairede la
forme = W% ; ii. Lesequationsintegraleslineaires(.128) et (1.129) peuert
seresoudrea l'aide d'une methode variationnelle.

On commencepar choisir un espacede dimension nie
A = Vectf "%;(r;k) 2 B g;

ou lesfonctions ', (r; k) 2 B, sort lesfonctionsde baseet B I'ensenble desindices
de cesfonctions. L'ensenble desindicesdesfonctionsde baseveri e B F S,ouF
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designeun ensenble d'indices de fonctionstypes.On noteraalors! la dimensionde
l'espaceA . Lesfonctionsdebase ', (r;k) 2 B, sort generalemem choisiescomme
desconbinaisonslineairesdesfonctions 2% de nies par

20cd(Gi; k) = S8y (G GOWI(Bk) G i e

ou a, c et d sort desertiers, St,,_, est le polyndbme de Sonine d'ordre c et de
parametre a + 1=2, WZ est le polynébme de Wang Chang et Uhlenbedk d'ordre d
pour la k¢ especeet 2C le tenseurd'ordre a donne par

°G=1 G=Gi 2G=G G GGl

et on rappelle que lesvecteursG sort de nis par
r

Ck:

Ck, k2S

2kB

Lespolyndbmesde Soninesort de nis par

Xt i _
S°(x) = 1x exw eX = ( i'l) ooxh
i=0 )

Pour de nir les polyndbmesde Wang Chang et Uhlenbed pour la k® espece, on
commencepar consicerer I'ensenble ni des energiesinternes reduites fEx; k 2
Qkg et les degererescencegpositives assaieesf yx;k 2 Qxg. Pour P et Q deux
polynébmes,on de nit le produit scalairede Wang Chang et Uhlenbed par
1 X
hP; QiWCU = kkP(Ekk)Q(Ekk)eE ki

k2Qy k2Q

Le produit h;:i, -, estune forme bilineaire symetrique de nie positive sur I'en-
senble des polyndmesde degre d < # Q, ou # Qy est le nombre d'etats energe-
tiques distincts. On de nit alors les polyndbmesde Wang Chang et Uhlenbedk de
degred < # Qx commel'orthonomaliseepour le produit scalaireh;:i, -, dela base
canoniquede R*Q« 1 On note que les fonctions 2% ne sort alors de nies que
pour d < # Q.

Lesfonctions' peuwent alors sedewelopper sousla forme

X
'o= rork. (1.130)

(r;k)2B
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ou lescoe cients | sort desscalairescomplexes.On utilise une approche de Ga-
lerkin (hermitienne) dansle sensou I'on demandea ce que la di erenceertre I'ap-
proximation de (FS+iFB)" et soit dans I'orthogonal de l'espaceA . Si on
consicere Ligefonction guelconquede I'espaceA , que l'on notera et qui sedeve-
loppe = .28 Xk "¢ dansla baseB , les composaries x = (i) )2 formert
un vecteur de C' et lI'ensenble B peut naturellemert etre utilise comme un en-
senble d'ifldices. Pour x;y 2 C', le produit scalaireh;yi estdonne par la formule
Gyl = (128 XYk OU  designela prise de conjugue. Une matrice A de c'

s'ecriraA = (A)¢x):si)2. - En utilisant cesnotations, lescoe cients |, (r;k) 2 B,
formert un vecteurnote = ( |)qk)2s 2 C' qui estsolution d'un systemelineaire
souscortrainte s'ecrivant sousla forme

(GS+iG®) = ;

) c (1.131)

ou on a de ni

(GS rkIS: HI.fOFS( sl). rkii — I[ sl. rk]l.
(G—B rkls H“:OFB( sl); rk“'

r

= HEC o TKii

De plus, on a introduit I'espacevectoriel descortraintes C par

ou lesvecteursdescortraintes ont pour composartes

G' =t ™T li; 12f1:::;r°+4g;, 2f1::5;n g

guela famille desvecteursT , 2 f1;:::;n gestla basecanoniquedestenseursdu
mémetypeque' ,etn estladimensiondel'espacetensorielcorrespndart. C'est-
a-direquen = 1 dansle casscalaire,n = 3 dansle casvectorieletn = 9 dansle
casmatriciel. On peut remarquerque, gracea l'isotropie, I'espacedescortraintes est
enpratique au plus dedimensionun [EG94]. Finalemen, lescoe cien ts detransport
sort ewvaluespar de simplesproduits scalairesde la forme

=h: 9

ou “designeun vecteurde C'.
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Il senble alors judicieux de choisir comme base de fonctions les polynbmesreels
usuels.Dans cette situation, la matrice G5 estla m&meque celle obtenue pour un
gaz neutre, sanschamp magretique et la matrice GB est une matrice reellequi n'a
pas de structure simple. En particulier, on peut utiliser la totalit e du formalisme
deweloppe en [EG94, EG96] pour la matrice G° , car cette matrice est symetrique
semi-ce nie positive et 2 R(GS) = N(G®)?. La propriete du caractere bien
poxe N(GS) C = R' (assiee au systeme pour lequel GB = 0) est realize si
I'espaced'approximation variationnelle de Galerkin A estorthogonalau sous-espace
vectoriel de I'espacel desinvariants de collisionsqui ont le m&émerang tensoriel
[EG94, EG96], c'est-a-dire sousla condition

Il = 1 VA | \A?:

oul \ A7 represene leselemens del orthogonauxa A pour la forme bilineaire
Hef © ;i
Une analyseminutieuserevelealors quele systemeecrit soussaformeinitiale (1.131)
n'est pasbienstructure. En particulier, le noyau N (GS +i GB) n'est pasconru expli-
citemert, il n'y a pasde propriete simplede positivit e assaieea la matrice GS +i GB
et la convergencedestechniquesit erativesn'est pasgarartie. Par conequen, onre-
crit ce systemesousune nouvelle forme dont on verra qu'elle posedeune meilleure
structure mathematique et dont I'unique solution seraencore . Dans ce but, on
introduit la matrice

GB = GB PC;N(GS ),
ou pour deux sous-espacesupplemenaires A B = C', on note P, le projecteur
sur A le long de B. Le sysememodi e correspndart s'ecrit alors

(G°+iG®) =

- (1.132)

et cesystemeest strictemert equivalert au systeme(1.131) puisque = Pcy s )
La structure de la matrice GS +i GB peut &tre etudiee en utilisant essetiellemert
les m&mestechniquesque cellesutiliseespour la matrice G° dansle casnon ionise
[EG9Y4].

Parmi les proprietesimportantes on peut donnerlesrelationsGB T = GB, N (GS)
N(GB) et R(GB) N(GS®)?. De plus, on peut voir que le noyau N (GS +i GB)
estengende dansC' par lesm&mesvecteursreelsque ceuxqui engendreh N (GS)
dansR', et que R(GS +i GB) est I'orthogonal au senshermitien de N (GS +i GB)
me&mesi la matrice GS +i GB n'est pashermitienne. Ainsi, la propriete du caractere
bien pose

N(G°+iGB®) Cc=C';
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est une conequencedirecte du resultat similaire dansR' sur GS et commeon a
2 R(GS +i GB), on obtient quele systemelineaire (1.132) est bien po.

[.7.2 Techniques iteratives

On introduit la matrice de transport creused(G® ) 2 R'#' asseieea la partie non
perturbeedu systemelineaire de transport [EG94]

d(G® )i = (G)is wi; (13K);(s;)2 B :

La matrice di(G® ) joue un role fondamenal dansle developpement asymptotique
descoe cien ts detransport [EG94]. On peut etablir quela matrice 2do(G®) G°S est
unematrice symetrique semi-ce nie positive pour n® > 1 et de nie positive pour n® >

3, le noyau de cette matrice etant facilemen identi edansle casn® 6 2. La structure
de cette matrice montre ainsi que le casgenreral pour lesmelangesestn® > 3 et que
les melangesbinaires ne sort qu'un cas degenere en inadequation avec la theorie
gererale [EG94]. Pour obtenir les developpemerns asymptotiquesdescoe cien ts de
transport, on utilise a presem la theorie desmethodesit eratives projeteespour les
systemesdlineairessingulierssouscortraintes. De nombreux resultatsmathematiques
ont ete obtenus dansle cadredu transport multiespeces|[EG94, EG97).

On introduit une decompsition matricielle
G°+iGP=M Z
et la matrice d'it eration correspndarte
T=M1'Z=1 M YG°+iG®):

Soit P = Pcyas ) le projecteur oblique sur C le long de N(G®) et soit 2
R(GS +iGB), xo 2 C' etyg= Pxq. On consicerepour i > 0 lesiteres

Xisp = TXi+M 1y = PTy;+ PM 1

La matrice de projection P assurequ'a chaqueiteration I'approximation desfonc-
tions de distribution perturbeessatisfait les cortraintes physiques.Le but est de
choisir M de facon a ce que les puissancesle la matrice T corvergen [EG94]. Dans
cette situation, le produit PT a un rayon spectral strictemert inferieura 1, lesiteres
Xi, 1> 1,ety;, i > 1, corvergen et

fmyi = Pimx) =

90



Structuredessysemeslineairesde transport Sectionl.7

ou estl'unique solution du systemelineaire de transport (1.132). En de nissant
les coe cien ts de transport approximes
* +

Xi _
i = (PT)PM PT: ©
j=0
on obtient *)4 +
lim ;= (PTYPM PT; 0 =

in _
i=0

et tous les coe cien ts de transport s'exprimert commedesseriescornvergenes.

Un premier choix approprie pour la matrice M estM = di(GS ) dansle casgenreral
n® > 3, tandis que dans les cas particuliers n°* 6 2, la diagonale principale de la
matrice do(G® ) doit etre pondereepar descoe cien ts positifs. En e et, pour M =
do(G®), il a ete etabli que le rayon spectral de la matrice PM (M GS) est
strictemert inferieur a 1 car la matrice 2M  GS est de nie positive [EG94]. Par
conequern, commePT = PM (M GS) iPM !GB, le rayon spectral de la
matrice PT eststrictemert inferieur a 1 lorsqueGB estsu samment petit, c'est-a-
dire pourvu que le champ magretique soit su samment petit.

Pour obtenir un algorithme corvergen dansle casgenreral, il estnecessairel'inclure
la matrice i GB dansla matrice M. Plus preciemen, on consicere le choix M =
do(GS ) + i GB dans le cas gereral n® > 3 et les modi cations necessairesa la
diagonalede db(G® ) lorsquen® 6 2. Il est encoresimple d'inverserla matrice M =
do(GS )+i GB enpratique car la partie complexei GB estsoit une matrice diagonale,
soit une perturbation de rang un d'une matrice diagonale[FK72]. En de nissarnt
M = doGS) + iGB, on obtient T = (doGS)+iGB) “(dnGS) GS) et on
consicere x un vecteur propre de la matrice T assaie a la valeur propre , ce qui
implique que
Nd(GS) GS)x;xi = Nhd(G®) + i GB)x; xi:

Six 2 N(GS) alors = 1,etsix 2 N(G®) alors 6 1 et on doit montrer
quej j < 1. En utilisant que la matrice 2db(GS) GS est de nie positive et que
le produit scalairehGS x; xi est strictemert positif car x 2 N(GS), on obtient la
majoration

hd(GS )x; xi > jh(db(G®)  G®)x; Xij: (1.133)

Nous deduisonsde I'in egalite

jhd(GS )x; xi + i hGB x; xij = jhdb(GS )x; xij + jhGB x; xij > jhdb(GS )x; xij;

91



Chapitrel Theaie cinetiquedesmelangesyazeuxpolyatomiquesonises

que
AGS)  GS)x;xij > j j jhdb(GS )x; xij: (1.134)

En combinant lesinegalites(1.133) et (1.134), on conclutquej j < 1six 2 N(GS).

Enn, onmontre queR(I T)\ N(I T) = f0g. On consicereun elemer x danscet
espaceOn adonclarelation x = Tx et l'existenced'un elemen y tel quey Ty = X.
Leselemerts x ety veri ent alorsle systeme

( (G° +iGB)x=0;
(G° +iGB)y= (dyG®)+iGB)x:

En prenart la produit scalairen(GS + i GB)y;xi, on deduit que hdl(G® )x; xi = 0,
ce qui implique que x = 0. Ceci montre donc que les puissancesde la matrice T
convergen, cequi implique quelessuites(x;) et (y;) corvergen vers .

Le choix M = di(G®) + i GB conduit ainsi a des deweloppemeris asymptotiques
cornvergers descoe cien ts de transport et celapour n'importe quel champ magre-
tique, ce qui gereraliseles resultats precedemmenh obtenus pour les melangesnon
ionises[EG94, EG95, EG96).

Approximation d'ordre un dansle casb= 0

Dans cette section,on s'interesseau regimecorrespndart a un champ magretique
peuintense,c'est-a-dire b= 0. Cecasestplus simplequele casprecedert b= 1carll
n'y a plus d'anisotropie du milieu : on n'a plus besoinde distinguer lescomposaries
paralleles,orthogonaleset transverses.De plus, on ne detaillera pasles calculs car
ils sort identiques au cassanschamp magretique [Gio99|.

[.8.1 Equations macroscopiques d'ordre un

Pour le regimeb = 0, on obtient les equations macroscopiquesiu premier ordre
suivantes

@it@(iv)+@(iVi)=mty; 125 (1.135a)
@Av)+r@Q(vv+p)+@ = g+qE+v'B)+|"B; (1.135b)

@iVV+E+@ LVvVv+E+pv +@Q(Q+ V)
=[g+qgE+v B)v+jE: (.135¢c)
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Cesequationsmacroscopiquesl!'ordre un apparaisseh commedesequationsde Na-
vier Stokesreactives compressiblesontenant destermesexpriman lese ets de la
force de Lorentz sur le gazdanssonensenble et ceuxde I'echau ement Ohmique.

1.8.2 Flux et coe cients de transport

Pour le regimeb= 0, lesvitessesde di usion V;, i 2 S, s'ecrivent

X
Vi= i@logT Djdj; 1285 (1.136)
i2s
avec i
D; = IpkeT[ °; ™1 = i °; 'L
On peut alors de nir lestaux de diusion thermiques = ( ;);,s, par le systtme
lineaire (
D = ;
1.137
h ;ui =0 ( )

et on obtient une expressionalternative desvitessesde di usion desespeces

X
V= D; (dj + ;@logT); i2S (1.138)
j2s

Le ux dechaleur Q estdonne par

X X .
Q= "@T p di+ (CkeT+E)MV; (1.139)
i2S i2S
avec L
N _ b, by,
B 3kBT2|[ ]
En introduisart le nouveau coe cien t
X
_n P .
= 7 DBy
iij2S
on obtient une autre expressiondu ux de chaleur
X X -
Q= @T+p Vi+  (CkeT + E)niVi: (1.140)
i2S i2S

De plus, pour le regimea = 1, I'expressiondu tenseurde viscosik est la suivante

= @vl S (1.141)

93



Chapitrel Theaie cinetiquedesmelangesyazeuxpolyatomiquesonises

avec
=skeTL 5 1 = 5keTL 5 I

Finalemert, la structure mathematique des systemeslineairesde transport devant
etre resoluspour evaluer les coe cien ts de transport a deja ete etudieepar A. Ern
et V. Giovangigli [EG94].

[.8.3 Production d'entropie

L'equation de consenation de I'entropie est similaire a I'equation (1.126g mais le
terme sourcedevien
= (@QV)*+ SS+—-@QT@T
T2 X
+p  D;(di+ ;@logT) (di+ ;@logT): (1.142)

i;j2S

La production d'entropie estdonc clairemen positive.
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Annexe : Isotropie de I'op erateur de Boltzmann linea-
rise

Dans cette annexe,on etudiera certaines proprietes de I'operateur de Boltzmann
linearise, note F 5 de ni en (1.37) pagel4l Cesproprietessort les suivantes : F S

transforme toute famille de fonctions du type (u;);,5 ou u; est une fonction sa-
laire desvariablesC;:C;, (B :C;)? et B :B multipliee par un vecteur ou un tenseur
construit a partir desvecteurs C; et B en une famille de fonctions du mémetype.
On parlera alors d'isotropie de l'operateur de Boltzmann linearise.

Pour demortrer cesproprietes,on commencerapar |'etude descollisionsnon reac-
tives, puis on traitera le casdesfonctions du type u; = u;C; et en n on expliquera
commen genreralisercesproprietesaux autres cas.

.9.1 Etude des collisions non reactives

On renvoie au livre de J.H. Ferzigeret H.G. Kaper [FK72] pour I'etude dansle cas
de particules monoatomiqueset aux articlesde E.A. Masonet L. Monchrick [MMG63]
et de L. Waldmann [Wal58 dansle casde particules polyatomiques.

On consicere une collision entre deux particules d'indicesrespectifsi et j , de masses
m; et m;, de vitessespre-collisionelles; et ¢;, d'energiesnternespre-collisionnelles
Ei et E;, de vitessespost-collisionellesc? et ¢! et d'energiesinternes post-collision-
nellesEo et §jo.

On noteram; = (mim;)=(m; + m;) la massereduite, I, = m=(m; + m;) et o, =
m; =(m; + m;) lesmasseselatives,g = ¢; ¢ etg’= ¢ c?lesvitessesrelativeset
g et g’ lesnormesdesvecteursg et g°

La consenation de la quartit e de mouvemert lors de la collision s'ecrit

mici + mic; = mc+ mcy;

la consenration de I'energie
1 . 1 . — 1 0.~0 1 0.~0 .
5MiCi Ci + 5M; Cj :Cj + Ei + Ej = MGG + AULASEY + Bjot+ Ejo.
La conmbinaison de cesdeux dernieresequationspermet detablir la relation suivante

ami (@* ¢%)=Ee+ e B i (1.143)
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De plus, on peut ecrire les systtmesd'equationslineaires

8 8

% ¢ = imci+imyc img° % ¢ = mmcl+imcd img
3 ¢/ = imci+imc; + img® et 3G ° P+ oy cP + g
’ g = ¢C Ci . go = 0 Cio

dont on deduit la relation
dc; dc; dg°= dcPdc dg; (1.144)

en obsenant que l'application qui a (ci; ¢j; g% assaie (¢’ c’; g) estinvolutive.

[REd I

En notant g = gb et g°= g%° ou b et h° sort desvecteursunitaires, on obtient en
utilisant lesequations(1.143) et (1.144)

édci dc; dp°= é)dci dc; db: (1.145)

Le nombre de collisionsdansle volumedx autour dex, pendart l'intervalle detemps
dt entre desparticulesde typei et dont lesindicesd'etats quartiques sort i et |
et dont lesvitessessort dansdc; et dc; autour de c; et de c;, avec desparametres
geonetriquesde collisionsdansd et d" autour de et de", peut semettre sousla
forme

fi(t x; ¢ i (6 x;¢50) 11°gsin( ) deide;dxdtd d;
ou 17" estla sectione cace. Celle-ci depend des particules consicerees,mais en

toute gereralite, [9° estune fonction de g et de

De méme, on obtient que le nombre de collisionsdans le volume dx autour de X,
pendart l'intervalle de temps dt, qui donnen desparticules de typei etj dornt les
indicesd'etats quartiquessort i°et j % et dont lesvitessessort dansdc? et dc autour
dec? et de cjo, avec desparametres geonetriquesde collisionsdansd et d" autour
de etde", est

fi(t; x; ¢ i9f; (6 x; ¢ iijojo” o’sin( ) dcdcldxdtd d":
Or la mecaniquequartique theorique permet de determiner une relation, appelee

propriete de symetrie de la sectione cace, qu'on peut ecrire sousla forme

i i@ = e geg® (1.146)
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ou ;; estla degenrerescenceale I'etat i de lI'especei. Cette propriete setrouve dans
l'article [MMG63] et plus precisemmen dansla discussionde L. Waldmanna la n
de cet article, ou bien dansl'article [Wal5§].

On obtient alors en conmbinant lesrelations (1.145) et (1.146)

i 159 %deide; = o o0 11 defdc?: (1.147)
Ainsi, le terme sourcenon reactif se met sousla forme
X x Z )
Si(f) = fof0 1] fif; ”' g gsm( ydcjd d" (1.148)
28 i%Q; 1o
15920

[.9.2 Casdes fonctions du type u; = uC;

Dans cette section, on montre que l'operateur de Boltzmann linearie transforme
une famille de fonctions de type u; = u;C; en une famille de fonctions du méme

type.

En utilisant I'expression(l.147) du terme sourcenon reactif, on met I'operateur de
Boltzmann linearie F;5 de ni en (1.37) a la page41 sousla forme

x x £
F,5 (u) = folu+u  uw u) | i°gsin( )d d'de;; i2S (1.149)
j2s i%20Q;
i51%2Q;

On s'interessalansles sous-sectionsuivantes a chacun desquatre termessuivants

Z
S (1) X X 0 : :
F~ " (u) = fu; :J“ 3°gsin( )d d'dc;; i12S, (1.150a)
j2S i%20Q;
j51%2Q; 7
S (2 X X 0 ;
F~(u) = fou; ”" °gsin( )d d'dc;; 12S;  (1.150Db)
j2s i%20Q;
j51%2Q; 7
S @3 X X 0,,0 :
F> () = frup | ”' 9°gsin( )d d'dc;; i12S, (1.150c)
j2s i%Q;
j31%2Q; 7
s X X _
F>%W) = fou? 1%%sin( )d d'dej; i2S (1.150d)
i
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F, FS @,

Il estsu sant de montrer que chacun desoperateur F,
pos®dela propriete d'isotropie puisquel'on aF;S = F,°> @ +F,

1.9.2.1 Etude du premier terme

On morntre que l'operateur FiS @ transforme une famille de fonctions detype u; =
U C; enune famille du meémetype. On a d'apres(1.1509)

y4
X X
FPOW) = fouC; J1°gsin( )d d"dg
i2s |02Q|
o 129 1
x x £
= £ Ii%sin( )d d"dc,§ iCi:
i2S i%20;
: j!jonj

Or fjo, d'apresl'expressiondonneeen (1.21), est une fonction de

Ci:Cj =99+ Ci:Ci + 29.C;:

En posan
f8 = 1 £%gig+ CiiCi+ 29:C)) + fX(g:ig + Ci:iCi  29:Cy) ;
fin = 3 f2%g:g+ CiiCi+ 20:C))  f2gig+ Ci:Ci  29:Cy) ;

on obtient f = fi+ 8 ouf i estune fonction paire de g et flﬁz) une fonction

imp
impaire de g.

Or fm ,'JJ' 1°g est une fonction impaire de g donc sonintegralesur R® est nulle. On
obtient donc
0 1
X x Z
Fo 0w = 2 §9sin( )d d"dg; uC
i2s |02Q|
2Qj

En n, sionfait unerotation del'espace,commelesproduits scalairesseconseren,
on remarque que l'integrale est invariante. Elle ne depend donc pas de C; mais
uniquemen de C;:C;. Ainsi, FiS m(u) = vi(l)Ci ou vi(l) estune fonction de C;:C;.
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[.9.2.2 Etude du deuxieme terme

On etudie a presen le deuxiemeterme, F,° ® (u). On a d'apres (I.1505

Z
X X
FS@) = fouC; M%sin( )d d"dg;:
i2S i%2Q;
i1%2Q;

Or fjou,-, d'apresl'expressiondonneeen (1.21) est une fonction de

Ci:Cj =99+ Ci:Ci + 29.C;:

En posan
h

f& = 3 £2g:g+ Ci:iCi + 29:Ci)y (g:g + Ci:C; + 29:Cy)

-t fo(g:g+ Ci:Ci  29:C)u(g:g+ Ci:C;  29:Cy) ;

£ )

me = 3 1(9:g+ Ci:Ci+ 2g:Ci)u (g:g + Ci:C; + 29:Cy)

fP(g:g+ Ci:Ci  29:C)u(g:g+ Ci:C;  29:Cy) ;

on obtient f %y = f S + f,(nfz, ou f 2 estune fonction paire de g et flmp une fonction

impaire de g.

Or fl(mzz) ,'JJ' g etf( e | 'J' g sort desfonctionsimpairesde g donc leur integralesur

R3 sort nulles. On obtlent donc

o X x Z )
A OE (FAC + @ g) 9°sin( )d d"dg:
j2S i%2Q;
151920

Le m&meraisonnemen qgue pour le premierterme montre que
X X ‘ ) ij H
fore ,JJ 9°gsin( )d d"dg
i2s |°2Q|
i 2QJ

est une fonction de C;:C;. Il nerestedonc plus qu'a montrer que
* Zf(2 i d d'd
@ g M%gsin( ) g

i2s |02Q|
%2Q;
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estde la forme voulue.

@

On supposeraque lesfonctionsf ' sort analytiques.C'est a dire que les fonctions

imp
fjouj sort analytiques. Dans ce cas,on peut ecrire
@ X .
Fimp = an(g9:g + Ci:C; + 29:C))
"y
= bKl;:::;kggikN— k7g§k2+ ksg§k3+ kgqik4+ k7cék5+ k8q§k6+ kg;
ki;:5ke

oug etG sort les '®Mes composaries desvecteursg et C; pour 2 f1;2;3getou
l'on apose by, ke = 2677 K8 ks (ky+ 101+ Ko)la, + -+ ke =(K1! - & : Ko!). Quandonintegre
apresavoir multipli e par g, lesseulstermesnon nuls sort lestermespairs entous les
g . Il estalors necessairgue lesertiers k7, kg et kg veri ent lesrelations de parites

qui sort resuneesdansle tableau Tab. 1.2

1°"® composarte | 2° composarie | 3° composarte
k7 impair pair pair
kg pair impair pair
Ko pair pair impair

Tab. 1.2 { Relationsde parite pour le deuxemeterme.

On obtient donc une fonction de C2; C3; G4 multipli ee par le vecteur C;. Or cette
fonction est invariante par permutation desC , c'est donc une fonction de C;:C;.
Ainsi, F,° @ (u) = v@C; ou v estune fonction de C;:C;.

1.9.2.3 Etude du troisieme terme
On etudie a presen le troisiemeterme, FiS (3)(u). On a d'apres(1.1500

X X -
F° ) = foulC? %gsin( )d d"dc;:
i2s i%2Q
j31%2Q;
, : P—0—
D'apres|'equation (1.143), on peut ecrire g° =~ ¢+ ¢2b°% ou §° est le vecteur
unitaire de méme direction que g% qui ne depend quede et de", et ¢ estla
constarte de nie par

2
92=m—ij(5i0+|51j0 Ei Ej):
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On en deduit I'expressionde C? suivarte
p
CP=Ci+ (g ¢+ gb):

Ainsi, on peut ecrire

z
X X P -
FS® ) = fOU(C; + Iy (g ?+ g?9) U 1°gsin( )d d"dg:
i2s i%20q;
ji%2Q;

Comme
Ci:Cj = g9+ Ci:Ci + 29:.Cj; )
C2CP= CiiCi+ W(2g:g+ o)+ 2mCiig 2 ¢?+ g*(Ci:p°+ g:gd);

lintegrale
nteg x x Z
fou’ ' 1"gsin( )d d"dg
j2s i%2Q;
:1%2Q;

est invariante par rotation de I'espace.Elle ne depend donc pasdesC mais uni-
guemen de C;:C;.

Pour le terme

Z
X X .
FSO ) = fuly I°gsin( )d d"dg;
j2s i%20Q;
i51%2Q;

on utilise la mémemethode que pour le terme FiS (@ (u). On developpefj"u? en serie
ertiere et on peut ecrire

2k19+ i+ Kog

p——
0,,0 — 2 K19+ K22 K20 + K23 K21 + K24
fru = Carikea 97+ O by b, bs

2k1+ k7+2 ko + K1+ K19

2ko+ kg+2 k11 + K17+ koo y2K3+ ko+2 K12+ Kig+ K21
9> 93

2ka+ k7+2 k13 + k1e+ koo ~2ks+ kg+2 k14 + K17+ koz ~2ke+ kg+2 k15 + k1g+ Koa .
G1 G2 G3 ’

lesseulstermesqui ont une cortribution non nulle apresintegration sort ceux pour
lesquelsles ertiers k, verient les relations de parites resuneesdans le tableau
Tab. .3
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1°"¢ composarte

2° composarie

3° composarie

ks + Kig + Koo impair pair pair
ks + k17 + ko3 pair impair pair
kg + kig + Koa pair pair impair

Tab. 1.3 { Relationsde paite pour le troisiemeterme.

Ainsi, il estpossiblede factoriserle vecteur C; dansl'expressiondefjou?, la fonction
scalaire multiplicatrice etant identique pour chaque composarie et ne dependart
guede C;:C;, on obtient ainsila forme voulue.

Enn, on e ectue le mémedeweloppemen pour le terme

X
S (3 _
F° @) =
j2s i°2Qi
1:i%2Q;

Z Op -
ijUi @+ o2’ .'JJ' OJIO(QJSin( )d d"dg;

en edhangean les rdlesde g et de §° ce qui permet de mortrer que ce terme est
egalemenh de la forme voulue.

Ainsi, FiS (3)(u) = vi(?’)Ci ou vi(3) est une fonction de C;:C;.

1.9.2.4 Etude du quatrieme terme

On etudie a presen le quatriemeet dernier terme, FiS (4)(u). On a d'apres(1.150d)
Z

FiS () =

i2S i%20Q;
1:i920Q;

fouPC? 9% sin( )d d"dc;:

Le meéme raisonnemeh que celui fait dans I'etude du troisieme terme permet de
conclurecar on a la relation

P
Cl=Ci+iyg+im g+ g2°

Ainsi, FiS (4)(u) = vi(4)Ci ou vi(4) est une fonction de C;:C;.

On a donc montre dans cette section que l'operateur F S transforme une famille
de fonctions de type u; = u;Cj, ou u; estune fonction de C;:C;, en une famille de
fonctions du mémetype.
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1.9.3 Cas general

On ne detaillera pas les calculs necessaires la preuve de l'isotropie de l'opera-
teur FS danstoute sa gereralite car ils sort extrememen lourds a ecrire et ne
constituert pas l'objet principal de cette these.On desire uniquemen mettre en
lumiere les mecanismegyui font que cet operateur est bien isotrope, sanstoutefois
y consacrerun trop long chapitre. On exposeradonc sousforme de remarquesles
modi cations a apporter par rapport aux calculsprecdens.

Remamue 1.
Si au lieu de prendre desfonctions du type u;C;, on avait pris desfonctionsdu type
uT;, ou y; estunefonction de C;:C; et T; estune constarte, un vecteurou bien un
tenseurconstruit a partir desvecteursC; et B, lesmémescalculsseraien valables
caril sut desortir le vecteurB desintegralespuisqu'il ne dependquedela position
et du temps.

Remamue 2.

Si les fonctions u; ne dependaient plus uniquemen de C;:C; mais egalemeh de
(Ci:B)?etdeB :B, il faudrait utiliser unedecompsition desfonctionsu; enproduits
de fonctions qui ne dependraient chacune que de C;:C;, de (C;:B)? ou de B :B.
Les mémescalculs permettert alors de conclureen exprimart (C;:B)?, (CEB)? et
(C%B)? enfonction de C;, de g et de §°
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Annexe : Complexi cation et notations k, ? et

Danslesmelangesgazeuxreactifs partiellemert ionises,la presenced'un champ ma-
gnetique provoque une anisotropiedu milieu[FK72]. On introduit danscette annexe
une notation utilisant les nombres complexesqui permet de simpli er les calculs.
Cette simpli cation estessetiellemert due au fait que I'on passede la coordonnee
orthogonaleau champ magretique a la coordonneetransverseen multipliant par le
nombre imaginaire i . On de nira alors une complexi cation des ux et desc -
cierts detransport pour simpli er ala foislescalculset la presemation desresultats.
Cette complexi cation a ete introduite par S. Chapmanet T.G. Cowling [CC7( et
reutilisee par J.H. Ferzigeret H.G. Kaper [FK72], mais on l'utilisera de facon plus
systematique, notammert pour etudier la production d'entropie.

[.L10.1 Anisotropie et complexi cation

On introduit le vecteurdu champ magretique renormaliee B = B =B et lestenseurs
d'ordre deuxM ¥, M ? et M  construits a partir de ce vecteur par lesrelations

MK=B B; M?’=1 BB; M =R(B); (1.151)
ou R est l'operateur qui transforme un vecteur X = (X1;X2;X3)T 2 R%® enla
matrice 0 1

0 X3 X
R(X) = %xg 0 x1§ ; (1.152)
Xo X4 0

On remarqueque la matrice R (X ) agit sur un vecteurY commeun produit vecto-
riel :R(X)Y = X»Y = R(Y)X,ouX etY sort deuxvecteursquelconquege
R3.

Pour un vecteur X 2 R3, on introduit alors trois vecteursX ¥, X 7 et X  de nis
par

XK=MKX: X?=M?X; X =M X: (1.153)

En utilisant lesde nitions (1.151) desmatricesM ¥, M * etM , on peut recrireces
vecteursainsi

XKk=BXB: X?=X BXB:; X =B»X:
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On peut interpreter le vecteur X ¥ commela projection du vecteur X sur la droite
engendee par le champ magretique B, le vecteur X 7 comme la projection du
vecteur X sur la droite orthogonaleau champ magretique B dansle plan engende
par lesvecteursX et B, et le vecteur X commela projection du vecteur X sur
la droite orthogonaleau plan engende par lesvecteursX et B. Cestrois vecteurs
sort alors othogonauxdeux a deux,

XkX?=0 XkX =0 X?X =0 (1.154a)

En consicerart X et Y deux vecteursquelconquesde R3, on obtient de plus les
proprietessuivantes

XKky?=0 XXY =0 X?Y +X Y?=0 X?’Y?=X Y :
(1.154b)

Pour un vecteur X 2 R3, onintroduit alors le vecteur complexeX ¢ 2 C3 par

X=X +X? iX : (1.155)

Le vecteur X ¢ 2 C3 etant donne, il est facile de retrouver le vecteur X 2 R3
correspndart par la formule
X = <(X9); (1.156)

ou R(:) designela prise de partie reelle.On gereralisealorsla de nition desvecteurs
XK X? etX dansle cascomplexeen posar

X*=MEXS XZ=M?X% X°® =M X (1.157)

Un calcul direct permet alors de mortrer les proprietessuivantes.
X&K=xk XP=X? iX ; X=X +iX?=iX%; (1.158)
Xk=X% X?7=<(X®)==(X®); X =<(X®)= = (X); (1.159)

ou =(:) designela prise de partie imaginaire.

[.L10.2 Formulations complexes des ux de transport

En utilisant le formalisme complexedeweloppe dans la section precedere, les vec-
teurs complexesV, €, i 2 S, correspndart aux complexi esdesvitessesde di usion,
semettent sousla forme

X
V.= D{*d + D d? *(@logT)* & (@logT)*’; (1.160)
i2s
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ou l'on introduit les coe cients de transport complexesDi‘J?k, Di‘J??, i;] 2 S, fk et
i2S
| ) )

k k. > . N2 4 il - k _ k. > 2 i .
Di‘=Dy; D =D/ +iDy; = = 7+i,;: (1.161)
De plus, cesvitessesde di usion complexesveri ent la mémerelation lineaire(1.95),
X
iVic= 0 (1.162)
i2S
Les taux de diusion thermique complexes % = ket @ = 7+ veri ent
guarnt a eux lessystemeslineaires
Dck ck — ck. ( Dc? c? — c?.
’ ’ .163
h % ui = 0 h ¢ ;ui = 0 (1163)

A partir de cesde nitions, on obtient apresquelquescalculsune nouwvelle expression
desvitessesde di usion complexi eesV;€, i 2 S,

X X
Ve oD g f@ogn® T Df o+ {@iogT) ¢ (1164)
i2s j2s
On remarqueque les systemeslineaires(l.163) qui de nissert lestaux de di usion
thermique complexessort toujours bien posespuisquele vecteur %, respectivemert

¢?  estdanslimage dela matrice D%, respectivemernt D¢, et le vecteuru estdans
le complemernaire du noyau de la matrice D%, respectivemert D .

On introduit de m&mele vecteurcomplexeQ ¢, correspndart au complexi edu ux
de chaleur. Celui-ci semet sousla forme

X X _
Q= "M@n* (@M p (fd+ TN+ SkeT+E nV;

i2S i2S
(1.165)
ou I'on ade ni lescoe cien ts de transport complexes
Nck = NK. Ne? = N2 + i/\ . (l 166)

Et en utilisant lestaux de di usion thermique complexes,on obtient une nouwelle
expressiondu ux de chaleur complexi e

X X _
Q°=  *@M™* (@M~ p (V™ + PV?)+  SkeT+E nV;
i2S i2S
1.167
avec *= Ket = 7 4] ( )
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Chapitre ||

Le probleme de Cauchy
local pour les plasmas
dissipatifs

Ce chapitre reprend et detaille un article soumisa la revue Mathematial Methads
in the Applied Scienes

Resume

On etudie un systtme d'equationsaux deriveespartielles modelisart les melanges
gazeuxreactifs ionises magnretises et dissipatifs. Dans ce modele, les ux de trans-

port s'ecrivert commedes conbinaisonslineairesanisotropesdesgradierts desva-

riables macroscopiquest cortiennent egalemen les e ets directs du champ elec-
tromagnetique. En utilisant les variables entropiques, on recrit le systeme de lois

de consenation tout d'abord sousune forme partiellemert symetrique consenrative,

puis sousune forme partiellemert normale, c'est-a-dire sousla forme d'un systeme
quasi-lineaire partiellemert symetrique hyperbolique-paralolique. En utilisant un

resultats de Vol'Pert et Hudjaev, on demortre un theoremed'existenceet d'unicite

local en temps d'une solution borneeet reguliere pour le problemede Caudy.
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1.1

Chapitrell Le problemede Cauchylocal pour lesplasmadlissipatifs

Intro duction

Les equations gouwernart les plasmasfroids mono-temperatures a haute densite
peuwvert etre deriveesde la theorie cinetique des melangesgazeuxreactifs ionises
et magretises commeon I'a vu dans le chapitre [I. On etudie maintenant le sys-
temecomplet d'equationsobtenues. Cesequationssedecommsen en equationsde
consenation, expressiongdes ux de transport, relations thermochimiqueset equa-
tions de Maxwell. Il estimportant de remarquerque le champ magretique engendre
une anisotropiedansles ux dediusion demassedansle ux dechaleuret dansle
tenseurde viscosike. En patrticulier, les ux de di usion s'ecrivert commeune com-
binaisonlineaireanisotrope desgradierts desvariablesmacroscopique®t de termes
d'ordre zero dus a I'action desforceselectromagretiques.Concernarn les proprietes
de structure descoe cien ts de transport et de thermochimie, on utilise les hypo-
thesesmathematiquesderiveesde la theorie cinetique du chapitre I et qui sort des
gereralisationsde cellesdesmelangesneutres[Gio99, GM98§].

Les equationsgouwernart les melangesgazeuxreactifsioniseset magnretisesconsti-
tuent un systeme de lois de consenation quasi-lineaire du secondordre. En utili-
sart lesvariablesertropiques, on recrit dansun premier temps le systemesousune
forme partiellement symetrique conserative, puis sousune forme partiellement nor-
male, c'est-a-dire sousla forme d'un systemequasi-lineairepartiellemert symetrique
hyperbolique-paralblique. On utilise le terme partiellemert symetrique par oppo-
sition avec le regime neutre. Le systeme des melangesgazeuxneutres est en e et
completemernt symetrique dans le sensou les matrices de corvection qui couplert
les sous-systmeshyperboliqueset paraboliquessort symetriques [Gio99.

On demortre I'existenced'une unique solution localeentemps au problemede Cau-
chy constitue du systemepartiellemert symetrique hyperbolique-paralolique resul-
tant et de conditionsinitiales regulieres,dansl'espacede Vol'Pert V,(R?). La preuve
utilisee reposesur les resultats de Vol'Pert et Hudjaev concernan le probleme de
Caudy pour lessystemesd'equationsaux deriveespartielles compositessymetriques
quasi-lineaireshyperboliques-paralmliques[VH72].

Lesequationsgouwernart lesmelangegyazeuxreactifsioniseset magretisessort pre-
serteesdansle deuxiemesectionet la forme quasi-lineaire est obtenue dansla troi-

siemesection.Dansla quatriemesection,on etudie un systemeabstrait d'equations
aux deriveespartielles, en particulier la mise sousforme partiellemert symetrique
ainsi que la mise sousforme partiellemert normale. Puis on etablit un theoreme
d'existencelocal pour ce systeme abstrait. Finalemert, dansla cinquieme section,
on applique cesresultats au systemed'equationsaux deriveespartielles modelisart
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1.2

Equationspour lesmelangeggazeuxreactifsionieset magretises Sectionll.2

les melangesgazeuxreactifsioniseset magretises.

Equations pour les melanges gazeux reactifs ionises et
magnetises

Lesequationsregissah lesplasmasdissipatifspeuvent sedecompserenequationsde
consenration, ux detransport, relationsthermochimiqueset equationsde Maxwell.
Cesequationspeuwert etre deriveesde la theorie cinetique desgaz en utilisant un
deweloppemert d'Enskog du premier ordre, ce qui a ete fait au chapitre [l [FK72,
GGO03|.

[1.2.1 Equations de conservation

dansle melange,ny le nombre de molespar unite de volume de la k® espece,  la
massepar unite de volume de la k€ espece, la charge par unite de volume de la
k€ especeet my la massemolaire de la k€ espece.

Lesequationsde conseration de la massedesespecess'ecrivent (1.85a)
@«+@( W+ @F=mdy k2§ (11.1)

ou v estla vitessemacroscopiquedans le melange,F, le ux de diusion dela k®

especeet !  le taux molaire de production de la k¢ esgecepar unite de volume.

L'equation suivante exprime la conseration de la quartit e de mouvemer (1.85d)
@Av)+Q(vv+tp)+@ = g+qgE+J"B; (1.2)

ou estla massetotale par unite de volume, p la pressionthermodynamique, | la
matrice idertit ede R®,  le tenseurde viscosit, q la chargevolumiquetotale, E le
champ electrique, B le champ magretique, g une force externe qui ne depend pas
desespeceset J la densite de courart electriquede nie parJ = j + qv avecj la
densite de courart de conduction.

On introduit I'energiedu uide par unite de massee’ de nie par € = e+ v v=2, ou
e est |'energieinterne par unite de masse.L'equation de consenration de I'energie
(1.859) ecrite en la variable € deviert

@ eH+@Q €+pvl+@(Q+ vVv)= gv+JIE; (11.3)

ou Q estle ux dechaleur.
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Chapitrell Le problemede Cauchylocal pour lesplasmadlissipatifs

[1.2.2 Flux de transport

On a vu au chapitre I/ que l'anisotropie des ux de transport est une desparticula-
rit esdesplasmasdissipatifs lorsquele champ magretique est intense[CC70, FK72,
GGO03. Pour exprimer cette anisotropie, on rappelle quelquesnotations intro duites
au chapitre [I. Pour une presetation plus complete des notations et de diverses
proprietes concernam l'anisotropie, on pourra se referer au chapitre [I. On de nit
le vecteur unitaire B par B = B =B, ou B estla norme du champ magretique B .
Pour un vecteurX deR3, onintroduit lestrois vecteursassaiesaux trois directions
spatiales
XK=(B X)B; X?=X XK et X =B=X:

Cestrois vecteurssort deux a deux orthogonaux,
X?Xk=0 X Xk=0 X?X =0
et de plus, pour tous vecteursX et Y deR3, on alesrelations

XY +X Y?=0 X?’Y’=X Y

D'apres! etude faite au chapitre I, les ux de diusion F3, k 2 S, sort donnespar
Fd= WV k2S5 (11.4)

ou la vitessede di usion dela k® especeVg, k 2 S, a pour expression(1.97)

X
Vi = Dy di+ [(@logT)
S
D} d} + 7(@logT)” + |, (@logT)
%S
D, d + [(@logT)  (@logT)? ; (11.5)
12S

et ou la forcede di usion dela k¢ espgecedy, k 2 S, s'ecrit
1
dy = B[@pk kg &(E +v~B)]: (11.6)

Dans cesexpressionses coe cien ts DEI, D}, et Dy, k;I 2 S, sort les coe cien ts
de di usion multiespeces,les coe cien ts E . et ,,k2 S, lestaux de di usion
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thermique, T la temperature absolueet p,, k 2 S, la pressionpartielle de la k®
espece.La densite de courart de conduction correspndarte j s'ecrit

X
= aV (11.7)

k2S

dont I'expressiondeweloppee setrouve en (1.101).

RemarcLue - Pour lesgaznon ionises, on retrouve les formules classiquesEn e et,
onaD) =D}, D,=0kl2S f= 72, =0 k2S lorsqueles chames
volumiquest, k 2 S, s'annulent. Lesvitessesde di usion Vy, k 2 S, s'ecriventalors
bien [Gio99] X

12s

En revanche,pour le cas general desgazionises, les coe cients de di usion sont
di erents selonlestrois directions spatiales, ce qui est une consequene de l'aniso-
tropie creeepar le champmagretique. De plus, on observequelesforcesde di usion
desespe@sdy, k 2 S, contiennent un terme suppkementaire do a la force electroma-
gretique macrosopique (E + v~B). Enn, bien quele formalisme choisi utilise
le vecteur unitaire B = B =B, on remarue que les vitessesde di usion Vi, k 2 S,
sont regulieres méme lorsquele champ magretique tend vers zero. On etablira ces
proprietesdansles sections suivantesgrace aux proprietesconcernant les coe cients
de transyort.

L'expressiondu ux de chaleur Q estdonneeen (1.107) et s'ecrit

- K k 2 2
Q (@T) (@T) X (@T) X

+p thk + Evk? + ka + kthk; (| |.8)
k2S k2S

ou hy estl'enthalpie par unite de massede la k® espece,lescoe cients ¥, ? et
sort lesconductivitesthermiqueset lescoe cien ts t . et |, lestaux dedi usion
thermique, ou I'on a egalemen distingue lestrois directions spatiales.

Remarque - Cette expressiondu ux de chaleur est compmatible avec celle donnee
pour les gaznon ionises[Gio99]. En e et, lorsqueleschamgesvolumiquesg, k 2 S,

?

sont nulles, on a egalement t = 7, .=0k2Set k= 7 =0. Dapresla
remargue precedente,on obtient quele ux de chaleurs'ecrit alors

X
Q= @T+ (p«+ kh)V

k2S
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De plus, on etablira quele ux dechaleurQ estregulierlorsquele champmagretique
tend vers zero grace aux proprietes descoe cients de transyort.

On rappelle a presen quelquesnotations intro duites dansle chapitre | lors del' etude
des ux detransport. On de nit lesmatricesreellesDX, D?, D et lesvecteursreels
k ?
. par

k . ? ? . - .
Dk = (Dkl)k;lzs' Dr) - (DIZI)k;IZS’ D = (Dkl)k;lzs'

k — k . ? _ ? . — .
- ( k)kZS’ - ( k)kZS' - ( k)kZS'
On rappelle quelesvecteursreels ¥, 7, | veri ent lessystemeslineairessuivants
=Dk K Z+i =(D?+iD ) T+i )

. N N N .
et lescoe cien ts reels™, °7, sort de nis par
Ak~ ko p kTk k.
+ 2 XD

+i% = T+i +B(7+i H)(D*+iD ) T+i )

Le tenseurde viscosie  peut s'ecrire sousla forme
= @vl 1S M S SM )
s(MKSM X M SM )
J(SM ¥+ MKs 2Mm ksMm K
5(M KSM M SM¥); (11.9)

ou lecoe cient estla viscosiie volumiqueet lescoe cients 1, ,, 3, 4€et ssort
lesviscosiesde cisaillemern. Dans cette expressionon a note S le tenseurdestaux
de deformation qui est un tenseursymetrique d'ordre deux a trace nulle s'ecrivant

S=(@v+@v) i@Vl;

etM ¥ M ? etM lesmatricesqui decrivert l'anisotropie dort lesexpressionsort

M=B B; M?=1 B B; M =R(B);
ou R estl'operateur qui transformeun vecteura = (a;; a,; az)" de R® enla matrice
antisymetrique 0 1
0 az a
R(a) = % as 0 alg :
a 0
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On de nit egalemenhlesvecteursRi(a), i 2 C, ou C estl'ensenble f 1; 2; 3g, comme
la i€ colonnede la matrice R (a). C'est-a-dire

Ri(a) = (0;as; a)'; R2(a@)=( as;0;a1)"; Rs(a) = (az; a;0)":

Remarque - Pour les gaz non ionises, I'expression (11.9) du tenseur de visasite
devient
= Q vl S

car lorsqueleschargesvolumiquesy, k 2 S, sontnulles, lesvismsitesde cisaillement
>, 3, 4, 5, Sonttoutes nulles. Le tenseur de visosite s'ecrit alors comme une
combinaisonlineaire dela matrice identite | et du tenseurdestaux dedeformation S.
Dans le cas desgazionises, il s'ecrit commeune combinaisonlineaire de la matrice
identite et de tous les tenseurssymetriques d'ordre deux a trace nulle construits a
partir du tenseurdestaux de deformation S et du tenseurde rotation antisymetrique
R (B) ass@ie au champmagretiqueB et qui dependentlineairementde S. De plus,
le tenseurdevisasite  estregulierlorsquele champmagretiqueB tend vers zero
commeon le verra dansla suite grace aux proprietes descoe cients de transport.

[1.2.3 Expression du terme source chimique

La theorie cinetique du chapitre | est valide quelquesoit le schemareactionnelen-
visage. On consiceren” reactionschimiquesertire lesn® especes,ce qui peut s'ecrire
formellemen sousla forme
X f X b
ke M o M r2 R;
k2S k2S

ou M estle symbole chimique de la k® esgece, /. et 2 lescoe cients st c hiome-

I'ensenble desindicesdesreactions.

Les taux de production moleculairessort donnespar la theorie cinetique a la sec-
tion 1.6.5.5. On obtient

X
=" (o o k2s (11.10)
r2R

ou , estle taux d'avancemeh de la r€ reaction dont la formulation symetrique

[Gi099 est
=K, exph:M i exph’Mi ; (11.11)
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b

ou fet P, lesvecteursstc hiometriquesdirect et inverse,sort de nis par

f— fooa, f \T. b — b..... b \T. .
r— \Udrr-- r)’ r = 1r""’n5r)’ r2R;

et ou le vecteurdespotentiels chimiquesreduits s'ecrit

de reaction symetrique de la r € reaction. On rappelle les de nitions descoe cien ts
stc hiometriques ,, = 2 [, k2 S,r 2 R, et desvecteursst c hiometriques

r= (it ) T2R;

tellesque , = P [etonnoteR = Vectf ,;r 2 Rg, I'espacevectoriel engende
par lesvecteursst ¢ hiometriques , r 2 R. Cette formulation symetrique destaux
d'avancemen est obterue en utilisant la relation de reciprocite fondamerale ertre
les constartes de reaction directe et inverse[VH85] et peut egalemen &tre deduite
de la theorie cinetique [Gio99 commeon I'a vu au chapitre .

[1.2.4 Relations thermo dynamiques

Lesrelations thermodynamiquesobtenuesdansle cadre de la theorie cinetique des
gaz au chapitre | sort valides en dehors de I'equilibre thermodynamique et ont
doncun espacele validit e beaucoupplus grand que cellesclassiquemenintro duites
pour les etats d'equilibre homogeneset stationnaires. Le formalisme obtenu par la
theoriecinetique concide encoreavecle formalismede Gibbs applique aux variables
intensives [Gio9Y.

La massetotale par unite de volume , la chargetotale par unite de volume g et la
pressiontotale p peuwert s'ecrire sousla forme

X X X

= kv 9= G P= P

k2S k2s k2s
ou la pressionpatrtielle correspndart a la k€ especepy, k 2 S, est donnee par la
relation

P« = Ik kT = NgRT;

avecry = R=my et R la constarie desgaz parfaits.
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L'energieinterne totale par unite de massee et I'enthalpie totale par unite de masse
h peuwert sedecompseren
X X X
e= k&, h= khe = k(& + 1T);
k2S k2s k2S

ou g, k 2 S, estl'energieinterne par unite de massede la k® especeet hy, k 2 S,
I'enthalpie par unite de massede la k® espece.L'energieinterne ne depend que de
la temperature et sonexpressionest la suivante
Z
&(T) = & + L ox()d

ou €' = e(T%), k 2 S, estl'energiede formation de la k® especea la temperature
strictemert positive standard TS et ¢,«, k 2 S, estla chaleur speci que a volume
constart de la k® espece.Les chaleurs speci ques a volume constart et a pression
constarte veri ent lesrelations

X X X

G = kGiks G = kCok = k(Cuk + Ti):
k2S k2s k2s

L'entropie par unite demasses s'exprimeegalemeh commeune sommedesernropies
par unite de massedesespecessy, k 2 S, plus preciemen, on a
X
S= k Sk s
k2sS

ou s, k 2 S, estune fonction de la temperature T et de la massevolumique de la
k€ espece i

k

se(T; k) = sg + st

d re log

Tst mk

ou St= pt=(RTS) estla concenration standard, c'est-a-dire la concenration dans
I'etat standardatemperature standard TS et sousla pressionstandardps'. De méme,
on peut exprimer la fonction de Gibbs par unite de masseg selonles fonctions de
Gibbs desespecespar unite de massegg, k 2 S, gracea la relation
X
g= k Ok s

k2S

Ou gk, k 2 S, estdonne par g« = hy  Tsi. Finalemert, on rappelle la de nition du
potertiel chimique reduit de la k® espece ¢ = g«=(RT). La fonction de Gibbs de la
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k¢ especegy, k 2 S, et le potertiel chimique reduit de la k® espece i, k 2 S, sort
desfonctions de la temperature T et de la massevolumique de la k® espece . On
a vu au chapitre [l que I'on peut ecrire

&(T; ) = g(T) + rTlogni;  «(T; &)= k(T)+ - logng;

avecgy, k 2 S, la fonction de Gibbs unitaire dela k® especeet |, k 2 S, le potertiel
chimique reduit unitaire de la k¢ espece.

[1.2.5 Equations de Maxwell

Le champ electromagretique veri e lesquatre equationsde Maxwell

@ E = g="; (1.12)
@-E= @B; (11.13)
@B =0 (11.14)
@B = o(J + "0@E); (11.15)

ou "o estla constarie dielectriquedu vide et la permeabilite magretique du vide.
Il estbien conru que si les premiere et troisiemeequationssort veri eesa l'instant
initial t = 0, ellesle sort a tout instant si les deux autres equationssort veri eesa
tout instant. En e et, en prenart la divergencedesequations(l1.13) et (I11.15), on
obtient

"@@QE)+ \@QJ =0 @@B)=0:
En utilisant I'equationde la charge
@+ @QJ =0

on en deduit que

@@E g=") =0

[1.2.6 Hypothesesmathematiques

On decrit danscette sectionleshypothesesnathematiquesconcernai lescoe cien ts
de thermoelectrachimie et de transport. Ceshypothesessort obtenuesa partir dela
theorie cinetique desmelangesgazeuxionisesdu chapitre | et ne sort passu sam-
mert intuitiv espour &tre devineesempiriquemert.
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On supposeque les especesdu melangesort constitueesd'atomesneutreset d'elec-

d'atomesdansle melange,®, | 2 A, la masseatomique du I® atome, a,, le nombre
de I¢ atomesdansla k® especeet a,o le nombre d'electronsdans la k® especes.De

| 2 A. Finalemert, on de nit commela valeur absoluede la charge d'une mole
d'electrons.

On introduit egalemen le vecteur desmassegnolairesm, le vecteur desmassegar
unite de volume %par

m=(mg:iome)’s %= (1 )T

puis le vecteur deschargespar unite de massez et le vecteur deschargespar unite
de volumeq

G = ka,kZ S.

[1.2.6.1 Hypothesessur la thermo electrochimie

Danstoute la suite de ce chapitre, on supposeraque les hypothesessuivantes (Th -
Thy), deriveesde la theorie cinetique, sort satisfaites.

(Th;) Lesmassesnolairesdesespesmy, k 2 S, et la constantedesgazparfaits R
sontdesconstantesstrictement positives. Lesenemgiesde formation standad
&', k 2 S, etlesentropiesde formation standad s, k 2 S, sont constantes.
Les chaleursspeci ques massiques,x, k 2 S, sont desfonctions Ct de la
temperature T > 0. De plus, il existe des constantesstrictement positives
G etc, tellesqueO < ¢, 6 ¢,«(T) 6 T, pour tout k 2 S et pour toute
temperature T > 0.

(Th,) Lescoe cients st chiometriques [ et 2, k2 S r 2 R, etlescoe cients
atomiquesay, k2 S, | 2 A, sont desentiers positifs. Le nombre d'electrons
aw, k 2 S, estun entier. Les vecteurs atomiquesa;, | 2 A, et les vecteurs
descoe cients st chiometriques ,, r 2 R, verient lesrelationsde conser-
vation h,;ai = 0, r 2 R, | 2 A. Cesrelations expriment la conservation
desatomespour | 2 A et la conservationde la chargepour | = 0 dansla r€
reaction.
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(Tha)

(Th,)

Les massesmolaires atomiquesm, | 2 A, et la massemolaire electronique
By sont des constantesstrictement positives. De plus, les massesmolaires
desespaesmy, k 2 S, sont donneespar lesrelations

X
my = o + Bodko;, k2 S
12A

cesrelations peuventse recrire sousla forme vectorisee suivante

X
m= ®a + Blodo:
12A

On a egalementla relation de proportionnalit e entre la charge desespeaes
par unite de volume g, k 2 S, et le nombre d'electrons de la k® espee,
Gk = aonk, kK2 S, ou estune constantestrictement positive qui repre-
sente la valeur absoluede la chamge d'une mole d'electrons. Cette relation
de proportionnalit e est equivalentea z, = =My, k2 S.

Les constantesde reaction K,, r 2 R, sont desfonctions C! positives de
T>0.

Ceshypothesesimpliquent en particulier les proprietesvectoriellesa, 2 R?, | 2 A,

OuR =

Vectf .;r 2 Rg. De plus, enutilisant la relation donnart la massemolaire et

la chargevolumiquedesespecesdansl’hypothese(Th3z), on endeduit quelesvecteurs
m et z veri ent egalemehm 2 R? et Mz2 R?, ou M estla matrice diagonaledes

11.2.6.2 Hypothesessur les coe cients de transport

Dans cette sous-sectionpn introduit un ensenble d'hypothesesconcernan les coef-
cients de transport qui sort deriveesde la theorie cinetique du chapitre I.

(Try)

Les coe cients de di usion multiespeces DEI, D; et BD, kil 2 S, les
taux de di usion thermique :: . etB ,, k2 S laviswmsite volumique
, les vismosites de cisaillement 1, B 5, 3, 4, B 5 et les conductivites
thermiques X, ? etB  sontdesfonctions C* de (T;%B) pour T > O,
%> 0etB 2 R3, ou B estla norme du champmagretiqueB .

De plus, lescoe cients D'Ql, k;l1 2 S, nedependentpasdu champmagretique
B eton peutectire D}, D/, = B2 }(B?) etD,, = B (B2, ou } et
« sont desfonctions de C! ([0;1 ); R).
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(Tr2)

(Trs)

Les coe cients t k 2 S, ne dependentpas du champmagretiqueB et on

2

peutecrire ;7  «=B2 ?(B?),et , =B ,(B?)ou et , sontdes
fonctions de C! ([0;1 );R).

Le coe cient ¥ ne depend pas du champ magretique B et on peut ecrire

? K= B2& (B?) et = B&(B?, ou& et& sontdesfonctions de
C' ([0;1 );R).
Finalement, on a ; = '1(B?), , = B' y(B?), 3 = B? 3(B?),

4 =
B2 4(82), 5 — B3 5(82) et2, 3 = B4 G(Bz), ou' ,16 6 6,
sont desfonctions de C* ([0;1 );R).

La vissite volumique est une fonction positive et les visasites de ci-
saillement 1, 5, 3, 4, 5, Verient 1+ 4>0, 1+ 3>0et ; 3>0.

Pour %> O et T > 0, lesmatricesAX, A? et A de nies par
2 3 2 3 2 3

TNk kT LAY 27T N T
p S A = 4p
k Dk ? D? D

sont symetriqueset veri ent hAKx;xi > 0 et PA?x;xi > 0, pour x 2 R™*1,
De plus, PAKx;xi = 0 si, et seulementsi, le vecteur x est proportionnel au
vecteur (0;%)T et de méme hA?x;xi = O si, et seulementsi, le vecteur x
est proportionnel a (0;%)". Enn le vecteur (0; %) estdansle noyaude la
matrice A .

[1.2.7 Production d'entropie

L'entropie par unite de masses satisfait I'equation de bilan suivante

ou

X
@ s)+Q(sv)+@ % %kvk = (11.16)
k2sS

est le terme de production d'entropie donne par

X gamy! QV X QT X
5 e Q MV $vk de: (11.17)
k2S k2S k2S
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Le terme de production d'entropie  peut sedecompmseren une sommede termes
positifs et cette propriete estimportante pour de nombreusegaisons: d'un point de
vue thermodynamique, elle montre que le modele macroscopiquesatisfait le second
principe de la thermodynamique, herite du modelecinetique. D'un point de vue ma-
thematique,l'entropie joue egalemen un role certral lorsquel’'on etudie le caractere
bien pos du systemed'equationsaux deriveespartielles resultart. Pour etablir que
le terme de production d'entropie se decommseen une sommede termes positifs,
on utilise lesdi erertes hypothesedaites sur lescoe cien ts de transport et donnees
dansla sectionpreacdere.

En utilisant lesequations(l11.10) et (I11.11), la production d'entropie due a la chimie
serecrit facilemen sousla forme

exph ;M i
exph P;M i

X | X
gkn_]l_k'k = RK, exph ;M i exph’;M i log

k2s r2r

Les hypotheses(Th,) et (Th,) sur la positivite desconstaries R, K, r 2 R, im-
pliguent quele terme de production d'entropie d0 a la chimie est positif.

On traite ensuite le terme de production d'entropie d0 aux e ets de viscosie. Il
s'ecrit
@V =+(@ V)2+ ( 1+ 4) TraceM *SM °M ?SM ¥)

+ 22 2[(TracgM “SM ¥))? + 1(TracgM ?SM 7))

+ 1 2[TracgM *SM *M °SM ?)  L(TraceM ’SM ?))7;

1
T

ou TracgA) represere la trace du tenseurA, M ¥ la projection orthogonale dont
limage est engendeepar le vecteurB et M ? = | M ¥ la projection orthogonale
dont le noyau est engende par le vecteur B . En utilisant I'hypothese(Tr,) sur la
viscosie volumique et sur lesviscosies de cisaillemenn 1, 5, 3, 4, s, il faut
etudier le signedesquartit essuivantes

TraceM “SM M ?SM ¥);  (TracgM *SM ¥))? + (TracgM ?SM 7))
TracgM *SM M ?SM ?)  L(TraceM ?SM 7))?;
pour prouver la positivite de la production d'entropie due aux e ets de viscosie.
Comme cesexpressionssort invariantes par changemen de reperes,on choisit une

baseorthonormee(es; e;; €3) telle que e; est colineaire au vecteur B . Dans ce cas,
on obtient

TracgM *SM °M ?SM ¥) = S}, + Si;;
(TraceM “SM “))?+ L(TraceM *SM 7))? = S, + 1(Sp + S)?
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et
TracgM °SM M ?SM ?)  L(TraceM ?SM ?))2 = 2S5, + 3(Sy  Sua)%

et il estalorsimmediat quela cortribution Ti :@V estpositive et n'est nulle que

Si, et seulemen si, le tenseurdestaux de deformation S est nul.

Finalemert, on montre que le terme de production d'entropie correspndart au ux
de chaleur et aux vitessesde di usion

X QT X
v Q ke —- Pyvi di
T T
k2S k2S
est positif. En utilisant les expressiongI1.5) et de Vi, k 2 S, et Q, on peut
ecrire p X h [

K. Kk :
v ? hA\kXi;Xi""hA\?Xi?;Xi?l ;
i2C

ou
X= 2(@T)N);(dY);(ds), o i2G
= H(@T))(d])(dE), T2 C

En utilisant I'nypothese(Tr3), on obtient immediatemen que le dernier terme de
production d'entropie correspndart au ux de chaleur et aux vitessesde di usion
est positif.

X

[1.2.8 Formulations alternatives

Les equations de bilan decrivant la partie uide (I11.1){(111.3) et les equations de
Maxwell (I11.13) (11.15) ne sort pas sousforme consenative. Les termes sources
cortiennert enparticulier la densite de courart electriqueJ . Cette sectionestconsa-
cree a la discussionde trois di erertes formulations de cesequationsobtenues en
combinant lesequations uides et les equationsde Maxwell.

On de nit I'energieelectromagretique par unite de massee®, le vecteur de Poynting
P et le tenseurdesforceselectromagretique T par

e’ =

N[

("oE E + 1B B);
= LE~B;
B 3("EE+<BB)L

o T

T="E E+1
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En utilisant lesequationsde Maxwell (11.12){(11.15), on obtient I'equationde conser-
vation du momen electromagretique

@"o )P) @T= o J»B; (11.18)
et I'equation de conseration de I'energieelectromagretique
@ S)+@QP= JE: (11.19)

La combinaisonde I'equationde la conseration de la quartit e de mouvemen (11.2)
et de celledela conseration du momert electromagretique (11.18) fournit I'equation
de consenation de la quartit e de mouvemern totale

@ v+ oP)+@(vv+tp T)= g; (11.20)

et la combinaison de I'equation de conseration de I'energiedu uide (11.3) et de
celledela la conseration de I'energieelectromagretique (11.19) donnel' equationde
consenation de I'energietotale

@)+ @[ e€+pv+Pl+@(Q+ V)= gv; (11.22)
ou |'energietotale par unite de massee' estde nie par

€= €+ &= e+jvv+ i ("E E+ B B):

On peut a presem consicerer di erertes equationsde bilan coupleesavec les equa-
tions de Maxwell. Ces systemesproposes sort formellemen equivalerts mais leur
structures mathematiquesdi erern.

Le premier systemecorrespnd aux premieresequationsde conseration du uide
8
2@+ @Q(WM+@QFH=mly; k2SS

>@(v)+@(vv+pl)+@ = g+0qgtE +J~B; (1.22)
@eH+@ €+pv+@Q+ v)= gv+JE:

Une deuxiemepossibilite est la formulation conserative

8

2@+ @(W+@FH=m!y; k2

>@(v+"o P)+@Q (v v+pl T)= g; (1.23)
@A E)+r@QUE+rpV+HPI+@((Q+ V)= gv:
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La derniere possibilite proposeeest une forme intermediaire

8
2@+ Q(W+@FHN=m!y; k2SS

L@ V@ (Vv vep)+@ = g+dE+IB; (11.24)
@e)+Q(e€+pv+Pl+@(Q+ V)= gv:

Le premier systeme (11.22) n'est pas satisfaisan car la matrice Hessiennede s

n'est pasde nie positive.On peut tout de mémeappliquerlesresultatsd'existencede
la sectionl1.4 a cette formulation en consicerart I'entropie mathematiquemodi ee
s+"sEE+B B=,.

La deuxiemeformulation conserative (11.23) est de prime abord attractiv e car, en
I'absencede force externeg, lesequationssort sousforme consenative. Cependar,
cen'est pasd'une grandeutilit e puisquele systemecompletcomprenan lesequations
de Maxwell cortient encoredestermessourcesdans|' equation de Maxwell-Ampere

[1.15), cestermessourcesdependart mémedesgradierts dela solution au traversde
la densite de courart de conductionj . De plus, lescalculscorrespndarts desformes
partiellemert symetriseessort beaucoupplus compliqueset la structure mathema-
tique du systemeresultart estidentique a celle de la troisiemeformulation (I1.24).
Enn, lesformespartiellemert normalescorrespndartes concidert avec cellesde
la troisiemeformulation et conduisen aux mémesresultats d'existence.

C'est la derniere formulation (11.24) que I'on choisira d'utiliser danstoute la suite
de ce chapitre. La matrice Hessiennede I'entropie naturelle s par rapport a la
variable consenative correspndarte ( 1;:::; ; VL,ET;BT; €)' estde nie posi-
tive et les calculs des formes partiellemert symetriseesne sort pas si compliques
gue ceux de la deuxiemeformulation (11.23) car le couplageertre les equationsest
moinsfort. Par abusde langage,on dira quelesvariables , k2 S, v,E,B et ¢
sort les variables conseratives mémesi le systeme ecrit en cesvariables n'est pas
completemern sousforme consenative.

Forme quasilineaire

Dans cette section, on recrit le systtme des equationsmodelisart les plasmasdis-
sipatifs reactifs sousla forme d'un systeme quasi-lineaire d'equationsaux derivees
partielles du secondordre en la variable conserative U.
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[1.3.1 Notations vectorielles

On introduit a preseh une notation compactequi serautilisee danstoute la suite
de ce chapitre. On de nit la variable conserative U par

T
U= %; V;ETBT; & ; (11.25)
et la variable naturelle Z par
T
Zz= % VvhETBTT : (11.26)

Les composartes du vecteur U apparaisseh naturellemert dansle systtmed'equa-
tions aux deriveespartielles modelisart les melangesgazeuxionises et magretises.
Par ailleurs, lescomposartes de la variable naturelle Z sort plus pratiques a utiliser
pour lescalculsdesidertit esdi erertielles.

Les equationsde conseration peuwvent serecrire sousla forme compacte
X X _ :
@+ @+ @c= (11.27)

i2C i2C
ou C estl'ensenble f1;2;3g, F, i 2 C, le ux con/ectif dansla i® direction, F9'ss,
i 2 C, le ux dissipatif dansla i€ direction et ! le terme source.On utilise ici
I'exposart j sur le terme sourcepour indiquer qu'il depend des gradierts des va-
riables macroscopiqueswu travers de la densite de courart |, a causede I'equation
de Maxwell-Ampere (11.15). En utilisant les equationsde consenation (I1.1){([11.3)
et lesequationsde Maxwell (11.13) (11.15), on obtient facilemen quele terme source
I s'ecrit
. T
b= mylgiinme! s ( g+ 0E +J2B)T AJT 05 gV (11.28)
le ux convectif K, i 2 C, estdonne par
T
F= % vVivi+pe” (e B)i(e E)i(€+pvi+R ;  (11.29)
ou les vecteurse;, i 2 C, sort les vecteursde la base canoniquede R3, le ux
dissipatif £, i 2 C, a pour expression
FidiSS - Fidi + Fi’\/iSC; (I |30)
ou Fs¢,i 2 C, le ux deviscosieetF¥ ,i2 C,le ux dediusion sort de nis par

FiViSC = (Ogns; 13013; 035 V)T (11.31)

128



Forme quasilireaire Sectionll.3

et

ou l'on anote ;,i 2 C,lai®ligne extraite du tenseurde viscosie

[1.3.2 L'application Z7!' U

Les ux corwvectifs et dissipatifs sort naturellemert donnescommedesfonctions de
la variable naturelle Z. Dansle but d'exprimer la variable naturelle Z en fonction de
la variable conserative U, on etudie l'application Z 7! U et sonimage.On introduit
lesdeux ensenbles ouverts Oz et Oy de nis par

0,=(0:1)" R® R® R® (0;1)

et

ou f estl'application de (0;1 )™ R® dansR qui s'ecrit

0 1
3
1B u? R +6 1 X NG
f(u) =3 %—”s tM U+ = u?§ e
2 i i=ns+4 0 i=rs+7 i=1

i=1
e’ etant I'energieinterne par unite de massede la i especea la temperature nulle.

Proposition 11.1
En supmsant queles hyptheses(Th;-Th,) sont satisfaites, I'application Z 7! U est
un C' di eomorphismede I'ouvert O; sur I'ouvert convexeOy.

Preuve - II.1 -

De I'nypothese(Th;) sur lescoe cients c,k, k 2 S, on deduit immediatemen que
l'application Z 7! U est de classeC! sur le domaine Oz. De plus, il est rapide
de verier que l'application est injective et surjective sur I'ensenble Oy grace a
la stricte positivite descoe cients c,«, k 2 S, ce qui est suppos dans (Th,). La
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matrice jacobienne@U est donnee par

2 3
s Oz Oz Oz O

VvV u | 03;3 03;3 03;1
@U= Og;ns 03;3 | 03;3 03;1 ;
Ogns O3z O33 | 031

€T vl "ET iOBT o

I'energie uide de la k® espece par unite de masse.Cette matrice est inversible
sur Oz grace a sa structure triangulaire et a I'hypothese(Th;) qui implique que

¢, > 0. On deduit alors du theoremed'inversion globale que I'application Z 7! U
estun C* di eomorphismesur Oy. La corvexite de I'ensenble Oy est nalement
une congequencalirecte de la corvexite de la fonction f , qui est etablie en evaluant
saderiveeseconde.

[1.3.3 Forme quasilineaire

En utilisant la proposition 1.1 et les expressionsdes ux corvectifs et dissipatifs
en fonction de la variable naturelle, on recrit le systeme (11.27) sousla forme d'un
systemequasi-lineairede la variable consenative U.

Proposition 11.2

Les ux conveetifs F(U), i 2 C, sontdesfonctionsC! deU 2 Oy, les ux dissipatifs
Fiss(U; QU), i 2 C, sont desfonctions C' de U 2 Oy et de QU 2 R3(™+10) gt
le terme source 1 (U;j) estune fonction C* deU 2 Oy etdej 2 R3. De plus, le
sysemed'equationsaux deriveespartielles (11.27) peut serecrire sousla forme

X X
@+ [A)+A(U)] @U= @[B; (V) @U]+ (V) (11.33)

i2C ij2c

ou les matrices Ai(U), A?(U), i 2 C, B (V), i;] 2 C, et le vecteur ( U) sont des
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fonctions C* de U 2 Oy. De plus, on a

X
Fs(U; QU) = By (V@U+ F(U) ; i2C;
j2C X
uj)= (V+ A" (VaeY;
>(iZC
AU = @R(V); AU = @F (V) AT (U); i2C;
j2cC

ou les matricesA” (U), i 2 C, sont desfonctions Ct deU 2 Oy.

On obsene une di erencefondamenale enre les melangesneutreset les melanges
ionises.Pour lesmelangesneutres, lestermesdissipatifs FS, i 2 C, sort desconbi-
naisonslineairesdesgradierts et lestermesF?, i;j 2 C, sort nuls [Gi099]. Pour les
melangesonises, lestermesdissipatifs FsS, i 2 C, cortiennert encoredescornbinai-
sonslineairesde gradierts mais egalemeh destermesd'ordre zero que l'on a notes
K7, ;] 2 C, qui sort dus a l'action desforceselectromagrmetiques macroscopiques
sur les especesionisees.De plus, le terme source ! ne depend pas seulemen de la
variable U mais egalemeh du gradiert @QU au travers de la densite de courart de

conductionj apparaissah dans! equation de Maxwell-Ampere (11.15).

Preuve - I1.2 -
On commencepar remarquer qu'il est plus facile de di erencierpar rapport a la
variable naturelle Z que par rapport a la variable conserative U.

En utilisant I'expression(11.29) desvecteursF, i 2 C, et I'hypothese(Th,) concer-
nant la regularite descoe cien ts de chaleur speci que c,«, k 2 S, on obtient imme-
diatemert quelesvecteursF(2), i 2 C, sort desfonctionsC! deZ 2 O;.

En ce qui concerneles ux de dissipation, on ecrit F%ss = F% + Fis¢ j 2 C, et on
traite separemern lesdeux termes.Le premierterme FY correspnd aux termesde
di usion et le secondF"*¢ aux termes de viscosie. Les ux de transport , F2,
k 2 Set Q sescinden naturellement en une sommedes gradierts de la variable
naturelle Z et une sommede termesd'ordre zero. En particulier, on peut ecrire le
terme F* , i 2 C, sousla forme

Moo g @z+F ; (11.34)
ij j '

|
j2c
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ou les matrices Bi‘}i et lesvecteursF?, i;j 2 C, sort de nis par
B =BBB+(; BB)B+R;(B)B; (11.35)
= BBF+(; BB)F +R;(B)FF (E+v+B): (11.36)

Les matrices B", B? et B ont la structure suivante
2 3

T 03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1
B =SB0 Oz Ona Osa Oul: 2fk;?:9: (11.37)

Be;% 01;3 01;3 01;3 B

ee
Lescoe cients correspndart a = k s'ecrivert
BL(A:;%: Dyid;
B(',‘A)e: Dy; 5{ *+21r ;
BYy= (£ *+h)'Dyd;
B, = 2 o (KDY L+ ir
ceuxcorrespndart a =7?
B&;;%: Dy, d;
Ble =Dy, H{7+ir  &Dy{ ;
BZy= ({7 +W)Dyd, { TDyd;
Bl= 2 7+ ((7+nDL A7+
7 { gl +{ Dy 7+TN+({7+h)Dy{
et ceuxcorrespndart a =
B%;%= Dy, Oy
B%e: Dy, 2{ +4r + #&Dg{ ;
Beso= ({7 +N) Dy e+ { "Dy d;
Bee= 2+ (740D, A7+
+ 75 { Dyl +{ D 7+TN+({7+h)Dy{ ;
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ou l'on a introduit lesvecteursr = (rq;:::;rs)7, h = (hy;:::;hes)T et la matrice
diagonalede taille n® n* d, = Diag(ri= 1;:::;rs= rs). De plus, pour allegerles

expressiongie cesmatrices, on a egalemen de ni lesvecteurs{ ¥, { >, { , detaille
n° par

k _ p k. ?2 - p ?. - p . k2 S

{k__kk’ {k__kk’ {k__kk’ J

et les matrices carreesDy;, Dy, et Dy,, detaille n° n® par
k : 2y = 0’ : _ C ke .
(D"I/(a)k;| = Dkl k Is (D‘;))k” - DI’()I k 1y (D%)k;| - Dkl k 1y k,l 2 S

On exprime nalement lesvecteursF*, F¥? et F* sousla forme
h [

1
Fe = 5 FS, O3 O3 Oy F T 2ftk;?;9; (11.38)
ou
F&=Dfz, F¢ =Dz, F, = Dyz
Fe = ({ “+h)'Dgz;
FY = ({7+h)Dyz { "Dyz
Fe = ({7+h)Dyz+{ "Dyz
avecz= (zy;:::,2Zm)

Dansle but d'etudier la regularite du vecteur % (Z; @Z), i 2 C, on prouve queles
matrices Bi‘}i (2),i;j 2 C, et lesvecteursF(2), i;j 2 C, sort desfonctionsC' de
Z 2 Oz. On peut recrire les matrices Bﬁi ,i;j 2 C, sousla forme

Bﬁl =i B? + BiBj(Bk B?)‘F Rij (B)B :

En utilisant leshypotheseqTh;) et (Tr;), on obtient immediatemen quela matrice
B? est une fonction C! de Z 2 O, que la matrice Bx B? s'ecrit B2 ;(2) et
en n quela matrice B secritB »(Z), ou 1(2) et ,(Z) sort desfonctionsC! de
Z2 Oz. CommeB = BB, cesproprietespermettert d'ecrirela relation

Bﬁ' 2)= B’ (@ + BB} 1(2)+R;(B) 22);

qui implique quelesmatricesbi‘j‘Ii (2), i;j 2 C, sort desfonctionsC! deZ 2 O;. De
mé&me,on peut recrire lesvecteursk;, i;j 2 C, sousla forme

= jF’+BB(F* F7)+R;(B)F° (E+Vv-B):
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En utilisant les hypotheses(Th,) et (Tr;), on obtient que le vecteur F** est une
fonction Ct de Z 2 Oz, que le vecteur F*  F*? s'ecrit B2 3(Z) et enn quele
vecteurF® s'ecrit B 4(2), ou 3(2) et 4(2) sort desfonctionsC' deZ 2 O,. Par
conequern, on obtient I'expressionsuivante pour lesvecteursFy, i;j 2 C,

R = i F7(2)+ BiB; 3(2)+ Ry (B) 4(2) (E + v+B);;

qui implique que les vecteursF?, i;j 2 C, sort desfonctions C! deZ 2 Oz. On

deduit alors de cesdeux proprietes de regularite sur les matrices Bd' i) 2 C, et
sur lesvecteursF?, i;j 2 C, queles ux de diusion F (Z, @2), i 2 C, sort des

fonctions C! deZ 2 O; et de @Z 2 R3™*10 et que les matrices @F° 0 2 C,
sort desfonctionsC' deZ 2 O;.
En cequi concerneles vecteursR's¢, i 2 C, on ecrit
: X _ X
pe=  Bc@z avec Bic= B+ B (139
j2c =1

Apresquelquescalculssimilairesa ceux du casdesmelangesneutres,on obtient les
expressionsuivantes pour les matrices B” : B-- , 2f1,2,3,4,5q,i;] 2 C,

2 3
0nS;nS On5'3 Ons;3 On5;3 Ons;l

Ose B, Oss Os3 Os

B! =803 033 0Og3 O35 0s12; 4 2f; 1: 50 (11.40)
Oz 033 033 033 O3
O VTBY, Ous Oz Ou

avec
Bij:v: €i €,
Bi= il+e & Ze e
B2, = 2 jR(B)+ R(e)R(B)R(e)) + 26"R(B)g; I;
B2, =2BB B B Ze g +2R(B)g eR(B) R(B)e e R(B);
B, = 4BBB B+BB I+ ;B B+Bje B+BB e;
B, = 2BBR(B) R(e)R(B)R(e) 2¢R(B)eB B:
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Pour obtenir que les vecteursF"s¢, i 2 C, sornt desfonctions Ct de Z 2 Oz, on
doit seulemen prouver que les matrices BﬁiSC(Z), i;j 2 C, sort desfonctionsC! de
Z 2 Ogz, enutilisant I'expression(11.39) desvecteursRF"s¢, i 2 C. L'hypothese(Tr,)
et l'expression(I1.40) desmatrices B, , B, , 2 11,2,3;4;5g, i;j 2 C, impliquent
immediatemen que les matrices B}jisc, i;j 2 C, sort desfonctionsC! deZ 2 O; et
de B 6 0. Pour prouver que cesmatrices sort desfonctionsC! de Z 2 Oz, méme

lorsquele champ magretique B estnul, on remarquequ'il estpossiblede recrire les

matricesB; , B, , 211,2,3,4;5q,i;j 2 C, sousla forme
1Bij;lv =1 | + € € %ei €

B2, = 2 2yR(B)+ R(e)R(B)R(g) + 2¢'R(B)gj! ;
B+ B = 3 Ze ¢ +2R(B)g eR(B) R(B)e ¢R(B)
+ 4[BiBj|+ B B+ Bje B+ BB eil
+2(3 24)BBB B;

B, = s 2BBR(B)+ R(e)R(B)R(e)) + 26'R(B)e;B B

En utilisant I'nypothese(Tr;), en particulier que 1 ="' 1(B?), »= B' »(B?), 3=
B2 3(B?), 4= B? 4B?, 5=B%5B?,2,4 3= B* 4B?), ou lesfonctions
"1, 2, 3 4 s 6 sort desfonctionsde Ct ([0; 1 ); R), ondeduit quelesmatrices
BX‘SC(Z), i;j 2 C, sort desfonctionsC' deZ 2 Oz, carona

Bij;\,: e €;
1'3”-;1\, ="1(B?) jjl+e & 326 g ;
2Bz, =" 2(B?) 2 jR(B)+ R(e))R(B)R(ej) + 2¢;'R(B)ej | ;
sB?,+ 4B, =" 3(BY) 3B%; ¢ +2R(B)e; eR(B) R(B)e R(B)
+' 4(B?)[BiBjl+ B B +Bigj B+ BB e
2 ¢(B%B;BjB B;
5Bijfv = '5(B? 2BiBjR(B)+ B?R(ei)R(B)R(ej) + 2¢;{'R(B)ejB B :

De plus, en utilisant I'expression(I1.28) du vecteur !, I'nypothese(Th;) sur la
regularite deschaleursspeci ques ¢,.x, k 2 S, et 'nypothese(Th,) sur la regularite
des constartes de reaction K,, r 2 R, on obtient immediatemen que le vecteur

1(Z;j) estunefonction C* deZ 2 O, etdej 2 R®. Quelquescalculs permettert
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d'ecrirele vecteur | sousla forme

. X _
zi=(2+ kB (2az

i2C
ou le vecteur estdonne par
= myl i mel s T L0 gv (11.41)
avec
n #
_ X qq ) .
.= g+ ql+ BX1 D, B B) DAR(B) (E +Vv+B);
k;l12S
1 1 X
= LW o %9 pkB B+D}(1 B B)+D R(B) (E + v+B):
k;l2S

et lesmatrices B® , i 2 C, ont la structure

2 3
0nS;ns On5;3 0n5;3 On5;3 Ons;l
hﬁ;v;% 03;3 03;3 03;3 hﬁ;v;e
Ae = hﬁ;E;% 033 033 033 hﬁ;E;e ; (11.42)
Ogns 033 033 033 031
O1;nS 01;3 01;3 01;3 0

avec
S — BT ? T r nN?4 -
hi;v;%_ = & ZDy0, € ZDyay, ; i
& _ BT ? {7 ? ? ? ? .
Ri.= B2 Dj(L+ne +Djl-el + D%(%Hi)ei + Dy, b

=X - T K T kAr ?2 T2 A T roo.
hi;E;%_"_?]iZD%A)+ei z Dy, dy, + € ZDydy ;

. k k ?
R o= 22" DL+ nef + D (L+njel + |
[
Dy, i€ + Dy (f+re, Dy 'rel :
En ce qui concernela regularite du vecteur ( Z), son expression(l1.41) implique
immediatemen que c'est une fonction Ct deZ 2 O, et de B 6 0, en utilisant les
hypotheses(Th;) et (Try). De plus, lesrelations D7, D}, = B2 7(B?) et D, =
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B .,(B?), k;1 2 S, danslesquelledesfonctions {,, ,, k;l 2 S, sort desfonctions
de C! ([0; 1 );R), permettert de mettre lesvecteurs et ¢ s#ousla forme

_ X &G /D2 ? )
v= g+ ql+ —_— kl(B (Bl B B) DgR(B) (E + v~B);
k;l2S
1 1 X ’ »
= iqv " . Dyl a(BHB B+ ((B)R(B) (E +Vv~B);
k;l12S

ce qui implique que les vecteurs , et g sort desfonctionsC! de Z 2 Oz. On
en deduit alors que le vecteur est une fonction C* de Z 2 O,. En combinant
lesrelations D, D, = B2 2(B?) etD,, = B (B, k;| 2 S, et les relations
donneespar I'hypothese(Try) | t: B2 /(B?), , =B ,(B?, k2 S,dans
lesquelledesfonctions [ et , sort desfonctionsde C* ([0;1 ); R), on obtient que
les matriceshie; , i 2 C, sort desfonctionsC! dez 2 O.

On e ectue a presem le changemeh de variablesZ 7! U pour obtenir les proprietes
du systeme dans la variable conserative U. Les matrices A, A7 , i 2 C, et By,
i;] 2 C, s'ecrivert

A = @F = B @z AY = hf @Z;, Bj = Bij @Z;

ou la matrice jacobi%nne@z estdonneepar

3
I ns;ns 0n5;3 on5;3 0n5;3 0nS;l
v u 1 (0 033 Os1
@Z= Og;ns 033 | 033 0314 ;
Og;ns 033 033 | 03,1
%eredT %VT "TO\/ET ﬁB T %V

ou le vecteur €®? estde ni par €4 = (&9;:::; )T, €89 = g vv=2,k2 S, et
les matriczeshi = @K, i 2 C, ont pour expression

3
Vil poons %e, One:a Oss O
Viv u+ e T (vil + v &) Ons:3 Ors:3 nRe;
R = Osie 033 033 LR(e) Og 7
Og;s 033 R(e) 0s:3 0s:1
vihotT (viv+ he)T 1(erB) (eE)T Vv g
(11.43)
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. P
ou l'on a utilise ¢, = ¢ +R k=M, 1= (re;:rs)T, b= hioohfs Tet
k2S
hf=e +rT,k2S.

En utilisant la regularite desmatriceshi, Jﬁie; ,i2C, Bij ,1;] 2 C, etlamatrice @Z,
on obtient immediatemen que les matrices A;(U), A% (U), i 2 C, B;j (U), i;j 2 C,
sort desfonctions C* de U 2 Oy. La regularite des matrices @F, i;] 2 C, et
A% i 2 C, implique alors que les matrices A%(U), i 2 C, sort desfonctions C' de
U2 Oy.

Existence locale pour un systeme abstrait

Dans cette section,on etudie la symetrisation partielle et les formesnormalespar-
tielles pour un systeme abstrait quasi-lineaire du secondordre. On utilise alors un
resultat d'existenced( a Vol'pert et Hudjaev [VH72] qui s'appliqueau systemecor-
respondart pour en deduire un theoremed'existencelocale.

[1.4.1 Symetrisation partielle et entropie partielle

Les formes symetrisees sort un outil fondamenal pour l'obtention de resultats
d'existence pour les systemes d'equations aux derivees partielles, en particulier
pour les systemeshyperboliques-paraliques[VH72, KS88 Kaw84]. Dansle cadre
dessystemeshyperboliques-paratliquesisotropes,l'existenced'une formulation sy-
metrique consenrative est equivalerte a l'existence d'une ertropie mathematique
[God62, Gio99 Moc8(d.

Danscette section,on gereralisela notion de symetrisation pour lessystemeshyper-
boliques-paralmliques, dans le but d'inclure des ux corvectifs pos®dart despro-
prietesde symetrie plus faibles.On introduit deuxnotions, la symetrisation partielle
et I'entropie mathematique partielle, puis on demorire un theoremed'equivalence
ertre la symetrisabilite partielle d'un systemeet I'existenced'une entropie mathe-
matique partielle.

On consicere un systemequasi-lineaire abstrait du secondordre de la forme

X X
@ + [@FU)tAU)@U = @B (L)@u + (U); (11.44)

i2C ij2C
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directionsde RY. L'exposart  est utilise pour distinguer le systemedu secondordre
abstrait de taille n dans RY du systeme particulier des melangesreactifs
ioniseset magretises(I1.33) detaille n°+4 dansR3. Touteslesquartit esasseieesa
ce systemeabstrait ont un exposart , commepar exemplele vecteurinconru U .
On supposeque les proprietessuivantes sort satisfaitespar le systeme(l11.44).

(Edp;) Les ux deconvection K, i 2 C, lesmatricesA® i 2 C, lesmatricesde
dissipation By , i;j 2 C , etleterme source  sontdesfonctions regulieres
dela variableU 2 Oy .

On introduit a presen la de nition d'une forme partiellemert symetrique pour le
systeme(l1.44) qui gereralisela notion de forme symetrique consenrative donneepar
Kawashimaet Shizuta [KS89.

De nition 1I.1
Soit V 7! U un C' di eomorphismed'un ouvert Oy dansun ouvert Oy . On
considere le syseme ecrit dansla variable V

X h i X h [

R(V)@v + B (V)+R4(V) @V = @ B; (V)@V + € (V); (11.45)
i2C ij 2C

ou 8
> R°= A*@QU; B = A@QU = @F; (11.46)
A

Le syseme (11.45) estdit sousforme partiel lement symetrique si les matrices
B, &,i2C,B;,i;j 2C, verient lesproprietessuivantes(S;-S).
(S1) La matrice B,(V ) estsymetrique de nie positive pour V 2 Oy, .

(S2) Lesmatrices&(V ), i 2 C, sont symetriquespour V 2 Oy .

P
(Ss) LamatriceB (V; )= ¢ Bj(V)ij, 2 ¢*ou ?"estlasptere
unite en dimensiond, verie , XTB (V; ) X> 0, pour X2 R",V 2 Oy
and 2 91,
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Lesproprietes(S;-S;) sort identiquesa cellesdesmelangeseutres.La propriete (Sz)
est une gereralisation desproprietesconcernam les matrices de dissipation pour les
gazneutres.La matrice B n'est pas symetrique dansle casgenreral mais sa partie
symetrique est de nie positive. De plus, on ne fait pasd'’hypothesesur les matrices
Re i2C.

On introduit alorsla de nition d'une ertropie mathematiquepartielle qui estadap-
tee de la de nition d'entropie mathematique proposee par Kawashima et Shizuta
[Kaw84, KS8§|.

De nition 11.2

Soit  (U) une fonction Ct de nie sur l'ouvert convexeOy a valeurs dans R,
est une fonction entr opie partiel le pour le syseme si les proprietes

(E1-E3) sontveri ees.

(E1) La fonction est une fonction strictement convexede U 2 Oy au sens
ou la matrice Hessienneest de nie positive sur Oy .

(E2) Il existe desfonctions reelesCt ¢ (U ) telles que
@ )A=@¢q; i2C; U 20y:

P
(E3) La matrice B (U; ) = ij 2¢ Bi U@ () o i, 2 91 satisfait
XTB(U; )X>0,pour X2R",U 20y et 2 91

On etablit a presen le theoreme d'equivalenceerre la symetrisabilite partielle et
I'existenced'une fonction ertropie partielle pour le systeme(11.44).

Theoreme 11.3

Le syseme peut &tre partiellement symetrise au sensde la de nition .1
sur l'ouvert convexeOy si, et seulementsi, le sysemeadmetune fonction entropie
partielle  sur Oy au sensde la de nition [Il.2. Dans ce cas, la variable qui syme-
trise partiellementle sysemeV s'exprime en fonction du gradient de la fonction
entropie partielleV = (@ )"

Preuve - I1.3 -

On supposedans un premier temps qu'il existe une fonction ertropie partielle
de nie sur l'ouvert corvexe Oy et on de nit la variableV = (@ )'. L'applica-
tion U 7! V estalorsun C' di eomorphismecar Oy est corvexe et la matrice
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Jacobienne@ V = @  estsymetrique de nie positive. On peut alors de nir les
fonctions regulieressuivantes

b(V)=UTV (U) et B(V)=FU)V qg(U); i2C:

En di erencian cesegalitesselonla variable V , on obtient directemert lesrelations
(@b)'=U et(@hb) =F,i2C, graceala propriete (E,). L'utilisation des
proprietes(E;-E,) permetalorsde mortrer que®,= @U = (@V) '= (@ ) *
et = @F = @h,i 2 C, lamatrice &, estainsi symetrique de nie positive
et les matrices &, i 2 C, sort symetriques. De plus, on deduit directemen de
la propriete (E3) que les matrices Bij = B; (@ ) ij2cC,sor tellesquela
propriete (S3) estveri ee.

Reciproquemer, on supposeque le systeme est symetrisable au sensde la de ni-
tion 11.1. Commelesmatrices@U et @F ,i 2 C, sort symetriques et que Oy
est simplemen connexe,il existe desfonctionsb etlh;,i 2 C, de nies sur Oy ,
tellesque(@ b )"=U, (@ b)"=F,i 2 C.On peutalorsde nir lesfonctions

(U)=U'V Db(V) et qU)=F'V g(v), i2C:

En di erenciar cesrelations et en utilisant les proprietes(S;-S;), on etablit facile-
mert que  estune fonction ertropie, queq;, i 2 C, sort les ux asseieset que
lonaV = (@ )"

[1.4.2 Formes normales partielles

Dans cette section,on etudie lesformesnormalespartielles pour le systemeabstrait
(11.44). On supposeraque ce systemesatisfait la propriete (Edp,).

(Edp,) Le syseme (I1.44) admet une fonction entropie partielle sur l'ouvert
convexeOy .

On introduit alors la variable V. = (@ )T, le systeme ecrit en cette variable
est partiellemert symetrique d'apres le theoremelll.3, c'est-a-dire qu'il verie les
proprietes (S;-S3). En introduisart une nouwelle variable W , assaieea un di eo-
morphismed'un ouvert Oy dansOy , et en multipliant le systeme partiellemert
symetrique a gaude par la transpose de la matrice @y V , on obtient un
nouveau systemeen la variable W . On donne a presen la de nition d'une forme
partiellemert normale.
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De nition 11.3

On considere un syseme sousforme partiellement symetrique, au sensde la de ni-
tion I.1, etun C' di eomorphismew 7!V delouvert Oy surl'ouvert Oy . Le
sysemeen la nouvele variable W s'ecrit

X X
A(W)@W + AMW)+A W) @W = @ By (W)@W
i2C iij 2C
+ T (W ;@W)+_ (W); (11.47)

ou Ies coe cients matriciels et vectoriels s'ecrivent

%K = (@V)8&@V), B = (@V)B(@V)
A = @V)YA@V), = (@/F}/)Te;
2a%- @V)AN@ V) T = @@V (@V)Qw:
1)

(11.48)
et satisfont les proprietes (S;-S;).

(S;) Lamatrice A,(W ) estsymetrique de nie positive pour W 2 Oy .
(S;) LesmatricesA, (W ), i 2 C, sontsymetriquespour W 2 Oy .

_ _ P _
(Ss) Lamatrice B (W; )= ,c By(W);, 2 91 satisfait
XTB(W; )X>0 pour X2R",W 20y et 2 91,

Le syseme (11.47) estdit sousforme normale partiel le s'il existe une partition
defl;:::;ngeni = fl;:i;ngg etii = fnygtl;:::;n g, telle queles proprietes
(Nor;- Norg) sontveri ees.

i;j 2 C, ont la structure blac

(Nor;) LesmatricesAy, A", i2C , et B; .
0

i;i 1 0 ei;ii 1 0 1
_ A, 0 _ 0 A — 0 O
_ 0 . e _ i . .
Ao = @A ii; ||A . A= @— @i — eii;iiA ' Bij - — ii;iiA '
Ao A A 0 Bij
L . _ P = iijii d 1 . .
(Norz) La matrlce B (W, )= ac By (W)ij, 2 satisfait

"(W; )X> 0, pour X2R" ", X6 O,W 20y et 2 91
(Norz) Ennotant @ = (@;:::;@)", ona

T (W;@W)= T, (W;@W)";T;; (W; @W)T
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On a utilise la structure blac vectorielle et matricielle induite par la partition de
fl::5;ngeni = fli:;ngg etii = fngtl;:::;;ng. On a par exempleW =
(W W )T

On remarque que I'on a introduit une propriete supplemernaire par rapport a la
de nition d'une forme normale. Elle concerneles matrices Kie, I 2 C, qui sort
nulles lorsque le melangegazeuxn'est pas charge. D'apres|la propriete (Nor;), les
blocs superieursgaudesA, * sort nuls.

On introduit a presen deux proprietes,la propriete d'invariancedesnoyaux et celle
de consistancadesnoyaux, qui gereralisert la propriete d'invariancedesnoyaux pour
le systemedesgazneutres[KS88, Gio99. La conbinaisonde cesdeux proprietesest
une condition su san te pour que le systeme (11.45) puisseetre mis sousune forme
normale partielle.

(Edp;) (Invariance des noyaux) Le noyaude la partie symetrique de la matrice
X

B(V; )= Bi (V)i
i;j2C
note N(B ), nedependni deV 2 Oy, nide 2 91 Onnoteran, sa
dimension.

(Edp,) (Consistance des noyaux) En notant N(B ) le noyaude la partie syme-
trique de la matrice B (V ; ), on a lesrelations

B (VIN(B)=B,"(V)N(B)=0; i;j2C;
N(B)RE(V)N(B)=0; i2C;

c'est-a-dire B; (V)X = 0, X'B; (V) = 0,i;j 2 C, pour X 2 N(B) et
YTRE(V)X=0,i2 C, pour X;Y 2 N(B).

On distingueici lesdeux proprietesd'invarianceet de consistancedesnoyaux, ce qui
n'est pasfait habituellemen lorsquele melangegazeuxn'est pasionise. La propriete
d'invariancedesnoyaux estidertique a celledesmelangesnon ionises.En revande,
la propriete de consistancedes noyaux est plus gererale. Comme les matrices Bij

n'ont pas de propriete de symetrie, le noyau N (B ) doit annuler les matrices Bij

ainsi que leur transposees.De plus, la propriete concernan les matrices &°,i 2 C ,
permet exactemen d'annuler les blocs superieursgaucesA,° ', i 2 C , pour quela
propriete (Nor;) soit satisfaite.
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Dansla suite de cette section,on supposeraque cesdeux proprietessort veri eespar
le systeme (11.45). Dans le but de caracteriser plus facilemen les formesnormales
partielles pour lessystemespartiellemert symetriquesveri ant lesproprietesd'inva-
riance et de consistancedesnoyaux, on introduit desvariablesauxiliaires U° et V°,
dependart lineairemen de U et deV respectivemen. Les matrices de dissipation
correspndart a cesnouwellesvariablesauxiliaires n'ont de coe cien ts non nuls que
dansle bloc inferieur droit de taille n  n, et de plus, les coe cien ts du bloc su-
perieur gaude de taille n, desmatrices& i 2 C , sort nuls. Lesformesnormales
partielles sort alors toutes obtenues de facon equivalerie|et plus facilemen| a
partir de I'equation partiellemert symetrique en Vv °.

Lemme 1.4

On considere le syseme (11.45) qui est partiellement symetrique au sensde la de-
nition [1l.1] d'apresla propriete (Edp,) et on note la fonction entropie partielle
assgieeet V = @ T, la variable symetrisante. On supmse egalementque les
proprietesd'invariance et de consistan@ desnoyaux(Edp;-Edp,) sont satisfaitessur
I'ouvert Oy . On considere par ailleurs une matrice inversible constantede taille n

notee P telle que sesn, premieres colonnesengendent le noyau constant N (B ).
Alors la variable auxiliaire U% = P TU satisfait I'equation

X X
@U° + (AP+ A @U° = @ By@u°® + ° (11.49)
i2C ij2C

ou
( A= PTAMPT 5 A= PTAYPT) 4

(11.50)
BijO:PTBij(PT) 1; 0 = pT

La fonction entropie partielle correspndante est alors la fonctionnelle °(U°) =
(P T U9, etlavariableentropiquepartielle asseieeV° = (@o °)T estdonnee
par Vo= P 1V etverie I'equation

X X
RI@VO+  RH+ARO @V = @Bl@V° + €’ (11.51)

i2C ij2cC
ou (
RO =PRP; RO = PTRAP; A®¥= PTR®P;
B = PTB,P;, €°= pTe:
En particulier, les matrices 8, i 2 C , et les matrices B?, i;j 2 C, sontde la
forme 0 1 0 1
o A 0 0
ge=@ ~ ' A, Bg’=@ A (11.52)
Aiem,l Riem,u 0 BijOn,n
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et la matrice BORI(VS ) = © 0 BYUI(VO) i, 2 91 satisfait la relation
XTBOHI(VE )X > 0, pour X2 R" ", X6 0, V°2Oyo et 2 91 Finalement
la forme normale partielle (I1.47) est obtenuede facon equivalenteen multipliant
I'equation en la variable V (I1.45) par (@ V )" ou I'equation en la variable V°
[1.51) par (G V°)".

Preuve - 11.4 -

L'equation (I1.49) est aissmert obtenue en multipliant a gaude I'equation (11.44)
par P T, ce qui donne les relations matricielles (11.50). Il est alors immediat que
la fonctionnelle °(U°) = ((PT) U?) estl'entropie partielle correspndart a la
nouwelle variable U°. A partir dela de nition V° = (@. °)T et dela formule dela
chane, on etablit ensuitequeV® = P 'V et I'equation (11.51) est obtenue comme
lors du passagede I'equation (11.44) a I'equation (11.45). CommeB® = P B P et
que les n, premierescolonnesde P engendreh le noyau N (B ), on en deduit que
B estdela forme

0 1
go-a® © A
0 BOiiii

et defaconsimilaire, toutes lesmatricesB?, i;j 2 C , et 8%,i 2 C , sort egalemen
de la forme (11.52). De plus, la matrice BOi(VC ), verie XTBOI(VO% )X > 0,
pour X2 R" "o, X6 0,V°2Oyoet 2 91 carlesn n,dernierescolonnesde

P engendreh un sous-espacsupplemernaire de N (B ).

Dansle theoremesuivant, on caracterisecompletemert lesformesnormalespartielles
pour lessystemespartiellemert symetrisablesveri ant lesproprietesd'invarianceet
de consistancedesnoyaux en fonction desvariablesauxiliaires U° et V.

Theoreme 11.5
En conservantles hyptheseset les notations du lemmel|ll.4, toute forme normale
partielle du syseme (11.45) est donnee par un changementde variablesde la forme

W o= (U0 (v (1:53)

ou ; et ; sontdeuxdi eomorphismesde R" et R" "o, respctivement. De plus,
ona

T (W;@W)= 0T, (W;@QW,) "
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Preuve - I1.5 -

La preuve est exactemen la méme que celle de [Gio99 pour les melan_ggsgazeux
neutres,aveclesmémesnotations. On doit seulemenetudier lesmatricesA; ,i 2 C ,
qui sort nulles pour les gaz neutres, mais le traitement est identique a celui des

matric:esEij , ;] 2 C , enutilisant la structure blocs (11.52).

11.4.3 Un theoreme d'existence dans V,(RY)

Le systemequasilineaireabstrait d'equationsaux deriveespartielles du secondordre
(11.44) recrit sousla forme normale partielle peut se decommser en deux
sous-systmesquasilineairescouples,le premier hyperbolique en la variable W, et le
secondfortemert parabolique enla variable W;.

8 X iy —
EAO’@Ni: AT QW+
— i X" i eiii X — it — (11.54)
2A, @W;= ATTHATT QW+ @ B; " @W; +
' i2C ij2c
avec
X i i — = X i — i
i = AT+ ATIN; = Gt Ty (A7 T+ A T)OW;:
i2c i2c

On consicerealorsle problemede Caudy constitue du systeme(11.54) et la condition
initiale

W (0;%) = WiO(x); W (05x) = W,2(x): (11.55)
Cesequationssort consicereesdansle domaineQ ou eststrictemert positif et
Q: = (0;t) RY, pourt > 0. LesinconruesvectoriellesW, et W, sort recherchees
danslesouverts corvexesOy, R" etOy, R" Mo.

On utilisera les espacedonctionnelsde Lebesguel P(RY) dort la norme s'ecrit
Z 1=p
iip= § 0OPdx 5 silep<l;
, y

i Jo1 = supj (X)i;
x 2Rd
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les espacesie Sotolev W, (R?), 16 p6 1, avecla norme

- - X - - - - x - -
i = Jkp 0 dkp = 1@ jgyp
k2[0;] i i=k

et les espacesle Vol'pert V(RY) avecla norme[VH72]
- - . . X . .
V=1 Joa * ] Jio
k2[L:1]

On etend cesde nitions aux fonctions vectoriellesen utilisant la structure eucli-
diennede RY. Graceaux inegalitesde Sololev, on a uneinclusiondesespaceV, (RY)
dansl'espaceW, (RY) pour | > k+ d=2, et par consquen uneinclusion desespaces
W, (RY) dansl'espacede Vol'pert V;(RY) pour | > d=2. Dans la suite, on notera L
une fonction quelconquestrictemert positive et corvexede nie sur lI'ouvert corvexe
Ow = Ow, Ow,, quicrot verslinni lorsqueW tend versun point du bord ni
de Ow .

Le theoremesuivant d0 a Vol'pert et Hudjaev[VH72] montre qu'il existeunesolution
dansun certain domainequi presere la regularite de la condition initiale.

Theoreme 11.6
On supmse que le syseme (I11.54)-(11.55) veri e les hypthesessuivantes,ou | re-
presenteun entier tel quel > d=2+ 3.

(Ex1) Lesconditions initiales W, ° et W, verient sup L (W, °(x); W,%(x)) < +1
x2Rd
et W, % et W,° sont dansI'espace V|(RY).

(Ex,) Lescoe cients matriciels Koi;i, A, By, i;j 2 C, nederendentquede
W, et de W,. Les coe cients matriciels AAY AT P2 C, etles
coe cients vectoriels ;, ;;, dependentde W, , W; et de QW .

(Exs) Lescoe cients matriciels A, (Wi;Wi), Ay (Wi;w;) et B " (wi;wip), iy j 2
C , ont desderiveesjusqua l'ordre | continues par rapport aux variables
w; 2 OWi etw; 2 OW“.

(Ex,) Lescoe cients matriciels A (Wi Wi ), A (Wi Wip ), A (W Wi ), i 2
C , etlescoe cients vectoriels | (wi;wii; ) et ;;(wi;w;; ) ont desderivees
jusqua l'ordre | continues par rapport aux variablesw; 2 Ow, , Wij 2 Oy,
et 2 RY (M no)
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(Exs) Lescoe cients matriciels Koi;i(wi;wii) et A, (wi;w;;) sont symetriques et
de nis positifs pour w; 2 Oy, et w;; 2 Oy,.

(Exe) Lescoe cients matriciels Kii;i(wi;wii; ), i 2 C , sontsymetriquespour w; 2
Ow,, Wjj 2 Oy, et 2 RY (0 no),

(Ex7) Lescoe cients matriciels Ay (Wiiwi), A (Wi; W) etlescoe cients vecto-
riels ; (wi;w;; 0) et ;;(w;; wii; 0) ont desderiveesjusqua l'ordre 1+ 3 conti-
nuesen lesvariablesw; 2 Oy, etw; 2 Oy, .

(Exg) Pour tout ensemblecompact K deOy, = Oy, Ow,, il existe > 0 tel que
pour toute fonction regulierew = (w;; w;;) de RY dansR" a valeur danskK,
on a
Z Z P
(@ )" By " (W(x)) (@ i) dx > (@ )T(@ i) dx;

Rd ijj 2C R i2C
(11.56)

ou ;; estune fonction quelonquede W,H(R%) an  n, composantes.

Alors il existety, 0< tg 6 , tel quele problemede Cauchy (11.54), (11.55), admet
une unique solution (W, T; W, )T de nie sur Q, = [0;to] RY, qui estcontinue ainsi
gue sesderiveesdu premier ordre ent et du second ordre en x et pour laguele les
guantites suivantesrestent nies

sup j(W (1); Wi ()i supL (W 5 W); (1.57)
06 t6 to Qt,
Z,,
Sup j@W (V3 4; i i@, ()i + iwW ()in, d: (11.58)
De plus, deux cas sont possibles: ou bient, = , ou bien il existet; tel quele

theoremeest vrai pour tout to < t; et tel quepour to ! t;, au moins une desdeux
guantites
W (to)igy + W (to)iipy SUPL (W W), (11.59)
Qtg

crat sanseétre bornee, c'est-a-dire quela solution peut etre etendueaussilongtemps
gueles quantites (11.59) restent nies.
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1.5

Theaemed'existencepour les melangesnultiesgcesmagretises Sectionll.5

Theoreme d'existence pour les melanges multiespeces
magnetises

On applique a presen lesresultats de la sectionl1.4/ au systtmed'equationsmode-
lisant les melangesgazeuxmultiespecesreactifsioniseset magretises.On determine
uneforme partiellemert symetrique du systemeen utilisant I'entropie physique,puis
une forme partiellemert normale et on applique le resultat d'existencelocale de la
section/l1.4|

[1.5.1 Symetrisation partielle

Pour lesmelangedoniseset magretises,|'existenced'une fonction ertropie ne fournit
qu'une symetrisation partielle pour le systeme,a causedestermesF?, i;j 2 C, qui
empediernt la symetrisation totale. Cependan, la symetrisation partielle obtenue
serasu sante pour etablir I'existencede la solution.

On commencepar introduire la fonction ertropie partielle  comme l'oppos de
I'entropie physique par unite de volume. Son expressionest donnee par
X 1 X
= kKSk = — k(he  Gk): (11.60)

T
k2s k2s

On prouve dans cette partie que la fonction est une fonction C' strictemert
convexesur l'ouvert corvexe Oy. Il seraalorsinteressan et judicieux de consicerer
l'application U7! V= (@ )".

Proposition 1.7

La fonction de nie sur l'ouvert convexeOy a valeur dans R est une fonction
strictement convexe,au sensou sa matrice Hessienne@ est symetrique de nie
positive.

Preuve - 1.7 -
D'apresl’hypothese(Th,) surlescoe cients c,«, k 2 S,lafonction estunefonction
C! . Ladi erertielle de est

X
d = TCVdT (¢ rd
k2S
et la di erertielle par rapport a la variable naturelle s'ecrit donc
C

@ = 1 S1;iiifms Sps;0p3; 013 013 T
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Onobtient alors@ = @ @Zet@ = @@ )'@Z,

=

_ Loy nyeenn- 1 T T.1pT. .
@ =T O 3VViiinOe 3VVIVTELSBY 1
2 3
My vZu u gred  gred u v ged --oered E ged B gred
%0 T o T2 T T2 o T2 0o CyT?2 o T2
v u,v e vv ol "ov_E v B v
T o T2 o T2 T o T2 0o T2 T2
@ - "oE  ged "oE v "3E_E L "ols "0oE B "oE .
CT2 o T2 o T2 T 0 T2 oT2 7’
B e B v "oB E B B 4 I3 B
0o G2 0 CyT2 0 CyT2 % T2 oT 0 CyT2
eredT VT "OET BT 1
o2 o T2 cyT2 o T2 o2
ou I'on aintroduit la matrice diagonaled), = Diag(ri= 1;:::;rs= ) €t lesvecteurs
%

ged = (efd; e, gfd=¢e vv,k2S.

La matrice @ est de toute evidencesymetrique. On prouve a presem qu'elle est
de nie positive. Soit X = (Xod; X ;% 1% ;%) Quelquescalculs permettert de
mettre X" @ X sousla forme

0 + ! + 1(x XooU V) (Xy  XopU V)
TXEXE OTXBXB T v % \Y %

L h i)
oge Cmr VX B X+ B X% X

XT @ X= X%Td)r/g(%+

+

ce qui implique que la matrice Hessienne@ estde nie positive.

On introduit alors le vecteur desvariablesernropiquesV par

_ 1
T

.
\Y; Gi 3V ViiiiiGe 3VV;VLUETLEBT 1 (11.61)
Proposition 11.8

L'application U 7! V estun C* di eomorphismede l'ouvert Oy sur l'ouvert Oy =

R™° (1 :0).

Preuve - I1.8 -

D'apres la proposition 1.1, on doit prouver que l'application Z 7! V estun C!
di eomorphismede Oz sur Oy. Elle est C' d'apres|'hypothese(Th,) sur les co-
e cients ¢k, k 2 S. L'injectivit e est assuee par la positivite descoe cien ts ¢,
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k 2 S,donneepar I'hypothese(Th;). On prouve ensuiteque I'application Z 7! V est
surjective. Soit V 2 Oy, on de nit

1 V4 1V3 V2
Is= 5 Zs= o L3= oo L= o
5 V5 4 O\/5 3 "OVS 2 V5
" Vik gt sSt+ qitvs V4V, 1 z V_51 7
Zy = my Sexp . + = ow() +Vs d o

Ik 2r¢Vs Mk st

pour k 2 S. Le vecteur V est alors I'image du vecteur Z ainsi de ni. On donne a
presem I'expressionde la matrice @V

2 3
O3 Tl| 033 0Oz3 T—le
@V =803 033 21 Og3 SE 1: (11.62)
Oye O3z O3z — B

0l;ns 01;3 01;3 01;3

e

La matrice @V estdonc une matrice triangulaire superieurepar blocset sestermes
diagonauxsort strictement positifs d'apresl'hypothese(Th;). En utilisant le theo-
remed'inversion locale, on conclut que I'application Z 7! V estun C! di eomor-
phismede I'ouvert Oz sur l'ouvert Oy,.

On etudie a presen les proprietesde symetrie du systemed'equationsaux derivees
partielles modelisart lesmelangesgazeuxmultiespeceseactifsioniseset magretises.
On obtient en particulier une forme partiellemert symetrique de ce systtmeau sens
de la de nition 1.1} par l'utilisation du vecteur desvariablesertropiques V.

Theoreme 11.9
La fonction estune fonction entropie partielle pour le syseme (11.33). De plus, le
changemente variablesU 7! V transformele syseme (11.33) en

X X
Bo(V) @V + A(V) + Bi(V) @v= @ Bj(V)@V + €(V); (11.63)

i2C ij2C

ave (

R Qu; R = AQU; B = A@QU;

e, - B QU | (11.64)
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ou lesmatrices Bo(V), &i(V), B(V), i 2 C, B (V), i;j 2 C, etle vecteur €(V) sont
desfonctionsCt deV 2 Oy. De plus, le syseme (11.63) estsousforme partiellement
symetrique, c'est-a-dire queles matrices B, &, 12 C, et B;, i;j 2 C, verient les
proprietes (S:-S3).

Preuve - 11.9 -

Pour ewaluer les matrices B, &, 8%, i 2 C, et By, i;j 2 C, on utilise les notations
de nies dansla preuwve de la proposition 1.2 concernam le systeme ecrit dans la
variable naturelle Z

X X
Raz+ (B+RY)y@z= @b, @+

i2C ij2C

En e et, il estfacile de calculer cesmatrices en utilisant la variable naturelle Z et
lesrelations

B = @UQ@Z A& =RBR@z, B8 =R@z B8 =Ba@z

ou la matrice @Z s'ecrit

2 3
d[r% V:A]V On5;3 on5;3 dfr%ered

Ose Tl Oss Ogg TV
@Z= 8035 O35 =l 033 TE Z; (11.65)

Ose Oss 033 oI TB

Ops Oy Oz Oz T2

avecd”la matrice diagonalede taille n° n° de nie par d’*= Diag( 1=r1;:::; s=rms)
et v®le vecteur de taille n® donne par v?*= d’u= ( 1=rq;:::; w=rs)"

L'expressionde la matrice &, estla suivante

2 3
dl% V:A) \' Ons;g Ons;3 d‘r’/@
Tl+ VvV Os3z Osz ( T+ oV
B = %| 033 TE , (11.66)
T ol B
Svum
=P ALL e
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ou I'on adeni lescoecients , et par
0 x k ) X k
=u'du= 5 =dd¥= €
k2s 'K x k2s 'K
e= e+ Tvv+ T2+ 2T = r—k(e{()2+ Tvv+ T2+ 2T €
k

k2s

Comme la matrice B, est symetrique, on n'a donne que sa partie triangulaire su-
perieuredroite et on a ecrit\Sym" dansla partie triangulaire inferieuregaude. De
plus, la matrice &, estde nie positive car pour tout vecteur X 2 R™*19 ecrit sous
la forme X = (Xo; %y ;% ;% ;X% )T, on a la relation
XTRo X = T+ (% +"oE) (% + "o%E)
+ T+ %V) (% +%V)+ oT06 + £xB) (% + L%B)

+(Xopt Xy VU+ X €)Td{X00+ X, VU+ X, €):

En consicerart = ( 1; »; 3)" un vecteurquelconquede R3, lesmatrices&;, i 2 C,
sort donneespar
2
dv vV VPV +T% O3 O3 d’h'v
T(v I+v + v) (ht T)v v
on5;3 0n5;3
X + V VV + Thf
Ri i = ; (| |67)
i2c 033 %R( ) ﬁTBA
03;3 TE~
Sym W +2TP

ou on adenit lescoecients , et | par

) X k
h=udh = —h{;
2S r
h=hTdh'+ Tvv+ ¢T?= ﬁ(h{()2 + Tvv+ GT%
k2S

Commepour la matrice Ry, lesmatricesf;, i 2 C, sort symetriqueset on n'a donne
gueleurspartiestriangulaires superieuresdroites, ennotant \Sym" dansleursparties
triangulaires inferieuresgaudes.
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En cequi concerneles matrices 8%, i 2 C, on peut ecrire

X
= @R @z A (11.68)

j2c

ou lesmatrices 8™ , i 2 C, ont pour expression

2 3
Ors e Ors;3 Oz Onis Ors:1
hﬁ;v;"o (r% hﬁ;v;%\/:m v 0Ozz O3 Tzhﬁ;v;e + hﬁ;\,;o £ :/‘ErEd
A = JqiE;E;E oA hﬁ;E NV O3z Og3 Tzhﬁ;E;e+ hﬁ;E ez 12 C
O3 0s:3 033 0Os3 031
o1;nS o1;3 o1;3 01;3 01;1

(11.69)

En utilisant la forme des matrices Bij , 1] 2 C, on decompmse classiquemen les
matrices de dissipation B; , i;j 2 C, enla sommedes matrices de di usion et des
matrices de viscosie, B; = Bf' + B¢, i;j 2 C. En consicerart = ( 1; 2; 3)"
et = (1, 2 3)" deuxvecteursquelconquesie R3, les matrices de di usion, Bi?‘ :
i;] 2 C, sort donneespar

B ;=B B B“+( B B )B”+ "R(B) B ; (11.70)

i;j2C

ou lesmatrices B¥, B” et B ont la structure
2 3
B%;% Oz Oz Owis B%e

Osns 033 033 0Osz O3
Osns O3z O3z Oz Osnds 21fk;?;9: (1.71)
Osne O3z O3z O3z Osn
Beow Oz Oz O3 B

w
"
o |-

ee
Lescoe cients correspndart a = k s'ecrivert

B‘i’(A);%: D"l/(o; B‘i’(A)e = DO‘/(O({ k+ h); BE;%: ({ k+ h)TDOi/(o;
Bse = PT *+ ({ *+h)"Dg({ “+h);
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ceuxavec =7? ont pour expression

B:’?A:;%: DO’/Z; B;?Ane: sz) ({ ?+h) D%{ ; Bg;%: ({ ?+h)TD¢;3 { TD%;
Bie=pPT "+ {7+ Di({7+h) { ™y{ { ™y +h) ({7 +h)Dy{ ;

et ceuxavec =

Buo= Dusi  Boe = Doy ({ 7+h) + Dy { ; Beoo= ({ 7+h)'Dy, + { "Dy;
Bee= PT  + {7+ Dy ({7+h) { ™Dy { +{ ™Dy;({ 7 +h)+({’+h)"Dy{

On obsene alors que les matrices Bﬁi , ] 2 C, ne verient pas les proprietes

classiquesde symetrie (B{' )T = B , i;j 2 C, desque le champ magretique B
est non nul. En e et, les matrices BX, B” et B sort symetriques, les coe cien ts
B B et B B sort desfonctionssymetriquesde et maislecoe cient

TR(B) estunefonction antisymetrique de et . Ainsi, la partie symetrique dela
matrice BY estporteepar lesmatricesB* et B?, tandis quela partie antisymetrique
est portee par la matrice B . Ces proprietes sort compatibles avec les relations
de reciprocite de Onsagercar lescoecients B B et B B sort des
fonctions paires du champ magretique tandis que le coe cient "TR(B) est une

fonction impaire. Les matrices de viscosie Bﬁ‘sc, I;] 2 C, sort donneespar

visc X5
Bi*ij= B(:)+ B () (11.72)
iij2C =1
ou lesmatricesB , B, B2, B3, B“etBs ont lastructure suivante
2 3
0nS;nS 0n5;3 on5;3 on5;3 onS;l
O3e BY(; ) Os3 033 BY(; )V
84 ( ; ) = 03;n5 03;3 03;3 03;3 03;1 ; 4 2f ;o 1i--1; 50
O3 033 O33 0Os3 031
O VIBI( ;) Opz 01z VIBI(; v
(1.73)
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Les expressionglesmatricesB,, B, B2, B2, B et B,5 sort donneespar

B(:) =T

B (; )=T | + % :

B2(;)=T2 R(@B)+R()R(B)R()+2™R(B) I;
B(;)=T28 B BB 2 +2R(B) R(B) R(B) R(B);

B(:)=TB B (I 48 B)+ BB+B B+B B ;
BS(;)=T 28 B R(B) R()R(B)R() 2TR(B) B B :

Les matrices Bﬁ‘sc, i;j 2 C, neverient pas les proprietes classiquesde symetrie
(B}j"sc)T = BY¢, des que le champ magretique B est non nul. En e et, on a les

ji
relations
B(:;)=B(:) B(;)=8(:)" B2(;)= B2(;)h
Bo(;)=82(; )% B )=8B2(:)" Bo(;)= B(;)"
Ainsi, la partie symetrique de la matrice BV¢ est portee par les matricesB , B ¢,
B : et B 4, tandis quela partie antisymetrique est porteepar lesmatricesB 2 et B s.
Cesproprietessort compatiblesavec les relations de reciprocite de Onsagercar les

matricesB , B t, B et B 4 sort desfonctions pairesdu champ magretique tandis
guelesmatricesB 2 et B 5 sort desfonctionsimpaires.

Pour demortrer quelesmatricesB; , i;j 2 C, veri ent la propriete (Sz), on intro duit
lg vecteur X = (xod; % "% 1% T;%)T 2 R™9. En de nissart la matrice BY () =

i 2c B i j; onobtient apresquelquescalculs
XB" ()X=1 (B )’MA'xxi+ (1 (B ))PATxx ; (11.74)

ou on a utilise les notations de I'hypothese(Trs) pour les matrices A et A? et ou
on a introduit le vecteurx = (px;; (X»+ X% h)Td"T, avec d”la matrice diagonalede

obtient la relation XTBY ( )X > 0, pourtout 2 2.0Ondenit ensuitela matrice
BY°() = ,c B i j; eton obtient apresquelquescalculs

IXTB™()X= ( %)*+ (1+ 4) Bx+xB ~ B x+x, B
+ (P 28524 (1 g) (T x)H( 7 K)?; (1175)
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avecx, = X, + X, V. L'hypothese(Tr,) permetalors de conclureque X"B¥s¢( )X > 0,
pour tout 2 2. Cequi montre que la propriete (S3) estveri eepar les matrices
B, i;j 2C.

Finalemert, on obtient immediatemen que les matrices &(V), & (V), B(V), i 2 C,
Bi (V), i;j 2 C, et le vecteur § V) sort desfonctions C* de V 2 Oy en utilisant
le Ct di eomorphismeU 7! V, donne par les propositions[l.1 et 1.8, et la regu-
larit e des matrices et desvecteursecrits en la variable conserative, donnee par la
proposition11.2.

[1.5.2 Variable normale partielle

Danscette section,on etudie une forme normale partielle au sensde la de nition [11.3]
pour le systeme (11.33). On commencepar etablir que les proprietesd'invariance et
de consistancedes noyaux sort veri ees.On determine ensuite une forme normale
partielle et on explicite le systtme sousforme partiellemert normale, c'est a dire
toutes les matrices apparaissah dansle systeme.

Lemme [1.10 P

Le noyau de la partie symetrique de la matrice B(V; ) = = ;,cB;j (V) i j, note
N (B), ne depend ni de la variable entropiqueV 2 Oy ni du vecteur 2 2. On
notera ny sa dimension. Le noyau N (B) est engende par les vecteurs colonnes

De plus, on a

Bi (VIN(B)=8; (V)N(B)=0;, i;j2C; N(B)'R(V)N(B)=0;, i2C:

Preuve - 11.10 -

On commencepar veri er que la propriete d'invariance des noyaux est satisfaite.
En utilisant leshypotheseg(Tr,-Tr3), lesexpressiong11.74) de X'BY ( )X et
de XTBYs¢( )X, on obtient que X"B( )X = O si, et seulemeh si, X, = 0, Xy, est

proportionnel au vecteur u, et X5 = = X, = Bx)x=xB 7?7 =0

Commecesdernieresrelations sort equivalertesa x, = 0, on endeduit queN (B) ne
depend ni du vecteurV 2 Oy, ni du vecteur 2 2 et estengende par lesvecteurs
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On s'interesseensuitea la propriete de consistancedesnoyaux. On obtient alorsim-
mediatemen lesrelations B (V)N (B) = B; "(V)N(B) = 0,i;j 2 C. De plus, en uti-
lisant I'hypothese(Trs) surlesnoyaux desmatricesAk, A? et A |, I'expression(l1.36)
desvecteursF?, i;j 2 C, implique queN(B)TFije = 0, puisqueN(B)’"@ R =0, car
N (B) nedependpasdeV 2 Oy. En utilisant la propriete (Tr3) concernan lesnoyaux
desmatricesde transport, I'expression(I1.69) permetimmediatemen de demortrer

nulles et car la sommede chaqueligne fait appardtre destermes proportionnels a
D*% D?%ouD % De meme,l'expression(I1.68) montre alors que X"&°Y = 0, pour
X;Y 2 N(B).

En utilisant la baseexplicite du noyau N (B), on de nit la matrice P par
2 3
1 01;3 01;3 O1;nS 1 01;3 0

u 0ns 1;3 0ns 1;3 InS 1ns 1 OnS 1;3 0ns 1;1

05 05 05 O3.ps | 05

p— 8081 3.3 3.3 3 1 3.1 ; (11.76)
031 | 033 Oz 1 033 031
o3;1 o3;3 | 03;nS 1 o3;3 o3;1

01;1 01;3 01;3 01;r1S 1 01;3 1

le systeme abstrait faite a la sectionl|ll.4.2, on introduit la variable conserative
auxiliaire U° = PTU et la variable erntropique correspndarte V° = P 'V dort les
expressionssort

W= ETBTY% v, €T

avec%= ( »;:::; )T, et
1 T
Vo= = VVi"ETABTg i guvh 1
D'apresle theoremelll.5, toutes les variables normalespartielles sort de la forme
W= (U); (VD) T, ou Westle vecteurcompose dessept premierescomposartes

du vecteur U% et VO le vecteur compose desn® + 3 dernierescomposartes de V°. On
choisit la variable normale W donnee par

ro Ins T
W= ETBTlog-Z;:::log—1—viT (11.77)
1 1
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Ce choix est guide par dessoucisde simplicite de presemation et de calculs. Tout
autre choix serait bien sr admissibleet donnerait desresultats similaires.

Proposition 11.11
L'application V 7! W estun C' di eomorphismedel'ouvert convexeOy sur l'ouvert
Ow=(0;1) R® R™ 1 R® (0;1).

Preuve - [1.11 -

D'apresles propositions/l1.1 et 1.8, il faut prouver que I'application Z 7! W estun
C! di eomorphisme.Cette application est clairemen C' et on montre a presenm
gu'elle estbijective. Soit un vecteurW 2 Oy. Il faut alorsde nir un vecteurZ 2 Oy
et montrer qu'il est unique. En ce qui concerneles variables du champ electrique,
du champ magretique, de la vitesseet de la temperature, il n'y a pasd'ambigwte;
le choix descomposartes correspndartes de Z est unique

Zis+10 = Wis+107  Zpsser = Was 2 [1;3];
Zpsizr = Wis ; Zpsse = Wisier 2 [1,3]:

En ce qui concerneles variables des massesdes especes,elles doivert verier les

relations
X
Zi = Wq; Z = (Z' expWe: )™ 26 k6 e

k2s

Commel'equation

X
Zi+  ZT exp(Wesk=ry) = W
k=2

admet une unique solution strictemert positive, on en deduit que I'application Z 7!
W est bien bijective. Un calcul direct permet ensuite de donner une expressionde
la matrice jacobienne@W,

2 3
1 u’ 013 O16 O1;1
Os1 Osrs 1 Og3 les Osi1
@W=18 “u d Os 13 Os 16 Op 117: (11.78)
031 Oz 1 l3a 036 Os1
Br—Brm—T—"Frs—"5rs 1
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avecd,,la matrice diagonalede taille n° n° de nie par d,= Diag(r,= 2;:::;s= rs).
La matrice @W estinversible et soninverseest donne par
2 3
iﬁ O16 iﬁV;%T O3 011
LV;% O 16 d(r% iV(r% V;% Os 13 O 11
@Z=905; O Oz 1 I3:3 031 £ (11.79)
Os1  les Os;ns 1 Os;3 Os;1
o1;1 01;6 01;r1S 1 01;3 1
avecV?= ( ,=ry;:::; s=Iys)'. En utilisant le theoremed'inversionlocale,on conclut

que l'application Z 7! W estun C' di eomorphismede Oz sur Oy.

Dans le but de separer les variables hyperboliques des variables paraboliques, on

blocs matricielle et vectorielle induite par cette partition. On a en particulier W =
(W Wi, ou

W= ;ETBT (11.80a)
correspnd au vecteur desvariableshyperboliqueset

ry s T
Wi = log-Z;:::;log—r— v, T (11.80b)
1 1

au vecteur desvariablesparaboliques.

Theoreme 11.12
Le changementde variablesV 7! W transformele syseme (11.63) en

A,@W + X Kﬁﬂie @W = X @B@W +T+ ; (11.81)
i2C ij2C
avec
g Ao = (@R (@V); B = (@V'Bj (@V);
A= (@Va@y, = @v'e (11.82)
- @UWR@Y: T = @@VTB (@V)QW:

iij 2C
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ou les matrices Ag(W), Ai(W), AT(W), i 2 C, By (W), i;j 2 C, etle vecteur (W),
sont desfonctions Ct deW 2 Oy et le vecteur T (W; @W) estune fonction Ct de
W 2 Oy etde @W 2 R3™+10)  De plus, le syseme (11.81) estsousforme normale
partielle, c'est-a-dire que les matrices Ay, Al, i 2 C,Bj,i;j 2C, etleveteur T
veri ent les proprietes (Nor;-Nors).

Preuve - 11.12 -

La preuve de ce theoremeest une application directe du th eoremell.5. On donne
donc uniquemen les expressionsdes matrices Ag, Ai, i 2 C, et By, i;j 2 C. Les
blocs de la matrice A, s'ecrivert

3
1 fy 0/
= O3 01-3 *V/?° Op 13 O 11

2
%
Kg — g "?0|3 033 z' —ii;ii g TI?’ 03;1 z: (||.83)

Sym %I B =%
En consicerart = ( 1; 2, 3)', un vecteurquelconquede R3, lesmatricesA;, i 2 C,
sort donneespar
2 3
v 01;3 01;3 01;r1S 1 — T 01;1
033 —+R() Ogins 1 O35 031
X K _ 03;3 03;nS 1 03;3 03;1
ii= ,
i2C (d'% iV:A) V:/[)V % —V[% Ons 11
g nR
T T
Sym -V
(1.84)
avec%= ( 2:::; ).

En cequi concerndesmatricesB; , i;j 2 C, on utilise la decompsition desmatrices

Bi.i;j 2 C, pour ecrire BIJ = BS' + BV'SC, i;j 2 C.Ennotant = (1} 2 3)"
et = (1 2 3)" desvecteursquelconquesde R3, les matrices de di usion Eg' ,
i;] 2 C, sort donneespar
X —=di —k ) _
— ! T .
Bij ij=B B B +( B B )B + 'R(B) B; (11.85)
iij 2C
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ou les matricesﬁk, B’ etB ont la structure blocsdonneea la propriete (Nory). Un
calcul explicite fournit alors I'expression
2

= il

B = 2ftk;?;9; (11.86)

O3;nS 1 03;3 03;1

- |-

Ee;% 01;3 Ee;e
ou lescoe cients correspndart a = k s'ecrivert
Byoo= | DEIT;
Buy, = | DI(E{ “+ 20);
Blos= ({ “+ 30'DLIT,
Beo= £ “+ (5 20Dl 4 30

ceuxavec =? sort donnespar

B’ 2 T.
Bogo= | Dy |

—?
Bye = | Dyp(F{ 7+41  #Dy{ ;
—2

Be;%= (T_lz{?"'%r)TDOZ T_lz{ TD% lT;
=7 2 2 2 2
Bee = &+ (72{ "+ #N'Dy (F={ "+ 1)

2L Dyl +{ Dy ({ T+TO+({7+TN™Dy{ );
et ceuxavec =  par

R — T.
Bogoi= 1Dy, |

=) 2 2 .
Bye = | Dy (72{ “+ 1N + D {
Bey= (720 +4nN™Dy + { Dy 1T
Bee= 75+ (52 T+ 70 Dy (7 T+ 1)

+ 750 { Dy{ +{ D +T+({7+TNDg{ );

ou I'on aintroduit la matrice rectangulairel de taille (n® 1) n° de nie par blocs
parl = [Op 11 lns s 1]. LESmMatricesde viscosie E};'SC, i;] 2 C, sort donneespar

X

—Visc

_ X
Bi ij= B(;)+ B (; ) (11.87)
ij 2C =1
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ou lesmatricesB , B, B* B°, B" et B ont la structure donneea la propriete
(Nor,) et veri ent
3
L O 11 O 13 O 12
_4 —
B(, ):?g Og;nsl Bé(, ) 03;12, 4 2 f; 1,--:, 50 (”88)
01;r1S 1 01;3 0

Les expressionsle cesmatrices sort donneespar

B,(;) =

B/(;)= I+ 2

BS(; )= 2 R(B)+R()R(B)R()+2TR(B)

BS(;)=28 B BB 2 +2R(B) R(B) R(B) R(B)
B(;)=B B (I 48 B)+ B B+B B+B B ;
B (;)= 28 B R(B) R()R(B)R() 2'R(B) B B:

Finalemert, on obtient immediatemen que les matrices Ao(W),A; (W), ALi2C,
Bij (W), i;j 2 C, etlesvecteurs ( W), T (W; @W) sort desfonctionsC' enutilisant
le Ct di eomorphismeV 7! W et la proposition|11.9.

Proposition 11.13
Le syseme (11.81) peut se decomposer selonle vecteur des variables hypertoliques

W et Ie vecteur desvariablesparaloliguesW,; en deuxsous-systmescouples.

|| X —||

E A, @QW,; = @W; +

—|||| %c —ii;i  —eii;i X —ii;ii — (”'89)
§ @w;; = ATHATT @W+ @ By @Wi + ij;

i2C ij 2¢
ou
_ _ X e||| —iii — — — X —eiijii —ii;ii
Pi= A7+ AD@N;; = it T (A7 7+ AT)@W;:
i2C i2C

Le premier syseme est quasilineaire hyperolique symetrique en la variable W, et le
second quasmnealre fortement paratnllqueen la variable W;. De plus, les coe cients
matriciels Ay (W), Aq' (W), A (W), A (W), A7 (W), i 2 C, et B" "Ww), i:j 2
C, sont desfonctions Ct de W 2 Oy, et les coe cients vectoriels (W;@W.i) et
“i(W; @W;) desfonctions Ct deW 2 Oy et de @W; 2 R3(™+3)
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Preuve - [1.13 -
La preuve est une application directe du theoremell.12.

[1.5.3 Theoreme d'existence

On appliqgue nalement le theoremelll.6 au systeme modelisart les melangesmul-
tiespecesreactifsioniseset magnetises pour obtenir un theoremed'existencelocal.

Theoreme 11.14 (Existence locale)
On considere le probkemede Cauchy constitue de I'equation (I11.89) dansR®

8 —i;i X —i;i —
E Ay @QW; = AT QWi+
i2C
—iijii _ % —iiji —eii;i X —ii;ii — . ”'89)
2 Ay @W; = AT+HATT QW+ @ By @Wi + ij;
) i2C ij2C
et de la condition initiale
W(0;x) = Wo(x); x 2 R% (11.90)

ou W22 V|(R?), | > 9=2, infgs °> Oetinfgs T®> 0.

Il existealors un tempsty > 0, tel quele problemede Cauchy (11.89), admet
une unigue solution W = (W;T; W; )T avee W(t;x) 2 Oy de nie sur le domaine
Qi = [0;tg] R3, continue dansQ, ainsi quesesderiveesdu premier ordre ent et
du second ordre en x, et pour laquele les inegalites suivantessont veri ees

Mk

.. P P . . A
sup j (1), + log¥-(t) +  (vi@)i+iEi®§+iBi®)i) + iT@®)j < +1;
066 tg k=2 1 | i2C

inf (t;x)> 0 inf T(t;x) > 0

Qto QIO
sup  j@ (b)j, 1+ j@Ei(V)j, 1+ i@Bi(t)j , <+1;
06 t6 to i2C
Z tO Iﬁ I'k 2 P ) 2 ) 2
@lOQ%( ) + J@vi()iy 1+ 1@T()iy 1+
0 k=2 1 | 1 i2C #
Ik 2 P
K Y . 22 .
log—+;() + 0 Vi )i HITC )i, d < +1:
k=2 1 I+1 i2C
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De plus, soit ty est aussi grand que I'on veut, soit il existeun tempst; tel quele
theoremeest vrai pour tout to < t; ettel quelorsquety ! t;, la quantite

- - X]s rk - -
i ()i +  log—5(to) T (to)izy
k=2 1 )gn
+ jiVi(tO)jiz;l + jiEi(tO)jil;l + jiBi(tO)jil;l ; (11.91)
i2C

ou la quantite Supg,, 1=T n'est pas bornee.

La preuve de ce theoremereposesur I'etude theoriquequi a ete e ectueea la sec-
tion et enparticulier surle theoremed'existencelocalepour le systemeabstrait
11.6 [VH72]. Il faut uniqguemen veri er les nombreuseshypothesesde ce theoreme
apres avoir de ni la fonction L par L(W;W,;) = 1= + 1=T. De plus, on prouve
queinfgs (t;x) > Otant quela quartit e (11.91) reste nie, c'est-a-dire que seulela
temperature T peut atteindre la borne de Oy .

Preuve - [1.14 -
On consicere dans un premier temps que la viscosiie volumique est strictemert
positive et non pas positive ou nulle (Tr,).

On denit la fonction L par L(W;W,;) = 1= + 1=T. Comme on suppose que la
condition initiale W° verie W° 2 V{(R?), infgs ° > 0 et infgs T? > 0, on obtient
immediatemen quela propriete (Ex;) estveri ee.La propositionI1.13 implique clai-
remen quelesproprietes(Ex-Ex) et (Ex;) concernan la regularite desmatrices et
desvecteurssort satisfaites.De plus, lesproprietes(Exs-Ex) concernan la symetrie
desmatricesAy , A, etA, i 2 C, sort obteruesen utilisant les proprietes(S;-S,)
du theoremell.12.

Pour montrer que la propriete (Exg) est satisfaite, on consicere une fonction ;; de

WL(R®) ecritesouslaforme ;= % T T T avec %2 R™ ! indexeapartir de
2, C'estadire quel'on a %= ( °2/° ;)T v2 R3et T2 R.Encequiconcerne
la partie di usiv e desmatricesE:j"”, i;j] 2 S,on obtient apresquelquescalculs

Co X
i il
@08 "M(@n=2 A e BT oA
ij2C k2C
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ou lesvecteurs ¥ et ? sort de nis par

X
<= Be @
%C
? — d.
k= (e BeB)ex@ "
i2C
.
avecle vecteur  deni par 9= I ;0T o( % T)inin T (et T)

et ou la famille (eq; e,; €3) estla basecanoniquede R3. On utilise alors I'hypothese
(Trs) sur les proprietes de positivite des matrices Ak et A”. Comme la deuxieme
composarte du vecteur 9 estnulle, 9 n'est proportionnel au vecteur (0; %) que
si 9= 0, cequi permet d'obtenir lesinegalites

X . X 2 2
@n)'8j " (@ > (@ N+ ex(@ ")
ij 2C k2C
X° X ol 2 o 2
+ (@ )+ e(@ ()
I=1 k2C
etenn [
X T—dl ,II,II . T:2 >(]S . %2
(@ i) By (@i)> i@ 'i*+ j@ J° ; (1.92)
ij 2C =2
uniformemen pour W dansun compactde Oy . Concernan la partie visqueusedes
matricesE:j"”, I;j 2 C, on obtient la relation
X iapeiiei P 2 . P 2
@u)'B"@i=7r e@" +42 e(@") 3(@")"
ij2C i2C i2C
" 2 2 P #
P P
2 (@) + e (@Y) 2 ee@Y)(@Y)
i2C i2C ij,2C "

P
+1rs " Be(@")+B@ "€
2C

P
 (Be(@")'+B @ Vel
j2C
Pour mortrer que cette quartit e est minoree,on utilise l'in variancepar changemen
de reperesorthonormeset on choisit un repere orthonorme (e;; e;; e3) tel queB =
e;. On obtient alorsla relation

X T TVisciiiii _ V2 “.4h 2 J

(@ i) B; (@ i) = +(@ ")+ (Sp)° (Sw)
irj2C h i

%1; 3(511)2"'% 711(522 533)2"'( 823)2 ;
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