
�>���G �A�/�, �i�2�H�@�y�y�y�y�d�9�9�9

�?�i�i�T�b�,�f�f�T���b�i�2�H�X���`�+�?�B�p�2�b�@�Q�m�p�2�`�i�2�b�X�7�`�f�i�2�H�@�y�y�y�y�d�9�9�9�p�k

�a�m�#�K�B�i�i�2�/ �Q�M �k�e �L�Q�p �k�y�y�9

�>���G �B�b �� �K�m�H�i�B�@�/�B�b�+�B�T�H�B�M���`�v �Q�T�2�M ���+�+�2�b�b
���`�+�?�B�p�2 �7�Q�` �i�?�2 �/�2�T�Q�b�B�i ���M�/ �/�B�b�b�2�K�B�M���i�B�Q�M �Q�7 �b�+�B�@
�2�M�i�B�}�+ �`�2�b�2���`�+�? �/�Q�+�m�K�2�M�i�b�- �r�?�2�i�?�2�` �i�?�2�v ���`�2 �T�m�#�@
�H�B�b�?�2�/ �Q�` �M�Q�i�X �h�?�2 �/�Q�+�m�K�2�M�i�b �K���v �+�Q�K�2 �7�`�Q�K
�i�2���+�?�B�M�; ���M�/ �`�2�b�2���`�+�? �B�M�b�i�B�i�m�i�B�Q�M�b �B�M �6�`���M�+�2 �Q�`
���#�`�Q���/�- �Q�` �7�`�Q�K �T�m�#�H�B�+ �Q�` �T�`�B�p���i�2 �`�2�b�2���`�+�? �+�2�M�i�2�`�b�X

�G�ö���`�+�?�B�p�2 �Q�m�p�2�`�i�2 �T�H�m�`�B�/�B�b�+�B�T�H�B�M���B�`�2�>���G�- �2�b�i
�/�2�b�i�B�M�û�2 ���m �/�û�T�¬�i �2�i �¨ �H�� �/�B�z�m�b�B�Q�M �/�2 �/�Q�+�m�K�2�M�i�b
�b�+�B�2�M�i�B�}�[�m�2�b �/�2 �M�B�p�2���m �`�2�+�?�2�`�+�?�2�- �T�m�#�H�B�û�b �Q�m �M�Q�M�-
�û�K���M���M�i �/�2�b �û�i���#�H�B�b�b�2�K�2�M�i�b �/�ö�2�M�b�2�B�;�M�2�K�2�M�i �2�i �/�2
�`�2�+�?�2�`�+�?�2 �7�`���M�Ï���B�b �Q�m �û�i�`���M�;�2�`�b�- �/�2�b �H���#�Q�`���i�Q�B�`�2�b
�T�m�#�H�B�+�b �Q�m �T�`�B�p�û�b�X

�J�Q�/�û�H�B�b���i�B�Q�M �/�2 �K�û�H���M�;�2�b �;���x�2�m�t �`�û���+�i�B�7�b �B�Q�M�B�b�û�b
�/�B�b�b�B�T���i�B�7�b

�"�2�M�D���K�B�M �:�`���B�H�H�2

�h�Q �+�B�i�2 �i�?�B�b �p�2�`�b�B�Q�M�,

�"�2�M�D���K�B�M �:�`���B�H�H�2�X �J�Q�/�û�H�B�b���i�B�Q�M �/�2 �K�û�H���M�;�2�b �;���x�2�m�t �`�û���+�i�B�7�b �B�Q�M�B�b�û�b �/�B�b�b�B�T���i�B�7�b�X �J���i�?�û�K���i�B�[�m�2�b �(�K���i�?�)�X
�1�+�Q�H�2 �S�Q�H�v�i�2�+�?�M�B�[�m�2 �s�- �k�y�y�9�X �6�`���M�Ï���B�b�X ���i�2�H�@�y�y�y�y�d�9�9�9�p�k��



Th�esepour l'obtention du titre de

DOCTEUR DE L' �ECOLE POLYTECHNIQUE

Sp�ecialit�e : Math�ematiquesAppliqu�ees

pr�esent�eeet soutenuepar

Benjamin GRAILLE

Mo d�elisation de m�elanges gazeux
r�eactifs ionis�es dissipatifs

Jury

Gr�egoire ALLAIRE (Examinateur)
Laurent DESVILLETTES (Rapporteur)
Vincent GIOVANGIGLI (Directeurde th�ese)
Brigitte LUCQUIN (Examinateur)
Marc MASSOT (Examinateur)
Jean-Michel ROQUEJOFFRE (Rapporteur)

le 9 novembre 2004





Remerciements

Je tiens en premier lieu �a remercier tr �es chaleureusement Vincent Gio vangigli ,
mon directeur de th�ese,qui a su m'accordertout le temps et toute l'attention dont
j'avais besoin.Il m'a toujours accueilli danssonbureauavecpatienceet gentillesse.
Sonaide m'a �et�e pr�ecieusetant sur le plan scienti�que que sur le plan humain. Son
enthousiasmeet son optimisme �a toute �epreuve m'ont permis de toujours prendre
plaisir �a aborder les nouveaux probl�emeset son exigencescienti�que a �et�e tr �esfor-
matrice et enrichissante.

Laurent Desvillettes et Jean-Michel Roquejoffre ont imm�ediatement accept�e
d'être les rapporteurs de cette th�ese,malgr�e un emploi du temps tr �es charg�e, et
je leur en suis profond�ement reconnaissant. Je me permets�egalement de remercier
Laurent Desvillettes dont lesremarquablescours�a l'ENS deCachan ont sansau-
cun doute inspir�e mon orientation verslesMath�ematiquesAppliqu�ees.Gr�egoireAl-
laire , Brigitte Lucquin et Marc Massot m'ont fait l'honneur de participer au
jury. Je suissensible�a leur pr�esenceet les en remercie.

J'ai eu la chance d'e�ectuer ma th�eseau Centre de Math�ematiques Appliqu�ees
(CMAP) de l' �Ecole Polytechnique, un laboratoire extrêmement accueillant et cha-
leureux dont les multiples �equipesde recherche cohabitent en harmonie.

Je porte une attention sp�ecialeaux trois secr�etairesdu laboratoire, Jeanne,Liliane
et V�eronique,qui contribuent pour unegrandepart �a la bonneambiance,quecesoit
par l'organisation de pots ou par leur rapidit �e �a r�esoudretous les probl�emesavec
le sourire. J'aimerai �egalement remercierSylvain qui m'a toujours apport�e tout le
soutieninformatique dont j'avaisbesoinainsi queNatacha et Robert quej'ai souvent
d�erang�esla derni�ereann�eepour desprobl�emesde Fortran.

Je souhaiteciter �a pr�esent Florian avec qui il a �et�e tr �esagr�eablede travailler pour

3



le monitorat et Fr�ed�eric et Karima que j'ai appris �a connâ�tre lors du Canum en
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Intro duction

Cette th�eseest consacr�ee �a l' �etude de m�elangesgazeuxr�eactifs dissipatifs partiel-
lement ionis�es. Nous �elaborons pour de tels m�elangesdesmod�elesmacroscopiques
d'�equationsaux d�eriv�eespartielleset nouse�ectuons diverses�etudesmath�ematiques
puis quelquessimulations num�eriquesdansdi� �erents contextes.

L'ionisation des m�elangesgazeuxr�eactifs est un ph�enom�ene abondamment �etudi�e
actuellement tant du point devue de la mod�elisationphysiquequede l' �etudemath�e-
matique ou de la simulation num�erique.Lesplasmasr�eactifssont ene�et desmilieux
qu'il est important d'apprendre �a mâ�triser qu'ils noussoient impos�es,commedans
le casde l'ionisation devant le nezd'une navette rentrant dansl'atmosph�ere,ou que
l'on chercheau contraire �a lesutiliser pour r�esoudredesprobl�emesscienti�ques et in-
dustriels, tels quela stabilisation desammes pauvresou encorele d�epôt chimiqueen
phasevapeur pour fabriquer des�lms minces.Nous noussommesint�eress�esdurant
cette th�eseaux trois versants de ceprobl�eme,la mod�elisation, l' �etudemath�ematique
desmod�elesobtenus et la simulation num�erique.

Cette th�eseestdoncform�eede trois parties, la premi�ereconstitu�eedu chapitre I cor-
respondant �a la mod�elisationdesm�elangesgazeuxr�eactifsionis�essoumis�a un champ
�electromagn�etique.La seconde,o�u nous�etudionsmath�ematiquement diversmod�eles,
regroupe leschapitres I I et I I I. Dans la derni�erepartie, form�eedu chapitre IV , nous
e�ectuons quelquessimulations num�eriques.Nousavonsessay�e de rendrechacunde
cesquatre chapitres formellement ind�ependant desautresen rappelant lesnotations
et leshypoth�esesconsid�er�ees.

La partie mod�elisation a consist�e �a d�eterminer les �equationsmacroscopiquesr�egis-
sant lesm�elangesgazeuxr�eactifspartiellement ionis�es�a partir d'un mod�elemol�ecu-
laire de type Boltzmann. L'objectif est de prendre en compte desm�elangespartiel-
lement ionis�es d'esp�ecespolyatomiquesainsi qu'un nombre arbitraire de r�eactions
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chimiques entre cesesp�eces,dans un cadre monotemp�erature et sansmicropolari-
sation. S. Chapman et T.G. Cowling se sont int�eress�es aux m�elangesbinaires de
gazmonoatomiques[CC70] et J.H. Ferzigeret H.G Kaper ont ensuitecompl�etement
�etudi�e le cas des m�elangesmultiesp�ecesmonoatomiquesnon r�eactifs [FK72]. Ces
auteurs ont montr �e qu'un champ magn�etique intenseengendreune anisotropie du
milieu qui setraduit par une anisotropiedescoe�cien ts de transport.

Pour d�eriver desmod�elesmacroscopiquesdu mod�elemicroscopique,nouse�ectuons
un d�eveloppement de Enskog �a l'ordre z�ero et �a l'ordre un, en consid�erant les inter-
actions �electromagn�etiquesentre les particules ionis�eeset en distinguant deux cas
selon l'in tensit�e du champ magn�etique. Cette analyseasymptotique nous permet
d'obtenir les�equationsmacroscopiquesaux r�egimesd'ordre z�ero et d'ordre un, ainsi
quedesexpressionsdesux de transport et lesrelations thermochimiques.En cequi
concerneles coe�cien ts de di�usion, leurs expressionssousforme de crochets int�e-
graux selonchaquedirection spatiale font intervenir destermes qui n'apparaissent
pasdans[FK72]. Nousdonnons�egalement pour la premi�erefois la structure desma-
trices de di�usion multiesp�eces.Pour les coe�cien ts de viscosit�e, nous distinguons
classiquement la viscosit�e volumiqueainsi quecinq viscosit�esde cisaillement �a cause
del'anisotropie.Nousexprimons�egalement cescoe�cien ts sousformedecrochetsin-
t�egrauxet nousdonnonslespropri�et�esde positivit �e associ�ees.A notre connaissance,
c'est la premi�ere fois que cespropri�et�esnon intuitiv esdescoe�cien ts de transport
sont expos�eestant pour la partie di�usiv e que pour la partie visqueuse.A l'aide
de cesderni�eres,nous �etablissonsensuite la positivit �e de la production d'entropie
macroscopique.

Nous nous int�eressonsen�n �a l' �evaluation descoe�cien ts de transport par la r�eso-
lution de syst�emeslin�eaires.Nous�etudions la structure de cessyst�emeslin�eairesde
transport et la convergencedesm�ethodesit �erativesde r�esolution.Nousend�eduisons
une expressiondescoe�cien ts de transport sousla forme de s�eriesconvergentes.

Concernant l' �etudemath�ematiquedesdiversmod�elesobtenus,nousavonsd�etermin�e
la structure dessyst�emesd'�equationsaux d�eriv�eespartielles obtenus en utilisant les
propri�et�esdesym�etrie et nousenavonsd�eduit desth�eor�emesd'existenceet d'unicit �e
desolutions.A.I. Vol'Pert et S.I. Hudjaev ont �etudi�e la r�esolutionlocaledu probl�eme
de Cauchy dans un espacede fonctions r�eguli�eres pour des syst�emescomposites
hyperboliques-paraboliquesd'�equationsnon-lin�eaires.Ils appliquent notamment leur
th�eorie au syst�eme d'�equationsd'un uide visqueux compressibleet �a celui de la
dynamique des gaz [VH72]. S. Kawashima s'est int�eress�e �a l'existence globale en
temps et �a la stabilit �e asymptotiquede solutions r�eguli�eresdu probl�emede Cauchy
pour uneclassede syst�emesquasi-lin�eairessym�etriqueshyperboliques-paraboliques.
Les syst�emesqu'il consid�ere ne tiennent pas compte de ph�enom�enesnon isotropes,
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ni de courant de conduction, ni de r�eactionschimiques entre les esp�eces.Il montre
en particulier que les solutionsconstantes sont asymptotiquement stablesen temps
pour depetites perturbations �a l'instant initial et il appliquecesr�esultatsau syst�eme
de Navier-Stokeset aux �equationsdesuides conducteursen pr�esenced'un champ
�electromagn�etique [Kaw84]. V. Giovangigli et M. Massot ont �etabli des r�esultats
de stabilit �e asymptotique dans le casdesm�elangesgazeuxr�eactifsnon ionis�esavec
des m�ecanismesr�eactionnelsquelconques[GM98a]. Ils consid�erent �egalement des
m�elangesr�eactifs de gaz polyatomiquesdilu�esen d�es�equilibre vibrationnel complet
et prouvent le caract�ere bien pos�e du probl�eme de Cauchy local en temps pour
des conditions initiales r�eguli�eres [GM98b]. V. Giovangigli s'int�eressepar ailleurs
aux �equations des m�elangesgazeuxqui sont localement �a l' �equilibre chimique et
d�emontre des r�esultats d'existenceglobale en temps et de stabilit �e asymptotique
autour des�etats d'�equilibre constant [Gio99]. En�n, V. Giovangigli et M. Massotont
plus r�ecemment �etudi�e desm�elangesr�eactifsdansla limite des�equilibreschimiques
partiels pour distinguer les r�eactionslentes desr�eactionsrapides[GM04].

Nous avons �etudi�e dans les chapitres I I et I I I deux mod�elesde m�elangesgazeux
r�eactifs ionis�es.

Le premier mod�ele est celui obtenu dans le chapitre I pour les m�elangesionis�es
dissipatifs soumis�a un champ �electromagn�etique. A notre connaissance,ce type de
mod�elen'a jamais �et�e �etudi�e et poss�edeune structure inhabituelle. En e�et, les co-
e�cien ts de di�usion multiesp�ecesdes m�elangesnon ionis�es sont isotropes, tandis
queceuxde notre mod�elesont di� �erents selonchaquedirection spatialeo�u pour un
vecteur donn�e, les trois directions sont celle parall�ele au champ magn�etique, celle
orthogonaleau champ magn�etique dans le plan engendr�e par le champ magn�etique
et ce vecteur et la direction orthogonale aux deux pr�ec�edentes. Ces ux di�usifs
contiennent aussides termes d'ordre z�ero. Par ailleurs, le tenseur de viscosit�e fait
intervenir tous les tenseurssym�etriques construits �a partir du tenseurdes taux de
d�eformation et de la matrice de rotation antisym�etrique associ�eeau champ magn�e-
tique. En�n, notons �egalement que le terme sourcedu syst�emeobtenu contient des
termes lin�eairesen les gradients des variables macroscopiquesqui proviennent de
la pr�esencedu courant de conduction dans l' �equation de Maxwell-Amp�ere. En uti-
lisant les variables entropiques, nous r�ecrivons le syst�eme de lois de conservation
tout d'abord sousune forme partiellement sym�etrique, puis sousune forme partiel-
lement normale, c'est-�a-dire sousla forme d'un syst�eme quasi-lin�eaire compos�e de
deux sous-syst�emescoupl�es, le premier sym�etrique hyperbolique et le secondforte-
ment parabolique.Le syst�emefortement paraboliquen'est pasquali� �edesym�etrique
car, d'une part, les termesconvectifs contiennent des termesnon sym�etriques pro-
venant directement descontributions d'ordre z�ero desux di�usifs et, d'autre part,

13



les termes dissipatifs ne sont pas sym�etriques. Ce d�efaut de sym�etrie est dû aux
relations de r�eciprocit�e de Onsagerqui imposent de changer le champ magn�etique
en son oppos�e lorsque l'on e�ectue une transposition et les termes impairs en le
champ magn�etique sont donc anti-sym�etriques. Une di�cult �e associ�ee�a l'anisotro-
pie est d'�etablir la r�egularit�e des coe�cien ts du syst�eme d'�equationsaux d�eriv�ees
partielles lorsque le champ magn�etique tend vers z�ero. Cette r�egularit�e est �etablie
grâceau comportement asymptotiquedescoe�cien ts de transport lorsquele champ
magn�etique tend vers z�ero obtenue au chapitre I. Nous d�emontrons en�n un th�eo-
r�emed'existencelocaleen tempset d'unicit �e d'une solution born�eeet r�eguli�erepour
le probl�emede Cauchy en utilisant un r�esultat de A.I. Vol'Pert et S.I. Hudjaev.

Le secondmod�ele,que nous�etudionsau chapitre I I I, est un mod�elede plasmaam-
bipolaire, obtenu �a partir des�equationsdesplasmasg�en�eraux lorsquela longueurde
Debye tend vers z�ero. Celui-ci est un mod�ele quasi-neutreo�u la densit�e de courant
de conduction est prise nulle. Dans le cadrede cette approximation, il n'y a pasde
champ magn�etique et le champ �electriqueest �elimin�e grâce�a la contrainte du cou-
rant nul. Le champ �electriquepeut alorss'exprimersousla formed'une combinaison
lin�eairedesgradients desvariablesmacroscopiqueset lesux detransport r�esultants
s'expriment �a partir de nouveaux coe�cien ts de transport e�ectifs. Pour �etudier la
limite lorsquela massede l' �electron tend vers z�ero, nous utilisons une formulation
molaire des�equationset nous�etablissonsla r�egularit�e descoe�cien ts de transport
e�ectifs vis-�a-visde la massedel' �electron.Nous�etablissonsqueles�equationsgouver-
nant cemod�elepeuvent s'�ecriresousune forme sym�etrique en utilisant lesvariables
entropiques. Lesmatricesde dissipation correspondantes satisfont la propri�et�e d'in-
variancedesnoyaux et le syst�emed'�equationsaux d�eriv�eespartielles peut être �ecrit
sousforme normale, c'est-�a-dire sousla forme d'un syst�emecomposite sym�etrique
hyperbolique-parabolique.La structure de cesyst�emeest la mêmequecelleobtenue
pour lesm�elangesgazeuxr�eactifsnon ionis�esenprenant le soindemodi�er convena-
blement les termessourceschimiqueset/ou les matrices de di�usion. La nouveaut�e
est apport�eepar la massede l' �electronqui est consid�er�eecommeun param�etre de ce
syst�emedestin�e �a tendre vers z�ero. Nous �etablissonsun r�esultat d'existencelocale
pour un syst�eme avec un param�etre, puis, en utilisant des estimations uniformes
en ce param�etre, nous obtenonsl'existenceglobaleet la stabilit �e asymptotique des
�etats d'�equilibre ainsi que des estimations de d�ecroissanceuniformes par rapport
au param�etre et la continuit �e par rapport �a ce param�etre. Nous d�emontrons alors
que,pour lesplasmasambipolaires,la solution globaleest continue par rapport �a la
massede l' �electron lorsquecelle-cis'annule.

Pour la partie simulation num�erique,nousavonscalcul�e desammes ionis�eesplanes
et �etir�eesd'un m�elangehydrog�ene-air.Cesammes sont un parfait exemplede m�e-
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langegazeuxr�eactifset l'ionisation dansles ammes est un th�emede recherche tr �es
actif dans le contexte actuel des pr�eoccupations environnementales et le souci de
r�eduire les�emissionsde polluants lors de la combustion. Danscebut, les industriels
cherchent �a utiliser des ammes pauvresen combustible qui �emettent peu de pol-
luants, maisdont l'inconv�enient majeur estd'être di�ciles �a allumer puis �a stabiliser.
Un moyen de stabilisation envisag�e actuellement est le bombardement de la amme
par des ions. Nous avons �eprouv�e des di�cult �es pour obtenir les donn�eesthermo-
chimiques et les donn�eesde transport pour toutes les esp�ecesionis�ees.L'ionisation
dansune amme d'hydrog�enea assezpeu �et�e �etudi�eeet il en est de mêmepour les
ammes d'hydrocarbures.En particulier, la seuler�eaction d'ionisation intervenant
pour l'hydrog�ene

H3O+ + E � H2O + H;

est tr �esmal connue.En cequi concernele calcul de amme dem�ethanepar exemple,
c'est encorepire car la plupart desdonn�eesthermochimiquesdesions carbonn�esn'a
pas�et�e �evalu�ee,notamment pour les ions CH +

3 , C3H +
3 et C2H3O+ .

Nous e�ectuons des simulations num�eriques de ammes planes laminaires et de
ammes laminaires �etir�eesd'un m�elangesionis�e hydrog�ene-air, pour lesquellesles
�equationsconsid�er�eesne font apparâ�tre qu'une seulevariable d'espace.Nous utili-
sonsune m�ethode de Newton modi� �eepour r�esoudreles �equationsdiscr�etis�eespar
di� �erences�nies sur une grille adaptative. Pour �evaluer les propri�et�es thermochi-
miqueset les propri�et�es de transport, nous avons recours�a des librairies externes
CHEMKINII pour la thermochimie [KMJ80, KRM89] et EGLIBpour le transport
[EG94, EG95, EG96, EG97]. Nous obtenonsdes structures de ammes planesty-
piques d'un m�elangehydrog�ene-air et nous observons que l'impact de l'ionisation
pour l'hydrog�eneest faible. Nous obtenonsaussidesstructures de ammes �etir�ees
pour un �etirement fort et pour un �etirement faible, l'ionisation de la amme modi-
�an t �egalement peu cesstructures.

Nousenvisageonscertainessuites�a cetravail tant du point devuedela mod�elisation,
de l' �etude math�ematiqueque dessimulations num�eriques.

Il serait extrêmement souhaitable,dansun premier temps,d'�evaluer num�eriquement
les coe�cien ts de transport pour les m�elangesionis�es magn�etis�es. Ces d�eveloppe-
ments pourraient conduire �a l' �ecriture de modules que l'on ajouterait �a la librairie
EGLIBet qui prendraient en compte l'ionisation et/ou l'anisotropie provoqu�ee par
le champ magn�etique.

Il serait par ailleurs envisageablede simuler des ammes ionis�eesmultidimension-
nellespar la m�ethode des�el�ements �nis, en utilisant desexpressionsdescoe�cien ts
de transport valablespour les m�elangesionis�es.On pourrait par exemplee�ectuer
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dessimulations de l'ionisation dansune amme laminaire de type Bunsen.

Il serait �egalement tr �es int�eressant de g�en�eraliser le mod�ele obtenu �a partir de la
th�eoriecin�etique desm�elangesgazeuxr�eactifs ionis�es �a desmod�elesmultitemp�era-
tures. Pour cetype de mod�ele, les fonctionsde r�epartition �a l'ordre z�ero desesp�eces
lourdeset des�electronssont desmaxwelliennesdont les temp�eraturespeuvent être
di� �erentes [CF67, LD98]. Il serait alors possibled'obtenir desexpressionsde coe�-
cients de transport|ainsi qu'une chimie|m ultitemp�eratures et �eventuellement de
les �evaluer num�eriquement. On en d�eduirait les hypoth�esesmath�ematiquessatis-
faites par cescoe�cien ts a�n d'e�ectuer une �etude despropri�et�esde sym�etrie des
mod�elesmacroscopiquesobtenus pour �etablir desr�esultatsd'existencede solutions.

La stabilit �e asymptotique des �etats d'�equilibre constants pour les m�elangesr�eac-
tifs ionis�esmagn�etis�esdissipatifs est �egalement un sujet de recherche qu'il faudrait
aborder. La structure du syst�emeobtenue au chapitre I I ne permet pasl'application
des th�eor�emes[Kaw84, GM98a, Gio99]. En e�et, en consid�erant un �etat d'�equi-
libre constant avec un champ �electromagn�etique et une vitessenulle, les matrices
de convection �a l' �equilibre poss�edent une partie antisym�etrique. Pour obtenir des
th�eor�emesde stabilit �e asymptotique, il sera donc n�ecessaired'�etablir de nouvelles
estimationsa priori.

En�n, un autre axederechercheest la d�etermination de l'existenced'une solution au
probl�emed'onde pour lesammes ionis�eesplaneset �etir�eessanschamp magn�etique.
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Chapitre I

Th�eorie cin�etique des
m�elanges gazeux
polyatomiques ionis�es

Ce chapitre reprend et d�etaille un article paru dansPhysica A, volume 327 (2003),
pages313{348.

R�esum�e

On s'int�eresseaux m�elangesgazeuxr�eactifs partiellement ionis�esen pr�esenced'un
champ �electromagn�etique en partant d'une �equationde Boltzmann g�en�eralis�eecom-
prenant un terme sourcevalide pour un m�ecanismer�eactionnelquelconque.On �etu-
die le d�eveloppement de Enskog de cette �equation et on obtient les �equationsde
conservation macroscopiquespour les r�egimesd'ordre z�ero et d'ordre un, ainsi que
les expressionsdesux de transport et descoe�cien ts de transport. On �ecrit sous
forme de crochets int�egraux les coe�cien ts de di�usion perpendiculaire/transverse,
de di�usion thermique et de viscosit�e de cisaillement et on introduit une nouvelle
d�e�nition destaux dedi�usion thermique,cesnouvellesexpressionsser�eduisant aux
expressionshabituelleslorsquele champ magn�etiqueestnul. On �etudie lespropri�et�es
de positivit �e desmatrices de di�usion multiesp�eceset on montre que la production
d'entropie macroscopiqueest positive. On s'int�eresseen�n �a la structure math�e-
matique des syst�emeslin�eairesde transport qui doivent être r�esoluspour �evaluer
les coe�cien ts de transport. En particulier, on exprime tous cescoe�cien ts sousla
forme de s�eries convergentes, cess�eries fournissant par troncature des coe�cien ts
approch�espr�ecisutiles pour lesmod�elesnum�eriques.
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ChapitreI Th�eorie cin�etiquedesm�elangesgazeuxpolyatomiquesionis�es

I.1 Intro duction

On observe un int�er̂et grandissant pour la th�eorie cin�etique des m�elangesionis�es
r�eactifs.Le sujet poss�edeene�et denombreusesapplications,notamment lesplasmas
froids hautes densit�es utilis�es dans les laboratoires, les �ecoulements de gaz �a tr �es
hautesvitesses,lesph�enom�enesderentr �eed'objets dansl'atmosph�ereset lesammes
ionis�ees.

L'application d'une m�ethode d'Enskog aux gazpartiellement ionis�espermet de mo-
d�eliser les plasmas�a haute densit�e et bassetemp�erature [FK72, Rai87]. Les e�ets
du champ �electromagn�etique sont d�ecompos�es en deux contributions di� �erentes.
Lorsque deux particules sont �a des distancesinf�erieures�a la longueur de Debye,
leur interaction est mod�elis�ee par une collision tandis que lorsque la distance est
sup�erieure �a la longueur de Debye, leur interaction se fait grâceau champ �electro-
magn�etique moyen cr�e�e par cesparticules [FK72]. Pour la validit �e de ce mod�ele, le
nombre de particules setrouvant dansune sph�erede diam�etre la longueurde Debye
doit être grand et le rayon cyclotron et la longueurd'onde desondes�electromagn�e-
tiques doivent être sup�erieurs �a la longueur de Debye. Pour les gaz partiellement
ionis�es,l'op�erateur appropri�e est l'op�erateur de collision de Boltzmann avecdespo-
tentiels d'�ecran[CF67]. Pour le casparticulier desgazcompl�etement ionis�es,on peut
�egalement utiliser l'op�erateur de Fokker-Planck qui fournit desr�esultats quasiment
identiques [FK72]. L'op�erateur de Fokker-Planck peut en e�et être obtenu �a partir
de l'op�erateur de Boltzmann en passant �a la limite pour descollisions rasantes et,
pour la plupart des particules, les collisions multiples impliquant de faibles forces
sont statistiquement �equivalentes �a des successionsde collisions binaires de petit
angle[CD69].

Chapmanet Cowling ont �et�e lespremiers�a appliquer la th�eoriede Chapmanet Ens-
kog aux m�elangesionis�esdansle casdesm�elangesbinaires monoatomiques[CC70].
Kaneko et coauteursont propos�e des�evaluationsd'ordresplus �elev�esdescoe�cien ts
de transport pour des m�elangesneutres binaires soumis �a un champ magn�etique
uniforme dans un cadre cin�etique simpli� �e [Kan60, KT78, KY80]. Le cas des m�e-
langesde plusieursgazmonoatomiquesa �et�e �etudi�e en d�etails par Ferzigeret Kaper
[FK72]. Dans ce chapitre, on consid�ere le cas g�en�eral des m�elangesgazeuxpoly-
atomiqueset r�eactifs.Le m�elanged'esp�ecespolyatomiquesest d�ecrit dansun cadre
semi-classiqueenutilisant les�equationsdeWangChang,Uhlenbeck et deBoer, dans
lesquellesles sectionse�caces de collision sont moyenn�eessur les d�eg�en�erescences
[Rai87, EG94]. Les termessourceschimiquesqui apparaissent dansles�equationsde
Boltzmann sont essentiellement tir �esdestravaux de Ludwig et Heil [LH60], Alexeev
et coauteurs[ACG94], Ern et Giovangigli [EG98] et Gr•unfeld [Gr•u93], et sont va-
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lides pour des m�ecanismesr�eactionnelsquelconques.On supposera�egalement que
les fonctions de r�epartition ne d�ependent pasdesmoments angulaires[MM88].

On consid�ere un m�elangemonotemp�erature et on supposeque le champ �electrique
n'est pas trop intense[FK72]. Cette situation serencontre dans de nombreusesex-
p�eriencesde laboratoire et dans desplasmasatmosph�eriquescomme,par exemple,
les torches �a plasma coupl�eespar induction, les plasmatrons �a micro-ondesou les
d�echargesoptiques continues [Rai87, FK72]. La g�en�eralisation aux m�elangesr�eac-
tionnels multitemp�eratures, dont les �equations r�esultent d'un passage�a la limite
vers z�ero du rapport entre la massedes�electronset celledesions, sort du cadrede
cette th�ese.On suppose�egalement qu'il n'y a qu'une seulevitessedans le m�elange
et on �ecarte les mod�elesmultiuides o�u chaque esp�ece poss�ede sa propre vitesse
[Bra65]. On note au passageque les�equationsde conservation macroscopiquespour
lesmod�elesmultiuides conduisent �a de s�erieux probl�emesmath�ematiques.

On e�ectue un d�eveloppement de Enskog et on obtient les �equationsde conserva-
tions macroscopiquescorrespondant aux r�egimesd'ordre z�ero et d'ordre un, ainsi
que les ux de transport et les coe�cien ts de transport dans cesdeux cas.Les ex-
pressionssousformede crochets int�egrauxdescoe�cien ts de transport orthogonaux
et transversesau champ magn�etique incluent destermesquadratiquesn�eglig�esdans
[FK72]. On exprime �egalement pour la premi�ere fois les viscosit�es de cisaillement
grâce �a descrochets int�egraux. Une nouvelle d�e�nition des taux de di�usion ther-
mique est introduite qui se r�eduit �a la d�e�nition habituelle en l'absencede champ
magn�etique. On �etudie ensuiteles propri�et�esde positivit �e desmatrices de di�usion
multiesp�ecesparall�ele, orthogonale et transversequi en r�esultent. Ces propri�et�es,
�etabliesici pour lesmatricesexactesprovenant de la th�eoriecin�etique desgaz,sont
un point-cl�e pour les approximations num�eriquesde la di�usion multiesp�eces: les
algorithmes utilis�es pour �evaluer les coe�cien ts de transport doivent pr�eserver ces
propri�et�es.A l'aide de cespropri�et�esde positivit �e, on �etablit ensuitela positivit �e de
la production d'entropie macroscopique.Cer�esultat, paru pour la premi�erefois dans
[GG03], est important tant du point de vue thermodynamiquequemath�ematiqueet
num�erique[Gio99]. Pour ce faire, on g�en�eralisel'utilisation desquantit �escomplexes
introduites en [CC70, FK72] qui permettent de r�eduire les produits de vecteurs �a
desmultiplications scalairespar desnombres imaginaires.

En utilisant des approximations matricielles de l'op�erateur de collision, on peut
�evaluer les coe�cien ts de transport par la r�esolution de grands syst�emeslin�eaires.
On s'int�eresse�a la structure math�ematiquede cessyst�emeslin�eairesde transport.
Bien qu'une inversion directe de cessyst�emeslin�eairessoit envisageable,celle-ci a
un côut prohibitif pour de nombreusesapplications pratiques impliquant des ux
multiesp�eces.A�n de diminuer le côut e�ectif desapproximations descoe�cien ts de
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transport, il faut d�evelopper desmod�elesnum�eriquesd�etaill�esrespectant la th�eorie
cin�etique plut ôt qu'utiliser desmoyennesempiriques.On �etudie ici le caract�erebien
pos�e dessyst�emeslin�eairesde transport et on �etablit la convergencede m�ethodes
it �eratives.Il en r�esulteune expressiondescoe�cien ts de transport sousla forme de
s�eriesconvergentes qui fournissent par troncature dessuitesd'approximations deces
coe�cien ts g�en�eralisant ainsi des propri�et�es �etablies dans le cas des m�elangesnon
ionis�es[EG95, EG96].

La deuxi�emesectionpr�esente les �equationscin�etiquesdesm�elangesr�eactifs ionis�es.
La troisi�emepartie est consacr�ee�a l'entropie cin�etique. On pr�esente dans une qua-
tri �emesection le d�eveloppement de Enskog qui permet de d�eterminer une solution
approch�eede l' �equation de Boltzmann. La cinqui�emepartie concernel'approxima-
tion d'ordre z�ero et la sixi�eme partie l'approximation d'ordre un dans le cas d'un
champ magn�etique intense,o�u l'on d�etaille les�equationsde conservations macrosco-
piquesd'ordre un ainsi que les expressionsdescoe�cien ts de transport d'ordre un.
Dans la septi�emesection,on �etudie la structure dessyst�emeslin�eairesde transport
qui d�eterminent cescoe�cien ts de transport. On termine en pr�esentant bri�evement
dans la huiti �emesection l'approximation d'ordre un pour le r�egimedu champ ma-
gn�etique faible.

I.2 Cadre th�eorique

Dans cette section, on d�ecrit un mod�ele cin�etique pour les m�elangesgazeuxpoly-
atomiquesr�eactifs en pr�esenced'un champ �electromagn�etique dans un cadresemi-
classiqueavecune�equationde Boltzmann g�en�eralis�eed�eriv�eede [Wal58]. Cemod�ele
moyenneles param�etres d'impact sur les di� �erentes d�eg�en�erescencesquantiques et
peut être d�eriv�e de l' �equationde Boltzmann obtenue dansle cadrede la m�ecanique
quantique par Waldmann-Snider[Wal58]. Les expressionsdes termes sourcessont
donn�esen [LH60, ACG94, EG98, Gr•u93].

I.2.1 Fonctions de r�epartitions

On consid�ere un m�elangegazeuxdilu�e, r�eactif et ionis�e compos�e de ns esp�eceschi-
miquesayant desdegr�esinternesde libert�eet on note S = f 1; : : : ; nsg, l'ensemble des
indicesdecesesp�eceset Q i , l'ensemble desindicesdes�etats �energ�etiquesquantiques
de la ie esp�ece,i 2 S. L' �etat du m�elangeest d�ecrit par les fonctions de r�epartition
des esp�ecesnot�eesf i (t; x ; ci ; i), o�u i 2 S est l'indice de l'esp�ece, t 2 R le temps,
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x 2 R3 le vecteur position de dimensiontrois, ci 2 R3 le vecteur vitesseet i 2 Q i

l'indice de l' �etat �energ�etique quantique.

La quantit �e f i (t; x ; ci ; i)� x � ci repr�esente le nombre probablede mol�eculesde type i
dansl' �etat quantique index�e par i attenduesdansl' �el�ement de volume � x centr �e en
x dont lesvitessessont dans l' �el�ement � ci centr �e en ci , au temps t.

I.2.2 Propri�et�es macroscopiques

Les quantit �es macroscopiquessont ais�ement obtenues �a partir des fonctions de r�e-
partition. On note ni la densit�e mol�eculairede la i e esp�ece,n la densit�e mol�eculaire
totale, � i la densit�e massiquede la i e esp�ece, � la densit�e massiquetotale, mi la
massemol�eculairede la i e esp�ece,zi la chargede la i e esp�ecepar unit �e de masse,qi

la chargede la i e esp�ecepar unit �e de volume,q la chargetotale par unit �e de volume,
v la vitessehydrodynamique,E l' �energieinterne par unit �e de volumeet Ei i l' �energie
interne de la i e mol�eculedansle ie �etat quantique. On a enparticulier lesexpressions
de la densit�e mol�eculairede la i e esp�eceni et cellede la densit�e mol�eculairetotale n

ni =
X

i2 Q i

Z
f i dci ; n =

X

i 2 S

ni : (I.1a)

La densit�e massiquede la i e esp�ece� i et la densit�e massiquetotale � s'�ecrivent

� i = mi ni =
X

i2 Q i

Z
f i mi dci ; � =

X

i 2 S

� i ; (I.1b)

la chargetotale q

q =
X

i 2 S
i2 Q i

Z
f i mi zi dci =

X

i 2 S

� i zi =
X

i 2 S

qi ; (I.1c)

la vitessehydrodynamiquev

� v =
X

i 2 S
i2 Q i

Z
f i mi ci dci ; (I.1d)

et l' �energietotale,

1
2 � v �v + E =

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f i

�
1
2mi ci �ci + Ei i

�
dci : (I.1e)
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Dans ce chapitre, on obtiendra des �equationsaux d�eriv�eespartielles qui r�egissent
cesquantit �esmacroscopiques(Cf �equations(I.85) page62).

I.2.3 R�eactions chimiques

Le m�elangegazeuxest suppos�e être le lieu de r�eactionschimiques.Cesm�ecanismes
r�eactionnelssont constitu�esd'un nombre arbitraire de r�eactions�el�ementaires r�ever-
sibles.Celles-cisont index�eespar r 2 R et sont �ecritessousla forme

X

i 2F r

M i �
X

k2B r

M k ; r 2 R;

o�u F r et Br sont respectivement les indicesdesesp�ecessourceset desesp�ecespro-
duits de la r e r�eaction, r 2 R, compt�esavec leur multiplicit �e et M i et M k sont les
symboleschimiquesdesesp�eces.On note � f

ir et � b
ir les coe�cien ts st�c hiom�etriques

respectivement directs et inversesde la r�eaction r 2 R, c'est-�a-dire les multiplicit �es
avec lesquellesles esp�ecesapparaissent en temps que sourceet produit de r�eaction.
On d�e�nit �egalement � ir , les coe�cien ts st�c hiom�etriques totaux de la r�eaction r
par

� ir = � b
ir � � f

ir ; i 2 S; r 2 R:

Les indicesdes�etats quantiques desesp�ecessourceset produits seront not�es f r et
br . En�n, on poseF r

i = F r nf ig, c'est-�a-dire que F r
i comprendune occurrencede i

de moins que F r et on prend desnotations similairespour Br
k , f r

i et br
k .

I.2.4 Equations de Boltzmann

La famille f = (f i ) i 2 S desfonctionsde r�epartition desesp�ecesest solution de l' �equa-
tion de Boltzmann g�en�eralis�eesuivante

Di (f i ) = Si (f ) + Ci (f ); i 2 S; (I.2)

o�u Di (f i ) est l'op�erateur di� �erentiel usuel,Si (f ) le terme sourcenon r�eactif et Ci (f )
le terme sourcer�eactif. L'op�erateur di� �erentiel Di (f i ) peut s'�ecrire sousla forme

Di (f i ) = @t f i + ci �@x f i + bi �@ci f i ; (I.3)

o�u bi est la force qui s'exercesur la i e esp�ece.Dans cemod�ele,on supposeque

bi = g + zi (E + ci ^ B ); (I.4)
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o�u g est une force ext�erieureind�ependante de l'esp�ece,E le champ �electriqueet B
le champ magn�etique. On d�e�nit �egalement B commela norme du vecteur B .

L'expressiondu terme sourcenon r�eactif est la suivante

Si (f ) =
X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z �
f 0
i f 0

j
� i i � j j

� i i0� j j 0
� f i f j

�
Wiji 0j 0

ij dcj dc0
i dc0

j ; (I.5)

o�u � i i est la d�eg�en�erescencedu ie �etat quantique de la i e esp�eceet Wij i0j 0

ij lesprobabi-
lit �esde transition pour lescollisionsnon r�eactives.On utilise ici la notation usuelle
qui consiste�a ajouter un prime �a une fonction, par exemplef 0

i , pour signi�er que
l'on prend la valeur de la fonction apr�es la collision : f 0

i = f i (t; x ; c0
i ; i0) o�u c0

i et i0

sont la vitesseet l'indice de l' �etat quantique apr�escollision. Le choix de travailler
avec les probabilit �esde transition plut ôt qu'avec les param�etresd'impact est justi-
� �e par le fait que les termes de collisions r�eactives sont alors plus simples�a �ecrire
[ACG94, Gio99, LH60]. Lesprobabilit �esde transition Wiji 0j 0

ij v�eri�ent les relations de
r�eciprocit�e suivantes [Wal58]

� i i � j j Wiji 0j 0

ij = � i i0� j j 0Wi0j 0ij
ij : (I.6)

On �ecrit le terme sourcer�eactif sousla forme

Ci (f ) =
X

r 2 R

C r
i (f ); (I.7)

o�u C r
i (f ) est le terme sourcede la i e esp�ecedû �a la r e r�eactiondont l'expressionest

C r
i (f ) = � f

ir

X

f r
i ;br

Z
0

B
@

Y

k2B r

fk

Q

k2B r
� kk

Q

j 2F r
� j j

�
Y

j 2F r

f j

1

C
A W f r br

F r Br

Y

j 2F r
i

dcj

Y

k2B r

dck

� � b
ir

X

f r ;br
i

Z
0

B
@

Y

k2B r

fk

Q

k2B r
� kk

Q

j 2F r
� j j

�
Y

j 2F r

f j

1

C
A W f r br

F r Br

Y

j 2F r

dcj

Y

k2B r
i

dck ; (I.8)

o�u � i i = h3
P=(� i im3

i ) et hP est la constante de Planck. Les quantit �es W f r br

F r Br sont
les probabilit �esde transition descollisions r�eactives pour lesquellesles r�eactifs F r

dans les �etats �energ�etiques f r sont transform�es en les produits Br dans les �etats
�energ�etiquesbr . La sommesur br dans(I.8) repr�esente la sommesur les�etats quan-
tiques k 2 Qk , pour tout k 2 Br , des notations similaires �etant utilis�eespour les
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sommessur br
k , f r et f r

i . Finalement, lesprobabilit �esde transition r�eactive v�eri�ent
les relations de r�eciprocit�e suivantes [LH60, ACG94, EG98]

W f r br

F r Br

Y

k2B r

Y

k2 Qk

� kk = W br f r

Br F r

Y

j 2F r

Y

j 2 Q j

� j j : (I.9)

I.3 Entropie cin�etique

Dans cette section,on d�etermine l' �equation de conservation de l'entropie cin�etique
et on calcule son terme de production. On montre alors que le terme sourcenon
r�eactif Si (f ), donn�e en (I.5), et le terme sourcer�eactif Ci (f ), donn�e en (I.7), sont
tous lesdeux compatiblesavecle th�eor�emeH [EG98]. C'est-�a-dire quela production
d'entropie cin�etique associ�eeest positive.

I.3.1 D�e�nition

On d�e�nit l'entropie cin�etique par unit �e de volume par

Skin = � kB

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f i [log(� i i f i ) � 1] dci ; (I.10)

o�u kB est la constante de Boltzmann. Pour la justi�cation de cette d�e�nition, voir
la section4.2 de [FK72].

I.3.2 Equation de conservation de l'entropie cin�etique

En multiplian t l' �equation de Boltzmann (I.2) par log(� i i f i ), on obtient, apr�es int�e-
gration sur ci et sommationsur i 2 S et i 2 Q i ,

X

i 2 S
i2 Q i

Z
(Di (f i ) � Si (f ) � Ci (f )) log(� i i f i ) dci = 0:
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En rempla�cant Di (f i ) par sa valeur donn�eeen (I.3) et en utilisant les relations sui-
vantes

@t [f i (log(� i i f i ) � 1)] = (@t f i ) log(� i i f i );

@x � [f i (log(� i i f i ) � 1)ci ] = (ci �@x f i ) log(� i i f i );

bi �@ci f i = @c i �(bi f i );

la derni�ere relation �etant due �a la forme particuli �erede bi , on obtient l' �equation de
conservation de l'entropie cin�etique

@tSkin + @x �(Skin v) + @x �J kin = vkin ; (I.11a)

o�u J kin est le ux di�usif d'entropie cin�etique d�e�ni par

J kin = � kB

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f i (ci � v) [log(� i i f i ) � 1] dci (I.11b)

et vkin le terme sourced'entropie cin�etique.On d�ecomposecedernierendeux termes
sources,l'un correspondant �a la contribution non r�eactive vS et l'autre �a la contri-
bution r�eactive vC . On �ecrit donc

vkin = vS + vC ; (I.11c)

avec

vS = � kB

X

i 2 S
i2 Q i

Z
Si (f ) log(� i i f i ) dci (I.11d)

et

vC = � kB

X

i 2 S
i2 Q i

Z
Ci (f ) log(� i i f i ) dci : (I.11e)

I.3.3 Positivit �e de la production d'entropie cin�etique

On montre �a pr�esent que la production d'entropie cin�etique, not�eevkin , est positive.
Pour cela, on utilise les relations de r�eciprocit�e (I.6) et (I.9) des probabilit �es de
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transition et on met les termesde production d'entropie cin�etique vS et vC sousla
forme sym�etris�ee

vS =
kB

4

X

i;j 2 S

X

i ;i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
P

� f 0
i f 0

j

� i i0� j j 0
;

f i f j

� i i � j j

�
Wi ji 0j 0

ij � i i � j j dci dcj dc0
i dc0

j ;

vC =
kB

4

X

r 2 R
f r ;br

Z
P

� Q

k2B r
� kk fk ;

Q

j 2F r
� j j f j

� W f r br

F r BrQ

j 2F r
� j j

Q

j 2F r
dcj

Q

k2B r
dck ;

o�u P (x; y) = (x� y) log(x=y) est une fonction positive. On obtient donc que la pro-
duction d'entropie est positive, c'est-�a-dire vkin > 0. Notonsquetoutes lescollisions,
r�eactives et non r�eactives, ont une contribution positive pour la production d'en-
tropie cin�etique. L' �equation de Boltzmann g�en�eralis�ee est donc compatible avec le
th�eor�emeH ou secondprincipe de la thermodynamique.

L'imp ortancede la positivit �e de la production d'entropie cin�etique apparâ�tra dans
la suite decechapitre, par exemplepour d�eterminer l'expression(I.21) de la solution
�a l'ordre z�ero, mais �egalement pour �etudier les �equationsqui r�egissent les fonctions
� i dans l' �etude �a l'ordre un. De plus, elle exprime l'irr �eversibilit�e des collisions.
Cette irr �eversibilit�e ne provient pasde chaquecollision prise s�epar�ement puisqueles
collisionssont microscopiquement r�eversiblesmais d'un e�et statistique global. En
e�et, dansle cadrecin�etique,lesparticulessont suppos�eesnon corr�el�eesavant le choc
et corr�el�eesapr�es.L'hypoth�esedu chaoscombin�e aux lois de r�eciprocit�e impliquent
le secondprincipe de la thermodynamique.Le lecteur pourra trouver plus de d�etail
dans [CC70] au chapitre 4.

I.4 D�eveloppement de Enskog

I.4.1 Pr�esentation de la m�ethode

Le d�eveloppement de Enskog est unem�ethode asymptotiquequi permet de d�etermi-
ner une solution approch�eede l' �equationde Boltzmann (I.2) ainsi que les�equations
macroscopiquesassoci�ees.Pour cela,on supposeraquelestempscaract�eristiquesdes
r�eactionschimiquessont plus grandsquelestempsde relaxation de l' �energieinterne
et que les temps de libre parcoursmoyen desparticules.

De plus, on distingue deux mod�eles,suivant l'in tensit�e du champ magn�etique. On
trouveradesjusti�cations physiquesdecette distinction danslesarticles deS.I. Bra-
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ginskii, [Bra65, Bra58]. Lorsquele champ magn�etique est intense,on doit supposer
que le terme E + v ^ B est petit devant le terme (ci � v)^ B , et cela engendreune
anisotropiedu milieu. Dans le caso�u l'in tensit�e du champ magn�etique est faible, on
ne distingue pascesdeux termes.

I.4.2 Invariants de l'op �erateur de collisions non r�eactives

Les invariants de collision scalairesjouent un rôle primordial dansla recherche de la
solution des�equationsde Boltzmann. On verra qu'ils permettent de calculere�ecti-
vement la solution f 0

i en utilisant la positivit �e de l'entropie cin�etique.

Comme son nom l'indique, un invariant de collision u est une famille de fonctions
not�ee u = (ui ) i 2 S o�u ui , i 2 S, est une fonction des variables t, x , ci et i, qui est
invariante lors d'une collision non r�eactive. Plus pr�ecis�ement, si i et j sont deux
indicesd'esp�eces,on a

ui + uj = u0
i + u0

j ;

pour toute collision non r�eactive entre deux particules de type i et j . On dira qu'un
invariant de collision est scalairelorsqueles fonctions ui sont scalaires.

Les invariants de collision scalaires l pour l 2 f 1; : : : ; ns + 4g sont donn�espar

8
>>><

>>>:

 k = (� ki ) i 2 S; k 2 S;

 ns + � = (mi ci� ) i 2 S; � 2 f 1; 2; 3g;

 ns +4 =
�

1
2mi ci �ci + Ei i

�
i 2 S

;

(I.12)

o�u ci� est la � i�eme composante du vecteur ci et � ki est le symbole de Kronecker
associ�e �a k et i . Cesinvariants engendrent l'espacevectorieldesinvariants decollision
scalaires.

Pour k 2 S, dire que  k est un invariant de collision signi�e que lors d'une collision
non r�eactive, les esp�eceschimiques ne changent pas; pour � 2 f 1; 2; 3g, dire que
 ns + � est un invariant de collision signi�e quela quantit �e de mouvement seconserve
danschaquedirection ; en�n, dire que ns +4 est un invariant de collisionsigni�e que,
lors d'une collision non r�eactive, l' �energietotale seconserve.

Il est �a noter que dans le cas d'un m�elangemicropolaire apparâ�t un autre inva-
riant de collision vectoriel, lin�eairement ind�ependant, qui traduit la conservation du
moment angulaire. Mais sa contribution �etant nulle dans le casd'un m�elangenon
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micropolaire, on n'en parlera pas. On pourra trouver des pr�ecisionsquant �a son
inuence par exempledans lesarticles [KA61, VMS78, CS79].

Pour deux familles � = (� i )i 2 S et � = (� i ) i 2 S, on introduit le produit scalairehh:; :ii

hh� ; � ii =
X

i 2 S
i2 Q i

Z
� i � � i dci ; (I.13)

o�u � i � � i d�esignela contraction maximaleentre le tenseur� i et le complexeconjugu�e
du tenseur � i . Le tableau Tab. I.1 indique le r�esultat de l'action de � suivant les
typesde fonctions auxquelleselle s'applique.

` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` `� i fonction
� i fonction

scalaire vectorielle matriciel le

scalaire scalaire vecteur colonne matrice

vectorielle vecteur ligne scalaire vecteur ligne

matriciel le matrice vecteur colonne scalaire

Tab. I.1 { r�esultatde l'action de � .

On a introduit ceproduit scalairepour desvecteursou destenseurs�a valeurscom-
plexescar on verra que de telles quantit �esapparaissent naturellement dans la solu-
tion de l' �equationde Boltzmann lin�earis�eeen pr�esenced'un champ magn�etique. Les
propri�et�esmacroscopiquess'�ecrivent alors sousla forme

hhf ;  l ii =

8
>>><

>>>:

nl ; l 2 S;

� v� ; l = ns + � ; � 2 f 1; 2; 3g;
1
2 � v �v + E; l = ns + 4:

(I.14)

On introduit �egalement lesfamilles suivantes, D (� ) = (Di (� i )) i 2 S, S (� ) = (Si (� )) i 2 S
et C(� ) = (Ci (� )) i 2 S, o�u � = (� i )i 2 S est une famille de fonctionsd�ependant de (ci ; i).

I.4.3 D�eveloppement de Enskog

L' �equation de Boltzmann est r�ecrite sousla forme

Di (f i ) =
1
�
Si (f ) + � aCi (f ); i 2 S; (I.15a)
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o�u � est le param�etre formel associ�e �a la m�ethode de Enskog et a d�epend du r�egime
consid�er�e. L'op�erateur di� �erentiel Di (f i ) est �egalement d�ecompos�e en deux op�era-
teurs

Di (f i ) = eDi (f i ) +
1
� b

bDi (f i ) (I.15b)

avec

eDi (f i ) = @t f i + ci �@x f i + ebi �@ci f i ; (I.15c)
bDi (f i ) = (bi � ebi )�@ci f i ; (I.15d)

ebi = g + zi (E + v ^ B ): (I.15e)

Le param�etrebvaut 0 ou 1 suivant le mod�eleconsid�er�e : b= 1 si le champmagn�etique
est intenseet b = 0 sinon. Le param�etre � �etant consid�er�e commepetit devant 1,
il permet exactement d'ordonner les termes par ordre de grandeur : le terme non
r�eactif Si (f ) est plus grand que le terme r�eactif Ci (f ), tandis que le terme eDi (f i )
est plus petit que le terme bDi (f i ). Dans ce chapitre, on consid�ere �a la fois le r�egime
champ magn�etique intense, b = 1, et le r�egime champ magn�etique faible, b = 0.
Les di� �erents r�egimesassoci�es au param�etre a sont �etudi�es, en particulier, dans
[EG98, Gio99] et on neconsid�erequelesr�egimesa = 1 et a = 0, le r�egimed'�equilibre
chimique cin�etique,a = � 1, sortant du cadrede cette th�ese.On introduit �egalement
les familles eD (� ) = ( eDi (� i )) i 2 S et bD (� ) = ( bDi (� i )) i 2 S, o�u � = (� i ) i 2 S est une famille
de fonctions d�ependant de (ci ; i).

Dans le cadre de la m�ethode d'Enskog, les fonctions de r�epartition desesp�ecesf i ,
i 2 S, sed�eveloppent selonle param�etre � sousla forme

f i = f 0
i

�
1 + �� i + O

�
� 2

��
; i 2 S; (I.16)

o�u les fonctions d'ordre z�ero f 0
i ont les mêmesmoyennesmacroscopiquesque les

fonctions f i , ce qui s'�ecrit

hhf 0;  l ii = hhf ;  l ii ; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.17)

En utilisant l'expression(I.5) et lesrelations de r�eciprocit�e desprobabilit �esde tran-
sition (I.6), on obtient, pour � = (� i ) i 2 S fonction de ci , la relation

4hh� ; S (f )ii =
X

i;j 2 S

X

i ;i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
(� i + � j � � 0

i � � 0
j )

�
f 0
i f 0

j
� i i � j j

� i i0� j j 0
� f i f j

�
Wiji 0j 0

ij dci dcj dc0
i dc0

j ;
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ennotant � 0
i = � i (c0

i ; i0). Ainsi, si � estun invariant decollision, le terme � i + � j � � 0
i � � 0

j
s'annule et on obtient alors

hh l ; S (f )ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.18)

En substituant l'expressionde Di (f i ) fournie par (I.15b) dans l' �equation (I.15a), on
obtient

hh l ; eD (f )ii +
1
� b

hh l ; bD (f )ii = � ahh l ; C(f )ii ; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.19)

L'imp ortance de cette formule r�esidedans le fait qu'elle contient les �equationsde
conservation macroscopiquesd'ordre z�ero et d'ordre un.

Dans lessectionssuivantes, on explicite l' �equationv�eri� �eepar f 0
i , on �ecrit les�equa-

tions d'ordre z�ero, puis, en utilisant l'expressionde f 0
i , on d�etermine � i et on �ecrit

les �equationsd'ordre un.

I.5 Approximation d'ordre z�ero

Dans cette section,on d�etermine l'expressionde f 0
i , i 2 S, et on pr�esente les �equa-

tions macroscopiquespour lesm�elangesde gazpolyatomiquesqui r�esultent de l'ap-
proximation d'Euler d'ordre z�ero pour lesdeux r�egimesb= 0 et b = 1.

I.5.1 Fonctions de r�epartition Maxwelliennes g�en�eralis�ees

En ne gardant que le terme en 1=� dans l' �equation (I.15a) o�u l'on a substitu�e le
d�eveloppement de f i donn�e par (I.16), on obtient l' �equation v�eri� �ee par la famille
desfonctions de r�epartition d'ordre z�ero, f 0 = (f 0

i ) i 2 S,

Si (f 0) = � 1b
bDi (f 0

i ); i 2 S: (I.20)

En multiplian t l' �equation (I.20) par log(� i i f 0
i ), puis en sommant sur ci , i 2 Q i et

en�n sur i 2 S, on obtient

X

i 2 S
i2 Q i

Z
log(� i i f 0

i )Si (f 0) dci = � 1b

X

i 2 S
i2 Q i

Z
log(� i i f 0

i ) bDi (f 0
i ) dci :
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En utilisant la relation (I.15d) exprimant bDi (f 0
i ), le secondmembre semet sousla

forme
X

i 2 S
i2 Q i

Z
log(� i i f 0

i ) bDi (f 0
i ) dci =

X

i 2 S
i2 Q i

Z
log(� i i f 0

i )zi [(ci � v )^ B ]�@c i f
0

i dci

=
X

i 2 S
i2 Q i

zi

Z
[(ci � v)^ B ]�@ci

�
f 0
i (log(� i i f 0

i ) � 1)
�

dci :

Commela fonction de r�epartition f 0
i tend versz�ero lorsquela normede la vitesseci

tend vers l'in�ni, l'in t�egration par parties

X

i 2 S
i2 Q i

zi

Z
[(ci � v)^ B ]�@ci

�
f 0
i (log(� i i f 0

i ) � 1)
�

dci =

X

i 2 S
i2 Q i

zi

Z
@ci �[(ci � v)^ B ]f 0

i (log(� i i f 0
i ) � 1) dci ;

permetalorsdeconclure�a la nullit �edeceterme car @c i �((ci � v )^ B ) = 0. On obtient
donc X

i 2 S
i2 Q i

Z
log(� i i f 0

i )Si (f 0)dci = 0;

et on est alors ramen�e au calcul standard de solution Maxwellienne de l' �equation
de Boltzmann qui est trait �e par exempledans [FK72, Gio99]. Si on introduit la
production d'entropie cin�etique non r�eactive d'ordre -1,

v(� 1)S = � kB

X

i 2 S
i2 Q i

Z
Si (f 0) log(� i i f 0

i ) dci ;

on obtient donc v(� 1)S = 0. Le mêmecalcul que pour la positivit �e de vS �a la sous-
sectionI.3.3 permet de montrer que celan'est possibleque si

�
log(� i i f 0

i )
�

i 2 S
est un

invariant de collision. Donc d'apr�es l' �etude des invariants de collision scalaires,on
obtient l'existencede (� i ) i 2 S, de w 2 R3 et de  2 R tels que

log(� i i f 0
i ) = � i � w �mi ci � 

�
1
2mi ci �ci + Ei i

�
; i 2 S:

On utilise alors lescontraintesmacroscopiques(I.17) sur lesfonctionsf 0
i , i 2 S,pour

d�eterminer cesc��cien ts. On obtient que l' �energieE est une fonction croissante de
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1= et on d�e�nit la temp�erature cin�etique T par T = 1=(kB  ). Il est alors possible
de d�eterminer les coe�cien ts (� i ) i 2 S, w 2 R3 et  2 R. On parvient �a l'expression
suivante de f 0

i

f 0
i = ni

�
mi

2� kBT

� 3=2 1
� i i

exp
�

� mi
2kB T C i �C i � Ei i

kB T

�

P

i2 Q i

1
� i i

exp
�

� Ei i
kB T

� ; i 2 S; (I.21)

o�u C i = ci � v est la vitesserelative de l'esp�ecei . La fonction de r�epartition �a l'ordre
z�ero apparâ�t donc commeune distribution Maxwellienne.

Il est possibled'identi�er la temp�erature cin�etique qui vient d'être d�e�nie avec la
temp�erature thermodynamique du syst�eme. Pour plus de d�etails, on renvoie par
exemplele lecteur �a l'ouvrage [CC70].

On donnedeux autres formulations �equivalentes �a l'expression(I.21) de la fonction
de r�epartition �a l'ordre z�ero en introduisant la fonction de partition de l' �energie
interne de l'esp�ecei Qint

i ,

Qint
i =

X

i2 Q i

� i i exp
�

�
Ei i

kBT

�
; i 2 S;

la fonction de partition de l' �energiede translation de l'esp�ecei par unit �e de volume
Qtr

i ,

Qtr
i =

�
2� mi kBT

h2
P

� 3=2

; i 2 S;

ainsi quela fonction de partition de l' �energietotale de l'esp�ecei par unit �e devolume
Qi ,

Qi = Qint
i Qtr

i ; i 2 S:

On a alors

f 0
i =

ni

� i iQi
exp

�
�

mi

2kBT
C i �Ci �

Ei i

kBT

�
; i 2 S;

ou encore

f 0
i =

� i ini

Qint
i

�
mi

2� kBT

� 3=2

exp
�

�
mi

2kBT
Ci �C i �

Ei i

kBT

�
; i 2 S:
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I.5.2 Equations macroscopiques d'ordre z�ero

Les �equationsde conservation macroscopiquessont obtenuesen prenant le produit
scalairede l' �equation de Boltzmann par les invariants de collision,

hh l ; eD (f )ii +
1
� b

hh l ; bD (f )ii = � ahh l ; C(f )ii ; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g:

En y substituant le d�eveloppement (I.16) de f i et en ne gardant que les termes
d'ordre z�ero, on obtient

hh l ; eD (f 0) + � 0b
bD (f 0) + � 1b

bD (f 0� )ii = � a0hh l ; C(f 0)ii ; l 2 f 1; : : : ; ns+4g:

Or, d'apr�esl'expression(I.21) de f 0
i , bDi (f 0

i ) = 0, car le vecteur @ci f
0

i est colin�eaire
au vecteur C i . L' �equation pr�ec�edente devient donc

hh l ; eD (f 0)ii + � 1bhh l ; bD (f 0� )ii = � a0hh l ; C(f 0)ii ; l 2 f 1; : : : ; ns+4g:

En explicitant cettederni�ererelation, on d�eduit les�equationsmacroscopiquesd'ordre
z�ero. Les �equations de conservation de la massedes esp�ecessont obtenues pour
l = 1; : : : ; ns et s'�ecrivent

@t � i + @x �(� i v) = � a0mi ! i
0; i 2 S; (I.22a)

o�u ! i
0 est le terme sourcechimique d'ordre z�ero d�e�ni par

! i
0 = hh i ; C(f 0)ii =

X

i2 Q i

Z
Ci (f 0) dci : (I.22b)

On obtient ensuite l' �equation de conservation de la quantit �e de mouvement pour
l = ns+1; : : : ; ns+3,

@t (� v ) + @x �(� v 
 v + pI ) = � g + q(E + v ^ B ) + � 1bj ^ B ; (I.22c)

o�u I est la matrice identit �e de taille 3 et p = nkBT la pressionthermodynamique.
La densit�e de courant j d�epend desfonctionsde r�epartition desesp�ecesd'ordre un,

j =
X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i � i zi mi Ci dci :

Il y a donc un couplageentre les�equationsd'ordre z�ero et cellesd'ordre un, lorsque
b= 1. La derni�ere�equationest l' �equationde conservation de l' �energie,obtenue pour
l = ns+4,

@t

�
1
2 � v �v+ E

�
+ @x �

� �
1
2 � v �v+ E+ p

�
v

�
= (� g+ q(E + v ^ B )) �v+ � 1b(j ^ B )�v: (I.22d)
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Les �equationsmacroscopiquesd'ordre z�ero apparaissent ainsi commeles �equations
d'Euler r�eactivescompressiblespour lesgazpolyatomiquesavecdenouveauxtermes
exprimant les e�ets de la force de Lorentz sur l'ensemble du gaz. Pour le r�egime
b = 1, ces�equationsforment, avec cellesde Maxwell, les �equationsde la magn�eto-
hydrodynamique,�a condition que la densit�e de courant de conduction, j , s'exprime
en fonction desvariablesnaturelles.Bien queles�equationsmol�eculairesd'ordre z�ero
puissent être r�esoluesen f 0 et donner lesdistributions Maxwelliennes,les�equations
macroscopiquesd'ordre z�ero contiennent des termes impliquant les perturbations
d'ordre un, � , lorsque b = 1. L'origine de la di�cult �e est que le terme bD (f 0� )
n'est pasorthogonal aux invariants de collision pour le produit scalairehhf 0�; �ii . En
magn�etohydrodynamique,la densit�e de courant de conductions'exprimehabituelle-
ment grâce�a la loi d'Ohm, j = � (E + v ^ B ), o�u � est le tenseurdesconductivit�es
�electriques.On verra danslessectionssuivantes qu'�a l'ordre un, la th�eoriecin�etique
fournit desexpressionsplus complexespour la densit�e de courant j .

I.5.3 Terme source chimique d'ordre z�ero

On �etudie �a pr�esent le terme sourcechimique d'ordre z�ero, ! i
0 d�e�ni en (I.22b) par

! i
0 = hh i ; C(f 0)ii =

X

i2 Q i

Z
Ci (f 0) dci :

I.5.3.1 Expression du terme source chimique d'ordre z�ero

En utilisant l'expression(I.21) de f 0
i pour calculer le terme C r

i (f 0), on peut �ecrire
le terme sourcechimique d'ordre z�ero sousla forme

! i
0 =

X

r 2 R

(� b
ir � � f

ir )�r ; (I.23)

o�u �r est d�e�ni par

�r = K r

"
Y

k2 S

�
nk

Qk

� � f
k r

�
Y

k2 S

�
nk

Qk

� � b
k r

#

; (I.24)

avec

K r =
X

f r ;br

Z
D r

Y

F r

dcj

Y

Br

dck ;
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et

D r =
Y

j 2F r

exp
�
�

mj

2kBT
C j �C j �

Ej j

kBT

�
W f r br

F r BrQ

j 2F r
� j j

:

En utilisant la loi de r�eciprocit�e (I.9), on peut r�ecrire D r sousla forme

D r =
Y

k2B r

exp
�
�

mk

2kBT
Ck �Ck �

Ekk

kBT

�
W br f r

Br F rQ

k2B r
� kk

:

Il est int�eressant d'introduire lesnouveaux coe�cien ts K f
r et K b

r d�e�nis par

K f
r = K r

Y

k2 S

Q
� � f

k r
k et K b

r = K r

Y

k2 S

Q
� � b

k r
k ;

car on peut mettre �r sousla forme

�r = K f
r

Y

k2 S

n
� f
k r

k � K b
r

Y

k2 S

n
� b
k r

k : (I.25)

Cestaux de r�eactionsont compatiblesavec la loi d'action de masse,toutes les r�eac-
tions �el�ementaires sont r�eversibleset on a les relations K f

r = K b
r K eq

r , r 2 R, o�u les
constantes d'�equilibre sont donn�eespar

K eq
r =

Y

k2 S

Q
� b
k r � � f

k r
k ; r 2 R: (I.26)

On peut facilement adapter cesexpressionsdestaux d'avancement chimique et des
constantes d'�equilibre �a d'autres syst�emesd'unit �e que lesdensit�esmol�eculaires.

I.5.3.2 Conservation des esp�eces, de la masse et de la charge

Les esp�ecesdu m�elangesont constitu�eesd'atomeset on note A = f 1; : : : ; nag l'en-
semble desindicesde cesatomes,na le nombre d'atomesdansle m�elange,eml , l 2 A,
la masseatomique du le atome et akl le nombre de le atomesdans la ke esp�ece.On
d�e�nit �egalement la charge mol�eculaire ak0 = mkzk , em0 la massed'un �electron et
A = f 0g [ A = f 0; 1; : : : ; nag.

On introduit �a pr�esent quelquesnotations vectorielleset matriciellesqui permettront
d'all�egerles�equations�a venir. On introduit tout d'abord lesvecteursdescoe�cien ts
st�c hiom�etriquesdirects et inversespour la r e r�eaction, � f

r , � b
r , r 2 R,

� f
r =

�
� f
1r ; : : : ; � f

ns r

�
T; � b

r =
�
� b
1r ; : : : ; � b

ns r

�
T; r 2 R;

37



ChapitreI Th�eorie cin�etiquedesm�elangesgazeuxpolyatomiquesionis�es

et le vecteur descoe�cien ts st�c hiom�etriquespour la r�eaction r 2 R,

� r = (� 1r ; : : : ; � ns r )
T; r 2 R:

On introduit ensuitelesvecteursdesatomesal , l 2 A, d�e�nis par

al = (a1l ; : : : ; ans l )T; l 2 A;

le vecteur desmassesm et le vecteur deschargesz d�e�nis par

m = (m1; : : : ; mns )T et z = (z1; : : : ; zns )T;

u est le vecteur unitaire de taille ns, et la matrice de masseM d�e�nie par

M =

0

B
B
B
@

m1 0
. . .

0 mns

1

C
C
C
A

:

Les massesmol�eculairesdes esp�eces,mi , i 2 S, sont donn�eespar les relations sui-
vantes

mi =
X

l2 A

eml ail � em0ai 0; i 2 S;

cequi peut ser�ecrire vectoriellement sousla forme

m =
X

l2 A

emlal � em0a0:

On peut alors �ecrire les relations de conservation dans le m�elange.Les vecteurs
atomiques al , l 2 A, et les vecteurs des coe�cien ts st�c hiom�etriques � r , r 2 R,
satisfont les relations de conservation

h� r ; al i = 0; r 2 R; l 2 A; (I.27)

o�u h:; :i d�esignele produit scalaireeuclidiendeRns
. Cesrelationsexpriment la conser-

vation desatomespour l 2 A et la conservation dela chargepour l = 0. On end�eduit
la relation de conservation de la massedesesp�eceslors de la r�eaction r 2 R,

hM � r ; ui = h� r ; mi =
X

l2 A

emlh� r ; al i � h� r ; a0i = 0; r 2 R; (I.28)

et cellede conservation de la chargedesesp�eceslors de la r�eaction r 2 R,

hM � r ; zi = h� r ; a0i = 0; r 2 R: (I.29)

Puis on en d�eduit, en utilisant l'expression(I.23) de ! i
0, que

X

i 2 S

mi ! i
0 =

X

r 2 R

�r h� r ; mi = 0: (I.30)
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I.5.3.3 Formulation sym�etrique des taux de r�eaction

On pr�esente maintenant une formulation sym�etrique destaux de r�eaction chimique
�r . Pour cela,on doit introduire le potentiel chimique de l'esp�ecei 2 S, not�e � i et le
potentiel chimique unitaire de l'esp�ecei 2 S, not�e � u

i , qui sont d�e�nis par

� u
i = �

1
mi

logQi ;

� i = � u
i +

1
mi

logni :

En utilisant cesd�e�nitions, on en d�eduit une expressiondesconstantes d'�equilibre
K eq

r , d�e�nie en (I.26), sousla forme

K eq
r =

Y

i 2 S

Q� ir
i = exp

 

�
X

i 2 S

� ir mi � u
i

!

: (I.31)

Il faut noter que la loi de r�eciprocit�e de la r�eaction r 2 R,

K eq
r =

K f
r

K b
r

(I.32)

est une cons�equencedeslois de r�eciprocit�e mol�eculairesdesr�eactions(I.9).

En d�e�nissant le vecteur des potentiels chimiques � et le vecteur des potentiels
chimiquesunitaires � u par

� = (� 1; : : : ; � ns )T; � u = (� u
1; : : : ; � u

ns )T;

la loi de r�eciprocit�e (I.32) permet d'�ecrire

logK f
r � hM � f

r ; � u i = logK b
r � hM � b

r ; � u i :

On en d�eduit alors une nouvelle expressionde la constante de r�eactionK r , r 2 R,

logK r = logK f
r � hM � f

r ; � u i = logK b
r � hM � b

r ; � u i ;

ainsi quela formulation sym�etrique suivante destaux der�eactionchimique � r , r 2 R,

�r = K r

�
exphM � f

r ; � i � exphM � b
r ; � i

�
: (I.33)
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I.5.4 Equation de conservation de la temp�erature �a l'o rdre z�ero

Au coursde l' �etude �a l'ordre un, on aura besoinde connâ�tre l' �equation qui r�egit la
temp�erature.Celle-ciestobtenueencombinant les�equationsmacroscopiquesd'ordre
z�ero (I.22).

On commencepar donnerune expressionde l' �energieinterne E. Celle-ciest obtenue
en injectant la forme (I.21) de f 0

i dans les expressions(I.1d) de la vitesseet (I.1e)
de l' �energieinterne macroscopique,

E =
X

i 2 S

ni
�

3
2kBT + Ei

�
; (I.34a)

o�u Ei est l' �energieinterne moyennede la i e esp�eced�e�nie par

Ei =
1

Qint
i

X

i2 Q i

� i iEi i exp
�

�
Ei i

kBT

�
: (I.34b)

On introduit �a pr�esent di� �erentes chaleurssp�eci�ques correspondant aux di� �erentes
contributions de l' �energietotale. On d�e�nit la chaleur sp�eci�que mol�eculaireinterne
de la ie esp�ececint

i par cint
i = dEi =dT. Un calcul imm�ediat fournit la relation

cint
i =

1
kBT2Qint

i

X

i2 Q i

� i i(Ei i � Ei )2 exp
�

�
Ei i

kBT

�
; i 2 S: (I.35a)

La chaleur sp�eci�que mol�eculaireinterne du m�elangecint est donn�eepar

cint =
X

i 2 S

ni

n
cint

i ; (I.35b)

la chaleur sp�eci�que mol�eculairede translation �a volume constant ctr
v par

ctr
v = 3

2kB ; (I.35c)

et la chaleur sp�eci�que mol�eculaire�a volume constant du m�elangecv par

cv = ctr
v + cint : (I.35d)

Apr�es un peu d'alg�ebre, on obtient @T E = ncv. En e�ectuant ensuite l'op�eration
1
2v�v

P

i 2 S
(I.22a) i � (I.22c)�v + (I.22d), on obtient l' �equation de conservation de la

temp�erature T �a l'ordre z�ero

ncv (@tT + v�@x T) = � p@x �v � � a0

X

i 2 S

�
3
2kBT + Ei

�
! i

0: (I.36)
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I.6 Approximation d'ordre un dans le cas b = 1

Dans cette section,on d�etermine les �equationsqui r�egissent les fonctions � i , i 2 S,
puis les �equationsde conservation macroscopiquesd'ordre un, les expressionsdes
ux et descoe�cien ts de transport, ainsi que les relations de thermochimie, dansle
casb = 1, c'est-�a-dire lorsquele champ magn�etique B est intense.On distingue le
casb = 1 du casb = 0 (trait �e dans la section I.8) car la structure des ux et des
coe�cien ts de transport end�ependfortement. En e�et, lorsquele champ magn�etique
est intense,les ux et les coe�cien ts ne sont plus isotropes.

On commencepar introduire l'op�erateur de Boltzmann lin�earis�e et par d�eterminer
sesprincipalespropri�et�es.On �ecrit ensuite l' �equation de Boltzmann lin�earis�eedont
on recherche une solution. Puis on �ecrit les �equationsde bilan d'ordre un ainsi que
desexpressionsdesux et descoe�cien ts de transport. En�n, on �etudie l'entropie
macroscopiqued'ordre un.

I.6.1 Op�erateur de Boltzmann lin�earis�e

On introduit l'op�erateur de Boltzmann lin�earis�e F S =
�
F S

i

�
i 2 S

obtenu �a partir de
l'op�erateur de collision rapide

F S
i (� ) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0
j (� i + � j � � 0

i � � 0
j )W

iji 0j 0

ij dcj dc0
i dc0

j ; i 2 S: (I.37)

L'op�erateurdeBoltzmann lin�earis�eposs�edeunepropri�et�e importante qui estappel�ee
isotropieet dont l' �etudeestd�etaill�eedansl'Annexe I.9 : F S transformetoute famille
de fonctions du type (ui ) i 2 S o�u ui est une fonction scalaire des variables C i �Ci ,
(B �C i )2 multipli �ee par un vecteur ou un tenseur construit �a partir desvecteurs C i

et B en une famille de fonctions du mêmetype.

Pour expliciter cette propri�et�e, on note ui = ui T i o�u ui est une fonction scalairedes
variablesC i �C i , (B �Ci )2 et T i un tenseurd'ordre � 2 f 0; 1; 2g, d'un espacevectoriel
qu'on notera E� . E� est engendr�e par
� 1 si � = 0,
� C i , B et Ci ^ B si � = 1 et
� T (1)

i ; : : : ; T (5)
i si � = 2, o�u l'on d�e�nit les tenseursT (n)

i , n 2 f 1; : : : ; 5g, par

T (1)
i = Ci 
 Ci � 1

3Ci �Ci I ;

41



ChapitreI Th�eorie cin�etiquedesm�elangesgazeuxpolyatomiquesionis�es

T (2)
i = 1

2 [Ci 
 (Ci ^ B ) + (Ci ^ B )
 Ci ] ;

T (3)
i = (Ci ^ B )
 (Ci ^ B ) � 1

3Ci �Ci B �B I + (Ci �B )2=B �B B 
 B ;

T (4)
i = 1

2Ci �B [Ci 
 B + B 
 Ci ] � (Ci �B )2=B �B B 
 B ;

T (5)
i = 1

2Ci �B [B 
 (Ci ^ B ) + (Ci ^ B )
 B ] :

o�u l'on a utilis�e la notation 
 pour d�esignerle produit tensorielentre deuxvecteurs
et d�e�nit lesvecteursvitessesrenormalis�eesCi , i 2 S, par

Ci =
r

mi

2kBT
C i ; i 2 S:

En notant uT = (ui T i ) i 2 S, l'isotropie de F S setraduit par

F S
i (uT) = vi T i ; i 2 S;

o�u vi est �egalement une fonction scalairedesvariablesC i �C i et (B �C i )2. Cette pro-
pri�et�eaura un rôle tr �esimportant dansle d�eveloppement de la solution de l' �equation
de Boltzmann, notamment pour d�ecouplercertaines�equations.

On introduit �egalement l'op�erateur crochet int�egral associ�e �a l'op�erateur de Boltz-
mann lin�earis�e F S

[[� ; � ]] = hhf 0� ; F S (� )ii ; (I.38)

d�e�ni pour � = (� i ) i 2 S et � = (� i ) i 2 S o�u � i et � i , i 2 S, sont des fonctions de ci

et de i. Le crochet int�egral est un op�erateur hermitien, semi-d�e�ni positif dont le
noyau est exactement l'ensemble desinvariants de collision. Sespropri�et�espeuvent
être r�esum�eesainsi :
� Pour tout � = (� i ) i 2 S et pour tout � = (� i ) i 2 S, [[� ; � ]] = [[� ; � ]], o�u signi�e la

prise du complexeconjugu�e.
� Pour tout � = (� i ) i 2 S, [[� ; � ]] > 0:
� Soit � = (� i ) i 2 S, telle que [[� ; � ]] = 0. Alors � est un invariant de collision (tenso-

riel), c'est �a dire que sescomposants sont desinvariants de collision scalaires.
Pour montrer cestrois propri�et�es, il su�t d'�ecrire que

[[� ; � ]] =
1
4

X

i;j 2 S

X

i ;i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0
i f 0

j (� i + � j � � 0
i � � 0

j ) � (� i + � j � � 0
i � � 0

j )W
iji 0j 0

ij dci dcj dc0
i dc0

j :

I.6.2 Equations de Boltzmann lin�earis�ees

Pour d�eterminer les �equationsqui r�egissent les fonctions � i , on injecte le d�evelop-
pement de f i donn�e par (I.16) dansl' �equation (I.15a) pour ne garderque les termes
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en � 0. On obtient alors que � = (� i ) i 2 S v�eri�e

F S
i (� ) = � zi (Ci ^ B )�@ci � i + 	 i ; i 2 S; (I.39)

avec

	 i = � eDi (log f 0
i ) + � a0

Ci (f 0)
f 0
i

; i 2 S:

De plus, les relations (I.17) fournissent lescontraintes scalaires

hhf 0�;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.40)

On doit �a pr�esent calculerle terme eDi (log f 0
i ) pour expliciter l' �equation(I.39). Cecal-

cul, long mais sansdi�cult �es,reposesur l'expression(I.21) de f 0
i , sur les�equations

macroscopiquesd'ordre z�ero (I.22) et sur l' �equation de conservation de la temp�e-
rature (I.36) �a l'ordre z�ero. On souligne �egalement le fait que, dans la m�ethode
de Enskog, l'op�erateur de d�eriv�eetemporelle @t doit être d�evelopp�e par rapport au
param�etre � . Plus pr�ecis�ement, on �ecrit

@t = @0
t + O (� ) ;

o�u @0
t peut être �evalu�e au moyen des�equationsd'ordre z�ero. On renvoie le lecteur �a

l'article [Wal58] pour lesd�etails de cecalcul. On peut alors r�ecrire l' �equation (I.39)
ainsi :

F S
i (� ) + zi (C i ^ B )�@ci � i +

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj C i �

Z
f 0
j � j C j ^ B dcj = 	 S

i + � a0	 C
i ; i 2 S;

(I.41)
o�u

	 C
i =

Ci (f 0)
f 0
i

�
! i

0

ni
�

1
pcvT

�
3
2kBT �

mi

2
C i �Ci + Ei � Ei i

� X

j 2 S

�
3
2kBT + Ej

�
! j

0;

(I.42a)

	 S
i = � 	 �

i : @x v � 1
3 	 �

i @x �v � p
X

j 2 S

	 D j
i �d j � 	

b�
i �@x

�
1

kBT

�
; (I.42b)

et o�u pi = ni kBT est la pressionpartielle due �a l'esp�ecei et d i = (@x pi � � i
ebi )=p la

force de di�usion de l'esp�ecei .
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L'apparition du terme
X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj C i �

Z
f 0
j � j C j ^ B dcj ;

dansl' �equation(I.41) est dueau fait queb = 1, plus pr�ecis�ement, il r�esultedu terme
j des �equationsd'ordre z�ero. On verra qu'il permet exactement de compenserles
projections sur les invariants de collision scalaires l du terme zi (Ci ^ B )�@c i � i .

Les fonctions apparaissant dans le d�eveloppement (I.42b) de 	 S
i , i 2 S, sont iden-

tiques �a cellesdesm�elangesnon ionis�es.Les fonctions 	 �
i , i 2 S, sont destenseurs

d'ordre deux sym�etriques �a trace nulle dont l'expressionest

	 �
i =

mi

kBT

�
Ci 
 C i � 1

3C i �Ci I
�

; (I.42c)

les fonctions 	 �
i , i 2 S, sont desfonctions scalairesde C i �C i et de i qui s'�ecrivent

	 �
i =

2cint

cvkBT

�
1
2mi C i �Ci � 3

2kBT
�

+
2ctr

v

cvkBT
(Ei � Ei i); (I.42d)

et les fonctions 	 D j
i et 	

b�
i , i 2 S, sont desfonctions vectoriellesconstruites�a partir

d'une fonction scalairedesvariablesC i �Ci et i multipli �eepar le vecteur C i ,

	 D j
i =

1
pi

�
� ij �

� i

�

�
Ci ; (I.42e)

	
b�
i =

�
5
2kBT � 1

2mi C i �Ci + Ei � Ei i

�
C i : (I.42f)

On peut encored�ecomposer	 C
i selonchaquer�eaction chimique

	 C
i =

X

r 2 R

	 r
i �r ; i 2 S;

o�u �r est le taux d'avancement macroscopiqued'ordre z�ero de la r�eactionr et 	 r
i est

donn�e par

	 r
i = �

� b
ir � � f

ir

ni
�

1
pcvT

�
3
2kBT �

mi

2
C i �Ci + Ei � Ei i

� X

j 2 S

�
3
2kBT + Ej

�
� j r

+
1

f 0
i K r

0

@� b
ir

X

f r ;br
i

Z
D r

Y

F r

dcj

Y

Br
i

dck � � f
ir

X

f r
i ;br

Z
D r

Y

F r
i

dcj

Y

Br

dck

1

A : (I.42g)

Lesd�ecompositionsde 	 S
i et 	 C

i permettront de simpli�er l' �etudede la solution de
l' �equation (I.41).
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I.6.3 Remarque sur la solution de l' �equation de Boltzmann li-
n�earis�ee

Consid�eronsdeuxfonctions1� et 2� suppos�eessolutionsdes�equationsdeBoltzmann
lin�earis�ees(I.41)

F S
i (� ) + zi (C i ^ B )�@ci � i +

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj C i �

Z
f 0
j � j C j ^ B dcj = 	 S

i + � a0	 C
i ; i 2 S;

et v�eri�an t lescontraintes scalaires

hhf 0�;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g:

Si on pose� � = 1� � 2� , par lin�earit�e, � � v�eri�e l' �equation

F S
i (� � ) + zi (C i ^ B )�@ci � � i +

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj C i �

Z
f 0
j � � j C j ^ B dcj = 0; i 2 S;

et lescontraintes scalaires

hhf 0� �;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g:

En sommant sur ci , sur i 2 Q i puis sur i 2 S, apr�esavoir multipli �e cette �equation
par f 0

i � � i , on obtient

[[� �; � � ]] +
X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i zi (Ci ^ B )�(@ci � � i )� � i dci

+
X

i;j 2 S

X

i2 Q j
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj

Z
f 0
j f 0

i � � i � � j C i �(C j ^ B ) dci dcj = 0:

Or par une int�egration par parties, on obtient

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i zi (C i ^ B )�(@ci � � i )� � i dci = 0

car @ci �(C i ^ B ) = 0. Par ailleurs, comme

C i �(Cj ^ B ) = � C j �(C i ^ B );
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une permutation desindicesi et j permet d'�ecrire
X

i;j 2 S

X

i2 Q j
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj

Z
f 0
j f 0

i � � i � � j C i �(Cj ^ B ) dci dcj = 0:

Ainsi, [[� �; � � ]] = 0 et on d�eduit des propri�et�es de l'op�erateur [[:; :]] que � � est un
invariant de collision. D'apr�es les contraintes scalaires,� � est donc nul, les deux
solutionssont donc �egales.

I.6.4 D�eveloppement des � i

On recherche danscette sectionune solution particuli �ere du syst�emedes�equations
de Boltzmann. D'apr�esla forme de 	 S

i et 	 C
i dansl' �equation(I.41), on cherche une

solution � = (� i ) i 2 S sousla forme

� i = � S
i + � a0� C

i ; (I.43a)

avec

� C
i =

X

r 2 R

� r
i �r ; (I.43b)

� S
i = � � �

i :@x v � 1
3 � �

i @x �v � p
X

j 2 S

� Dj
i �d j � �

b�
i �@x

�
1

kBT

�
: (I.43c)

Les fonctions � � pour � 2 f � ; �; b� g [ f D j ; j 2 Sg [ f r; r 2 Rg sont maintenant
tensorielleset v�eri�ent les �equationsint�egro-di� �erentielles

F S
i (� � ) + zi (Ci ^ B )�@c i �

�
i +

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj C i �

Z
f 0
j Cj ^ B � �

j dcj = 	 �
i ; i 2 S;

(I.44a)
et lescontraintes scalaires

hhf 0� � ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.44b)

I.6.4.1 Equations pour �
b�
i et � Dj

i

On �etudie simultan�ement le casdesfonctions �
b�
i et � Dj

i car ellessont du mêmetype
(tenseur d'ordre un colin�eaire �a C i ). Les calculssont explicit�esavec �

b�
i , mais ils se

transposent directement pour � Dj
i .
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L' �equation (I.44a) s'�ecrit pour �
b�

F S
i (�

b� ) + zi (C i ^ B )�@ci �
b�
i +

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj Ci �

Z
f 0
j C j ^ B �

b�
j dcj = 	

b�
i ; i 2 S;

(I.45)
et on cherche une solution sousla forme

�
b�
i = �

b� (1)
i Ci + �

b� (2)
i C i ^ B + �

b� (3)
i C i �B B ; (I.46)

o�u les fonctions �
b� (1)
i , �

b� (2)
i et �

b� (3)
i sont des fonctions scalairesqui ne d�ependent

que de C i �C i , (C i �B )2 et de B �B . En e�et, la solution doit être invariante par
changement de rep�ereet la famille desvecteursf C i ; Ci ^ B ; Ci �B B g forme unebase
desvecteursconstruits �a partir de C i , i 2 S, et de B et qui v�eri�ent cette propri�et�e
d'invariance[Wan70a, Wan70b]. En utilisant cettebase,on transformecette�equation
int�egro-di� �erentielle vectorielle (dans R3) en trois �equations int�egro-di� �erentielles
scalaires.

Pour r�esoudreles �equations int�egro-di� �erentielles en �
b�
i et � Dj

i , on a besoin d'un
op�erateur not�e R qui transformeun vecteur a = (a1; a2; a3)T en une matrice antisy-
m�etrique �a trace nulle

R (a) =

0

B
B
B
@

0 � a3 a2

a3 0 � a1

� a2 a1 0

1

C
C
C
A

:

Pour deux vecteursa et b de R3, on a alors lesrelations R (a)b = a^ b et bTR (a) =
(b^ a)T.

Le premier terme de l' �equation F S
i (�

b� ) seprojette directement selonles trois vec-
teurs C i , Ci ^ B et C i �B B en utilisant l'isotropie de l'op�erateur de Boltzmann li-
n�earis�e (voir Annexe I.9) et la forme (I.46) de �

b�
i .

Pour le deuxi�emeterme, zi (Ci ^ B )�@ci �
b�
i , un calcul direct montre que

@ci �
b�
i = �

b� (1)
i I + 2@1�

b� (1)
i C i 
 C i + @2�

b� (1)
i C i 
 B

� �
b� (2)
i R (B ) + 2@1�

b� (2)
i (C i ^ B )
 C i + @2�

b� (2)
i (C i ^ B )
 B

+ �
b� (3)
i B 
 B + 2@1�

b� (3)
i (Ci �B )B 
 C i + @2�

b� (3)
i (C i �B )B 
 B :

En multiplian t scalairement par C i ^ B , on en d�eduit la relation suivante

(Ci ^ B )�@c i �
b�
i = �

b� (1)
i Ci ^ B + �

b� (2)
i (C i �B B � B 2C i ); (I.47)
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en rappelant que B est la norme du vecteur B .

On �etudie �a pr�esent le dernier terme. En remarquant que l'on a la relation antisy-
m�etrique C i �(C j ^ B ) = � C j �(Ci ^ B ), on peut �ecrire

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj C i �

Z
f 0
j �

b�
j C j ^ B dcj

= �
X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj (C i ^ B )�

Z
f 0
j C j (�

b� (1)
j Cj + �

b� (2)
j C j ^ B + �

b� (3)
j Cj �B B ) dcj :

En utilisant l'isotropie des fonctions �
b� (1)
j , �

b� (2)
j et �

b� (3)
j et le fait que les seules

contributions non nulles sont apport�eespar lesfonctionspairesen chacunedescom-
posantes de C j , on obtient

Z
f 0
j �

b� (1)
j Cj 
 Cj dcj = 1

3

� Z
f 0
j �

b� (1)
j C j �C j dcj

�
I ;

Z
f 0
j �

b� (2)
j Cj 
 (Cj ^ B ) dcj = 1

3

� Z
f 0
j �

b� (2)
j C j �C j dcj

�
R (B );

Z
f 0
j �

b� (3)
j C j �B Cj 
 B dcj = 1

3

� Z
f 0
j �

b� (3)
j C j �C j dcj

�
B 
 B :

En utilisant la formule R (B )a = B ^ a, pour un vecteur a de R3, on obtient

X

j 2 S
j 2 Q j

zj mi mj

� kBT
C i �

Z
f 0
j �

b�
j C j ^ B dcj = � 1

3

X

j 2 S
j 2 Q j

zj mi mj

� kBT
Ci ^ B

Z
f 0
j �

b� (1)
j Cj �Cj dcj

+ 1
3

X

j 2 S
j 2 Q j

zj mi mj

� kBT
(B 2Ci � B �C i B )

Z
f 0
j �

b� (2)
j Cj �C j dcj ; (I.48)

le dernier terme de l' �equation int�egro-di� �erentielle (I.45) �etant alorsd�evelopp�e selon
les trois vecteursC i , C i �B B et Ci ^ B .

En utilisant les formules (I.47) et (I.48) et l'isotropie de l'op�erateur F S (Voir An-
nexeI.9), une projection sur les trois vecteursformellement ind�ependants B , C i et
C i ^ B permet de scinderl' �equation (I.45) en trois �equationscoupl�ees

F S
i (�

b� (1) C) +
X

j 2 S
j 2 Q j

zj mi mj

3� kBT
B 2Ci

Z
f 0
j �

b� (2)
j Cj �Cj dcj � zi B 2�

b� (2)
i C i = 	

b�
i ; i 2 S;

(I.49a)
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F S
i (�

b� (2) C^ B ) �
X

j 2 S
j 2 Q j

zj mi mj

3� kBT
Ci ^ B

Z
f 0
j �

b� (1)
j Cj �C j dcj + zi �

b� (1)
i Ci ^ B = 0; i 2 S;

(I.49b)

F S
i (�

b� (3) C�B B )�
X

j 2 S
j 2 Q j

zj mi mj

3� kBT
Ci �B B

Z
f 0
j �

b� (2)
j C j �C j dcj + zi �

b� (2)
i C i �B B = 0; i 2 S;

(I.49c)
o�u l'on a d�e�ni les familles de fonctions

�
b� (1) C =

�
�

b� (1)
i C i

�

i 2 S
;

�
b� (2) C^ B =

�
�

b� (2)
i C i ^ B

�

i 2 S
;

�
b� (3) C�B B =

�
�

b� (3)
i C i �B B

�

i 2 S
:

A cestade,les�equationsint�egro-di� �erentielles pour �
b�
i sont r�eduites�a des�equations

int�egralescoupl�eesdont les inconnues sont scalaireset r�eelles.Pour les d�ecoupler,

on introduit les variablesr�eelles'
b� (1)
i , i 2 S, et les variablescomplexes'

b� (2)
i , i 2 S,

d�e�nies par

'
b� (1)
i = �

b� (1)
i + B 2�

b� (3)
i ; i 2 S; (I.50a)

'
b� (2)
i = �

b� (1)
i + i B �

b� (2)
i ; i 2 S; (I.50b)

o�u i est une racine carr�ee de � 1. On r�esout ainsi les �equationsd�ecoupl�eesen ces
nouvellesvariableset on en d�eduira l'existencedes�

b�
i , i 2 S, par la relation

�
b�
i =

�
('

b� (1)
i B 
 B + <('

b� (2)
i )( I � B 
 B ) � = ('

b� (2)
i )R (B ))

�
C i ; (I.51)

o�u B est le vecteur unitaire d�e�ni par B = B =B et o�u < (z) et = (z) d�esignent la
partie r�eelleet la partie imaginaire du complexez = < (z) + i = (z).

En ajoutant les �equations(I.49a) et (I.49c) puis en prenant le produit scalaireavec
le vecteur B , on obtient les�equationsv�eri� �eespar la famille de fonctions ' b� (1) C =

('
b� (1)
i Ci ) i 2 S,

F S
i ('

b� (1) C) = 	
b�
i ; i 2 S: (I.52a)

De plus, en ajoutant le produit vectoriel de l' �equation (I.49a) par le vecteur B �a
l' �equation(I.49b) multipli �eepar le scalairei B , on obtient les�equationsv�eri� �eespar
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la famille ' b� (2) C = ('
b� (2)
i C i ) i 2 S,

F S
i ('

b� (2) C) � i B
X

j 2 S
j 2 Q j

zj mi mj

3� kBT
Ci

Z
f 0
j '

b� (2)
j Cj �Cj dcj + i Bzi '

b� (2)
i Ci = 	

b�
i ; i 2 S:

(I.52b)
Si lesdeux�equations(I.52) ont unesolution alors lestrois �equations(I.49) enauront
une �egalement.

En d�e�nissant les familles de fonctions vectorielles' b� (1) et ' b� (2) par les relations

'
b� (1) =

�
'

b� (1)
i Ci

�

i 2 S
; '

b� (2) =
�

'
b� (2)
i Ci

�

i 2 S
;

et l'op�erateur F q1
=

�
F q1

i

�

i 2 S
d�e�ni pour u = (ui ) i 2 S par

F q1

i (u) = �
X

j 2 S
j 2 Q j

zj mi mj

3� kBT
C i

Z
f 0
j uj �Cj dcj + zi ui ; i 2 S; (I.53)

o�u ui est le produit du vecteur C i par une fonction scalaire(complexe) de C i �Ci ,
(C i �B )2 et de B �B , les �equations(I.52a) et (I.52b) ser�ecrivent sousla forme

F S ('
b� (1) ) = 	

b� ; (I.54a)
�

F S + i BF q1
�

('
b� (2) ) = 	

b� : (I.54b)

On s'int�eresse�a pr�esent aux contraintes scalaires(I.44b). En utilisant la parit �e des

fonctions f 0
i , �

b� (1)
i , �

b� (2)
i et �

b� (3)
i en la variable C i et l'isotropie, on montre �a partir

desrelations (I.44b) que

hhf 0�
b� (1) C;  l ii = hhf 0�

b� (2) C;  l ii = hhf 0�
b� (3) C;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g;

et on obtient donc, d'apr�esles d�e�nitions (I.50), que

hhf 0'
b� (1) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.55a)

hhf 0'
b� (2) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.55b)

On remarqueque les imagesdesop�erateursF S et F q1
sont orthogonalesaux in-

variants de collision scalaireset ce grâce �a l'isotropie de l'op�erateur de Boltzmann
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lin�earis�e et �a la relation
X

i 2 S
i2 Q i

m2
i

Z
f 0
i C i �C i dci = 3� kBT:

En mettant deshypoth�esesraisonnablessur les sectionsde collision, les �equations
int�egralessont classiquement r�esoluescar la famille de fonctions 	

b� est orthogonale
aux noyau deF S + i BF q1

[FK72, Cer88]. On pourrait aussiformaliserceladansun
espaceappropri�e en utilisant Lax-Milgram [Cer88, Wal58]. Par ailleurs, l'isotropie

desop�erateursF S et F q1
permet de montrer quelesfonctions '

b� (1)
i et '

b� (2)
i , i 2 S,

sont desfonctionsdesvariablesC i �C i et B �B |et non pas(C i �B )2|m ultipli �eespar
le vecteur C i .

La solution ' b� (1) de l' �equation (I.54a) ne d�epend pasdu champ magn�etique B . On
s'int�eresse�a pr�esent �a la d�ependancede la solution ' b� (2) de l' �equation (I.54b) vis
�a vis du champ magn�etique lorsqu'il tend vers z�ero. Commeles op�erateursF S et

F q1
ned�ependent pasdu champ magn�etique,on peut d�evelopper lesfonctions'

b� (2)
i ,

i 2 S, sousla forme

'
b� (2)
i =

X

n2 N

(i B )n '
b�
i;n ; (I.56)

o�u les familles de fonctions ' b�
:;n = (' b�

i;n )
i 2 S

, n 2 N, v�eri�ent les�equationsint�egrales

(
F S ('

b�
:;0) = 	

b� ;

F S ('
b�
:;n+1 ) = � F q1

('
b�
:;n ); n > 0;

(I.57)

sousles contraintes

hhf 0'
b�
:;n ;  l ii = 0; l 2 f 0; : : : ; ns+4g: (I.58)

Ces�equationsd�e�nissent de mani�ere unique les fonctions r�eelles' b�
i;n , i 2 S, n 2 N,

de mani�ere r�ecursive. On remarqueen�n que les fonctions ' b�
i; 0 et '

b� (1)
i , i 2 S, sont

�egalescar ellessont d�e�nies par lesmêmes�equations.

On peut e�ectuer un d�eveloppement similaire pour � D j , j 2 S. L' �equation v�eri� �ee
par les fonctions � Dj

i , pour i; j 2 S, correspondant �a l' �equation (I.45), est

F S
i (� D j ) + zi (Ci ^ B )�@ci �

Dj
i +

X

k2 S
k2 Qk

mi mk

� kBT
zkC i �

Z
f 0
k Ck ^ B � Dk

i dck = 	 D j
i ; i 2 S;

(I.59)
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pour laquelleon cherche une solution sousla forme

� Dj
i = � D j (1)

i C i + � D j (2)
i Ci ^ B + � D j (3)

i C i �B B : (I.60)

On introduit alors les fonctions auxiliaires scalaires' D j (1)
i et ' D j (2)

i par lesrelations

' D j (1)
i = � D j (1)

i + B 2� D j (3)
i ; i 2 S; (I.61a)

et
' D j (2)

i = � D j (1)
i + i B � D j (2)

i ; i 2 S; (I.61b)

et on d�e�nit les familles de fonctions vectorielles' D j (1) et ' D j (2) par

' D j (1) =
�

' D j (1)
i Ci

�

i 2 S
; ' D j (2) =

�
' D j (2)

i C i

�

i 2 S
:

On r�esout les�equationspour cesderni�eresvariableset on utilise les relations

� Dj
i =

�
' D j (1)

i B 
 B + <(' D j (2)
i )( I � B 
 B ) � = (' D j (2)

i )R (B )
�

Ci ; (I.62)

pour revenir aux inconnues� Dj
i , i; j 2 S.

Cesfonctionsv�eri�ent alors les�equationssuivantes qui correspondent aux �equations
(I.54) pour lesvariables' b� (1) et ' b� (2)

F S (' D j (1) ) = 	 D j ; (I.63a)

(F S + i BF q1
)( ' D j (2) ) = 	 D j ; (I.63b)

et lescontraintes scalaires,correspondant aux �equations(I.55),

hhf 0' D j (1) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.64a)

hhf 0' D j (2) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.64b)

pour tout j 2 S.En mettant deshypoth�esesraisonnablessur lessectionsdecollision,
les�equationsint�egralessont classiquement r�esoluescar lesfamillesde fonctions	 D j ,
j 2 S sont orthogonalesaux noyau de F S + i BF q1

[FK72, Cer88]. On pourrait
aussi formaliser cela dans un espaceappropri�e en utilisant Lax-Milgram [Cer88,
Wal58]. Par ailleurs, l'isotropie desop�erateursF S et F q1

permet de montrer que
les fonctions ' D j (1)

i et ' D j (2)
i , i; j 2 S, sont des fonctions des variables C i �Ci et

B �B |et non pasde (C i �B )2|m ultipli �eespar le vecteur C i .

La solution ' D j (1) de l' �equation (I.63a) ne d�epend pasdu champ magn�etique B . En
ce qui concernela solution ' D j (2) de l' �equation (I.63b), les op�erateursF S et F q1
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ne d�ependant pas du champ magn�etique, on peut d�evelopper les fonctions ' D j (2)
i ,

i; j 2 S, sousla forme
' D j (2)

i =
X

n2 N

(i B )n ' D j
i;n ; (I.65)

o�u les familles de fonctions ' D j
:;n = (' D j

i;n )
i 2 S

, j 2 S, n 2 N, v�eri�ent les �equations
int�egrales (

F S (' D j
:;0 ) = 	 D j ;

F S (' D j
:;n+1 ) = � F q1

(' D j
:;n ); n > 0;

(I.66)

sousles contraintes

hhf 0' D j
:;n ;  l ii = 0; l 2 f 0; : : : ; ns+4g; n > 0: (I.67)

Ces�equationsd�e�nissent demani�ereuniquelesfonctionsr�eelles' D j
i;n , i; j 2 S,n 2 N,

de mani�ere r�ecursive. Et on remarque�egalement que les familles de fonctions ' D j
i; 0

et ' D j (1)
i , i; j 2 S, sont �egales.

Les membres de droite 	 D j poss�edent une propri�et�e importante qu'on peut �ecrireP

j 2 S
� j 	 D j = 0, qui implique par lin�earit�e que

P

j 2 S
� j �

D j = 0, et donc que

X

j 2 S

� j ' D j (1) = 0;
X

j 2 S

� j ' D j (2) = 0: (I.68)

En�n, le rang des deux familles (' b� (1) ; ' D j (1) ; j 2 S) et (' b� (2) ; ' D j (2) ; j 2 S) est
exactement ns, car c'estcelui desmembresdedroite correspondant (	

b� ; 	 D j ; j 2 S).

I.6.4.2 Equations pour � �
i

D'apr�es(I.44), les fonctions � �
i pour i 2 S v�eri�ent les�equations

F S
i (� � ) + zi (C i ^ B )�@ci �

�
i +

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj Ci �

Z
f 0
j C j ^ B � �

j dcj = 	 �
i ; i 2 S;

(I.69a)
et lescontraintes

hhf 0� � ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.69b)
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On introduit la vitesserenormalis�eeCi , i 2 S, d�e�nie par

Ci =
r

mi

2kBT
Ci ; i 2 S:

L' �equation (I.69a) ser�ecrit alors, en utilisant l'expression(I.21) de f 0
i ,

F S
i (� � ) +

X

j 2 S
j 2 Q j

2
p

mi mj nj zj

� � 3=2� j j

exp
�

� Ej j

kB T

�

P

j 2 Q j

1
� j j

exp
�

� Ej j

kB T

� Ci �
Z

exp(� Cj �Cj )Cj ^ B � �
j dCj

+ zi (Ci ^ B )�@Ci �
�
i = 2

�
Ci 
 Ci � 1

3Ci �Ci I
�

: (I.70)

On cherche une solution � � = (� �
i ) i 2 S invariante par changement de rep�ere, telle

quelesfonctions� �
i , i 2 S, sont construites�a partir de tous lestenseurssym�etriques

d'ordre deux �a trace nulle qui peuvent être cr�e�esgrâceau vecteur Ci et au pseudo-
vecteur B [Wan70a, Wan70b]. Comme l'espacede ces tenseursest de dimension
5, il est su�san t de consid�erer 5 tenseurs lin�eairement ind�ependants et de d�eve-
lopper la solution sur cette base.Nous introduisonsdonc la famille des5 tenseurs
T (1)

i ; : : : ; T (5)
i , d�e�nis par

T (1)
i = Ci 
 Ci � 1

3Ci �Ci I ;

T (2)
i = 1

2 [Ci 
 (Ci ^ B ) + (Ci ^ B )
 Ci ] ;

T (3)
i = (Ci ^ B )
 (Ci ^ B ) � 1

3Ci �Ci B �B I + (Ci �B )2=B �B B 
 B ;

T (4)
i = 1

2Ci �B [Ci 
 B + B 
 Ci ] � (Ci �B )2=B �B B 
 B ;

T (5)
i = 1

2Ci �B [B 
 (Ci ^ B ) + (Ci ^ B )
 B ] :

On remarquequeJ.H. Ferzigeret H.G. Kaper ont trouv�eplus judicieux deconsid�erer
6 tenseurset la relation lin�eairequi leslie dans[FK72]. Cette repr�esentation permet
d'obtenir lesmêmesr�esultatsmaiselleest certainement moins�el�egante car certaines
relations entre cestenseursne sont pas lin�eaireset il est plus di�cile de justi�er les
changements de variables.

On d�eveloppe les fonctions � �
i , i 2 S, par rapport �a cette famille

� �
i =

5X

n=1

� � (n)
i T (n)

i : (I.71)

Les fonctions � � (n)
i sont a priori des fonctions scalairesde Ci �Ci , de (Ci �B )2 et de

B �B , car la solution � � doit être invariante par changement de rep�ere.
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Or les tenseursT (n)
i et les fonctions � � (n)

i �etant pairs en Ci , tous les termes

Z
exp(� Cj �Cj )Cj ^ B � �

j dCj

qui apparaissent dans l' �equation (I.69a) sont nuls. On doit donc s'int�eresseraux
termes (Ci ^ B )�@Ci �

�
i . Comme les fonctions � � (n)

i sont des fonctions scalairesdes
variablesCi �Ci , (Ci �B )2 et B �B , lesvecteurs@Ci �

� (n)
i sont dansle plan engendr�e par

lesvecteursC i et B . Ainsi,

(Ci ^ B )�@Ci �
� (n)
i = 0;

et on obtient

(Ci ^ B )�@Ci �
�
i =

6X

n=1

� � (n)
i

�
(Ci ^ B )�@Ci T

(n)
i

�
:

Il restedonc �a calculer lestermes(Ci ^ B )�@Ci T
(n)

i et �a lesexprimer selonlestenseurs
T (n)

i . Le r�esultat est le suivant

(Ci ^ B )�@Ci T
(1)

i = 2T (2)
i ;

(Ci ^ B )�@Ci T
(2)

i = � B �B T (1)
i + T (3)

i + T (4)
i ;

(Ci ^ B )�@Ci T
(3)

i = � 2B �B T (2)
i + 2T (5)

i ;

(Ci ^ B )�@Ci T
(4)

i = T (5)
i ;

(Ci ^ B )�@Ci T
(5)

i = � B �B T (4)
i :

L'isotropie de l'op�erateur de Boltzmann lin�earis�e F S
i implique que, pour chaque

n 2 f 1; : : : ; 5g, le tenseurT (n)
i et son image par cet op�erateur sont colin�eaires.On

peut alors �ecrire les �equationsint�egrodi� �erentielles correspondant selonchacun de
ces5 tenseursde base.

F S
i (� � (1) T (1) ) � zi B �B � � (2)

i T (1)
i = 2T (1)

i ; i 2 S

F S
i (� � (2) T (2) ) + 2zi (�

� (1)
i � B �B � � (3)

i )T (2)
i = 0; i 2 S;

F S
i (� � (3) T (3) ) + zi �

� (2)
i T (3)

i = 0; i 2 S;

F S
i (� � (4) T (4) ) + zi (�

� (2)
i � B �B � � (5)

i )T (4)
i = 0; i 2 S;

F S
i (� � (5) T (5) ) + zi (2� � (3)

i + � � (4)
i )T (5)

i = 0; i 2 S:
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En utilisant les relations lin�eairesliant les tenseursT (n)
i , n 2 f 2; 3; 4; 5g, au tenseur

T (1)
i , pour i 2 S,

T (2)
i = 1

2

�
T (1)

i R (B ) � R (B )T (1)
i

�
;

T (3)
i = � R (B )T (1)

i R (B ) + 1
B �B B 
 B T (1)

i B 
 B ;

T (4)
i = 1

2

�
B 
 B T (1)

i + T (1)
i B 
 B

�
� 1

B �B B 
 B T (1)
i B 
 B ;

T (5)
i = 1

2

�
B 
 B T (1)

i R (B ) � R (B ) T (1)
i B 
 B

�
;

on en d�eduit par isotropie de l'op�erateur de Boltzmann lin�earis�e (voir Annexe I.9)
que l' �equation (I.70) est une cons�equencedes5 �equationscoupl�ees

F S
i (� � (1) ) � zi B �B � � (2)

i = 2	 �
i ; i 2 S (I.72a)

F S
i (� � (2) ) + 2zi (�

� (1)
i � B �B � � (3)

i ) = 0; i 2 S; (I.72b)

F S
i (� � (3) ) + zi �

� (2)
i = 0; i 2 S; (I.72c)

F S
i (� � (4) ) + zi (�

� (2)
i � B �B � � (5)

i ) = 0; i 2 S; (I.72d)

F S
i (� � (5) ) + zi (2� � (3)

i + � � (4)
i ) = 0; i 2 S; (I.72e)

en ayant pos�e
� � (n)

i = � � (n)
i (Ci 
 C i � 1

3C i �Ci I ):

Pour d�ecouplerces�equations,on fait intervenir �a nouveau desvariablescomplexes
qu'on notera ' � (1)

i , ' � (2)
i et ' � (3)

i d�e�nies par

' � (1)
i = � � (1)

i + B 2� � (3)
i ; i 2 S;

' � (2)
i = � � (1)

i + i B � � (2)
i � B 2� � (3)

i ; i 2 S;

' � (3)
i = � � (1)

i + 1
2 i B � � (2)

i + 1
2B 2� � (4)

i + 1
2 i B 3� � (5)

i ; i 2 S;

o�u B est la norme du vecteur B .

Les�equationsv�eri� �eespar cesnouvellesvariablessont lessuivantes

F S
i (' � (1) ) = 2	 �

i ; i 2 S; (I.73a)

F S
i (' � (2) ) + 2i Bzi '

� (2)
i = 2	 �

i ; i 2 S; (I.73b)

F S
i (' � (3) ) + i Bzi '

� (3)
i = 2	 �

i ; i 2 S: (I.73c)

Pour u = (ui ) i 2 S, fonction scalairedesvariablesCi �Ci , (Ci �B )2 et B �B multipli �eepar

le tenseurT (1)
i , on introduit alors l'op�erateur F q2

= (F q2

i ) i 2 S d�e�ni par

F q2

i (u) = zi ui ; i 2 S:
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Les�equations(I.73) ser�ecrivent alors imm�ediatement sousla forme

F S (' � (1) ) = 	 � ; (I.74a)

(F S +2i BF q2
)( ' � (2) ) = 	 � ; (I.74b)

(F S + i BF q2
)( ' � (3) ) = 	 � : (I.74c)

De plus, les fonctions ' � (1) , ' � (2) et ' � (3) , v�eri�ent lescontraintes scalaires

hhf 0' � (1) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.75a)

hhf 0' � (2) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.75b)

hhf 0' � (3) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.75c)

En mettant deshypoth�esesraisonnablessur les sectionsde collision, les �equations
int�egralessont classiquement r�esoluescar la famille de fonctions 	 � est orthogonale
au noyau de F S + i BF q2

[Cer88, Wal58], cequi peut seformaliseren utilisant Lax-
Milgram dansun espaceappropri�e. De plus, l'isotropie de l'op�erateur F S + i BF q2

permet de montrer que les fonctions ' � (1)
i , ' � (2)

i et ' � (3)
i , i 2 S, sont desfonctions

de C i �Ci et de B �B multipli �eeespar le tenseurT (1)
i .

La solution ' � (1) de l' �equation (I.74a) ne d�epend pas du champ magn�etique B .
En ce qui concerneles solutions ' � (2) et ' � (3) des�equations(I.74b) et (I.74c), les
op�erateurs F S et F q2

ne d�ependant pas du champ magn�etique, on d�eveloppe les
fonctions ' � (2)

i et ' � (3)
i , i 2 S, sousla forme

' � (2)
i =

X

n2 N

(2i B )n ' �
i;n ; (I.76a)

' � (3)
i =

X

n2 N

(i B )n ' �
i;n ; (I.76b)

o�u les familles de fonctions ' �
:;n = (' �

i;n )
i 2 S

, n 2 N, v�eri�ent les�equationsint�egrales
(

F S (' �
:;0) = 	 � ;

F S (' �
:;n+1 ) = � F q1

(' �
:;n ); n > 0;

(I.77)

sousles contraintes

hhf 0' �
:;n ;  l ii = 0; l 2 f 0; : : : ; ns+4g: (I.78)

Ces�equationsd�e�nissent de mani�ere unique les fonctions r�eelles' �
i;n , i 2 S, n 2 N,

de mani�ere r�ecursive. On remarque�egalement que les fonctions ' �
i; 0 et ' � (1)

i , i 2 S,
sont �egalescar ellessont d�e�nies par lesmêmes�equations.
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I.6.4.3 Equations pour � �
i

Le cas des fonctions � �
i , i 2 S, est identique �a celui des m�elangesneutre [Gio99].

D'apr�es(I.44), cesfonctions v�eri�ent les�equations

F S
i (� � ) + zi (Ci ^ B )�@ci �

�
i +

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj C i �

Z
f 0
j Cj ^ B � �

j dcj = 	 �
i ; i 2 S;

(I.79a)
et lescontraintes scalaires

hhf 0� � ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.79b)

On cherche une solution sousla forme � � = (� �
i ) i 2 S o�u � �

i est une fonction scalaire
desvariablesC i �C i , (Ci �B )2 et B �B . Par imparit �e, toutes les int�egrales

Z
f 0
j Cj ^ B � �

j dcj

sont nulles. De plus, le vecteur @ci �
�
i est dans le plan d�e�ni par les vecteursC i et

B . On obtient donc
(Ci ^ B )�@ci �

�
i = 0:

L' �equation (I.79) ser�ecrit alors

F S (� � ) = 	 � : (I.80)

On remarqueque la fonction 	 � est orthogonaleaux invariants de collision scalaire.
En e�et, commecette fonction est paire en la variable C i , il est su�san t de montrer
que

X

i2 Q i

Z
f 0
i 	 �

i dci = 0; i 2 S

et que
X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i 	 �

i

�
1
2mi ci �ci + Ei i

�
dci = 0;

cequi s'obtient en utilisant les relations

	 �
i =

2cint

cvkBT

�
1
2mi C i �Ci � 3

2kBT
�

+
2ctr

v

cvkBT
(Ei � Ei i); i 2 S;
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avec ncint =
P

i 2 S
ni cint

i , ctr
v = 3=2 kB , et cint

i = dEi =dT qui se r�ecrit (I.35a) sous la

forme

cint
i =

1
kBT2Qint

i

X

i2 Q i

� i i(Ei i � Ei )2 exp
�

�
Ei i

kBT

�
:

Les �equationsint�egrales(I.80) (I.79b) sont r�esolublescar la famille de fonctions 	 �

est orthogonaleau noyau de F S [FK72].

I.6.4.4 Equations pour des � r
i

Le casdes fonctions � r
i , i 2 S, est identique �a celui desm�elangesneutres.D'apr�es

(I.44), cesfonctions v�eri�ent les�equations

F S
i (� r )+ zi (Ci ^ B )�@ci �

r
i +

X

j 2 S
j 2 Q j

mi mj

� kBT
zj C i �

Z
f 0
j Cj ^ B � r

j dcj = 	 r
i ; i 2 S; (I.81a)

et lescontraintes scalaires

hhf 0� r ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.81b)

On cherche une solution sousla forme � r = (� r
i ) i 2 S o�u � r

i est une fonction scalaire
desvariablesC i �Ci , (Ci �B )2 et B �B . Par imparit �e, toutes les int�egrales

Z
f 0
j C j ^ B � r

j dcj

sont nulles. De plus, le vecteur @ci �
r
i est dans le plan d�e�ni par les vecteursC i et

B . On obtient donc
(C i ^ B )�@ci �

r
i = 0:

L' �equation (I.81) ser�ecrit alors

F S (� r ) = 	 r : (I.82)

On montre �a pr�esent que la fonction 	 r est orthogonaleaux invariants de collision
scalaires.On rappelle que

	 r
i =

e	 r
i

f 0
i

�
� b
ir � � f

ir

ni

�
1

pcvT

 
X

j 2 S

�
3
2kBT + Ej

�
(� b

j r � � f
j r )

!
�

3
2kBT �

mi

2
Ci �C i + Ei � Ei i

�
;
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avec

e	 r
i =

1
K r

0

@� � f
ir

X

f r
i ;br

Z
D r

Y

F r
i

dcj

Y

Br

dck + � b
ir

X

f r ;br
i

Z
D r

Y

F r

dcj

Y

Br
i

dck

1

A :

� On montre que hhf 0	 r ;  i ii = 0, i 2 f 1; : : : ; nsg.
Soit i 2 S. On a, apr�esun calcul rapide,

X

i2 Q i

Z
f 0
i

e	 r
i

f 0
i

dci = � � f
ir + � b

ir ;

X

i2 Q i

Z
f 0
i

� b
ir � � f

ir

ni
dci = � � f

ir + � b
ir

et
X

i2 Q i

Z
f 0
i

�
3
2kBT �

mi

2
C i �Ci + Ei � Ei i

�
dci = 0:

On en d�eduit alors que pour tout i 2 f 1; : : : ; nsg, hhf 0	 r ;  i ii = 0.

� On montre que hhf 0	 r ;  ns + � ii = 0, � 2 f 1; 2; 3g.
Soit � 2 f 1; 2; 3g. Grâce�a cequi pr�ec�ede,on d�eduit

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i 	 r

i mi ci� dci =
X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i 	 r

i mi Ci� dci :

Or cette derni�ere int�egraleest nulle car la fonction 	 r
i est paire en la variable C i .

� On montre que hhf 0	 r ;  ns +4 ii = 0.

On commencepar montrer que hhe	 r ;  ns +4 ii = 0. On a

hhe	 r ;  ns +4 ii =
X

i 2 S

� b
ir � � f

ir

fK r

X

f r ;br

Z Y

j 2F r

f 0
j

�
1
2mi ci �ci + Ei i

�
W f r br

F r Br

Y

j 2F r

dcj

Y

k2B r

dck ;

avec

fK r = K r

Y

j 2F r

nj

�
mj

2� kB T

� 3=2

P

j 2 Q j

1
� j j

exp
�

� Ej j

kB T

� :

60



Approximationd'ordre un dansle casb= 1 SectionI.6

Or
1
fK r

X

f r ;br

Z Y

j 2F r

f 0
j

�
1
2mi ci �ci + Ei i

�
W f r br

F r Br

Y

j 2F r

dcj

Y

k2B r

dck

s'interpr�ete comme la production d'�energiedans la r�eaction r correspondant aux
particules de type i . Ainsi, hhe	 r ;  ns +4 ii = 0, par conservation de l' �energiedans la
r�eaction r .

Il reste�a montrer que lescontributions desdeux autres termess'annulent. Lesdeux
r�esultats suivants le montrent :

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i

� b
ir � � f

ir

ni

�
1
2mi ci �ci + Ei i

�
dci =

X

i 2 S

(� b
ir � � f

ir )
�

3
2kBT + Ei

�

et
X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i

�
3
2kBT � 1

2mi C i �Ci + Ei � Ei i

� �
1
2mi ci �ci + Ei i

�
dci = � ncvkBT2:

On a doncmontr �e que la fonction 	 r v�eri�e lescontraintes scalaireset les�equations
(I.82) (I.81b) sont donc bien pos�ees[FK72].

I.6.5 Equations macroscopiques d'ordre un

Dans cette partie, on �etudie les �equationsmacroscopiquesd'ordre un pour les m�e-
langesde gaz polyatomiquesdans le r�egimeb = 1. Plus pr�ecis�ement, on �etudie les
�equationsdeconservation, lesux detransport, lescoe�cien ts de transport, lesrela-
tions thermodynamiqueset le terme sourcechimique. On s'int�eresseen particulier �a
la structure et aux propri�et�esdesmatricesde di�usion et desmatricesde transport
de chaleur et de massemultiesp�ecesqui en r�esultent. Cespropri�et�essont fondamen-
tales pour �etudier la production macroscopiqued'entropie. De plus, cespropri�et�es,
�etabliesici pour lesmatricesexactesissuesdela th�eoriecin�etiquedesgaz,ont un rôle
important dansl' �etudedesapproximations num�eriquesde la di�usion multiesp�eces.

I.6.5.1 Equations de conservation d'ordre un

Les�equationsmacroscopiquesdeconservation d'ordre un sont obtenuesene�ectuant
le produit scalairede l' �equation de Boltzmann par les invariants de collision et en
gardant les termesd'ordre z�ero et d'ordre un en � .
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En substituant le d�eveloppement (I.16) desfonctions f i dans l' �equation (I.19)

hh l ; eD (f )ii + 1
� hh l ; bD (f )ii = � ahh l ; C(f )ii ; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g;

on obtient

1
� hh l ; bD (f 0)ii + hh l ; eD (f 0) + bD (f 0� )ii + � hh l ; eD (f 0� )ii = � ahh l ; C(f )ii ; (I.83)

pour l 2 f 1; : : : ; ns + 4g.

D'apr�es(I.21), on a bD (f 0) = 0. De plus, on peut �ecrire

Ci (f ) = Ci (f 0) + �@f Ci (f 0)f 0� + O(� 2);

avec la notation
@f Ci (f 0)f 0� =

X

j 2 S

@f j Ci (f 0)f 0
j � j : (I.84)

On obtient donc en ne gardant que les termesen � 0 et �

hh l ; eD (f 0) + eD (f 0� ) + bD (f 0� )ii = hh l ; C(f 0) + � a0@f C(f 0)f 0� ii ;

pour l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; avec @f C(f 0)f 0� = (@f Ci (f 0)f 0� ) i 2 S.

On en d�eduit les �equationsde bilan macroscopiquesd'ordre un. Les ns premi�eres
�equationscorrespondent aux �equationsde conservation de la massedesesp�eces,

@t � i + @x �(� i v) + @x �(� i Vi ) = mi ! i ; i 2 S; (I.85a)

o�u Vi est la vitessede di�usion de l'esp�ecei donn�eepar

Vi =
1
ni

X

i2 Q i

Z
C i f 0

i � i dci ; i 2 S; (I.85b)

et ! i le terme de production chimique dont l'expressionest

! i =
X

i2 Q i

Z
(Ci (f 0) + � a0@f Ci (f 0)f 0� ) dci ; i 2 S: (I.85c)

L' �equation de conservation de la quantit �e de mouvement s'�ecrit

@t (� v ) + @x �(� v 
 v + pI ) + @x �� = � g + q(E + v ^ B )] + j ^ B ; (I.85d)
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o�u � est le tenseurde viscosit�e qui s'�ecrit

� =
X

i 2 S
i2 Q i

Z
mi Ci 
 C i f 0

i � i dci ; (I.85e)

et j la densit�e de courant de conduction

j =
X

i 2 S

� i zi Vi : (I.85f)

En�n l' �equation de conservation de l' �energieest

@t

�
1
2 � v �v + E

�
+ @x �

� �
1
2 � v �v + E + p

�
v

�
+ @x �(Q + � �v)

= [� g + q(E + v � B )] �v + j �E ; (I.85g)

o�u � est le tenseurde viscosit�e et Q le ux de chaleur donn�e par

Q =
X

i 2 S
i2 Q i

Z �
1
2mi C i �Ci + Ei i

�
ci f 0

i � i dci : (I.85h)

En multiplian t les �equations (I.85a) i par zi et en sommant sur i 2 S, on obtient
l' �equation de conservation de la charge

@t (q) + @x �(qv) + @x �j = 0; (I.86)

car
P

i 2 S
zi mi ! i = 0, cequi traduit l'absencedeproduction dechargedanslesr�eactions

chimiques.

On note qu'il devrait y avoir un terme suppl�ementaire dans le membre de gauche
de l' �equation (I.83) qui s'�ecrirait hh l ; bD (f 0� (2) )ii , o�u � (2) est la contribution d'ordre
deuxdansle d�eveloppement deEnskogdef , maiscetermeesthabituellement n�eglig�e
sansque son existencesoit noti� �ee.La forme de sa contribution serait j (2)

^ B dans
le membre de droite de l' �equation de conservation de la quantit �e de mouvement
(I.85d) et j (2) �(B ^ v) danscelui de l' �equationde conservation de l' �energie(I.85g), o�u
j (2) est le courant d'ordre deux [CD69]. Commela charge convergehabituellement
rapidement versz�erodanslesuides r�eactifsionis�esglobalement neutres,il est usuel
de n�egligercecourant du secondordre.
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I.6.5.2 Expressions des vitesses de di�usion Vi

D'apr�esl' �equation (I.85b), en rappelant que pk = nkkBT, k 2 S, on a

Vi =
kBT
pi

X

i2 Q i

Z
C i f 0

i � i dci ; i 2 S:

En utilisant la relation (I.42e), 	 D j
i = (� ij � � i =� )C i =pi , on obtient

Vi = kBThh	 D j ; f 0� ii +
kBT

�

X

j 2 S
j 2 Q j

Z
mj C j f 0

j � j dcj :

La famille (mj C j ) j 2 S �etant un invariant de collision vectoriel, le deuxi�emeterme de
cette expressiondisparâ�t. La vitessede di�usion peut alors ser�ecrire

Vi = kBThh	 D i ; f 0� ii ; i 2 S: (I.87)

On substitue alors le d�eveloppement (I.43) desfonctions � i dansl'expressionpr�ec�e-
dente. Lesfonctions	 D i

j pour i; j 2 Ssont desvecteursdeR3, ainsi quelesfonctions

� Di
j et �

b�
j , tandis que les fonctions � �

j sont destenseursd'ordre deux �a trace nulle
et lesfonctions � �

j et � r
j desfonctionsscalairesisotropes.Il en r�esulteque le produit

scalairede � avec 	 D i ne fait intervenir que les fonctions � Di
j et �

b�
j . La v�eri�cation

ne pr�esente pas de di�cult �e et pourra être trouv�eedans le livre [FK72] en annexe.
On obtient donc

Vi = � kBT
X

j 2 S

hh	 D i ; pf 0� D j �d j ii � kBThh	 D i ; f 0�
b� �@x ( 1

kB T )ii :

En utilisant les�equations(I.63) pour lesvariables' D i (1) et ' D i (2) et la relation (I.62)
liant les fonctions � D j et ' D j (1) et ' D j (2) , on obtient

hh	 D i ; f 0� D j �d j ii =

"
X

k2 S

Z
f 0
k F S

k (' D i (1) )
 M k ' D j (1)
k dck

#

d j

+ <

"
X

k2 S

Z
f 0
k (F S

k + i BF q1

k )( ' D i (2) )
 (M ? � i M � )' D j (2)
k dck

#

d j ;

o�u lesmatricesM k, M ? et M � sont lesmatricescarr�eesde taille trois d�e�nies par

M k = B 
 B ; M ? = I � B 
 B ; M � = R (B );
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on renvoie �a l'annexe I.10 pour plus de d�etails. En�n, l'isotropie de l'op�erateur de
Boltzmann lin�earis�e, F S , Annexe I.9, et celle de l'op�erateur F q1

, permettent de
r�ecrire les termeshh	 D i ; f 0� D j �d j ii , i; j 2 S, sousla forme

hh	 D i ; f 0� D j �d j ii = 1
3<

�
[[' D i (1) ; ' D j (1) ]]M k+

�
[[' D i (2) ; ' D j (2) ]] + i ((' D i (2) ; ' D j (2) ))

�
(M ? � i M � )

�
d j ;

o�u l'on a d�e�ni le produit ((:; :)) par

((� ; � )) = B
X

i 2 S

zi

Z
f 0
i � i � � i dci ; (I.88)

pour � = (� i )i 2 S et � = (� i ) i 2 S desfonctions de ci et de i.

En e�ectuant le mêmecalcul sur le termehh	 D i ; f 0�
b� �@x ( 1

kB T )ii , on r�ecrit lesvitesses
de di�usion Vi , i 2 S, sousla forme

Vi = �
X

j 2 S

�
D k

ij dk
j + D ?

ij d?
j + D �

ij d�
j

�

�
�

� k
i (@x logT)k + � ?

i (@x logT)? + � �
i (@x logT) �

�
; (I.89)

o�u lescoe�cien ts de transport D k
ij , D ?

ij , D �
ij , i; j 2 S, � k

i , � ?
i et � �

i , i 2 S, sont d�e�nis
par

D k
ij = 1

3pkBT[[' D i (1) ; ' D j (1) ]]; (I.90a)

D ?
ij + i D �

ij = 1
3pkBT

�
[[' D i (2) ; ' D j (2) ]] + i ((' D i (2) ; ' D j (2) ))

�
; (I.90b)

et

� k
i = � 1

3 [[' D i (1) ; '
b� (1) ]]; (I.90c)

� ?
i + i � �

i = � 1
3

�
[[' D i (2) ; '

b� (2) ]] + i ((' D i (2) ; '
b� (2) ))

�
; (I.90d)

et lesvecteursdk
j , d?

j et d �
j , j 2 S, sont d�e�nis �a partir desvecteursd j , j 2 S, par

dk
j = B �d j B ; d?

j = d j � B �d j B ; d �
j = B ^ d j :

On note que la contribution due au produit scalaire((:; :)) dans les expressionsdes
coe�cien ts de transport D ? , D � , � ? et � � n'apparâ�t pas dans [FK72]. En s�epa-
rant partie r�eelleet partie imaginaire dans les expressions(I.90b) et (I.90d), et en
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e�ectuant le produit scalairehhf 0�; �ii de la partie imaginaire des�equations(I.54b)
et (I.63b) avec la famille de fonctions ' D i (2) , i 2 S, cequi fournit les relations

[[= ' b� (2) ; < ' D i (2) ]] + ((< ' b� (2) ; < ' D i (2) )) = 0; i 2 S;

[[= ' b� (2) ; = ' D i (2) ]] + ((< ' b� (2) ; = ' D i (2) )) = 0; i 2 S;

[[= ' D j (2) ; < ' D i (2) ]] + ((< ' D j (2) ; < ' D i (2) )) = 0; i; j 2 S;

[[= ' D j (2) ; = ' D i (2) ]] + ((< ' D j (2) ; = ' D i (2) )) = 0; i; j 2 S;

on obtient

D ?
ij = 1

3pkBT
�

[[< ' D i (2) ; < ' D j (2) ]] + [[= ' D i (2) ; = ' D j (2) ]]
�
; (I.90e)

D �
ij = 1

3pkBT
�

((< ' D i (2) ; < ' D j (2) )) + ((= ' D i (2) ; = ' D j (2) ))
�
; (I.90f)

et

� ?
i = � 1

3

�
[[< ' D i (2) ; < '

b� (2) ]] + [[= ' D i (2) ; = '
b� (2) ]]

�
; (I.90g)

� �
i = � 1

3

�
((< ' D i (2) ; < '

b� (2) )) + ((= ' D i (2) ; = '
b� (2) ))

�
: (I.90h)

En d�e�nissant lescoe�cien ts de transport tensorielsD ij , i; j 2 S, et � i , i 2 S, par

D ij = D k
ij M k + D ?

ij M ? + D �
ij M � ; (I.91a)

� i = � k
i M k + � ?

i M ? + � �
i M � ; (I.91b)

on obtient une formulation compactedesvitessesde di�usion

Vi = �
X

j 2 S

D ij d j � � i @x logT: (I.92)

On remarquequ'il est �egalement possiblede donner des formulations des vitesses
de di�usion utilisant les nombres complexes.Cesformulations sont plus compactes
mais alourdissent les notations. Comme ellesne sont pas indispensables�a la com-
pr�ehensiondescalculs,on a choisi de lesmettre dans l'annexe I.10.

On s'int�eresse�a pr�esent aux propri�et�esdesmatricesde di�usion multiesp�ecesD k =
(D k

ij )
i;j 2 S

, D ? = (D ?
ij )

i;j 2 S
et D � = (D �

ij )
i;j 2 S

. Ces propri�et�es sont fondamentales
pour �etablir la positivit �e de la production d'entropie macroscopiqueainsi que pour
�evaluer e�cacement lescoe�cien ts de transport lors desimulations num�eriquesmul-
tiesp�eces.
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On notera hx; yi le produit scalaireeuclidien desdeux vecteursx; y 2 Rns
, ou plus

g�en�eralement le produit scalairehermitien desdeux vecteursx; y 2 Cns
et on intro-

duit le vecteur masse%= (� i ) i 2 S. En utilisant les propri�et�esde l'op�erateur crochet,
lescontraintes lin�eaires(I.68) sur les fonctions ' D j (1) , ' D j (2) , j 2 S, et lesrelations

hD kx; xi = 1
3pkBT

hhP

i 2 S
' D i (1) xi ;

P

i 2 S
' D i (1) xi

ii
; (I.93a)

hD ? x; xi = 1
3pkBT

�hhP

i 2 S
< ' D i (2) xi ;

P

i 2 S
< ' D i (2) xi

ii
+

hhP

i 2 S
= ' D i (2) xi ;

P

i 2 S
= ' D i (2) xi

ii�
;

(I.93b)

pour x 2 Rns
, on �etablit, commedansle casnon ionis�e [Gio99], que lesmatricesD k

et D ? sont sym�etriquesr�eellessemi-d�e�nies positiveset leur noyaux sont engendr�es
par le vecteur %2 Rns

. Par ailleurs, la matrice D � est une matrice sym�etrique et
son noyau contient le vecteur %2 Rns

. On en d�eduit que le noyau de la matrice
complexeD ? + i D � est engendr�e par le vecteur %2 Cns

et que son image est le
sous-espacede Cns

orthogonal, au senshermitien, �a %. On remarqueque la matrice
D � ne poss�edepas de propri�et�e de positivit �e particuli �ere, et seuleles matrices D k

et D ? sont utilis�eespour �etablir la positivit �e de la production d'entropie.

Finalement, en utilisant �a nouveaulescontraintes scalaires(I.68) et la d�e�nition des
coe�cien ts de di�usion thermique (I.90c), (I.90d), on obtient facilement que

h� k; %i = 0; h� ? ; %i = 0; h� � ; %i = 0; (I.94)

o�u l'on a d�e�ni lesvecteurs� k = (� k
i ) i 2 S, � ? = (� ?

i ) i 2 S et � � = (� �
i ) i 2 S.

On d�eduit de cespropri�et�essur lescoe�cien ts de transport que

X

i 2 S

� i Vi = 0: (I.95)

On introduit alors les taux de di�usion thermique � k = (� k
i ) i 2 S, � ? = (� ?

i ) i 2 S et
� � = (� �

i ) i 2 S, d�e�nis �a partir dessyst�emeslin�eaires

(
D k � k = � k;

h� k; ui = 0;

(
(D ? + i D � ) (� ? + i � � ) = � ? + i � � ;

h� ? + i � � ; ui = 0;
(I.96)

o�u u est le vecteur unitaire de taille ns, u = (1)i 2 S. A partir de cesd�e�nitions, on
obtient apr�es quelquescalculs une nouvelle expressiondesvitessesde di�usion Vi ,
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i 2 S,

Vi = �
X

j 2 S

D k
ij

�
dk

j + � k
j (@x logT)k

�

�
X

j 2 S

D ?
ij

�
d?

j + � ?
j (@x logT)? + � �

j (@x logT) �
�

�
X

j 2 S

D �
ij

�
d �

j + � ?
j (@x logT) � � � �

j (@x logT)?
�

: (I.97)

Une autre d�e�nition des taux de di�usion thermique � ? et � � est propos�ee par
Ferzigeret Kaper [FK72]. Cette d�e�nition est de la forme

(
D ? � ? = � ? ;

h� ? ; ui = 0;

(
D � � � = � � ;

h� � ; ui = 0:

Il y a cependant plusieurs di�cult �es associ�ees�a cette d�e�nition. Tout d'abord, le
syst�eme lin�eaire D � x = 0, hx; ui = 0 n'est pas toujours bien pos�e. Par exemple,
lorsquele champ magn�etique B tend vers z�ero, la matrice D � tend vers la matrice
nulle et la contrainte h� � ; ui = 0 est insu�san te pour d�eterminer que � � = 0. De
plus, lesprojectionsd?

i et (@x logT)? desvecteursd i et @x logT ne sont pasn�ecessai-
rement colin�eaires,il semble donc arti�ciel d'essayer de lesregrouper avecun même
coe�cien t. En revanche, lessyst�emes(I.96) sont toujours bien pos�espuisquele vec-
teur � k, respectivement � ? + i � � , est dans l'image de la matrice D k, respectivement
D ? + i D � , et le vecteur u est dans le compl�ementaire du noyau de la matrice D k,
respectivement D ? + i D � . Par exemple,lorsquele champ magn�etique B tend vers
z�ero, on obtient = (' b� (2) ) = 0 et = (' D i (2) ) = 0, et donc � � = 0 et D � = 0, ce
qui implique directement que D ? � � = 0 et en�n que � � = 0 grâce �a la relation
h� � ; ui = 0.

On s'int�eresse�a pr�esent �a la d�ependancedescoe�cien ts de transport vis �a vis du
champ magn�etique. En utilisant les d�eveloppements (I.65) desfonctions ' D j (2)

i , on
peut d�evelopper les coe�cien ts de transport D k

ij , D ?
ij , D �

ij , i; j 2 S, sousla forme

D k
ij = D 0

ij ; (I.98a)

D ?
ij =

P

N 2 N
B 2N D 2N

ij ; (I.98b)

D �
ij =

P

N 2 N
B 2N +1 D 2N +1

ij ; (I.98c)
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o�u lescoe�cien ts D N
ij , i; j 2 S, N 2 N, sont d�e�nis par

D 2N
ij = (� 1)N 1

3pkBT
� X

n+ m=2 N

(� 1)m [[' D i
:;n ; ' D j

:;m ]] +
X

n+ m=2 N � 1

(� 1)m ((' D i
:;n ; ' D j

:;m ))
�

;

D 2N +1
ij = (� 1)N 1

3pkBT
� X

n+ m=2 N +1

(� 1)m [[' D i
:;n ; ' D j

:;m ]] +
X

n+ m=2 N

(� 1)m ((' D i
:;n ; ' D j

:;m ))
�

;

o�u les fonctions ' D j
:;n , j 2 S, n 2 N, ne d�ependent pasdu champ magn�etique B . On

en d�eduit qu'il existedesfonctions r�eguli�eres� ?
ij , � �

ij , i; j 2 S, telles que

D ?
ij � D k

ij = B 2� ?
ij (B 2); D �

ij = B� �
ij (B 2):

De même,en utilisant les d�eveloppements (I.56) desfonctions '
b� (2)
i , on peut d�eve-

lopper les coe�cien ts de transport � k
i , � ?

i , � �
i , i 2 S, sousla forme

� k
i = � 0

i ; (I.99a)

� ?
i =

P

N 2 N
B 2N � 2N

i ; (I.99b)

� �
i =

P

N 2 N
B 2N +1 � 2N +1

i ; (I.99c)

o�u lescoe�cien ts � N
i , i 2 S, N 2 N, sont d�e�nis par

� 2N
i = 1

3(� 1)N +1
� X

n+ m=2 N

(� 1)m [[' D i
:;n ; '

b�
:;m ]] +

X

n+ m=2 N � 1

(� 1)m ((' D i
:;n ; '

b�
:;m ))

�
;

� 2N +1
i = 1

3(� 1)N +1
� X

n+ m=2 N +1

(� 1)m [[' D i
:;n ; '

b�
:;m ]] +

X

n+ m=2 N

(� 1)m ((' D i
:;n ; '

b�
:;m ))

�
;

o�u lesfonctions ' D i
:;n , i 2 S, ' b�

:;n , n 2 N, ne d�ependent pasdu champ magn�etique B .
On en d�eduit qu'il existedesfonctions r�eguli�eres#?

i , #�
i , i 2 S, telles que

� ?
i � � k

i = B 2#?
i (B 2); � �

i = B#�
i (B 2):

En utilisant cesd�eveloppements descoe�cien ts detransport et lessyst�emeslin�eaires
(I.96) d�e�nissant les coe�cien ts � k

i , � ?
i , � �

i , i 2 S, on obtient le d�eveloppement
suivant

� k
i = � 0

i ; (I.100a)

� ?
i =

P

N 2 N
B 2N � 2N

i ; (I.100b)
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� �
i =

P

N 2 N
B 2N +1 � 2N +1

i ; (I.100c)

o�u les coe�cien ts � N
i , i 2 S, N 2 N, sont d�e�nis par les syst�emesr�ecursifs

8
>>>><

>>>>:

X

j 2 S

D 0
ij � N

j = � N
i �

N � 1X

n=0

(� 1)n(N +1)
X

j 2 S

D N � n
ij � n

j ;

X

j 2 S

� N
j = 0:

Cessyst�emesd�e�nissent lescoe�cien ts � N
i , i 2 S,N 2 N, demani�ereuniqued'apr�es

l' �etudedela matrice D 0 = D k et on obtient deplusqu'ils ned�ependent pasdu champ
magn�etiqueB . On end�eduit en�n qu'il existedesfonctionsr�eguli�eres ?

i ,  �
i , i 2 S,

telles que
� ?

i � � k
i = B 2 ?

i (B 2); � �
i = B �

i (B 2):

Finalement, �a partir desexpressionsdesvitessesde di�usion, on peut directement
exprimer la densit�e decourant deconductiondu premierordre j en fonction desgra-
dients desvariablesmacroscopiques,du champ �electriqueet du champ magn�etique.
Apr�esquelquescalculs,on obtient

j = �
X

i 2 S

(� k
i d0k

i + � ?
i d0?

i + � �
i d0�

i )

+ � k(E + v ^ B )k + � ? (E + v ^ B )? + � � (E + v ^ B ) �

� � k
T (@x logT)k � � ?

T (@x logT)? � � �
T (@x logT) � ; (I.101)

o�u l'on a d�e�ni les vecteursd0
i = (@x pi � � i g)=p et les conductivit�es�electriques� � ,

� 2 fk ; ? ; �g , lesconductivit�es�electro-thermiques� �
T , et lesconductivit�esd'�electro-

di�usion � �
i , i 2 S, � 2 fk ; ? ; �g , par

� � = 1
p

P

i;j 2 S
D �

ij qi qj ; � �
T =

P

i 2 S
� �

i qi ; � �
i =

P

j 2 S
D �

j i qj :

I.6.5.3 Expression du ux de chaleur Q

En utilisant la d�e�nition (I.85h) du ux de chaleur

Q =
X

i 2 S
i2 Q i

Z �
1
2mi C i �C i + Ei i

�
ci f 0

i � i dci ;
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et l'expression(I.42f) de 	
b� , on obtient

Q = �h h	
b� ; f 0

i � ii +
X

i 2 S

�
5
2kBT + Ei

�
ni Vi :

Le même calcul que dans la section consacr�ee aux vitessesde di�usion Vi , i 2 S,
permet de mettre le ux de chaleur Q sousla forme

Q = � �̂ k(@x T)k � �̂ ? (@x T)? � �̂ � (@x T)�

� p
X

i 2 S

(� k
i dk

i + � ?
i d?

i + � �
i d �

i ) +
X

i 2 S

�
5
2kBT + Ei

�
ni Vi ; (I.102)

o�u lescoe�cien ts de transport �̂ k, �̂ ? , �̂ � , sont donn�espar les relations

�̂ k = 1
3kB T 2 [['

b� (1) ; '
b� (1) ]]; (I.103a)

�̂ ? + i �̂ � = 1
3kB T 2

�
[['

b� (2) ; '
b� (2) ]] + i (('

b� (2) ; '
b� (2) ))

�
: (I.103b)

En s�eparant partie r�eelleet partie imaginaire, on obtient les nouvellesexpressions
suivantes

�̂ ? = 1
3kB T 2

�
[[< '

b� (2) ; < '
b� (2) ]] + [[= '

b� (2) ; = '
b� (2) ]]

�
; (I.103c)

�̂ � = 1
3kB T 2

�
((< '

b� (2) ; < '
b� (2) )) + ((= '

b� (2) ; = '
b� (2) ))

�
: (I.103d)

On note que la contribution due au produit scalaire((:; :)) dans les expressionsdes
coe�cien ts de transport �̂ ? et �̂ � n'apparâ�t pasdans[FK72].

En d�e�nissant le coe�cien t de transport tensoriel �̂ par

�̂ = �̂ kM k + �̂ ? M ? + �̂ � M � ; (I.104a)

et en utilisant l'expression(I.91b) de � k obtient une formulation compactedu ux
de chaleur

Q = � �̂ @x T � p
X

i 2 S

� i d i +
X

i 2 S

�
5
2kBT + Ei

�
ni Vi : (I.105)

Les propri�et�esde positivit �e associ�eesau ux de chaleur et aux vitessesde di�usion
peuvent s'�ecrire �a l'aide desmatricesde transport chaleur-masse

Ak =

0

@
T
p �̂ k � kT

� k D k

1

A ; A? + i A � =

0

@
T
p �̂ ? � ? T

� ? D ?

1

A + i

0

@
T
p �̂ � � � T

� � D �

1

A ; (I.106)
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o�u l'exposant T indique une transposition. En proc�edant commepour les matrices
de di�usion multiesp�eces,et en utilisant la relation

hAkx0; x0i = 1
3pkBT

hhX

i 2 S

xi ' D i (1) � x0
pkB T '

b� (1) ;
X

i 2 S

xi ' D i (1) � x0
pkB T '

b� (1)
ii

;

o�u x0 = (x0; xT)T 2 Rns +1 , on peut alors �etablir que la matrice Ak est une matrice
sym�etrique r�eellesemi-d�e�nie positive et que sonnoyau est un espacede dimension
un engendr�e par le vecteur (0; %T)T. De même,on obtient

hA? x0; x0i + = 1
3pkBT

hhX

i 2 S

xi < ' D i (2) � x0
pkB T < '

b� (2) ;
X

i 2 S

xi < ' D i (2) � x0
pkB T < '

b� (2)
ii

+ 1
3pkBT

hhX

i 2 S

xi = ' D i (2) � x0
pkB T = '

b� (2) ;
X

i 2 S

xi = ' D i (2) � x0
pkB T = '

b� (2)
ii

:

On en conclut que la matrice A? est une matrice sym�etrique r�eelle semi-d�e�nie
positive et que son noyau est un espacede dimensionun engendr�e par le vecteur
(0; %T)T. Par ailleurs, la matrice A � est sym�etrique r�eelleet on peut ajouter que le
noyau de la matrice A? + i A � est engendr�e par le vecteur (0; %T)T dansCns +1 tandis
que son imageest l'orthogonal (au senshermitien) du vecteur (0; %T)T dansCns +1 .

En utilisant les taux de di�usion thermique � k, � ? , � � , on obtient une nouvelle
expressiondu ux de chaleur Q ,

Q = � � k(@x T)k � � ? (@x T)? � � � (@x T)�

� p
X

i 2 S

(� k
i V k

i + � ?
i V ?

i + � �
i V �

i ) +
X

i 2 S

�
5
2kBT + Ei

�
ni Vi ; (I.107)

o�u l'on a d�e�ni lesconductivit�esthermiques� k, � ? et � � par

� k = �̂ k �
p
T

X

i;j 2 S

D k
ij � k

j �
k
i ; (I.108a)

� ? + i � � = �̂ ? + i � � �
p
T

X

i;j 2 S

(D ?
ij + i D �

ij )( � ?
j + i � �

j )( � ?
i + i � �

i ): (I.108b)

On remarquequeJ.H. Ferzigeret H.G. Kaper n'obtiennent pasexactement la même
expressionpour le ux dechaleur [FK72]. Leur formulation contient ene�et un terme
erron�e ( 5

2kBT + Ei )ni V �
i .

On s'int�eresse�a pr�esent �a la d�ependancedescoe�cien ts de transport vis �a vis du
champ magn�etique B . En utilisant lesd�eveloppements (I.65) et (I.56) desfonctions
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' D j (2)
i , i; j 2 S, et '

b� (2)
i , i 2 S, on peut d�evelopper les coe�cien ts de transport �̂ k,

�̂ ? , �̂ � , sousla forme

�̂ k = �̂ 0; (I.109a)

�̂ ? =
P

N 2 N
B 2N �̂ 2N ; (I.109b)

�̂ � =
P

N 2 N
B 2N +1 �̂ 2N +1 ; (I.109c)

o�u lescoe�cien ts �̂ N , N 2 N, sont d�e�nis par

�̂ 2N = (� 1)N 1
3kB T 2

� X

n+ m=2 N

(� 1)m [['
b�
:;n ; '

b�
:;m ]] +

X

n+ m=2 N � 1

(� 1)m (('
b�
:;n ; '

b�
:;m ))

�
;

�̂ 2N +1 = (� 1)N 1
3kB T 2

� X

n+ m=2 N +1

(� 1)m [['
b�
:;n ; '

b�
:;m ]] +

X

n+ m=2 N

(� 1)m (('
b�
:;n ; '

b�
:;m ))

�
;

o�u les fonctions ' b�
:;n , n 2 N, ne d�ependent pas du champ magn�etique B . On en

d�eduit qu'il existedesfonctions r�eguli�eres&̂? , &̂� , telles que

�̂ ? � �̂ k = B 2&̂? (B 2); �̂ � = B&̂� (B 2):

D'apr�es les d�e�nitions (I.108a) et (I.108b) des conductivit�es thermiques � k, � ? et
� � , on obtient lesd�eveloppements suivants

� k = � 0; (I.110a)

� ? =
P

n2 N
B 2N � 2N ; (I.110b)

� � =
P

n2 N
B 2N +1 � 2N +1 ; (I.110c)

o�u lescoe�cien ts � N , N 2 N, sont d�e�nis par

� N = �̂ N �
p
T

X

i;j 2 S

X

n+ m+ p= N

(� 1)mp+ mn + npD n
ij � m

j � p
i :

On en d�eduit alors l'existencede fonctions r�eguli�eres&? , &� , telles que

� ? � � k = B 2&? (B 2); � � = B&� (B 2):
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I.6.5.4 Expression du tenseur de viscosit�e �

D'apr�esl' �equation (I.85e), on a

� =
X

i 2 S
i2 Q i

Z
mi Ci 
 C i f 0

i � i dci :

En utilisant lesexpressionssuivantes de 	 �
i et de 	 �

i ,

	 �
i = mi

kB T

�
Ci 
 Ci � 1

3C i �Ci I
�

;

	 �
i =

2cint

cvkBT

�
1
2mi C i �Ci � 3

2kBT
�

+
2ctr

v

cvkBT
(Ei � Ei i);

ainsi que la relation cv = cint + ctr
v , le tenseurde viscosit�e � s'�ecrit

� = kBThh	 � ; f 0
i � ii + 1

3kBThh	 � ; f 0
i � ii I +

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i � i dci

�
2ctr

v

3cv

X

i 2 S
i2 Q i

�
(Ei + 3

2kBT)
Z

f 0
i � i dci �

Z
( 1

2mi C i �C i + Ei i)f 0
i � i dci

�
:

Or toutes lesint�egralessont nullescar la famille de fonctions� v�eri�e lescontraintes
scalaireshhf 0�;  l ii = 0, l 2 f 1; : : : ; ns+4g, cequi permet de r�eduire l'expressiondu
tenseurde viscosit�e

� = kBThh	 � ; f 0
i � ii + 1

3kBThh	 � ; f 0
i � ii I : (I.111)

Le terme hh	 � ; f 0
i � ii secalculefacilement et semet sousla forme

hh	 � ; f 0
i � ii = � 1

3hh	 � ; f 0
i � � ii @x �v + � a0

X

r 2 R

hh	 � ; f 0
i � r ii �r ;

car la fonction 	 � est une fonction scalaire.En utilisant l' �etude sur les fonctions � �

et � r , et plus particuli �erement les �equations(I.80) et (I.82), on obtient

� = kBThh	 � ; f 0
i � ii + � a0 preac I � � @x �v I ;

en d�e�nissant la viscosit�e volumique � par

� = 1
9kBT[[� � ; � � ]]; (I.112)
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et la pressionr�eactive preac par

preac = 1
3kBT

X

r 2 R

[[� � ; � r ]]�r : (I.113)

On doit alors calculer le terme hh	 � ; f 0
i � ii . Comme la fonction 	 � est un tenseur

d'ordre deux �a trace nulle, on a

hh	 � ; f 0
i � ii = �h h	 � ; f 0

i � � :@x vii :

On �evalue ce terme en substituant l'expression(I.71) de � � et en utilisant l'isotro-
pie de l'op�erateur de Boltzmann lin�earis�e F S . En d�e�nissant les cinq viscosit�esde
cisaillement � 1; : : : ; � 5 par

� 1 = 1
20kBT

�
[[' � (1) ; ' � (1) ]] + [[' � (2) ; ' � (2) ]]

�
; (I.114a)

� 2 = � 1
10kBT((' � (2) ; ' � (2) )); (I.114b)

� 3 = 1
20kBT

�
[[' � (1) ; ' � (1) ]] � [[' � (2) ; ' � (2) ]]

�
; (I.114c)

� 4 = 1
10kBT

�
[[' � (3) ; ' � (3) ]] � 1

2[[' � (1) ; ' � (1) ]] � 1
2[[' � (2) ; ' � (2) ]]

�
; (I.114d)

� 5 = 1
10kBT

�
((' � (2) ; ' � (2) )) � ((' � (3) ; ' � (3) ))

�
; (I.114e)

on obtient, apr�esun long calcul, l'expressionsuivante du tenseurde viscosit�e �

� = � a0 preac I � � @x �v I � � 1S � � 2(M � S � SM � )

� � 3(M k SM k � M � SM � ) � � 4(SM k + M k S � 2M k SM k)

� � 5(M k SM � � M � SM k);

(I.115)

o�u le tenseurdestaux de d�eformation S est donn�e par

S = (@x v + @x vT) � 2
3@x �v I : (I.116)

On rappelle que les matrices M k, M ? et M � sont des matrices de projection
d�e�nies par

M k = B 
 B ; M ? = I � B 
 B ; M � = R (B ):

Le tenseur visqueux � s'�ecrit donc comme une combinaison lin�eaire de tous les
tenseurssym�etriquesd'ordre deux que l'on peut construire �a l'aide de la matrice I ,
du tenseurdestaux de d�eformation S et du champ magn�etique renorm�e B , et qui
d�ependent lin�eairement de S.
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Dans la suite du document, on n�egligerapreac. En e�et, il semble que le syst�eme
obtenu n'ait une bonne structure que dans ce cas(voir par exemple[Gio99])et, de
plus, ce terme est tr �eslargement ignor�e danstoutes lesapplications actuelles.

On s'int�eresse�a pr�esent �a la d�ependancedesviscosit�esde cisaillement vis �a vis du
champ magn�etiqueB , la viscosit�e volumique� ne d�ependant pasde B . En utilisant
les d�eveloppements (I.76a) et (I.76b) des fonctions ' � (2) et ' � (3) , on obtient les
d�eveloppements suivants pour lesviscosit�esde cisaillement.

� 1 = 1
10kBT[[' �

:;0; ' �
:;0]] + 1

20kBT
X

N 2 N�

(� 1)N 22N B 2N
X

n+ m=2 N

(� 1)m [[' �
:;n ; ' �

:;m ]];

(I.117a)

� 2 = � 1
10kBT

X

N 2 N

(� 1)N 22N B 2N +1
X

n+ m=2 N

(� 1)m ((' �
:;n ; ' �

:;m )); (I.117b)

� 3 = � 1
20kBT

X

N 2 N�

(� 1)N 22N B 2N
X

n+ m=2 N

(� 1)m [[' �
:;n ; ' �

:;m ]]; (I.117c)

� 4 = � 1
20kBT

X

N 2 N�

(� 1)N (22N � 2)B 2N
X

n+ m=2 N

(� 1)m [[' �
:;n ; ' �

:;m ]]; (I.117d)

� 5 = 1
10kBT

X

N 2 N�

(� 1)N (22N � 1)B 2N +1
X

n+ m=2 N

(� 1)m ((' �
:;n ; ' �

:;m )); (I.117e)

o�u les fonctions ' �
:;N , N 2 N, ne d�ependent pas du champ magn�etique B . On en

d�eduit qu'il existedesfonctions r�eguli�eres' 1, ' 2, ' 3, ' 4, ' 5, ' 6, telles que

� 1 = ' 1(B 2); � 2 = B ' 2(B 2); � 3 = B 2' 3(B 2); � 4 = B 2' 4(B 2);

� 5 = B 3' 5(B 2); 2� 4 � � 3 = B 4' 6(B 2):

I.6.5.5 Expression du terme source chimique ! i

Cette sous-sectionest consacr�eeau taux de production de massemacroscopique! i ,
i 2 S, qui apparâ�t dans l' �equation (I.85a) de conservation de la masse.On a par
d�e�nition de ! i en (I.85c),

! i =
X

i2 Q i

Z
(Ci (f 0) + � a0@f i Ci (f 0)f 0

i � ) dci ; i 2 S:

En rappelant la d�e�nition (I.22b) de ! i
0,

! i
0 = hh i ; C(f 0)ii =

X

i2 Q i

Z
Ci (f 0) dci ;
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et en d�e�nissant w i par

w i = � a0

X

i2 Q i

Z
@f i Ci (f 0)f 0

i � dci ; i 2 S;

on met ! i sousla forme
! i = ! i

0 + w i ; i 2 S: (I.118)

On s'int�eresseuniquement �a w i puisquel' �etudede! i
0 a d�ej�a �et�e faite dansle cadrede

l'approximation d'ordre z�ero. Pour cela,on d�e�nit les taux de production chimique
direct et inverse

� f
r = K r

Y

k2 S

�
nk

Qk

� � f
k r

; � b
r = K r

Y

k2 S

�
nk

Qk

� � b
k r

; r 2 R;

de sorte que l'on a la relation �r = � f
r � � b

r pour r 2 R. On introduit les fonctions

	 r b
i =

� f
ir

K r

1
f 0
i

X

f r
i ;br

Z
D r

Y

j 2F r
i

dcj

Y

k2B r

dck ;

	 r f
i =

� b
ir

K r

1
f 0
i

X

f r ;br
i

Z
D r

Y

j 2F r

dcj

Y

k2B r
i

dck ;

de sorte que la famille de fonctions 	 r
i + 	 r b

i � 	 r f
i est un invariant de collisions.Le

terme de perturbation w i peut alors être r�ecrit sousla forme

w i = � a0

X

r 2 R

(� b
ir � � f

ir )( � f
r hh	 r b; f 0

i � ii � � b
r hh	 r f ; f 0

i � ii ); i 2 S:

Comme	 r b et 	 r f sont desfonctions scalaires,on a

hh	 r b; f 0
i � ii = � 1

3hh	 r b; f 0
i � � ii @x �v + � a0

X

s2 R

hh	 r b; f 0
i � sii �s

et
hh	 r f ; f 0

i � ii = � 1
3hh	 r f ; f 0

i � � ii @x �v + � a0

X

s2 R

hh	 r f ; f 0
i � sii �s:

On peut alors �ecrire

w i = � a0

X

r ;s2 R

h
hh	 r b; f 0

i � sii (� b
ir � � f

ir )� f
r (� f

s � � b
s ) � hh	 r f ; f 0

i � sii (� b
ir � � f

ir )� b
r (� f

s � � b
s )

i

+ 1
3 � a0

X

r 2 R

(� b
ir � � f

ir )
h
� b
r hh	 r f ; f 0

i � � ii � � f
r hh	 r b; f 0

i � � ii
i
@x �v :
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On renvoie le lecteur �a l'ouvrage de V. Giovangigli [Gio99] pour plus de d�etails
sur ce terme w i . Le terme sourcew i est donc la sommed'une forme quadratique
et d'une partie lin�eaire en � f

r et en � b
r multipli �ee par @x �v . Les premiers �a s'̂etre

int�eress�es au terme de perturbation w i ont �et�e I. Prigogine et E. Xhrouet [PX49]
dansle casd'esp�ecesmonoatomiques,puis G. Ludwig et M. Heil [LH60] dansle cas
d'esp�ecespolyatomiques.Lesnombreusesestimationsqui ont pu être faites dansdes
cassimplesont g�en�eralement montr �e que sa contribution est faible devant celle de
! i

0, voir par exemple[PX49, PM50, Tak51, Pre59, SK70, SK71a, SK71b].

C'est pourquoi on consid�erera dans la suite que le taux de production de masse! i

est r�eduit au taux de production de masse�a l'ordre z�ero, ! i
0. Commeon n�eglige�a

la fois preac et w i , on obtient lesmêmes�equationsque l'on prennea = 0 ou a = 1.

I.6.6 Bilan entropique

Cette sectionest consacr�ee�a l' �etude de l'entropie macroscopique.Dans un premier
temps, on donneune formulation de l'entropie macroscopiquevolumique, not�eeS,
puis on d�etermineson�equationde conservation et on �etudie le terme de production
d'entropie pour montrer qu'il est positif.

I.6.6.1 Entropie macroscopique volumique

L'entropie cin�etique est d�e�nie en (I.10) par

Skin = � kB

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f i [log(� i i f i ) � 1] dci :

Commelog(� i i f 0
i ) est un invariant de collisions,le d�eveloppement limit �e

f i [log(� i i f i ) � 1] = f 0
i

�
log(� i i f 0

i ) � 1
�

+ �f 0
i � i log(� i i f 0

i ) + O
�
� 2

�

permet de montrer la formule suivante

Skin = � kB

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i

�
log(� i i f 0

i ) � 1
�

dci + O
�
� 2

�
:

On en d�eduit alors que

Skin =
X

i 2 S

ni Smolec
i + O

�
� 2

�
; (I.119)
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avec

Smolec
i = � kB

X

i 2 S
i2 Q i

Z
f 0
i

�
log(� i i f 0

i ) � 1
�

dci :

En utilisant l'expression(I.21) de f 0
i , on obtient une formulation int�egr�eede l'entro-

pie mol�eculairede l'esp�ecei :

Smolec
i = 5

2kB +
Ei

T
� kB log

�
ni

Qi

�
; i 2 S: (I.120)

On d�e�nit alors l'entropie macroscopiquepar unit �e de volume, not�eeS, par

S =
X

i 2 S

ni Smolec
i =

X

i 2 S

� i si ; (I.121)

o�u si = Smolec
i =mi est l'entropie par unit �e de massede l'esp�ecei d'ordre z�ero. On a

donc

Skin = S + O
�
� 2

�
:

On d�e�nit de mêmel'enthalpie macroscopiquevolumique, not�eeH, l'enthalpie ma-
croscopiquemassiquedel'esp�ecei , not�eehi , l' �energielibre macroscopiquevolumique,
not�eeG, l' �energielibre massiquede l'esp�ecei , not�eegi et on rappelle la d�e�nition
de l' �energieinterne macroscopiquevolumique,not�eeE et l' �energieinterne macrosco-
pique massiquede l'esp�ecei :

E =
X

i 2 S

� i ei ; ei = 3
2

kBT
mi

+
Ei

mi
; (I.122a)

H =
X

i 2 S

� i hi ; hi = 5
2

kBT
mi

+
Ei

mi
; (I.122b)

G =
X

i 2 S

� i gi ; gi =
kBT
mi

log
�

ni

Qi

�
: (I.122c)

La d�e�nition de toutes cesquantit �esmacroscopiquesfournit une thermodynamique
macroscopiquehors�equilibrepour lesm�elangesmultiesp�ecesionis�es.La temp�erature
T peut �egalement être identi� �ee�a la temp�eraturemacroscopiquedu m�elange[Cer88].
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I.6.6.2 Equation de conservation de l'entropie

D'apr�es la formulation (I.120) de l'entropie macroscopique,on peut �ecrire sa di� �e-
rentielle selonlesvariables(� 1; : : : ; � ne ; T) par

dS =
ncv

T
dT +

X

i 2 S

�
si �

kB

mi

�
d� i : (I.123)

Comme l' �energie interne volumique E est une fonction strictement croissante de
la temp�erature, le changement de variables (� 1; : : : ; � ne ; T) 7! (� 1; : : : ; � ne ; E) est
admissible.De plus, la di� �erentielle de E �etant dE = ncvdT +

P

i 2 S
ei d� i , celle de

l'entropie selonlesvariables(� 1; : : : ; � ne ; E) s'�ecrit (relation de Gibbs)

dS =
1
T

dE �
X

i 2 S

gi

T
d� i : (I.124)

Pour utiliser cesnouvellesvariables, l' �equation de conservation de l' �energieinterne
est n�ecessaire.On l'obtient en combinant les �equationsmacroscopiquesd'ordre un
(I.85) et en utilisant les relations de conservation de la masse(I.30) et les relations
entre les vitessesde di�usion (I.95)

@t E + @x �(Ev) + p@x �v + � : @x v + @x �Q = j �(E + v ^ B ): (I.125)

Un long calcul alg�ebriquepermet alors de d�eterminer l' �equation de conservation de
l'entropie macroscopique.En notant F d

i = � i Vi le ux di�usif de la i e esp�ece,on
peut l' �ecrire sousla forme

@tS + @x �(Sv) + @x �
�

1
T Q �

X

i 2 S

gi
T F d

i

�
= � ; (I.126a)

o�u le terme de production d'entropie est donn�e par

� = �
X

i 2 S

gi mi ! i

T
�

� :@x v
T

�
1

T2

�
Q �

X

i 2 S

� i hi Vi

�
�@x T �

X

i 2 S

p
T

Vi �d i : (I.126b)

I.6.6.3 Positivit �e de la production d'entropie

Dans cette section, on montre que le terme de production d'entropie � est une
sommede termespositifs. Cette propri�et�e est importante pour de multiples raisons.
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Tout d'abord, du point de vue thermodynamique,elle montre que le mod�elemacro-
scopiquesatisfait le secondprincipe h�erit�e du mod�elecin�etique. Puis, d'un point de
vue math�ematique,l'entropie joue un rôle central pour �etablir le caract�erebien pos�e
du syst�eme d'�equationsaux d�eriv�eespartielles r�esultant. Elle peut �egalement être
utilis�eepour d�eriver une forme sym�etrique du syst�emede loi de conservation, forme
qui peut être utile pour desprobl�emesth�eoriquescommelessimulations num�eriques
�a l'aide d'�el�ements �nis [Gio99]. Pour �etablir que la production d'entropie est une
sommede termes positifs, on utilise en particulier les propri�et�es de structure des
matricesde transport chaleur-masse.

On scinde le terme de production d'entropie en trois termes � = � 1 + � 2 + � 3,
o�u � 1 est la production d'entropie due �a la chimie, � 2 la production d'entropie
correspondant aux e�ets de la viscosit�e et � 3 la production d'entropie concernant le
ux de chaleur et lesvitessesde di�usion. Cestermess'�ecrivent sousla forme

� 1 = �
1
T

X

i 2 S

gi mi ! i ; (I.127a)

� 2 = �
1
T

� :@x v; (I.127b)

� 3 = �
1

T2

�
Q �

X

i 2 S

� i hi Vi

�
�@x T �

p
T

X

i 2 S

Vi �d i : (I.127c)

On montre que chacun de cestrois termesest positif.

Positivit �e de � 1. Comme on l'a signal�e dans la sous-sectionconsacr�ee au terme
sourcechimique d'ordre un, on n�egligele termew i , c'est-�a-dire qu'on prend ! i = ! i

0.
L' �etude �a l'ordre z�ero a permis de donner l'expression(I.23) de ! i

0

! i
0 =

X

r 2 R

(� b
ir � � f

ir )�r :

Donc d'apr�esla d�e�nition de l' �energielibre massiquegi donn�eeen (I.122c), on peut
mettre le terme � 1 sousla forme

� 1 = � kB

X

r 2 R

"
X

i 2 S

(� b
ir � � f

ir ) log
�

ni

Qi

� #

�r :

En utilisant l'expression(I.24) de �r , r 2 R, on obtient ensuite

� 1 = kB

X

r 2 R

K rP

 
Y

i 2 S

�
ni

Qi

� � f
ir

;
Y

i 2 S

�
ni

Qi

� � b
ir

!

;
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o�u P (x; y) = (x� y) log(x=y) estunefonction positive.CommekB et K r sont positifs,
on en conclut que � 1 est positif.

Pour montrer que le terme � 1 est positif, on a n�eglig�e le terme w i . Pour une �etude
d�etaill�eede ce terme, on renvoie le lecteur au livre de V. Giovangigli [Gio99], o�u il
est �etablit que le terme sourcen'a pasun signeconstant et que le seulcasbien pos�e
formellement est a = 1.

Positivit �e de � 2. Lorsquea = 1, ou lorsquel'on n�egligepreac, le tenseurdeviscosit�e
� semet sousla forme (I.115)

� = � � @x �v I � � 1S � � 2(M � S � SM � )

� � 3(M k SM k � M � SM � ) � � 4(SM k + M k S � 2M k SM k)

� � 5(M k SM � � M � SM k):

On commencepar r�ecrire la production d'entropie due �a la viscosit�e � 2 sousune
forme intrins�eque,c'est-�a-dire ind�ependante de la basechoisie.On �etablit apr�esde
long calculsque

� 2 = �
T (@x �v)2 + 2� 1+ � 4

T

h
B TS2B �

�
B TSB

� 2
i

+ 3
2

� 1+ � 3
T

�
B TSB

� 2

+ 3
2

� 1 � � 3
T

h
Trace(S2) � 2B TS2B + 1

2

�
B TSB

� 2
i

;

o�u Trace(A) d�esignela trace du tenseurA. En outre, enutilisant l'expression(I.112)
de la viscosit�e volumiqueet lesexpressions(I.114) descinq viscosit�esdecisaillement,
on a les relations suivantes de positivit �e

� > 0; � 1 + � 4 > 0; � 1 + � 3 > 0; � 1 � � 3 > 0:

Il est donc su�san t de montrer que lesdeux termes

B TS2B �
�
B TSB

� 2
; Trace(S2) � 2B TS2B + 1

2

�
B TSB

� 2
;

sont positifs ou nuls. Commecestermessont invariants par changement de base,on
choisit une baseorthonorm�ee (e1; e2; e3) telle que e1 est proportionnel au vecteur
B . On obtient alors

B TS2B �
�
B TSB

� 2
= S2

12 + S2
13 > 0;

Trace(S2) � 2B TS2B + 1
2

�
B TSB

� 2
= 2S2

23 + 1
2(S22 � S33)2 > 0:

Ainsi, la production d'entropie due �a la viscosit�e � 2 est positive.
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Positivit �e de � 3. On montre �nalement que le terme de production d'entropie
dû au ux de chaleur et aux vitessesde di�usion � 3 est positif. En utilisant les
expressions(I.89) et (I.102) desvitessesde di�usion Vi , i 2 S, et du ux de chaleur
Q , on r�ecrit � 3 sousla forme

� 3 =
1

T2
�̂ k(@x T)k�(@x T)k +

p
T

X

i;j 2 S

D k
ij dk

j �d
k
i + 2

p
T2

X

i 2 S

� k
i (@x T)k�dk

i

+
1

T2
�̂ ? (@x T)? �(@x T)? +

p
T

X

i;j 2 S

D ?
ij d?

j �d?
i + 2

p
T2

X

i 2 S

� ?
i (@x T)? �d?

i :

En d�e�nissant les vecteursx�
i =

�
1
T ((@x T)� ) i ; (d�

1) i ; : : : ; (d�
ns ) i

�
T, pour � 2 fk ; ?g et

i 2 S, on obtient

� 3 =
p
T

X

i 2 S

�
hAkxk

i ; xk
i i + hA? x?

i ; x?
i i

�
;

o�u lesmatricesAk et A? sont d�e�nies en (I.106). Lespropri�et�esde positivit �e de ces
matricesmontrent alors imm�ediatement quela contribution desvitessesde di�usion
et du ux de chaleur � 3 est positive.

I.6.7 Relations de r�eciprocit �e de Onsager

Les relations de Onsagersont des contraintes de sym�etries que les coe�cien ts de
transport doivent v�eri�er. Ces propri�et�es expriment l'invariance des ph�enom�enes
lorsquel'on renversele temps,c'est-�a-dire que les�equationsdu mouvement despar-
ticules sont sym�etriquespar rapport au temps.En pr�esenced'un champ magn�etique,
cela implique que lesparticules suivent le mêmechemin en sensinverselorsquel'on
inversetoutes lesvitessesainsi que le champ magn�etique. Dans le casdesm�elanges
gazeux,il est possiblede d�eduire directement cespropri�et�esde sym�etrie de la th�eo-
rie cin�etique des gaz [dGM84]. Dans cette section, on montre que les relations de
Onsagersont satisfaitesaussibien par lescoe�cien ts de di�usion quelescoe�cien ts
de viscosit�e.

En cequi concernela di�usion, les relations de Onsagers'�ecrivent

D ij (� B ) = D j i (B )T; � i (� B ) = � i (B )T; �̂ (� B ) = �̂ (B )T; i; j 2 S;

o�u l'on a utilis�e lesexpressionstensoriellesdesux de transport en fonction desgra-
dients desvariablesmacroscopiquesdonn�eesdans les sectionspr�ec�edentes. Comme
les matrices M k et M ? sont des matrices sym�etriques et des fonctions paires du

83



ChapitreI Th�eorie cin�etiquedesm�elangesgazeuxpolyatomiquesionis�es

champ magn�etiqueB , commela matrice M � estunematrice antisym�etrique et une
fonction impaire de B , et commelescoe�cien ts de transport D k

ij , D ?
ij , D �

ij , i; j 2 S,

� k
i , � ?

i , � �
i , i 2 S, �̂ k, �̂ ? et �̂ � sont des fonctions paires de B , les relations sont

imm�ediatement v�eri� �eespour lescoe�cien ts � i , i 2 S et �̂ . Par ailleurs, lesrelations
tensoriellessur lescoe�cien ts D ij , i; j 2 S, setraduisent sousla forme

D k
ij = D k

j i ; D ?
ij = D ?

j i ; D �
ij = D �

j i ; i; j 2 S:

Comme les matrices D k, D ? et D � sont sym�etriques, on conclut que les relations
de Onsagersont v�eri� �eespar lescoe�cien ts de di�usion.

En ce qui concerneles coe�cien ts de viscosit�e, on r�ecrit l'expression (I.115) du
tenseurde viscosit�e � sousla forme

� i = �
X

j 2 C

�
� bB�

ij; v + � 1
bB� 1

ij; v + � 2
bB� 2

ij; v + � 3
bB� 3

ij; v + � 4
bB� 4

ij; v + � 5
bB� 5

ij; v

�
@i v; i 2 C;

o�u C est l'ensemble f 1; 2; 3g, � i la ie colonnedu tenseur � pour i 2 C et o�u les
matrices bB�

ij; v , bB� �
ij; v , � 2 f 1; 2; 3; 4; 5g, i; j 2 C, sont d�e�nies par

bB�
ij; v = ei 
 ej ;

bB� 1
ij; v = � ij I + ej 
 ei � 2

3ei 
 ej ;
bB� 2

ij; v = 2� ij R (B ) + R (ei )R (B )R (ej ) + 2ei
TR (B )ej I ;

bB� 3
ij; v = 2Bi Bj B 
 B � 2

3ei 
 ej + 2R (B ) ej 
 ei R (B ) � R (B ) ei 
 ej R (B );
bB� 4

ij; v = � 4Bi Bj B 
 B + Bi Bj I + � ij B 
 B + Bi ej 
 B + Bj B 
 ei ;

bB� 5
ij; v = � 2Bi Bj R (B ) � R (ei )R (B )R (ej ) � 2ei

TR (B )ej B 
 B :

En utilisant cesnotations, les relations de Onsagerconcernant les coe�cien ts de
viscosit�e s'�ecrivent

�
� bB�

ij; v + � 1
bB� 1

ij; v + � 2
bB� 2

ij; v + � 3
bB� 3

ij; v + � 4
bB� 4

ij; v + � 5
bB� 5

ij; v

�
(� B ) =

�
� bB�

j i; v + � 1
bB� 1

j i; v + � 2
bB� 2

j i; v + � 3
bB� 3

j i; v + � 4
bB� 4

j i; v + � 5
bB� 5

j i; v

� T
(B ); i; j 2 C;

relations qui sont clairement v�eri� �eesen utilisant le fait que la matrice R (B ) est
antisym�etrique et impaire par rapport �a B .
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I.7 Structure des syst�emes lin�eaires de transport

Pour �evaluer en pratique les coe�cien ts de transport, les �equations int�egralesde
Boltzmann lin�earis�eessont r�esoluesapproximativement en utilisant une approche
variationnelle. Lescoe�cien ts de transport desm�elangesmultiesp�ecespeuvent donc
être �evalu�es en r�esolvant de grands syst�emeslin�eaires[EG94]. Bien qu'une inver-
sion directe de cessyst�emessoit th�eoriquement imaginable,celle-ciest extrêmement
côuteusedansla plupart desapplicationspratiquesconcernant lesm�elangesmultidi-
mensionnels[EG95]. Poursuivant lestravaux pr�ec�edents sur lesm�elangesnon ionis�es
[EG94, EG95, EG96, Gio99], on �etudie maintenant la structure math�ematiquedes
syst�emeslin�eairesde transport r�esultant du cadrecin�etique d�ecrit dans lessections
pr�ec�edentes. On donne en particulier un d�eveloppement en s�erie convergente des
coe�cien ts de transport, ce qui fournit, par troncature, desexpressionsapproch�ees
de pr�ecisionarbitraire de cescoe�cien ts.

I.7.1 Formulation variationnelle

On doit r�esoudredi� �erentes �equationsint�egraleslin�eaires.Pour d�eterminer lescoef-
�cients de transport � k, � ? , � � , D k

ij , D ?
ij , D �

ij , i; j 2 S, � k
i , � ?

i , � �
i , � k

i , � ?
i , � �

i , i 2 S,

on doit r�esoudrelesdeux syst�emescorrespondant �a b� ,

F S ('
b� (1) ) = 	

b� ; (I.54a)

hhf 0'
b� (1) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.55a)

et
�

F S + i BF q1
�

('
b� (2) ) = 	

b� ; (I.54b)

hhf 0'
b� (2) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.55b)

et lessyst�emescorrespondant �a D j , j 2 S,

F S (' D j (1) ) = 	 D j ; j 2 S; (I.63a)

hhf 0' D j (1) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; j 2 S; (I.64a)

et

(F S + i BF q1
)( ' D j (2) ) = 	 D j ; j 2 S; (I.63b)

hhf 0' D j (2) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; j 2 S: (I.64b)
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En cequi concernela viscosit�evolumique� et lesviscosit�esdecisaillement � 1; : : : ; � 5,
on doit r�esoudrele syst�emecorrespondant �a �

F S (� � ) = 	 � ; (I.80)

hhf 0� � ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.79b)

et les trois syst�emescorrespondants �a �

F S (' � (1) ) = 	 � ; (I.74a)

hhf 0' � (1) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.75a)

(F S +2i BF q2
)( ' � (2) ) = 	 � ; (I.74b)

hhf 0' � (2) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g; (I.75b)

et

(F S + i BF q2
)( ' � (3) ) = 	 � ; (I.74c)

hhf 0' � (3) ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.75c)

On introduit alorsun probl�emeg�en�eriquequi contient tous lesprobl�emespr�ec�edents :
pour un coe�cien t de transport � , on cherche �a r�esoudreune �equation int�egrale
lin�eairequi peut s'�ecrire sousla forme

(F S + i F B )' � = 	 � ; (I.128)

o�u F B d�esignesoit l'op�erateur nul, soit l'op�erateur BF q1
, soit l'op�erateur BF q2

,
soit en�n l'op�erateur 2BF q2

. Cette �equation int�egraledoit être compl�et�ee par les
contraintes scalaires

hhf 0' � ;  l ii = 0; l 2 f 1; : : : ; ns + 4g: (I.129)

Le coe�cien t de transport � est g�en�eralement obtenu par un produit scalairede la
forme � = hhf 0' � ; 	 � ii . Les �equationsint�egraleslin�eaires(I.128) et (I.129) peuvent
ser�esoudre�a l'aide d'une m�ethode variationnelle.

On commencepar choisir un espacede dimension�nie

A = Vectf � r k; (r; k) 2 B g;

o�u lesfonctions� r k , (r; k) 2 B , sont lesfonctionsdebaseet B l'ensemble desindices
de cesfonctions.L'ensemble desindicesdesfonctionsde basev�eri�e B � F� S, o�u F
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d�esigneun ensemble d'indicesde fonctions types.On notera alors ! la dimensionde
l'espaceA . Lesfonctionsde base� r k , (r; k) 2 B , sont g�en�eralement choisiescomme
descombinaisonslin�eairesdesfonctions � a0cdk d�e�nies par

� a0cdk(Ck ; k ) =
�

Sc
a+1 =2(Ck �Ck)W d

k (Ekk ) 

aCk � ki

�

i 2 S
;

o�u a, c et d sont des entiers, Sc
a+1 =2 est le polynôme de Sonine d'ordre c et de

param�etre a + 1=2, W d
k est le polynôme de Wang Chang et Uhlenbeck d'ordre d

pour la ke esp�eceet 
 aCk le tenseurd'ordre a donn�e par



0Ck= 1; 


1Ck= Ck ; 

2Ck= Ck 
 Ck � 1

3Ck �Ck I ;

et on rappelle que lesvecteursCk sont d�e�nis par

Ck =
r

mk

2kBT
Ck ; k 2 S:

Les polynômesde Soninesont d�e�nis par

Sc
� (x) =

1
c!

x � � ex dc

dxc

�
xc+ � e� x

�
=

cX

i =0

(� 1)i

i !

�
c+ �
c� i

�
x i :

Pour d�e�nir les polynômes de Wang Chang et Uhlenbeck pour la ke esp�ece, on
commencepar consid�erer l'ensemble �ni des �energiesinternes r�eduites fE kk ; k 2
Qkg et les d�eg�en�erescencespositives associ�eesf � kk ; k 2 Qkg. Pour P et Q deux
polynômes,on d�e�nit le produit scalairede Wang Chang et Uhlenbeck par

hP; Qi WCU =
1

P

k2 Qk

� kk e�E k k

X

k2 Qk

� kk P(Ekk )Q(Ekk )e�E k k :

Le produit h:; :i W CU est une forme bilin�eaire sym�etrique d�e�nie positive sur l'en-
semble des polynômesde degr�e d < # Qk , o�u # Qk est le nombre d'�etats �energ�e-
tiques distincts. On d�e�nit alors les polynômesde Wang Chang et Uhlenbeck de
degr�e d < # Qk commel'orthonomalis�eepour le produit scalaireh:; :i W CU de la base
canoniquede R# Qk � 1. On note que les fonctions � a0cdk ne sont alors d�e�nies que
pour d < # Qk .

Les fonctions ' � peuvent alors sed�evelopper sousla forme

' � =
X

(r ;k)2 B

� r
k � r k ; (I.130)
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o�u les coe�cien ts � r
k sont desscalairescomplexes.On utilise une approche de Ga-

lerkin (hermitienne) dans le senso�u l'on demande�a ce que la di� �erenceentre l'ap-
proximation de (F S + i F B )' � et 	 � soit dans l'orthogonal de l'espaceA . Si on
consid�ere une fonction quelconquede l'espaceA , que l'on notera � et qui sed�eve-
loppe � =

P
(r ;k)2 B xr

k � r k dans la baseB , les composantes x = (xr
k )(k;r )2 B forment

un vecteur de C! et l'ensemble B peut naturellement être utilis�e comme un en-
semble d'indices. Pour x; y 2 C! , le produit scalairehx; yi est donn�e par la formule
hx; yi =

P
(r ;k)2 B xr

k �yr
k , o�u � d�esignela prise de conjugu�e. Une matrice A de C! ;!

s'�ecriraA = (A r s
kl )(r ;k);(s;l )2 B . En utilisant cesnotations, lescoe�cien ts � r

k , (r; k) 2 B ,
forment un vecteur not�e � = (� r

k)(r ;k)2 B 2 C! qui est solution d'un syst�emelin�eaire
souscontrainte s'�ecrivant sousla forme

(
(GS + i ~GB )� = � ;

� 2 C;
(I.131)

o�u on a d�e�ni

(GS )r s
kl = hhf 0F S (� sl ); � r k ii = [[� sl ; � r k ]];

( ~GB )r s
kl = hhf 0F B (� sl ); � r k ii ;

� r
k = hhf 0	 � ; � r k ii :

De plus, on a introduit l'espacevectoriel descontraintes C par

C =
�
Vectf Gl � ; l 2 f 1; : : : ; ns+4g; � 2 f 1; : : : ; n� gg

� ?
;

o�u les vecteursdescontraintes ont pour composantes

Gr l �
k = hhf 0� r k ; T �  l ii ; l 2 f 1; : : : ; ns+4g; � 2 f 1; : : : ; n� g:

Ici, lesvecteurs l , l 2 f 1; : : : ; ns+4g, sont les invariants scalairesde collision tandis
quela famille desvecteursT � , � 2 f 1; : : : ; n� g est la basecanoniquedestenseursdu
mêmetype que' � , et n� est la dimensionde l'espacetensorielcorrespondant. C'est-
�a-dire quen� = 1 dansle casscalaire,n� = 3 dansle casvectoriel et n� = 9 dansle
casmatriciel. On peut remarquerque,grâce�a l'isotropie, l'espacedescontraintes est
enpratique au plus dedimensionun [EG94]. Finalement, lescoe�cien ts detransport
sont �evalu�espar de simplesproduits scalairesde la forme

� = h� ; � 0i ;

o�u � 0 d�esigneun vecteur de C! .
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Il semble alors judicieux de choisir comme basede fonctions les polynômesr�eels
usuels.Dans cette situation, la matrice GS est la mêmeque celleobtenue pour un
gazneutre, sanschamp magn�etique et la matrice ~GB est une matrice r�eellequi n'a
pas de structure simple. En particulier, on peut utiliser la totalit �e du formalisme
d�evelopp�e en [EG94, EG96] pour la matrice GS , car cette matrice est sym�etrique
semi-d�e�nie positive et � 2 R(GS ) = N (GS )? . La propri�et�e du caract�ere bien
pos�e N (GS )� C = R! (associ�ee au syst�eme pour lequel ~GB = 0) est r�ealis�ee si
l'espaced'approximation variationnelledeGalerkin A estorthogonalau sous-espace
vectoriel de l'espaceI des invariants de collisions qui ont le mêmerang tensoriel
[EG94, EG96], c'est-�a-dire sousla condition

I =
�
I \ A

�
�
�
I \ A ?

�
;

o�u I \ A ? repr�esente les�el�ements de I orthogonaux�a A pour la forme bilin�eaire
hhf 0�; �ii .

Uneanalyseminutieuser�ev�elealorsquele syst�eme�ecrit soussaformeinitiale (I.131)
n'est pasbienstructur�e.En particulier, le noyau N (GS + i ~GB ) n'est pasconnu expli-
citement, il n'y a pasdepropri�et�esimpledepositivit �eassoci�ee�a la matrice GS + i ~GB

et la convergencedestechniquesit �erativesn'est pasgarantie. Par cons�equent, on r�e-
crit cesyst�emesousune nouvelle forme dont on verra qu'elle poss�edeune meilleure
structure math�ematique et dont l'unique solution sera encore� . Dans ce but, on
introduit la matrice

GB = ~GB PC;N (GS ) ;

o�u pour deux sous-espacessuppl�ementaires A � B = C! , on note PA;B le projecteur
sur A le long de B. Le syst�ememodi� �e correspondant s'�ecrit alors

(
(GS + i GB )� = � ;

� 2 C;
(I.132)

et cesyst�emeest strictement �equivalent au syst�eme(I.131) puisque� = PC;N (GS ) � .
La structure de la matrice GS + i GB peut être �etudi�eeen utilisant essentiellement
les mêmestechniquesque cellesutilis�eespour la matrice GS dans le casnon ionis�e
[EG94].

Parmi lespropri�et�esimportantes on peut donnerlesrelations GB T = GB , N (GS ) �
N (GB ) et R(GB ) � N (GS )? . De plus, on peut voir que le noyau N (GS + i GB )
est engendr�e dansC! par lesmêmesvecteursr�eelsqueceuxqui engendrent N (GS )
dans R! , et que R(GS + i GB ) est l'orthogonal au senshermitien de N (GS + i GB )
mêmesi la matrice GS + i GB n'est pashermitienne.Ainsi, la propri�et�e du caract�ere
bien pos�e

N (GS + i GB )� C = C! ;
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est une cons�equencedirecte du r�esultat similaire dans R! sur GS et commeon a
� 2 R(GS + i GB ), on obtient que le syst�emelin�eaire(I.132) est bien pos�e.

I.7.2 Techniques it �eratives

On introduit la matrice de transport creusedb(GS ) 2 R! ;! associ�ee�a la partie non
perturb�eedu syst�emelin�eairede transport [EG94]

db(GS )r s
kl = (GS )r s

kl � kl ; (r; k); (s; l) 2 B :

La matrice db(GS ) joue un rôle fondamental dans le d�eveloppement asymptotique
descoe�cien ts detransport [EG94]. On peut �etablir quela matrice 2db(GS )� GS est
unematrice sym�etriquesemi-d�e�nie positivepour ns > 1 et d�e�nie positivepour ns >
3, le noyau decette matrice �etant facilement identi� �edansle casns 6 2. La structure
de cette matrice montre ainsi que le casg�en�eral pour lesm�elangesest ns > 3 et que
les m�elangesbinaires ne sont qu'un cas d�eg�en�er�e en inad�equation avec la th�eorie
g�en�erale[EG94]. Pour obtenir lesd�eveloppements asymptotiquesdescoe�cien ts de
transport, on utilise �a pr�esent la th�eoriedesm�ethodesit �erativesprojet�eespour les
syst�emeslin�eairessingulierssouscontraintes.De nombreux r�esultatsmath�ematiques
ont �et�e obtenus dans le cadredu transport multiesp�eces[EG94, EG97].

On introduit une d�ecomposition matricielle

GS + i GB = M � Z

et la matrice d'it �eration correspondante

T = M � 1Z = I � M � 1(GS + i GB ):

Soit P = PC;N (GS ) le projecteur oblique sur C le long de N (GS ) et soit � 2
R(GS + i GB ), x0 2 C! et y0 = Px0. On consid�erepour i > 0 les it �er�es

x i +1 = Tx i + M � 1� ; yi +1 = PTyi + PM � 1� :

La matrice de projection P assurequ'�a chaqueit �eration l'approximation desfonc-
tions de distribution perturb�eessatisfait les contraintes physiques.Le but est de
choisir M de fa�con �a ceque lespuissancesde la matrice T convergent [EG94]. Dans
cette situation, le produit PT a un rayon spectral strictement inf�erieur �a 1, lesit �er�es
x i , i > 1, et yi , i > 1, convergent et

lim
i !1

yi = P( lim
i !1

x i ) = � ;
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o�u � est l'unique solution du syst�eme lin�eaire de transport (I.132). En d�e�nissant
lescoe�cien ts de transport approxim�es

� [i ] =

*
iX

j =0

(PT) j PM � 1PT� ; � 0

+

;

on obtient

lim
i !1

� [i ] =

*
1X

j =0

(PT) j PM � 1PT� ; � 0

+

= �;

et tous les coe�cien ts de transport s'expriment commedess�eriesconvergentes.

Un premier choix appropri�e pour la matrice M est M = db(GS ) dansle casg�en�eral
ns > 3, tandis que dans les cas particuliers ns 6 2, la diagonaleprincipale de la
matrice db(GS ) doit être pond�er�eepar descoe�cien ts positifs. En e�et, pour M =
db(GS ), il a �et�e �etabli que le rayon spectral de la matrice PM � 1(M � GS ) est
strictement inf�erieur �a 1 car la matrice 2M � GS est d�e�nie positive [EG94]. Par
cons�equent, commePT = PM � 1(M � GS ) � i PM � 1GB , le rayon spectral de la
matrice PT est strictement inf�erieur �a 1 lorsqueGB est su�samment petit, c'est-�a-
dire pourvu que le champ magn�etique soit su�samment petit.

Pour obtenir un algorithme convergent dansle casg�en�eral, il est n�ecessaired'inclure
la matrice i GB dans la matrice M . Plus pr�ecis�ement, on consid�ere le choix M =
db(GS ) + i GB dans le cas g�en�eral ns > 3 et les modi�cations n�ecessaires�a la
diagonalede db(GS ) lorsquens 6 2. Il est encoresimple d'inverserla matrice M =
db(GS )+ i GB enpratique car la partie complexei GB estsoit unematrice diagonale,
soit une perturbation de rang un d'une matrice diagonale[FK72]. En d�e�nissant
M = db(GS ) + i GB , on obtient T = (db(GS ) + i GB )� 1(db(GS ) � GS ) et on
consid�ere x un vecteur propre de la matrice T associ�e �a la valeur propre � , ce qui
implique que

h(db(GS ) � GS )x; xi = � h(db(GS ) + i GB )x; xi :

Si x 2 N (GS ) alors � = 1, et si x =2 N (GS ) alors � 6= 1 et on doit montrer
que j� j < 1. En utilisant que la matrice 2db(GS ) � GS est d�e�nie positive et que
le produit scalairehGS x; xi est strictement positif car x =2 N (GS ), on obtient la
majoration

hdb(GS )x; xi > jh(db(GS ) � GS )x; xij : (I.133)

Nous d�eduisonsde l'in �egalit�e

jhdb(GS )x; xi + i hGB x; xij = jhdb(GS )x; xij + jhGB x; xij > jhdb(GS )x; xi j;
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que
jh(db(GS ) � GS )x; xij > j� j jhdb(GS )x; xi j: (I.134)

En combinant les in�egalit�es(I.133) et (I.134), on conclut que j� j < 1 si x =2 N (GS ).

En�n, on montre queR(I � T) \ N (I � T) = f 0g. On consid�ereun �el�ement x danscet
espace.On a doncla relation x = Tx et l'existenced'un �el�ement y tel quey� Ty = x.
Les�el�ements x et y v�eri�ent alors le syst�eme

(
(GS + i GB )x = 0;

(GS + i GB )y = � (db(GS ) + i GB )x:

En prenant la produit scalaireh(GS + i GB )y; xi , on d�eduit que hdb(GS )x; xi = 0,
ce qui implique que x = 0. Ceci montre donc que les puissancesde la matrice T
convergent, cequi implique que lessuites(x i ) et (yi ) convergent vers � .

Le choix M = db(GS ) + i GB conduit ainsi �a des d�eveloppements asymptotiques
convergents descoe�cien ts de transport et celapour n'importe quel champ magn�e-
tique, ce qui g�en�eraliseles r�esultats pr�ec�edemment obtenus pour les m�elangesnon
ionis�es[EG94, EG95, EG96].

I.8 Approximation d'ordre un dans le cas b = 0

Dans cette section,on s'int�eresseau r�egimecorrespondant �a un champ magn�etique
peu intense,c'est-�a-dire b= 0. Cecasestplus simplequele caspr�ec�edent b= 1 car il
n'y a plus d'anisotropie du milieu : on n'a plus besoinde distinguer lescomposantes
parall�eles,orthogonaleset transverses.De plus, on ne d�etaillera pas les calculscar
ils sont identiques au cassanschamp magn�etique [Gio99].

I.8.1 Equations macroscopiques d'ordre un

Pour le r�egime b = 0, on obtient les �equations macroscopiquesdu premier ordre
suivantes

@t � i + @x �(� i v) + @x �(� i Vi ) = mi ! i ; i 2 S; (I.135a)

@t (� v) + @x �(� v 
 v + pI ) + @x �� = � g + q(E + v ^ B )] + j ^ B ; (I.135b)

@t
�

1
2 � v �v + E

�
+ @x �

� �
1
2 � v �v + E + p

�
v

�
+ @x �(Q + � �v)

= [� g + q(E + v � B )] �v + j �E : (I.135c)

92



Approximationd'ordre un dansle casb= 0 SectionI.8

Ces�equationsmacroscopiquesd'ordre un apparaissent commedes�equationsde Na-
vier Stokes r�eactivescompressiblescontenant destermes exprimant les e�ets de la
force de Lorentz sur le gazdanssonensemble et ceux de l' �echau�ement Ohmique.

I.8.2 Flux et coe�cients de transport

Pour le r�egimeb= 0, lesvitessesde di�usion Vi , i 2 S, s'�ecrivent

Vi = � � i @x logT �
X

j 2 S

D ij d j ; i 2 S; (I.136)

avec
D ij = 1

3pkBT[[� D i ; � D j ]]; � i = � 1
3 [[� D i ; �

b� ]]:

On peut alors d�e�nir les taux de di�usion thermiques � = (� i ) i 2 S, par le syst�eme
lin�eaire (

D � = � ;

h� ; ui = 0;
(I.137)

et on obtient une expressionalternative desvitessesde di�usion desesp�eces

Vi = �
X

j 2 S

D ij (d j + � j @x logT); i 2 S: (I.138)

Le ux de chaleur Q est donn�e par

Q = � �̂ @x T � p
X

i 2 S

� i d i +
X

i 2 S

( 5
2kBT + Ei )ni Vi ; (I.139)

avec
�̂ =

1
3kBT2

[[�
b� ; �

b� ]]:

En introduisant le nouveaucoe�cien t

� = �̂ �
p
T

X

i;j 2 S

D ij � i � j ;

on obtient une autre expressiondu ux de chaleur

Q = � � @x T + p
X

i 2 S

� i Vi +
X

i 2 S

( 5
2kBT + Ei )ni Vi : (I.140)

De plus, pour le r�egimea = 1, l'expressiondu tenseurde viscosit�e est la suivante

� = � � @x �v I � � S; (I.141)
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avec
� = 1

9kBT[[� � ; � � ]]; � = 1
10kBT[[� � ; � � ]]:

Finalement, la structure math�ematique dessyst�emeslin�eairesde transport devant
être r�esoluspour �evaluer les coe�cien ts de transport a d�ej�a �et�e �etudi�eepar A. Ern
et V. Giovangigli [EG94].

I.8.3 Production d'entropie

L' �equation de conservation de l'entropie est similaire �a l' �equation (I.126a) mais le
terme sourcedevient

� = � (@x �v)2 + � S:S +
�
T2

@x T�@x T

+ p
X

i;j 2 S

D ij (d i + � i @x logT)�(d i + � i @x logT): (I.142)

La production d'entropie est donc clairement positive.
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I.9 Annexe : Isotropie de l'op �erateur de Boltzmann lin�ea-
ris�e

Dans cette annexe,on �etudiera certainespropri�et�es de l'op�erateur de Boltzmann
lin�earis�e, not�e F S d�e�ni en (I.37) page41. Cespropri�et�essont les suivantes : F S

transforme toute famille de fonctions du type (ui ) i 2 S o�u ui est une fonction sca-
laire desvariablesC i :C i , (B :C i )2 et B :B multipli �ee par un vecteur ou un tenseur
construit �a partir desvecteurs C i et B en une famille de fonctions du mêmetype.
On parlera alors d'isotropie de l'op�erateur de Boltzmann lin�earis�e.

Pour d�emontrer cespropri�et�es,on commencerapar l' �etude descollisionsnon r�eac-
tives,puis on traitera le casdesfonctions du type ui = ui Ci et en�n on expliquera
comment g�en�eralisercespropri�et�esaux autres cas.

I.9.1 Etude des collisions non r�eactives

On renvoie au livre de J.H. Ferzigeret H.G. Kaper [FK72] pour l' �etude dans le cas
departiculesmonoatomiqueset aux articles deE.A. Masonet L. Monchrick [MM63]
et de L. Waldmann [Wal58] dans le casde particules polyatomiques.

On consid�ereunecollision entre deux particulesd'indicesrespectifs i et j , de masses
mi et mj , de vitessespr�e-collisionellesci et cj , d'�energiesinternespr�e-collisionnelles
Ei i et Ej j , de vitessespost-collisionellesc0

i et c0
j et d'�energiesinternespost-collision-

nellesEi i0 et Ej j 0.

On notera mij = (mi mj )=(mi + mj ) la masser�eduite, bmi = mi =(mi + mj ) et bmj =
mj =(mi + mj ) lesmassesrelatives,g = cj � ci et g0 = c0

j � c0
i lesvitessesrelativeset

g et g0 lesnormesdesvecteursg et g0.

La conservation de la quantit �e de mouvement lors de la collision s'�ecrit

mi ci + mj cj = mi c0
i + mj c0

j ;

la conservation de l' �energie

1
2mi ci :ci + 1

2mj cj :cj + Ei i + Ej j = 1
2mi c0

i :c
0
i + 1

2mj c0
j :c

0
j + Ei i0 + Ej j 0:

La combinaisonde cesdeux derni�eres�equationspermet d�etablir la relation suivante

1
2mij (g2 � g02) = Ei i0 + Ej j 0 � Ei i � Ej j : (I.143)
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De plus, on peut �ecrire les syst�emesd'�equationslin�eaires
8
>>><

>>>:

c0
i = bmi ci + bmj cj � bmj g0

c0
j = bmi ci + bmj cj + bmi g0

g = cj � ci

et

8
>>><

>>>:

ci = bmi c0
i + bmj c0

j � bmj g

cj = bmi c0
i + bmj c0

j + bmi g

g0 = c0
j � c0

i

;

dont on d�eduit la relation

dci dcj dg0 = dc0
i dc0

j dg; (I.144)

en observant que l'application qui �a (ci ; cj ; g0) associe (c0
i ; c0

j ; g) est involutive.

En notant g = gbg et g0 = g0bg0, o�u bg et bg0 sont desvecteursunitaires, on obtient en
utilisant les�equations(I.143) et (I.144)

1
g

dci dcj dbg0 =
1
g0

dci dcj dbg: (I.145)

Le nombre decollisionsdansle volumedx autour dex , pendant l'in tervalle detemps
dt entre desparticules de type i et j dont les indicesd'�etats quantiques sont i et j
et dont les vitessessont dansdci et dcj autour de ci et de cj , avec desparam�etres
g�eom�etriquesde collisionsdansd� et d" autour de � et de ", peut semettre sousla
forme

f i (t; x ; ci ; i)f j (t; x ; cj ; j )� iji 0j 0

ij gsin(� ) dci dcj dx dtd� d";

o�u � iji 0j 0

ij est la section e�cace. Celle-ci d�epend desparticules consid�er�ees,mais en
toute g�en�eralit�e, � iji 0j 0

ij est une fonction de g et de � .

De même,on obtient que le nombre de collisionsdans le volume dx autour de x ,
pendant l'in tervalle de temps dt, qui donnent desparticules de type i et j dont les
indicesd'�etats quantiquessont i0et j 0, et dont lesvitessessont dansdc0

i et dc0
j autour

de c0
i et de c0

j , avecdesparam�etresg�eom�etriquesde collisionsdansd� et d" autour
de � et de ", est

f i (t; x ; c0
i ; i0)f j (t; x ; c0

j ; j 0)� i0j 0ij
ij g0sin(� ) dc0

i dc0
j dx dtd� d":

Or la m�ecaniquequantique th�eorique permet de d�eterminer une relation, appel�ee
propri�et�e de sym�etrie de la sectione�cace, qu'on peut �ecrire sousla forme

� i i � j j g2� iji 0j 0

ij = � i i0� j j 0g02� i0j 0ij
ij : (I.146)
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o�u � i i est la d�eg�en�erescencede l' �etat i de l'esp�ecei . Cette propri�et�e setrouve dans
l'article [MM63] et plus pr�ecisemment dans la discussionde L. Waldmann �a la �n
de cet article, ou bien dans l'article [Wal58].

On obtient alors en combinant les relations (I.145) et (I.146)

� i i � j j g� iji 0j 0

ij dci dcj = � i i0� j j 0g0� i0j 0ij
ij dc0

i dc0
j : (I.147)

Ainsi, le terme sourcenon r�eactif semet sousla forme

Si (f ) =
X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z �
f 0

i f
0
j

� i i � j j

� i i0� j j 0
� f i f j

�
� iji 0j 0

ij gsin(� )dcj d� d": (I.148)

I.9.2 Cas des fonctions du type ui = ui C i

Dans cette section, on montre que l'op�erateur de Boltzmann lin�earis�e transforme
une famille de fonctions de type ui = ui C i en une famille de fonctions du même
type.

En utilisant l'expression(I.147) du terme sourcenon r�eactif, on met l'op�erateur de
Boltzmann lin�earis�e F S

i d�e�ni en (I.37) �a la page41 sousla forme

F S
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j (ui + uj � u0
i � u0

j )�
ij i0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj ; i 2 S: (I.149)

On s'int�eressedanslessous-sectionssuivantes �a chacundesquatre termessuivants

F S (1)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j ui � iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj ; i 2 S; (I.150a)

F S (2)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j uj � ij i0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj ; i 2 S; (I.150b)

F S (3)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j u0
i �

iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj ; i 2 S; (I.150c)

F S (4)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j u0
j �

ij i0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj ; i 2 S: (I.150d)
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Il est su�san t de montrer que chacun desop�erateur F S (1)
i , F S (2)

i , F S (3)
i et F S (4)

i

poss�edela propri�et�ed'isotropie puisquel'on a F S
i = F S (1)

i + F S (2)
i � F S (3)

i � F S (4)
i .

I.9.2.1 Etude du premier terme

On montre que l'op�erateur F S (1)
i transforme une famille de fonctions de type ui =

ui C i en une famille du mêmetype. On a d'apr�es(I.150a)

F S (1)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j ui Ci � i ji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj

=

0

B
B
@

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j � iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj

1

C
C
A ui Ci :

Or f 0
j , d'apr�esl'expressiondonn�eeen (I.21), est une fonction de

C j :C j = g:g + C i :C i + 2g:Ci :

En posant

f (1)
pre = 1

2

�
f 0

j (g:g + C i :C i + 2g:Ci ) + f 0
j (g:g + C i :Ci � 2g:Ci )

�
;

f (1)
imp = 1

2

�
f 0

j (g:g + C i :C i + 2g:Ci ) � f 0
j (g:g + Ci :C i � 2g:Ci )

�
;

on obtient f 0
j = f (1)

pre + f (1)
imp o�u f (1)

pre est une fonction paire de g et f (1)
imp une fonction

impaire de g.

Or f (1)
imp � iji 0j 0

ij g est une fonction impaire de g donc son int�egralesur R3 est nulle. On
obtient donc

F S (1)
i (u) =

0

B
B
@

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f (1)

pre � iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dg

1

C
C
A ui Ci :

En�n, si on fait une rotation de l'espace,commelesproduits scalairesseconservent,
on remarque que l'in t�egrale est invariante. Elle ne d�epend donc pas de C i mais
uniquement de C i :C i . Ainsi, F S (1)

i (u) = v(1)
i C i o�u v(1)

i est une fonction de C i :Ci .
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I.9.2.2 Etude du deuxi�eme terme

On �etudie �a pr�esent le deuxi�emeterme, F S (2)
i (u). On a d'apr�es(I.150b)

F S (2)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j uj C j � iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj :

Or f 0
j uj , d'apr�esl'expressiondonn�eeen (I.21) est une fonction de

C j :C j = g:g + C i :C i + 2g:Ci :

En posant

f (2)
pre = 1

2

h
f 0

j (g:g + Ci :C i + 2g:Ci )uj (g:g + Ci :C i + 2g:Ci )

+ f 0
j (g:g + Ci :Ci � 2g:Ci )uj (g:g + C i :C i � 2g:Ci )

i
;

f (2)
imp = 1

2

h
f 0

j (g:g + Ci :C i + 2g:Ci )uj (g:g + Ci :C i + 2g:Ci )

� f 0
j (g:g + C i :C i � 2g:Ci )uj (g:g + Ci :Ci � 2g:Ci )

i
;

on obtient f 0
j uj = f (2)

pre + f (2)
imp o�u f (2)

pre est une fonction paire de g et f (2)
imp une fonction

impaire de g.

Or f (2)
imp � iji 0j 0

ij g et f (2)
preg� iji 0j 0

ij g sont desfonctions impairesde g donc leur int�egralesur
R3 sont nulles. On obtient donc

F S (2)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
(f (2)

preC i + f (2)
imp g)� iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dg:

Le mêmeraisonnement que pour le premier terme montre que

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f (2)

pre � iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dg

est une fonction de C i :C i . Il ne restedonc plus qu'�a montrer que

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f (2)

imp g� iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dg
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est de la forme voulue.

On supposeraque les fonctions f (2)
imp sont analytiques.C'est �a dire que les fonctions

f 0
j uj sont analytiques.Dans cecas,on peut �ecrire

f (2)
imp =

X

n2 N

an (g:g + Ci :C i + 2g:C i )n

=
X

k1 ;:::;k9

bk1 ;:::;k9g
2k1+ k7
1 g2k2+ k8

2 g2k3+ k9
3 C2k4+ k7

i 1 C2k5+ k8
i 2 C2k6+ k9

i 3 ;

o�u g� et Ci� sont les� i�emes composantes desvecteursg et C i pour � 2 f 1; 2; 3g et o�u
l'on a pos�e bk1 ;:::;k9 = 2k7+ k8+ k9 (k1 + : : :+ k9)!ak1+ :::+ k9 =(k1! : : : k9!). Quand on int�egre
apr�esavoir multipli �e par g, lesseulstermesnon nuls sont lestermespairs en tous les
g� . Il est alors n�ecessaireque lesentiers k7, k8 et k9 v�eri�ent les relations de parit �es
qui sont r�esum�eesdans le tableau Tab. I.2

1�ere composante 2e composante 3e composante

k7 impair pair pair

k8 pair impair pair

k9 pair pair impair

Tab. I.2 { Relationsde parit�e pour le deuxi�emeterme.

On obtient donc une fonction de C2
i1; C2

i2; C2
i3 multipli �eepar le vecteur C i . Or cette

fonction est invariante par permutation desCi� , c'est donc une fonction de C i :C i .
Ainsi, F S (2)

i (u) = v(2)
i C i o�u v(2)

i est une fonction de C i :C i .

I.9.2.3 Etude du troisi �eme terme

On �etudie �a pr�esent le troisi�emeterme, F S (3)
i (u). On a d'apr�es(I.150c)

F S (3)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j u0
i C

0
i �

iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj :

D'apr�es l' �equation (I.143), on peut �ecrire g0 =
p

g2 + � g2 bg0; o�u bg0 est le vecteur
unitaire de même direction que g0, qui ne d�epend que de � et de ", et � g2 est la
constante d�e�nie par

� g2 =
2

mij
(Ei i0 + Ej j 0 � Ei i � Ej j ):
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On en d�eduit l'expressionde C 0
i suivante

C 0
i = C i + bmj (g �

p
g2 + � g2bg0):

Ainsi, on peut �ecrire

F S (3)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j u0
i (C i + bmj (g �

p
g2 + � g2bg0)) � iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dg:

Comme

C j :C j = g:g + C i :C i + 2g:Ci ;

C 0
i :C

0
i = Ci :Ci + bm2

j (2g:g + � g2) + 2bmj Ci :g � 2
p

g2 + � g2(Ci :bg0+ g:bg0);

l'in t�egrale
X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j u0
i �

iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dg

est invariante par rotation de l'espace.Elle ne d�epend donc pas desCi� mais uni-
quement de C i :C i .

Pour le terme

F S (3)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j u0
i g� iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dg;

on utilise la mêmem�ethode quepour le terme F S (2)
i (u). On d�eveloppe f 0

j u0
i en s�erie

enti �ere et on peut �ecrire

f 0
j u0

i =
X

k1 ;:::;k24

ck1 ;:::;k24

p
g2 + � g2

k19 + :::+ k24
bg0k19 + k22

1 bg0k20 + k23
2 bg0k21 + k24

3

g2k1+ k7+2 k10 + k16 + k19
1 g2k2+ k8+2 k11 + k17 + k20

2 g2k3+ k9+2 k12 + k18 + k21
3

C2k4+ k7+2 k13 + k16 + k22
i 1 C2k5+ k8+2 k14 + k17 + k23

i 2 C2k6+ k9+2 k15 + k18 + k24
i 3 ;

lesseulstermesqui ont une contribution non nulle apr�esint�egration sont ceuxpour
lesquelsles entiers kn v�eri�ent les relations de parit �es r�esum�eesdans le tableau
Tab. I.3.
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1�ere composante 2e composante 3e composante

k7 + k16 + k22 impair pair pair

k8 + k17 + k23 pair impair pair

k9 + k18 + k24 pair pair impair

Tab. I.3 { Relationsde parit�e pour le troisi�emeterme.

Ainsi, il est possiblede factoriser le vecteurC i dansl'expressionde f 0
j u0

i , la fonction
scalaire multiplicatrice �etant identique pour chaque composante et ne d�ependant
que de C i :C i , on obtient ainsi la forme voulue.

En�n, on e�ectue le mêmed�eveloppement pour le terme

F S (3)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j u0
i

p
g2 + � g2bg0� iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dg;

en �echangeant les rôles de g et de bg0, ce qui permet de montrer que ce terme est
�egalement de la forme voulue.

Ainsi, F S (3)
i (u) = v(3)

i C i o�u v(3)
i est une fonction de C i :C i .

I.9.2.4 Etude du quatri �eme terme

On �etudie �a pr�esent le quatri�emeet dernier terme, F S (4)
i (u). On a d'apr�es(I.150d)

F S (4)
i (u) =

X

j 2 S

X

i02 Q i
j ;j 02 Q j

Z
f 0

j u0
j C

0
j �

iji 0j 0

ij gsin(� )d� d"dcj :

Le même raisonnement que celui fait dans l' �etude du troisi�eme terme permet de
conclurecar on a la relation

C 0
j = C i + bmj g + bmi

p
g2 + � g2bg0:

Ainsi, F S (4)
i (u) = v(4)

i C i o�u v(4)
i est une fonction de C i :C i .

On a donc montr �e dans cette section que l'op�erateur F S transforme une famille
de fonctions de type ui = ui C i , o�u ui est une fonction de C i :Ci , en une famille de
fonctions du mêmetype.
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I.9.3 Cas g�en�eral

On ne d�etaillera pas les calculs n�ecessaires�a la preuve de l'isotropie de l'op�era-
teur F S dans toute sa g�en�eralit�e car ils sont extrêmement lourds �a �ecrire et ne
constituent pas l'objet principal de cette th�ese.On d�esire uniquement mettre en
lumi�ere les m�ecanismesqui font que cet op�erateur est bien isotrope, sanstoutefois
y consacrerun trop long chapitre. On exposeradonc sousforme de remarquesles
modi�cations �a apporter par rapport aux calculspr�ec�edents.

Remarque1.
Si au lieu de prendredesfonctions du type ui C i , on avait pris desfonctionsdu type
ui T i , o�u ui est une fonction de C i :C i et T i est une constante, un vecteur ou bien un
tenseurconstruit �a partir desvecteursC i et B , les mêmescalculsseraient valables
car il su�t desortir le vecteurB desint�egralespuisqu'il ned�ependquedela position
et du temps.

Remarque2.
Si les fonctions ui ne d�ependaient plus uniquement de C i :C i mais �egalement de
(C i :B )2 et deB :B , il faudrait utiliser uned�ecomposition desfonctionsui enproduits
de fonctions qui ne d�ependraient chacune que de C i :C i , de (C i :B )2 ou de B :B .
Les mêmescalculspermettent alors de conclureen exprimant (C j :B )2, (C 0

i :B )2 et
(C 0

j :B )2 en fonction de C i , de g et de bg0.
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I.10 Annexe : Complexi�cation et notations k, ? et �

Danslesm�elangesgazeuxr�eactifspartiellement ionis�es,la pr�esenced'un champ ma-
gn�etique provoqueuneanisotropiedu milieu[FK72]. On introduit danscette annexe
une notation utilisant les nombres complexesqui permet de simpli�er les calculs.
Cette simpli�cation est essentiellement due au fait que l'on passede la coordonn�ee
orthogonaleau champ magn�etique �a la coordonn�eetransverseen multiplian t par le
nombre imaginaire i . On d�e�nira alors une complexi�cation des ux et desc��-
cients detransport pour simpli�er �a la fois lescalculset la pr�esentation desr�esultats.
Cette complexi�cation a �et�e introduite par S. Chapmanet T.G. Cowling [CC70] et
r�eutilis�eepar J.H. Ferzigeret H.G. Kaper [FK72], mais on l'utilisera de fa�con plus
syst�ematique,notamment pour �etudier la production d'entropie.

I.10.1 Anisotropie et complexi�cation

On introduit le vecteurdu champ magn�etique renormalis�e B = B =B et lestenseurs
d'ordre deux M k, M ? et M � construits �a partir de cevecteur par les relations

M k = B 
 B ; M ? = I � B 
 B ; M � = R (B ); (I.151)

o�u R est l'op�erateur qui transforme un vecteur X = (X 1; X 2; X 3)T 2 R3 en la
matrice

R (X ) =

0

B
B
B
@

0 � X 3 X 2

X 3 0 � X 1

� X 2 X 1 0

1

C
C
C
A

: (I.152)

On remarqueque la matrice R (X ) agit sur un vecteur Y commeun produit vecto-
riel : R (X )Y = X ^ Y = � R (Y )X , o�u X et Y sont deux vecteursquelconquesde
R3.

Pour un vecteur X 2 R3, on introduit alors trois vecteursX k, X ? et X � d�e�nis
par

X k = M kX ; X ? = M ? X ; X � = M � X : (I.153)

En utilisant lesd�e�nitions (I.151) desmatricesM k, M ? et M � , on peut r�ecrireces
vecteursainsi

X k = B �X B ; X ? = X � B �X B ; X � = B ^ X :
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On peut interpr�eter le vecteur X k commela projection du vecteur X sur la droite
engendr�ee par le champ magn�etique B , le vecteur X ? comme la projection du
vecteur X sur la droite orthogonaleau champ magn�etique B dansle plan engendr�e
par les vecteursX et B , et le vecteur X � commela projection du vecteur X sur
la droite orthogonaleau plan engendr�e par les vecteursX et B . Cestrois vecteurs
sont alors othogonauxdeux �a deux,

X k�X ? = 0; X k�X � = 0; X ? �X � = 0: (I.154a)

En consid�erant X et Y deux vecteursquelconquesde R3, on obtient de plus les
propri�et�essuivantes

X k�Y ? = 0; X k�Y � = 0; X ? �Y � + X � �Y ? = 0; X ? �Y ? = X � �Y � :
(I.154b)

Pour un vecteur X 2 R3, on introduit alors le vecteur complexeX c 2 C3 par

X c = X k + X ? � i X � : (I.155)

Le vecteur X c 2 C3 �etant donn�e, il est facile de retrouver le vecteur X 2 R3

correspondant par la formule
X = < (X c); (I.156)

o�u R(:) d�esignela prisede partie r�eelle.On g�en�eralisealors la d�e�nition desvecteurs
X k, X ? et X � dans le cascomplexeen posant

X ck = M kX c; X c? = M ? X c; X c� = M � X c: (I.157)

Un calcul direct permet alors de montrer lespropri�et�essuivantes.

X ck = X k; X c? = X ? � i X � ; X c� = X � + i X ? = i X c? ; (I.158)

X k = X ck; X ? = < (X c? ) = = (X c� ); X � = < (X c� ) = �= (X c? ); (I.159)

o�u = (:) d�esignela prise de partie imaginaire.

I.10.2 Formulations complexes des ux de transport

En utilisant le formalismecomplexed�evelopp�e dans la section pr�ec�edente, les vec-
teurs complexesV c

i , i 2 S, correspondant aux complexi��esdesvitessesde di�usion,
semettent sousla forme

V c
i = �

X

j 2 S

�
D ck

ij dck
k + D c?

ij dc?
k

�
� � ck

k (@x logT)ck � � c?
k (@x logT)c? ; (I.160)
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o�u l'on introduit les coe�cien ts de transport complexesD ck
ij , D c?

ij , i; j 2 S, � ck
i et

� c?
i , i 2 S,

D ck
ij = D k

ij ; D c?
ij = D ?

ij + i D �
ij ; � ck

i = � k
i ; � c?

i = � ?
i + i � �

i : (I.161)

De plus, cesvitessesdedi�usion complexesv�eri�ent la mêmerelation lin�eaire(I.95),
X

i 2 S

� i V c
i = 0: (I.162)

Les taux de di�usion thermique complexes� ck = � k et � c? = � ? + i � � v�eri�ent
quant �a eux les syst�emeslin�eaires

(
D ck � ck = � ck;

h� ck; ui = 0;

(
D c? � c? = � c? ;

h� c? ; ui = 0:
(I.163)

A partir de cesd�e�nitions, on obtient apr�esquelquescalculsunenouvelle expression
desvitessesde di�usion complexi��eesV c

i , i 2 S,

V c
i = �

X

j 2 S

D ck
ij

�
dck

j + � ck
j (@x logT)ck

�
�

X

j 2 S

D c?
ij

�
dc?

j + � c?
j (@x logT)c?

�
: (I.164)

On remarqueque les syst�emeslin�eaires(I.163) qui d�e�nissent les taux de di�usion
thermiquecomplexessont toujours bien pos�espuisquele vecteur � ck, respectivement
� c? , est dansl'image de la matrice D ck, respectivement D c? , et le vecteuru est dans
le compl�ementaire du noyau de la matrice D ck, respectivement D c? .

On introduit demêmele vecteurcomplexeQ c, correspondant au complexi��e du ux
de chaleur. Celui-ci semet sousla forme

Q c = � �̂ ck(@x T)ck � �̂ c? (@x T)c? � p
X

i 2 S

(� ck
i dck

i + � c?
i dc?

i ) +
X

i 2 S

�
5
2kBT + Ei

�
ni Vi ;

(I.165)
o�u l'on a d�e�ni lescoe�cien ts de transport complexes

�̂ ck = �̂ k; �̂ c? = �̂ ? + i �̂ � : (I.166)

Et en utilisant les taux de di�usion thermique complexes,on obtient une nouvelle
expressiondu ux de chaleur complexi��e

Q c = � � ck(@x T)ck � � c? (@x T)c? � p
X

i 2 S

(� ck
i V ck

i + � c?
i V c?

i ) +
X

i 2 S

�
5
2kBT + Ei

�
ni Vi ;

(I.167)
avec � ck = � k et � c? = � ? + i � � .
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Chapitre II

Le probl�eme de Cauchy
local pour les plasmas
dissipatifs

Ce chapitre reprend et d�etaille un article soumis�a la revue Mathematical Methods
in the Applied Sciences.

R�esum�e

On �etudie un syst�eme d'�equationsaux d�eriv�eespartielles mod�elisant les m�elanges
gazeuxr�eactifs ionis�esmagn�etis�eset dissipatifs. Dans ce mod�ele, les ux de trans-
port s'�ecrivent commedescombinaisonslin�eairesanisotropesdesgradients desva-
riables macroscopiqueset contiennent �egalement les e�ets directs du champ �elec-
tromagn�etique. En utilisant les variables entropiques, on r�ecrit le syst�eme de lois
de conservation tout d'abord sousune forme partiellement sym�etrique conservative,
puis sousune forme partiellement normale, c'est-�a-dire sousla forme d'un syst�eme
quasi-lin�eaire partiellement sym�etrique hyperbolique-parabolique. En utilisant un
r�esultats de Vol'Pert et Hudjaev, on d�emontre un th�eor�emed'existenceet d'unicit �e
local en temps d'une solution born�eeet r�eguli�erepour le probl�emede Cauchy.
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ChapitreII Le probl�emede Cauchylocal pour lesplasmasdissipatifs

II.1 Intro duction

Les �equations gouvernant les plasmas froids mono-temp�eratures �a haute densit�e
peuvent être d�eriv�eesde la th�eorie cin�etique des m�elangesgazeuxr�eactifs ionis�es
et magn�etis�es comme on l'a vu dans le chapitre I. On �etudie maintenant le sys-
t�emecomplet d'�equationsobtenues.Ces�equationssed�ecomposent en �equationsde
conservation, expressionsdesux de transport, relations thermochimiqueset �equa-
tions de Maxwell. Il est important de remarquerque le champ magn�etiqueengendre
uneanisotropiedanslesux de di�usion de masse,dansle ux de chaleur et dansle
tenseurde viscosit�e. En particulier, les ux de di�usion s'�ecrivent commeune com-
binaisonlin�eaireanisotrope desgradients desvariablesmacroscopiqueset de termes
d'ordre z�ero dus �a l'action desforces�electromagn�etiques.Concernant lespropri�et�es
de structure des coe�cien ts de transport et de thermochimie, on utilise les hypo-
th�esesmath�ematiquesd�eriv�eesde la th�eoriecin�etique du chapitre I et qui sont des
g�en�eralisationsde cellesdesm�elangesneutres[Gio99, GM98].

Les �equationsgouvernant les m�elangesgazeuxr�eactifs ionis�eset magn�etis�esconsti-
tuent un syst�eme de lois de conservation quasi-lin�eaire du secondordre. En utili-
sant lesvariablesentropiques, on r�ecrit dansun premier temps le syst�emesousune
forme partiellement sym�etrique conservative, puis sousune forme partiellement nor-
male,c'est-�a-dire sousla formed'un syst�emequasi-lin�eairepartiellement sym�etrique
hyperbolique-parabolique. On utilise le terme partiellement sym�etrique par oppo-
sition avec le r�egimeneutre. Le syst�eme des m�elangesgazeuxneutres est en e�et
compl�etement sym�etrique dans le senso�u les matrices de convection qui couplent
lessous-syst�emeshyperboliqueset paraboliquessont sym�etriques [Gio99].

On d�emontre l'existenced'une uniquesolution localeen tempsau probl�emede Cau-
chy constitu�e du syst�emepartiellement sym�etrique hyperbolique-parabolique r�esul-
tant et de conditions initiales r�eguli�eres,dansl'espacede Vol'Pert Vl (R3). La preuve
utilis�ee reposesur les r�esultats de Vol'Pert et Hudjaev concernant le probl�emede
Cauchy pour lessyst�emesd'�equationsaux d�eriv�eespartiellescompositessym�etriques
quasi-lin�eaireshyperboliques-paraboliques[VH72].

Les�equationsgouvernant lesm�elangesgazeuxr�eactifsionis�eset magn�etis�essont pr�e-
sent�eesdans le deuxi�emesectionet la forme quasi-lin�eaireest obtenue dans la troi-
si�emesection.Dans la quatri�emesection,on �etudie un syst�emeabstrait d'�equations
aux d�eriv�eespartielles, en particulier la mise sousforme partiellement sym�etrique
ainsi que la mise sous forme partiellement normale. Puis on �etablit un th�eor�eme
d'existencelocal pour ce syst�emeabstrait. Finalement, dans la cinqui�eme section,
on applique cesr�esultats au syst�emed'�equationsaux d�eriv�eespartielles mod�elisant
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Equationspour lesm�elangesgazeuxr�eactifsionis�eset magn�etis�es SectionII.2

lesm�elangesgazeuxr�eactifs ionis�eset magn�etis�es.

II.2 Equations pour les m�elanges gazeux r�eactifs ionis�es et
magn�etis�es

Les�equationsr�egissant lesplasmasdissipatifspeuvent sed�ecomposeren�equationsde
conservation, ux de transport, relations thermochimiqueset �equationsde Maxwell.
Ces�equationspeuvent être d�eriv�eesde la th�eorie cin�etique desgaz en utilisant un
d�eveloppement d'Enskog du premier ordre, ce qui a �et�e fait au chapitre I [FK72,
GG03].

I I.2.1 Equations de conservation

On note S l'ensemble desindicesdesesp�ecesS = f 1; : : : ; nsg, ns le nombre d'esp�eces
dans le m�elange,nk le nombre de molespar unit �e de volume de la ke esp�ece,� k la
massepar unit �e de volume de la ke esp�ece,qk la charge par unit �e de volume de la
ke esp�eceet mk la massemolaire de la ke esp�ece.

Les�equationsde conservation de la massedesesp�ecess'�ecrivent (I.85a)

@t � k + @x �(� kv) + @x �F d
k = mk ! k ; k 2 S; (I I.1)

o�u v est la vitessemacroscopiquedans le m�elange,F d
k le ux de di�usion de la ke

esp�eceet ! k le taux molaire de production de la ke esp�ecepar unit �e de volume.

L' �equation suivante exprime la conservation de la quantit �e de mouvement (I.85d)

@t (� v) + @x �(� v 
 v + pI ) + @x �� = � g + qE + J ^ B ; (I I.2)

o�u � est la massetotale par unit �e de volume, p la pressionthermodynamique, I la
matrice identit �e de R3, � le tenseurde viscosit�e, q la chargevolumique totale, E le
champ �electrique,B le champ magn�etique, g une force externe qui ne d�epend pas
desesp�eceset J la densit�e de courant �electriqued�e�nie par J = j + qv avec j la
densit�e de courant de conduction.

On introduit l' �energiedu uide par unit �e de masseef d�e�nie par ef = e+ v�v=2, o�u
e est l' �energieinterne par unit �e de masse.L' �equation de conservation de l' �energie
(I.85g) �ecrite en la variable ef devient

@t (� ef) + @x �[(� ef + p)v] + @x �(Q + � �v) = � g�v + J �E ; (I I.3)

o�u Q est le ux de chaleur.
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I I.2.2 Flux de transport

On a vu au chapitre I que l'anisotropie desux de transport est une desparticula-
rit �esdesplasmasdissipatifs lorsquele champ magn�etique est intense[CC70, FK72,
GG03]. Pour exprimer cette anisotropie,on rappelle quelquesnotations introduites
au chapitre I. Pour une pr�esentation plus compl�ete des notations et de diverses
propri�et�es concernant l'anisotropie, on pourra se r�ef�erer au chapitre I. On d�e�nit
le vecteur unitaire B par B = B =B, o�u B est la norme du champ magn�etique B .
Pour un vecteurX deR3, on introduit lestrois vecteursassoci�esaux trois directions
spatiales

X k = (B �X )B ; X ? = X � X k et X � = B ^ X :

Cestrois vecteurssont deux �a deux orthogonaux,

X ? �X k = 0; X � �X k = 0; X ? �X � = 0;

et de plus, pour tous vecteursX et Y de R3, on a les relations

X ? �Y � + X � �Y ? = 0; X ? �Y ? = X � �Y � :

D'apr�esl' �etude faite au chapitre I, les ux de di�usion F d
k , k 2 S, sont donn�espar

F d
k = � kVk ; k 2 S; (I I.4)

o�u la vitessede di�usion de la ke esp�eceVk , k 2 S, a pour expression(I.97)

Vk = �
X

l2 S

D k
kl

�
dk

l + � k
l (@x logT)k

�

�
X

l2 S

D ?
kl

�
d?

l + � ?
l (@x logT)? + � �

l (@x logT) �
�

�
X

l2 S

D �
kl

�
d�

l + � ?
l (@x logT) � � � �

l (@x logT)?
�

; (I I.5)

et o�u la force de di�usion de la ke esp�ecedk , k 2 S, s'�ecrit

dk =
1
p

[@x pk � � kg � qk(E + v ^ B )] : (I I.6)

Dans cesexpressions,les coe�cien ts D k
kl , D ?

kl et D �
kl , k; l 2 S, sont les coe�cien ts

de di�usion multiesp�eces,les coe�cien ts � k
k , � ?

k et � �
k , k 2 S, les taux de di�usion
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thermique, T la temp�erature absolueet pk , k 2 S, la pressionpartielle de la ke

esp�ece.La densit�e de courant de conduction correspondante j s'�ecrit

j =
X

k2 S

qkVk ; (I I.7)

dont l'expressiond�evelopp�eesetrouve en (I.101).

Remarque - Pour les gaznon ionis�es, on retrouveles formulesclassiques.En e�et,
on a D k

kl = D ?
kl , D �

kl = 0, k; l 2 S, � k
k = � ?

k , � �
k = 0, k 2 S, lorsque les charges

volumiquesqk , k 2 S, s'annulent. Lesvitessesdedi�usion Vk , k 2 S, s'�ecrivent alors
bien [Gio99]

Vk = �
X

l2 S

Dkl (d l + � l@x logT):

En revanche,pour le cas g�en�eral des gaz ionis�es, les coe�cients de di�usion sont
di� �erents selon les trois directions spatiales, ce qui est une cons�equence de l'aniso-
tropie cr�e�eepar le champmagn�etique.De plus, on observequeles forcesdedi�usion
desesp�ecesdk , k 2 S, contiennent un terme suppl�ementaire dû �a la force �electroma-
gn�etique macroscopiqueqk(E + v ^ B ). En�n, bien que le formalisme choisi utilise
le vecteur unitair e B = B =B, on remarqueque les vitessesde di�usion Vk , k 2 S,
sont r�eguli�eres même lorsquele champmagn�etique tend vers z�ero. On �etablira ces
propri�et�esdanslessections suivantesgrâce aux propri�et�esconcernant lescoe�cients
de transport.

L'expressiondu ux de chaleur Q est donn�eeen (I.107) et s'�ecrit

Q = � � k(@x T)k � � ? (@x T)? � � � (@x T)�

+ p
X

k2 S

�
� k

kV k
k + � ?

k V ?
k + � �

k V �
k

�
+

X

k2 S

� khkVk ; (I I.8)

o�u hk est l'enthalpie par unit �e de massede la ke esp�ece,lescoe�cien ts � k, � ? et � �

sont lesconductivit�esthermiqueset lescoe�cien ts � k
k , � ?

k et � �
k lestaux dedi�usion

thermique, o�u l'on a �egalement distingu�e les trois directions spatiales.

Remarque - Cette expressiondu ux de chaleur est compatible avec celle donn�ee
pour les gaznon ionis�es [Gio99]. En e�et, lorsqueles chargesvolumiquesqk , k 2 S,
sont nulles, on a �egalement� k

k = � ?
k , � �

k = 0, k 2 S et � k = � ? , � � = 0. D'apr�es la
remarquepr�ec�edente,on obtient quele ux de chaleur s'�ecrit alors

Q = � � @x T +
X

k2 S

(p� k + � khk)Vk :
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De plus,on �etablira quele ux dechaleurQ estr�egulier lorsquele champmagn�etique
tend vers z�ero grâce aux propri�et�esdescoe�cients de transport.

On rappelle�a pr�esent quelquesnotations introduitesdansle chapitre I lors de l' �etude
desux de transport. On d�e�nit lesmatricesr�eellesD k, D ? , D � et lesvecteursr�eels
� k, � ? , � � par

D k = (D k
kl )k;l 2 S; D ? = (D ?

kl )k;l 2 S; D � = (D �
kl )k;l 2 S;

� k = (� k
k)k2 S; � ? = (� ?

k )k2 S; � � = (� �
k )k2 S:

On rappelle que lesvecteursr�eels� k, � ? , � � , v�eri�ent lessyst�emeslin�eairessuivants

� k = D k� k; � ? + i � � = (D ? + i D � )( � ? + i � � );

et lescoe�cien ts r�eels�̂ k, �̂ ? , �̂ � sont d�e�nis par

�̂ k = � k + p
T � kTD k� k;

�̂ ? + i �̂ � = � ? + i � � + p
T (� ? + i � � )T(D ? + i D � )( � ? + i � � ):

Le tenseurde viscosit�e � peut s'�ecrire sousla forme (I.115)

� = � � @x �v I � � 1S � � 2(M � S � SM � )

� � 3(M k SM k � M � SM � )

� � 4(SM k + M k S � 2M k SM k)

� � 5(M k SM � � M � SM k); (I I.9)

o�u le coe�cien t � est la viscosit�e volumiqueet lescoe�cien ts � 1, � 2, � 3, � 4 et � 5 sont
lesviscosit�esde cisaillement. Dans cette expression,on a not�e S le tenseurdestaux
de d�eformation qui est un tenseursym�etrique d'ordre deux �a trace nulle s'�ecrivant

S = (@x v + @x vT) � 2
3@x �v I ;

et M k, M ? et M � lesmatricesqui d�ecrivent l'anisotropie dont lesexpressionssont

M k = B 
 B ; M ? = I � B 
 B ; M � = R (B );

o�u R est l'op�erateur qui transformeun vecteur a = (a1; a2; a3)T de R3 en la matrice
antisym�etrique

R (a) =

0

B
B
B
@

0 � a3 a2

a3 0 � a1

� a2 a1 0

1

C
C
C
A

:
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On d�e�nit �egalement lesvecteursR i (a), i 2 C, o�u C est l'ensemble f 1; 2; 3g, comme
la ie colonnede la matrice R (a). C'est-�a-dire

R 1(a) = (0; a3; � a2)T; R 2(a) = (� a3; 0; a1)T; R 3(a) = (a2; � a1; 0)T:

Remarque - Pour les gaz non ionis�es, l'expression (I I.9) du tenseur de viscosit�e
devient

� = � � @x �v I � � S

car lorsqueleschargesvolumiquesqk , k 2 S, sontnulles, lesviscosit�esdecisaillement
� 2, � 3, � 4, � 5, sont toutes nulles. Le tenseur de viscosit�e s'�ecrit alors comme une
combinaisonlin�eaire dela matrice identit�e I et du tenseurdestaux ded�eformation S.
Dans le cas desgazionis�es, il s'�ecrit commeune combinaisonlin�eaire de la matrice
identit�e et de tous les tenseurssym�etriques d'ordre deux �a trace nulle construits �a
partir du tenseurdestaux ded�eformation S et du tenseurderotation antisym�etrique
R (B ) associ�e au champmagn�etiqueB et qui d�ependentlin�eairementde S. De plus,
le tenseurde viscosit�e � est r�egulier lorsquele champmagn�etiqueB tend versz�ero
commeon le verra dans la suite grâce aux propri�et�es descoe�cients de transport.

I I.2.3 Expression du terme source chimique

La th�eorie cin�etique du chapitre I est valide quelquesoit le sch�ema r�eactionnelen-
visag�e. On consid�erenr r�eactionschimiquesentre lesns esp�eces,cequi peut s'�ecrire
formellement sousla forme

X

k2 S

� f
kr M k �

X

k2 S

� b
kr M k ; r 2 R;

o�u M k est le symbole chimique de la ke esp�ece,� f
kr et � b

kr lescoe�cien ts st�c hiom�e-
triques direct et inversede la ke esp�ecedans la r e r�eaction et R = f 1; : : : ; nr g est
l'ensemble desindicesdesr�eactions.

Les taux de production mol�eculairessont donn�es par la th�eorie cin�etique �a la sec-
tion I.6.5.5. On obtient

! k =
X

r 2 R

(� b
kr � � f

kr )� r ; k 2 S; (I I.10)

o�u � r est le taux d'avancement de la r e r�eaction dont la formulation sym�etrique
[Gio99] est

� r = K r

�
exph� f

r ; M� i � exph� b
r ; M� i

�
; (I I.11)

117



ChapitreII Le probl�emede Cauchylocal pour lesplasmasdissipatifs

o�u � f
r et � b

r , lesvecteursst�c hiom�etriquesdirect et inverse,sont d�e�nis par

� f
r = (� f

1r ; : : : ; � f
ns r )

T; � b
r = (� b

1r ; : : : ; � b
ns r )

T; r 2 R;

et o�u � le vecteur despotentiels chimiquesr�eduits s'�ecrit

� = (� 1; : : : ; � ns )T;

avec � k , k 2 S, le potentiel chimique r�eduit de la ke esp�ece.M la matrice diagonale
desmassesmolairesest d�e�nie par M = Diag(m1; : : : ; mns ) et K r est la constante
de r�eaction sym�etrique de la r e r�eaction. On rappelle les d�e�nitions descoe�cien ts
st�c hiom�etriques � kr = � b

kr � � f
kr , k 2 S, r 2 R, et desvecteursst�c hiom�etriques

� r = (� 1r ; : : : ; � ns r )
T; r 2 R;

telles que � r = � b
r � � f

r et on note R = Vectf � r ; r 2 Rg, l'espacevectoriel engendr�e
par lesvecteursst�c hiom�etriques� r , r 2 R. Cette formulation sym�etrique destaux
d'avancement est obtenue en utilisant la relation de r�eciprocit�e fondamentale entre
les constantes de r�eaction directe et inverse[VH85] et peut �egalement être d�eduite
de la th�eoriecin�etique [Gio99] commeon l'a vu au chapitre I.

I I.2.4 Relations thermo dynamiques

Les relations thermodynamiquesobtenuesdans le cadrede la th�eoriecin�etique des
gaz au chapitre I sont valides en dehors de l' �equilibre thermodynamique et ont
doncun espacede validit �e beaucoupplus grand quecellesclassiquement introduites
pour les �etats d'�equilibre homog�eneset stationnaires.Le formalismeobtenu par la
th�eoriecin�etique co•�ncide encoreavecle formalismede Gibbs appliqu�e aux variables
intensives[Gio99].

La massetotale par unit �e de volume � , la chargetotale par unit �e de volume q et la
pressiontotale p peuvent s'�ecrire sousla forme

� =
X

k2 S

� k ; q =
X

k2 S

qk ; p =
X

k2 S

pk ;

o�u la pressionpartielle correspondant �a la ke esp�ecepk , k 2 S, est donn�ee par la
relation

pk = r k � kT = nkRT;

avec r k = R=mk et R la constante desgazparfaits.
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L' �energieinterne totale par unit �e de massee et l'enthalpie totale par unit �e de masse
h peuvent sed�ecomposeren

� e =
X

k2 S

� kek ; � h =
X

k2 S

� khk =
X

k2 S

� k(ek + r kT);

o�u ek , k 2 S, est l' �energieinterne par unit �e de massede la ke esp�eceet hk , k 2 S,
l'enthalpie par unit �e de massede la ke esp�ece.L' �energieinterne ne d�epend que de
la temp�erature et sonexpressionest la suivante

ek(T) = est
k +

Z T

T st
cv;k (� ) d� ;

o�u est
k = ek(T st), k 2 S, est l' �energiede formation de la ke esp�ece�a la temp�erature

strictement positive standard T st et cv;k , k 2 S, est la chaleur sp�eci�que �a volume
constant de la ke esp�ece.Les chaleurs sp�eci�ques �a volume constant et �a pression
constante v�eri�ent les relations

� cv =
X

k2 S

� kcv;k ; � cp =
X

k2 S

� kcp;k =
X

k2 S

� k(cv;k + r k):

L'entropie par unit �edemasses s'exprime�egalement commeunesommedesentropies
par unit �e de massedesesp�ecessk , k 2 S, plus pr�ecis�ement, on a

� s =
X

k2 S

� ksk ;

o�u sk , k 2 S, est une fonction de la temp�erature T et de la massevolumique de la
ke esp�ece� k

sk(T; � k) = sst
k +

Z T

T st

cv;k (� )
�

d� � r k log
�

� k

mk  st

�
;

o�u  st = pst=(RT st) est la concentration standard, c'est-�a-dire la concentration dans
l' �etat standard�a temp�eraturestandardT st et sousla pressionstandardpst. Demême,
on peut exprimer la fonction de Gibbs par unit �e de masseg selonles fonctions de
Gibbs desesp�ecespar unit �e de massegk , k 2 S, grâce�a la relation

� g =
X

k2 S

� kgk ;

o�u gk , k 2 S, est donn�e par gk = hk � Tsk . Finalement, on rappelle la d�e�nition du
potentiel chimique r�eduit de la ke esp�ece� k = gk=(RT). La fonction de Gibbs de la
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ke esp�ecegk , k 2 S, et le potentiel chimique r�eduit de la ke esp�ece� k , k 2 S, sont
desfonctions de la temp�erature T et de la massevolumique de la ke esp�ece� k . On
a vu au chapitre I que l'on peut �ecrire

gk(T; � k) = gu
k (T) + r kT lognk ; � k(T; � k) = � u

k (T) + 1
mk

lognk ;

avecgu
k , k 2 S, la fonction de Gibbs unitaire de la ke esp�eceet � u

k , k 2 S, le potentiel
chimique r�eduit unitaire de la ke esp�ece.

I I.2.5 Equations de Maxwell

Le champ �electromagn�etique v�eri�e lesquatre �equationsde Maxwell

@x �E = q="0; (I I.12)

@x ^ E = � @t B ; (I I.13)

@x �B = 0; (I I.14)

@x ^ B = � 0(J + "0@tE ); (I I.15)

o�u "0 est la constante di�electriquedu vide et � 0 la perm�eabilit�e magn�etique du vide.
Il est bien connu que si les premi�ereet troisi�eme�equationssont v�eri� �ees�a l'instant
initial t = 0, ellesle sont �a tout instant si les deux autres �equationssont v�eri� �ees�a
tout instant. En e�et, en prenant la divergencedes�equations(I I.13) et (I I.15), on
obtient

"0@t (@x �E ) + � 0@x �J = 0; @t (@x �B ) = 0:

En utilisant l' �equation de la charge

@tq+ @x �J = 0;

on en d�eduit que
@t (@x E � q="0) = 0:

I I.2.6 Hypoth�esesmath �ematiques

On d�ecrit danscettesectionleshypoth�esesmath�ematiquesconcernant lescoe�cien ts
de thermo�electrochimie et de transport. Ceshypoth�esessont obtenues�a partir de la
th�eoriecin�etique desm�elangesgazeuxionis�esdu chapitre I et ne sont passu�sam-
ment intuitiv espour être devin�eesempiriquement.
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On supposeque lesesp�ecesdu m�elangesont constitu�eesd'atomesneutreset d'�elec-
trons. On note A = f 1; : : : ; nag l'ensemble des indices des atomes, na le nombre
d'atomesdans le m�elange,eml , l 2 A, la masseatomique du le atome, akl le nombre
de le atomesdans la ke esp�eceet ak0 le nombre d'�electronsdans la ke esp�eces.De
plus, pour all�eger les expressions,on d�e�nit A = f 0g [ A = f 0; : : : ; nag. On intro-
duit �egalement les vecteurs atomiques al , l 2 A, d�e�nis par al = (a1l ; : : : ; ans l )T,
l 2 A. Finalement, on d�e�nit � commela valeur absoluede la charge d'une mole
d'�electrons.

On introduit �egalement le vecteur desmassesmolairesm, le vecteur desmassespar
unit �e de volume %par

m = (m1; : : : ; mns )T; %= (� 1; : : : ; � ns )T;

puis le vecteur deschargespar unit �e de massez et le vecteur deschargespar unit �e
de volume q

z = (z1; : : : ; zns )T; q = (q1; : : : ; qns )T;

et en�n le vecteur unitaire u de taille ns, u = (1; : : : ; 1)T. On a donc les relations
qk = � kzk , k 2 S.

II.2.6.1 Hypoth�esessur la thermo �electrochimie

Dans toute la suite de cechapitre, on supposeraque leshypoth�esessuivantes (Th1-
Th4), d�eriv�eesde la th�eoriecin�etique, sont satisfaites.

(Th 1) Lesmassesmolairesdesesp�ecesmk , k 2 S, et la constantedesgazparfaits R
sontdesconstantesstrictement positives.Les�energiesdeformation standard
est

k , k 2 S, et lesentropiesde formation standard sst
k , k 2 S, sont constantes.

Les chaleurssp�eci�ques massiquescv;k , k 2 S, sont desfonctions C1 de la
temp�erature T > 0. De plus, il existe des constantesstrictement positives
cv et cv telles que 0 < cv 6 cv;k (T) 6 cv, pour tout k 2 S et pour toute
temp�erature T > 0.

(Th 2) Les coe�cients st� chiom�etriques� f
kr et � b

kr , k 2 S, r 2 R, et les coe�cients
atomiquesakl , k 2 S, l 2 A, sont desentiers positifs. Le nombre d'�electrons
ak0, k 2 S, est un entier. Les vecteurs atomiquesal , l 2 A, et les vecteurs
descoe�cients st� chiom�etriques� r , r 2 R, v�eri�ent les relationsde conser-
vation h� r ; al i = 0, r 2 R, l 2 A. Ces relations expriment la conservation
desatomespour l 2 A et la conservationde la chargepour l = 0 dans la r e

r�eaction.

121



ChapitreII Le probl�emede Cauchylocal pour lesplasmasdissipatifs

(Th 3) Les massesmolaires atomiqueseml , l 2 A, et la massemolaire �electronique
em0 sont desconstantesstrictement positives. De plus, les massesmolaires
desesp�ecesmk , k 2 S, sont donn�eespar les relations

mk =
X

l2 A

eml akl + em0ak0; k 2 S;

ces relations peuventse r�ecrire sousla forme vectoris�eesuivante

m =
X

l2 A

eml al + em0a0:

On a �egalementla relation de proportionnalit �e entre la charge desesp�eces
par unit�e de volume qk , k 2 S, et le nombre d'�electrons de la ke esp�ece,
qk = � � ak0nk , k 2 S, o�u � est une constantestrictement positive qui repr�e-
sente la valeur absoluede la charge d'une mole d'�electrons. Cette relation
de proportionnalit �e est �equivalente�a zk = � � ak0=mk , k 2 S.

(Th 4) Les constantesde r�eaction K r , r 2 R, sont des fonctions C1 positives de
T > 0.

Ceshypoth�esesimpliquent en particulier les propri�et�esvectoriellesal 2 R ? , l 2 A,
o�u R = Vectf � r ; r 2 Rg. De plus, enutilisant la relation donnant la massemolaireet
la chargevolumiquedesesp�ecesdansl'hypoth�ese(Th3), on end�eduit quelesvecteurs
m et z v�eri�ent �egalement m 2 R ? et Mz 2 R ? , o�u M est la matrice diagonaledes
massesmolairesM = Diag(m1; : : : ; mns ).

II.2.6.2 Hypoth�esessur les coe�cients de transport

Danscette sous-section,on introduit un ensemble d'hypoth�esesconcernant lescoef-
�cients de transport qui sont d�eriv�eesde la th�eoriecin�etique du chapitre I.

(T r1) Les coe�cients de di�usion multiesp�eces D k
kl , D ?

kl et BD �
kl , k; l 2 S, les

taux de di�usion thermique � k
k , � ?

k et B � �
k , k 2 S, la viscosit�e volumique

� , les viscosit�es de cisaillement � 1, B � 2, � 3, � 4, B � 5 et les conductivit�es
thermiques� k, � ? et B � � sont desfonctions C1 de (T; %;B ) pour T > 0,
%> 0 et B 2 R3, o�u B est la norme du champmagn�etiqueB .

De plus, lescoe�cients D k
kl , k; l 2 S, ne d�ependentpasdu champmagn�etique

B et on peut �ecrire D ?
kl � D k

kl = B 2� ?
kl (B

2) et D �
kl = B� �

kl (B
2), o�u � ?

kl et
� �

kl sont desfonctions de C1 ([0; 1 ); R).
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Lescoe�cients � k
k , k 2 S, ne d�ependentpas du champmagn�etiqueB et on

peut �ecrire � ?
k � � k

k = B 2 ?
k (B 2), et � �

k = B �
k (B 2) o�u  ?

k et  �
k sont des

fonctions de C1 ([0; 1 ); R).

Le coe�cient � k ne d�epend pas du champmagn�etique B et on peut �ecrire
� ? � � k = B 2&? (B 2) et � � = B&� (B 2), o�u &? et &� sont des fonctions de
C1 ([0; 1 ); R).

Finalement, on a � 1 = ' 1(B 2), � 2 = B ' 2(B 2), � 3 = B 2' 3(B 2), � 4 =
B 2' 4(B 2), � 5 = B 3' 5(B 2) et 2� 4 � � 3 = B 4' 6(B 2), o�u ' � , 1 6 � 6 6,
sont desfonctions de C1 ([0; 1 ); R).

(T r2) La viscosit�e volumique � est une fonction positive et les viscosit�es de ci-
saillement � 1, � 2, � 3, � 4, � 5, v�eri�ent � 1 + � 4 > 0, � 1 + � 3 > 0 et � 1 � � 3 > 0.

(T r3) Pour %> 0 et T > 0, les matricesAk, A? et A � d�e�nies par

Ak =

2

4
T
p �̂ k � kT

� k D k

3

5 ; A? =

2

4
T
p �̂ ? � ? T

� ? D ?

3

5 ; A � =

2

4
T
p �̂ � � � T

� � D �

3

5 ;

sont sym�etriqueset v�eri�ent hAkx; xi > 0 et hA? x; xi > 0, pour x 2 Rns +1 .
De plus, hAkx; xi = 0 si, et seulementsi, le vecteur x est proportionnel au
vecteur (0; %T)T et de même hA? x; xi = 0 si, et seulementsi, le vecteur x
est proportionnel �a (0; %T)T. En�n le vecteur (0; %T)T est dans le noyau de la
matrice A � .

I I.2.7 Production d'entropie

L'entropie par unit �e de masses satisfait l' �equation de bilan suivante

@t (� s) + @x �(� sv) + @x �

 
Q
T

�
X

k2 S

gk

T
� kVk

!

= � ; (I I.16)

o�u � est le terme de production d'entropie donn�e par

� = �
X

k2 S

gkmk ! k

T
�

� :@x v
T

�

 

Q �
X

k2 S

� khkVk

!

�
@x T
T2

�
X

k2 S

p
T

Vk �dk : (I I.17)
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Le terme de production d'entropie � peut sed�ecomposeren une sommede termes
positifs et cette propri�et�e est importante pour de nombreusesraisons: d'un point de
vue thermodynamique,elle montre que le mod�elemacroscopiquesatisfait le second
principe de la thermodynamique,h�erit�e du mod�elecin�etique.D'un point de vue ma-
th�ematique,l'entropie joue �egalement un rôle central lorsquel'on �etudie le caract�ere
bien pos�e du syst�emed'�equationsaux d�eriv�eespartielles r�esultant. Pour �etablir que
le terme de production d'entropie se d�ecomposeen une sommede termes positifs,
on utilise lesdi� �erentes hypoth�esesfaites sur lescoe�cien ts de transport et donn�ees
dans la sectionpr�ec�edente.

En utilisant les�equations(I I.10) et (I I.11), la production d'entropie due �a la chimie
ser�ecrit facilement sousla forme

�
X

k2 S

gkmk ! k

T
=

X

r 2 R

RK r

�
exph� f

r ; M� i � exph� b
r ; M� i

�
log

�
exph� f

r ; M� i
exph� b

r ; M� i

�
:

Les hypoth�eses(Th1) et (Th4) sur la positivit �e des constantes R, K r , r 2 R, im-
pliquent que le terme de production d'entropie dû �a la chimie est positif.

On traite ensuite le terme de production d'entropie dû aux e�ets de viscosit�e. Il
s'�ecrit

� 1
T � :@x v = �

T (@x �v)2 + (� 1 + � 4) Trace(M kSM ? M ? SM k)

+ � 1+ � 3
2 [(Trace(M kSM k))2 + 1

2(Trace(M ? SM ? ))2]

+ � 1 � � 3
2 [Trace(M ? SM ? M ? SM ? ) � 1

2(Trace(M ? SM ? ))2];

o�u Trace(A) repr�esente la trace du tenseur A, M k la projection orthogonaledont
l'image est engendr�eepar le vecteur B et M ? = I � M k la projection orthogonale
dont le noyau est engendr�e par le vecteur B . En utilisant l'hypoth�ese(Tr2) sur la
viscosit�e volumique � et sur les viscosit�es de cisaillement � 1, � 2, � 3, � 4, � 5, il faut
�etudier le signedesquantit �essuivantes

Trace(M kSM ? M ? SM k); (Trace(M kSM k))2 + 1
2(Trace(M ? SM ? ))2;

Trace(M ? SM ? M ? SM ? ) � 1
2(Trace(M ? SM ? ))2;

pour prouver la positivit �e de la production d'entropie due aux e�ets de viscosit�e.
Commecesexpressionssont invariantes par changement de rep�eres,on choisit une
baseorthonorm�ee(e1; e2; e3) telle que e1 est colin�eaireau vecteur B . Dans ce cas,
on obtient

Trace(M kSM ? M ? SM k) = S2
12 + S2

13;

(Trace(M kSM k))2 + 1
2(Trace(M ? SM ? ))2 = S2

11 + 1
2(S22 + S33)2;
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et

Trace(M ? SM ? M ? SM ? ) � 1
2(Trace(M ? SM ? ))2 = 2S2

23 + 1
2(S22 � S33)2;

et il est alors imm�ediat que la contribution � 1
T � :@x v est positive et n'est nulle que

si, et seulement si, le tenseurdestaux de d�eformation S est nul.

Finalement, on montre que le terme de production d'entropie correspondant au ux
de chaleur et aux vitessesde di�usion

� v = �

 

Q �
X

k2 S

� khkVk

!

�
@x T
T2

�
X

k2 S

p
T

Vk �dk

est positif. En utilisant les expressions(I I.5) et (I I.8) de Vk , k 2 S, et Q , on peut
�ecrire

� v =
p
T

X

i 2 C

h
hAkxk

i ; xk
i i + hA? x?

i ; x?
i i

i
;

o�u

xk
i =

�
1
T ((@x T)k) i ; (dk

1) i ; : : : ; (dk
ns ) i

�
T; i 2 C;

x?
i =

�
1
T ((@x T)? ) i ; (d?

1 ) i ; : : : ; (d?
ns ) i

�
T; i 2 C:

En utilisant l'hypoth�ese(Tr3), on obtient imm�ediatement que le dernier terme de
production d'entropie correspondant au ux de chaleur et aux vitessesde di�usion
est positif.

I I.2.8 Formulations alternatives

Les �equations de bilan d�ecrivant la partie uide (I I.1){( I I.3) et les �equations de
Maxwell (I I.13) (I I.15) ne sont pas sous forme conservative. Les termes sources
contiennent enparticulier la densit�edecourant �electriqueJ . Cette sectionestconsa-
cr�ee �a la discussionde trois di� �erentes formulations de ces�equationsobtenues en
combinant les �equationsuides et les�equationsde Maxwell.

On d�e�nit l' �energie�electromagn�etique par unit �e de masseee, le vecteurde Poynting
P et le tenseurdesforces�electromagn�etique T par

� ee = 1
2("0E �E + 1

� 0
B �B );

P = 1
� 0

E ^ B ;

T = "0E 
 E + 1
� 0

B 
 B � 1
2("0E �E + 1

� 0
B �B ) I :
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En utilisant les�equationsdeMaxwell (I I.12){( I I.15), on obtient l' �equationdeconser-
vation du moment �electromagn�etique

@t ("0� 0P ) � @x �T = � qE � J ^ B ; (I I.18)

et l' �equation de conservation de l' �energie�electromagn�etique

@t (� ee) + @x �P = � J �E : (I I.19)

La combinaisonde l' �equationde la conservation de la quantit �e de mouvement (I I.2)
et decellede la conservation du moment �electromagn�etique(I I.18) fournit l' �equation
de conservation de la quantit �e de mouvement totale

@t (� v + "0� 0P ) + @x �(� v 
 v + pI � T) = � g; (I I.20)

et la combinaison de l' �equation de conservation de l' �energiedu uide (I I.3) et de
cellede la la conservation de l' �energie�electromagn�etique (I I.19) donnel' �equationde
conservation de l' �energietotale

@t (� et ) + @x �[(� et + p)v + P ] + @x �(Q + � �v ) = � g�v; (I I.21)

o�u l' �energietotale par unit �e de masseet est d�e�nie par

� et = � ef + � ee = � e+ 1
2 � v �v + 1

2("0E �E + 1
� 0

B �B ):

On peut �a pr�esent consid�erer di� �erentes �equationsde bilan coupl�eesavec les �equa-
tions de Maxwell. Ces syst�emespropos�es sont formellement �equivalents mais leur
structures math�ematiquesdi� �erent.

Le premier syst�emecorrespond aux premi�eres�equationsde conservation du uide

8
><

>:

@t � k + @x �(� kv) + @x �(F d
k ) = mk ! k ; k 2 S;

@t (� v ) + @x �(� v 
 v + pI ) + @x �� = � g + qE + J ^ B ;

@t (� ef) + @x �
� �

� ef + p
�

v
�

+ @x �(Q + � �v) = � g�v + J �E :

(I I.22)

Une deuxi�emepossibilit�e est la formulation conservative

8
><

>:

@t � k + @x �(� kv) + @x �(F d
k ) = mk ! k ; k 2 S;

@t (� v + "0� 0P ) + @x �(� v 
 v + pI � T) = � g;

@t (� et ) + @x �[(� et + p)v + P ] + @x �(Q + � �v ) = � g�v:

(I I.23)
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La derni�ere possibilit�e propos�eeest une forme interm�ediaire

8
><

>:

@t � k + @x �(� kv) + @x �(F d
k ) = mk ! k ; k 2 S;

@t (� v) + @x �(� v 
 v + pI ) + @x �� = � g + qE + J ^ B ;

@t (� et ) + @x �[(� et + p)v + P ] + @x �(Q + � �v) = � g�v:

(I I.24)

Le premier syst�eme (I I.22) n'est pas satisfaisant car la matrice Hessiennede � � s
par rapport �a la variable conservative correspondante (� 1; : : : ; � ns ; � vT; E T; B T; � ef)T

n'est pasd�e�nie positive.On peut tout demêmeappliquer lesr�esultatsd'existencede
la sectionI I.4 �a cette formulation en consid�erant l'entropie math�ematiquemodi� �ee
� � s + "0E �E + B �B =� 0.

La deuxi�emeformulation conservative (I I.23) est de prime abord attractiv e car, en
l'absencede forceexterneg, les�equationssont sousforme conservative. Cependant,
cen'est pasd'une grandeutilit �epuisquele syst�emecompletcomprenant les�equations
de Maxwell contient encoredestermessourcesdans l' �equation de Maxwell-Ampere
(I I.15), cestermessourcesd�ependant mêmedesgradients dela solution au traversde
la densit�e decourant deconductionj . De plus, lescalculscorrespondants desformes
partiellement sym�etris�eessont beaucoupplus compliqu�eset la structure math�ema-
tique du syst�emer�esultant est identique �a celle de la troisi�emeformulation (I I.24).
En�n, les formespartiellement normalescorrespondantes co•�ncident avec cellesde
la troisi�emeformulation (I I.24) et conduisent aux mêmesr�esultats d'existence.

C'est la derni�ere formulation (I I.24) que l'on choisira d'utiliser dans toute la suite
de ce chapitre. La matrice Hessiennede l'entropie naturelle � � s par rapport �a la
variable conservative correspondante (� 1; : : : ; � ns ; � vT; E T; B T; � et )T est d�e�nie posi-
tive et les calculs des formes partiellement sym�etris�eesne sont pas si compliqu�es
que ceux de la deuxi�emeformulation (I I.23) car le couplageentre les �equationsest
moins fort. Par abusde langage,on dira quelesvariables� k , k 2 S, � v , E , B et � et

sont les variables conservatives mêmesi le syst�eme�ecrit en cesvariables n'est pas
compl�etement sousforme conservative.

II.3 Forme quasilin�eaire

Dans cette section, on r�ecrit le syst�eme des�equationsmod�elisant les plasmasdis-
sipatifs r�eactifs sousla forme d'un syst�emequasi-lin�eaire d'�equationsaux d�eriv�ees
partielles du secondordre en la variable conservative U.
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I I.3.1 Notations vectorielles

On introduit �a pr�esent une notation compactequi serautilis�eedans toute la suite
de cechapitre. On d�e�nit la variable conservative U par

U =
�

%T; � vT; E T; B T; � et
� T

; (I I.25)

et la variable naturelle Z par

Z =
�

%T; vT; E T; B T; T
� T

: (I I.26)

Les composantes du vecteur U apparaissent naturellement dans le syst�emed'�equa-
tions aux d�eriv�eespartielles mod�elisant les m�elangesgazeuxionis�eset magn�etis�es.
Par ailleurs, lescomposantes de la variable naturelle Z sont plus pratiques �a utiliser
pour lescalculsdesidentit �esdi� �erentielles.

Les�equationsde conservation peuvent ser�ecrire sousla forme compacte

@tU +
X

i 2 C

@i Fi +
X

i 2 C

@i Fdiss
i = 
 j ; (I I.27)

o�u C est l'ensemble f 1; 2; 3g, Fi , i 2 C, le ux convectif dans la i e direction, Fdiss
i ,

i 2 C, le ux dissipatif dans la i e direction et 
 j le terme source.On utilise ici
l'exposant j sur le terme sourcepour indiquer qu'il d�epend des gradients des va-
riables macroscopiquesau travers de la densit�e de courant j , �a causede l' �equation
de Maxwell-Ampere (I I.15). En utilisant les �equationsde conservation (I I.1){( I I.3)
et les�equationsde Maxwell (I I.13) (I I.15), on obtient facilement quele terme source

 j s'�ecrit


 j =
�

m1! 1; : : : ; mns ! ns ; (� g + qE + J ^ B )T; � 1
" 0

J T; 01;3; � g�v
� T

; (I I.28)

le ux convectif Fi , i 2 C, est donn�e par

Fi =
�

%Tvi ; � vTvi + pei
T; � 1

" 0 � 0
(ei ^ B )T; (ei ^ E )T; (� et + p)vi + Pi

� T
; (I I.29)

o�u les vecteurs ei , i 2 C, sont les vecteurs de la base canoniquede R3, le ux
dissipatif Fdiss

i , i 2 C, a pour expression

Fdiss
i = Fdi�

i + Fvisc
i ; (I I.30)

o�u Fvisc
i , i 2 C, le ux de viscosit�e et Fdi�

i , i 2 C, le ux de di�usion sont d�e�nis par

Fvisc
i = (01;ns ; � i �; 01;3; 01;3; � i ��v)T (I I.31)
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et

Fdi�
i =

�
F d

1i ; : : : ; F d
ns i ; 01;3; 01;3; 01;3; Qi

� T
; (I I.32)

o�u l'on a not�e � i �, i 2 C, la i e ligne extraite du tenseurde viscosit�e � .

I I.3.2 L'application Z 7! U

Les ux convectifs et dissipatifs sont naturellement donn�escommedesfonctions de
la variable naturelle Z. Dans le but d'exprimer la variable naturelle Z en fonction de
la variable conservative U, on �etudie l'application Z 7! U et sonimage.On introduit
lesdeux ensembles ouverts OZ et OU d�e�nis par

OZ = (0; 1 )ns
� R3

� R3
� R3

� (0; 1 )

et

OU = f (ui ) 2 Rns +10 : u1; : : : ; uns > 0; uns+10 > f (ui )g;

o�u f est l'application de (0; 1 )ns

� R9 dansR qui s'�ecrit

f (ui ) =
1
2

0

B
B
B
@

ns +3P

i = ns +1
u2

i

nsP

i =1
ui

+ "0

ns +6X

i = ns +4

u2
i +

1
� 0

ns +9X

i = ns +7

u2
i

1

C
C
C
A

+
nsX

i =1

ui e0
i ;

e0
i �etant l' �energieinterne par unit �e de massede la i e esp�ece�a la temp�erature nulle.

Proposition II.1
En supposant que les hypoth�eses(Th1-Th4) sont satisfaites, l'application Z 7! U est
un C1 di� �eomorphismede l'ouvert OZ sur l'ouvert convexeOU.

Preuve - II.1 -
De l'hypoth�ese(Th1) sur les coe�cien ts cv;k , k 2 S, on d�eduit imm�ediatement que
l'application Z 7! U est de classeC1 sur le domaine OZ. De plus, il est rapide
de v�eri�er que l'application est injective et surjective sur l'ensemble OU grâce �a
la stricte positivit �e des coe�cien ts cv;k , k 2 S, ce qui est suppos�e dans (Th1). La
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matrice jacobienne@ZU est donn�eepar

@Z U =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

I ns ;ns 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;1

v 
 u � I 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 I 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 I 03;1

efT � vT "0E T 1
� 0

B T � cv

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

o�u l'on a introduit le vecteur ef d�e�ni par ef = (ef
1; : : : ; ef

ns )T, avec ef
k = ek + 1

2v�v,
l' �energie uide de la ke esp�ece par unit �e de masse.Cette matrice est inversible
sur OZ grâce �a sa structure triangulaire et �a l'hypoth�ese(Th1) qui implique que
� cv > 0. On d�eduit alors du th�eor�emed'inversion globaleque l'application Z 7! U
est un C1 di� �eomorphismesur OU. La convexit�e de l'ensemble OU est �nalement
une cons�equencedirecte de la convexit�e de la fonction f , qui est �etablie en �evaluant
sa d�eriv�eeseconde. �

I I.3.3 Forme quasilin�eaire

En utilisant la proposition I I.1 et les expressionsdes ux convectifs et dissipatifs
en fonction de la variable naturelle, on r�ecrit le syst�eme(I I.27) sousla forme d'un
syst�emequasi-lin�eairede la variable conservative U.

Proposition II.2
Lesux convectifs Fi (U), i 2 C, sont desfonctions C1 deU 2 OU, les ux dissipatifs
Fdiss

i (U; @x U), i 2 C, sont des fonctions C1 de U 2 OU et de @x U 2 R3(ns +10) , et
le terme source 
 j (U; j ) est une fonction C1 de U 2 OU et de j 2 R3. De plus, le
syst�emed'�equationsaux d�eriv�eespartiel les (I I.27) peut se r�ecrire sousla forme

@tU +
X

i 2 C

[Ai (U) + Ae
i (U)] @i U =

X

i;j 2 C

@i [Bij (U) @j U] + 
( U); (I I.33)

o�u les matrices Ai (U), Ae
i (U), i 2 C, Bij (U), i; j 2 C, et le vecteur 
( U) sont des
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fonctions C1 de U 2 OU. De plus, on a

Fdiss
i (U; @x U) = �

X

j 2 C

�
Bij (U)@j U + Fe

ij (U)
�

; i 2 C;


 j (U; j ) = 
( U) +
X

i 2 C

Ae;

i (U)@i U;

Ai (U) = @UFi (U); Ae
i (U) = �

X

j 2 C

@UFe
ij (U) � Ae;


i (U); i 2 C;

o�u les matricesAe;

i (U), i 2 C, sont desfonctions C1 de U 2 OU.

On observe une di� �erencefondamentale entre les m�elangesneutreset les m�elanges
ionis�es.Pour lesm�elangesneutres,lestermesdissipatifsFdiss

i , i 2 C, sont descombi-
naisonslin�eairesdesgradients et les termesFe

ij , i; j 2 C, sont nuls [Gio99]. Pour les
m�elangesionis�es,lestermesdissipatifsFdiss

i , i 2 C, contiennent encoredescombinai-
sonslin�eairesde gradients mais �egalement destermesd'ordre z�ero que l'on a not�es
Fe

ij , i; j 2 C, qui sont dus �a l'action des forces�electromagn�etiquesmacroscopiques
sur les esp�ecesionis�ees.De plus, le terme source
 j ne d�epend pas seulement de la
variable U mais �egalement du gradient @x U au travers de la densit�e de courant de
conduction j apparaissant dans l' �equation de Maxwell-Ampere (I I.15).

Preuve - II.2 -
On commencepar remarquer qu'il est plus facile de di� �erencierpar rapport �a la
variable naturelle Z que par rapport �a la variable conservative U.

En utilisant l'expression(I I.29) desvecteursFi , i 2 C, et l'hypoth�ese(Th1) concer-
nant la r�egularit�e descoe�cien ts de chaleur sp�eci�que cv;k , k 2 S, on obtient imm�e-
diatement que lesvecteursFi (Z), i 2 C, sont desfonctions C1 de Z 2 OZ.

En ce qui concerneles ux de dissipation, on �ecrit Fdiss
i = Fdi�

i + Fvisc
i , i 2 C, et on

traite s�epar�ement lesdeux termes.Le premier terme Fdi�
i correspond aux termesde

di�usion et le secondFvisc
i aux termes de viscosit�e. Les ux de transport � , F d

k ,
k 2 S et Q se scindent naturellement en une sommedes gradients de la variable
naturelle Z et une sommede termes d'ordre z�ero. En particulier, on peut �ecrire le
terme Fdi�

i , i 2 C, sousla forme

Fdi�
i = �

X

j 2 C

�
bBdi�

ij @j Z + Fe
ij

�
; (I I.34)
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o�u les matrices bBdi�
ij et lesvecteursFe

ij , i; j 2 C, sont d�e�nis par

bBdi�
ij = Bi Bj

bBk + (� ij � Bi Bj )bB? + Rij (B )bB� ; (I I.35)

Fe
ij = �

�
Bi Bj Fek + (� ij � Bi Bj )Fe? + Rij (B )Fe�

�
(E + v ^ B ) j : (I I.36)

Les matrices bBk, bB? et bB� ont la structure suivante

bB� =
T
p

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

bB�
%;% 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;3

bB�
%;e

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

bB�
e;% 01;3 01;3 01;3

bB�
e;e

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; � 2 fk ; ? ; �g : (I I.37)

Les coe�cien ts correspondant �a � = k s'�ecrivent

bBk
%;%= D k

%dr
%;

bBk
%;e = D k

%

�
1

T 2 { k+ 1
T r

�
;

bBk
e;%= ({ k+ h)TD k

%dr
%;

bBk
e;e =

p
T

� k + ({ k+ h)TD k
%

�
1

T 2 { k+ 1
T r

�
;

ceux correspondant �a � = ?

bB?
%;%= D ?

% dr
%;

bB?
%;e = D ?

%

�
1

T 2 { ? + 1
T r

�
� 1

T 2 D �
% { � ;

bB?
e;%= ({ ? + h)TD ?

% dr
%� { � TD �

% dr
%;

bB?
e;e =

p
T

� ? + ({ ? + h)TD ?
%

�
1

T 2 { ? + 1
T r

�

� 1
T 2

�
{ � TD ?

% { � + { � TD �
% ({ ? + Tr)+( { ? + h)TD �

% { �
�

;

et ceuxcorrespondant �a � = �

bB�
%;%= D �

% dr
%;

bB�
%;e = D �

%

�
1

T 2 { ? + 1
T r

�
+ 1

T 2 D ?
% { � ;

bB�
e;%= ({ ? + h)TD �

% dr
%+ { � TD ?

% dr
%;

bB�
e;e =

p
T

� � + ({ ? + h)TD �
%

�
1

T 2 { ? + 1
T r

�

+ 1
T 2

�
� { � TD �

% { � + { � TD ?
% ({ ? + Tr)+( { ? + h)TD ?

% { �
�

;
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o�u l'on a introduit les vecteurs r = (r 1; : : : ; rns )T, h = (h1; : : : ; hns )T et la matrice
diagonalede taille ns� ns dr

% = Diag(r 1=� 1; : : : ; rns =� ns ). De plus, pour all�eger les
expressionsde cesmatrices,on a �egalement d�e�ni lesvecteurs{ k, { ? , { � , de taille
ns par

{ k
k = p

� k
� k

k ; { ?
k = p

� k
� ?

k ; { �
k = p

� k
� �

k ; k 2 S;

et lesmatricescarr�eesD k
%, D ?

% et D �
% , de taille ns� ns par

(D k
%)

k;l
= D k

kl � k � l ; (D ?
% )

k;l
= D ?

kl � k � l ; (D �
% )

k;l
= D �

kl � k � l ; k; l 2 S:

On exprime �nalement lesvecteursFek, Fe? et Fe� sousla forme

Fe� =
1
p

h
Fe�

% 01;3 01;3 01;3 Fe�
e

i
T; � 2 fk ; ? ; �g ; (I I.38)

o�u

Fek
% = D k

%z; Fe?
% = D ?

% z; Fe�
% = D �

% z;

Fek
e = ({ k+ h)TD k

%z;

Fe?
e = ({ ? + h)TD ?

% z � { � TD �
% z;

Fe�
e = ({ ? + h)TD �

% z + { � TD ?
% z;

avec z = (z1; : : : ; zns )T .

Dans le but d'�etudier la r�egularit�e du vecteur Fdi�
i (Z; @x Z), i 2 C, on prouve que les

matrices bBdi�
ij (Z), i; j 2 C, et les vecteursFe

ij (Z), i; j 2 C, sont desfonctions C1 de

Z 2 OZ. On peut r�ecrire lesmatrices bBdi�
ij , i; j 2 C, sousla forme

bBdi�
ij = � ij

bB? + Bi Bj (bBk � bB? ) + Rij (B )bB� :

En utilisant leshypoth�eses(Th1) et (Tr1), on obtient imm�ediatement que la matrice
bB? est une fonction C1 de Z 2 OZ, que la matrice bBk � bB? s'�ecrit B 2� 1(Z) et
en�n que la matrice bB� s'�ecrit B � 2(Z), o�u � 1(Z) et � 2(Z) sont desfonctions C1 de
Z 2 OZ. CommeB = BB , cespropri�et�espermettent d'�ecrire la relation

bBdi�
ij (Z) = � ij

bB? (Z) + B i B j � 1(Z) + Rij (B )� 2(Z);

qui implique que lesmatrices bBdi�
ij (Z), i; j 2 C, sont desfonctionsC1 de Z 2 OZ. De

même,on peut r�ecrire lesvecteursFe
ij , i; j 2 C, sousla forme

Fe
ij = �

�
� ij Fe? + Bi Bj (Fek � Fe? ) + Rij (B )Fe�

�
(E + v ^ B ) j :
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En utilisant les hypoth�eses(Th1) et (Tr1), on obtient que le vecteur Fe? est une
fonction C1 de Z 2 OZ, que le vecteur Fek � Fe? s'�ecrit B 2� 3(Z) et en�n que le
vecteurFe� s'�ecrit B � 4(Z), o�u � 3(Z) et � 4(Z) sont desfonctionsC1 de Z 2 OZ. Par
cons�equent, on obtient l'expressionsuivante pour lesvecteursFe

ij , i; j 2 C,

Fe
ij = �

�
� ij Fe? (Z) + B i B j � 3(Z) + Rij (B )� 4(Z)

�
(E + v ^ B ) j ;

qui implique que les vecteursFe
ij , i; j 2 C, sont des fonctions C1 de Z 2 OZ. On

d�eduit alors de cesdeux propri�et�esde r�egularit�e sur les matrices bBdi�
ij , i; j 2 C, et

sur les vecteursFe
ij , i; j 2 C, que les ux de di�usion Fdi�

i (Z; @x Z), i 2 C, sont des
fonctions C1 de Z 2 OZ et de @x Z 2 R3(ns +10) et que les matrices @ZFe

ij , i; j 2 C,
sont desfonctions C1 de Z 2 OZ.

En cequi concernelesvecteursFvisc
i , i 2 C, on �ecrit

Fvisc
i = �

X

j 2 C

bBvisc
ij @j Z; avec bBvisc

ij = � bB�
ij +

5X

� =1

� �
bB� �

ij : (I I.39)

Apr�esquelquescalculssimilaires �a ceuxdu casdesm�elangesneutres,on obtient les
expressionssuivantes pour les matrices bB�

ij , bB� �
ij , � 2 f 1; 2; 3; 4; 5g, i; j 2 C,

bB4
ij =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0ns ;ns 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;1

03;ns bB4
ij; v 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

01;ns vTbB4
ij; v 01;3 01;3 01;1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; 4 2 f �; � 1 : : : � 5g; (I I.40)

avec

bB�
ij; v = ei 
 ej ;

bB� 1
ij; v = � ij I + ej 
 ei � 2

3ei 
 ej ;
bB� 2

ij; v = 2� ij R (B ) + R (ei )R (B )R (ej ) + 2ei
TR (B )ej I ;

bB� 3
ij; v = 2Bi Bj B 
 B � 2

3ei 
 ej + 2R (B ) ej 
 ei R (B ) � R (B ) ei 
 ej R (B );

bB� 4
ij; v = � 4Bi Bj B 
 B + Bi Bj I + � ij B 
 B + Bi ej 
 B + Bj B 
 ei ;

bB� 5
ij; v = � 2Bi Bj R (B ) � R (ei )R (B )R (ej ) � 2ei

TR (B )ej B 
 B :
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Pour obtenir que les vecteurs Fvisc
i , i 2 C, sont des fonctions C1 de Z 2 OZ, on

doit seulement prouver que les matrices bBvisc
ij (Z), i; j 2 C, sont desfonctions C1 de

Z 2 OZ, en utilisant l'expression(I I.39) desvecteursFvisc
i , i 2 C. L'hypoth�ese(Tr1)

et l'expression(I I.40) desmatrices bB�
ij , bB� �

ij , � 2 f 1; 2; 3; 4; 5g, i; j 2 C, impliquent

imm�ediatement que les matrices bBvisc
ij , i; j 2 C, sont desfonctions C1 de Z 2 OZ et

de B 6= 0. Pour prouver que cesmatrices sont desfonctions C1 de Z 2 OZ, même
lorsquele champ magn�etique B est nul, on remarquequ'il est possiblede r�ecrire les
matrices bB�

ij , bB� �
ij , � 2 f 1; 2; 3; 4; 5g, i; j 2 C, sousla forme

� bB�
ij; v = � ei 
 ej ;

� 1
bB� 1

ij; v = � 1

�
� ij I + ej 
 ei � 2

3ei 
 ej

�
;

� 2
bB� 2

ij; v = � 2

�
2� ij R (B ) + R (ei )R (B )R (ej ) + 2ei

TR (B )ej I
�

;

� 3
bB� 3

ij; v + � 4
bB� 4

ij; v = � 3

�
� 2

3ei 
 ej + 2R (B )ej 
 ei R (B ) � R (B )ei 
 ej R (B )
�

+ � 4 [Bi Bj I + � ij B 
 B + Bi ej 
 B + Bj B 
 ei ]

+ 2(� 3 � 2� 4)Bi Bj B 
 B ;

� 5
bB� 5

ij; v = � � 5
�
2Bi Bj R (B ) + R (ei )R (B )R (ej ) + 2ei

TR (B )ej B 
 B
�

:

En utilisant l'hypoth�ese(Tr1), en particulier que � 1 = ' 1(B 2), � 2 = B ' 2(B 2), � 3 =
B 2' 3(B 2), � 4 = B 2' 4(B 2), � 5 = B 3' 5(B 2), 2� 4 � � 3 = B 4' 6(B 2), o�u les fonctions
' 1, ' 2, ' 3, ' 4, ' 5, ' 6, sont desfonctionsdeC1 ([0; 1 ); R), on d�eduit quelesmatrices
bBvisc

ij (Z), i; j 2 C, sont desfonctions C1 de Z 2 OZ, car on a

� bB�
ij; v = � ei 
 ej ;

� 1bB� 1
ij; v = ' 1(B 2)

�
� ij I + ej 
 ei � 2

3ei 
 ej
�

;

� 2bB� 2
ij; v = ' 2(B 2)

�
2� ij R (B ) + R (ei )R (B )R (ej ) + 2ei

TR (B )ej I
�

;

� 3bB� 3
ij; v + � 4bB� 4

ij; v = ' 3(B 2)
�
� 2

3B 2ei 
 ej + 2R (B )ej 
 ei R (B ) � R (B )ei 
 ej R (B )
�

+ ' 4(B 2) [B i B j I + � ij B 
 B + B i ej 
 B + B j B 
 ei ]

� 2' 6(B 2)B i B j B 
 B ;

� 5bB� 5
ij; v = � ' 5(B 2)

�
2B i B j R (B ) + B 2R (ei )R (B )R (ej ) + 2ei

TR (B )ej B 
 B
�

:

De plus, en utilisant l'expression (I I.28) du vecteur 
 j , l'hypoth�ese(Th1) sur la
r�egularit�e deschaleurssp�eci�ques cv;k , k 2 S, et l'hypoth�ese(Th4) sur la r�egularit�e
des constantes de r�eaction K r , r 2 R, on obtient imm�ediatement que le vecteur

 j (Z; j ) est une fonction C1 de Z 2 OZ et de j 2 R3. Quelquescalculspermettent
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d'�ecrire le vecteur 
 j sousla forme


 j (Z; j ) = 
( Z) +
X

i 2 C

bAe;

i (Z)@i Z;

o�u le vecteur 
 est donn�e par


 =
�
m1! 1; : : : ; mns ! ns ; 
 T

v ; 
 T
E ; 01;3; � g�v

� T
; (I I.41)

avec


 v = � g +

"

qI +
X

k;l 2 S

B
qkql

p

�
D �

kl (I � B 
 B )� D ?
klR (B )

�
#

(E + v ^ B );


 E = �
1
"0

qv �
1
"0

X

k;l 2 S

qkql

p

�
D k

klB 
 B + D ?
kl (I � B 
 B )+ D �

klR (B )
�

(E + v ^ B );

et lesmatrices bAe;

i , i 2 C, ont la structure

bAe;

i =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0ns ;ns 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;1

bAe;

i; v;% 03;3 03;3 03;3

bAe;

i; v;e

bAe;

i; E ;% 03;3 03;3 03;3

bAe;

i; E ;e

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

01;ns 01;3 01;3 01;3 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (I I.42)

avec

bAe;

i; v;%= � B T

p

�
e?

i

�
zTD �

% dr
%

�
� e�

i

�
zTD ?

% dr
%

��
;

bAe;

i; v;e = � B

p zT
h
� D ?

% ( { ?

T + r)e�
i + D ?

%
{ �

T e?
i + D �

% ( { ?

T + r)e?
i + D �

%
{ �

T e�
i

i
;

bAe;

i; E ;%= T

" 0p

h
ek

i

�
zTD k

%dr
%

�
+ e?

i

�
zTD ?

% dr
%

�
+ e�

i

�
zTD �

% dr
%

� i
;

bAe;

i; E ;e = B

" 0p zT
h
D k

%( { k

T + r)ek
i + D ?

% ( { ?

T + r)e?
i +

D ?
%

{ �

T e�
i + D �

% ( { ?

T + r)e�
i � D �

%
{ �

T e?
i

i
:

En ce qui concernela r�egularit�e du vecteur 
( Z), son expression(I I.41) implique
imm�ediatement que c'est une fonction C1 de Z 2 OZ et de B 6= 0, en utilisant les
hypoth�eses(Th1) et (Tr1). De plus, les relations D ?

kl � D k
kl = B 2� ?

kl (B
2) et D �

kl =
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B � �
kl (B

2), k; l 2 S, dans lesquellesles fonctions � ?
kl , � �

kl , k; l 2 S, sont desfonctions
de C1 ([0; 1 ); R), permettent de mettre lesvecteurs
 v et 
 E sousla forme


 v = � g +

"

qI +
X

k;l 2 S

qkql

p

�
� �

kl (B
2)(B 2I � B 
 B )� D ?

klR (B )
�
#

(E + v ^ B );


 E = �
1
"0

qv �
1
"0

X

k;l 2 S

qkql

p

�
D ?

kl I � � ?
kl (B

2)B 
 B + � �
kl (B

2)R (B )
�

(E + v ^ B );

ce qui implique que les vecteurs 
 v et 
 E sont des fonctions C1 de Z 2 OZ. On
en d�eduit alors que le vecteur 
 est une fonction C1 de Z 2 OZ. En combinant
les relations D ?

kl � D k
kl = B 2� ?

kl (B
2) et D �

kl = B� �
kl (B

2), k; l 2 S, et les relations
donn�eespar l'hypoth�ese(Tr1) � ?

k � � k
k = B 2 ?

k (B 2), � �
k = B �

k (B 2), k 2 S, dans
lesquelleslesfonctions ?

k et  �
k sont desfonctionsde C1 ([0; 1 ); R), on obtient que

lesmatrices bAe;

i , i 2 C, sont desfonctions C1 de Z 2 OZ.

On e�ectue �a pr�esent le changement de variablesZ 7! U pour obtenir lespropri�et�es
du syst�eme dans la variable conservative U. Les matrices Ai , Ae;


i , i 2 C, et Bij ,
i; j 2 C, s'�ecrivent

Ai = @UFi = bAi @UZ; Ae;

i = bAe;


i @UZ; Bij = bBij @UZ;

o�u la matrice jacobienne@UZ est donn�eepar

@UZ =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

I ns ;ns 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;1

� 1
� v 
 u 1

� I 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 I 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 I 03;1

� 1
� cv

eredT � 1
� cv

vT � " 0
� cv

E T � 1
� 0 � cv

B T 1
� cv

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

o�u le vecteur ered est d�e�ni par ered = (ered
1 ; : : : ; ered

ns )T, ered
k = ek � v �v=2, k 2 S, et

lesmatrices bAi = @ZFi , i 2 C, ont pour expression

bAi =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

vi I ns ;ns %
 ei 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;1

vi v 
 u + ei 
 rT � (vi I + v 
 ei ) 0ns ;3 0ns ;3 nRei

03;ns 03;3 03;3 � 1
" 0 � 0

R (ei ) 03;1

03;ns 03;3 R (ei ) 03;3 03;1

vi htot T � (vi v + htot ei )T � 1
� 0

(ei ^ B )T 1
� 0

(ei ^ E )T vi � cp

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

(I I.43)
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o�u l'on a utilis�e � cp = � cv + R
P

k2 S
� k=mk , r = (r1; : : : ; rns )T, hf =

�
hf

1; : : : ; hf
ns

�
T et

hf
k = ef

k + r kT, k 2 S.

En utilisant la r�egularit�edesmatricesbAi , bAe;

i , i 2 C, bBij , i; j 2 C, et la matrice @UZ,

on obtient imm�ediatement que les matrices Ai (U), Ae;

i (U), i 2 C, Bij (U), i; j 2 C,

sont des fonctions C1 de U 2 OU. La r�egularit�e des matrices @UFe
ij , i; j 2 C, et

Ae;

i , i 2 C, implique alors que les matrices Ae

i (U), i 2 C, sont desfonctions C1 de
U 2 OU. �

II.4 Existence locale pour un syst�eme abstrait

Dans cette section,on �etudie la sym�etrisation partielle et les formesnormalespar-
tielles pour un syst�emeabstrait quasi-lin�eaire du secondordre. On utilise alors un
r�esultat d'existencedû �a Vol'pert et Hudjaev [VH72] qui s'appliqueau syst�emecor-
respondant pour en d�eduire un th�eor�emed'existencelocale.

I I.4.1 Sym�etrisation partielle et entropie partielle

Les formes sym�etris�ees sont un outil fondamental pour l'obtention de r�esultats
d'existence pour les syst�emes d'�equations aux d�eriv�ees partielles, en particulier
pour les syst�emeshyperboliques-paraboliques[VH72, KS88, Kaw84]. Dans le cadre
dessyst�emeshyperboliques-paraboliquesisotropes,l'existenced'une formulation sy-
m�etrique conservative est �equivalente �a l'existence d'une entropie math�ematique
[God62, Gio99, Moc80].

Danscette section,on g�en�eralisela notion desym�etrisation pour lessyst�emeshyper-
boliques-paraboliques,dans le but d'inclure des ux convectifs poss�edant despro-
pri�et�esdesym�etrie plus faibles.On introduit deux notions, la sym�etrisation partielle
et l'entropie math�ematique partielle, puis on d�emontre un th�eor�emed'�equivalence
entre la sym�etrisabilit �e partielle d'un syst�emeet l'existenced'une entropie math�e-
matique partielle.

On consid�ere un syst�emequasi-lin�eaireabstrait du secondordre de la forme

@tU� +
X

i 2 C�

[@U� F�
i (U�)+ A� e

i (U�)] @i U� =
X

i;j 2 C�

@i

�
B�

ij (U�)@j U�
�

+ 
 � (U�); (I I.44)
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o�u U� 2 OU� , OU� est un ouvert de Rn�
et C� = f 1; : : : ; dg repr�esente les indicesdes

directions de Rd. L'exposant � est utilis�e pour distinguer le syst�emedu secondordre
abstrait (I I.44) de taille n� dans Rd du syst�eme particulier des m�elangesr�eactifs
ionis�eset magn�etis�es(I I.33) de taille ns+4 dansR3. Touteslesquantit �esassoci�ees�a
ce syst�emeabstrait ont un exposant � , commepar exemplele vecteur inconnu U� .
On supposeque les propri�et�essuivantes sont satisfaitespar le syst�eme(I I.44).

(Edp1) Les ux de convection F�
i , i 2 C� , les matrices A� e

i , i 2 C� , les matrices de
dissipation B�

ij , i; j 2 C� , et le terme source 
 � sont desfonctions r�eguli�eres
de la variable U� 2 OU� .

On introduit �a pr�esent la d�e�nition d'une forme partiellement sym�etrique pour le
syst�eme(I I.44) qui g�en�eralisela notion deformesym�etrique conservative donn�eepar
Kawashimaet Shizuta [KS88].

D�e�nition II.1
Soit V� 7! U� un C1 di� �eomorphismed'un ouvert OV� dans un ouvert OU� . On
consid�ere le syst�eme�ecrit dans la variable V�

eA�
0(V�)@tV� +

X

i 2 C�

h
eA�

i (V
�)+ eA� e

i (V�)
i

@i V� =
X

i;j 2 C�

@i

h
eB�

ij (V�)@j V�
i

+ e
 � (V�); (I I.45)

o�u 8
><

>:

eA�
0 = @V� U� ; eB�

ij = B�
ij @V� U� ;

eA� e
i = A� e

i @V� U� ; eA�
i = A�

i @V� U� = @V� F�
i ;

e
 � = 
 � :

(I I.46)

Le syst�eme (I I.45) est dit sousforme partiel lement sym�etrique si les matrices
eA�

0, eA�
i , i 2 C� , eB�

ij , i; j 2 C� , v�eri�ent les propri�et�essuivantes(S1-S3).

(S1) La matrice eA�
0(V� ) est sym�etrique d�e�nie positive pour V� 2 OV� .

(S2) Les matrices eA�
i (V

� ), i 2 C� , sont sym�etriquespour V� 2 OV� .

(S3) La matrice eB� (V�; � ) =
P

i;j 2 C�
eB�

ij (V�)� i � j , � 2 � d� 1, o�u � d� 1 est la sph�ere

unit�e en dimension d, v�eri�e , XT eB� (V�; � ) X > 0, pour X 2 Rn�
, V� 2 OV�

and � 2 � d� 1.
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Lespropri�et�es(S1-S2) sont identiques�a cellesdesm�elangesneutres.La propri�et�e (S3)
est une g�en�eralisation despropri�et�esconcernant lesmatricesde dissipation pour les
gaz neutres.La matrice eB� n'est pas sym�etrique dans le casg�en�eral mais sa partie
sym�etrique est d�e�nie positive. De plus, on ne fait pasd'hypoth�esesur les matrices
eA� e

i , i 2 C� .

On introduit alors la d�e�nition d'une entropie math�ematiquepartielle qui est adap-
t�ee de la d�e�nition d'entropie math�ematique propos�ee par Kawashima et Shizuta
[Kaw84, KS88].

D�e�nition II.2
Soit � � (U� ) une fonction C1 d�e�nie sur l'ouvert convexeOU� �a valeurs dans R,
� � est une fonction entr opie partiel le pour le syst�eme (I I.44) si les propri�et�es
(E1-E3) sont v�eri� �ees.

(E1) La fonction � � est une fonction strictement convexede U� 2 OU� au sens
o�u la matrice Hessienneest d�e�nie positive sur OU� .

(E2) Il existedesfonctions r�eelles C1 q�
i (U� ) telles que

(@U� � � ) A�
i = @U� q�

i ; i 2 C� ; U� 2 OU� :

(E3) La matrice eB� (U�; � ) =
P

i;j 2 C� B�
ij (U�)(@2

U� � � (U�)) � 1� i � j , � 2 � d� 1, satisfait

XT eB� (U�; � ) X > 0, pour X 2 Rn�
, U� 2 OU� et � 2 � d� 1.

On �etablit �a pr�esent le th�eor�emed'�equivalenceentre la sym�etrisabilit �e partielle et
l'existenced'une fonction entropie partielle pour le syst�eme(I I.44).

Th�eor�eme II.3
Le syst�eme (I I.44) peut être partiel lement sym�etris�e au sensde la d�e�nition II.1
sur l'ouvert convexeOU� si, et seulementsi, le syst�emeadmetune fonction entropie
partiel le � � sur OU� au sensde la d�e�nition II.2 . Dans ce cas, la variablequi sym�e-
trise partiel lement le syst�eme V� s'exprime en fonction du gradient de la fonction
entropie partiel le V� = (@U� � � )T:

Preuve - II.3 -
On supposedans un premier temps qu'il existe une fonction entropie partielle � �

d�e�nie sur l'ouvert convexe OU� et on d�e�nit la variable V� = (@U� � � )T. L'applica-
tion U� 7! V� est alors un C1 di� �eomorphismecar OU� est convexe et la matrice
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Jacobienne@U� V� = @2
U� � � est sym�etrique d�e�nie positive. On peut alors d�e�nir les

fonctions r�eguli�eressuivantes

b� � (V� ) = U� TV� � � � (U� ) et bq�
i (V

� ) = F�
i (U� )TV� � q�

i (U� ); i 2 C� :

En di� �erenciant ces�egalit�esselonla variable V� , on obtient directement lesrelations
(@V� b� � )T = U� et (@V� bq�

i )T = F�
i , i 2 C� , grâce �a la propri�et�e (E2). L'utilisation des

propri�et�es(E1-E2) permet alorsde montrer que eA�
0 = @V� U� = (@U� V� )� 1 = (@2

U� � � )� 1

et eA�
i = @V� F�

i = @2
V� bq�

i , i 2 C� , la matrice eA�
0 est ainsi sym�etrique d�e�nie positive

et les matrices eA�
i , i 2 C� , sont sym�etriques. De plus, on d�eduit directement de

la propri�et�e (E3) que les matrices eB�
ij = B�

ij (@2
U� � � )� 1, i; j 2 C� , sont telles que la

propri�et�e (S3) est v�eri� �ee.

R�eciproquement, on supposeque le syst�eme est sym�etrisable au sensde la d�e�ni-
tion I I.1. Commeles matrices @V� U� et @V� F�

i , i 2 C� , sont sym�etriques et que OV�

est simplement connexe,il existe des fonctions b� � et bq�
i , i 2 C� , d�e�nies sur OV� ,

telles que (@V� b� � )T = U� , (@V� bq�
i )

T = F�
i , i 2 C� . On peut alors d�e�nir les fonctions

� � (U� ) = U� TV� � b� � (V� ) et q�
i (U

� ) = F�
i

TV� � bq�
i (V

� ); i 2 C� :

En di� �erenciant cesrelations et en utilisant les propri�et�es(S1-S3), on �etablit facile-
ment que � � est une fonction entropie, que q�

i , i 2 C� , sont les ux associ�eset que
l'on a V� = (@U� � � )T. �

I I.4.2 Formes normales partielles

Danscette section,on �etudie lesformesnormalespartielles pour le syst�emeabstrait
(I I.44). On supposeraque cesyst�emesatisfait la propri�et�e (Edp2).

(Edp2) Le syst�eme (I I.44) admet une fonction entropie partiel le � � sur l'ouvert
convexeOU� .

On introduit alors la variable V� = (@U� � � )T, le syst�eme �ecrit en cette variable
est partiellement sym�etrique d'apr�es le th�eor�eme II.3, c'est-�a-dire qu'il v�eri�e les
propri�et�es (S1-S3). En introduisant une nouvelle variable W� , associ�ee �a un di� �eo-
morphismed'un ouvert OW � dans OV� , et en multiplian t le syst�eme partiellement
sym�etrique (I I.45) �a gauche par la transpos�ee de la matrice @W � V� , on obtient un
nouveau syst�emeen la variable W� . On donne �a pr�esent la d�e�nition d'une forme
partiellement normale.
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D�e�nition II.3
On consid�ere un syst�emesousforme partiel lement sym�etrique, au sensde la d�e�ni-
tion II.1 , et un C1 di� �eomorphismeW� 7! V� de l'ouvert OW � sur l'ouvert OV� . Le
syst�emeen la nouvelle variable W� s'�ecrit

A
�
0(W� )@tW� +

X

i 2 C�

�
A

�
i (W� )+ A

� e
i (W� )

�
@i W� =

X

i;j 2 C�

@i

�
B

�
ij (W� )@j W�

�

+ T
�
(W� ; @x W� ) + 


�
(W� ); (I I.47)

o�u les coe�cients matriciels et vectoriels s'�ecrivent
8
>>><

>>>:

A
�
0 = (@W � V� )T eA�

0 (@W � V� ); B
�
ij = (@W � V� )T eB�

ij (@W � V� );

A
�
i = (@W � V� )T A�

i (@W � V� ); 

�

= (@W � V� )T e
 � ;

A
� e
i = (@W � V�)T eA� e

i (@W � V�); T
�

= �
P

i;j 2 C�
@i (@W � V� )T eB�

ij (@W � V� ) @j W� ;

(I I.48)
et satisfont les propri�et�es (S1-S3).

(S1) La matrice A
�
0(W� ) est sym�etrique d�e�nie positive pour W� 2 OW � .

(S2) Lesmatrices A
�
i (W

� ), i 2 C� , sont sym�etriquespour W� 2 OW � .

(S3) La matrice B
�
(W�; � ) =

P
i;j 2 C� B

�
ij (W�)� i � j , � 2 � d� 1, satisfait

XT B
�
(W�; � ) X > 0, pour X 2 Rn�

, W� 2 OW � et � 2 � d� 1.

Le syst�eme (I I.47) est dit sousforme normale partiel le s'il existe une partition
de f 1; : : : ; n� g en i = f 1; : : : ; n�

0g et i i = f n�
0+1; : : : ; n� g, telle que les propri�et�es

(Nor1-Nor3) sont v�eri� �ees.

(No r1) Lesmatrices A
�
0, A

� e
i , i 2 C� , et B

�
ij , i; j 2 C� , ont la structure bloc

A
�
0 =

0

@
A

� i ;i
0 0

0 A
� i i ;i i
0

1

A ; A
� e
i =

0

@
0 A

� ei;i i
i

A
� ei i ;i
i A

� ei i;i i
i

1

A ; B
�
ij =

0

@
0 0

0 B
� i i ;i i
ij

1

A :

(No r2) La matrice B
� i i ;i i

(W�; � ) =
P

i;j 2 C� B
� i i ;i i
ij (W�)� i � j , � 2 � d� 1 satisfait

XT B
� i i ;i i

(W�; � ) X > 0, pour X 2 Rn� � n �
0 , X 6= 0, W� 2 OW � et � 2 � d� 1.

(No r3) En notant @x = (@1; : : : ; @d)T, on a

T
�
(W�; @x W�) =

�
T

�
i (W�; @x W�

i i)
T; T

�
i i (W�; @x W�)T

� T
:
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On a utilis�e la structure bloc vectorielle et matriciel le induite par la partition de
f 1; : : : ; n� g en i = f 1; : : : ; n�

0g et i i = f n�
0+1; : : : ; n� g. On a par exempleW� =

(W�
i

T; W�
i i

T)T.

On remarque que l'on a introduit une propri�et�e suppl�ementaire par rapport �a la
d�e�nition d'une forme normale. Elle concerneles matrices A

� e
i , i 2 C� , qui sont

nulles lorsque le m�elangegazeuxn'est pas charg�e. D'apr�es la propri�et�e (Nor1), les
blocs sup�erieursgauchesA

� ei;i
i sont nuls.

On introduit �a pr�esent deux propri�et�es,la propri�et�e d'invariancedesnoyaux et celle
deconsistancedesnoyaux, qui g�en�eralisent la propri�et�ed'invariancedesnoyaux pour
le syst�emedesgazneutres[KS88, Gio99]. La combinaisonde cesdeux propri�et�esest
une condition su�san te pour que le syst�eme(I I.45) puisseêtre mis sousune forme
normale partielle.

(Edp3) (In variance des noyaux) Le noyau de la partie sym�etrique de la matrice

eB� (V�; � ) =
X

i;j 2 C�

eB�
ij (V�)� i � j ;

not�e N (eB� ), ne d�epend ni de V� 2 OV� , ni de � 2 � d� 1. On notera n�
0 sa

dimension.

(Edp4) (Consistance des noyaux) En notant N (eB� ) le noyau de la partie sym�e-
trique de la matrice eB� (V� ; � ), on a les relations

eB�
ij (V�)N (eB� ) = eB�

ij
T(V�)N (eB� ) = 0; i; j 2 C� ;

N (eB� )TeA� e
i (V�)N (eB� ) = 0; i 2 C� ;

c'est-�a-dire eB�
ij (V�)X = 0, XTeB�

ij (V�) = 0, i; j 2 C� , pour X 2 N (eB� ) et

YTeA� e
i (V�)X = 0, i 2 C� , pour X; Y 2 N (eB� ).

On distingue ici lesdeuxpropri�et�esd'invarianceet deconsistancedesnoyaux, cequi
n'est pasfait habituellement lorsquele m�elangegazeuxn'est pasionis�e. La propri�et�e
d'invariancedesnoyaux est identique �a celledesm�elangesnon ionis�es.En revanche,
la propri�et�e de consistancedes noyaux est plus g�en�erale. Comme les matrices eB�

ij

n'ont pas de propri�et�e de sym�etrie, le noyau N (eB� ) doit annuler les matrices eB�
ij

ainsi que leur transpos�ees.De plus, la propri�et�e concernant lesmatrices eA� e
i , i 2 C� ,

permet exactement d'annuler lesblocssup�erieursgauchesA
� ei;i
i , i 2 C� , pour que la

propri�et�e (Nor1) soit satisfaite.
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Dansla suite decette section,on supposeraquecesdeuxpropri�et�essont v�eri� �eespar
le syst�eme(I I.45). Dans le but de caract�eriser plus facilement les formesnormales
partiellespour lessyst�emespartiellement sym�etriquesv�eri�an t lespropri�et�esd'inva-
rianceet de consistancedesnoyaux, on introduit desvariablesauxiliaires U�0 et V�0,
d�ependant lin�eairement de U� et de V� respectivement. Les matrices de dissipation
correspondant �a cesnouvellesvariablesauxiliaires n'ont de coe�cien ts non nuls que
dans le bloc inf�erieur droit de taille n� � n�

0 et de plus, les coe�cien ts du bloc su-
p�erieur gauche de taille n�

0 desmatrices eA� e0
i , i 2 C� , sont nuls. Les formesnormales

partielles sont alors toutes obtenues de fa�con �equivalente|et plus facilement|� a
partir de l' �equation partiellement sym�etrique en V�0.

Lemme II.4
On consid�ere le syst�eme (I I.45) qui est partiel lement sym�etrique au sensde la d�e-
�nition II.1 d'apr�es la propri�et�e (Edp1) et on note � � la fonction entropie partiel le
associ�ee et V� = @U� � � T, la variable sym�etrisante. On suppose �egalementque les
propri�et�esd'invariance et deconsistance desnoyaux(Edp3-Edp4) sont satisfaitessur
l'ouvert OV� . On consid�ere par ail leurs une matrice inversibleconstantede tail le n�

not�ee P� telle que sesn�
0 premi�eres colonnesengendrent le noyau constant N (eB� ).

Alors la variable auxiliaire U�0 = P� TU� satisfait l' �equation

@tU�0 +
X

i 2 C�

(A�0
i + A� e0

i ) @i U�0 =
X

i;j 2 C�

@i

�
B�0

ij @j U�0
�

+ 
 �0; (I I.49)

o�u (
A�0

i = P� TA�
i (P

� T)� 1; A� e0
i = P� TA� e

i (P� T)� 1;

B�0
ij = P� TB�

ij (P� T)� 1; 
 �0 = P� T
 � :
(I I.50)

La fonction entropie partiel le correspondante est alors la fonctionnelle � �0(U�0) =
� � ((P� T)� 1U�0), et la variableentropiquepartiel le associ�eeV�0 = (@U�0 � �0)T estdonn�ee
par V�0 = P� � 1V� et v�eri�e l' �equation

eA�0
0@tV�0 +

X

i 2 C�

� eA�0
i + eA� e0

i

�
@i V�0 =

X

i;j 2 C�

@i

� eB�0
ij @j V�0

�
+ e
 �0; (I I.51)

o�u (
eA�0

0 = P� TeA�
0P� ; eA�0

i = P� TeA�
i P

� ; eA� e0
i = P� TeA� e

i P� ;
eB�0

ij = P� TeB�
ij P� ; e
 �0 = P� Te
 � :

En particulier, les matrices eA� e0
i , i 2 C� , et les matrices eB�0

ij , i; j 2 C� , sont de la
forme

eA� e0
i =

0

@
0 eA� e0i;i i

i

eA� e0i i;i
i

eA� e0i i;i i
i

1

A ; eB�0
ij =

0

@
0 0

0 eB�0i i ;i i
ij

1

A ; (I I.52)
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et la matrice eB�0i i;i i (V�0; � ) =
P

i;j 2 C�
eB�0i i;i i

ij (V�0)� i � j , � 2 � d� 1, satisfait la relation

XT eB�0i i;i i (V�0; � ) X > 0, pour X 2 Rn� � n �
0 , X 6= 0, V�0 2 OV�0 et � 2 � d� 1. Finalement

la forme normale partiel le (I I.47) est obtenuede fa�con �equivalenteen multipliant
l' �equation en la variable V� (I I.45) par (@W � V� )T ou l' �equation en la variable V�0

(I I.51) par (@W � V�0)T.

Preuve - II.4 -
L' �equation (I I.49) est ais�ement obtenue en multiplian t �a gauche l' �equation (I I.44)
par P� T, ce qui donne les relations matricielles (I I.50). Il est alors imm�ediat que
la fonctionnelle � �0(U�0) = � � ((P� T)� 1U�0) est l'entropie partielle correspondant �a la
nouvelle variable U�0. A partir de la d�e�nition V�0 = (@U�0 � �0)T et de la formule de la
châ�ne, on �etablit ensuitequeV�0 = P� � 1V� et l' �equation (I I.51) est obtenue comme
lors du passagede l' �equation (I I.44) �a l' �equation (I I.45). Comme eB�0 = P� TeB� P� et
que les n�

0 premi�erescolonnesde P� engendrent le noyau N (eB� ), on en d�eduit que
eB�0 est de la forme

eB�0 =

0

@
0 0

0 eB�0i i ;i i

1

A ;

et de fa�consimilaire, toutes lesmatriceseB�0
ij , i; j 2 C� , et eA� e0

i , i 2 C� , sont �egalement

de la forme (I I.52). De plus, la matrice eB�0i i ;i i(V�0; � ), v�eri�e XT eB�0i i ;i i(V�0; � ) X > 0,
pour X 2 Rn� � n �

0 , X 6= 0, V�0 2 OV�0 et � 2 � d� 1, car lesn� � n�
0 derni�erescolonnesde

P� engendrent un sous-espacesuppl�ementaire de N (eB� ). �

Dansle th�eor�emesuivant, on caract�erisecompl�etement lesformesnormalespartielles
pour lessyst�emespartiellement sym�etrisablesv�eri�an t lespropri�et�esd'invarianceet
de consistancedesnoyaux en fonction desvariablesauxiliaires U�0 et V�0.

Th�eor�eme II.5
En conservant les hypoth�eseset les notations du lemme II.4 , toute forme normale
partiel le du syst�eme (I I.45) est donn�eepar un changementde variablesde la forme

W� = ( i (U�0
i ); � i i(V�0

i i ))
T; (I I.53)

o�u  i et � i i sont deuxdi� �eomorphismesde Rn �
0 et Rn� � n �

0 , respectivement. De plus,
on a

T
�
(W�; @x W�) =

�
0; T

�
i i (W�; @x W�

i i)
�

T:
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Preuve - II.5 -
La preuve est exactement la mêmeque celle de [Gio99] pour les m�elangesgazeux
neutres,aveclesmêmesnotations.On doit seulement �etudier lesmatricesA

� e
i , i 2 C� ,

qui sont nulles pour les gaz neutres, mais le traitement est identique �a celui des
matricesB

�
ij , i; j 2 C� , en utilisant la structure blocs (I I.52). �

I I.4.3 Un th�eor�eme d'existence dans Vl (Rd)

Le syst�emequasilin�eaireabstrait d'�equationsaux d�eriv�eespartiellesdu secondordre
(I I.44) r�ecrit sous la forme normale partielle (I I.47) peut se d�ecomposer en deux
sous-syst�emesquasilin�eairescoupl�es,le premier hyperbolique en la variable W�

i et le
secondfortement parabolique en la variable Wi i .

8
>>><

>>>:

A
� i ;i
0 @tW�

i = �
X

i 2 C�

A
� i ;i
i @i W�

i + �
�
i ;

A
� i i ;i i
0 @tW�

i i = �
X

i 2 C�

�
A

� i i ;i
i + A

� ei i;i
i

�
@i W�

i +
X

i;j 2 C�

@i

�
B

� i i ;i i
ij @j W�

i i

�
+ �

�
i i ;

(I I.54)

avec

�
�
i = 


�
i �

X

i 2 C�

(A
� ei;i i
i + A

� i ;i i
i )@i W�

i i ; �
�
i i = 


�
i i + T

�
i i �

X

i 2 C�

(A
� ei i ;i i
i + A

� i i ;i i
i )@i W�

i i :

On consid�erealorsle probl�emedeCauchy constitu�edu syst�eme(I I.54) et la condition
initiale

W�
i (0; x ) = W� 0

i (x ); W�
i i (0; x ) = W� 0

i i (x ): (I I.55)

Ces�equationssont consid�er�eesdans le domaine �Q� o�u � est strictement positif et
Qt = (0; t)� Rd, pour t > 0. Les inconnues vectoriellesW�

i et W�
i i sont recherch�ees

dans lesouverts convexesOW �
i

� Rn �
0 et OW �

i i
� Rn� � n �

0 .

On utilisera lesespacesfonctionnelsde LebesgueL p(Rd) dont la norme s'�ecrit

jj� jj0;p =
� Z

Rd
j� (x )jp dx

� 1=p

; si 1 6 p < 1 ;

jj� jj0;1 = sup
x 2 Rd

j� (x )j;
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lesespacesde Sobolev W l
p (Rd), 1 6 p 6 1 , avec la norme

jj� jj l ;p =
X

k2 [[0;l ]]

j� jk;p; j� jk;p =
X

j � j= k

jj@� � jj0;p;

et lesespacesde Vol'pert Vl (Rd) avec la norme [VH72]

jj� jj l = j� j0;1 +
X

k2 [[1;l ]]

j� jk;2:

On �etend cesd�e�nitions aux fonctions vectoriellesen utilisant la structure eucli-
diennedeRd. Grâceaux in�egalit�esdeSobolev,on a uneinclusiondesespacesW l

2 (Rd)
dansl'espaceW k

1 (Rd) pour l > k + d=2, et par cons�equent une inclusion desespaces
W l

2 (Rd) dans l'espacede Vol'pert Vl (Rd) pour l > d=2. Dans la suite, on notera L
une fonction quelconquestrictement positive et convexed�e�nie sur l'ouvert convexe
OW � = OW �

i
� OW �

i i
, qui crô�t vers l'in�ni lorsqueW� tend vers un point du bord �ni

de OW � .

Le th�eor�emesuivant dû �a Vol'pert et Hudjaev[VH72] montre qu'il existeunesolution
dansun certain domainequi pr�eserve la r�egularit�e de la condition initiale.

Th�eor�eme II.6
On supposeque le syst�eme (I I.54)-(I I.55) v�eri�e les hypoth�esessuivantes,o�u l re-
pr�esenteun entier tel quel > d=2 + 3.

(Ex1) Lesconditions initiales W� 0
i et W� 0

i i v�eri�ent sup
x 2 Rd

L (W� 0
i (x ); W� 0

i i (x )) < + 1

et W� 0
i et W� 0

i i sont dans l'espace Vl (Rd).

(Ex2) Les coe�cients matriciels A
� i ;i
0 , A

� i i ;i i
0 , B

� i i ;i i
ij , i; j 2 C� , ne d�ependentquede

W�
i et de W�

i i . Les coe�cients matriciels A
� i ;i
i , A

� i i ;i
i , A

� ei i;i
i , i 2 C� , et les

coe�cients vectoriels �
�
i , �

�
i i , d�ependentde W�

i , W�
i i et de @x W�

i i .

(Ex3) Les coe�cients matriciels A
� i ;i
0 (wi ; wi i), A

� i i ;i i
0 (wi ; wi i) et B

� i i ;i i
ij (wi ; wi i), i; j 2

C� , ont des d�eriv�ees jusqu'�a l'ordre l continues par rapport aux variables
wi 2 OW �

i
et wi i 2 OW �

i i
.

(Ex4) Lescoe�cients matriciels A
� i ;i
i (wi ; wi i ; � ), A

� i i ;i
i (wi ; wi i ; � ), A

� ei i ;i
i (wi ; wi i ; � ), i 2

C� , et lescoe�cients vectoriels �
�
i (wi ; wi i ; � ) et �

�
i i (wi ; wi i ; � ) ont desd�eriv�ees

jusqu'�a l'ordre l continues par rapport aux variableswi 2 OW �
i
, wi i 2 OW �

i i

et � 2 Rd� (n� � n �
0 ) .
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(Ex5) Les coe�cients matriciels A
� i ;i
0 (wi; wi i ) et A

� i i ;i i
0 (wi ; wi i) sont sym�etriques et

d�e�nis positifs pour wi 2 OW �
i

et wi i 2 OW �
i i
.

(Ex6) Lescoe�cients matriciels A
� i ;i
i (wi ; wi i ; � ), i 2 C� , sont sym�etriquespour wi 2

OW �
i
, wi i 2 OW �

i i
et � 2 Rd� (n� � n �

0 ) .

(Ex7) Lescoe�cients matriciels A
� i ;i
0 (wi ; wi i), A

� i i ;i i
0 (wi ; wi i) et lescoe�cients vecto-

riels �
�
i (wi ; wi i ; 0) et �

�
i i (wi ; wi i ; 0) ont desd�eriv�eesjusqu'�a l'ordre l+ 3 conti-

nuesen les variableswi 2 OW �
i

et wi i 2 OW �
i i
.

(Ex8) Pour tout ensemblecompact K de OW � = OW �
i

� OW �
i i
, il existe� > 0 tel que

pour toute fonction r�eguli�ere w = (wi ; wi i) de Rd dansRn�
�a valeur dansK ,

on a
Z

Rd

P

i;j 2 C�
(@i � i i)T B

� i i ;i i
ij (w(x )) (@j � i i) dx > �

Z

Rd

P

i 2 C�
(@i � i i )T (@i � i i ) dx ;

(I I.56)
o�u � i i est une fonction quelconquede W 1

2 (Rd) �a n� � n�
0 composantes.

Alors il existet0, 0 < t0 6 � , tel quele probl�emede Cauchy (I I.54), (I I.55), admet
une unique solution (W�

i
T; W�

i i
T)T d�e�nie sur �Qt0 = [0; t0]� Rd, qui est continue ainsi

quesesd�eriv�eesdu premier ordre en t et du second ordre en x et pour laquelle les
quantit�es suivantesrestent �nies

sup
06 t6 t0

jj(W�
i (t); W�

i i (t)) jj l ; sup
�Q t 0

L (W�
i ; W�

i i ); (I I.57)

sup
06 t6 t0

jj@tW�
i (t)jj l � 1;

Z t0

0

�
jj@tW�

i i (� )jj2l � 1 + jjW�
i i (� )jj2l+1

�
d� : (I I.58)

De plus, deux cas sont possibles: ou bien t0 = � , ou bien il existe t1 tel que le
th�eor�emeest vrai pour tout t0 < t1 et tel quepour t0 ! t �

1 , au moins une desdeux
quantit�es

jjW�
i (t0)jj1;1 + jjW�

i i (t0)jj2;1 ; sup
�Q t 0

L (W�
i ; W�

i i ); (I I.59)

crô�t sansêtre born�ee, c'est-�a-dire quela solution peut être �etendueaussi longtemps
queles quantit�es (I I.59) restent �nies.
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II.5 Th�eor�eme d'existence pour les m�elanges multiesp�eces
magn�etis�es

On applique �a pr�esent les r�esultats de la section I I.4 au syst�emed'�equationsmod�e-
lisant lesm�elangesgazeuxmultiesp�ecesr�eactifs ionis�eset magn�etis�es.On d�etermine
uneformepartiellement sym�etrique du syst�emeenutilisant l'entropie physique,puis
une forme partiellement normale et on applique le r�esultat d'existencelocale de la
sectionI I.4.

I I.5.1 Sym�etrisation partielle

Pour lesm�elangesionis�eset magn�etis�es,l'existenced'une fonction entropie nefournit
qu'une sym�etrisation partielle pour le syst�eme,�a causedestermesFe

ij , i; j 2 C, qui
emp̂echent la sym�etrisation totale. Cependant, la sym�etrisation partielle obtenue
serasu�san te pour �etablir l'existencede la solution.

On commencepar introduire la fonction entropie partielle � comme l'oppos�e de
l'entropie physiquepar unit �e de volume. Sonexpressionest donn�eepar

� = �
X

k2 S

� ksk = �
1
T

X

k2 S

� k(hk � gk): (I I.60)

On prouve dans cette partie que la fonction � est une fonction C1 strictement
convexesur l'ouvert convexeOU. Il seraalors int�eressant et judicieux de consid�erer
l'application U 7! V = (@U� )T.

Proposition II.7
La fonction � d�e�nie sur l'ouvert convexeOU �a valeur dans R est une fonction
strictement convexe,au senso�u sa matrice Hessienne@2

U� est sym�etrique d�e�nie
positive.

Preuve - II.7 -
D'apr�esl'hypoth�ese(Th1) sur lescoe�cien ts cv;k , k 2 S, la fonction � estunefonction
C1 . La di� �erentielle de � est

d� = �
� cv

T
dT �

X

k2 S

(sk � r k)d� k ;

et la di� �erentielle par rapport �a la variable naturelle s'�ecrit donc

@Z� =
�

r1 � s1; : : : ; rns � sns ; 01;3; 01;3; 01;3; �
� cv

T

�
:
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On obtient alors @U� = @Z� @UZ et @2
U� = @Z(@U� )T@UZ,

@U� =
1
T

�
g1 � 1

2v�v; : : : ; gns � 1
2v�v ; vT; "0E T; 1

� 0
B T; � 1

�
;

@2
U� =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

dr
%+ v2u
 u

� T + ered 
 ered

� cv T 2 � u
 v
� T + ered 
 v

� cv T 2
" 0ered 
 E

� cv T 2
ered 
 B
� 0 � cv T 2 � ered

� cv T 2

� v 
 u
� T + v 
 ered

� cv T 2
v 
 v

� cv T 2 + I
� T

" 0v 
 E
� cv T 2

v 
 B
� 0 � cv T 2 � v

� cv T 2

" 0E 
 ered

� cv T 2
" 0E 
 v
� cv T 2

" 2
0E 
 E
� cv T 2 + " 0 I3

T
" 0E 
 B
� 0 � cv T 2 � " 0E

� cv T 2

B 
 ered

� 0 � cv T 2
B 
 v

� 0 � cv T 2
" 0B 
 E
� 0 � cv T 2

B 
 B
� 2

0 � cv T 2 + I3
� 0T � B

� 0 � cv T 2

� ered T

� cv T 2 � v T

� cv T 2 � " 0E T

� cv T 2 � B T

� 0 � cv T 2
1

� cv T 2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

o�u l'on a introduit la matrice diagonaledr
%= Diag(r 1=� 1; : : : ; rns =� ns ) et lesvecteurs

ered = (ered
1 ; : : : ; ered

ns )T, ered
k = ek � 1

2v�v, k 2 S.

La matrice @2
U� est de toute �evidencesym�etrique. On prouve �a pr�esent qu'elle est

d�e�nie positive. Soit X = (x%
T; xv

T; xE
T; xB

T; xT )T: Quelquescalculs permettent de
mettre XT @2

U� X sousla forme

XT @2
U� X = x%

Tdr
%x%+

"0

T
xE �xE +

1
� 0T

xB �xB +
1

� T
(xv � x%�u v)�(xv � x%�u v)

+
1

� cvT2

h
ered�x%+ v�xv + "0E �xE + 1

� 0
B �xB � xT

i 2
;

cequi implique que la matrice Hessienne@2
U� est d�e�nie positive. �

On introduit alors le vecteur desvariablesentropiques V par

V =
1
T

�
g1 � 1

2v�v; : : : ; gns � 1
2v�v; vT; "0E T; 1

� 0
B T; � 1

� T
: (I I.61)

Proposition II.8
L'application U 7! V est un C1 di� �eomorphismede l'ouvert OU sur l'ouvert OV =
Rns +9 � (�1 ; 0).

Preuve - II.8 -
D'apr�es la proposition I I.1, on doit prouver que l'application Z 7! V est un C1

di� �eomorphismede OZ sur OV. Elle est C1 d'apr�es l'hypoth�ese(Th1) sur les co-
e�cien ts cv;k , k 2 S. L'injectivit �e est assur�ee par la positivit �e descoe�cien ts cv;k ,
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k 2 S, donn�eepar l'hypoth�ese(Th1). On prouve ensuiteque l'application Z 7! V est
surjective. Soit V 2 OV , on d�e�nit

Z5 = �
1

V5
; Z4 = � � 0

V4

V5
; Z3 = �

1
"0

V3

V5
; Z2 = �

V2

V5
;

Z1k = mk  st exp

"
V1k � r k+ sst

k + est
k V5

r k
�

V4�V4

2r kV5
+

1
r k

Z � 1
V5

T st
cv;k (� )

�
1
� + V5

�
d�

#

;

pour k 2 S. Le vecteur V est alors l'image du vecteur Z ainsi d�e�ni. On donne �a
pr�esent l'expressionde la matrice @ZV

@ZV =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

dr
% � 1

T u
 v 0ns ;3 0ns ;3 � 1
T 2 ered

03;ns
1
T I 03;3 03;3 � 1

T 2 v

03;ns 03;3
" 0
T I 03;3 � " 0

T 2 E

03;ns 03;3 03;3
1

� 0T I � 1
� 0T 2 B

01;ns 01;3 01;3 01;3
1

T 2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (I I.62)

La matrice @ZV est donc une matrice triangulaire sup�erieurepar blocset sestermes
diagonauxsont strictement positifs d'apr�es l'hypoth�ese(Th1). En utilisant le th�eo-
r�emed'inversion locale, on conclut que l'application Z 7! V est un C1 di� �eomor-
phismede l'ouvert OZ sur l'ouvert OV. �

On �etudie �a pr�esent lespropri�et�esde sym�etrie du syst�emed'�equationsaux d�eriv�ees
partiellesmod�elisant lesm�elangesgazeuxmultiesp�ecesr�eactifsionis�eset magn�etis�es.
On obtient en particulier une forme partiellement sym�etrique de cesyst�emeau sens
de la d�e�nition I I.1, par l'utilisation du vecteur desvariablesentropiques V.

Th�eor�eme II.9
La fonction � est une fonction entropie partiel le pour le syst�eme (I I.33). De plus, le
changementde variablesU 7! V transformele syst�eme (I I.33) en

eA0(V) @tV +
X

i 2 C

�
eAi (V) + eAe

i (V)
�

@i V =
X

i;j 2 C

@i

�
eBij (V) @j V

�
+ e
 (V); (I I.63)

avec (
eA0 = @VU; eAi = Ai @VU; eAe

i = Ae
i @VU;

eBij = Bij @VU; e
 = 
 ;
(I I.64)
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o�u les matrices eA0(V), eAi (V), eAe
i (V), i 2 C, eBij (V), i; j 2 C, et le vecteur e
 (V) sont

desfonctions C1 deV 2 OV. De plus, le syst�eme(I I.63) estsousforme partiel lement
sym�etrique, c'est-�a-dire queles matrices eA0, eAi , i 2 C, et eBij , i; j 2 C, v�eri�ent les
propri�et�es (S1-S3).

Preuve - II.9 -
Pour �evaluer les matrices eA0, eAi , eAe

i , i 2 C, et eBij , i; j 2 C, on utilise les notations
d�e�nies dans la preuve de la proposition I I.2 concernant le syst�eme �ecrit dans la
variable naturelle Z

bA0@tZ +
X

i 2 C

(bAi + bAe
i )@i Z =

X

i;j 2 C

@i (bBij @j Z) + 
 :

En e�et, il est facile de calculer cesmatrices en utilisant la variable naturelle Z et
les relations

eA0 = @ZU@VZ; eAi = bAi @VZ; eAe
i = bAe

i @VZ; eBij = bBij @VZ;

o�u la matrice @VZ s'�ecrit

@VZ =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

d%
r v%

r 
 v 0ns ;3 0ns ;3 d%
r ered

03;ns TI 03;3 03;3 Tv

03;ns 03;3
T
" 0

I 03;3 TE

03;ns 03;3 03;3 � 0TI TB

01;ns 01;3 01;3 01;3 T2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (I I.65)

avecd%
r la matrice diagonalede taille ns� ns d�e�nie par d%

r = Diag(� 1=r1; : : : ; � ns =rns )
et v%

r le vecteur de taille ns donn�e par v%
r = d%

r u = (� 1=r1; : : : ; � ns =rns )T.

L'expressionde la matrice eA0 est la suivante

eA0 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

d%
r v%

r 
 v 0ns ;3 0ns ;3 d%
r ef

� TI + � � v 
 v 0ns ;3 0ns ;3 (� T + � e)v
T
" 0

I 03;3 TE

T� 0I TB

Sym � e

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (I I.66)
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o�u l'on a d�e�ni lescoe�cien ts � � , � e et � e par

� � = uTd%
r u =

X

k2 S

� k

r k
; � e = uTd%

r ef =
X

k2 S

� k

r k
ef

k ;

� e = efTd%
r ef + � Tv�v + � cvT2 + 2T� ee =

X

k2 S

� k

r k
(ef

k)
2

+ � Tv�v + � cvT2 + 2T� ee:

Comme la matrice eA0 est sym�etrique, on n'a donn�e que sa partie triangulaire su-
p�erieuredroite et on a �ecrit \Sym" dans la partie triangulaire inf�erieuregauche. De
plus, la matrice eA0 est d�e�nie positive car pour tout vecteur X 2 Rns +10 , �ecrit sous
la forme X = (x%

T; xv
T; xE

T; xB
T; xT )T, on a la relation

XT eA0 X = � cvT2x2
T + T

" 0
(xE + "0xT E )T�(xE + "0xT E )

+ � T(xv + xT v)�(xv + xT v) + � 0T(xB + 1
� 0

xT B )T�(xB + 1
� 0

xT B )

+( x%+ xv �vu + xT ef)Td%
r (x%+ xv �vu + xT ef):

En consid�erant � = (� 1; � 2; � 3)T un vecteur quelconquede R3, lesmatrices eAi , i 2 C,
sont donn�eespar

X

i 2 C

eAi � i =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

d%
r v�� v �� v%

r 
 v + T%
 � 0ns ;3 0ns ;3 d%
r hfv��

� T(v �� I+ v 
 � + � 
 v)

+� � v�� v 
 v
0ns ;3 0ns ;3

(� h + � T)v�� v

+ � Thf �

03;3 � T
" 0

R (� ) 1
" 0 � 0

TB ^ �

03;3 � TE ^ �

Sym � h v�� +2TP ��

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (I I.67)

o�u on a d�e�nit lescoe�cien ts � h et � h par

� h = uTd%
r hf =

X

k2 S

� k

r k
hf

k ;

� h = hfTd%
r hf + � Tv�v + � cpT2 =

X

k2 S

� k

r k
(hf

k)
2

+ � Tv�v + � cpT2:

Commepour la matrice eA0, lesmatrices eAi , i 2 C, sont sym�etriqueset on n'a donn�e
queleursparties triangulairessup�erieuresdroites,ennotant \Sym" dansleursparties
triangulaires inf�erieuresgauches.
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En cequi concernelesmatrices eAe
i , i 2 C, on peut �ecrire

eAe
i = �

X

j 2 C

@ZFe
ij @VZ � eAe;


i ; (I I.68)

o�u les matrices eAe;

i , i 2 C, ont pour expression

eAe;

i =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0ns ;ns 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;1

bAe;

i; v;%d%

r
bAe;


i; v;%v%
r 
 v 03;3 03;3 T2bAe;


i; v;e + bAe;

i; v;%d%

r ered

bAe;

i; E ;%d%

r
bAe;


i; E ;%v%
r 
 v 03;3 03;3 T2bAe;


i; E ;e + bAe;

i; E ;%d%

r ered

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

01;ns 01;3 01;3 01;3 01;1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; i 2 C:

(I I.69)

En utilisant la forme des matrices bBij , i; j 2 C, on d�ecompose classiquement les
matrices de dissipation eBij , i; j 2 C, en la sommedesmatrices de di�usion et des
matrices de viscosit�e, eBij = eBdi�

ij + eBvisc
ij , i; j 2 C. En consid�erant � = (� 1; � 2; � 3)T

et � = (� 1; � 2; � 3)T deux vecteursquelconquesde R3, les matrices de di�usion, eBdi�
ij ,

i; j 2 C, sont donn�eespar
X

i;j 2 C

eBdi�
ij � i � j = B �� B �� eBk + (� �� � B �� B �� ) eB? + � TR (B )� eB� ; (I I.70)

o�u les matrices eBk, eB? et eB� ont la structure

eB� =
T
p

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

eB�
%;% 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;3

eB�
%;e

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

eB�
e;% 01;3 01;3 01;3

eB�
e;e

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; � 2 fk ; ? ; �g : (I I.71)

Les coe�cien ts correspondant �a � = k s'�ecrivent

eBk
%;%= D k

%; eBk
%;e = D k

%({ k+ h); eBk
e;%= ({ k+ h)TD k

%;
eBk

e;e = pT� k + ({ k+ h)TD k
%({ k+ h);
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ceux avec � = ? ont pour expression

eB?
%;%= D ?

% ; eB?
%;e = D ?

% ({ ? + h) � D �
% { � ; eB?

e;%= ({ ? + h)TD ?
% � { � TD �

% ;
eB?

e;e = pT� ? + ({ ? + h)TD ?
% ({ ? + h)� { � TD ?

% { � � { � TD �
% ({ ? + h)� ({ ? + h)TD �

% { � ;

et ceux avec � = �

eB�
%;%= D �

% ; eB�
%;e = D �

% ({ ? + h) + D ?
% { � ; eB�

e;%= ({ ? + h)TD �
% + { � TD ?

% ;
eB�

e;e = pT� � + ({ ? + h)TD �
% ({ ? + h) � { � TD �

% { � + { � TD ?
% ({ ? + h)+( { ? + h)TD ?

% { � :

On observe alors que les matrices eBdi�
ij , i; j 2 C, ne v�eri�ent pas les propri�et�es

classiquesde sym�etrie (eBdi�
ij )T = eBdi�

j i , i; j 2 C, d�es que le champ magn�etique B

est non nul. En e�et, les matrices eBk, eB? et eB� sont sym�etriques, les coe�cien ts
B �� B �� et � �� � B �� B �� sont desfonctionssym�etriquesde � et � mais le coe�cien t
� TR (B )� estunefonction antisym�etrique de � et � . Ainsi, la partie sym�etrique de la
matrice eBdi� estport�eepar lesmatriceseBk et eB? , tandis quela partie antisym�etrique
est port�ee par la matrice eB� . Ces propri�et�es sont compatibles avec les relations
de r�eciprocit�e de Onsagercar les coe�cien ts B �� B �� et � �� � B �� B �� sont des
fonctions paires du champ magn�etique tandis que le coe�cien t � TR (B )� est une
fonction impaire. Les matricesde viscosit�e eBvisc

ij , i; j 2 C, sont donn�eespar

X

i;j 2 C

eBvisc
ij � i � j = � eB� (� ; � ) +

5X

� =1

� �
eB� � (� ; � ); (I I.72)

o�u lesmatrices eB� , eB� 1 , eB� 2 , eB� 3 , eB� 4 et eB� 5 ont la structure suivante

eB4 (� ; � ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0ns ;ns 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;3 0ns ;1

03;ns eB4
v (� ; � ) 03;3 03;3

eB4
v (� ; � )v

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

03;ns 03;3 03;3 03;3 03;1

01;ns vTeB4
v (� ; � ) 01;3 01;3 vTeB4

v (� ; � )v

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; 4 2 f �; � 1; : : : ; � 5g:

(I I.73)
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Les expressionsdesmatrices eB�
v , eB� 1

v , eB� 2
v , eB� 3

v , eB� 4
v et eB� 5

v sont donn�eespar

eB�
v (� ; � ) = T � 
 � ;

eB� 1
v (� ; � ) = T

�
� �� I + � 
 � � 2

3 � 
 �
�
;

eB� 2
v (� ; � ) = T

�
2� �� R (B ) + R (� )R (B )R (� ) + 2� TR (B )� I

�
;

eB� 3
v (� ; � ) = T

�
2B �� B �� B 
 B � 2

3 � 
 � + 2R (B )� 
 � R (B ) � R (B )� 
 � R (B )
�
;

eB� 4
v (� ; � ) = T

�
B �� B �� (I � 4B 
 B ) + � �� B 
 B + B �� � 
 B + B �� B 
 �

�
;

eB� 5
v (� ; � ) = T

�
� 2B �� B �� R (B ) � R (� )R (B )R (� ) � 2� TR (B )� B 
 B

�
:

Les matrices eBvisc
ij , i; j 2 C, ne v�eri�ent pas les propri�et�es classiquesde sym�etrie

(eBvisc
ij )T = eBvisc

j i , d�es que le champ magn�etique B est non nul. En e�et, on a les
relations

eB� (� ; � ) = eB� (� ; � )T; eB� 1 (� ; � ) = eB� 1 (� ; � )T; eB� 2 (� ; � ) = � eB� 2 (� ; � )T;
eB� 3 (� ; � ) = eB� 3 (� ; � )T; eB� 4 (� ; � ) = eB� 4 (� ; � )T; eB� 5 (� ; � ) = � eB� 5 (� ; � )T:

Ainsi, la partie sym�etrique de la matrice eBvisc est port�eepar les matrices eB� , eB� 1 ,
eB� 3 et eB� 4 , tandis quela partie antisym�etrique est port�eepar lesmatrices eB� 2 et eB� 5 .
Cespropri�et�essont compatiblesavec les relations de r�eciprocit�e de Onsagercar les
matrices eB� , eB� 1 , eB� 3 et eB� 4 sont desfonctions pairesdu champ magn�etique tandis
que les matrices eB� 2 et eB� 5 sont desfonctions impaires.

Pour d�emontrer quelesmatriceseBij , i; j 2 C, v�eri�ent la propri�et�e (S3), on introduit
le vecteur X = (x%

T; xv
T; xE

T; xB
T; xT )T 2 Rns +10 . En d�e�nissant la matrice eBdi� (� ) =

P
i;j 2 C

eBdi�
ij � i � j ; on obtient apr�esquelquescalculs

XTeBdi� (� )X = T
p

�
(B �� )2hAk~x; ~xi + (1 � (B �� )2)hA? ~x; ~xi

�
; (I I.74)

o�u on a utilis�e les notations de l'hypoth�ese(Tr3) pour les matrices Ak et A? et o�u
on a introduit le vecteur ~x = (pxT ; (x%+ xT h)Td%)T, avec d% la matrice diagonalede
taille ns� ns d�e�nie par d% = Diag(� 1; : : : ; � ns ). En utilisant l'hypoth�ese(Tr3), on
obtient la relation XTeBdi� (� )X > 0, pour tout � 2 � 2. On d�e�nit ensuite la matrice
eBvisc(� ) =

P
i;j 2 C

eBvisc
ij � i � j ; et on obtient apr�esquelquescalculs

1
T XTeBvisc(� )X = � (� �~xv )2 + (� 1+ � 4)

�
� �B ~x?

v + ~xv �B � ? �
�
�
� �B ~x?

v + ~xv �B � ? �

+ � 1+ � 3
3 (� ? �~x?

v � 2� k�~xk
v )2 + (� 1� � 3)

�
(� ? �~x�

v )2+ (� ? �~x?
v )2

�
; (I I.75)
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avec~xv = xv + xT v. L'hypoth�ese(Tr2) permet alorsde conclurequeXTeBvisc(� )X > 0,
pour tout � 2 � 2. Ce qui montre que la propri�et�e (S3) est v�eri� �eepar les matrices
eBij , i; j 2 C.

Finalement, on obtient imm�ediatement que lesmatrices eA0(V), eAi (V), eAe
i (V), i 2 C,

eBij (V), i; j 2 C, et le vecteur e
( V) sont des fonctions C1 de V 2 OV en utilisant
le C1 di� �eomorphismeU 7! V, donn�e par les propositions I I.1 et I I.8, et la r�egu-
larit �e desmatrices et desvecteurs�ecrits en la variable conservative, donn�eepar la
proposition I I.2. �

I I.5.2 Variable normale partielle

Danscette section,on �etudie uneformenormalepartielle au sensde la d�e�nition I I.3
pour le syst�eme(I I.33). On commencepar �etablir que lespropri�et�esd'invarianceet
de consistancedesnoyaux sont v�eri� �ees.On d�etermine ensuiteune forme normale
partielle et on explicite le syst�eme sousforme partiellement normale, c'est �a dire
toutes lesmatrices apparaissant dans le syst�eme.

Lemme II.10
Le noyau de la partie sym�etrique de la matrice eB(V; � ) =

P
i;j 2 C

eBij (V)� i � j , not�e

N (eB), ne d�epend ni de la variable entropique V 2 OV ni du vecteur � 2 � 2. On
notera n0 sa dimension. Le noyau N (eB) est engendr�e par les vecteurs colonnes
(uT; 01;10)T et Ens + k , k = 1; : : : ; 6, o�u (Ek)k=1 ;:::;ns +10 est la basecanoniquede Rns +10 .
De plus, on a

eBij (V)N (eB) = eBij
T(V)N (eB) = 0; i; j 2 C; N (eB)TeAe

i (V)N (eB) = 0; i 2 C:

Preuve - II.10 -
On commencepar v�eri�er que la propri�et�e d'invariance des noyaux est satisfaite.
En utilisant leshypoth�eses(Tr2-Tr3), lesexpressions(I I.74) de XTeBdi� (� )X et (I I.75)
de XTeBvisc(� )X, on obtient que XTeB(� )X = 0 si, et seulement si, xT = 0, x% est
proportionnel au vecteur u, et � �xk

v = � �x?
v = � �x�

v = � �B x?
v �x?

v = xv �B � ? �� ? = 0.
Commecesderni�eresrelationssont �equivalentes �a xv = 0, on en d�eduit queN (eB) ne
d�epend ni du vecteur V 2 OV , ni du vecteur � 2 � 2 et est engendr�e par lesvecteurs
colonnes(uT; 01;10)T et Ens + k , k = 1; : : : ; 6.
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On s'int�eresseensuite�a la propri�et�e de consistancedesnoyaux. On obtient alors im-
m�ediatement lesrelations eBij (V)N (eB) = eBij

T(V)N (eB) = 0, i; j 2 C. De plus, en uti-
lisant l'hypoth�ese(Tr3) sur lesnoyaux desmatricesAk, A? et A � , l'expression(I I.36)
desvecteursFe

ij , i; j 2 C, implique que N (eB)TFe
ij = 0, puis que N (eB)T@Z Fe

ij = 0, car

N (eB) ned�ependpasdeV 2 OV . En utilisant la propri�et�e (Tr3) concernant lesnoyaux
desmatricesde transport, l'expression(I I.69) permet imm�ediatement de d�emontrer
queXTeAe;


i Y = 0, pour X; Y 2 N (eB), car lescolonnesd'indicesns + 1; : : : ; ns + 6 sont
nulles et car la sommede chaque ligne fait apparâ�tre destermesproportionnels �a
D k%, D ? %ou D � %. De même,l'expression(I I.68) montre alorsqueXTeAe

i Y = 0, pour
X; Y 2 N (eB). �

En utilisant la baseexplicite du noyau N (eB), on d�e�nit la matrice P par

P =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 01;3 01;3 01;ns � 1 01;3 0

�u 0ns � 1;3 0ns � 1;3 I ns � 1;ns � 1 0ns � 1;3 0ns � 1;1

03;1 03;3 03;3 03;ns � 1 I 03;1

03;1 I 03;3 03;ns � 1 03;3 03;1

03;1 03;3 I 03;ns � 1 03;3 03;1

01;1 01;3 01;3 01;ns � 1 01;3 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (I I.76)

avec �u le vecteur de taille ns� 1 d�e�ni par �u = (1; : : : ; 1)T. En suivant l' �etude pour
le syst�eme abstrait faite �a la section I I.4.2, on introduit la variable conservative
auxiliaire U0 = PTU et la variable entropique correspondante V0 = P� 1V dont les
expressionssont

U0 =
�
� ; E T; B T; �%T; � vT; � et

�
T;

avec �%= (� 2; : : : ; � ns )T, et

V0 =
1
T

�
g1 � 1

2v�v; "0E T; 1
� 0

B T; g2 � g1; : : : ; gns � g1; vT; � 1
� T

:

D'apr�es le th�eor�eme II.5, toutes les variables normalespartielles sont de la forme
W =

�
 i(U0

i ); � i i(V0
i i )

�
T, o�u U0

i est le vecteurcompos�e desseptpremi�erescomposantes
du vecteur U0 et V0

i i le vecteur compos�e desns + 3 derni�erescomposantes de V0. On
choisit la variable normaleW donn�eepar

W =
�

� ; E T; B T; log
� r 2

2

� r 1
1

; : : : ; log
� r ns

ns

� r 1
1

; vT; T
� T

: (I I.77)
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Ce choix est guid�e par dessoucisde simplicit�e de pr�esentation et de calculs.Tout
autre choix serait bien ŝur admissibleet donnerait desr�esultats similaires.

Proposition II.11
L'application V 7! W estun C1 di� �eomorphismedel'ouvert convexeOV sur l'ouvert
OW = (0; 1 )� R6� Rns � 1� R3� (0; 1 ).

Preuve - II.11 -
D'apr�esles propositions I I.1 et I I.8, il faut prouver que l'application Z 7! W est un
C1 di� �eomorphisme.Cette application est clairement C1 et on montre �a pr�esent
qu'elle est bijective. Soit un vecteurW 2 OW . Il faut alorsd�e�nir un vecteurZ 2 OZ

et montrer qu'il est unique. En ce qui concerneles variables du champ �electrique,
du champ magn�etique, de la vitesseet de la temp�erature, il n'y a pas d'ambigu•�t �e;
le choix descomposantes correspondantes de Z est unique

Zns +10 = Wns +10 ; Zns +6+ � = W4+ � ; � 2 [[1; 3]];

Zns +3+ � = W1+ � ; Zns + � = Wns +6+ � ; � 2 [[1; 3]]:

En ce qui concerneles variables des massesdes esp�eces,elles doivent v�eri�er les
relations

X

k2 S

Zk = W1; Zk = (Zr 1
1 expW6+ k)1=rk ; 2 6 k 6 ns:

Commel' �equation

Z1 +
nsX

k=2

Zr 1=rk
1 exp(W6+ k=rk) = W1

admet une unique solution strictement positive, on en d�eduit que l'application Z 7!
W est bien bijective. Un calcul direct permet ensuite de donner une expressionde
la matrice jacobienne@ZW,

@ZW =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 �uT 01;3 01;6 01;1

06;1 06;ns � 1 06;3 I 6;6 06;1

� r 1
� 1

�u � �dr
% 0ns � 1;3 0ns � 1;6 0ns � 1;1

03;1 03;ns � 1 I 3;1 03;6 03;1

01;1 01;ns � 1 01;3 01;6 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (I I.78)
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avec�dr
% la matrice diagonalede taille ns� ns d�e�nie par �dr

%= Diag(r 2=� 2; : : : ; rns =� ns ).
La matrice @ZW est inversibleet son inverseest donn�e par

@WZ =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1
� �

� 1
r 1

01;6 � 1
� �

� 1
r 1

�v%
r

T 01;3 01;1

1
� �

�v%
r 0ns � 1;6

�d%
r � 1

� �
�v%

r 
 �v%
r 0ns � 1;3 0ns � 1;1

03;1 03;6 03;ns � 1 I 3;3 03;1

06;1 I 6;6 06;ns � 1 06;3 06;1

01;1 01;6 01;ns � 1 01;3 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (I I.79)

avec�v%
r = (� 2=r2; : : : ; � ns =rns )T. En utilisant le th�eor�emed'inversionlocale,on conclut

que l'application Z 7! W est un C1 di� �eomorphismede OZ sur OW . �

Dans le but de s�eparer les variables hyperboliques des variables paraboliques, on
introduit commedans la sectionI I.4.2, une partition de l'ensemble f 1; : : : ; ns + 10g
en i = f 1; : : : ; n0g et i i = f n0 + 1; : : : ; ns + 10g, avecn0 = 7, et on utilise la structure
blocs matricielle et vectorielle induite par cette partition. On a en particulier W =
(Wi

T; Wi i
T)T, o�u

Wi =
�
� ; E T; B T

� T
; (I I.80a)

correspond au vecteur desvariableshyperboliqueset

Wi i =
�

log
� r 2

2

� r 1
1

; : : : ; log
� r ns

ns

� r 1
1

; vT; T
� T

(I I.80b)

au vecteur desvariablesparaboliques.

Th�eor�eme II.12
Le changementde variablesV 7! W transformele syst�eme (I I.63) en

A0@t W +
X

i 2 C

�
Ai + A

e
i

�
@i W =

X

i;j 2 C

@i

�
Bij @j W

�
+ T + 
 ; (I I.81)

avec
8
>>><

>>>:

A0 = (@WV)T eA0 (@WV); Bij = (@WV)T eBij (@WV);

Ai = (@WV)T eAi (@WV); 
 = (@WV)T e
 ;

A
e
i = (@WV)T eAe

i (@WV); T = �
P

i;j 2 C
@i (@WV)T eBij (@WV) @j W;

(I I.82)
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o�u les matrices A0(W), Ai (W), A
e
i (W), i 2 C, Bij (W), i; j 2 C, et le vecteur 
 (W),

sont desfonctions C1 de W 2 OW et le vecteur T (W; @x W) est une fonction C1 de
W 2 OW et de @x W 2 R3(ns +10) . De plus, le syst�eme (I I.81) est sousforme normale
partiel le, c'est-�a-dire que les matrices A0, A

e
i , i 2 C, Bij , i; j 2 C, et le vecteur T

v�eri�ent les propri�et�es (Nor1-Nor3).

Preuve - II.12 -
La preuve de ce th�eor�emeest une application directe du th�eor�eme II.5. On donne
donc uniquement les expressionsdes matrices A0, Ai , i 2 C, et Bij , i; j 2 C. Les
blocs de la matrice A0 s'�ecrivent

A
i ;i
0 =

2

6
6
6
4

1
� �

01;3 01;3

" 0
T I 3 03;3

Sym 1
� 0T I 3

3

7
7
7
5

; A
i i ;i i
0 =

2

6
6
6
4

�d%
r � 1

� �
�v%

r 
 �v%
r 0ns � 1;3 0ns � 1;1

�
T I 3 03;1

Sym � cv
T 2

3

7
7
7
5

: (I I.83)

En consid�erant � = (� 1; � 2; � 3)T, un vecteurquelconquede R3, lesmatricesAi , i 2 C,
sont donn�eespar

X

i 2 C

Ai � i =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

v ��
� �

01;3 01;3 01;ns � 1
�

� �
� T 01;1

03;3 � 1
� 0 T R (� ) 03;ns � 1 03;3 03;1

03;3 03;ns � 1 03;3 03;1

(�d%
r � 1

� �
�v%

r 
 �v%
r )v �� �%
 � � �

� �
�v%

r 
 � 0ns � 1;1

� v ��
T I n R

T �

Sym � cv
T v��

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

(I I.84)
avec �%= (� 2; : : : ; � ns )T.

En cequi concernelesmatricesBij , i; j 2 C, on utilise la d�ecomposition desmatrices
eBij , i; j 2 C, pour �ecrire Bij = B

di�
ij + B

visc
ij , i; j 2 C. En notant � = (� 1; � 2; � 3)T

et � = (� 1; � 2; � 3)T des vecteursquelconquesde R3, les matrices de di�usion B
di�
ij ,

i; j 2 C, sont donn�eespar

X

i;j 2 C

B
di�
ij � i � j = B �� B �� B

k
+ (� �� � B �� B �� )B

?
+ � TR (B )� B

�
; (I I.85)
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o�u lesmatricesB
k
, B

?
et B

�
ont la structure blocsdonn�ee�a la propri�et�e (Nor1). Un

calcul explicite fournit alors l'expression

B
� ;i i ;i i

=
T
p

2

6
6
6
4

B
�
%;% 0ns � 1;3 B

�
%;e

03;ns � 1 03;3 03;1

B
�
e;% 01;3 B

�
e;e

3

7
7
7
5

; � 2 fk ; ? ; �g ; (I I.86)

o�u les coe�cien ts correspondant �a � = k s'�ecrivent

B
k
%;%= �I D k

%
�IT;

B
k
%;e = �I D k

%( 1
T 2 { k+ 1

T r);

B
k
e;%= ( 1

T 2 { k+ 1
T r)

T
D k

%
�IT;

B
k
e;e = p

T 3 � k + ( 1
T 2 { k+ 1

T r)
T
D k

%( 1
T 2 { k+ 1

T r);

ceux avec � = ? sont donn�espar

B
?
%;%= �I D ?

%
�IT;

B
?
%;e = �I

�
D ?

% ( 1
T 2 { ? + 1

T r) � 1
T 2 D �

% { �
�

;

B
?
e;%=

�
( 1

T 2 { ? + 1
T r)TD ?

% � 1
T 2 { � TD �

%

� �IT;

B
?
e;e = p

T 3 � ? + ( 1
T 2 { ? + 1

T r)TD ?
% ( 1

T 2 { ? + 1
T r)

� 1
T 4 ({ � TD ?

% { � + { � TD �
% ({ ? + Tr)+( { ? + Tr)TD �

% { � );

et ceuxavec � = � par

B
�
%;%= �ID �

%
�IT;

B
�
%;e = �I

�
D �

% ( 1
T 2 { ? + 1

T r) + 1
T 2 D ?

% { �
�

;

B
�
e;%=

�
( 1

T 2 { ? + 1
T r)TD �

% + 1
T 2 { � TD ?

%

� �IT;

B
�
e;e = p

T 3 � � + ( 1
T 2 { ? + 1

T r)TD �
% ( 1

T 2 { ? + 1
T r)

+ 1
T 4 (� { � TD �

% { � + { � TD ?
% ({ ? + Tr)+( { ? + Tr)TD ?

% { � );

o�u l'on a introduit la matrice rectangulaire�I de taille (ns� 1)� ns d�e�nie par blocs
par �I = [0ns � 1;1 I ns � 1;ns � 1]. Lesmatricesde viscosit�e B

visc
ij , i; j 2 C, sont donn�eespar

X

i;j 2 C

B
visc
ij � i � j = � B

�
(� ; � ) +

5X

� =1

� � B
� � (� ; � ); (I I.87)
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o�u les matrices B
�
, B

� 1 , B
� 2 , B

� 3 , B
� 4 et B

� 5 ont la structure donn�ee �a la propri�et�e
(Nor1) et v�eri�ent

B
4

(� ; � ) =
1
T

2

6
6
6
4

0ns � 1;ns � 1 0ns � 1;3 0ns � 1;1

03;ns � 1 B
4
v (� ; � ) 03;1

01;ns � 1 01;3 0

3

7
7
7
5

; 4 2 f �; � 1; : : : ; � 5g: (I I.88)

Les expressionsde cesmatricessont donn�eespar

B
�
v (� ; � ) = � 
 � ;

B
� 1

v (� ; � ) = � �� I + � 
 � � 2
3 � 
 � ;

B
� 2

v (� ; � ) = 2� �� R (B ) + R (� )R (B )R (� ) + 2� TR (B )� I ;

B
� 3

v (� ; � ) = 2B �� B �� B 
 B � 2
3 � 
 � + 2R (B )� 
 � R (B ) � R (B )� 
 � R (B );

B
� 4

v (� ; � ) = B �� B �� (I � 4B 
 B ) + � �� B 
 B + B �� � 
 B + B �� B 
 � ;

B
� 5

v (� ; � ) = � 2B �� B �� R (B ) � R (� )R (B )R (� ) � 2� TR (B )� B 
 B :

Finalement, on obtient imm�ediatement que les matrices A0(W),Ai (W), A
e
i , i 2 C,

Bij (W), i; j 2 C, et lesvecteurs
( W), T (W; @x W) sont desfonctionsC1 enutilisant
le C1 di� �eomorphismeV 7! W et la proposition I I.9. �

Proposition II.13
Le syst�eme (I I.81) peut se d�ecomposer selon le vecteur des variableshyperboliques
Wi et le vecteur desvariablesparaboliquesWi i en deuxsous-syst�emescoupl�es.

8
>>><

>>>:

A
i ;i
0 @tWi = �

X

i 2 C

A
i ;i
i @i Wi + � i ;

A
i i ;i i
0 @tWi i = �

X

i 2 C

�
A

i i ;i
i + A

ei i;i
i

�
@i Wi +

X

i;j 2 C

@i

�
B

i i ;i i
ij @j Wi i

�
+ � i i ;

(I I.89)

o�u

� i = 
 i �
X

i 2 C

(A
ei;i i
i + A

i ;i i
i )@i Wi i ; � i i = 
 i i + Ti i �

X

i 2 C

(A
ei i;i i
i + A

i i ;i i
i )@i Wi i :

Le premier syst�emeest quasilin�eaire hyperboliquesym�etrique en la variable Wi et le
second quasilin�eaire fortement paraboliqueen la variableWi i . De plus, lescoe�cients
matriciels A

i ;i
0 (W), A

i i ;i i
0 (W), A

i ;i
i (W), A

i i ;i
i (W), A

ei i ;i
i (W), i 2 C, et B

i i ;i i
ij (W), i; j 2

C, sont des fonctions C1 de W 2 OW et les coe�cients vectoriels � i (W; @x Wi i) et
� i i (W; @x Wi i ) desfonctions C1 de W 2 OW et de @x Wi i 2 R3(ns +3) .
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ChapitreII Le probl�emede Cauchylocal pour lesplasmasdissipatifs

Preuve - II.13 -
La preuve est une application directe du th�eor�emeII.12. �

I I.5.3 Th�eor�eme d'existence

On applique �nalement le th�eor�eme II.6 au syst�ememod�elisant les m�elangesmul-
tiesp�ecesr�eactifs ionis�eset magn�etis�espour obtenir un th�eor�emed'existencelocal.

Th�eor�eme II.14 (Existence locale)
On consid�ere le probl�emede Cauchyconstitu�e de l' �equation (I I.89) dansR3

8
>>><

>>>:

A
i ;i
0 @tWi = �

X

i 2 C

A
i ;i
i @i Wi + � i ;

A
i i ;i i
0 @t Wi i = �

X

i 2 C

�
A

i i ;i
i + A

ei i;i
i

�
@i Wi +

X

i;j 2 C

@i

�
B

i i ;i i
ij @j Wi i

�
+ � i i ;

(I I.89)

et de la condition initiale

W(0; x ) = W0(x ); x 2 R3; (I I.90)

o�u W0 2 Vl (R3), l > 9=2, inf R3 � 0 > 0 et inf R3 T0 > 0.

Il existealors un tempst0 > 0, tel quele probl�emede Cauchy (I I.89), (I I.90) admet
une unique solution W = (Wi

T; Wi i
T)T avec W(t; x ) 2 OW d�e�nie sur le domaine

�Qt0 = [0; t0]� R3, continue dans �Qt0 ainsi quesesd�eriv�eesdu premier ordre en t et
du second ordre en x , et pour laquelle les in�egalit�essuivantessont v�eri� �ees

sup
06 t6 t0

�
jj� (t)jj l +

nsP

k=2

�
�
�
�

�
�
�
� log

� r k
k

� r 1
1

(t)

�
�
�
�

�
�
�
�
l
+

P

i 2 C
(jjvi (t)jj l + jjE i (t)jj l + jjB i (t)jj l ) + jjT(t)jj l

�
< + 1 ;

inf
�Q t 0

� (t; x ) > 0; inf
�Q t 0

T(t; x ) > 0;

sup
06 t6 t0

�
jj@t � (t)jj l � 1 +

P

i 2 C

�
jj@t E i (t)jj l � 1 + jj@t B i (t)jj l � 1

�
�

< + 1 ;

Z t0

0

"
nsP

k=2

�
�
�
�

�
�
�
�@t log

� r k
k

� r 1
1

(� )

�
�
�
�

�
�
�
�

2

l � 1
+

P

i 2 C
jj@t vi (� )jj2l � 1 + jj@t T(� )jj2l � 1+

nsP

k=2

�
�
�
�

�
�
�
� log

� r k
k

� r 1
1

(� )

�
�
�
�

�
�
�
�

2

l+1
+

P

i 2 C
jjvi (� )jj2l+1 + jjT(� )jj2l+1

#

d� < + 1 :
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Th�eor�emed'existencepour lesm�elangesmultiesp�ecesmagn�etis�es SectionII.5

De plus, soit t0 est aussi grand que l'on veut, soit il existe un temps t1 tel que le
th�eor�emeest vrai pour tout t0 < t1 et tel quelorsquet0 ! t �

1 , la quantit�e

jj� (t0)jj1;1 +
nsX

k=2

�
�
�
�

�
�
�
� log

� r k
k

� r 1
1

(t0)

�
�
�
�

�
�
�
�
2;1

+ jjT(t0)jj2;1

+
X

i 2 C

�
jjvi (t0)jj2;1 + jjE i (t0)jj1;1 + jjB i (t0)jj1;1

�
; (I I.91)

ou la quantit�e sup�Q t 0
1=T n'est pas born�ee.

La preuve de ce th�eor�emereposesur l' �etude th�eoriquequi a �et�e e�ectu�ee �a la sec-
tion I I.4.2 et enparticulier sur le th�eor�emed'existencelocalepour le syst�emeabstrait
I I.6 [VH72]. Il faut uniquement v�eri�er les nombreuseshypoth�esesde ce th�eor�eme
apr�es avoir d�e�ni la fonction L par L (Wi; Wi i ) = 1=� + 1=T. De plus, on prouve
que inf R3 � (t; x ) > 0 tant que la quantit �e (I I.91) reste �nie, c'est-�a-dire que seulela
temp�erature T peut atteindre la borne de OW .

Preuve - II.14 -
On consid�ere dans un premier temps que la viscosit�e volumique � est strictement
positive et non paspositive ou nulle (Tr2).

On d�e�nit la fonction L par L (Wi ; Wi i) = 1=� + 1=T. Comme on supposeque la
condition initiale W0 v�eri�e W0 2 Vl (R3), inf R3 � 0 > 0 et inf R3 T0 > 0, on obtient
imm�ediatement quela propri�et�e (Ex1) estv�eri� �ee.La proposition I I.13 implique clai-
rement que lespropri�et�es(Ex2-Ex4) et (Ex7) concernant la r�egularit�e desmatriceset
desvecteurssont satisfaites.De plus, lespropri�et�es(Ex5-Ex6) concernant la sym�etrie
desmatricesA

i ;i
0 , A

i i ;i i
0 et A

i ;i
i , i 2 C, sont obtenuesen utilisant lespropri�et�es(S1-S2)

du th�eor�emeII.12.

Pour montrer que la propri�et�e (Ex8) est satisfaite, on consid�ere une fonction � i i de
W 1

2 (R3) �ecrite sousla forme� i i =
�
� %T; � v T; � T

� T
, avec� %2 Rns � 1, index�e �a partir de

2, c'est �a dire que l'on a � %= (� %
2; : : : ; � %

ns )T, � v 2 R3 et � T 2 R. En cequi concerne
la partie di�usiv e desmatricesB

i i ;i i
ij , i; j 2 S, on obtient apr�esquelquescalculs

X

i;j 2 C

(@i � i i )T B
di� ;i i ;i i
ij (@j � i i) =

p
T

 kTAk k +
p
T

X

k2 C

 ?
k

TA?  ?
k ;
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o�u les vecteurs k et  ?
k sont d�e�nis par

 k =
X

i 2 C

B �ei @i � d;

 ?
k =

X

i 2 C

(ei � B �ei B )�ek @i � d;

avec le vecteur � d d�e�ni par � d =
�

1
T � T ; 0; T

p � 2(�
%
2+ r 2

T � T ); : : : ; T
p � ns (� %

ns + r ns

T � T )
� T

,

et o�u la famille (e1; e2; e3) est la basecanoniquede R3. On utilise alors l'hypoth�ese
(Tr3) sur les propri�et�es de positivit �e des matrices Ak et A? . Comme la deuxi�eme
composante du vecteur � d est nulle, � d n'est proportionnel au vecteur (0; %T)T que
si � d = 0, ce qui permet d'obtenir les in�egalit�es

X

i;j 2 C

(@i � i i )T B
di� ;i i ;i i
ij (@j � i i ) > �

X

k2 C

� �
�
�ek �(@x � T )k

�
�
�
2

+
�
�
�ek �(@x � T )?

�
�
�
2
�

+ �
nsX

l=1

X

k2 C

� �
�
�ek �(@x � %

l )k
�
�
�
2

+
�
�
�ek �(@x � %

l )?
�
�
�
2
�

;

et en�n
X

i;j 2 C

(@i � i i)T B
di� ;i i ;i i
ij (@j � i i ) > �

 

j@x � T j2 +
nsX

l=2

j@x � %
l j2

!

; (I I.92)

uniform�ement pour W dansun compactde OW . Concernant la partie visqueusedes
matricesB

i i ;i i
ij , i; j 2 C, on obtient la relation

X

i;j 2 C

(@i � i i )T B
visc;i i ;i i
ij (@j � i i ) = �

T

�
P

i 2 C
ei �@i � v

� 2

+ � 1+ � 3
3T

�
P

i 2 C

�
ei �(@i � v )� 3ek

i �(@i � v )k
� � 2

+ � 1 � � 3
T

" �
P

i 2 C
e?

i �(@i � v )?
� 2

+
�

P

i 2 C
e?

i �(@i � v )�
� 2

� 2
P

i;j 2 C

�
e?

i �e�
j (@i � v )? �(@j � v )�

�
#

+ � 1+ � 4
T

�
P

i 2 C
(B �ei (@i � v )? + B �@i � v e?

i

�
�

"
P

j 2 C
(B �ej (@j � v )? + B �@j � v e?

j

#

:

Pour montrer quecette quantit �e est minor�ee,on utilise l'invariancepar changement
de rep�eresorthonorm�eset on choisit un rep�ere orthonorm�e (e1; e2; e3) tel que B =
e1. On obtient alors la relation

X

i;j 2 C

(@i � i i)T B
visc;i i;i i
ij (@j � i i ) = �

T (@x �� v )2+ � 1+ � 4
T

h
(S�

12)
2� (S�

13)
2
i

3
4

� 1+ � 3
T (S�

11)
2+ � 1 � � 3

T

h
1
4(S�

22� S�
33)

2+( S�
23)

2
i

;
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